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AVERTISSEMENT.
C.‘E traité renférme une théorie compléte de la partie de la géométrie ?
; ' quion a nommée Gdomérie descriptive. Le citoyen G. Monge devoit en |
: faire l'application aux counstructions de la perspective linéaire, & la dé- ‘

termination des ombres dans les dessins, a la description des élémens des
machines, etc. , ainsi que cela est annoncé dans le programme qui pré-
céde cet éerit. Déja il avoitfait gi’&\fer les dessins qui servent maintenant
de modeéles.aux éléves de U'école polytechnique pour 'étude de la coupe
- des pierres, de la charpente, de la perspective et des ombres; ‘mais les
5 | différentes missions qu’il a reques du gouvernement, celle qu’il remplit
maintenant en Egypte, Uont empéché de terminer ce travail.
On a pensé qu’il seroit utile de pu_blier sép_arél_nent la premiére partie
de l’ou‘\?l'age; elle pourra mettre le lecteur en état d’en faire lui-méme
-~ les épplication.s. o | o
Pour lire ce traité, il suffit de connoitre la premiére partie de la géo-
metrie éJémentaire.
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MATIERES CONTENUES DANS CE VOLUME.

P ROGRAMNME , - . | | pages 1—4
| | 1.
No, 1. Olbjet de la géomdlirie descriptive , ' 5
2—q. Considérations d’aprés lesquelles on détermine  la position
d’un point situé dans Pespace (Fig.1—3), 5—15
10. Comparaison de la géomdirie descriptive avec Palgcbre,
| | 15—106
11—13. Convention propre & exprimer les formes et les positions des
surfaces. Application aun plan , ‘ 16—21
14—22. Solutions de plusieurs questions élémentaires relatives & la
ligne droite et auw plan ( Tig. 4~—11), 2,1—29
1 1.

23-—26. Des plans tangens anx surfaces courbes, et de leurs nor-

males ' | 209—32
{s > L] L] » ;

27—31. Méihode pour mener des plans tangens par des points

donnds sur les surfuces (Fig. 12—15). . 32—3¢g
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32. Des conditions gut déterminent la posizion du plan tangent
& une surface courbe quelcongue ; observation sur les

- surfaces développables ., - "39—41

a0 0 . - : . / . .
33—34. Des plans tangens anx surfaces , menés par des poinis
donnés dans Pespace, 41—43

Du plan tangent a la surface d’une ou de pfusiem*s sphéres.
Lropriéiés remargquables du cercle, de la sphére, des
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¥i T ABLE DES MATIERTES,.
| sections coniques el des surfaces courbes du second degré
N . , _ Y~
(Fig. 16~—22), . | pages 44—-55
L] _ y . 1. R L
Du plan tangent & une surface cylindrigue , conique, & une
surface de révolution , pardes poinis donndés hors de ces

surfaces ( Fig, 23—25), ' 55—59

I11IL
3 ) i . \ [ . & . . "
Ne. 48.  Des intersedtions des surfaces courbes. Définitions des
courbes a double courbure 59—60

" 4o—>bo. Correspondance entre les opérations de la gdométric des-
criptive et celles de Pélimination algébrigue , Go—G2.

Jl-——-56 Methode genérale pour déterminer les projections des
intersections de surfaces. Modification de cetie méthode

dans quelques cas particuliers { Fig. 26), 62—066
b7—58 Des tangentes aux intersections de surfaces 66—08
0g—083. Intersections des suifaces, cylindrigue , conique, eic.

Développement de ces intersections lorsque [Pune des
surfaces auxquelles elles appar tiennent est devefopjml)!e
(Fig. 27—35), 68—86
84—08y. Méthode de Roberval pour mener une tangenie a une
courbe gui est donnée par la loi du mouvement d’un point
géndratenr. Application de cette méthode Pellipse et &
La courbe résuliante de Pintersection de denax eZZi]:)so}.'a’es
de_révolution , qui ont un jfoyer commun ( Fig.36—37),

36—88
I V.
7/
853———1 02. App[ﬁcazions des intersections des surfaces & la solution de
dz'vcr_ses guestions ( Iig. 36—42.), 8g—104
V.

103-—109. Considdraitions genérales sur Pétendue. Des courbes planes
et a double courbure, de leurs dwe[olqpe’es , de lewrs
(Zevefoppazzz{es ydeleurs raryons de courbure (Fig. 43—44),
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TABLSE DES M ATIETRGES, - vij
No,110-112, De la surface qui est le lieu géomédirique des a’eveloppcfes

une courbe & double courbure ; propriélé remarguable

des développées , considerées sur cette surface. Généra-
tion d’une courbe quelconque a double courbure par ur
mounsement contine (Fig. 45), ~ pages 1 10—112
113—124. Des surfaces courbes. Démonstration de cette proposition :
« Une surface quelcongue n’a dans c‘fz{zczm de ses poirnts
» que deux cour ‘bures; chacune de ces courbures a un serns
» pariiculier , son raryon particulier, ct les deux arcs sur
» lesquels se mesurent ces deux courbures sont a angles
» droits sur la surface » (Uig. 46—48 ), 112120
125-—131. Des lignes de courbure d’une supface quelconque ; de ses
centres de courbure , et de la surface qui cn est le liew
geomez’i zqzze‘?"%éfp})/zrczrzon @ la division des vodltes en
woussoirs et & Part du graveur (Fig. 49), 120-—128

ADDITION S,
1.

Suite au n°. 4. Trois surfaces q_fylizzdrigzzes o bases circulaires, gui se
coupeni, ont €il général huir points commins.
. /s

I 1

Suite au no. 12. De la génération de la surfoace gauche. ( Cest ainsi
gu’on appelle la surface qui enyeloppe espace par-
couru par une droite. ) De la suiface gauche gui peut
étre engendrée par une droite de denx maniéres

diff Erem'es.
11 L

Suite aune. 3o. Du plen tangent & une sujface gaucle.

Fin de la Table des matiéres.
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i Picr 24, troisiéme ligue , au lieu de ces mots sur la irace CH, lisez
- sur la trace GB.
13 - _

| Page 42 , huitiéme ligne , au lieu du mot cozngo, lisez congozt.
SE Page 62, derniére ligne , au lien du mot indénis , lisez indéfinis.
' Page 101, 1°. 100, ligne 23 , au lieu de cercle dd'i , lisez cercle ee'/.
La lettre ¥ employée dans ce niuméro , correspond & la lettre I de la

fig. 4a. |

Numéros 104—110, les figures désignées par les mombres 44, 45, 46 .,
 correspondent sur les planches aux nombres 43, 44, 45. ’ g
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1 our tirver la nation francaise de la dépendance ou elle a été jusqu’a
présent de Vindustrie étrangére , il faut. premiérement, dirigei* I'éduca-

~tion nationale vers la connoissance des objets qui exigent de I'exactitude,

‘des arts, et celle des machines qui ont pour objet

ce qui a été totalement négligé jusqu’d ce jour, et accoutumer les mains
de nos artistes au manienent “des instrumens de tous les genres, qui
servent a porter la précision dans les travaux et a mesurer ses différens
degrés . alors les consommateurs , devenus sensibles & I'exactitude | pour-
ront Vexiger dans les divers ouvrag

état de Patteindre.

- I faut, en second lien, rendre popunlaire la connoissance d’un gr rand
nombre de phénoménes naturels , indispensable aux progrés de I'indus-
irie , et profiter, pour avancement de instruction gerl,erale de la na-
tion , de cette circonstance heureuse dans laquelle elle se trouve , d’avoir
a sa disposition les principales ressources qui lui sont nécessaires. |

1l faut enfin répandre parmi nos artistes la connoissance des procédés
, ou de diminuer
la main-d’ceuvre , ou de donner aux résultats des travaux plus. duni-
formité et plus de précision s et A cet égard , il faut Vavouer, nous
avorns beaucoup a puiser chez les nations etmnfreres.

On ne peut remplir toutes ces vues gu’en donnant A Véducation na-
tionale une direction nouvelle.

C’est, d’abord , en familiarisant avec l'usage de h géométrie des-
criptive tous les jeunes gens qui ont de 1’111telhgence , tant ceux qui
ont une fortune acquise , afin. quun jour ils soient en . état de faire
de leurs capuaux un emploi plus utlle et pour eux et pour la nation

A

ges , v metire le prix nécessaire; et
110s artistes, familiarisés avec elle dés dge le plus tendre , seront en
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que ceux meme qui n'ont d’autre fortune que leur éducation, afin
qu’ils pmssc\nt un jour donner un plus g n*rand prix a leur travail.

Cet art a dcux objets principaux.

I
i}. ‘ . r ’ - L4 L
i Le premier est de représenter avec. exactitude , sur des dessins qur
‘t n’ont que deux dimensions , les cbjets qui en ont trois, et qul sont
st-; I =Y . .Y . . . . _ E, .
i susceptibles de défmition rigoureuse. ' ' .t
';; . ] 7 ) bl L i
% Sous ce point de vue, c’est une langue nécessaire a ’homme de génie
.4. - - b . ., " . * . . . - ; » - \
A qui congoit un projet, a ceux (ui doivent en diriger Vexécution , et
Hi | '

g

enfin aux artistes qui doivent eux - mémes en exeécuter les différentes
gE parties.

Le secontd oljet de la géométrie descriptive est de déduire de la des-
cription exacte des corps tout ce qui suit néczssairement de leurs formes o
i | et de leurs positions respectives. Dans ce sens, c’est un moyen de recher-
; _ cher la vérité; elle offre des exemples perpétuels du passage du connu
4 a Uinconnu ; et parce qu’elle est toujours appliquée & des objets sus-
- ceptibles.de la plus grande évidence , il est nécessaire de la faire entrer
g dans le plan d’une éducation nationale. Elle est mon-seulement propre
A exercer les facultés intellectuelles dun. grand peuple, et & contri-
i buer par-12 au perfectionnement de Vespeéce humaine , mais encore elle
8 cst indispensable & tous les ouvriers dont le but est de donner aux

o corps certaines formes déterminées ; et c’est principalement parce que

o - les méthodes de cet art ont été jusqu’ici trop peu répandues, ou méme
o pl‘esque entiérement Ileghcrc,cu , clue les progrés de notre 111dustr1e ont ¢été
81 1ents.

On contribuera donc & donner a 1’éducation natiorale une direction
avantageuse , en familiarisant nos jeunes artistes avec lapplicalion de _
la gdométrie descriptive anx constructions graphiques qui sont néces- :

saires au plus grand nombre des arts , et en faisant' usage de cette

géométrie pour la représentation et la détermination des élémens des

machines , an moyen desquelles ’homme , mettant 2 contribution leg

“torces de la nature , ne se réserve , pour ainsi dire, dans ses opérations, .
“d'antre travail que celul de son intelligence.
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Il n’est pas moins avantagenx de :repandre la COHllOle’Ll'LCfB des pheno— _ )
ménes de la nature qu o1 peut 10111‘1161‘ au 1}1‘0ﬁt des arts.

Le charme qui les accompagne pourra vainere la répugnance que.les
hommes ont en général pour la contention d’esprit, et leur {aire trou-
: ver du plaisir dans Pexercice de leur intelligence, que presque tous

reg ardent comme pe;ulﬂe et fastidienx.

Ainst il doit y avoir a Pécole normale un cours de céométriec des-
criptive, |

Mais comme nous n’avens str cet- art aucun ounvrage elémentaire bien
fait , soit parce que jusqw’ici les savans y ont mis trop pen dintérét,
soit parce qu’il n’a €été pratiqué que d’une maniére obliscure par des
citoyens dont Véducation n’avoit pas &té assez soignée , et qui ne sa-
volent pas communiquer les résultats de leurs méditations, un cours
stiuplement oral seroit absclument sans effet.

11 est donc nécessaire pour le cours de géoméirie descriptive, que la - )
o pratique et Pexécution soient jolittes a Paudition des méthodes.

“Ainsi ceux des citovens dont les études antérieures auroient éte diri-
zées vers la géoméirie, o vers les auntres sciences exactes , Seront exerces

dans des sal]es paltlcuheles aux consiructions graphlques de la geo—
métrie descriptive.

Les deux parties de cet art ont des méthodes générales, avec lesquelles
les citoyens se familiariseront par l'usage de la régle et du compas, et

sans ]e&ruel_ks 1l seroit difficile qu’ils se missent en état de enseigner
eux-mames,

Parmi les différentes applications que Yon peut faire de la méthode.
des projections, il v en a deux qui sont remarquables , et par leur gé-
néralité , et par ce qu’elles ont d’ingénieux: ce sont les constructions
de. la perspective , et la détermination rigourense des ombres ‘dans les
‘dessins. Ces deux parties peuvent étre considérées comme le comp1é~
-ment de l’a.rL de déeorire les ol JTCtS. On y exercera ces citoyens , parce
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gn’étant destinés & enseigner un jour les procédés de la géométrie des-

‘criptive, il est necessaire qu’ils en connoissent toutes les ressources.

‘Ensuite on appliquera la méthode des projections aux constructions
graphiques , nécessaires au plus-grand nombre des arts, tels que les.
traits de la coupe des pierres, ceux de la charl_.enterle etc.

-~

1
L

- Enfin le reste de la durée du cours sera employé , d’fﬂ)ord a la des-
cription des élémens des machines, alin d’en étudier les formes et les -
effets , et ensuite a celle des machines dont il est le plus important de
répandre la connoissance , soit que les machines aient pour objet de
donner au travail plus de précision et plus d’uniformité, soit qu’elles

ailent pour but d’employer A la production d’un certain travail les forces

de la mnature , et par la d’augmenter la pulsbdllce nationale.
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GEOMETRIE

DESCRIPTIVE

1.

1. L a géométrie descriptive a deux objets : le premier, de donner

les méthodes pour représénter sur une feuille de dessin qui n’a que deux
dimensions , savoitr , longueur et largeur , tous les corps de’la nature

qui en ont trois , longueur , largenr et profondeur , pourvu néanmoins

que ces corps puissent étre définis rigoureusement.

Le second ob]et est de donner 1a maniére de reconnoitre &’ apr(,s e
description exacte les {ormes des corps , et d’en déduire toutes les vé-
rités qui résultent et de leur forme et de leurs 13051t10118 respectives.

Nous allons d’abord indiquer les procédés quune longue expérience
a fait découvrir , pour rempli}. le premier de ces deux objets; nous don-
nerons ensuite la maniére de remplir le second.

2. Les surfaces de tous les corps de la nature pouvant étre consi-
dérées conime composées de points , le premier pas que nous allons faire

dans cette matiére deit &tre d’mdlquer 1a maniere dont on exprime la
position d’un point dans 1espace.

L’espace est sans limites ;

servir de terme de comparaison pour indiquer la position d'un point.
Ainsi , pour définir la position d’un point dans lespace, il faut né-
cessairement rapporter cette position & quelques autres objets , distincts
des parties de V'espace qui les renferme, et qui solent eux-mé&mes con-
nus de position , tant de celui qui définit, que ‘de celui qui veut entendr
la définition ; et pour que le procédé puisse devenir lui-mém

O st 3 ol aricuncer By S s ERR e

‘toutes ses parties sont parfaitement seni-
blables, elles n’ont rien qui les caractérise , et aucune d’clles ne peut
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6 ° + ¢?OMETRIE DESCRIPTIYVE, |
usage. facil_(i—et journalier, il faut gue ces objets solent aussi simples qu’il

est possible , et que leur position soit la plus facile & concevoir.

3. Parmi tous les objets simples, nous allons rechercher guels sont ceux
qui présentent plus de faciiité pour la détermination de 1.1 1)Ob’l1011 d'un i
point 3 et parce que la géoméirie n’offre rien de plus simple qu'un point,

nous examinerons dans qﬁel genre de considérations en seroit entrainé,

si, pour déterminer la posulon d’un point , on le rapportoit a un certain
nombre d’autres points dont la position seroit conune; enfin, pour mettre

plus de clarté dans cette exposition , nous declgneronb ces Polnts connus
par les lettres successives A, B, C, etc. |
Supposons .’abord , que ]a, dehmﬁon de la position du pomt com- :
porte qu’il soit & un meétre de distance du point connu A. o
Tout le mende sait qm, la propnete de la surface de ]a. sphére est
d’avoir tous ses points & égale distance de son centre. Ainsi cette partie
de la définition exprime que le point que 'on veut déterminer a la
m&nie propriété que tous ceux de la surface d'une sphére dont le centre
seroit au point A, et dont le rayon seroit un métre. Mals ]es-l"‘oints de
la surface de la SPllCle sont les seuls dans tout Vespace gui aient cette
propriété ; car tous les poin yts de Pespace qui sont au- deld de cetle sur-
2 face par nppou an centre sont Plus ¢loigneés du centre que d'un métre,
et tous ceux qui sont entre cette surface et le cenire sont au contraire P

moins éloignés du centre que dun métre : done tous les points de la
surface de LL sphére mnomn - scu]emem, ]musspnt de la propri¢té énoncée
dans la proposition , mais encore ils sont les seuls qui en jouissent ;. donc
endin cette proposition exprime que le point cherché est un de ceux de
la surface d’une sphere dont le centre seroit aun point A, et dontle rayon :
seroit un métre. Par-1a ce poinl est actuellement dl stinct d’'une infi-
nité Cantres placds dans Pespace ; mais il est encore confondu avec tous
ceux de la surface de la sphere , il fant d’autres conditions pour le recon-
110_"}{‘1;1“6 par 11;1 CLUIX. |

St{pposons ensuite que , d’aprés la définition de la position du point,
il doive é&tre a deux metres de distance du second point connu B: il
est évident qu’en raisonnant pour cette seconde condition comme pour :
la premiére , le point doit encore ¢tre un de ceux de- la surface d’une.

;s:e_cellde sphere 5 do_lt le centre  §ero Lt au 1)0111L B, » €1 doni, le ra.yo.a;_
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1a. smface de la prenuere spllele et sur celle de la- deuxiéme ,
plus étre confondu qu avec ceux qul sont communs aux deux surs aces

et qui sont dans leur commune intersection : or, pour rcu qu’on sozt'

familiarisé avec les considérations géométriques , on sait que Pinger-
section des surfaces de deux sphéres est la circonférence dun cercle ,
dont le centre est sur la droite qui joint ceux des deux sphéres , et dont
le plan est perpendlculalre A cette droite; donc’, en vertu des deux con-
ditions réunies, le point cher ché est actuellement distinct de cenx qui
sont sur les surfaces des deux sphéres, etil ne peut p]us étre confondu
quwavec ceux de la circonférence du cercle, qui jouissent tous des deux
conditions éncncées et qui en jouissent seuls. Il faut donc encore une
woisiéme condition pour le distinguer.

Supposouns , enfin , que le point doive se trouver a trois metres de dis-
tance d’un troisieme point G, connu. Cette troisi¢éme condition le place
parmi tous ceux de la surface d'une troisiéme sphérve , dont le centre
seroit au point C, et dont le rayon seroit trois métres. Et parce que
nous avons vu qu’il doit étre sur la circonférence d’un cercle connu de
position , pour satisfaire en méme temps aux trois conditions, il {faut
qu’il soit un des points communs et & la surface de la troisiéme sphére
et & la circonférence du cercle : or on sait qu’une circonférence du cercle
et la surface d'une sphére ne peuvent se couper quen deux points 3
donc, en vertu des trois conditions, le point se trouve distingué de tous
ceux de l’espace, et me peut plus étre que I'n de deux points déter-
minés ; en sorte qu’en indiquant de plus de quel c6té il est placé par
rapport au plan qui passe par les trois centres , ce point est absolument
déterminé, et me peut plus &tre confondu avec aucun- autre. |

On voit qu’en employant, pour déterminer la position d’un. point

dans Pespace, ses distances a d’autres pomis connus, et dont le nombre

est nécessairement trois, 'on est entrainé dans des considérations ¢ui

ne sont pas assez simples pour servir de hase & des procédds d’un usage
habituel. - '

4. Recherchons actue_llement quelles seroient -les considérations aux-

quelles on seroit conduit, si, au lien de mpporter la position d’an

point L trois autres pomts connus , on le lapportou & des droites don-
ndes de Pos:mon,

7

seroit deux métres. Ce point, devant se-trouver en méme temps et sur -

ne peut
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~ Nous ferons observer auparavant , qu'une ligne droite ne doit jamais
&tre cousidérée comme termince, et qu'elle peut toujours étre indéfi-
niment prolon gée dans 'un. et dans Pautre sens.

Pour smlphﬁer » LOuUS Hommerons successivement A, B, C, etc., les
droites que nous serons ol,hces &’ (;11113103 er.

i ' Si de la définition de la p051i,1011 du point il resuite qu’il doive se
trouver , par exemple , a un meire de distance de la premiére droite
| connue A , on eénonce que ce point est 'un de ceux de la surface dun
‘cylindre a base circulaire, dont laxe seroit la droite A, dont le rayon
seroit un metre, et qui seroit indéfiniment prolongé dans les deux
sens de sa longueur ; car tous les points de cette surface jouissent de
la propriété énoncee dans la deéfinition , et sont les seuls qui en jouis- £
L | sent. Par-1a , le point est distingué de tous les poinis de Iespace qui
| sont en dehors de la surface oyhnduque 3 il est pareillement distdngué
de tous ceux ¢ui sent dans Vintérieur du cylindre, et il ne peut &tre
i coniondu quavec ceux de la surface cylindrique , parmi lesquels on ne
i peut le distinguer guv’au movyen de conditions nouvelles.
- Supposons donc que le point cherché doive , en outre, éire placé &
; n | ' deux métres de distance de la seconde ligne droite B : on voit de miéme -
. que par-ld on place ce point sur la surface d'un second cylindre &
1 base circulaire , dont Paxe seroit la ligne droite B, et domt le rayon -
i seroit dewx m(,Lres , mais avec tous les points de hqueﬂe il est conlondu,
- si Pon ne considére que la seconde condition seule. Bn réunissant ces
! deux conditions , il doit donc se. trouver en méme temps et sur la
p1 emicre suriace cylindrique, et sur Ja seconde : donc il ne peut étre
que 'un des points communs & ces deux surfaces, cest-d-dire, I'nn de
leur commune intersection. Cette ligne, sur laquelle doit se trouver le
point, participe de la courbure de la surface du premier cylindre, et
de la courbure de celle dusecond , et est , en géneral , du genre de Celles
quwon appelle courbes & double Courbur

Pour distin ﬂuer le point de tous ceux de cette llrme , 11 faut une troi-
sieme conditlon.
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Supposone enfin que la définition énonce que le ponlt demande doive

encore étre a trois métres de distance d’une troisiéme ligne droite C.
) Cette nouvelle condition exprime qu'il est un de ceux de la surface
- d’un troisiéme cylindre & base circulaire,, dont la troisidme ligne droite
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6 COMPETRIE DESCRIPTITV L 9
C seroit 'axe , et qui auroit trois metres de rayon : donc, en réunissant
les trois cond_mons , le point cherché ne peut plus étre qu'un de ceux
qui sont communs, et A la troisi¢ime surface cylindrique, et & la-courbe
a double courbure, intersection des deux premiéres. Or cette courbe

peut en général &ire coupee par la troisieme surface cyhnquue en huit

points ; donc les trois conditicns réduisent le point cherché & &tre l'un

de huit points déterminés , et parmi lesquels on ne peut le distinguer

- que par quelques conditions particulieres du genre de celles dont nous

avons donndé un exemple dans le cas des points,

On voit que les considérations auxquelles on est conduit pour déter-
miner la position d’'un point dans V'espace par la connoissance de ses
distances & trois lignes droites connues , sont encore bien moins simples
que celles anxquelles donnent lieu ses distances & trois. points , et qu’ainsi

clles peuvent encore moins servir de base a des méthodes qui doivent
étre d'un service fréquent,

5. Parmi les objets simples que la géomeétrie considere, il faut remar-
‘quer principalement, 1°. le point qui n’a ancune diinension ; 20, la ligne
droite qui n’en a qu'une ; 3° le plan ui en a deux. Recherchons g'il
ne seroit pas plus simple de ddterminer la position dun point par la
connoissance de ses distances & des plans connus, qu’il ne Vest d’em-
ployer ses distances & des points ou & des lignes droites, |
| Supposons donc qu’il y ait dans Pespace, des plans non paralléles,
connus de position , et que nous désignerons successivement par les
lettres A, B, C, D, etc. |

Si, d’aprés la définition de la position du point, il doit &tre, par
exemple , & un métre de distance du premier plan A, sans quw’il soit
exprimé de quel c6té il doit étre placé par rapport & ce plan, on énonce
quwil est un de ceux de deux plans paralléles au plan A, placés l'un.
dun cdté de ce plan , Pautre de Pautre, et tous deux & un métre de

distance du premier .: car tous les 1)01111:3 de ces deux phns P’Ll“lnelCS'

satisfont & la condition exprimcde , et sont , de tous ceux de l’espace,
les seuls qui y satisfassent.

Pour distinguer , parmi tous les points de ces deux plans , celui dont
-on vent définir la position , il faut donc encore ayoir recounrs a d’autres
*conditions. o ’ |
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10 G Lo METRILE DLESCRIPTIYVE

Supposons, en second lieu, que lepoint cherche doive &trea deux métres
de distance du second plan I : par-la on lé place sur deux plans pa-
ralléles an plan B, tous deux & deux métres de distance de ce plan,

Pun d’un cote , Vautre de autre. Pour satisfaire en méme temps aux
deux conditions, il faut donc qu’il se trouve , et sur I'un des deux plans oo
paralléles aw plan A, et sur Pun des deux plans paralléles au plan B et par | _A
conséquent , qu’il soit P'un des points de la commune intersection de ces L

'r:-
e
st
T Gk

T

quatre plans. Or, la commune intersection de quatre plansparalléles deux
a deux, et de position connue, est ’assemblage de quatre lignes droites

P

5 egalement connues de position ; donc , en considérant en méme temps ces
i o deux conditions, le point n’est plus confondu avec tous ceux de Vespace ,
& | ni méme avec tous ceux de quatre plans , mais seulement avec ceux de
NS quatre ligues droites. Enfin, si le point doit étre aussi & trois métres de
B - distance du troisiéme plan C, on exprime qu’il doit &tre 'un de ceux
de deux autres plansparall¢les au plan C, et placés de part et d’autre,

e, . -
e e
TRl
s ey

—=d

—

i

& ‘ par rapport & lui, a trois meétres de distance. Ainsi, en vertu des trois

conditions , il doit étre en méme temps, et sur Vun des deux derniers
i | plans, et sur l'une des quatre lignes droites , intersections des quatre
e premiers plans : il iie peut donc &tre que 'un des points communs et & _‘
| Pun de ces deux plans et a4 Pune des quatre droites. Or ,-chacun des deux .
. ~ plans ayant un point commun avec chacune des quatre lignes droites
il vy a huit points dans Pespace (ui satisfont a la fois aux trois condi-
tions : donc, 'par ces trois conditions réunies, le point demandé ne-
peut plis dtre que Uun des huit points déterminds, et parmi lesquels
on ne peut le distinguer qu’au moyen de quelques conditions particu-
lidres. - |

. Par exemple, si, en indiquant la distance au premier plan A ,. on
exprime aussi dans quel sens , par rapport a ce plan, la distance doit

étre prise ; an lien de deux plans paralidles an plan A ; il n’y en a plus
quun qu’il faille considérer , c’est celui qui est placé par rapport & lui,

du cbté vers lequél la distance doit &tre -mesurée. De méme , si on
indigue dans quel sens, par rapport au second plan , la distance doit
éire prié;e » on exclut la considération d’un des deux plans paralléles
au second ; etiln’y en a plus qu’un dont tous les points satisfassent a la
secende condition ; et en réunissant ces conditions, le point ne peut plus
étre sur les quatre droites d’intersection de quatre plans paralléles deux .
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2 denx, mais sealement sur Pintersection-de deux plans, c’est-i-dive ,
sur une ligne droite connue de position. 'Enfin , si- Pon indique anssi
de quel cdié le point doit étre placé par rapport au troisidéme plan ,
de deux plans paralleles au troisieme il n’y en aura plus qu'un dont
tous les points satisfassent & la derniére condition ; et pour satisfaire
en méme temps A ces trois conditions, le point devra se trouver 3 Pin-
tersection de ce troisleme 'pmlan avec la droite unique , intersection des
deux premicrs. Il ne pourra: donc plus éwre confondu avec aucun autre
chns lespace , et 1l sera par Consequent entierement determlne.

On voit donc que, quoique, par rapport au nombre de ses dimensions ,
le plan soit un objet moins simple gue la ligne droite qui n’en a qu’une,
et que le point qui n’en a pas, il présente cependant plus de facilité
que le point et la ligne droite pour la détermination d’'un point dans

I’espace : c’est ce 1ocedc, quc Pon emplole ordinairement dans lappli-

cation de Valgébre & la géométrie, ; pour chercher la position d’un
point , on a countume dp (,hercher ses alstances a trols plans connus de
1)0511:1011. .

Mais dans la (reametrze descnptwe , qui a été pratiqude depms beau~

coup plus long - tenips par un beaucoup plus grand nombre &) NOMINESs ,
et par des 11011111108 ‘dont le temps étoit précieux ; les pro océdés se sonk
encore simplifiés ; et an liew de la considération de trois plans , on est
parvenu , au moyen des projections, an’ avoir plus besoin ex ph(,ltemem,
que de celle de deux.

6. On appelle projection d’un point sur un plan le pu,d de la per-

' pendmuhue abhaissée du pomt sur le plan.

Cela posé, si ’on a deux plans connus de position dans laspace , et
si Yon donne, sur chacun de ces plans, la projection du pomL dont on
veut déhnir 1& position-, ce point sera parfaitement déterminé.

En effet, si p'u la projection sur le premier plan on cong¢oit une
pelpendmul.,ule i ce plan, il est évident gu’elle passera par le point
défini ; demémesi, parsa projection sur lesccond plan, on congoit une
.perpexﬂiculaire sur ce plan, elle passera ‘de méme’ par le point défini ;
donc ce point sera en méme temps sur deux lignes droites connues de
position dans Vespace ; donc il sera le pomt unique de leur intersectionsy

donc epfin il sera parfaitement détermingé,
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Dans les paragraphes suivans, on indiquera les moyens de rendre ce  *
procédé d'un wsage facile, et de maiure a &ire employé sur une seule
feuille de dessm. |

Caaaom e
SRR RN

. Fig. 1. Si, de tous les Points d'une lighe droite indéfinie A B,
Placee d’une maniére quelconque dans lespace , on congoit des perpen-
diculaires abaissées sur un plan LMNO, donné de 1)081[.1011 tous les »
points de vencontre de ces per Pendlculau es avec le plan seront dans
une autre-ligne. droite indélinie @ 4;- car elles seront toutes comprises . t,'i..{;:

«'.-
Lt e A
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dans le plan mené par A B perpemhux1airemﬂnt au plan LMNO , et

i
T e
Il Jf

elles ne pourront rencontrer ce dernier que dans I'intersection commune
- de deux plans, qui, comine on sait, est une_hgne droite.

Ta droite @ 6, qul passe ainsi par les projections de tous les points
d'une autre droite A B sur un plan LM N O, est ce qu’on appelle la !
projection de la- droite A B sur ce plan.

Lol
-

Ll gl

amTTe L e
- Caniten
ol A B

Comme deux pom‘cs suflisent pour déterminer la position d’une ligne
. droite ;. pour construire la proj ectzon d*une droite, il suffit de construire
celles des deux de ses points, et la droite mende par les ijectmns de

ces points sera la projection demandoe.

P L adabas] .

i

1l suit de 14 que., si la droite proposée est elle-méme perpendiculaire
an plan de projection , sa Pprojection se 1’(3(1"{111’51 a un seul point, qui
sera celui de sa rencontre avec le plan.

Fig. 2. Etant données sur deux Plans non pamlleles LMNO LMPQ,
les projections a b, a b , duneméme droite indéfinie A B, cette droite

. est déterminde : car, si par l'une des projections a 4 Pon concoit un

-y A TELE—

plan perpendlculaue a LMNO, ce plan, conmnu de position, p’Lbsera. ,
nécessairement par la droite AB; de méme, si par Pautre projection a’ &’ $
on concoit un plan perpendiculaire a LM P @, ce plan, connu de posi-
tion, passera par la droite A B. La positien de cette droite , qui se trouve
en méme temps sur deux plans connus, et par conséquent- i lenr com-
mune intersection , est donc absolument déterminée.

o 2 g Pyl o =
. Jriniary R, o =
o o >

3. Ce gne nous venons de'dire est indépendant de la position des plans
de projections , et a lien également , quel que soit Vangle que ces deux
plans tassent entre eux. Mais si I’an cle que forment les deux plans de pro-
jections est trés-obtus , 'angle que forment entre eux ceux qui leur sont
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per pend iculaires , est trés-aigu ‘; et dans la pratigue , de petites errveurs
pourroient en apportér de trés - grandes dans la détermination de la
110811:1011 de la droite. Pour éviter cette cause d’inexactitude, & moins
qu ‘on n’en soit detom ne par quclques cons:_dera.tlona gui Pr ésentent de
plus grandes facilitds , on fait toujours en sorte que les plans de pro-
jections soient pel pendt iculaires entre eux. De plus, comme la plupart
des artistes gui font usage de la méthode des projections sont trés-
familiariséds avec la 1)0311,1011 d’'un plan horizontal et la direction du i}
2 plomb , ils ont coutume de supposer que , des deux plans de projec-
tions , 'un soit horizontal et Vautre vertical.

Lanécessité de faire en sorte que dans les dessins les deux ])1*0]ect10ﬁs
sofent sur une méme feuille, et que dans les opérations en gmnd clles
soicnt sur une méime aire , a encore déterminé les artistes 4 concevoir
que le plan vertical ait tourné autour de son intersection avec le¢ plan
horizontal , comme charniére, pour sabattre sur le plan horizontal, et
ne former avec lul ciu un seul et 111(,1118 plall , €t & construire leurs pro-
jections dans cet état. |

Ainsi la projection verticale est toujours tracée de fait sur un plan
horizontal , et il faut perpétuellement concevoir qu’elle soit dressée et
remise en place , au moyen d’un quart de révolution autour de inter.
section du plan horizontal avec le ])]an vertical. Pour cela, il faut que
cette intersection soit tracée d’une maniére trés-visible sur le dessin.

Ainsi, dans la fio. 2, la pr OJGCLIOH a' b' de la droite A B ne s’exé-

‘cute pas sur un plan qui soit réellement vertical : on congoit que ce plan

ait tourné autour de la droite LM pour s apphquer en L M P Q;
c’est dans cette POblthIl du plan qwon exécuie la projection verti-
cale 2’ &'. _ | .
Indépendamment des facilitds ’exécution que présente cette dispdsi-
tion, clle a encore I'avantage d’abréger le travail des projections. En
effet, supposons que les points @, &’ , soient les projections horizontales
et verticales du point A, le plan mené par les droites A, A o' sera
en méme temps perpendiculaire aux deux plans de pro Jectlon. , pﬁisqﬁ’il
passe par.des droites qui leur sont perpendiculaires; il sera donc aussi
PGI‘pCI’ldlCU]dlre & leur commune intersection L M3 et les droites a C

a' C, saivant lesquellesils coupent ces deux r]ans , seront elles- memes
perpendiculaires & L M, -
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 Or, lorsqué le plan vertical tourne autour de L M comme charniére ,
la droite 2’ C ne cesse pas, dans ce mouvement , d’étre perpendicu-
.;.._vi' laire & LM ; etelle lui est encore pevnendicvhire lorsque le plan ver- ,
{‘ t1ca1 étant abattu , elle a pris la position C &". Donc les deux droites
L ' aC, Cdad’, 1‘)’188£]11L toutes deux par le point C, et étant toutes deux
‘\ ]_)erpendlculaues & LM, sont dans le prolongement Yune de l'autre ; il
m en est de méme des droites 6 D, D 4", par rapport & tout autre point
;‘{1‘3 comme B. D’ott il suit que , si on a la projection horizontale d’nn point,
‘f‘:i\ la projection de ce méme point sur le plan vertical supposé abattw
;g‘ sera dans la droite, menée par la projection hoerizontale perpendicu-
E‘ix\ lairement & Vintersection LM des denx pl_ans de Proj'ection , et récipro-
’f}{ quement. | ' |
fl‘i‘j‘ Ce résultat est d’'un usage trés-fréquent dans la prahqae,
fy
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g. Jusqu’a présent nous avons regardé la ligne droite A B ( Jia. o)
comme indéfinie , et alors nous n’avions & nous occuper que de sa direc-
tion : mais il peut se faire que cette droite soit considérée -comme ter-
minée par deux de ses points A, B; et alors on peut de plus avoir 3
besoin de connoltre sa ars andeunr. Nous allons voir comment on pent la
déduire de la connoissance de ses deux projections,

o —
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Lorsqu'une droite est paralléle 4 un des deux plans sur 1esqﬁels elle E
est prcqctee , sa longueur est ¢gale 4 celle de sa projection sur ce
plan ; car la droite et sa PI‘O]LthO]l , étant toutes deunx terminées A deux
Perpendmulawes aun plan de projection , sont paralléles entre elles, et
comprises entre paralleles. Ainsi, dans ce cas particulier , Ja projection
étant donnée , la longueur de la droite qui lui est égale est aussi
donnée. “ - L
, On est assuré qu'une droite est paralléle & un des deux plans de pro-
jection, lorsque sa projection sur l'auntre est paralléle aun premier de
ses plans. - , .

51 la droite est en méme temps obhque aux deux phns sa longueur o
est plus grande que celle de chacune de ses projections ; mais elle peut
en étre déduite par une counstruction trés-simple, o

e

Fig. 2. Soit A B la ligne droite, dont les deux projections ab,a b

en soient données, ct dont il faille trouver la longueur ; sipar une de ses

extremités A, et dans le plan vertical qui passe par la droite , on con-
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(‘01[‘, une horizontale A E, prolongée jusqu’a ce gu’elle rencontre en E
la verticale abaissée Pﬂl Pautre extrémité , on formera un triangle rec-

tangle A E B, qu’il sagit de construire pou‘r avoir la l‘ongueur de [a
droite A B, qut en est 'hypoténuse. Or, dans ce triangle, indépez -

damment do PYangle droit, on connoit le cdté A I, qul est égal & la
pro;ebtxon donn% ab. De plus , st dans le plan vertical on méne par le

point &' une horizontale &’ e, qui sera la projection de A E, elie cou.

pera la verticale 4" D, en un point e, qui sera la pro]cctmn du point
E. Ainsi & e sera la ])1‘0]_‘{‘131011 verticale de BE , et scra par conséquent
de méme longuenr gu’eile. Donc, comnoissant les deux cdids de I'angle

droit , il sera facile de construire le triangle , dont 'hypoténuse don-

nera LL ]0"9;1:1(.111 de A B.

La figure 2, étant en perspective, n'a aucun rapport avec les cons-

tructions de la méthode des projections : nous allons donner ici la
construction de cette premiéré question dans toute sa 'simpli'cité‘.

Fig. 3. La droite LM érant supposee Pintersection des deux plans
de projections , et les droites ad, a" 4" ctant les ‘projections donndes

d'une ligne droite; pour trouver la longueur de ceite droite par le point

#’, on menera l’horlzontale indélinie l-f[ e, qui coupera la droite 44" cn .

un point e, et sur laquelle, ‘4 partir de ce point, on portera zb de
¢ en H. On menera Phypoténuse H 5", et la longueur de cette hypo-
ténuse sera celle ‘de la droite demandée.

Comme les deux plans de projections sont rectangulaires, I’opération
que Pon vient de faire sur un de ces plans pouvoit étre {a.lte sur Lautre ,
et auroit donné le méme résultat.

D’aprés ce qui précede, on voit que si 1011 a les deux 131*0]ect10ns
d’un corps terminé par des faces planes, par des arétes rectilignes, et
par des sommets d’angles solides, projections qui se réduisent aux sys-

témes de celles des arétes rcctﬂmnes , il sera facile d’en conclure Ila

longueur de telle de ses dimensions (u’o you dra : car, ou cette dimension

sera paralléle & un des deux plans de projections, ou clle sera en méme

temps oblique avx deux; dans le premier cas, la longueur demandde
de la dimension sera égale & sa projection ; dans le second, on la déduira
de ses deux  projections par le procédé que nous venons de décrire.

Ce - seroit ici le lien d'indiguer la maniére dont se construisent

......
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les projections des solides termineés par des plans et des arétes recti-

lignes 3 mais il n’y a pour cette opération. aucune regle générale . on

sent en effet que, selon-la maniere dont la position des somumets des
angles d'un solide est définie, la construction de leurs projections peut
8tre plus on moins facile , et que la nature de Popération doit dépendre
de celle de la définition, Il en est précisément de cet objet comme
de Valgebre , dans laquelle il n’y a aucun procédé général pour mettre
(7531 problune en équations, Dans chaque cas par t!cuhel , la marche dé-
pend de la maniére dont la relation entre les quantités données et celles
11111 sont mconnues est e:s_prunee ;3 et cen ‘est que p’il des excmples
variés-que P'on peut accoutumer les commengans a salsir ces relations
et & les écrive par des équations, Il en est de méme pour la géoméirie
descriptive. Ce sera par des e: emples nombreux et par 'usage de la régle
et du compas dans nos salles d’exercice, qme nous acquerrons 1I1ab1-
tude des constructions , et (ue nous nous accoutmmerons au choix des
méthodes les plus simples et les plus élégantes dans chaque cas parti-
lier. Mais aussi, de méme qu'en analyse , lorsqu’un probléme est .mis
en équation, il existe des procédés pour traiter ces équations et pour
ert dédnire les valeurs de chague inconnue ; de méme aussi, dans la géo-r
métrie descriptive , lorsque les projections sont faites , il existe des mé-
thodes générales pour construire tout ce qui résulte de la forme et de
la position respective des corps.

Ce n’est pas sans cbhjet que nons compar ons ici la géomdétrie descrip~

tive & Valgébre ; ces deux sciences ont les rapports 1es plus intimes.. I}
n’y a aucune construction de géoméirie descriptive qui ne puisse étre
traduite en analyse 5 et 1orsque les questions ne comportent pas plus de
trols inconnues , Chflque operatlon an’ﬂytique peut étre IEgardee comme
Vécriture d'un spectacle en géométrie.
- 11 seroit a desirer que ces deux sciences {ussent cultivées enscmble :
la géométrie descriptive portercit dans les opérations analytiques les
plus Compﬁq_uées Pévidence qui est son caractére , et, & son tour, Uanalyse
porteroit dans la géométrie la généralité qui lui est propre, | A

11. La convention qui sert de base a la méthode des pvojecti-ons
st propre 4 exprimer la position d’'un pomL dans lespace , & exprimer

celle
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celle d'une ligne droite indéfinie ou terminée, et par comséquent & repré-

.,

e e TR AR

.

senter la forme et la position d’'un corps terminé par des faces planes, a
par des artes rectilignes et par des sommets d’angles solides , parce
que, dans ce cas, le corps est entiérement connu , quandon connoit la
position de toutes ses aréies et celle des sommets de tous ses angles.
Mais si le corps étoit terminé, ou par une.surface courbe unique, et
dont tous les points {ussent assujettis & une méme loi, comme dans le
cas de la sphére, ou par assemblage discontinu de plusieurs parties
de surfaces courbes différentes , comme dans le cas d'un corps fagonné
sur le tour ;. cette convention non -seulement seroit incommode ,* im-
praticable , et n’auroit pas Vavantage de faire image, mais, encore elle
mangqueroit de fécondité et elle seroit insutiisante. |

TR

oy e v
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N

—

)

D’abord il est facile de voir que la convention que nous avons faite
seroit incommode et méme impraticable, si elle étoit seule: car pour J
xprimer la position de tous les points d’une surface courbe, il faudroit =
non-seulement que chacun d’eux fiit indiqué par sa projection horizon-
tale et par sa projection verticale : mais encore que les denx projec- ;
tions d’un mé&me point fussent liées entre elles, alin qu'on ne {hit pas :.
xposé & combiner la projection horizontale d’un certain point avec : :
la projection verticale d’un autre ; et la maniére la plus simple de lier
entre elles ces deux projections étant de les joindre par une méme droite
perpendiculaire 4 la ligne d’intersection des deux plans de projections,
‘on surchargeroit les dessins d'nn nombre prodigicux de lignes, qui y jet-
teroient une confusion d’autant plus grande, qu’on voudroit approcher ' |
davantage de Vexactitude. Nous allons faire voir ensuite que cette meé-
thode seroit insuflisante , et qu’elle manqueroit de la fécondité neces-
saire. '

O

et ma L Tmm t

Parmi l¢ nombre infini de surfaces courbes différentes, il en existe | ‘
quelques-unes. qui ne s’étendent que dans une partie finie et circons- ‘ '
crite de l'espace , et dont les projections ont une étendue limitée dans - -
toutes les directions ; celle de la sphére, par exemple , est dans ce cas.
Létendue de sa projection sur un plan se réduit 2 celle d'un ceicle Idlc'
méme rayon que la sphére ; et on peut concevoir que le plan sur lequel |
on doit en faire la projection, ait des dimensions assez grandes pour la |
receyoir. Mais toutes les surfaces cylindriques sont indéfinies dans une . *
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18 ¢t O0OMELTRIE DESCRIPTIY &

certaine direction , comme la droite qui leur sert de génératrice. Le
plan lui-méme, qui est la plus simple des surfaces, est indéfini dans
deux sens. Enfin il existe un grand nombre de surfaces dont les nappes
multiplices s dtendent en méme temps daus toutes les régions de Vespace.
Or, les plans sur lesquels on exécute les projections ont nécessairement
une étendue limitée. Si domc on n’avoit d’aulre moyen pour faire con-
noitre la nature d’une surface courbe , que les deux projections de cha-
cun des points par lesquels elle passe , ce moyen ne seroit applicable
qua ceux des points de la surface qui correspondroient a I’étendue
des plans de projections; tous ceux qui seroient au-dela ne pourroient
étre ni exprimes ni connus : zinsi la wéthode seroit insuffizante. Enfin
clle manqueroit de fécondité , parce qu’on ne powrroit en déduire rien
de ce qui seroit relatif aux plans tangens de la surface , A ses normales,
a ses deux courbures en chaque Pomt , & ses lignes d inflexion, a ses
arftes de rebrousement, 2 ses lignes multiples , & ses points multiples,
a toutes les affections enfin qw’il est nécessaire de considérer, dés qu’on
veut opérer sur une surface courbe. .

Il 2 donc fallu avoir recours & une convention nouvelle qui {it com-
patible avec la premiére, et qui pht la suppléer par - tout on elle
auroit ¢i¢ insuffisante. C’est ceite convention nouvelle que nous allons
exXposer.

12. 1l n’y a aucune surface courbe (ui ne puisse étre regurdée comme
engendrée par le mouvement d’une ligne courbe, ou constante de forme
lorsqu’elle change de position , ou variable en méine temps et de-forme
et de position dans Dlespace. Comme cette proposition pourroit &tre
difficile & comprendre & cause de sa généralité , nous allons expliquer
sur quelques-uns des exemples avec 1esquels nous sommes déja familiarisés.

Les surfaces cylindriques peuvent ‘@ire engendrées de deux -manidres
principales , ou par le monvement d’une hgne droite qui reste toujours
paralléle a une droite donnée pendant quelle se meut, en sappuyant
toujours sur une courbe donnée , ou parle mouvement de la courbe qm.
servolt de conductrice dans le premier cas, et qui se meut de maniére
que, sappuyant toujours par le méme point sur une droite donnée,
tous ses .auires points décrivent des lignes paralléles & cette droite. Dans
Vune et Vautre de ces deux générations, la ligne génératrice, qui est

"
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G EOMET®RIE DESCRIPTTITYE 19
une droite dans le premier cas, et une courbe quelcongue dans le second,
est constante de forme : elle ne fait que changer de position dans
Pespace. . |

Lies surfaces coniques ont de méme dcu& oénérations principales.

On peut d’abord les regarder comme engendrées par une droite indé-
finie qui, étant assujettie & passer toujours par un point donné, se meut
de maniére qu’elle s’appuie constamment sur une courbe donnée qui.
la dirige dans son mouvement. Le point unique par lequel passe tonjours
la droite est le centre de la surface; c’est improprement quon lui a
donné le nom de sommet. Dans cette génération, la ligne génératrice
est encore constante de forme ; elle ne cesse jamais d’éire une ligne
droite. - ) o

On peut ensuite engendrer les surfaces coniques d'une autre manisre ,
que, pour plus de simplicité , nous n’appliquerons ict qu’au cas de celles
gqui sontda bases circulaires. Les surfaces peuvent étre regardées comme
parcourues par la circonicrence d'un cercle qui se meut de maniére
gue son plan restant toujours parallele a lui-méme, et son cenire se
trouvant toujours sur la droite dirigée au sommet, son rayon dans
chaque instant du mouvement soit proportionnel & la distance de so1
centre au sommet. On voit <ue si, dansson mouvement, le plan du
cercle tend & s’approcher du sommet de la surface, .le rayon du cercle
déerolt pour devenir nul lorsque le plan passe par le sommet, et que
ce rayon change de sens pour croitre ensuite indéfiniment, lorsque le
plan , aprés avoir passé par le sommet, s’en écarte de plus en plus. Dans
cette scconde génération , non seulement la circonférence du cercle, qui
est la courbe génératrice, change de position ; elle change encore de
forme & chaque instant de son mouvement, puisclu’elle chan ge de rayon,
et par conséquent de conrbure et d’étendue.

Citons enfin un troisiéme exemple.

TCie surface de 1ev01ut1cm pent élre en oer. drée par le mouvement d'une:
™ courbe plane qui tourne auntour d’une hcne droite Placee d’une maniére

tiuelconque dans son plan. Dans cette maniére de la considérer, sa

courbe génératrice . est constante de forme: : elle est seulement variable
de position. Mais aussi on peut la reomder.comme engendree par. la
circonférence d’un cercle qui se meut de maniére que son centre étant
tou]om‘s sur ldxe » €1 -son ]_:ahn étant toujours Pelpcndlculalre a cet
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sition, et qui se meut de maniére que tous ses poinis décrivent des
droites paralléles a une secondd droite donnde. Si la seconde droite

est elle-méme dans le plan que 'on considére, on peut dire aussi que
ce Plim est engendré par la seconde droite, qui se meut de maniére

que tous ses points décrivent des droites paralléles & la premiédre,
On a donc lidée de la position d’'un plan par la considération de
deux lignes droites , domnt chacune peut étre 1"ega1'clee comme sa gCne-

ratrice, La position de ces deux droites, dans le plem qu’elles pcuvent

engendrer, est absolument indifférente : il ne s’agit donc, pour la mé-

thode des projections , que de choisir celles qui exigent les constructions

les plus simples. C’est pour cela que dans la geometme descriptive, on

indique la position dun plan en donnant les deux droites suivant les-
quelles il coupe les plans de projections. 1l est facile de reconnoflire que
ces deux droites doivent rencontrer en un méme point 'intersection des
deux plans de projections, et que par conséquent ce point est celul ol
elles se véncontrent elles-mémes.

Comme il arrivera irés-iréquemment que nous ayons des plans &
considérer, pour abréger le langage nous donnerons le nom de iraces

aux droites selon 1csquelles c]1acu11 d’eux coupera les plans de PleG(,-'
tions, et qui serviront & indiquer sa posumn.

14. Ces préliminaires étant posés, mnous allons passer aux solutions
de plusieurs questions successives, qui rempliront le double . objet de
nous exercer a ‘la méthode des projections, et de nous procurer les

moyens de faire ensuile de nouveaux pmcrlcs dans la geométrie
descriptive. -

. 4 ' - . [ - .
Premiére guestion. Etant donné ( fig. 4.) un point dont les projections
solent D, o, et une droite dont les projections soient AB et a b, cons

truire les projections d'une seconde droite menéde par le point donné

parallelement 3 la premiére?

-

Solution. Les deux projections horizontales de la droite donnée et
de la droite cherchée doivent étre paraildles entre elles; car elles sont

les intersections de dewx plans verticaux paralléles, par un méme plan.

11 en est de méme des projections verticales des mémes droites. De
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22 GLOMIETRIE DESCRTIPTIvV yn,

plus, la droite demandée devant passer par le point donné, ses pro-
jections doivent passer respectivement par celles du méme point. Done,
si par le point D on méne EF paralléle i\L" AB, et si par le point
on méne e/ parallele & ab, les droites ETF et ¢ J seront les projec-
tions demandées,

L ] L] ’

15, Seconde question. Etant donné (/fig. 5) un plan dont les deux
traces soient AB, BC, et un point dont les projections soient G, g,
construire les traces d'un second plan mené par le point donné paral-
lélement au premier? :

Solution. Les traces du plan demandé doivent &tre paralléles aux
fraces respectives du plan donné, puisque ces traces, considérées deux
& deux, sont les intersections de deux plans paralléles par un méme
plan. Il ne reste donc plus a trouver, pour chacune d’elles, qu'un seul
des points par lesquels elle doit passer. Pour cela, par le point donné,
concevons une droite horizontale qui soit dans le plan cherché; cette
droite sera paralléle &4 la trace’ AB, et elle coupera le plan vertical
en un point, qui sera un de ceux de la trace du plan cherché sur
le vertical; et Von aura ses deux projections en menant par le point g
Phorizontale indélinie g¥, et par le point G la droite GI, parallele
3 AB. Silon prolonge G T jusqu'a ce au’elle rencontre intersection LM
des deux plans de projections en un point I, ce point sera la pro-
jection horizontale de Plintersection de la droite horizontale avec le
plan vertical: Donc ce point d’intersection se trouvera sur la verticale 1F,
wenée par le point L. Mais il doit aussi se trouver sur gF; donc il
se trouvera au point I d’interscction de ces deux derniéres droites.
Donc enfin, si par le point F on meéne une paralléle & BC, elle
scra, sur le plan vertical, la trace du plan cherché; et si, aprés avoir
prolongé cette trace jusqu’a ce qu’elle rencontre LM en un point E,
on meéne ED paralléle & AB, on auwra la trace du méme plan sur le
plan hovizontal. | |

Auw heu de concevoir sur le plan cherché ‘une droite horizontale,
on auroit pu concevoir une paralléle au plan vertical; ce qui, par
can’ ratsonnement absolument semblable, auroit donnéd la construction
STIVANIE
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On ménera par le point G, et parallélement a LM, la droite indé-
finie GD; par le point g on ménera g1l paralltle & CB, et on la
prolongera jusqu’d ce qu’elle coupe L M en un point ¥, par lequel on
meéne D perpen diculawre a L 1_\11: cette derniére coupera G D en un
point D, par lequel, si l'on méne une paraliele & AB, on aura une

4 . . LA * . — ’ )
des traces du plan demandé; et si, apres avoir pi olongé cetlte trace

s H " : ) }l - ) i
jusqu’d ce qu’elle rencontre LM en un peint &4, on mene EF paralléle
4 BC, on aura la trace sur le plan vertical.

a ¥ 4 L) 7 . ) ’
16. Troisiéme guestion. Etant donné (frgv 6) un plan dont les denx
traces soient A B, B C, et un point dont les deux projections soient D, ,
. . * ) L} » 4 . .
conctruire, 1°. les projections de la dreoite abaissée perpendiculairement

du point sur le plan; 2° celle du point de rencontre_de la droite et
dn plan?

Soluzion. Les perpendiculaires D G, dg, abaissées des points D et of
sur les traces respectives du plan, seront les projections indéfinies de
la droite demandée; car, si par la perpendiculaire on congoit un plan
vertical, ce plan coupera le plan horizontal et le plan donné en deux

droites qui seront l'une et Vautre perpendiculaires & la commune

intersection A B de ces deux plans : or la premiére de ces droites étant

la projection du plan vertical, est aussi celle de la perpendiculaire
qu'il renferme ; donc la projection de cette perpendiculaire doit passer
par le point D, et étre perpendiculaire & A B.

La méme démomnstration a lieu pour la projection verticale.

Quant au point de rencontre de la perpendiculaire et du plan, il est
évident qu’il doit se trouver sur Uintersection de ce plan, avec le plan
vertical mené par la perpendiculaire; intersection qui est projetée in-
définiment sur EF. Si Pon avoit la projection verticale fe de cette
intersection, elle contiendroit celle du point. demandé; et parce que
ce point doit aussi &ire projeté sur la droite d g, il se trouveroit &
Pintersection g des deux. droites fe et dg. Il ne reste donc plus &
trouver que la droite fe: or Vintersection du plan donné avec le plan
vertical qui lui est perpendiculaire , rencontre le plan horizontal au
pomt E, dont cn aura la projection verticale e, en abaissant Ee per-
pendiculairement sur LM; et elle rencontre le plan vertical de pro-

23
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perpendloulau‘e, et on au101t, pour chacune des deux pro;ecucms de

la perpendiculaire demandee, deux points par lesquels elle doit passer.

138. szzqwome guestion. Deux plans étant donnés de position ( /7. 8) ,

au moyen de leurs traces AB et A b pour P'un, CD et Cd pour Vautre , -

construire les-projections- de la droite suivant laguelle. 113 se coupent ¥
Soluzion. Tous les points de la trace A B se trouvant sur le premicr
des deux Plans donnds, er tous ceux de la trace CD se trouvant sur
le second , le point E d’intersection de ces. deux traces est évidem-
ment sur les deux plaus ; il est par conséquent un des points de la
d101te demandée. 'On reconneitra de méme que le.point' ¥ d'intersec-
tion des deux traces sur le plan vertical est encore un auire point de
cette droite. L’intersection des deux plans est donc placée de maniere
qu’elle rencontre le plan horizontal .en E, et le plan vertical en F.
Donc, si 'on projette le point F sur le plan horizontal, ce qu'on fera
en abaissant sur LM la perpendiculaire F £, et si I'on mene la droite /15,
elle sera la projection horizontale de Vintersection des deux plans. De
méme , si lon projette le point E sur le plan vertical en abaissant

sur L M 1a perpendiculaire Ee , et si 'on méne la droite e¥ , elle serp
la projection verticale de la.méme intersection,

_19. Siziéme guestion. Deux plans ( figy 9 ) étant donneés, au moyen
des traces A B, A é du premier, et des traces CD, G & du second,
construire I'angle qu’ils forment entre eux ?

SoZzztzarz. Aprés avoir constrmt comme dans la- question precedcnte s

la projection horizontale E f de Vintersection des deux plans ;- si Pon

concoit un troisiéme plan qui leur soit perpendiculaire , et qui soit par.
conséquent perpendiculaire & leur commune intersection ; ce.troisiéme
plan coupera les deux f)laﬂs'donnés ent deux droites, qui comprendront

entre elles un fmrrle efral a Tangle demandé.

1

De plus, la trace 1101“12.011138.16 de ce troisidme plan sera perpendmulalre
a la projection E /" de Vintersection des deux plans donnés, et elle for-
aera’, avec les deux autres droites, mn triangle dont Pangle opposé

D
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~de la droite avec le plan mené par le point donné, et gui lui seroit
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aun coté ]myzm;tv sera Pangle demandé. Il ne ‘sagit donc plus que dé
construire ce tlmn
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Or, il est 1nch1£e1ent par quel point de Vintersection des deux pre- , |
miers plans passe le troisiéne ; on pent donc prendre sa trace & volonte X

T -
--u—ﬂ-'"‘-_‘-;

t i
J‘;ﬁ‘ sur le plan horizontal , pourva qu’elle soit perpendiculaire & B /. Soit
EE{ii vdoncl'me}‘ iée une droite qm eiconque G, pelpendlcmane a bk f , ter- ’
E'““\ minde en G et en Il aux traces des deux plans donnés;, et qui ren- f
E:?l contre I /" en un point I, cette droite sera la base du triangle qu’il

Qx\iﬁ“ fant construire. Actuellement concev?ns que le plan de ce triangle tourne
\5‘ auntour de sa base G I comme charniére , pour sappliquer sur le plan
éﬁk\‘ horizontal ;- dans €e mounvement, son sommet, qui est d’ :-.113.01 d placé

Eﬁ:ﬂ sur 1’11"..1:{31‘8601.3101’1 des deux plans, une sort pas du plan vertical mené

i“z*:\' par cette intersection , parce que ce plan vertical est pe.rl_)endiculmre

r‘)f}fl}‘ 4 GH ; et lorsque le plan du triangle est abattu, ce sommet se trouve |
:;;{ﬁ{ sur un dgs points de la droite B /. Ainsi 1l ne reste ]?1115 & !;1"011ver.qt§e |
J;i{ : la hauteur du triangle, ou la grandeur de la perpendiculaire abaissee 5.
’fg: du point T sur lmtel section de doux plans. |
;‘*‘\] " Mais cette perpendicuiaire est comprise dans le plfm vertical mené |
‘“am Par E /. 81 donc on congoit que cé plan tourne autour de la verticale fF !?

pour gappliquer sur le plan vertical de projection , et si 'on porte j&
de fen e, flde fen z, la droité e IF sera la grandeur de la partie
de Pintersection comprise entre les deux plans de projection ; et si du o
point Z Pon abaisse sur cette droite la perpendiculaire 24, elle ‘sera 1:3,
hauteur duw triangle demandé.

Donc enfin. portant ik de I en K, et achevant le triangle GKH,
Pangle en K sera égal & Vangle formé par les deux plans.

. 20. Septiéme guestion. Deux droites qui se coupent dans l'espace
(fig. 10), étant donndes par leurs Projectibns horizontales AB,; AC,

et par leurs projections verticales @& , a ¢ ; construiré Pangle (111’glle§
forment entre elles? |

Avant de prbcéder a la solution , nous remarquerons que , puisque: 3
les deux duoites donndes sont supposées se couper, le point A .de.
rencontre de leurs proj'ections horizontales, et le-point a de rencontre

de leurs projections verticales seront les projections du point dans lequel
elles-se coupent, et seront par comséquent dans la méme droite a G A

-
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une méme perpendiculaire a L M, les droites données ne se coupe-
voieut pas, et par conséquent ne seroient pas dans vn méme ]*Lm_, -

Solution. On concevia les deux droites doinées prolongées jusqu’d -

ce (u elles rencontrent le Plan hormontrﬂ chacnne 1 Uil Pﬁli}{

et Von.
construira ces deux pomts de renconire. Pour cela

on prolongera-lc
droites a &, ac, jusqu’a ce quelles coupent L M en deux points 4, ¢,

qul seront les projections veiucales de ces deux points de rencontire :

par les points &, ¢, on menera dans le plan horizontal ; et perpendi-

culairement a L M , deux droites indéiinies €13, ¢ B, qui, devant passay
chacune par un de ces points ,» détermineront 1enrs positions par leurs

mntersections D, B avec les projections horizontales respectives AL
A G, prolongées §'il est nécessaire.

Cela. fait , st Von méne la. droite DL, cette droite et les deu parties’

des droues données , COMPIises entre leur point d'intersection et les

-points D, E, {ormeront un triangle, dont “11]01@, opposé & DE sera

langle demande ; ainsi il ne s’agira plus que de cemstruire ce triangle.
lour cela , apréds avoir abaissé du point A sur DX la perpendiculaire
indéhnie AT ,-s1 Yon congoit cue le pl'm du triangle tourne awutour dé
sa base DE comme charniére, jusqu’d ce qu’il soit abattu sur le pliai
horizontal ; le sommet de ce triangle, pendant son mouvement , ne
sortira pas du plan vertical mené par AF, et viendra sapplique
quelque pfn.rt sur le prolongement de F A en un point I, dont 11 ne
restera plus a trouver que 13, distance a la base DE. "

Or la projection horizontale de cette distance est lg drmtc AT, etla

hauteur verticale d’une de ses extrémités au-dessus de Pautre est éoale

aaG; donc, en vértn de la fiz. 3, si sur LM on porte AF de G enyf,

et si Yon méne 1’hypoténuse afs ceétte hypoténuse sera la distance

demandée. Dongc enfin, si U'on porte 2/ de ¥ en II, et si par le point
H on méne les denx droites HD, HE, le triangle sera construit., et
Vangle DHE -sera P'angle dcmaﬂ_ae.

E1]

s

Ifmrxw}ze guestzon. Frant donndes les 1)ro]ectw113 d’une droite et -

lcs tr aces' d’un plan, construire Vangle que la droite et le plan iorment
entre eux | v -

perpendiculaire & LM. Si les deux points A et @ n’éroient pas dansg

!
}
g
1
!
|
)

Freerear il by

'!1*'"".:‘-..:....’; > -l.*.""-:..‘nr;'r"'*;-"':_""'_""__'_“"

e b

e

preicis ..-Tl“.'-::.:- ?

X w-.;;g:g;:::'.:".

.J; AT

s

Lrme gy
piagio

.

v
B e T

S

e e e
mr-‘-_-.'.‘-"_.- P

'
PR )
s el T A T

[N D L e

S kit Y

Tl

R S ey



e A
"

= oty
aﬂ_:_:'hl‘
R

T

Mor T

e

e, =

——e b

=

oz 2

a2

=T

'V‘ :E' LY -!_1]18
T P T X congoit v :
D E S mee, liculaire 7.
I % ite Elo galciatet ndé 2 i
E] R (, n ) . l ) i
I ET sur la dro cette 163‘1,[) 1gle demande
> A et o c i} -
K By D . 18 u = b .
G I ot pi l'angle 9 7 ent de tLoxn. mts
np 4 o Iém ues 10In
. L8 1 par u donné, comp Ire la g deux
a - 2 .- S1 ! jlan ra le *ASoUC rend lans
%W ‘ C‘ozug":oﬂ'l ire au | lonnée , se le pour 1 ‘L on p les deux %) @8
halt i 1cula . Q01 C aAng ‘ d_r()l €5 1011 C icnlaly
i _ ndic 1 oibe Ccet ¢ o la rseclhio 1dicu
‘f.;!‘-'“\l | erpe la dr uire : de 1 inters Crpet 1zon-
ain N ! ec 0TSt iections ire a 1’1 3 les P horiz :
“‘g " q 1 b C (' s 1 b o
2 mera Q;ﬁrﬂ- de 001 “uxX proje adiculaire on mene rojections réduite o
ca 11 suf les deu: e perpe: nes les pr donc , a8
-13% t 1 - T3 J-.(- it s e p - po sa— e ,a I'e r{_l. :
?‘l\l € 31 Stiy nein - d_e"{‘]}\_ : aul . ser "CIl L :
Al . s X 11 : 1011 L i
ité i 01 b ns ]‘(’L ar Ces llé 3 0 est1o t € :
;;;:;-ﬁ\j._ ient dar L par C dom La qu pent ,
i 1 solen st lan : : OupsLt - |
A 01 1. et yia te. e C -
ﬁé‘.‘.‘-li qui s 10711 ) e (111 ] 11"01 1L S v 1"d]‘
‘Mﬁ\{‘ 1 "o Ctlo : V{-;D (le C ’ es q_ I_t ' O
el “proje yect econ droit ongo 5"
}iiif\(.‘- de pPro; €S Yesp la sec o1 _ on cone lione
E“"ﬂt X traces 1eales de' é par d i PAYS, ar deS. = es
fall * au vertic torme 7 te d’un e eux p rter ©
'ﬁ‘*;%'f}l'. e of 13, 1018 ' 1te. CAaY .y endr " 'PO N b
f;‘;\:xl rales iire Pang récéder lever la sent lids ite de rap t de les 3
S04 | stry le la P e de sole Sl .o e b
t—ga.-»]z 2L con ie ¢ 0se bles it en netite , Les !
TR iL 3 cas de Yop ‘gua il s’act pe . |
£ ' le ¢ . S€ P ‘emarq > 1] 8¢ o lus Asenter :
;..}%Ji lans 1 on Ints rer et schelle 7 rese . dans |
g ¢ ' rsgu oIm : les, -eche ils r ep nt de
Gl - Lo les P '11ane une € 1’1ls inaleme . - I
. pe oredn O 8 triangies, et stent. principalement sent f
?fii‘f‘:‘{. ' L qu £ de eI 2 CCLL . PrIncij S PIS -
T airemen i formen 1 MmOy rare que cet. tent p ngles | 1S ;-
:':"3'}' nare qui 1o rte , a érite orc CONsis ces aug un da '
1‘*[ : - —— « _ : . 3y -3 73 . - . !II_'-
z\..ﬁ droites 13111' la ca 1s le mém terrain , t pour que 8tre chac Pangle |
ke, ; : : . . . 12 . § ;
S riangles ux dans ire sur le iangles+ et p ivent lan de -
&ﬁa‘\;& iria e} entre e f 1t 1311(- g t]:‘lﬂ.ng ils do“- S.l le I] i l :[.‘lut 1“11
o e b ce e, L8 Lo o T el
Y ac wil g L de cax ATt qu’i ible de
F:E[l})}__ P R4y 118 q. 'l 5 € . 1& 12], G ‘ ’31116 J. . 1b &
Fa ] : L T10% 111 St S1LY . c T 1e 0885 .
i’i}ﬁ“ la inesv orids d.u‘? parallé e, St,.;_Plus I'a t; il est ’t_ Pangle 1113; rizomn ;
T Tew ‘) ~ c - e - € 7 O o
?ﬁiii\: : otre apl "1201ta ? ce n . ale > esure ec I'h mn
S ' il ot ho : 1 S ay forme sou
R un p iaue X rection ‘apreés Btds fo Tue
sl - au "03CC s’ ap ote ny
“‘?1;{.; | est obliq ost s Ploi‘on’ lorsq ses- denx ¢ qui est co
L ' "y CE rojection. e tvant
::{:E'sk _ _ I_)Ortel d cette I)l O] c g ceux cil. n suivante g -[].,Oites ? '
ﬁj.’ - trouyer lus mesu 2 Vopér nor on. r deux Ons- |
. n a de p e licu. & a Lhoriz formé pa izontal , con
x.ﬂ“n‘.}l - oI ui donne an angle | , .l,ﬂngle lan. horiz
i ce g ion d'u nnes Ld cle p £
!;.:[l\l h\‘ fducll ) . i {10 ‘¢ ave naleS * *
Lanty : (e Pan ce
Ll L0712, et ler de
ity : - LesSt une 1CY
R - \ .y i t Yu rem
.1-1?;‘&&‘ T Nenvicne {formen tale dup
i e S i 1701
l.i'ii{};\l‘,:'j qu’eue . 1101.12101
L , cecux jection
mg*\}‘ et C ! projec )
:‘hl 4 . . ¥ - a : @
Ei'ii!l‘l truire
"'I;'\ ‘t
i
il
My b "
il

du Sonlﬂlfi
' . horiz{)l}tal-enaﬂiér-e qul
A ( fig- a1 «)He d'on, de ra que le LA " que Ton
ition. Solent et A B o On Conce‘-fr—le pomt mt &, qu
Sozﬂzj;y qémalllﬁd i’zre cdté A];;lt mene plznté > U PO |
de V'ang truire V'a ABj; et ay e, 4 vo
feilte construs 2w preadra mr ol
._vel‘tical.e I':th: R pren
indéhnie -

— = -
s ety

x —T e
=
R Rt

EE g z. S

= o

A "

— ,—-“--'-




]

e — T At o LA o A e ey

GJI:OM]’-;TRIE DESCRIPTIVE, 29

vegardera comme la pro]ectlon verticale du sommet de I angle obsu:\rd.

-Lela fait , §L par le point d on méne la droite &B, qui fasse , AVeC

Phorizontale,, un angle dBA égal & celui que le plemler coté ifait avec
Phorizon , le point B sera la rencontre de ce cOté avec le plan hori-
zontal. De méme , si par le point & on méne la droite dC, qui fasse

avec I’horizontale un angle & CA égal a celul que le deuxiéme cdté
fait avec Phorizon , et si du point A comme centre , avec le rayon AC,

on dderit un arc de cercle indéfini CET, le deuxiéine cbté ne pourra,
rencontrer le plan; horizontal que dans un des points de 'arc CEF.

11 ne s’agira donc plus que de trouver la distance de ce point a quel-

Jue autre pomt comme B. - .

Or cette dernitre distance est dans le plan de VYangle observé. Si
donc on méne la droite 4D, de maniére que Vangle Dd B soit'égal &
langle observé, etsi on porte dC de  en D, 1a_ droite D B sera égale
a cette distance. : |

¥

Donc , si du point B comme cenire , et dun intervalle égal 4 BD,
on décrit un arc de cercle, le point E , ol il coupera le premier, sera
le point de 1encontre du deuxiéme coté avec le plan horizontal ; done
la droite A E sera la pro]ecuon horizontale de ce Cotc , et ldno*le BAE,
celle de Pangle observé.

Les neuf questions (ui- précédent suﬂzsent ) Peme pour donner une
idee de la méthode des projections ; elles ne peuvent en monirer toutes
les ressources.. Mais & mesure que nous nous éleverons a des considé-
rations plus générales, nous aurons soin de fa,lre les opérations qui
seront les plus propres & remplir cet objet.

I I..
Des pi’mzs{tkmgens et des normales aux surfaces courbes.

23, Comme il n’y a aucune surface courbe qui ne puisse étre engei~
drée de plusieurs maniéres par le mouvement de lignes courbes, si par

un pomt quelcongue d'une surface, on considére deux génératrices dif=

térentes dans la position qu’elles doivent avoir , lorsqu’elles passent I'une
et Pautre par ce point , et si on concoit 1es tangentes en ce point 3
chacune des deux genératrices , 18 plan. mené- par ces deux tqngentes
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la durde de V'ddifice. Ainstla c'iecomposu;mn d’ une volite en voussoirs
exige donc shsolument la comsidéraiion c.es plans tcu" rrens et des nor-
I}ldIGS % la surface courbe de la vome.

-

25. Passons a unl aulre ‘exemple prls dans un genre qm , AW PrCHLer
coup-d’eeil, ne pqron pas susceptible d’une aussi grande sévériié.

On a coutume de regarder la peinture comme composée de deux
. parties dlstmctes. Lrune - est l’a,rt propremient dit :

Jexciter dans le spectateur une émotion déterminde, de faire naltre

elle a pour' obiet

en lui un sentiment donné, ou de le metire dans la situation qui le
disposera le micux 2 recevoir une certaine impression; elle suppose daus
lartiste une grande habitude de la philosophic ; elle exige de sa part
les connoissances les plus exactes sur la nature des CllOoLS , sur la ma-

nidre dont elles agissent sur nous, et sur les 51gnes, méme involontaires,

par lesquels cette action se manifeste ; clle ne peut étre que le resultat

d'une éducation trés-distinguée, que 'on ne donne 4 personne, et que
nous sommes bien €¢loignés de domnner a mos jeunes ai'ti'stes-; elle n’est
soumise i aucune 1*égl'e oénédrale; elle ne supporte que des conseils.
L’autre partie de.la peinture en-est, a proprement paﬂer, le metier -
son. but est I'exécution exacte des-conceptions de la premtcre. Ici rien
n’est '11‘])111.*1110, tout peut étre prevu par un IELlSOIlllGI ient Ilgouleu‘{
parce que tout est le résultat necessalre d’objets convenus et de circons-
tances donndes. Lorsqu’un objet est déterminé de forme et de position s
101‘S(i11 on connolit la nature, le nombre et la ])0811.1011 de tous les COTrps
qui peuvent 1’ eclfure:, soit par une lumiere directe, soit par des rayons
réfléchis; lorsque la position de I’ il du spectatenr est fixe; lorsqu’eniin
toutes les circonstances qui peuvent influer sur la vision sont bien
établies et connues, la teinte de chacun des points de la surface visible

de cet . objet est absolmnent déterminée. Tout ce qui a ra apport a la
" couleur de cetie teinte ef A son éclat depend de la

p081t1011 du plan

fangent en ce pomt at égard des corps’ éclairans et de Peel!l du spectateur;

elle peut &tre trouvée par le seul raisonmement; et lorsqu’elle est ainsi

determlnec elle doit éire appliquee avec e\mcum(le. Tout affoiblisse-

‘ment, toute exagération, changeroient les qpparences , altéreroient les

formes et produiroient un autre effet que celut qu’e ‘attend Partiste.
T

[ ¥

e sats bien que la rapchtc de Vexécution, qui- est souvent néces~
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saire, ne permettroit que bien rarement Uemploi dune méthode qui
priveroit Pesprit de tout secours matériel, et 'abandonneroit & Pexercice
de ses seules facultés, et qu’il .est beaucoup plus facile au peintre de
poser les objets, d’observer leurs teintes et de les imiter: malis s'il étoit
accoutumdé a considérer les positions des plans tan oens et les deux
. conrbures des surfaces en chacun de leurs points, courbures qui {eront
Vobjet de legons ultérieures, il tireroit de ce moyen matériel un parti
plus avantageux; il seroit en état de rétablir les effets. que Pomission
de quelques circonstances a empéché de maftre, et de supprimer ceux
auxquels donnent lieu des circonstances étrangéres. | .
Enfin les expressions vagues, comme celles de médplar . que les
peintres emploient & chaque instant, sont un témoignage constant du
hesoin qu’ils ont de connoissances Plua.e;;actes et de raisonnemens plus
Tigoureux. | | o

26. Indépendamment de son utilité dans les arts, la comsidération
desplans tangens et des normales aux surfaces courbes, est un desmoyens -
les plus féconds que la géométrie descriptive émploie pour la résolution
de quéstions qu'il seroit trés-difficile-de résoudre par d’autres procédés,
et nous en donnerons guelques exemples.

27. La méthode générale pour déterminer le plan tangent 4 tine surface
courbe, consiste (23) & concevoir par le point de contact les tangentes
-4 deux. courbes génératrices différentes qui passerolent par ce point,
‘et & construire le plan qui passeroit par ces deux droites. Dans quelques
‘cas particuliers, pour abréger les constructions, on s’écarte un peu de
cette méthode prise & la lettre , mais on fait toujours 1’équivalent.

Quant a la construction de la normale, nous ne nous en occupe-
rons pas en particulier , parce quelle se réduit & celle d'une droite

perpendicylaire an plan tangent, ce que nous sayons faire, o

28. Premiére question, Par un point considéré sur-une surface cylin=
driqne et dont Ja projection horizontale est donnée , mener un plan
gangent 4 cette surface ? ' -

Solution. Soient A B, @ b ( fig. 12), les projections horizontale et
yerticale de la-droite dounée’, & laquelle la oénératrice de la surface cy-
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lindriqu doiTe étre paralléle); soit & P D la courbe donnée dansle plan
horizontal , sur laquelle la génératrice doive comstamment s’appuyer,
et que Uon peut regarder comme la trace de la surface cylindrique;
enfin soit C la projection horizontale donnée au pomt considéré sur la
surface cylindrique , et par lequel doive &tre mené le plan tangent.

Cela posé , par le point considéré sur la surface et dont la projection
horizontale est en C, concevons la droite générairice damns la position
a . - . At 4 !_‘ L] I, .

quelle doit avoir, lorsqu’elle passe par ee point : cette gencratrice étant
une ligne droite, elle sera elle-méme sa propre tangente; elle sera
donc une des deux droites gui détermineront la position du plan tan-

gent ; de plus, elle sera paralléle & la droite donnée.: donc ses deux

. projections seront respec ctivement pam}le;es a ABetab;dong,sipar le

point C on méne & A B une par alléle indéfinie ET, on aura la projec-

tion horizontale de la génératrice. Pour avoir sa projection verticale
- LI - 4 - , LI * \

concevons la genératlju,e prolongée sux la surface cylindrique jusqu’a

ce qu'elle rencontre le plfm horizontal ; elle ne le pourra {aire que dans

un pOmt qm. sera en meéme temps sur la PrOJectzon EF et sur la
courbe E P D, et qui sera, par conséquent, l'intersection de ces deng
ﬁaneé,' ainsi 'on. déterminera ce point, en prolongeant BT jusqu’a
ce qu'elle conpe quelque part la coarbe E P D.

Ici il se preseme deux cas: ou-la droite E I' ne’ coupera la trace du
cylindre qu'en un seul point, ou elle la coupera en plusmurs points.
Nous allons examiner ces deux cas séparément, et supposer d’abord
que quelque prolongée que soit la droite EF, elle ne 1"011(3011110 la courbe
EP D quen un seul pomt D.

Le point D étant la trace de la génératrice, si on le projette sur le
plan vertical au moyen de la perpendiculaire D &, et si par le point
on méne d& f paralléle & 25, on aura la projection verticale de la
,génératric:e. Ainst on aura les deunx Iprqjections d’'une des droites par
lesquelles doit passer le plan tangent. demandé.. De plus, la projection

- verticale du point de contact doit se tronver sur la droite C ¢ mende

du point donné C perpendiculairemerit 4 L. M; elle doit aussi se trouver
sur @ f ; donc elle sera au point ¢ d’intersection de ces deux lignes.

Si la droite ET coupe la trace B P D de la surface cylindrique en
plusieurs points D, E, on opérera pour chacun de ces points de la
méme maniére que nous venons de le décrire pour le point D, regarde
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34
comme seul 3 il en résultera seulement guwon aura les projections verti-
calesd f, e, d’autant de droites génératrices, et les projectipns ver-
ticales ¢, ¢ , d’autant de points de contact qu’il y aura de points I’in-
tersection entre la droite E F et la trace EP D, . |
Dans le cas de la _figure 12, la trace de la surface cylindrique est
une circonférence de cercle qui a la propriété d’éire lcoupée par une

ctOMETRIE DESCRIPT IV E

droite en deux points: ainsi la verticale élevée par le point donné C
doit rencontrer deux fois la surface, d’abord dans un premier point ,
dont la projection verticale est ¢, et par lequel passe la génératrice
lorsqu’elle s’appuie sur le point I, et ensnite dans un second point, dont
la projection verticale est ¢’ , et par laquelle passe la génératrice lors-
qu’elle s’appuie sur le point E de la trace. Ces deux points, quoiqu’ils.
aient la m&me projection horizontale , sout néanmoins trés-distincts, et
A chacun d’eux doit répondre un plan tangent particulier. Actuclle-

e ey ——

ment, pour chacun des deux points de comtact, il faut trouver la

deuxiéme droite qui doit déterminer la position du plan tangent. Si
Pon suiveit strictement Ja méthode générale, en regardant la- trace
conime unea_:seconde généralrice , il faudroit la coucevoir passantsuc-
cessivement par chacun despoints decontact , et constraire dans chacun
de ces points une tangente ; mais, dans le cas particulier des surfaces
cylindriques , on peut employerune considération plus simple. En e{"féi: 5
le plan tangent au point G, ¢ touche la suriace dans toute ’étendue de

la droite génératrice qui passe par ce point ; il la touche donc en D,

qui est un point de cette génératricé'; il doit donc passer par la tan-

gente a4 la trace au point D. Par un sembluble raisonnement. on trowu-
vera que le plan tangent en C, ¢, doit passer par la tangeunte & la trace
en B. Donc, si par les deux points D, E, on 11';6&1’1{3 & la trace les deux

“tangentes DK, E G, prolongées jusqu’d ce qu’elles coupent la droite LIV
en deux points K, G, on aura sur le plan horizontal les traces des denx
plans tangens.

- 1l ne reste donc plus & trouver que les traces des mémes plans sur ie
plan vertical 5 et parce que nous avons déja pour I'nne de ces traces le
point K, et pour I'autre le point &, il ne reste plus & déterminer qu’un
seul point pour chacune d’elles.

Pourcela, et en opérantpour le premier desdeunx plans tangens, conce-

vous que le point a construire soit celui dans lequel une horizontale mende
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dans le plan par le point de contaect rencontre le ]}Idll veitical ,. on

aura la projection ]101‘1201"11:’118 de. cette droite en menant par le poins
C une paralldle & la-trace D K, qu'on prolongera jusqu’a ce qu’elle

rencontre la droite L M en un point I; et on aura sa projection verti-
cale en memant par le point ¢ une horizontale indéfinie. Le point de

rencontre du plan vertical avec I'horizontal se trouvera donc en méme
temps et sur la verticale 1Z et sur Uhorizontale ¢ i; il sera au point 7
de leur intersection 3 donc , sipar les points 7 et K on méne une droite,

on aura la trace du premier plan tangent sur le plan vertical. En raison-

nant de méme pour le second plan tangent, on trouvera sa trace sur
le plan vertical én menant’ par le point C une droite CH paralléle a
la trace horizontale E G, et on la prolongera jusqu’a ce qu’elle coupe LM
en un pomt H , par lequel on élevera la verticale 1/ ; par le point ¢’
On menera une homzentale qui coupelala verticale H Z en wun point /4,

par lequel et parle point.G sl 1011 méne une droite G /£, on-aura la
irace demandce.

2g. Deuziéme grestion. Par un point considéré sur une surface
conique , et dont la projection horizontale est donmnée, mener un plan
fangent a cette surface ?

La_ solution de cette question ne differe de celle de la ]wrc,cedcnte
quen ce que la droite génératrice , au lien d’étre toujours parallele &
elle-méme , passe toujours par le sommet dont les deux ])rojections sont
donndées. Nous pensons qu’il est convenable de ne Pas "dnoncerici, et-de

conseiller au lecteur de la cher cher lui-méme, en lul offrant le secounrs
de la f g 13, si toutelois cela é Stoit nécessaire.

30. Troisiéme guestion. Par un point considéré sur une surface
de révolution autour d’un axe vertical , et douné sur la pr o,ectlon ho-
vizonitale , mener un plan tangent 4 la sur:[ace i

Solution. Soient A (fg. 14)1a projectiou'1101‘,izonta1e donnée de l'axe,
a @ sa projection verticale, BCDET la courbe génératrice donnée ,
considérée dans un plan mené par Paxe, et G la projection horizontale
donnée du point de contact. . ‘
Cela posé , si par le point de ‘contact et par Paxe -on congoit un plan
vertical dont *la projection sera I'horizontale indéfinie A G, ce plan
E 2

I L eyt
b ol Al L

,
e e RN e e
.Ar—wm-___‘:h--—fﬁ- b RS Bl et 3174

A

: : . 1
P Rt b 2 T e i e A P e RS

T R A

ST

17 ':"“};‘.w-r-l-‘-‘.'hm"‘r

S g e R TR

EIT aeRe T T L

2 Dkt

et

L g, e

e




S ST e ST T B

P

2% Glgomgi;-rnzss-D.ESCRI'PTlv'ﬂ.

coupcr’t la surface de révolution dans une courbe qui sera la génératrice,

passant par lepoint de contact si par le point G on congoit une ver-
ticale, elle. rencontrera la génératrice et par conséquent la surface en un
ou plusieurs points qui seront autant de points de contact, dont G sera
la Pl‘O]GCthll horizontale comnune. Qi tr ouvera tous ces points de con-
tact .considérés dans le plan dela gencratmce en poritant A G sur L M E
de @ en e, et en memant par le point ¢ une paralléle & @ o’ ; tous les
points £, C, dans lesquels cette droite coupera la courhe BCDET,
seront les intersections de la courbe génératrice avec la verticale mendée
par le point G, et indiquerontg les hauteurs d’autant de points de con-
tact au-dessus du plan horizontal. Pour avoir les projections verticales
de ces points de contact, on menera par tous les points &, C, deshori-
zontales indéfinies , qui contiendront ces ps ‘ojections: mais elles doivent
ausst se trouver sur la pery sendiculaire 2L M, mendée par le point G ;

donc les intersections g, g de cette droite avec les horizontales seront
les projections des différens points de contact.

Actuellement , si, par chaque point de contact, on con COlt une sec-
tion faite par un plan horizontal , cette section, qui pourra étre regar-
dée comme une seconde génératrioe , sera la circoniérence d’un cercle
dont le centre sera dans l'axe, et dont la tangente, qui doit étre per-
pendiculaire 4 Vextrémité du rayon , sera aussi perpendiculaire au plan
vertical mené par A G, et dans lequel se trouve le rayon : donc le plan

J tangent, qui doit passer par cette tan gente , sera aussi perpendiculaire
A ce mé&me plan vertical , et aura, sur le plan horizontal , sa trace per-
pendiculaire 2 A 6. 1l ne reste donc plus, pour avoir la trace de cha-
cun des plans tangens, que de trouver sa distance au point A : or, si
par les points L, C, on méne a la premiére génératrice les tan-
gentes I3 J C IT plolonoees]usqu a ce qu elles rencontrent LM en des
points J , H, les droites @ J , aTl, seront égales & ces distances ; donc,
sil'on Porte ces droites de A en Zet de A en /4, et si parlespoints et 4
on méne & AG des perpendiculaires Z Q, 2 P, prolongées jusqu’a la
rencontre de la droite LM, on aura, sur le plan horizontal , les traces
de tdéus les plans tangens.

Pour trounver sur le plfm vertical les traces des mémes plans , 1l faut
concevoir, pour chaque point de contact, et dans le plan tangent corres-
- pondant, une horizontale prolongée jusquau plan vertical de projec-

-
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tion ; cette droite ,. qui m'est autre chose que la tangente au cercle,
{]etermmem sur ce plan un point qui appart iendra 1 & Ll trace. Or, pour
teus les pom ts dut contcwt ces d1 oites ont la méme pro]ectmn horizon-

tale.; c’est la droite GK, menée par le point G-perpendmulalrement
A AG, et terminée a LL droite L. M. Donc, si-par le point K. on
méne 3 L M une perpendiculaire indéfinie K & &, elle contiendra tous
les points de rencontre des horizontales avec le phn vertical de p1‘0-
]actlozl Mais ces 1301111,8 de rencontre doivent '1'11.5‘31 se trounver sur les
horizontales respectives mences par les points L C; donc les inter-
sections %, &X' de ces horizontales avec la venmale h/c seront cha-
cune un pomt de la trace d’un des plans tangens. Ainsi la droite. Q &
sera , sur le plan vertical, la trace d’un des Plan_s tangens ; la droite P £
sera la trace de Vautre; et ainsi de suite, s’il v en avoit un plus grand
nombre. '

Nous nous bornerons dans ce moment aux trois exemples précédens,
parce guils sutfisent pour toutes les surfaces dont mnous avons déhni
la m,noratmn Dans la suite de cet écr it , TOUS AUrons 0ccasion de ConSb
derel les générations de familles de surfaces imimiment plus nom-
breuses ; et & mesure qu’elles se présentcront , nous appliquerons la
méme méthode A la détermination de leurs plans tangens et de leurs
normales. Maintenant nous allons proposer une '1u°stion , dans la

solution de laquelle on peut employer d’une maniére utile la considé-
ration d’un. plan tangent.

31. Quatriéme question. Deux droites étant données ( fig. 15) par -
leurs projections 1101'i2(_)11i:£1@8 ATB, CD, et par leurs projections verti- ' i
calesad, ¢ d; construir: les projections PN pzz, de leur plus courte | o h
distance , c’est-a-dire de la droite qui est en méme temps perpendicu-

laire & 'une et & Vautre, et trouver la grandeunr de cette distance?

Solution. Par la '-premiére des deux droites données, concevons un
. plan paralléle & la seconde 5 ce qui est 1;011)'0111"3 possible, puisque si par
un point quelconqne de la premiére on méne une droite paralicle a la
‘seconde, et siVon concoit que cette troisiéme droite se meuve paralle-
lement & ellemdme le long de la premiére, elle engendrera le plan
dont il s'agit. Concevons de plus une surface cylindrigué & base cir-
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culaire, qui ait pouwr axe la seconde droite donnée, et pour rayon la

chsta:n_cc cherchée 3 cetie surface sera touchée par le plan en une droite
qui sera Paraﬂele 3 Laxe , et qul coupera la premiére droite en un
point. Si par ce point on meéne une per [‘Gl]diCIll‘ll ‘e au plan, elle sera
la droite demandee ; car clle passera de fait - par un point de la pre-

midre droite donnée , et elle lui sera pelpendmuhue , puisqu elle sera o
pelpemhculaue un plan qui passe par cette droite : elle coupera de
plus-1a seconde droite pe1pe11chcuhlr ment, puisquelle sera un rayon
du cylindre dont cette 'seconde droite est l’axe. -

1l ne s’agit donc pl lus que de constrnire successivement toutes les parties
de cette 8011111011. |

10, Pour construire les traces du plan mené pfu" la premiére droite R
parallélement 2 la seconde, on cherchera d’abord le point A,

dans
Lo lequel cette premicre droite rencontre le plan 1101"12.01]t'11 , et qui sera

un point de la trace horizontale : pour cela, aprés avoir pr olornge la
\ ]’)10](3011011 verticale & a jusqu’d ce gw'elle coupe la droite L-M en
| 141 pomt a, on menera @ A perpendiculaire 4 LM, et qui, par son
ntersection avec ia pro]ectmn horizontale A B, déterminera le point A.
]’m le point ou la premiére droite coupe le plan vertical, et dont les
projections sont B et b, on concevra une droite paralléle & la seconde
droite domnée, et Lon construira les projections de cette paralléle en
nmenant indéliniment B E paralléle & C D, et b e paralléle A cd. On -
construira de méme le point E de 1(311(301111(-3 de cette paralléle avec le
it plan horizontal, en menant e BE perpendiculaire & L M_; et le point E
e sera um second point de la trace horizontale du plan. Donc, si I'on méne :
; la droite A E, prolongée jusqu’d ce quelle coupe en un point F la
Arvoite L M, on aura la trace horizontale ; et il est évident que, si par
les poinis ¥ et & on mene une droite ¥ 4, on aurala trace sur le plan
vertical, '
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20, Pour censtruire la ligne de contact du plan avec 13. eurfme cy-
Iindrigue , il faut d an point tlu,elconqug de la seconde droite qui est
Vaxe du cylindre (par e*s:ém]ﬂ >, du point C o4 elle rencontre le plan
horizontal) abaisser une normale, c’est-d-dire une perpendiculaire sur
le me_ tangent ; et le pied de cette 1’101 male sera un point de la lmne
de comntact. Pour trouver ce pied a4’ dpu,s la méthode que nous avons

ke 1éi"« déerite ( f g+ 6), on construira d’abord les projections indéfinies de
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1a normale en menant par le point C la droite I G per]*endlcul‘awe &
la trace AE, et pat le point ¢ la droite ¢ K perpendiculaire 4 la trace F 45
puis, aprés avoir ]_}rolonﬂe HG ]asqu 2 ce qu'elle rencontre A E en un

Pomt G, et L M en un pom-t I, on pro]ettera le polni, G en o et le
point H en Zr, sur la trace F 6 ; on menera la droite g /£, qui, par som
intersection avec ¢ K, déterminera la projection ver‘"mcle z du p?ﬂd de
la normale ; et Von aura sur I G la pro]ec’clon horizontale du méme-
point, en abaissant. z 1 pClpendmu}anement a L M. Les projections Z
et I du pied de la /normale étant tr ouvees, si par le poml I on mene LN
paraliéle & C D, et i z paralitle & ¢ &, on aura les projections de la
droite de contact du plan avec la surface cylindrique. Enifin les points N
et 7z, ol ces projections rencontrerosnt celles de la premiére droite donnée,
'serom les projections du point de cette droite par lequel pa,sse la perx-
pendiculaire commune demandée . :
3o, Connoissant les projections N , 72 Qun des pmnts de la perpendb—
culaire commune demandée, pour avoir celle de cette perpendtcula_ne, o ]
il suffira de mener par les points N et 7 les droitess N.P et n p per- | %
pendiculaires aux traces respectives AE, T b;etles parties N P et n p P - i‘_
de ces Perpendicuhi‘res , comprises entre les proj ectionsg des deux droites . |
données, seront les projections de la plus courte distance demandde.

4o. Enfin, siVon veut connoitre la grandeur de cette plus courte dls-
tance, on la construira par le procede de la fro. .

- La considération d’vne surface cylindrique tonrhee pfu' un- plzm. |

n’étoit point nécessaire pour la solution de la question precedeme.
Aprés avoir ima
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giné un plan paralléle anx deux droites données, on

auroit pu prr chacune de ces droites mener a4 ce plan 11111)15111 perpen-
diculaire ;
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et Vintersection de ces deux derniers plans awroit été la
direction de la plus courte distance demanddée. Nous nous conmniercms |

d’é enoncer cette seconde maniére, en conscillant au lecteur d’ur Cherche}.
ia constl uctmn pour s’ exercer '
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Dans les différentes questions que nous avons résolues sur-les“p]aﬁg

tangens. aux surfaces courbes, nous avons. tmijon"s supposé que le point

par lequel il falloit mener le plan tangent , étoit pris sur la surface, et

quil étoit Ini-méme le- point de contack : cette condition seuled_su{_{mmi;
_ E?Quffdetermm_er la position .du plan. Mais il m’en est: pas de méme,

o L ST T T
. 2 P

TV AR R e <
I drriprrt- ot P LR

2o

frri

T fn"::.n

&

LS
Iy e et

oy ot
2 T

-~
A T !

1
o T

I

1
/

/
-

TR

’
St s IR

ey

2

P S S S———

i
t
f
i
¥
{
1
: R
‘;.:J:r-,;.n(:




FE Y i A S Al Mty i Mgt i Bttt

i — - -
———,

Zro | cTOMETRIE DESCRIPTIV L

\orsqve le point par lequel le 1)1&11 doit passer est pris hors de la surface,
Pour que la position d'un plan soit déterminée, il faut qu’il satisfasse
3 {rois conditions dﬁferelues , équivalentes chacune & celle de passer

gem, 3 une

- surface courbe donnde, lorsque le point de contact n'est pas indiqueé,

par un point donné: or, en géndral, la propriéeé d’étre tan

n'équivaut qu’ 4 une scule de ces COIJdlthI]S 51 donc ¢’est par des con-
ditions de cette mature que ’on se propose de déterminer la position
d'un plan, il en faut en général trois. En elfet, supposons qaﬂ NOus
ayons trois surfaces courbcs données, et (wunl plan soit tangent a P'une

Qentre elles en un point quelconque , neous pouvons concevoir que ce L
plan se meuve autour de la surface, saus cesser de la toucher : il pourra
le fairec dans toutes sortes de sens ; seulement le point de contact se
mowvra sur la surface & mesure que le plan tangent changera de

position ; et la direction du mouvement du point de contact sera dans
le méme sens que celle du mwonvement du pl;m. Concevons que ce
mouveinent se fasse dans un certain sens jusqu’a ce que le plan rea-

contre la seconde surface et la touche en un certain point : alors le
plan sera en méme temps tangent aux deux premiéres surfaces, et sa
position ne sera pas encore arrétée. Nous pouvons en eifet concevoir
, que le plan tourne autonr des deux surfaces, sans cesser de les toucher

e mn——— A r- e e ———— o= 13 T

Yune et Vautre. 11 ne sera plus libre, comme auparavant, de se mou-
voir dans toutes sortes de sens; et il ne pourra plus le faire que dans

un seul. A mesure que le phn (,hungera de '[)OSIUOH les deux Points
- de CO]]I‘dCt se mouvront chacun sur la surface & l-nqudle il appartient;

de maniére que si 'on congoit une droite meiee par ces deux Points
>

e

!

\

l

|

1

3

|

s

] leurs mouvemens seront dans le méme sens par 1’1131)011, a cette drone
\ .

‘ , quand le plan touchera les deux surfaces du méme coté; et ils seront
{ dans des sens-contraires, quand le plin touchera les deux surfaces,
y

|

’r

i

\

Pune (l‘l:m Coie Pautre de Vax utre. IEnfin concevons que ce mouvement,
qui est le senl qui pmsse encore avoir lien, continue jusqu’d ce que 1e

plan touche la troisiéme surface en un certain point: alors ia position

du plan sera arrétée, et il ne pourra plus se monvoir sans cesser d’gire
‘tangent & Uune des trois surfaces. | |

On voit donc ¢ue pour déterminer la position d’un phm au moyen
de contacts indéterminés avec des surfaces courbes données, il en faut
~gn général frois. Ainsi, si Von se proposoit de mener un plan tangent
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A une surface courbe donnée, Cette condition n equwaudl oit guw'sa m]e

seule des trois “auxquelles le plan peut satisfaire :
encore en prendre deux autres i volonté, et par exemple,; faire passex
e plan par deux points donmas ou, ce qui revient au meme, par une
droite donnée. S’il falloit que ]e plan it tangent en méme temps a
deux surfaces, il v auroit deux. conditions empk)} ces 3 il n'y en auroit
plus qu’une dmpomble s et 'on ne pourrmt assujeltir cle plus le plan
qua passer par un point donné. LEnfmn, sile plan devoit toucher en
méme temps trois surfaces données, on ne pourroit plu,s disposer d’au»—-
cune condition., et sa position seroit déterminée. |

Ce que nous venons de dire regarde les surfaces courbes en génédral
il faut néanmoins en excepter ce qui a rapport A toutes les surfaces
eylindriques, & toutes les surfaces conigques, et a toutes les surfaces
développables : car, pour ce genre de surfaces, le contact avec un plan
n’est pas réduit a un point unigye ;.il s'étend toutr le long d’une droite
indéfiriie , qui se confond avec-la génératrice dans une de ses positions.
La propriété qu’auroit un plan de toucher une seule de ces surfaces
équivaudroit & deux conditions, puisqu’elle lassujettiroit & passer par
ane droite; et il ne resteroit plus qu'une seule’ condition disponible,
comme , par exemple, de passer par un point donné. On ne pourroit
donc pas proposer de mener un plan qui fiit en méme teinps tangent- A
deux de ces surfaces, et a plus forte raison & trois, 4 moins qu’il n’y
elit qHEI(lueb circonstances particulieres qui 1end1ssent ces condluons

-compatibles.

R
33, 11 nlest peut-tre pas inutile, avant. que d’aller plus lom, de
donner quelqnes exemples de la nécessité on Pon’ peut &tre de mener
des plans tangens & des surfaces courbes par des points pris au dehors
d’elles. Nous pr endrons le premier de ces exeml)les dans la censtruction
des fortifications.

Lorsqu’on expose les principe% geénédraux de la fortification, on sup-
pose d’abord que, dans tous les sens , le terrain qui cenvironne la place
{orte a la portee du canon , soit hor 1zontal ; €l ne 1)1esente aucune émi-
nence (ui puisse donner guelque avantqg;e L Iassiégeant.. Puis, dans
cette hypothdse , on détermine le tracé dm corps de place, des demi-
lunes, des chemins couverts, et des ouvrages, avancés ; et 'on indique

‘*‘F

on pourroit donc
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les commandemens que les différentes parties de la fortification doivent
“avoir les umes sur les autres, ahn qu’elles contribuent toutes, de la

maniére la plus efficace, & leur défense réciproque. Ensuite, pour faire
Papplication de ces principes au cas ou le terrain qui environne la place
présenteroit quelque hauteur dont l'lssmgeant pourroit profiter, et de
laquelle 1l faudroit que la fortification it défilée, il ne reste plus qu’ane
considdration. nouvelle. §il n'y a qu’une seule hauteur, on choisit daus
la place deux points par lesquels on congoit un phn tangent 4 la hau-
teur de laquello on veut se défiler : ce plan tangent se nomme plan de
défilement ;'et 'on donite & toutes les parties de la fortification le méme
relief au-dessus du plan de défilement, qu’elles aurcient eu au-dessus
du plan horizontal, sile terrain efit été de miveau : par 14 elles ont les
unes sur les auntres, et toutes ensemble sur la hauteur voisine , le méme
commandement que sur un terrain horizontal; et la fortification a les

.mémes avantages que dans le premier cas. Quant au choix des deux

points par lesquels doit passer le plan de defilement, 11 doit satisfaire
aux deux conditions suivantes: 1°. que Vangle iormg par le plan avec
I'horizon soit le plus petit possible , afin que lr,s terre-pleins ayant moins
de pente le service de la défense rencontre moins de dithcultés ;5 29. que
Ic relief de la {ortification au-dessus du terrain naturel soit aussi le
plus petit possible, afin que sa construction entralne moins de travail
et moins de dépense,

Si, dans les environs de la place, il y a deux hauteurs. desquelles la
fortification doive étre en méme temps défilée, le plan de défilement
flcm, etre en méme temps tangent aux surfaces de ces deux emlnences
il ne reste plus pour fixer sa position qu'une seulc condition disponible ,
et Ton en dispose ; c’est-d-dire, on choisit dans la place le point par
lequel ce plan doit passer, de maniére que 'on satisfasse le mieux pas-
sible aux conditions énoncées dans le premier cas,

- 34. Le second exemple que Mnous rapporteroins Sera encore prls dans
la peintute.-

Les surfaces des corps, sur-tout lorsqu’elles sont polies, présentent des
points brillans, d’nn éclat comparab?e 3 celui du corps lumineux qui

ies echlre. La vivacité de ces poinis est d’antant plus grande , et leur
dtendue est d autant plus petite , que les surfaces sont plus .pohes,
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Lofsqne les surfaces sont mattes, lcs points brillans ont beavcoup moins
d’éclat, et ils occupent une partie plus grande de la surface.

Pour chaque surface, la position- du point brillint est déterminde
par la condition suivante : que le rayon de lumidre incident , et le
rayon réfléchi dirigé a Peeil du spectateur, soient dans un méme plan

perpendiculaire aun plan tangent en ce point, et fassent avec ce plan
des angles égaux, parce que le point brillant-de la surface fait fonction.

de miroir, et remvoie 4 U'eeil une partie de 'image de I'objet luminenx,
La détermination de ce point exige une extréine précision ; et quand
méme le dessin seroit de la plus grande correction , quand méme les
coniours apparcns seroient tracds avec une exactitude mathématique,
}a moindre erreur commise dans la position dua point brillant en appor-
rercit de trés-grandes dans 'apparence des formes. Nous n’en appor-
1CTONS qwune seule preuve, mais hien frappante.

La surface du globe de Peeil est polie ; elle est de plus enduite
d'une légére couche d’humidité qui en rend le poli plus purfait : ausst
lorsqu’on observe un ceil ouvert, on voit sur sa surface un point brillant
d'un grand éclat, d’une trés-petite étendue, et dont la position dépend

de celles de I'objet éclairant et de Pobservateur. Si la surface de leeil

étoit parfaitement sphérique, I'ceil pourroit tourner autour de son axe
vertical , sans que la position du point brillant éprouvit le moindre
changement : mais cette surface est alongde dans le sens de P’axe de la
vision ; et lorsqu’elle towrne autour de laxe vertical, la position du
point brillant change. Un long exercice nous ayant rendus trés-sen-
sibles & ce changement, il entre pour beaucoup dans le jugement que
nous portons sur la direction du globe de 'ecil. Clest principalement
par la différence des positions des points brillans sur les globes des
deux yeux d’une personne, que nous jugeons si clle louche ou si elle
ne louche pas; que nous reconnoissons qu’elle nous regarde, et, lors-
qu'elle ne nous regarde pas, de quel cdté elle porte la vue.

En rapportant cet exemple, nous me prétendons pas que dans un
tablean 1] faille détermin ei"-géométriquement la position du point brillant
sur le globe de V'eeil ; nous avons senlement lintention de faire voir
comment de légdres erreurs dans ia -po'sitilon. de ce point en apportent:

de considérables dans la forme apparente de Vobjet, quoique d’ailleurs

le iracé de son contour apparent reste le méme.
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35. Passons actuellement 2 la détermination des plans tangens aux
surfaces courbes, menés par des points pris au dehors d’elles.

‘La surface de la spheére est une des plus simples que I'on puisse

considérer ; elle a des générations communes avec un grand nombre de

surfaces différentes: on pourroit, par exemple, la ranger parmi les ;
surfaces de révolution, et ne rien dire de particulier pour elle. Mais
sa régularité donne liew a des résultats remarquables , dont quelques-

uns SCIt quuans par leur nouveauté, et dont nous allons nous occuper "

d’abord , moins pour enx-mémes, que pour acquerir, dans 'observation

des trois dimensions, une habitude dont nous aurons besoin pour des L
objets plus généraux et plus utiles.

36. Premicre guesiion. Par une droite donnée mener un Plan tan- E
1 ’ ] : }
oent & la surface d'une sphére donnée? ‘ -

Solution. Premiére maniére. Soient A et a (fig. 16) les deux pro-
jections du centre de la sphére ; BC D, la projection du grand cercle
horizontal; EF et ¢/, les deux projections indéfinies de 13, droite don-
née. Soit congu par le centre de la sphére un plan perpendiculaire J
a la droite, et soient construites par la méthode gue nous avons don- .
née ( fig. 6) , les projections G et g du point de rencontre de la droite avec

le plan.

Cela posé, il est évident que par la dr01te donnée on peut mener a

la sphere deux plans tangens -dont le premier la touchera d’un cb6té o
P P g 5
le second la touchera de Pautre,

et entre lesquels elle sera placée 5 ce

qui determinera deux points de 0011tact différens, domt il s'agit d’abord
de construire les projections.

Pour cela, si du centre de la sphére on congoit une perpendicu-
laire abaissée sur chacun des deux plans tangens, chacune d’elles abou-
tira au point de contact de la surface de la sphére avec le plan corves-
pondant ; et elles seront toutes deux dans le plan perpendiculaire A la
droite donnée : donc les deux points de contact seront dans la sectien
de la sphére par le plan perpendiculaire ; section qui sera la circon-
férence d'un des grands cercles de la sphére, et & laquelle. seront tan-

gentes les deux sections faites dans les plans tangens par le ~8me
plan.
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Si dans le plan perpendiculaire , et par le centre de la sphére , om
congoit une horizofitale, dont on aura la projection verticale en menant
Vhorizontale %, et dont on auralautre pro]ecnon en abaissant sur EX
la perpendiculaire AH ; et sl Pon congoit que le plan pmpendlculan(,
tourne autour de cette ]10112.0111&1@ comme charnicre, jusqua ce qu’il
devienne lui-méme horizontal j il est évident gue sa section .avec la sur-

“face de la sphére viendra se confondre avec la mroonﬁ,rence BCD, que

les deux points de contact seront alors sur cette circonférence, et que

si ’on construisoit le pomt J, ou la rencontre du plan perpendlcuhlrb
avec la droite donnée v1ent sappliquer par ce mouvement , les tan-

gentes JC, JD, menées an cercle BCD, détermineroient ces deux

points de conla(,t dans la- position oit on les considere alors. Or il est
facile de construire le point J, ou, ce qui revient an méme, de trou-

ver sa distance au point H: car la projection horizontale de cette dis-
tance est GH , et la différence des hauteurs verticales de ses extrémités
est g9 l'; donc, si V'on porte GII sur lhorizontale a/t-de g’ en £, I'hy-
po[enuse L g sera la grandeur de cette distance ; donc poztant gl
sur BT de I[ en J, et menant les deux tangentes JC, JD, les deux
points de contact C, D, seront détermineés cL-ms la position qu’ils ont
pris , lorsque le plan perpendiculaire a été abattu sur le plan hori-
zontal. '

Actuellement, pour trouver leurs projections dans la position qu’ils

doivent avoir natus ellemult, il faut concevoir que le plan perpendi-

culal e retourne a4 sa ])0811,1011 pxlmltwe , en tournant encore autour
de Ihorizontale ATl comme charniére, et gu’il entraine avec lui le
point J , les deux tangentes JC, JD , prolongées jusqu’a ce qu’elles
coupent AH en des points K, K', etla corde CD qui coupera aussi
la méme droite AH en un point N. Il est évident que , dans ce mou-
vement , les points K, K' et N, qui sont sur la charniére , seront
fixes , et que les deux peints de contact C, D, décriront des arcs de
cercle qui seront dans des. plans perpendiculaires a la charniére, et
dont on aura les projections horizontales, en abaissant des points G, D

sur AH, les perpendiculaires indéfinies CP , DQ. Donc les projections
horizontales des deux points de contact se trouveront sur les deux
droites CP, DQ. Mais dans le mouvement rétrograde du plan per-
pendiculaire , les deux tangentes JCK', JK D, ne cessent pas de passer
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par les points de contact respectifs; et lorsque ce plan est parvenn dang
sa position primitive , le pomt J se trouve de nouveau projeté. en G,
t les deux tangentes sont projetées suivant les “droites GIC', G]x;
Donc ces deux dern ieres droites doivent aussi contenir chacune la pro-
]ef‘i_on horizontale d’un des points de contact; donc enfin les inter-
scctions de ces deux droites avec les c].;oit.es respectives CP, DQ,
détermineront les projections horizontales R et S des devx points de
contact gui se trouveront avec le point N sur une méme ligne droite.
Powr trouver les projeciions verticales des mémes points, on mnénera

“d’abord sur LM les perpendiculaires mdéhnies R7, Ss; puis, si Pon

projette les points K, X', en &, &', et si']_)ar le point o on mene les
droites gk, ok', on aura les projections verticales des deux mémes
tangentes. Ces droites contiendront donc les projections des points de
contact respectifs; donc les points r, s de leurs mtersections avec les
verticales R7, Ss, sevont les projections demandédes.

Les projections horizontales et verticales des deux points de contact
étant trouvées , pour construire sur le plan horizontal les traces des
deux plans tangens, on concevra par chacun des points de contact
une paralidic a ld droite donnée. Ces droites seront dans les plans tan-
pens respectifs, et 'on aura leur projection horizontale et verticale
en menant R1, S8V, paralldles & EF, et rz, s¢, paralléles 4 ¢/ On
construira sur le plan horizontal 1a trace T de la droite donnée ,
et les traces U, V des deux derniéres droites, et les droites TU,-TV,
seront les traces des deux plans tangens.

Au lien de concevoir, par les points de contact, de nouvelleslignes
droites,, on pourroit trouver les traces des deux tangentes GR,G S, qui
rempliroient le meine but. Quant aux traces des deux mémes plans avec
e plan vertical, on les trouvera par la méthode que nous avons'déja
souvent employée. |

Cette solution pourroit étre rendue be'mcoup plus élégante , en fai-

sant "PLI’SSpl les C‘Lell'}:.. 'P].Ell]S de Pl‘O]GCthI’lS P’Ll" 1(3 centre meme de ]ﬂ.

sphcre Par 1a les deux projections de la sphclo se contondroient dans
le méme cercle , et les prolongemens des lignes droites seroient moins

Jlongs. Nous n’avons séparé les deux projections que pour metlire plus

de clarté dans Uexposition. Il est facile actuellement de douner a la
construction toute la concision dont elle est susceptible.
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37 Seconde maniore. Soient A et a (/ff'. 17 ) les deux projections du
centre de la spheére, A B ou a b son rayon, BCD la projeciton de son
arand cercle horizontal , et EF, e/, les proj e_c'tions_ de la droite donnée.
Si Yon concoit le plan du erand cercle ]101'1’50111:’11‘prolonné jusqn’ﬁl ce
qu’il coupe la droite donnée en un certan Pomt, on. aura la projec-
tion verticale de ce plan en menant par le point @ I’horizontale mdé-
finie ba g; le point g, ol cette horizontale coupera ef, sera la pro-
jection ver Llcale du point de rencontre du Plan avec h droite donnée ,
et Pon aura la 1)1‘0)0(:[1011 horizontale G-de ce point, en pI‘O]Ctallt
sur L F. |

Cela pbce’ si, en prenant ce méme point pour sommet, on congoit une
surface conique qui enveloppe la sphére, et dont toutes les droites géné-
ratrices la touchent chacune en un point, on aura les projections des
deux droites génératrices horizontales de cette surface conigue en me-
nant par le point G les deux droites GC, GD , tangentes au cercle BCD,
et qui le toucheront en deux points C, D » qu'il sera facile.de détermi~
ner. La surface Comque touchera cel]e de la sphére dans la circonfé-
rence d'un cercle, dont la droite CD sera le diamétre, dont le plan
sera perpendiculaire-a I’axe du cdne, et par conséquent vertical , et dont
la projection horizontale sera la droite CD.

Si par la droite donnée on concoit deux plans tangens & la surface

conique , chacun d’eux la touchera suivant une de ces droites généra-

irices, qui scra en méme temps sur la surface conique et sur le plan ;
et parce que cette droite génératrice touche aussila surface de la sphére
en unh de ses points qui se trouve sur la circonférence du cercle

projeté en CD , il s’ensuit que ce point est en méme temps sur la sur-

face conique, sur le plan qui la touche, sur la surface de la sphere

et sur la circonférence du cercle projeté en CD, et qu’il est un point

de contact comuun a tous ces objets. Done, 1°. les deux plans tangens

ala surface conique sont aussi tangens & la surface de la sphére, et
sont ceux dont il faut déterminer la position ; 20. leurs points de contact
avec la sphére, étant dans la circonférence du cercle projeté en CD
seront eux-mames projeté's quelque part sur cette droite ; 3o. la droite
qui passe par les deux points de contact, étant comprise dans le plan du
méme cercle , sera pr ojectée elle-méme mdeﬁmment sur CD.

Abtuellemcnt faisons pour le plcm a’un grand cercle pavalléle celui
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i - [ ] r . ) " ‘
g : de 1a projection veriicale , la méme opération que nous venons de faire

=133 . - . 7 ]

i pour le plan du grand cercle horizontal. La projection lhorizontale de
| “ce plan sera la droile BAH , indéfiniment paralléle & LM ; le point

1 on i1 rencontre la droite donnée, sera projeté horizontalement & 'in-

rersection. H des deux droites EF , BAH ; et 'on aura sa projection
‘ verticale en projetant le point H sur e >/ en Zf’.' Si l'on congoit une nou- ,
velle surface conique dont le sommet soit en ce point de rencontre , et
qui enveloppe la sphére comme la premiére , on aura les projections yer-
ticales des deux droites génératrices extrémes de cette surface , en me-
nant par le point /2 au cercle H KT les tangentes 2K, 241, qui le tou-

SRRy, o R
ZCE. = it A
- ) b - P AR gttt
'H‘. T vy e et sl _— - Faam
s I -

\l. cheront en des points K, 1, que Von déterminera. Cette seconde sur-
\E\ face conique tonchera celle de la sphére dans la circonférence d'un :
:l"':“l ’ . | . - i
sﬂ aouvean cercle dont K1 sera. le diamétre, et dont le plan, qui sera
\:“ perpendiculaire a celui de la projection verticale , sera par conséquent

] - ) - H

, ié projeté indéfiniment sur K 1. La circonférence de ce cercle passera aussi
W, : B A '
Al par les deux points de contact de la sphere avec les plans tangens de- ’

t E; mandés 3 donc les projections verticales de ces deux points de contact
\\ 3 - . - . .
EI seront (uelque part sur KTI; donc aussi la droite qui joint ces deux

"‘{‘ | i’dmts , sera projetée sur la méme droite KI. |

‘l N ‘ ’ - I .. .- . .

S Ainsi la droite menée par les deux pomnts de contact est proje-

it e '] sealement sur K
i) tée horizontalement sur CD, et verticalement sur K1; elle rencontre

]: le Plan du gra—md cercle horizontal en un pomt, dont la projection ver-
nl“ ¢ . . . P - X ) . .

| }1‘ ticale est a Pintersection z de K 1 avec ng , et dont on aura la pro-

il: jection horizontale N en projetant le point z sur CD. o ;
Fa“:;i " Cela fait, concevons que le plan du cercle vertical , projeté en CD, |
il ' . ‘. . "1“

-['Hx‘ii‘f | tourne avtour de son diamétre horizontal comme charniére , pour de- '
'“.' b . . . . . g

!'ni;}-',’ veénir lui-méme horizontal, et qu'il entraine avec lui, dans son mou- ,
1'.\\' * ' - . ' . » .

I ! & vement , les denx points de contact par lesquels passe sa circonférence , ;
b | et la droite qui joint ces deyx points. On construira ce cercle dans cette :
‘.l!'l’ ’j’ . i i : . . d . i . .

f;l][” aouvelle position, en décrivant sur CD comme diamétre, le cercle CPDQ 5

Mi et si Pon construisoit la position que prend la droite des deux points de

AR I © - s N 3 -

\'@\1@ contact , elle couperoit la circonférence CP 12 Q en deux points , qui les

';;Z.Il\' | . . . : s 1 ¢ ¢ ) a s .

i détermineroient sur cette circonfgrence considérée danssa position hori-

N - _ . |

!H{I wontale. |

f“‘li | Or, le pohit N de la droite des deux contacts, étant sur la char-

]“‘I‘.Iitl ° * o P -

[ﬁ;{-ﬁs%g aitre CD, ne change pas de position dans le mouvement. Cette droite

il €21 T - : j

ht;m;}-ii; | doit
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doit donc encore passer ])ﬂl ce point, lorswelle est devenue horizon-
tale. De plus, le point ou elle rencontre le plan du srand cercle pa-
ralldle & la projection verticale, point dont la projection horizontale
est & la rencontre O des deux droites CD, DA, et dont on aura
la projectien verticale z en projetant le point O sur K 1; ce’point, dis-
je , duns son mouvement autour de la charniére CD, décrit un quart de
cercle vertical perpendiculaire & CI>, et dont le rayon est la verti-
cale 073 donc, si on méne par le point O une perpendiculaire 2 CD, et
SL sur cette pelpendmulal e on porte 0 £ de O en T, le point T sera un
de ceux de la droite des contacts, lorsqu’elle est devenue horizontale.
Donc, si par les points N et T on meéne une droite , ses deux points
de rencontre P, Q, avec la circonférence CPPQ, seront les deux
points de contact considérés damns le plan vertical abattu.

Pour avoir les projections horizontales des deux mémes points dans
leurs positions naturelles, il faut concevoir que le cercle CP D Q

retourne dauns sa position primitive en toursnant sur la méme char-

niere C D. Dans ce mouvement, les deux points P, @ décriront des
quarts de cercle dans des plans veiticaux, perpendicula wes a CD, et
dont les projections horizontales seront les perpendiculaires PR et Q5,
abaissées sur C D. Domnc les projections horizontales des deux points de
contact seront 1*espe-ctivemem: sur les droites PR et QS': or nous
avons vu quelles devoient &tre aussi sur CD donc clles seromnt aux
deux points de rencontre R et S.

On aura les projections verticales r, s des deux mémes points, en
projetant les points R et § sur K I; ou, ce qui revient au méme, cn
portant sur les verticales R 7, S, & partir de Vhorizontale 4 a g, rr
¢gale A PR, et &' s ¢gale a Q S.

Lcs projections 1101 jzontales et verticales des deux points de contact
ctant consiruites, on déterminera les traces d.Go deux ])]’1118 tangens ,
comme dans la premiere solution. |

Cette seconde solution peut aussi étre rendune beaucoup plus concise

en faisant passer les plans de projections par le centre de la sphére;
ce qui réduit les deux projections & une méme figure.

38 Ces dermeres considérations vont nous conduue a la découverte
ﬂ@ mlelﬂucs propriéids renmrquables du cer cle, de la sphére, des sec-
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Nous venons de voir que les deux surfaces coniques circonscrites &
la sp'hére la touchoient chacune dans la circonférence d'un cercle, et
(que ces circonférences passolent toutes denx par les deux points de
contact de la sphére avec les plans tangens. Cette propriété n’est point
particuﬁére aux deux surfaces coniques (ue 1nous avons Considérées;
elle couvient & toutes ceiles qu'l auroient leur sommiet dans la droite
donneéc, et q‘m seroient de méme circopscrites i la sphére. Douc, si
Von (,ongou: une premiére surface comque ‘(qui, ayant son sommet sur’
la droite donnde, soit circonscrite a la sphére, et si Von suppose que
cette surface se meuve de maniére ue son sommet parcoure la droite,
sans qu'elle cesse d’étre circonscrite et tangente a la sphére 3 dans cha-
cune de ses positions, elle touchera la sphére dans la circonférence dun
cercle ; toutes ces circonférences passeront par deux mémes points qui
seront les contacts de la sphiére avec les denx plans tangens ; et les plans
de ces cercles se couperont tous suilvant une méme hone droite, qui
sera celle des deux contacts. Enfin, si 'on congoit le pldn mené par
la droite donnée et par le centre de la sphére, ce plan, qui passera
par les axes de. toutes les surfaces coniques., sera perpendiculaire aux
plans de tous les cercles de-contact, et par conséquent & la droite qui
est leur commune intersection ; et il coupera tous ces plans dans des
licnes droites qui passeront par un méme point. |

Réciproquement étant données une 51)]1(316 et une ligne droite, si
Ion congoit par la droite tant de plans qu'on voudra, qii couperont
la sphére chacun suivant un cercle, et si, pour chacun de ces cercles,
on congoit la surface conique droite dont il seroit la bhase, et qui seroit
cir conscute a la sphere , les sommets de toutes ces sur{accs comzlues
seront dans une autre méte ligne droite.

39. En considérant seulement ce gui se passe dans le plan mené par
1a droite donnée et par le centre de la sphére, on est conduit anx deux
propositions suivantes, qui sont des corollaires immédiats de ce qui
précede. | I

« Etant donnés dans un ptan (fig. 18 et 1g) un cercle dont le centre
501t en A, et une droite quelconque B C; si, aprés avoir mené par
an point- quelromlae D de la droite deux tangentes au cercle, et la
droite EF qm passe par les deux peints de contact, on congoit que le
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point D se meuve le long de la droite, et entraine avec Tai ]m donx
tangentes, sans qu’elles cessent de toucher le cercle': les deux points

de contact changeront de position, de méme que la droite E T qules

joint ; mais cette droite passera toujours par un méme point N qui se
frouve sur la ])o:p\,ndwv]aue A G, abaissée du centre du cercle sur la
droite. | |

» Réciproquement, si, par un point N pris dans le plan d’un cercle,
on méne tant de droites- E F guw’on voudra, qui couperont chacune

. i S § ]

la circonférence du cercle en deux points, et si par ces deux points
on meéne au cercle deux tangentes ED, FD, qui se couperont quelque

part en un point D, la suite de tous les points d’intersection frouvés
de la méme maniére sera sur une méme ligne droite B G perpendi-

culaire 4 A I3, »

Ce n’est pas parce que tous les pom ts de h circonférence sont CGa-
lement éloignds du centre, que le cercle jonit de la propriété gue nous
venons d’énoncer , ¢’est parce qu’il est une courbe du second degré ; et
toutes les sections conigues sont dans le méme cas. )

En effet, soient AEBTI (fig. 20) une section conigue quelcongue
et C D une droite quelconque donnée dans son plan : concevons que
la courbe tourne autour d'un de ses axes A B pour engendrer une
surface de révolution, et concevouns les deux plans tangens & cette sur-
face menés par la droite €D ; les deux plans auront chacun leur poing
de contact particulier. Cela posé, si, en prenant pour sommet un point
quelconque H de la droite CD, on congoit la surface conique circons-
crite et tangente a la surface de révolution, elle touchera cette derniére
surface dans une courbe qui passera nécessairement par les deux points
de contact avec les plans tangens: Cette courbe sera plane j son plan,
qui sera perpendiculaire A celui de la section conique donnée, sera
projeté sur ce dernier, suivant une droite E F j et cette droite passera
par les points de contact des tangentes a la section conique, mendées
par le point II. Actuellement, si Von suppose que le sommet H de la
surface conique se meuve sur la droite CD, sans que cetle surface
cesse d’éire- circonscrite et tangente a la surface de révolution ; dans
chacune de ses positions, sa courbe de contact aura les mémes pro-
priétés de passer par les deux points de contact avec les plans tangens,
d’étre plane, et d’avoir son plan ‘perpendicul&ir- 3 la section (;011&(1'{11@_,
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Donc les plans de toutes les courbes de contact pqsqem“'ﬂ; par la droite
qm ]01nt les deux. poml& de contact, et um est elle-méme perpendin
culaire au plan de la section conique ; donc enfin les projections de
tous les plans seront des lignes droites (ul passeront toutes par la pro-
jection N de la droite qui joint les deux points de contact.

4o. Enfm cette propositiou n'est elle - m&me qu’un cas particulier
&un autre plus général qui a liew dans lcs trols dunensions, etue nous
nous contenterons d’énoncer icl. |

« Etant données dans Uespace une surface courbe quelconque du
second degré/ et une surface comique circonscrite qui la ‘touche , et

dont le-sommet soit en un. point qudtonquw si la surface conique se

ment sans cesser d’&tre circonscrite & la premiére surface, et de la
toucher, de maniére cependant que son sommet parcoure une droite
quelconque, le plan de 1&- courbe de contuct des deux surfaces passera
toujours par une méme ligne droite (qui sera déterminge par les contacts
de la.surface du second decr ¢ avec les deux plans tangens qul passent
par la droite des(sommets) ;- et st la surface conmique se ment de ma-
nidre ‘que son sommet soit toujours dans un méme plan, le plan de la
courbe de contact passera toujours par un méme point. »

41. Deuvxidme question. Par un point donné, mener un plan tangent
a la fois aux surfuces de deux sphéres données?

Solution. Soient A, @ (fig. 21) les deux projections du centre de la
premieére snphc-,m , B, &, celles du centre de la seconde, et C, ¢,.celles
du point donné. Aprés avoir mené les droites indéfinies A B, a &,
projections de celle qui passeroit par les deux cenires, et apres avoir
lconstruit les projections GETF, ge f, HIK, %4 ik, des grands cercles
des deux spheres paralléles aux plans de projections, on concevra une
surface conique circonscrite 4 la fois aumx deux sphéres, et qui les

touche toutes deux. Cette surface aura son sommet dans la droite qui.

passe par les deux centres. On menera aux deux cercles GEF, HIK,
les deux tangentes communes EH , F K, qui se couperont en un point D

de la droite A B; et ce point sera la projection horizontale du sommet"

1. A . . a 2t ~ . .
.du cone: on aura la projection verticale du méme point, en projetant

1
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le point D en & sur le prolongement de a 4. Enfin on menera les pro- ;
i , 5 | 1

- . ] /! Y
jections C D, ¢ d de la dreite menee par le somnet du cdne et par le i

i
i

point donné. Cela posé, si par cetie derniére droite on congoit deux

plahs tangens a la surface conique, ils la touchel ont chacun en une de ;E

ses droites génératrices; et par conséquent ils seront tous deux tangens 11

en meéme telilps aux deux sphéres. La question est donc réduig & mener }e

par la droite qui passe par le sommet du cdne et par le point donné i‘i‘

deux plans tangens & la suriace d'une des spliéres ; ce qui s'exécutera ’5?

comme dans la question précédente , et les deux plans seront en méma ﬁ:!

temps tangens a la seconde sphére. g

1l fant observer que VYon peut concevoir deux surfaces comques CLT~ gj:
conscrites aux deux mgn,.es sphéres. La premiére les enveloppe toutes f’%;

- deux en dehors, et a son sommet au-deld d'une des spheres par rap- ;‘%*l
port & 'autre : les plans tangens & cette surface conigue touchent chacun ; gé
les deux sphéres du méme codté. La seconde surface conique enveloppe i
les sphéres, 'une en dedans, autre en dehors, et a son sommet entre l
les deux centres. On trouve la projection horizontale D’ dé ce sommmet +§
en menant aux cercles ¥ G et HIJK les deux tangentes intérieures | %
(qui se coupent en un point de la droite A B; et Pon. a sa projection _ b
verticale en projetant le point D’ en &’ sur @'b. Les deux plans tangens : ;h
menés & cette surface conique touchent aussi chacun les deux sphéres; -
'f; mais ils touchent la premiére d’un cbté, et la seconde de Vautre. | i
Ainsi quatre plans diftérens peuvent satisfaire & la question : pour deux

- d’entre eux, les deux sphéres sont du méme cdté du plan ; pour les -
deux autres, clles sont de cbOtés différens.

B T \
RTINS

4o. Troisiéme question. Mexnier un plan tangent en muue temps
trois spheres données de grandeurs et de positions P

M b B
e e ar anl RS

P

2 Solzzz‘z'on. Concevons le plan tangent en zlléme temps aux ftrois. | :1
spheres, et imaginons d’abord une suarface conique circonscrite aux :f
deux premicres sphéres, et qui les touche toutes deux ; le plan tangent =‘:_';
touchera cette surface conique le long d’une de ses fh*oues gcénératrices, . ;j

et passera par le sommet du cbne. Si Pon imdgine une seconde surface - ok

conique circonscrite & la premiere sphére et ala troisiéme, le méme 3 {

plan tan gent la touchera de méme le long d'une de ses droites géné- o
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vatrices,-ct passera par conséquent par son sommet. Enfin, si Pon
congoit une troisiéme surface conique qui embrasse et touche la seconde
sphére et la troisiéme , le plan tangent la touchera encore le long d’une
de ses droites génératrices, et passera par son sommet. Ainsi les sommets
des trois surfaces conlques seront dans le plan tangent ; malis ils seront
aussl daﬁ@le plan qui passe par les centres des s Dheres, et qui contient
les trois axes : donc ils seront en méme temps dans deux plans diffé-
rens 3 donc ils seront en ligne droite. Il suit de 14 que si Uon construit,
comme nous ’avons indigué dans la question précédente, les projections

horizontales et verticales de ces sommets, dont deux suffisent, on pourra

faire passer par ces projections celle d'une droite gui se trouve sur le
plan tangent. La question se véduit donc & mener par une droite donnée
11 plan tangent & celle des trois _;p]mrc,s guw’on voudra ; ce qui s’excé-
cutera par les méthodes précédentes , et ce plan sera tangent aux deux
autres. |

43. 1l faut observer que, puisqu’on peut toujours concevoir pour deux
sphéres quelconques deux surfaces coniques qui les cnveloppent (?t les
touchient toutes deux, la premicre ayant son sommet au-deld d’un des
centres par rapport % Pautre, la seconde ayant son sonunet entre les
deux centres, il est évident que, dans la qucstwn précédente, il y aura
six surfaces coniques, dont trois seront circonscrites en dehors aux trois
sphéres prises deux 4 deux, et dont trois auront leurs sommets entre
les 'spheres. Les sommets de ces six cOnes seront distribués trois par
trois sur quatre droites, par chacune desquelles on pourra mener deux
plans tangens en méme temps aunx trois sphéres. Ainsi huit plans
différens satisfont & cette troisiéme question : deux d’entre eux touchent
les trois sphéres du méme cOté par rapport A eux ; les six autres somnt

tellement placés, qu’ils touchent deux des sphéres d'un c6té, et la trol-

siéme de Pautre,

44. Ces considérations nous conduisent a la propdsition sulvante :

« 'Trois cercles quelconques étant donnés de grandeur et de position
sur un plan ( fig. 22, si, en les considérant devx 4 deux, on leur méne
les tangentes extérieures prolongées jusqu’d ce qu’elles se coupent, les
trois points d’intersection D, E, F, qu'on obtiendra de cette maniére,
seront en lione droite. »
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Car, s1 Pon congoit . les trois spheres dont ces cercles sont les grands
cercles, et un plqn qui les touche toutes les trois extérieurement, ce

plan touchera aussi les trois surfaces Conlques circonscrites aux sphéres
considérées deux 3 deux, et passera par leurs trois sommets D, E, F.
Mais ces trois sommets sont aussi sur le plan des trois centres : donc,
ils sont sur deux plans différens, et par conséquent en ligne droite. « Si

aux mémes cercles, considérés deux a deux, on meéne les tangentes in--

térieures qui se croiseront, les trois nouveaux poiints d'intersec tIOIl_G ,H, 1L,

. seront deux a deuwx en ligne droite avec un des trois premiers ; en sorte

quelessix points D, E, I, G, H, I seront lesintersections de quatre droites. »

Enfin cette proposition n’est quw’un cas particulier de la suivinte, qui a
lien dans les trois dimensions. | - |

« Quatre sphéres quelcongues étant données de grandeurs et de positions
dans Pespace , si I’'on congoit.les six surfaces coniques qui sont circons-
crites extérieurement i ces ephéres considérées deux a deux, les sonnnets
des six cOnes seront dans un méme plan ¢t aux intersections de quatro
droites ; et si I'on congoit les six autres surfaces coniques circonscrites
intérieurement , C'est-a-dire, qul ont leurs sommets entre les centres
de deux sphéres, les sommets de ces six nouveaux cones seront trois
par trois dans un méme plan avec trois des premiers. »

45. Quairieme gucs:mn. Par un point prls ’Lrbltranement ) Tmener urn
plan tangent & une surface cylindrique donnéde ? - : .

Solution. Soit EIF K (/fg. 23) la tmce de la surface cylin_(lfique
sur le plan horizontal ; trace que nous supposons donnée. Solent AB,
a b, les deux projections données de la droite & laquelle la gén.ératrice
doit toujours étre paralléle, et C, ¢, celles du point donné. Sipar ce
point on congoit une parallele-a la droite générairice, cette droite sera

‘dans le plan tangent demandé; et les points dans lesquels elle coupera

les plans de projections seront sur les traces du plan tangent. Donc, si
par ce point C on méne CD paraliéle & A B, et par le point ¢, cd pa=
ralléle a4 @ b, on aura les deux projections de cette droue et si, apreés

avoir pr olongeé ¢ d jusqw’d ce qu’elle rencontre L. M- en un point d, on-

projette le point den D sur CD, le point I sera la rencontre de cette
droite avec le plan horizontal, et par conséguent un point de la trace
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du plan tangent. Or la trace horizontale du plan tangent doit 8tre
tangente a la courbe EIT K ; donc, si par le point 12 on meéne a cette
comhe toutes -les tangentes possibles, DE, DF..... etc., on aura les
traces horizontales de tous les plans tangens qui peuvent passer par le
pomi donnd. §i par les points de contact E, F.....elc., on méne
a A B les paraﬂcles indéfinies £ G, FH... etc., on aura les projections
110114011Lales des droites génératrices, dans lesquelles les difierens plans
tangens touchent la 5111130 cylindrique ; enfin on aura les projections
verticales e a, j/... etc., de ces génératrices ou de ces droites de contact,
en projetant les points E, T.... etc., sur le plan vertical en e, /... etc.,
¢t en menant par ces denuers points des- paralleles indéfinies & a b.

Quant aux traces des plans tangens sur le plan Yeruml on les trouvera
par le procédé de la frgure 12 |

46. Cinguidme question. Par un point pris arbitrairement , mener
un plan tangent A wne surface conique donnée?

Comme la solution de cette question ditfcére trés-pen de celle de la
pre(,u.gn te , mous nous contentercns d’en 111(11(111(31 i construction dans

_]Gazn'e 24, ot la courbe B G F I est la trace donnéde de ]a surface
conique, ol A et @ sont les projections données du sommet, et ot G
et ¢ sont celles du point donm, par lequel le plan tangent doit passer.

47. Sivieme gzzesimn. Par une droite donnee, mener un plan tangent
4 une surface de révolution donnée? ,

Solution. Nous supposerons que l'axe de la surface de révolution
soit perpendiculaire 4 un des deux plans de projections ; ce qui n’al-
térera pas la - genelahte de la solution, parce qu'on est toujours le

mall,re de disposer de la position de ces plans , de maniére que cette

condition soit v emphe.

Soient donc A (g 25) la projection hormont'ﬂe donnée de Paxe de

la suvface, @« sa projection verticale, apia’ la courbe génératrice
de la surlace, et BC, 4 ¢ les deux projections donnédes de la droite
par laquelle le plan tangent doit passer. .Du point A soit abaissée
sur B C la perpendiculaire A D, qui sera la projection horizontale de
la plus conrte disiance entre 'axe et la droite donnée, et soit pro]ete
Je point D en rf sur b ¢.

Cela -
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. Cela posé, concevons d’abord aae le plan tangent soif mené ; puis

supposons que la droite donnée tourne autour de 'axe de revolutlon ,

sans changer de distance a cet axe, sans changer d’inclinaison sur le

plan horizontal, et qu’elle entralne avec elle le plan tangent, de ma-
miere qu’il touche toujours la surface: il est évident qu’en vertu de ce

mouvement le point de contact de ]a surface et du plan changera de
I I &

posm C1l : mais, parce que le phu t'mgent ,_)alde toujours la

inclinaison ,” ce point de contact ne chang

oera pas de hauteur sar la
surface, et il se mouvra dans la circonférence d'un cercle horizontal,

dont le centre sera dans 'axe. De plus, la droite donnée engendrer:
par son mouvement une seconde surface de révolution auntour Jdu méme

axe, a laqueile le plan tangent sera lui- méme tangent dans toutes ses

positions.

devons résondre la guestion, il est mécessaire de construire la courhe .

En eifet, cencevons un plan par Vaxe et par le point de contact du
plan tang

gent avec la premiere surface : ce plan coupera la- droite géne-
ratrice en un point qui sera celui duit contact du méme plan tangent
avec la scconde ; car, indépendamment de la droite génératrice par

laquelle il passe en ce point, il passe encore par la tangente du cexcle

horizontal au méme point, puisq’il passe -aussi par la tangente du

cercle horizontal au point de contact avec la premiére surface, et que
par la propriété des surfaces de révolution , ces deux .tangentes sont
paralleles.

Comme c’est aun moyen de la seconde surface de révolution ‘que nous:

_ s - 4 - 4 2 "
suivant laquelle elle est conpée par un plan mené par axe ; et nous

supposerons que ce plam 501t parf-dléle at p}fm vertical de projection
ct par conséquent pro]cu, sur le plan horizontal dans une lelte Af

paraliéle & L M.

Soit pris sur la droite donnée un point quelconque , dont les pro-
jections soient K et ¢, et cherchons le point dans 1equd il rencouire
lo plan de la section dans son mouvement. D’abord ce point-décrira
autour de axe de véyolution un arc de cercle horizontal, ‘dont on
aura la projection Liorizontale en décrivant du point A comme centre,
et-de lintervalle A B, Varc E T, jusqu’d ce qwil rencontre la droite A F
quelque part en un point I'; et on aura la projection verticale de cet arc
¢n menant par le point e Uhorizontale indéhnic e /0 Le point I sera dong
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la projection horizontale de la rencontre du point décrivant avec le
plan de la section : donc, st Pon projette le point F en fsur e f, le
point fsera la projection verticale de cette rencontre, et par consé-
quent un point_ de la section. Si on fait les mémes opérations par tant
d’autres points qu'on voudra, pris sur la droite donnée, on aura
autant de points g, f, r, », par lesquels on fera passer la courbe
demandée.

Cela fait, supposons que la droite domnée et le plan tangent, par
leur rotation simultande autour-de I'axe, soient parvenus dans une
‘position telle que le plan tangent soit perpendiculaire au plan vertical
de projection. Dans cette position, la projection sur ce plan sera une
ligne droite, et cette droite sera tangente en méme temps aux deux

courbes apia’, g /7 n. St donc on mene 4 ces deux courbes toutes les
tangentes communes, telles que gi, zp, on aura les projections de
“tous les plans tangens qui satisfont & la question, et considérés dans
la position qu’ils ont prise, lorsque par la rotation ils sont devenus
successivement perpendiculaires au plan vertical. Les points de contact 7, p
de ces tangentes, avec la génératrice de la premicére snrface, détermi-
neront les hauteurs de ceux de cette surface avec tous les plans tangens :
par Cdllsé(.mellt , SLpar ces points on meéne les horizontales indélinies 2z, 7S
elles contiendront les projections verticales des points de contact de la
surface avec les plans ; et si du point A comme centre , et avec des rayons
égaux respectivement a it et & ps, on décrit des arcs de ceicle IK, PQ,
ces arcs contlendront les projec_:tions horizontales des mémnes points. 11
ne reste donc plus, pour achever de les déterminer, gqu’d trouver sur
quels méridiens de la surface de révolution ils doivent se trouver :
c’est ce & guoil doivent servir les points de contact g, 7.

Pour cela, aprés avoir projeté les points g, 7, sur AG, en G et N,
si du point A comme centre, et avec des intervalles successivemnent
| ésaux & AG et AN, on décrit les arcs de cercle GH, N O, jusqua
ce qu’ils conpent la droite BC en des points H et O, ces arcs exprimenf
Ji” . la quantité de rotation que, pour chaque plan tangent, la droite qui
, | passe par ses contacts avec les deux surfaces, a été obligée de faire pour
' | se transporter dans le plan vertical parallele a celui de projection.
i[f‘ ' ) Donc on aura les projections horizontales de ces mémes droites, consi-
i o dérées dans leurs positions naturelles, en menant par le point A les
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droites A H, A O ; donc enfin les points X, Q, ot les_derniéres droites

couperont les arcs correspondans 1K , P Q, seront lespl'oject'mllé hori-

zontales des points de contact de la premicre surface avec les plans
tangens menés par la droite donnde. |

Quant aux projections verticales des mémes poinis, on les aura en
projetant les points K;, Q, en &, ¢, sur les horizontales respectives zz
et p s. .

Les projections horizontales et verticales des points de contact étant
détermindes , on construira les traces de tous les plans tangens, par les
mé&mes méthodes que nous avons deja employées. |
" Cette méthode peut facileimnent se généra.liser et s’appliquer aux sur-
faces engendrées par des courbes quelconques, constantes de formes et
variables de positions dans Iespace.

I 11~ ’

Des intersections des surfaces courbes.

8. Lorsque les générations de deux surfaces courbes sont entidre-
4 q g ) re.

ment déterminées et connues ; lorsque, pour chacune d’elles, la: suite
de tous les points de U'espace par lesquels elle passe n’a plus rien d’axr-
bitraire ; lorsque pour chacun de ces points, une des deux projections
dtant prise & volonté, Vautre projection peuti toujours é&tre construite ;
si ces deux surfaces ont quelques points communs dans P’espace , la po-

sition de tous ces points cominuns est absolument ¢(éterminde 5 elle dé-

pend et de la forme des deux surfaces courbes, et de leurs positions
respectives 3 et elle est de nature & pouvelir toujours &tre déduite de la
définition des generquons des 8111110es , dont elle est une consequence
naécessaire. o |

La suite de tous les points communs 4 deux surfaces courbes détermi-
nées forme en général dans Pespace une certaine ligne courbe qui ,
pour-des cas tres-particuliers , peut se trouver dans un certain plan, et
n’avoir qu'une seule courbure , qui, pour des cas infiniment plus. par-
ticuliers, peut devenir une ligne droite, et n’aveir auncune courbure ; ;
enfin qui, pour des cas infiniment plus particuliers encore, peut se
xédnire a un point unique ; mais qui, dans le cas général , est ce qu’on
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nomme conrbe & double courbure , parce qu’elle participe ordinaire~
ment des courbures des deux surfaces courbes, sur chacune desquelles
elle se tronve en méme temps, et dont elle est intersection commune.

49. 11 existe entre les opérations de I'analyse et les méthodes de la
séométrie descriptive , june correspondance, dont il est nécessaire de
donner ici une idée. ' |

Dans 'algébre , lorsquun probléme est mis en équations, et qu'on
a autant d’équations que d’inconnucs, on peut toujours obtenir le méme
nombre d’équations, dans chacune desquelles il n’entre qu’une des
inconnués ; ce qui met.a portée de commnoitre les valewrs de chacune
d’elles. Iopération par laquelle on parvient & ce but, et qui s appelle
dlimination , consiste , au moyen d'une des équations, a chasser vne des
inconnues de toutes les antres éynations; et en chassant ainsi succes-
sivement les différentes inconnues, on arrive & une équation finale qui
n'en contient plus quune seule , dont clle doit produirve la valeur.

1 objet de V’élimination , dans Palgébre, a la plus grande analogie
avec les opérations par lesquelles , dans la géométrie descriptive, on
détermine les intersections des surlaces courbes.

En effet , supposons que considérant un point daus Pespace , et
représentant par x h ¥, %, les distances de ce point & trois plans
rectangulaires entre eux, on ¢tabllsse une relation entre ces trois dis-
‘tances , et que cette "relation soit exprimée par une équation, dans
laquelle entrent les trois quantités =, y , 2, et des constantes. In
vertu de cette relation, la position du point ne sera pas déterminde :
car les (uantités =, vy, z, pourront changer de valeur, et par consé-
quent le point pourra changer de position dans Pespace, sans que la
relation exprimée par 'équation cesse d’avoir leun ; etla surfuce courbe,
(qui passe par toutes les positions que le point peut occuper ainsi, sans
que la relation entre ces trois coordonnées scit altérée, est celle &
laquelle appartieﬁt Vequation.

Par exemple , supposons qu'une sphére dont le rayon soit exprimé
par A, ait son centre au point d’intersection commune des trois plans
rectangulaires ; et quien comsidérant un certain point sur la surfzce de
la sphére, on imagine des perpendiculaires abaissées de ce point sur
les trois plans, et représentées par les lettres x , v, z;il est évident
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‘que le rayon de la sphere , dirigé au point que l'on considére , sera la
diagonale d’un paralléﬁpipéde rectan
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gle, dont les trois arétes seront
T, ¥, 2; que son quarré sera égal & la somme des quarrés des trois
arétes ; et qu’ainsi U'on aura I'équation z* - 9* ~-2z* = A’. Cela posé,
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Ii
si le point change de position sur-la surface de la sphere, ses distances L’%,
x,¥, z,aux trois plans rectangulaires, changeront; mais sa distance tﬁ{
au centre ne changera pas, et la somme des (uarrés de ses trois coor- %”g‘;
donnédes, qui est toujours égale au guarré du rayon, aura toujours la i{‘
méme valeur: ’on aura donc -encore entre les coordonnées de ce point, ;;
la relation exprimée par 'equation 2* - 9° - z°— A*. Cette équation, 4

qui a lieu pour tous les points de la surface:de la spheére, et qui a lieu
pour eux seuls, est celle de cette surface. Toutes les surfaces courbes
ont ainsi chacune leur équation ; et §’il n’est pas toujours facile d’avoir
cette équation exprimée en qusintités aussi simples qlie les distances = ,
Y, 2, il est toujours possible de 'obtenir en quantités plus compliquées ,
telles que les inclinations des plans tangens, les rayons des courbures :
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il suffit & notre objet d’en avoir {ait connovlitre une pour exemple. , E§
 Actuellement , i, ayant en x ,v, 2, les équations de deux sur- i*\
faces courbes différentes, et en supposant (ue pour les points des ”]
deux surfaces les distances sotent prises aux mémes plans réctangu- 11
laires, on élimine une des trois quantités x, ¥, 2, par ei:emple Z -,,
entre les deux équations; par la simultancité de ces deux équations ,
on établit d’abord que ce n’est pas de tous les points de la premiére 2
surface indistinctenent, ni de tous ceux de la seconde , qne I'on s'occupe, 3
mais seulement de cenx de leur intersection, pour chacun desquels les o
deux équations doivent avoir lien, puisqu’ils sont en méme temps sur ,;;1
les deux surfaces. Ensunite 'équation en &, v, qui résulte de I'élimi- ) 'if
nation de z, exprime la relation qui existe entre ces deux distances o
pour tous les points de lintersection, quelle que soit la distance z qui E‘z
a disparun, et dont il n’est plus guestion dans ’équation ; elle est donc f;1
I'équaticn de la projection de Pintersection des deux surfaces sur le
plan perpendiculaire aux z. | kil
— On voit donc qu’en algébre 'objet de I’élimination entre plusieurs ?
équations & trois inconnues, est” de déterminer sur les trois plans aux- ¥
quels tout l’espace est rapporté, les projections des intersections des “,,
surfaces auxquelles les équations appartiennent. . - | %E*
s
.
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50. La correspondance entre les opérations de l’analyse et les mé-
thodes de la géométrie descriptive,.me se horne pas a ce que mous
venons de rapporter ; elle existe par-tout. 5i dans ’espace , pour opérer
des générations quelconques, on fait mouvoir des points, des lignes
courbes , des surfaces, ces mouvemens peuvent toujours étre dictés par
des opérations analytiques; et les objets nouveaux auxquels ils donnent
lieu, sont exprimésppar les résultats m&mes des opérations. Réciproque-
ment, il 'y a auncune opération d’analyse en trois dimensions, qui ne
soit Pécriture d’un mouvement opéré dans l'espace et dicté par elle.
Pour apprendre les mathématiques de la_maniére la plus avantageuse ,
il faut donc que V'éléve s’accoutume de bonne heure & sentir la corres-
pondance ¢u’ont entre elles les opérations de l'analyse et celles de la
géométrie 3 il faut qu’il se mette en état, d’une part, de pouvoilr
écrire en analyse tous les mouvemens qu'il peut concevoir dans les-
pace, et, de Vautre, de se représenter perpétuellement dans l'espace
le spectacle mouvant dont chacune - des. opérations analytiques est
Vécriture,

51. Revenons aciuellement 3 notre objet, qui est la méthode de déter-
miner les projections des intersections des surfaces courbes.

Pour mettre plus de clarté dans 'exposition de cette méthode , nous
ne la présenterons pas -d’abord avec toute I’élégance dont elle est sus-
ceptible ; nous y arriverons par degrés. De plus, 'énoncé sera sénéral
et applicable & deux surfaces quelconques; et quoique les lettres que
nous emploierons se rapportent & la figwre 26, qui présente le cas
particulier de deux surfaces coniques, & bases uwulalres et 4 axes
verticaux , il faut néanmoins toujours concevoir que les surfaces

«dont il s’agit penvent étre, chacune en par tlcuher , tout autres qu'une
surface comque.

b2. Premier probléme général. Les cénérations de deux surfaces

courbes étant connues, et toutes les dot;mées qui fixent ces généra-
tions étant déterminées sur les plans de projections ; construire les pro-
N jections de la courbe & double courbure, suivant laquelle les deux
“ surfaces se coupent ? | |

. - /
il , ‘ _ _
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. Solution. On concevra une suite de plans indéfinis, placés d’une ma-
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alere convenue dans 'espace ; ces plans pourront, par exemple; &tr
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tous horizontaux, et ¢’est en effet ce que nous supposerons d’abord, Dan

B P

L
ce cas, la projection verticale de chacun d’eux sera une droite hori- :ff
zontale indéfinie ; et parce qu’on est maitre de les mener & distances _ §;
Mbitraires , nous supposerens que dans la projection verticale on ait zf;
mené tant de droites horizontales (ffg. 26) ec’ , e’ , ec, etc., awon. ait ‘i
voulu, et que la suite de ces droites soit la projection‘verticale de la : ;a;
suite des plans qu'on a congus. Cela pose, on fera successivement 43
pour chacun de ces plans, et par rapport & la droite e qui en est la J%
projection 'opération que nous allons 111(11(111@1 pour celui d’entre eux il
qui est projeté en EL'. _ fut

Le plan EE’ coupera la Premiére surface en une certaine courbe, qu'il g}
sera-toujours possible de construire, si ’on connoit la génération de la ’E’
: surface; car cette courbe est la suite des points dans lesquels le plan EE’ :1
est coupé par la génératrice dans toutes ses positions. Cette courbe f;
i ¢tant plane et horizontale aura sa projection horizontale égale , semblable ¥
i a elle-méme , et placée de la méme maniére; il sera donc possible de E’
‘;f, coustruire cette projection , €t mnous supposerons que ce soit la g:‘
{;: courbe FGIHIK, | | ﬂ\
\. Le méme plan BE’ coupera aussi la seconde surface dans une autre },‘1
':_ courbe plane horizontale , dont il sera tonjours possible de construire la i
& projection horizontale , et iious supposerons que celte projection soitla A :"
' courbe FOGP N. -
’ Cela fait, il peut arriver que les deux ‘courbes dans lesquelles le méme | !
R plan EE coupe les deux surfaces, se coupent elles-mémes , ou qu’elles
‘ ne se coupent pas: sielles ne se CoupenL pas, quelque prolon zées qu’elles J
; soient, ce sera une preuve quw'a la . hauteur du 1)]5111 EE, les .deux b
!' surfacesn’ont aucun point cominun, j mals si ces ‘deux courbes se coupent, - i%
elles le feront en un certain nombre de points (ui seront communs aux | ?}1
deux surfaces, et qul seront par conséquent autant de points de I inter- i
!

section. demandée. Fn eriu, en tant (ue les pom_ts d’intersection des

deux courbes sont sur la premiére d’entre elles, s sont sur la premicre “
des deux surfaces proposées 3 en tant qu'ils sont sur la seconde courbe, | ’
ils sont aussi sur la seconde surface: donc, ¢én tant quils sont sur les : :
deux courbes & la fois, ils sont aussi sur les deux surfaces.

Or les projections horizontales des points dans lesquels se compent
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T e

les deux courbes , doivent se trouver, et sur la projection de la pre-
midre , et sur la projection de la seconde; donc les points F, G..... de
" yenconire des deux courbes FGHIK et FGOP N, serontles projec-
tions horizontales d’autant de points de Vintersection demandée des deux

surfaces courbes. Pour avoir les projections verticales des mémes points,
il faut observer qu’ils sont tous compris dans le plan horizontrl L1, et
que lecurs projections doivent étre sur la droite I L Donc, st ’on pro-
jette les points ¥, G.... sur B E en/, g..., o1 aura les projections
verticales des mémes points.

Actuellement , si pour toutes les autres horizoniales e¢’ ee’, on fait
1la méme oﬁémtion que wous venons de faire pour EE', on trouvera
pour chacune d’elles, dans la projection horizontele , une suite de nou-
veaux points I, G..... etc. , et dans la projection verticale une suite de
nouveaux points j, gu.., clc. Puis; si par tous les points F... on fait passer
ane branche de courbe , par tousles points G.... nue autre branche, et

ainsi de suite, ¥ assmnbla're de toutes ces brenches , qui pourront quel-
.(jl:({-:irbis renirer 'une daps la.mre , sera la projection horizontale de
Iintersection des deux surfaces; de méme, si par tous ces points f1... on
fuit passer une branche de courbe , par tousles poinis g.... une autre
branche, et ainsi de suite , 1’assembla ge de toutes ces branches, qui
pourront aussi quelquefois 1'e11t1*01* les unes daus les autres, sera la pro-
jection verticale de lintersection demandée,

53. La méthode que nous venons d’exposer est of‘ncm]e, méme en
supposant quon ait choisi pour systdéme de plans coupans une suite de
plaﬁs horizontaux. Nous allons voir gue, dans certains cas, le choix’
du systéme de pla,ns coupans n'est pas indifigrent , gu’on peut quelque-
fois le faire tel qu’il en résulte des constructions plus faciles et plus
elégantes, et méme qu’il peut éire avantagenx, au lien d'un systéme
de plans, d’employer une suite de surfaces courbes, qui ne différent
entre elles que par une de leurs dimensions. - | |

Pour construire I'intersection de deux surfaces de révolution dont les
axes sont verticanx ; le systéme de plans le plus ayanta ooux est une suite
1 o de plans horizontaux ; car chacun des plans coupe les deu*{ surfaces en
| des circonférences de cercles dont les centres sont sur les axes respec-
tis, dont les rayons sont ¢gaux aux or donndes des com bes 001 ¢ratrices,
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prises & la hauteur du plan coupant, et dout les projections s horizontales
sont des cercles connus’ de oumdeur et de position. Dans ce cas, tous
les points de la proj jection ho*uzont:ﬂe de Pintersection des deux sur-
faces se trouvent donc par des intersections darcs de cercle. On sent
que si les surfaces de révolution avoient leurs axes paralléles entre eux ,
mais non verticaux, il faudroit chahger de plans de projections, et ]es

choisir de maniére que lun d’entre eux {nt perpendiculaire  aux
axes.

54. 81l s'agissoit de construire I'intersection de deux surfaces coniques
4 bases quelconques, et dont les traces sur:le plan horizontal fussent

données ou construites , le systéme de plans horizontaux entraineroit

5 car chacun
des plans horizontaux counperoit les deux surfaces dans des courbes,

qui seroient bien a la vérité semblables aux traces des surfaces respec-
tives : mais ces courbes ne seroient point egales aux traces; il faudroit
les construire par points , chacune en particulier, tandis que, si, aprés
avoir mené une droite par les ‘sommets donnés des deux cdnes, on
emploie le systéme de plans qui passent par cette droite, chacun de
ces plans coupera les deux surfaces coniqués en quatre droites; et ces
droites, qui seront dans le méme plan, se.couperont, indépendamment
des sommets, en quatre points, qui seront sur lintersection des deux
surfaces. Dans ce cas, chacun deés points de la projection horizontale

de Dintersection sera donc construitl Par 'intersection de deux lignes
droites,

dans des opérations qui scroient trop longues pour ce cas

55, Pour deux surfaces cylindriques & bases quelconques, et dont les

genemtuces seroient inclinées diversement, le systéme des plans hori-

ZONtaux Ne Seroit pas le plus favorable que I’on pourroit choisir, Chacun
de ces plans couperoit, i la vérité, les deux surfaces dans des courbes
semblables et égales & leurs traces respectives ; mais les courbes qui ne
correspondroient pas verticalement aux traces', auroient pour projec-
tions des comrbes qui seroient distantes des traces elles - mémes , et

quil faudioit construire par points. Si Ion choisit le systeme de plans .

pdralleles en méme temps anx génératrices des ‘déux surfaces, chacun

de ces plans coupera les deux surfaces dans des lignes droites, et ces

1
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il | - . . | o .

i droites se couperont en des points gui appartiendront a Pintersection
ligxb des denx surfaces. Par la, les pomts de la prejection horizontale seront
:!:i'? } - ’ - .. - - ) L] ) tk N L]

fsi construits par des intersections de lignes droites. Au reste, ceci n’est que
! 1o conséguence nécessaire de ce que mnousavons dit pour le cas de deux.
P ‘ J'

it surfaces coniques.
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56. Enfin, pour deux surfaces de révolution dont les axes séroient

dans le m&me plan , mais non paralléles.entre eux, ce ne seroit plus
un systéme de plans qu’il seroit convenable de choisir, ce seroit le
systéme de sarfaces sphéridues, qui auroient leur centre comunun’ au
point de rencontre des deux axes: car chacune des surfaces sphérigues

couperoit les deux suriaces de révolutien dans les circonférences de
deux cercles qui auroient leurs centres sur les axes respectifs, et dont
les plans serolent perpendicuaires au plan mené par les deux axes ; et
les points d’in tersection de ces deux circoiiérences, qui serolent en
méme temps et sur la surface spheérique et sur les deux surfaces de

P e e o = U =
*

J}i révolution , appartiendroient a intersection demandde. Ainsi les points
‘%2 de la projection de I'intersection sercient construits par les rencontres
*T de cercles et de lignes droites. Darns ce cas, la position la plus avan-
M' ragense des deux plons de projections, est que un soit Perpendiculaire
*?', A un des axes, et que autre soii paralléle aux deux axes. Ce petit
‘Wl nembre d’observations, par rapport aux surfaces courbes qui se ren-
”fm contrent le plus fréquemment, sutht pour faire voir la maniére dont
lﬁ'ﬁ,il la méthode générale doit &tre employée, et comment, par la connois-
l'flliy sance de la génération des surfaces courbes, on peut choisir Pespéce

T a— i =
T a——— -

de section qui doit donner des constructions plus faciles.

57. Lorsque deux surfaces courbes sont définies de formes et de POsi-

gl

RN . . - . ’ > - . it s

iy - tions respectives, non seulementla courbe de lenr mtersection est déter-
I‘ [‘1I :.’ - - L} r - " g Y

i minée dans Vespace, mais encore toutes les ailections de ces courbes
['it ” ’ . . . - F o3 » »

‘-,!l;'\i! s’énsuivent immédiatement. Ainsi, par exemple, dans chacun de leurs
e . . . . . .
(i points la direction de leur tangente est déterminée : il en est de méme
i ; . .

!fliifj;.'}e;' | _ ~ de celle de leur plan normal, c’est-a dire du plan qui coupe la courbe
IE‘I'i: ’ * . » .

L | - A angle droit, et qui est, par conséquent, perpendiculaire & la tan-

zente au point d’intersection. Quoique nous devions avoir souvent occa-
sion, dans la suite, de considérer les plans normaux aux courbes &
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double courbure, nous n’entreronsici, parra pport i lenr détermination,

dans aucun détail , parce que ces plans étant toujours perpendiculaires

aux tangentes il mous suffira d’avoir donné la manidre de construir
5 | o - e
les projections des tangentes aux. intersections des surfaces courbes.

58. Second probléme général. Par un point pris & volonté sur Vinter-
section de deux surfaces courbes, mener la tangente a cette intersection ?

Solution. Le point pris & volonté sur Vintersection des deux surfaces
courbes se trouve en méme temps et sur 'une et sur Vautre de ces
surfaces. 81 donc par-ce point considéré sur la premicre surface on
méne & cette surface un plan tangent, ce plan ‘tonchera Vintersection
daus le point que Pon considére. Pareillement, si par le méme point
considéré sur la seconde surface on meéne & cette surface un plan tan-
gent, ce plan touchera Dintersection dans le point que-Pon considére.
Les deux plans tangens toucheront donc lintersection dans le méme
point, qui sera en méme temps un de lenrs points communs, et par
conséquent un de ceux de la droite dans laquelle ils se coupent ; donc
Yintersecticnn des deux plans "l:angens sera la tangente demandée.

Ce probléme donne lien & 'observation suivante, qui est d'un grand -

usage dans la geométrie descriptive,

« La projection de la tangente d’vne courbe & double courbure est
elle-méme tangente a.la projection de la courbe, ctson point de con-
tact est la projection de celui de la courhe & double courbure. »

En eftfet, si, par tous les points de la courbe & double courbure ,
on congoit des perpendiculaires abaissées sur un des plans de projec-
tion, par exemple, surle plan horizontal, toutes ces perpendiculaires
seront sur une surface cylindrique verticale, qui sera coupée par le plan
horizontal dans la prdjection méme de la courbe. De méme, si, par
tous les points de la tangente A la courbe & double courbure, on
congoit des verticales abaissdes, elles seront dans un plan vertical qui
sera coupé par le plan horizontal dans la projection méme de la tangente.
Or, la surface cylindrique et le plan vertical se touchent évidem

Loal

meng
dans toute {'étendune de la verticale abaissée du point de contact, et

gqui leur est commune; donc les intersections de la surface cylindrique

et du plan par le plan horizontal se toucheront dans un point qoi

Ia
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sera Pintersection de la droite du contact de la surface cylindrique et
du plan vertical Donc enfin les projections d’'une courbe a double cour-
bure et d’ une de ses tangentes se touchent en un pomt qul est la pro-
jection du point de contact de la courbe,

59. Nous allons actuellement faire I’application de tout ce qui pré-
cede 2 quelques cas particuliers; et pour commencer par des conside-
rations simples , nous supposerons d’abord qu’une des deux suriaces

cdont il faut déterminer intersection , soit un plan.

Premicre guestion. Construire 'intersection d'une surface cylindrique
donnée, par un plan donné de position?

La position des plans de projections eétant arbitraire, nous suppose--
rons d’abord , ce qui est toujours possible , que ces deux plans aient été
choisis, de manicre que Pun soit perpendiculaire & la génératrice de

- la surface, et que Yautre soit perpendiculaire au plan coupant, parce

que , dans cette supposition, la construction est beaucoup plus facile ;
puis, pour donner aux éléves 'habitude des projections , noussupposerons
que les deux plans de projections soient placés d’une maniére quelconque.

Solutiorn. Pi’emier'c"as , dans lequel on suppose que la génératrice
de la surfuce soit peq)erzdz’cu[az‘re a Pun des plans de projection
par exemple , au plan horizontal , et que le plan coupant soit perpen-
diculaire a Pautre. | |

Soit A ( jig. 27) la projection horizontale de la droite, a laquelle
a génératrice de la surface cylindrique doit toujours é&tre paralléle ; 2 o”
sa projection verticale; BCDE la trace donnée de la surface cylin-
drique, trace qui sera la projection horizontale de la surface indéfinie,

t, par conséquent, celle de la courbe d’intersection ; soit /g la pro-
jection verticale donnéde du plan coupant, projection qui sera aussi
celle. de Yintersection demandée , et F G la trace horizontale du méme
plan : il est évident que si ’'on méne & la courbe BCD E, et perpendi-
culairement 4 I. M, les tangentes indéfinies E ¢”, C ¢’, les droites e&”, c ¢,
seront les projections verticales de la génératrice dans ses positions ex~
trémes, etque les points ¢, ¢’, dans lesquels elles couperont la projec-
tion fg du plan coupant, termineront sur fg la pr olecuon verticale de
Pintersection demandee. |
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Cela posé, si par un point pris arbitrairement’ sur P’Intersection
(point dont la pr_ojection horizontale sera un peint H, pris a volonté
sur la courbe BCDE, et dont on aura la projection verticale en pro-
jetant le point I en ¢ sur fg) on veut mener la tangente A cette inter-
section , il est clair que cette tangente sera comprise dans le plan
coupant, et que sa projection verticale sera la droite fg; il est clair
aussi qu’elle sera comprise dans le plan vertical tangent & la surface
cylindrique , et que sa projection horizontale, gui sera la méme que celle
du plan tangent , sera la droite FHN tangente en. H 4 la courbe
donnée BCDE. Ainsi tout est déterminé par rapport a Uintersection
demandée, | |

Go. Actuellement posons qu’il s’agisse de construire cette intersection

telle qu’elle existe dans son plan, et par un de ses points pris & volonté, -

de lui mener une tangente. Si le plan de projection verticale se trouve
A une trop erande distance de la courbe BCDE, on pourra con cevoir
un autre plan vertical qui lui soit paralléle, qui passe dans Vintérieur
delacourbe BCD E, et dontla projection horizontale soitla droite EC
paralléle & L M. Ce plan vertical coupera le plan coupant dans une
droite paralléle & sa projection fa, et autour de laquelle, comnme char-

~ niére, nous supposons que le plan coupant tourne pour devenir vertical ,

et présenter en face la courbe demandée. Cela posé , par tant de points H
quon voudra,.pris arbitraitement sur BCD I, on concevra des plans
verticaux perpendiculaires au plan vertical de projection, et dont on
aura en méme temps les projections horizontales et verticales , en menant
par tous les points H des droites HIK ¢ perpendiculaires & L M. Cha-
cun de ces plans coupera le plan coupant dans une droite horizontale
perpendiculaire & la charniére, et dont la projection verticale sera le
point de rencontre Z' de deux droites fg, zi'. De plus, dans chaque
plan, cette droite horizontale rencontrera la charniére dansun point dont
la projection horizontale sera’l’intersection J des deux droites EC, LI K ii's
et clle rencontrera la courbe demandée dans des points dont les projec-
tions horizontales seront les intersections H , K de la droite HIK 72

avec la courbe BCDE. Enfin cette droite et toutes ses parties seront -
égales & leurs projections horizontales. Or, lorsque le plan coupant

tourne autour de la charniére pour devenir vertical , toutes ces droites,
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70 . ctoMEETRIE DESCRIPTIYV
quild’abord‘ étoient horizontales, ne cessent pas d’étre perpendiculaires
4 la charniére, et ne changent pas.de grandeur. Donc, si par tous
les points Z on méne a fg des perpendiculaires indélinies 2k, et si
sur ces perpendiculaires on porte JHH de Z en/Z, et JK de? en £, on
aura tant.de points %, & quon voudra, par lesquels on fera passer la
courbe demandde ¢ k¢’ L. |

61. La courbe étant construite dans som plan, §’il s’agit par un de ses
*s ot P

poinis Ity pris arbitrairement, de lui mener une tangente, on aura la

projection verticale de ce point en abaissant du poin{: fosur fo la
perpendiculaive /£ 3 on aura sa projection horizontale en projetant &
en I sur la courbe BCDE; on aura la projection horizontale de la
tangente demandée , en menant la droite TN , tangente en H, a la
courbe BCDE; etil suffira de rapporter sur le plan de la courbe un
point quelconque de la tangente, celul, par exemple, qui est projeté sur
le point N pris arbitrairement, et dont la projection verticale est
sur fy en a'. Or, en raisonnant pour ce point comme pour tout antre
point du plan coupant, il est clair que si par le point « on meéne & fg
la perpendiculaire @’ 72 , et que si sur cette droite onporte de @’ en zla
distance N A. du point N & la droite EC, le point 2 sera le second point
de la tangente. Donc en menant la droite /7z, on aura la tangente
demandde.

62. Quelle que soit la courbe donnée BCDE, on voit que Vinter-
. o f Ig . .. . ’ .
section ¢ k¢’ /i jouit de la propriété, que, pour un de ses points quel-
R e _+ ! A . 1 o
conque, la sous-tangente @' 7 est égale 4 la sous-tangente A N de la pre-
miére. Cette propriéié, qui est trés-connue pour le cercle et Vellipse |
: i
lorsque ces deux Cou_rbes ont un axe commun, n’a liew par rapport &
* ) i =4 A - A T - - v . ) . )
elles que parce qu’elles sontles intersections d'une méme surface cylin-
drigue par deux plans différens. .

63. Enim il peut arriver quon ait hesoin de tracer sur le dévelop-
pement de la surface cylindrique Peffet de la section faite par le plan
coupant. Fourcela, aprés avoir développé la courbe BUDE , avec mlu tes
ses divisions, sur une droite RQ; si par toutes les divisions de RQ on
lui mene des perpendiculaires indéfinies, on aura sur le développement

.
L

el

o
)



c toMETRIE DESCRIPTIYVE oy

de la surface les traces des différentes positions de la droite génératrice,

et il ne s’agira plus que de porter sur ces perpendlculalres les partleq
des generatmces COTY esl)ond'lntes, comprlses enire la section perpendl-»
Cu1a1re BCDE et la_section faite par le plan coupant. Or, ces parties
de génér atrices sont dgales 4 leurs projections ver ticales, et ces projec-
tions sont " toutes terminédes d’une part a la droite LM, et de Yautre

i

& fg. Donc, silepoint H, par exemple , tombe en S sur la droite RQ,

en portant i7 sur la perpendiculaire qui passe parle pointS,deS en'T,
le point T serasur la surface développée, celul ol la génératrice qui passe
par le pomnt H, est coupé par le plan coupant. La courbe XTYZ, qui
passera par tous les pomts déterminés de la méme manicre, sera la courbe
demandde. g

64. 11 est évident que si on prolonge la tangente au point I jilsqu’& ce
qu’elle rencontre la trace horizontale GF du plan coupant quelqgue
part en un point F, et que st Yon porte HEY sur RQ de Senl], la
droite TU sera tan trente a la Courbc; car lorsque la surface C‘VllIldl‘l(_l]le

se devdoppe , SCS demens ne changent pas d’inclinaison pa,r rappork
au plan horizontal.

¢
Second cas , dans lequel on suppose la surface cylindrique et le plan

coupant, placés d’une maniere quelconque par rapport avx deux plans
de projections.’

65. Solution. Fig. 28. Soient AA" et aa’ les deux projections de Ia
droite 4 laquelle la génératrice doit étre paralléle; CEDF, la trace don-
née dela surface cylindrique; et H G, /.4, les traces dw plan coupant.

On imaginera une suite de plans paralléles a la géuératrice de la surface
cylindrique , et qui seront de plus toys perpendiculaires & un des plans
de projections, par exemple, au plan horizontal ; chacun de ces plans
sera projeté suivant une droite OKE paraliéle 3 A'A", et coup

rala sur-
face en des droites qui seront des positions d= la

eénératrice , et qui
renicontreront le plan horizontal aux points. d’intersection &, ¥, de la
droite OKE avec la cowrbe CEDPF. Si donc on projette les points &, ¥
sur LM en e, f, et 'si par ces derniers points on méne ala droite aa’
les paralléles e¢', /77, on aura les projections verticales des intersec-
tions de la surface avec chacun des plans pavalléles d la génératrice.
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Ces m@mes plans couperont aussi le plan coupant en des droites gul
seront paralleles entre elles , qui auront toutes lenrs traces horizontales
sur les différens points O de la droite HG, et dont les projections ver-
ticales seront aussi paralléles entre elles. Pour avoir ces projections, il
faut d’abord chercher la direction de 'une d’elles, de celle, par exemple,
qui correspond au plan vertical mené par AA’. Pour cela, si 'on pro-
longe A A’ jusqu’a ce qu’elle rencontre, d'une part, la trace du plan
coupant en un point N, et, de lautre, la droite LM en un point B, et
sl 'on projette le point B en & sur /1o, les deux points N et & seront
sur les deux plans de projection les traces de l'intersection du plan cou-
pantavec le plan vertical. Dong, s1 Von projette le point N enzsnar LM,
et si Pon méne la droite 24, on aura la projection verticale de cette
intersection, Donc, en projetant sur LM tous les points O, dans lesquels
la trace GH est coupée par les projections des plans verticaux, ce qui
donnera une snite de points o, et en menant par ces derniers les paral-
lelesa »4, oik, on aura les projections verticdles des intersections du
plan coupant par la suite des plans verticanx. Donc enfin les points de
vencontre 7, k de chaque droite oik avec les projections ee’, /' des

h e

sections {aites dans la surface cylindrique par le plan vertical correspon-
dant, seront sur la projection verticale de I'intersection demandée; et
la courbe qui passera par tous les points z, &, ainsi déterminés, sera cette
projection, Si1lon Projette les points z, &, en J , K sur laprojection OK E
du plan vertical correspondant, on aura la projection horizontale des
mémes points, et la courbe KX JP, qui passera par tous les points

‘ainsi déterminés, sera la projection horizontale de l'intersection.

66. Pour avolr les tangentes de ces deux projections aux points J, Z,
il fant se rappeler que ces tangentes sont les projections de la tangente
& lintersection. Or cette derniére tangente, étant en méme temps dans
le plan coupant et dans le plan tangent & la surface cylindrique, doit
avoir sa trace horizontale dans 'intersection des truces horizontales de
ces denx plans : de plus, la trace du plan tangent est la tangente en F
2 la courbe CEDF. Donc, si 'on méne ceite tangente, et si apres
Pavoir prelongée jusqu’a ce qu’elle rencontre la trace du plan coupant
en un point &, onmene la droite GJ, cette droite touchera au point J
la projection horvizontale de l'intersection, Enfin, projetant le point G
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sur L M en g, et menant la- droite gz, on aura la. tan gente en z de

la projection verticale de la méme courbe.
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67. S’i_l faut construire la courbe de Pintersection, telle qu’elle existe
dans son plan , on concevra que le plan coupant tourne autour de sa

T el e Jem R ALL TP
LT -l T

trace horizontale H G, comme charniére, pour sappliquer sur le plan -E*':;z
horizontal. Dans ce mouvement, chacun des points de la section , celui, 23
par exemple, qui est projeté en J, décrira un arc de cercle dont le . f;‘:
plan sera vertical, perpendiculaire &8 HG, et dont on aura la projection. ) ;t}
indéfinie, en menant par le point J une droite RJ S perpendiculaire 5”
4 H G : donc, lorsque le plan sera abatiu, le point de la section tom- §J
bera quelque part sur un point de cette droite. Reste & trouver la ]

distance de ce point a la charniére : or la projection horizontale de

cette distance est J B, et la différence des hanteurs de ses extrémitds

i

A

. est la verticale Zs. S1 'on porte JR sur LM de sen r, Phypoténuse rrz !5;
sera cette distance. Donc, portant i sur RJ de Ren S, le point S ;

sera un des points de lintersection considérée dans son plan abattu 33

sur le plan horizoutal ; et.la courbe ST UV, mende par tous les points S ‘51

semblablement construits, sera cette intersection elle-méme,

-
P

3
e

(s

Fs » . . iy '(l:

66. Pour avoir la tangente de cette courbe au point S, il sufit A’ohb- )

server que, pendant le mouvement du plan coupant, la tangente ne T

cesse pas de passer par h point & de la C]1:11*1J.ié1’e,_: donc, si I'cnn méne

la droite S G, on aura la tangente demandée. ‘

I 69. Deuxicme question. Construire intersection d’une surface co- -i;.
nique & base quelconque donnée, par un plan donné de position ? o , b
i

b

Solution. Nous supposerons, ce qui est toujours possible, que le plan ;f"{;

vertical de projection soit placé perpendiculairement au plan coupant. i

. r i . . - - it

__3 Soient A et @ (fig. 29) les projections du sommet du cbne ou du o

: centre de la surface conmique, BCDZE la trace de cette surface sur le :

plan horizontal, fg la projection verticale du plan coupant, et G f'sa o
trace horizontale. On imaginera par le sommet du cOne une suite de - : 7
plans perpendiculaires au plan vertical de projection : les projections . 3

- verticales de ces plans seront les droites &' ¢ mendes par la projection, ;-
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]‘*Jﬁ’ du sommet 3 et leurs traces horizontales seront les droites ¢ C perpen-
o . « . ) . N : '
i diculaires & L M, qui couperont la trace de la surface conique quelque
L’?; it’-rf * . - i _ * ‘ 3 2 .
B part en des points C, C'.... Ces plans couperont la surface en des droites
{...'.':.::.: ’ c' L . . e

W dont les projections verticales seront les droites @’ ¢...., et dont on aura
‘i‘ les projections horizontales en menantan point A les droites CA, C' A....
thie les mémes plans couperont avssi le plan coupant dans des droites qui
jJ:i‘-‘“ 4 '_ . ik * - - - -
1?;;;' seront perpendiculaires an plan vertical. Les projeciions de ces droites
Lo seront les points ... de rencontre de /o avecles droitesa’ ¢..., eton aura
W 1 J 8 3

,5.bifi’_§ ) . e “ e .

i letirs projections horizontales en abaissant des poinis Z ... sur L M les per-
Ekﬂ'isl - - ] ’ ‘ - iy 3 LI ] ’ - . .

g-;;&l{ pendiculaires imdéfimies £ 13.... Cela fait, les droites 4 FH.... couperont les
V’”I{*é droites correspondantes CA, C A..., en despolnts H, H'.... quiserentles
'I,!:ﬂ-w[ . » 4 [ » - - 4

! projections herizontales d’autant de points de Vintersection demandée;

==

! ,t‘a

ity

M - : - .

L\FMH et la courbe PH QI qui passera par tous les poiuts construits de cetie
'[L “‘ L] - . - - [ '

1‘55‘{ maniere, sera la projection de U'intersection.

il

AN

it

(E}E 7o. Pour mener a cette courbe une tangente par un point H pris &
bl volonté sur elle, il suffit de chercher sur le plan horizontal la trace de

HTER - . . . . .

f{g’; i ‘ la tangente de Pintersection dans le point qui correspond au point .

L . - ) .y

lﬁj]\mh\ Or cette trace doit étre sur celle du plan coupant, ct par conséquent
i - : : | o | -
1%“ . sur G /5 elle doit étre aunssi sur celle da plan qui touche Ia surface
ldjﬂ;" - conique dans la droite, dont la projection est A : de plus, silon pro-
Ht‘jr}'-‘a ] L ’ - - ’

l:';;iii}f-} longe AT jusqu’a ce qulelle rencontre la cowrbe B CLE quelque part
U.' ‘ ’ R . h - .

i%;-mﬁ:_;[E en un point G, la tangente CI".de cette courbe au point G sera la trace
i - ¢ O .

M horizontale du plan tangent. Donc le point ¥ de rencontre des deux
i . - : - :

h';'lli traces /G, C¥, sera sur la tangente au point II de la courbe P QIT'.
el ‘

Kt

|*||ﬁ’t 71. Sl est nécessaire de construire 'intersection considérée dans son
RIRRAT . Ve . .

{li.l‘l< plan , on pourra indéliniment concevoir, ou que le plan coupant tourne
".-I'H.'I' f‘1 - . . ’ . - .

,'jﬁ}_,_j!'f} : autowr de G f'comme charniére, pour s’abattre sur le plan horizontal,

§ ‘.I"I!"; . L] » & .

?i’?*’-‘#% ".' et construirve la courbe dans la position qu’elle aura prise alors, ou

!'!.ﬁ _f!i,’ ’ i - ) ¥ - » ‘ s -

i iﬂﬂ"- | quil tourne autour de sa projection verticale /g pour s'appliquer sur
l.:]tllill . N . 5 . - i ’ »

H\”\‘ le plan vertical ; c’est cette derniére hypothése que nous allons suivre.

H'fw "Toutes les horizontales dans lesquelles la suite des plans menés par

£ ' ' ' . . ' ‘ .

j,s;! le sommet, a coupé le plan coupant, et qui sont perpendiculaires
!:{.%:;TE.. : - .

”iiu a fg, ne changent pas de grandenr dans le mouvement du plan cou-
!:'I:' I='~ - - - » s L »

i | pant, et ne cessent pas d’étre perpendiculaires a /2 : donc, si par tous.
L\l | * I 5 > : ,
“:.EI l . ) ) i

i g_‘!}\. |

; _-:'\_5__;.-&:. t; _
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les points Zz on méne a fg, des perpendiculaires indéfinies, et si 'on i
i

yorte sur elles les horizontales corresponaantes K, K ,de Zz en I {
) s . ) . » - ‘ E
et en N, les points N et N’ seront des points de la section ; et la %
courbe RIW SIN', menée par tous les points ainsl constiuits, sera l'in-

tersection considérée dans son plan. Rt

72. D’aprés tout ce qui précede, il est évident que, pour mener & | ﬁ

cette courbe une tangente en un point N; pris arbitrairement sur elle, - i?

il faut du point I abaisser sur J 2 la perpendiculaire N /£, mener la i}

droite &'Z jusqu’d ce qu’elle rencontre LM en un point c , projeter *;

ce dernier point en C sur la courbe BCDE , mener & cette courbe la | i‘f
tangente en C, qui coupera la trace G / quelque part en un point F, | ‘:'

et porter F / perpendiculairement 4 fg de fen O. La droite O N sera ;*

lu tangente demandée. | ;

. Quan: 4 la maniére de construire le développement de la surface ;
B conique a base quelconque, et de tracer sur ce développement Peffct | i»
de l'intersection par le plan coupant, nous 'exposerons incessanument, ' I’E

aprés avoir parlé de l'intersection de la surface conique par celle d’une ls.:‘;

sphére qui auroit son centre au sommet. i

73. Troisiéme question. Construire lintersection de deux surfaces ;

coniques a bases circulaires, et dont les axes sont paralléles entre eux?

. Solntion. Nous ne répéterons pas ici sur la frowre 26 tout ce que
nous avons dit en exposant la meéthode générale A laguelle cette ;%'zz;-g N
servoit de type ; nous observerons seulement que, dans le cas dont il "f.g-‘

g'agit ici, de méme que dans celui- de d.eux‘ surfaces quelconques de 11;
vévolution, les sections faites dans les deunx surfaces par les plans ho- 1‘&
-izontaux sont des cercles : mais nions entrerons dans quelques détails sz

par rapport aux tangentes, dont nous n’avons pas eu occasion de parler. ;i

. 74. Pour trouver la tangente au point D (fg. 26) de la projection 1
horizontale de l'intersection, nous nous rappelierons qu'elle est la pro- |
jection de 1;-1. tangente de Uintersection des deux surfaces, au point qui ?
j correspond a D, et qu’il sutlit, pour la déterminer, de trouver le point S %.
¢ni est, surle plan horizontal , la trace de la tangente de Vintersection. %
: y K o 0
£l

2
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Or cette derniére tangente est dans les deux plans qui touchent les
surfaces coniques dans le point de Pintersection ; donc, si on trouve

les traces hiorizontales R 7, Q g, de ces deux plans tangens, elles déter-

nineront par leur rencontre le point S. Mais le plan tangent & la pre-~
micére surface la touche dans une droite qui passe par le sommet, ot
dont on aura la projection horizontale en menant la droite indéfinie AD.
De plus, si lon prolonge AD jusqu’d ce qu’elle rencontre en un point Q
la trace circulaire horizontale TQ UV de la surface, le point Q sera
an point de la'ligne de contact de la surface et du plan ; par conséquent
la trace horizontale du plan sera tangente en @ aun cercle T QU V:
soit donc mende cette tangentie Q ¢g. Yareillement, si Pon prolonge le
rayon B D jusqu’a ce qu'il rencontre en R la trace horizontule circu-
laire RX Y 7Z de la seconde surface, et si on meéne a ce cercle la
tangente en R, cette droite R 7 sera la trace horizontale dun plan tan-

- gent a la seconde surface. Donc, st par le point § d'intersection des

deux tangentes Q ¢, R 7, on méne la droite SD, on anra la tangente
an point D de la projection horizontale de I'intersection.

Quant a la tangente au point correspondantd de la projection ver-
ticale, il est clair qu’on Tobtiendra en projetant le point Sen s, cten
menant ensuite la droite s ¢, qul sera cette tangente.

75, 11 peunt arriver qu’il soit nécessaire de construire sur le déve-
Yoppement de Tune des surfaces coniques , pcut-é&tre méme sur celui
de chacune d’elles, Veffet de leur mutwvelle intersection ; ce qui seroit
nécessaire , par exemple, il falloit exécuter les cdnes avec des subs-
tances flexibles, telles que des feuilles de_métal : dans ce cas, on opérera
pour chaque cdne, comme nous allons Vindiguer pour le premier.

Nous observerons d’abord que, lorsquune surface conique se déve-
loppe pour devenir plane, les lignes droites qui sont sur cette surface
ne changent ni de forme, ni de grandeur, parce que chacune d’elles
est successivement la charniére antour de laquelle s’opére.le déve-
loppement : ainsi tous les points de la surface restent touwjours & la
meéme distance. du sommet. De plus, lorsque, comme dans ce cas, la
surface conique est droite et circulaire, tous les points de la trace
horizontale circulaire sont a égales distances du sommet 3 ils doivent
donc encore &ire & égale distance du sommet sur le développement, et
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par conséquent sur un arc de cercle dont le rayon est égal A la dis-
tance constante du sommet a la trace (.-Tl*Clﬂalre. Donc y s1 apres avolir
pris arbitrairement un point pour 1'eplesentel le sommet sur le déve-
10ppe111€111, o1t décrit de ce pomt y Comme cenlre, et d’un rayon eff’ll
3 « C, un arc de cercle indéfini, cet arc sera aussi indéfiniment le
développement de la trace horizontale de la surface. Puis, si, i partir
du point T de la trace par laquelle on veut commencer le dévelop-
pement, on porte l'arc de cercle T Q sur Varc qu’on vient de décrive ,
on déterminera la position du point Q sur le développement; et la
droite indéfinie, menée par ce point au centre du développemeﬁt sera
la position qu’occupera la droite de la surface qui est projetée en A Q,
et sur laquelle devra se trouver le point D, d de la section rapporiée.
Pour constimure ce pomt il ne s’agira plus que de trouver sa distance
au sommet , et la porter sur la dlo,_te indéfinie, & partir du centre du
développement. Pour cela, par le point & dans h projection verticale,

on menera Vhorizontale & & jusqu’a ce qu’elle coupe le ¢6té a C du cbne
en un point £ ; et la droite a k& sera cette distance. En construisant de
méme successivement tous les autres points de Pintersection. , et faisant
passer par tous ces points une courbe, on aura intersection des deux
surfaces rapportée sur le développement de la premicre : on opérera de

méme pour ia seconde surface.

76. Quairiceme guestion. Construire Pintersection de deux surfaces
coniques & bases quelconques?

Solution. Soient A, a {fig.30), les projections dun sommet de la
premi¢re surface ; CG D G’ sa trace donnce sur le plan horizontal ;
B, b, les projections du sommet de la seconde; et EHI*H', sa trace

ur 1e ‘plan horizontal. On concevra par les deux sommets une droite,
dont on aura les projections en menant les droites indéfinies AB, @ b,
et dont on construira facilement la trace I sur le plan 110114011‘@1. Par
cette droite on concevra une série de plans qui couperont chacun les
deux surfaces coniques dans le systéme de plusieurs lignes droites ; et
celles de ces lienes droites quiscront dans le mé&me plan, détermineront
par leurs rencontres antant de points de Uintersection des’deux surfaces.
Les traces horizontales de tous les plans de cette série passeront néces-
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sairement par le point I et, pa,z ce que la position de ces ‘plans est
J’aillents arbitraire , on pourra donc se donmer arbitrairement leurs
traces en menant par le point I tant de droites 1K qu’on voudra, par
chacune desquelles on fera lopération que nous allons dec'le pour

ame seule dCentre elles.

Ta trace K I de chacun des plans de la série coupera la trace hori-

zontale de la premicre surface comique en des pﬂmts G, G', qui seront

aussi les traces horizontales des lignes droites, suivant lesquelles le plan

coupe la surface conique : ainsi A G, AG', seront les projections hori-

zontales indélinies de ces CilOltCS , et on anra leurs ]"'O]CCLIOBS ven,malcs

_en projetant G,G en g, ‘j , et en menant les droites indefinies a g,a8

Pareillement 1& trace ]{.I du méme plan de la série coupera h uace,
horizontale de la seconde surface conique dans des points H, H', par
tesquels si Von méne indéfiniment BH, BH', on aura les projections

horizontales des droites, suivant lesquelles le méme plan de la serie
coupe la seconde surface ; et Von aura leurs pPro ]ections verticales en
projetant H, Hoen £, /', et en menant les droites indelinies bl, b,

Cela fait, pour le méme p]em dont la traee est K I, on aura sur la
projection hor: izontale un certain nombre de droites AG, AG', B, BH;
et les points P, Q, R, S, ont celles qui appartiennent a 'une des surfaces
rencontreront celles qui appartiennent a l'antre, seront les projections
horizontales d’autant de points de Vintersection. des deux surfaces.
Ainsi, en opérant successivement de la méme manidre pour d’autres
lignes K1, on trouvera de nouvelles suites de points P Q R 3 ; et fai-
saut enalhte passe'l par.tous les points P une premicére branche de courbe,
par tous les points Q une seconde, par tous les points i une troisiéme, etc.,
on aunra la projection horizontale de Vintersection demandée.

Parcillement, pour le mé&me plan dont ln trace est K1, on aura sur
la projection verticale un certain mombre de droitesa g, ag', b/, O/,
dont les points de rencontre seront les pro]cctmna ver LlCiﬂLS d autant de
points de Pintersection. |

il fawt observer ici qu’il n’est pas nécessaire de construirve les deux
projections in dénendamment Pune de Pautr
étant construit, on peut le projeter dans Vantre projection sur 'une des
droites (ui doit le contenir; ce qui fournit les movens de vérilier les
opérations, et d’éviter dans certains cas les iI}.E-GlSCuLIOﬂS de droites qui
58 COUDSroicE S0US des angles trop obliques. |

re, et qu’un point de Vune
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77. Pour trouver les tangentes a la projection horizontale, celle,
par exemple, qui la touche au pomt P, i1} faut construire la trace hori-
zontale T de la tangente de Vintersection au point qui correspond a P.

Or cette tangente est Uintersection des deux plans gui touchent les sur-

faces coniques dans ce point: sa trace sera donc dans la rencontre des:

traces horizontales de ces deux plans tangens. De plus, A G' P est la
projection. de la droite de contact du plan qui touche la premidre sny-
face; ainsi la trace de ce premier plan sera la tangente de la courbe CGDG’
au point G’ : soit G' T V cette tangente. Pareillement B H' P est la pro-
ontale de la droite de contact du plan. qui touche la seconde
surface 5 ainsi la trace horizontale de second plan tangent sera la tan-
gente au point ' de la courbe EH I H': soit H'TU cette tangente.
Fes dunx tangentes G'V, H U, se”?:ouperont donc en un point T, par

fequel si 'on meéne la droite TP, on aura la tangente au point P
demandde,

iection horiz

En raisonnant de méme pour les autres points Q, R, S, on trouvera ,
10. que Ja tangente en Q doit passer par le point de rencontre des tan-

genies ol G

et en H 5 20, que la tangente en R doit passer par la ren-
conire

des tangentes en H et en G ; 3°. que la tangente en S doit passer

par la rencontre des tangentes en G et en H'.

Cuant aux tangentes de la projection verticale, elles n’ont aucune
difficulté , lorsque celles de la projection horizontale sont déterminées;
car en projetant les traces horizontales des tan\gentes de lintersection ,
on a les points par lesquels elles doivent passer.

78. Cinguidme question. Construire intersection d’une surface co-
nigue & base (1_1:{elconque , et de celle d’uné_ spheie ? |

Nous supposerons ici que les deux surinces sont concentriques, ¢’est-
a-dire qﬂe le sommet du clne est placé au centre de la sphére, paree
que nous aurons besoin de ce cas particulier pour la questior suivante.

Solution. Soient A, a(jig. 31), les projeciions du centre commun
des deux surfaces, BCDZE la trace horizontale donmnée de la surfuce
conique, @m le rayon de la sphére, et le cercle g’ /' m la projection
verticale de la sphére. On concevra par le centre commun des deus
surfaces une série de plans, que Vonpourra de plus supposer tous pexr-
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Pendiculfmesa Pun des deux plans de projections. Dans la figure 31,
nons les avons supposés. verticaux. Chacun -de ces plans coupera la
surface conique dans un systéme de lignes droites, et la sarface dela
sphére dans la circonférence d’un de ses grands cercles ; et pour chaque
plan les renconires de ces droites avec la circonférence du cercle
détermineront des points de Iintersection demandée : soient donc mendes
par le point A tant de droites indefinies CA E gu’on voudra, qui seront
les projections horizontales d’antant de plans verticaux de la série, et
en méme temps celles des lignes suivant lesquelles ces plans coupent
les denx surfaces. Clnquo droite CAL coupera la trace horizontale BCDE
de la surface conique en des points C, E, qui seront les traces hori-
zontales des sections faites dans cette surface par le plan correspondant
et si, aprds avoir projetd les poinis C, E sur LM en ¢, ¢, on méne
les droites a ¢, @ ¢, on anura les projections verticales des mémes sections

il s’aﬂit actuellement de trouver les rencontres de ces sectlons avec celle
de la spheve par le méme pnn,

Pour cela, aprés avoir mené par le pomt A la droite G AT paralléle
2 L M, on concevra que le plan vertical mené par CE tourne autour
de la V01t1c'11@ élevée par le point A, etprojetée en @’ @, comme char-
niére , jusqu’a ce qu’il devienne paralléle au plan vertical de projection

; 2
ct de plus quw’il entrailne avec lui les secilons qu’il a {aites dans les deux
surfaces. Pans ce mouvement, les pomis C, E décriront autour du
point A, comme centre , des arcs de cercle CG, EF, et viendront s ap-
pliquer en &, I'; et si 'on projetie ces derniers points sur LM en z5 /1
les droites a g, «f, seront les projeciions verticales des sections faites

dans la surface conique, considdérées dans la nouvelle ])OSILIOH qu’elles

ont prise en vertu dw mouvement du plan. La section faite dans la,

surface de la sphére, considérée de méme dans la nouvelle position ,
ATIra POUT projection verticale la circonférence /o g f" n. Donc les points
de renconire r_: , f de cette circonférence avec Ios droites a o 2, ajf seront
ies PIO]LC ions de 130111Lb de Pintersection demandee, 001131der(,s atssi
1&1‘15 la nouvelle position du plan.

Actuellement, pour avoir les projections des mémes pomis considdrds
dans leur position naturelle , il faut supposer que le plan vertical de la

série retourne dans sa. position primitive. Dans ce mouvement , tous ses

pomts ; €t par 0011°PC|11e111 ceux (,Le .Lmtelsccuo.v qu 1l Ceptlent décri-

Tont
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ront des arcs de cercles horizontanx autour de la verticale élevde par
le’ point A comme, axe, et dont les projections verticales seront des

droites horizontales. Donc, si parles points /7, ¢, on meéne les horizon-

tales /" /4, o' i, elles contiendront les projeclions verticales des points

de Vintersection : mais ces projections doivent aussi se trouver sur les
droites respectives @ ¢, ae ; donc elles seront aux points de rencontre Z, /
deces derniéres droites avec les horizontales g 7, /7 /. Ainsila courhe & 77,

menée par tous les points coustruits de la méme manidre pour toute

antre droite que CE, sera la projection verticale de lintersection de-
manddée. | '

Sil'on prejette les points 2, 42, sur CE en J, I, on aura les projections
Lorizontales des mémes points de Pintersection ; et la courbe X H N J
mexnce par tous les points J, H, counstrnits de la méme smaniére pour
toute autre droite que CL, sera la projection horizontale- de linter-
section. | R

79. Pour trouver la tangente au point J de la projeciion horizon- -

tale, il faut construire la trace horizontale P de la tangente au point
correspondant de intersection. Cette trace doit se trouver & la ren-
contre des traces des plans tangens aux deux surfaces aun point de
Pintersection qui correspond au point J. Oril est dvident que, si par
le point C on méne 4 la courbe BCDE la tcingente‘ C P, on aura la
trace du plan tangent & la surface counigque. Quant & cclle du platr
tangent o la surface de la sphére, on operera CUMME NOUS Pavons vit
pour les suriaces de révolution, ¢’est-a-cire en menaut par fe point g”
can cercle £/7 g" m la tangente g’ o prolengée jusqu’d la droite LM exr o,
en portant ensuite 2’ 0 sur CE de A en O, et menant par le point O

la aroite O P perpendiculaire & CE. Donc les deux traces CP, O P, se -

couperout en un point P, par lequel si I'on méue la droite J P, ou
gura la tangente au point J. .

L] L] 4 [} -
Enfin 1l est évident que 'on aura la tangente au pomt 7 de la pro-

jection verticale de Vintersection, en projetant le point P sur L M en p,

et menant ensuite la droite Zp, qui sera la tangente demandde

. hl ) ‘ . f -t . | ’
So. 81 la sphére et la surface conique n'etoient pas concentriques,
1l faudroit concevoir par leurs deux centres une ligne droite, et choisir
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la série de plans coupans qui passeroit par cette droite. Chacun de ces
plans couperoit la surface conique dans des droites, ct celle de la spnele
dans un de ses grands cercles, comme dans le cas précedent ; ce qui
donne e«r'ﬂcmenL une construction. snnple. mais alors il seroit avan-
tageux de ]),ace1 le plan vertical de projection par: aliclement 4 la droite
mende par les deux centres, alin que, dans le mouvement gue l'on fait
faire & chaque plan coupant pour le rendre paralicle au plan vertical
de projection, les denx centres soient immobiles, et ne changent pas
de projections ; ce qui simplifie les constructions.

81. Siwicme question. Construire le développement d’une surfuce
conique a base quelconque, et rapporter sur cette surfuce ainsi déve-
loppée une section dont on a les deux projections ¥ '

Solutior. On concevira la surface d’'une sphére d’um rayon pris &
volonté, et dont le cenire soit placé an semmet du cdne, et on cons-
truira, comme nous 'avons fait dans la question précédente, les pro-
jections de l'intersection de ces deux surfaces. Cela fait, il est évident
que tous les points de Uintersection sphérique étant & la mémne distance
du sommet , ils: doivent aussi sur la surface développée se trouver a la
méme distance du sommet, et par conséquént sur un arc de cercle
décrit du sommet comme centre, et avec un rayon égal i celui de la
sphére. Ainsi, en supposant que le point B (fg. 33) soit le sommet
de la surface développée, si de ce point comme cenire, et dun rayon
égal & am (fig. 31), on déerit un arc de “cercle indéfini STU , ce sera
sur cet arc (ue tous les points de lintersection sphérique viendront
g’ appliquer, de maniére que les partics de cet arc seront respectivement
,é'ga].es aux parties correspondantes de 'intersection sphérique. Il s’agit
donc actucllement, aprés avoir pris & volonté sur cette inlersection ni
point pour origine, par exemple, celul qui est projeté en N, n (fg. 31),
et un point S ( Jiow 33 ) pour son correspondant sur la surface développée,
de développer les différens,arcs de Vintersection sphérique, et de les
porter successivement sur larc de cercle STU de S en des points 7.
Pour cela, la courbe sphérique étant & double courbure, il faut lui faire

perdre successivement ses deux courbures, sans altérer sa grandeur, de
“la maniére suivante ;
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L’intersection sphérique étant projetée sur le plan horizontal e NJKIT

( frg. 31), on peut la regarder comme traceée sur la surfuce d'un cylindre
vertical, dont la base seroit NJKH : on pourra donc développer cetie
surface, comme nous 'avons indiqué ( fig. 27), et rapporter sur cette sur-
face cylindrique développée Tintersection sphérique, en développant
Parc NJ (A 72, 31) en N'J" ( frg. 32), et en portant la verticale i'i{fig.31)
perpend} (,1,11 virement & N'N' (/g '%2) de J' en J”. La courbe N"J"K"IN”,
qul passera pfu tous les points J” ainsi ddermmﬂs, sera l'intersection
sphérique privée de sa courbure horizon itale , sans avoir chan gé de lon-
gueur. On aura la tangente au point J” de cette courbe , en prenant JP
( fig. 31), et la portant sur N' W' (fig.32) de J' en ', et menant la
droite J7 P'.

Actuellement on développera la courbe N”J’K”H"N” pour la replier
sur l'arc ST U (fig. 33): par exemple, on portera 'arc N’J” de Sen T,
et le point T sera, sur la surface conique développée, le point onr s’ap-
plique celui de Vintersection spliérigue , dont les projections sont J,
(/g 31). Donc, si 'on mene la drmte.R T, on aura sur le dévelop-
pement de la surface, la génératrice dont la projection horizontale est A G
(frg. 31) : enfin, gil se tronve sur cette génératrice un poiut qu’il faille
rapporter sur la surface développée, 1l ne sagira plus que de prendre

(fig. 31) la distance de ce point au sommet de la surface conique, et

de la porter ( fg. 33) sur R'T de R en V ; et le point V sera sur la surluce
developpée celui que 'on considére.

82. Septicme gquestion. Construire l'intersection de denx surfaces cy-
lindriques & bases quelconques?
3
Solution. L'orsque, dans la recherche qui domne lien A la question
dong-il s’agit, on wa pas d’autres intersections & considérer que celle

des deux surfaces cvylindriques, et sur-tout quand ces surfaces sont A

bases circulaires, il est avantagenx de choisir les plans de 'projec*‘io“s ,
de manicre que 'nn d’entre eux soit paralléle aux géuératrices des deu

cylindres : par 13 l'intersection se construit sans employer d’autres
courbes que celles qui sont données. Mais, lorsque Pon doit considérer
en méme temps les intersections de ces surf.lces avec d’antres, iln’ya
plus d’avantage a changer de plans de projections; et méme il est plus
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V I
facile de se représenter les objets en les rapportant tous aux mémes
plans. Nous allons donc supposer les génératrices des deux surfaces,
placees d’une maniere quelcouque, par rapport aux plans de projections.

Soient donc TFF'U, XGG'V, les traces horizontales données des deux
surfaces cylindriques; AB, « b, les projections donndes de la droite &
laquelle la génératrice de la premiére doit étre paralléle ; CD, ¢d, celles
de la droite @ laquelle doit &tre parallele la génératrice de lo. seconde.
On conceyvra une série de plans paralléles aux deux génér

cratrices. Ces
plans couperont les deux surfaces dans des lignes droites ; et les ren-
contres des sections faites dans la premiére surface, par les sections
{aites dans laseconde, détermineront les pointsde intersection demandée.
Ainsi, aprés avoir construit, comme dauns la, Jegure 15, la trace hori~-
zontale A E d'un plan mené par la premiére droite donnce parallelement
4 la seconde, on menera & cette trace tant de droites paralléles G qu’on
voudra , et ’on 1*egar€xera. ces paralléles comme les traces des plans de
la série. Chaque droite ¥ G’ coupera la trace de la premiere surface
en des points F, T, et celle de la seconde en d’autres points G, G/,
par lesquels’ on menera aux projections des géndératrices vespectives
les pavalltles FH, T'H'. ... ... GJ, G'J'; et les points de rencontre
P,Q, R, S de ces droites, scront les projections hovizontales d’au-
tant de points de Pintersection des deux gurfaces. En opérant de méme
pour la suite des droites FG', on trouvera wune suite de systémes de
points P, Q, R, 5, etla courbe qui passera par tous les points trouvés
de la méme maniére , sera la projcction horizontale de Pintersection.
Pour avoir la projection verticale, on projetera sur LM les points
F,F.....G,G.....en /s /f  o...g,8 «...., et, par ces der-
niers points, on menera aux projections des génératrices respectives
les paralléles /2, f" A ....gi, g ....qut, par lears rencontres , dé-
termineront les projections verticales p, ¢, 7, s des points de Pinter-
section. En opérant de méme pour toutes les autres droites FG', on
aura . de nonveaux points p, g, 7, §; et la courbe qui passera par
tous, ces points, sera la projection verticale de l'intersection. ‘
- Pour avolr les tangentes de ces courbes anx points P et p, on cons-
truira la trace horizontale F'Y du plan tangent en ce point 4 la pre-
miere surface cylindrique; puis la trace G'Y du plan tangent en ce

méme point 4 la seconde; et la droite menée du point P au point Y
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de rencontre de ces traces, sera la tangente en P. Enfin, projetant € %
sur LM en 4, et menant la droite PY, on aura la tangente au | f;
point p de la projection verticale, ' -

83. Huitiéme question. Construire P'intersection de deux surfaces

e TR b e gl
PP

de révolution, dont les axes sont dans un méme plan? . W

Sclution. On disposera les plans de projections , de maniére que 'un ?ﬂ
dentre eux soit perpendiculaire 4 'axe d’une des surfaces , et que autre ?
soit paralléle anx deux axes. 1’aprés cela, soient A ( fig. 35) la projection t
horizontale de 1’axe de la premicre surface , aa’ sa projection verticale, rf:
et ¢ d e la génératrice donnde de cette surface. Suit A B, paralledle & LM, ii;
la projection horizontale de l'axe de la seconde surface, a'b sa projection ;
verticale, de maniére que A et 2’ soient les projections du point de ren- }
contre des deux axes; et soit f g 7t la génératrice donnée de cette se- {
conde surface. On concevra une serie (1e surfaces sphcuques , dont le ‘1
centre commuin Soit placé au POlllL de concours des deux axes. Pour s
chacune des surfaces de cette série , on construira la projection ikzop ¢ ;511
du grand cercle paralléle au plan vertical de pro]ecuon et ces pro- i

—

jections, qui seront des arcs de cercle déerits du point &' comme centre , | _ ‘
et avec des rayons arbitraires, couperont les deux génératrices en des
points &, p. o

Cela posé , chaque surface spherigue coupera la premicre surface dans
la circonférence d’un cercle, dont le plan sera perpendiculaire & Vaxec a &/,
et dont on aura la projection verticale en menant Vhorizontale ko,
et dont on aura la projection horizentale en décrivant du point A

L

by A
EadanE

i

comme centre, et dun diamétre égal & ko, la circonférence de cercle o
KROR'. De méme clnqa_e smfaee spherique de la série coupera la ?;3
seconde surface de révolution dans la circonférence d’un cercle dont ;‘J
-

le plan sera perpendiculaire au plan vertical de projection, et dont i
on aura la projection verticale en menant par le p()ml, p une droite pr
perpendiculaire & a'6. _ B
5i le point 7, dans lequel se coupent les deux droites ko, pnr, est i

a . . - -j..'lk

plus prés de deux axes respectifs que n'en sont les points £, p, il est évi-
dent que les deux circonférences de cercles.se co aperont en deux points, 3
:.'-'?;'!]

dont le point rsera la pr ojection verticale commune ; et la courbe mende i
G
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par tous les points 7~ consiruits de la méme maniére sera la projection verti-
cale de Yinterscction des deux surfaces. Projetant le point 7 sur la circon-
érence du cercle KRO R en R et R, on aura les projections horizon-
tales des deux points de rencontre des circonférences de cercles qui se
tronvent sur la méme splicre ; et la courbe mende par tous les poiuis
P, R’ construits de la m&me maniére, sera la projection horizontale
de Vintersection demdndée. '. |
Ces excmples doivent subiire pour faire conncltre la maniére dont 1}
{aut emplover la méthode de construire les intersections des surfaces,
et de leur mener des tangentes, sur-tout si les éléves sappliquent a
comstruire avec la plus grande exactitude, s’ils emploient de grandes
dimensions, et si, autant qu’il sera possible, ils wacent les courbes
dans toute leur étendue.

84. Dans tout ce qui précede , nous avons regardé les courbes &
double courbure comme déterminées chacune par deux surfaces courbes
dont elle est Vintersection , et c’est, en effcet, le point de vue souns lequel
clles se présentent le plus ordinairement dans la géométrie descriptive.
Dans ce cas, nous avons v uil est tounjours possible de leur mener
des tangentes. Mais de méme ¢u'une surface courbe peut éwe définie
au moyen de la forme et du mouvement de sa génératrice, il peut

arriver aussi u'une courbe soit donnée par laloil du mouvement d’'un

point générateur ; ct alors , pour lui mener une tangente, si l'on ne
veut pas avolr recours a l'analyse, on pent employer la méthode de
Roberval. Cette méthode, qu’il inventa avant que Descartes efit appii-
qué la géoméirie & algébre, estimplicitement comprise dans les pro-
cédés du calcul différentiel , et c’est pour cela que les élémens de
mathématiques n’en font pas mention ; nous nous contenterons ici de
Vexposer d’une maniére sominaire. Ceux qui desireront en voir des
applications nombreuses , pourront consulter les Mdmoires de I’ Acads-
mic des sciences , antéricurs d 1699, dans lesquels les ouvrages de
Roberval ont été recueillis.

85. Lorsque , d’aprés la loi de son mouvement, un point générateur
est perpétueilement poussé vers wn ruéme point de Pespace, la ligne
gquil parcourt en vertu de cette loi, est droite: maissi, dans chaque
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nstant de son mouvement, il est en méme temps poussé vers deux
points, la ligne u’il parcourt, et qui, dans quelques cas particuliers,
peut encore &tre une droite, est en général une ligne courbe. On aura
la tangente & cette courbe en menant par le point de la courbe deux

droucs , suivant les deux directions différentes du mouvement du point

cénérateur ; en portant sur ces directions, et dans le sens convenable,
dcs parties proportionnelles aux denix vitesses respectives de ce point;
en achevant le par alidlogramme, et en menant la dmgonale, qul sera
Ya tangente demandée : car cette diagonale sera dans la direction du
nouvenient du point décrivant, an point de la courbe que I’on considére.

8G. Nous ne citerons qu’un seul exe: 1ple.

Un it AMEB \fa 36) Stant attaché par ses extr enhtcs a deux pomts
fixes A, B, si, au moyen d'une pointe M, on tend ce fil, et si Von fais
mouvoir la pointe, de maniére que le il soit toujours tendu, la pointe

- derira une comrbe D CM qul, comme on sail, est une ellipse dont les
points fixes A, B, sont les foyers. D’apres la génération de cette courbe,
i1 est trés-facile de lul mener une tangente par la méthode de Roberval.
En effet, puisque la longueur du il ne change pas, dans chaque ins-
tant du mouvement le ravon A M salonge de la méme quantité dont
le rayon BM se raccourcit. La vitesse du point decrivant dans la direc-~
tion AN est donc égale 4 sa vitesse dans la direction M Q. Donc,
si 'on porte sur M L, et sur le prolongement de A M, des droites
¢gules M Q, M P, et st 'on achéve le parallélogramme I\’IPR Q, la dia-

PN

5\)113,1(, MR de ce palal]elogmmme sera la direction du point

gene—

rateur en M, et par conséquent la tangente au méme point de la courbe.
On voit clairement d’aprés cela gue dons Pellipse la tangente partage
en deux parties egales' angle BMP {formé par un des rayons vecteurs
et par le prolongement de Vautre, que les angles AMS ot BMR sont
égaux entre eux, et que la courbe doit avoir la propridté de réfléchir
a mn des foyers les rayons de lumidre ¢mands de Vautre.

Il cst facile d’¢tendre la méihode de Roberval au cas des trois di-
mensions, et de Vappliquer 4 la construction des tangentes des courbes

4 double courbure. Bn effet , st un point générateur se meut dans 'es-

pace, de maniére qu’a cliaque instant de son mouvement 1l soit poussé

vers trois points différens, la ligne quil parconrt, et gui dans quelgues
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cas particuliers pent &tre plane et méme droite, est en général une
courhe & double courbure. On. awra la tangente de cette courbe en un
point quelconqgue, en menant par ce point des droites, suivant les
. trois directions différentes des mouvemens du point générateur; en
' poftant sur ces droites, et dans le sens convenable, des parties pro-
portionnelles aux trois vitesses respectives de ce point ; en achevant le
parallélipipéde ; et en menant la diagonale du parallélipipede, qm sera

Ia tangente de la courbe au point que Fon considire.
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87. Nous allons appliquer cette methode a nn. cas analogue a celui

' L (5] r . . s . s

del’ellipse 5 et la figure 37, que nous allons employer, représentera Uobjet
en perspective, et non pas en-projection.
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Trois points fixes A, B, C, érant donnés dans Pespace, soit un premier
fil A M B attaché par ses deux extréemiltes sux points A et Bj; soit nn

Ly Epre )

Lo,

-
U

14 . ) .

‘j‘i? | autre fil AMC, d’'une grandeur indépendante de celle du premier, et
Iwu‘-‘j - ) . . _— r ! i : : .
;g. qui soit attaché par ses extrémités aux deux piuints AetC; st un point
ik ? . ’ . ) . L]

il | géncrateur , saisissant en méme temps les deunx {ils, se meut de manidre
o que ces fils soient loujou rs tendus, il parcourra une courbe & double
AR

i Courbure. Pour mener i cette courbe une tangeate an point M, il
.!;{Zi‘;lt faut remarquer que la longueur du premier il A M B étant constante
'J'::‘;l: . . .

“;1} - - dans chague instant du mouvement, la quantité dont la partie A M
il . : .

W - s'alonge, est égale & celle dont la partie M B se raccourcit, et que la
i vitesse du point générateur dans la direction A M est é¢gale A sa vitesse
. dans la direction M B. De méme la longueur dn il AMC étant cons-
Al . ; . .

i:iv tante, la vitesse' du point générateur dans la direction M C est encore
li'_:.l'.i’j . . . )
"i‘ égale & sa vitesse dans la direction A M. Donc, sisur le prolongement de
-t:{'f;:-}:. - by ' 3

TH | A M, et sur les droites M B, MC, on porte les parties éoales MP, MQ, MR,
:jz:_ - - «§ * * L ]

i et si Pon achéve le parallélipipéde M P USVQRT, la diagonale M8
e de ce parallélipipéde sera la tangente demandée.

il .

![;n:!:‘ Comme la méthode de Rol)er al est fondée sur le p?wmpe de la
N

ﬂ!ygii , eomposition du mouvement, il est facile d’appercevoir que, dans les
I o~ .

\\T‘ , . €ds 11101118 sunples que ceux que mous avons choisis pour exempies,
t.lfli.‘:l-‘ . -

;F;t,%;_};- ~ on peut s'aider des méthodes connues pour trouver la résultante de
i l

iy forces qui sont dirigées vers pm point, et dont on connoi‘L les grandeurs
ik

f‘é‘i’ et les dircetions.
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; Applicarion de la mdéihode de . construire les inztersections des surfaces | ;
" courbes & la solution de diverses questions. i

88. Nous avons donné { f 7g. 26 ) la méthode de construireles pr ojections - by

de Uintersection de deux surfaces courhes détinies de forme et de posﬂmn' b
X i
et nous Vavons fait d’'mne maniére abstraite, - c’est- a-dire, sans’ nous i
occuper de la nature des questions qui pourroient rendre nécessaires i
3

de pareilles recherches. L’exposition de cette méthode, considérde d’une @

, i

maniere abstraite , seroit suﬂzsanie,-pour le plus gr: aud nombre des arts il

car, si 'on prend pour exemples V'art de la coupe des pierres et celu %}

H de la charpenterie, les surfaces courbes que Von y considére, et dont - ;
3 " on peut avoir hesoin de comstruire les imtersections, forment .ordinai- &
rement Pobjet principal dont on s'occupe, et elles se presenteﬂt nati- o
rellement. Mais la géométrie descriptive devant devenir un jour une des &

i

parties. principales de I'éducation nationale, parce que les méthodes i{{g

: i

quelle donne sont anssi nécessaires aux artistes que le sont la lecture, B
Pécriture et I’ arlthmctuiue nous croyons ¢u’il est utile de faire voir par | ;1
quelques exemples comment elle peut suppleel Panalyse pour la solu- .

11011 d'un arand :_n.ombre, de questions, qui, au premier appercu, ne . _
paroissent.pas de nature & devoir éire traitées de cette maniére. Nous
commencerons d’ abord par des exemples qui n’exigent que lés intersec-
. tlons de plans; nous passerons énsuite a ceux pom lesquels lcs inters-
sections de surfaces courbes sont nécessaires. i
’ . n ‘ . |
: 89 La premiere question qui frappe d’une maniére remarquable ceux i
qul apprennentles élémens de ‘séométrie ordinaire, est la recherche du %
centre du cercle dont la urcon{orence passe par 1:1010 points placés 3
arbitrairement sur un plan. La détermination de ce centre par Pinter- '

section de deux hcrn‘,s droites , sur chacune desquelles il doit se trouver i
nécesspirement, imppe les éléves, et par-sa généralité ,. et parce quelle | TR
o : 2
i donne un moyen (1 exécution. Si toute la géométrie étoit traitée de cette
maniere , ce qui est possible, elle conviendroit & un plus grand nombre 4

i

d’esprits ; elle seroit 0111!,1*{0@ et pmthuee par wun plus gremd nombre
; &
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{’hommes ; Uinstruction moyenne de la nation seroit plus avancée , et
la scicnce elle-méme seroit poussée plus loin, Il existe dans les trois
dimensions une uestion anaiogue a celle que nous vencus de citer, et
c’est par elle que nous allons commencer,

go. Premiére guestion. Trouver le centre etlerayon d'une sphére dont
la surface passe par quatre points donnés arbitrairement dans espace ?

Solution. Les quatre points étant donnés par leurs projections horizon-
tales et verticales, on concevra par I'un d’eux des droites menées A
chacun des trois autres; et Pon tracera les projections horizontales et
yerticales de ces trois droites. Puis, considérant la premiére de ces droites,
il est évident que le centre demandé devant &tre a égales distances de
ses deux extrémités, il doit se trouver sur le plan perpendiculaire. &

cette droite, et mené par son milieu, Si donc on divise en parties égales

les projections de la droite, ce qui donuera les projections de son mi-
lien, et si Von construit les traces du plan mené parle point perpendi-
culairement 2 la droite , ce que nous savons faire , on aura les traces d’un
plan sur lequel le centre demandé doit se trouver. Considérant ensuite

les deux autres droites, et faisant successivement pour chacune d’elles

la méme opération , on aura les traces des trois plans différens, sur cha-
cun desquels doit se trouver le centre demandé. Or, tant que le centre
doit étre sur le premier de ces plans et sur le second, il doit é&tre sur
la droite de leur intersection ; donc, si 'on constrnit les projections de
cette intersection, on aura sur chaque plan de projection une droite
qui contiendra la projection du centre. Par la méme raison, si Von
construit les projections de Uintersection du premier plan et-du troisiéme,
on aura encore sur chaque plan de projection une autre droite qui con-
tiendra la projection du centre. Donc sur chaque plan de projection on
aura deux droites, (ui, parleur intersection , déterminerontla projection
demandée du centre de la sphere. ‘

Si Pon employoit lintersection du second plan et du troisiéme , On

‘auroit une troisiéme droite qui passeroit par le centre, et dont les pro-
jections passeroient encore par les projections demandées, ce qui fournit

un moyen de vérification.
Quant au rayon, il est évident que si par la pro]echon du centre et
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par ¢cile d'un des points donnés on meéne une droite, elle sera sa pro-
jection 3 on pourra donc avoir la projection horizontale et la promu}q-
verticale du rayon , et par conséquent sa graideur.

91. Si l'on est libre de choisir la positicn des ‘plaj_:zs_ de }'imjections ,
In méthode précédente peut étre considérablement simplifiée. En effet ,
supposons que celui de ces plans que nous regardons comme horizontul
(fig. 38), passe par trois points donnés ; ‘de maniére que des projections
données A, B, C, D des quatre points, les trois premiéres se comn-
fondent avec leurs points respectifs ; puis, aprés avoir mené les trois
dr'oites AB, AC, AD, supposons que le plan vertical soit paralléle

a AD, cest-d-dire que les droites, LM et AD solent paralléles entre
elles ; les projections verticales des trois premiers points seront sur L M
en des poiuts @, &, ¢, et celle du quatriéme sera donnée quelque part
en un point & de la droite D d perpendiculaire & LM, Cela posé, la
droite menée du point A au point B étant horizontale , tout plan ¢ui
lui sera perpendiculaire, sera vertical, et aura pour projection hori-
. zontale une droite perpendiculaire & AB. Il en est de méme pour la
~droite menée du point A au point C. Donc, si sur le milien dé AB on
lui méne la perpendiculaire indéfinie Ee, cette perpendicmlai-re scra
la projection horizontale d'un plan vertical qui passe par le centre de
la sphére ; donc la projection horizontale du centre sera quelque part
‘sur la droite Ee. De méme, si sur le milieu de AC on lui méne la per-
pendiculaire indéfinie F /, cette perpendiculaire sera la prd\jection d'un
second. plan vertical qui passe par le centre de la spheére, et la pro-
jection horizontale de ce centre sera quelque part sur un point de la
droite ¥ /; donc le point G d’intersection des deux droites Be, F [,
sera la projection horizontale du centre de la sphére, dont la projec-
tion verticale sera par conséquent sur la droite indéhinie de Pro]eulon
G oo | '

La drone menée du point A au quatriéme point étant par allele a sa
- projection verticale ad , tout plan qui lui sera perpendiculaire, sera aussi
- perpendiculaire au plan vertical de proje(ition , et aura pour projection
verticale une droite perpendiculaire 4 2. Donc, sisurlé milieu de ad
on lui méne une perpendiouhire iridéfinie H/7, on aura la projection
d'un troisieme plan qui passe par le centre de 1a sphere ; donc la. pro]ecv
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il tion verticale de ce centre, dcv:mi se trouver en méme temps el sur g2,
: § " et sur M/, sera an point K d’intersection de ces denx droites.

o

r? Enfin, si Pon meéne les deux droites AG, aX , on aura évidemment
Ei lcs deux projeciionsd’nn mé&me rayon de la sphére; donc, sil’on porte AG
Tl ) N '

sur LM, de g en J, la droite JK serala grandeur du rayon demandé.
“% T 92 _Deu""i(}me-gzzesziozz Inscrire une sphére dansune pyramide trial

b

: gulaire donnée ; c’est-d-dire, trouver la position. du centre de la sphere ,
et la grandeur de son rayon?

e

e

Soluzion. La surface de la sphére inscrite devant toucher les quatre
faces de la pyramide, il est é¢vident gue si par le centre de la sphére
et par chacune de six aréies on congoit un plan, ce plan parfrw@u,
en deux parties cgales l angle que forment entre elles les denx faces qui
passent pa1 la méme aréte. Sidonc p&rnn les six arétes on en choisit
trois qui ne passent pas toutes par le méme sommet d'angle solide, et
St p'u chacune de ces arétes on fait passer un- plan qui partage en deux
“parties égales 'angle formé par les deux faces correspondantes , on aura
trois mes , ST chacun desquels le centre de la sphére demandée doit se

trpuver , et qui, parleur intersection commune, doivent déterminer la
position de ce centre.
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93. Pour simplifier la construction , TOUS supposerons que les pl'ms
de projections alent été choisis de maniere que celul que mnous
regmderons comme horizontal, soit le méme qu'une des faces de 1'1
pyramide.

Soient donc (fig.39, pl. XX), A, B, C, D, les projections horizontales

donntéesdes sommets de quatre an c*les sohdes de lapyramide, eta, 6, ¢, d,

leurs y projections verticales; par ](: sommet de la pyramide , on concevra
des plans perpendiculaires aux trois cbtds dela base ; cesplans seront ver-
ilcaux , etleurs projections horizontales seront les droites D £, DF,DG

abaissées perpendiculairement du point D sur les c6tés AC, CB, B A de-
la base. Chacun de ces plans coupera la base de la pyramide et la face
qui passe par Vardte, en deux-droites qui comprendront entre elles un
angle égal a celuique la face forme avec la base. Si donc on porte sur L M
les droites. DE, DT, DG, A partic de la verticale D dd', de d
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en e, f, o, et sipar le sommet & on méne les droites & e, &' f, d a,
ces droites {formeront avec LM des dnfﬂes ecrm

a ceux q ue les faces

; et si Pon partege
chacun decestrois angles en deux parueo égales parles Gu oites ec’, £, oo
- I }'(‘:);_j >

les angles que ces aernieres droites formmneront -avec LM, seront dgaux
4 ceux que formeroient avec la base les faces d’une seconde p}rfmude

gl auro:tt la méme base que la pyramide donnée, et dont le sommet
seroit au centre de la sphére demandde.

C{)I']’egpondq“’ites de la pyramide {ormem, avec la base

yd
Pourtrouver le sommet de cette seconde pyramide, o la coupera parun

plan hori: Z0TH tal , mene a une hauteur azbitraire , et dont on aura la pro-~

]CCLlOll ve 1’L1(:f1.1c~* en menant une norlzonmle cluelconque D7z, Cette droite

couperaee’, ff, gg ; en des pomts £y i, K, desquels on abaissera sur I, M

les verticales 2%, ', Kk ; etsiPon porte les trois distances /e, tfs kg,

sur les perpendiculaires respectives de Een H, de Fen J et de Gen X,

on auraent, J, K, les projections ]1ouzom,ales de points pris dans 1@8
trois faces de la seconde pyramide, et qui se trouvent sur le plan hori-
zontal arbitraire. Donc, si, par les points H , J, X ,. onmeéne aux cdids
respecti{s de la base des paralléles PN, NO, OP, ces droites seront
les projections des sections des trois {aces de la seconde pj,rrftmiJe par

le méme plan horizontal ; elles se couperont en des points N, O, P, qui
seront les projections d’autant de points des trois arétes de la sex,onde
pyraxmde ; et sl par ce$ points on mene aux sommets des angles res-

pcctﬂs de la base des droites indéhinies AP, B O, CN, ces drmtes Serot

les projections des arétes ; enfin le pointsunique Q, dans lequel elles se
rencontreront toules itrois, sera la projection. horizontale dun sommet

de la seconde pyramide, et par conmséquent du centre de la spliére
demandde.

Pour avoir la projection verticale de ce centre , on menera d’abo: 'd I’l

droite indéfinie de projection Qgq', sur laquelle elle doit se trouver ;
puis on projetera les trots poinis N, Q, P, sur ’horizontale npen n,o,p;
par les projeciions @, 6, ¢ des sommets des angles respectifs de la base,
on. menera les dronc ap,bo, cn, qm seront les projections verticales
des trois ardies; et le point unique g, dans lequel ces trois derniéres
droites se conperont, et qui sera en meéme temps sur la droite Qoqg',
sera la projection veriicale du centre de la sphére.

m la verticale ¢ ¢” sera évidemment égale an rayon de la sphérs
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inserite, et les points Q, g, seront les projections du point de contact
de la surface de la sphére avec le plan de la base.

{‘-/ Noug avons {ait voir (3) par quelles considérations on I*oumnt
dérerminer la 1)0511:1011 d’un ]’)01111. 101‘8(111 on connoissoit ses distances a

trois points connus de POSILIOII ; nous. allons actudlemerﬂt donzter la
construction de cette guestion. |

LTroisi¢me guestion. Construire les projections d’un point dont on con-
' noft les distances a trois autres points donnés dans espace,?

Solution. Nous supposerons les plans de projections choisis, de ma-
niére que celui que nous regarderons comme horizontal » passe par les
trois points donneés, et que Pautre soit perpendiculaire 4 la droite qui
joint deux de ces points. D’a]ﬁr‘és cela , sotent A, B, C ( fig. 40, plan-
che XIX), les trois points donnés, A', B,

C' les distances donnédes

it | de ces points au point demandé. On ]Ollldl'l deux des points par la
; droite A B , per }}GI]diCll].dll‘(—)IllClll 4 laquelle on menera la droite LM
"q <|[ . ! L ! r, L e . r ] 7

i ‘ qui détermine la positicn du plan vertical de projection. Puis, des
iy -

\LEh :

points A, B, C, comme centres, et avec des rayons égaux aux distances
respectives A’ B , C', on décrira trois arcs de cercles qul se coupe-
ront deux a deux en des points D, B,

F,J,P, Q; par les points
d’intersection de ces arcs considérds deux 3 deux , on menerd les
droites DE, FJ, PQ, qui séront les projections horizontales ‘des cir-
conférences de cercles; dans lesquelles les trois sphéres se coupent; et
le point unique N, dans lequel ces trois droites se rencontreront , SETQ
;}f” evidemment la projection horizontale du point demandé.

e Sy iR P T e T
e T T AT L T A

AW TmaEr
e dr— -

e

Pour avoir la projection verticale du méme point, on menera la ligné

iy de projection indélinie Nz 7'; puis, observant que le cercle projetéen DE
jli‘ﬁ] D est parallele au plan vertical, et que sa projection sur ce plan doit 8tre
M- un cercle de méme rayon , on pro;etg.ra la drmttfe A B sur LM au point r,
!H{“ . duquel, comme centre, et avec un intervalle égal & DR, on 4 la moitié
hiu de DE, on décriva le cercle dnen'; et la circonférence de-ce cercle

coupera la droite Nz#n' en deux points 7, 2/, qui seront 111dl{fel emment

P’;‘Gi la projection verticale du point demandé. -
'HU{% Ce sera d’apres les antres circonstances de la question, qivon déter-
i -

.;%

W

o

ST e memr et
kX e Pt Y
[ g

N
o
TR
!

T




< - S : e e

ciom Lo RI® DESCHRITPTIV E 95
wminera si les deux points 7 ¢t 7 doivent étre tous deux employés; et
dans le cas ouil n’y en aurcit quun de nécessaire, quel es.t‘ C‘e'l_ui qni
doit étre rejeté. )

Le lecieur pourra se proposer de construire les projections d’un
Point dont o CO?Z,"ZOfI les disiances a Erots lz'g.fzes données dans
Pespace. ‘ ¢ }

95. Quatriéme guestion. Un ingenieur parcourant un pays de mon-
tagnes, soit pour étudier la forme du terrain , soit pour fairele projet
de travaux publics qui dépendent de cette forme, est muni d'one carte
topographique , dans laqueile non seulement les projections des différens.
points du terrain sont exactes, niais encore les hauteurs de tousces points
au-dessus d'une méme surface de niveau sont indiquées par des nombres
placés & cbté des points respectifs , et auxquels on ‘a coutume de donner
ic nom de cozes. 1l rencontre un point remarquable qui n’est pas placé sur
la carte, soit parce qu’ila été omis, soit parce qu’il a ¢étérendu remarquable
depuis la confection de la carte. L’ingénieur ne porte avec lui d’antre ins-
trument d’observation qu'un graphométre propre & mesurer les angles , et
cet instrument est garni d’'un fil & plomb.

-+

On demande que, sans quitter la station, il construise sur la carte
la position du point ol il est, et qu’il trouve la cote qui convienta ce
point, c’estd-dire sa hauteur aun-dessus de la surface de niveaun?

Moyen de solution. Parmi les points du terrain marqués d’vne ma-
niére précise sur'la carte, et qui seront les plus voisins, Pingénieur en
distinguera trois, dont deux au moins ne soient pas & mémme hauteur
que lui; puis il observera les angles formés par la verticale et les rayons
~visuels dirigés 4 ces trois points, et d’aprés cette seule observation il
pourra résoudve la question. | ' |

En effet, nommons A, B, C'les trois poinis observés dont il a les
projections horizontales sur la carte, et dont il pourra construire les
projections verticales au moyen de leurs cotes. Puisqu’il connolt Pangle
formé par la verticale et par le rayon visuel dirigé au point A, il con-
nolt aussi 'angle formé par le méme rayon et par la verticale élevée au
point A 3 car en négligeant la courbnre de la texrre, ce qui est conve-
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nable, ces deux angles sont alternes internes, et par (:onséquent- égaux.
o1 done il congoit une surface conigue & base circulaire, dont le sommet
soit an point A, dont axe soit-vertical , et dontVangle formd par axe

et par la droite génératrice soit égal a 'angle ohservé, ce qui détermine
complétement cette surface, clle passera par le rayon visuel diri

gé a1

point A, et par conséquent par 1é point de la station : ainst il aura une

premiére surface courbe déterminée, sur laquelle se trouvera le point.

demandd. En raisonnant pour les denx dutres points B, G, comme pour
le premier, le point demandé se trouvera encore sur deux autres sur-
faces coniques & bases circulaires, dont les axes seront verticaux , dont
les sommets. sevont au point B, €, et pour chacune desquelles Ugngle
formé par Uaxe et par la générairice sera égal & Vangle formé par la
verticale et par le rayon visuel correspendant. Le point demandé sera
donc en méme temps sur trois surfnces ceniciue’s déterminédes de forme
et de position , et par conséquent dans leur intersection commune. Ii ne
gagit donc plus que de construire , d’aprés les données de la question,
les projections horizontales et verticales des intersections de ces £1018
surfaces considérées deux a deux; les. intersections de ces projections

donneront les projections horizontale et verticale du point demandé, et

- par conséquent la position de ce PoInt s

nteur la carte, et sa hauteur au-
dessus ou au-dessous des peints observéds, ce qui détermninera sa cote.
Cette solntion doit en général produire huit poinis (ui satisfont 4 la
question ; wnais il sera. facile & V'observatewr de distinguer parmi ces
Lruit points celui qui coincide avec le point, de la station. Dabord il
pourra toujonrs s’assurer si le point de la station est an-dessus ou atu-
clessous du plan qui passe par les trois points -observés. Supposons que
ce point soit au-dessus du plan des sommets des ¢bnes 3 il sera autorise
A négliger les branches des intersections des surfaces comiques qul
existent an-desscus de ce plan; par-li le nombre des points possibies
sera réduit a guatre. Ce seroit la méme chose si le point de la station
étoit au contraire placé au-dessous du plan. Enspite parmi ces (uatre
.gppi;lts? s'ils existent touns, il reconnoitra facilement celui dont la posi-
tion, par rapport aux trois sommets, est la méme que celle du poiut
de la station , par vapport aux points observéds.

4

e

96, Cpnstruction. Soient A, B, C ( fiz. 41), les projections hori-

zoniales
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zontales des trois points obhservés , prises sur la cartey @, b, ¢, les
pr O}"CUOHS verticales des mémes 1)01111,8 , construits en portant sur les
verticales B4, Cc, a partir de Ihorizontale LM, qui passe par le
point «, la chﬂerem,e des cotes des deux autres points; et soient A, B, C,
les angles, observés que les rayons visuels, dirigés aux pomts‘ respec-
tifs A, B, C, forment avec la verticale. |

On menera les verticales indéfinies aa’, 64, cc , (qui seront les pro-
jections verticales des axes des trois ¢6nes ; par les trois points @, 4, ¢,
on menera les droites @, bm, cn, qui fmmeront aAVEC Ces vertlcales
des angles respectivement egaux aux angles. donnés A, B', C'; et ces
droites seront chacune la projection verticale d’un des deux cOtés
extrémes de la surface conique correspondante.

Cela fait, on menera dans la projection verticale tant de droites
horizontales ee’ qu'on voudra ; on les regardera comme les projections
d’autant de plans horizontaux; et pour ohflcum, d’elies , on fera Popé-
ration que nous allons décrire pour celle d’entre elles qui est indiquée
par EE', ) |

Cette droite coupera les projections des axes des trois cbnes en des
points f, o, /., qui seront les projections verticales des Centres des
cercles, suivantlesquels le plan horizontal eorrespondant coupe les trois
surfaces coniques ; et elle coupera les c6tés extrémesdes cones a Z, bin, cn,
en des points /', g, #, tels que les distances ff', ggo', 2/, seront
les rayons de ces mémes cercles. Des points A, B, C, pris successive-
ment pour centres, et aveclesrayonsrespectivement égauxa /"', gno', A4,
on décrira des cercles , dont les circonférences seremt les projections
horizontales des sections faites dans les trois surfaces coniques par le
méme plan EE'; ces circonférences se couperont deux a deux dans des
peints D, I, K, K', J,J', qui seront lés projections d’autant de
points des trois intersections des surfaces coniques considérées deux
a deux; eten 1)1"ojéta111; cespointssur EE en &, &, £k, £, i, ', on aura
les projections verticales des mé&mes points des trois intersections.

En opérant ensuite de méme pour les autres droites ee’, on trouvera
pour chacune d’elles ‘de nouveaux points D, D', KX, K’, J,J°, dansla
projection horizontale, et de nouveaux points &, &', k, &, i, 7, dansla
projection verticale; puis paz tous les points D, D'...., on fera passer une
courthe DPD’, qur sera: 1a, pr JF‘CLlOn horizontale de I'intersection de
| ' i e N
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lapremiere sur face conique avec la seconde; par tous les pomis K,K'...
on en fera passer une autre KPX' qm sera 1’1 projection de lmterocct;om
de la seconde surface et de la troisiéme; et par tous les points J, J'... ,
on en fera passer une derni¢re J P J' qui sera la projection de linter-
section de la troisiéme surface et dela prémiére. Tous les points P....,
dans lesquels ces courbes se couperont toutes trois, seront les projec-
tions horizontales d’autant de points qui satisfont a la question. .
De méme dans la projection verticale, par tous les points &, d'...., on |
fera passer une premiére courbe ; par tous les points £, £'.... une seconde ;
et par tous les points Z, Z....une troisieme. Ces courbes seront les pm}ec
tions verticales des intersections des trois surfaces considérdes deux A
deux ; et tousles poings p..., danslesquels‘ces courbes se couperent toutes
trois , seront les projcctions verticales de tous les points qut satisfont &
ia question. | .
Les projecuons P, p dunméme point seront dans une méme perpen-
diculaire 4 L M. o
L’observateur , aprés avoir reconnu parmi tous les points P celui
qui appartient  au point de la station, aura la projection horizontale
de cette station, et par conséquent sa position sur la carte; puis, awn
movyen de la hauteur du point correspondant p an-dessus de la droite L M,
il aura Vélévation du point de la station aun-dessus du point observé A ,
et par conséquent il trouvera la cote qui convient a la station.

97. Dans cette solution nous avons construit les projections des trois
intersections des surfaces, tandis que deux auroient sutfii. Nous conseil-
"lons d’agir toujours de méme , parce que les projections des deux courbes
4 double courbure peuvent se couper en des points qui ne correspondent
pas a des points d’intersection , et gue , pour reconnoitre les projections
des points d’intersection, il faut suivre les branches des deux courbes
qui sont sur la m&me nappe d’une des surfaces; ce qui exige une attention
pénible, dont on est presque toujours dispensé-en construisant les trois
courbes ; les points ol elles se coupent toutes trois, sont de véritables
points d’intersection.

98 C: zrzgwcme guestion. Les circonstances dtant tes memes que dans
la questlon précédente , avec cette seule différence que linstrument n’est
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p’l“ garni de fil & plomb, de maniere que les angles avec la verticale

¢ pulssent pas &tre mesurés, on dcma.nde encore que l'ingénieur, sans

quuter la station , détermine sur la Carle la position du point-od 11 est,
et qu’il trouve la cote de ce point, ¢ ‘est-d-dire son élévation au-dessus
de la surface de niveau, a 1aquelle tous les points de la carte sont
rapportés ?

Mowyen de solution. Aprés avoir choisi trois points du terrain qui
soient marquds d’une maniére précise sur la carte, et tels que le point
de station ne soit pas avec eux dans le méme plan, 'ingénieur mesurera
les trois an cles que forment entre eux les 1'1{1;0115 visuels dirigés & ces
trois points; et au moyen de cette seule observation, il sera en état de
resoudre Ja question.

En effet , si nous nommons A, B, C, les trois poinls cohserves, et si
on les suppose joints par les trois droites AB, BC, CA , ingéniecur
aura les projections horizontales de ces droites tracées sur la carte ; de
plus, au moyen des cotes des trois points, il aura les différences de
hauteur des extrémités de ces droites ; il pourra donc avoir la grandeur
de chacune d’clles. .

Cela posé, si dans un plan quelconque mené par AB on congoit un
triangle rectangle B A D (fraw 42) , construit sur AB comme base, et
dont 1 angle en B soit le complément de Yangle sous ler uel lecdté AB
a eté Ohoerve , Pangle en D sera égal & lang]_e chservé , et la circonfé-
rence de cercle dfe(,m te par les trois points A, B, D, jouira dela propriété,
que si d’un point quelconque E de l'arc A D B on méne deux droites
aux points A et B, langle en B guwelies comprendront entre elles
sera égal a.langle observé. Si donc on congoit que le plan du cercle

tourne autour de A B comme charniére, Parc AD B engendrera une

surface de révolution, dont tousles points jouiront de la méme propriété ;
c'est-a-dire’,  que 81 d'vn point quelconque de la surface, onméne deux
droites aux points A et B, ces droites formeront entre elles un angle égal
4 Pangle observé. Or, il est évident que les points de cetie surface de
révolution sont les seuls qui jouissent de cette propriété ; donc la surface
passera par le point de la station. Sion raisonne de la méme maniére pour
les deux auntres droites BC, C A, on aura dewvx autres surfaces de révo-
lution , sur’ chacune desquelles se trouvera le point de la station; ce point

-
/ : N2

el

DA
= e 2

el BT VT

- = e

ety

1!-‘
D
s

i

-
A e e

A
S e e am
R et A -

N
REL,

P
P

oy '.r.a’w

o —
i

i A e



s -

. P 5 e
g I ~ 4
pere gt T i S AT
AR i R, 2 T O
E

e e g
i T T ; ETh

o

T

i
[ At

e gt 312 Eapim——— o i — T PR — =
et L e g T e N A e ] : S AT iR i i e e 2R R
e e L b Rt TiE - i LA A 2 oy pival bl R = i by s B s =T 2 R N
i = TSI e S R T S TR Tt oy BT - e A R T e e e ey S Rty e L C PN L
e Tk Era 5 P A g Pt g I T o e e ot ST ey Al v ;
L LA S T— s . P e o R i) s vl g * LT o
r

e

ok

PR,

S

e

.a.‘..l’!d&‘-'-.-

P
ol

TN

2

pr-{
AR L AR,

N
t;': :

e
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sera donc en méme temps sur trois surfaces de révolution différentes,
détermindes de forme et de position ; il sera donc un point de leur inter-
section commune. Ainsi, en construisant les projections horizontales et
verticales des intersections de ces trois surfaces considérées deux & deux,
les points o les projections se couperont elles-mé&mes toutes trois , -seront
lesprojections dupoint qui satisfait a la question. La projection horizontale
donnera la position du point sur la carte, et laprojection verticale donnera
Vélévation de ce point au-dessus ou au-dessous des points observés.

99. Si cette question étoit traitée par Yanalyse, elle conduiroit géné-
ralement & une equation du soixante - quatrieme degré ; car chacune
des surfaces de révolution a quatre nappes distinctes, dont deux sont
engendrées par l'arc de cercle AD B, et dont les deux autres sont ern-
cendrées par l'arc A F B. Chacune des mappes de la premiére pouvant
éire coupée par toutes celles de la seconde, il peut en résulter scize
branches dans la courbe d’intersection; et les seize branches pouvant
&tre coupées par les quatre mappes de la troisiéme surfa'ce , 1l peut en
résulter soixante-guatre points d’intersection des trois surfaces : mais ces
points ne satisferoient pas tous a la question. En effet, si d'un peint
quelconque F de Parc AF B on méne des droites aux extrémités de AB,
Pangle AF B qu'elles comprendront ne sera pas ¢gal a 'angle observé ;
il en scra le supplément. Les nappes engendrées par I'arc A F B, et les
nappes analogues dans les autres surfaces de révolution, ne peuvent done
servir 4 résoudre la (uestion ; et tousles points d’intersection qui appar-
tiennent & quelques-unes de ces nappes, sont des points étrangers-an
probléme, : g ] |

Dans la géométrie descriptive, on peut et 'on doit exclure 'arc AFB
et ses analogues dans les deux autres surfaces; chacune de ces surfaces
n’a plus alors que deux nappes ; et le nombre de leurs points d’inter-
section possibles se réduit & huit. De ces huit points, quatre sont d’un
cobté du plan qui passe par les trois axes de révolution , et quatre sont
de Pautre. L’observateur connoissant toujours de quel cbté il est placé
par rapport & ce plan, il ne construira pas les intersections qui sont
placées de Vautre cdté; et le nombre des points qu’il pourra trouver est
réduit & quatre. Enfin parmi ces quatre points, s'1ls existent tous, il recon- .
noitra facilement celui qui sera placé par rapport aux points-A, B, C,

iy
)
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de la méme maniére que celui-de la station Vest par rapport aax trois
pomts du terrain, qu'il a Observe

I

100. Construciiorn. On choisira la position des deux plans de projec-

tions , de maniére que celul que nous regardons conune horizontal , Passe
par les trois points observés , et que 1"111tle soit perpendiculaired la dmlce
mende par deux-de ces trois points. Soit donc A B C ( fig. 42), 1;—3 ,t_rlfmgle
formé par les points obseryés , considéré dans son plan; et A', B, €', les

trois angles donnés par 'observation. On menera. PGI‘PEHdlCHl&lI‘GIHGBt-

an c¢Oté A B la droite L M qui indiquera la position du-plan vertical de
projection 3 et Pon construira , comme nous venons de Vindiguer (1° g8 ),
les arcs de cercle générateurs AEDB, BGC, CIFA des trois surfaces
de révolution , dont les cotés AB, BC, AC sont les axes. Cela fait, du
point A comme centre, on décrira tant d’arcs de cercle EO ¥ que Pon
voudra , et qui couperont les genemtmce s, dont les axes se rencontrent
en A, dans des points E, T, desquels on abaissera sur les axes res];éc—
tifs les perpendiculaires indéfinies EL', F I ; ces perpendiculaires se
couperont quelque part en un point H gui sera la projection horizontale
d’'an point d'intersection des deux surfaces dontles axessont A B et AC,
et la courbe A H P menée par tous les points H... trouvés de cette maniére,
sera la projection horizontale de cette intersection. Puis, aprés avoir pro-
jeté Vaxe AB en «, on décrira du point ¢ comme cenire, et avec des
rayons successivement égaux aux perpendiculaires E T, des arcs de
cercle dd' i, sur chacun desquels projetant le point Il correspondant
en /i, on aura la projection verticale d'un point de Vintersection des
deux mémes surfaces de révolution; et la courbe @ /2 p menée par tous
les points /.... construits de cette maniére , sera la projection verticale
de cette intersection. , _

On opérera de méme pour les deux surfaces de révolution autour
des gxes AB, BC; c’est- d~dire, du point B de rencontre des deux
axes, comme centre, on décrira tant d’arcs de cercle DK G que lon
voudra 3 ces arcs couperont les deux génératrices en des points I, G
desquels on abaissera sur les axes respectifs les perpendiculaires inde-

{finies DD’, GG ; ces perpendiculaires se couperont en nun point Jj

et la courbe BJP menée par tous les po‘ints J sera la projection
horizontale de lintersection de la premidre et de 1a troisiéme surface

.‘
gl
p

=TT

1O LSO S i e
- R N I T '- Ce

.
k1At

T

YRS T TR e T
R AN T

S

" T o
\:_r:&f;:::':_‘."»':u';?.:-. LA

vy

.

iy
i

[ s
L S g T el
e e

LI
W

et W

e e

g __,':-:;.. T N T e e
wr o e

ey el

R
DT L T

PRI
Lt

e
W T

T N TR §
e

e
SO T ) -
B TR

A Ul S

e

WAt
-

 FE AR b i
o, btey e T
-

R T

-

LA
T

a1 ;f-
Y]

e d

il P T

g
T

-o-l;nt.:‘lt“ﬂ

b .
e

RIS

T ey



e e g P T TR T T e S e,

Rt

109, c L oMETRIE DESCRIDYTTIY E

de révolution. Du point & comme centre, et avec des rayons succes-
sivemnent égaux aux perpendiculaives DD, on décrira des arcs de cexcle
dd' i, sar lesquels on projetera en i les points J correspondans ; et
la courbe @ip menée par tous les p\oi‘nts ¢ sera la projection. verti-
sale de la méme intersection. | I
Cela fait, tous les points P... danslesquels les denx courbes AHP, B JP
se couperont, seront les projections horizontales d’autant de points qui
satisfont & la question ; et tous les points p.... dans lesquels se coupe-
vont les courbes @ 2 p , aip , seront les projections verticales des mémes
points. | | | |
Les projections ainsi trouvées ne donneront pas immédiatement la
position du point de station sur la carte, mi sa hauteur, parce que
le plan horizontal de projection nest pas celui de la carte ;

; mais i
sera. facile de les .rapporter sur les véritables plans de projections.

=t

P

V2 L PP VT e e Ty i

101. Sixicme question. Le général dune des armeées de la république,
en face de Vennemi, n’a pas la carte du pays occupé par celui-ci, et
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il en a besoin pour faire le plan d’une attaque qu’il médite. Il a un
adrostat. 11 charge un ingénieur de sélever avec laérostat, et de
prendre toutes les mesures nécessaires pour faire la carte, et pour en

donmer un nivellement approché : mais il a lien de croire cue si

Vaérostat changeoit de station sur le terrain , Vennemi s’appercevroit
de son dessein ; en conséquence il permet & Pingénienr de s’élever &
différentes hauteurs dans Vatmosphére , si cela est nécessaire

; mas il
Ini défend de changer de station a terre. L’ingénieur est muni d'un

Justrument propre & mesurer les ﬁngles , et cet instrument est garny

dun il & plomb : on demande comment lingénieur pourra exécuter :
les ordres du général ©

Moyen de solution. L’ingénieur fera deux stations dans la méme
verticale, et il comnoitra leur distance en faisant mesurer la corde
que Pon aura {ilée pour Délever de l'mne & Tautre., Dans une des
stations , par exemple , dans celle qui.est inférienre, il mesurera les
angles que fait la verticale avec les rayons visuels dirigds aux points
dont il veut déterminer la position sur la carte ; puis, parmi tous

ces points, il en choisiva un qu'il regardera comme premier , et que
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nous nommercns A, et il mesurera de plus successivement les angles

formés par le rayon Vlsuel dirigé au point A, et ceux qul sont (1111-

o35 A tous lés autres. Dans Vautre station, il mesurcra les ancrles for..

r~

-

més par la verticale; et les rayons visuels dirigés a4 tous’ les points du

terrain. D’aprés ces observations , il sera en éiat de construire la cartre

demandde.

En effet, puisque Ion connoit les a,ncrles formés par la verticale,
et les deux rayons visuels dirigés des deux stations au méme point’,

ce point se trouve en méme temps . sur dewc surfaces coniques déter-

minées et connues, car ces surfaces sont a hases circulaires ; elles ont

leurs axes dans la méme verticale s la distance de lem"s somimets osi:

égale 4 la différence des hauteurs des deux stations, et les angles

que leurs- génératrices forment avec 'axe commumn , sont égaux aux

angles observés. De plus, pulsque 1’011 connoit 1;—111r]e formé par e
rayon visuel dirigé de la premiére station A ce point, et. par celui qui
est dirigé au point A ; le point que l'on considére sera donc encore
sur une troisiéme sur{'ace conique & base circulaire , dont Vaxe incliné
sera le rayon visuel dirigé de la premiére station au point A, dont le
sommet sera & la premiere station, et dont langle formé par Paxe

Aadraie , N Pano VS OTVE i1t 01 :
et la génératrice sera égal al angle observé. Le point gue l'on comnsi-
dére se trouvera donc en méme temps sur des surfaces coniques 2
bases circulaires connues de forme et de position ; il sera donc auw
point de leur intersection commune ; et en CG:nstlulsanL les projections
horizontale et verticale de cette intersection , on aura la position du.

point sur la carte, et son élévation au-dessus ou au-dessous des
autres.

102, Sans change:p de considérations, la construction peut devenir

plus simple , au moyen de quelques-unes des méthodes que mnous
avons' déja exposées précédemment :. car

P

, comnnoissant les angles
formés a la premiére station par le rayon visuel dirigé au: point A

et par les rayons visuels dirigés 2 tous les auires points, et connois~

sant,, pour chacun de ces angles , les angles que ses cbtés forment

avec la verticale, il sera facile de les véduire & Vhorizon , cest-a-dire,
de construire leurs projections horizontales. Si.donc on prend sur la
carte un point albltralre pour 1eplesent0r la 1)1*0)0(,1,1011 de la verticale
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de Vadrostat ; et si par ce point on méne une droite arbitraire, qui
doive représenter la projection du rayon visuel dirigé au point A ;
enfin, si par.le me@me point on méne des droites qui fassent, avec la
projection du rayon dirigé au point A, des angles égaux aux angles
réduits & Lhorizon, il est évident que chacune de ces droites devra
contenir la projection horizontale du point du terrain qui lui corres-
pond. 1l ne sagira donc plus que de trouver la distance de ce point
du terrain & 14 verticale. Or si, dans la projection verticale, et sur
la projection de la verticale de I'aérostat, on prend deux points qui,
en pariies de I’échelle, soient distans 'un de l'auntre d'une quantité
égale & la distance mesurée des deux stations, et si par ces points
' on mene dest droites qui fassent avec la verticale des angles égaux &

ceux ui ont été observés pour un méme point du terrain , ces droites
se couperont en un point dont la distance &4 la verticale sera la dis-
tance demandée. Portant donc cette distance sur le rayon correspon-
dant, a partir de la projection de V'aérostat, on aura sur la carte la
position du point du terrain. Les deux mémes droites, dans la pro-
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jstg{ | jection verticale , déterminent, par leur intersection, la hauteur du
I}‘%}i - point du terrain ; premant donc sur la projection verticale les hauteurs
%’i de tous les points du terrain au-dessus d’un méme plan horizontal,
L{jr | ‘on déterminera les cotes qui conviendront & tous les points de la carte,
it | et on aura le nivellement du terrain. | .

:EE - Cette construction est asses siniple pour mne pas aveir besoin de
;l[]ii: La droite menée de la projection de la verticale de U'aérostat A celle
u',\} du premier point A observé , avant été tracée d’abord arbitrairement
'f“ﬁ{‘ sur la carte, il s’ensnit que la carte n’est point orientée ; et, en effet,
JFE% dans les observations que nous avous indiguées, il n’y a rien qui

avle

puisse déterminer la position des objets par rapport aux guatre points

b

Ll

!r;[”::éé c.a.rdi;_l_aux de I,}lf}l‘?zqn' Mais s1 s,l’ingénieur o.bserve ‘31;‘1;(.31'1:8 l’angle que
:wf {ait avec .la meéridienne un rayon visuel horizontal dirigé du pied de
'\M la verticale & un des points placés sur la carte , et sil rapporte cet
]' angle sur sa projection , il aura la direction-de la méridienne, et la
i parte sera orientée, ' | ”
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103. Ce que nous avons vu, jusqu’a présent, de la géométrie des-
criptive,, considérée d’une maniére abstraite, contient les principales
méthodes dont on peut avoir besoin dans les arts.

Si donc on avoit établi dans toutes les communes un peu considé-
rables des écoles secondaires, dans lesquelles les jeunes gens de l'dge
de douze ans, et qui se destinent & la pratique de quelques - uns des
arts, auroient été exercés pendant deux années aux constructions gra-
phiques, et familiarisés avec les principaux phénomeénes de la nature,
dont la connoissance leur est indispensable ; ce qui, en développant.
leur intelligence , et en leur donnant I'habitude et le sentiment de la
precision, auroit contribué, de la maniére la plus certaine, aux progrés
de l'industrie nationale, et ce qui, en les accoutumant & ’évidence,
les auroit garantis pour toujours de la séduction des imposteurs de tous
les genres ; et sinous ne nous proposions que de faire le livre élémen-
taire qui auroit dii servir de base & Vinstruction de ces écoles secon-
daives , il faudroit terminer 14 les généralités, et passer immeédiatement
aux applications les plus utiles, et & celles dont 'usage est le plus {ré-
quent. Mais nous ne devons pas écrire seulement pour les éleves des
écoles secondaires, nous devons écrire pour leurs professeurs.

On ne doit faire. entrer dans le plan d’une instruction populaire que
des objets simples et d’une utilité journaliére : mais, si an artiste ren-
contre une seule fois dans sa vie une difficulté dont il n’ait point dté
question dans les dcoles, & qui s’adressera-t-il ponr la lever, si ce
n’est au professeur ? et comment le professeur la levera-t-il, §’il ne s’est
exercé & des considérations d’une généralité plus grande que celles qui
forment Vobjet ordinaire des études ©

Pour donner aux professeurs la connoissance de quelques propriétés

générales de P'étendue, et dont on peut avoir occasion de faire usage

dans les arts, nous allons consacrer quelques lecons 4 'examen de la

courbure des courbes & double courbure, et de celles des surfaces
courbes.
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De la courbure et des développees des courbes a double courbure.

104. On sait que, si une droite, considérée dans un plan, tourne

.autour d’un de ses Pomts suppose fixe, tous les autres points de la
droite décriront autour du point fixe des circonférences de cercles

'o'ncentriques. 1l 11’y a aucune courbe (u’on ne puisse CONCEVCIr €n-
gendrée d'une maniere analogue.

(Fig. 44. ) Soit M N O wune courbe quelcona ne tracée sur un plan:
_si on congoit quune droite A B se meuve de maniere qu’elle soit per-
petuellement tangente & la courbe, et sans prendre de mouvement dans
le sens de sa loncruem chaque point P de cette droite décrira une
courbe GPP P"II qui aura évidemment les propriétés suivantes.

Chaque élément P Q de la courbe décrite sera perpendiculaive a la

d1rect10n correspondante ‘de la droite A B; car cet élément a la méme

A g

e e L AN b A A S T or s e e

i direction quauroit en P 'élément d’un arc de cercle décrit du point ™M
‘I A ® . -
i de contact, comme centre, et avec un rayon égal a P M. Ainsi la
:*‘!1'!5.! i} ) ] '] 1 z e - ) 1. 1' . Y 1 1 .
B : . tangente en P de la courbe decrite serva perpendiculaire a la droite
-ﬁlk A . g ‘ 4

L ] - menée par le point P, tangente a la courbe donnée M N O.

e

Si le point décrivant P est placé du cbté vers lequel la droite A B
S approche de la courbe touchée,. la corirhe G P se dirigera vers MNO

£
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]usqud ce qu ‘elle la rencontre; ce qui arrivera lorsque le pomt décri-

e X

| -

';'l,-:'!i}‘; , vaint sera devenu lul-méme le pomt de contact de la droite AB, supposée
bl

;"g‘ﬁ;,!'!l transportée en C D : mais cette courbe ne se prolongera pas au-deld ;
it T

imufi\ et si la droite continue son mouvement , le point P, et par conséquent
"-'."_."

i la courbe qu’il décrit, se réfléchira en P’'. La courbe décrite étant tou-
| ] jours pcrpendloulaue A la droite mobile, les deux branches G P P’
: et P’ P"H seront toutes deux perpendiculaires a la droite C D, et par
| conséquent 4 la courbe MN O que cette droite touche en P’. Ces deux
' branches se toucheront donc elles-mémes en P’.
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Le point P’ dans lequel nne courbe se réfléchit ainsi, de maniére que
ses deux branches se touchent a ce pomt, se nomme point de rebrous-
sement,
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‘La courbe MNO, sur laquelle s’appuie la droite en a touchant
']}erpémellemen‘t , sappelle la développée de la courbe G PP P H,
parce qu'un de ses arcs quelconques M N P’ est égal &4 la partie corres-
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pondante M P de la droite mobile ; et la courbe GPP' P'"H ¢ ‘appelle
la développante de la cour be MNO Comme on peut avolr autant de
courbes décrites de la méme maniére que lon peut concevoir de
pomts , P, sur la droite A B, ‘recardee comme indéfinie, il est évident
gqu'une méme développée peut -avoir une inhnité de dex-eloppanles difteé-
reutes, telles que GP P P'H, gpp' p’/; et toutes ces développantes
ont la propriété d’avoir les m&mes normales. Nous verrons incessamment

que réciproquement il n’y a pas de courbe qui n’ait une lnﬁnlte de
développées différentes.

105. On fait usage dans les arts de quelques rdéveloppantes , et-prin-
cipalement de celle du cercle, qui est une spiralé dont le nombre des
révolutions est infini, et dont toutes les branches successives sont éloi-
onées les unes des autres d’'une quantité constante, égale a la circon-
{férence du cercle developpé. C’est suivant la courbure de cette déve-
loppante que l'on coupe les cames ou dents des arbres tournans qui
soulévent des pilons, comme dans les bocards , parce que le contact
de la came avec le mentonnet du pilon étant toujours dansla méme
verticale, Peffort de I'arbre pour soulever le pilon est constamment le

méme. Vaucansorl employoit souvent la spirale develolaprmtc du cercle

comme moyen d’engrenage pour transmettre le mouvement d'un arbre
tournant d un autre arbre qui lui étoit paralléle, sar-tout lorsqu’il falloit
que Vengrenage fat exact et transmit subitement, sans temps perdu, le
mouvement d’un arbre a Pautre.

106. Nous avons fait voir ( 104) comment la développante peut &tire
formée d’aprés la développée 5 il est facile de concevoir comment, 2
son tour, la développée peut étre formée d’aprés la développante. En
effet, nous avons vu que toutes les normales de la développante sont
tangentes a la développée. Si donc, par tous les points P, Q, d'une

courbe proposée GP QP , on congoit des normales, la courbe MNO

qui touchera toutes ces normales sera la développée. De plus, si par

deux pomts P, Q, consécutifs et infiniment ])roches, on congoit deux
normales P B, Q4, le point M ol elles se couperont, pour se croiser
au-deld , sera sur la développée ; et ce point pourra Atre regardé comme
le centre d'un petit arc de c:ercle qui, ctant décrit avec le rayon PM,
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auroit la méme courbure que I'arc PQ de la courbe que Pon considére.
Le rayon P M du cercle,, dont la courbure.est la' méme que celle de
Parc infiniment petit PQ d'une courbe, se nomme le rayon de cour-
bure de cet arc; le point M oi se coupent leg deux normales consé-
cutives en est le centre de courbure ; et cette courbure est connue lorsque
la position du point M est déterminée,

107. Jusqu'ici nous avons supposé que les courbes étoient planes, et
nous navons considéré que ce qui se passe dans leur plan. Nous allens
passer aux courbes & double courbure, telles que celles qui sont pro-
duites par Vintersection de deux surfaces courbes. |

Si Pon congoit une droite menée par le centre d'un cercle perpen-
diculairement & son plan, et indéfiniment prolongée de part et d’autre,

on sait que chacun des points de cette droite sera a égales distances de

tous les points de la circontérence ; que par conséquent, st ’'on imagine
quune seconde droite, terminée d’'une part & un des points de la cir-
conférence, et de Yautre & un point quelconque de la perpendiculaire ,
tourne autour de cette dernicre comme axe, en faisant comstamment

le méme angle avec elle, son extrémité mobile décrira la circonférence

de cercle avec la méme exactitude que si l'on efit fait tourner le

rayon autour du centre. La description du cercle au moyen du rayon,
et qui n’est quun cas particulier de la premiére, par sa simplicité est
plus propre & donner l'idée de P'étendue du cercle : mais, §’il ne s’agit
que de description, la premiére peut dans certains cas avoir de 'avan-
tage , parce (uwen prenant sur l’axe deux poles placés de part et
d’autre du plan du cercle, puis menant par ces deux points deux
droites qui se couperoient en un point de la circonférence,. et faisant
ensuite mouvoir le systéme de ces deux droites autour de laxe, de
maniére que leur point d’intersection fiit fixe sar I'une et sur Pautre,
ce point décriroit la circonférence du cercle, sans qu’il elit été néces-
saire d’exécuter auparavant le plan dans lequel elle doit se trouver.

108. (Ligure 45.) Soit K A aD une courbe & double courbure quel-
conque tracée dans l’espace. Par un point A de cette droite soit congu
an plan M N O P perpendiculaire &4 la tangente en A ; par le point ¢ infini-
ment proche, soit pareillement imaginé un plan 7z n O P perpendiculaire
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& la tangente en @ ; ces (ilem; plans se couperont e p;ne'"‘droite OP qui
sera ’axe du cercle, dontle petit arc A a de la courbe peut étre censé
faire partie: de maniére que si, des points A , @, on abaisse deux per-
pendiculaires sur cette d;oite , ces perpendiculaires, égales entre elles, la
rencomntreront en un méme point G qui sera le centre de ce cerle. Tous les

autres points g, g’ , g”.... de cette droite seront chacun a égales distances.

de tousles points de I’arc infiniment petit A @, et pourront par conséquent
en étre regardés comme les poles. Ainsi, st d’un point guelcon que g de

- cet axe on méne deux droites aux points A, a, ces droites gA, ga,

seront égales entre elles, et formeront avec 'axe des angles ApOj a r.TO
¢gaux entre eux: en sorte que si on vouloit définir la. courbure de la
courbe au point A, il faudroit donner la longueur du rayon de cour-
bure A G, et que s’il s’agissoit d’assigner le sens de la courbure, il
faudroit donner la position du centre G dans I’espace. Mais s’il est sim-
plement question de décrire le petit arc, il suthra également ou de
faire tourner la droite A g autour de Vaxe, sans altérer Pangle A 20
qu’elle fait avec lui, ou de fairve tourner le rayon de combure A.G per-
Pendlculalrement a cet axe.

Ainsi la droite OP petit étre 1’eg'11"dee comine la 110"116 des poles de
1’element A z ; le centre de courbure de cet élément est cehu de ses poles
dont la chstance a Velément est un minimum ; enfin son rayon de cour-

bure est la perpendiculaire A G, abaissée de I’élément sur la ligne des

poles.

109. (Figure 46.) Que Von fasse actuellement sur tous les points de la
courbe 4 double courbure la méme opération que Von vient de faire
sur un de ses élémens, c’est-a-dire ¢ue par tous les points consé-
cutifs A, A", A", A", etc. on fasse passer des plans MN OP, per-
pendiculaires chacun a la tangente de la courbe an point ot il la coupe;
le premicr de ces plans rencontrera le second dans une droite O P qui
sera le lieu géométrique des poles de 'arc A A'; le second rencontrera
le troisiéme dans une droite O' P’ , lieu des poles delarc A" A”, etainside
suite. Il est évident que le systéme de toutes les droites d’intersections, on
la surface courbe qu’elies forment par lenr assemblage; sera le lieu géomé-
trique des poles de la courbe K AD; car cette courbe n’aura point de pole
qui ne soit sur la snrface , et cette surface n’aura pas de point qui ne soit
le pole de quelqu’un des élémens de la courbe.
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110. Avant que daller plus Join, il est nécessaire d’exposer quelques
propriétés dont jouissent les surfaces de -ce genre, indépendamment de
la courbe qui a servi a leur formation. ‘

Ces surfaces peuvent se développer sur un plan sans ruptuve et sans
duplicature. Fn effet , les élémens tels que OP, P O, do.nt est _001111?088
la surface, sont des portions de plans infiniment étroites, et qui se
joignent successivement par des lignes droites. On peut donc tou]o?r%
COMCEVOir que le premier de ces dlémens OP P O tourne autour de O' P
comme charniére, jusqu’d ce qu’il scit. dans le plan de I'élément sui-
vant O'P'P”70"; qu’ensuite leur assemblage tourne autour de o' P,
jusqua ce quwil soit dans le plan du troisiéme, et ainsi de suite. D’olt
Uon voit que rien n’empéche que de cette maniere tous les élémens de la
surface ne viennent sans rupture se ranger dans un meme plan.

LR De méme que les plans normaux a la courbe K AD par leurs inter-
sections successives forment une surface courbe, a laquelle ils sont tous
tangens ; paveillement les lignes droites dans lesquelles ils se coupent
se rencontrent successivement dans des points qul forment une courbe
& double courbure, & laqueclle toutes ces droites sont tangentes : car deux

i
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’fﬁfﬁé g e ces droites consécutives sont les intersections d'un méme plan normal ,
Hl‘lﬁz; avec celui qui le précéde, et avec celui qui le swit immédiatement. Ces
“:%5 deux droites sont douc dans un méme plan ; elles se coupent donc quelque
iiisﬂ;! part en un point, et la suite de tous ces points de rencontre forme
‘j?; une courbe remarquable sur la surface développable. En effet, les droites
é'“,‘t::i;% consécutives , aprés s’étre croisées sur la courbe qui les touche toutes ,
%'1{{‘%\1* se prolongent awdeld, et forment par leurs prolongemens une nappe
E}\\:i}i de surface distincte de la nappe formée par les parties des mémes droites
{U%\ avant leurs renconires. Ces deux mnappes se joignent sur la courbe qui
*‘i"%élg est, par rapport a la surface entiére, une véritable ardte de rebrous-
ij]i fﬁ:} | sement. ]

in{fﬁiif:; \ - (Fig. 46.) Actuellement du point A de la courbe, par 'lecluel passe.
;”jﬁjir le premier plan normal M N O, soit menée dans le plan, et snivant
i

une direction arbitraire ; une dreite A o

g jusqua ce quelle rencontre la
~ .‘ ’ a - ~ - - . ! . : E . -
section O I quelque part en un point g; pas les points A’ , g soit mé-

née dans le second plan normal, la. droite A’ g prolongée jusqu’a ce

gwelle rencontre la section O' P’ en un point g ; soit pareillement
menge A" o’

g, ek ainsi de suite. La courbe qui passe par tous les points

Eie, Xy 2
P g

e T iy Dol 2
L

e
Mpriding enisres AN

i

W

v T T



ctoOMEYTRIE DESCRIPTIVE

111

g, g ,9", etc,, est une développee de la courbe K AD : ear toutes les

droites A g, A' g’ , A" g”, sontles tangentes de la courbe g g’ 8", puis-
qu’elles sont 1es Proloncremens des élémens de cette courbe. De plus,
si I'on congoit que la premiére A g tourne autour de O P, comme axe,
pour venir s’appliquer sur la suivante A’ g, elle n’aura pas cessé d’8tre
tangente A la courbe g g'g”; et son extrémité A, aprés avoir parcourn
Parc A A’, se confondra avec Uextrémité A’ de la seconde. Que Pon
fasse de méme tourner la seconde 1igne A’ g antour de O P', comme
axe, pour qu’elle vienne Sappliquer sur la troisiéme A" g, elle ne
cessera pas de toucher la courbe g g’ g”, et son extrémité A’ ne sortira
pas de Parc A’ A", et ainsi de suite. Donc la courbe g g’ g” est telle,
que Sl Ol con(_;oit qu’une de ses tangentes tourne autour de cette

courbe sans cesser de lul étre tangente, et sans avoir de mouvement

. dans le sens de sa longucur, un des points de cette tangente ddcrira

la courbe KX A D ; donc elle est nne de ses développées. Mais la direc-
tion de la prewiére droite A g ‘étoit arbitraire; et suivant quelque
antre direction qu’on lefit menée dans le plan mnormal, on auroit
trouvé une autre courbe g g’ g” qui auroit été parcillement une déve-
loppée de la courbe K. AD. Une courbe quelconque a donc une infi-
nité de développées qui sont toutes comprises sur une méme surface

courbe.

Les droites A'g et A”g forment des angles égaux avec la droite
O’ P'; et Vélément g 0" étant le proloncrement de la droite A”g ", il
s’ensuit que les deux élémens conséentils gg', 2's” de la développée gg's”,
forment des angles égaux avec la- droite O' P’ qui passe par lewr point
de rencontre. Or, lorsqwon développe la surface pour lappliquer
sur un plan, les élémens de la développée ne cessent pas de faire les
mémes angles avec les droites O'P'; donc deux élémens consécutifs de
la cowrbe g g'g”, considérés dans la surface étendue sur un plan’,

forment des angles égaux avec une méme ligne droite 3 donc ils sent

dans le prolongement Pon de Yautre. Il suit deld que chacune des

i

lorsque la surface qui les contient toutes est étendue sur un plan ;

donc elle est sur cette sm’fa,ce la plus courte que Von pmsse mener
entre ses extrémitds, ~

développées d’une courbe & double courbure devient une ligne droite,

'\ .

On déduit de 1a un moyen facile dobtenir une developpé quels
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conque dune courbe & double courbure ; lorsque ’on a la surface déve-
loppable qui les contient. toutes. Pour cela, il suffit, par un point de
la courbe, de mener un {il tangent & la surface, et de plier ensuite
ce fil sur la surface en le tendant: car, en vertu de la"tension, il
prendra la direction de la courbe la plus courte entre ses extrémitcs;
il se pliera par conséquent sur une des développées.

111. On congoit'd’aprés cela comment il est possible d’engendrer ,
par un mouvemernt continu , une courbe quelconque &’ double cour-
bure : car, aprés avoir exécuté la surface développable, touchée par
tous les plans normaux de la courbe ; si du point douné dans l'espace,
et par lequella courbe doit passer, on dirige deux fils tangens a cette
surface ; et si, aprés les avoir plids ensuite sur la surface en les ten-
dant, on les fixe par leurs autres extrémités ; le point de réunion des
deux fils qui aura la faculté de se mouvoir avec le plan tangent a la
surface, sans gl'iéser nisur Pun des fils , ni sur Vanire, engendrera, dans
son mouvement, la courbe proposce,

112. Tout ce que nous venons de dire par rapport aux courbes X
double courbure, convient également aux courbes planes; avec cette
différence seulement, que tous les plans normaux étant perpendicu-
faires au plan de la courbe, toutes les droites de leurs intersections
consécutives sont aussi perpendiculaires au méme plan, et par con-
séquernit paralleles entre elles. La surface développable, touchée par
tous ces plans normaux , est donc alors une surtace cylindrique, dont

la section perpendiculaire est la développée ordinaire de la courbe.

Mais cette surface cylindrique contient de méme toutes les développées
& double courbure de la mé&me courbe 3 et chacune de ces développées
fait , avec toutes les droites génératrices de la suriace cylindrique , des
angles constans. Le filet d’'une vis ordinaire est une des développées
de la développante du cercle qui sert de base 4 la surface cylindrique

sur laquelle il se trouve ; et quelle que soit la hauteur du pas de la
vis , sl le diamétre du cylindre ne change pas, le filet sera toujours

une des développées de la méme courbe. K

r A . ’ r ® LY '
113. Aprés avoir exposé la théorie des courbes & double courbure,

1Lous
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nous allons pous occuper des surfaces cotirbes. Cet objet-est de nature

4 8tre traité avec beaucoup plus de facilité par le secours de 'apa-

lyse, que par la.simple contemplation des propriéiés de Déiendue :
mais les résultats auxquels; il conduit peuvent étre utiles a des artistes
gque nous ne deyons pas supposer familiarisés avec les opérations ana-
lytiques ; nous allons domnc essayer de les présenter en n’employant
que des considérations guometr ques. Cette méthode introdnira la clarté
qui lul est parucuh(,re ; 11ais aussi elle apportera de la lenteur dans la
amarche.

Les surfaces, ‘Pal rapport 3 leurs courbures » peuvent &tre divisées

en trois grandes classes. La premicre Comprend celles qaz dans tous

leurs points n’ont aucune courbure ; les surfaces de ce genre se re-

duisent au plan , qui d’ailleur;s peut étre placé d’une maniére quel-
conque dans lespace. La seconde classe renferme toutes celles qui
dans chacun de leurs points n’ont qu'une scule courbure ; ce sont en
général les surfaces développables, dont par-tout deux élémens consé-
Cutlfs peuvent étre reg'u"des comme faisant parue d’une surface COTllque
méme en recrardant la gmndeur de ces ¢lémens comme indéfinie dans
le sens de ]a génératrice de la surface conigue. Enfin toutes les autres
surfaces courbes composent la troisiéme classe ; dans chacun de leurs
-poiﬁts'eﬂes ont deux courbures distinctes et qui peuvent varier une
indépendamment de lautre. Commengons par comsidérer les surfaces
courbes les plus. simples, et d’abord les surfaces cylindriques.

114. Soit ABT E (fig. 46), une surface cylindrique indéfinie A base
quelconque , sur laqudle on considere un point L pris arbltral ~ement.
Par ce point’ comncevons la droite g(,nelat rice CLG, et une section

Cetie SGC-

le Pomt L concevons & la surface la mormale L P ; cette normale sera

perpendiculaire a la génera.trlce CG, et par conséquent dans le plan

de la section’ J LK ; de plus élle sera perpendiculaire 2-la tangente
de la- secltion aix point L ; ou,
:_,condum;us

ce «qui comprend a la fois les deux
elle sera perpenda.cplaine cau: plan tangent 3 la surface

en L. :C(;la posé , si I'on prend sur la sirface deuwx autres points infi-
niment voisins du point 'L, Pun M sur la’

aencratrice C G, Vautre W

P i.:-- |

AR R R

s SR I I R

e Fl Sy
r“ . Ly

etk

oy AT

v - - . - . EY -'-‘.-.- ael
T e ey At A, g gy e T T L ST
R N R R R e R ST TR

A

e

e R T,

SR BT
t 'I“"V Pt

[ R A

N Y R PSR TP

”:;'";Z-‘i’ﬁi:"w"f oy

PRI TN
[ TP

ww— 2ERa T
s b

Y T
0

o e
T P e

R RLry

o e
N T

™



114 GLOMBLETRIE DESCRITPTIVE

sur la section perpendiculaire , et si par chacun de ces points on meéne
une nouvelle normale & la surlace, ces deux mnormales MQ, NP
seront chacune dans un méme plan, avec la premiére normale L P ;
mais ces plans seront différens "pour les deux dernieéres normales. En
effet, le plan tangent a la surface en L étant aussi tangent en M,
les denx droites L P et M Q sont perpendiculaires au méme plan; elles
sont donc paralléles entre elles , et par conséquent dans un méme plan.
Ces droites paralléles peuvent &ire regardées comme concourant a l'in-
fini. Quant anx normales L P, NP, elles sont evidemment comprises
dans le plan de la section perpendiculaire ; elles concourent donc en
un certain point P de ce plan: ainsi les deux plans qui contiennent

les trois mermales deux a deux sont non seulement différens, mais
perpendiculaires Vun & Yautre.

115. Actuellement quelque antre point O que 'on prenne sur la sur-
face , infiniment voisin du premier point L, si par ce point on con-
coit & la surface une normale O Q , cette normale ne sera pas dans
un méme plan avec la premiere normale L P, et par conséquent ne
pourra la rencontrer: car s1 par le point O Pon congolt une nouvelle
section Z O & perpendiculaire 4 la surface, et qui-coupe quelque part
en un point M la droite génératrice qui passe par le point L, la nor-
male OQ sera dans le plan de cette section. Les deux normales L P
et O Q seront donc dans deux plans paralléles, et me pourront étre
elles-mémes dans un méme plan, & moins quelles ne soient parallédles
entre elles : or elles ne sont point paralléles. En ellet, si Pon concoit
la mormale au point M, nous avons vu que cetle normale M Q sera
parallele & LP; mais elle ne sera pas parallele 2 OQ : " donc les nor-
males LP et O Q ne sont point paralléles entre elles; donc elles ne

sont pas dans wn méme plan ; donc elles ne peuvent jamais se
TENncontrer. |

116. On voit donc que, si, apres avoir mené, parun point quelconqgue
d'une surface cylindrique , une normale & la surface, on veut. passer
i un’ point infiniment voisin pour lequel la nouvelle normale soit dans
un méme plan avec la précédente, et puisse la rencontrer méme a
Vinfini; si cela est nécessaire , on ne peut le fuire que dans denx sens
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différens: 10, an sunivantsla direction de la droite générairice de la
surface, et alors.la nouvelle normale rencontre la premicre a I'infini
50, en suivant la section perpendicula‘ire 4 la surface, et alors la nou- -
velle normale rencontre la premiére en un point, dont la distance
dépend de la courbure de la base dans le point correspondant; enfin .
que ces deux directions sont entre elles 4 angles droits sur la surface.
Les deux points de rencontre’des trois normales sont donc les seuls
centres de courbure possiblés de 1élément que lon considére sur la
surface ; les deux plans différens qui passent par la premiére normale
et par chacune des deux autres, indiquent le sens de chacune de ces
courbures ; les distances du point de la surface anx deux points de
rencontre des pnormales sont Zes rayons des deux courbures ; et Pon
voit que, dans les surfaces cylindriques, un de ces rayons étant tou- |
jours infini, tandis que la grandeur de Pautre dépend dela nature de :
la base de la sarface, pour chacun des points il n’y a gu’une cour~
bure finie ; I'autre est toujours infiniment petite ou nulle, | i
Ce que nous venons de dire peut s’appliquer facilement & toutes les :
surfaces développables, dont deux élémens consécutifs méme.indéfinis
~dans le sens de la direction de la droite génératrice peuvent toujours
étre considérés comme faisant partie d’une certaine surface cylindrigue.
Passons maintenant au cas général des surfaces courbes quelconques.
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117. Soit ABCD (fg. 47), une surface courbe quelcongue, sar

laquelle on considére un point L. pris & volonté , et par ce point L

soit congue -une droite F L £ tangente 4 la surface: la Pposition de

cette droite ne:sera pas déterminée ; elle pourra étre menéde dune
' maniére quelconque dans le plan tangent 4 la surface au.'point L. Puis
concevons ¢ue la droite I' f se meuve de maniére qu’elle soit toujours
paralléle & elle-méme, et qu’'elle soit toujours, tangente & la surface
courbe; elle engendrera par son mouvement une certaine surface o
cylindrigque E e g G, dont la base dépendra de la forme de la surface .
courbe, et qui touchera cette surface courbe dans nne courbe LCK AL, .
: engendrée ellemé&me par le mouvement du pdint de contact de Ja

dro:tte génératrice avec la surface courbé. Cette Courbe de -contact .
LCKAL est en geneml a double conrbure., .

sy o

P gl

118, Dal'lS le cas trés—particuliei' de la surfece courhbe du second
f . ’ P
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A _ degré ,-c’est-a- dire > de la surface qui , étant coupée par un plan quel-
%E*%] | conque , produit toujours une section conique, la ligne de contact

.ﬁ":: i avec une surface cylindrique qui Penveloppe , est toujours ure courbe

5 Eﬁ ‘ plane, quelle que sO1t d’allleurs la direction de la génératrice de la

B . ‘ |

; 4 suridce cylin drwue.

q o |

o 11g. Dans le cas un peu plus gerzox al ot la surface courbe est en-
o ‘gendrée par le mouvement d'une ligne ‘courbe plane, fixe dans son
A3 plan , mais mobile avec lui, lorsqu 11 roule sur deux surfaces courbes
}

3y données, pour chaque point de la surface il existe une: direction &

i - . : . : : R R

it 2 donner & la dvoite génératrice , pour que la sarface cylindrique en-

how gendrée  par le mouvement de cette droite touche la surface courbe

SIS 3 3 leit ét - 1t

i b dans une courbe plane ; et cette direction doit étre telle gne la droite

5 b

if,; soit toujours Ijelpeﬂuz(,ulan*e au plan mobile , lorsqu’il passe par le
L

A 5

P
T .

T g 8 b et bt 5
o

point que Pon considére. Les surfaces de révolution en sont un cas
particulier. BEn effet, si par un point quélconque d’une surface. de
! o 14 ' ] - 0‘- L] ® ) »
Filon révolution on congoit une droite tangente & la surface, et perpendi-
F“" \': < 4

st culaire au plan du méridien qui passe par ce point, et si l'gn sup-
il pose que cette droite se menve de maniére gu’elle soit toujours tan-

M gente & la surface, et perpendiculaire auw plan du méme méridien -, le

point de contact de la ligne avec la surface parcourra la circonférence
du méridien

" — Lt e
" # o
- a7 .‘Z:f i
T W T
e )

et la droite engendrera une surface cvl’m drique gui tot-
chera la surface de révolution dans la circonférence méme du 111(..1"1-

|i dien , et par conséquent dans une courbe plane.

ke

122. Pour tout autre cas , une surface c:\_,r]_indri(lue circonscrite _:?L'ﬂné
“’1' / surface quelconque touche cette surface dans mne couwrbe LCK AL
{Pﬁ - qul est & deuble courbure. | |

;ﬁfﬁ! La droite FL £ ayant d’abord été menée d’'une maniére arbitraire
L}%,é}l} dans le plan tangent & la surface au point L, si par le point L on

congoit la tangente LU A la courbe de contact LCK AL, cette tan-

| gente fera, avec la ]wne droite g)eneratnce FLS, un anﬂle FLU
o qui dé pcndm, et de la nature de la surface courbe, et dela direction
‘arbitraire donnée A la droite F L /. Concevons, ce qm est toujours

possible dans chaque cas particulier , que la direction de la droite
¥ L f change ; sans que cette droite cess¢ d’étre tangente a la surface

e —
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au point L, et que, d’ apres cette nouvelle direction, elle se meuve
Parallalement A elle-méme en touchant toujours la surface ; elle engen-
drera par son mouvement une autre S‘urface Cyhndrlque Clrconscrlte
a la surface , qui la touchera dans une antre ligne de contact a double
combme s cette nouvelle courbe de contact passera encore par le point
L, et sa tfingente en ce point fera, avec la nouvelle direction de la
droite générairice , un angie différent du premier angle F.L. U, Con-
cevons enfin qu'on ait ainsi fait varier la direction de la droite géngé-
ratrice , jusqu’a ce que la surface cylindrique , engendrée par cette
. droite , touche la surface dans une courbe de contact , dont la tan-
gente en L soit perpendiculaire a la droite génél*at;*ice.~ |
Cela posé , soit: ( figure 48) une surface courbe quelconque, sur
laquelle on considére d’abord wun certain point L soit FLJ la
droite tangenie & la surface en L, dont la direction soit prise de
maniére que , si on la fait mouvoir parall Mement & elle - méme y el
sans. qu'elle cesse ‘de toucher-la surface, elle engendre une surface
cylindrique EF G J K, qui touche la surface en une courbe, dont
la tangente en L soit perpendiculaire & F L J. La ligne de contact
de la surface cylindrique avec la surface proposée sera une courbe
& double courbure ; mais aw point L son élément se confondra avec
Vélement 1. N de la section CN L D faite dans la surface cylindrique
par un plan perpendiculaire & la droite génératrice F L J. Les deux
extrémités L, N de cet élément, se trouvant sur la ligne de contact,
seront en méme temps sur les deux surfaces ; et si par ces points L, N
on méne deux normales LP, NP & la surface cylindrigue , elles
seront aussi mormales & la courbe. Or ces deux normales sont dans
le méme plan perpendiculaire A la générairice de la surface cylin-
drique, et dolvent se rencontrer ciuelriue part en un point P, qui est
le centre de courbure de 'arc LN 3 donc si sur une surface courbe
quelconque on prend deux points I, N, qui soient placés sur la ligne de
'contact de cette surface avec la surface cylindrique dont la droite oéné-
ratrice soit perpenchculalr a Iélément LN de cette ligne de contact,
leq NOTINAICS & la surface coulbe menées par ces dcux Pomfts y seront
dars un m(.me p]an , et se rencontleront en un _poml: qUI sera le

centre de la conrbure de la suuace , dans le sens du plan qui contient

les deux normales.
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121. 81 surla. droite FL Jon prend un point »z infiniment 1}1‘0'(:11(3 dx
point L., et si par ce point zz on congoit une normale A la surface cylin-
drique, cette normale sera paraliele a L P',I'et ne serapas normale & 14 sur
{ace courbe. Maissi on congoit que dans le plan de la courbe A LMB
déterminé par les droites F L. J et LP,1la dr_oitc-_eF L J se meuve sans cess |
de toucher la surface, et prenne la position infiniment voisine /7, de
maniére qu'elle touche la surface dans un point M, infiniment voisin
dn point L, et si Yon suppose que cette droite /"M z se meuve paral-
jelement A elle-méme en tounchant toujours la surface, elle engendrera
une nouvelle surface cylindrique e fg 4 i &, infiniment peu différente -
de la premiére, tant pour la forme que pour la position, et la ligse
de contact de cette nouvelle surface cylindrique passera par le point M
La normale M Q & cette surface cylindrique au point M sera ausst
normale A la surface courbe 3 elle sera dans un méme plan

avec la
premicére normale L P, puisqu'elles seront toutes deux dans le plan

déterminé par Tes drmtes YLIJ,fMzi; et ce plan sera perpendicu-
laire & celui qui passe par les normales L., NP. Les deux normales
LP et. M Q se vencontreront donc en un certain point R, qui sera
le centre de courbure de l'arc L. M, et par Consoqn ent le centre de la
courbure de la surface dans le sens du plan qui passe par les droites
FLY, fMi

On voit donc que si, Consmu ant sur une surface courbe quelconque
un point quelconque L, on congoit une normale & la surface en ce point,

on peut toujours passer, suivant deux directions différentes, 4 un autre

point M ou N, pourlequel la nouvelle normale soit dans un méme plan

avec la premiére et que ces deux directions étant dans des pl:ms noT~
manx rectan Uulalres entre eux , elles sont elles-mémes A an gles droits

cpur la suriace courbe.

122. Actucllement ces deux directions sont en général lcs seules pour
lesquelles cet effet puisse avoir lieu; ¢’est-A-dire, que si sur la surface
courbe on passe dans toute autre direction i un point O, mhm.ment vOisin
du point L, et que si par ce point on méne ala snrf,lce lanormsle 0Q),
cette 1 ormale ne sera pas dans un méme plan avecla normale LP, et ne

‘pourra par conséquent la rencontrer.

En elfet , concevons que la seconde surface cylindrique ait été inclinée
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de telle manidre, aue sa ligne de contactavec la surface passe par le
1

point O, Tare OM de cette ligne de contact se confondra avec V'arc-de
la seciion CCOMD' perpendlculalre a la surface cylmdrlque les deux
normales en O et en M &'la surface seront aussi normales & la surface
cylindrique ; elles seront dans le plan’ de la section perpendiculaire s
elles se ren contreront quelque part en un point Q : mais la normale O Q
ne rencontrera pas la norm wele L.P; car pour que ces deux normales se
rencontrassent , il faudroit gué le point Q de la normale coincidit avec
le point R, d_al‘ib lequel cette normale rencontre LP 3 ce qui en général
n’arrive pas, parce que cela suppose une égalite entle les courbures des
deux arcs LM et LI, et ce qui ne peut avoir lieu que pour certains
points de que}qm,s surfaces courbas. Par exemple, la courbure de la sur-
face de la sphére étant la méme dans ‘tous les sens, suivant quelque
direction que l'on pqsse d'un de ses points & un autre infiniment proche,
les mormales mendes par ces deux peoints sont toujours dans un méme
plan; et cette surface est la seule 1)0111 laquelle cette propriété convienne
2 tous les points. Dans les surfaces de révolution pourlesquelles la courbe

génératrice coupe Paxe per 1}[.,11(1;(_,111-&11 ement, la courbure au sommet est
. €

encore la méme dans tous les sens, et deux normales consécutives sont
toujours dans un méme plan ; mais cette propriété n’a liew que pour
le commet. Enfin il existe des surfaces courbes, dans lesquelles cette pro-
pmctb a lien pour une suite de 1)011115 qlu {Orment une Cert'une courbe
sur la surface : wais cela n’arrive que pour les points de cette courbe;
et pour tous les anitres pomts de la surface, la nouvelle nor male ne peut
rencontrer la prumere, 3 moins que le point de la surface par lequel

elle passe, ne soit pris sulvant 'une des deux directions (ue 1nous ayons
définies. | |

123. I suit de 12 qu’en général une surface quelconque n'a, dans
chacun de ses points, que denx courbures; que chacune de ces cour-
bures a son centre pqrtlcnher , SOIl rayon partlcuher et que les deux.
arcs sur lesquels se prennent ces deux courbures sont & angles droits

sur la surface. Les cas particuliers pour 1esque]s , comme dans la sphér e,

et dans les sommets de surfaces de révolution, deux normales’ consécu-.
tives qu(,lconques se rencontrent, ne sont pas une exception A cette |

proposition. Il résulte seulement que pour ces cas, les deux conrlmres
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sont égales entre elles , et que les du‘ecu ons suivant leS'plell s on doit
les estimer sont 111d1{fc,rentes.

-

124. Quoique les deux courbures d’une surface courbe soient assujetties
I'une & Vautre par la loi de la génération dzla surface, elles éprouvent
d’an "polnt de la surface a 'autre des variations qui peuvent &tre dans
le méme sens ou dans des sens contraires. Nous ne pouvons pas entrer,
a cet érr:fu*cl, dans de trés-grands détails, qui deviendroient beaucoup
moins pénibles par le secours de 'analyse; mnous nous countenterons
d’observer que pour certaines surfaces , telles que les sphércides,
dans chaque point. les deux courbures sont dans le méme sens , c'est-
3 - dire quelles tournent leurs comvexités din méme cdté ; que pour
quelques autres surfaces, dans certains points, les deux courbures sont
dans des sens opposés , c’est-d-dire que l'une présente sa concavité ; et
Pautte sa convexité du méme coté (la surface de la gorge d'une 9poulie
est dans ce cas); que pour quelques autres surfaces dans tousles points,
les deux courbures sent dans des sens opposés ( la surface engendrée
par le mouvement d'une ligne droite, assujettie & couper toujours trois
autres droites données arbltmu(,ment dansi’espace, est dans ce cas) ; enfin
que dans une suriace paruc}lhgre ces deax courbures opposées sout,
pour chaque poixnt, égales entre elles. Cette surface est celle dont aire est
V1L ALLTLLIILILIIL. -

125. Passons maintenant a quelques-conséquences gui suivent des deux:
courbures d’une surface courbe, et qu’il est important de faire connoftre
aux artistes. |

Soit (fig. 49) une portion de surface courbe quelconque, sur-laquelle
nous considérions un point L pris arbitrairement, et soit concue la
normale & la surface en L. Nous venons de voir que l’on peut passer,
sulvant deux directions di _f'fére_ﬂtes > dupoint L & un autre M ou L', pour
_1(3(331(31 la nouvelle normale rencontre la premiére, et que ces deux direc-
tions sont & angles droits sar la surface. Soient donc LM et LT ces deux
directions Icctancruhnes en L. Du point M, on pourra de méme passer
dans deux _dll‘GCt‘lOllS différentes & un autre point N ou M', pour lequel
la normale rencontre la nmormale en M, et soient MN et MM ces
deux direciions, réctan gulaires. en M. ¥n opérant de méme pour le

po'mt
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point N, on trouvera les” deux directions NO et NN’ rectangulaires
en N; pour le point O, Pon aura les deux directions OP, 00, et
ainsi de suite. La série des points L, M, N,O0,P...... etc., pour
lesquels deux normales consécutives sont toujours dans un Iﬂan , - Tor-
mera sur la surface courbe une ligne courbe , qui indiquera perpeé-

- tuellement le sens d'une des deux courbures de la surface, et cette

courbe sera une ligne de premiere courbure, qui passera par le
point L. Si Pon opere pour le point L', comme on Va fait pour le
point L, on pourra d’abord - passer, sulvant _deilx directions -rectan-
gulaires, & un nouveau point M’ ou L”, pour lequel la nouvelle nor-
male rencontre la normale en L', et on trouvera de méme une nou-
velle série de points L', M/, N, O, P'....., etc., qui formeront sur
la surface courbe une autre ligne de premiére courbure, qui passera par
le point L'. Tn opérant de méme pour la suite des points L”, L”; L™...,
trouvés comme L', L”, on aura de mnouvelles lignes de premiére
courbure L” M” N” O” P”, L™ M" N O™ P"..... etc. y qui passeront par
les points respectifs L”, L”, L*..... etc., et qui diviseront la surface
courbe en zdnes. Mais la suite des points L, L/, L, L”, pour lesquels
deux pormales censécutives sont encore dans un plan, formera sur la
surface coyrbe une autre courbe qui indiquera perpétuellement le sens
de Vautre courbure de la surface, et cette courbe sera la ligne de seconde

‘courbure ; M, M', M", M",... etc., formera une autre ligne de seconde

courbure, qui passera par le point M ; la série des points N, N/, N”, N, ...
formera une nouvelle ligne de secomde courbure qui passera par le
point N, et ainsi-de suite, et toutes les lignes de seconde courbure divi-
seront la surface courbe en d’autres zdnes. Enfin toutes les lignes de
premiére courbure couperont & angles droits toutes les lignes de seconde
courbure, et ces deux systdmes de lignes courbes diviseront la surface
en €léemens rectangulaires ; et cet effet aura lieu, non-seulement si ces
lignes sont inhiniment proches, comme nous I’avons supposé, mais méme
quand celles d’'un méme systdme seroient & des distances finies les unes

des autres. Avant que d’aller plus loin, nous allons en apporter un
exemple, avec lequel on est déja familiarisé.

h ) - . F -, " ) -
126. Si V'on coupe une surface quelconque de révolution par une
suite de plans mends parl’axe, on aura unec suite de sections qui seront
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les lignes 'une dces courbures de la surface ; car pour qu'une courbe soit;

ligne de courbure d'une surface , il faut quen chacun de ses points,
I'élément de surface cylindrique qui toucheroit 1a surface dans 1’élément
de la courbe, ait sa droite génératrice perpendiculaire a la courbe ; or
cette condition a évidemment lieu ici, non-seulement en chaque point
de la courhe pour un élément de surface cylindrique particuliére , ce
qui seroit suflisant, mais méme par rapport a toute la courbe pour une
méme surface cylindrique. De plus, si Yon coupe la méme surface de
révolution par une suite de plans perpendiculaires a 'axe, on aura une
seconde suite de sections, qui seront toutes circulaires, ¢t qui seront-les
lignes de 'autre courbure ; car s_i par un poin‘f quelconque d'une de ces
sections, on congoit la tangente an méridien de la surface, et si Pon
suppose que cette tangente se meuve parallelement & elle-mi@me pour
engendrer I'élément d’une surface cylindrique tangent 4 la surface,
Vélément de la surface cylindrique touchera la surface de révolution
dans P'arc de cercle, et cet arc sera perpendiculaire 4 la droite généra-
trice. ‘Ainsi, pour une -surface quelconque de révolution , les lignes de
courbure sont, pour une espéce de courbure, les méridiens de la sur-
face , et pour l'autre courbure, les paralléles; et il est évident que ces

denx suites de counrbes se coupent toutes & angles droits sur la surface.

127. (lig. 49). 81 par tous les points d’'une des lignes de cour-
bure LM N OP d’une surface courbe on congoit des normales & la sur- .
face, nous avons vu que la seconde normale rencontrera la premiére
en un certain point, quela troisiéme rencontrera la seconde en un autre
point, et ainsi de suite ; le systéme de ces normales, dont deux consé-
cutives sont toujours dans un méme plan , forme doncune surface déve-
loppable, qui est par-tout perpendiculaire & la surface courbe, etquila
coupe sulvant la ligne de courbure. Cette ligne de courbure étant elle-
méme par-tout perpendiculaire aux normales qui composent la surface
développable , est aussi une ligne de courbure de’cette derniére surface.
L’aréte de rebroussement de la surface développable, aréte qui est for-
mée par la suite des points de rencontre des normales consécutives, et
a laquelle toutesles normales sont tangentes , est une des développées de
la courbe LM N O P elle est le lieu des centres de courbure de tous les

points de cette courbe, et elle est aussi celui des centres d'une des cour-
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bures de la surface pour les points qui sont sur la ligne LM N O P, &
Yon fait la m@me observation pour toutes les autres lignes de courbure
de la méme suite , telles que L' M' N" O P, L7 M N O” P”.... etc. toutes
les normeales de la surface courbe pourront étre regardées comme com-
posant une suité de surfaces developpables, toutes perpendiculaires & la
suriace , et le systémse des arétes de rebroussement de tottes ces surfaces
développables formera une surface courbe qul sera le lieu de tous les
centres d’une des courbures de la surface courbe.

Ce que nous venons de remarquer pour une des deux courbures de
Ya surface , a également lieu pour Vautre. En effet, si par' tous les
points L, L', L”, L'.... etc. d'une des lignes de Vautre courbure, on
congoit des normales & la surface, ccs droites seront consécutivement
deux & deux dans un méme plan; leur systéme formera une swiface
développable, qui sera par-tout perpendiculaire A la surface, et quila
vencontrera dans la ligne de courbure L L' L"L".... qui sera elle-mé&me
une ligne de courbure de la surface développable. L’ar8te de rebrous-
sement de cétte derniére surface sera le liecu des centres de courbure de
laligne LL'L" L"...., et en m&éme temps celui des centies de seconde
courbure de la surface courbe pour tous les points de la ligne LL L” L.
Il en sera de méme pour toutes les normales mendes par les points des
autres lignes de courbure MM M”M™...., N N'N”"N".... Bn sorte que
toutes les normales de la surface courbe pourront étre 1'egardéeé de nou-
veau comme composant une seconde suite de surfaces développables ,
toutes perpendiculaires & la surface, et leé systd@me des arétes de relirous-
sement de toutes ces nouvelles surfaces dé veloppables , formera umnec

seconde surface courbe, qui seralelieu des centres de la seconde cour-
bure de la surface. '

128. Dans quelques cas particuliers , les surfaces des centres des deux
courbures d’'une méme surface courbe sont distinctes, c’est-a - dire,
qu’elles peuvent Etre engendrées séparément , ou quelles ont leuls équa-
tions séparées. On en’ a un exemple dans les surfaces de révolution ,
pour lesquelles une de ces surfaces se réduit & l'axe méme de rota-
tion, ¢t pour lesquelles Pautre est une autre surface de révolution
engendrée par la rotation de la d4 Sveloppeée Plane du méridien antour du
méme axe. Mais le plus souvent, et dans le cas géneral , ces deux
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surfaces ne sont point distinctes, elles ne peuvent étre engendrdes sépa-
rément ; elles ont la méme équation, et elles sont deux nappes diffé-
rentes d’une méme surface courbe.

129. On voit donc que toutes les normales d'une surface courbe peu-
vent &tre comsidérées comme les intersections de deux suites de sur-
faces développables, telles que chacune des surfaces développables ren-
contre la surface courbe perpendiculairement, et la coupe suivant une
courbe qui est en méme temps ligne de courbure de la surface courbe
et licne de courbure de la surface développable, et que chacune des
surfaces développables de la premiére suite, coupe toutes celles de la
seconde suite en ligne droite et & angles droits.

130. Voyons actuellement quelques exemples de Putilité dont ces gé-
néralités peuvent étre dans certains arts. Le premier exemple sera pris
dans l'architecture. |

Les voutes construites en pierres de taille sont composées de piéces
distinctes auxquelles on donne le nom générique de voussoirs. Chaque

voussoir a plusieurs faces qui exigent la plus grande attention dans
Pexecution 5 1°. la face qui doit faire parement , et qui devant étre une
partie de la surface visible de la voute, doit étre exécutée avec la plus
grande précision, cette face se nomme Douelle ; 20. les faces par les-
quelles les voussoirs consécutifs s'appliquent les uns contre les autres,
on les nom:ne généralement joinzs. Les joints exigent aussi la plus grande
exactitnde dans leur exécution ; car la pression se transmettant d’'un.
voussoir & 'autre perpendiculairement & la surface du joint, il est né-
cessaire que les ‘deux pierres se touchent par le plus grand mombre
possible de points, afin que pour chaque point de contact, la pression soit
la moindre , et que pour tous elle approche le plus de I'égalité. Il faut
donc que dans chaque voussoir les joints approchent le plus de la vé-
ritable surface dont ils doivent faire partie; et pour que cet objet soit
plus facile & remplir, il faut que la surface des joints soit de la nature
la plus simple et de 'exécution la plus susceptible de précision. Clest
pour cela que Von fait ordinairement les joints plans ; mais les surfaces
de toutes les vofites ne comportent pas cette disposition, et dans quel-
ques-unes on blesseroit trop les convenances dont nous parlerons dans
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un moment ,.si on ne donnoit pas aux joints une surface courbe. Dans

ce cas , il faut choisir Pau‘m toutes les surfaces courbes qm pourroient

Qailleurs satisfaire aux autres conditions , celles dont la génération est

la plus simple, et dont Pexécution est plus susceptible & exactitude.
Or , de toutes les surfaces courbes, celles quil est plus facile d’exécuter

sont celles qui sont engendrées par le mouvement d'une ligne droite,
et sur-tout les surfaces développables ;

ainsi , lorsqu’il est nécessaire

que les joints des voussoirs soient des surfaces courbes, onles compose,
autant qu’il est possible , de surfaces développables.

"Une des principales conditions auxquelles la forme des joints des
voussoirs doit satisfaire , c’est d’€tre par-tout perpendiculaires 4 la sur-
face de la vofite (que ces voussoirs composent. Car, si les deux angles
quun méme joint fait avec la surface de la volte étoient sensiblement
inégaux , celui de ces angles qui excéderoit I'angle droit seroit capable
d’une plus grande résistance que Vautre ; et dans laction que deux
voussoirs consécutifs exercent 'un sur 'autre, langle plus petit que
Pangle droit, seroit exposé a éclater, ce qui, au moins , déformeroit
la volite , et pourroit méme altérer sa solidité , et diminuer la durde de
I’édifice. Lors donec que la surface d’un joint doit &tre courbe, il con-
vient de engendrer par une dreite qui soit par-tout perpendiculaire
la surface de la voiite ; et si I'on veut de plus que la surface du joint

‘soit développable , il faut que toutes les normales a la surface de la

voiite , et qui composent, pour ainsi dire, le joint, soient consécutive-

ment deux a deux dans un méme plan. Or nous venouns de voir que

cette condition ne peut étre remplie, 4 moins que toutes les normales
ne passent par une méme ligne de comrbure de la surface de la votite;
donc, si les surfaces des joints-des vonssoirs d'une volite doivent étre
développables , il faut nécessairement (ue ces surfaces rencontrent celle
de la volite dans ses lignes de courbure.

‘D’ailleurs, avec qnelque précision que les voussoirs d’'une vofite soienk
exécutes , leur division est touwjours apparvente sur la surface; elley
trace des lignes trés-sensibles, et ces lignes doivent &tre sonmises & des
lois générales, et satisfuire 2 des convenances pfu*ticuliéres, selon la
nature de la sarface de la vofite. Parmi les lois générales , les unes sont
relatives & la stabilitd |, les antres 4 la dwrée de Védifice 3 de ce nombre
est la régle qui prescrit que les joints ¢’un méme voussoir soient rectan-
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gulaires entre eux , par la méme raison qu’ils doivent étre ecux-mémes
perpendiculaires a la- surface de la vofite.  Aussi les lignes de division
des voussoirs doivent étre telles que celles qui divisent la votite en assises,
soient toutes perpendiculaires & celles qui divisent ure méme assise en
%roussoirs. Quant aux convenances particulicres , il y en a de plusieurs
sortes , et notre objet n’est pasici d’en faire Pénumération ; mais il y
en a une principale , c’est que les lignes de division-des voussoirs qui,
comme nous venons de le voir, sont de deux espéces , et qui doivent

“ge rencontrer toutes perpendiculairement , deoivent aussi porter le carac-

tére de la surface a laquelle elles appartiennent. Or, il n’existe pas de
ligne sur la surface courbe qui puisse remplir en méme ‘temps toutes
ces conditions que les deux suites de lignes de courbures, et elles les
remplissent complétement. Ainsila division d'une voiite en voussoirs doit
done toujours éire faite par des lignes de courbure de la surface de la
yoiite , et les joints doivent &ire des portions de surfaces développables
formées par la snite des normales & la surface qui, considérées consé-

cutivement , sont deux & deux dans un méme plan ; ensorte que pour

chague voussoir, les surfaces des quatre joints , et celle de la volite ,
soient toutes rectangulaires.

Avant la découverte des comsidérations géoméiriques sur lesquelles
tout ce que mnomns venons de dire est fondé, les artistes avoient un
sentiment confus des lois auxquelles elles conduisent, et, dans tous
les cas, ils avoient coutume de s’y conformer. Ainsi, par exemple,
lorsque la surface de la vofite étoit de révolution, soit qu’elle fiit en
sphérdide , soit qu’elle fiit en bercean tournant , ils divisoient ses yous-

de courbure de la surface de la voiite.

i:es joints qui correspondoient aux méridiens étoient des plans mends
par 'axe de révolution ; ceux qui correspondoient aux paralléles, étoient
des surfaces coniques de révolution autour ‘du méme axe ; et ces denx
especes de joints étoient rectangulaires entre eux, et perperidiculaires 4
la.surface de la volite. Mais, lorsque les surfaces des vofites n’avoient
pas une génération aussi simple, et quand leurs lignes de courbuve ne
s¢ - présentoient pas d’une maniére aussi marquée, comme dans les
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volites en sphéroides alongés, et dans un grand nombre d’antres ; les

artisies ne pouvolent plus satisfaire a toutes les convenances, et ils
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- soirs par des méridiens et par des paralléles, c’est-d-~dire, parles lignes
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.sacn{zment, dans chaque cas particulier, celles qul leur présentoient
-1es difficultés les plus gr -andes. |

1l seroit donc convenable que, dans clxacune des ecoles de géoméirie
descriptive établie dans les districts, le professeur s’ occupit de la dé-
termination et de la construction des lignes de courbure des surfaccs
employées ordinairement dans les arts, ahn que dans le hesoin, les
artistes qui ne peuvent pas consacrer beaucoup de temps a de semblables |
recherches , pussent les consulter avec fruit , et profiter de lewrs

résuliats.

131. Le second exemple que nous rapporterons sera pris dans l'art
de la gravure. ‘

Dans la gravure les teintes des différentes parties d° la surface des
objets représentds,. sont exprimées par des hachures gue l'on fait d’au-
tant phus fortes ou d’autant plus rapprochées , que la teinte doit étre
plus obscure.

Lorsqxie la distance alaquelle la gravure doit étre vue est assez grande o
pour que les traits individuels de la hachure ne soient pas appergus, le \
genre de la hachure est, & peu prés indifférent; et quel que soit le contour
de ces traits, l'artiste peut toujours les forcer et les multiplier , de ma-
nic¢re & obtenir la teinte qu’il desire et a produire leffet demandd. ";
Mais , et c’est le cas le plus ordinaire , quand la gravure est destinéde
d étre vue d’assez prés pour que les contours des trzits de la hachure
solent appergus , la forme de ces contours n'est plus indifférente. Pour
chaque objet, ct pour chaque partie de la surface d’un objet, il y
a des contours de hachures plus propres que tous les antres, & donner
une idée de la courbure de la surface; ces contours particuliers sont
tonjours an nombre de deux, et quelquefois les graveurs les em-
ploient tous deux & la fois, lorsque, pour forcer plus facilement leurs
teintes , ils croisent les hachures. Ces contours, dont les artistes n’ont
encore qu’un sentiment confus, sont les projections des lignes de cour- ‘
bure de la surface qu’ils veulent exprimer. Gomme les surfaces de la
plupart des objets ne sont pas susceptibles de définition rigoureuse-,

. leurs lignes de courbure me sont pas de nature & étre détermindes, ni
par le calcul, ni par des- constructions graphiques. Mais, si dans leunw
jeune dge, les artistes avoient été exercés & rechercher les lignes de
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courbure d'un grand nombre de surfaces différentes, et susceptibles de
définitions exactes, ils seroient plus sensibles a la forme de ces lignes
et & leur position , méme pour les objets moins déterminds; ils les sai-
siroient avec plus de précision , et leurs ,ouvrages auroient plus d’ex-
pressioi.

Nous n’insisterons pas sur cet objet qui me présente peunt-étre. que le
moindre des avantages que les arts et Vindustrie retireroient de 'établis-
sement .d'une dcole de géométrie descriptive daps chacun des districts
de la République, |
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LY

ADDITIOTNS.

I.

ON a suppose (1. 4 ) que trois surfaces cylindriques & bases circu-
laires avoient en géndéral huit points communs. La note suivante n’a pas
pour objet de démontrer cette proposition , mais seulement de faire coms-
prendre comment elle peut avoir liew. |
Considérons d’abord deux surfaces cylindriques , et supposens que
Pune -ayant un diamétre sensiblement plus petit que l'autre, eclles se
pénétrent de maniére (ue les axes se rencontrent , et fassent entre eux
un angle beaucoup plus petit que 'angle droit. Il est évident que la
surface dont le diaméire est le plus petit traversera autre de part en
part, en faisant sur la face antérieure de celle-ci et sur sa face posté-
rieure deux sections distinctes, semblables et trégs-alongées. Actuellement
supposons que la troisiéme surface cylindrique ait un diamétre & peu
prés moyen entre ceux des denx autres, quelle péndtre celle dont le
diamétre est le plus grand , de maniére encore que les deux axes se ren-
contrent , mais sous un angle peu éloigné de l'angle droit, et qu’elle
traverse les sections faites sur cette surface & peu prés vers leurs milieux :
il cst clair que les sections qu’elle produira sur les deux faces du grand
cylindre , étant plus larges et moins longues que celles qui sont formees
par le petit cylindre , chacune des nouvelles sections coupera ’ancienne
en quatre points. Ainsi il y aura quatre points communs aux trois sur-
faces cylindriques , sur la face antérieure de celle qui a le plus grand
diamétre, etil y en aura quatre sur la face postérieure ; donc il y en
aura huit. Dans certains cas particuliers, ce nombre peut étre plus petit;

il pent étre réduit & six, & quatre, a deux, et méme & zéro, suivant les

positions ct les diameétres des surfaces.

R
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Cette solution suppose qu'on sache mener des tangentes aux courbes
qui dirigent le mouvement de la droite génératrice: on verra ( para-
graphe III) comment on méne les tangentes aux courbes lorsqu’elles ré-
sultent de l'intersection de deux surfaces connues , ou qu’elles sont don-
nées parla lol du mouvement d’'un point générateur.

Ayant miené un plan tan gent i une surfuce gauche par un point donné
sur cette surface, on pourroit proposer de résoudre le probléme inverse:
« Etant donné le plan tangent, trouver le point de contact. » La solution
seroit une conséquence facile de ce qui précede.

L effet le plan tangenta une surface gauche passe nécessairement par
V'une des positions de la droite genératrice. Soit EE"élément par lequel
le plan tangent donné doit passer. On prolongera ce plan jusqu’a ce qu’il
rencontre les droites FF7, G'G'”, et qu’il les coupe chacune en un point; la
droite, menée par les deux points d’intersection , aura avec I’élément E E”

. uu point cominun , qui est le point de contact demandé.

Lorsqu'un plan touche une surface développable, le contact a lienw sur
toute la longueur de la droite commune au plan et a la surface ; mais
point de la droite Cllll:léill‘ -_Jesto;b,dg\nmun_e ; en tout autre point de cette
droite il est sécant. | - .

lorsqu’il touche une surficeé gauche, le contact n’a lien qu’en un seul
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