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gz "TAN ALY SE quon explique
- dans cet Ouvrage, fuppofe la
_./ Bl commune ; mais elle en eft fort
) idiﬁ'c’rcptc. L’ Analyfe ordinaire.
V< s kel nc traitte que des grandeurs
finies: celle-ci penetre jufques dans l'infini
méme. Elle-compare les différences infini-
ment petites des grandeurs finies ; elle dé-
couvre les rapports de ces différences: &
par-1a elle fait connojtre ceux des grandeurs
finies, qui comparces avec ces infiniment
petits font comme autant d’infinis. On peut
méme dire que cette Analyle s’érend au
dela del'infini: car elle ne fe borne pas aux
différences infiniment petites ; mais clle dé-

couvre les rapports des différences de ces
: a
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différences, ceux encore des différences
troifiémes , quatriémes, & ainfi de- fuite,
fans trouver jamais de terme qui la puiffe
arréter, De forte qu’elle n’embrafle pas feu-
lement l'infini ; mais U'infini de I'infini, ou
une infinité d’infinis. |

Une Analyfe de cette nature pouvoit feu-
le nous conduire julqu’aux véritables prin-
cigcs des lignes courbes. Car les courbes
n’étant que des polygones d’une infinité de
cbtés, & ne différant entr’elles que par la
ditférence des angles que ces cbtés ‘infini-
ment petits font entreux ; il n’appartient
qua 'Analyfe des infiniment petits de dé-
rerminer la pofition de ces cotés pour avoir
la courbure qu’ils forment, c’eft-a-dire les
tangentes de ces courbes, leurs perpendicu-
laires, leurs points d’infléxion ou de rebrouf-
fement, les rayons qui s’y réfléchiffent, ceux
qui s’y rompent , &c.

Les polygones infcrits ou circonfcrits
aux courbgs, qui par la multiplication in-
finie de leurs coOtés, e confondent enfin
avec elles, ont été pris de tour temps pour
les courbes mémes. Mais on en étoit de-
meuré la : ce n’eft que depuis la découver-
te deI’Analyfe dont il s’agit ici, que I'on a
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bien fenti 'étendué & la fécondité de cette
idée. -

Ce que nous avons des Anciens fur ces
matiéres , principalement d' Archimede , eft
aflurément digne d’admiration. Mais ou-
tre qu'ils n’ont touché qu’a fort pen de cour- *Archimedis de
bes, qu'ils n’y ont méme touché que 1égé- jur's el

s tractatum

rement ; ce ne font prefque par tout que cumbis rerque
propofitions particulieres & fans ordre, qui ;f,'{‘,,':’,,’,,-'.,‘,’,-';’,f;
ne font apercevoir aucune méthode régu- intendifem, ue
liere & fuivie. Ce n’eft pas cependant qu’on dmo;f{m:'fm
leur en puiffe faite un reproche légitime ; 7%m de fpira-
ils ont eu befoin d’unc extréme force de gé- bus ariijium
nie * pour percer & travers tant d'obfcurités , {27
_ & pour entrer les premiers dans des pais en- men,ingensi fa-

tiérement inconnus. S'ils n’ont pas été loin, ‘e b carum

e / A contemplatione
s'ils ont marché par de longs circuits; du i certas re-
ceffi , quin fcru-

moins , quoy quen dife T Vierte, ils ne fe ju %,
font point égarés: & plusles chemins qu'ils femper heverer,

vim illius de-

ont tenus éroient difficiles & épineux, plus mongrarionis
ils font admirables de ne s’y Etre pas per- ™ nonpercepif:

. A Jetotam, gic.
dus. En un mot, il ne paroit pas que les An- Bullialdas Pref.
ciens en ayent pi faire davantage pour leur ¢ lincis fpirs-
temps : ils ont fait ce que nos bons efprits 4 5, ... 4,

auroient fait enleur places & s'ils €roient a chimedes »If4114-
. . . . ter conc
la nétre, il eft a croire qu'ils auroient les /g4, gf;

mémes Vues que nous. Tout ccla eft une Suppl-Geomer.
a i)
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fuite de I'égalité naturclle des efprits & de
la fucceflion néceflaire des découvertes.
Ainfi il n'eft pas furprcnant que les An-
ciens n’ayent pas été plus loin 5 mais on ne
{gauroit aflés s’étonner que de grands hom-
mes , & fans doute d'aufli grands hommes
que les Anciens, en foient fi long-temps de-
meurés la; & que par une admiration pref-
que f{uperftitieufe pour leurs ouvrages, ils
{e foient contentés de les lire & de les com=
menter, fans fe permettre d'autre ufage de
leurs lumiéres, que ce qu’il en falloit pour
les fuivre ; fans ofer commettre le crime
de penfer quelques fois par eux-mémes, &
de porter leur vué au dela de ce que les An-
* ciens avoient découvert. De cette maniére
bien des gens travailloient, ils écrivoient,
les livres E’: multiplioient, & cependant rien
n’avangoit : tous les travaux de plufieurs fi¢-
“cles n’ont aboutiqu’a remplirle monde de ref
petucux commentaires & de traductions ré-
petées d’originaux fouvent aflés méprifables.
Tel fut I'éeat des Mathématiques, & fur
~tout de la Philofophie, jufqu’a M. Defcar
tes. Ce grand homme pouflé par fon génie
& par la fupériorité qu’il fe fentoit, quitta
les Anciens pour ne fuivre que cette méme
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raifon que les Anciens avoient {uivie; & cet-
te heureufe hardiefle, qui fut traitée de ré-
volte, nous valut une infinité de vués nou-
velles & utiles fur la Phyfique & fur la Géo-
metrie. Alors on ouvrit les yeux, & l'on s'a-
vifa de penfer.

Pour ne parler que des Mathémartiques,
dont il eft feulement ici queftion, M. De/f-
cartes commenga ou les Anciens avoient fi-
ni, & il débuta par la folution d'un Problé-
me ou Pappus dit* qu’ils étoient tous de-
meurés. On fcait julqu’ou il a poreé I'Ana-
lyfe & la Géometrie, & combien lalliage
qu'il en a fait, rend facile la folution d’une
infinité de Problémes qui paroiffoient im-
pénétrables avant luy. Mais comme il s’ap-
pliquoit principalement a la réfolution des
égalités , il ne fic d'attention aux courbes
qu'autant qu’elles luy pouvoient {ervir a en
trouver les racines : de forte que'l’Analyfe
ordinaire luy f{uffifant pour ccla, il ne s’a-
vifa point d’en chercher d’autre. Il n’a pout-
tant llaas laiflé de s’en fervir heureufement
dans la recherche des Tangentes ; & la Mé-
thode qu'il découvrit pour cela, luy paruc

¥Collett. Ma-
them. Lib. 7.
initio.

fi belle, qu’il ne fift point de difficulté de «Gome, o,
dirc *, que ce Probléme ctoit le plus utile =

a iij

-~
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&7 le plus géneral , non feulement qw'il ffur,
mais méme quil eut jamais defiré de ffa-
voir en Geometrie. «

Comme la Géometrie de M. Defcartes a-
voit mis la conftru&tion des Problémes par
la rélolucion des égalités fort ala mode, &
quclle avoit donné de grandes ouvertures
pour cela;la plufpart des Géometres s’y ap-
pliquerent, ils y firent aufli de nouvelles dé-
couvertes, qui s'augmentent & fe perfe-
tionnent encore tous les jours.

Pour M. Pafchal, il tourna fes vues de
tout un autre cdté : il éxamina les courbes

- en elles-mémes, & fous la forme de poly-

¥ Lett. 71. T om.
3.

gone; il rechercha les longucurs de quel-
Pucs-uncs, I'efpace qu’elles renferment, le
olide que ces efpaces décrivent, les centres
de gravité des unes & des autres, &c. Et
par%a confidération feule de leurs élémens,
c’eft-a-dire des infiniment petits, il décou-
vrit des Méthodes générales & d’autant plus
furprenantes, qu'il ne paroit y étre arrivé qu’a
force de téte & fans analyfe. -

Peu de temps aprés la publication de la
M¢thode de M. Defeartes pour les tangen-
tes, M. de Fermat en trouva aufli une, que
‘M. Defcartes a enfin avoiié * luy-meme étre
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lus fimple en bien des rencontres que la
fienne. Il eft pourtant vray quelle n’éroit
pas encore aufli fimple que M. Barrow I'a
rendué depuis en confidérant de plus prés
la nature des polygones, qui préfente natu-
rellement a 'efprit un pegje triangle fait d’u.
ne particule de courbe, comprife entre deux
appliquées infiniment proches, de la diffé-
rence de ces deux appliquées, & de celle
des coupées correfpondantes; & ce triangle
eft femblable a ccﬁ:y qui fe doit former de
la tangente, de Vappliquée, & de la foutan-
gente : de forte que par une fimple Analo-
gie cette derniere méchode épargne tout le
calcul que demande celle de M. Defearres,
& que cette méthode, elle-méme, deman-
doit auparavant,

M.*Barrow n’en demeura pas 3, il inven- * Lez. geomer.
ta aufli une efpéce de calcul propre a cette * o-
méthode ; mais il luy falloit, aufli-bicn que
dans celle de M. Defeartes, bter les frattions,

& faire évanoiiir tous les fignes radicaux
pour s’en fervir.

Au défaur de ce calcul eft furvenu celuy
du célébre $ M. Leibnis; & ce Sgavant Géo- § Atk Erud.
metre & commencé o M. Barrow & les au- 5" /%*
tres avoient fini. Son calcul I'a mené dans
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Yon s’en doit fervir pour trouver les Tangen-

P REFACE.
des pais juflqu’ici inconnus; & il y a fait des
découvertes qui font I'étonnement des plus
habiles Mathématiciens de 'Europe. M*® Ber
noulli ont éxé les premiers qui fe font aper-
gus de la beauté de ce calcul: ils 'ont porté

a un point qui leg a mis en état de furmon-

ter des difficuleés qu'on n’auroit jamais ofé
tenter auparavant. |

L’étendué de ce calcul eft immenfe : il
convient aux Courbes mécaniques, comme
aux géometriques; les fignes radicaux luy

font indifferens, & méme fouvent commo-

des; il s’étend a tant d'indéterminées quon
voudra; la comparaifon des infiniment  pe-
tits de tous les genres luy eft également fa-
cile. Etde la naiffent une infinité de décou-
vertes {urprenantes par rapport aux Tangen-
tes tant courbes que droites, aux queftions

- De maximis ¢ minimis, aux points d'inflé-

xion & de rebrouflement des courbes, aux
Dévelopées, aux Cauftiques par réfléxion
ou par réfraGtion, &c. comme on le verra
dans cet ouvrage.

Je le divife en dix Sé&ions. La premiere
contient les principes du Calcul des différen-
ces. La feconde fait voir de quelle maniére

tcs
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tes de toutes fortes de courbes, quelque nom-
bre d'indéterminées qu'il y -ait dans I'équa-
tion qui les exprime, quoique M. Crasge * * De figurarum
’ A > Ly . 5 curvilinearum
n'aic pas crit qu'il plic s’étendre julquaux guudrmmr,
courbes mécaniques ou tranfcendantes. La pers=
troifiéme, comment il fert a réfoudre toutes
les quettions De maximis &7 minimis. La
quatriéme, comment il donne les points d’in-
fiéxion & de rebrouflement des courbes. La
cinquiéme en découvre l'ufage pour trou-
ver les Dévelopées de M. Hugens, dans tou-
tes fortes de courbes. La fixiéme & la feptié-
me font voir comment il donne les Caufti-
ues, tant par réfléxion que par réfraltion,
3ont lilluftce M. T fehirnbasns eft linven-
. teur, & pour toutes fortes de courbes encore,
La huitiéme en fait voir encore I'ufage pour
trouver les points des lignes courbes qui
touchent une infinité de Figncs données de
pofition, droites ou courbes. La neuviéme
contient la folution de quelques Problémes
qui dépendent des découvertes précédentes.
Etla dixiéme confifte dans une nouvelle ma-
niére de fe fervir du Calcul des différences
pour les courbes géometriques : d’ott Fon dé-
duit laMéthode c%e M= Defcartes & Hudde,la-

quelle ne convient qu’a ces fortes de courbes.
€
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¢« Il eft a remarquer que dans les Sé&ions
2,3, 4,5, 6,7, 8,1l n’y a que tres-peu de Pro-
pofitions ; mais clles font toutes générales,
& comme autant de Méthodes gont il eft
aif¢ de faire I'application a tant de propofi-
tions particulieres qu'on voudra : je la fais
feulement fur quelques éxemples choifis,
pCffuadé quen fait de Mathématique il n’y
a a profiter que dans les méthodes, & que
les livres qui ne confiftent qu’en dérail ou
en propofitions particulieres, ne font bons

w’a faire perdre du temps a ceux qui les
?ont, & a ceux qui les lilent. Aufli n'ay-je
ajotté les Problémes de la Sé&ion necuvié-
me, que fparcc qu’ils. paffent pour curicux
& qu’ils font tres-univerfels. Dans la dixié.
me Sé&ion ce ne font encore que des Mé-
thodes que le Calcul des différences donne
a la maniére de M™ Defeartes & Hudde; &
fi elles font fi limitées, on voit par toutes
les précédentes que ce n'cft pas un défaut de
ce calcul, mais de la Méthode Cartéfienne
a laquelle on I'aflujetit. Au contraire rien
ne prouve micux 'ufage immenfe de ce cal-
cuﬁ que toute cette variété de méthodes;
& pour peu d’attention qwon y fafle, I'on
verra qu'il tire tout ce quon peut tirer dg
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celle de M= Defeartes & Hudde , & que la
preuve univerlelle quil donne de I'ufage
quon y fait des progreflions arithn1éti?ucs,
ne laiffe plus rien a {ouhaiter pour l'infailli-
bilité de cetrte derniere Méchode.

Javois deflein d’y ajoliter encore une Sé-
&ion pour faire fencir aufli le merveilleux
ufage de ce calcul dans la Phyfique, jufqu’a
quc% point de précifion il la peut poreer, &
combien les Mécaniques en peuvent retirer
d'utilité. Mais une maladie m’en a empef-
ché : le public n’y perdra pourtant rien, &
il I'aura quelque jour méme avec ufure.

Dans tout cela il n’y a encore que la pres
miere partie du calcul-de M. Lesbnis, laquel-
le confifte a defcendre des grandeurs entic-
res a leurs différences infiniment petites, &
a comparer entr’eux ces infiniment petits
de quelque genre qu'ils foient : ceft ce qu'on
appelle Calcul differentiel. Pour Fautre par-
tie, qu’on appelle Caleal intégral, & qui con-
fifte a remonter de ces infiniment petits aux
grandeurs ou aux touts dont ils font les
différences, c’eft-a-dire a en trouver les fom-
mes, j'avois aufli deflein de le donner. Mais
M. Leibnis m’ayant écrit qu'il y travailloit
dans un Traité qu'il intitule De Scientid in-

' l}
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fniti, je w'ay eu garde de priver le public

d’un fi bel Ouvragc qui doit renfermer tout

- ce qu’il y a de plus curieux pour laMécho-

¢ Journal des
Sgavans du 30.
Ao"ﬁ 1694

de inverfe des Tangentes, pour les Réifica-
tions des courbes, pour la Quadrature des
efpaces qu'clles renferment, pour celle des
furfaces des corps qu'elles décrivent, pour
la dimenfion de ces corps, pour la décou-
verte des centres de gravité, &c. Je ne rends
méme ceci public, que parce qu'il m’en a
prié par fes lettres, & que je le crois nécef~
faire pour préparer les efprits 2 comprendre
tout ce quon pourra découvrir dans la fui-
te {ur ces matiéres.

Au refte je reconnois devoir beaucoup
aux lumieres de M= Bernoxlls , fur tout a
celles du jeune prefentement Profefleur a
Groningue. Je me fuis fervi fans fagon de
leurs découvertes & de celles de M. Lesbniss.
Ceeft-pourquoy je confens quiils en re-
vendiquent tout ce quil leur plaira , me
contentant de ce qu’ils voudront bien me
laiffer. |

C’eft encore une juftice dii€ au {cavant
M. Newton, 8 que M. Leibnis luy a ren-
du€ * luy-méme : Qu’il avoit aufli trouvé

quelque chofe de femblable au Calcul diffé-
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rentiel, commeil paroit par 'excellent Livre
inticulé Philofophia naturalis principia Ma-
thematica,qu’il nous donna en 1687. lequel
eft prefque tout de ce calcul. Mais la Ca-
ra&ériftique de M. Lesbnés rend le fien beau-
coup plus facile & plus expéditif ; outre
qu’elle eft d'un fecours merveilleux en bien
des rencontres.

Comme l'on imprimoit la derniere feiiil-
le de ce Traité, le Livre de M. Nienwentiit
m’eft tombé entre les mains. Son titre, Ana-
lyfis infinitorum, m’a donné la curiofité de le
parcourir : mais jai trouvé qu'il étoit fore
différent de celui-ci ; car outre que cet Au-
teur ne fe fere point de la Cara&criftique de
M. Lesbnss , il rejette abfolument les diffé-
rences fecondes, troifiémes, &c. Comme j'ai
bafti la meilleure partie de cet Ouvrage fur
ce fondement, je me croirpis obligé §c ré-

pondre a fes objetions, & de faire voir com-

bien elles font peu folides, i M. Lesbnis n’y

avoit dé¢ja pleinement {atisfait dans les Actes * * Aits Ernd.
an. 1695, p.310¢

de Leypfick. Dcailleurs les deux demandes
ou fuppofitions que j'ai faites au commen-
cement de ce Traité, & fur lefquelles feules
il eft appuyé, me paroiffent E évidentes,

que je ne croy pas quelles puiﬁ’cnt laiffer au-
& iij
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cun doute dans Pefpric des Lecteurs attens
tifs, Je les aurois méme pii démontrer fa-
cilement a la maniére des Anciens, fi je ne
me fufle propofé deftre court fur les cho-
fes qui font déja connués, & de m’atta-
chleir principalement a celles qui font nou-
vclles,
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INFINIMENT PETITS.

"PREMIERE PARTIE.
DU CALCUL DES DIFFERENCES.

ASECTION PREMIERE.
Ou l'on donne les regles de ce calcul.
DEFriNniTION I

N2 N appelle quantités variables celles qui
{2\ augmentent ou diminuent continuelle--

¢ S . o 7

. } ment; & au contraire quantites conffantes

. . A FNeS

| celles qui demeurent les mémes ende> «

et parabole les appliquees & les coupees
des quantités variables, au licu que le parametre cft une
quantit¢ conftante,

A

(4] que les antres changent. Ainfi dang unc> &
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| ‘DE'FI}{ITION IL

; " La portion infiniment petice dont une quantité variable
f augmente ou diminug continuéllement, en cft appellée la
Fic. .- Différence. Soit par exemple uneligng courbe quelconque
© |’ ... ..AMB, quiait peur axe ou diametre la ligne4 C, & pour
' .une de fes appliquees la droite P M ; & foit une autre ap-
pliquée p m infimiment proche de la premiere. Cela pofé,
fi Ton mene MR parallele 2 4C; les cordes AM, Am;
& quon décrive du centre 4, de Pintervalle 4 M le petit
' arcde cercle M §: Pp fera la difterence de 4 P, Rm celle
coen...de P M, Sm celle de. A M, & M m celle de I'ar¢ 4 M. De
méme le petit triangle M 4m qui a pour bafe I'arc Mm,
ferala difference du fegment 4 M; & le petit efpace MPp m,
~ celle de I'efpace compris par les droites AP, PM, & par

FarcAM. - ' '

- ~ + - - . COROLLAIRE.

1. I L eft évident que la différence d’'une quantite conftan-
te eftnulle ou zero: ou (ce qui eft laméme chofe) queles
quantités conftantes n’ont point de difference.

. . AVERTISSEMENT.

On f¢ fervira dans la fuite de la note ou taralferiftique d
pour warquer la diffévence d'sne quantité variable que l'on ex-
prime par une Jeule lestre ; & powr éviter la confufion, cette note
' aura point & assre ufage dala fuste de ce calcul. Si Lon nomme
par éxemple les variables AP,x; PM,y; AM, z; Larc AM, u;
Vefpace mixtiligne APM, s; ¢ le fegment AM, t: d x expri-
meralavalenrde Pp,dy celle de Rm, dz celle de Sm, du
‘celle du pesit arc Mm, d's celle du petit efpace MPpm, & dt
celle du petit sriangle mixtiligne M Am. P

. -+ L. DEMANDE ou SurrOSITION.

2. O ~ demande qu'on puiffe prendre indifferemment
. e . e

Tune pour Pautre deux quantités qui ne different entr’elles

que d’'unc quantite infimment petite: ou (ce qui eft laméme
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chofc) qu'une quantité qui n’cft augmentce ou diminuée
que d’une autre quantit¢ infiniment moindre qu'elle, puif-
{c éure confidéree comme demcurant 1a méme. On de-
mande par exemple qu'on puifle prendre 4p pour 4P,
pm pout P M, Pefpace 4 pm pour Pefpacc 4 P M, le petic
efpace M P pm pour le petit retangle M Pp &, le petit fe-
&eur A M m pour le petit triangle 4 M §, I'angle p A m pour
langle PAM, &c.

II. DEMANDE Oou SurPPOSITION.

3. ON demande quune ligne courbe puiffe étre confi-
dérée comme I'aflemblage d’une infinite de lignes droites,
chacune infiniment petite : ou (ce qui eftla méme chofc)
comme un poligone d’'un nombre infini de cdtes, chacun
infiniment petit, lefquels determinent par les angles qu'ils
font entr’cux, la courburc de la ligne. On demande par
excmple que la portion de courbe Mm & I'arc de cercle
M s puiflent étre confidérés comme des lignes droites 2
caufe de leur infinie petitefle, en forte que le petit triangle

_ mS M puille étre cenfe redtligne.

AVERTISSEMENT.

On fuppofe ordinairement dans la fuite queles dernieves lettyes
de Ualphabet, 1,Y, %, &c. marquent des quantités variables
€ ax contraire que les premicres a, b, ¢, Gc. marguent des quan-
tités conflantes : de forte que X devcnant x +dx; y,z, &.

deviennent'y +dy,z—+dz, ¢e. *Et a,b, ¢, Grc. demeurent * At

les mefmes a, b, c, ¢re. '
PrRorosiTionN L
Probléme.
4. anumn la difference de plufienrs qu»tiie’.r “josi-

sées enfemble , ou fouffraites les unes des antres.

Soit ¢ + x —+y— Z dont il faut prendre la différence.
$1 lon fuppofe que x foit augmentée d’une portion infini-
ment petite ; Ceft-d-dire qu'elle devienne x — dx; y de=

A i}

L



A T T

liem _mmme

——

€ drt. 1.

* Adre. 2.

4 - "ANALYSE :
viendra alors y—+dy ; & 3, S+ 43 5 pour la conftante 4,*clle
demeurera la méme 4: de forte que la quantité propo-
{¢e a+x—+y-—Z deviendrau—+ x—+dx~+y—+dy—3_
—dZ; &fadifterence, que I'on trouvera en la retranchanc
de cette derniere,fera dx +dy—d3. 1l en eft ainfi des
autres ; ce qui donne cette regle.

Recre L
Pour les quantités ajontées , ou foufPraites.
On prendra la différence de chaque terme de la quan-

tite propofee, & retenant les mémes ﬁfgncs, on en com-
pofera une autre quantite qui fera la difterence cherchée.

ProrosiTionN IL

. Probléme.
5- Prexorese différence d'un produit fair de plufienrs

quantisés multipliées les unes par les autres.

r’. Ladifference de x y eft yd x—+ xdy. Car’y devient
y—+dy lors que x devient x —+ dx, & partant xy de-
vient alors xy—+ydx —+ xdy + dxdy qui cft le pro-
duit de x +dx par y + dy, & {a difterence fera ydx
~+xdy-—+dxdy,Ceftidire* ydx—+ xdy: puifque dxdy .

~ eft une quantité infiniment petite par rapport aux autres

termes ydx, & xdy; car fi I'on divife par éxemple yd x
& dxdy par dx, on trouve d’une part y, & de laucre
dy qui en eft la difference, & par conféquent infiniment
moindre qu'elle. D’ou il fuit que la diftérence du pro-
duit de deux quantités eft égale au produit de la diffe-
rence de la premiere de ces quantites par la feconde ,
plus au produit de la différence de la feconde par la pre-
miere. o

- 2° Ladifférence de xy 3 eft y3dx+xZdy—+xyd3,
Car en confidérant le produit xy comme une feule quanti-
té,il faudra,comme I'on vient de prouver,prendre le produic

. defadifférence y d x + xdy par lafeconde g ( ce qui don-
.neyZdx—+xZdy) plus Je produit de la difference 43

Ly
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delafeconde g parla premiere xy ( ce qui donne x y4%) s
& partant la difference de xyz fera y3dx -+ x3dy
—+xd3,

3%, La différence de xy%# et uyzdx -+ wx3dy
~+uxydX+xy3ds. Cequ {e prouve comme dans le
cas précédent en regardant le produit xy% comme une
feule quantité. Il en eft ainfi des autres 3 l'infini,d’ou I'on
forme cette regle.

Recre IL
Pour les quantisés multipliées.

La difference du produit de plufieurs quantités multi-
plices les unes par les autres, eft égale i la fomme des pro-
duits de la difference de chacune de ces quantites par le
produit des autres. ,

Ainfi la difference de ax eft xo0 — adx, ceft-a-dire
adx. Celle dea—+x x b—y et bdx — ydx — ady
— xd)y. .

' ProrositioN IIL
Probléme.

.6 P RENDRE la différence d'une faltion quelconque.

“Ladifference de ;— eft !-fiﬁﬁl . Car fuppofant ;_ =2,
on aura x=y%, & comme ces deux quantitez varia-
bles x 8¢y g doivent toiijours étre égales entr’elles, foit

welles augmentent ou diminuent, il s’enfuit que leur dif-
ference, c’eft-3-dire leurs accroiffemens ou diminutions fe-

ront aufli égales entr’clles; & partant*on aura dx=yd X *dn.s. -

dx—zd dx—zxd
—+3dy, & dy =" = —5—~ €n mettant pour

% fa valeur . Ce qu'il filloit, &c. d'out L'on forme cetre
Tegle.

Recre IIL o
* Pour les quantités divisées, ou pour les frations.
La différence d’une fra&ion quclconcjuc eft égale au
. A ijj
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produit dc la difference du num(;rateur par le dénomina-
teur , moins le produit de la difference du dénominateur
par le numérateur : le tout dwvife par le quarre du deno-
minateur.

Ainfila différence de - fera = :: » celle de ;= fera

adx
QA4 2AX—4XX"

PrRorosiTION IV.
Probléme.

7. Prexore & différence d'une puiffance quelconque

Parf.'«ite ok imparfaite d'une quantité variable.

Il eft n¢ceflaire afin de donner une régle générale qui
ferve pour les puiflances parfaites & imparfaites, d’expli-
quer l'analogie qut fe rencontre entre leurs expofans.

Silon propofe une progreflion geométrique dont le pre«
miér terme foit 'unite, & le fecond une quantite quel-
copque x, & qu'on difpofe par ordre fous chaque terme
fon expofant, 1l eft clair que ces expofans formeront une
progreflion arithmetique. ‘

Prog. geom. 1, x, xx, x3, x4, x5, x5, x7, &c.

Prog. anith. o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, &C.

Et fi l'on conrinu la progreflion geométrique au def-
fous de P'unite , & Parithmetique au deflous de zero, les
termes de celle-cy feront les expofans de ceux aufquels
ils répondent dans l'autre. Ainfi — r eft Iexpofant de
—,— 2 celuy de—, &c. ‘

Prog. geom. x, 1, —>——>—5>—> &C.

Prog. arith. 1, 0,—1,—2,—3,—4, &c.

Mais fi 'on introduit quelque nouveau terme dans la
progreflion geometrique, il faudra pour avoir fon expo-
fant, en introduire un {femblable dans 'arithmetique.

Ainfi ¥ aura pour expofant % : Vi, -: Vx4, % : 75,

— gy 2y L s &c. de forte que ces expref-
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fions Vx & xla',é/x&x‘i‘, Vs & x‘:', 7’;,-& x"“:‘, &ec.

ne fignifient que la méme chofe.

. Prog. geom. 1, Vx, x.1, Vi,V xx, .0, Ve,V 23, V53, ¥ x4, x.
Prog. atith. o, 1> 1. 0,5, 2, 1o, 5 5 %

P g z I ; b 7 r 4

Tx X VAP Y0 wxt X Ja, A
Prog. arith.—z,-—«;-, ——2.—:,-——: R -;~ r—2i—2y e L e g,
O I'on voit que de méme que v'x eft moyenne geomé-

trique entre 7 & x, de méme auffi - eft moyenne arith-

metique entre leurs expofans zcro & r: & de méme que
*3 . :
Vx eft la premiere des deux moyennes geométriquement

proportionnelles entre 7 & x, de méme auffi % eft la pre-

micre des deux moyennes arithmetiquement proportion-
nelles entre leurs expofans zero & z: & il eneftainfi des
autres. Or il fuit de la nature de ces deux progreffions.
1°. Que la fomme des expofans de deux termes quel-
conques de la progreflion geometrique fera 'expofant du
terme qui en eft le produit. Ainfi x4+ ou x7 cft le pro-

. RIS 5. . .
duit de &’ par x*, & ¥+ 7 ol x cltle produic de x~
L ——'——‘-.’_ A ——— : _;
parx3, & x 7 T Tol x~ 7 eftle produitde ¥~ par
: Lt 3 : i
%7, &c. Deméme x5 " Tou x7 eftle produic de x 7
. ’ .
ar luy méme, Ceft-i-dire fon quarré, & x ™" +"=** ou
x¢ eft le produit de x* par x* par x2, C’eft-3-dire fon cube,

7 ou x ¥ eft laquatri¢éme puiffan-
ce dex— 7, &l en eft ainfi des autres puiffances, D'ou il
eft évident que le double, le triple,&c. del'expofant d’'un
terme quelconque de la progreflion geometrique eft I'ex-
pofant du quarre, du cuﬁc , &c. de ce terme; & partant
que la moitie, le tiers, &c. de 'expofant d'un terme quel-
conque de la progreflion geométrique fera I'expofant de
la racine quarree, cubique, &c. de ce terme.

20, Qxée la difféerence des expofans de deux termes quel-
conques de 12 progreflion geometrique feral'expofant du

, S
Prog.geom. +, 7,
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quotient de la divifion de ces termes. ~Ainfi X —
=x7 fera Pexpofant du quotient de la divifion de
ATpUXT, XX T —F=x—"F(era Pexpofant di

2

quotient de la divifionde x =" par x'; ot I'on voit que

Ceftla méme chofe de multiplier x— ¥ par x—+quede

divifer x— 5 par x+. Il eneft ainfi des autres. Ceci bien
entendu, il peut arriver deux différens cas. ‘

Premier cas lorfque la puiffance eft parfaite, Ceft-i-dire
lorfque fon expofant eft un nombre entier. La différen-
cede xx et zxdx, de x3 elt 3x xdx, de x+ eft 4x3dx,

&c. Car le c}parré de x n’étant autre chofe que le ‘{roduic'

de x par x, (a différence * fera x dx —+ x d x, Ceft-3-dire
2 xdx. Demémele cube de x n’érant autre chofe quele
produit de x par x par x,(adifférence ¥(era xxdx — xxdsx
—+ xxdx, Ceft-d-dire 2 x xdx 3 & comme il en eft 2inf
des autres puiflances i I'infini, il S'enfuic que fi Pon fuppo-
fe que m marque un nombre entier tel que I'on voucﬁ'a,
la difference :ilc x" fera mx™="dx.

Si l'expofant eft négatif, on trouvera que la différen.

L )

. 4
cede x—"oudeTmlera—Fmr—— —=—mx =" =4y

Second cas, lorfque la puiftance eft imparfaice, c’eft-3~
dire lorfque fon expofant eft un nombre rompu. Soit pro-

pofé de prendrcla différence de v x™ ou x * ( Zexprime un

_ ‘ m .
nombre rompu quelconque ) on fuppofera %™ =3,&en
elevant chaque membre 2 1a puiffance # on aura x *== 4
& en prenant les differences comme I'on vient d’expliquer

dans le premicr cas,on trouvera mx ™ =" =2z =g,

mx"='dx = m . m . -
&d{f= TaRf=T == XT 'dx,ou; dxV x™ ", en

. N . m
mettant 3 la place de #2°~! fa valeur # x™=7, Si

Fexpofant cft négatif, on trouvera que la difference de

m -2 %D dx nr
x"voude fera—r =2 W =1y,
: xa X : S :

Ce

o
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Ce qui donne cette regle génerale,
: Recgre 1IV.
Powr les pwiffances parfaites ou’{pyaq’we:.
La différence d'une puiffance quelconque parfaite ou

imparfaite d’'une quantité variable, eft égale au produit
de lexpofant de cette puiffance, par cette méme quanti-

t¢ élevée i une puiflance moindre d’une unité, & mult-

pliée par fa différence.

Ainfi fi 'on fuppofe gre m exprime tel nombre entier
ou rompu que I'on voudra, foit pofitif, foit négatif, & x
une quantite variable quelconque, la difference gc x" fera
totjours mx =" dx.

ExEMPLES.
La difference du cube de 4y —xx, Ceft-1-dire de

'q.._;;.é’, eft 3x ay —xx xady —z2xdx =34’ yydy
— Gaaxxydy —+34x'dy — 6asyyxdx —+ 124y x’dx

—0x'dx. N
La difference de Vxy—yy oude xy +yy *, eft

ydx—o-xd]_—o_-zji]
2Vxy—yy ‘

Lxgy—ty T xydiady—zdyon

Celle devatagy oudesaxyy™ e % x g axyy ~

i ayydx—z2axydy
x ayydx—+2axydy>ou Vs, Celle de Vax—+ x x,
- 3

—_— r® —_—
oudeax—-i-xx,’,c&‘;x ax —+xx ' x adx— 2xdx, ou
adx—+2xdx

e N :
3V ax+xxt .

La différence de Vax— % x —+va? —4xyy oude

—— —

ax— xx-+Va‘+ axyy _': eft 5 x ax—rxx—+Var—+ axyy

xadx—l-zxdx—l-‘”dx—’.”xﬂy ou e i
Wt axy 7 WaxepxxtJ v axyy
ayydx = 2axydy .

-+

s/ orazyy x aVax o 5 -+ ¥ =+ 831y

B



‘Aﬂ'- 7' ‘.

* Art.5.

10 ANatrtyse

: Var 5o |
La différetice de ~==** fera felon cette regle*8 celle
Yy

d d T ydv—rdy—1ydy e
chebinal 1L x\/x]-i—]] =4 ::/*—_’ 22109y Yax—ax

IV ax -O-S.X X))y

des fra&ions

x)+yy
REMARQUE.'’
8. I,_ eft A propos de bien remarquer que I’'on a toiie

‘jours fuppofé en prenant les différences, quunc des va-

riables x croiflane, les autres y, %, &c. croifloient auffi;
ceft-a-dire que les x devenant x —+ dy, les 7%, &e. de-
venoient y—+4dy,{ —+4%, &c. Ceft-pourquoy s'il arrive
que quelques-unes diminiient pendant que les autres croife
{ent, il en faudra regarder les différences comme des quan-
tités négatives par rapport i cellesdes autres qu'on fuppo-
fe croitre, & changer pat-conféquent les fignes des termes
oi les différences de celles qui diminiient fe rencontrent,
Ainfi fi 'on fuppofe que les x croiffant, les y & les % di-
miniient, C'eft-a-dire que les x devenant x —dx, les &
les % deviennent y—dy & —d3, & que l'on veiille
prendre la différence du”produit xy3 5 il faudra changer
dans la difference xyd —+ x3dy —+ J%dx trouvée *, les fi-
gnes des termes olt 4y & 4% fe rencontrent: ce qui donne
JXdx —~ xpdZ — xXdy pour la différence cherchée,
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SECTION IL

Ulage du calcul des diférences pour trouver les Tangen-
tes de toutes fortes de Iigm's courbes. -

DEFINITION.

I 'on prolonge un des petits cdtes Mm du poligone Fic. .
'qui compofe * une ligne courbe; ce petit cote ainfi * _4r.5,
prolongé fera appellé la Tangense de la courbe au poine
M ou m.
| ProrositTionN L

Probléme.

9. Sorr ane ligne courbe AM selle que la relation dela con- Fi. 3.
pée AP 2 Lappliguée PM, foit exprimée pay une équation quel-
conque, & qu'il faille du posnt donné M fur ceste conrbe mener
ba tangente MT.

. Ayant mene l'appliquée MP, & fuppofé que la droite
MT qui rencontre le diametre au point 7, foit la tangente
cherchée ; on concevra une autre appliquée mp infini-
ment proche de la premiere, avec une petite droite MR pa-
rallele 3 AP. Et en nommant les données AP, x; PM,y;
(donc Pp ou MR = dx, & Rm = dj.) les triangles {em-
blables mRM 8 MPT dorineront mR (dy). RM (dx :: MP
0)- PT=-’$. Or par le moyen de la difference de I'é-

quation donnée, on trouvera une:valeur de dx en termes
qui feront tous affettés par dy, laquelle etant multiplice
par y & divifee par @y, cﬁmncra une valeur de la foutan-
?cntc PT entermes enticrement connus & delivrés des dif-

crences, laquelle fervira 3 mener la tangente cherchée MT.

REMARQUE.
‘10, Lons Quet le point T tombe du cote oppofe au
point A origine des x, il eft clair que x croiflant, y dimi- F16. 4.
: Bij
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niie, & qu’il faut changer par-confé¢quent * dans la différen-
4 .0 ’

ce de I'équarion donnée les fignes de tous les termes ot dy fe

rencontre : autrement la valeur de dx en dy feroit négati-

ve; & partant aufli celle de PT( ’—j}i) Il eft mieux ce-

endant, pour ne fe point embarafler, de prendre toiijours
a difterence de I'equation donnée par les regles que l'on
a.prefcrites* fans y rien changer; car s'il arrive 3 lafinde
Topération que la valeur de FT foit pofitive, il senfuivra
qu'il faudra prendrele point 7 du méme cdté que le poine
A origine des x, comme I'on a fuppofé en faifantle calcul ;
& au contraire {i elle eft négative, il le faudra prendre du
cote oppofe. .Ceci s'eclaircira par les éxemples fuivans,

ExeEmerre L

[] . . . .
1. ™ Sy T'on veur que ax==yy exprime la relation de
AP A PM ; la courbe AM fera une parabole qui aura pour
- , ! p q P
parametre la droite donnée 4, & I'on aura en prenant de

part & daucre les différences, adx = zydy, & dx =.f:_‘3’.

& T ( 4’-‘-) == 2 — >x en mettant pour yy fa valeur ax.
Do il ({ﬁt que {i Pon prend 27 double de AP, & qu’on
mene la droite MT; elle fera tangente au point M. Ce qui
£goit propofé, -
2°. Soit 'équation 44 = xy qui exprime la nature de
Phyperbole entre les afymptotes. On aura en prenant les
différences xdy —+ ydx = o, & partant PT (%‘) =—x,

D’otil fuitque fi 'on prend PT==PA du cbté oppofé au

point 4, & qu’on menc la droite MT; elle fera la tangen-

tc en M.

3°. Soit I'équation génerale { =x qui cxin-imc la na-
turg de toutes les paraboles a linfini lor{que 'expofant m
marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes
les hyperpoles lorfqu’il marque un nombre négatif. On
aura en prenant les differences my " —'dy =djx , & partant

m

PT 1“—"—) =my" = mx en mettant pour y" {a valeur x,

4
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Si m = L, I'équation fera y' = axx qui exprime la
nature d'une des paraboles cubiques, & la foutangente
PT="2 x. Si m = — 2, I'equation fera 4’ = xyy qui
exprime la nature de 'une des hyperboles cubiques, & la
foutangente PT == — zx. Il en eft ainfi des autres.

Pour mener dans les paraboles la tangente au point 4
origine des x, il faut chercher quelle doit étre Ia raifon
de dx 2 dy en ce point; car il eft vifible que cette raifon
€tant connué, 'angle que la tangente fait avec I'axe ol
le diametre, fera auffi gétcrminé. On a dans cct éxcmple
dx. dy :: my™—". r. D’ou I'on voit que y ctant zero en A,
1a raifon de dy 3 dx doit y étre infiniment grandc lorfque
m {urpafle 1, & infiniment petite lorfqu’elle eft moindre :
Ceft-a-dire que la tangente en A doit étre parallele aux

appliquées dans le premier cas, & fe confondre avec le dia-
metre dans le fecond.

Exemrre IL

12. Sorr une ligne coutbe 4 MB telle que APx PB Fic.s.
(xxa—x).PM (yy) :: AB (4). AD (). Donc -=ax
— X%, & en prenant les d.ifféi‘cnccs,i‘,ﬂl = adx — 2xdx,

NP . ydx ) 34y 28% — 2Xx% -
d'olt 'on tire PT(7~) = =20 = 2270, en met

tant pour 2= fa valeur ax — ¥x; & PT— AP ou AT
S— ‘x ’ . .
L'-_ B = 2% - -‘ y .

Suppofant 3 préfent ] P’xfB (xx4—x ). PM'
(»'):: AB (a). AD (b),onaurad=x'x s—x , & en

. ‘d . 1]
prenant les differences 120 — zxxdx x a— X —

—_—
24dx —+ 2xdx x x’, dou lon tire ’:j = 5 xa—x

FXE KB X e 2Rt 2K 3 X)

SX %X B X SAX — 9XX 8%
=34-—3z—zx°u 3B 5% &AT? 88 — 35x°

B iij

L}
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Et généralement fi 'on veut que m marque 'expofant
de la puiffance de AP, & 7 teluy de la puiffance de 7B,

. ‘jm_‘.n m n . ﬁ ’ . 4
on aura ———=x x 4—x qui eft une equation ge-

nerale pour toutes les ellipfes a l'infini, dont la difference eft

M—nayP—+n—1I 4, m. o T
m—-‘-?ﬂ - — — { Lo
L " i xa—x —na—x  dxx 2™

. M s 0 . —
d’otlontire (en mettant pour Z,— fa valeur x™ x 4—x")

‘PT(]dx MWt BT X G X mtnxxa—x
[ N S — i [} -
“] mx xa-—x"—.u._x"_‘uxm MABn X e B X
M4 1B X BX e XX nax
ouPTz"—"—_" '-_"&AT= ¢
A M= e B X .. IR~ (1) e 13 X

Exempre IIL

“13. L'es mémes chofes éranc pofées que dans I'é-
xemple précédent, excepté que Pon fuppofe icy que le
. . s 2 .
point B tombe de l'autre cote du point 4 par rapport au
. 37 3 aym—+n n .
point P, on aura Péquation T5— = x"x2 ¢ x" qui
exprime la nature de touses les hyperboles confidérées
par rapport 3 leurs diametres. D’ou I'on titera comme
»m » —+x X ”
cy-deffis PT o= e — X AT —==
MR —tm—tB X M8~ — 15X
Maintenant fi I'on fuppofe que AP foit infiniment gran-
de, la tangente 7M ne rencontrera la courbe qu’a une di-
ftance infnie, c’eft-A-dire qu'elle en deviendra Iafymptote

CE;&'onaura en ce cas AT(- i )= 2 4= AC:
’ n a1t B X m—an® = ;

puifque 4 étant infiniment moindre que x, le terme ma
fera nul par rapport i m—»x. Par la méme raifon en ce
€as 'équation i la courbe deviendra gy " "=bx "', Ainfi
en faifant pour abréger m—#==p, & en exurdyantde part
8 d’autrela racine p, on aura yva=xvb, dontladifféren-
ce eft dy Va==dx ¥b: deforte qu'en menant AE parallele aux
appliquées,& en concevant un petit triangleau point oul’a-

fymptote CE rencontre la courbe,on formera cete propor-

tion dx. dy,ou Va. V6 :: AC. (7 4)s 4E=F Vba"=". Ot les

.
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valeurs de CA & de AE étant ainfi déterminées, on menera
la droite indéfinic CE qui fefa 'afymptote chercheée.

Sim=1&n==1, la courbe fera I'hyperbole ordinaire,
& on aura AC =L 4, & AE=-_-Vab,c’cft-a-dire 3 ]a moi-
ti¢ du diametre conjugué, ce que I'on fgait d'ailleurs éere
conforme 3 la vérité.

'Exaun.s IV.

14.Sé1r Péquation y' — x’ =axy (AP==x, PM=,
@ cft une ligne droite donnée ) & que cette équation
<xprime la nature de la courbe 4M, {2 ditference fera

YAy — sxxdx = axdy—+ aydx.- Donc 25 22 =%9

dy ixx—nay?
2% 29} — 3%3 e 22y axy
&AT( & x) T T T €0 mety

tan}tﬁpour 2y —3x’ {a valeur 3axy.

aintenant fi I'on qupofe que AP & PM foient cha-
cune infiniment grande, la tangente 7M deviendra 'afym.
ptote CE, & les droites AT, AS deviendront AC, AE qui
determinenc la pofition de Fafymptote. Or AT que j'ap-

_ axy 3txx 3

pelle t_——_gxx—bl_] » = —ef - " a 101'3
que AT devient AC, parce qu'alors ¢ eft nulle par rap.
port 3 ax. Mettant donc cette valeur 2= i laplace de y
dans y’ — x’ =axy,onaura 278’ %’ — 4’ %} = 34°txx, dont
’ . :

Fon tire (en effagantle terme 74’2 x, parce que x érant
infinie,il eftnul par rapporraux deux autres 27¢°x’ & &'x’)

4C (1) == 4. De méme 45 (y -—-"{‘L) que j'appelle

Se==

d’oufon tire y =

&y » N1 . 35 L
7y —ax» d'ott Pon tire x-—-;;j"_l;=—,—,parccqu.c

? . . . -
J ctant infinie par tapport 1 1, le ternie a5 fera nul par
rapportauterme 4y ; & en mettant cette valeur dans'equa-

tion a la courbe, on trouvera 4E (s) o= 5 4 Dotilfuic
que fi 'on prend les lignes AC, AE égalcs chacune h*:-l.

& qu'on menc la droite indéfinic CZ, clle fera 'afympto-
te de ld courbe 4M. _

S~ <

Fo. 6.
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On fe reglera fur ces deux derniers éxemples pour
trouver les afymptotes des autres lignes courbes.

PrRorosiTIiION IL
Probléme.

15.S1 ton Jappofé dans la propofition précédente que les
coupées AP foient a’Pc.r portions d’{;m’ ligne t£trbc dont I'on ffa-

- 6he mener les tangentes PT , & qw'il faille du point donné M

Jar la courbe AM mener la tangente MT.

Ayant mené I'appliquee MP avec la tangente P7, & fup~
pofe que la droite MT qui la rencontre en 7; foitla tan-
gente cherchée; on imaginera une autre appliquée mp
infiniment proche de la premiere, & une petite droite
MR parallele & PT: & en nommant les donnees AP, x5
PM, y; on aura comme auparavant Pp ou MR ==dx, Rm
==dy, & les triangles femblables mRM & MPT donneront

mR (dy). RM (dx) :: MP (j).PT=—J-;;-x-. On acheve-
ra enfuite le refte par le moyen de I'équation qui expri-
me la relation des coupées AP (x) aux appliquces PM (7),

comme l'on a vi dans les éxemples qui precedent, & com-
me I'on verra encore dans ceux qui fuivent.

ExeMrpLE L

16. Sorr «%=i‘/l:ﬁ , dont la différence eft

2xydy — yydx — dx./u—p-!l xydy _ . 2
I . "*'_—-—../;‘_T,, : on aura en re-

duifant cette égalité 3 une proportion dy. dx (MP. PT)
ey yo2m 9

- - xx ° xx 8Jas — 3y
port de la donnée MP 3 la foutangente cherchée PT,fera
exprimé en termes entiérement connus & délivrés des
di(g’ércnccs. Ce qui étoit propofé.

. Et partant le rap-

Exem-
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Exemrre Il

| - dy
17. Sox T x = -, dont la différence eft dx = ;" :

en 4ura PT ( l:-']i = 2 =x. Si l'on fuppofe que la

ligne courbe APB foit un demi-cercle, & que les appli-
quées MP, etant prolongees en 2, foicnt perpendiculaires
fur le diametre 4B; la courbe AMC {era une demi-roulet-
te, ou cycloide: fimple lorfque b=y4, allongee lorfqu'clle
eft plus grande, & accourcic lorfqu'elle eft moindre.
CoOROLLAIRE

18. S 1 la roulette étant fimple,on mene la corde A£2;
je dis qu’elle fera parallele 4 la tangente MT. Car le trian-
gle MPT erant alors ifofcele , Pangle externe TP 9 fera
double de linterne oppofe TM 9. Or l'angle AP 9 cft
egal a I'angle A4 PT, puifque 'un & lautre a pour mefure
la moiti¢ de I'arc 4 P; & partantil eft la moiti¢ de P'angle
TP9. Lesangles TMQ, AP {eront donc egaux cner'-
eux; & par-confequent les lignes MT, AP feront paral-
leles.

‘Prorosition IIL

Probléme.

19. S OIT wne ligne courbe quelconque AP qui ait pour
diametre la droite KNAQ, & dont 'on ff1che mener les tan-
gentes DK foit de plus une autre courbe AM telle que menant
comme on voudra, U appliquée MQ_qui conpe la premicre conrbe
au point P, la relation de I'arc AP 4 lappliguée MQ_ foit ex-
primée par une équation quelconque. 11 faut d'un point donné
M mener la tangente MN.

. Ayant nomme les connués PK, #; K. , 55 Tarc AP, x 5

M2, y;Von aura (en concevant une autre appliquec mg

infiniment proche de M9, & en tirant PO, MS parallcles

34.9.) Pp=dx, mS=dy; & A caufe des triangles fem-

blables kP2 & Pp0, mSM & M 9N ,lon aura PK (1)
C

F1c. 7.
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KQ (s)::Pp (dx). PO ou MS ==3ii. Ecms (dy).

d d

SM (5=) :: MQ (3). 2N = ’{dj - Or parle moyende
la différence de 'équation donnée on trouyera une valeur
de dx en termes qui feront tous affedtés par dy; & partant

fi 'on fubftitué cette valeur 3 la place de dx dans .‘{_g ’
les dy fe décruirone, & la valeur de la foutangente cher-
chée 9N fera exprimée en termes tous connus, Ce quil
falloit trouver.

Y

PROPOSITIAON 1V.
Probléme.

20.SorenT deux lignes courbes AQC , BCN qui
ayent powr diametre la droite TEABF, ¢ dont I'on Jfache me-
mer les tangentes QE,NF ; foit de plus une autre lLigne courbe
MC relle que la relation des appliquces MP, QP,NP, fiit ex-
primée par une équation quelcongue. 1l fant d'un point donné
M fur cesse dernsere coutbe luy mener L tangente MT,

Ayant imaginé aux points 9, M, N, les petits triangles
209, MRm , NSn, & nommeé les connués PE, s; PF,t;
P2, %3 PM, y; PN, %; 'on aura 04=1dx, Rm=dy, Sn
==—dZ ,* parce que. x & y croiflasr, % diminug. Eta cau-
fe des triangles femblables RPE 8.9409, NPF & nSN,
MPT & mRM ; I'on aura QP (x). PE(s) :: q0 (dx).

; sdx
OQOuMRouSN=_". EtNP (3)-PF (t)::n8

(—dR). SN =" — "= (doi Lon tire dg ===2%)!
Ec mR (dy).RM () :: MP (3). PT=2%_ Orfilon
met dans la diffcrence de I'équation donnée, 3 la placede

‘ .
d3;{a valeur— =% on trouvera unevaleur de dx en dy,

laquelle étant fubftituée dans ch » les dy fe detruiront,
& la valeur de la foutangente PT fera exprimée en ter-
Ines tous conmus. ' :
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ExEMPLE
21. Sorr yy=x%, dont la difference eft z2ydy=73dx

—+ xdy= i‘i"‘_’_‘fi, en mettant pour 4% _fa valeur nega-

2ty . o, partant PT

H szdx s L P H —
uve — ==, dou l'on tire dx = ;—7-;

_‘)'df 2styy 25t
(,,;,).—: 2] ———, cn metrant pour yy fa va-
leur x3,
Soit maintenant I'équation géncrale y™+"'=x"z",dont la

difference eft mm’""—' d]=mz.”x'“" "dx—nx"z"" 'd{'
e M xM—Tdxnsz"x™—"dx

» en mettant pour 4% fa

. t -
—szdx 3 s . sydx mstnsty™+"
- valeur % ? d’ou l'on tire P T( xdy ) = mteX® — pszix™

L mst—mst m g n ™ ey
= —_———, €N mettant pour y fa valeur x"7’.

" On peut remarquer que fi les courbes 4.9C, BCN de-
venoient des lignes droites, la courbe MC {feroit alors

- une des Sections coniques a linfini; {gavoir une Ellipfe

lorfque 'appliquée CD,qui part du point de rencontre C,
tombe entre les extremités 4,8 ;une Hyperbole lor{quel-
le tombe de part ou dautre; & enfin une Parabole lorf~
gue Pune des extrémités 4 ou B eft infiniment éloignée

e l'autre, Ceft-a-dire lorfque I'une des lignes droites CA
ou CB eft parallele au giamctre AB.

‘PROPOS‘ITION V.

Probléme.

22. Sorr ane li gne courbe APB qui ait un commencement
Jixe & invariable an point A, & dont Lon [fache mcner les
tangentes PH; foit hors de ceire ligne un autre point fixe
F, & une autre ligne courbe CMD telle g ayant mené la

Fi6. 9.

droite quelconque EMP | la relation de fa partic ¥YM 4 la por-

tion de courbe AP foir exprimée par telle équation qu’on vou-
dra. On propofé de mener du point donné M lu tungente MT.

Ayant men¢ fur FP la perpendiculaire FA qui rencon-
Cij
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tre la tangente donnée PA au point A4, &la cherchée MT
au point 7, imagine une droite FRm0Op qui fafle avec
FP un angle infimment petit, & décrit du centre F les
petits arcs de cercle PO, MR; le petit triangle poP fera,
femblable au triangle reltangle PFH ; carles angles APF,
HpF font * égaux , puifqu’ils ne different entr'eux que de
'angle PFp que l'on fuppofe infiniment petit, & de plus
Pangle poP eft droit puifque la tangente cn 0 ( qui n'cft
autre chofe que la continiiation du petit arc Po confidé-
ré comme une droite ) eft perpendiculaire fur le rayon Fo.
Par la méme raifon les triangles &M, MFT feront fem-
blables. Or il eft clair que les petits triangles ou feéteurs
FPO & FMR font {femblables. Si donc I'on nomme les
connués PH, #; HF ,s; FM, y; FP, % & larc AP, x; on

sdx

aura PH (t)f HF (s) :; Pp (dx).PO=——EtFP(z).

FM (y) :: PO i‘ii -MRv:!—I!i-EtmR (ﬂ']').RM :_ydx)::

rz 124

FM (7). FT=%’%’£.Et on achevera le refte par le moyen
de la difference de P'équation donnée.

EXEMPLE

23. St on veur que la courbe 4PB foit un cercle qui
ait pour centre le point fixc F; il eft clair que la tangen-
te PAH devient parallele & égale i la foutangente FA , 2
caufc que AP fera aufli perpendiculaire 3 PF; & quainfi

I {.
'on aura en cec cas FT = 2% — * en nommant la
zd_y ady ?

droite FP (%), a5 parce quelle devient conftante de va-
riable qu'elle’ étoit auparavant. Ccla pofe, fi 'on nomme
la circonférence entiere, ou une de fes portions determi~
nees, b ; & que l'on fafle b. x :: 4. y. la courbe CMD, qui
cft en ce cas FMD, fera la Spirale &' Archimede, & l'on

. Ax N e 4 . adx Yy NP
~aura p==-5% qui a pour fa dlﬁlrcngc dy==2=, d'oul'on

tirc ydx —_—.Qi‘_-'l: xdy en mettant pour y {a valeur f:_ ;

& partant FT (" ’—%’i) =2~.Ce qui donne cette conftrution.
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Soit decrit du centre F & du rayon FM,l'arc de cercle
M9, terminé en @ par le rayon F.A qui joint les points
fixes 4, F; foit pris FT ¢gale a l'arc M 9 je dis que
la droite MT fera tangente en M. Car a caufc des fe&teurs
{emblables FPA,FM 9,lon aura FP (a). FM (y) :: AP
(x).MQ — 2= = FT. .
Si P'on fait en général 4. x :: 4" ", (I'expofant m dé-
figne un nombre cnuier ou rompu tel que 'on veut) la
courbe FMD fera une des fpirales a P'infini,, & lon aura

m

. ey md
" =27, quiapour fadifference my" ' dy = 2=,
A b . mby™d
d’ott I'on tirc ydx ="""*) = mxdy,en mettant pour y"

fa yaleur 275 & partant FT (%’;jf =20 =mx MY,
PrRorosiTioN VL

Probléme.

24. Sorr une ligne courbe ARB dont 'on [fache meney Fig. .

les tangentes PH, & un point fixe ¥ hors de cette ligne ;

Jfoit ume autre ligne courbe CMD ¢zelle gue menant comme on

woudra,la droite ¥PM, la relation de FP 4 ¥M foit exprimée

par wne équation quclcongue. 1/ met du }wint donné M mener
la tangente MT.

Ayant men¢ la droite FHT perpendiculaire fur FM, &
imaginé comme dans la propofition précédente les petits
triangles POp, MRm {emblablesaux triangles #FP, TF M,on
nommerales connues FA,s; FP,x; FM,y; & 'on aura pF

(x). FH (5) ::p0 (dx). 0P ="2 EtFP (x). FM(y)::
OP(":: . RM=%?—. Ecmr (z{y)RM(—’/—df) :: FM(y).

XX

d .
FT = %%. On achevera enfuite le refte par le moyen

ca N . i
de lIa difference de I'équation donnée.

C iij
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ExeEMPLE

25. St ron veut que la courbe APB foit une ligne
droite PH, & que I'¢quation qui exprime la relation de
FP i FM foit y— x=—g4, Ccft-2-dire que PM foit toii-
jours égale 3 la méme droitedonnée 4; 'on aura pour dif-
ference dy =dx; & partant FT (- -i?’g =2 Ce qui
donne cetee conftrudion. |
. Soit menée ME parallele  PH, & MT parallele 3 PE;
je dis quelle fera rangente cn M.

- CarFP (x). FH (5) :: FM (y). FE= 2 EtFp
(x). FE(’—,{) :: FM (y). FT =22 1 eft clair quela

xx

courbe CMD eftlaConchoide de Nicomede, dont Pafym-
prote eft la droite PH, & le pole eft lc point fixe F.

ProrositionNn VIL
Probléme.

26.Sort une ligne courbe ARM dont U'on ffache mener
les tangentes MH, & qui ait pour diametre la droite EPAHT;
JSoit hors de ce diametre un point fixe ¥, d'oi parte une li-
gre droite indéfinie FPSM qui coupe le diamerre en P ¢ la
courbe en M. Si Lon congoit maintenant que la droite FPM
en tournant antowr du point ¥, fafe mosvoir le plan PAM
totjours parallelement & foi-méme le long de la ligne droite
ET immobile & indéfinic , en forte que la diffance PA de-
meure par tout la méme 5 il eff clair que linterfection conti-
nuelle M des lignes FM, AM décrira dans ce monvement une

| ?Xm courbe CMD. 07 propofé de mener d'un point donné M

wr cette courbe la tangente MT.

Ayant imaginé que le plan PA¥ foic parvenu dans la
fituation infiniment proche pam, & tiré la ligne mRS pa-
rallele 3 4P; il eft clair par la génération que Pp = As
== Rm ; & partant que RS = Sm— Pp. Or nommant les -
connucs FP ou Fp, x; FM OuFm,y; PH, s; MH, t; &
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lx difference Pp, d%;'les triangles femblables FPp &
FSm, MPH & MSR, MHT & MRm , donneront Fp

(X). Fw ()’) 2 PP (dz).sm= .)%-(donCSR:]dL:XJz).
. Az, x4, _ tyde — ixd
EctpPa (s). HM (¢) :.SR(]»—TL . RM = Y8z — iz

s x
Et MR (Y2=5% ) Rm (dz) :: MH (1) HT = P
Donc fi Fon mene FE parallele 3 M#, & qu'on prenne
HT="PE ; la ligne MT ferala tanﬁcntc cherchée.
Si la ligne AM éroit une ligne droite;; la courbe cMD

feroitune Hyperbole qui auroit pour une de fes afympto-
tes la ligne E7. Etfi elle etoit un cercle qui efit fon cen-
tre au point P; la courbe CMD feroit la Conchoide de
Nicomede , qui auroit pour afymptote la ligne ET, & pour

ole le point F. Mais fi elle étoit une parabole; la cour-
ll;e CMD {eroit la compagne de la Paraboloide de Defar-
tes* | qui fe décriroit en méme temps au deflous de la *Geom,
droite ET par linterfeftion de FP avec l'autre moitié de Liv.3.
la parabole,

ProrosiTiox VIIIL

Probléme.

27. Sorr une ligne courbe AN zm‘ ait pour diametre la Fig. 3.
ligne droite AP, avec un point fixe ¥ hors de ces lignes; foit
sne autre ligne courbe CMD relle que menant comme on
voudra,la droite FMPN, la relation de fes parties FN,FP, FM

Joit exprimée par ure équation quelconque. 1l ¢ff queftion de
zirer du point donné M la tangente MT.

Soit menée par le point F la ligne 4K perpendiculai-
re 2 FN, qui rcncontrf en K le diametre 4P, & en # la
tangente donnée NA ; {oient décrits du centre F & des
intervalles FN, FP, FM des petits arcs de cercle N9, PO,
MR terminés par la droite F que I'on congoit fajre avec
FN un angle infiniment petit. Cela pofé.

S{ 'on nomme les connués FK, s; FH, t; FP, x; FM,
Ji FN, %; les uriangles femblables PFK & pop, FMR &



Fic. 14.

¥ Art.27.

24 ANALYSE

FPO & FN.Q, HFN & N 91, mRM & MFT donnerohe
sdx

PF (x). FK (s):: p0 (dx). OP=—.EtFP (x).FM
(1) :: PO (Z2). MR 2% Et FP (x). FN (3 :: PO

(“£)- NQ =" EcHF (1). FN () :: N9 (%% )-
2 (—dz) =" ExmR (dy).RM (2Z) : : FM ().
FT =7 ;;x.sOr par le moyen de la difference de I'equa-
tion donnéc on trouvera une valeur de dy en.dx & d3 -
dans laquelle mettant A la place de 4% fa valeur négative

- s22dx .t . . .. ’
o> parce que x croiflant, 7 diminug ; tous les ter-

mies feront affetés par dx ; deforte que cette valeur etant
enfin fubftitucc dans %{%, les dx fe décruiront. Ert par-

tant la valeur de F7 fera’exprimée en termes connus &
dclivrés des différences.

Si 'on fuppofoit que la ligne droite 4P fuft une ligne
courbe , & qu’on menaft la tangente PK ; ‘'on trouveroit
totijours pout FT la méme valeur, & le raifonnement de-
meurcroit Je méme. "

ExeEMpPLE

28.Surrosons que la -ligne courbe AN foit un
cercle qui pafle par le point F ( tellement fgitué 3 I'égard
du diametre 4P quc la ligne FB perpendiculaire a ce
diamctre pafle par lc centre G de ce cercle ), & que PM
foit totjours egale A PN ; il cft clair quelacourbe CMD,
qui devient en ce cas FMA, fera la Cifloide de Diodles,
& que l'on aura pour équation g —y== 2, dont la dif-

ference cft dy =zdx—d3= i'—""'—‘”;;': =24% en mertant pour
Pt '{ ’,
d3 fa valeur — * 22,;-7' trouvée cy-deflus*. Et partant FT

ﬂz{x . styy

———

xxdy J T zaxisat
Si lc point donne M tomboit fur le point 4, les lignes
FM,FN,FP f{croicnt ¢gales chacunce & FA, comme “aufli
‘ les
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les droites FK, FH; & partant on auroit en ce cas FT
= .3"—:-,- = —;— x,C’eft-a-dire que fi 'on prend FT=—;-AF;
& quon mene la ligne 47, cllc fera tangente en 4.

On peut encore trouver lcs tangentes de la Cifloide
par le moyen de la premiere Propofition , en menant les
perpendiculaires NE, M L fur le diamctre FB, & cher-
chant 'equation qui exprime le rapport de la coupéc FL
a Pappliquce LM ; ce qui fe fait ainfi, Ayant nomme les
connués FB, 24 ; FL ou BE, x; LM, y; les triangles
femblables FEN, FLM, & la propricté du cercle don-
neront FL (x). LM (y ) :: FE. EN :: EN (Vaax—xx).

EB (x). D'ou lon tite yy=_"—, dont la différcnccz
—2x3d; % 24— X )
eft zpdy = =52 B partane LO*‘;;—"- ) =222 ¥ Art. s,
7

za—x‘ FAXK e X

2RX w—XX J

~s— > SN metant pour yy fa valeur ——.

!

PrRorosiTIioN IX.
Probléme.

29. S OIENT deux lignes courbes ANB, CPD, & une li- Fie. 1.
gne droite ¥KT, fur lefquelles foient marqués des points fixes
A,C,F; foit de plus une ausre ligne courbe EMG telle qu’ ayant
mené par un de [es points quelcongues M la droite FMN, &
MP parallele & ¥K; la relation de I'arc AN 4 Larc CP foit
exprimée par wne-équation quelconque. I faut d'un point don-
#¢ M fur la courbe EG mener la tangente MT. :

Ayant men¢ par le point cherche T la ligne 74 paral-
lele 2 FM, & par le point donne M les droites MRK, MOH
parallclcs aux tangentes en P & en N, ontirera FmoOn infi-
niment proche de FMN & mRp parallele 3 MP.

. Cela pof¢, fil'on nomme les connués FM,s; FN, t; MK,
4;CP, x; AN, y; (donc Pp ou R =dx,Nn=dy) lcs trian-
_gles f{emblables FN# & FMO, MOm & MHT, MRm &
MKT donncront FN (¢).FM (s) 1: Nn (dy). Ma,,—:—.i‘:l-

D
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Et MR (dx). Mo_(if-l) 2 MK (). MH = 22 Or pat
le moyen de ladiffé¢rence de I'équation donnéeI'on aura
une valeur de dy en termes qui feront tous affeétés par dx,

laquelle érant fubftiruée dans 22, les dx {e détruiront; &

partant la valeur de MA fera exprimée en termes entiére-
ment connus. Ce qui donne cette conftruction. :

Soit menée MH parallele 3 la touchante en N & éga-
le 4 la valeur que I'on vient de trouver: foit tirée HT
parallele a FM, qui rencontre en 71a droite FK, par oi &
parle point donné M foit mence la tangente cherchée MT.

| " EXEMPLE
30. S ron veut que la courbe 4B foit un quart de

- cercle qui ait pour centre le point fixe F, que la cout-

be cPD foit le rayon APF perpendiculaire fur la droite
FKG.QTB, & quel'arc AN (y) foit todjours i la droite 4P
(x) comme le quart de cercle ANB (4) au rayon AF (a);la
courbe EMG deviendra la Quadratrice AMG de Dinofrate,

& l'on aura M (- MY )= 2= suifque FR ou MK

adx

(w) ==a— x, & FN (t)==4. MaisI'analogie fuppofée donne

‘a7 = bx, 8¢ ady = bdx. Mettant donc dans la valeur de M4 .

bd
alaplace de x 8zde dy leurs valeurs &~ & -, on trou-

bsem

vera MA = ——2.. Ce qui donne cette conftrudtion.

a
Soit menée MA perpendiculaire fur FM, & égale i l'arc
M9 decrit du centre F, & foit tirée AT parallcle 3 Fu;
je dis que la ligne MT fera tangente en M. Car i caufe
‘des fedteurs femblables FNB,FM.9, Pon awra FN (a).

FM (5):: NB (b—y). MQ=2=2

- COROLLAIRE :
< 3L S 1-Fon veur décerminer le point G ot la quadra-
“trice AMG*Tencontre le rayon F5, on imaginera un au-
‘tre rayoen Fgb infiniment proche de FGB; & en me-
-mant gf parallele 2 FB, la propriet¢ de la quadratrice

1
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& les triangles femblables F85, gfF, reCtangles en B & en

£, donneront AB. AF :: Bb. Ff :: FB ou AF. gf ou FG.

D’ou l'on voit que fi on prend une troifieme propor-
tionnelle au quart de cercle 4B & au rayon AF, elle fera
égale A FG, Ceft-a-dirc que FG = - Ce qui donnelicu
d'abréger la conftrution des tangentes. .

* Car menant TE parallele 3 MA, les triangles {embla-
bles FMK , FTE donneront MK (4—x ). MF (s ) :: ET
bssemyss _ bss :

ou MH b—’}'—’l) FT = -, == — - en metant pour

AR — AX

x fa valeur /-, & divifant cn fuite le tout par b—y;
d'ottil eft clajr que la ligne FT cft troifieme proportion-
nelle 2 FG & 3 FM.

PrRoProsiTION X

Probléme.

2. Sort une ligne courbe AMB telle gu’ayant mené d'un
de [s points quelconques M anx foyers ¥, G, H, &rc. les droi-
tes MF, MG, MH, ¢c. lewr relation foit exprimie par une
équation quelconque : & [oit propofé de mener du point donné
M la perpendiculaire MP fur la tangcnte en ce point.

Ayant pris fur la courbe A8 I'arc M infiniment petit,
& mené les droites FRm, GmS, Hm0, on dccrira des cen-
tres F,G, A les petits arcs de cercles MR, MS, MO ; en fuite
du centre M & d’un intervalle quelconque on décrira de
méme le cercle CDE qui coupe leslignes MF, MG, MAH aux
points C,D,E, d’ou I'on abaiflera fur MPlcs perpendiculaires
CL,DK, EI. Cette préparation ¢tant faite, je remarque
~ 1° Que les triangles re@angles MRm, MLC font {em-
blables; car en dtant des angles droits LMm, RMC 'angle
commun LMR, les reftes RMm,LMC feront cgaux, & de plus
ils font réGangles en R & L. On prouvera de méme que
les triangles retangles MSm & MKD, Mom & MIE font
femblables. Partant, puifque I’hypothenufe Mm eft com-
mune aux petits triangles MR, MSm, MOm , & que lcs

‘ D ij

F16.16.

Fic.18.
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hypothenufes MC, MD, ME dcs triangles MLC, MRD, MIE
font egales entr’elles ; il s'enfuit que les perpendiculaires
CL, DK, EI ont le méme rapport cntr’elles que les diffé-
rences Rm, Sm, Om. :
2°. Que les lignes qui partent des foyers fitués du
méme cote de la perpendiculaire MP croiflent pendant
que les autres diminiient, ou au contraire. Comme dans’
la figure 18. FM croift de fa differcnce Rz, pendant que
les autres GM, AM diminiicnt des leurs Sm, om. '
Si I'on fuppofe a préfent, pour fixer fes idees, que I'é-
quation qui exprime la relation des droites FM (x), GM -
(1), HM (), foit ax -+ xy— X =0, dont la diffcren~
ce eft adx — ydx —+ xdy —23d3==10; 1l eft évident que
la tangente en M ( qui n'eft autre chofe que la continita-
tion du petit cjté Mm du peligone que l'on cangoit* com-
pofer la courbe AMB) doit étre tellement placée qu'en
menant dun de fes points quelconques » des paralleles
mR, mS, mO aux droites FM, GM, HM, terminées en R,S,0
par des perpendiculaires MR, MS, MO 4 ccs mémes droi-
tes, on ait totjours 'equation a—y x Rm—x x Sm— 2
xOm==0; ou ( ce qui revient au méme, cn meteant a la

- place dc Rm, Sm, Om lcurs proportionnelles CL, Dk,

EI) que la perpendiculaire #P a la courbe doit étre pla-
cce enforte que 4y x CL—+ x x DK — 23 x E/==0. Ce-
qui donne cette conftrultion.

Que I'on congoive que le point € foit charge du poids
a—y qui multiplie la différence dx de la droite FM fur
laquelle il eft fitué ), & de méme le point D du poids x,
& le point E pris de l'autre cbté¢ de M par rapport au
foyer # ( parce que le terme — 2347 cft négatif ) du poids
23. Je dis que la droite MP qui paffe par le commun cen-
tre de pefanteur des poids fuppofez en C,D,E, fera la
perpendiculaire rcqui(P .'Car il eft clair par les principes
de 1a Mécanique, que toute [ligne droite, qui pafle par le
centre de pefanteur de pluficurs poids les fepare en for-
te que les poids d’une” part multiplies chacun par fa
diftance de cetee droite, font précifement égaux aux poids
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dc lautre part multiplies auffi chacun par fa diftance de

cette méme droite. Donc pofant le cas que x croiflant,

7 & _ croiflent auffi, C'cft-a-dire que les foyers F, G, A Fic. 1o
tombent du méme cote de MP,comme P'on fuppofe toii-

jours en prenant la difference de I'équation donnée fclon

les regles Elrcfcrites ; il s'enfuit que la ligne MP laiflcra

d’une part les poids en € & D, & dc l'autre le poids en
E,&quainfil'on aura 4—y x CL+ x x DK — 23 x El =,

qui étoit 'équation i conftruirc.

Or je dis maintenant que puifque la conftrution eft bon-
ne dans ce cas, elle le fera aufli dans tous les autres; car
fuppofant par éxemple que le point M change de fitua-
tion dans la courbe en forte que x croiffant, y & _ dimi- Fre.18.
niient, Ceft-3-dire que les foyers G, & paflent de l'autre
cdte de MP, il senfuir 1°. * Qu’il faur changer dans la *_gy. 3,
différence de I'equation donnée les fignes des termes affe- )
Ses par dy, d3, ou par leurs proportionnelles DK, EI ;.
de forte que I'equation 2 conftruire fera dans ce nou-
yeau cas 4~y x CL—x x DK — 23 x EI = 0. 2°. Que
les poids en D & E changeront de cote par rapport 2
MP, & quainfi Pon aura par la propricte du centre de
pefanteur 4y x CL— x x DK — 23 x El=o, qui eft I'e-
quation a conftruire. Et comme cela arrive toujours dans
tous les cas poffibles, il senfuic, &c.

Il et évident que le méme raifonnement fubfiftera toi-
jours tel que foit le nombre des foyers, & tclle que puif-
fe étrc 'équation donnee, de forte que I'on peut enoncer
ainfi la conftruttion génerale.

Soit prife la difference de I'équation donnée dont je
fuppofe que I'un des membres foit zero, & foit decrit a
difcretion du centre M un cercle CDE qui coupe les droi-
tes MF, MG, MH aux points C, D, E, dans lefquels foient
congus des poids qui ayent entr'cux le méme rapport
que les quantites qui multiplient les différences des li-
gnes fur lefquelles ils font fitues. Je disque la li(gnc MP qui
pafle par leur commun centre de pefanteur, fera la per-
pendiculaire requife. Il eft 3 remarquer qlg fi 'un des

iij
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poids eft négatif dans la différence de I’équation donnée,
il le faut concevoir de l'autre cdte du point M par rap-
port au foyer. ,

Si 'on veut que les foyers F, G, # foient des lignes droi-
tes ou courbes fur qui les droites MF, MG, MH tombent
3 angles droits , la méme conftruction aura tofjours lieu.
Car menant du point » pris infiniment pres de M les per-
pendiculaires mf, mg, mh fur les foyers, & du point M les
petites perpendiculaires MR, MS, Mo fur ces lignes; il eft
clair que R fera la difference de M F, puifque les droi-
tes MF, Rf etant perpendiculaires entre les paralleles Ff,
MR, clles feront égales, & de méme que S cft la difte- -
tence de MG, & Om celle de MH ; & on prouvera enfui-
te tout le refte comme ci-deflus.

On peut encore concevoir que les foyers F, G, # foient
tous ou en partie des lignes courbes qui ayent des com-
mencemens fixes & invariables aux points F,G, &, & que
la ligne courbe AMB foit telle qu'ayant mene par exem-
ple d'un de fes points queleonques M les tangentes My}
MXx & la droite MG ; la relation des lignes mixtilignes
FVM,HXM & de la droite GM foit exprimee par une é-
quation quelconque. Car ayant menc du point s pris in-
finiment prés de M la tangente mu, il eft clair quclle ren-
contrera 'autre tangente au point 7 ( puifqu'elle n’eft que
la continiiation du petit arc #» confidére comme une pe-
tite droite), & partant que fi I'on decrit du centre 7 le
petit arc de cercle MR ; Rm ferala difference de la ligne
mixtiligne F¥M qui devient FPuRm. Et toutle refte fe dé-
montrera comme ci-devant.

M. Tochithaus 4 donné la premicre idée de ce Probléme dans
fon livredela Medecine de Lefprit ; M. Fatio en a trouvé en fuite
une folution tres-ingénienfe qu'il afait insérer dans les Journaux
d' Hollande : mats la maniere dont ils I'ont congeu, weft qwun
cas particulier dela conftruction générale que je viens de donner.
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ExeMmprLe I

33- Sox T axx —+ byy —+ ¢33 —f° =o (les droites 4,b,0.f
font données ) dont la différence eft axdx — bydy —+ czdz
==0¢. C'eft-pourquoy concevant en C le poids ax, cn D le Fic. 22,
poids by, & en E le poids ¢z, c’eft-d-dire des poids qui
foient entr'eux comme ces réQangles; la ligne MP qui
pafle par leur commun centre de pefanteur, fera perpen-
diculaire 1 la courbe au point M.

Mais fi 'on mene Fo parallele 3 CL, & que I'on pren-
ne le rayon MC pour Punite, les triangles femblables
MCL, MFO donneront FO=xxCL ; & de méme me-
nant GR parallele 3 DK, & HS parallele 3 EI, on trou-
vera que GR=y x DK & HS==Z% x EI : de forte qu'en
Imaginant aux foyers F,G, H les poids «, b, ¢; laligne MP,
?ui pafle par le centre de pefanteur des poids ax, by, cz

uppofez en C, D, E, paflcra aufli par le centre de pefan-
teur de ces nouveaux poids. Or ce centre eft un point
fixe,, puifque les poids en F,G, H, {¢avoir 4, b, ¢, font des
droites conftantes qui demeurent totyjours les mémes en
quelque endroit que fe trouve le point M. D'ou il fuit

ue la courbe AMB doit érre telle que toutes {cs perpen-
jiculaires fe coupent dans le méme point, ceft-a-dire
gu’elle fera un cercle qui aura pour centre ce point. Voici

onc une propriete tres-remarquable du cercle que l'on
peut enoncer ainfi. :
Sl y a fur un méme plan autant de poids 4, b, ¢, &c.
que P'on voudra, fitu¢s en F, G, #, &c. & que l'on decri-
ve de leur commun centre de pefanteur un cercle AMB;
je dis qu'ayant men¢ d’un de (fés points quelconques M,
les droites MF, MG, MH , &c. la {fomme de leurs quarres
multiplies chacun par le poids qui luy répond, fera toii-
jours égale 2 une méme quantité.

ExeMmrpre IL

34+ So11 1a courbe AMB telle qu'ayant mené d'un Fie. 23
de fes points quelconques M au foyer F qui eft un point
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fixe 1a droite MF, & au foyer G qui cft une ligne droite -
la perpendiculaire MG ; le rapport de MF 3 MG foit toli-
jours le méme que de la donnée 4 i la donnee 4.

Ayant nomme FM, x; MG,y;onaura x.y ::4,6,&
partant 4y = bx dont la difference et ady — bdx = o.
Cleft-pourquoy concevant en C pris au dela de M par
rapport a F le poids 4, & en D (4 parcille diftancede M)
le poids 4, & menant par leur centre commun de pefan-
teur la ligne MP; elle ferala perpendiculaire requife.

Il eft clair par le principe de la balance, que fi Pon divife
la corde CD au point P en forte que CP.DP :: a.b;lc point
P ferale centre commun de pefanteur des poids fuppofes
en C&D.

La courbe AMB eft une Scétion conique, f¢avoir une
Parabole lorfque 4==4, une Hyperbole lorfque < furpafs
fe b, & enfin unc Ellipfe lorfquil eft moindre. :

Exemepre IIL

3s. S 1 aprés avoir attaché les extremités dun fil
FZyMGMXTH en F & en H, & avoir fiche une petite poin-
te en G, on fait tendre également ce fil par le moyen
d’un ftyle placé en M, en forte que les parties FZ7, HTX
foient roulees autour des courbes qui ont leur origine
en F & H,que la partie MG foit double, Ceft-a-dire
quelle foit repliée en G, & que les chofes demcurant
en cet ¢tat 'on fafle mouvoir lc ftyle M; il eft clair qu’il
décrira une coutbe AMB. Il eft queftion de mener d’'un
point donné M fur cette courbe la perpendiculaire Mp,Ia
pofition du fil qui fertaladécrire ¢rant donnée en ce point.

Je remarque:que les parties droites M7, MX du fil font
toﬁjours tangentes cn ¥ & X, & que fi Fon nomme les
lignes mixtilignes FZVM, x ; HTXM, 3 la droite MG, y;
& une ligne droite prife ¢gale a la longueur du fil, 2; -
on aura tolijours ¥ —+ 27—+ =4 : dou je connois que
la courbe AMB eft comprife dans la conftru&tion. généra-
le. C'eft-pourquoy prenant la difference dx =+ 2dy—+ d3_
==0, & concevant en C le poids s, en D JefZ," & en Ei:

poi
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poids 1; je dis que lalignc MP, qui pafie par le centre com-
mun de pefantcur de ces poids,fera la perpendiculaire re-
quife.

ProrositioN XL

Probléme.

36. S OLENT deux lignes quelconques APB, EQF dont fy. 2.
Von ffache mener les tangentes PG, QH; & foit une ligne
droite P Q_fur laquelle foit marqué un point M. Si l'on con-
coit que les extrémités Py Q_de cette droite gliffent le long des
lignes AB,EF, il ¢ff clair que le point M deécrira dans ce mon-
wement une ligne courbe CD. 1L ¢ff qucftion de mener d'un
point donné M far cette courbe la tangense MT.

Ayant imagine que la droite mobile P M9 foit parve-
nué dans la fituation infiniment proche pmg, on tirerales
petites droites PO, MR, 9S pcrpendiculaircs fur P9, ce
qui formerales pctits triangles ré&angles OP,mRM,q S s,
8 ayan pris PK égale a M 9, on mencra [a droite #KG per-

- pendiculaire fur .9, & I'on prolongera 0P en 7, ot je fup-
pofe qu'clle rencontre la tangente cherchée M7. Cela
ofe, il eft clair que les petites droites 0p, Rm, Sq feront
égales entr'elles, puifque par la conftrultion PM & M 9

font par tout les mémes.

Ayant nommé les connués PM ou K9, a; M 9 ou
PK,b; KG, f; KH , g; & la petitc droite 0p ou Rz ou 59,
dy ; les triangles femblables PKG & POP, QKH & 459

donneront PK (b ). KG (f) :: p0 (dy). 0P = -f-?— Ec

QK (a). KH (g) ::4S (dy). 5.9 = .{5’—. Or Pon feait

OP x M@ —+ QS x PM
rQ

= f‘-’%’_{‘?f * Ainfi les triangles femblables mRM, MPT don-

neront mR (dy). RM [‘i!‘_"_%;l 2 MP (4).PT="{"—:'+"-%"-.Ce

qu'il falloit trouver.

« par J]a Geometrie coramune que MR =
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Probléme.

F16.26. 37 SorenT dewx lignes quelconques BN, FQ_qui ayent
powr axes les droises BC,ED qui s'entre-conpent d angles droits
au point A5 & foit une ligne courbe LM tclle qu ayant mené
dun de fés points quelconques M les droites MGQ, MPN
paralleles 4 AB, AE; la relation des efpaces EGQE , (le point
E ¢ff un point fixe donné fur la droite AE, & Lu ligne EF cft
parallele s AC ) APND, & des droites AP, PM, PN, GQ,_
Joit exprimée par une équation quelconque. Il off queftion de
mener d'un point donné M fur la courbe LM, la tangente

- MT.

Ayant nomme les données & variables AP ou GM, x;
PM ou AG,y; PN, %; G .9, X; Vefpace EG.QF, s; l'efpa-
ce APND, t; &les foutangentes données PH, 45 GK,b; 'on
aura Pp ou NS ou MR =dx, GgOuRm ou 0,9 =—dy; Sn

. =—du=-“7” a caufedes trianglesfemblables #PN, Nsn ;

: - |

\ dv=_y (.I}' @ curft Of = dz =—_—5‘:—’,1\7ppn = dt = udx , & QGgq = ds
Ves dotny /Z e ,,.,;.’Lé',fw =—zd); (fﬁ l'gn doit obferver que les valeurs de rm
‘ / & Sn font negatives, parce que AP (x) croiflant, PM (y)

) é Al el 4 J & PN (#) diminiient. Cela pofé, on prendra la différen- -
4 / ce de I'equation donnée, dans laquelle on mettra i la pla-
cede dt,ds,du,dz leurs valeurs wdx, — zdy, — udx __ z2dy .

s b2
ce qui donnera une nouvelle équation qui exprimera le
rapport cherche de dy 3 dx, ou de MP 3 PT.

ExeMmrrE L

38. Sorr s—z2z==7f—ux,0n aura en prenant les dif-
ferences ds — 2zdz =—=dt + wdx —+ xds, & metrant a la pla-
ce de ds, dt, dz, du leurs valeurs, on trouvera— zdy ——zf‘%’i

. surde 1 A1 . ydx | ___ zayzz —+ aybz
. ==2udx ———, d’ou I'on tire PT(7]— ==,
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Exemrre IL

39. So11 s =1, donc ds = dr, Ceft-i-dire — zdy
==wdx; & partant PT ( *l:]i) =-—-L, Or comme cet-
te quantite eft négativc, il s’enfuit *que 'on doit prendre
le point T du céte oppofc au point 4 origine des x. Si
Ton fuppofe que la ligne F.9 foit une hyperbole qui ait

pout afymptotes les droites AC, AE, en forte que 6.9 (z)
=", & que la ligne BND foit une droite parallele i

AB, de manicre que PN () foit par tout égale a la droite
donnee ¢ ; il eft clair quela courbe LM a pour afymptote

la droite 4B, & que fa foutangente PT (—L° ) =—i:.

ceft-i-dire qu'eile demeure par tout. la méme.
La courbe LM eft appellce dans ce cas Logarithmique.

ProrosiTtioN XIIL
Probléme.

* Art. 10,

40. S d 1ENT dewx lignes quelcongues BN, FQ_qui ayent ¥iq. 1.

our axe la méme dreite BA, fur laquclle foient marqués deux
points fixes A E; foit une troifiéme ligne courbe LM telle
qur’\?mt mené par un de fes points quelconques M la droite
AN, décrit du centre A Lare de cerde MG, & tiré GQ_ pa-
rallele 4 EF perpendiculaire fur AB s la relation des efpces
EGQF (s), ANB (t), ¢ des droites AM o8 AG (y),
AN (z), GQ.(u), foit exprimée par une équation quelcon-
gue. 1l faut mener d'un point donné M fur la courbe LM la
tangente MT. :

Aprésavoir mené la droite ATH perpendiculaire fur AMN,
foit imaginé une autre droite Amn infiniment proche de
AMN, un autre arc mg, une autre perpendiculaire gg; & de-
critdu centre 4 le petit arc NS : on nommera les foutangen-
tes donnces AH, a; GK, bs & on aura Rm ou Gz==4dy,
- Sn=dz;les triangles femblables HAN & NS», KG9 _

| Eij.
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adz

& 904, donneront auffi SN=—; 07:-—4’:;:-"{1,

G.Qqg=—4ds=udy, ANn ou AN x —- N§=—dt— 1=
adz. On mettra toutes ces valeurs dans la différence de
I'équation donnce, & I'on en formera une nouvelle, d'ou
Ton tirera une valeur de dz en dy. Or i caufe des {¢Ceurs
& des triangles femblables ANS & AMR, mRM ¢ MAT,

adz aydz

on trouve AN (z). AM (y) :: NS (— « MR =

z

: &z -
Et mR (dy). RM (L) :: AM (y). AT = 2%, Si
donc 'on met dans cette formule a la place de 4z fava-
leur en dy , les difterences fe décruiront, & la valeur de
la foutangente cherchée A7 fera exprimée en termes en-

tierement connus. Ce qu'il falloit trouver.

Exemrerpre L

41. S OIT #y— s=zz—*%, dont la différence eft «d
—+ ydu — ds = 2zdz —dt, ce qui donne (aprés la fubfti-

s budy — zuyd
wtion faite ) dz = =5 —277 ; & en mettant ceute va-

d
leur dans :’f 4; , 0N trouve AT =

qabuyy — zany} |
462’ —rabzz

Exegmrre IL
42. S OIT s=2¢, donc ds=2zdt, Ceft-a-dirc — udy
=—4dz, ou dz:i:-”-,- & partant AT ({{%) =%
Si laligne BN eft un cercle qui ait pour centre le point
A, & pour rayon la droite 4B=AN ==, & que F.9 foit
une hyperbole telle que G.2_(#) =_f]1 51l eft clair que
la courbe ML fait une infinité de retours autour du cen-
tre 4 avant que dy parvenir ( puifque l'efpace FEG
devient infini lorfque le point G tombe en 4 ), & que AT
= Cf—: D’ot 'on voit que la raifon de AM 4 AT eft con-
ftante ; & partant que Pangle AMT eft par tout le méme.
lLa courbe LM cft appellee en ce cas Logarithmique jpi-
rale.
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. ProrosiTioN XIV.
Theoréme.

43. S OLENT fur wn méme plan dewx cosurbes quelcongues Fic. 1.

AMD, BMC gui f¢ touchent en un point M, & foit fur le
plan de La courbe BMC un point fixe L. Si l'on congoit d pre-
Jfent gquela courbe BMC roule fur la courbe AMD en sy appli-
guant continiiellement en forse que les parties révolués AM, BM
Joient toijours égales entr'elles; il eff vifible que le plan BMC
emportant le point L, ce point décrira dans ce mowvement une
¢fpece de roulette ILK. Cela posé , je dis que fi I'on mene dans
chaque diffévente pofition de la courbe BMC (du point deécri-

vant L au point touchant M) la droite LM ; elle fera perpen-
disulaire a la courbe ILK. .

Car imaginant fur les deux courbes AMD , BMC deux
partics Mm, Mm cgales entr’elles & infiniment petites, on
les pourra confidérer *comme deux petites droites qui font
au point M un angle infiniment petit. Or afin que le pe-
tit coté Mm de la caurbe ou poligone BMC tombe fur le
petit cdte Mm du poligone AMD, il faut que lc point L
décrive autour du point touchant M comme centre un
petit arc L. Il eft donc évident que ce petit arc fera par-
tiedela courbe ILK; & par-conféquent que la droite ML,
qui luy eft perpendiculaire , fera aufli perpendiculaire fur
la courbe ILK au point L. Ce qu'il falloit prouver.

ProrosiTtioN XV.
Probléme.

44. So 1T #n angle réctiligne quelconque MLN, dont les
cotés LM, LN touchent deux wyrZe: gquelcongues AM , BN.
Si Lon fait gliffer ces cités autonr de ces courbes, en forte qu'ils
les rouchent continiiellement ; il ¢ff clair que le fommet L deé-
criva dans ce mowvement une courbe LK. 1l ¢ff queftion de
meney une perpendiculaire LC fur cette courbe , la pofition de
Vangle MLN étant donnée.

E ijj

* Art.3.

F16.29.
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Soit decrit un cercle qui pafle par le fommet L, & par
les points touchans M, N ; foit menée par le centre € de
ce cercle la droite CL: je dis quelle fera perpendiculaire

‘3 la courbe ILK. .

Car confidérant les courbes 4M, BN comme des poli-
ones d’une infinite de cotés tels que Mm, N#; il eft évi-
dent que fi P'on fait gliffer les cétes LM, LN delapgle re-
&iligne MLN, qu'on {fuppofe demeurer toujours le méme,
autour des points fixes M, N, ( on confidere les tangen-
tes LM, LN comme la continiiation des petits cotes M f;
N g) julqua ce que le cote LM de langle tombe fur le
peut cote Mm du poligone AM, & l'autre cote LN furle
petit cote Nu du poligone BN ; le fommet L decrira ung
petite partie L/ de 'arc de cercle MLN, puifque par la
conftru&tion™tet arc eft capable de I'angle donné MLN.
Cette petite partie L/ fera donc commune 3 la courbe
ILK; & par-conféquent ladrojte CL, qui luy eft perpendi-
culaire, fera aufli perpendiculaire fur cette courbe au
point L. Ce qu'il farloit demontrer.

ProrosiTioN XVL
Probléme.

45. S o1t ABCD wsne corde parfaitement fléxible, d la-
gquelle foient attachés dgférergcpaids A,B,C, &c. qui ayems
entreux tels intervalles AB, BC,Grc. que Lon wondra. Si ['on
traine cette corde fur un plan horizontal par Uextrémité D, le
long d'une courbe donnée DP ; il eff clair que ces poids f¢ dif
poferont en forse qu'ils foront tendre la corde , & qw'ils décri-

ront en fuitg ges conrbes AM, BN, CO, ¢c. 0n demande la
maniére er les tangentes, la pofstion de la corde ABCD

étant donpg PRt la grandenr des poids.

Dans le premier inftant que 'extrémité D avance vers
P,les poids 4, B, C décrivent ou tendent 3 décrire autane
de l%tits cOtes Aa, Bb ,Cc des poligones qui compofent

‘lps courbes 4 M, BN, CO; & par-confequent il ne faut pour

én mener les tangentes 4B, BG, CK, que determiner la
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dire&tion des poids 4, B, C dans ce premier inftant, Ceft-3-
dire la pofition des droites qu'ils tendent a decrire. Pour la
trouver, je remarque

1°. Que le poids A eft tire dans ce premier inftant fui-
vantla dire&tion 48, & comme il n’y a aucun obftacle qui
s'oppofe a cette direltion, puifqu'il ne traine apres luy au
cun poids, il la doit fuivre ; & partant la droite 4B fera
la tangente en A de’la courbe AM.

2°. Que le poids B eft tiré fuivantladiretion BC; mais
parce quiil eraine aprés luy le poids 4 qui n’cft pas dans
cette diretion, & qui doit par-confequent y apporter
quelque changement, le poids B n'aura pas fa dirc&ion
fuivant BC, mais fuivant une autre droite BG, dont il faut
trouver la pofition. Ce que je fais ainfi.

Je décris fur BC comme. diagonale le re&angle EF,
dont le coté BF eft fur 4B prolongee, & fuppo%ant que
la force avec laquelle le poids B eft tire fuivant BC, s'ex-
prime par BC; il eft vifible par les regles de 1a Mecani-
que, que cette force BC fe peut partager en deux autres
BE & BF, c'eft-a-dire que le poids B étant tiré fuivant la
dire&tion BC par la force BC, c’eft 1a méme chofe que
s'il ecoit tir¢ en méme tems par la force BE fuivant ladi-
reltion BE, & par la force BF fuivant la dircCtion BF.
Or le poids 4 ne s'oppofe point A la dire&tion BE, puif-
qu'elle luy eft perpendiculaire; & par-conféquent la for-
ce BE fuivant cceee direltion demeure toute enticre : mais
il Soppofe avec toute {a pefanteur 2 la direftion BF. Afin
donc que le poids B avec la force BF vainque la réfiftan-
cedu poids A4, il faur que cette force fe diftribué dans
ces poids 3 [proportion ¢ leurs maffes on grandeurs: ceft-
pourquoy fi I'on divife £C au point G, en forte que CG
foit 3 GE comme le poids 4 au poids B; il eft clair que
EG expriinera la force reftante avec laquelle le poids B
tend a fe mouvoir fuivant la direltion BF, apres avoir
vaincu la réfiftance du poids 4. II eft donc évident que
le poids B eft tiré en méme tems par la force BE fuivant
la direCtion BE, & par la force EG fuivant la direttion
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BE ou EC; & partant qu'il tendra 3 aller par BG avec la
force BG : C’eft-a-dire que BG fera fa diredtion, & par-
confequent tangente en B de la courbe BN.

3°. Pour avoir la tangente CK, je forme fur CD com-
me diagonale lc re&angle A1, dont le cdte ¢7 cft fur BC
Frolongéc; & je vois que le poids B ne refifte point 2 la
orce CH avec laquelle le poids C eft tiré fuivant la di-
rc&tion CH , mais bien a la force C7 avec laquelle il eft
tir¢ fuivant la direttion CI, & de plus que le poids A ré-
fite auffi & cctte force. Pour fcavoir de combien, je tire
AL perpendiculaire fur CB prolongee du coté de B,& je
remarque que fi 4B exprime la force avec laquelle le poids
A efttiré fuivant la direction 4B, BL exprimera celle avec
laquelle ce méme poids A eft tire fuivane la diretion BC;
de forte que le poids € avec la force €7 doit vaincre le
poids entier B, & de plus une partie du poids 4 qui eftace
poids 4 comme BLeft a BA,ou BFa BC. Sidonclonfuic

B+ A;gFo C :: DK.KH. il eft clair que CK fera la dire-

&ion du poids C, & par-conféquent la tangente en C dela
troifiéme courbe Co.

Si le nombre des courbes ¢toit plus grand, on trouve-
roit de la méme manicre la tangente deTa quatriéme, cin-
quieme, &c. Et fi on vouloir avoir les tangentes des
courbes décrites par les points moyens entre les poids,

on les trouveroit par l'art. 36.

SEcTION
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SECTION IIIL

'U/;tge dw calcul des dzﬁ?rences pour trouver les plus
grandes ¢ les moindres appliquées, o [é réduifent
les queftions De maximis & minimis.
DeErfFiNiTION L

O 171 une ligne courbe MDM dontles appliquees PM, fq

N N g ) .31

ED, PM foient paralleles entr’elles ; & qui foit telle que 32
la coupée AP croiflant continiicllement, I'appliquee PM 33.
croifle auffi jufqu’d un certain point E, aprés lequel elle 34

diminué ; ou au contraire qu'elle diminué jufqu’a un cer-
tain point E, apres lequel elle croiffe. Cela pofé,
La ligne ED fera nommce /a plus grande , ou la moindre
appliquce.
DeriNiTtionN IL

Si I'on propofe une quantité telle que PM, qui foit
compofce dune ou de plufieurs indéterminées telles que
AP, laquelle AP croiflant continiiellement, cette quantité
PM croiffe auffi jufqu'a un cerrain point E, aprés lequel
elle diminué, ou au contraire; & qu'il faille trouver pour
AP, une valeur AE telle que la quantité ED quien eft com-
pof¢e, foit plus grande ou moindre que toute autre quan-
tit¢ PM femblablement forméede #P. Cela s'appelle une
queltion De maximis ¢ minimis.

PROPOSITION GENERALE.

. 46. LA narure de ta ligne courbe MDM étant donnée ;
"+ -grouver powr AP ane valewr AE rtelle que Lappliquée ED fiis
" Ja plus grande ou la moindre de fes femblables PM.

_ Lorfque AP croiffant, PM croicaufli; il eft évident* que * 4. 8. 10.
fa diffcrence Rm fera pofitive par rapport i celle de AP;
& quau contraire lorfque PM diminug,la coupee AP croif-

F

N\
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Fic. 31.32.

F1c. 33.34.

Fic. 31.32.

* _Art. 10.
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fant tolijours, fa difference fera négative. Or toute quan-
tité qui croit ou diminué continiiellement, ne peut deve-
nir de pofitive négative, qu'elle ne pafle par I'infini ou
par le zero; fcavoir par le zero lorfqu'elle va d’abord én
diminiiant, & par l'infini lorfqu’elle va d’abord en aug-
mentant. D’ou il fuit que la difference d’wne quantité qui
exprime un plus grand ou un moindre , doit éwre cgale a
zero ou a l'infini. Or la nature de la courbe MDM étant -
donnée, on trouvera* une valeurde Rm, laquelle ¢tant éga-
lee d’abord 3 zero, & enfuite i infini, ?crvira a décou-
vrir la valeur cherchée de 4E dans 'une ou l'autre de ces
fuppofitions.

REMARQUE

47. LA tangente en D eft parallele a Paxe 4B lorfque
la difference Rm devient nulle dans ce point ; mais lorf~
qu'elle devient infinie , la tangente fe confond avec I'ap-
pliquée ED. D’ou P'on voit que la raifonde mR 3 RM, qui
ex;rime celle de I'appliquée a la foutangente, eft nulle ou
infinie fous le point D.

On congoit aifément qu'une quantité, qui diminué con-
tiniiellement , nc peut devenir de pofitive négative fans
pafler par le zero ; mais on ne voit pas avec la méme évi-
dence que lorfquelle augmente, elle doive pafler par I'in-
fini. C'eft-pourquoy pour aider I'imagination, foient en-
tendugs des tangentes aux points M, D, M il eft clairdans
les courbes ot la tangente en D eft parallele 2 axe 4B,
que la foutangente P7 augmente continiiellement 2 me-
fure’ que les points M, P approchent des points D,E; &
que le point M tombant en D, elledevientinfinie; & qu’en-
ﬁnlorfguc AP furpaffe AE,lafoutangente PT devient*ne-
gative de pofitive quelle ¢éroit, ou au contraire.

: ‘ExeEMmprre L

4-8- Su PPOSONS quc x’—k;’-—:ax} (AP=x, P M=y,
AB==a) cxprime la nature de la courbe MDM. On aura
en prenant les différences sxxdx —t 3yydy == axdy + apdx,
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e YAx— gxxdx i
& a’)— ekl lorfque le point P tombe fur le
point cherché E, dou Pon tire y=27; & fubftituant cet-

te valeur 1 la place de y dans I'équation 'y’ ==axy, on
trouve pour AE une valeur x=—-a¥2 telle que l'appli-
quée ED fera plus grande que toutes fes femblables Po.

ExeMmrrEe Il

49. S 01T y—a=4a’ xa—x ', 'équation qui expri-
me la nature de la courbe MDM. On aura en prenant les

- 4 d gJ Y bl
différences, dy =—-"= que jégale d’abord 3 zero;
Wa-x
mais parce que cette fuppofition me donne — 2dxVa=—2¢

qui ne peut faire connoitre la valeur de 4E, jegale enfuite
3 2 . . ’ - G £ )
y'dx'/“ a linfini, ce qui me donne 3Va— x=0, doti 'on
3/ a—x
tire x==4, qui eft la valeur cherchee de 4E.

Exemrie IIL

50. S o1T une demi-roulette accourcie AMF, dont 1a
bafe BF eft moindre que la demi-circonference ANB du
cercle générateur qui a pour centrele point C. Ilfautde-
terminer le point E fur le diametre 4B, en forte que I'ap-
pliquée ED foit laplus grande qu'il eft poffible.

Ayant mené 2 difcretion Pappliquée PM qui coupe le
demi-cercle en N, on concevra a Pordinaire aux points
M, N, les petits triangles MRm, NS», & nommant les in-
déterminées AP, x; PN, z; latc AN, #; & les doflnées

ANB, a; BF, b; €A ou CN, ¢; 'on aura par la propricté
de la roulette ANB (4). BF (b) :: AN (8). NM=2*,

JDonc PM=2z+ f‘i, & fa différence Rm== ‘d‘:*”"=o
lor{que le point P tombe au point cherché E. Orles trian-
ﬁ]cs réQangles N, NPC font femblables; car fi 'on ote
es angles droits CN#z, PNS Pangle commun CNS, les
reftes SN#, PNC feront ¢gaux. Et partant CN (¢).CP

Fy

Fic. 33.

Fic.36.
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(¢—x) 1 Nn (du). Sn(dy)= =% Doncenmet=

tant cette valeur 2 la place de dz dans 4dz —+bdu=o0,
dw — axdu — bedu . .

on trouvera “= "2 —= ) d'oli I'on tirera x (qui -
5 .

eft ence cas AE)==c—+ —.

Il eft donc évident que fi 'on prend CE du cdté de B
quatriéme proportionnelle & la demi-circonference ANB,
a labafe BF, & au rayon CB,le point E fera celuy qu'on
cherche. 4

Exemere IV.

L5l C ourker laligne donnée AB cn un point £, en

forte que le produit du quarre de I'une des parties AE par
lautre EB, foit le plus grand de tous les autres produits
formes de la méme maniere. '

Ayant nomm¢ l'inconnué AE, x; & la donnce 4B, 4;
onaura AE x EB==axx— x’,qui doit étreun glu.r grand.
C’eft-pourquoy on imaginera une ligne courbe MDM,
telle que la relation de I'appliquee MP (y) 4 la coupée

AP (x) foit expriméc par I'equation y=— ”"”;”3 » & on
cherchera un point E tel que P'appliquée ED foit la plus
grande de toutes fes femblables PM; ce qui donne dy

dx — 3xxd .
’—"’"‘—“f-"—’f.—_—_—a,d’oﬁlon tire AE (x) —-—.%4.

Silonveuten général que x™ x a— x' foit un plus grand

( m & n peuvent marquer tels nombres qu'on voudra), il

faudra que la difference de ce produit {oit egale 3 zero
0

D L

ou i #infini, ce qui donne mx""'dx x 4—x —na—x *

.« . N1
dx x x"==0, d'ott en divifant par x" ' xs—x _ dx,l'on

tite am—mx —nx==0,8 AE (x) = "

Sim=—z2,& n=—1, 'oh aura 4E = 24, & il faudra
alors énoncer le probléme ainfi.
Prolonger laligne donnée 45 du cdre de B en un point

4.

2
E, en forte que la quantité % foit un moindre, & non -~
pas un plus grand; car équation i la courbe MDM fera
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==y, dans laquelle fi 'on fuppofe x=4, Iappliquee

Coxe
x—a

PM qui devient BC fera 2, ceft-i-dire infinie; & fuppo-
fant x infinie, 'on aura y = x, c'eft-a-dire que I'appliquée
fera auffi infinie.

Sim=—1, & n=— 2,onaura AE =——a; d’ot il fuic

que Pon doit enoncer le probléme alors en cette forte.
Prolonger la droite donnece 4B du cdte de 4 en un

. .7 AEx AB' .
point E, en forte que la quantite “——— foit plus gran-

—
de que tout autre quantité femblable —‘ﬁ’;—;B—.

ExeMrre V.

s2. LLa ligne droite 4B ¢tant divif¢e en trois parties
AC, CF, FB, il faut couper fa partie du milieu CF au poine
E, en forte que le rapport du re&tangle 4E x EB au re-
&angle CE x EF foit moindre que tout autre rapport for-
mé de la méme maniére.
Ayant nommé les données AC, 45 CF, b; CB,¢c; &
Iinconnué CE, x; l'on aura A4E—=4—+4 x, EB=—c—x,
EF==b— x, & partant le rapport de 4ExEBACExEF

BC —fo CX —e AX == XX 3 . . ’
fera —————— qui doit étre u» moindre. Ceft-pour-

quoy fi Pon imagine une ligne courbe MDM , telle que la
relation de I'appliquee PM (y ) i la coupée CP (x) foit

: /4 L4 : AAC e RLX, == ARY o=m AXX
exprimee par I'équation y= e » la quef-

tion fe réduit i trouver pour x une valeur CE telle que
appliquee ED foit la moindre de toutes fes femblables
PM. Onformera ddnc (en prenant les différences, & di-
vifant enfuite par «dx) Uegalite cxx —axx — bxx — 2ac%
— abc==0, dont l'une des racines réfout la queftion.

Sic=a—+b,I'onaura x=%b.

ExeMmrepre VL

53 E NTRE tous les Cones qui peuvent étre infcrits
F ij

Fic. 8.

Fic. 39.
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dans une fphere, déterminer celuy qui a la plus grande
furface convexe. |

La queftion fe réduit 3 déterminer fur le diametre A5
du demi-cercle AFB le point E, en forte quayant mené
la perpendiculaire EF, & joint AF, le re&angle AF x FE
{oit le plus grand de tous fes femblables AN x NP. Car fi
Pon congoit que le demi-cercle 4F3 fafle une révolution
enticre autour du diametre 4B, il eft clair qu'il décri-
ra une {phere, & que les triangles reGangles 4EF, APN
décriront des cones infcrits dans cette fphége . dont les
furfaces convexes décrites par les cordes 4N, feront
entrelles comme les réangles AF x FE, AN’x NP.

Soit donc Finconnué AE=x, la donnée 4B=—4, on

~aura parlaproprieté du cercle AF—=vax, EF=vax—xx;

& partant AF x FE=Vaaxx—ax* qui doit étre un plus
grand. Ceft-pourquoy onimaginera une ligne courbe MDM
telle que la rclation de Pappliquee PM (y) i la coupée

AP (x ) foit exprimee par I'équation ’ﬁiﬁi;_:_;‘i'=],— &
Toni cherchera le point E, en forte que Pappliquée ED foit
plus grande que routes fes femblables #M. On auradonc

en prenant la différence 2&% =324 __, " o3 lon tire
2/ aaxx — ax’
AE (x) u‘:%d.
Exempre VIL
4 O x demande entre tous les Parallélé pipedes égaux
3 un cube donné &, & qui ont pour un de leurs cbeés la
: 7 . . . .
droite donnée 5, celuy qui a la moindre fuperficie.
. Nommant x un des deux cbtés que I'on cherche, Pag-

tre fera —:?:. 5 &-prenant les plans alternatifs des trois coeés
b, x, {;:- du parallélépipede, leur fomme fgavoir 6x-+"T’
-—i——Z’- fera la moitie de fa fupctficie qui doit étre uz moin-
dre. Cleft-pourquoy concevant i Pordinaire une ligne

. ’ . bx aa aa
courbe qui ait pour equation —> — ~~— =y, 'on trou-
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. bd. aadx .
vera en prenant la difference —%—=Z=p, d'ott 'on

3 . A
tire xx= -;i, & x='l/‘T,- de forte que les trois cotes du
parallclepipede qui fatisfait i la queftion, feront le pre-
- . } N\ 1
mier 4, le fecond i‘;-, & le troifieme V' 3. D'ou I'on

voit que les deux cdtes que Von cherchoit, font égaux
~entreux. .
Exemrere VIIL

55 O N demande prefentement entre tous les Paralle-
lepipedes qui font égaux & un cube donné &, celuy qui 2
la moindre fuperficie.

Nommant x un des cbtes inconnus, il eft clair par I'¢-
xemple précédent, que les deux autres cdtés feront cha-

cun 'l/‘x—’ 5 & partant la fomme des. plans alternatifs qui

cft la moitie de la fuperficie, fera%’—l-zv’a’x qui doic

. > -t ade | aldx
étre w1 moindre. Ceft-pourquoy fadifference —=———+ -

=0, dou l'on tirc x==4; & par-conféquent les deux
autres cotes feront aufli chacun =4; de forte que le cube
méme donné fatisfait i la queftion,

ExemrrLe IX. ’

56. LA ligne AEB étant donnée de pofition fur un plan Fyg, 41.°
avec deux points fixes €, F; & ayant mené i un de fes
points quelconques P deux droites CP (s), PF (z); foit
donnée une quantit¢ compofée de ces indeterminées
& z, & de telles autres droites donnees 4, b, 8c. qu'on
voudra. On demande quelle doit étre la pofition des droi-
tes CE, EF, afin que la quantite donnée, qui en eft com-
pofce, foit plus grande ou moindre que cette méme quan-
tice lorfqu'clle eft compofée des droites CP, PF.

Suppofons que les lignes CE, EF ayent la pofition re-
quife; & ayant joint CF, concevons une ligne courbe DM
telle quayant mené 3 difcretion P9 M perpendiculaire fur
CF, l'applique .9 M exprime la quantitc donnce:: il eft clai
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que le point. P tombant au point E, I'appliquée QM qui
devient 0D, doit étre la moindre ou la plus grande de tou-
tes fes femblables. 1l faudra donc que fa différence foit
alors egale A zcro ou a l'infini : c’eft-pourquoy fi la quan-
tit¢ donnee eft par exemple a% — 2z, 'on aura adu —+ 224z
=0, & par-conféqucnt ds.—dz :: 2%, a. D’ou I'on voit
d¢ja que dz doit étre négative par rapport i du; Ceft-a-
dire que la pofition des droftes CE, EF doit écre telle que:
« croiflant , z diminué.

Maintenant fi 'on mene EG perpendiculaire a la ligne
AEB, & d’un de fes points quelconques G les_perpendi-
culaires GL,GI fur CE, EF ; & qwayant tire par le point e
sris infiniment prés de E, les droites CKe, FeH, on décrive

es centres C, F les petits arcs de cercle EK, EH : on for-
mera les triangles reétangles ELG & EKe, EIG & EHe, qui
feront femblables entr’aux ; car fil’on 6te des angles droits
GEe, LEK le méme angle LEe, les reftes LEG, KEe {cront
egaux ; on prouvera de méme que les angles JEG, HEe
feront egaux. Onauradonc GL.GI :: Ke (du). He (—dz)
:: 2. 4. Dot ilfuit que la pofition des droites CE, EF doit
étre telle qwayant mené la perpcndiculairc EG {urlaligne
AEB; le finus GL de I'angle GEC foit au finus GI del'angle
GEF, comme lcs quantités qui multiplient 4z font a cel-
les qui multiplient dv. Ce qu’il falloit trouver.

COROLLAIRE.

- £7. S 1 Pon veut 2 prefent que la droite CE foit don-
née de pofition & de grandeur, queladroite EF lefoitde
grandeur feulement, & qu'il faille trouver fa pofition; il
eft clair que I'angle GEC ¢tant donne, fon finus GL le fera
aufli, & pas-conféquent le finus GI de I'angle cherche
GEF. Donc fi l'on décrit un cercle du diametre EG, 8 que
Pon porte la valeur de G fur fa circonférence de G en 7;
la glfroitc EF qui pafle par le point 7 aura la pofition re-
quife. .

Soit a4 — bz la quantité donnée ; on trouvera GI==
GL (SRt :
25— dou I'on voit que quelque longueur quon don-

ne
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ne  EC & i EF , la pofition de cette derriiere fera tofi-
jours la méme, puifqu’elles n’entrent point dans la valeur
de GI, qui par-confequent ne change point. Si 4=, il
eft clair que la pofition de EF doit étre fur CE prolongée
du céte de E ; puifque GL=G1I, lorfque les points C, F
tombent de part & d'autre de la ligne AEB: mais lor{-
gu’ils tombent du méme cdte, l'angle FEG doit étre pris
¢gal a l'angle CEG. h

*ExeMmrre X.

1 8. Ln cercle AEB crant donné de pofition avec les
points C, F hors de ce cercle; trouver fur fa circonféren-
ce le point E tel que la fomme des droites CE, EF foit la
moindre qu’il eft poffible. .

. Suppofant que le point E foit celuy que I'on cherche,
& menant par le centre 0 la ligne 0EG, il eft clair quelle
fera perpendiculaire fur la circonférence 4EB; & partant
* que les angles FEG, CEG feront égaux entr’eux. Si donc
I'on mene EA en forte que I'angle £A0 foit égal 3 I'an-

le CEO, & de méme EK en forte que Pangle EKo foit
egal a 'angle FEo, & les paralleles ED, EL 4 oF, oc;
on formera les triangles femblables 0CE & 0EH,0FE &
OEK, HDE & KLE; & en nommant les connuds OF ou 04
ou 0B, 4; 0C, b; OF , ¢c; & les inconnués 0D ou LE, x ;

DE ou 0L,y ; l'on aura 0 =%, 0k="2, & gp
(x—-5-) DE (y) :: KL (]—%)..LE (x). Donc
xx— Tl =yy—*2 qui eft unc équation i une hyper-

bole que I'on conftruira facilement , & qui coupera Ig
cercle au point cherché E.

ExeMmrre XI

2 9. Ux vo ageur partant du lieu ¢ pour aller au lieu

J F, doit traverfer deux campagnes feparées par la ligne

droite AEB. On fuppofe qu'i] parcourt dans la campagne

du céte de ¢ I'efpace 4 dans le tems ¢, & dans I'autre du
G

F16. 42.

Fic. 42.

¢ Art.57.

F16. 43,
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cote de F Pefpace b dans le méme tems ¢: on demande
par quel point E de la droite 4EB il doit pafler, afin qu'il
employe le moins de tems qu'il eft poffible pour parve-
nit de C en F. Si l'on fait 4. CE (%) ::¢. =.Et b. EF

(z) ::¢. F.ileft clair que = exprime le tems que le
voyageur employe a parcourir la droite CE, & de méme
que - exprime celuy qu'il employe a parcourir EF; de
forte que ’—:—{-—'bidoit étre un moidre. D'ou il fuic
* quayant mené¢ EG perpendiculaire fur la ligne 4B; le
finus de I'angle GEC doit étre au finus de l'angle GEF,
comme 4 eft a b.

Celapofe,fi 'ondécrit du point cherché £ comme cen-
tre de Vintervalle EC le cercle CGH, & qu'on mene fur la
droite AEB les perpendiculaires CA, HD, FB, & {ur CE,EF
les perpendiculaires GL,GI; 'onaura 4.4 :: GL.GI. Or GL
==AE, & GI = ED, parce que les triangles ré&angles GEL
& ECA,GEI & EHD font égaux & femblables entr’eux,com-
meil eftfacile i prouver. Ceft-pourquoy fi 'on nomme l'in-
connué AE, x; on trouvera ED = b—: : & nommant les
connués 4B, f; AC, g; BF , b ; les triangles femblables
EBF , EDH donneront EB (f—x). B& (h) :: ED (_I"i .

DH =~- fl’_b’;x . Mais a caufc des triangles ré&tangles EDA,

EAC, qli_ ont leurs hymtenufes EH, EC 'égales , Pon aura
ED —DH =—EA — AC, Ceft-3-dire en termes analyti-

' bbxx bbhlixx
ques, aa -+ aaff — 2a0fx —2axx =XX +gg: De forte que

otant les fractions, & ordonnant enfuite I'égalité, il vien-

dra aax' — zaafx’ — aaffix — 2aafggx —+ aaffog = o.
—bb  — 2bbf —aagg
—bbff

On peut encore trouver cette ¢quation de la maniére
. . . 4
qui fuit, fans avoir recours 3 l'exemple .
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Ayant nommé comme auparavant les connués 4B, f;
AC, g; BF, h; & Pinconnu¢ AE, x; on fera 4. CE

X
B+ a4 tems que le voyageur
a

(\/gg—i-xx) sie.
employe 3 parcourir la droite CE. Et de méme b. EF
. o 2fx —+ X rbh .
(Vff— 2fx—xx—hh) : : ¢ I AE LT u
tems que le voyageur employe 2 parcourir la droite EF.
Ce qui fera thijx 4= ’ff‘b‘*”‘*hb= 3 un moin-

exdx exdx— cfdx
aJgg+xx  buff—afirxx bl
=0; d’oti l'on tire, en divifant par cdx & en Otant les in-
commenfurables, la méme égalité que ci-devant, dont
Yune des racines fournira pour A4E la valeur qu'on cher-
che. :

dre; & partant fa différence

ExeMmrrLe XIL

60. Soxr une poulic F qui pend librement au bour Frc. 44.
d’'une corde CF amachée en C,avec un plomb p fuf-
pendu par la corde DFB qui pafle au deflus de la poulie
F, & qui eft atrachée en B, en forte que les points C, B
font firués dans la méme ligne horizontale €B. On fup-
pofe que la poulic & les corges n’ayent aucune pefanteur;
& l'on demande en quel endroit le plomb D ou la poulie
F doit s’arréter. ,

I eft clair par les principes de la Mécanique que le
plomb D defcendra le plus bas qu'il luy fera poflible, au
deflous de I'horizontale CB; d'ou il fuit que la ligne a
plomb DFE doitéwreun plus grand. Cleft-pourquoy nom-
mant les données CF, 4; DFB, b; CB, ¢; & linconnué
CE, x; 'on aura EF =vVas — xx, FB=—Vaa— cc— 2(%,
8 DFE=b—Vaa— e — 2cx +Vaa— xx qui doit éue

. . cdx __ xdx
un plus grand; & partant fadifference ===~ 7o =0

==0¢, d'ou l'on tire 2cx’ — 200xx — aaxx = aacc=—=0, &
G
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divifant par x —¢, il vient 2cxx — 4ax — dac =0, dont
Pune des racines fournit pour CE une valeur telle que la

| f)clipcndiculairc ED pafle par la poulic F & le plomb D
or |

qu’ils font en repos. v

On pourroit encore refoudre cette queftion d'une au-

tré maniere que voicy.
Nommant EF, y; BF,z; lon qura b— 2 — y= i un
lus grand ; & partant dy=dz. Or il eft clair que la pou.
ie F décrit le cercle CFA autour du point C comme
centre ; & partant fi du poine £ pris infiniment prés de F,
Pon mene fR parallele 2 B, & f5 perpendiculaire fur
BF, I'on aura FR==dy , & FS==dz. Elles {eront donc
egales enu’clles; & par-conféquent les petits triangles ré-
ctangles FRf, FSf, qui ont de plus 'hypotenufe Ff com-
mune, feront égaux & femblables; d’ou I'on voit que I'an-

le RFfeft égal i 'angle SFf, Ceft-3-dire que le point F
goit éure tellement ficue dans la circonférence F4, que
les angles faits par les droites EF, FB fur les tangentes en
F foient egaux entr’eux: ou bien ( ce qui revientau méme)
que les an(gles BFC, DFC foient égaux. :

Cela pofe, fi Fon mene FH, enforte que 'angle FHC foit

égal a l'angle CFB ou CFD; les triangles CBF, CFH feront
femblables; comme auflli les triangles réQangles ECF,EFH,
puifque 'angle CFE cft égal 3 'angle FHE, étant 'un & P'au.
tre le complément 3 deux droits, des angles égaux FHC,
CFD; & par-confequent on aura CH ===, & HE (x— = ).

EF (y) ::EF (y).EC (x). Donc xx—""=py==aa
— xx par la proprieté du cercle, d’ott I'on tire ]a méme
<galite que ci-devant. "

Exsmrre XIIL

61. L'sre'varion du pole étant donnce, trouver le
jour du plus petit crepufcule. :

Soit C le centre de la fphere; APTOBA 9 le méridien;
ADAo I'horizon; QEeT le cercle crepufculaire parallele
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i I'borizon; AMNB I'équateur; FEDG la portion du pa-.
rallale 4 I'equateur , que décrit le Soleil le jour du plus.
petit crepufcule, ten(flermée entre les plans de I'horizon
& du cercle crépufculaire ; P lc pole auftral ; PEM, PDN
des quarts de cercles de déclinaifon. Larc 4.9 ou 07 du
méridiedd compris entre I'horizon & le cercle crépufcu-
laire,, & P'arc 0P de I'élévation du pole font donnés ; &
par-confequent leurs finus droits C.ou FL ou 9X,& OV
L'on cherche le finus €k de I'arc EM ou DN de la décli-
naifon du Soleil lorfqu'il decrit le parallele ED.

S'imaginant une autre portion fedg d'un parallele i I'¢-
quateur, infiniment proche de FEDG, avec les quarts de
cercles Pem, Pdn ; il eft clair que le temps que le Soleil
employe i parcourir 'arc ED, devant étre un moindre, la
difference de 'arc MN qui en eft la mefure, & qui de-
vient sz lorfque ED devient ed, doit étre nulles d'ot ik
fuit que les petits arcs Mm, N» , & par-conféquent le pe-
tits arcs Re, 54 {eront egaux entr’eux. Or les arcs RE, SD
£tant renfermés entre les mémes paralleles ED, ed, font
auffi egaux, &lesanglesen § & en R font droits. Doncles
petits triangles retangles ERe, pSd ( que Pon confidére
comme redtilignes * 3 caufc de I'infinie petitefle de leurs
cotés , feront egaux & femblables; & par-confcquent les
hypotenufes 5e, Dd feront auffi egales entr’elles,

Cela pofé,les droites DG, EF, dg, ef communes {ections
des plans FEDG, fedg paralleles i I'équateur , avec 'hori-
zon & le cercle crepufculaire, feront perpendiculaires
fur les diametres 4o, 97, puifque les plans de tous ces
cercles font perpendiculaires chacun fur le plan du méri-
dien; &les petites droites Gz, Ff feront égales entr’elles,puif-

que les droites FG, f font paralleles. Donc V' bd' —Gg'

ou DG —dg=V.E‘?—ff’ ou fe—FE. Or il eft clair

par ce que l'on a démontre dans Iarticle §o. que fi I'on

mene 3 difcrétion dans un demi-cercle deux appliquées

ipfiniment proches, le petit arc quelles renferment, fera
G 1jj

*Art.3.
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3 leur difference, comme le rayon eft i la coupée depuis
le centre ; ce qui donne ici ( 2 caufe des cercles 4D0,
QET) C0.CG :: Dd ou Ee. DG—dg ou fe—FE :: 1.9.
IF :: CO—1.9 ou OX. CG — IF ou GL. Mais i caufe des
wriangles réftangles femblables €70,CKG, FLG, Pon aura
Co. CG :: OV. GK. Et GK. GL :: CK. FL ou 9X. Donc
OV.CK :: OX. X.Q :: X.9. XH par la propriete du cercle :
c’eft-a-dire que fi 'on prend 9X pour le rayon ou finus
total dans le triangle ré&tangle 9X#, dont Fangle #.9X

eft de 9 degres, parce que les Aftronomes font I'arc 4.9

de 18 degrés, 'on aura comme le finus toral eft 3 la tan-
gente de 9 degres, de méme le finus de I'élevation du
pole eft au finus de la declinaifon auftrale du Soleil dans
le temps du plus petit crepufcule. D'ou il fuit que fi'on
ote 0.8002875 du logarithme du finus de l'elevation du
pole ; le refte fera le logarithme du finus cherché. Ce

quil falloit trouver.
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SECTION V.
Ufage du calcul des différences [rour trouver les points
dinfléxion ¢g de rebrouffemens.
YOMME I'on fe fervira dans 1a fuite des différences
fecondes, troifiemes, &c. il eft n¢ceflaire d’en don-
ner une idée avant que d’aller plus loin. !

DeriNniTiON L

La portion infiniment petite dont la difference d’'une
uantit¢ variable augmeante ou diminué continiicllement,
eflt appellee la différence de la différence de cette quanti-
té, ou bien {a différence feconde. Ainfi fi 'on imagine une

troifieme appliquee #¢4 infiniment proche de la feconde Fia. 46,

mp , & qu'on mene mS parallele a A8, & mH parallele a
RS ; on appellera Hn la différence de s -difference Rm , ou
bien la différence feconde de PM.
De méme fi lon imagine une quatriéme appliquée of
infiniment proche de la troifieme 74, & qu'on mene T
arallele & 4B, & nL parallele 3 75 on appellera la dif-
(gérence des petites droites Hn, Lo, la différence de la diffe-
rence feconde, ou bien la différence troifiéme de PM. Er ainfi
_des autres.

AVERTISSEMENT.

On marquera dans la fuite chagque différence par un nombre
de d qui en exprime Lordre ou le genre.. Par éxemple, on mar-
quera par dd la différence feconde ou du fécond genre ; (far
ddd, la différence troifiéme ou du troifiéme genre; par dddd,
la différence quatriéme ou du quatviéme genre s-& de méme des
autres. Ainfi ddy exprimera Hn; dddy, L6 — Hif} ¢e.
want aux puiffances de ces différences, onles marquera par des
cl;t%re: poficrienrs mis au deffus, comme U'on fait ordinairemens
celles des fmndeur.c entiéres. Paréxemple,le quarré, ou le cube de

dy fera dy*, ou dy*s le quarré,on le cube de ddy féra ddy*, o

#ou Hp—LO
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ddy?; cetuy de dddy fra dddy?, ow dddy?; celny de ddddy
jc'rZ ddddy?, o# ‘dd!dy’, ore. S

CoroLLAIRE L

' 62.S1 ron nomme chacune des coupees AP,X),Aq,Af;

x ; chacune des appliquées PM,pm, 4n, fo, y ; & chacune
“des portions courbes AM, Am, An, Ao, 4 ; il eft clair que dx
exprimdrales différences Pp, pg, gf des coupees; dy lesdif-
férences Rm, Sn, To des appliquées; & du les differences
Mm , mn , no des portions de la courbe AMD. Or afin de
prendre, par éxemple, la difference feconde A de la va-
‘riable PM, il faut imaginer fur Paxe deux petites parties
-Pp; pg, & fur la courbe deux autres Mm, mn pour avoir les
deux differences &m, S#; & partant fi I'on fuppofe queles
petites parties Pp, pq foient cgales entr'elles,il eft clair que
Wx fera conftante par rapport 3 dy & 1 du, puifque Pp
quidevient pg demeure laméme pendant que Rz qui de-
vient $», 8 Mm qui devient mn, varient. On poutrroit {up-
pofer que les petites parties de la courbe Mm;, mn ferotent

~ égales entt’elles, & alors du feroit conftante par rapport 3
"dx & i dy ; & enfin fi Pon fuppofoitque Rm & S» fuffent

égales , dy feroit conftante par rapport Adx & 1 du, & fa
différence Hn (ddy) feroit nulle.

De méme pour prendre la difference troifieme de P,
ou la difference de la différence feconde Az, il faut ima-
giner {ur 'axe trois petites parties Pp, pg, 4f fur la courbe
trois autres Mm, mn,no; & fur les appliquees aufli trois au-
tres Rm,Sn, To; & alors on aura dx ou du ou dy pour con-

“frante, felon quon fuppofera que les Fctitcs parties Pp, pq,
qf> ou Mm, mn, na, ou Rm, Ss, To font egales entr'elles. Il en
eft de méme des différences quatriémes, cinquiémes , &c.

Tout ceci fe doit aufli entendre des courbes AMD, dont
les-appliquées BM, B, B» partent toutes d’un point fixe B ;
car pour avoir, par éxemple, la différence feconde de BM,
il faut imaginer deux autres appliquées Bm, B» qui faflent
des angles MBm, mBn infiniment petits, & ayant decrit du

centre B les petits arcs de cercle MR, »S; la différence
des
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des petites droites &m, §7, ferala différence fccqndc de BM;
& l'on pourra prendre pour conftants les petits arcs MR,
mS,ou les petites portions de la courbe AMm, mn, ou cpﬁ’n
les petites droites &m,Sn. 1l envade méme pour lesdiffe-
rences troificmes , quatriémes , &c. de Iappliquée 5.

REMARQuUE

. 63. ON doit bien remarquer, 1°. Qu’il y a différens Fic. 46.
ordres d'infiniment petits : que &m, par exemple, eft in.
finiment petite par rapport a PM, & infiniment gran@e par
rapport 3 n ; de méme que efpace MPpmreft infiniment
petic par rapport 3 I'efpace APM, & infiniment grand par
rapport au triangle M&m. . : R

2°. Que la différence entiére Pf eft encore infiniment
petite par rapport & 4P ; parce que toute quantite qui-eft
Ja fomme d’'un nombre fini de quantités infiniment peti-

1es telles que Pp, pq, gf par rapport- 3 une autre AP, de-
meure totijours infiniment petite par rapport  cette méme

uantité : & qu'afin qu'elle devienne du méme ordre, il
Em_c que le nombre des quantités de ordre inférieur qui
la compofe, foit infini. : .
- Cororrarre 1L - ,

64.0x peut marquer en cette forte les différences
fecondes dans toutes les fuppofitions poffibles.

1°. Dans les courbes on les appliquées mR, x5 font pa- Fic. 43.9%49
ralleles entr’elles, on prolongdera 1a petite droite Mm en
H o elle rencontre Fappliquee sn; & ayant décrit du
centre m, de Vintervalle ma, Parc nk, on tirera les petites
droites /, li, keg paralleles 3 ms & 3 sn. Cela pofe, fil'on
‘veut que 4x foit conftante , Ceft-d-dire que M foit éga-
le 3 ms;il eft clair que le wiangle mSH eft femblable &
€gal au triangle MRm, & quainfi A7 eft ddy, Ceft-a-dire
la différence de g & Sn, & Hk = ddu. Mais fi Yon fup«
pofe que du foit conftante, c'eft-3-dite que Mm=mn
ou amk; il eft ¢vident alors que le triangle mgk eft fem-
blable & égal. au triangle MRm, & qu'amfi ke=ddy, &
H



Fic. 0.1,

* Art. 3.

8 S . ANarrse -
Sg ou cn=ddx. Ebfin fi T'on prend dy pour conftante,
Ceft-a-dirc mR=n5, il senfuit que le triangle mi/ eft
cgal & femblable an criangle MAm, & quainfi is ou »f
=ddx , & lk=—dds. ‘

2°. Dansles courbes dont les aj:pliquécs BM ,Bm,Bn, par-
tent d'un méme point B, 'on décrira du centre B les arcs
MR, mS$ , que 'on tegardera * comme de petites droites
perpendiculaires fur Bm, Br ; & ayant prolongé Mm en E,
& décrit du centre m, de l'intervalle m», le petit arc s£E,
on fera 'angle EmH =mBn,8 'on tirerales petites droi-
tes nl,lj, kcg paralleles 3 mS 8 a s». Cela pofe, & caufe
du triangle BSm redtangle en S, langle BmS — mB#, ou
—+EmH vautun droit; & partantangle BmE vautun droit,
~t Smd ; il vauc auffi le droit MRm— RMm, puifqu’il eft
externe au triangle RMm. Donc 'angle Smfd=RMUm.

1l fuic de ceci, 1°. Que fi 'on veut que dx foit con-
ftante, C’eft-3-dire que les petits arcs MR, ms {oient &~
gaux entr'eux, le triangle SmA fera femblable & égal au

- triangle RMm ; & qu'ainfi Hr =ddy, & Hk==dds. »°. Que

fi 'on prend du pour conftante, le triangle gm#k fera fem-
blable & ¢gal au triangle RMm ; & qu'ainfi £¢ exprimera
ddy, 8 Sg ou cn, ddx. %.nﬁn, 3> Quefil'on prend dy pour
conftante, les triangles im/, RMm feront cgaux & fem-
blables ; & qu'ainfi i§ ou /n=ddx , & lk==dds.

ProrosiTioN L
Probléme.

65. Prenore le différence d'une quantité composée de
différences quelcongues.
_ On prendra pour conftante la différence que 'on voue
dra, & craittant les autres comme des quantiteés variae
bles,on fe fervira des regles preferites dans la Se&tion
premiere. .

La différence de ZZ, en prenant dx pour conftante,

fera ':;’“’ & =Y ;{" % en prenant &y pour conftante,
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Celle de 2% ~+4"  en prenant dx pour conflante, fera

d dd « oy ) \ 3
dzvydx' =+ dy' + 7;—;;’3%—: »le tourdivifé par dx, Ceft-i-dire
dedsc* — dedy* \

— E,f'.:;:;" %9 ; & en prenant dy pour. conftante, clle
: xdx* ddx : i g
fera dzdxvdx —+dy —+ Toiadt — zddxVdx" — dy ’ le

tout divifé par dx*, Ceftd-dire St dedudy’ — edy’dd
- ) &t d - dyt .
La difference de —22— | en prenant dx pour con-

vty dy? ’

ftante, fera dy'— yddyVds'— d)‘-—-% » le tout di-
) . . % e j .

.pr 2 t Ceft i dire LA rdytydx’ddy 5 8¢ en
vife par dx'—+dy’, Ceft-a-dire D i .
dx*dy* = dy* w— ydydxddx .

dx* = d J!./ 3

.. prenant dy pour conftante, cllc fera
< . ax" —ay

B e Azt o drr/S det — dyt T T i
La difference de == ;/,“;" 7 oLt 7 enpre.

—

3
— sdxdyddy* &F v dy v waﬁ‘*—_x

2 -4
—+dy '

nant dx poux conftante, fera Fiarr

Mais il faut obferver que dans ce demnier cas il pefy -

i)as libre de prendre dy pour conftante, car dans cette fup-
pofition fa difference ddy feroit nulle; & par-conféquent

. elle ne devroit pas fe rencontrer dans la quantite pro-

poféc.
DeriNniTIiON IL

Lors qu'une ligne courbe AFK eft en partie concave Frs. ¢z ¢s,
q & p §2-§%.

& cn partie convexe vers une ligne droite 4B ou vers-
un point fixe B; le point F qui fépare la partie concave
. . ’ N
de la convexe, & qui par-confequent eft la fin de I'une
& le commencement de l'autre, eft appelle point d'inflé-
xion,lor{que la courbe étant parvenué en F continué fon
“chemin vers le méme cbee : & point de rebrosffement lors
k] : ALt - <
qu'clle rebroufle chemin du céte de fon origine.

H ij

54- 55



F16. 52. §3.

*_drt. 47.

6o . AwNaryse

PrRorPosiTION II..
Probléme general.

66. L A natwre de la ligne courbe AFK étant donnée, dé-
terminer le point d'infléxion ou de rebrouffement F.

Suppofons en premier lieu que la ligne courbe AFK ait
pour diametre une ligne droite 4B, & que fes appliquées
PM,EF, &c.{oient toutes paralleles entrelles. Si 'on mene
par lepoint- F, Vappliquée FE avecla tangente FL; & par
un point quelconque M de la partie AF, une appliquée
MP avec une tangente MT: il eft clair, . -

1°. Dans les courbés qui ont un point d’infléxion , que
la coupee AP croiffant continiiellement, la partie A7 du
diametre, interceptée entte l'origine des x & la rencontre.
de la tangente, croit auffi jufqu’a ce que le point P tom-
be en E, aprés-quioi elle va en diminiiant ; d’ou 'on voit
que AT ctant appliquee en P, doit devenir un plws grand
AL lorfque le point P tombe fur le point cherche E.

2°. Dans celles qui ont un point de rebrouflement,
que la partie A7 croiflant continiicllement, la coupée AP
croit aufli jufqu'a ce que le point 7 tombe en L, apiés-
quoi elle va en diminiiant ; d'ou Pon voit que 4P etant
appliquée en 7 doit devenir un plus grand AE lor{que le
point 7 tombe en L. , -

Orfil'onnomme AE,x; EF,y; lonaura ,AL=’T”-"- — X,

" dytdx —ydrddy y

~dontla différcucé , qui eft i dx ( en fuppo-
fant dx conftante ), etant divifée par dx difterence de AE,

doit étre* nulle ou infinie; ce qui donne — —-Y:Lf=a ou
3 P'infini : de forte que multipliant par 4y, & divifant par
— 7, il vient ddy=0 ou a I'infini ; ce qui fervira dans la
fuite de formiule générale pour trouver le point d'infle-
xion ou de rebrouflement F. Car la nature de la courbe
AFK étant donnée, 'on aura une valeur de dy en dx; &
prenant la difference de cewte valeur, en fuppofant di¥
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copftante, on trouvera une valeur de ddy en dx*, laquelle
¢cant égalee d’abord i zero, & enfuite i I'infini, fervira
dans l'une ou l'autre de ces fuppofitions 3 trouver pour
AE une valeur telle que I'appliquee EF aille couper la
courbe AFK au point d’inflexion ou de rebrouflement F.

Lorigine £ des x peut éure tellement fitué que AL
=x—ld;i, au lieu de 15;——-—::, & que AL ou AE foit

wn moindre au lieu d'étre un plus grand : mais comme la
confequence eft toujours la méme, & que cela ne peut

faire aucune difficulte, je ne m’y arréterai-pas. Jesta vamarguer gue ALs mp peut
La méme chofe fe peut encore trouver de cette autre ma<y, o lre = T oo e 2e

nicre. Il eft clairqu'en prenant dx pour conftante,& {uppo- Fic, 48. 4’; Listre cote’ dee

fant quel'appliquee y augmente, $# eft moindreque SH ou ,mu»x;cr A

que Rm dans la partie concave, plus grande dansla conve- perra ;'-'—A xy 4

xe. D’oti 'on voit que la valeur de A7 (ddy) doitdevenirde owlleser L2 sora rregabive

pofitive négative {ous le point d’inflexion ou de rebreufle- fusonss “"“é’ to- ‘iﬁ"

ment F ; & partant *qu'elle y doit étre ou nulle ou infinic. * Art. 47, ‘"””’“‘Ef
Suppofons en fecond lieu que la courbe AFK ait pour Fic. 54.5. = 7 g

appliquees les droites BM, BF, BM,qui partent toutcs d’'un posibive; De for-

meéme point B. Si 'on mene telle appliquée BM qu'on Fiq, §6. 57+ be

voudra, avec une tangente M7 qui rencontre 37 perpen- """2"6 "’E;‘E“‘

diculaire 3 BM au point T'; & qu'ayant pris le point m in- cat + y.f,,

finiment prés de M,l'ontire 'appliquée Bm,la tangente mrs, Al = 2 &y

&la pcrpcndiculairc Btfur Bm, qui rencontre MTen 0; il

eft vifible ( en fuppofant que I'appliquée BM, qui devient

Bm, augmente) que dans la partie concave,, B¢ furpafle Bo,

8 qu'au contraire eclle eft moindre dans la partie conve- .- ;1 .

xe; de forte que fous le point d'inflexion ou de rebroufles

ment F, la valeur de 07 doit devenirde pofitive negative.

'Cela pofé, fi 'on décric du centre B les petits arcs de Fic.s6.
cercle MR, TH, on formera les triangles femblables mRM,
MBT,THO , & les petits {e&eurs femblables BMR, BTH.

Nommant donc' BM, y; MR, dx; 'on aura mR (dy).RM
(dx) i BM (7). BT== 2% :: MR (dx). TH="5-:: TH
( -':;—1 ): HO=~':§:—. Or fi I'on prend la difterence de BT

H iij
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( Z%‘_ ) en fuppofant dx con&ante, il vient p2— BT ou Hr

— dxdy* — ydxddy 5 & partant O — Hf ou Of— x4 an‘l{‘z—jdxll]_
D’oi il fuit en multipliant par dy*, & divifant par dx,’que ‘
11 valeur de dx* — dy* — yddy fera nulle ou.inlgn.ie fousle
oint d’infléxion ou de rebrouflement F. Or la nature de
Fic.54.55. la ligne AFK étant donnée, 'on aura des valeurs de dy en
dx, & dec ddy en dx*, lefquelles étane fubftituées dans
dx*— dy*— yddy, formeront une quantité, qui étant éga-
Iée d’abord i zero, & enfuite i Pinfini, fervira i trouver
~_ pour BF unc valeur telle que decrivant du centre B, &
de ce rayon un cercle, il coupera la courbe AFK au point
: " dinfiéxion ou de rebrouflement F. Ce qui écoit propofé.
Fic. g0.41. Pour trouver encore laméme chofe d'uncautre maniére,
' il faut confidérer quedans la partie concave 'angle BmE fur-
~ paffe 'angle Bma, & qu'au contraire dans la convexe il
, Fic.go.  eft moindre ; & partant que I'angle BmE — Bmn ou Emn,
Ceft-3-dire 'arc En qui en eft la mefure, devient de po-
ficif négatif fous le point cherché F. Or prenant-dx
pour conftante , les triangles re&angles femblables #ms,
Hnk, donneront Hm (du ). mS (dx) :: Hn (—ddy). nk
=— "f’ . ou I'on doit obferver que la valeur de 4z eft
neégative , parce Bm.(y) croiffant, Rm (dy) diminué,
Mcgis a c?nﬁ'c daq{}él:tcurs '(Z;mblablcs BmsS, mi'; , 'on aura
Bm (y). mS (dx) :: mE (du). E£=-‘;—"‘, & partant E&

Fic.g4.5 —tékmou En= —‘1"—‘%@’—- Dlott il {uit en multipliant

par ydu, & divifant par dx, que du*—yddy ou dx*— dy*
—yddy doit devenir de pofitive,, négative fous le point
cherché F. o o S

. SiTon fuppofe que y devienne infinie, les termes dx*
& dy* feront nuls par rapport au terme yddy ; & par-confé-
quent la formule dx'— dy'— yddy=10 ou i linfini , fe
changera en cette autre — yddy=0 ou i linfini , c’eft-a-
dire en divifant par —y, ddy=="0 ou a l'infini, qui eft la
formule du premier cas. Ce qui doit auffi arriver, puifque

e
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1es appliquees BM, BF, BM deviennent alors paralleles. -

COROLLAIRE.

67. Loasq__g; ddy =24, il eft clair que la différence Fic.ga
de 4L doit étre nulle par rappore 2 celle de 4E ; & par-
ant que les deux rangentes in{{)nimcnt proches FL,fL doi-
vent tomber Pune fur 'autre en ne faifant quune feule Li-
gne droite fFL, Mais lorfque ddy= alinfini, la differen~ Frc. g5
ce de AL doit étre infiniment grande par rapporr A celle
de AE, ou ( ce qui eft la méme chofe ) la difference de
AE eft infiniment petite par rapport a celle AL ; & par-
conféquent I'on peut mener par le mémce point F deux
- tangentes FL, F{ qui faffent entr’elles un angle infiniment

eat LFL. -

d Demémelot{que dx*—+ dy*— yddy=a=o, il clt vifible que F1o. §6.57.
0¢ doit deven®slle par rapport a MR ; & qu'ainfi les deux
tangentes infmigaent proches MT,m# doivent tomber 'une
fur I'autre,lor{que le point M devient un point d'inflexion
ou de rebrouflement : mais au contraire lorfque dx’~+ dy*
— yddy==2l'infini, o doit étre infinic par rapport 3 MR,
ou ( ce qui eft 1a méme chofe ) MR inf?niment petite par
rapport i 0¢; & par-confequent le point m doit tomber
fur le point M, C’eft-d-dire qu'on peut mener par leméme

int M deux tangentes qui faflent entr’elles un angle in-
g:imcnt etit, lorfque ce point devient un point d’inflé~
xion ou de q:brou(?cmcnt. :

Il eft evident que la tangente au point d'infiéxion ou
de rebrouffement F, érant prolongée, touche & coupe la
courbe AFK dans ce méme point.

- Exemrre L

68.Sorr une ligne courbe AFK qui ait pour diame- Fie.g8.
tre la ligne droite 4B, & qui foit telle que la relation de
la coupce AE (x) i l'appliquée EF (y), foit exprimée
par Pequation axx==xxy —+aay. 1l s'agit de trouver pour
AE une valeur telle que I'appliquée EF rencontre la cour
be AFK au point d'infiéxion F. - ‘
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L’equation 3 la courbe eft y—

2a3xdx

s & partant dy
1, & prenant la différence de cette quantité en
XX 4 A4

* - fuppofant dx conftante, & l'égalant enfuite 3 zero , on
ti'buvc 283dx* x 7% aa® — 843 xxdr® X XX — a3 '

XX~ RA

= ==0; cc qui multi-
. XXt RB ‘
pli¢ par xx —taa*, & divifé par 24%dx® x xx -+ az, donne

¥X—taa—yxx=0, dotil’ontire 4E (x) =4'l/§

- Si I'on mer 3 la place de xx fa valeur = 44 dans I'équa--
tion i la courbe J== g on trouve EF () =—s;
de forte quon peur déterminer le point d'infiéxion F-
fans fuppofer que la courbe AFK foit décrite. . :

i Silon mene AC parallele aux appliquées EF, & cga-
le 2 la droite donnée 4, & quon tire CG parallele 3 45,
clle fcra,'afymptote de la courbe A4FK. Car fi 'on fuppo--
fe x infinic, on pourra prendre xx pour xx—44; & par-
tant I'equation 1 la c’ourbe J=g—fe changera en
celle-ci y=4. ' -

Exemrre IL

g . R N 3 _—_’; ’. .
_ 69. Sorr]--4=x-—4 *. Donc dy=75x—a * dx,

. 2

& a’a‘_’;=;-% X—a —’La'x’_-—..::—;%, en prenant .dx.
pout conftante. Or fi Pon fuppofe cette frattion egale &
ZEI0, on trouve — ddx'=o; ce qui ne-faifant rien con-
noitre: il la faur fuppofer infiniment grande; & par-con-'
fequent fon dénominateur zst’x—4  infiniment petit ou

. zero. D'od linconnué 4E (x) =a.

.

i Exi:ﬂPLE III-

Fic, 39, 70- S o171 une demi-rouletre allongee AFK dont la bafe
BK furpafle la demi-circonférence ADB du cercle genéra-
teur qui'a pour centre le point C. 1 s'agic de déterminer

fur
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fur le diametre 4B le point E, en forte que Fappliquée EF
aille rencontrer la roulette au point d'infléxion F.

Ayant nommé les connués ADB, 4; BK , b; AB, 2c; &
les inconnués AE, x; ED, z; Varc AD, #; EF,y; lon
aura par la propricté de 1a roulette J=z.—§-i:— ; & par-

tant dy=dx, —+ —b‘ﬂ - Or parla proprieté du cercle 'on aura

———— dx— x4 dx
2=V2eo—xx,dn=""—""" & du (VAx'Fdz)= —==—.
J 26X—x% V 36% —xx

Donc mettant pour dz & du leurs valeurs , on trouve 4y
- 5 :
= Atbr —axds+beds Jontla différence (en prenant dx pous

8J 20x — xx
ber —arr—beex dr*
conftante) donne X —ac—becx dx

2K XX R JZ‘I—S‘

=0; dou l'on tire 4E

(x)=£’—|-~%£,.& CE==~:£~ _ .

I cft clair qu'afin qu'il y ait un-point d’infléxion F, it
faur que 4 furpafle 4; car s'il éroit moindre, CE furpafic-
roit CB. :

Exemrerre IV,

71 Ox demande le point d’inflexion F de la Con-
choide AFX de Nicamede,, laquelle a pour pole le point
P, & pour afymgtotc la droice BC. Sa proprieté eft telle,
qu'ayant mené du pole 2 3 un de fes points quelconques
F la droite PF, qui rencontre P'afymptote BC en D; la
partic DF eft tolijours égale 3 une méme droite donnée 4.

Ayant mené P4 perpendiculaire, & FE parallele 3 3c,
on nommera les connués 4B ou FD, a5 BP, b; & lesin-
connués BE , x; EF, 75 & tirant DL parallele 3 B4, les
triangles femblables DLF, PEF donncront DL (x). LP

Fic. 6o.

(Vea —xx) :: PE (b—+X). EF (y) ___b——T-TJ;T:;}.-

. 3
dont la difference cft 47—_:-1—‘51‘“”__‘1’.‘_ Si donc eon
XX 4@ — xx

prend la diférence de cette quantité, & quon legale

& 28%0 — gax? — jaabxx x dxt

=0y

acro , on formera Pégalic
2053 xS % Jan—xx

1.
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qui fe réduit 3 x*+ 2bxx — 244b=0, dont Pune des ra-
cines fournit pour BE la valeur cherchée.

Si a==b, I'equation precedente fe changera en cette
autre x’— zaxx — 2484 == 0, laquelle ¢tant divifée par x4,
donne xx — 24x% — 244==0 ; & partant BE (x) ==—a
—+V34a.

Autrement.

En prenant pour appliquees les li.gncs PF qui partent
du pole P, & en fc {ervant de la formule * yddy—dx*
—+ dy*, dans laquelle dx a éte fuppofee conftante. Ayant
imaginé unc autre appliquée Pf qui fafle avec PF 'angle
Frfinfiniment petit, & décrit du centre P les petits arcs
FG, DH, on nommera les connués 4B, 4; BP, b; & les in-
connués PF, y; PD, z; & lon aura par la propricté de
la conchoide y=2z—+4; ce qui donne dy=dz. Or a

caufe du triangle rédtangle DBP, DB=— Vzz— bb; & 1
caufe des triangles femblables DBP & dHD, PDH & PFG,

Ion aura DB (Vzz—bb). BP (b) :: dH (dz). HD
bdz, N . bdz
éb.EtPD (ZJ.PF(Z-+4) 2 HD (m).FG (dx)

T Vo=
— brdz—abdz 2dxy/ 22— bb

. D’ou l'on tire dz ou dy =

zJ/zz — bb bx—tab 2
dont la difference eft ( en fuppofant 4x conftante ) ddy
v aab—abixdeds ey aebe—abixd oh met-

bz —+a0 Jzz—bb ' bz —ab

tant pour 4z fa valeur. Donc fi lon fubftitué dans
la formule générale * yddy =dx" —+dy* i la place de y fa
valeur z—4, & de dy & ddy les valeurs que I'on vient
de trouver en dx & dx*; on formera cette equation
2 zax) — abbz x dx* . 24+ 2abbz —+ aabb x dx*
bz +ab* ’" bz v ab*
22— 3bbz — abb=0, dont l'une des racines augmentce
de 4 fournit la valeur de 'inconnué PF.

S8i 4=, Pon aura 22}— 3442 — /=0, qui étant divi-

qui fe réduic 2

fée par z— 4, donne zz—4z— S2 ==y, dont larefo.

. . J
lution fournit PF (z—t+4) =—i—4—|’-;—4‘/3=—""”_:‘ 2
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ExeMmrre V.

: 7L Sox'r une autre efpece de Conchoide AFK, telle Fic. 6o.

qu’ayant mene d’un de fes points quelconques F au pole
P la droite PF qui coupe l'afymptote BC en D, le reétan-
gle PDxDF foit tofijours egal au méme reangle PB«BA.
On demande le point d’inflexion F.

Si Pon nomme les inconnués BE, x; EF, y; & lcs con-
nués AB, a5 BP, b; on aura PDxDF=ab; & les pa-
ralleles BD, EF donncront PDxDF (ab). PBxBE ( bx )
:: PF ( bb— 2bx — xx —yy). PE" (bb—+ 2bx — xx ).
Donc bbx —+ 2bxx — x*— yyx ==abb—+ 24bx —+ axx , ou

abb — 28bx - 8x% wm bbx = 2bxx — X} T A—x
n= ,&j-——b——i—xl/—;‘—

=\/ax—xx-+51/‘;__”, dont la diffcrence donnc dy

x

—axd d.,—i-zbdx Py
Pt il 5 & prenant encore la difference, on

xJ Ax — xx

b ar— aab w dxt . .
LA T =0, qui fe réduit 3

forme Tegalité

48X — g% x of o=
345 9 .
x= valeur de Pinconnué BE.
~—axAx—2xxdx—-abdx

Si I'on fait valeur de dy &gal i zero,

2% A% — xx

'on aura xx—— ax—+—ab==0, dont les deux racines

Jir— a5 o~
atas—sab o 4 “: °4% fournifient , lors que 4 fur-

4
pafle §b,deux valeurs de BH & BL, telles que appliquee
HM eft moindrc que fes voifines, & l'appliquéee LN plus
grande, C’eft-a-dire que les tangentes en M & N feront
paralleles a 'axc 4B ; & alors le point E tombera entre
les points # & L.

Mais lor{que 4=, leslignes B4, BE, BL fcront éga-
les chacune i Z4; & alors la tangentc au point d’inflé-

xion F fera parallele 2 'axe 4B. Et enfin lorfque 4 eft

moindre que £b, les deux racines fcront imaginaires; &
, . ) ‘oo

par-confequent il n’y aura aucunc tangente qui puiflec &uc-

parallele 3 l'axe.
1y

Fic. G1.

F16.62.
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On pourroit encore refoudre cette queftion en prenant
pour z;Ppliquécs les lignes PF, Pf,qui partent du pole P,
& en fe fervant de la formule yddy=—=dx"+dy*, comme
I'on a fait dans I'exemple precedent.

ExeMmrre VL

73 S o1T un cercle AED qui ait pour centre le point
B, avec une ligne courbe AFK telle quayant mene 3 dif-
crétion le rayon BFE, le quarré de FE foit egal au re&an-
gle de l'arc AE par une droite donnee 4. 11 faut determi-
ner dans cette courbe le point d’inflexion F.

Ayant nomme l'arc 4E, z; le rayon B4 ou BE, 4; &
T'appliquée BF, y; on aura bz==44— 24y—+ yy, & (cn pre-

nant les différences ) —3Ld’—_:;”—'{'=dz, =—Ee. Or i caufe
des fedeurs femblables BEe, BFG, on fera BE (4). BF
(y):: Ee (i’fl—'%—zfz-).FG (dx)—_—’-”_“f;ﬁﬁf_.dont la

2

difference, enfuppofant dx conftante, donne gydy'—zady"
—+ 2yyddy — 2ayddy =0 ; & partant yddy = 'ﬁ_?iﬁ.
Si donc on fubftitué i 1a place de dx* & yddy leurs valeurs -

en dy* dans la formule genérale*yddy=—dx*~dy*, onforme-

raléquation L= . v'&’—ty'y’ L e el
-— AR

qui fereduitd gy’ — 124y~ 1248 — 44}y 3aabby — 24bb

==0, dont la refolution fournira pour BF la valeur cher-

chee. :

Il eft evident que la courbe AFK, que I'on peut appel-
ler une Spirale parabolique, doit avoir un point d’'inflexion
F. Carlacirconference 4ED ne diff¢rant pas d’abord fen-
fiblement de la tangente en 4, il fuit de la nature de la
parabole qu'elle doit d’abord étre concave vers cette tan- .
gente, & qu'enfuite la courbure de la circonference au-
tour de fon centre devenant fenfible, elle doit devenir con-
€ave vers ce centre.
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Exegwmepre VIIL

74 So 1T une ligne courbe AFK qui ait pour axe la Fiq. 64.
droite 48, dont la propricté foit telle qu'ayant mene une
tangente quelconque FB qui rencontre 4B au point B,
la partie interceptee A8 foit todjours i la tangente BF en
raifon donnée de m 3 #. 1l eft queftion de determiner le

~% point de rebrouflenient F.

Ayant nomme les inconnués & variables AE, x5 EF,y;

Pon aura EB=—--’;}1 (parce que x croiffant,y diminug),

FB = ’—-‘/%i Or par la propriete de la courbe, 4E
Tt 2 del

—+EB ou AB (’"—"‘;J"”) BF (Mf—‘f’—— :: m.n. Donc

VAT dy = "’;" — ndx,3¢ fa différence donne—=24%__

Jax —+ dy*

= "”f“"‘""’;;ﬂ‘y_”"”' en fuppofant dx conftante &

’ . s N 1> . _ —rgydxd]—nxij_‘./lx'—’-d]‘ ]
negative ; d'odt on tire ddy = maydy — ey 4

Maintenant fi I'on fait cette frattion égale A zero, on
trouvera — ydx —xdy =o ; ce qui ne fait rien connoj.
tre. Ceft-pourquoy il faur fuppofer cette fraction éga.
le  linfini, C’eft-3-dire fon dénominateur égal i zero;

: d dy — nyd
ce qui donne vdx* —dyt =1L 5 XY =W 3§ caufe de

nx my

. A \ . l — J
Iequation i la courbe, d'oii 'on tire dx =ﬁ’f"—,{WL”’ .Or

quarrant chaque membre del'équation mydy=rnxVdx'—1dy,
__ &y JImmyy —anxx ___ nnxxdy—mmyydy

on trouve encore dx = Z =y ’
d'ott 'on tire enfin yvmm — w8 == nx ; ce qui donne certe
conftrution.

Soit decrit du diametre 4D = m, un demi-cercle 41D ;
& ayant pris la corde DI =#, foit tirée I'indéfinie A1. Je
dis qu'elle rencontrera la courbe 4Fk au point de re-
brouflement F.

, I ij
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Car ayant men¢ IH perpendiculaite 3 4B, les trian-
gles reCtangles femblables D14, 1HA, FEA donneront DF
(n). 14 (Ymm-—nn):: IH. HA :: FE (y ). EA (x).
& partant yVmm—npn=nx qui ctoit le lieu i con-
ftruire.

Il eft clair que BF eft parallele a D1, puifque AB. BF
:: AD (m). DI (n). dou il fuit que Fangle AFB eft
droit; & partant que les lignes 4B, BF, BE font en pro-
portion continug.

On peut trouver cette méme propricte fans aucun cak
cul, fi 'on imagine * au méme point de rebrouflement F
deux tangentes FB, Fb qui faffent entrelles un angle BF
infiniment petit. Car decrivant du centre F le petit arc
BL , on aura m. n :: Ab. bF :: AB. BF :: Ab— AB ou
Bb. bF — BF ou bL :: BF. BE. A caufe des triangles re-
Gangles femblables B6L, FBE. Donc, &c.

St m=n, il eft ¢vident que la droite AF deviendra
perpendiculaire fur laxe A4B; & quainfi la tangente FB
fera parallele a cet axe; ce que Pon fgait dailleurs devoir
arriver, puifqu'en ce cas la courbe AF doit éure un demi-
cercle qui ait fon diametre perpendiculaise fur I'axe 43.
Mais fi m éroit moindre que #, 1l eft évident qu'il n’y au-
roit aucun point de rebrouflement, parce qu'alors I'cqua-

tion yVmm — nin = nx renfermeroit une contradi&ion.
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SEcTION V.

Ufage du calcul des differences pour trouver
les Df’velopée:.

DErFINITION.

I 'on congoit qu'une ligne courbe quelconque BDF Fic.65.

concave vers le méme cote, foit envelopée ou en-
rouré¢e d’un fil ABDF, dont I'une des extremites foit fixe
en F, & l'autre foit tendué le long de la tangente B4, &
que P'on fafle mouvoir 'extrémite 4 en latenant toijours
tendu¢ & en developant continiicllement la courbe BDF;
il eft clair que 'extrémité A de ce fil decrira dans ce' mou-
vement une ligne courbe 4HK.
Cela pofé, la courbe BDF fera nommee la Dévelopée
de la courbe AHK.
Les parties droites 48, #D, KF du fil ABDF feront nom-
mées lcs rayons de la dévelopée.

Cororraire L

75 D E ce que lalongueur du fil 4BDF demeure toii-
jours la méme, il fuit que la portion de courbe BD eft
égale A la difference des rayons DA, BA qui partent de
{es extrémités ; de méme la portion DF fera égale i ladif-
férence des rayons FK,DH; & la courbe entiére BDF i
la différence des rayons FK, BA. D’ou l'on voit que fi le
rayon BA de la courbe ctoit nul | c’eft-i-dire que fi I'ex-
tremite 4 du fil tomboit fur Porigine B dela courbe BDF,
alors les rayons de la dévelopée DA, FK feroient égaux
aux portons BD, BDF de la courbe BDF.

Cororrarre IL

76. S 1 'on confidére la courbe BDF comme un poli-
gone BCDEF d’une infinite de cotes; il eft clair que lex-
tremite A du fil ABCDEF decritle petit arc 4G quia pour

F16.66.



¥16. 6.

Fic. 66.

Vi) " ANALYSE
centre le point €, jufqu’a ce que le rayon CG ne fafle plus
qu'une ligne droite avec le petit cité CD voifin de CB ;
& de méme qu'elle decrit le petitarc GH qui a pour cen-
tre le point D, jufqu’a ce que le rayon DA ne faffe plus
qu'une droite avec le petit cdte DE; & ainfi de fuite juf-
qui ce que la courbe BCDEF foit enticrement déve-
lopée. La courbe AHK peut étre donc confiderée com-
me l'aflemblage d’'une infinite de petits arcs de cercle
AG, GH, HI, IK , &c. qui ont pour centre les points C, D,
E, F, &c. Dot il fuir,
‘tm\l(. Que les rayons de la developée la touchent con-

imiellement comme DA en D, XKF en F, &c. Et qu’ils.
font tous perpendiculaires 3 la courbe 44K qu'ils décri-
vent,comme DH en H, FK en K, &c.Car DH, par éxem-
ple, eft perpendiculaire fur le petit arc GH & fur le pe-
tt arc A7, puilqu'elle paffe par leurs centres b, E. Do
Ton voit, 1°. que la developée BDF termine 'efpace o
tombent toutes les perpendiculaires 3 la courbe 4HK..
2°. Que fi Ton prolonge un rayon quelconque #D quii
coupe le rayon 4B en R, jufqu'a ce qu'il rencontre un.
autre rayon quelconque KF en §, 'on pourra toiijours
mener de tous les points de la partie RS deux perpendi-
culaires fur la courbe AHK , excepte du point touchant
D duquel on n’en peur mener quune feule feavoir DA,
Car il eft clair que interfe@ion R des rayons 4B, DA par-
court tous les points de la partie &S, pendant que le rayon
AB decrit par fon extrémite 4 la ligne 4K fur laquelle
il eft continiicllement perpendiculaire = & que les rayons
4B, AP ne fe confondent que lorfque Vinterfe&tion X
tombe fur le point touchant b.

2°. Que fi on prolonge les petits ares H6 en /, IR

en m, KI en n; &c. vers Porigine 4 du développement,
chaque petit arc comme I# wouchera en dehors fon voi-
fin 4G, parce que les rayons CA, DG, EH,FI vont toi-
jours en augmentant & mefure queles petits arcsqui com-
pofentla courbe A7 K, s’¢loignent du point 4. Par la méme
raifon £ Yon prolonge les petits ates 46 en ¢, GH en p,
. | HI
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Hi én ¢, vers'le cOté oppof¢ au point 14 chaque petit
arc comme HI touchera en deflous fon voifin /K. Os puif
que les points # & I, D & E peuvent étre confidérés com-
me tombant I'un fur l'autrc 2 caufe de linfinie petitefle,
tant de 'arc HI, que du cdte DE; il senfuit que fi I'on
decrit d'un point quelconque moyen D de la dévelopée
BDF comme centre, & de fon rayon DA un cercle mip,
il touchera en dchors la partie #4 qui rombera toute
entiere au dedans de ce cercle, & en dedans de l'autre
partie HK qui tombera toute entiere au dehors de ce
méme cercle : Ceft-a-dire qu'il touchera & coupera la
courbe AHK au méme point H, de méme que la tangen-
te au point d’inflexion coupe la courbe-dans ce point.
3°. Le rayon #D du petit arc 4G, nc differant des
rayons CG, EH des arcs voifins GA, 41, quc d'une qhan-
tite infiniment petite CD ou DE ; il senfuit que pour peu
‘quon diminué le rayon DA, il fcra moindre que CG, &
quainfi fon cercle touchera en deflous la partic #4; &
qu'au contraire pour peu qu'on 'augmente, il furpaflera
HE , & quainfi fon cercle touchera en dehors la partic
HK : de?ortc que le cercle mHp eft le plus petit de tous
ceux qui touchent en dchors la partie 4.4, & au contrai-
re le plus grand de tous ceux qui touchent en dedans la
partie HK : C’eft-a-dire qu'entre ce cercle & 1a courbe on
n'en peut faire pafler aucun autre. : -
4°. Comme la courbure des cercles augmente i pro-
-portion que leurs rayons diminiient, il s'eafuit que la
-courbure du petit arc- 47 fera i la courbure'du petit arc
'AG réciproquement comme le rayon BA ou €A dé ce
dernier eft 2 fonrayon DH ou EH : Ceft-2-dire que ka cour-
bure en # de la courbe 44K fera i fa courbure en A com-
me le rayon BA au rayon DH ; & de méme que la cour-
bure en X eft a la-courbure en 4 commelérayon Do cft
au rayon FX. D'on Pon voit que la courbure dela ligne
AHK diminué centiniiellement 2 mefure quela ligne BDF
{e develope ; de forte qu'au point 4, ou commence le

dévelopement, elle eft la plus grande quiil eft poflibles
K
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- & au point K, ou je fuppofe quiil cefle, la plus petire. -
. 5% Que les points de. la developee ne font autre cho-

wtie = ¥ dequele concours des perpendiculaires menées par les ex~

sremités des perits arcs qui compofent la courbe AHK.
Par exemple, le point D ou E cft le concours des perpen-
sliculaires AD, IE, du petitarc A1 ; deforte que fi la cour-
be AHK eft donnee avec la pofitiond'une de fes perpendi- -
culaires 4D, pour trouver le point D ou Z, ou elle tou-.
che la dévelopée, il ne faut que chercher le point de

concours des perpendiculaires infiniment proches #D,IE:

ceft ce qu'on va enfeigner dans le Probléme qui fuic.

~ PrRorproOosiTION I o

L]

| ° Probléme général.

Fi6.67. 77, LA nature dela ligne courbe AMD étant donnée avec
#ine de fes perpendiculaires quelcongque MC;; déterminer la lon-
guenr di rayow MC de fa dévelopée : c’eff-d-dire le concours
des perpendiculaires infiniment proches MC, mC. S

Suppofons ¢n premier lieu que la ligne courbe AMD ait

pour. axe la lighe droite 4B fur laquelle les appliquées

_PM foient perpendiculaires. On imaginera une autre ap-

liquée mp, qui fera infiniment proche de MP; puifque
e point m eft fuppof¢ infiniment prés de M. On mene-

ra par le pointde concours C une parallele CE a 'axe 43,

laquelle regcontre les app_liquées MP,mp aux points E,e.

Enfin menang MR parallele 2 4B, on formera les trian-

gles reftangles {femblables M&w, MEC ; car lesangles EMR,

CMm érang droits, & I'angle CMR leur étant commun,

Yangle EMC fera cgal a I'angle RMm.

.51 donc I'an nomme les gonnées AP, x; PM, y; lin-

£onnué ME, x; 'on aura Ee ou Pp ou MR ==dx, Rm==dy

w=de, Mm == Vdx* —+dy* ; & MR (dx). Mm (Vdx*—dy*)

R AT e .. L

4: ME (). MCw==="—"0—~. Orle point ¢ ctantle cen-

ge du petit arc. Mms, fon rayon CM qui- devient ¢m lorf-

d-
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que EM augmente de {a différence #m,demeurele méme,
Sa ditference fera donc nulle : ce qui donne ( en fuppo-
) . dzdx*— dedy*a-zdyddy SRNET .

Y 2272 =—0; dou l'on tir
fant dx conftante) PR ; tire
dxdx*— dudy* dx’t dy?

—dddy T —ddy

ME(Z.):

en mettant pour dx fa
valeur djy. ‘

Suppofons en fecond lieu que les éppliquécs BM, Bm F16.6%.

partent toutes d’'un méme point B. Ayant mene du point
cherche C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment
proches, les perpendiculaires CE, Ce, & décrit du centre
B le petit arc MR; on formera les triangles réQangles
femblables RMm & EMC, BMR, BEG & C¢G. C'cft-pour-
quoy nommant BM, y; ME, x; MR, dx ; on aura Rm

. . d
=dy, Mm = Vdx*—+ dy*, CE ou Ce= -, & MC"

/A dyt .
=y '4:' . On trouvera enfuite, comme dans le pre-

miert cu,z:“—iﬁ%’%‘i. Or BM (y). Ce (—‘%’- :: MR
(dx). Ge== -‘—;J- 8 me—ME ou Rm—Ge ==dz— @! .
Donc en mettant cette valeuralaplace de dz,l'onaura #£

dx* = ydy*
() =550 -

Si 'on fuppofe que y foit infinie, les termes dx* & dy*
feront nuls par rapport & yddy; & par-confequent cctre
derniere formule fe changera en celle du cas precédent.
Ce qui doit aufli arriver; puifque les appliquées devien-
nent alors paralleles entr’clles, 8 que l'arc MR devient une
droite perpendiculaire fur les appliquees.

Maintenant la nature de la courbe AMD étant donnée,
on trouvera des valeurs de d)* 8 ddy en dx*,oude dx* &
ddy en dy*, lefquelles érant fubftituées dans les formules
precedentes , donneront pour ME une valeur delivree des
differences, & enti¢rement connué. Etmenant E€ perpena
diculaire fur ME, elle ira couper MC perpendiculaire %
la courbe, au point cherche €. Ce qui croit propofé. -

! 2! Sy

K
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) | Cororrarre L |
7 8. A caufe des triangles re&anglesfemblables Mam &
MEC,l'on aura dans le premier cas MC= A" dy* J A’ dy*

. ) — dxAady ?
- ﬂx‘*jiy‘./ axteg dyt . -
& dans le fecond MC=2""L ey

REMARQUE

79- IL y a encore pluficurs autres maniéres de trouver
les rayons de la dévelopée. J’en merrtray ici une partie;
afin de donner differentes ouvertures 3 ceux qui ne pof-
{edent pas encore ce calcul. v

Premier cas pour les conrbes dont les appliquées font
perpendiculaires a axe.

Premicre manicre. Soit prolongée MR en G ol elle
rencontre la perpendiculaire mC. Les angles droits
2

MRm, MmG donneront RG =—§’;—; & par-conféquent MG

= L‘-Jt-x_i‘_ Or 2 caufe des triangles femblables M&m,

MP.2 ( les points 9, 4 marquent les interfeQtions des
perpendiculaires infiniment proches MC, mC avec l'axe

)IB) il vient M&::J-i%-, P&c%; & partant
A= x—i—%’—, dont Ja différence donne (en prenant dx
pour conftante ) 2= dx —+ f’—%{i{’« ; &2 caufe des trian-
gles femblables CMG,C_94,'on aura MG— ¢ (- :_ﬁfz) MG
dxt e dy® yJ dxt = dy* AT Ayt J A =+ ay”
(F=L) M2 (T ) Me="2200 =T
Seconde manicre. Ayant décrit du centre € le petit

arc 90, les petits triangles retangles ,Qg(g, MRm {eront
femblables, puifque M=, 20 & MR, Q4 font paralleles;

& partant Mm (VAx—tdy). MR (dx)1: 9q (XY 4140).

,29=%1;*——§,‘Zt_':rj#‘-“l. Or les {¢Gteurs femblables cMm ,




.
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—ydd
€.20 donnent Mm—_,90 7;_)‘1:_1——7"’——) Mm (Vd5s*—+dp).
.. Jax* dy* A= dyT S dx* dy*
ooM.Q(L_'“_ aMC: —dxdd) .
Troificme maniére. Menant les tangentes infinimenc

4
proches MT, m¢, on aura PT— AP ou AT—_—-.%—::,

o . dxdd :
dont la différence donne 7 t=——%xis & décrivant du

centre m le petit arc TH, on formera le triangle réGan-
gle HTt femblable i RmM, car les angles H!T, RMm ou
PTM font egaux, ne differant entr'eux que de I'angle 7ms
qui eft infiniment petit; ce qui donne Mm (Vdx*—+dy* ).
PR (dy) 1: T (2l ) vy rel

R (dy) :: 1¢ (—1%5~) Td Wy Or les {¢
&eurs TmH, MCm font femblables, car 'angle 7ms— MmcC
vaut un droit, & I'angle MmC —+ MCm vaut auffi un droie
a caufe du triangle CMm confideré comme rédangle en

dxddy TR g ..
M. Donc 74 ( i ) Mm (Vd—+d)) i Tm
Jdx"dy* __ A dy VA dy”

Quatrieme maniére. On marquera* les différences fe- * 4. g4.
condes en prenant dx pour conftante; & les triangles ré- Fic. 6.
&angles femblables #ms , Hrk donneront Hm ou Mm
( Vdx*—dy*). mS ou MR (dx) :: Hn (—ddy ), nk

dxddy
J dx*— dy*
entt’clles les tangentes aux points M, m ; & partant com.
me l'on vient de prouver, égal i I'angle MCm ; d'ot il fuit
que les feXeurs zmk , MCm font fem lables, 8 qu'ainfi #k

dxdd s
(———-—f——’-—- - mk ou * Mm ( VAx*—dy) :: Mm% 4. 2.

J Ay dy*
(Vdx*—+dy). MC= 224 d‘:gz =4 . On prend m# ou
Mm pour mk, parce quelles ne différent entr’elles que de
Ia petite droite g infiniment moindre qu'elles; de méme
‘que A» eft infiniment moindre que &m ou Sa.
K iij

]

. Or I'angle kmn eft égal i celuy que fone
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Second cas ponr les courbes dont les appliqwées parvemt -
: d'un méme point fixe. '

Premiere maniére. Ayant mene du point fixe B les per~
pendiculaires BF, Bf fur les rayons infiniment proches CM,
Cm; les triangles rectangles mMR,BMF, qui {ont femblables
( puis qu'ajoutant aux angles mMR, BMF le méme angle
FMR,ils compofent chacun un angle droit), donneront MF

—___ 2% —__ % T
ou MH = ——2— e & BF=—— e dont la differen-
ce (en prenant dx pour conflante) eft Bf— BF ou Hf
di*dy* 4 dy'—+ yds* ddy s , '
= - Or i caufe des fé&eurs femblables
Ax*—rdy* x J Ax*—t dy*
CMm , CHf, on forme cette proportion Mm— Hf. Mns
:: MH. MC, & partant MC = fzf :5:; ;/ f;::ﬂ, .

Seconde mani¢re. On marquera *les différencesfecon-

des en fuppofant dx conftante; & les fe&eurs femblables

BmS, mEk donneront Bm (' y).mS (dx) :: mE (Vdx*—dy).

Ekb= i’ﬁ"—;—“’L Or i caufe des triangles ;é&angle&

femblables 2mS, Hnk, Pon aura Hm ou Mm ( \/dx‘—f?j‘);
—_ . xddy

mS ou MR (dx) : H”,( ddy). sk = Taat

partant En— Sordsli—ylrdyy o prenant une troifié-

Py
me proportionnelle 3 Er, Em ou Mm , les feteurs fem-
blables Em», MCm donneront pour MC la méme valeur
qu’auparavant. .
Si Pon nomme Mm (vVdx*~+dy*), du; & quwon pren-
ne. dy, pour conftante au licu de dx, on trouvera dans

le premier cas MC ='7,i:_:; , & dans le fecond MC
b e

= i ygaa B enfin fi 'on.prend ds pour conftan-

o . dxdn dyds
te,-il vient dans le premier cas MC =7 ou =~

( parce que la diffcrence de dx* —dy*= v* elt dxddx

[N




pES INFINIMENT PETITS. 1 lart. 79
—t+ dyddy=70, & qu'ainfi -_—_%,]- =_‘% );&danslcfccond,
duds dyd
MC=“ —]dd] ou m;—_—’ijz—ix—o
Cororrarre IL

8o. C oM ME l'on ne trouve pour ME ou MC quune Frc. 72
{eule valeur, il s’enfuit qu'une ligne courbe 4MD ne peut
avoir qu'une feule developee BCG.

Cororrarre IIL

81, S1 1a valeur de ME (—‘—"_t_%gl) ou (_‘;%"gl}y;) Fi6. 67. 63;

eft pofitive,, il faudra prendre le point E du méme cdté
de I'axe 4B ou du point 8, comme I'on a fuppofe en fai-
fant le calcul; d’ou I'on voit que la courbe fera alors con-
cave vers cet axc ou ce point. Mais fi la valeur de ME
eft négative, il faudra prendre le (Point E du cdté oppo-
fe; d’ou 'on voit qucﬁ courbe fera alors convexe. De
forte qu'au point d'inflexion ou de rebrouflement qui fé-
parc la partic concave de la convexe, la valeur de ME
doit devcnir de pofitive negative; & partant les perpen-
diculaires infiniment proches ou contigu¢s doivent deve-
nir de convergentes divergentes. Or ccla ne fe peut fai-
re quen deux maniéres. Car ou elles vont en croiflant i
mefure qu'elles approchent du point d'inflexion ou de
rebrouflement ; & il faudra pour lors qu'elles deviennent
paralleles, ceft-d-dire quele rayondela dévelopée foit in-
fini : ou elles vont en girninﬁant; & il faudra neceflaire-
ment alors quelles tombent 'une fur lautre, c’eft-i-dire
que le rayon de la developee foit zero. Tout ceci s'ac.
corde parfaitement avec ce que I'on a démontrc dans la
{c&ion précédente. S -
ReEMARQuUE .
82. C omME lon a cri jufqu'ici que le rayon de la
dévelopece ¢toit tolijours infiniment grand au point d'in-
. . [
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fiexion, il eft 3 progos de faire voir.qu'il y a, pour ainfi

dire, une infinite de genres de courbes qui ont-toutes’

dans leur point d’inflexion le rayon de la dévelopée égal

3 zero; au lieu qu'il 0’y en a qu'un feul genre dans lequel

ce rayon foit infini. -
Soit BAC une des courbes qui ont dans leur point &'in-
flexion A le rayon de la dévelopee infini. Si I'on develope
les parties B4, AC,en commengant au point A il eft clair
quon formera une ligne courbe DAE qui aura auffi un
point d’inflexion dans le méme point 4, mais dontle rayon
de la developée en ce point fera é%al a zero. Etfil'on

- formoit de Ia méme forte une troifitme -courbe par le

dévelopement de la feconde DAE, & une quatriéme par
le dévelopement de la troifiéme, & ainfi de fuite a Pinfiv
ni; il eft clair que le rayon de la dévelopée dans le point
d’infléxion A de toutes ces coutbes, feroit totijours égal
a zero. Donc, &c. B

PrRorosiTIiON IL.
Problémc.

- 83, Tno UVER dans les courbes AMD, ok Uaxe AB fait
avec la sangense en A un angle droit ; le point B o% cet axe
touche la dévelopée BCG. S
Si Pon fuppofe quele point M devicnne infiniment prés
du fommet 4, il eft clair que la perpendiculaire M_9 ren-
contrera I'axe au point cherche B; d'ot il fuit que fiTon
cherche en geéneral la valeur de rP ( —’-‘2—) en x ou'en
7 & qu’on fafle enfuite x ou J=0, on déterminera le

point P i tomber fur le point £, & le point @ fur le
oint . cherche. B; c’eft-a-dire que P9 deviendra alors

'e%alc 3 la cherchée 4B. Ceci s'éclaircira par les éxem-

es qui fuivent.

P .
Exemrire L ' -.
84 S 01T la cowrbe AMD une Parabole qui ait pour

* para- /
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parametre la droite donnée 4. L'équation i la parabole
P d dx
eft ax =y, dontla différence donne d;:%}i—_: IL;_; s &
prenant la difference de cette derniere équation, en fup-
=4 . Subfticuant
axdax
enfin ces valeurs i la place de dy & de ddy dans la formu-
dxp i)-"
le == 2 7 =
Ce qui donne cette conftruction.
Soit menée par le point 7 ou la tangente MT rencon-
tre I'axe , la ligne TE parallele 3 MC; je dis qu'elle ren-
contre MP prolongee au point cherché E. Car les angles
droits MPT, MTE donnent MP (Vax). PT (2x) :: PT

pofai®dx conftante, on trouve ddy—

yon aura¥ ME = &V oy

4xJax .
PR

4x% sx/ax

(2%). PE= ;== "—"—. & par-conf¢quent MP— PE

=\/4x—+ 4’“‘/“ .

De plus & caufe des triangles ré&angles MP,QLMEC: Ion
aura PM (Vax). P2 (- 4):: ME (\/;x—i- ﬁ;’i‘).l:'c ouPK
= 4—2x. & partant 9K ==2x. Cec qui donne cette
nouvelle conftrution.

Soit prife 9% double de AP, ou ( ce qui revient au
méme) foit prife PX égale 3 7.9, & foit menée KC pa-
rallele 2 PM. Elle rencontrera la perpendiculaire MC en
un point € qui fera 3 la dévelopée BCG.

Autre maniére. yy=ax, & 2ydy= adx dontla différence

(en fuppofant dx conftante ) donne 2dy*+ 2pddy==0;d'od

- T'on tire —ddy = -;?'—- Et mettant cette valeur dans la
2, d 2 1

formule "‘_'L;’—z’ on trouve* ME — Lll—:;#di; & partant

Ayt z -
EC ou PK=1220% 19 L% —pg 4 PT ou

dydx Ay
7. Ce qui donne les mémes conftrutions qu’aupara-
. .. yéx __JAx" __ sxJax
vant. Car MP. PT:: dy. dx :; PT(‘F,‘ «PE== T ==

“Art.77.

* Art.77.
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Pour trouver a prefent le point B ou I'axe 428 touche

la dévelopée BCG. Ona PQ (“Z )= "4 Or comme

cette quantite eft conftante, elle demeurera tofijours la
méme en quelque endroit que fe trouve le poinr M. Et
ainfi, lorfqu’il tombe fur le fommet 4, 'on aura encore

oy R
P9 qui devient en ce cas AB==>a4.

Pour trouver la nature de la developee BCG i la ma-
nicre de Deftarses. On nommera la coupee, BK, # ; l'ap-

Pliquéc KC ou PE, ¢; dou l;on aura CK (t)= 45/ "".

8 AP— PK— AB (#) = 3x; mettant donc pour x {a va-

leur =-# dans I'equation r— -ﬁ-:{‘f"— > an en formera une

nouvelle 274tt=164’ qui exprimera la relation de BK 2
kc. D'ou I'an voit que lg developee BCG de la Parabole
ordinaire eft une feconde Parabole cubique dont le para-

- metre eft egal 5;:-du parametre de la parabole donnce.

Il eft vifible quela developée CBC dela parabole com-
mune enticre MAM a deux partics CB, BC qui ont leurs
convexites oppofées une i I'autre; de forte qu'elles fer-
ment en B un point de rebrouflement.

AVERTISSEMENT.

on entend par courbes geometriques AMD, BCG celes
dont la relation des coupées AP, BK anx appliquées PM, KC,

Je pest _exprimer par une équasion ok il ne fe renconsre point

de différences ; & on prend posr geometrique fowt ce quon
pewt faire par le moyen de ces lignes. L'on fuppofe ici que les
conpées G les appliquées foient des lignes droites.

COROLLAIRE.

3. 'I_,ons QUE la courbe donnée AMD eft geometri-
que,il eﬁ,clalr que P'on paurra toujours trouver ( comme
dans cet exemple ) une ¢quationqui exprimela nature de
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fa dévelopée BCG 5 & quainfi cette dévelopée fera aufli
geométrique. Mais je dis de plus qu’cllc,fc;a redtifiable ,
C'eft-a-dire quion pourra trouver geomeétriquement des
lignes droites egales”a une de fes portions quelconques
BC;caril eft évic%cnt* que'on determinera avec le fecours * 4+, 7y,
de la ligne AMD, qui eft geométrique, fur la tangente cM
de la portion BC,un point M tel queladroite CM ne dif-
fcrera de la portion BC que d’'une droite donnée 4B.

. . . Exemrir’e IL

86. S0 11 1a courbe donnée MDM une Hyperbolé en- Fic.74.
ue fes afymprotes , qui ait pour équation 4= xj.

On aura = =x,-'—']—‘;idl ==dx, & fuppofant dx con.

— aayydd : . dy*
ftante % 2 i = 29y ;d’ot lon tire ddy= ’—JL 58 *Are. 1.

dxx_'_‘{yt . . * _ydxl-;-d"_
merrant cette valeur dans =725, il vientkME "._Té’L' * Are. 7.

S L. S . i don ’
.deforteque £C ou PR=—gg — g Ce qui donne ccs
conftrutions.

Soit menee par le point 7 ot la tangente MT rencon-
tre lafymptote 48, 1a ligne s parallele 3 MC & qui ren-
contre MP prolongce en §; foit prife ME égale i la
moiti¢ de M5 de I'autre cdté de Pafymprote ( que I'on re-
garde ici comme Paxe ) parce que fa valeur eft négative;
ou bien foit prife Pk égale 3 la moitié de 7.9 du méme
céee du poine 7 - je dis que fi Fon mene EC parallele ou
KC perpendiculaire 3 I'axe, elles couperont la droite Mc

- au point cherché €. Car il eft clair que M§= ﬂ—}’ﬂ,
& que T.Q== 22 4 2%

Si I'on fait quelque attention fur la figure de Ihyper-
bole MDM, on verra que fa dévelopée CLC doit avoir un
point de rebrouflement L, de méme que la dévelopée de
la parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon

DL de la dévelopée eft plus petit que tout autre rayon
L ij
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MC ; dou il fuic que la difference de fon expreffion*

4
dxl-—-l-g]—"de"—-b 4)‘ dx d)«" 2 * .- . .
sty ou 27— fera *nulle ou infinie. Ce

qui donne, en prenant toijjours dx pour conftante,

= — ez =3
- 1T 153 d. dy* 3 ’
2axdydey” —Mﬁxxdd;:dw ax 44" * — 5 ou oo ; dol en

divifant par dx*—+d4y* * , & multipliant enfuite par dxddy’,
on tire cette ¢quation dx’dddy— dy'dddy—;zdyddy'==o ou
oo , qui fervira 2 trouver pour x une valeur 44 telle
que menant Pappliquée HD & le rayon DL de la develo-
pée, le point L fera le paint de rebrouflement cherche,

On a dans cet éxemple y="", dy = =t ddy

xx

1 — 3 '
— zazr:x , dddy = 6:4" » C’eft-pourquoy mettantces va-

leurs dans I'équation précedente, on trouve AH (x) =a.
D’ot il fuit que le point D eft le fommet de hyperbole,
& que les lignes AD, DL ne font quune méme droite AL
qui en eft I'axe, . ‘

Exn‘urnn 111,

87- Soxr Iequation geénerale y"=x qui exprime la
nature de toutes les Paraboles 3 I'infini lorfque I'expofant
m marque un nombre ppﬁtif entier ou rompu, &,de tou.
tes les Hyperboles lorfqu’il marque un nombre negatif,

On aura my"—' dy=dx dont la difterence donne, en

M et

prenant dx pour conftante, mm—my" " dy'~+my

m—1dy*

. Mty

ddy==0; & en divifant par my™ =, il chntl—-da{r:-' —
5 N dx —+dy .

d’ott mettant cette valeur dans ~—7»On tirera * M2

Y _; & partant EC ou PK L.

Py vi—1dx me—1dy

Ce qui donne ces conftrultions generales.

Soit mence par le point T ou la tangente M7 rencon-
tre I'axe AP, la ligne 75 parallele 2 MC & qui rencontre

-,
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MP prolongée au point § ; foit prife ME=_;Ms,

17 o1

ou bien foit prife PK=-—"— 7.9 :il eft clair que fil'on
mene par le point E une parallele, ou par le point X une
perpendiculaire a I'axe, elles rencontreront MC au point
cherche c.

Si m eft négatif, comme il arrive dans les hyperboles, Fic.74.
la valeur de ME fera négative; & par-confequent elles
feront convexes vers leur axe qui {era alors une afympto-
te. Mais dans les paraboles ou m cft pofitif, il peut arri-
ver deux cas. Car ou m fera moindre que 7, & alors elles Fic. 75.
feront convexes du coté de leur axe, qui fera une tan-
gente ou fommet : ou m furpafle 1, & alors elles feront Fic. 72.
concaves vers leur axe qui fera perpendiculaire au fom-
met.

Pour trouver dans ce dernier cas le point B ou l'axe
4B touche la dévelopee. On-a PR [ 7:;’ ) = =4 1:“ s ce

qui donne trois différens cas. Car ou m==2, ce qui n'ar-
rive que dans la parabole ordinaire, & alors 'expofant de
J etant nul, cette inconnué s’évanoiiit ; & par-conféqucnt
. AB=— Ceft-a-dire 2 la moiti¢ du parametre. Ou m eft
moindre que 2, & alors Pexpofant de y érant pofitif,
clle fe trouvera dans le numérateur, ce qui rend ( enl’é-
galant*3 zero ) la fraltion nulle: c’cﬁ-i—girc que lc point *Art. 8.
B tombe en ce cas fur le point 4 comme dans la fecon- Fie. 76.
de parabole cubique 4xx=y. Ou enfin m furpafle 2, &

alors 'expofant de y étant négatif , elle fera dans le dé-
nominateur, ce qui rend  (lors qu'elle devient zero ) la fra-

&ion infinic : Ceft-a-dire que le point B eft infiniment é-

loigne du point 4, ou (ce qui eft la méme chofe) que l'axe

AB eft afymprote de la dévelopée comme dans la pre-

miere parabole cubique asx=j. On peut remarquer Fic.77.
dans ce dernier cas que la dévelopée CLO de la demi-
parabole 4DM a un point de rebrouflement L ; de forte.

que lpar le developement de la partie Lo continiiée i I'in-

fini, le point D ne décrit que la portion déterminée pA;

L ij
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au lieu que par le dévelopement de Iautre partie LC con-
tiniice aufli a l'infini, il décrit la portion infinie DM.

On déterminera le point L de méme que dans lhyper-

bole. Soit par éxemple asx=7»" ou y==x " , on aura

d}=-;—x—de,dd]=—--:—x—de',dddj=% x dis
& ces valeurs erant {ubftituces dans I'équation dx*dddy
—dy*dddy — 3dyddy* =0, on trouvera*4H (x) =V ,‘:3 i
Il en eft ainfi des autres. ' .

REMARGQUE.

88.Ex fuppofant que m furpafle s, afin que les para-
boles foient tofijours concaves du coté de leur axe, il
peut arriver difféerens cas. Car fi le numeérateur de la fra-
&ion marquée par m cft pair, & le denominaceur impair;
toutes les paraboles tombent de part & d'autre de leur axe
dans une pofition femblable 2 celle de la parabole ordinai-
re. Mais {i le numeérateur & dénominateur font chacun im-

air; elles ont une pofition renverfée de part & d'autre de
eur axe,en forte que leur fommet A eftun point d'infléxion,

3
comme la premiere parabole cubique x =y ou sax =’
Enfin fi le numérateur étant impair , le denominateur
eft pair; elles ont une pofition renverfee du méme coeé
de reur axe, en forte que leur fommet A eft un point
de rebrouflement , comme la feconde parabole cubique

x==y + ou axx= 9%, Tout cela fuit de ce qu'une puiffan-
ce paire ne peut pas avoir une valeur negauve. Cela pofé,
il eft evident,

1°. Que dans le point d’inflexion 4, le rayon de la de-
velopee peut étre infiniment grand comme dans aex = »%,
ou infiniment petit comme dans g4x}=37".

2°. Que dans le point de rebrouflement 4, le rayon de

la developée peut étre ou infini comme dans Sxx=),
ou zcro comme dans axx=5". :
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3°. Qu'il ne s’enfuit pas de ce que le rayon de la déve- Fie. 73,
lopee eft infini ou zero, que les courbes ayent alors un
point d'inflexion ou de rebrouflement. Car dans dx ==y*-
il eftinfini, dans 4x*=y* il eft nul ; & cependant ces para-
boles tombentde part & d’autre de leur axe dans une pofi-
tion femblable 2 celle de la parabole ordinaire.

ExeEMPLE JV.

8 9-' S o 1T la courbe AMD une Hyperbole ou une Ellip- Fic. 78. 79.
fe qui ait pour axe AH (4), & pour parametre AF (b).

et : aby =i bxx
T roprict =V =
- On aura par la propricté de ces lignes y 14 S,

bdx = 2bxdx — a3 bbdx*
&y = e | & ddy = . Si
4 2/ aabx—p abxx ’ J saabx—g 4abxxJ anbri—p abxx Si

Y T/ X T
donc I'on met ces valeurs dans = =+% - d:]"'d’ expref-

fion genérale de* MC,on trouvera dans ces deux courbes MC * Art. 78.

— #abb —p 4abbx — 4bbxx ~ ;:;bx —t 4abxx J aabb o 4abbx — 4bbxx —r 4a3bx = 4abxx
24

_—_ﬂ;bgl, puifque de part & d’autre ‘M.Q( %&ﬂ)

bb ¢ 4ab = qui
— Jaa = 44t l’x-1-4l;lf‘xx ~hganbx —+ qabxx  Ca qui donne cette

conftru&tion qui fert auffi pour la Parabole. 3
Soit prife MC quadruple de la quatriéme continiiclle-
ment proportionnellc au parametre AF & i la perpendi-
culaire M_9 terminée par I'axe ; le point C fera i 1a dé-
velopee. ‘

Si P'on fait x=0,0n aura* 48 — -:- 6. Etfi lonfaitdans *_4ys, g3,

VEllipfe x =4, on trouvera DG -_—'—':zi > Ceft-a-dire Fic. 7.
égal 3 la moiti¢ du parametre du petit axe. D’oti 'on voie

que dans I'ellipfe la developée BCG fe termine en un point

G du petit axe DO ol elle forme un point de rebroufle-

ment 5 au lieu que dans la parabole & Ihyperbole elle
setend a Pinfini,
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Si a== dans I'Ellipfe, il vient MC = 4; d'onil fuit que
tous les rayons de la dévelopée font égaux entr'eux,& qu'cl-
le ne fera par-conféquent qu'un point : C’eft-a-dire que
Pellipfe devient en ce cas un cercle qui a pour dévelo-
pee fon centre. Ce que I'on fgait dailleurs étre veritable.

ExeEmMpre V.

F16. 8o, 90. Sorr la courbe AMD une logarithmique ordinai-
' re,dont I nature eft celle quayantmené d'un de fes poincs
quelconque M la perpendiculaire MP fur Pafymprote 45 KP,
& la tangente MT; la foutangente P7 foit tofijours égale
a la méme droite donnée 4.
Onadonc p7(- -1;;1 =4, d’oli lontire dy _—=4", dontla
) dydx

différence donne, en prenantdx pour conftante, ddy —

d X d 2 d 2
“Art.77. = 2 ; & mertant ces valeurs dans x_':dj’

ME==2"—X; & partant EC ou PK==="%=0_ (Ce

qui donne cette conftrution.

Soit prife PK égale 3 7.9 du méme cbeé de T, parce
que fa valeur eft negative; & foit menée xC parallele a
PM: je dis qu'elle rencontrera la perpendiculaire MC au

point cherché ¢. Car TQ="32,

Si T'on veut que le point M foit celuy de la plus gran-
de courbure,on fe fervira de la formule dx*dddy—+ dy*dddy
*dr.86. —3dyddy*=0, que I'on a trouvée * dans I'exemple fe-

cond; & mettant pour dy, ddy, dddy, leurs valeurs -’-‘:i >

2 3
.4:‘_’ ..ﬁ:i:_, on trouvera PM (y) =4\/-:—-

,on trouve¥

Il eft clair, en prenant dx pour conftante, que les ap-
pliquées y font entr'elles comme leurs différences 4y ou
1;‘-; d'ou il fuit qu'elles font aufli une progreffion geo-
mettique. Car fi 'on congoit que 'afymptote ou 'axe PX
foic divife en un nombre infini de petites parties égales
Fp ou MR, pfou mS, fz ou nH, &c. comprifes entre les

appli¥
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appliques P, pw, fu, g0, &c.I'on aura’ PM. pm :: Rom. sn
:: PM—Rm ou pm.pm— 55 .0u Fz. On prouve de méme
que pw. fa :: f3. go.& ainfi de fuite. Les appliquées P,
P75 {7, go, &c. feront donc entr’elles une progreflion geo-
metnique.

ExeMmrre VI

91, Soirla coutbe AMD une logarithmiquc fpirale,
dont 12 nature eft telle quayant mené d'un de fes points
guclconquc M au point fixe 4, qui en eft le centre, 1o

roitc MA & la tangente MT'; l'angle AMT (oit par tour
le méme.

L'angle AMT ou AmM éant conftant, la raifon de mg
(dy) 3 RM (dx ) fera aufli conftante. 11 fauc donc que

Fic. 81.-

la diffcrence de —%— foit nulle; cc qui donne {en fuppo-

Jant dx conftante) ddy=o. Ceft-pourquoy effagantle ter-
me yddy dans ?’:d"-:j—?ﬁf% expreflion * générale de ME

lorfque les appliquées partent toutes d’un méme point,
© on touve ME==y, c'clt-A-dirc ME==AM. Ccquidonne
cette conftruction. -

Soit menée AC perpendiculaite fiur 4M, & qui ren-
contre en C la droite MC perpendiculaire 2 la courbe; le
point C fera 3 la dévelopée AC,

Les angles AMT, ACM font"égaux, puif?u’étant joints
Pun & T'autre au méme angle AMC ils font un angle
droit. La developée ACG fera donc la méme logarithmi-
que fpirale que la donnce AMD, & clie n'en différera
que par {2 pofirien. ‘ :

Si Pon fuppofe que le point ¢ de la dévelopée AcG
etant donné, i faille déterminer la longueur €M de fon
1ayon en ce point, qui *cft égal i la portion AC qui fair
unc infinité de resours avant que de parvenir en 4 il
eft clair quiil n’y 3 qud moner A perpendiculaive fur

*Art.77.

* Art. 75.

4C. De foire que fi Yon mene 47 perpendiculaire fur
M
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AM,la tangente MT fera aufli egale 3 la portion /M de
la logarithmique fpirale donnce AMD. S

Si 'on congoit une infinité d’appliquées AM, Am, An,

Ao, &c. qui faflent entrelles des angles infiniment pe-
_tits & egoux; il eft clair que les triangles MAm, man,

nAo, &c. feront femblables, puifque les angles en 4 font
égaux, & que par la propriet¢ de la logarichmique, les
angles en m, », o, &c. le font aufli. Et partant AM. Am
:: Am.An. Et Am.An :: An. Ao, & ainfi de fuite. D’ou
Yon voit que les applicluées AM, Am, An, Ao ,&c. font
une progreflion geometrique lorfqu'clles fonc entr'elles
des angles ¢gaux.

ExeMmrepre VIL

92. So17 la courbe AMD une des fpitales 2 linfi-
ni, formée dans le fe&eur BAD avec une propriete telle
qu'ayant mene un rayon quelconque AMP, & ayant nom-
mé l'arc entier BFD, b; fa partie BP, z; le rayon 4B
ou AP, a; & f{a partic AM, y; on ait cette proportion
bz ::4". y". .

L’équation a la fpirale AMD eft j“=-‘—';f-,dont ladif-

m
ference donne my™ —' dy= hd :". Or i caufe des fe&eurs

femblables AMR, APp,l'onaura AM (3). AP (a) :: MR (dx ).

Pp(dz) = 9% . Mettant donc cette valeur 3 Ia place de
dz dans P'equation que l'on vient de trouver, on aura

my"dy="""""% dontla différence (en prenant dx pour
conftante ) et mmy™ —"' dy’+my ddy=0; d'ou en divi-
fanc par m]'“—' ',Lon tire — ]da_'] =md]‘,° & partant ME*
phe ydyt Ayl
Eoao 5 )T Gy
conftrultion.
Soit mence par le centre A la droite T4.2 perpendi-

culaire fur AM, & qui rencontre en 7 la tangente M7,
&en 9 la perpendiculaire M9 ; foit fait TA—+m —+14.2,,

; ce qui donne cette
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7.9 :: MA. ME. Je dis que menant EC parallele 3 T 9,
elle ira rencontrer M, _en un point C qui fera i la déve-
lopee. - T

Carcaufe des paralleles MRG,TA.9,Yon aura MR (dx)
—+mt1RG (L ). MG(dx+ ) i TAt M1 49,

.. Y e 3 .
T,Q‘..AM(]‘).ME-— R

Exemrre VIIL

93. S 01T AMD un demi-roulette fimple, dont la bafe Fic.$s.
BD eft egale a la demi-circonférence BEA du cercle gé-
nérateur,

Ayant nommé AP, x; PM,y ; 'arc AE, #; & le
diametre 4B, 24 5 'on aura par la propriet¢ du cercle

PE = Vzax—xx ; & par celle de la roulette y=w
adx—xdx

~+vz2ax—xx, dont ladifférence donne dy=dbs +-———

J aax—xx

=2 0 dx ]/“ —* , en mettant pour dv fa va-
Jz2ax—xx x
-—alx"
—3

adx
xJ 2ax — x>

leur en fuppofantdx conftante, ddy=

.
— )

V28 = xx

& en mettant ces valeurs dans <= f’_:i‘:j;‘*’ Y°_ il vienc* *Ars. 58,
MC =2V gaa— 2ax, C'eft-i-dire 2BE ou 2MG.

Si 'on fait x==0, I'on aura AN = 44 pour rayon de
la dévelopée dans le fommet 4. Mais fi I'on fait x =24,
on trouvera que le rayon de la developée au point D de-
vient nul ou zero; d’ou I'on voit que la dévelopée a fon
origine en D, & qu'elle fc termine en N en forte que
BN=BA. :

Pour fgavoir la nature de cette dévelopée, il n'y aqua
achever le re@tangle Bs, décrire le demi-cercle DIS qui
a pour diametre DS, & mener DI parallele 3 MC ou i BE.
Cela fait, il eft clair que 'angle BDI eft ¢gal a Iangle
EBD; & par-confequent que les arcs DI, BE font égaux
entr'eux ; d'ou il fuit que leurs cordes DJ, BE ou G¢ fene

4 ' M jj
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auffi egales. Si domc Fon fait 7€, clle fera égale & parat.
lele 2 DG, qui_par la gencration de la roulette eft égale
a l'arc BE ou DI; & partant la dévelopée DCN eft une
demi-roulette qui 2 pour bafe la droite NS egale 2 la
demi-circonference DIS de fon cercle générateur : c'eft-
a-dire que Ceftla demi-roulette: méme AMDE pofée dans
une fituation renverfee. »

COROLLAIRE.

94. IL eft clair *que la portion de roulette DC eft dou-
ble de fa tangente CG, ou de la corde correfpondante
DI. Et la demi-roulette pCN double du diamctre 3N

ou DS de fon cercle générateur.
. ]

AUTNRE SOLUTIORN.

95. ON peat encore trouver la longmeur du rayomr #¢C
fans aucun calcul, en cette forte. Ayant imagine une au-
tre perpendiculaire mC infiniment proche de la premie-
re, une autre parallele me, une autre corde Be, & de-
crit des centres. C, B les petits arcs GH, EF, on formera les
triangles ré&angles GHg, EFe qui fevont égaux & fembla-
bles ; car Gg= Ee, pmfque BG ou ME eft égal a l'arc
AE, & de méme Bg ou me cft égal 1 larc Ae; de plus

'Hg ou mg—MG==Fe oa Be— BE ; GH fera done égal 2

EF. Or les perpendiculaires MC, mC, étant pavalicles aux
cordes EB, eB, Yangle MCm fera cgal 2 Fangle EBe. Dong
puifque les arcs G, EF, qui mefurent cesangles, font ¢-
gaux, il s’enfuie que leurs rayons CG, B5 ferontaufliegaux;
& partant que MC doiv dwwe prife double de XG eude BE,

LEMME

96. S°rr 7 4 an nombre quelcongue de quamtités 3, b, c,
&, c, ¢re. fbir que cv mombre [oit fini: ow infini , foit que ces
quantités [Gient des Bgnes, on des farfuces, o des folidess
b fomme a—b—b—c+c—dd—c, & de routes
lewrs differences off égale & la plus grande a, moins le plus
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tise €, ow fimdglenemt & ba pins grande lorfame I plas perive
B e Gl of viﬁble.& ads

"Cororrxtrt L

97. Lis fecteurs cum, CGH étant femblables, il eft
clair que Mm cft-double de 'GH ov de fon égale EF; &

comme cela arrive tolijouss en quelque endroit que l'om -

fuppofe fe point -3¢, il s'enfuit que fa fomme de tous les
petits arcs Mm , c’eft«a-dire la portsion 4m de ka demis
roulette AMD, eft double de la fomme de tous les petics
arcs EF. Or le petit arc EF fait partie de Ia corde AE per«
pendiculaire fur BE, & eft la différence des cordes 4E,
Ae , parce que la petite droite eF perpendiculaire fur Ae
peut étre confiderée comme un petit arc decrit du cen-
tre A ; & partant la fomme de tous les petits arcs EF dans
Yarc AZE fera 1a fomme des différences de toutes l¢s cor-
des AE, Ae, &c. dans cer arc, ceftA-dire par le Lemme
qu'clle fera égale i ka corde A2. 11 eff dorvc évident que
Iz portion AM d¢ b demi-roulerte AMD eff double de fz
corde correfpondante AE. o '

Cororratre IL
98. L’n SPACE MGgm * ou le trapéze MGCHm
=a=-;;m»+§ GH x MG==-- EFxBE , ’eff-d-dire qu'il ofk
triple da triangle EBF ou EBe; dou il fuir que P'efpace

MGBA fomme de tous ces wapezes , cft aipledelefpace
circulaire BEZA fomme de tous ces triangles.

Cororrairre IIL

99-~N O-MM ANT BP - 2.; 'atte AZE ow EM ou BG, #;
&lerayon K 4,4 'onaurale paraltelclogramme MG BEmsz:

*An. 2.

Orlefpacede faronlerte MGB A= 3BEZA—=3EKB << an;

& partant Pefpace AMEB renfermé par la portion de
roulette AM , 1a parallele ME, la corde BE & le diametre

AB, clt==3EK B~ ak = wz. D'odd il fuit qpic fi Yom prend
M iij
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*Art. 43
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BP (z) =14 lefpacc AMEB fera triple du triangle cor:
refpondant EKB; & aura par-conféquent {2 - quadrature
indépendante de celle du cercle. Ce que M. Hugens a re-

marqué le premier. Voici encore une autre forte- d’efpa-
ce qui-a la méme proprieté. ' -

- 81 l'on retranche de Pefpace AMEB le fegment BEZ4,
il reftera I'efpace’ AZEM = 2EKB-+as—uz ; d’oi Fon

voit que fi le point P tombe au centre X, Pefpace AZEM

fera égal au quarré du rayon. Il eft évident qu'entre tous

les efgaccs AMEB & AZEM, il n’y a que les deux que

Yon.vient de déterminer qui ayent leur quadrature abfo-

lug independante de celle du cercle.

- ) Exemrerre IX.

_100. S o017 la demi-roulette AMD décrite parla révo-
lution du demi-cercle 4EB autour d’un autre cercle im-
mobile 86D ; & quiil faille déterminer fur la perpendicu-
laire MG donnée de pofition , le point ou elle touche la
developeée. A

Peur fe fervir des formules géneérales il faudroit pren-
dre pour les appliquées de la courbe 4MD, des lignes

- droites perpendiculaires fur 'axe 04, & chercher enfuite

une equation qui exprimit la relation des coupées aux
appliquées, ou de leurs différences. Mais comme le cal-
cul en feroit fore pénible, il vaut beaucoup mieux dans

. ces fortes de rencontres en tenter la folution en fe fer-

vant de la genération méme. _

Lorfque le demi-cercle 4EB eft parvenu dans la pofi-
tion MGB dans laquelle iltouche en G la'bafe BD ;& que
le point decrivant 4 rombe fur le point M de la demi-
roulette AMD : il eft clair, o
. 1°% Que l'arc GM eft ¢gal al'arc 6D, comme auffi Farc
GB du cercle mobile i 'arc GB du cercle immobile.
~2° Que MG eft* perpendiculaire furla courbe ; car con-
fidérantla dcmi-circohfgrence MGBouAEB &la bafe BGD
comme I'affemblage d’unc infinite de petites droites ¢gales
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chacune 3 fa correfpondante, il eft manifefte que la demi-
roulette AMD fera l'affemblage d’une infinite de petits
arcs qui auront pour centres fucceflivement tous les points
touchans G, & qui feront décrits chacun par le méme
point M ou A, o

3> Que fi 'on decrit du centre 0 du cercle immobile
arc concentrique ME; les arcs MG, EB du cercle mobile
feront égaux entr’eux, auffi-bien que leurs cordes MG, EB
& les angles 0GM , 0BE. Car les droites 0K, 0K qui joi-
gnent les centres des deux cercles font égales, puifqu’elles
paflent par les points touchans B,G; Ceft-pourquoy me-
nant les rayons OM , OE & KE, on formera les triangles
OKM,OKE égaux & femblables. L'angle 0k M étant donc
egal i I'angle 0KE; les arcs MG, BE des demi-cercles é-
gaux MGB, BEA, qui mefurent ces angles, feront egaux,
comme auffi leurs cordes MG,EB ; d'ou il fuit que les an-
gles 0GM, 0BE le feront auffi.

Cela pofe, foit entendugé une autre perpendiculaire mC Fic. 8s.

infiniment proche de la preiniere, un autre arc concentri-
que me, & unc autre corde Be; foient décrits des centres
C, B, les petits arcs GH, EF. Les triangles re&angles GHg,
EFe feront égaux & femblables ; car Gg ou Dg—DG
==Ee ou alarc Be — l'arc BE, de plus Hg ou mg— MG
==F¢ ou 2 Be— BE. Lepetitarc GH fera donc ¢gal au
petit arc EF; d'ou il fuic que l'angle: GCH eft 3 langle
EBF,comme BE eft i3 CG. Ainfi toute la difficuleé fe ré-
duit 3 trouver le rapport de ces angles. Ce qui fe fait
en cette {orte.

Ayant meneles rayons 0G, 0g, KE, Ke, & nommé 0G ou
0B,b6; KE ou KBou K A, 4 ;il eft clair que l'angle EBe==05e
— OBE == 0Ogm — OGM = (en menant GL,Gy parallcles
ACm,07) LGM — OGV = GCH — GOg. Onaura donc
Pangle GCH =GOog—+EBF.Orles arcs Gg, Ee étant égaux,
Pon aura aufli Gog. EKe ou 2EBF :: KE (a). 0G (b). &

2646

partant l'angle Gog= 5~ EBF, & GCH = 2~ EBF.
Donc GCH. EBF ou BE. CG :: 223*2. 1. & partant lin-
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*Art0_7f:

~

C3 ’v.' . .:"..:AN"ALY‘S'E .
comnué G == ;2p BE o MG. Ce.quidonne cetee cont-
ftruction. ' ‘ |

Soit fait 04 (24-+-4). 0B (%) :c MG. GC. le point C
fera 2 la déwclopee. _

Il eft clair 1°. (llclﬁ certe dévelopée commence au point
D, & qu’elle y couche 1a bafe BGD ; puifque l'arc oM de-
vient en ce pomit infiniment petit. 20. Qu'elic fe termine
au point N, cn force que 0A4.0B :: AB. BN :: 04 — AB
ou 0B. 0B~ BN ou ON. Ceft-i-dire que 04, 08, ON
font concniicllement proportionnelles. 3°. $i Yon décric
3 prefemtle cerde NS Q ducenure 0, jedis que 1a deve-
lopée DCA oft formée par la révolution du cercle mobi-
le GCS,qui 2 pour djametre G§ ou BN, auteur de I'immo-
bile N§.9 : cC'eft-a-dire qu'elle eft une demi-rovlette fem-
blable a la propofes , ou de méme efpece ( paice que les
diametres 4B, BN des cercles mobiles ont entr’eux le
méme rapport que les rayons 0B, ON des cercles immo-

. biles) , & pefce dans une fituation renverfée en {orce que

fon fommet eft en D. Pour le prouver , fuppofons que
les diametres des cercles mobiles fe trouvent {ur Ja droi-
te 07 mence adifarétion du centre 0 ; elle paflera par les

ints rouchans §, G; & faifant 4B ou 7G. BN ou 6§
1z MG. GC. le point C ferad la developee, 8 de plus a
la citconference du cercle GC§; car Vangle GMT étant
droit, 'angle GCS le fera aufli. Or i caufe des angles
cgaux MGT,C6S , 'arc TM ou GB eft & Y'arc C5, comme
le diametre T au diamerre GS :: 0G. 65 :: GB. NS. &
partant les arcs CS, SN font égaux. Donc, &c.

CoroOLLAIRE L

. IOI.I 1 cft clair¥que la portion de roulette DC cft éga~
Ie 3 ladraite £M; & partantque DC eft i fa tangente CG
:: AB—BN, BN :: 0B~ ON. ON. ceft-a-dire comme
Ia fomme des diametres des dcux cercles génératcurs;
ou des cercles mobile 8 immobile, eft au rayon du cer-
cle immobile. Ceue verité {e decouvie encore de la ma-

niere
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niére qui fuig. A caufe des triangles femblables cMm,cG 1>
Ion aura Mm.GH ou EF :: MC. GC :: 0A— OB (2a— 2b).
0B (4 ). Dou il fuit (comme dans l'art.97.) quela portion
de roulette AM eft 3la corde correfpondante AE, comme
la fomme des diametres du cercle gencrateur & de la bafe,
cit au rayon de la bafe.

Cororrarre IL

102, L E trapézc MGHm=-;— GH —+f Mm x MG. Or
b 24~ 3b . ___za—2b

CG (7;53MG)-CM (5722 MG) ::GH. Mm=2"T=GH.

Donc puifque GH=EF, & MG=EB, l'on aura MGHm

= 22+% pryEB : Ceft-d-dire que le trapéze MGHm fera

toijjours au triangle correfpondant EBF :: 24— 3b. b.
D'ou il fuit que I'efpace MGBA renferme par MG, 4B

Fic. 8s.

Fic. &;.

perpendiculaires a la roulette , par larc BG & par la por- -

tion de roulette M.1, eft au fegmentde cercle correfpon-
dant BEZA :: 24— 3b.6.

Cororrarre IIL

103. I t eft vifible que la quadrature indefinie de la rou-
lette dépend de la quadrature du cercle : mais fi on
prend 0.2 moyenne proportionnelle entre 0K, 04, &
qu'on décrive de ce rayon Parc 9EM ; je dis que 'efpa-
ce ABEM renfermé par le diametre A8, la corde BE,
Parc EM, & par la portion de roulette A, eft au trian-
gle EKB :: 24—+ 3b. 6. Car nommant P'arc 4E ou GB, #;
le rayon 0.9, z; 'on aura 0B (4). 0.2 () :: GB (u).
RQ ou ME=-}. & partant I'cfpace RGB.9 ou MGBE,

Ceft-a-dire ; GB—+ - ROxBQ= f‘l;i’b-'i Or¥efpace de
laroulette MGB.A= 22 o * xBEZA= 2akib xEKB-{-i'—z'—if

xKEZA ( %‘-) Si donc Fon retranche le précédent efpacede

celuicci,il reftera g BE y=="20b2rb+ Bhrmeen | et sb Ers

N

F16. 87.

* Art. 102,



Fic.88.

* Art. 100.

* Art. 1014
*Arto 102.

* Art. 103,

*Ibid.

98 Axarrse
28 43b

=>72" EKB, puifque par la conftruttion xz == 244+ 34b

—6b. D’ou l'on voit que cet efpace a fa quadrature in-
dcpendante de celle du cercle, & qu'il eft le feul parmi
tous fes femblables.

En voici encore un autre qui a la méme proprieté. Si

Ion retranche de 'efpace ABEM le fegment BEZA (- an

—EKB), il reftera l’cfpacc AZEM =— n“-i-ub::-;- bbst — 228
—+ 24-2-317 EKB = ﬁEib-}:?[(B en faifant gz ==2440—4 24b

— bb : Ceft-a-dire que fi I'on divife la demi-circonférence
en deux également au point E, l'efpace 4ZEM fera au
double du triangle EKB, Ceft-a-dirc au quarré du rayon
30K (a—+b). OB (b).

Cororrarre IV.

104. S 1 le cercle mobile 4EB roule au dedans de
limmobile BGD, fon diametre 4B devient negatif de
pofitif qu’il etoit auparavant; & partant il faur changer
de fignes les termes ou il {e rencontre avec une dimen-
fion impaire. D'on il {uit, 1°. Quefil'on mene i difcretion
la perpendiculaire MG i la roulette, & que l'on fafle 04
(b—24). 0B (b) :: MG. GC. le point C fera*a ladéve-
lopee DCN decrite par la révolution du cercle qui a pour
diametre - BN, au dedans de la circonférence NS concen-
trique 3 BD. 2°. Que fi 'on decrit du centre 0 I'arc ME,
la portion de roulette AM fera* ala corde AE :: 26 — 24. b,
3°.Que I'efpace MGBA eft*aufegment BEZA=3b—za.5.
4°. Que fi 'on prend 0.9 ==Vzaa— 3ab— bb, C'eft-a-dire -
mo¥cnne proportionnelle entre 0K, 04; 'efpace ABEM
renferme par la portion de roulette 4M,l'arc ME,la cor-
de EB, & lediametre 4B, {era*au triangle EKB :: 36— 24.5.

Mais que fi I'on fait 0.9 ou OF = Vzaa— 2ab—bb,
ceft-2-dire que I'arc AE foitle quart de la circonférence;
Yefpace AZEM renferme par la portion AM de roulette &
par les deux arcs ME, AE, fera ¥ an triangle EKB qui eft
en ce cas la moitic du quarre du rayon :; 26 — za. .
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CoroLLAIRE V.

10¥. S 1 Pon congoii que le rayon 0B du cercle immobi- Fie. 86. 8s.
Ye devienne infini, 'arc BGD deviendra uneligne droite, &
l1a courbe AMD deviendra la roulette ordinaire. Or com-
me dans ce cas lediametre 4B du cercle mobile eft nul par
rapport i celuyde l'immobilc;; il s'enfuir, 1°. Que MG.GC
;2 b.b. Puifque b=24=0b, Ceft-i-dirc que MG=GC;
& partant que fi Pon prend BN== 48, & quon mencla
droite NS parallele 2 BD, la developée DCN fera for-
mee par la révolution du cercle, qui a pour diametre
BN, fur la bafe N5. 2°. Que la portion de roulette AM Fig, 3. 83.
eft i la corde correfpondante AE :: 36. 6. 3°. Que l'efpa-
ce MGBA eft au fegment BEZA :: 3b.6. 4°.Puilque B9 Fic.$3;. 85.

. ou=t0,9 = 0B,que yappelle x, cft== 5= Va4 = ab—tbb,
d’oui I'on tire (en dtant les incommenfurables) xx =+ 26x
== 244 34b ; Pon aura g x=%4 seffagant les termes

ou b ne fe rencontre point, parce qu’ils font muls par rap-
port aux autres. Ceft-a-dire que fi on prend dans la rou-

lette ordinaire BP=2- 48, & quon menc la droitc PEM Fic. 8;.

parallele 2 labafe BD s 'efpace AMEB {cra triple du triangle
EKB. On trouvera en opérant de la méme maniére, que
fi le point P tombe au centre K,I'efpace 4ZEM renferme
par la portion de roulette AM, la droite ME, & l'arc 4E,
fera égal au quarré du rayon. Ce que I'on a déjadémon-
wre ci-devane are, 99.

REMARQUE

106. C ommE les arcs DG,GM font toljours ¢gaux Frc.3s.
entr’eux, il s’enfuit que I'angle DOG eft aufli toljoursa I'an-
€ GKM :: GK.0G. Ceft-pourquey lorigine D dela rou-
¢ DM, les rayons 06, GK des cercles gencrateurs, & le
point touchant G ¢étant donnés, fi 'on veut determiner dans
cetee pofition le poins M qui decrit 1a rouletre, i;\?q faut que
1)
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tirer le rayon KM en forte que l'angle GK M foit A I'an-
gle donne DOG :: 0G. GK. Or je dis maintenant que
cela fe peut rofijours faire geometriquement lorfque le
raport de ces rayons {e peut exprimer par nombres; &
partant que la roulette DM A eft alors geometrique.
Car fuppofant, par exemple, que 0G. GK :: 13.5; ileft
clair que P'angle MKG doit contenir deux fois I'angle
donné DoG & de plus 2 de cet angle. Toute la difficul-
te fc reduit donc 2 divifer 'angle DOG en cinq partics
egales. Or c’eft une chole connué parmi les Geometres,
quon peut totjours divifer geométriquement un angle
ou un arc donne en tant de parties egales qu'on voudra;
puifqu’on arrive tolijours a quelque équation qui ne ren-

~ ferme que des lignes droites. Donc, &c.

Jedisde plus que la roulette DMA cft mecanique,ouce
qui eft laméme chofe, qu'on ne peut determiner geomé-
triquement fes points M lorfque la raifon de 0G 1 kG ne

e peut exprimer par nombres, C'eff-a-dire lorfquielle eft

fourde.

Car toute ligne, foit mécanique foit geometrique, ou
rentre en elle-méme ou s'etend 2 linfini; puifquon peut
toiijours en continiier la generation. Si doncle cercle mo-
bile 4BC décrit par fon point 4 dans fa premicre révo-
lution la roulette ADE, cette roulette ne fera pas enco-
re finie, & continiiant toujours de rouler il décrira la fe-
conde EFG, puis la troifieme GHI, & ainfi de fuite juf-
qu’a ce que le point decrivant A retombe apres plufieurs
revolutions dans le méme point d'ou il etoit parti. Et pour
lors i on recommence 1 rouler le cercle mobile 4B8cC, il
decrira derechef la méme ligne courbe, de forte que tou-
tes ces roulettes prifes enfemble ne compofent qu'une
feule courbe ADEFGHTI, &c. Or les rayons des cercles
génératcurs étant incommenfurables , leurs circonféren-
ces le feront aufli; & par-confequent le point decrivant
A du cercle mobile 4BC ne poura jamais retomber dans
le point A4 del'immobile, d’ou il etoit parti, fi grand que
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puifle étre le nombre des révolutions. 1l y aura donc une
infinité de roulettes qui ne formeront cependant qu'une
méme ligne courbe ADEFGHI, &c. Maintenant {i on
mene au travers du cercle immobile une ligne droite in-
definie, il eft clair qu'elle coupera la courbe continiice
I'infini en une infinite de points. Or commel’equation qui
exprime la nature d’une ligne geometrique doit avoir au
moins autant de dimenfions que cette ligne peut étre cou-
pee en de differens points par une droite; il s'enfuit que
I'équation qui exprimeroitla nature de cctte courbe auroit
une infinit¢ de dimenfions. Ce qui nc pouvant étre, on
voit evidemment que la courbe 3oit étre mccanique ou
rran{cendente. ¥

ProrosiTioN IIL
Proble¢me.

107. L A ligne courbe BEC érant donnée, trouver une infi-
nité de lignes AM, BN, EYO, dont elle foit la dévelopée com-

mune.

Si P'on dévelope 1a courbe BFC en commengant par le
point 4, il eft clair que tous les points 4, B, F du fi
ABFC décriront dans .ce mouvement des lignes courbes
AM, BN, FO,qui:auront toutes pour dévelopce commune
la courbe donnée BFC. Mais 1l faut obferver que la li-
gne FO nayant pour devclopée que la partie FC, fon
origine n'eft pas en F; & que pour la trouver, il faut
developer la partie reftante BF en commencant au point
F pour decrire la portion EF de la courbe EFo dont l'o-
rigne cft en £, & qui a pour dévelopée la courbe entié-
1re BFC.

Si Pon veut trouver lcs points M, N, 0 fans fe fervir du
fil ABFT,il i’y a qu' prendre fur une tangente quelcon<

que CM autre que BA, les parties CM,CN,Co égales 3
ABFC, BFC, FC.

N iij

F16. 90.
/- F16. 9
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COROLLAIRE.

108. IL eft évident, 1°. Que les courbes 4M, BN, EFo
font d’'une nature tres-differente entr’elles; puifque la cour-
be AM a dans fon fommet 4 le rayon de fa developee
éﬁal 3 4B, au lieu que celuy de la courbe BN eft nul. II
cft vifible aufli parla figure méme dela courbe EFo quelle
eft tres-differente des courbes 4M, BN.

2°. Que les courbes AM, BN, EFO ne font geometri-
ques que lorfque la donnée BFC eft geometrique & de
plus ré&ifiable. Car fi elle weft pas geometrique, en
prenant BX pour la coupée, on ne trouvera point gcomé-
triquenttne Pappliquee KC: & fi elle n’eft pas redifiable,
ayant mené la tangente CM, on nc pourra determiner
geométriquement les points M, N, 0 des courbes 4M,BN,
EFo; J)ui{'qu’on ne peut trouver geometriquement des li- -
gnes droites ¢gales a la ligne courbe BFC, & 2 fes por-
ttons BF, FC.

REMARQUE.

1109. S Ton dévelope une ligne courbe BAC qui aitun
int d'iffléxion en 4, en commengant par le point D autre
quele pointd'infléxion; on formera par le developem-ent de
lapartie BAD la partie DEF ; & par celuy delapartie DC,
Ia partie reftante DG : de forte que FEDG fera la courbe
entiere formée par le developement de B4C. Oril eft vi-
fible que cette courbe rebroufle chemin aux points D &
E, avec cette différence qu'au point de rebrouflement »
Ies parties DE, DG ont leur convexite oppofée Iune 3
Pautre ; au lieu qu'au point E les parties DE, EF fontcon-
caves vers le méme coté. On a enfeigne dans la feQion
récédente i trouver les points de rebrouflement tels que
D: il eft queftion maintenant de determiner les peints E,
won peut appeller Foints de rebrouflement de la fecon-
e forte, & que perfonne, que je fgache, n'a encore con-

fidere.
Pour en venir i bout, on mencra a difcretion fur [z
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partie DE deux perpendiculaires MN,mn, terminees parla
dévelopée aux points N,#, par lefquels on tirera deux au-
tres perpcndiculaircs NA, nH' fur les premicres NM,»m;
ce qui formera deux petits fe&eurs MNw, NAn qui fe-
ront femblables, puifque les angles MNm , NH# {ont ¢-
gaux. On aura cfonc Nn.Mm :: NH. NM. Or dans le
point d'inflexion 4 le rayon NH dcvxcnc*mﬁm ou zero;
& le rayon MN,qui devient 4E, demeure d'une grandeur
finie. 11 faur donc qu'au point de rebrouffement £ de la
feconde forte, 1a raifon d¢ la difference N» du rayon MN
de la dévelopee, 2 la ditference Mm dela courbe, devienne
ou infiniment grande ou iofiniment petite. Et partang

: +
: — 2dxdyddy &Ly T e dndddyd o dyt
p}leque*Nn= sdrdy o d;t Py &

Mm = '/m—, I'on aura"‘z“‘f""#’mj— 3dyddy* — 0'

dxddy*
ou oo ; & multipliant par dxddy*, on t:roévcra la formu-
le dx*dddy —+ dy*dddy — 3dyddy*==e ou o0 , qui fervira 3
?étcrmincr les points de rebrouflement de la feconde
orte. .

On peut encore concevoir qu'une rebrouflante DEF
ou HDEFG de la feconde forte, ait pour dévelopée une
autre rebrouflante BAC de la feconde forte, telle que fon
point de rebrouflement 4 reponde au {point de rebrouf=
fement E, ceft-i-dire quil foit firue {ur le rayon de la
developée qui part du point E. Or il eft clair dans cette
{uppofition , que le rayon EA de la dévelopee fera toi-
jours un plus petir ou un plus grand ; & partant que la

e o flion générale * d
différence de =77 — expreflion generale * des rayons

dela dévelopee, doit ére nulle ou infinic au point cher-
che E; ce qui donne la méme formule qu'auparavant : de

forte qu'elle eft genérale pour trouver les points de re-
brouflement de la feconde forte.

20 .

*Art. 81,

* Art. 86.

Fic. 92. 93.

’Artc7'0
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SECcTION VL

Ufage du calcul des dzﬂérenm pour trouver les
‘ Cauﬂz'ques par refléxion. :
DEriNiTION

I I'on congoit quune infinité de rayons B4, BM, BD,
S qui partent d’'un point lumineux B, fe réflechiffent 3
la rencontre d’une ligne courbe #MD, en forte que les
angles de reflexion foient egaux aux angles d’incidence;
la ligne HFN, que touchent les rayons reflechis ou leur

- prolongemens AH, MF, DN, eft appellce Canflique par ré-

Fi6.94.

* Art. 75.

* Art. 96.

* Art. 96,

Sléxion. .
' Cororrarre L

110. S ron rolonge 4.4 en I, de forte que A7=AB,
& que I'on develope la cauftique HFN en commengant
au point /; on decrira la courbe ILK telle que la tangen-
te FL fera * continiiellement ¢gale i la portion F# de
la cauftique plus i la droite AI. Et {i on congoit deux
rayons incident & réfléchi Baz, mF infiniment présde B,
MF, & quayant prolonge Fm en /, on deécrive des cen-
tres F, B les petits arcs MO, MR: on formera les petits
triangles ré&angles Mom, MRm, qui {eront femblables &
¢gaux ; car puifquel'angle 0mM = FmD=RmM, & que
de plus ’hypotenufe Mm eft commune, les petits cotés
Om , Rm feront égaux entr'eux. Or puifque 0 eftla dif-
férence de LM, & Rm celle de BM, & que cela arrive

totijours en quelque endroit qu'on prenne le point M ; i

s’enfuit que ML—1IA ou AH—+ HF — MF fomme * de
toutes les differences om dans la portion de courbe 4M,
eft—=BM—B 4 fomme * de toutes les differences Rm dans
la méme portion AM. Donc la portion 4F de la caufti-
que HFN fera ¢gale 3 BM—BA—+ MF— AH.

Il peut arriver différens cas, {elon que le rayon inci-

écnt B4 eft plus grand ou moindre que BM, & que le
reflechi
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refléchi 44 dévelope ou envelope la portion #F pour
parvenir en MF :-mais 'on prouvera tolijours, comme 'on
vient de faire, que la difference des rayons incidens eft
égale a la différence des rayons réflechis, en joignant a
Fun d’eux la portion de la cauftique qu'il dévelope avant
que de tomber fur Vautre, Paréxemple, BM — BA = MF Fic. g5.
—+ FH—AH ; d'ol lon tite FH=BM—BA—+ AH—MF.
Si Pon décritdu centre B Varc de cercle 4P; il eft clair Fic. 94. 95
ue PM fera la difference des rayons incidens BM, B4. Et
zl’on fuppofe que le point lumineux B devienne infini-
ment éloigne de la courbe AMD ; les rayons incidens B.A, Fic. 96.
BM deviendront paralleles, & I'arc AP deviendra une li-
gne droite perpendiculaire fur ces rayons.

Cororraire IL

ur. St ron congoit que la figure BAMD foit renver- Fic. 94.
fee fur le méme plan, en forte que le point B tombe fur
le point 7, & qu’ainfi la tangente en A4 de la courbe AMD
dans fa premicre fituation, la touche encore dans cette
nouvelle; & quon fafle rouler la courbe aMd fur AMD,
- Ceft-a-dire fur elle-méme, en forte que les portions aM,
AM foient tolijours égales : je dis que le point B décrira
dans ce mouvement unc efpece de roulette JLK qui aura
pour developée la cauftique HFN.
Car il fuit de la génération, 1°. Que la ligne LM tirée
du point décrivant L au point touchant M fera* perpen- *Arr. 43-
diculaire a la courbe 7LK. 2°. Que Lz ou IA=—=B4, &
LM=38M. 3°. Que les angles faits par les droites ML,BM
fur la tangente commune en M font égaux; & partant que
fi I'on prolonge LM en F, le rayon MF fera le réfléchi
de Yincident BM. D’ou l'on voit que la perpendiculaire
LF touche la cauftique HFN: & comme cela arrive tofi-
jours en quelque endroit qu'on prenne le point L, il s’en-
fuic que la courbe ILK eft formée par le dévelopement
de la cauftique HFN, plus la droite A1

Il fuic de ceci que la portion FH ou FL — HI==BM
' O

~
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—+ MF — BA—AH. Ce quel'on vient de démontrer d’'une
autre maniére dans le Corollaire precédent.

Cororrarre IIL

112, S 1 la rangente DN devient infiniment proche de
la tangente FM ;il eft clair que le point touchant N, &
celuy d’interfetion 7 fe confondront avec I'autre point
touchant F: de forte que pour trouver le point F o le
rayon réflechi MF touche la cauftique HFN, il ne fauc
que chercher ¢ point de concours des rayons refiechis
infiniment proches MF, mF., Et en effet, fi 'on imagine
une infinite de rayons d’incidence infiniment proches les
uns des autres, on verra naitre par les interfeitions des
réfléchis un poligone d’une infinité de cdeés dont 'affem-
blage compofera la cauftique #FN.

PrRorosiTioN L
Probléme général.

113. I_,A nasure de la conrbe AMD, le point luminenx B,
¢-le rayon incident BM étant donniés ;5 trowver far le réifléchi
MF donné de pofition, le point ¥ os il touche la casflique.

Ayant trouvé par la {édtion préecédente la longueur
MC du rayon de la developée au point M, & pris I'arc Mwm
infiniment petit,on tirera les droites Bm,Cm, Fm; on dé-
crira des eentres B, F les petits arcs MR, MO ; on menera
les perpendiculaires CE, Ce, CG, Cg fur les rayons inci-
dens & refléchis; enfuite on nommera les donnees BM, 5 5
ME ou MG, a.

Cela pofe, on prouvera, comme dans le Corollaire pre-
mier*, que les triangles MRm, Mom font femblables & e-
gaux ; & qu'ainfi MR==Mo. Or i caufe del'égalite des an-
gles d’incidence & de réflexion, I'on a auffi CE==CG, Ce
=Cg; & partant CE—Ce ou E_9=C(G—Cg ou SG. Donc
3 caufe des triangles femblables BMR & BE9Q, FMO &
FGS,lon aura BM—BE (2y—a). BM (y) :: MR—+E2_
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ou MO— GS. MR ou MO :: MG (a). M}‘=T‘J_.

[—'}

Si le point lumineux B tomboit de lautre cdté du
point E par rapport au point M,ou ( ce qui cft la méme
chofe) fi la courbe AMD eroit convexe vers le point lu-
mineux B; y deviendroit négative de pofitive qu’elle étoit,
i

—— —T——a

, . /
&Ton auroit par-confequent MF = —— == s

Si on ﬁ;Ppofc que y devienne infinie, Ceft-3-dire que
le point B foit infiniment éloigné de la courbe AMD;
les rayons incidens feront paralleles entr’eux, & 'on aura

MF==—4, parce que 4 cft nullc par rapport i 2.

Cororraire L

114. COMME on ne trouve pour MF qu'une feule
valeur dans laquelle entre le rayon de la dévelopée ; il
s'enfuit qu'une ligne courbe AMD ne peut avoir qu'une
feule cauftique HFN par réfiéxion, puifqu'clle* n’a qu'une
feule dévelopée. :

CororraIre IL

ug. Lors QUE AMD eft geométrique, il eft clair*que
fa developée lett aufli, c'cft-3-dire que 'on trouve geomé-
triquement tous les points C. D’ou il fuit que tous les
points. F de fa cauftique feront aufli décerminés geomé-
triquement, C'eft-a-dire qué la cauftique A#FN fera geo-
meétrique. Mais je dis de plus, que cetee cauftique fera toii-
jours rétifiable;; puifqu’il eft evident * que I'on peut trou-
ver avec lefecours de la courbe 4MD , quionfupofe geo-
métrique, des lignes droites égales 3 une de fes portions
quelconques..

Cororratre IIL
116. St la courbe AMD eft convexe vers le point lu-

mineux B; la valeur de MF (- —,ff,_—‘) fera tolijours po-

fiive; & il faudra prendre par-conféquent le point £ du
| O jj

Fig. 96.

F1e. 94. 95.

Y Art, so.

* Art. §5.
F16. 97.

Fi6. 94. 95.

* Art. 110.

Fic.97.
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cote du point C, par rapport au point M, comme l'on

a fuppofe en faifant le calcul. D’ou l'on voit que les

rayons refléchis infiniment proches feront divergens.
Mais fi la courbe AMD eft concave vers le point lu-

mineux B, 1a valeur de MF (- zj’:’_‘) fera pofitive lorfque y

furpafle -4, négative lorfqu'il eft moindre, & infinie lor{-
quil eft égal. D'ott il fuit que fi on décric un cercle qui
ait pour diamétre la moitie durayon MC deladevelopce,
les rayons réfléchis infiniment proches {eront convergens
lorfque le point lumineux B tombe au dehors de fa cir-
con?érencc, divergens lorfqu'il tombe au dedans, & enfin

paralleles lorfqu'il combe deflus,

CororLrLaIrE IV.

117. S 1 le rayon incident BM touche la courbe AMD
au point M,l'on aura ME (a) ==0;8& partant MF==0. Or
comme le rayon réflechi cft alors dans la dire&tion de I'in-
cident, & que la naturc de la cauftique confifte a toucher

. tous les rayons réfléchis ; il senfuit quelle touchera aufli

le rayon incident BM au point M : ceft-a-dire que la caufti-
que & la donnée auront la méme rangente daps le poinc
M qui leur fera commun.
" S.le rayon MC de la dévelopée eft nul, on aura enco-
re ME (a)==0; & partant MF==9. D’on1 'on voit que
la donnée & la cauftique font entr’elles dans le point M
qui leur eft commun, un angle égal i l'angle d'incidence.
Si le rayon CM de la developee eft infini, le petit arc
Mm deviendra une ligne droite, & I'on aura MF==fy;
puifque ME (4) étant infinie, y fera nul Par rapport 3 «.
Or comme cette valeur eft negative lor{que le point B
tombe du cdté du point C par rapport i la ligne AMD,
& pofitive lorfqu'il tombe du cpeé oppofé ; il s'enfuit que
les rayons réfléchis infiniment proches feront tolijours di»
vergens lprfque Ia ligne AMD eft droite.
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CorOLLAIRE V.

“3-‘11. eft évident que deux quelconques des trois
points B, C, F, étant donnés, on trouvera facilement le
troifiéme.

Soit 1°. la courbe AMD une Parabole qui ait pour foyer Fie. 98.
le point lumineux B. Il eft clair par les ¢lémens des fe-
&ions cohiques, que tous les rayons réflechis feront pa-
ralleles 3 I'axe ; & partant que MF fera toiijours infinic en
quelque endroit que 'on fuppofe le point M. On aura
donc 4==2y: d’ou il fuit que fi 'on prend ME double de
MB, & qu'on mene la perpendiculaire EC; elle ira cou-
per MC perpendiculaire 3 la courbe AMD, en un point /
qui fera 3 la dévelopée de cette courbe. .

Soit 2°. la courbe AMD une Ellipfe qui ait pour un de Fic. g9.
{es foyers le point lumineux B. Il eft encore clair que tous
les rayons réflechis MF fe rencontreront dans un méme
point F qui fera l'autre foyer. Etfi'on nomme MF,z ;l'on

. s\ : ’ 2yZ
aura¥ z = -53_1_-4—; d’oul'on tire la cherchee ME (4)= ;_._1;- *Art. 113,

Mais fi la courbe AMD cft une Hyperbole,lefoyer F tom- Fia. 100.
bera de lautre coté ; & partant MF (z) deviendra nega-

tive : d'otl il fuit qu'on aura alors' ME (4) = —2_ §

L )

| 7
—Z* . Ce qui donne cettc conftrudtion qui fert auﬁoqt

2 —
PEllipfe. , .. )

Soit prife ME quatriéme proportionnelle auw-desi-a%e Fc.99.1d0.
traverfant, & aux rayons incident & reflechi; foic me-
néclaperpendiculaire EC : elle ira couper la ligne MC per-
pendiculaire 2 la fedtion, en un point € qui fera 3l de-
velopee, . >
o XEMPLE L .

119. Sorr la courbe AMD une Parabole,dont les rayons Fig. 1ot
incidens PM foient perpendiculaires fur fon axe 4P. Il -
faut trouver fur les refléchis MF les points F ou ils toy-
chent la cauftique 4FK. s

O iij
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*Art. 118,
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* Art. 110,
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11 eft clair que fi'on mene le rayon MC de la déve-
lopée, & quon tire la perpendiculaire €G fur le rayon
réflicchi MF, il faudra * prendre MF égale i la moitié¢ de
MG. Mais cette conftruftion fe peut abréger, en confide-
rant que fi 'on mene MN parallele i I'axe 4P, & la droite

- ML au foyer L; les angles LMP, FMN feront égaux, puif-

que par la proprieté de la parabole LM 9 = 9MN, &
par la fuppofition PM_9 = @MF. Si donc Fon ajoiice de
art & d’autre le méme angle PMF,'angle LMF fera egal
a'angle PMN, C’eft-h-dire droit. Or 'on vient de demon-
trer ¥ que LA perpendiculaire fur ML rencontre le rayon
MC de la developee en fon milieu 4. Si donc I'on mene
MF parallele & egale i LA, elle fera un des rayons réfiée-
chis, & touchera en F la cauftique #4FK. Ce qu’il falloit
trouver. |
Si 'on fuppofe que le rayon reflechi MF foit parallele
3 l'axe AP; il eft evident que le point F de la cauftique
fera le plus cloigné qu'il eft poffible de I'axe 4P, puifque
la tangente en ce point fera parallele i I'axe. donc
de déterminer ce point dans toutes les cauftiques, telles
que AFK, formees par des rayons incidens perpendiculai-
res A I'axe de la courbe donnée, il n’y a qu'a confidérer
que MP doit érre alors égale 3 9. Ce qui donne dy=dx.
adx

> _—dx, d’ou l'on tire
2/ ax

Soit®x = yy, on aura dy =

AP (x) =-i-4: ceft-a-dire que fi le point P tombe au
foyer L,le rayon réfléchi MF fera parallele a 'axe. Ce qui
eft dailleurs vifible ; puifque dans ce cas MP fe confondant
avec LM, il faur auflique MF fe confonde avec MN,& L
avec 9. Dot l'on voit que MF eft alors égale 3 ML; &
partant que fil'on mene FR perpendiculaire fur 'axe, on au-
1a AR ou AL+ MF==24. On voit auffi que la portion
AF dela cauftique eft egale en ce cas au parametre, puif-
qu’elle cft tolijours¥* egale 3 PM —+ MF.

~ Pour déterminer le point K ot lacauftique AFK ren-
contre 'axe AP,-il faut chercher la valeur de Mo, & l'e-
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galer 3 celle de MF; car il eft vifible que le point F
tombant en K, les lignes MF, Mo deviennent egalcs
entr’elles. Nommant donc linconnué Mo, #; l'angle
PMO coupé en deux également par M,Q_,pcrpcndlculal-

re & la courbe , donnera MP (). MO (t) :: P‘Q(%")

0.9=="2. & partant 0P =YY =vi—yy, 3 cau-
fe du manglc redangle MPO; & dlvxfant de part & d’au-

tre par #—+y , on trouve —'!L—- ==L, d'oi I'on nrc

t—ty’
Mo (;)_&"L‘z:__—__-up Le)=""71- "'d’ ,puquue*
ME (a) = -’i‘%‘f’-— Ce qui donne dy* —gyda[y=dx‘

~qui fervira 3 trouver le point P tel que menant le rayon

incident PM & le reflechi MF, ce dernier touche la caufti-
que AFK au point K ou elle rencontre 'axe AP.

Onadansla parabolc]_x d]——ix—':—dx, ddy

l
=—x T dx? ; & merrant ces valeurs dans Péquation

précédente , on trouve 7" dx‘—+-;x ' dt == di* 2

d'odl I'on tire 4P (x) = Z- du paramerre.
Pour trouver la nature de la cauﬁxquc AFK 3lamanic-
re de Defartes , il faut chercher une équation qui expri-

me la relationdela coupée AR (#),alappliquée RF (z);

ce qui fe fait en cette forte. Puifque MO (#) = i "‘{‘; i

Ponaura po (1252 )= ”z_‘::,z) & caufe des triangles
femblables MP0, MSF, on formcra ces proportions MO

(%;'—'_%;{i) MF (& Z22 ) ou — zyddy. dx* — dy*

zdd]

::MP(y). MS (y—2z) = __71"” ‘;‘d‘“ : PO (:ﬂxir .

SF ou PR (u—x).—-—..:‘”—"L

ag; + On aura donc ces deux é-

*4”077.
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* Art, 113,

112 ANaryseg *
-2 b3 - .
quations z.=j—|--ﬁ:"';;%—, & #=x—+ -_—ii}dl—,qui fer-
viront avec celle de la courbe donnée 3 en. former une
nouvelle ot x & y ne fe trouveront plus, & qui expri-
mera par-conféquent la relation de 4R (4) 3 FR (2 ).
Lor{que la courbe AMD eft une parabole, comme I'on

3
a fuppofé dans cet exemple, on trouvera z = <x *

i
— 2x *, ou(en quarrant chaque membre) -;’;x — X%~ 45
=—zz, & #=3x ; dou l'on tire I'équation cherchée

=4 g2 2 44 qui i
a2z = -~ & —— aus— - aan qui exprime la nature de

la cauftique A4FK. On peut remarquer que PR eft toli-
jours double de 4P, puifque AR (%) =3x; ce qui four-
nit encore une nouvelle manié¢re de déterminer fur le
rayon réflechi MF le point cherche F.

Exemrere IL

120. So17 la courbe AMD un derhi-cercle qui ait pour
diametre la ligne AD, & pour centre le ‘point C; foient les
rayons incidens PM perpendiculaires fur A4D.

Comme la dévelopée du cercle fe reiinit en un feul
point qui en eft le centre, il s’enfuic* que fi 'on coupe le
rayon CM en deux également au point 4, & qu'on mene
HF perpendiculaire fur le rayon réflechi MF, il coupera
ce rayon en un point F, ou il touche la cauftique 4FK.
1l eft clair que le rayon réfléchi MF eft egal 3 la moitie
de lincident PM ; d’ot il fuit, 1°. Que le point P tom-
bant en C, le point F tombe en X milieu de CB. 2°. Que
la portion AF eft triple de MF, & la cauftique AFK tri-
ple de de BK. On voit aufli que fi Ion fait Fangle ACM
demi-droit , le rayon reflechi MF fera parallele 3 4C; &
partant que le point F fera plus élevé au deflus du dia-
metre 4D, que tout autre point de la cauftique. _

Le cercle qui a pour diametre MA, pafle par le point
F ; puifque l'angle HFM eft droit. Et fi Pon décritdu cen-

tre
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tre C & du rayon CK ou CH, moiti¢ de CM, le cercle
KHG;Varc AF fera égal 3 l'arc HK : car 'angle CMF érant

égal 2 CMPou HCK, les arcs = HF, HK, qdi mefurent ces
angles dans les cercles MFH, KHG, feront entr’eux coms-
me les rayons-;—MH,HC de ces_cercles. D’oi 'on voit

que Ja Cauftique AFK eft une Roulette formée par la re-
volution du cercle mobile MFA autour de I'immobile
KHG, dont lorigine eft en k, & le fommet en 4.

ExeEmrre 111,

121. S o171 courbe AMD un cercle qui ait pour dia-
metre la ligne 4D, & pour centre le point C; foit le
point lumineux 4, d’ou partent tous les rayons incidens
AM, 'une des extremités de ce diametre.

Si 'on mene du centre C fur le rayon incident A3 la
perpendiculaire CE: il eft clair par la proprieté du cercle,
que le point E coupe en deux parties égales la corde

AM i & qu'ainfi ME (4) ==y. On aura donc MF (v‘i‘)
==y : Ceft-d-dire quil faur prendre le rayon réfiéchi
MF ¢gal au tiers de Iincident 4M. D’oti I'on voit que

D[(=-.7'AD, CK =§CD » & que *la cauftique AFK

=%4D, de méme que {a portion AF=2%A4M. SiI'on

prend AM = AC, lc rayon réfléchi MF fera parallele au

diametre AD; & par-conféquent le point F fera le plus
cleve qu'il foit poffible au deflus de ce diametre.

Si I'on prend CH=—CM, & qu'on tire HF perpen-
diculaire fur MF; le point F fera i la cauftique : car me-
nant AL perpendiculaire fur 4M, il eft clair que ML
== ME=AM, puifque MH==2CM. Le cercle qui

a pour diametre MA, paffera donc par le point F de la

cauftique ; & fi I'on décrit un autre cercle K#G du cen-

tre C, & du rayon CK ou CH, il luy fera ¢gal, & l'arc 4K
P

Fi6. 103.

*Art. 110.
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fera ¢gal 2 I'arc HF : car dans le triangle ifofcele CMA
I'angle externe KCH == 2CM A ==AMF ; & partant les arcs
HK, HF mefures de ces angles dans des cercles égaux,
feront aufli égaux. D’ou il fuit que la Cauftique AFK eft
encore unc Roulette decrite par la révolution du cercle
mobile MFH autour de 'immobile XA#G, dont Yorigineg
it en &, & le fommet en 4.

On pourroit encore prouver ceci de. cette autre ma-
nicre. Si I'on décrit une rouletre par la révohition d'un
cercle egal au cercle AMD autour de celui-ci, en com-
mengant au point 4; on a démontre dans le Corollaire
{fecond * qu'elle aura pourdevelopeela cauftique 4FK. Or
* cette dévelopée eft une roulette de méme efpece, C'eft-
a-dire que les diametres des cercles géncraveurs en feront
égaux; & on déterminera le point X en prenant CK troifié-
me proportionnelle 3 CD—DA & 3 CD, Ceft-a-dire

egale 3 -CD. Donc, &c.

Exsmrere IV.

122, So17la courbe 4MD une demi-roulette ordinai-
re decrite par la revolution du demi-cercle NGM fur la
droite BD, dont le fommet eft en 4, & lorigine en D
foient les rayons incidens XM paralleles i I'axe 43.

Puifque * MG eft égale 2lamoiti¢ du rayon de lgdeve-
lopée, il senfuit* que fi 'on mene GF perpendiculaire fur
le rayon réfléchi MF, le point F fera i la cauftique DFB.
Dol 'on voit que MF doit étre prife egale a2 KM.

Si Yon mene du centre A du cercle genérateur MGN
au point rouchant G, & au point décrivant M, les rayons
HG,HM ; il eft clair que 4G {fera perpendiculaire fur BD,
& que V'angle GMA=MGH=GMK : dou I'on voit que
le rayon refléchi MF paffe par le centre 4. Orle cercle
qui a pour diametre G4, pafle auffi parle point F; puifque
Yangle GFH eft droit.Doncles ares GN, 5 GF, mefures du
méme angle GHN, feront entr'eux comme les diametres



pES INFINIMENT PETI7S. 1. Part. 1g

MN, GH de leurs cercles ; & partant I'arc GF=GN=GB5.
1l eft donc évident que la Cauftique DFB eft une Roulet-
te decrite par la révolution entiere du cercle GF4 fur la
droite 3D. :

ExemMrrLE V.

123. So11 encore la courbe AMD une demi-rouletre
ordinaire, dont la bafe BD eft ¢gale  la demi-circonfé-
rence ANB du cercle géncrateur. Et foient 3 préfenc les
rayons incidens PM paralleles a la bafe BD.

Si 'on mene 6.2 perpendiculaire fur PM,les triangles
reQangles G 9M, BPN feront égaux & femblables; & par-
tant M_Q==PN. D'ou I'on veit* qu’il faut prendre MF
€gale i Tappliquée correfpondante PN dans le demi-
cercle générateur ANB.

Afin que le point F foit le plus éloigné qu'il eft poffi.
ble de I'axe 48, il faut que la tangente MF en ce point
foit parallcle 3 cet axe. L'angle PMF fera donc alors droi,
fa moitié PMG ou PNB demi-droit; & partant le point
P tombera dans le centre du cercle AND.

Cleft une chofe digne de remarque, que lo point P
approchant enfuite continiicllement de I'extremité¢ B, le
point F approche aufli de I'axe 4B jufqu’a un cereain point
&, aprés quoi il s'en élaigne jufqu'en D; de forte que la
cauftique AFXFD a un point de rebrouflement en x.

Pour le déterminer , je remarque * que la partion AF
== PM—+MF, la portion AFK=HL—+ LK, & la portion
KF dela partie KFD, eft =HL —+ LK—PM— MF > d'olt
Yon voit que HL—+LK doit étre un plus gramd. Ceft-
pourquoy nommant 4H,x; Hl,y; l'arc .AI,#;'on aura
HL—LK==#—2y, dont la dificrence donne du—t 2dy

=0,& —3“5—t-zdj=o en mettant pour 4w fa valeur

# . ) .« . . .
.T :'d’od I'on tire adx = — 2ydy==2xdx— 24dx a cau~

€ du cercle; & partant 44 (&) = a.

Pij

Fie. 105.

*Art.os.ar3.

* Art.110.
unr.



-3

= Rn By SR

FiG.106.

*Art. 100¢

16 ANALYSE

| CorRoOLLAIRE |
124. I_’BSPACE AFM ou AFKFM renfermé par les

- portions de courbes AF ou AFKF, AM,8& parle rayon ré-

flechi MF,eft égal 3 la moiti¢ de I'efpace circulaire APN.
Car fa difference, qui eft le {é&teur FMo, cft ¢gale 3 1a
moiti¢ du rectangle PpSN, difference de l'efpace APN;
puifque les triangles re&angles Mom, MRm etant égaux
& femblables, Mo fera egale 3 MR ou NS ou Pp, & que
de plus MF=PN.

ExegMmrre VL

12§. Sox'r la courbe 4MD une demi-roulette formée
par la révolution du cercle MGN autour de fon égal AGK,
dont l'origine eft en 4, & le fommet en D ; foyent les

- rayons incidens AM qui partent tous du point 4. La li-

gne BH qui joint les centres desdeux cercles genérateurs,
pafle continiiellement par le point touchant G, & les atcs
GM,GA, comme auffi leurs cordes, font toiijours égaux s
ainfi 'angle HGM=38G A4, & 'angle GMA=GAM. Or
Fangle HGM —+ BGA=—GMA—+ GAM ; puifquajoiitant de
part & d’autre le méme angle 4GM, on en forme deux
droits. Doncl’angle HGM feratoiijours égal al'angle GM A ;
& partant auffi a 'angle de réfléxion GMF : douil fuit que

- MF pafle toiijours par le centre A4 du cercle mobile.

Maintenant fi 'on mene les perpendiculaires CE, Go fur
le rayon incident AM : il eft clair que MO=04, & que
OE==—0M; puifque * le point C ¢étant 2 la dévelopee,
GC=--GM. On aura donc ME=2-AM , Ceft-3-dire
d==217; & par-conféquent MF (" ST )=-;— y: doilon
voit que f 'on mene GF perpendiculaire fur MF, le point
F fera i la cauftique AFK.. T '

Le cercle qui a pour diametre GH, pafle par le point F;
8 les arcs GM, — GF,mefures du méme angle GAM, érant
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entr’eux comme les diametres MN, GH de leurs cercles,
l'arc GF fera égal i l'arc GM, &, par-conféquent X I'arc
GA. Douileft ¢vident que la Cguiﬁiquc AFK eft une Rou-
lette décrite par la révolutiopdu cercle mobile #FG au-
tour de l'immobile 4Gx. :

COROLLAIRE

126, SI Ton décrit un cercle qui ait pour centre le

point B, & pour rayon une droite egale 3 B4 ou AK 5

& qu'il y ait une infinité de droites paralleles 3 BD qui
tombent fur {a circonférence:: il eft vifible * quelles for- *Art. 120,
meront en fe refléchiffant 1a méme cauftique A4FK.

ExeMmrere VIL

127, Soir1a courbe AMD une logarithmique fpira- Fre.107.
le, avec les rayons incidens AM qui partent tous du cen-
tre A. )

Si 'on mene par I'extrémité ¢ du rayon de la déve-
lopée la droite C4 perpendiculaire fur le rayon inci.
dent 4M, elle le rencontrera * dans le centre 4. Cleft- * Art.p1,
pourquoy AM () =a; & partant MF (52, )=y. Le
triangle AMF fera donc ifofcele s & comme les angles
d’incidence & de réfléxion AMT, FMS font égaux entr'-
eux, il s'enfuit que Iangle A4Fu cft egal i 'angle AMT.
Dot il eft clair que la cauftique AFK fera une logarith-
mique fpirale qui ne différera de la propofece AMD que
pat {a pofition, '

PRoOPOsITION IL
| Probléme. -
128. LA cauffiqgue HF par réfléxion étant donnée avec le Fi6i108.

. .

point lumineux B; trouver une infinité de courbes telles que
AM, dont elle foit cauftique par réfléxion. .
Ayant pris 3 difcrétion fur une tangente quelconque 474
le point 4 pour un des points de la courbe cherchee AM;
' P ij



* Art. 110,

Fic. 109,

* Art. 110,

u$ : ANALYSE :
an decrira du centre B, de l'intervalle B4 Parc de cercle
AP, & d'un autre intervalle quelconque BM, un autre
arc de cercle. Erayant pris 4H —+ HE==BM—BAou P M,
on dévelopera la cauftique AF en commengant au point
E ; &'on décrira dans ce mouvement une ligne courbe £M
qui coupera 'arcde cercle décrit du rayon BM, enun point
M qui fera*3la courbe 4M. Car par la conftrultion PM
~+ MF==AH —HF.

Ou bien ayant attaché un fil BMF par fes extrémités en B
& en F,on fera tendre cefil par le moyen d’un ftile placé en
M, que I'on fera mouveir en forte que I'on envelopera parla
partiec MF de ccfil la cauftique #F;il eft clair que ce ftile
décrira dans ce mouvement la courbe cherchée M4.

AUTRE SOLUTION.

129, A vanr tiré 3 difcrétion une tangente FM au-
tre que HA, on cherchera fur elle un point M, tel que
BM—+MF==BA—+AH—+HF. Cequi {e fera en cette forte.

Soit prife FX==BA—+AH -t HF, & divifant BX par le
milieu en G, foit tiréela perpendiculaire €M : elle rencon-
trera la tangente FM a:lﬁoint cherche M. Car BM =Mk.
- Si le point B étoit infiniment éloigne de la courbe 4 M,
Ceft-d-dire que les rayons incidens B4, BM fuflent paral-
Ieles 3 une ligne dreite donnée de pofition 3 la premiére
conftrultion auroit todjours lieu , en confidérant que les
arcs de cercle décrits du centre B deviennent des lignes
droites perpendiculaires fur les rayons incidens. Mais cet-
te derniere deviendroit inutile; Ceft-pourquoy il faudreit
luy fubftituer celle qui fuic.

Soit prife FK=AH —+ HF. Ayant trouve le point M
tel que MP parallele 3 42 perpendiculaire fur 4P, foit
égale 3 MK : il eft clair * que ce point fera i la courbe

- eherchée AM ; puifque PM — MF=AH —+ HF. Or cela

fe faie ainfi. - - - - _

* Soit menée K6 perpendiculaire fur AP; & ayant pris
K@= KG, foient tirées KP parallele 3 06, & PM paralle-
ke A.GK: je dis que le point M fera celuy quon cherche.
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Car 3 caufc des triangles femblables GX0, PMK , I'on aura
PM= MK ; puifque GK=K0.

Si la cauftique AF fe réiinifloit en un point; la courbe
AM deviendroit une fe&ion conique.

CoroLrLAIRE L

130. Io et clair que la courbe qui paffe Iar tous les
points K, eft formée par le developement de la courbe
HF en commengant en A, & qu'clle change de nature 3
mefure que le point 4 change de place fur la tangente 44.
Donc puifque les courbes AM naiffent toutes de ces cour-
bes par la méme conftru&tion, qui eft %cométrique ; il s'en-
fuir * qu'elles font d’'une nature différente entr’elles, &
qu'elles ne font geomérriques que lorfquela cauftique #F
eft geométrique & ré&ifiable.

Cororrarre IL

Br. Uxe ligne courbe DN étant donnée avec un point
lumineux C; trouver une infinité de lignes telles que £M,
en forte que les rayons réflechis DA, NM fe réiiniflenten
un point donné B, aprés s'éere réflechis de nouveau d la
rencontre de ces lignes AM.

Si I'on imagine que la courbe AF foit 1a cauftique de
1a donnée DN, formée par le point lumineux C; il eft
clair que cetre ligne AF doit étre aufli la cauftique de 1a
courbe AM ayant pour point lumineux le point donn¢ 3:
de forte que FK=BA—+ AH —+HF,8& NK=BA—+AH
— HF +FN==BA —+AD—+DC—CN, puifque * #D— DC
= HF — FN —+ NC. Ce qui donne cette conftruction.

Ayant pris A difcrétion {ur un rayon réfléchi quelconque
le point 4 pour un des pointsde la courbe cherchée £M,
on prendra fur un autre rayon refléchi NM tel qu'on vou-
dra, la partic NX==BA—+.4D —+ DC—CN; & l'on trou~
vera le point cherché M comme ci-deflus art. 12.

20

* Art. 108,

Fi6.110.

*d”' ’I'o
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SECcTION VIL

Ufage du calcul des différences pour trowver les
Cauﬂique: par réﬁa&ion.
DerINITION.

I Pon congoit qu'une infinité de rayons B4, BM, BD,
S qui partentd’un méme point lumineux B, fe rompent &
la rencontre d’une ligne courbe AMD, en s’approchant ou
s’eloignant de fes perpendiculaires MC, en forte que les
finus CE des angles d'incidence CME, foient totjours aux
finus CG des angles de refraltion CMG, en méme raifon
donnée de m 1 #; la ligne courbe HEN que touchent tous
les rayons rompus ou leurs prolongemens 44, MF,DN,

eft appellee Cauftique par réfraction.
COROLLAIRE

132, St Pon envelope la cauftique AFN en commen-
‘¢ant au point 4, Pon décrira la courbe ALK telle que la
tangente LF plus la portion FA de la-cauftique fera con-
tiniicllement égale a la méme droite 44. Et fi 'on con-
goit une autre tangente Fm! infiniment proche de FML,
avec un autre rayon d'incidence Bm, & qu'on decrive des

centres F, B,les petits arcs M0, MR : on formera deux pe-

\

tits triangles re&angles MRm, Mom clui feront femblables
aux deux autres MEC, MGC, chacun a chacun; puifque fi
Pon ote des angles droits RME, CMm le méme angle
EMm , les angles reftans RMm, EMC feront égaux; & de
méme fi 'on 6te des angles droits GM0, CMm le méme
angle GMm, les reftans OMm, GMC feront égaux. Cleft-
{)ourquoy Rm. Om :: CE.CG :: m.n. Or puifque Rm cft
a diftérence de BM, & 0m celle de LM ; il s’enfuit* que
BM — BA fomme de toutes les differences R dans la
portion de courbe AM, eft 3 ML ou AH— MF—FH

fomme de toutes les differences 07 dans la méme por-
tion
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tion AM, comme m eft i #; & partant que la portion
FH=AH—MF——- BA—— BM.

Il peut arriver differens cas, felon que le rayon inci-
dent B4 eft plus grand ou moindre que BM, & que le
rompu AH envelope ou develope la portion HF ¢ mais
on prouvera totijours, comme Ion vient de faire, que la
difference des rayons incidens eft 3 1a différence des rayons
rompus ( en joignant 3 'un d’eux la portion de la caufti-
quequ’il develope avant Txc de tomber fur I'autre ) com-
me m eft 3 #. Par exemple, BA— BM. AH— MF— FH

::m.n. doilon tite FA=AH—MF—+ —- BM—-% B 4.

Fre.m..

Si Pon deécrit du centre B 'arc du cercle 4P ; il eft clair Fie. 1.

ue PM fera la différence des rayons incidens BM, BA. Ex

1 'on fuppofc que le point lumineux B devienne infini-

ment eloigné de la courbe AMD, les rayons incidens B4,
BM deviendront paralleles, & 'arc 4P deviendra une li-
gne droite perpendiculaire fur ces rayons,

PROPOSITION L °
Probléme genéral.

133. LA’ nature de la courbe AMD, le point luminens: B,
& le rayon incident BM étans donnés ; trowver fur le rayon
rompw MF donné de pofition, le point ¥ o il touche lis caufti-
que par réfraction. o
~ Ayant trouveé *la longueur MC du rayon de la dévelo-
‘pée au point donné M, & pris 'arc Mm infiniment petit,
‘on tirera les droites Bm, Cm, Fm ; on décrira des centres
B, F les petits arcs MR, MO ; on menera les perpendiculai-
res CE,Ce, CG, Cg fur les rayons .incidens & rompus; &
'on nommerales donnces BM,y; ME, a; MG, b; & le petit
-arc MR, dx. Cela pofe , _ A o

Les triangles réftangles femblables MEC & MR,

F16. 111.

*Stﬂ'- b4

"MGC & MOm, BMR & B.Q¢, donncront ME (4 ). MG.

(b) :: MR (dx). Mo=2%%. Ex BM (y). B9 ou BE

Q
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(y—+a):: MR (dx). ,Qg-.-.—_-:-d"—]"i'li”—. Or par la pro-
priété de la réfradion Ce.Cg :: CE. CG :: m.n. Et par--
tant m. » :: Ce—CE ou Qe (ﬂ».__—;_)_'l_x_) Cg — CG ou
Sg= ﬂi‘%‘-”lﬁf- Donc i caufe des triangles re&tangles fem.

blables FM0 & FSg,F'on aura Mo—Sg ( ""J‘x:-*z;x—“»dx
bdx

Mo (=== ) :: MS ou MG (b). MF:%%" Ce
qui donne cette conftrution, '

Soit fait vers CM l'angle ECH=GCM, & foit prife
vers B, MK = % Je dis que fi Pon fait HK. HE :: MG.
MF. le point F fera 3 la cauftique par réfrattion. .

Car 3 caufe des triangles femblables CGM,CEH, 'onaura

CG.CE ::m.m:: MG (b). EH="0- D'oi l'on tire HE— ME
ou HM ="=%  gM — MK ou AR =" —m;

>
- vy .
& partant K (ML= ) HE () :: MG (b).

bbm
MF=

1l eft clair que fi la valeur de AKX eft négative, celle de
MF le fera auffi: dou il fuitque le point M tombe entre
les points G, F , lorfque le point # fe trouve entre les
points K, E. :

Si le point lumineux B tomboit du cdte du point Z,
ou (ce qui eft la méme chofe ) fi la' courbe AMD étoit
concave du coté du point lumineux B; y deviendroit né-
gative de pofitive quelle étoit auparavant, & I'on auroit

y . — bbmy bbmy
par-conféquent MF=—_—20 - ou o —2 e

Er la conftruéion demeureroit la méme.

Si 'on fuppofe quij devienne infinie, Ceft-3-dire que
le point lumineux B foit infiniment ¢loigné de la courbe
AMD ; les rayons incidens feront paralleles entr'eux, &

Yon aura MF=-;:{%, parce que le terme 44m fera nul
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par rapportaux deux autres bmy, any ; & comme MK (- %‘- )
s’evanoiiit alors, il n’y auraqu'a faire HM. HE :: MG. MF.,

Cororrarre L

134. On demontrera, de méme que dans les caufti-
ues par refléxion*, quune ligne courbe AMD n’a qu'une
cule cauftique par réfradtion, la raifon de m i » érant
donnece; laquelle cauftique eft totrjours geométrique & ré-
difiable,lorfque la courbe propofee AMD eft geomérrique.

CororLrLairE II

13§. S 1 le point E tombe de autre c6té de la perpen-
diculaire MC par rapport au point G, & que CE {oit éga-
le 3 €G; il eft clair que la cauftique par réfradion fe
changera en cauftique par reflexion. En effet on aura MF

(H]._‘an_’:m) =3;{TJ ; Pm(que m=”,& quc « dCVient

negative de pofitive qu'elle étoit, & de plus égale 3 4. Ce
qui s'accorde avec ce quon a demontré dans la fédtion
précedente. -

Si m eft infinie par rapport i #; il eft clair que le rayon
rompu MF tombera fur la perpendiculaire CM : de forte
que la Cauftique par réfragion deviendra la Dévelopée,
En effet on aura MF =24, qui devient en ce cas MC : Ceft-
a-dire que le point F tombera furle point C, qui cft 3 la dé-
yelopée.

Cororrarre III ,

136. S1 1a courbe AMD eft convexe vers le point lu-
qxincux B, & que la valeur de MF (" W%L—T»’) foic
pofitive ; il eft clair qu’il faudra prendre le point F du
méme cdte du point G, par rapport au point M, com-
me on I'a fuppof¢ en faifant le calcul : & qu’au contraire
fi elle eft négative, il le faudra prendre du cdté oppofé.
Il en eft de méme lorfque la courbe AMD eft concave
vers le point B; mais il faut obferver quon aura pour lors

Qi)

¥Art. 114+
1y,
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. bbmy s o\ - .
MF = e + D'OU il fuit queles rayons rompus

infiniment proches font convergens lorfque la valeur de
MF eft pofitive dans le premier cas, & négative dans lefe-
cond : & qu’'au contraire ils font divergens lorfqu’elle eft
négative dans le premier cas, & pofitive dans le fecond.
Cela pofé; il eft evident, o,

r°. Que fi la courbe AMD eft convexe vers'le point lu-
minecux B, & que = foit moindre que #.;‘u que fielle
eft concave vers ce point,& que m furpaffe #: les tayons
rompus infiniment proches feront totijours diverggns.

2°. Que filacourbe AMD eft convexe vers le point lnmi-.
neux B, & que m furpafle 7 ; ou que fi elle eft concave vers ce
point, & que  foit moindre que # : les rayons rompus in-

finiment proches {eront convergens, lorfque MK ( %) eft

. : 2 . '
moindre que MA (—b'—:"— —aoug— :’ ) ;dlvcrgens, lorf+

quelle eft plus grande; & paralleles, lorfquielle eft egale,
Or comme MK=20, lorfque les rayons incidens font pa-
ralleles, il senfuit qu'en ce cas les rayons rompus inﬁpniq'
ment proches feront totijours convergens, T

CoroOLLAIRE IV,

137. SI le rayon incident BM touche la coutbe AMD
3u point M, on aura ME (2)==0; & partant MF = .
Ce qui fait voir que le point F tombe alors fur le point G.

Si le rayon incident BM eft perpendiculaire 3 la cour-
be AMD , les droites ME (4) & MG (b) deviendront

égales chacune au rayon CM dela dévelopee; puifqu'elles
fc confondent avec luy. Onaura donc MF =-;n;—;6—,”,}_=._ﬁ-,

. . bm
qui devient ——

leles entr’eux.
Si le rayon rompu MF touche la courbe AMD au point.

lorfque les rayons incidens font paral,

M, lonaura MG ( b) = o. D’otl I'on voit que la caufti» .

que touche alors la courbe donnée au point M.
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Si le rayon CM de la developee eft nul; les droites
ME (a), MG (b) feront auffi égales i zero; & par-confe-
quentles termes aan, bbmy feront nuls par rapport aux au-
tres bmy, any. Dot il fuitque MF=0; & qu'ainfi la cau-
ftique a le point M commun avec la courbe donnee.

Si le rayon CM de la developée eft infini; les droites
ME (a), MG (b) feront aufli infinics; & par-confequent
les termes bmy, any feront nuls par rapport aux autres

aan , bbmy : de forte qu'on aura MF=—;—"£% . Or¥com- *Art. 133.

me cette quantite eft negative lorfque lon fuppofe que
le point F tombe de l'autre cjte du point B par rappore
a la ligne AMD, & qu'au contraire elle eft pofitive lor{-
qu'on {fuppofe qu'il tombe du méme cdee; il s'enfuit* que *Are. 136.
T'on doit prendre le point F du méme cdté du point B,
Ceft-a-dire que les rayons rompus infiniment proches font
divergens. Ileftevident quele petit arc Mm devient alors
une ligne droite , & que la conftru&tion précédente n'a
plus de lieu. On peut luy fubflituer celle-ci, qui fervira
a determiner les points des cauftiques par refraction lorf~
que la ligne AMD eft droige. : :
* Ayant mené Bo perpendiculaire fur le rayon incident Fre. 114.
BM, & qui rencontre en 0 la droite MC perpendiculai-
re fur 4D ; on tirera oL perpendiculaire fur le rayon
rompu MG ; & ayant fait 'angle Bo# égal 2 'angle Lon,
on fera BM.BH :: ML. MF. Je dis que le point F fera 3
la cauftique par refrattion.

Car les triangles retangles MEC & MB0, MGC & MLO
feront toujours femblables de quelque grandeur que I'on
fuppofe CM ; & partantlorfqu’elle devient infinie, 'on aura
encore ME -(a). MG (b) :: BM (y) ML=2_.Eticau-

]
fe des triangles femblables 0LM, 084, ’'on auraauffi 0L.0B
(n.m):: ML —"'.’-.BH=.-5.",,1 -D’oul'on voitque BM (7). BH

() i s (). wr (42)

a/n

Qijj
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Cororraire V.

- 18, I. eft clair que deux quelconques des trois points

B, C, F, ¢tant donnes, on peut facilement trouver le
troifiéme, '
’ ExeEmrrLe L

139. So17 1a courbe AMD un quart de cercle qui aic
pour- centre le point C; foient les rayons incidens 84,
BM, BD paralleles entr'eux, & perpendiculaires fur CD;
foit enfin la raifon de m 3 #, comme 7 1 2, qui eft celle
que fouffrent les rayons de lumiere en paffant de l'air dans
le verre. Puifque la dévelopée du cercle AMD fe reiinic
en un point C qui en eft le centre, il s’enfuit que fi I'on
décrit une demi-circonférénce MEC qui ait pour diame-

we le rayon CM, & qu'on prenne la corde CG=2-CE;
la ligne MG fera le rayon rompu, fur lequel on décermi-

‘nera le point F, comme l'on a enfeigne ci-devant art. 133

Pour trouverle point # oulerayonincident B4 perpen-
diculaire fur AMD touche la cauftique par réfra&ion,'on au-
ra¥ Aq % =b=3CA. Et fi lon décrit une demi-
circonférence CND qui ait pour diametre le rayon CD,
& quon prenne la corde CN=2.CD; |l eft clair ¥quele

. 3
-point N fera 2la cauftique par réfration, pui{que le rayon
-incident BD rouche le cercle AMD au Koint D.

Si 'on mene AP parallele 3 €D ; il eft vifible * quela
portion FH==AH — MF —= FM: de forte quela caufti-
que enticre HFN==>CA—DN= =1 ¢

Si le quart de cercle AMD eft concave vers les rayons

_incidens BM, & que la raifon de m 4 » foitde 23 75 on
“prendra fur la demi-circonférence CEM qui a pour dia- -

‘metre le rayon €M, la corde C6=-1CE, & on tirera le

rayon rompu MG fur lequel on déterminera le point F
par la conftrution générale art. 133.

-
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On aura* 44 (- ?‘3;) =— 2b, Ceft-3-dire que AR fera * Art.137.

du cdté * de'la convexité du quart de cercle AMD, & *Ar.136.

double du rayon Ac. Etfi I'onfuppofe que CG ou 5 CE

foit égale 3 €M ; il eft manifefte que le rayon rompu MF
touchera le cercle AMD en M, puifqu’alors le point G fe
confondra avec le point M. D’od il fuitque fi 'on prend

CE==3CD, le point M tombera au point N od la cau-

ftique AFN*touche le quart de cercle AMD. Mais lor(~ * Art.137.

que CE furpafle 2 €D, les rayons incidens BM ne pours
tone plus fe rompre, Ceft-i-dire paffer du verre dans lair ;
puifqu'il eft impoffible que CG perpendiculaire fur le rayon
rompu MG, foit plus grande que CM: de forte que tous
les rayons qui tomberont fur 1a partie ND fe réficchiront.
Si Ton mene AP -parallele 2 CD; il eft clair * que la *Ar, 132,

portion PH = AH — MF—- PM: de forte que menant
NK parallele 3 CD , la cauftique enticre HFN=2CA
5 — J ' . i .

~+ ':— AK = _2__3_.. CA.

Exemrre IL

140. So17 1a courbe AMD une logarithmique fpira- Fic.ny.
le qui ait pour centre lc point 4 duquel pastent tous les

rayons incidens AM. : _
11 cft clair* que le point E tombe furle point 4, c'eft- “drr. o1,

i-dire que a=7. Si donc I'on met 4 la place dc « fa-va-

- A7) = 44N

be eft concave du cote du point lumineux; on aura MF=5:
" d’oii 'on voit que le point F tombe fur le point G. "

Si I'on mene la droite 4G, & la tangente MT'; 'angle.
AGO complément i deux droits de Pangle 4GM, fera égal
alangle AMT. Car le cercle qui a pour diametre la ligne
CM, paflant par les points 4 & G, les angles 4G0, AMT
ont chacun pour mefure la moiti¢ du meme arc AM. Il
eft donc evident que la cauftique AGN ¢ft 1a méme lo-

leur y dans bomy valeur*de MF lorfque lacour- * Ar.zz.
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*Art. 132,

*Art.32,
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arithmique fpirale que la donnée AMD, & qu'clle n'en
%i'ﬂ’ére.quc‘par fa pofition. ~ , -

ProrosiTION II.
| Problémc.é‘

141. La canftigue HF par réfraction étant donnée avee
Jon point luminewx B, & la raifon de'm 4 n; trowver une in-
Sinité de courbes telles que AM, dont elle foit canftique par ré-
Jraction. , ' .

. Ayant pris 3 difcrétion fur une tangente quelconque
HA, le point 4 pour un des points de la courbe 4M, on
decrira du centre B & de l'intervalle BA Parc de cercle

AP, & d'un autie intervalle quelconque BM un autre arc

de cercle ; & ayant pris AE=— PM, on décrira en en-

velopant la cauftique #F une ligne courbe EM, qui cou-

pera I'arc de cercle decrit de I'intervalle BM, en un point

M qui fera a la courbe cherchée. Car * PM. AE ou ML

ce MW ”o . o
AuTRE SOLUTION.

142. (Q x cherchera fur une tangente quelconque FM,

aurre que HA, le point M tel que HF—+FM—+ - BM

==H A+ BA. Ceft-pourquoy fi I'on préndFKk=2_p4
—+ AH — FH, & qu'on trouve fur FK un point M tel que
MK =% BM, il fera*celuy qu'on cherche. Or cela fe

peut faire en décrivant une ligne courbe GM telle que me-
hant d’un de fes points quelconques M aux points don-
nes B, K, les droites MB, MK, clles ayent totijours entr’-
elles un méme rapport que » i #. 1l n'eft donc queftion
que de crouver la nature de ce lieu.

Soit pour cet effet menée MR perpendiculaire fur
BK, & nommeée la donnée BK, 4; & les indéterminées
BR, x; RM, y. Les triangles retangles BRM, KRM donne-
ront BM = Vxx—tyy, & KM=V44--‘24.x—t-xx—|-j£:

c
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de forte que pour remplir la condition du probléme, 'on
aura Vxx — yy. Vaa—zax— xx—yy :: m.n. D'ou Ton tire

yy=2"20 2 xx, qui eft un lieu au cercle quel'on
conftruira ainfi. '
Soit prife BG=—"—, & B.9 =-—""—,% foitdécrit du dia-

metre G la demi-circonférence GM 9 : jedis qu'elle {c-
1ale lieurequis. Car ayant QR ou B LZ—BR =,
& RG ou BR— BG==x———— ; la propri¢t¢ du cercle,
qui donne 9RxRG = RM", donnera en termes analyti-

. .. BAINMX — AT
QS I = " X%

Si les rayons incidens B4, BM font paralleles i une droi-
te donnée de pofition, la premiere folution aura toiijours
lieu; mais celle-ci deviendra inutile, & on pourra luy fub-
fticuer la {uivante.

_ Soit prife FL =AH — HF ; & ayant mené¢ LG pa-
rallele 3 4B & perpendiculaire fur 4P, on prendra Lo
=— LG, & on tirera LP paralicle 3 G0, & PM parallcle
2 GL. 1l eft clair* que le point M fera celuy qu'on cher-
che; car puilque Lo= — LG, ML= PM. .

Si la cauftique FA par réfraction, fe réiinit'en un point;
les courbes. 4M deviennent les Ovales de Deféarses , qui
one fait tant de bruit parmi les Geometras. .

CorRoOLLAIRE I

143. O N démontre de méme que dans les cauftiques par
reflexion*; que les courbes 4 font de nature différente
entr’elles, & qu'elles ne font geomeétriques que lorfque la
cauftique 4F par refraction eft geométrique & redtifiable.

Cororratre IL

' 144-UNE'lignc courbe AM étant donnce avec le

point lumincux B, & la raifon de 2 #; trouver une infi-

R

FiG6.120.

*Art. 132.

* Art. 130,

FiG. 121,
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nit¢ de lignes telles que DA, en foree que les rayons rom.
pus MN {e rom ent de nouveau 2 la rencontre de ces lis
gnes DN pour fe reiinit en un point donné C. _

Si 'on 1magine quela ligne courbe HF foicla cauftique
par réfraltion de la courbe donnée AM, formée par le point
lumineux B; il eft clair que cette méme ligne A#F doit
écre aufhi la cauftique par refradtion dela courbe cherchee
DN, ayant pour point lumineux le point donné €. Cleft-

pourquoy ¥ = B4~ AH =" BM—+ MF—+ FH, & NF
_.|.F[1_%NC=HD_% DC; & partant mlBA—i-AH

’ »
= BM—~ MN —+ HD — - DC~ -~ NC; & tranfpo-
fant i Pordinaire, - BA— - BM—+-2 DC — AD == MN_

—+-2- Nc. Ce qui donne cette conftrudtion.

Ayant pris 2 difcrétion fur un rayon rompu quelcon-
que AH le point D pour un de ceux de la courbe cher-
chée DN, on prendra fur un autre rayon rompu quelcon-

‘que MF la partie MK=—>- BA— — BM— -2 DC —+ AD;

& ayamt trouvé, comme ci-deflus ¥, le point N tel que
NK=--NC, il eft clair ¥ qu'il fera 2 la coyrbe DN.

COROLLAIRE GENERAL
Pour les treis [éctions précédentes.

145§. ¢ eft manifefte* qu’une ligne courbe n’a qu'une
feule dévelopée, quune feule cauftique par réflexion, &

quune feule par réfration, le point lumineux & le ra-

port desfinus erant donnés, lefquelles lignes font tofijours
geométriques & réifiables lorque certe courbe cft geo-
metrique. Au lieu qu'une méme ligne courbe peut étre la
dévelopée, 8 'une & Vautre cauftique dansle méme rapore
des finus, & dans la méme pofition du point lumineux,
commune infinité de lignes tres-différentes entrelles,
& qui ne font geomerriques que lorfque cette courbe eft
geometrique & redifiable.
eZin

———
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SECTION VIIL
‘UJ/&ge dw caleul des différences pour trowver les points
ae.

s lignes caurbes qui touchent une infinité de lignes
données de pofition droites ou courbes.

PrRorosiTIiON I
Probléme.

'146. Sot'r donnée une ligne quelconque AMB, qui 4it Fic. 122,
powr axe la dyoite AP; foient de plus entendués une infinité

de Pcubdc; AMC, AmC, qus Pﬁm‘ towtes par le point A, ¢
" qus apent powr axes les appliquees PM, pm. 11 fant trouver Is

igne amr[; g touche toutes ces ‘panbala'.

Il eft clair que le point touchant de chaque parabole
AMC eftle point d'interfe&ion € oﬁlacfarabolc AmC, qui
en cft infiniment proche, la coupe. Cela pofé , & ayant
mené CK parallele 3 MP , foient nommées les données
AP, xi PM, y i & les inconnués 4K, #; KC,x. On aura
" par la praopricte de la parabole, 4P" (xx). PK* ( N~ U X
~+xx):MP (7). MP—CK(y—2z). Ce qui donne zxx
== 3uxy—~—suy, Qui cft I'equation commune 3 toutes les
paraboles telles que AMC. Or je remarque que les in-
connués AK (s) & KC (2) demeurent les mémes, pen-
dant que les donnces 4P (x) & PM (y) vearient en de-
venant Ap & pm; & quil n'atrive que KC (z) demeu-
re la méme, que lorfque le point C eft celuy d'interfé-
&ion: car il eft vifible que par tout ailleurs la droite x¢
coupera les deux paraboles AMC, AmC en denx diffe-
rens points , & qu'elle aura (far.conféqucm deux valeurs
qui repondront a la méme de 4X. C’eﬁ-pourc}uo fi l'on
waitte # & z comme conftantes, en prenant la differen-
ce de 'equation que l'on vient de trouver’, on détermi-
nera le point € 2 étre celuy d'interfetion. On aura donc
22Xd% == 28xdy - 28ydx — undy : doulon tir; Tinconnué

: i



e

EE R =

et et s

132 ANALYSE

- 2xxdye— d
AK () = =70 en mettant pour z fa valeur

229 — "% ;& la naturc de la courbe AMB étant donnée,

on trouvera une valeur de 4y en dx, laquelle étant fubfti-
tuée dans la valeur de 4K, cette inconnug fera enfin expri-
mée en termes enticrement connus & délivrés des différen-
ces. Ce qui ctoit propofe. S

Si au lieu des paraboles 4MC,on propofoit d’autreslignes
droites ou courbes dontla pofition fut determinée, on ré-
foudroit totjjours le Probléme a peu prés de la méme manié-
re: & ceft ceque 'on verra dans les Propofitions fuivantes,

ExeMPLE

147. Qu E Pequation xx==44y— 4yy exprimela na-
ture de la courbe AMB: elle fera une demi-ellipfe qui
aura pour petit axe, la droite 4B=24 perpendiculaite fur
AP, & dont le grand axe {era double du petir. .

On trouve xdx == zady — 4ydy ; & partant AK
(Zp=29% )= %% —u, D'ou il fuit que i l'on prend
AK quatriéme proportionnelle 3 MP, P4, 4B, & qu'on
mene KC perpendiculaire fur AK ; elle ira couper la pa-
rabole AMC au point cherche ¢, : , .

Pour avoir la nature de la courbe qui touche toutes
les paraboles, ou qui pafle par tous les points € ainfi trou-
vés , on cherchera I'equation qui exprime la relation de
AK (#) 3 KC (z) en cette forte. Mettant i la place de

% fa valeur i;— dans zxx = 2sxy — wuy , l'on en tire
y= gz & pann x oug =T
met ces valeurs 3 laplace de x & y dans xx= 44y — g1y,
on formera 'équation ## = 444 — 44z ou x & y ne fe
rencontrent plus, & qui expriine la relation de 4K 3 KC.
D’oti 'on voit que la courbe cherchée eft une parabole
qui a pour axe la ligne B4, pour fommet le point B,
pour foyer le point 4, & dont le parametre par-confcs
quent eft quadruple de 43. : :

- Si donc I'on
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2, d’oul’on tire XC (z)
28~—X

On vient de trouver y=

= 2Y—%"  Or comme cettc valeur eft pofitive lorfque

2y ﬁxrp]a{fc 4, ncgative lorfqu’il eft moindre, & nulle lorfs
qu'il luy eft egal: il senfuit que le point touchant € tom-
be au deflus de 4P dans le premier cas , comme I'on avoit
fuppofé en faifant le calcul; au deffous dans le fecond ,
& enfin fur AP dans le troifiéme. . :

Si Pon mene la droite 4C qui coupe MP en G; je dis
que MG==B.9, & que le point G eft le foyer de la para-
bole AMC: Car 1°. AK (—;i). KC (—‘%—“—) :t AP (x).
PG=2y—a.& partant MG=4—y=3.9. 2°. Le para-
metre dela parabole AMC, eft= 44— ¢y en mettant pour
xx fa valeur gay— 4yy; & partant MG (¢ — ) eftlaqua-
trieme partie du parametre : d'ou I'on voit que le point
G eft le foyer de la parabole; & quainfi Iangle BAC doic
érre divifé en deux également par la tangente en 4.

Il fuit de ce que le parametre de la parabole 4MC eft
quadruple de B9 , que le fommet M tombant en 4, le
parametre fera quadruple de 4B ; & qu'ainfi la parabole,
qui a pour fommet le point 4, eft afymptotique de celle
qui pafle par tous les points C. 4

Comme la parabole BC touche toutes les paraboles
telles que AMC ; il eft clair que toutes ces paraboles cou-
peront la ligne détermince AC en des points qui feront

lus proches du point 4 quele point €. Or on démon-
tre dans la Baliftique ( en fuppofant que 4K foit horizon-
tale ) que toutes les paraboles telles que 4MC marquent
le chemin que décrivent en Iair les Bombes qui feroient
jettces par un Mortier placé en A dans toutes les éleva-
tions poflibles avec la méme force. D’ou il fuit que fi
I'on mene une droite qui divife parle milieu I'angle B4C;
elle marquera la pofition que doit avoir le mortier, afin
que la bombe qu’il jette, tombe fur le plan AC donné de
pofition;, en un point C-plus ¢loigné du mortier , qu'en
toute autre élevation, |

R iij
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ProrosiTioN IL
Probléme.

.14.8. Sox'r donnée une courbe quelcongue AM, qwi «it
axe la droite AP trewver une eutve courbe BC tella
gu'ayans mené & diferéition Lappliguée PM, & la perpendi-
culaire PC 4 certe cowrbe, ées dewx ligwes PM, PC foient 10k
Jours igales ewsyelles.
- Si 'on congoit une infinite de cercles décrits des cen-
tres P, p, & des rayons PC, pC égaux a PM, pm; il efk
clair que la courbe cherchée BC doit toucher tous ces
cercles, & que le point touchant € de chaque cercle eft
Ie point d’interféétion ou le cercle qui en eft infiniment
proche, le coupe. Cela pofe, foit menée CK perpendi-
culaire fur AP ; foient nommces les donnees & varia-
bles 4P, x; PM ou PC, y; les inconnués & conftan-
tes AK , #; KC, x ; & l'on aura par la propriéte du cer-
cle PC'=PK'+KC", Ceft-A-dite en termes analytiques
Yy =KX — 4% — 44—+ 22, %ui eft 'equation commune
a tous ces cercles, dont la différence eft z2ydy=—=2xdx

— 2#4dx : d'ou l'on tire PK (% ....ag%!- ; ce qui donne

cette conftrution gencrale.

. Soit menée M_Q perpendiculaire 3 la courbe AM; &
ayant pris PK==p @, foit tirce KC parallele 3 PM: jo dis
qu'elle rencontrera le cercle decrit du centre P & du
rayon PC ==PM au point C o\ il touche la courbe cher-

¥ ; Lvi . oui 3%
ghce BC. Ce qui eft ¢vident; pulfque PQ=27.
. On peut encore trouver la valeur de PK de cette au-
tre maniére. :

.. Ayant mené PO perpendiculaire fur Cp, les triangles

séQangles poP, PXC feront femblables ; & partant Pp (dx).

op (dy) :: PC.(y). PKu=L-.
* Lorfque P9 ="M, il eft clair que le cercle decrit du
rayon PC,touchera XK€ au point X :'de forte que le point
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touchant € fe confondra avec le point &, & tombera pas-
conféquent fur I'axe. ,

Mais lorfque P_9 furpaflfera PM le cercle décrit du rayon
PC ne pourra toucher la courbe BC; puifqu'il ne pourra
rencontrer la droite KC en aucun point. -

ExsMePLE

149. So1t la courbe donnée A3, une patabole qui Fie.123.
ait pour equation ax=2yy. On aurz 2.9 ou PX (x—»)
==—4; & par-conféquent x=—4—4#, & yy== Saa—+x%
a caufe du triangle re&angle PXC. Or fi Fon met ces va-
leurs dans ax=yy, on formeral'équarion 44 —tan="ce

422 OU —da—an==zxz, qui exprime la nawre de Ia
courbe BC. D'ou il eft clair que cetre courbe eft laméme
parabole que A M ; puilqu'elles ont I'une & l'autre e méme
parametre 4, & que fon fommet B cft éloigné dn fom-
met A de la diftance BA=—_a. ' '

ProrosIiTIiION IIIL
Probléme.

I§0. Sorr dinnée une i e conrbe quelconque AM , qui Fio. 124
ait pour diametre la droite AP, & dons les appliquées PM, pm
Sfoiens paralleles i la dvoite AQ_donnée de pofision ; & ayuns
mené MQ, mq paralleles 4 AP, foient tirées les droites
PQC,pqC. 0n demande la courbe AC gui a pour tangenses
douses ces droites : ou ce qui_off la mime chofé, il 5agit de
déserminer fur chagne droite PQC le point touchant C.

Ayant imagine une autre tangente p4C infiniment pro-
che de P.9C, & mené CK parallele i 4,9, on nommera
les données & variables AP, x; PM ou A9,y; les in-
connués & conftantes 4K, #; XC, x ; & les triangles
femblables P49, PXC donneront 4P (x). 4.9 (y)

::PK (%—#). KC () =y—-2, qui eft I'¢quation
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commune 3 toutes les droites telles que RC. Sa differen-

uxdy—muydx 1 .1 . . xxdy
ce cﬁar]+_L;;__o,doulontxrcAK‘(u)_ﬂx_”

Ce qui donne cette conftrution generale.
Soit menée la tangente MT, & foit prife AK troifiéme
proportionnelle 3 A7, AP : je dis que fi Pon mene XC pa-
rallele 3 4.9, elle ira couper la droite P.9C au point
cherche c. ~ - .
dx — xd 4
Car AT (L‘,]—"—:’—).AP»(:: ) AP (%) :: AK=E"1_‘_-§7]-.
' Exemrere L ' |

118 Sor1r la courbe donnée AM , une parabéle qui
ait pour ¢quation sx=—yy. On aura AT = 4P ;d’ou il fuit

" que 4K (8)=1x, c'eft-a-dire que le point K tombe fur

le point 7. Si 'on.veut i-prefent avoir une equation qui
exprime la relation de 4K (#) 2 KC (z ); on trouvera
KC (z)==2y, puifque I'on vient d¢ trouver que PK eft
double de AP. Mettant donc i la place de x & y leurs

valeurs # & —z dans ax==yy, on aura gas==xz : d'oli
Pon voit que la courbe AC eft une parabole qui a pour
fommet le point 4, & pour paramctre une ligne quadry-
ple du parametre de 1d parabole AM. :

ExeMmrepre IL

152. So 11 1a courbe domnée AM , un quart de cercle
BMD qui ait pour centre le point 4, & pour rayon la li-
gne 4B ou 4D, que jappelle a. 11 eft clair que P9 eft
toljours ¢gale au rayon AM ou 4B, cCeft-a-dire quelle
eft par tout la méme : de forte que I'on peut concevoir
que fes extwrémités P, 9 gliflent le long des cotés B4,

AD delangle droit BAD. On aura 4K (#) =—:‘-:—, puifque
AT=""; &les parallcles KC, 4.9 donneront AP (x).P.9
(4) :: AK (- —:;‘) QC==2- D’oul'on voit que pour avoir

le point touchant C, il n’y a qu'a premdre ¢ troifieme
propor-
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proportionnelle 3 P9 & AP. Si'Ton cherche I'équation
qui exprime la nature de la courbe BCD, on trouvera
celle-ci, #° — zaau* +  3a*uw — &8 —=o.

—+ %% —+ 2raazz  — 34tz
—+ 2z% —3aazt
—+ =zf

CoroLrLraIRrRE L

153. S 1 'on veut chercher le rapport de la portion DC
de la courbe BCD i fa tangente CP, I'on imaginera une
autre tangente ¢p infiniment proche de CP; & ayant dé-
crit du centre C le petit arc Po, 'on.aura ¢p—CP ou 0p

3 xdx
a

— ¢ ==

L]

, pour la différence de cP=2"%
2xdx )

d’oti 'on tire Co==0p—+ —
Qangles femblables 9P 4, Ppo, Yon aura P9 (4). 4P (x)

xdx

22 Pp (dx). Op= == & partant Ce==2"* =pC— pr, I

—eft donc manifefte qu'en quelque endroit que on prenne

: s A 3xdx

le point ¢, I'on aura toijours DC — D¢ (22%). cP—gp
(1‘#—) 3.2, Dot il fuit que la fomme de toutes les
differences DC— D¢ qui repondent 3 la droite PD, €'eft-
a-dire * la portion DC de la courbe BCD, eft a Ja fomme
de toutes les différences CP—¢p qui repondentilaméme
droite PD, Ceft-d-dirc* 3 la tangente CP :: ;. 2. Etde méme
que la courbe entiere BCD eft A fa tangente BA = j.2.

Cororraire IL

154. S1 lon. dévelope la courbe BCD en commengane
par le point D, on formerala ligne courbe DNF telle que
CN.CP :: 3. 2. puifque CN eft toljours égale ala portion
DC de la courbe BCD. D’oi il fuit que les fe&eurs fem-
blables CN#, CPo font entr’eux :: 4. 4. & partant que Fef-
pace DCN renfermeé par. les courbes DC, DN, & par la

~.Or i caufe des triangles ré- .

*Art. 96,

* Art. 96.

droite C¥ qui eft tangente en C & perpendiculaire en
S .
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F16. 186,
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N, eft 3 I'efpace DCP renfermé par la courbe DC, ¥ par
les denx tangentes DP,CP, comme 9. 3 4.

Cororrarrs IIL-

155. L & centre de pefanteur du fécteur C¥» doit ére
ficue fur larc Po; puifque CP==-=CN. Et comme cetarg

eft ipﬁnimcnt petit, il Senfuit que ce centre doit étre furla
droite AD; & partant que le centre de pefanteur des ef-
efpaces DCN, BDF, qui font compofés de tous ces {&-
&eurs, doit étre fur cette droite AD : de forte que fi on
décrivoit de 'aytré cbié de BF une figure oute pareille
3 BDF, le centre de pefanteur de la figure enticre feroit
a point A, 4 |
| COROLLAIRE IV.

156. A caufe des triangles re&angles femblables 2.2 4,
pPo,lonaura P9 (4). A.Q ou PM (Vaa—xx) :: Pp (dx). PO
= i’—‘i‘;"- Et i caufe des (¢ &eurs femblables CPo,CN#np
Pon aura auffi CP.CN, ou 2,3 ;: PO (—fﬁi‘%'—'—”i) Ns
= jdxfea—xx “;"'"" . Or le rédtangle MPxPp, Ceft-a-dite*le
petit efpace circulaire MPpm = dxvaa—xx, On aura
donc ABxNn = %Mme : d'od il fuit que la portion ND
de 1a courbe PNF étant multipliée par le rayon 43, eft
{efquialtére du fegmient circulaire DMP, & que la cour:

be entiére DNF cft gale aux trois quarts de BMD qua-
grieme partic de 1a circonférence du cercle.

ProrosiTIiON 1V,
Probléme,

157. Sorr domnée une courbe gquelcongue AM , gui aif
owr axe b droite AP ; & foient entendués une infinisé de per-
pendisulaires MC, mC 4 aetze courbe. On demange la conrbe

I
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q%i & pour stangentes fowies ces perpendiculaires : ou ce qui ¢ft
ba méme chofe,il faut trowver fur chaque perpendicnlaire MC
le point teuchant C.

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mC infini.
ment proche de MC, avec une appliquée MP,'on mene-
ra par le point d’interfection € les droit¢s CK perpendi-
culaire & GE parallele i 'axe : ayant enfuite nommeé les
données & variables AP, x ; PM, y ; les inconnués & con-

ftantes 4K, %; KC, 2 ; 'on aura P9 = ’:;’ , PK ou CE
=# —x, ME==y—+x; & les triangles re&tangles femblables

MP., MEC donneront MP (y). PQ (L ) :: ME (y—+2).

EC (#—x) == 223=Y . qui eft une équation commu-
ne 2 touces les perpendiculaires telles que MC, & dont
la différence ( en fuppofant dx conftante) donne — dx

. yddy . dy’t 2dd] ) Ly
e 2+ 424y JodTon tire ME (s—+) =ﬁ_:-:7‘;!_.
Or la nature de la courbe 4M étant donnée,l'on aura des
valeurs de dy* & ddy en dx*, lefquelles étant fubftituées
2 d 2 .
dans "‘T'LJL,,doPnetont pour ME unc valcur entiérement
connué & delivrée des differences. Ce qui étoit propofé.
Il eft évident que la courbe qui pafle par tous les points
C, eft laDévelopée de la courbe AM; & comme I'on en
. - ’ ’ . . . . . . .
a traitté exprés dans la SeQion cinquiéme, il feroit inuti-
le d'en donner ici des exemples nouveaux.

ProrosiTiaonN V.
Probléme.

' 158-D Eux lignes guelcongues AM,BN ésant dewnées Fic.117.
avec une ligne droite MN qui demesre todijours la méme 5 on
Joppofe que les extrémités M, N de cesse ligne gliffent conti-
niicllement le long des dewx autres , & Uon demande ls courbe

qwelle touche toijours dans ce mowvement.

Ayant mené les rangentes MT, NT, & imagine unc.au--
S ij
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wre droite m# infiniment proche de MN', & qui la coupe
par-conféquent au point C o elle touche la courbe dont
il s'agit de déterminer les points. Il eft clair que la droite
MN, pour parvenir en mn, a (farcouru par fes extrémites
les petites portions Mm, N# des lignes AM, BN, lefquelles
font communes 3 caufe de leur infinie petitefle, aux tan-
fcntes TM, TN : de forte que I'on peut concevoir que la
ligne MN pour parvenir dans la fituation infiniment pro-
che mn , aic glifié le long des droites 7M, TN donn¢es de
ofition, ' . '
. Cela bien entendu, foient menées fur N7 les perpen-
diculaires MP, CK= foient pommées les donnces & va-
tiables TP,x; PM,y; les inconnués & conftantes 7K, #;
KC,z; & la'donnee MN qui demeure par toute la méme,
4. Le triangle retangle MPN donnera PN=vVaa—jy;
8 i caufe des triangles femblables NPM, NKC, Pon au-

ra NP (Vaa—yy). PM (y):: NK (#—x—Vag—yy):
. 1 —xj
KC(2)=Tazy =7

— aaxdy — aaydy — pdx = aady — yydyVaa—yy : doq
en faifant Vas— yy=m pour abréger,Von tire PK (#— x)
o= My tmmyds  m4WPE en mettant pour ydx fa va-

asdy

leur xdy, a caufe des triangles {emblables mRM, MPT;

— ». dont la différence donne 4axdy

& partant MC=="C"F"% ; ce qui donpe cette conftrus

«<tion,

Soit menée TE perpendiculaire fur MN, & foit prife
MC=—NE ! je dis que le point C fera celuy quon cher-
che. Car i caufe des triangles re&angles {emblables MNP,
TNE,Fonaiira’ MN (4). NP (m) : NT (m—+x). NE ou MC

mm — WX "

= .

'Autre maniére. Ayant mené TE perpendiculaire fur MN,
8 décrit du centre C les petits arcs MS, NO, on nomme-
ra les données NE, r; ET, s; MN, 4; & Pinconnué CM,?.
On aura §m ou On==dt; & les triangles ré@angles fems

— e
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.blables MET 8¢ mSM, NET 8 n0N, CMS 8 CN0 dohneront

ME (r—a). ET (s) = mS (dt). SM=—_ EtNE (7).
sdt

ET (-") ‘o'-' 70 (dt)' ON =— — EtMS—"NO( asds ).

MS () :: MN (4). MC (2) ==r. Ce qui donne la

méme conftruttion que ci-deflus.
Si I'on fuppofe que les lignes 4M, BN foient des droi-

“tes qui faflent entr’elles un angle droit; il eft vifible que

la courbe cherchee eft la méme que celle de larticle 152,
PrRorosition VI
Probléme, - .

159. SO‘I ENT données trois lignes quelconques LM, N;
¢ foient entendués de chacun des points L, de la lifne L

‘dewx tangentes LM & LN, Im & In, aux deux’ conrbes M

¢ N, une & chacune. On demande la quatriéme courbe C, qui
ait pour tangentes toutes les drosses MN,mn gui joignent les

points touchans des courbes M,N.

. Avyant tir¢ la tangente LE, & mené par un de fcs points
quelconques E les perpendiculaires EF, EG fur les deux
autres tangentes ML, NL, on concevra que le point / foit
infiniment prés du point L ; on tirera les petites droi-
tes LH,LK perpendiculaires fur m/, n} ; comme auffi les
perpendiculaires MP,mP, N oF 2 fur les tangentes ML,ml,
NL, nl, lefquelles perpendiculaires sentrecoupent aux
points P & 9. Tout cela formera les triangles rétangles
{emblables EFL & LH/, EGL & Lk!; comme auffi les trian-
gles LMH & MPm,LnK & N 9n reQtanglesen H & m,K &
N, qui feront {emblables entr'eux , puifque les angles
LMH, MPm etant joints 'un ou Fautre au méme angle
PMm , font un droit. Of prouvera de méme, que les an-
gles Lnk, N9n font égaux entr’eux. ' o
. Cela pofé, on nommera le petit cdt¢e Mm du polygo-
ne qui compofe la’courbe M, d« ; & les données EF, m;
EG,n; MN ou mn,a; ML ou mh b; NL ou né, ¢s MP ou
iij
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mP,f; N Qons2,g ( je prens ici les droites MP, N9
pour données, parce que la nature des courbes M, N étant
donnée par la fuppofition, on les pourra tofijours trou-
ver*); & I'on aura, 1° MP (f). ML (b) ;:: Mm (du). LH

b »
=-”;".. 2°.EF (m). EG () = LH (*%). Lk—= 222,

3o.Ll\T oulLs(c).nQ (g) = LK (“b:?‘“‘)-ﬂN';" 5;;:: .

4°. ( menant MR parallele 2 NL ou sl ) ml (6). In (¢ )
::mM (du). MR ===—%d3- 5° MR —+ N» (_‘f_i 4 Ltords ),

ofm

MR (‘:“) = MN (4). MC='E“J.:T%" Ce qu'il falloic |
trouver.

Si la tangente EL tomboit fur la tangente ML, il cft
clair que EF (m) deviendroit nulle ou zero; & partant
que le point cherché € romberoit fur le poimt M. De
méme fi la tangente EL fe confondoit avec la tangente
LN ; alors EG (») deviendroit nulle ; & I'on auroit par-
confequent M€ =« : d'ou I'on voit que le point cherché ¢
tomberoit auffi fur le point N.Etenfin fila tangente EL tom«
boit dans'angle GLI; en ce cas EG (n) dcvicndgroit neégative:

ce qui donneroit alors MC= W’%" & le point cher-

ché C ne tomberoit plus entre les points M & N, mais
de part ou d'ausre.

¢ Exemrere L

16@. Surpo soN s que les courbes M & N ne faffene
quiun cercle. Il eft €lair en ce cas que b==¢, & f=g3

ce qui donne MC=—"5-,d'oi Fon voit qu'il ne faue

alors que couperla droite MN enraifon donnée de m 2 n,
pour avoir le point cherch¢ C; c’eft-3-dirc en forte que

4 "Exemere IL .
161, _S_uuosqns que les courbes M & N foient une
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Se&tion conique quelconque. La conftrution génerale fe
peut changer en cette autre qui eft beaucoup plus fim=
ple, fi 'on fait attention 3 une propriété des Sedtions co-
niques ; que I'on trouve demontrée dasis les livres qui en
trarerent : fcavoir que fi 'on mene de chacun des points L,/
d’uneligne droite EL deux tangentes LM & LN, im & In i
une Section conique ; toutes. les droites MN,mn qui joi-
gnentlespoints touchans,fe couperont dans le méme point
€, par lequel pafle le diametre AC, dont les ordonnées
font paralleles 3 la droite EL. Car il fuit de 13, que pour
avoir le point C, il ne faut que mener un diametre qui
Ait fes ordonnees paralleles A la tangente EL.

Il eft évident que dans le cercle, le diametre doit étre
perpendiculaire fur la tangente EL ; c’eft-3-dire qu'en me-
nant de fon centre 4 une perpendiculaire 48 fur cette
rangente, cllc coupera la droite MN au point cher-
chec. ‘ \

' ReMarQueE '

162. ON peut par le moyen de ce Probléme refou- Frg, 13,
dre cclui-ci qui dépend de la Méthode des Tangentes.
Les trois courbes €, M, N étant données, on fera rou-
ler une ligne droite MN autour de la courbe C, en forte
quelle la touche continiiellement; on tirera parles points
M, N, ou elle coupe les courbes M & N, les tangentes ML,
ANL qui s’entrecoupent en un point L, lequel décrit dans
ce mouvement une quatriéme courbe L/. Il s'agitde tirer
la tangente LE dc cette coutbe, la pofition des droites
MN, ML, NL étant donnée avec le point touchant C.
Car il eft vifible que ce probléme n’eft que Pinverfe du
frecédcm:, 8 quici MC eft donnée: cequon cherche, C'eft
araifonde EF,EG, qui détermine la pofition dela tangen-
te EL. Ceft-pourquoy fi Pon nomme la donnée MC, 4 ;

Ton aura Tﬁ»ﬂ_’?@;‘=b’ d’ott I'on tite m== WH’:{"%},;-;

- & par-conféquent la tangente LE doit étre tellement fi-
#uec dans I'angle donné MLG, que fi I'on menc d'un de
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fes points quelconques E les perpendiculaires EF, £G fur
les cotés de cet angle, elles foient toGjours entr’elles en
raifon donnée de bbgh 3 accf—cifb. Or cela fe faiten

menant MD parallele 3'NL, & egale 2 '.?:fﬁ—iuﬁ‘ .

F16.129. Il eft évident* que fi lgs deux courbes M&N ne font

“ Art.161.  quune Se¢dtion conique, il ne faudr:.l que tirer la tangen-
te LE parallele aux ordonnces du diametre qui paffe par
le point C. v

| i g o el el e

L et il v Pt B . Oy g Cmp

SECTION
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SEcTION IX.

- Solution de quelques Problémes qui dé};endmt da
Miéthodes précédentes. '

PraorosiTroN L

Probléme.

163. S o1t #ne ligne conrbe AMD ( AP =x, PM =y, Fic. 1530,

AB==2a) telle que la valeur de Uappliguée y foit exprimée
par une fraction , dont le numérateny J le dénominateur de-
viennent chacun zero lorfque X==a,c’¢/f-d-dire lor[que le poins
P tombe fur le point donné B. On demande quelle doit étre
alors la walenr de Uappliquée BD.

Soient entendugs deux lignes courbes ANB, CoB, qui
ayent pour axe commun la ligne 4B, & qui-fbient telles
que l'appliquée PN exprime le numerateur, & I'appli-
quée PO le denominateur de la fraltion générale qui con-
vient 3 tomtes les PM : de forte que PM =222 T oft:

clair que ces deux courbes- fe rencontreront au point’ B ;
puifque par la fuppofition PN & PO deviennent chacune
zero lorfque le point P tombe en B. Cela pof&, fi on:
imagine une appliquée 44 infiniment proche de' BD, &
qui rencontre les lignes courbes ANB, COB aux points

f>g3onaura bd _____f_ggx_é[ , laquelle * ne différe pasde BD. * Ay, 2.

Il n’eft donc queftion que de trouver le rapport de bg 3
bf. Or il eft vifible que la coupée AP devemant 48, les
appliquées PN, PO deviennent nulles; & que AP déve-

nant 44, elles deviennent 4f, bgz. D’ou il fuit que ces ap+ .

pliquées, elles-mémes bf; bg, font la difference des-appli-
quées en B & b par rapport aux courbes ANB, COB'; &’

artant que fi 'on prend la différence du numérateur, &
qwon la divife par la difficrence du. dénominateur, aprées:

L]

-
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avoir fait ¥ =4==45b ou AB,onaura la valeur cherchée
de l'appliquée 64 ou BD. Ce qu'il falloit trouver.

Exemrere L

' ) J23x— st —a Y anx
16 4. Sou-;_,- — s eft
que x=4, le numérateur & le dénominateur de la fra-
£tion deviennent égaux chacun i zero. Cleft-pourquoy

: Il eft clair que lorf-

addx— 2x3dx aadx

— —5=—du num¢-
VI x— % 3J¢xx

Yonprendraladifference

.. . ad:
rateur, & on la divifera par la difference ———42;’,%— du

dénominateur | aprés avoir fait x=u, ceft-a-dire qu'on
» AP > qu

. . . 6
divifera -—fadx par—%dx ; €e qui donne -'—9—4 pour la
valeur cherchée de BD.

ExE.MPLE I1

165. Sorr y===%_ On trouve y=24, lorfque

a—ax
xXxX=a.
On pourroit réfoudre cet éxemple fans avoir befoin
du calent des différences, en cetee forte., -

Ayant 6té les incommenfurables, on aura aaxx —+ 244xy
— axyy— 24'x —+at - aayy — 2dy =0, qui érant divifé
par x —a, fe reduit 3 sax— &+ 244y — ayy ==0; & {ub-
ftituant 4 pour x, il vient comme auparavant y==z4.

LEMME L

166. S O 1T une ligne courbe quelconque BCG, avec une
ligne droite AE qui la touche au point B, & fur lagquelle
Joient margués a dtﬁrétion deuy points fixes A,En SP lon
fait rouler ceste dvoite autour de la courbe , en forte quelle la
touche continiiellement ; il eff clair- que les points fixes A, E
décrivont dans ce monvement deux courbes AMD, ENH. si
Lon mene a préfent DL parallele 4 AB, & qui faffe parconfé-
quent avec DK ( fur laquelle je fuppofe la droite AE Jorfqy elle
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sowche la cowrbe BCG en G ) langle KDL égal 4 angle
AOD fait par les tangentesten B,G; & que L'on décrive
comme on vowdra , du centre D Larc KFL.:

]e dis gue DK.KFL :: AE.AMD = ENH. ffavoir —+ lor/-
gue le point toychant tombe tosi jours entre les points décrivants,
& — lorfqu'il les laiffe tosjours du méme coté.

Car fuppofant que la droite AE en roulant autour de
Ja courbe BCG foir parvenué danms les pofitions MCN,
mCn infiniment proches I'une de l'autre , & menant les
rayons DF, Df paralleles 3CM, Cm : il cft clair que les fe-
Geurs DFf,CMm,CNr {cront {femblables; & qu'ainfi DF.Ff
22 CM.Mm :: CN.Nn :: CM=CN ou AE. Mm =t Nn. Or
comme cela arrivera totjours en quelqu’endroit que fe
trouve le point touchant C, il s'enfuic que le rayon DK eft
a Parc KFL fomme de tous les petits arcs Ff :: AE. AMD
= ENH fomme de tous les petits arcs Mm=t N»n. Ce qu'll
falloit démontrer. * . :

Cororratre L

- 167. Lo et vifible que les.courbes AMD,ENA font
formees par le dévelopement de 1a méme courbe BCG ;
& quainfr la droite A4E cft toujours perpendiculaire fur
ces deux courbes dans toutes les pofitions ou elle fe ren-
contre: de forte que leur diftance cft par tour la méme;
ce qui eft la propriété des lignes. paralleles. D’ot I'on voit
qu'une ligne courbe AMD ¢tant donnée,on peut trouyer
une infinité de points de la courbe ENA fans avoir be-
foin de fa dévelopée BCG, en menant autant de perpen-
diculaires que I'on voudra A cette courbe, & les prenant
toutes egales i la droite AE.

Cororraire IL

168. 811 12 courbe BCG a fes deux moitiés BC,CG em-
ticrement femplables & ¢gales, & que I'on prenne les
droites BA,GH égales entrelles;; il eft clair que les cour-
bes AMD, ENH feront femblables & égales, en forte

. T i
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quelles nd différeront que par leur pofition. D'ad il fuit
que la courbe AMD fera & Parc de cercle KFL :: —AB
DK, ceft-d-dire en raifon donnée, '

ProrosiTion IL
Probléme.
.169. SorexT dewx conrbes gselconques AEV, BCG,

avec wne sroifiéme AMD telle gu ayant décrit par le dévelope-
wiewt de la conrbe BCG mne portion/de courbe EM , Ls rele-

tion des portions.de courbes AE,EM, ¢ des rayons de-da dé-

welopée EC, MG [foit exprimée par ane équation qatlcon-
que f}:m'e. on pnﬁg{é« dep::m.):'wfz paiwgdamé l:']l‘ﬁr 4x
courbe AMD /la tangente MT.

Ayant imagine une autre pottion de courbe em infini
ament proche de EM, & les rayons de la developée GeF,
GmR ; Soit 1°. CH perpendiculaire fur CE, & qui rencon-
tre en H la tangente EA de la courbe 4EV. 2°. ML pa-
rallele 3 CE, & qui rencontre en L l'arc GL décritdu cen-
tre' M & durayon MG. 3°..GT perpendiculaire fur MG, &
qui sencontre en 7 la tangente cherchée MT.

-On nommera. enfuite les donnees. 4E, x; EM,y; CE,»;
GM,z; CH,s;5 E,¢; Parc GL,r: d'oui 'on aura Ee—dyx,
Pe ou Rm=du==dz; 8 les triangles r¢&angles fembla-
bles «FE, ECH donneront CE (#). CH (s) :: Fe (dz). FE
=% . Bt CE (%). EH (t) :: Fe (dz). Ee (dx) ==,

Or parle Lemme*RF—me= L:‘— 5 & partant RM (RF—me
~ e — ME + ME—MF) == ':z —ha_']—i-—%i Donc a
caufe des triangles ré@angles femblables mrRM , MGT,on
aura mR (dz).RM (-:Sf-—qni:f——rafr) 2MG (z). GT==r
% 22 . Mais fi Yon met dans la-différence de Pé-
Quation donnée A laplace de dx & dx teurs valeurs 2 &
‘}—’;, I'on trouyera pne valeur de dy en ¥z, ‘laquc‘llq étant

[
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L, -fubftituée dans—%, il viendra pout la foutangente-cher-

¢hée GT une valeur-entiéremént connué & délivrce des
~différences. Ce qui étoit propofe.

Si P'on {uppofe que la courbe BCG fe réiinifle en un Fic.u;,
.point 0; il eft vifible que la portion de courbe ME ()
{e change en un arc de cercle cgal 3 l'arc GL (1), &
que les rayons CE (#), GM (z) de la 'dcyelogcc de-
viennent égaux entr'eux: de forte que GT, qui devient en

: 24
e cas o, fetrouvera sy =t s 7
EXEMPLE

170.So1r g =—=; les différences donneront dy Frc. 133,
-==='—‘-'5"—T—1“—‘— { on prend * — xdz au licu de — xdz; * 4n.3,
parce que x & y croiffant, z diminui ) = tdz—xdz en

L
mettant pour dx fa valcut-’%’:; & partant OT (y —++

+_“£.)=)-r|-:—|- LR = 2T, en mettant pour
xx .
-;—fa valeur .

REMARQUE

171. S 1 le point 0 tombe fur 'axe 4B;8& que lacourbe Fi6. 154

AEV foit un demi-cercle ; la courbe AMD fera une demi-
. roulette, formée par la révolution d’un demi-cercle BSN
autour d’un arc égal BGN d'un cercle décritdu centre 0, &
dont le point géncratcur A tombera dehots, dedans, ou
fur Ia circonference du demi-cercle mobile BSN, felon
-que ladonnée 4 fera plus grande, moindre, ou egale 3 07
Pourle prouver, & déterminer en méme temps ke point .5.
Je fuppofe ce qui eft en queftion, {gavoir que la cour

be AMD eft une demi-roulette, formee par la revolu-
tion du demi-cercle BSN, qui a-pour centre le point ik
centredu demi-cercle 4B, autaur de larc BGN décrit da
cenue 0;.& ‘concevant que ce demi-cercle BSN s'arréte
dans la fiwaation BGN telle que:le point décrivant.4 tom.

' T iij
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be fur le point. M, je mene par les centres des cercles gé-
nérateurs la droite 0K §ui paffe par-conféquent par le
point touchant'G; & tirant XSE, jobferve que les trian-
gles OKE, okM font égaux & femblables, puifque leurs

* trois cbrés font égaux chacun i chacun. D'ou il fuit

1°.-Que les angles extriémes MOK, EOK font égaux; &
quainfi fes angles MOE, Gos le font aoffi : ce qui don-
‘ne GB. ME :: 0B. OE. 2°. Que les angles MKo0, EKO font
encore égaux; & qu'ainfi les arcs GN, BS, gui les mefu-
rent, le font auffi: la méme chofe fe doitdire deleurs com-
plemens GB, SN, 1 deux droits; /pu,ifq,u’ils appartiennent

a des cercles égaux. .Or parla génération de la roulerte ,,
Yarc 68 du cercle mobile cft égal A l'arc 6B de Fimmabi-

- le. Yauray donc SN. ME :: 0B. OE. Cela pofé,

~ Je nomme les données o7, b; KV ou KA, ¢; & lin-
connué KB, #. Yay 0B=>b-tc—u; & les {¢&eurs fem-
blables KEA, KSN me donnent KE (¢). KS (#) :: AE

(x). SN=Z2. Et partant 08 (b—+c—=).0F (z)

c

nx.

2 SN (F5 ). EM (y) = i o =2~ Dol je tire
KB (#) = 1’:"‘“ - Il eft donc evident que fi I'on prend

-+c

5 T . ,
KB= -t~ & quon décrive des centres K & 0 le demi-

ccrcle BSN & larc BGN ; la courbe AMD fera une de-
mi-roulette décrite par la révolution du demi-cercle
BSN autour de Parc BGN, & dont le point decrivant 4-
tombe dehors, dedans, ou fur Ia circoanérence de ce cer-
cle, felon que &7 (¢) eft plus grand,, moindre, ou egal 4

KB 6:_'_'_" = ) Ceft-a-dire felon que 4 cft plus grand, moin-
dre, ou égal i o7 (5).

Cororrarre L

172, II. eft clair que EM (y). AE (x) :: KBxOE (nz).
OBxKV (bc—cc—wuc). Or fi I'on fuppofe que 0B devien-
ne infinie ; la droite OE le fera aufli, & deviendra pa-
rallele 3 0B, puifquelle ne la rencentrera jamais ; les
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arcs. concentriques BGN, EM.deviendront des droites pa-
* ralleles entr’elles, & perpendiculaires fur 03, OE : & alor$
la droite EM fera a 'arc AE :: KB. K¥. parcayque les droi-
tes infinies 0E, 0B ne diffcrant encr’elles que d’une gran-
deur finie, doivent étre regardces comme egales.

13

COROLLAIRE _‘II.‘

173. D:ee que les angles MK0, EKO font ¢gaux,il fuic
que les triangles MKG,EKB feront egaux & femblables;
& quainfi les droites MG, EB font egales entr’elles. D'ou
l'on voit* que pour mener d’'un point donné M furlarou- * Ar.43.
lette, la perpendiculaire MG, il 0’y a qu'a decrire du cen-
tre 0 larc ME, & ducentre M del'intervalle EB un arcde
cercle qui coupera la bafe BGN en un point G, par ol &
par le pointdonné M l'on tirera la perpendiculaire requife.

Cororrarre IIL '

174 U point G étant donne fur la circonférence du
demi-cercle mobile BGN ; fi 'on veut trouver le point M
de la roulette fur lequel tombe le point décrivant A lorf-
que le point donné G touche la bafe, il ne faur que pren-
dre I'arc SN égal i V'arc BG, & ayant tiré le rayon K§ qui .
rencontre en E la circonférence AEV, decrire du centre
- 0 Farc EM. Car il eft évident que cet arc coupeia larou-
lette au point cherche M.

PrRorosiTioN I,
Probléme.

17§ ;Sox-r une demi-roulette. AMD décrite par la réve- Fic. 135136.
Intion du demi-cercle BGN autour d'un arc égal BGN d'un
autre cevcle, en forte que les parties révolués BG,BG foient
toujours égales enty’elles ; foit le point décrivant M pris fur le
diametre BN dehors, dedans; ou fur la circonfévence mobile
BGN. 05 demande le point M de L1 plus grande largenr de la
demi-roulette par rapport 4 fon axe OA. "

Suppofant que le point M foit celuy qu'on cherche, il
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eft chir* que la tangente en M doir étre parallele 3 Paxe
04 ; & quainfl la perpendiculaire MG i la roulecte, doit
étre auffi parpendiculaire fur I'axe qu'elle rencontre au
point P. Cela pofe, fi 'on mene 0K par les centres. des
cercles générateuss, elle. paflera par le point touchant G,
& fi l'on tire KL perpendiculaire fur MG, on formera les
angles égaux GKL,GOB; & partant l'arc IG qui eft le doux
ble de la mefure de l'angle GKL, fera i 'arc GB mefure
de I'angle GoB, comme le diametre BN eft au rayon 03.
Dot il fuit que pour déterminer fur le demi-cercle BGN
le point @, ou-il touche Parc qui luy fert de bafe lor{que
le poinr décrivant M- tombe fur celuy de la plus grande
largeur; il-faut couper le demi-cercle BGN en ua poeint
G, en forte quayant tiré par le point donné M la corde
IG,Tarc IG foit- 'arc BG en raifon donnée de BN 3 0B.
La queftion fe reduic donc 3 un probléme de la geomé-
triec commune qui fe peut tolijours réfoudre geomérri-
quement lorfque la raifon donnée eft de nombre & nom-

bre ; mais avec le fecours des lignes dont I'équatien eft:

plus ou moins élevée, felon que la. raifon eft plus ou
moins compofte.

Sil'on fuppofe que le rayon 08 devienne infini, com-
me il arrive lorfque la bafe BGN devient une ligne droi-
te;; il senfuic que Varc 7G. fera infiniment petit par rap-
port A 'arc GB. D’oil lon voit-que la {écante MG de-
vient alors la tangente M7, lorfque le point décrivant M
tombe au dehors du cercle mobile; & qu'il ne peut y
avoir de point de plus grande largeur lorfqu’il tombe au

dedans.
Lorfque le point M tombe fur la circonférenee en

N, il ne faut que divifer la demi-circonférence BGN
en raifon donnée de BN 2 0B au point G. Car le point
€ ainfi trouvé fera celuy ou le cercle mobile BGN tou-
chie la bafe, lor{que le point decrivant tombe fur le point
cherché.

LeEMME
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LeEmmE IL

176. E N tout triangle BAC, dont les angles ABC,ACB,
& CAD complément 4 dewx droits de 'angle obius BAC,
font infiniment petits ; je dis que ces angles ont mémz rapport
entr'enx gue les corés AC, AB, BC, aufquels ils font opposés.

Car fi P'on circonfcrit un cercle autour du triangle 84C,
les arcs AC, AB,BAC, qui mefurent les doubles de ces an-
gles, feront infiniment petits; & ne diftéreronc * point par- *Ayt. 3.
conféquent de leurs cordes ou foutendantes.

Si les cotes AC, AB,BC du triangle BAC, ne font pas
infiniment petits,, mais qu’ils ayent une grandeur finic : il
s'enfuit que le cercle circonfcrit doit étre infiniment
grand; puifque les arcs 4C, AB, BAC, qui ont une grandeur
gnic, doivent étre infiniment petits par rapport a ce cer-
ele; étanc les mefures d'angles infiniment petits.

Fie.137. .

ProrosiTioN IV.
Probléme.

177- L ES mémes chofes étant posées; il fanr déterminer Fio.135.136.
far chaque perpendiculaire MG, le point C ou clle touche la
dévelopée de la rouleste. -

. .

Ayant imagine une autre perpendiculaire mg infini-
ment proche de MG, & qui la coupe par-conféquent au
point cherché C, on tirera la droite Gm; & ayant pris fur
la circonference du cercle mobile le petic arc Gz ¢gal 2
Parc Gg de 'immobile, on menera les droites Mg, Iz, Ky,
0g. Celapofe,fi 'on regarde les petits arcs Gg,Gz comme
de petites droites perpendiculaires fur les rayons &g,0z; il
eft clair 3ue le petit arc Gz du cercle mobile tombant fur
Parc Gg de 'immobile, le point décrivant M tombera fur
-m, en forte que le triangle GMgz f{e «onfondra avec le
triangle Gmg. D’ou I'on voit que I'angle MGm eft egal 2
langle gGz=GKg—+ GOg; puifqu’ajotitant de part & d’au-
tre les mémes angles KGg,0Gg,l'on en compofe deux droits.
* Or nommant les données 0G, b; KG,4; GM ou Gm, m;

A
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GI ou Iz, n; lon trouve 1°. 0G. GK :: GKg. Gog. Et
0G (b). 0G—+GK ou 0K (b—a) :: GKg. GKg —+ GOg
ot MGm = == GKg. 2°.*%1g. M1::GMg.MgI. Et Ig= M1
ou MG (m). Ig (n) :: GMg=t Mgl ou GIg ou—GKg.GMg
ou Gmg == —zi"; GKg. 3°.* L'angle MCm ou MGm—Gmg

(25— - GKg ). Gmg (35 GKg ) = Gm (m). GC

bmn

. ’
= b Et par-confequent le rayon cherche MC
2amm ~p 2bmm

/ 4
de 1a dévelopée fera = —————-

$i 'on fuppofe que le rayon 0G (4) du cercle immo-
bile devienne infini, fa circonference deviendra une li-
ne droite; & en effagant les termes zamm, 2am, parce
qu'ils font nuls par rapport aux autres 2bmm , 2bm — bn ,

’ 2mm
I'on aura MC=—,—*

COROLLAIRE I.

178. D £ ce que 'angle MGm="—'-':—‘- GKg, & de ce
que les arcs de diffcrens cercles font entr’eux en raifon .

compofée des rayons & des angles qu’ils mefurent; il

fuit que Gg. Mm :: KGxGKg. MGx ":b GKg. Et par-con-

fequent auffi que KGme—_.-—‘—b"'—b—MGng; ou ( ce qui

eft 12 méme chofe ) que KGxMm. MGxGg :: OK (a—+b).
0G (b). qui eft une raifon conftante, Dot I'on voit que
1a dimenfion de la portion AM de la demi-roulette AMD,
dépend de la fomme des MGxGg dans Farc GB; & Celt
ce que M. Pafthal a démontré  Tegard des roulettes qui
on;four bafes des lignes droites.

. Varignon cft tombe dans cetre méme propriété par
une voye tres differente de celle-ci.

Cororrarre IL
179. I_onsq,_t_xa le point décrivant M tombe bors de
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1a circonférence du cercle mobile, jl arrive neceffairement -

Yun des trois cas fuivans. Car menant la tangente M7,
le point touchant G tombera 1°. Sur l'arc 78, comme
Ton a fuppofe dans la figure en faifant le calcnl; & alors

24mm —- 2b ~ n-
MC (S ) furpaflera tobjours MG (m). 2. Surle

point touchant T; &’on aura pour lors M C( 3%;—"’_':’_—;;%':—";;)
=m, puifque IG (n) s’évanoiiit. 3°. Surl'arc TN ; & alors
Ia valeur de GI (1) devenanr negative de pofitive qu'elle é-

: b
toit, Lon awra MC = 222" - de forte que MC

{era moindre que MG (m), & wijours pofitif. D’ou il eft
evident que dans tous ces cas, la valeur du rayon MC de
la dévelopée eft toiijours pofitive.

Cororrarrg IIL

130. Lonsw: le point décrivant M tombe au de-
daas de la circonterence du cercle mobile , on a tofijours

MC= ;,,,mz;:,bz, s & il peut arriver que 45 {urpafle

2am 4 2bm, & quainfi la valeur du rayon MC de la dé.
.. yelopee foit negative : d’oli Pon voit que lorfgu’elle ceffe
détre pofitive pour devenir négative, comme il arrive
* lorfque le point M devient un point d'inflexion,, il faut
néceflairement alors que b#==zam— 2bm ; & partant que
MIxMG (mn—mm) == . Or (i 'on nomme la
donnée KM, c;'onaura parla propriéeé du cercle MI«MG

(Zemmtlbom ) BMxMN (26—c), ce qui donne Tin-

connué MG (m) =V ‘%i;_._b,,i‘ Donc fi Ton decrit du
point donné M comme cente, & de lintervalle MG

—V == 1n cercle; il coupera le cercle mobile en
28—b

un point G, otril rouchera le cercle immobile qui luy fert
de bafe, lorfque le point decrivant M tombera fur le point
<’inflexion F.

V ij

Fic. 136.

* Ay, 81,
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Sil'on mene MR perpendiculaire fur BNyil clair que cette

MG (V f‘;_;’;__ij;b_‘—‘—) fera moindré que MR (Vaa—cc), &

quelle luy doit étre cgale lorfque & devient infinie, C'eft-
3-dire lorfque la bafe de la roulette devient une ligne
droite. : ’ :

Il eft 3 remarquer, qu'afin que le cercle decrit du rayon

‘MG coupe le cercle mobile, il faut que MG furpafle MN,

Ceft-a-dire que ]/—;é:‘:._i;-'— furpaffe 4 —¢;& quainfi KM (¢)
furpaffe .=+ Doy il'eft manifefte qu'afin qu’il y ait un

point d'infléxion dans la roulette AMD, il faut que k¥ foit

moindre que KN, & plus grande que —‘;‘_%-b— :

LEmMme IIL

181. So1ENT dewx triangles ABb,CDd gui ayent cha-
cun un de lesrs cités Bb,Dd infiniment petit par rapport anx
autres : je dis que le trianﬁlc ABb ¢ff au triangle CDd en
raifon composée de Vangle Ab 4 Vangle DCd, & du quarré
du coté AB ow Ab au quarré du coté CD o Cd. »

Car fi 'on décrit des centres 4, C, & des intervalles
AB, CD, les drcs de cercles BE,DF; il eft clair * que les
triangles ABb, CDd ne différeront pointdes fé&eurs(}ie cer-
cles ABE,CDF. Donc &c.

Si les cbtés AB, €D font ¢gaux, les triangles 4Bb, CD4
feront entr’epx comme leurs angles BA4b, DC4.

PrRorProOsITION V.
Problé¢me.

182. Les mémes chofes érant todjours posées; on demande
la quadyature de Uefpace MGBA, renfermé par les perpendicu-
laires MG, BA 4 la roulette, par Larc GB, ¢ par la portion AM
de la demi-roulette AMD , en fuppofant la quadrature du cercle,

L'angle GMg (2 GKg) eltaVangle MGm ( i GKg),
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comme *le petit triangleMGg qui a pourbafel'arc Gz du *Art. 11
cercle mobile, au petit triangle ou feteur GMm ; & par-

, -+ b a b ;
tant le eQteur GMm = == MGg x =}~ = 2272 MGg
—+ —i"’—;"'”’l MGg en nommant MI,p, & mettant pour
fa valeur p—+n. Or *le petit triangle ou fc&eur KGg *Are.ase.
eft au perit triangle MGg en raifon compofée du quarré
de KG au quarre de MG, & de l'angle GKg i Pangle
GMg ;5 Ceft-a-dite :: aaxGKg. mmx —— GKg. & par-
tant le petit triangle MGg=—" KGg. Mettant donc cet-
te valeur 3 la place du triangle MGg dans 22522 MGy,

i) 4 b a x .
Tonaurale feCteur GMm= “';" = MGg—+ —:‘:—b'—"’— KGg.

Mais 2 caufe du cercle , GMxMI ( pm ) = BMxMN
(¢c—aa), qui eft une quantité conftante, & qui demeu-
re toujours la méme en quelqu’endroit que fe trouve le
point décrivant M; & par-confequent GMm— MGg ou
mGg , ceft-a-dire le petit efpace de la roulette GMmg

—+ 36
=25 MGg—+

&~ bxcc — 4a

: b KGg. Donc puifque GMmg

eft la difference de P'efpace de la roulerte MGBA,& MGg

celle de I'efpace. circulaire MGB, renferme par les droites

MG,MB, & parTarc GB, & que de plusle petit fe&eur KGg

eit ladifférence du feteur KGB; il senfuit*que I'efpace de *Ar+. 6.
28—+ 3b a—tbxec — aa

la roulette MGBA — —3— MGB +——__;—— KGB.

Ce qu'il falloit trouver.

Lorfque le point décrivant M tombe hors la circonfé- Fic.139.
rence BGN du cercle mobile, & que le point touchant ¢
tombe fur I'arc NT'; il eft vifible*que les perpendiculaires * 4. 150.
MG, mg s’entrecoupent en un point C, & q’u’on a pour
Jors m=p—n. D'ou il fuit que le petit {fe&eur GMm

= — zaf-zb MGg—}- zap.;:sz .MGg=— zz—-szGg
amp —- bmp

~ 220 KGg, en mettant comme auparavant pour le
V ijj



* Art. 6.

Fre. x;;;

F1e.136.

FiG.140.

158 ‘ ANALYSE
~ petit triangle MGy fa valeur2>-KGyg ; & partant que GMm
—MGg ou mGy, Ceft-a-dire MCm—GCg=— 22 sb MGg

A~ b%ec — aa

—+——a— KCg% enmettant pour pm {a valeur cc—aa.
Or fuppofant que 74 foit la pofition de la tangente TM
du cercle mobile , lorfque fon point 7 touche la bafe au
point T'; il eft clair que MCm— GCg=MGTH— mgTH,
C'eft-a-dire la différence de Pefpace MGTH, & que MGg cft
celle de MGT, de méme que XGg celle de KGT. Donc*{'ef-
pace MGTH = — 273 MGT — 224 —% ker.
Mais, comme l'on viemt de prouver, lefpace HTBA
=2t yrp 4—+Px82=44 g7 Et partant onauratofi-
jours & dans tous les cas I'efpace MGBA (MGTH—+HTBA)

atbxic—an

= 222tsb MTB—MGT ou MGB—+

ou XGB. - _

Donc lefpace entier DNBA renferme par les
deux perpendiculaires 3 la roulewte DN, B4, par
Parc de cercle BGN, & par la demi-roulettc AMD, eft

== 2acksb _ abbxie—ds  kNGB; puifquele E&eur KGB

8¢ Vefpace circulaire MGB deviennent chacun le demi-

KGT—+KTB

- cercle XNGB, lorfque le point touchant G tombe au N.

Lor{quele point decrivant M tombe au dedans du cercle
mobile, il faut mettre 46—c a la place de c—aa dans les
formules précedentes; parce qu'alors BMxMN = az——cc.

Si 'on fait c==4, I'on aura la quadrature des roulettes
qui ont leur point décrivant fur la circonférence du cer-
cle mobile; & {i 'on fuppofe & infinie,f'on aura la qua-
drature de celles qui ont pour bafes des lignes droites.

AUTRE SOLUTION.

183- ON decrit du rayon oD l'arc DY, & des diame-
wes AP, BN les demi-cercles AE¥, BSN ; & ayant decsic
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1 difcrétion du centre 0 Farc EM renferme entre le demi-
cercle AEy &1a demi-roulette AMD,Von menc I'appliquee
EP. lls'agitdetrouver la quadrature del’efpace 4EM com-
pris entre les arcs AE, EM, & la portion AM de la demi-
roulette AMD. :
Pour cela, foit un autre arc em concentrique & infini-
ment proche de EM , une autre appliquée ¢p, unc aure
O¢ qui rencontre I'arc ME prolonge (s'il eft neceflaire) au
point F. Soient nommeces les variables OE, z; 7P, «; I'arc
AE, x; & comme auparavant les conftantes 0B,6; K8 ou
KN, a; KV ou KA, ¢ : Yon aura Fe=dz, Pp==d#,0P =2
—~+b—c—+8, PE' = 2c8—uu, I'arc EM¥= T=5 & par-
tant le reftangle fait de I'arc EM par la petite droite Fe,
Ceft-i-dire ¥ le petit efpace EMme =52, Or 1 caufe
du triangle rectangle OPE; 2z = aa — 24b — bb— 24¢
— 2bc— cc— 2a— 2bs, dont la difference donne zdz

= adu— bdu. Mettant donc cette valeur i la place de zdz

dans —5——“?‘ »'on aura le petitefpace EMme = .;“_"é"_;:r“r‘“ .

Maintenant fi Pon décrit la demi-roulette AHT par la
révolution du demi-cercle AEp fur la droite #T perpen-
diculaire 2 74, & qu'on prolonge les appliquées PE, pe
jufqud ce qu'elles la rencontrent aux points A, 4: i
eft clair * que Egxpp, Ceft-d-dire le petit efpace Efthe
=xdu;8 qu'ainfi EMme (- 1'5-"—“{"‘—"5”—“4} EHhe (xdu) :: aa
—tab. be. qui eft une raifon conftante. Or puifque cela
arrive totijours en quelqu’endroit que fe trouve l'arc EM,
il senfuit que la fomme de tous les petits efpaces Edme,
Ceft-a-dire I'efpace AEM, eft A la fomme de tout les pe-
tits cfpaces Edthe, Ceft-i-dite 3 Vefpace AEH :: aa—tab.
b¢. Mais I'on a * la quadrature de I'efpace 4E# dépen-
demmentde celle du cercle; & partant auffi celle de I'ef~
pace cherché 4EM,

Ceci fe peut aufli démontrer fans aucun calcul, comme
)'ay fait voir dans les A&tes de Leypfic au mois d’Aouft de
'annee 1695.

*Art' ’7’20

¥ Art. 2.

*Art.1ye.

*Art.og.
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On peut encore trouver la quadrature de I'efpace AEH
(ans avoir recours i Particle 99. Car fi 'on acheveles re&tan--

gles P9, pg,'on aura Qg ou HR. Pp ou Rh :: EP.PA ou
H.9. puilque*la tangente. en A eft parallele 3 la corde

AE ; & partant 4 9x.9q==EPxPp, p’cﬁ-i-dirc que les pe--

tits efpaces H,9qh, EFpe font toljours cgaux entr'cux.

D'od.il fuic que Iefpace 44,9 renferme par les perpen--

diculaires 4.9, Q#, & par la'portion A4 de la demi-
roulette AHT, cft ¢gal i efpace APE renfermé par les
perpendiculaires 4P, PE, & par larc AE. L'efpace AEH
fera donc égal au rédangle P9 moins le double de I'ef-
pace circulaire 4PE ; Ceft-3-dire au retangle fait de PE

| par KA plus ou ‘moins le rédangle fait de kP par l'arc

AE, {elon que le point P tombe au deflous ou au deflus
du centre. Et par-confequent Iefpace cherche 4EM

— > PEXKA=KPxAE.

CorovrraIre L

184 LORS Quk le point P tombe en K, le réétan-

gle KPxAE sévanoiiit, & le réQtangle PExKA devient ¢-

gal au quarre de K4 : d’'od l'on voit que Pefpace 4EM
=t abec

eft alors =-*=F** ; & par-confequent il eft quarrableab-

folument & indépendemment de la quadrature du cercle.

CororLrLAIRE IL

185, St ron ajotite 2 Yefpace AEM le {e&eur 4KE,
Pefpace AKEM renfermé par les rayons AK, KE, par larc
£M, & par la portion 4M de la demi-roulette AMD,

~ fe trouve ( lorfquele point P tombe au deflus du centre K)

—

bec —+ 3aac —¥ 2abc — 2aa% — 24b8 aa —ab
-+ —+ 24 AE _+_

2be T be PExKA ’ &

partantfil’on prend 7P (¥) = 2abe+ b (ce qui rend nul-

244 — 2ab

.
bec =t 2aac = 28b¢ = zaath — 2abu

ic.la valeur de - 17

AE),l’on aura
'efpace

- e e e e

-—
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lefpace AKEM== “::‘b PExKA. D’oli I'on voit que fa
quadrature eft encore indépendante de celle du cercle.

Il eft vifible qu'entre tous les efpaces AEM 3 AKEM,
il ne peut y avoir que les deux que I'on vient de mar-

quer, dont la quadrature foit abfolué.

AVERTISSEMENT.

Tout ce que on vient de démontrer & I'égard des rowleites
extéricures [¢ doit asffi ensendre des insériewres , C'eff-d-dire de
celles dont le cercle mobile roule au dedans de Uimmeobile ; en
obfervant que bes rayons KB (), KV (c) deviennent néga-
tifs de pofisifs qu'ils éteiens. C'¢ff-powrquoy il faudra changer . @
dans les formules précédentes, les fignes des sermes os a & ¢
Jé rencontrent avec une dimenfion impaire.

REMARQUE.

186. ] y a certaines courbes qui paroiffent avoir un
point d’infléxion, & qui cependant n'en ont point; ce
que je crois A propos d’cxplti‘g‘ucr par un ¢éxemple, car
cela pourroit faire quelque difficulte.
Soit la courbe geometrique NDN , dont la nature eft Fig.141.

J2xx —an (4P=x, PN =z),

dans laquelle il eft clair 1°. Que x érant égale 3 4; PN
(z) s'évanoiiit. 20. Que x furpaflant 4, la valeur de z cft
pofitive ; & qu'aucontraire lor{qu’il eft moindre, elle cft
negative. 3°. Que lorfque x=1/§44, la valeur de PN
cft infinie. D’ou I'on voit que la courbe NDN pafle de
part & d’autre de fon axe en le cou‘gmlt en un poirlt D
tel que AD ==4; & qu'elle a pour afymptote la perpen-

diculaite BG menée par le point B tel que A8=VL4s.

exprimée par 'équation z=-"—=2

Si 'on décrit 3 préfent une autre courtbe EDF, en for-
te quayant mené a difcretion la perpendiculaire MPN,
le reQangle fait de appliquée PM par la conftante 4D,

X
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foit todjours egal A I'efpace correfpondant DPN; il eft
vifible quen nommant PM,y ; & prenant les diffe-
rences , Fon aura ADxRm (ady ) = NPpn ou NPxPp

x;%;—:%‘%) 5 & partant Rm (dy). Pp ou RM (dx)
:: PN. 4AD. D'ou il fuit que la courbe EDF touche I'afym-
ptote BG prolongee del'autre cdte de B en un point E, &
Yaxe AP au point D; & qu’ainfi elle doit avoir un point
d'infléxion en D. Cependant on trouve *—-—z’% pour la
valeur du rayon de fa dévelopée, laquelle eft toiijours
négative, & devient égale 3 — S« lorfque le point M
tombe en D : d'ou 'on doit conclure * que la courbe qui
Faﬂ'c par tout les points M eft totijours convexe vers

'axe AP, & quelle n'a point de point d'infléxion en D.
Comment don¢ accorder tout cela? En voicy le dénoug-
ment. :

Si I'on prend PM du méme coté que PN, on formera
une autre courbe GDA qui fera toute pareille 2 EDF, &
qui en doit faire partie ; puifque fa génération eft la mé-
me. Cela ¢tant ainfi, 'on doit penfer que les parties qui
compofent la courbe enticre ne font pas EDF, GDAH com-
me l'on s’croit imagine, mais bien EDH,GDF qui fe tou-
chent au point D; car tout s'accorde parfaitement dans
cette dernierc fuppofition. Ceci f¢ confirme encore par
cet ¢xemple.

Soit la courbe DMG, qui ait pour ¢quation y*=—=x*
—+ aaxx —b* (AP=1x,PM=y). 1l fuit de cette équa-
tion que la courte enticre a deux parties EDH,GDF op-
pofées I'une & lautre comme hyperbole ordinaire, en for-

te que leur diftance DD ou 24D = V —zaat Vs S48t

Si I'on fuppofe que b s'¢évanoiiifle, la diftance DD s'¢-
vanoiiira aufli; & partant les deux parties EDH,GDF fe
toucheront au point D : de forte qu'on pourroit penfer a
préfent que cette courbe a un point d’inflexion ou de re-
brouflement en D, f¢lon quon imagineroit que fcs par-
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ties {eroient EDF,GDH ou EDG, HDF. Mais l'on fe dc-
tromperoit aifement, en cherchant le rayon de la deve-
lopée;; car I'on trouveroit qu'il feroit totjours poficif, &
qu'il deviendroit ¢gal 3 <4 dansle point D.

On®peut remarquer en paflant, que la quadrature de Fic. 141.
Yefpace DPN dépend de celle de hyperbole: ou ( ce
qui revient au méme ) de la reQification de la parabole.

———
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SEcTION X

Nowvelle maniére de f¢ fervir du calcal des difféven-
ces dans les courbes geomérvigques, don I'on dethuic
s Méthode de M ™ Defcartes ¢o° Hudde.

DeriniTIiON L

o1rr une ligne courbe ADB telle que les paralleles

KMN 3fon diametre 43, 1a rencontrent en deux points
M, N ; & foit entendué la partie interceptee MN ou P
devenir infiniment petite. Elle fera nommée alors la Difr
férence de la coupée 4P, ou KM. :

Cororraire L

137. Loxs Qus la partic MN ou P9 devient infini-
ment petite ; il eft clair que les coupées AP, A 2 devien-
nent égales chacune 3 4E, & que les points M, N {e réiinif-
fent en un point D : en forte que I'appliquee ED eftla plus
grande ou la moindre de toutes fes {emblables PM, N9,

Cororraire IL

188. ]+ eft clair queentre toutes les coupées AP, il n'y
a que AE qui ait une difference ; parce qu'il n’y a qu'en
ce cas ou P,Q devienne infiniment petite.

Cororraire IIL

189. S 1 'on nomme les indétermineces AP ou KM, x;
PM ou AK, y; il eft evident que 4K (y) demeurant la
méme, il doit y avoir deux valeurs differentes de x, f¢a-
voit KM, KN ou AP, 4.9. Ceft-pourquoy il faut que I'e-
quation qui exprime la nature de la courbe 4DB foit d¢-
livice d'incommenfurables, afin que la méme inconnué
x qui en marque les racines ( car on regarde y comme
connug¢ ) puiffe avoir differentes valeurs. Ce qu'il faut
obferver dans la fuite.
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PrRorosiTION L

Probléme.

190. LA narre de la conrbe geométrigue ADB érans
donnée ; déserminer la plus grande ow la moindre de fes appli-
gwées ED.

Si 'on prend la différence de I'equation qui exprime
la nature cﬂ la courbe, en traittant y comme conftante,
& x comme variable; il eft clair* qu'on formera une nou-
velle ¢équation qui aura pour une de fes racines x, une
valeur AE, telle que I'appliquée ED feralaplus grande ou
la moindre de toutes fes femblables.

Soit par éxemple x’—+y'=uxy, dont la diffcrence,
en traitcant x comme variable, & y comme conftante,

donne zxxdx ==aydx ; & partant y== 3*% . Sil'on fub-

.
ftiig cette valeur 3 la place de y dans I'équation i la
coutbe X} — 9> ==axy; l'on aura pour x une valeur 4E

=-;-4V2 , telle que l'appliquée ED fera la plus grande de
toutes fes femblables, de méme qu’onl'adejatrouve arc.48,

Il eft évident que I'on détermine de méme non feule-
ment les points D, lorfque les appliquees ED font per-
f;cndiaﬂaircs ou tangentes de la courbe 4DB; mais aufli

rfquelles fonc obliques fur la courbe , c’eft-3-dire lorf-
que les points B font des points de rebrouffement de la
premiere ou feconde forte. D’ou Pon voit que cette nou-
velle maniere de confidérer les differences dans les cour-
bes geométriques eft plus fimple & moins embarraffante
en quelques rencontres, que la * premiere.

REMARQUE

191. O peut remarquer dans les courbes rebrouflan-
tes, que tes PM paralleles 3 4K, les rencontrent en deux
points M, 0, de méme queles kM paralleles 3 4P, font en
M, N: deforte que AP (x) demeurant la méme, y a deux

X i

*Art, 180

* S‘&O"

F;c. 146.
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differentes valeurs PM,Po. C'eft-pourquoy I'on peut trait-
ter ¥ comme conftante, & y comme variable, en pre-
nant la difference de 'équation qui exprime la nature de
nature de cette courbe. D’ou 'on voit que fi I'on traitte
x & y comme variables, en prenant cette différence, il
faudra que tous les termes qui multiplient dx d’une par,
& tous ceux qui multiplient 4y d’une autre part, foient
egaux i zero. Mais il faut bien prendre garde que dx
& dy marquent ici les différences Xc deux appliquees qui
partent d’'un méme point, & non pas ( comme ci-devant
Sett.3.)ladifference de deux appliquées infiniment proches.

COROLLAIRE

192. Sx aprés avoir ordonné I'équation qui exprime
la nature de la courbe dans laquelle il n’y a que Fincon-
nué x de variable,I'on en prend la difference; il eft clair
1°.-Qu'on ne fait autre chofe que de multiplier chaque
terme par P'expofant de la puiflance de x & par la diffe-
rence dx, & le divifer enfuite par x. 2°. Que cette di-
vifion par x, auffi-bien que la multiplication par dx, peut
étre negligee , parce quelle eft la méme dans tous les
termes. 3°. Que les expofans des puiffances de » font
une progreflion arithmeétique, dont le premier terme eft
Iexpofant de fa plus grande puiffance, & le dernier eft
zero ; car on fuppofe qu'on ait marqué par une ¢toile les
termes qui peuvent manquer dans I'equation. '

Soit par exemple X’ *—agyx—+y'=o0. Si 'on multi-
plie chaque terme par ceux de la progreflion arithmetique
2,2,1,0; 'on formera 'équation nouvelle 3x* — ayx=o.

& * —gx + ) =o.
3 2 I, 9.

) 3)‘" *  — a9x * =y,
Dot I'on tire y==-2%> de méme que 'on auroit trouvé

en prenant la différence 2 1a maniére accolitumée.
Cela fuppoft, je dis qu'au lieu de la progreffion arith-
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métique 3,2,1,0,'on peut fe fervir detelle autre progreflion
arithmécique qu'on voudra : m—t3, m—2 ,m—-1, m—-0,0u ns
(l'on défigne par » un nombre quelconque entier, ou rom-
py, pgﬁtié ou négﬂatif ). Car multipliant x* ¥ —ayx—y'=0
par x™,'on aura x™+ %,8.c.==0,dont les termes doivent étre
multipliés par ccux de la progreflion m—t-3, m—t-2, m—-1,m.
chacun par fon correfpondant pour en avoir la différence.

X" x  —agyx" ! —+ " =o.
m—t3, m—+ta2, m—+r, m.
m—3x"" % — w1y myx" =o.

Ce qu donnera m—3x™ " —m—t1ayx™ "' 4mpx™=0;
& en divifant par x", il viendra m—3 5> —m—-14yx—-mp
==0, comme I'on auroit trouve d’abord en multipliant fim-
plement I'égalité propofce par la progreflion m—t3, m—z,
m—t1,m.

Si m=— 3,1a progreflion fera 0, —r,—2,—3; & I'"équa~
tion fera 24yx—;zp*==0. Si m==—1,la progreflion fera 2,1,0,
—1; & Pequation 2x’—jy'=o.

On peut changer de fignes-tous les termes de la pro-
greflion , Ceft-a-dire qu’au lien de 0,—1,—2,—3, &
2,1,0,—1, l'on peut prendre 0,7,2,3, & —2,—1,0,1;
patce quon ne fait par-la que changer de fignes tous les
termes de 1a nouvelle équation qui deit étre égalce 2 zero.
Eten eftet, au lieu de 24yx—3y’==0, 24°—y’=o0,'on auroit
—2ayx%—3)*==0,—25°—y*==0 ; ce qui eft laméme chofe.

Or il eft vifible que ce que 'on vient de démontrer
i Iégard de cet éxemple, s’ap‘pliqucra de méme manie-
re i tous les autres. D’ou il {uit que fi aprés avoir or-
donné une équation qui doit avoir deux racines égales
entr'elles, 'on en multiplie les termes par ceux d’une
progreflion arithmécique arbitraire , on formera une
nouvelle équation qui renfermera entre fes racines une
des deux égales de la premicre. Par la méme raifon,
fi cette nouvelle équation doit avoir encore. deux tacines
égales, & quon la multiplic par une progreffion arith-
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- métique, P'on en formera urie troifiéme qui aura entre fes
racines une des deux égales de la feconde; & ainfi de
fuite. De forte que fi I'on multiplie une équation qui doit
avoir trois racines égales, par le produit de deux progref-
fions arithmetiques, ['on en formera une nouvelle qui au-
ra entre fes racines une-des trois égales de la premiére; &
de méme fi I'equation doit avoir quatre racines égales, il
la faudra multiplier par le produit de trois progreflions
arithmetiques;; fi cinq , par le produit de quatre, &c.
Cleft-ld precifément en quoy confifte la Méthode de

M. Hudde.

ProrosiTiON IL
" Probléme.

F1c.147. 193. Drux point donné T fur le diamesre AB, ou du
point dorné H fir AH parallcle awx appliquées ; mener la
sangente THM.

“ Ayant mené par le point touchans M appliquée MP,
& nomm¢ AT,s; AH, t; dont I'une ou lautre eft don-
- née; & les inconnués AP, x5 PM,y: les triangles {fem-
blables 744, TPM donneront y=— Z+= 2=,
& mettant ces valeurs a la place de y oude x dans I'é-
quation donnée, qui exprime la nature de la courbe 4MD,

' Yon en formera une nouvelle dans laquelle y ou x ne fe

rencontrera plus.

‘3 Si I'on mene a préefent une ligne droite 7D qui coupe la

‘ droite AH en G, & la courbe AMD endeux points N,D, def-

' quels I'on abbaifle les aﬂ)liquécs N.9,DB;1l eft évident que

# exprimant AG dans I'equation precedente, x ou y aura

deux valeurs 4.9, 4B, ouN_9, DB, lefquelles deviennent

egales entr’elles, fcavoir 3 la cherchée AP ou PM lorfque #
exprime AH, Ceft-a-dire lorfque la fécante T7DN devient la
tangente TM.D’oti il fuit que cette équation doitavoir deux

! racines egales. Cleft-pourquoy on lamultiplira parune pro-

,- greflion arithmerique arbitraire ; cc que Pon séicerera,s'il eff}

necef-

y X==

—

——
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néceflaire,, en multipliant de nouveau cette méme équa-
. tion par une autre progreflion arithmétique quelconque,

afin que par la comparaifon des cquations qui en réfuleent,
Pon en puifle trouver une qui ne renferme que'inconnué
x ou y, avec ladonnée s ou # L'éxemple qui fuit, ¢-
claircira fuffifamment cette Méthode.

ExeEMPLE.

194. Sorr ax= 99 équation qui exprime la natu-
rede la courbe AMD. Si I'on met dlaplacede x fa valeur
L= — 2 ,lon aura tyy, &c.qui doit avoir deux racines égales.

ty — asy —+ ast =o.

I, 0, — I,

yy ¥ - ast ==0o0.
. Cleft-pourquoy multipliant par ordre ces termes par ceux
de la progreflion arithmeétique 7, 0, — 7, I'on trouvera
as=yy==ax ; & partant AP (x) =ys. Dol l'on voit
qu'en prenant AP==AT; & menant 'appliquée PM, lali-
gne TM fera tangente en M. Mais fi au lieu de 4T (),
Ceft AH () qui eft donnce; 'on multipliera la méme ¢-
quation zyy, &c. par cette autre progreflion o,1,2, & I'on
aura la cherchee PM (y) =2t ,
On auroit trouvé la méme conftrultion en mettant

pour y fa valeur Z=F™ dans 4x =yy. Car il vient

#1xx, &c. dont les termes multiplies par'z, 0,—7, donnent
xx==s5 ; & par-confequent 4P (x) =ys.

COROLLAIRE.

©195.S1 Ton veur 3 prefent que le point touchant M
- foit donne , & qu'il faille trouver le point T ou &, dans
lequel la tangente MT rencontre le diametre 4B ou la
parallele A4 aux appliquees; il n’y a qu'a rcfatder dansla
dernicre equation, qui cxprime la valeur de l'inconnué
x ou y par rapport a la donnée 5 ou r, cette dernicre
comme l'inconnué, & x ou y comme connué.Y
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PrRorosirtioN IIL
Probléme.

196. LA nature de la cowrbe geométrigue AFD érant
donnée ;5 déterminer fon point dinfléxion F.

Avyant men¢ par le point cherche F Pappliquée FE avec
la tangente FL, par le point 4 (origine des x) la paral-
lele 4Kk aux appliquées, & nomme les inconnués L4, s;
AK,t; AE, x; EF, y: les triangles femblables LAk, LEF

| o
donneront encore y= """ & x=-27""; deforte

que mettant ces valeurs  la placede y ou x dans I'équa-
tion 2 la courbe, I'on en formera une nouvelle dans la-
quelle y ou x ne {e rencontrera plus, de méme que dans
la propofition précedente.

Si 'on mene a préfent une ligne droite 7D qui coupe
la droite 4K en A, qui touche la courbe 4FD en M, &
la coupe en D, d’ott Pon abaifle les appliquécs MP, DB :
il eft évident 1°. Que s exprimant AT; & #, 4H; I'equa-
tion que 'on vient de trouver, doit avoir deux racines
cgales, {gavoir * chacune 3 4P ou 4 PM felon quon afait
évanoiiir y ou x, & une autre A48 ou BD. 2°. Que s ex-
primant AL; & #, AK ; le point touchant M fe reiinit
avec le point d'interfe&tion D dans le point cherche F:
puifque*la tangente LF doit toucher & couper la courbe
dansle point d'inflexion F; & quainfi les valeurs AP, 4B
de x ou PM, BD de y deviennent egales entr'elles, fcavoir
unc & lautre 2 la cherchee 4E ou EF. D'ou il fuit que
cette cquation doit avoir trois racines égales. Ceft-pour-
quoy on la multipliera par le produit de deux progref-
fions arichmetiques arbitraires ; ce que I'on réiterera, il
cft neceiluire ) en la multipliant de méme par un autre
produit de deux progreflions arithmetiques quelconques ,
afin que par la comparaifon des ¢quations qui en reful-
tent, Pon puifle faire ¢vanoiiir les inconnugs s & #.
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ExeMPLE

197. Sorr ayy==xyy —+ aax V'équation qui exprime
1a nature de la courbe AFD. Si l'on met ala place de x fa

valeur 22—, onformeral'équation sy — styy—atyy, &c.

5y — styy — aasy — aast =o.

— a4t
1, 0, ~— I, = 2,
3 2, I, 0.
3.9«’ - *  — aasy * =ua.

qui etant multiplice par 32,0,—7, ¢, produit des deux pro-
. -
greflions arithmetiques 7,0,—1, — 2, & 3, 2, 1, 0, don-
ne yy==—aa; & mettant cetic valeur dans I'equation 3
3

la courbe, 'on trouve linconnué AE (x) =—4. Ce qui
revient a lart. 68.
AUTRE SOLUTION.

‘198-ON pcut encore refoudre ce Probléme en re-
marquant que du méme point L ou K on ne peut me-
ner qu'une feule tangente LF ou KF; parce quelle tou-
che en dchors la partie concave AF, & en dedans le con-
vexe FDj; au lieu que de tout autre point 7 ou 4, pris fur
AL ou AK entre A & L ou 4 & K, 'on pcut mener dcux
tangentes 7M, TD ou HM,HD, 'une de la partie conca-
ve, & lautre de la convexe: de forte quon peut confi-
derer le point d'inflexion F comme la reiinion des deux
points touchans M & D. Si donclon fuppofc que A7 (s)
ou AH (t) foit donnee, & qu'on cherche *la valeur de x
ou y par rapport 3 s ou #; lon aura unc équation qui
aura deux racines AP, AB ou PM, BD qui deviennent éga—
les chacune i la cherchée 4E ou EF, lorfque s exprime
AL & ¢, AK. Ceft-pourquoy 'on multipliera cette equa-
tion par une progreflion arithmeétique arbitraire, &c.

Y i

Fre.149.150.

*Art.194.
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ExeEMPLE

199. S orr comme cy-deflus, 2yy=xyy—ta4x ; Pon aura
encore sy} — styy — atyy —+ aasy — aast==0,qui ¢tant mul-
tiplice par la progreffion arithmétique s, 0,—1,—2, donne

9 *—aay— 2488 =0, dans laquelle s ne {erencontre plus,

& qui a deux racines inegales , fcavoir PM, BD, lorique
+ exprime AH, & deux égales chacune i la cherchee EF
lorfque # exprime AK. Cleft-pourquoy multipliant de
nouveau cette derniére équation par la progreffion arith-
metique 3,2,1,0, onaura zyy—aa==0; & partant EF ()

.—_.—1/:;-_44. Ce qu'il falloit trouver.

PrRorosiTION IV.
Probléme.

200. M ENER d'un point donné C hors une ligne
courbe AMD ane perpendiculaire CM 4 cette courbe.

Ayant mene les perpendiculaires MP,CK fur le diame-
tre AB, & décrit du centre C de l'intervalle CM un cer-
cle ;ileft clair qu'il touchera la courbe #MD au point M.
Nommant enfuite les inconnués 4P, x ;s PM, y; CM, r; &
les connués AK, s; KC, #:on aura PK ou CE=s—x,
ME=y—+4; %2 caufe du triangle reltangle MEC, y= —t
VP — S5t 25%— X%, X=5— VIT— 11 —2ty — 3y : de
forte que mettant ces valeurs 2 la place de y ou x dans
I'é¢quation i la courbe,l'on en formera une nouvelle dans
laquelle y ou x ne fe rencontrera plus.

Si 'on décrit i prefent du méme centre € un autre cercle
qui coupela courbeen deux points N,D, d’oulonabaifie les
perpendiculaires ¥ _9,DB;ileft évidentque r exprimant le
rayon CN ou CD dansl’équation precédente, x ou y aura
deux valeurs 4.9, 4B ou N 9, DB qui deviennent cgales
entr’elles, {gavoir a la cherchée AP ou PM lorfque r expri-
me le rayon CM. D’ou il fuit que cette équation doit avoir
deux racines égales. Ceft-pourquoy onla multipliera, &c.

-
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EXEMPLE.

20L. Sorr ax= 9y Péquation qui exprime la nature
delacourbe 4MD,dans laquelle mettant pour x favaleur
s—vrr—tt—.21y— yy,Lonaura as—yy—avrr—tt—zty—yy:
de forte qu'en quarrant chaque membre, & ordonnant
enfuite I'equation, I'on trouvera y*, &c. qui doit avoir
deux racines egales lorfque y exprime la cherchée PM.

W w—zasyy Faaaty —aass =o.

—+aa —aarr
—taatt
45 2 & I, 2.
Pt x—gqasyy — 24ay * =0,
244

Ceeftpourquoy on la multipliera par la progreffion arithme-
tique 4,,2,7,0, ; Ce qui donnera gy’ —gasy—+24ay—+2aat
=0, dont la réfolution fournira pour y la valeur cher-
chée PM.

Si le point donne C tomboit fur le diamegre 4B; I'on
auroit alors #==0, & il faudroit effacer par-conféquent
tous les termes ou # fe rencontre ; ce qui donneroit
445 —244== 4)) == g4x, enmettant pour yy {a valeur ax,

Dol I'on tireroit x=ys——4; C’eft-a-dire que fi I'on
prend CP cgale i la moitié du parametre, & qu'ayant

tire 'appliquée PM perpendiculaire fur 4B, 'on menela
droite CM, elle fera perpendiculaire fur la courbe AMD.

COROLLAIRE

202. S1 Pon veut 3 préfent que le point M foit don-
né¢, & que le point C foit celuy quon cherche s il fau-
dra dans la derniére equation qui exprime la valeur de
AC (s) par rapport 4 AP (x) ou PM (y), regarder ces

“derniéres comme connués, & l'autre comme 'inconnué.

Y i

F16. 152,

F16.152,
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DE'FINITION 11.

Si d’un rayon quelconque deladévelopée I'on décrit un
cercle, il fela nommé cercle baifant.
Le point ot ce cercle touche ou baife la courbe, eft

appelle point baifant.
"PROPOsITION V.
Probléme.

203. I_ A nature de la courbe AMD étant donnée avec un
de ﬁ: points qnclco;fque: M; trouver le centre C du cercle
qui la baifé en ce point M.

Ayant mene les perpcndxculalres MP,CK furlaxe, &
nomme les lignes par les mcmes lettres que dans le Pro-
b'émc precedent; I'on arrivera 3 la méme equation dans

laqueclle il faut obferver quelalettre x ou y, quelony

regarde comme l'inconnué, marque ici une grandeur

donnée; & qu'au contraire .c, 7, quelony rccrarde comme
connués , font en cffet ici lcs inconnués aufli-bien que r.
Ccla pofc il eft clair 1% Que le point chcrche C fera
firue fur la pcrpcndlculau‘e MG a la courbe. 2° Quel’on
pourra totjours decrire un cercle qui touchera la courbe
<n M, & la coupera au moins en deux poines ( dont je
fuppofc que le plus proche cft D, d'ou I'on abaiflera la
perpendiculaite DB); puifque 'on peut toiijours trouver

un cercle qui coupe une ligne courbe quelconque, autre

qulun cercle, au moins cn quatre points, & que lc point
touchant M nequwaut qua deux interfeions. 3°. Que
plus fon centre G approche du point cherche C, pius
aufli le point d’interfection D approche du point tou-
chane : de forte que le point G tombant fur le point
C, le point- D fe rciinit avec le point M; puifque * le
ccxclc décrit du rayon €M, doit toucher & couper la
courbe au méme point M. D’ou 'on voit que s expri-
mant AF, & ¢, FG, lcquatlon doit avoir geux racines

* 4rte 200, cgalcs (g.lvon‘* chacune a2 4P ou PM f{clon quon a fait
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évanoiiir y ou x, &uneautre 48 ou BD qui dcvient aufli
égale 3 AP ou PM lorfque s & # expriment les cherchees
AK,KC ; & qu’ainfi cette equation doit avoir trois racines
egales.

ExEMPLE

204. Sorr ax= yy Péquation qui exprime la natu-
re de la courbe AMD, & I'on trouvera* y*,&c. qui étant
multiplice par 8,3,0,—1,0, produit des deux progreflions
arithmetiques 4,3,2,1,0, & 2,1,0,—1,—2 donne §y*==zaary.

2y r—zasyy —zaaty —taass =o.

—+ 44 —aarr
—t aatt

2, I, 0, — I, — 2,

St x  x —zaaty * =—o.

: ’ , 3
D’ot I'on tire la cherchée XC ou PE (1) = 2.

Si P'on veut avoir une équation qui exprime la nature
dela courbe qui paffc par tous les points C, 'on multiplie-
fa encore y*,&c. par o, 3, ¢, 3, 0, produit des deux progref=
fions ¢,3,2,1,0, & 0,1,2,3,4; & Vontrouvera Sasy—gaay
==gaar : dol, en fuppofant pour abréger s——a=w»,
274383 i
o =44t ; & partant
108 =zza12. D’o il fuit que la courbe qui pafle par tous
les points C, eft une fcconde parabole cubique, dont le

°72_,&dont le fommet eft éloigne de celuy

Tontirera y=-"_, & 4=

parametie ==

de la parabole propoféc de —a; parce que #=s——a.

Lor{quela pofition des parties de la courbe, voifines du
. ’ .
point donneé M, eft enti¢crement femblable de part &
d’autre de ce point, comme il arrive lorfque la courbure
y eft la plus grande ou la moindre; il s’enfuit que I'une
. "/ v .
des inrerfcitions du cercle touchant ne peut fe reiinir
avec le point touchant, que l'autre ne s’y reiiniflc en

* Arte201.
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en méme temps : de forte que 'equation doit avoir alors
quatre racines egales. Et en cftet fi 'on multiplie y*, &c.
par 14, 6,0,0,0, produit des trois progreflions arithmeti-
tiques 4:3,2,1,0, & 3,2,1,0,—1, & 2,1,0,—1,—2;]'On
aura 2.4y*==0: ce qui fait voir que le point M doit tom-
ber fur le fommet 4 de la parabole, afin que la pofition
ges parties voifines de la courbe foit femblable de part &
‘autre.

AUTRE SOLUTION,

207%. ON peut encore refoudre ce Probléme en fe
fouvenant que I'on 2 demontré dans l'article 76. qu’on
ne peut mener du point cherche ¢ qu'une feule perpen-
diculaire ¢M i la courbe AMD; au lieu qu'il y a une in-
finite d'autres points G fur cette perpendiculaire MC,
d’ou I'on peut mener deux perpendiculaires MG, GD i
la courbe. Si donc on fuppofe que le point G foit don-
ne, & que on cherche * la valeur de x ou y par rapporc
aux donnees s & ¢; il eft vifible que cette équation doit
avoir deux racines inégales , {cavoir AP, 4B ou PM, BD
qui deviennent égales entr’elles lorfque le point G tom-
be fur le point cherche €. Cleft-pourquoy on multiplie-
ra cette équation par une progreffion arithmétique quel-
conque , &c.

' ExEMPLE.

2-06-Son' comme ci-deflus ax=—y7; & I'on aura*.y3, &c.

4 * —qayy 244t =o.

—+ 244
2, I’ 0, T,
3P * * =244t ==o,

qui étant multipli¢e par la progreflion arithmétique 2,1,0,=-7,

‘ 3
* Art.204. donne comme* auparavant #==—2_.

Coro1-
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‘"COROLLAIRE

'?.'07.11. ‘eft évident quon peut confidérer le point Fic.153.154.
baifant comme *1a reiinion d’un point touchant avec un *Ars.z03.

point d’interfe&ion dp méme cercle; ou bien comme f".la;
réiinion de deux points touchans de deux cercles diff¢-
rens & concentriques : de méme que.le point d'inflexion
peut étre regarde ¥ comme la reiinion d’'un point touchant
avec un point d’interfe&ion dela méme droite, ou* com-
me la réiinion de deux XOimS touchans de deux differen-
tes droites qui partent d'un méme point. - ’

ProrosiTioN VL
Probléme.

208. T ROUVER wne équation qui exprime la nature de

 lacauftique AFGK, formée dans le quare de cerdle CAMNB,

par les rayons réfléchis MH, NL, che. dont les incidens PM,
QN, & font paralleles 4 CB.

~ Je remarque 1% Que fi Pon prolonge les rayons réflé-
chis MF,NG, qui touchent la cauftique en F, G, jufqu’a ce
qu'ils rencontrent le rayon CB aux points #, L ; Uonaura
MH ¢galed CH,& NL ¢galcia CL. Carlangle CMH=CMP
= MCH ; & de méme l'angle CNL=CN _9 =NCL.

2°. Que d’un point donne F fur la cauttique AFK,lon
ne peut mener quune feule droite MH qui foit cgale A
CH; au lieu que d’un point donne¢ D entre le quart de
cercle AMB &la cauftique AFK, 'on peut mener deuxli-
gnes MH, NL telles que MH==CH & NL=CL. Car on
ne peut mener du point F quune {cule tangente MH ;
au lieu que du point D, on en peut mener deux MA,NL.
Ceci bien entendu, . ' :

Soit propofe de mener d’'un point donné D la droite
MH, en forte quelle foit ¢gale a la partie €4, quelle de-
termine fur le rayon CB. ,

Ayant mené MP, Do paralleles 3CB, & MS parallele 2
€ A, foient nommées les données €O ou RS, #5 0D,z ; AC

* Art. 255,

* _Art. 196.
* Art. 198,

Fre.155.
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ouCB, 4; & les inconnués CPou MS; x; PMouCS, y ; CH
ouMH,r. Le triangle ré&angle MSH donnera rr==rr—2zry
~+yy—txx:d’ou l'on tire CH (r)= —""—:;l’— De plusles
triangles femblables MRD , MSH donneront MR (x—%).

MS (%) 2 RD (z—y). SH=Z—2". & partant CS—+5H

ou CH = 2= - ®*) " en mettant pour
X e $ 2y 2y

xx—+yy fa valeur as. Dot Pon forme (en multipliant en
croix ) l'équation wax—aau==2z.xy—2#4yy ; & metrant pour
gy fa valeur aa— xx, il vient 2zxy == sax— aak— 2% :
quarrant enfuite chaque membre pour oteries incommen-
furables, & mettant encore pour yy favaleur se—xx, I'on
aura enfin suux* — gaansd—qaaunxx —28ux—+ atun=o0.
: 42% —4442%
—+at

Or il eft clair que # exprimant CO; & 2, OD; cette éga-
lict doit avoir deux racines inégales, {gavoir CP, C2;
8 quau contraire # exprimant CE; & z, EF; C.Q de-
vient égale 3 CP,defortequelle a pour lors deux racines
égales. Ceeft-pourquoy fi l'on multiplic fes termes par
ceux des deux progreﬂions arithmétiques 4,3,3, 1,0, &
0,1,2,3, 4, Von formera deux égalités nouvelles par le
moyen defquelles on trouvera, aprés avoir fait evanoiir
Pinconnué x, cette equation

G4xf —48aazt —t12a22 — a® =0,

—tIgaun — 9baank — 15atun
—trgzut  —48aant
: —+ 644
qui exprime la relation de la coupée CE (#) a Pappliquee
EF (z). Ce quil falloit trouver, 4
On ‘peut determiner le point touchant F en fe fervant
de la Méthode expliquée dans la huitieme Sédion. Car
fi Yon imagine un autre rayon incident pm infiniment
proche de PM; il eft clair que le réflechi mb coupera
MH au point cherché F, par lequel ayant urc ¥E paral-



pEs INFINIMENT PETITS. L Part. 179
Iele 3 PM,Von nommera CE,#; EF,2; CP, X; PM, y;

AAX—RAU——2HXX

CM,4: & 'on trouvera comme ci-deflus =22z.

Or il eft vifible que CM,CE, EF demeurent les mémes
pendantque CP & PM varient. C'eft-pourquoy l'on pren-

- dra la différence de cette équation en traittant 4,,z,

comme conftantes, & x,y comme variables; ce qui don-
nera 2uyxxdx — aauydx — aax xdy —aauxdy— 2ux’dy=,

dans laquelle mettant pour dx fa valeur— l:l (quelon

trouve en prenant la différence de yy=—as—xx), & en-
fuite pour yy fa valeur 44— xx, il vient cnfin CE (&)
2 ) .

——
— .

"s
Si 'on fuppofe que la courbe 4MB ne foit plus un quare
de cercle, mais une autre courbe quelconque qui ait pour
rayon de fa developce au point M la droite MC; 1l eft
clair * que fa petite portion Mm peut étre regardee com-
me un arc de cercle décrit du centre €. D’ou il fuit que

fi 'on mene par ce centre la perpendiculaire’ CP fur le

x3
an

rayon incident PM, & qu'ayant pris CE=—-(CP =y,

-CM==a), on tire EF parallcle 2 PM; clle ira couperle

rayon réflecchi MA au point F, ou il touche la caufti-
que AFK,
Si I'on tire par tous les points M, m d’unce lignc courbe
uelconque AMB, des lignes droites MC, »C a un point
gxc C de fon axe 4C, & d’autres droites MH, mh termi-

‘nées par la perpendiculaire €B a l'axe, en fortc que I'an-

le CMH=MCH, & Cmh=mCh; & qu'il faillc trouver
ur chaque MA le point F ou elle touchela courbe 4FK,
formée par les interfettions continiiclles de ces droitcs
MH, mh. On trouvera comme auparavant CH =271

, 2y
’ Zx—My P VD X uyy 4 xyy — Hxx
= Z=2., d’ot Ton tire 5 =2z, dont

1a difference ( en traittant »,z comme conltantes, & x,7

comme variables ) donne 2x’ydx—uxxydx—xtdy—tuxdy
—+ xxyydy —+ uxyydy—upldx =0 ; & partant la cherchee
Zj

*Art. 76.



F1g.146.

1850 . ANALYSE

. 2} ydx == x4y e xxvydy SV PRI
CE (n)= Py i it el Or la nature de la li-

ne AMB éant donnce,l'onaura une valeur de dy endx,

4 . /
laquclle etant {/'ubfhtuce dans 'expreflion de CE, cette ex-
preflion fera delivree des différences & entiérement connué.

o

~ .PrRorosiTiON_VIL
| Probléme; *

209. Sox'r une ligne droite indéfinie AO qui ait un
gommencement fixe au point A foit entendweé une infinité de
paraboles BED,CDG qui ayent powr axe commun la dyoite
AQ, & pour paramctres les droites AB, AC interceprées entre
le point fixe A, & lewrs fommets B,C. On demande la narn-
re de la ligne AFG qui tonche touses ces paraboles. :

Je remarque d’abord que deux quelconques de ces para-
boles BFD, CDG fe couperont én un point D fitué entre la
ligne AFG & l'axe 40; que AC devenant égal a 4B, le
point d'interfetion D tombe fur le point touchant F.
Ceci bien entendu

Soit propofé de mener par le point donné D une pa-

-rabole qui ait la proprieté marquée. Si 'on mene l'ap-

pliquee DO, & qu’on nomme lcs donnces A40,4; 0D, z5
& l'inconnué AB, x ; la propricte de la parabole donne-

ra ABxBO (#x—xx)=DO" (zz); & ordonnant I'¢ga-
lité, 'on aura xx —wux —+ zz==0. Or il eft evident que

‘% exprimant A40; & z,0D; cette cgalité a deux racines

inégales, fgavoir 4B,CA : & qu'au contraire » exprimant
AE; & z, EF 5 AC devient egale 3 4B, ceft-a-dire qu'elle
a pour lors deux racines egales. Cleft-pourquoy on la
multipliera par la progreffion arithmétique 7, 0,—1r : ce
gui, donne x==2z; & fubftituant cette valeur a la place

¢ x, il vient 'equation s==2z qui "doit exprimer la
nature de la lighe 4FG. D’ot 'on voit que AFG eft une
ligne droite faifant avec 40 I'angle FA0 tel que A4E cft

o) .

‘double de EF. -+ -
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Si T'on veut refoudre cette queftion en general | de
quelque degre que puiflent étre les paraboles BFD, CDG;
on fe fervira de la Méthode expliquée dans la SéQion
huitieme, en cette force. Nommant AE,u; EF,z; AB, x;
lonaura 4—x xx =z = qui exprime en geénéral la
nature de la parabole BF, dont la différence fonnc (en
traittant ¥ & z comme conftantes, & x comme varia-

Meawal L

- n m .
ble)—mx—x dxxx —+nx  dexu—x =o;&di-
. — et L
vifant par s—x  dxxx il vient —mx— mu— nx

n
m—n

7 ¥ Mettane donc ces valeurs i la place de ¥ — x,
& de x dansI'équation générale; & faifant (pour abreger)

m
=
D’ou I'on voit que la ligne AFG eft toiijours droite , fi
compofées que puiflent ére les paraboles, n’y ayant que la
raifon de 4E 3 EF qui change. ,

==0: d'ou l'on-tire x = # ; & partant #—x

S—
* C—

=p, m_’_’” =¢, m—n=r,lon aura z=» Vo g™

On voit clairement par ce que Lon wient dexpliquer dans
ceste Séition, de quelle maniére Lon doit [¢ fervir de la Mé-
thode de M Delcartes & Hudde posr réfoudre ces firtes de
queftions lorfque les Courbes [ont Geométrignes. Mais I'on voit
auffi en méme temps quelle n'eff pas comparable 4 celle de
M. Leibnis, gue j'ay taché dexpliquer & fond dans ce Traisté:
Puifque cette dernicre donne des refolutions générales ok 'au-
tre n'en fournit que de particulieres, qu'elle 5'étend aux lignes
Tranfecendentes , & quw'il w'eft point neceffaire d'iter les incoms
menfurables ; ce qus [eroit tres fouvent impraticable.

FIN.
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