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AVERTISSEMENT

DU TRADUCTEUR.

Le:s premiers livres des Principes mathématiques
étloient connus a Lisbonne, si je me le rappelle bien, dés
1782 : C’est a peu prés 4 cette époque que M. daCunha (1)
les composoit et les faisoit imprimer & 1'usage du col-
lége royal de Saint-George, dont il étoit alors le direc-
teur. On les y expliquoit sous sa direction, au fur et &
mesure qu'ils sortoient de la presse. Mais ce collége
ayant essuyé des vicissitudes qui entrainérent la sup-
pression de 'emploi que M. da Cunha y occupoit, I'im-.
pression da reste de son ouvrage éprouva des retards,
et ne fut terminée qu’en 1787 : il en corrigea la derniére
épreuve la veille méme de sa mort. On doit regretter
que les infortunes de toute espéce, ainsi que les souf-.
frances presque continaelles qui I'affligérent pendant
les derniéres années de sa vie, ne lui aient point permis
de publier également plusieurs autres ouvrages qu'il a
laissés dans ses papiers, et que ses amis estiment comme
autant de chefs-d’ccuvres de, goit et de profondeur.
Parmi ces ouvrages, il en est quelques-uns qui forme-
roient peut-étre I'introduction la plus digne de celui-ci:
tels je regarde ceux qui ont pour titre : Discours preli-
minaire sur les premiers éléments de géométrie; On

(1) Professeur de mathématiques & I université de Coimbre, né
& Lishonue , en 1544, mort en 1787,
a
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powers and logarithms; Sur les ‘racines; Sur linfini
mathémalique ; Contre la méthode des premiers et der-
niers rapports des quantités naissantes et évanouis-
santes de Newton ; Préface de la théorie des fluxions,
et autres, dont je posséde la plupart des manuscrits an-
tographes. Il sembleroit donc qu’il eiit été de mon de-
- voir d’en insérer ici quelques extraits: mais, d’une part,
j estime: trop les originaus, pour oser les mutiler mal &
propos; et de I'autre, j’ai quelque espérance de pouvoir
les faire paroitre bientdt, avec une notice de la vie de
Pauteur, écrite par un de ses meilleurs amis. En atten-
dant, j’ai cru qu’en me bornant 4 la traduction du seul
ouvrage de'M. da Cunha, dont il a pu achever la rédac-
tion, je rendrois quelque service 3 sa mémoire et au
public. Puisse I'idée que je me suis toujours faite du
travail de mon compatriote, n’¢tre pas une simple illu-
- sion de P'amitié ! ' :

- 11y avoit déja, avant hui, une quantité prodigieuse de
Hvres élémentaires , destinés aux écoles premiérés de ma-
thématiques; la vie de 'homme seroit trop courte pour
les lire tous avec attention: mais il paroit que les uns
étoient.trop volumineux, les autres trop résamés, et tous

- plus ou moins défectuenx sur Varticle le plus essentiel ;
je veux dire, sur la méthade de démonstration. Aussi des
géométres- du premier rang ne craignoient pas d’affirmer
que I'on manquoit encore d’un vrai livre classique de

- mathématiques pures. Apparamment que les préceptes
ne venant jamais qu’aprés les chefs-d’cenvres, en quel-
que genre que ce puisse étre, les véritables conditions

* de cet intéressant probléme n’étoient pas encore bien
arrétées. Quoi qu'il en soit, I'écrivain qui, en s’appe-
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santissant sur tout ce qui lui tombe sous la plume, ne
laisse au lecteur un peu instruit, que la peine'd’en re-

* trancher les longueurs superflues; celui qui tantét pa-

roit s’adresser & des cnfants fréquentant des écoles publi-
ques, tantdt 2 des amateurs isolés, tantdt a des géométres
profonds; ou qui, dans la méme page , mélera quelque -
fois des amalogies imparfaites avec des raisounements
exacts ; ces €crivains, dis-je, ne sauroient faire le livre
classique dont on parle; car il est naturel que 1'on doive
g’y assujettir & des unités de plan, de style et de mé-
thode, & peu prés comme dans certains autres ouvrages
on tient & celles d’action, de temps et de lieu. Or, il
me paroit que celui de M. da Cunha ne laisse rien i dé- -
sirer & aucun de ces égards. D’abord, il ne présuppose
que des éléves laborieux', conduits par un répétiteur
sensé; le style en est toujours conforme & ce premier
point de vue; la méthode de déduction que I’on y trouve
au commencement, on la retrouve partout jusqu’a la
fin, depuis la premiére proposition d’Euclide, jusqu’au
fameux probléme des isopérimétres; et la chaine de
principes qui y lie ces deux extrémes, me paroit la plus
courte et la plus solide qui puisse servir de fil régulateur,
et a I'étude du disciple, et 4 I'explication du maitre. On
auroit donc tort de vouloir ici de plus longs développe-
ments et des applications 4 fantaisie: cela regarde ceux
qui enseignent. Il est clair que I'auteur, en cherchant &
associer dans un méme volume, sans lacunes ni répéti-
tions, la sévérité de I'antique géométrie, ala rapidité dés
calculs modernes, n’a eu principalement en vue, que
d’y tenir en haleine I'attention des professeurs autant
que celle des éléves; car le perfectionnement des uns
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n’intéresse pas moins le public que les progrés des an-
tres. Il avoit observé, en outre, que I'on ne gagne rien
a surcharger les livres élémentaires, de calculs & moiti¢
faits ; que le commencant, au lieu de vérifier ces cal-
culs, la plume & la main, se contente, pour I'ordi-
naire, de les parcourir des yeux. Ce n’est donc pas non
plus & caprice ni & stérilité, qu’il faut imputer & notre
" auteur ce laconisme qui caractérise son texte, et que
je me suis fait un devoir de conserver dans la traduc-
tion, autant que je I'ai pu, et que me I'a permis la diffé-
rence des deux langues. Les jeunes gens n’ont que trop
d’occasions d’apprendre a délayer les moindres choses
dans beaucoup de mots, sans qu'on leur en donne des
legons dans les livres mémes o il seroit si convenable
de les préserver de ce mauvais godt. Il ne s’agit donc
ici que d’une série de raisonnements exacts, exprimés
ppar le plus petit nombre de phrases possible: le reste,
je le répéte encore, appartient 4 des lecons orales.
Mais c’est surtout & 'égard de la méthode de démons-
tration constamment suivie dans le cours de ses principes,
;que 'auteur me paroit avoir laissé hien loin derriére lui
tous ceux qui I'ont devancé dans la méme carriére. Plus
de cette mauvaise métaphysique que M. d’Alembert ap-
_peloit métaphysique alambiquée, et qui infestoit encore
_de son temps certaines branches des mathématiques pu-
.res. Notre auteur est le premier qui en ait assujetti U'en-
.semble & un seul et méme art de raisonner, & cette régle
de logique dont nous avons parlé ailleors (1), et qu’il

(1) Supplément & la traduction de la géoméme d’Euclide, de
: M. Peyrard, note 1%, -
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avoit puisée, & I'exemple de Hobbes et de Descartes,
dans les écrits des anciens géométres.
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« Puiggu’enseigner, dit le premier de ces deux phi-
losophes (1), n’est autre chose que conduire V'esprit
de celui qu’on enseigne, & la connoissance des choses,
en lui faisant suivre la route que I'on a tenue soi-
méme en les trouvant, la méthode de démonstration
est la méme que celle de recherche, si ce n’est qu’il
faut en supprimer la premiére partie, c’est-a-dire,
celle qui conduit depais la sensation jusqu’aux prin-
cipes universels ; car ceux-ci, puisqu’ils sont des prin-
cipes, ne peuvent étre démontrés; et puisqu’ils sont
connus d’avance, ete., ils peuvent avoir besoin d’ex-
plication , mais jamais de démonstration. Donc toute
la méthode de démonstration est synthétique; et elle
consiste dans 'ordre d’un discours commencant aux
Ppropositions premiéres, ou les plus universelles, com-
prises par elles-mémes, et s’avancant toujours par un
enchainement continuel de propositions syllogisti-
ques, jusqu’a ce que la vérité de la conclusion cher-
chée soit comprise par celui qui apprend......ov.uevee
» Les propositions premiéres ne sont autre chose que
des définitions, et elles seules sont des bases de dé-
monstrations, c’est-a-dire, que ce sont des vérités
créées par la volonté de ceux qui parlent et de ceux
qui écoutent, et qui, par cela méme, sont impossibles
a démontrer ».

Voila précisément la méthode d’Euclide. On diroit

(1) Voyez le chap. IV de la logique de Hobbes, traduct. de¢

M. Destatt-Tracy, pag. 659.
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que notre autenr n’a eu devant les yeux, dans chaque
théorie de ses principes, que le sens strict de ce pem
de mots. Pour en donner un exemple remarquable,
nous n’aurons besoin que de nous arréter un instant sur
la définition fondamentale de son IX=¢, livre (1). Sui-
vant la méthode ordinaire, on commence la théorie des
exposants, par a"=—uaaa etc., lorsque n représente un
nombre entier et positif; et de ce cas particulier, on
procéde syllogistiquement i la formule générale a®—1
+ bc+ 1 (bc)* + ete., quel que soitle nombre & ; ce qui
est absurde en rigueur logique, car 'espéce ne sauroit
contenir le genre; et si le commencant ne s’apercoit
pas de cette absurdité, c’est parce que la courbe qu’on
lui fait parcourir entre les deux objets a"—=aaa etc.,
et a®>=1 4 bc+L(bc)* + etc., est ordinairement aussi
longue que compliquée. On lui cache d’abord le che-
min le plus court qui devroit le conduire de I'un a
Pautre; et ensuite 'autorité des livres, jointe i celle
des professeurs, lui en impose. Voila pourquoi M. da
Cunha a pris pour proposition premiére de la théorie
exponentielle, la formule a>=1 4 bc 4 etc., d'ouil n’y
a qu’un pas a faire pour arriver 4 la définition vulgaire
a*=aaa elc. ; et c'est ainsi, ou 4 peu pré§, qu’il faut
“discuter la plupart de ses définitions, si on ne veut pas
courir le risque d’en rejeter les plus exactes, sans savoir
ce que l'on fait.

Mais la méthode de recherche n’est-elle pas la plus
lumineuse, la plus attrayante, etc. ? Rien ne seroit plus
superficiel qu’une pareille objection, si on prétendoit

(1) Voyez la définition II du liv. IX de ces principes.

E)
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infirmer par-li le jugement de Hobbes, que nous ve-
nons de citer'en faveur de notre auteur. La méthode
d’invention doit étre aussi variable que les gotits de cenx
qui se mettent & la place des inventeurs. Pour s’en con-
vaincre, on n’a qu’a jeter les yeux sur la diversité de
vues qui régne dans ces ouvrages élémentaires dont on
a parlé plus haat. A mon sens, s’il y a une méthode
susceptible de limites en perfection, ce ne peut étre que
la synthétique; car la vraie proposition premiére d’une
théorie quelconque une fois trouvée, elle en sera tou-
jours la premiére; celle qui touchera de plus prés la
premiére, en sera toujours la seconde; ainsi de suite.
Or, ce n’est que de ces limites, rigoureusement parlant,
qu’il s’agit ici. D’ailleurs , puisque notre auteur présup-
pose un intermédiaire quelconque entre lui et le simple
commencant, il est visible que son plan n’exclut aucun
moyen d’enseignement, pourvu que ce moyen meérite
le nom de méthode. Tdckez, pourroit-il répondre &
cet intermédiaire quelconque, de suppléer comme vous
le pourrez a la premiére partie de la méthode de re-
cherche que j’ai supprimée, c’est-a-dire, & celle qui
conduit depuis la sensation jusqu’ aux propositions uni-
verselles. Ezxpliquez ces propositions premiéres par
votre méthode d’invention; développez & fantaisie les
ramifications principales de chaque théorie, etc.; mais
n’oubliez jamais de réduire vos développements & la
synthése la plus concise et la plus rigoureuse ; autre-
ment vos éléves pourront trés-bien confondre quel-
quefois des explications plausibles, et méme des cer-
cles vicieux, avec des démonstrations géométriques.

Telle est en général ma maniére d’apprécier I'ouvrage
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dont je présente la traduction. Je voudrois pouvoir
m’étendre davantage, et prouver en détail du moins la
sincérité de mon opinion ; mais cela demanderoit trop
‘d’espace. Nous y reviendrons dans un autre petit tra-
vail que j’ai consacré encore & la mémoire de M. da
Cunha, et oh je tiche d’analyser non-seulement les
théories de ses Principes qui me paroissent les plas par-
faites, 'mais méme celles qu’il auroit simplifiées bien
davantage, s'il avoit eu le temps de les retoucher dans
une seconde édition. Ce travail suivra de prés le reste
de ses ceuvres de mathématiques, que j’ai promis plus
baut. Heureux si, par mes honnes intentions, je puis
mériter I'indulgence du lecteur et I'approbation de mes
compatriotes !



PRINCIPES
MATHEMATIQUES.

LIVRE PREMIER.

DEFINITIONS.

L Lx point est un corps dont on peut négliger la
longueur sans inconvénient remarquable.

IL. Le corps dont la longueur ne sauroit étre négligée
sans erreur sensible, se nomme ligne.

- IIL Et celui dont on ne peut négliger de méme que
I’épaisseur, s’appelle surface.

IV. Lignes droites sont celles qui n’entourent ancun
espace ; de quelque maniére que deux d’entre elles se
rencontrent entre deux points communs.

V. Toute surface qui ne renferme aucun espace avec
une ligne droite, de quelque manitre que cette droite
la rencontre entre deux points communs, se nomme
plan ou surface plane. _

VI. La surface plane prend le nom de cercle, lors-
qu’elle est terminée par une seule ligne également dis-
tante d’un point intérieur de la méme surface : cette
ligue s’appelle circonference, et le point, cenire du



2 PRINCIPES MATHEMATIQUES ,

cercle. Toute droite comprise entre le centre et la cir-
conférence est un rayon, et la ligne droite, composée
de deux rayons, s’appelle diamétre ; toute portion de
cercle,, comprise entre deux rayons et la partie, ou arc
de la circonférence qu'ils interceptent, est un secteur
de cercle, et ces deux rayons en sont les cérés.

VII. Oa donne le nom d’angle i la figure que deux
lignes forment, lorsqu’elles aboutissentd un méme point.
Les deux lignes sont les cdtes de I'angle , et le point
ol elles aboutissent en est le sommet. )

VIIL Par angle rectiligne on entend celui qui est
formé par des lignes droites; et lorsqu’on compare des
angles rectilignes comme des grandeurs égales ou iné-
gales, on sous-entend toujours des arcs de cercles, com-
pris entre leurs ocdtés , et décrits de leurs sommets '
comme centres avec des rayons égaux; et puisque deux
rayons comprennent ainsi plus d’un are, nous convien-
drons de prendre, pour la valeur d’un angle rectiligne
quelconque, le plus petit arc que les circonstances per-
mettront , pourvu que cet arc soit compris entre ses ¢d-
tés, et décrit de son sommet comme centre, avec le
rayon dont on sera convenu d’avance.

IX. Tout angle dont les cétés conpent ainsi le quart
de la circonférence, est un angle droit; et les cblés de
Y'angle droit sont perpendiculaires entre eux.

X. L’angle s’appelle obtus ou aigu, selon qu’il est
plus grand ou plus petit qu’un angle droit.

XI. Deux lignes droites sont dites paralléles, lors-
qu’étant situées dans un méme plan, elles ne peuvent
se rencontrer, quelque prolongées qu’on les suppose.

XII. Tout plan terminé par des ligues droites est

j“\
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un p;ly'gone » et lés droites qui le terminent en sont
les cbtés.

XIII. Le triangle est un polygone i trois cotés.

XIV. Le quadrilatére en a quatre.

XV. Le pentagone, cing.

XVI. L’hexagone,six; et ainsi de suite.

XVIIL Lequadrilatére dont les cdtés opposés sont pa-
ralléles, se nomme parallélogramme.

XVIIL Celui dont tous les. angles sont droits, s’ap~
pelle rectangle. )

XIX. Le rectangle équilatéral est un carré.

" DEMANDES.

I. Tirer une droite entre deux points donnés.
II. Prolonger & volonté une droite donnée. o
III. D'un centre avec un rayon donné décrire un
cercle. ‘
AXIOME.

Si deux lignes droites font avec une troisi¢éme droite
deux angles intétiecrs d'un méme cdté, dont la somme
soit moindre que deux angles droits , les deux premiéres
droites prolongées de ce méme cbié pourront toujours
se rencontrer.

AVERTISSEMENTS.

I. Tant que I'on n’avertira pas du contraire, nous
supposerons toujours des figures situées sur un méme
plan.

II. Lorsque les arcs dont il est parlé dans la défini- .
tion VIII ne seront pas décrits, il suffira de les souss
entendre. : ‘
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ront aussi sur le plan de DEF [ 1. déf. 5] ; donc tous les
points d’ABC sont dans le plan de DEF. Je dis mainte-
nant que tous ceux de GH doivent tomber sur la cir-
conférence ILV; car autrement il y en auroit un, par
exemple S, qui tomberoit soit en dedans, soit en dehors
du cercle ILV; et menant la droite DST, ou DTS,
on auroit DS—=AG [1. déf. 6], AG=DI [const.], DI
=DT [1. déf. 6], et par conséquent DS=DT, ce qui
seroit absurde. Or, le point G esten I [dém. ], et I'arc
GH=VI'arc IL [sup. et déf. 8]; donc H sera en L, et
par conséquent le cdté AC sur le cété DF : donc C
tombe en F, parce que AC=DF [sup.]. D’on il s’ensuit
que les troisiémes cdtés BC, EF, ne feront qu’une seule
et méme droite ; donc BC=EF. Puisque CA tombe sur
FD, CM sur FO, CB sur FE, et CN sur FP, 'arc MN
tombera deméme sur I'arc OP [dém. précédente]; donc
MN =OP, et par conséquent I'angle C=1Iangle F
[1. 8]. On démontreroit de méme que I'angle ABC=
DEF ; et puisque les ctés des triangles ABC, DEF, les
plans qu’ils entourent, et les angles qu’ils forment,
posés les uns sur les autres, se recouvent parfaitement,
il s’ensuit que les deux triangles sont égaux.

Corol. 1. Si deux angles rectilignes coupent, selon la
déf. 8, des arcs éganx dans deux cercles donnés, ils
couperont aussi des arcs égaux dans deux autres cercles
quelconques, décrits de leurs sommets comme centres
avec des rayons égaux. .

2. Si deux secteurs, tels que AGH et DIL, ontun angle
égal compris entre des rayons égaux , ils seront égaux.

IV. Lorsque les cotés d’un triangle sont égaux, les
angles opposés 4 ces cités sont égaux.
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Supposons dans le triangle ABC le cété AB=AC, et
prolongeons AB et AC en faisant CE=BD [1. 2]: nous
aurons AD=AE. Menons DC et BE. Dans les triangles
ADCet AEB, on a AD=AE [dém.], AC=AB [sup.],
et 'angle BAC commun: on aura donc CD=BE, I’angle
ACD=ABE, et I'angle BDC=CEB [1.3]. Dans les
triangles DBC, ECB, on a DB—EC [const.], DC=EB
[dém.], et I'angle BDC=CEB [dém.]; donc I'angle
DCB=EBC [ 1. 3]: mais 'angle ACD—=ABE [dém.];
donc I'angle ACB=ABC.

V. Partager une droite donnée en deux parties égales.

Soit AB la droite donnée. Sur AB construisez les
triangles équilatéraux ABC, ABD, et menez la droite
CD. Cette droite divisera AB également en E.

Car CA étant — CB [const.], on a I'angle CAE—=
CBE [1. 4], ainsi que DAE=DBE; donc I'angle CAD
==GCBD: mais ces angles égaux sont compris entre des’

" cotés égaux, savoir, entre AC—=BC et AD—=BD{const.];
donc I'angle ACE=BCE [1. 3]. On aara donc dans les
triangles CAE, CBE, le c6té CE commun , CA—=CB, et
Iangle ACE=BCE [dém.], et par conséquent AE—:
BE [1. 3]. :

VI Par un point donné sur une droite quelconque
élever une perpendiculaire i cette droite.

Soit BC la droite, et A le puint douné. Il sagit d’é~
lever AF perpendiculaire & BC.

De c6té et d’autre du point A prenez AE=AD, et
eonstruisez les triangles équilatéraux DEF et DEG; la
droite FA, menée par les points F, A, sera la perpen~
diculaire demandée.

La droite FG devant passer par le point A [1. 5], ik
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s’ensuit que FA fera partie de FG ; et puisque dans le
triangle FDE, les deux cdtés DF, EF, sont égaux [const.],
on aura 'angle FDA —=FEA (1. 4]: mais ces deux an-
gles sont compris entre des cdtés égaux, savoir, entre
FD—=FE et DA—EA [const.]; donc I'angle FAD=FAE
[1. 5]. On trouvera de méme I'angle DAG=EAG. Or,
les droites DF, FE, EG, GD, étant égales 4 la méme
droite DE [ const.] , doivent étre égales entre elles; donc
les triangles FDG, FEG, donneront 'angle DFG —
DGF, et 'angle EFG=EGF [1. 4]; d’ouI'on tire DFE
==DGE: mais ces deux angles sont compris entre des
cdtés égaux chacun i chacun, c’est-a-dire, entre DF —
DG, et FE==GE; donc les angles FED, GED, des trian-
gles respectifs, seront éganx [ 1. 3]. Les triangles FEA,
GEA, ont aussi I'angle FEA—GEA [dém.] compris
entre FE—=GE et AE commun, et par conséquent I'an-
gle FAE=—EAG [1. 3]; donc I'angle DAF=FAE—=
EAG=GAD [dém.], et par conséquent chacun de ces
angles devra couper la quatri¢me partie de toute circon-
férence décrite du centre A avec up rayon quelconque
[1. 3]; donc ils sont droits, et par conséquent la droite
AF sera perpendiculaire sur BC [ 1. déf. g1.

Corol. 1. Tout diamétre d’un cercle en divise la cir-
conférence en deux parties égales.

2. L’angle dontles cotés sont en ligne droite est égal
& deux angles droits. :
3. Et tout angle égal A deux droxts a ses cbtés en

ligue droite.

‘Supposons I'angle ABCE égal & deax angles droits.

Si BA et BC ne sont pas en ligne droite, on pourra,
en prolongeant CB, supposer CBE une ligne droite, et

Bt . . o . 9 .
o N )
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¢onclure en conséquence, que 'angle CBE vaut aussi
deux angles droits [corol. précéd.]: mais angle ABCE
est égal A cette méme somme [sup.]; donc ABCE—=CBE,
ce qui est impossible.

4. Une droite tombe perpendnculaxrement sur une
autre, lorsqu’elle la rencontre en faisant deux angles
de suite égaux entre eux.

VIIL. Si deux droites se coupent, les angles opposés
par le sommet seront égaux; et si les angles opposés
par le sommet sont égaux, leurs cotés seront en ligne
droite, pourvu que deux de ces cités soient supposés en
ligne droite.

Soient BC, DE, deux droites qui se croisent en A.
Chacun des angles BACE et DAEB est égal 4 deux
droits [1. 6. corol.], et par conséquent BACE—=DAEB;
retranchant donc de part et d’autre la partle commune
BAE, on aura BAD—=CAE.

Supposons I'angle BAD=CAE, et BC un ligne droite:
je dis que AD et AE seront en ligne droite.

.Car on a d’abord I'angle BAD plus BAE=—CAE plus
BAE : mais ces derniers réunis font deux angles droits
[ 1. 6. corol. 2 ]; donc les premiers BAD plus BAE
feront aussi deux angles droits, et par conséquent DA
et EA seront en ligne droite [1. 6. corol. 3].

VIII. Si deux droites coupées par unme troisiéme
font avec elle des angles alternes égaux , ces deux
droites sont paralléles entre elles.

Soient CD, EF, les deux droites, et LB la troisiéme;;
et sapposons que les angles alternes CAB, ABF, qu’elles
forment ensemble, soient égaux: je dls que CD et EF
seront paralléles.
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Car autrement elles pourront se rencontrer, par exem-
ple en G. Divisons AB également en H [1. 5], et
menons la droite GHI en faisant HI—HG. Si I'on joint
AlI, on aura les triangles AHI, GHB, dont I'angle-AHI
sera==GHB [ 1. 7]: mais les cités qui comprennent ces.
deux angles sont égaux chacun & chacun, c'est-a-dire,
AH=HB et HI—=HG [ const.]; donc I'angle HAI—=
HBF [1.3]: or, CAH est aussi égal 4 HBF [sup.]; donc
HAI=HAC, ce qui est impossible. Donc les deux
droites CD, EF, ne sauroient se rencontrer, et par con-
séquent sont paralléles [ 1. déf. 11].

Corol. Deux droites sont paralléles, lorsqu’elles for-
ment avec une troisiéme droite I'un des angles exter-
nes égal & P'angle interne opposé du méme cété; ou
lorsque deux des angles internes d’'un méme cété va-
lent ensemble deux angles droits.

Car supposant I'angle externe LAD=—ABF interne,
et opposé du méme coté, on aura LAD=CAB [1. 7],
et par conséquent CAB=ABF : donc CD, EF, seront
paralléles [dém. ]. ’

Supposons que ABF et BAD, internes du méme cété,
fassent ensemble deux angles droits. Puisque GAB plus
BAD font aussi deux angles droits [1. 6. corol.], on aura
ABF plus BAD=CAB plus BAD. Retranchant donc de
ces deux sommes égales la partie commune BAD, reste
ABF=CAB; d’ou il suit que CD et EF sont paralléles
[1.8] .

IX. Si une droite coupe deux paralléles, les angles.
alternes seront égaux, les deux internes du méme coté
feront ensemble deux angles droits, et 'externe sera
égal a 'interne opposé du méme cité.
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Soient DE, FG, paralléles, et B, C, les deux points ol
elles coupent la troisiétme AB. Si deux des angles al-
ternes, comme BCD et CBG, pouvoient ne pas étre
égaux, I'un, par exemple BCD, sercit plus grand que
T'autre CBG; on auroit donc BCD plus BCE > CBG
plus BCE : mais la premiére de ces deux sommes
vaut deux angles droits [1. 6. corol. ]; donc CBG plus
BCE en feroit une plus petite que deux angles droits,
et par conséquent CE, BG, prolongées i volonté, pour-
roient se rencontrer [ 1. ax.]: mais cela est impossible
[sup.]; donc'angle BCD=CBG. Il suit de 14 que I’an-
gle CBG plus BCE=BCD plus BCE : mais cette der-
niére somme vaut deux angles droits [ 1. 6. corol. ];
donc CBG plus BCE feront aussi ‘deux angles droits.

Or, ACE=BCD [1. 7], et CBG=BCD [dém.]; donc
ACE=CBG.

X. D'un point donné sur une droite quelconque
tirer une droite qui y fasse un angle égal 4 un angle
donné.

Soit AB la droite, A le sommet, et CDE I'angle donné.
Sur DE prenez un point quelconque G, et faites DF —
DG [1. 2]; menez FG, que vous diviserez également
en H [1.5], et joignez DH. Paisque DF=DG [ const.],
on aura I'angle DFH=DGH [1. 4] : mais ces angles
sont compris entre des cdtés égaux chacun i chacun,
savoir, entre DG=DF et GH=FH [const.]; donc
Yangle DHF=DHG [1.3], et par conséquent DH per-
pendiculaire & FG [1. 6. corol.]. Prenant ensuite Al=
DH [1. 2], et levant IL perpendiculaire sur AB [1. 6],
et égale & FH [1. 2], menez AL. Dans les triangles
IAL, DHF, vous aurez IA—=HD,IL=HF, et I'angle
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AIL=DHF [const.], et par conséquent I'angle [AL —=
HDF [1. 3]; faisant de méme LAM =HDG, vous aurez
I'angle BAM—CDE. A

XI. Par un point donné mener une paralléle 4 une

droite donnée.
. Soit BC la droite, et A le point donné. Par un point
quelconque D, pris sur la droite BC, menez AD, et cons-
truisez ’angle DAE=ADB [ 1. 10]: la droite AE sera
paralléle 4 BC [ 1. 8]. ' ,

XIL Dans tout triangle la somme des trois angles
est égale 4 deux angles droits; etsi on en prolonge I'un
des cbtés , I'angle extéricur sera égal 4 la somme des
deux intérieurs opposés.

Soit ABC un triangle quelconque Menant CD pa-
rallele & AB, les angles DCB, BCA et CAB, feront en-
semble deux angles droits [1. 9]: mais l’auigle ABC=
DCB [1. g]; donc les trois angles ABC, BCA, CAB,
réunis, feront aussi deux angles droits.

Prolongeant AGC vers E, puisque I'angle ECD=CAB
[1.9], et DCB=ABC, on aura BCE=ABC plus CAB.

XIII. Dans tout triangle le plus grand cbté est opposé
au plus grand angle, et le plus grand angle est opposé
au plus grand cbté.

Soit dans le triangle ABC le cbté AB> AC Faisant
AD=AG, et menant CD, on aura I'angle ACD=ADC
[r. 4], et par cbnse'qnent ACB> ADC : mais I'angle
ADC> ABC [1. 12]; donc ACB>ABC.

Soit dans le triangle EFG , I'angle EFG>EGF. Si
le cbté EG étoit <EF,Vangle EGF seroit> EFG [dém.],
impossible [ sup. ]: si EG étoit—EF, I'angle EFG serojf
=EGF [1. 4], impossible ; donc EG > EF.

» f -
[ e - P . ¥
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“Corol. Dans tout triangle des angles égaux sont op-
posés A des cdtés égaux , et des cotés égaux sont opposés
a des angles égaux.

XIV. Si deux cétés d’un triangle sont égaux & deux
cbtés d’un autre triangle chacun 4 chacan, et que I'an-
gle compris entre les premiers soit plus grand que I'an-
gle compris entre les derniers, le cbté opposé au plus
grand angle surpassera le cité opposé au plus petit; et
si Ie troisiéme coté du premier triangle surpasse le troi-
siéme cbté de I'autre, I'angle opposé au plus grand coté
sera plus grand que 'angle opposé au plus petit.

Soit dans les triangles ABC, DEF, le coté AB DE,
AC=DF, et 'angle BAC> EDF.

Au point A du cété AB, pas plus graiid que le coté
AC, faites 'angle BAG=EDF [1. 10]. Puisque ABn’est
pas plus grand que AC, 'angle ACB ne sera pas plus
grand que ABC [1. 13]: mais I'angle externe AGC est
> ABC [1.12]; donc AGC> ACB, et par conséquent
AC> AG [1. 13]. Sur AG prolongée prenez AH =
AC=DF, et tirez BH , HC. Les angles BAH , EDF, sont
égaux [ coust. ] : mais ils sont compris entre des cotés
égaux, Cest-a-dire , entre AH=DF, et AB=DE [sup.];
donc le troisitme cété BH sera—EF [1. 5]: mais AG
=AH [const.]; donc AHC=ACH [1. 4], et par con-
séquent BHC> BCH ; donc BC> BH [1. 13], cest-a-
dire, BC> EF.

Supposons dans les triangles ILM , DEF, le coté IL=
DE, IM=DF, et LM > EF. Si I'angle LIM étoit <
EDF, le cbté EF seroit> LM[dém.], contre la sap- -
position : si LIM étoit =—=EDF, le c6té LM seroit —=EF
[ 1. 3] contre la supposition ; donc I'angle LIM > EDF.
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XYV. Dans tout parallélogramme, les angles opposés,
ainsi que les cdtés opposés entre eux, sont égaux.

Supposez ABCD un parallélogramme, et menez la diae
gonale BD. Puisque AD est paralléle 2 BC, et AB pa-
ralléle 3 DC [sup. et 1. déf. 17], angle ADB sera =
DBC (1. 9], ainsi que I'angle BDC—=ABD; donc I'angle
ADC=ABC. On trouvera de méme BAD=BCD.

Je dis, en second lien, que les cbtés opposés sont
égaux ; car s’ils ne le sont pas, on pourra supposer, par
exemple, AB> DC: faisant donc BE=CD, et menant
DE, on aura dans les triangles BDE, CBD, un cété com-
mun BD, le cdté BE==DC, etl’angle ABD—=BDC [dém.];
donc BDE=CBD [1. 3]: mais ADB—DBC[dém.]; donc
I'angle BDE=ADB, ce qui est impossible ; donc AB=—
DC et AD=BC.

Corol. 1. La diagonale partage le parallélogramme
en deux parties égales.

2. Tout parallélogramme est rectangle, s'il a un angle
droit.

XVI. Si deux cbtés opposés d'un quadrilatére sont
égaux et paralléles; le quadrilatére est un parall¢lo-
gramme.

Supposez que les cdtés AB,CD, du quadrilatére ABCD,
soient égaux et paralléles, et menez la diagonale BD: le
coté AB étant paralléle 2 CD, I'angle ABD sera— BDC
[1. 9]: mais BA =DC [sup.], et BD commun; donc
P’angle BDA=DBC [1. 3], et par conséquent AD est
parall¢le A BC[1. 8].
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LIVRE II.

DEFINITIONS.

L Toure ligne droite qui joint les extrémités d’un
arc, en est la corde.

II. Pour qn’nn angle soit Znscrit 3 un arc, il faut que
son sommet s’y trouve placé, et que ses cotés abouus-
sent aux deux extrémités de cet arc.

III. Lorsqu’il est impossible de mener plus d’une
droite par le sommet d'un angle queleonque, entre les
lignes qui en sont les cotés, on appelle ces lignes zan-
gentes Uune . de lautre, et on dit qu'elles se touchent
réciproquement au sommet.

PROPOSITIONS.

I. Trouver le centre d’un cercle proposé.

Seit ABC le cercle. Tirez la corde AB, et divisez-la
également en D. Par le point D menez la perpendicu-
laire EDC jusqu’a la circonférence, et divisez-la égale-
ment en F': je dis que F sera le point que ’on demande.

Car autrement le centre da cercle devra se tronver
hors de la ligne EC [ 1. déf. 6]. Supposons-le en G, et
menons GA, GD, GB ; on aura AG=GB [1. déf. 6], et
Vangle GAD=GBD [1. 4]: mais AD=BD [const.]; donc
$ADG=BDG [ 1. 3], et par conséquent ces deux angles
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seront droits [ 1. 6. corol.]: mais ADC est droit [ const.];
donc I'angle ADG=ADC, ce qui est absurde; donc F
est le centre demandé.
Corol. La perpendiculaire élevée sur le milieu de la
corde passe nécessairement par le centre.
II. Le rayon ne sauroit étre perpendiculaire 4 1a corde,
- sans la couper en deux parties égales ; ni la diviser en
parties égales , sans la couper perpendiculairement,
pourvu que la corde ne soit pas un diamétre.

Soit AB la corde, C le centre, et CG un rayon per-
pendiculaire 3 AB: je dis que AD=DB.

Car autrement on pourra diviser AB également en E,
et y lever la perpendiculaire EF, laquelle devra passer
par le centre G [ 2. 1. corol.]; ce qui est impossible , vu
que EF doit étre paralléle a CD [1.8. corol. ]; donc AD
=DB.

Supposons AD=DB: toute droite élevée perpendicu-
lairemext sur le point D doit passer par le centre C, et
ne faire en conséquence avec CD qu’une seule et méme
droite [ 1. déf. 4]; donc CD est perpendiculaire & AB.

II1. Si d’un point intérieur du cercle on peat mener i la
circonférence trois droites égales, ce point en estle centre.

Soit AB—=AC=AD. Menez les droites BC, CD, et
divisez-les également en E et F, moyennant les droites
AE et AF. Puisque BE==CE [const.], et BA=CA [sup.],
ainsi que 'angle ABE==ACE [1. 4], on aura I'angle
AEB=AEC [1. 3]; donc AE perpendiculaire sur BC.
On démontreroit de méme que AF est perpendiculaire
sur DC: mais AE, AF, doivent passer par le centre
[2. 1. corol. ], et le point A est le seul o elles puissent

~ se rencontrer; donc A est le centre du cercle,

!

1
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IV. Si deux rayons divisent le cercle en denx sec-
teurs, I'angle de I'un de ces secteurs sera toujours l¢
double de 'angle inscrit 4 I'arc de I'autre secteur.

A est le centre du cercle BCD, BADE I'angle de I'un’
des secteurs, et BCD I'angle inscrit 4 I'arc de l'autre.
secteur. o "

Supposons d’abord que le centre A soit un point de
BC, coté de I'angle BCD. Puisque AC:AD, on aura
I'angle BCD==ADC [ 1. 4] : mais Pangle BAD est égal
4 la somme des deux BCD plus ADC [1.121]; donc
BAD sera le double de BCD.

Supposons, en second lieu, que le centre A ne se
trouve sur aucun des cbtés de 'l’apgle BCD. Menant Ie
diamétre CAF, I'angle BAF sera le double de BCF, et
I'angle DAF double de DCF [dém.]; donc BADE sera
le double de BCD.

Corol. 1. Un angle sera plus grand qu’un autre NI
est inscrit dans un arc plus petit ; et plus peut, s l]. est
inscrit dans un plus grand arc.

2. Les angles mscnts sont égaux, Iorsqu ils le sont
dans des arcs égaux; ets si les arcs sont égaux, ces an-
gles le seront aussi.

3. Un angle sera droit, ou aigu, ou obtus, selon qu’il
se trouvera inscrit dans une demi-circonférence, on dans
un arc plus grand ou plus petit que la demi-circonférence.

4. Deux angles opposés d'an méme quadrilaiére font
ensemble deux angles droits, lorsque le quadrilaiére est
inserit dans le cercle, c’est-i-dire, lorsque les sommets
de tous ses angles sont & la circonférence.

V. Tout point de la corde, different de ses extrémi-
1és, est placé dans l'intérieur du cercle.

2
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“ Soit C un point quelconque de la corde AB, et D le
centre. Menez les droites AD, BD, CD. L’angle DAC
étant —=DBC [1.4], et DBC< DCA [1.12], on aura
DAC< DCA, et par conséquent DC < DA [ 1. 13]: donc
le point C sera dans I'intérieur du cercle.

VI. Lorsqu’une droite et une corde se rencontrent

dans un méme point de la circonférence, de telle sorte
que I'angle qu’elles y forment soit égal & I'angle inscrit
dans l'arc extérieur, c’est-a-dire, dans I'arc qui n’est
point compris entre la droite et la corde, je dis que cette
droite touche les deux arcs au point ou elle les rencon-
tre; et que si elle y est tangente 4 I'un de ces deux arcs,
elle le sera également a I'autre, et formera de chaque
cbté de la corde, deux angles égaux i ceux qui seront
inscrits dans les arcs externes, chacun & chacun.
. La droite DAE passe par I'extrémité A de la corde AB,
et y fait avec elle 'angle BAE égal a 'angle ACB ins-
crit dans I'arc ACB : cet arc s’appelle externe par rap-
port & I'angle BAE. Cela posé, je dis que la droite DE
touche les deux arcs AFB, ACB, au point A.

Toute droite menée du point A 4 quelque autre point -

de Parc AFB, doit tomber dans l'intérieur du cercle
[ 2. 5], etfaire avec AB un angle moindre que ACB
{2.4]; caril sera inscrit & un arc > ACB; donc ce méme
angle doit étre <BAE, et par conséquent tous les points
de I'arc AFB seront situés entre les droites AB et AE.
Menons, s’il est possible, par le point A, entre le cété AE
et 'arc AFB, une droite AG. Puisque I'angle BAE est
== BCA [sup.], on aura BAG < BCA; on pourra douc
faire BCH =BAG, et mener AH. L’angle BCH sera =
BAH [ a. 4. corol.], et par conséquent BAH = BAG,
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¢’est-a-dire, la partie égale au tout; ce qui est absurde.
Il est donc impossible de mener par le point A, entre 16
coté AE et I'arc AFB, une droite telle que AG; d’ot it
s’ensuit que la droite AE et ’arc AFB se touchent réci-
proquement en A. [2.déf. 3].

D’un point quelconque F de 'arc AFB, menez les
droites FA, FB. Les deux angles opposés ACB, AFB,
feront ensemble deux angles droits [ 2. 4. corol. ]: mais
les deux angles BAE plus BAD font aussi deux angles
droits [1. 6. corol.] ; donc ACB plus AFB = BAE plus
BAD: or 'angle ACB=BAE [sup.]; donc I'angle BAD
==AFB, et par conséquent AD touchera aussi 'arc ACB
au point A { dém. ].

Supposons maintenant que la droite IN touche I'arc
ILM au point I ; menons la droite IL, et dans I'arc LMI,
externe par rapport a'angle LIN, inscrivons I'angle LMI:
je dis que LIN sera==LMI ; car si LIN est, par exemple,
> LMI, on pourra construire I'angle LIO = LMI, et
pour lors le coté IO sera tangent & 'arc IL [dém.] : mais
entre les deux drojtes IN, IO, on en peut mener autant
qu’'on veut; donc il sera possible de conduire plus d’une
droite entre un arc IL et sa tangente IN ; ce qui est con-
traire A la définition II1, liv. I : donc LIN=LMI; d’olx
il s’ensuit queda droite NIP doit toucher i la fois, et an
méme point I, les deux arcs IL et LMI.

Corol. 1. Un cercle et une droite ne peavent se tou~
cher que dafxs un point. Cette conséquence dérive de la
propositioﬁ‘ précédente et du commencement de la dé-
monstration.

2. Toute droite menée par le centre d’'un cercle, et
par le point de contact, est perpendiculaire 4 1a tangente
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dans ce méme point; et toute droite perpendiculaire a
la tangente au point de contact,, doit passer par le centre
du cercle.

3. Toute perpendiculaire & I'extrémité d’un rayon
est tangente & la circonférence.

4. On ne peut mener qu'une tangente par un seul
point de la circonférence.

VII. Le diamétre est la plus grande de toutes les cor-
des d’un méme cercle.

Soient AC un diamétre, et AB, BC, deux cordes du
cercle ABC; I'angle ABC sera droit [ 2. 4. corol.], et par
conséquent > ACB [ 1.12]; donc AC> AB [1.13].

VIIL. De deux arcs de cercle décrits avec des rayons
éganx et moindres quela demi-circonférence, le plus
grand est celui qui a une plus grande corde, et la plus
grande corde soutend un plus grand arc.

GA, HD, sont deux rayons égaux, et ABC, DEF, des
arcs clrculau'es moindres que les demi-circonférences
respectives. Soient menées les cordes AG, DF, et les
rayons GC, HF. Cesrayonsseront égaux. Supposons I'arc
ABC > DEF ; 'angle AGC sera > DHF [ 1. déf. 8], et
par conséquent la corde AC > DF [ 1. 14]. Si 'on sup-
pose la corde AC > DF, on aura I'angle AGC > DHF
[1.14], et par conséquent I'arc ABC > DEF [ 1. déf. 8].

Si le plus grand arc étoit une demi-circonférence, la
corde en seroit le diamétre, et partant la plus grande [ 2.
71; si la plus grande corde étoit un’ diamétre,, I'arc sou-
tendu seroit une demi-circonférence, et partant le plus
grand arc [sup. ].

Corol. Dans des cercles & rayons égaux les arcs égaux
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ont des cordes égales; et les cordes égales soutendent de,
arcs égaux. ) Y

IX. Deux lignes qui touchent une troisiéme dans un
point quelconque, sont tangentes entre elles dans ce
méme point.

Supposons que AB, AC, touchent la méme ligne AD
au point A: je dis que AB touche AC au méme point.

Car autrement on pourroit mener entre AB et AC, par
le point A, deux lignes droites [ 2.déf. 3], et entre ces
deux lignes autant de droites qu’on voudra : mais de
toutes ces droites, il en tomberoit deux pour le moins,
soit entre BA et DA, soit entre CA et DA ; donc les lignes
AB, AC, ne seroient pas toutes deux tangentes & laméme
droite dans un méme point, ce qui seroit contraire a la
supposition. Donc AB est tangente & AC.

Corol. 1. Les circonférences de deux cercles, qui ont
un point commun en ligne droite avec leurs centres,
sont tangentes I'une de I’autre dans ce méme point; et
les circonférences qui sont tangentes I'une de I'autre,
ont leurs centres en ligne droite avec le point de contact.

Soit AB la droite qui joint les centres de deux cercles,
et A le point commun 4 leurs circonférences. Si I’on
méne la perpendiculaire ACpar le point A, les deux cer-
cles toucheront AC dans ce point [2. 6. corol. ], et par
conséquent ils s’y toucheront réciproquement [2.9]1.

Soit A le point de contact de deux cercles qui s’y tou-
chent réciproquement, et B le centre de I'un d’eux. Par
Ie point A menez la droite AC perdendiculaire au rayon
AB; AC sera tangente de ce cercle au point A [ 2. 6. co-
rol.]: mais les deux cercles s’y touchent réciproquement
[sup.]; dgnc AG sera aussi tangente de I'autre [2. 9],

{
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et par conséquent AB prolongée , devra passer aussi par
son centre [ 2.§. corol.].

2. Deux cercles ne peuvent se toucher qu’en un seul
point.

Supposons, s'il est possible, qu’ils se touchent en
deux, par exemple en A et B, et tirons la corde AB, di-
visée également en C par la perpendiculaire CD : cette
droite prolongée & volonté passera par les centres des
deux cercles [ 2. 1. corol.], sans rencontrer les points
A, B de contact [ contre le corol. précédent]; donc les
deux eercles ne se touchent qu’en un point.
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LIVRE IIL

DEFINITIONS.

1. Lz tou composé de parties égales s’appelle mul-
tiple de chaque partie, et chaqne partie sous-multiple
du tout.

II. Lorsqu’on compare deux grandenrs quelconques.
en examinant combien de fois la premiére eomprend un
sous-multiple quelconque de la seconde, on momme
celle-ci conséquent , et antre antécédent.

II1. Si plusieurs antécédents et leurs conséquents sont
tels qu'aucun des antécédents ne puisse contenir um
sous-muhiiple quelconque de son conséquent, plus de
fois que chacun des autres antécédents ne contient un
équi-sous-multiple de son conséquent, en les nomme
proportionzels, et on dit que I'un des-antécédents est &
son conséquent, comme chacun des autres antécédents.
est A son conséquent.

AVERTISSEMENT.

I. Pour désigner qu'une grandeur A est 4 une gran-
deur B, comme une autre grandeur C est & une gran-
deur D, on écrit A:B::C:D.

IL. A+B c’est-d-dire, A plus B, marque le tout com-~
posé des parties A et B.
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aura chaque antécédent plus son conséquent & son con-
séquent, comme chacun des autres antécédents plus son
conséquent a son conséquent; et si les antécédents sont
plus grands que leurs conséquents, on aura aussi chaque
antécédent moins son conséquent 4 son conséquent,
comme chacun des autres antécédents moins son con-
séquent i son conséquent. Cette proposition est facile
& déduire de la définition III, liv. IIL

V. Lorsque plusieurs grandeurs seront proportionnel-
les et homogeénes, on aura tous les antécédents pris en-
semble i tous leurs conséquents, comme chaque anté-
cédent est-a son conséquent.

Soit A:B::C:D. Je dis que A+4C:B+D::A:B. Sup-
posons P sous-multiple de Betmoindre que A, et Q aussi
sous-maltiple de D que P I'est de B. Si P n’entre qu’'une
fois en A, et par conséquent Q une seule fois en C[3. déf.
3],1e tout P+Q n’entrera qu’une fois en A 4C; car l'ex-
cés de A sur P doit étre moindre que P, et celui de C
sur Q moindre que Q. De méme si P+P entre une seule
fois en A, et par conséquent Q+Q une seule fois en C -
[3.déf. 3], le tout P+ P+4+Q+Q, ou bien P+Q+P+Q
n’entrera qu’une fois en A+-C. On prouvera de méme, -
que si P entre trois fois en A, et par conséquent Q trois
fois en G, le tout P+Q n’entrera que trois fois en A+C;
et ainsi de suite. Mais P+Q est aussi sous-multiple de
B+D que P l'est de B; [car si ’on suppose B=P+P,
et par conséquent D=Q+Q, on a B4+D=P+P4Q .
+Q=P+Q+P+Q; si I'on suppose B=P+P-P, et
D=Q+Q+Q, on a B4+D=P+P+P+Q+Q+Q=
P+4+Q+P+Q+P+Q, et ainsi de suite]: done A+4C:B
+D::A:B.
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Soit encore A :B::E:F; on aura G:D::E:F, et par con-
séquent C+E:D+F:C:D, ou C:D::C+E:D+F; ou
bien A:B::C+E:D+4F, et par conséquent A+C+E:B
+D+F::A:B,
Et ainsi de suite.
Corol. SoientA, B homogénes: onaura A:B::A:B, et
' A+A:B+B::A:B; on bien A:B::A+4A:B+B; ouA4
A+A:B+B+4B::A:B; etainsi de suite. Dot il suit que
deux grandeurs homogénes sont entre elles comme leurs
€quimaltiples.

VI. Deux antécédents et leurs conséquents sont pro-
portionnels, lorsqu’il estimpossible de trouver deux équi-
multiples des antécédents et deux équimultiples des
conséquents, de telle mani¢re que le multiple de 'un

" des antécédents soit plus grand que celui de son consé-
‘quent, et le multiple de I'autre antécédent plus petit
que celui de son conséquent.

I N P O
A, B, C, D
E F
G H
G—A H
L \
I+L M A

Soient A, C les antécédents, B, D les conséquents, et
E, F deux équi-sous-multiples quelconques de B, D; si
A, B, C, D, ne sont pas proportionnels, I'un des sous-
multiples, par exemple F, entrera en C plus de fois que
En’entreen A [3. déf. 3]. Prenons G, H équimultiples
de E, F, mais & condition que H soit le plus grand maul-
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tiple de F qui puisse entrer en C; on aura G >"A. Soient
I, L, M,équimultiples de A, G—A et H, maisI > B,
et L > B, et prenons N, O, équimultiples de B, D, a
condition que N soit > I, et < I4+L. Puisque I, L, sont
équimultiples de A et G—A , on trouvera, en raison-
nant comme nous I’avons fait dans la démonstration pré-
cédente, que I 4 L est aussi multiple de A4+G—A,
C’est-a-dire, de G, que I 'est de A, ou M de H [ const.].
‘On aura donc I+L et M équimultiples de E, F : mais
N et O équimultiples de B, D, sont par cela méme équi-
multiples de E, F, et on a I4+L > N [const.]; donc
M > O; car E doit entrer en I+L plus de fois qu’en N,
et par conséquent I’ en M plus de fois qu’en O. Soit P
aussi multiple de C que ITestde A, on M de H: on aura
P non <M, et par conséquent > O. Il sera donc pos-
sible de trouverI, P, équimultiples de A, C; N, O, équi-
multiples de B, D; I< N [const.], et P> O [dém. ];
ce'qui est contraire & I'’hypothése : donc F ne sauroit
entrer en G plus de fois que E en A, et par conséquent
A:B::C:D[3.déf.3].

VIIL. Quatre grandeurs étant proportionnelles, si 'on
prend deux équimultiples des antécédents, et deux équi-
multiples quelconques des conséquents, les quatres gran-
deurs qui en viendront seront proportionnelles.

I MLN
E F
A:B:C:

PR ®
QU

" Soient A:B::C:D; E, F, équimultiples de’ A, €;
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I,L, équimultiples de E, F; G, H, équimultiplesde B, D,
et M, N, équimultiples de'G, H : je dis que I sera > M,
toutes les fois que L sera > N; ou I <M, lorsque L < N.

SupposonsI>M, et P, Q, équi-sous-multiples de B, D,
mais & condition que P, moindre que A, puisse entrer
dans la moitié de I—M plus de fois que A n’entreen I.
Prenez R multiple de P, moindre que A, sans étre <
A—R; et S aussi multiple de R que I T'est de A.
Retranchant R de I autant de fois que A entre en I,
la somme de tous les restes sera moindre que la moi-
tié de I — M [const.] : donc I —S moindre que la
moitié de I—M, et par conséquent S plus grand que
la somme de M plus la moitié de I —M. P entrera donc
en S plus de fois qu'en M: mais il est facile de dé-
montrer que Q ne peut pas entrer en L moins de fois
que P en S; donc Q entrera en L plus de fois que P en
M, et par conséquent Q en L plus de fois qu'en N; d’oir
il s’ensuit que L> N, lorsque I > M. On démontreroit
de méme L <N, lorsque I < M : mais I, L, sont équi-
multiples de E, F, et M, N, équimultiples de G, H ;
donc E:G::F:H.

VIIL Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles,
chaque conséquent sera 4 son antécédent, comme cha-
que conséquent est 4 son antécédent.

EGFH GEHF
A,B,C,D B,A,D,C

Soit A:B::C:D; je dis que B:A::D:C; car supposar:t
E,F, équimultiples de A, C, et G, H, équimultiples de
B, D, on aura E:G::F:H [3. 7], et par conséquent E
> G, lorsque F > H, ou bien E < G, lorsque F <H
[3. 2]: donc B:A:: D:C[3. 6].

| 7~
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IX. Si plusieurs grandeurs proportionnelles sont ho-
mogénes, les antecédents seront entre eux comme leurs

conséquents.
Soit A :B::C:D des grandears homogénes : je dis que
A:C:B:D.
EGFH
A,C,B,D

PrenantE, F équimultiples de A, B, et G, H équi-
multiples quelconques de C, D, on aura E:F::A:B, et
G:H::C:D [3.5. corol.]; mais on a A:B::C:D[sup.];
donc E:F:G:H; et par conséquent E>F ou E<F,
en méme temps que G > H,ou G < H: donc A:C::
B:D.
 X.Soit dans une série de grandeurs la premiére a la
seconde, la seconde i la troisiéme, la troisiéme A la
quatri¢me, et ainsi de suite, comme dans une autre
séric de grandeurs la premiére 4 la seconde, la seconde
a la troisiéme, la troisiéme 4 la guatriéme, et ainsi de
suite; je dis que la premiére et la derniére de la pre-
miére série seront entre elles, comme la premiére et la
derniére de la seconde. )

Dans les séries A, C, E,et B, D, F, soit A:C::B:D,
et C:E::D:F: je dis que A:E::B:F.

R
YXT
A,C,E
B,D, F
ZV s
Q

Soient Y, Z équimultiples quelconques deA,B; X,V
équimultiples quelconques de C, D; T, S équimultiples
quelconques de E, F, mais T plus grand, ou plus petit
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que Y; et supposons R, Q équi-sous-multiples de X, V,
mais R moindre que Y, et moindre que T, et moindre
que I'excés de T sur Y, ou de Y sur T. Puisque A:B::
C:D, on auraadussi Y:X ::Z:V, et X:T::V:S [3.7];
donc T:X::S:V [3.8].

Supposons Y > T; R entrera en Y plus de fois qu'en T
[ const.]: mais Q doit entrer en Z autant de fois que
Ren Y, parce que Y:X::Z:V [5. déf. 3]; doncQ
entre en Z plus de fois que R en T: mais Q entre en S
autant de fois que R en T, parce que T:X::S:V [ déf. 3.
dém.]; donc Q entre en Z plus de fois qu'en S, et par
conséquent Z > S, lorsque Y > T. On trouveroit de méme
S>7Z, lorsque T> Y; donc A:E::B:F [3. 6].

Dansles séries A,C,E,G; B, D, F,H, soitA:C::B:D,
C:E:D:F, et E:G::F:H: je dis que A:G::B:H; car
les deux séries A, C, E; B, D, F, donnent A:E::B:F
[dém.]; donc les séries A, E, G; B, F, H, donneront
de méme A:G::B:H.

Et ainsi de suite.

XI. Si dans une série de grandeurs la premiére est &
la derniére, la seconde & la dernidre, la troisiéme 4 la
derniére, et ainsi de suite, comme dans une autre série
la premiére est & la derniére, la seconde 4 la derniére, la
troisi¢me & la derniére, et ainsi de suite; je dis que tous
les termes de la premiére série pris ensemble, moins le
dernier terme, seront au dernier terme, comme tous les
termes dela seconde pris ensemble, moins le dernier
terme, sont au dernier terme.

Dans les séries A, E,B; C, F, D, soit A:B::C:D, et
E:B::F:D; on aura aussi B:E:: D:F [3. 8], et par con-
séquent les deux séries A, B, E, et G, D, F, donneront
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A:E:C:F[3.10]: donc A+E:E::C+F:F [3.4];
donc les séries A+E, E, B, et C+F, F, D, donneront
A+4+E:B:C+4+F:D[3.10].

Soient A, E,G,B,etC, F, H, D, les sérics ; on aura
A+E:B::C+F:D [dém.]: donc les séries A+E, G, B,
et C+F, H,D,donneront aussi A+E+G:B::C+F+H
:D.

Ainsi de suite.

Corol. Si deux antécédents sont équimultiples de lears
conséquents, les quatre grandeurs seront proportion-
nelles.

Par la définition III de ce liv. III, on a A:A::B:B;
donc les séries A, A, A, et B, B, B, donneront A+A
:A::B4B:B. On déduira de méme des séries A, A, A,
A,etB,B,B,B, A+A+A:A::B+B+B:B.

Aigsi de suite.

TN
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LIVRE IV.

DEFINITIONS.

I. Cn chiffre 1, ou le mot un, ou le nom d’unité,
désigne la grandeur dont on se sert pour en déterminer
une autre du méme genre, en examinant combien de
fois I'une d’entre elles contient quelque sous-multiple
de l'autre.

II. L’unité et les grandeurs qu’on compare avec elle,
.suivant la définition précédente, s’appellent nombdres;
Tunité et ses multiples sont des nombres entiers; le
multiple d’un sous-multiple quelconque de I'onité s’ap-
pelle fraction, ou nombre fractionnaire ; et la gran-
deur qui n’est multiple d’aucun sous-multiple de I'unité,
est un nombre sourd ou irrationnel.

III. Tout nombre qui est & 'unité comme un anté-
cédent quelconque est 4 son conséquent, s’appelle le
rapport de cet antécédent & son consé€quent, ou raison
qu’ily a entre cet antécédent et son conséquent.

IV. Diviser une grandeur par une autre du méme
genre, c'est déterminer le rapport de la premiére a la
seconde. Diviser une grandeur par un nombre proposé,
c’est trouver une autre grandeur qui soit 4 la premiére
comme l'unité est an nombre proposé. En pareils cas,
la grandeur a diviser s’appelle dividende;la grandeur

: 3
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ou le nombre proposé, diviseur; et le nombre ou la
grandeur demandée, quotient. On désigne un quotient
en soulignant le dividende, et en I'écrivant au-dessus
du diviseur. Le quotient ainsi indiqué, prend quelque-
fois le nom de fraction, ou de nombre fractionnaire; et
pour lors le dividende s’appelle numérateur ; et le divi-
sear, dénominateur.

V. Le quotient prend encore un autre nom, lorsque
Yunité en est le dividende; dans ce cas, on l'appelle
Yinverse, ou le réciproque du diviseur.

VI. Multiplier une grandeur par un nombre, c’est
chercher une autre grandeur qui soit & la proposée
comme le nombre est & I'unité. La proposée se nomme
multiplicande ; le nombre , multiplicateur; et la gran-
deur demandée, produit. Le maultiplicande et le multi-
plicateur sont les facteurs du produit. Le produit de
deux facteurs multipliés par un nombre, ou le produit
de deux nombres multipliés par une grandeur,s’appelle
produit de trois facteurs; le produit de trois facteurs
par un nombre, ou le produit de trois nombres par une
grandeur, s’appelle produit de quatre facteurs, et ainsi
des autres. On indique un produit de plusiears facteurs,
en les écrivant de suite, et de gauche & droite, ou bien
en mettant entre eux le signe X, lorsque cela devient
nécessaire pour éviter toute confusion.

VIL Le produit de plusiears rapports s’appelle rap-
port compos€, ou raison composée de ces rapports ; le
produit de deux rapports égaux s’appelle raison dou-
blée de chacun de ces rapports ; et chaque rapport, rai-
son sous-doublée du produit; le produit de trois rap-
ports égaux s’appelle raison ¢riplde de chacun de ces
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fapports ; et chaque rapport, raison sous-triplée du pro-
duit, et ainsi de suite. .

VIIL Le produit de deux facteurs égaux est le carrée
de chacun de ces facteurs, et chaque facteur s’appelle
racine carrée du produit; le produit de trois facteurs
égaux est le ctbe de chacun de ces facteurs, et chaque
facteur est la racine cubique du produit; le produit de
quatre facteurs égaux est le carré carré de chacun des
facteurs, et chaque facteurestla racine carrée carrée du
produit; le produit de cinq facteurs égaux est le carré
cube de chacun des facteurs, et chaque facteur s’appelle
racine carrée cubique du produit; le produit de six fac-
teurs égaux est le cube cube de chacun des facteurs,
et chaque faeteur, racing cube cubique du produit, et

" ainsi de suite. '

VIII. Deux ou 2 est égal & 141 ; trois ou 3=2+1;
quatre ou 4=3+1;cinqou5=441;six oub6=>5+1;
sept ou 7=6-1; huit on 8-...7 +1; neafou 9=8+1;
2éro ou o==rien.

Chacun de ees chiffres, lorsqu’ils sont écrits de suite,
et de droite & gauche, est censé ne représenter que la
dixi¢me partie de ce qu’il vaudroit au rang immédiat &
gauche; et on fixe, par le moyen d’une virgule placée
immeédiatement & droite, le rang ol chaque chiffre ne
doit valoir que ce que son nom indique, & moins que
ce rang ne soit le dernier & droite, la virgule devenant
alors superflue.

Ezxemple. Dans 'expression 325,74 le 5 ne vaut que
cing unités; le 2, &'il étoit an rang du 5, ne vaundroit,
3 cause de la virgule, que deux unités, ce qui ne seroit
que la dixi¢éme partie de sa valeur actaelle; donc, a 1a
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place ol il est, il doit valoir dix fois deux iinités, ou,
ce qui revient au méme, deux fols dix unités, ou deux
dizaines, o vingt unités; le 3, au rang immédiat i
droite, ne vaudroit donc que trois dizaines ou trente
unités; donc, 4 la place ot il est, il doit valoir dix fois
trois dizaines, ou trois cents unités, ou bien trois cen-
taines d’unités. On aura donc, pour la partie 325, trois
cent vingt-cing unités. Le 7, au rang du 5, vaudroit sept
unités; donc, 1a ot il est, il ne doit valoir que sept
dixiémes; le 4, au rang du 7, devroit donc valoir quatre
dixiémes; donc sa valeur actuelle ne peut étre que de
yuatre centiémes. On aura donc, pour I'expression to-
tale , trois cent vingt-cinq unités sept dixiémes et qua-
tre centiémes parties de 'unité.

Observant que chaque dixiéme vaut cent centiémes,
et que sept dixiémes valent, en conséquence, soixante-
dix centi¢mes, on pourra lire la partie décimale, en di-
sant: soixante-quatorze centiémes.

Observant encore que chaque unité contient cent
centi¢mes, que chaque dizaine en contient mille, et
chaque centaine, dix mille, on pourra lire I'expression
325,74, en disant: trente-deux mille cinq cent soixante-
quatorze centiémes.

Cet exemple servira de régle dans tous les cas sem-
blables.

Pour faciliter la prononciation des nombres compo-
sés de beaucoup de chiffres, on est convenu de dire mil-
lion, au lieu de mille fois mille; billion, au lieu de
mille millions ; trillion , au lieu de mille billions, et ainsi
de suite. Il est donc clair qu’en partageant un nombre
quelconque en tranches de trois rangs, en commengant
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par le dernier chiffre & droite, les millions se trouve-
ront au premier rang sur la droite de la troisi¢éme tran-
che; les billions, au premier rang sur la droite de la
quatri¢me tranche, et ainsi de suite.

Par exemple, le nombre 23 456 789 234 565 456.
vaudra vingt-trois quatrillions, quatre cent cinquante-six
trillions, sept cent quatre-vingt-neuf billions, deux cent
trente-quatre millions, cing cent soixante-cing mille,
quatre cent cinquante-six unités..

L’emploi des zéros se voit dans les exemples suivants:

24005 =vingt-quatre mille cinq unités. '
240050=deux cent quarante mille cinquante unités.
0,3=trois dixiémes. )
0,03=rtrois centiémes.
0,003 =trois milliémes.
0,000303=trois cent trois millioni¢mes.

AVERTISSEMENT.

On désigne le produit de deux factears 3 et A [4. déf.
7], en écrivant AX3, 0u3X A, ou simplement 3 A ;
mais jamais A 3. En pareils cas, le multiplicateur prend
le nom de coefficient.

PROPOSITIONS.

1. Trouver la somme de plusiears nombres dounés,
Cest-3-dire , trouver un nombre qui soit égal  plu-
sieurs nombres écrits selon la définition IX, liv. IV..

En voici le procédé et ]a démonstration. Pour ajonter.
ensemble les nombres donnés 2036,07; 929,5; 0,003,
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et 78,719, on écrira d’abord les uns au-dessous des aur
tres, comme on le voit ici :

2036,07
929,5
0,003
78,719
3044,292

en plagcant les unités sous les unités, les dizaines et les
dixiémes sous les dizaines et les dixiémes, les centaines
et les centiémes sous les centaines et les centiémes, ainsj
du reste. On tirera ensuite un trait horizontal au-dessous
du nombre inférieur, et on commencera I'opération par
la premiére colonune A droite, en disant : 3 plus g font 12
milliémes, c’est-b-dire , ro milliémes plus 2 milliémes, ce
qui fait 1 centiéme plus 2 milliémes; on écrira donc 2
sous les milliémes , en retenant 1 centiéme qu'il faudra
ajouter 4 la colonne respective, en disant: 1 plus 7 plus
T’x font g centiémes ; on pose g sous les centiémes, eton
ne retient rien. La colonne immédiate donne 12 dixié-
mes, c’est-a-dire, 1 unité plus 2 dixiémes ; on pose donc
2 et on retient 1. La colonne immédiate, en y ajoutant
I'1, donne 24 unités; je pose 4 et retiens 2: le 2 ajouté
a la colonne suivante doune 14 dizaines; je pose 4
et retiens 1: I'r ajouté & I'immédiate donne 10 cen-
taines; je pose o et retiens 1: I't et 2 font 3 que je
pose au rang des mille; et puisque le nombre 3044,293
contient toutes les parties des nombres proposés , je con-
clus qu’il en est 1a somme.

Corol. Pour additionner les nombres complexes, par
exemple, 14 toises, 3 pieds, 5 pouces; 2 toises, 5 pieds,
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7 pouces; et 8 toises, 4 pieds, 8 pouces, on suit & peu
prés le méme procédé :
14 toises 3 pieds 5 pouces.
2 5 7
8 - 4 8

26 toises 1 pied 8 pouces.

On commence aussi par les écrire les uns au-dessous
des autres, en placant les unités de la plus petite espéce
sous la premiére colonne & droite, les immédiates sous
1a seconde, et ainsi de suite; et puis on dit: 5 et 7 font
12 et 8 font 20 pouces, c’est-a-dire, 1 pied et 8 pouces:
on pose 8 et on retient 1; 1 et 3 font 4 et 5 font g et 4
font 13 pieds, c’est-i-dire, 2 toises et 1 pied : on pose
donc 1 et on retient 2; 2 et 14 font 16 et 2 font 18 et
8 font 26, et on aura 26 toises, 1 pied et 8 pouces pour
la somme demandée.

I1. Deux nombres écrits selon la définitionIX, liv. IV,
étant donnés, retrancher I'un de I'autre, c’est-a-dire,
trouver I'excés du plus grand sur le plus petit.

Soient 7288036 et 537242 les nombres proposés :

: 7288036
537242

6750794

Mettez le plus petit au-dessous du plus grand, les
unités sousles unités, les dizaines sous les dizaines, etc.,,
et puis dtez les unités des unités, les dizaines des dizai-
nes, et ainsi de suite. Lorsqu’un.des chiffres supé-
rieurs n’est pas assez grand, on peut lui ajouter une
dizaine; mais alors, pour eompenser cette addition, il
faudra supposer que le chiffre immédiat a gauche du
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nombre inféricur a été augmenté d’autant; car la dif-
férence entre deux grandeurs quelconques ne change
pas, lorsqu’on ajoute A I'une et & 'autre une méme
grandeur. Cela posé, je dis: 2 6té de 6, reste 4; je pose
4 unités : le 4 8té du 3, cela ne se peut; mais le 4 6té
de 13, reste 9 ; je pose g dizaines et retiens 1o dizaines
que j’ai ajoutdes 2 3, ou bien 1 centaine que j’ajouterai
aux 2 centaines inférieures, en disant: 1 et 2 font 3 cen-
taines; 3 0té de o, cela ne se peut; mais 3 6té de 10,
reste 7 cenlaines que je pose, et retiens 10 éeptaines on
r mille que j’ajoute de méme au nombre inférieur, en
disant:1 mille et 7 font 8; 8 retranché du 8 supé-
rieur, reste o que je pose: le 3 inférieur 6té du 8 corres-
pondant, reste 5 que je pose : le 5 immédiat retranché
du 2 correspondant, cela ne se peat; mais 5 retranché
de 12, reste 7 dizaines de mille que je pose, et retiens
10 dizaines de mille, ou 100 mille, et ainsi de suite.
On aura donc, pour la différence demandée, 6750794.

Soient 86,7 et 0,925 les nombres proposés.

Le plus grand 86,7 est égal A 86,700, parce que 7
unités valent 700 milliémes [4. déf. g]. On pourra
donc, dans tous les cas semblables, faire en sorte que
les deux nombres proposés aient le méme nombre de
décimales, sans en changer la valeur. Opérant ensuite
comme dans I'exemple précédent, on aura:

86,700

0,925

85,775

Corol. 1. La soustraction des nombres complexes se '
fait 4 peu prés de la méme maniére. Pour retrancher,
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par exemple, 18 toises, 4 pieds et 7 pouces du nom-
bre complexe 20 toises, 3 pieds, 2 pouces,

20 toises 3 pieds 2 pouces..
18 4 7
1 toise 4 pieds 7 pouces.

on observera que 7 est > 2: on ajoutera donc 12 A 2,
C’est-a-dire, 1 pied ou 12 pouces 4 2 deux pouces, ce qui
fait 14 pouces, et puis on dira: 7 6té de 14, reste 7 que
Ton pose; et pour compenser I'addition précédente, on
ajoutera également 1 pied au nombre inférieur: 1 et 4
font 5; 5 6té de 3, cela ne se peut; mais opérant de la
méme maniére, j’ajoute une toise, c’est-a-dire, 6 pieds
4 3, ce qui fait g pieds; 5 6té de g, reste 4 que je pose;
et pour compenser I'addition précédente, j’ajoute égale-
ment une toise au nombre inférieur, en disant: 1 et 18
font 19; 19 8t€ de 20, reste 1 que je pose, et je trouve 1
toise, 4 pieds et 7 pouces pour la différence demandée.

2. Pour découvrir les erreurs qui peuvent se glisser
dans des opérations de cette espéce, on n’aura qu’a
ajouter la différence au plus petit des nombres propo-
8és; car cette addition doit reproduire le plus grand.

3. La soustraction peut servir de différentes manié-
res, pour vérifier la somme : en voici un exemple :

4231

7092
6538

17861
00110
00
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Supposons qu’en additionnant lesnombres 4231, 7092,
6538, on ait trouvé 17861. Pour vérifier cette somme, on
n’aura qu’a en retrancher la somme de chaque colonne,
en répétant’opération , non pas comme la premiére fois,
mais de gauche & droite, et de bas en haut: ainsi, 6
et 7 font 13 et 4 font 17; 17 Oté de 17, reste rien; je
pose oo et retiens 861: 5 et 2 font 7; 7 0té de 8, reste 1;
je pose 1 et retiens 161, reste de la somme totale: 3 et g
font 12 et 3 font 15; 15 4té de 16, reste 1 ; je pose 1 et
retiens 11; et puisque ce dernier reste est égal & 1
plus 2 plus 8, somme de la derniére colonne a droite,
il est trés-vraisemblable que I'opération est exacte.

III. Mémes facteurs donnent un méme produit, quel
que soit I'ordre des multiplications.

Soient a, b, deux nombres quelconques: je dis que a
multiplié par b donne le méme produit que 4 multi-
plié par a; car prenant a pour multiplicatear, on aura
ab:b::a:1 [4.déf. 7et3], et par conséquent ab:a::b:x
[3.9]; d’ou il suit que le méme nombre ab est le pro-
duit des facteurs a, 4, en prenant b pour multiplicateur
[4. déf. 6 et 3].

Soit G une grandeur guelconque, et a, 4, deux nom=
bres: je dis que aGX b = bG X a=abXG. Prenant a
pour multiplicateur, on aura aX &G : G ::a: 1 [4. déf. 7],
et ab:b::a:1 [dém.]): donc aXbG:0G::ab:b. Pre-
nant & pour multiplicateur, on aura 5G:G::b:1; donc
les deux séries

aXbG, G, G

ab, b,
donneront aXbG:G::ab:1 [3. 10]: mais prenant ab
pour maultiplicateur, on a aussi abXG:G::ab:1 [dém.]:
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donec aX4G:G::abXG:G, et par conséquent aX 6G
—abXG,

La méme démonstration aura lieu, quel que soit le
nombre des facteurs.
IV. Deux nombres écrits selon la définition IX, liv.
1V, étant donnés, multiplier I'un par autre. )
Supposons d’abord des nombres entiers et sans zéros
vers la droite, tels que 40728 et 6053. Prenez pour
multiplicateur celui qui aura le moins de chiffres
significatifs, et placez-le au-dessous de l’autre, comme
en le voit ici :
40728
6053
122184
203640
“ 244368
246526584

puis vous direz: 3 fois 8 font 24; je pose 4 et retiens
20, ou 2 dizaines; 3 fois 2 dizaines font 6 dizaines
et 2 font 8 que je pose sous les dizaines; 3 fois 5
centaines font 21 centaines; je-pose 1 et retiens 20,
ou 2 mille, que je pose de suite, vu qu'il n'y en a
point dans le multiplicande; 3 fois 4 dizaines de mille
font 12 que je pose au rang qui leur convient, et
vous aurez 122184 pour le triple du multiplicande.
Continuant d’opérer de méme, répétez cinq fois cha-
gue chiffre du multiplicande, et vous aurez 203640
gue vous poserez sous le dernier produit, en avangant
d’un rang vers la gauche. Par ce moyen , le nombre
303640 deviendra dix fois plus grand : mais il valoit

d
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de‘j:’a cinq fois le multiplicande ; donc il vaudra actuelle-
ment 50 fois ou 5 dizaines de fois le multiplicande
[4. déf. g]. Répétez encore six fois chaque chiffre du
maltiplicande , et vous aurez 244368 que vous pose-
rez sous le dernier produit, en avancant de trois rangs
vers la gauche. Par ce moyen, il viendra 1000 fois plas
grand : mais il étoit déja le sextuple du multiplicande ;
donc il le vaudra maintenant6ooo fois. Il est donc clair

.que la somme totale 246526584 contient ou doit con-

tenir 6053 fois le multiplicande 40728 ; d’oh 246526584
:40728::6053 : 1 [ 3. 4. corol. ], et par conséquent
246526584 —=6053X 40728 [ 4. déf. 6].

Quand il y a des zéros vers la droite des facteurs, on
peut faire la muliiplication comme s’il n’y en avoit
Ppoint, et ajouter ensuite, vers la droite du produit, au-
tant de zéros qu’il y en a dans les deux facteurs. Soiy,
par exemple, 23000 & multiplier par 5100: trouvez
23X 51=1173; et 117300000 sera le vrai produit; car
23000 X 5100 est=—23 X 1000 X 51X 100=23 X 51 X
1000X 100{4.3]=1173X 1000X 100==1173X 100000
=117300000. '

On trouvera de méme, que lorsqu’il y a des décima-
les dans les deux facteurs, on peut effectuer la multi-
plication comme s’il n’y en avoit point, sauf 4 marquer
dans le produit, par le moyen de la virgule, autant de
rangs de décimales qu’il y en a dans les deux facteurs.

V. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles, le
rapport de chaque antécédent & son conséquent sera
égal & celui de chacun des autres antécédents 4 son con-
séquent; ‘et si le rapport de chaque antécédent & son
conséquent est égal & celui de chacun des autres antécé-
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dents i son conséquent, les grandeurs seront propor-
tionnelles.

Soit A:B::C:D. Désignant par%le rapport de A4 B,

et par %eelni deCaD[4.déf. 4],0n aura%:x::A:B,

et%:l ::C:p [4.déf. 4]1; d’ouT'on tire%:ﬁx ::%:l, et
par conséquent% = %[3. 3. corol. ].

Supposons %—-—g—, onaura A: B"——.: [4 déf. 4], ou

A:B:: C :1 [sup.): mais il estaussi C:D::—:1 [4. déf. 4];

donc A.B..C.D.

VL. Le produit est égal au multiplicande, toutes les
fois que I'unité en est le multiplicateur.

-

VII. Toute fraction est égale 4 son.numérateur, lors-
que l'unité en estle dénominateur.
VIIL Si le numérateur et le dénominateur sont égaux,
" la fraction est égale & 1'unité.
IX. Tout dividende peut étre regardé comme un pro-
duit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs.
Ces quatre propositions sont faciles & déduire des dé-
finitions respectives.
X. Toute fraction qui a pour dénominateur un nom-
bre quelconque, est égale 2 son numérateur multiplié
ypar le réciproque de ce méme nombre.

Soit # un nombre, et G une grandeur quelconque on

- Aura %:G:: 1:n,et 1:n::7:l [4-déf. 4]: mais il est
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s 1 G L. 3 . Gd ..__‘_ GG
ausa;XG.G..;.l [4. déf. 6] ; done —u—.G.. - X GiGy

. G 1 #
et par conséquent — = —XG [5.3. corol. ];

XI. Former une fraction qui soit le produit de deux
fractions proposées, lorsque le numérateur et le dénes
minateur de I'une d’entre elles sont des nombres quel<
conques. '

. C . )
Soient @, 5, deux nombres, et — une fraction quel~

D

conque: je dis que -‘—Z—X %: -Z—-g; car @ étant = :—b,

etC=% D[4.9],0na
~_a,C . a C A
et par conséquent aC:bD:: ix%u [4: déf. 6] ; donc
aC
=X D [4- déf. 4].
XII. Diviser une fraction par une fraction.

Soit 3 le dividende, - le diviseur, et C, D, deus

B
grandeurshomogénes: on a gxg % ]g 1 [4. défi
A ..
6]:D:C:: 1——[4def4],donchC Folipo et

C .,
par conséqnent ‘; 4B X i1, c’est-d-dire, que —3—

divisé par f doit donner Ti-x < [ 4. déf. 4].

{
Soit %le dividende; {—le diviseur; E; F, deux gran-
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deurs homogénes, et m, n, deux nombres quelconques.

. E 1 F 1
Puisque ;—;E,et —’;-_;F {4. 10], on aura

1 X 1

—E —E mn—E

m m m nE E
LF_m"X—:‘-FM 6]—mn;F[4 = mF—m

. F
divisé par -

Corol. 1. Soit que l'on introduise ou que 'on sup-
prime un méme facteur dans le numérateur et dans le
dénominateur d’une fraction proposée, la nouvelle frac-
tion qui en résultera doit étre égale i la proposée.

2. Plusieurs fractions étant proposées, on pourra les
réduire & la méme dénomination, toutes les fois qu’il
sera permis de multiplier le numérateur et le dénomi-
nateur de chaque fraction par le produit des dénomi-
nateurs des autres.

Soient, par exemple, les fractions% , % , % ,aré-
duire 2 la méme dénomination.
de C be E __4dE
Tigd @ Al

XIII. Trouver la somme de plusieurs fractions.

On aura

Sonent B C les fracuons, et A,B,C, D, des

’A? A ’
yandeurs homogeénes entre elles : je dis que - +—C- + 2
=Bt ﬁ +D

B

Dans les séries B, C, D, A,et g—% 1,o0n a
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B:A:: —-B—‘l C:A:: .I,DA i 1[4def4],oeqm

donneB+C+D:A::‘A-+£-+-ll:x [3. 11], et par

B+C+D__ B
conséquent —a =13 + + i [4 def. 4].

Soient % ’ g ’ g, les fractions proposées, F, G, H,

des grandeurs homogénes, et ¢ un nombre quelconque.
F G H

. On aura F:—::e:x; G:—:ue:1; H:i—:ue:1; done

e e

F+G+H: ;+f+g— :e:1[3. 5], et par conséquent

ELES 30 I S
Si les fractions proposées n’ont pas des dénomina-
teurs égaux, on commence par les réduire & la méme
dénomination, et on procéde ensuite & I'addition.
XIV. Deux fractions étant proposées, soustraire de
la plus grande la plus petite.

2]

Soit B> C, et la fraction ¢ A soustraire de E: je

A A
N . C_B—C | ‘
is que - — -=—7—;
B—C G B—C+C
Car % +—A-rend———[4 5]__.—-

Si les deux fractions ont des dénominateurs diffé-
rents, il faut les réduire an méme dénominateur avant
d’effectuer la soustraction.

XYV. Si le dénominateur d’une fraction est un nom-
bre entier , le numérateur sera aussi multiple de la frac-
tion que le dénominateur I'est de I'unité ; et si le numé-

b}
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rateur ainsi que le dénominateur sont des nombres en-
tiers, la fraction sera aussi multiple da réciproque du
dénominateur, que le numérateur I'est de I'unité.

Soit A une gtandeur quelconque , et 5 multiple de

T'unité. Prenant M aussi multiple de 7 que bVestder,

on aura M:% 226 :1[3. 11. corol.] :méisA:—B-:: b:1[4.

def. 4]; done M:%::A:%, et par conséquent M=A
[3. 3. corol.].

Supposons A multiple de I'unité : on aura % = -Z—A
A A
{4.!0],'el—b-: 11 [4. déf. 6], ou bien +— 2 b Ak
[3.9]; donc ﬁ;&—-sex'a\ aussi multiple de L 7 que AVlestdex
[3. 5. corol. 1.

Scholie. 11 suit de la proposition précédente que -:—,
par exemple, représente la moitié de A ; —'g— letiers de'A;

At quart, ainsi de suite. La fraction - sera donc

4 3

le tiers de 2, ou les deux tiersde 1; 4 sera le quart de

3, ou les trois quarts de 1; %la cinquiéme partie de 4,

ou quatre cinquiémes parties de 1, ainsi de suite.
XVI. Deux nombres étant écrits selon. la définition
1X, liv. IV, diviser I'un par I'zutre.
: 4
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Dans P'expression du dividende marquez le rang ot
“devroit étre placée la virgule , pour rendre le divi-
dende non moindre que le diviseur, mais plus petit qae
e décuple du diviseur; a cette place, que vous aurez
‘soin de marquer, soit de tdte, soit en mettant des zéros
a la suite du dividende, écrivez le chiffre qui contient

- Yunité autant de fois que le fictif dividende contient le
‘diviseur. Ce chiffre,dont la valeurlocale se troavera fixée
par le rang du dividende auquel il doit répondre, sera
le premier caractére significatif du quotient, en comp-
tant de gauche 4 droite. Retranchez ensuite da divi-
‘dende le produit de ce premier chiffre, multiplié par le
-diviseur; le reste, s’il y en a, sera un second dividende
partiel , ‘dont vous vous servirez, comme du premier,
‘pour trouver le second chiffre du quotient. Continuez &
opérer de méme jusqu’a ce qu’il n’en reste rien, ou
jusqu’a ce que vous parveniez & un dernier dividende
‘que vous puissiez négliger sans erreur considérable.
Dans le premier cas, le quotient sera exact; dans le
second, il ne sera qu’approché; car en le multipliant
par le diviseur, on aura le dividende exactement, ou &
‘peu prés. .

Exemple. Soit 246526,584 A diviser par 407,28. Sup-
‘posons que le quatriéme rang du dividende , en comptant
de gauche & droite, soit celni des unités, ce dividende
supposé excédera toujours le diviseur sans en étre le dé-
cuple; donc le chiffre qui contiendra L'unité autant de
fois que ce dividende contient le diviseur, ne sauroit
'contenir I'unité plus de fois que le premier, ou les deux
premiers chiffres 4 gauche du dividende, ne contiennent
le premier chiffre & gauche du diviseur; car autrement
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fe produit du quotient par le diviseur viendroit plus
grand que le dividende. Or, puisque 4 entre 6 fois dans
94, il est probable que 6 soit le premier chiffre & gau«
che du quotient : on pourra donc §’en assurer de la ma«
niére abrégée que-l'on voit ici:

6
407,28‘&46526,584
002158

11 fandra multiplier 6 par le divisear 407,28, et retran<
cher du dividende le produit, an far et 3 mesure qu’on
le tronve. Ainsi 6 fois 8 font 48; 48 6té de 6 du divi-
dende, cela ne se peut; j'ajoute donc 50 au dividende, |
et je dis: 48 de 56, reste 8; je pose 8 et retiens 50, ou f
5 unités du rang immédiat 4 gauche, que je dois ajon-
ter au produit suivant, pour compenser I'addition que
T'on vient de faire: 6 fois 2 font 12 et 5 de retenu, font
x-j ; 17 8té de 22, reste 5; je pose 5 et retiens 20, ou 2
da rang immédiat: 6 fois 7 font 42 et 2 de retenu 44;
mais 44 Oté de 45, reste 1; je pose .done 1 et retiens 4:
mais le rang immédiat du diviseur ne fournit aucun
produit ; je n’aidonc que 4 & retrancher de 6, et je pose
le reste 2: 6 fois 4 font 24 ; 24 retranché de 24, reste
rien; je pose donc oo sous 24.

Continuant & opérer de méme sur le reste 2158,584,
comme on le figure ici,

o
407,m8|2158,584
‘ 0122,18
on trouvera 5 pour le troisiéme rang du quotient, et
" rien pour le second, en comptant de gauche & droite:
on pose donc o au second, et 5 an rang immédiat.

/

-
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Le nouvean reste 122,184 fournira, de lamaniére qui
‘suit, le dernier chiffre du quotient:

. 5
407,28[122,184
. ©00 000
Yoici le tablean de I'opération en entier
605,3
407,28|a46526,€§z
002158,100
0122,0
000

Le reste qui répond au rang des unités du diviseur,
doit &tre écrit sous la colonne ol se trouve le chiffre
dont on s’est servi pour trouver ce méme reste. Cette
observation indiquera vers la droite de chaque divi-
dende, le rang o la soustraction doit commencer.

Soit encore 0,0072 & diviser par 2853,43.

Je transforme d’abord le dividende proposé en
7200,00, ce qui le rend plus grand que le diviseur
proposé, et moindre que le décuple du méme divi- .
sear. Ce nouveau dividende ne donne que 2 pour pre-
mier chiffre da quotient; car quoique le 7 du divi-
dende contienne trois fois le 2 du diviseur, il ne s’ensuit
pas que tout le diviseur doive entrer le méme nombre
de fois dans le dividende: voild pourquoi il sera tou-
jours & propos de vérifier chaque chiffre du quotient, en
faisant de téte les multiplications et soustractions res-
pectives, avant que de rien écrire. On peut méme,
pour abréger ces premiéres tentalives, commencer les
multiplications et soustractions respectives, dans un
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ordre mverse ou de gauche 3 droite, en disant,’ » par

exemple:
0,00000% -

2853,43[0,00720000
149514
Le 2 du diviseur est trois fois dahs le 7 du dividende:
3 fois 2 font 6, et 6 6té de 7, reste 1: 3 fois 8 font
24 ; or 24 6té de 12, cela ne se peut; donc 3 ne sauroit
étre le premier chiffre du quotiént, j’y pose donc 2,
- et ainsi de suite. Voici le quotlent approché a moins
d’un billioniéme prés : .
0,00000252 etc. .
2855,43.10,0072000000 -
14931454
0066426
0935
An Yien de 1a partie décimale du quotient, oy dasis
quelquefois une fraction en y mettant pour numeérateur
le reste de la division, et pour dénominateur, le divi-
seur proposé. Ayant, par exemple, 23 & diviser par 7,
on peut trouver, suivant la méthode précédente, .

3,2857 etc.

723,0000
02 6451
0 000

ou bien -2;5-= 3 +% ; carla partie décimale 0,2857 ete.

est égale a ;—, c’est-a-dire == 2 divisé par 7 [4. déf. 4],
, .
En pareils cas, on écrit 3 2 ,au lien de 3 +%.

s
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XVIL Trouver deux nombres qui étant divisés I'an
par Iautre, donnent au quotient un décimal périodi-
que proposé, c’est-a-dire, un décimal dans lequel le
méme chiffre ou les mémes chiffres reviennent toujours
dans le méme ordre. ’

Daps le décimal périodique donné , supprimez d’abord
la virgule décimale, ainsi que toutes les périodes 4 gau-
che dela premiére; de ce premier résultat, retranchez
le méme nombre sans virgule et sans aucune période:
le reste sera le dividende demandé. Enspite pour trou-
ver le diviseur, écrivez autant de g qu'il y a de rangs
dans chaque période, suivis d’autant de o vers la droite,
qu'il y aura de rangs de décimales depuis le premier
jusqu’au dernier & gauche de la premiére période: ee
nombre sera le diviseur,

Exemples.

‘e _0,4“6‘0 (‘o—"‘l)

1° 0,444 etc. = —
4,44 etc. —o,44 ete. _ 4 .

9 9
2°. 0,135135 ete. = 0,135135 ete. (1000—1) —
. 1000— 1|

135,135 ete. — 0,135 ete. _ 135
" 999 999’

0,002323 etc. (10000 — 100)
10000 — 100 '
— 23,2323 etc. — 0,2323 ete. __ 23

9900 9900’

4°. 0,372618618 etc. = '

0,372618618 ete. (1000000 —1000)
,1000000 — 1000

3°. 0,002323 etc. =
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'3726L8 618618 etc. —37,618618 ete. __ 372246
999000. 9990 00

., ainsk

des autres.

Scholie. Dans les expressions précédentes, ainsi que-
dans tous les cas semblables, le signe==ne veut dire
autre chose, sinon que les denx nombres qu’il sépare,_
peuvent ne différer entre eux que d’'unnombre plus petit

qu'aucan nombre proposé. Par exemple, -f;' est > 0,4 ;.

> 0,44; > 0,444, etc.: mais supposons que dans une-
question proposée il soit permis de négliger 0,0000001

de I'unité ; en écrivant %: 444444 , on sera sir de ne-

commettre qu'une erreur < 0,0000001 , ainsi des autres._
? H

XVIII Maltiplier des sommes ctdes différences indi-.
quées, on réduire en série I'’expression d’un produit.

Soient A et B4-C deux facteurs : je dis que A (B+4C):
=AB+AC; oar B=22, ot =28 4,91, DoncB+C.
= ? '—{— Af ES ABXAC [ 4. 13], et par conséquent;
A (B+C)=AB+AC[4. 9]

Soient A et B—C deux facteurs: je dis que A (B:

—C) = AB—AC; car B—C=AB—AC T

par conséquent A (B-—C')=AB—.—.AC (4.9
Soient A 4B et C+D-deux facteurs: on aura (A-+B)-
(C+D)=(A+B)C+ (A+B)D [dém.]=A (C+D):
+B (C+ D) [dém.] = AC+ AD + BC + BD [dém.].
Soient A—B et C—D deux facteurs : onaura(A —B).
(C—D)=(A—B)C—(A—B)D [dém.]=A (C—D)

/
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— B(C—D)[dém.]==AC —AD—B (C—D) [dém.
= AGC— AD—BC+BD. Pour proaver cette derniére
équation , on n’a qu’d y ajouter de part et d’autre le
produit BC—BD, ou B (C—D).

Ces exemples embrasseut tous les cas semblables.

XIX. Trouver deux nombres entiers, les plus petits
possibles , qui soient entre eux comme deux entiers pro-
posés, ou dont le rapport ne différe pas trop du rapport
exact entre les deux nombres proposés.

Soient M, N, les deux nombres proposés, M > N , et
M non multiple de N. Désignant par q, b, c, etc., p, ¢,

. M
r, etc., des nombres enliers, supposons ww==a -+ —1’;—7.-,

> —b+’q, Z::c-i-; i—d-{-%,etainsi de suite,

jusqu’a ce que I'on; parvienne 4 un quotient exact. Deé-
signant par %,%, 7;—, etec., des fractions plas petites gqae

V'unité, je dis que les fractions )

a. ab41 (@b+1)cta ((ab41) c+a) d¥ab+1 .

T8 T B 10 (bc+1)d+ b’

(((ab+1)c 4 a) dtab+1) e + (ab+1) c+a
((bc+1) d+4d) e+ bc+1

de suite » seront des valeurs approchées de ~ ; laseconde

, et ainsi

plus approchée que la premiére; la tromeme plus ap-
prochée que la seconde , et ainsi de suite jusqu’a la

derniére, qui sera égale & -11%[- La loi de continuation en

‘est manifeste.
X

. M P
La construction donne =2 + F=¢ + 3

R

’
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=a ! : =q -+ ! - =a+ ! .

b+ b+ . bp———"—

c +—': c+ ! 5 ct_1 -
y d+= dp——
r ¢
e+?

M_a .
==elc. : on aura donc —=—, lorsque & sera le dernier
N 1’
. N M 1 ab+1

quotient, ou; =b; N=¢+3=—5— lorsque
c sera le dernier quotient; M- a+— e+ c+a,

N . 1 be 41

b4—
C
. . M X
lorsque d sera le dernier quotient; §—a+
I
b4
-y

= ((ab+ l() :c.:j; ;l I ab;- L lorsque d sera le dernier

quolient; %-: a4 -

b+ -
c+
d+-~
e
_(((ad+1)c+a)d+ab+1)e+ (ab+1)c+a Jors-
= ((;c+1)d+ b)e+ dc+1
que e sera le dernier quotient; ainsi de suite, comme
il est facile de s’en convaincre, en exécutant les opéra-
tions indiquées.
On aura aussi
ab + 1 a__ 1 ab+41 (ab+1)c+a__

U ) be  +1
I ((ab+41) c4a) dtab+1  (ab+1) ’c/+a_____
E(Bc+1) (,c+1)d + & b F1
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3 ((ab+41) c+a)d+tab+t

((Bc+1) d+8) (bc+1)’ (bc+nd+ &
(((ab+1)c+a)d+ab+1)e+(ab+1) c+a__

((bc+1)d+8)e+ bc+1 -

1

((bc+1)d+b) (((bct+1)d+b)e+tbc41
de suite : ot I'on voit que la seconde fraction sur-
passe la premit¢re plus que la troisiéme; que la se-
conde surpasse la troisiétme plus que la quatri¢me ne
surpasse la troisitme; que la quatrime sarpasse la
troisitme plus que la cinquiéme; que la troisiéme sur-
passe la cinquiéme plus que la sixiéme ne surpasse

; ainsi
) b

la cinqui¢me ; ainsi de suite. Désignant donc panr:A )

la derniére fraction trouvée [== % dém.]; par El’avant-

6

derniére; par% la précédente ; par ? I'immédiate; par

E., .. - . A_B
- I'immédiate, ainsi de suite; et supposant— > -, on

B_DD C Cc E
auraz>-s 3’3 g,annsn de suite, et—<_ _<_

—]5'— < g , etc. Supposant au contraire é— < % yon anra—g—

DD _F GC“EEG

<'§;—§<f;°'° ’ et— >—— -—->— - > et

ce qui prouve que, de deux de ces fnacnons consé-
cutives, I'une est plus grande et I'autre plus petite que

la proposée %; et qu'elles en différent d’autant moins

que leur distance & la dernitre ou i la proposée est
plus peme‘
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Je dis maintenant que leurs termes sont les plus sim-
ples.

Soient z, z, des nombres entiers, et = - une fraction

plus simple, et plus grande ou plus petite que g Dési-
gnant par 2 la différence entre deux grandeurs dont on

. B__ x6wn:B
ne connoit pas la plus forte, on aura -; B =t

. <ons . 1 .
mais cette différence ne sauroit étre <<z donc, sil'on

soppose z<a, on aura = :nG > 6’ c’est-a-dire,

i w g > = A [dém 1. Si I'on suppose z non < a,

A —
et x < A, on aura zA > za, et par eonséquentf—;a—-—-

r A . -
= Donc, soit que I'on suppose z < «,onz < A,

1l est impossible ue - soit égale h& ou A M- Donc le
P q z g a b N

. A TR . o T 40
rapport — est réduit & ses moindres termes. Soit - dif-

férente de%,etz < @:onaura ;:::—f—:— > Euz-g done

icl:.——> ?m%{—‘; car 'une des fractnons— E ne

G ’
peut étre plus grande que M , sans que I’autre soit plns
petite que %d- Pour saisir plus aisément cetté vérité ,

on pourra désrguer par la droite VT; > par VS;

par VR, et 7 m% par RQ [ figure suivante ].
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S T R
v —t— Q
Q S T
v —— R
. R T .S
v ————0Q
Q R T
| : { s

Seit z non < 6, et:z: < B: on aura zB > 2G; donc
zB.—;G x’ B _

—e =3 %% : mais 2B — 26 = (B—z) zFxz
— z6G, et xz nest pas<.z‘€ ni (B-——z)z<z done
zB—-:aneserapas<z m il < 6,ou< . Donc

z B C B M
6‘1> 3 m—‘? etpar conséqnent °§ > Al &

donc , toutes les fois que z sera < B, on z < 6, la diffé-

rence entre ; et % » sera plus grande que la différence
entre % et %I— Donc —gmt réduit & la plus simple ex-
pression. On démontreroit de méme que —2—est dans le
méme cas, et ainsi des autres.

Soient 19514 et 4752 les nombres donnés. En se eon-

14__

formant & ce qui vient d’é4tre dit, on trouvera -~ 47

506 4753 __ 198 506 _ 110 198 88. .

44752 506 9506’ 198 - 198 110 110

-10——1%,@__4. Mettant 4, 9,2, 1, 1, §,ala

4

place de a, 3, c, d, ¢, f, on aura - premiére valeur ap-
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prochée de 1214 G752 —9-——_..-5- seconde valear plus
approchée; 39X 244 _ , trons1éme valeur plas ap-

gX2+1

78X 1437 115

prochée ; foX 149 — 28’ plus approchée;

usX 1+78 193 .. 193X b5
WX i+19 47’ plus approchee,k X8 —

887
—~, valeur exacte.
216

Voici les divisions qui ont donné les nombres corr~
~ondants A a, b, ¢, d, elc. :

4
4752[19514] o

00506 | 4752 2

0198 | 506 X
101 | 198 I
088.| 110 4

o022 | 88

XX. Trouver la racine carrée d’un nombre donné.

Les nombres 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,
10000, 1000000, €lc. , sont les carrés de 1, 2, 3, 4, 5,

6,7,8,9, 10, 100, 1000, etc.

Supposons d’abord que le nombre donne soit > 1 et
< 100; par exemplé, 76,39582. Puisque ce nombre est
> 64 et < 81, la racine en sera > 8 et < g; donc le
premier chiffre 3 gauche de la racine ne peut étre que 8.
Désignant par x le second chiffre, onaura (84x) (84x)
=8X 842 X 8 X z+ zz. Or, cette somme ne doit pas
surpasser le nombre proposé; donc 76,59582— G4 ne
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____122,?;_25882 = [ 0,7
etc.], et par conséquent x doit étre ou==o,7, ou < o,7.
Supposant x==0,7, on aura 2 X8X r+4zxr=16X0,7+4
0,7X0,7 : or, cette somme, retranchée de 12,39582,
donne le reste 0,70582 ; donc x==0,7. En voici la véri-
fication, en effectuant & la fois la multiplication et 1a
soustraction :

sera pas < a){ 8 X x4zx; dohz' <&

16

s

8,7
76,39583°

12,70
00

Pour trouver le troisiéme chiffre delaracine, désignons-

le par y : on aura (8,7+4y) (8,7+7)=8,7X8,74+2X
8,7Xr+7r=8X8+2X8X0,7+0,7X0,7+2X8,7Xr
+y; donc 76,39582 — 8 X 842X 8 X 0,7+0,7X 0,7
[= 0,70582] doit &tre > 2 8,7X s, et par conséquent

0,70582
r< 2X 8,7
r<0,04. Posant y =o0,04, voici la forme du calcul
pour vérifier le troisiéme chiffre de la racine ;

[0,04 etc.]. On aura donc y=o0,04, ou

00 00

Continuant d’opérer de méme, on parviendra a une
racine exacte, si le nombre proposé en est susceptible,
sinon, jusqu'au rang décimal convenu d’avance. On
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trouvera, par exemple, que la racine approchée de
76,39582 est 8,740702, &4 un millionni¢me prés. En
voici le calcul jusqu’au quatri¢me chiffre significatif :

7
16,480
8,7404
-76,39582000
12,70822784

00 0012

¥eérification du cinquiéme chiffre.

7
16,4808
8,74047
76,3958200000
12,7082278491
00 00120417
00
Vérification du siziéme.
7 9
16,480840
8,7404702
76,39582000000000 !
12,70822784911196
00 0012041729
000068
Si le nombre proposé étoit > 100, on < 1, on com-
menceroit par le rendre < 100, et > 1, en le divisant
soit par le carré de 10, ou de 100, ou de 1000, etc.,

5
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soit par le carré de o,1, ou de 0,01, ou de o,001,
etc. La racine carrée du quotient , multipliée par la
racine carrée du diviseur, donnera la racine du nom- -
bre proposé. Soit, par exemple, 363729,61 le nombre
363729,61
100X 100
cine carrée est 6,031, et par conséquent 100X 6,031
[= 603,1] sera la racine de 363729,61 ; car 100X 6,031
X 100X 6,031 =100 X 100 X 6,031 X 6,031 = 10000
X 36,372961 = 363729,61. Soit 0,010609 le nombre
0,010609
0,1 0,1
1,0609 est 1,03; donc 0,1 X 1,03 [= 0,103 ] sera la
racine du nombre proposé 0,010609.

XXI. Trouver la racine cubique d’un nombre donné.

Les nombres 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729,
1000, 1000000, etc. , sont les cubesde 1, 2,3, 4, 5, 6,
7,8,9, 10, 100, ele.

Soit proposé un nombre < 1000, et > que 1, par
exemple, 8,755. Ce nombre étant >8 et <27, la ra-
~ cine cubique en sera > 2 et < 3: donc le premier chif-
fre 4 gauche de la racine en question ne peut ét
que 2. Soit x le second : le nombre proposé ne sera p:
< (242) (2+x) (24 2) [=8+3X2X 2 Xz +3 X
2X xzx+ zxx]; donc 8,755 —8>3X2X 2 X x, o

proposé; on aura =36,372961, dont la ra-

proposé; on aura == 1,0609 : or, la racine de

0,755 L. 0,755 s
FX3X3 > z: mais n’est pas < 0,06; il est don

possible que x soit==0,06: il faudra donc que la somm

3X2X2X0,06-3X 2X0,06X 0,06+ 0,06X 0,06X 0,0t
ne soit pas > 0,755 : mais x==0,06 satisfail & cette con-
dition ; donc x=0,06; ce qui, en effectuant les opéra-
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tions indiquées, donne le reste 0,0131184. Avec ce-
reste, et moyennant la premiére partie 2,06, on tron~
vera le troisiéme chiffre de la racine, dont la valear

0,013184
35X 2,06X 2,06
méme, on obtiendra la racine cubique exacte, si le
nombre proposé en-est suséeptible ; autrement il faudra
_ s’arréter au rang dont on sera couvenu d’avance. Dans
Y’exemple actuel, le nombre 2,06103 etc. , sera la racine
approchée du nomtbre proposé, & moins d’un centiéme
milliéme prés. En voici le calcul jusqu’au second
chiffre significatif:

doit étre < « Procédant toujours de

6=2X3; 12=6X23; ’355 donne 0,06 ete. , second

chiffre de la racine,
Vérification du second chiffre,

12,3636
6,0
2,06

8,755000
0,013184

13,3636=12-+0,06X 0,06 + 6 X 0,06=12+ 3 X 2 X
0,06 + 0,06 0,06; 0,013184==0,755 — 12,5636 X 0,06
5
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-+0.955—(3X 2 X 2X 0,064 3 X 2X 0,06 X 0,06+
©.00X 0,06X0,06).
Pour trouver le troisiéme ,
7308
12,3636
6,0
2,061
8,755000
0,013184
12,7308=12,3636+ 0,06 X 0,06+ 0,06 X 0,06-4-6X 0,06
=3X2X2+3X2X0,06+40,06X 0,06+ 0,06 + 0,06 +
0,06X0,064-3X2X0,06=3X 2X 246X 2 X 0,064
3X0,06X0,06=3 (2+0,06) (24 0,6)=3 2,06 2,06;
0,0131
donc #750-89—4'
fre de la racine.

==0,001 etc.,donnera le troisiéme chif-

Férification.
69
7308
12,363681x
6,18
2,061
8,755000
0,013184000
00447019
6,18=2,06X3; 12,736981=12,7308 + 0,001 X 0,001
=+ 6,18X0,001=3 X 2,06 X 2,063 X 2,06 X 0,001+
0,001X0,001; et 0,000447019==0,013184 — 12,736981 '
X 0,001=0,01318—(3X2,06X 2,06 0,001+ 3 2,06
X0,001X0,001+0,001 X 0,001 X0,001).

9

(-
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Pour le quatriéme, v
31
469
730863
12,363681
6,18
2,06103
8,755000
0,0135184000
 oo44701g
12,743163=13,736981 40,001 X 0,001 40,001 X 0,001

~+6,18X 0,001 =3 2,061X 2,061 ; dohcw

] 12,743163
==0,00003 etc. , donnera le quatri¢me.

Vérification.
3
31

46948
730863
12,3636814909

6,1830
2,06103

8,755000 .
0,013184000
0044701900000G
064718545273
6,1830 == 2,0610 X 3; 12,7433484909 == 12,743163 -4
0,00003X 0,00003+6,183X0,00003; et
0,000064718545273=0,000447019—
12,7433484909 0,00003.
Si le nombre donné étoit > 1000, on <1, on coms
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menceroit par le rendre < 1000 et > 1, en le divisant,
soit par le cube de 10, ou de 100, ou de 1000, etec.,
soit par le cube de o,1, ou de 0,01, ou de 0,001, etc.
La racine du quotient, multipliée par la racine du divi-
seur, donnera la racine cubique du nombre proposé.

XXII. Lorsque denx nombres et deux grandeurs
quelconques sont en proportion, le produit des extré-
mes est égal au produit des moyens; et si le produit
des extrémes est égal i celui des moyens , les deux extré-
mes et les denx moyens seront en proportion.

SoientC, D, deux nombres quelconques, et A:B:: C:D.
-On aura %:—g—, —%x%:%xlﬁ)-, et par consé-

(AD _ CD
quen ———--C—D

. AD __BC
Soit AD=BC: on aura ==, et parconséquent

=1; donc AD=BC.

A _C
=7’ done A:B::C:D.

XXIIL Dans toute série de grandeurs homogénes, la
premiére est & la derniére en raison composée des rap-
ports entre la premiére et la seconde, entre la seconde
et la troisiéme, entre la troisiéme et la quatriéme, et
ainsi de suite.

A B

F B ) etB= -C-C H
A_B - A A _B

donc A=—B_XEC’ et par conséquent T=7% X¢&

SoitA, B,C, D, la série, Puisque A= X oG [dém.],

SoitA, B, C, la série: on aura A =

C A_B
etC =-BD, on aura A== -B—X-C—X%X D, et par con-

A B _C . .
séquent = %xﬁxﬁ » etainsi de suite,
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AMAAAAAAA. AARMAAAA. AN ~

LIVRE V.

DEFINITIONS.

I LA hauteur d’un triangle est la perpendiculaire
baissée du sommniet de l'un de ses angles sur le cté
opposé, ou sur le prolongement de ce cété, que I'on
appelle base du triangle. La hauteur d’un parallélo-
gramme est la perpendiculaire baissée de I'un de ses
cbtés sur le cOté opposé, on sur son prolongement; et
ce cbté se nomme base du parallélogramme.

IL. Deux polygones sont semblables, lorsque tous les
angles de I'un sont égaux & ceax de l'autre.chacun &
chacun, pourvu que les cbtés de chacan des angles de
T'un soient proportionnels a ceux de Y'angle qui lui
est égal dans I'autre; et pour indiquer que deux de ces
cdtés ne sont pas tous deux extrémes, ni tous deux
moyens dans une méme proportion , on les appelle /o-
mologues.

PROPOSITIONS.

1. Si deux triangles ou deux parallélogrammes ont un
angle égal, ou bien deux angles faisant ensemble deux
angles droits, les triangles ou les parallélagrammes se-
ront en raison composée des rapports qu'il y aura entre-
les cotés de ces deux angles.

~

P
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Sapposons que dans les triangles ABC, ADE, on ait
Tangle BAC=DAE: je dis que le triangle ABC sera au
triangle ADE, comme le produit §D X jg esta 1.

Placez les deux trianglesde facon que les angles BAC,
DAE, aient un méme sommet A, et les cétés AB, AD,
en ligne doite; les autres cbtés AC, AE, seront aussi
en ligne droite [1. 7]. Si I'on prend sur BD, prolon-
gée & volonté, DF—=AD, FG=DF, ainsi de suite, on
aura AG maultiple quelconque d’AD. Prenons de méme
AH multiple quelconque de BA, mais & condition que
AH ne soit pas = AG ; menons CI égale et paralléle
4 DA ou a DF, et joignons CH, CG, CF, CD, DI, IF:
les quadrilatéres ACID, CDFI, seront des parallélo-
grammes éganx, parce que chacun d’eux est le double
dutriangle CDI[1. 15. corol. ] : mais on a aussi le paral-
lélogramme ACID double du triangle ACD, et le paral-
Iélogramme CDFI double du triangle CDF [1. 15,
corol. ]; donc triangle ACD=CDF. On trouvera de
méme le triangle CDF =CFG, ainsi de suite; donc la
droite AG et le triangle ACG seront équimultiples de la
droite AD et du triangle ACD. On trouvera de la méme
maniére, que la droite AH et le triangle ACH sont
gquimultiples d’AB et d’ABC : mais AH > AG lorsque
ACH > ACG, et AH < AG lorsque ACH< ACG; donc
le triangle ABC est & ACD, comme la droite AB est &
AD [3.6]. On démontrera d’'une maniére semblable,
que le triangle ACD est 2 ADE, comme la droite AC est

- 2 AE; donc le prodmtA XiE ser.a le. rapport du
triangle ABC au triangle ADE [4. 23],
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Supposez maintenant que les angles BAC, LMN, des
triangles BAC, LMN, fassent ensemble deux angles
droits: prolongez MN du cbté deM en faisant MO=MN,
et tirez OL. Les angles LMN, LMO, pris ensemble, fe-
ront deux angles droits [1. 6. corol.]: mais les angles
BAC, LMN, font aussi deuxangles droits [sup.], d’'out
Y angle LMO=BAC;donc :-——————:li::gll: I.flag = —1%](3—) X IC_;I%I
{dém.]: or, comme I'on a trouvé ACD=CDF, on peut
démontrer de méme le triangle LMO—=LMN, et on a

R . triangle ABC__ AB
aussi MN=MO [const.]v ; donc triangle LMN MN X

AC
™ ,

Soient maintenantles parallélogrammes PQRX, STVZ,
dont les angles PQR, STV, sont égaux, ou égaux a deux
droits. Menant les diagonales PR, SV, on aura
triangle PQR __ PQ x QR
triangle STV ST TV
rallélogrammes PQRX, STVZ, estle double de chacun

. aral. PQRX PQ
des triangles PQR, STV ; donc %ﬁ;l._s_TVZ=S_T X

[dém. ]: mais chacun des pa-

QR .
v [3. 5. corol. et 4. 5].

Corol. Si les cbtés de ces angles sont réciproquement
proportionnels, Cest-a-dire, si un cdté de I'un estd un
cbté de P'autre, comme le second coté de celui-ci estau
second coté de celui-13, les deux triangles et les deux
parallélogrammes seront égaux; et si les triangles ouw
les parallélogrammes sont égaux, les cotés des angles
égaux, ou égaux i deux droits, seront réciproquement.
proportionnels.
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QQ

Car, pmsqne Ty &t le quotient de PQ dwnsé

sil’on suppose PQ:ST::TV:QR, onaura Is’g

Q_QR__ . triangle PQR
STXTV_ 1Al S iangle STV

[=11]; donc triangle PQR=STYV [4.8],

par QR ,
TV
oR’ et parconséquent

_PQ_QR
=sTXTV

Si I'on suppose l¢ triangle PQR =STV, on aura %

TV
X gV_ 1 [4. 5], et par conséquent b'g QR l4- 8]?

donc PQ:ST:: TV:QR.

II. D’un point donné hors d’une droite donnée de
position , mais infinie, baisser une perpendiculaire sar
cette droite.

Soit BC la droite, et A le point donné. Par un point
quelconque B de BC, élevez la perpendiculaire BD. Si
cette droite rencontre le point A, ce sera la perpendi-
culaire demandée ; s'il arrive le contraire, comme on le
suppose ici, joignez AB et faites I'angle BAC‘=_l’éngle
ABD. La droite AC, qui doit rencontrer BC, par exem-
ple en C, sera paralléle & BD [1.8]; donc I'angle ACE
- ==CBD [ 1. g]: mais CBD est un angle droit [coust, ];
donc ACE le sera aussi, et par conséquent la droite AG
doit étre perpendiculaire sur BC.

IIL. Deux triangles, ou deux parallélogrammes quel-
conques, sont en raison composée de celles de leurs bases
et de leurs hauteurs.

Soient AB, CD, les bases des triangles ABE, CDE:
Yun des deux angles ABE, BAE, sera moindre qu'un
angle droit [ 1, 12 ]. Supposons donc que BAE soit up



LIVRE V. 73
angle aigu: du point E menons EG perpendiculaire &
AB, ou au prolongement d’AB; et depuis le point G,
sur le prolongement d’AB, prenons GH=AB, et ti-
tnangle ABE AB /AE (5. 1]=
tr angleAl‘aH aaXaEl>
AB [ 4 67: mais on a aussi . triangle EGH _ GH
AH triangle AEH — AH’
donc triangle ABE — EGH. Menons FI perpendi-
culaire sur CD ou sur son prolongement, et depuis
le point I, sur le prolongement de CD, prenons IL =
CD, et tirons FL; on aura, comme ci-dessus, le
triangle CDF = FIL. Or, les angles EGH et FIL

triangle EGH GH

n triangle FIL =1L X
EG triangle ABE _ GH __EG .

Fy done an;g_lEﬁ)F T X Fr ¢ Mmais GH=AB,
et IL=CD [ const.]; donc égg ég X EI’;(:,
suit que les triangles ABE, CDF, sont en raison com-
posée de celles de leurs bases AB, CD, et de leurs hau-
teurs EG, FI [ const. et 5. déf. 1].

On peut donc eonclure, en raisonnant comme nous
Pavons fait dans la démonstration de la prop. I de ce
livre , que les parallélogrammes sont aussi en raison
composée de leurs bases et de celles de leurs hauteurs.

Corol. 1. Si les bases et les hauteurs sont réciproque-
ment proportionnelles, les triangles et les parallélo-
grammes seront égaux ; et s’ils sont égaux, les bases et
les hautenrs seront réciproquement proportionnelles.

2. 8i les bases sont égales, les triangles et les parallé-
logrammes seront entre eux comme leurs hauteurs ; et si
les hauteurs sont égales, ils seront comme leurs bases.

rons EH : on aura

€étant droits [ const. ], o

d’oun il
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IV. Lorsque deux triangles, ou deux parallélogram-
mes, sont en raison composée des rapports qui existent
entre deux cotés de I'un et deux codtés de I'autre , les
deux angles compris par ces cdtés seront égaux, ou vau-
dront ensemble deux angles droits.

it %—g}:ﬁ—% =%g—x %: je dis que les angles
ABC, DEF, seront égaux, ou feront ensemble deux an-
gles droits; car, supposant ABC, DEF, différents entre
eux, par exemple, I'angle ABC < DEF, on pourra faire
I'angle CBG—=DEF, et BG—=AB. Menant donc CG, AG,
et baissant des points A, G, sur BC, prolongée 4 volonté,
les perpendiculaires AH, GI, on aura AH paralléle
AGI[1.8. corol], et %:%x %[5.;]:
triangle CBG __ AB
triangle DFE  DE
XIS i S 0B

mais on a AB =BG [const.]; donc

on aura triangle ABC = CBG. Prenant donc BC pour
base de ces deux triangles, les perpendiculaires AH, GI,
en seront les hauteurs [ 5. déf. 1], et par conséquent
égales [ 5. 3. corol.] : mais elles sont paralléles [ dém.];
donc AG paralléle A HI [1. 16] ou & BC. Les deunx an-
gles AGB, CBG, feront donc ensemble deux angles
droits [1.9] : mais BG = AB [ const. ] donne I'angle
BAG = AGB [1. 4]; donc BAG + CBG vaudront aussi
deux angles droits. Mais de ce que AG est paralléle
4 BC [ dém.], on déduit I'angle ABC=BAG [ 1.9];
donc ABC + CBG feront aussi deux angles droits; et
puisque I'angle DEF —CBG [const. ], on aura de méme
ABC + DEF égaux i deux droits.




LIVRE V. 75
V. Deux triangles équiangles sont semblables.
Soient dans les triangles ABC et DEF I'angle ABC=

) , . . triangle ABG __
DEF, et I'angle ACB=DFE; on aura tr'angle DEF -
AB __ BC _ triangle ABC __ AC

DE X EF ¢ et triangle DEF  DF X EF 3 d'ob DE X
BC AC>< BC bi & . BC AB
EF —DF X EF’ °0 bien, en ivisant par — EF’ DE —
AC

DE’ ¢ qui donne AB:DE::AC :DF. On trouvera de

méme AC:DF::BC:EF, et BC:EF:: AB:DE.

Corol. De li on conclura facilement que deux trian-
gles équiangles, placés sur des cbtés homologues égaux,
sont équilatéres aussi.

VI. Deux triangles sontsemblables, lorsque leurs cotés
sont proportionnels.

Soit dans les triangles ABC et DEF AB:AC::DE:DF,
et AC:BC::DF:EF. Sil'on fait les angles ACG=DFE,
et CAG=EDF, on aura lestriangles ACG, DEF, équian-
gles [ 1.12], et AG:AC::DE:DF; mais AB:AC::DE:
DF [ sup.]; donc AG:AC:: AB:AC, et par consé-
quent AG = AB [ 3. 3. corol.]. On trouvera de méme
CG =BC; et puisque AG=AB, et AC commun, si
Yangle CAG n’étoit pas = BAC, on n’auroit pas non
plus CG=BC [1. 14]; donc I'angle CAG = BAC : mais
EDF = CAG [ const.]; donc I'angle BAC = EDF. On
trouvera de méme l'angle ACB=DFE, et par consé-
quent I'angle ABC=DEF [ 1. 12]; donc les triangles
ABC, DEF, sont semblables [ 5. déf. 2].

Corol 1. Les triangles équilatéres sont éqmangles

2. Deux triangles sont semblables, lorsqu’ils ont deux
angles égaux chacun 4 chacun.
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VIL Les triangles qui ont un angle égal compris
entre des cotés proportionnels sont semblables.

Soient dans les triangles ABC, DEF, I'angle BAC=
EDF, et les cotés proportionnels AB:AC:: DE:DF. Fai-
sant 'angle CAG = BAC [=EDF], et V’angle ACG =
DFE, on aura AG:AC::DE:DF [ 5. 6. corol. ]:.mais
AB:AC::DE:DF [sup.]; donc AG:AC:: AB:AC, et par
conséquent AG=AB: maisI’angle BAC=CAG [const.],
et le cété AC commun, donnent 'angle ACB=ACG
[1. 3], et on a aussi DFE= ACG [ const.]; donc I'an-
gle ACB=DFE, et par conséquent les triangles ABC,
DEF, sont semblables [ 5. 6. corol. ].

VIIL Si deux triangles ont un angle égal, et siles
cdtés du second angle de I'un sont proportionnels aux
cdtés du second angle de Yautre, je dis que le troi-
siéme angle de I'un des triangles sera égal au troisiéme
angle de I'autre ; ou que, si ces deux angles ne sont pas
égaux, ils feron{ ensemble deux angles droits.

Soit dans les triangles ABC, DEF, I'angle ABC=

DEF, et AB: DE:: AC : DF. On aura tn.angle ABC _
triangle DEF

AB AB__AC

DE EF [5 1]; et pmsque DE — DF [ sup-1; donc

triangle ABC AC
m DF X EF, ; d’otr il suit que les angles

ACB, DFE, sont égaux entre eux, ou égaux i deux
drous [5. 4 ]

IX. Siles cbtés d’un angle rectiligne rencontrent la
circonférence d’un cercle en quatre points, je dis que
les segments de ces cétés, interceptés entre le sommet
de l'angle et les quatre points de la clrconference, se-
ront réciproquement proportionnels.

o
¥
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Soit ABC un angle rectiligne dont les cdtés rencon-
trent la circonférence ACDE aux points A, C, D, E,
Menant les droites AD, CE, on formera les triangles
BAD, BCE, dontI'angle DAE=DCE [ 2. 4. corol.], et
T'angle ABD=CBE, et par conséquent BA:BD::BC:BE
[5.6. corol.].

X. Si I'un des cétés d’un angle rectiligne rencontre la
circonférence d’un cercle en deux points, tandis que
T'autre ne la rencontre qu’en un seul; et si ce second
cdté est moyen proportionnel entre les segments du pre-
mier, interceptés entre la circonférence et le sommet de
I'angle, je dis que le second ebté sera tangent au cercle;
et que s'il est tangent au cercle, il sera moyen propor-
tionnel entre les deux segments du premier.

Soit ADB I'angle dont les cbtés rencontrent la circon-
férence dans les trois points A, B, C, et supposons DA
:DB::DB:DC. Tirant les droites AB, BC, on aura les
denx triangles semblables DAB, DBC [ 5. 7], qui don-
nent I'angle CBD = BAG; donc le cété DB touchera le
cercle en B[2. 6]. Supposons maintenant que BD touche |
le cercle en B; on aura I'angle BAC=CBD [2.6]:
mais I'angle BDC est commun; donc DA:DB::DB:DC
[5. 6. corol. ].

XI. Trouver une quatriéme proportionnelle & trois
droites données.

Soient B, G, A, ces droites. Sur les cbtés d’un angle
quelconque HDE moindre que deux angles droits, on
prendra DE=A , DF =B, et DG==C; menant FG et
ensuite EH paralléle A FG, onaura 'angle DFG=DHE,
et l'angle DGF=DEH [1. 9], et par conséquent DH ;
DE:DF:DG [ 5. 6. corol. ], ¢’est-a-dire, DH:A::B:C.
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XIL. Trouver une moyenne proportionnelle enté¢
deux droites données, et inégales.

Soient A, B, ces deux lignes.

Sur une droite quelconque CD coupez CE=A, et
ED=aB; divisez CD également en F, et du centre F avec
le rayon CF décrivez le cercle CGH; par le point E
menez la corde EG perpendiculaire sur €D : EG sera
moyenne proportionnelle entre A et B.

Prolongez GE jusqu’an point H de la circonférence.
Le diamétre CD coupe GH perpendiculairement en E
[const.]; donc EG=EH [ 2. 2 ]: mais on a CE:EG:
EH:ED [ 5. 9]; donc CE:EG::EG:ED.

XIII. Avec un c6té et I'angle adjacent donnés,
construire un triangle qui soit égal & un polygone pro-
posé. ‘

Soient donnés le polygone DEFGHIL, le cété AB, et
Iangle adjacent BAC. Menant DF et puis EM paralléle 2
DF; prolongeant GF jusqu’au point M de la droite EM,
et tirant DM, on aura les triangles DEF, DFM, ayantla
méme base DF, et étant placés entre les mémes paral-
léles DF, EM; d’ou il est facile de conclure qu’ils doi-
vent avoir des hauteurs égales, et étre par conséquent
égaux [ 5. 2. corol. ]; donc le polygone DEFGHIL pro-
posé sera égal au polygone DMGHIL, qui a un cbté de
moins. On trouvera, de la méme maniére, un autre po-
lygone ayant un cbté de moins, et égal au proposé; et
continuant & opérer de méme , on parviendra & un
triangle DLN égal au polygone DEFGHIL. Sappo-
sons d’abord que I'angle BAC donné différe de chacun
des angles DLN, LDN : faisant I'angle LDO = BAC,
menant NO paralléle & DL, et tirant LO, on aara
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le triangle DLO=DLN = DEFGHIL. Sur AC coupez
AP qui soit A DO comme DL est 4 AB, et tirez BP ; vous
aurez le triangle ABP — DLO = DEFGHIL.

Si quelqu’un des angles DLN, LDN, étoit égal 4 BAC,
la construction du triangle DLO seroit superflue.

XIV. Construire un polygone semblable & un poly-
gone proposé, et qui soit 3 un autre polygone proposé
dans le rapport de deux droites données.

I1 s’agit de construire un polygone semblable: &
ABCDE, et qui soit au polygone F comme la droite G
est a la droite H. Surle coté AB, et avec 'angle ABC,
faites le triangle ABI = ABCDE ; prolongez AB vers L,
et sur le coté BI avec I'angle IBL faites le triangle BIL
=F; trouvez la droite M:BL::G:H, et NO moyenne
proportionnelle entre AB et M. Menez les droites AC,
AD, et construisez le triangle NOP avec I'angle NOP—=
ABC, et I'angle ONP=BAC; I'angle NPO sera=—ACB..
Faites le triangle NPQ avec Yangle NPQ=ACD, et
Pangle PNQ = CAD; vous aurez I'angle OPQ—=BCD,
et 'angle NQP = ADC. Construisez le triangle NQR
avec’angle NQR=ADE, et 'angle QNR=DAE; I’an-
gle PQR sera = CDE, I'angle NRQ= AED, et I'angle
ONR =BAE; donc les polygones NOPQR, ABCDE,
seront équiangles entre eux. Il suit de cette construc-
tion, que le triangle NOP est semblable 4 ABC, le -
triangle NPQ semblable & ACD, et le triangle NQR sem-
blable 3 ADE, et que par conséquent NO:OP::AB:BC:
mais on a aussi OP:PN::BC:AC, et NP:PQ::AC:CD;
donc OP:PQ::BC:CD[3. 10]. On trouvera, de la méme
maniére , PQ:QR :: CD:DE : mais on a aussi QR:RN::
DE:EA ; donc NO:NR::AB:AE [3. 10]. On aura done

/
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NOPQR semblable i ABCDE. Puisque les angles ONP,
triangle NOP _ NP % Yo NO
triangle ABG —AC” 2B

[ 5. 1]: mais les triangles semblables donnent NP:AC:

JAR. triangle NOP NP
NO:AB; donc € triangle ABG_ AC

triangle NP NP NP

de mém iﬁi—l—g—lmQ). AG ACX AC AC’
NOP sera au triangle ABC comme le triangle NPQ esta
ACD. On prouvera de la méme maniére que le triangle
NPQ est aa triangle ACD comme le triangle NQR est4
ADE ; donc le polygone NOPQR est 3 ABCDE comme
triangle NOP
triangle ABG

BAC, sont égaux, on aura

X On trouvera

donc le triangle

letriangle NOPest a ABC[3.5]: maison a

_NP NP _.,
=2ac X ac [dém.], et NP:AC:: NO:AB [dém.];

tnangle NOP- NO _ NO .
m@ 2B X ap» ¢t par conséquen

polygone NOPQR __ NO NO ‘ o
polygone ABCDE — AB X g et puisque 75 =

M  NO
NO X B [4- 23], et M:NO::NO:AB [ const. ], on

M NO_ NO
wra =" X 3§ ; donc NOPQR:ABCDE::M:AB;

polygone ABCD __triangle ABI

= t.
polygone F triangle BIL [ const.]

mais il est

""“3—3‘ [5. 3. corol. ], et par conséquent ABCD:F::AB

:BL; donc NOPQR:F::M:BL [3.10]: maison a
M:BL::G:H [ const. ]; donc NOPQR, semblable &
ABCDE, est & F comme G est 4 H,
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Corol. 1. Les polygones semblables et construits sar
des cbtés homologues sont en raison donblée de ces mé-
mes cotés.

2. Et comme les carrés de ces cdtés seroient aussi des
rectilignes semblables, construits sur des cétés homolo-
gues, et par conséquent en raison doublée de ces cotés,
il s’ensuit que les rectilignes semblables sont entre eux
comme les carrés de leurs cotés homologues.

XYV. Si les cotés d'un triangle rectangle, c’est-d-dire,
d’un triangle qui a un angle droit, sont des cétés ho-
mologues de trois pulygones semblables, je dis que le
polygone construit sur le coté opposé i I'angle droit
sera égal A la somme des deux autres polygones.

Soit ABC un triangle rectangle en A, et supposons
AB, AC, BC, cdtés homologues des polygones sembla-
bles D, E, F. L’angle BAC étant droit, on aura I’angle
ACB < BAC[1. 12]; on pourra donc faire I'angle BAG
== ACB. Les triangles ABG, ABC, ayant I'angle ABG
commun, et Pangle BAG=ACB [const. ], scront sem-
blables [5. 6. corol.], et par conséquent 'angle AGB
sera droit, ainsi que Pangle AGC. Les triangles ABC,

AGC, ayant le méme angle ACG, et l'angle BAC__

triangle ABG
AGC seront aussi semblables ; on aura donc n—hmgle———Aﬁc

AB AB E AB AB
=gc X C[5 14. corol.]: mast X Ee [5. 14.

corol.]; donc E sera & D comme le triangle ABG au trian-
gle ABC. On aura de méme F 4 D comme le triangle
ACGautriangle ABC; donc E+F:D:: ABG +ACG:ABC
[3. 11]: mais ABG+ACG=ABC; donc LE+4+F=D.

.6
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LIVRE VI

DEFINITIONS.

L Use droite est perpendiculaire 4 un plan, lors-
qu’elle le rencontre perpendiculairement & toutes les
droites menées dans le plan, et par le point commun an
plan et i la ligne droite.

IL. Les plans qui ne sauroient se rencontrer, quelque
prolongés qu’on les suppose, s’appellent paralléles.

IIL. Le polyédre est un corps qui n’est terminé que
par des polygones.

IV. Si deux de ces polygones sont semblables et pa-
ralléles, tandis que tous les antres sont des parallélo-
grammes, le polyédre se nomme prisme; les deux po-
lygones semblables en sont les bases, et la perpendicu-
laire tirée de I'une des bases sur V'autre, s’appelle hau-
teur du prisme.

V. Le prisme prend le nom de parallélipipéde , lors-
que les bases sont aussi des parallélogrammes.

VL. On le nomme parallélipipéde rectangle,lorsqu’il
est terminé par des parallélogrammes rectangles. ’

VIL Et cube, lorsque les rectangles sont des carrés.

PROPOSITIONS.

I. Les cdtés d’un angle rectiligne quelconque song
tous deux dans un méme plan.

Car ABC étant un angle rectiligne quelconque, on
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pourra placer i la fois sur le méme plan, le sommet B,
un point quelconque du cdté AB, et un autre de BC, et
par conséquent les droites AB, CB, se trouveront toutes
deux sar le méme plan [ 1. déf. 5].

II. Toute droite qui tombe A angles droits sur le point
d'intersection de deux droites qui s’y croisent, est per-
pendiculaire au plan de ces deux droites.

Soient ABC, ABD, des angles droits: AB sera hors du
plan de CBD; car autrement il y auroit des angles droits
différents entre eux, ce qui estimpossible. Sur CB et BDx
prolongées i volonté, prenez les parties égales BC, BD,
BE, BF; par le point B dans le plan CBD tirez une
droite quelconque GH , et ensuite CD, EF. Ces droites
seront situées dans le méme plan CBD [1. déf. 5], et
rencontreront GH, ou son prolongement dans deux
points G, H. D’un point quelconque A de la droite AB
tirez AC, AD, AE, AF, AG, AH: on aura dans les
triangles BCD, BEF, les cétés BC—=BF, BD=—=BE
[const.] et angle CBD=EBF [r. 7]; donc CD=EF,
et 'angle BCG=BFH [1. 3]. Or, les triangles BCG,
BFH, ont 'angle CBG=FBH, et I'angle BCG=BFH
[dém.]; donc ils sont équiangles[1.12]: mais le coté
BC est égal & son homologue BF [const.]; donc CG=»
FH, et BG=BH [5. 5. corol.]. On a aussi dans les trian-
gles BAC et BAF les cotés BC—=BF [const.], BA com-
mun, et 'angle ABC=ABF [sup. ]; donc AC=AF
[1. 3]. On trouveroit de méme AD=—=AE : mais CD=
EF [dém.] donne I'angle ACG=AFH [5. 6. corol. ],
et on a encore AC—=AF et CG=FH[dém. ]; donc AG
=AH [1. 5] : mais on a aussi BG=BH [dém. ], et BA
commun; donc'angle ABG==ABH [5.6. corol.], d’otril

7~
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s ensuit que ces deux angles sont droits[1. 6. corol.];
donc AB rencoutre perpendiculairement le plan CBD;
car elle y fait des angles droits avec une droite quelcon-
que GBH menée par le point commun B [6. déf. 1].
:Corol, Deux droites, qui ne sont pas en ligne droite,
ne sauroient étre perpendiculaires 4 une troisiéme dans
un plan.
III. Trois droites perpendiculaires 4 une quatriéme
dans un point, sont nécessairement situées dans un plan.
Soient ABC, ABD, ABE, des angles droits: AB doit
dtre hors du plan DBE [6. 2. corol.]. Supposons, s’il est
possible, que BC soit aussi hors de ce plan. Si du centre
B avec un rayon quelconque on décrit un cercle dansle
" plan CBA, la circouférence de ce cercle rencontrera le
plan BDL dans un point quelconque F. Menez BF qui
devra se trouver dans le plan ABFC et dans celui de
BDE [1. déf. 5]. Puisque ABD et ABE sont des an-
gles droits, AB sera perpendiculaire au plan BDE[6. =],
et par couséquent ABF sera un angle droit [6. déf. 1 ];
c’est-a-dire, que AB fera des augles droits dans un
méme plan avec BC [sup.], et avec BF [dém. ]: mais
cela est-impossible, parce que BC et BF ne sont pas en
ligne droite [G. 2. corol.] ; donc BC est dans le plan DBE.
IV. Si une droite est perpendiculaire & un plan, toute
droite parall¢le a celle-ci sera perpendiculaire an méme
plan. 7
Soient B, D, les deux points ou les paralléles AB, CD,
rencontrent un plan quelconque, et supposons AB per-
pendiculaire & ce plan : je dis que CD le sera aussi.
Tirez BD, qui devra se trouver dans ce méme plan, et
menez-y DE perpendiculaire a BD, et égale & BA ; joi«

Sr.,' ’ .IA.—V’ *\
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gnez AD, AE, BE. Puisque AB est perpendiculaire an
plan BDE [sup.], les angles ABD, ABE, seront droits
[6. déf. 1]: mais BDE est droit aussi [const.]; donc
BDE=ABD. Et puisqu’on a le cdté BA=—=DE [const. ]
et BD commun ; donc AD=BE [1.3]. Or, AD=BE,
DE=—AB, et AE commun, donnent I'angle ADE=
ABE [5. 6. corol.], et ona ABE droit [dém.]; donc ADE
sera aussi un angle droit: mais les droites AD, BD,
sont dans le plan des paralléles AB, CD, parce qu’elles
y ont deux points communs [ 1. déf. 5] ; donc la droite
DE étant perpendiculaire & BD et & AD [const. et
dém. ], sera perpendiculaire au plan des paralléles AB,
CD [6. 27, et par conséquent CDE sera un angle droit
[6. déf. 1]: mais AB, CD, sont deux droites paratléles
[sup.], et ABD est un angle droit [dém.]; donc BDC
sera aussi un angle droit [1. 9], et par conséquent CD
sera aussi perpendiculaire sur le plan BDE [6. 2].

V. Les cités d’un angle rectiligne moindre que deux
angles droits ne sauroient étre perpendiculaires & un
méme plan.

Soient B, C, deux points communs a un plan quelcon-
que et aux cdtés AB, AC, de 'angle rectiligne BAC plus
petit que deux droits. La ligne droite qui joindra les
points B, C, doit se trouver dans le méme plan [ 1. déf.
5]. Soit BC cette droite. L’un des angles ABC et ACD
ne sera point droit [ 1. 12]; donc les odtés AB, AC, ne
seront pas tous deux perpéndiculaires au méme plan.

Soient EDF plus petit que deux angles droits, et le
sommet D le seul point oui les cétés ED, DF, rencon-
trent un plan quelconque. Du centre D avec un rayon
quelconque, décrivez un cercle dans le plan de 'angle
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EDF: ce cercle rencontrera le plan en un point G.
Tirez DG; quelqu’un des angles GDE, GDF, ne sera
point droit, et par conséquent les cotés DE, DF, ne
scront pas tous deux perpendiculaires au méme plan.

Corol. Tls ne le seront pas non plus & une méme droite.

VI. Les droites perpendiculaires 3 un méme plan
sont paralléles entre elles.

Soient AB, CD, deux perpendiculaires 4 un méme
plan, et B, D, les points ou elles le rencontrent. Que
I’on répéteici la construction qui a servia la démonstra-
tion de la prop. IV de ce liv. VI, et on trouvera de suite
que ADE est droit: mais les deux angles CDE, BDE,

" sont droits [sup. et const.]; donc BD,AD et CD, sont
dans le méme plan [6. 3]. Or, AB doits’y trouver aussi,
parce que cette droite le rencontre dans deux points
[1. déf.5]; donc AB, BD et CD, seront sur le méme plan:
mais les angles ABD, BDC, sont droits, parce que AB et
CD sont perpendiculaires au plan de BDE [6. déf. 1€t
sup.]; donc AB, CD, sont paralléles entre elles [ 1. 8]

VII D’un point donné conduire une perpendiculaire
sur un plan donné.

Que le point A soit d’abord situé hors de ce plan. Me-
nez-y une droite quelconque BC, et sur cette droite bais
sez du point A la perpendiculaire AC; au point C, et sur
le plan donné, levez CD perpendiculaire 4 BC; la droite
BC sera perpendiculaire au plan ACD. Maintenant si
du point A on conduit AD perpendiculaire sur CD, j¢
dis que AD sera perpendiculaire au plan donné BCD;
car, menant DE paralléle 4 BC, la droite DE sera aussi
perpendiculaire au plan ACD [6. 4], et par conséquent
Vangle EDA sera droit [6. déf. 1]: mais ADC est droit

VAN
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{const.]; done AD est perpendiculaire au plan donné
BCD [6. 2].

La construction précédente seroit superflue, si la
droite AGC tomboit d’abord perpendiculairement sur le
plan donné.

Supposons maintenant que le point F soit situé sur le
plan donné. D’un point quelconque G, pris hors de ce
plan, baissez GH perpendiculaire sur le méme plan.
Si GH. ne passe pas par le point F, menez FI paralléle
4 GH: la droite FI sera la perpendiculaire demandée.

VIII. Deux paralléles & une méme droite sont pa-
ralléles entre elles.

Soient AB et CD paralléles & EF. D'un point quel-
conque F de la droite EF, élevez FG perpendiculaire au
plan ABFE, et FH perpendiculaire au plan EFG : les
angles EFG ,EFH, seront droits [6. déf. 1], et par con«
séquent EF sera perpendiculaire au plan GFH [6.1];
donc AB, CD, seront perpendiculaires an plan GFH
[6. 4], et en conséquence parallé¢les entre elles [6. 6].

Corol. Lorsqu’une droite est située et prolongée a vo-
lonté dans le plan de deux droites paralléles, si elle en
.coupe la premiére, elle coupera aussi la seconde; car
autrement elle seroit paralléle 4 celle-ci [1. déf. 11 ],
et par conséquent paralléle i la premiére [6.8], tout en
la rencontrant [sup.] ; ce qui seroit absurde [1.déf. 11].

IX. Les plans perpendiculaires 4 une méme droite
sont paralléles entre eux.

Soient A, B, les deux points out la droite AB ren-
contre perpendiculairement deux plans quelconques: je
dis que ces deux plans sont paralléles ; car autrement .
ils pourront se rencontrer, par exemple en C: om
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pourra donc joindre AC dans I'un, et BC dans autre
plan [1. déf. 5], et par conséquent les angles ABC et
BAC d’un méme triangle ABC seront droits [6. déf. 1]:
mais cela est impossible [1.12]; donc les deux plans
ne sauroient se rencontrer, et par consequent sont pa-
ralléles.

X. Si deux plans sont paralléles, la méme droite
qui est perpendiculaire 4 I'un sera perpendlcnlalre a
Tautre.

- Que la droite AB rencontre perpendiculairement en
B un plan quelconque, et en A un second plan paral-
l¢le au premier: je dis que la droite AB rencontrera

. perpendiculairement aussi le. second plan; car, sans
cela, on pourra mener sur celui-ci une droite AC qui
fasse avec AB l'angle CAB plus petit qu'un angle droit
[6. déf. 1]. Cela posé, du centre B avec un rayon quel-
conque décrivez un cercle dans le plan de BAC, dont
la circonférence rencontrera, par exemple en D, le pre-
mier plan. Si l'on tire BD, I'angle ABD sera droit
[ sup. et 6. déf. 1 ]: mais BAC est aigu; donc les deux
droites AG, BD, pourront se rencontrer, par exemple
en C, et par conséquent les deux plans s’y rencontre-
ront aussi [1. déf. 5]: mais cela est impossible , puis-
qu’ils sont paralléles entre eux par supposition [6. déf.
2]; donc AB est perpendiculaire & I'un et & 'autre plan.

Corol. 1. Si deux droites sont paralléles , toute
droite perpendnculaxre a T'une sera perpendlculalre a
I'autre.

2. Les deux cdtés d'un angle plus petit que deux droits
ne sauroient étre perpendiculaires & deux plans paral-
1¢les entre eux.
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3. Ilsnele seront pas non plas i deux droites paralléles.

XI. Les angles qui ont les cotés paralléles, et ou-
vertare placée dans le méme sens, sont égaux et situés
dans le méme plan, ou dans des plans paralléles
entre eux. ’

Soient AB paralléle 4 CD, et AE paralléle 3 CF. On
prendra AB—=CD et AE—=CF, mais & condition que
les trois points E, B, D, ne soient pas en ligne droite,
lorsque les deux angles seront dans le méme plan; on
tirera BE, DF, AC, BD, FE. Puisque AB et CD, AE
et CF, sont égales et paralléles [ const. et sup.], on aura
BD et AC, AC et EF, égales et paralléles [1. 16]; done
BD et EF seront égales et paralleles [6. 7], et par con-
séquent BE—=DF [1.16]; donc I'angle BAE=DCF
(5. 6. corol. ]. _

Soient les deux angles HGM, LIN, placés dans diffé-
rents plans, et supposons le coté GH parallélea IL, et
GM paralléle & IN. Si I'on méne GO perpendiculaire
au plan LIN en O, et OP paralléle 4 IL, la droite OP
sera paralléle & GH [6. 8] : mais I'angle GOP est droit,
parce que GO est perpendiculaire au plan ol se trouve
située la droite OP; donc OGH sera aussi un angle
droit {1.9J. On prouvera de méme que I'angle OGM
est droit; donc GO sera aussi perpendiculaire au plan
HGM[6. 2], et par conséquent les plans HGM et LIN .
seront paralléles entre eux [6. g].

Corol. Deux triangles sont semblables, lorsqu’ils ont
les trois cotés paralléles chacun a chacun; ou aussi,
lorsque deux cétés de 'un sont paralléles et proportion-
nels & deux cotés de I'autre, pourva que leurs ouver-
tures soient placées dans le méme sens.

/
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XII. Deux droites paralléles interceptées entre des
plans paralléles sont égales.

Soient AB, CD, deux droites parall¢les interceptées
entre deux plans paralléles qu’elles rencontrent aux
points A, C, et aux points B, D. Menez AC dans l'un,
et BD dans I'autre plan [ 1. déf. 5]. Les denx droites
AC, DB, seront dans un méme plan, c’est-a-dire, dans
le plan des paralléles AB, CD [1. déf. 5]: mais elles
ne sauroient se rencontrer [6. déf. 2]; donc AC, BD,
sont paralléles [ 1. déf. 5], et par conséquent égales,
parce que ABCD est un parallélogramme [ 1. 15].

XIIL. Tant de droites qu’on voudra, rencontrées par
des plans paralléles, sont coupées proportionnellement.

Supposons que trois plans parall¢les rencontrent deux
droites AB, CD, aux points A, E,B,C,F, D: celui
du milieu coupera dans quelque point G la droite BC,
qui joindra les points B, C. Tirons CA, EG; ces deux
droites seront dans le plan ABC: mais 4 quelque dis-
tance qu’on les prolonge, elles ne sauroient se rencon-
trer comme sitaées dans des plans paralléles ; donc CA
et EG étant paralléles [1. déf. 19], on aura l'angle
BAC=BEG, et I'angle BCA=BGE [1. g]; donc AB:
BE::BC:BG [5. 6.corol.], et par conséquent AE:BE::
CG:BG [3. 4]. On trouvera de méme DF:CF::BG:CG,
et CF:DF::CG:BG; donc AE:BE::CF:DF.

XIV. Compléter un prisme sur une base donnée, et
avec un cdté donné.

Soit ABCDEF labase, et AG le cété. Parles sommets
B, C, D, E, F, menez BH, CI, DL, EM, FN, égales
et paralléles 3 AG, et joignez GH, HI, IL, LM, MN,
NG. Les figures ABHG, BCIH, CDLI, DEML, EFNY,
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FAGN, étant des parallélogrammes [ 1. 16 ], il reste
a démontrer que le polygone GHIMN est semblable
et paralléle & ABCDEF [ 6. déf. 4]. Tirez AC, AD,
AE, GI, GL, GM. Les droites AG, CI, étant égales et
paralléles [ const. ], GI et AC seront aussi égales et pa-
rall¢les [ 1.16] : mais GH est paralltle 2 AB [dém. ];
donc les plans HGI et ABCDEF sont paralléles [6. 11].
On démontrera de méme que le plan IGL est paralléle
au méme plan ABCDEF ; donc la droite qui du point G
tombe perpendiculairement sur ABCDEF, sera perpen-
diculaire aux plans HGI et IGL [6. 10 ], et aux droites
GH, GI, GL [6.déf. 1]; donc toutes ces droites sont
dans un méme plan [6. 3]. On démontrera de méme
que GM est sur le plan HGL, et GN sur le plan HGM;
donc GHILMN est un polygone paralléle 4 ABCDEF
[6.10]. De ce que GH est paralléle 3 AB, et HI paral-
léle & BC [dém.], il s’ensuit que I'angle GHI sera=
ABC [6. 11]. On démontrera de méme que les angles
ILM=CDE, HIL=BCD, LMN — DEF, MNG—EFA,
NGH—FAB: mais on a GH=—AB, et HI—BC [dém.];
donc GH :AB:: HI: BC, et pareillement HI:BC::IL:CD;
IL:CD::LM:DE; LM:DE::MN:EF; MN:EF::NG:FA,
et NG:FA::GH:AB; donc les polygones GHILMN et
ABCDEF sont semblables [ 5. déf. 3].

XYV. Les deux bases d'un prisme quelconque sont
égales entre elles.

Cette proposition est facile 4 démontrer.

XVI. Les prismes sont en raison composée des rap-
ports de leurs bases et de ceux de leurs hauteurs.

Soient ABCD et EFGHIL deux prismes triangulaires.
Achevez les parallélogrammes FM et LN, et tirez la

-
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droite MN. On démoatrera sans peine que EFGMNHL
est un parallélipipéde. Sar la droite HE prolongée & vo-
lonté prenez OP — LH ; et prolongeant de méme LF,
IG, NM, menez OQ, PR ; perpendiculaires sar LR;
QS, RT, perpendiculaires sur IT; SV, TX, perpendi-
culaires sur NX, et joignez OS, OV, PT, PX. Le corps
OQSVXPRT sera un parallélipipcde, dont les cotés
OP, QR, ST, VX, rencontrent perpendiculairement les
bases QV, RX ; ce qui est facile 3 démontrer. Cela posé,
transportez le corps HILOQS dans le lieu que EFGRPT
occupe, mais de telle maniére que les points 0, Q, S,
tombent sur les points P, R, T [ce qui est permis, QX
étaut un parallélipipéde, et par conséquent OQ—PR,
QS =RT, et I'angle OQS=PRT]. On doit donc con-
clure que la droite HO perpendiculaire au plan OQS,
[dém. ], et EP perpendiculaire au plan PRT [ dém.],
ne font qu'une seule et méme droite [6. 5]: mais on 2
HE=O0P, et par conséquent HO = EP; donc le point
H tombera sur le point E. On démontrera de méme que
I tombe sur G, et L sur F. Or, en raisonnant comme
dans la démonstration de la prop. III du liv. I, on voit
que les faces du corps HILOQS doivent coincider avec
celles da lieu occupé par EFGRPT; donc HILOQS =
EFGRPT. On démontrera de méme, en ajustant le
triangle PRT sur le triangle PXT, que le prisme OSR
=O0SX. Et puisque HILOQS est—=EFGRPT, si l'gn
en retranche la partie commune OSF, on aura le prisme
EGL=OSR; et, en raisonnant de méme, le prisme
EGN=0SX: mais le prisme OSR est—0SX [dém.};
donc le prisme EGL =EGN, et par conséquent le pa-
.rallélipipéde LM sera le double du prisme EGL: on aura
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aussi la base FM du parallelipipéde , double de la hase
EFG du prisme; et le parallélipipéde LM = QX. Pro-
longeant les droites GF, IL, NI, ME, et construisant
de méme le parall¢lipipede ZY = LM, de sortg que les
faces Za , GY, soicnt perpendiculaires aux prolongements
de ces droites,, on démontrera facilement que les bases
FM, Gy, sont égales. Prolongeant les cdtés Zy, €3, Y,
ta, et construisant de méme le parallélipipéde 76 =2Y,
dont les faces 1t , 6x , soient perpendiculaires aux prolon-
gements de ces cdtés, on aura ZY double du prisme EGL,
et la base nA =Gy, et par conséquent ni double de la
base EFG du prisme EGL. On démontrera avec la méme
facilité, que le parallélipipéde 49 est rectangle. La hau-
teur du parallélipipéde 76, et celle du prisme EGL, sont
perpendiculaires au plan EGA, et par conséquent paral-
leles [6. 6] : mais elles se trouvent interceptdes entre des
plans paralléles EG), Ned ; doncelles sont égales. Cons-
truisez de méme le parallélipipéde rectangle xp double
du prisme BCD, ayant 1a méme hauteur, et une base v&
double de la base ABG, et placez-le de maniére que les
bases 7., v&, soient dans un méme plan ; que les som-
mets des angles nxA, vx%, tombent sur le méme point x,
et que les cotés 7%, xv, soient en ligne droite : les cotés
x}, xE, seront aussi en ligne droite [1.77], aussi bien
que les cdtés ox, x= [6. 5], par cela méme qu’ils tom-
bent perpendiculairement sur.le plan E€) [6. 2 ]. Pro-
longeant les droites Zv, %=, €0, 61, coupez un nombre °
quelconque de parties vi, (s, égales & xv; prenez xt
multiple quelconque de 7x plus grand ou plus petit que
x5, et achevez les parallélipipédes 6, v, v, vo, x¢.
On démontrera facilement que les parallélipipédes 6v,
W, ve,sont égaux, et que par conséquent le paralléli-
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pidé 66 est aussi multiple de 6v, que la droite xs I'est
de xv; et que le parallélipipéde 6 est aussi multiple de
78, que la droite tx1’est de %« : mais le parallélipiptde
10 ne sauroit étre plus grand ni plus petit que le paral-
l¢lipipede 05, que lorsque la droite tx sera plus grande
ou plus petite que la droite xs ; donc le parallélipipéde
70 est au parallélipipéde 6v , comme la droite nx est d 12
droite xv. On démontrera de méme que le parallélipi-
pide xp est 2 xp comme la droite x= est & xo : mais les
bases n, Av, sont entre elles comme les droites 7%, xv
[ 5. 2. corol. ]; donc les parallélipipédes 79, 8v, seront
entre eux comme leurs bases 12, vA. On démontrera de
méme que les parallélipipédes 0v, xp, sont entre eux
comme les bases Av, vE, et par conséquent que les pa-
rallélipipédes %0, xp, sontaussi entre eux comme les bases
2%, vE[3. 10] : mais les parallélipipédes x¢ , %1, sont entre
eux comme x~ et xo [dém. ]; donc le rapport du paral-
lélipipéde 70 & xp sera composé du rapport de 7} 4 vE,
et de celui de x= a xo [4. 23]. Or , le parallélipipéde 8
estle double du prisme EGL [ dém. ]; le parallélipipéde
xp., double du prisme BCD [ const. ]; la base 2, double
de la base EGF [dém.]; labase v&, double de la base ABG
* [const.]; et la droite xw, hauteur du parallélipipéde 2
[const. et 6. déf. 3], est égale & la hauteur du prisme
EGL [dém.]; et on a de méme xo égale a la hauteur
da prisme BCD; donc le prisme EGL est an prisme
BCD en raison composée des rapports de leurs bases
EGF, ABF, et de leurs hauteurs xx, xo [3. 5. corol. ]
Soient les prismes ABCDEFGHIL et MNOPQRSTV
XZY. Joignez AC, AD, FH, FI, MO, VZ: on démon-
trera que ABCFGH , ACDFHI, ADEFIL et MNOVXZ,
sont des prismes triangulaires. Désignant par ¢ la per-
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pendiculaire baissée da point A sur le plan de la base
FGHIL, et par G, la perpendiculaire baissée du point
M sur lepla prisme BCF

sur leplan de labase STVXZY, on aura prisme MNZ
__base FGH prisme CDF
base VXZ Xz [ dém. et 4. déf. 7 ]’ prisme MNZ ™~
base FIH xZ a pnsme DEF __ base FIL
base VXZ " §° prisme MNZ ~Dase VXZ
prisme BCF +pnsme CDF 4 prisme DEF
pnsme MNZ
base FGH base FIH base FIL  «a
hise VXZ X € T hase VXZ X €+ Base VXZ X € =
(base FGH +base FHI _ base FIL )
base VXZ | base VXZ ' base VXZ) 6
base FGH + base FHI + base FIL

X—g—; donc

X % , C'est-i-dire,

base VXZ
prisme ABCDEFGHIL base FGHIL x4
prisme MNZ  base VXZ g dome
. base FGHIL .
prisme ABCDEFGHIL — m X —6—' X prisme

MNZ. On trouvera de méme le prisme MNOPQRSTV
base STVXZY 6 .
XZY = —m—e—.v-x—z—' X —é- X prisme MNZ.: donc
base FGHIL a
prisme ABCDEFGHIL “base VXZ
prisme MNOPQRSTYXZY base STVXZY x8

xPnsme MNZ

W 3 xPnsme MNZ
base FGHIL _ a
_ Tase VXZ <G _ base FGHIL, , _base VXZ
=e STVXZY — — base VXZ *base STVXZY
“base VXZ

X e __ base FGHIL X
¢~ base bTVXZY _f
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Corol. 1. Les prismes qui ont des bases égales sont
entre eux comme leurs hauteurs; et ceux qui ont des

hautears égales sont entre eux comme lears bases.

2. Les prismes qui ont des bases et des hauteurs réci-
Proquement proportionnelles sont égaux; et s’ils sont
égaux, ils auront des bases et des hauteurs réciproque-
ment proportionnelles.
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LIVRE VIL

DEFINITIONS.

I Lonsq U E tous les angles d’un polygone ont leurs
sommets & la circonférence d’un cercle, on dit que le po-
lygone est inscrit au cercle, et quele cercle est circons-
crit au polygone. .

II. Le polygone est circonscrit aun cercle, et le cercle
inscrit au polygone, lorsque tous les cotés de I'un tou-
chent la circonférence de I'autre.

PROPOSITIONS.

- I. Partager un arc donné en deux parties égales.

- Soit ABC I'arc donné.

- Investigation. Désignant par B le milieu de I'are
ABC, et par D celui de la corde AC, si I’on tire les
cordes AB, BC, et la droite BD, on aura AB=BC
[2. 8. corol.], I'angle BAC=BCA [1. 4], Vangle-
ADB=BDC [1. 3], et BD perpendiculaire & AC [1.
6. corol. ].

Composition. Tirez la corde AC, et par le milien
d’AC menez la perpendiculaire BD. L’arc AEB sera=—
CFB; car, tirant les cordes AB, BC, on aura dans les
triangles. ABD, BCD, le coté AD=DC [const.], BD

7 %

~

. N
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‘commun, et I'angle ADB=BDC [const. ], et par cot~
'séquent le c6té AB=BC [ 1. 5]; donc I'arc AEB=BFC
{ 2. 8. corol. ].

Corol. 11 sera donc facile de partager un angledonné
en deux parties égales.

IL. Sur une corde donnée tracer un arc capable d'un
angle donné, c’est-a-dire, un arc ou1 I'on puisse inscrire
un arc donné.

Soient AB la corde, et G I'angle donné

Investigation. Si I'angle C valoit deux droits, le pro-
bléme seroit insoluble ; s’il ne valoit qu'un droit, l'arc
demandé seroit un demi-cercle [ 2. 4. corol.].

Supposons C plus grand ou plus petit qu'un angle
droit, et désiggons par ABD I'arc demandé. Si l'on fait
I'angle BAE=C, le cété AE touchcra en A I'arc ADB
[2. 6]. Soit AF perpend:culalre 4 AE. Le centre du
cercle respectif ne peut dtre situé que sur la droite AF;
et si Pon divise AB également en G par la perpendicu-
laire GF, il devra se trouver aussi sur la droite GF.

Composition. Si Tangle C est droit, divisez AB éga-
lement en H; et du centre H avec le rayon HA, déeri-
vez le demi-cercle ADB. L’angle inscrit & cet arc sera
droit [ 2. 4. corol. ], et par conséquent—=C.

Si C n’est pas un angle droit, faites BAE=C, et élevez
AF perpendiculaire & AE: I'angle BAF sera aigu. Eleves
encore GF perpendiculaire sur le milicu d’AB: les
droites AF, GF, pourront se rencontrer en F [ 1. ax.]-
Joignez BF. Dans les triangles AFG, BFG, on aur
AG==BG [cons.], GF commun, et l’ang]e AGF'—BGF
[const.]; done AF=BF [1. 3]. Soit DI un cercle décrit

_du centre F' avec le rayon AF. Ce cercle devra passer
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par le point B, et toucher en A la droite AE [ 2. 6.
corol. ]; donc tout angle inscrit dans I'arc ADB sera
=BAE [ 2. 6], et par conséquent= C [const.].

III. D’on point donné mener une tangente & un
cercle donné.

Soient BC le cercle, et A le point donné.

Investigation. Si le point donné est dans I'intérieur
du cerele, la question est impossible; s'il est & la cir-
conférence, la tangente et le rayon y feront un angle
droit. ‘

Sapposons A hors du cercle, et désignons par AB la
tangente demandée. Tirant le rayon BF, on aura ABF
un angle droit [ 2. 6. corol. ].

Composition. Si le point A est i la circonférence, on
tirera le rayon AE; et menant AD perpendiculaire &
AE, la droite AD sera la tangente requise [ 2. 6. corol. ].

Si le point A est hors du cercle BC, trouvez-en le
centre F. Joignez AF; et prenant AF pour diamétre,
décrivez le demi-cercle ABF, qui coupera la circonfé-
rence BC dans un point B. La droite AB sera la tan-
gente demandée; car tirant BF, I'angle ABF sera droit
[const. et 2. 4. corol. ], et par conséquent AB touchera
Ie cercle [a. 6. corol.].

Corol. 1. D’un point donné hors d’un cercle quelcon-
que, on peut mener deux tangentes a la cnrconférence
de ce cercle.

2. Et ces tangentes seront égales; car, menant les
tangentes GH , GI , aux points H, I, du cercle HI, et
tirant les rayons IL, LH, on aura les angles droits
GHL, GIL [a. 6. corol. ], et les angles aigus HGL,
LGI [1. 13]; donc l'angle GHL=GIL, LH==LI,

p.d

M.s..u\‘
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GL:LH::GL:LI, et par conséquent GH:GL::GI:GL
[5. 81; d’otr V'on tire GH=GI (3. 3. corol. ].

IV. Sur une circonférence proposée couper un are
susceptible d’un angle donné.

Soit A T'angle, et BCD le cercle.

Composition. Par un poiut quelconque B de la circon-
férence donnée, menez la tangente BE [ 7. 3], et faites
Tangle EBC=A. Tout angle inscrit & P'arc BDC sera
=EBC [2.6], et par conséquent=A [ const. ]; done
BDC est 'arc demandé. .

V. Dauns un cercle donné inscrire un triangle sem-
blable & un triangle donné.

Soient ABC le cercle, et DEF le triangle.

Composition. Coupez les arcs ABC et ACB, ou Y'on
puisse inscrire 'angle ABC—=DEF, et I'angle BCA=
DFE; tirez les droites AB, BC, CA : le triangle ABC
sera semblable au triangle DEF [5.5].

VI. Circonscrire a un cercle donné un triangle sem-
blable A un triangle donné.

Soient ABC le cercle, et DEF le triangle.

Investigation. Supposons que les cotés GH, HI, IG,
du triangle GHI, touchent la circonférence ABC aux
points A, B, C, et que I'angle GHI soit=DEF, et GIH
- ==DFE. Trouvez le centre L du cercle ABC, et tirez les
rayons AL, BL; les angles HAL, HBL, seront droits
[2. 6. corol.]: mais les angles du quadrilatére AHBL
valent ensemble quatre angles droits, comme il est fa-
cile de s’en convaincre en partageant le quadrilatére
en deux triangles [ 1. 12 ]; donc les deux angles AHB,
ALB, font ensemble deux angles droits. Prolongez EF
vers M. Les angles DEF, DEM,, valent deux droits, €t -
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par conséquent ils seront égaux aux angles AHB, ALB,
pris ensemble: mais AHB=DEF [ sup.]; donc I'angle
ALB—DEM.

Composition. Prolongeant EF des deux cétés, et
ayant trouvé le centre L du cercle donné ABC, tirez un
rayon quelconque LA, et faitesles angles ALB—=DEM,
et BLC=DFWN. Par les points A, B, C, menez les tan-
gentes GH, HI, IG, [7.3], qui se rencontreront en
H, G, I [6. 10. corol.], parce qu’étant perpendicu-
Jaires 4 LA, LB et LC [ 2. 6. corol. }, chacun des an-
gles ALB, BLC, doit étre plus petit que deux angles
droits : cela pos€, je dis que GHI sera le triangle de-
mandé. . '

Car les angles de tout quadrilatére font ensemble
quatre droits [ dém. ]: mais HAL, HBL, n’en valent
que deux [ const. ]; donc AHB, ALB, feront deux
angles droits: et puisque DEF , DEM, font la méme
somme; donc les angles AHB4+ALB=—DEF +4-DEM:
or ALB=DEM f{ const. ]; donc I'angle AHB=DEF.
On trouvera de méme I'angle BIC=DFE ; donc le trian-
gle GHI sera semblable au triangle DEF.

“Corol. De la méme maniére qu’on a trouvé dans I'in-
vestigation précédente, la somme des angles d’un qua-
drilatére égale & quatre droits, on démontrera aussi
que la somme de tous les angles d’un polygone quel-
conque vaut autant de fois deux droits qu'il a de cdtés
moins deux.

VIIL. Inscrire un cercle & un triangle donné.

Soit ABC le triangle.

Investigation. Supposons que le cercle DEF touche
an D, E, F, les ebtés AB, BC, CA, du triangle donné;

-~
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et aprés avoir trouvé le centre G, tirons BG et les rayons
DG, EG. Les angles BDG, BEG, seront droits [2. 6.
corol. ], et par conséquent égaux : mais DG est—=EG,
et DB=BE [1. 3. corol. ]; donc I'angle DBG —=EBG
[1+.3}F

Composition. On partagera chacun des angles ABC,
BCA, en parties égales, par les droites BG, CG [7. 1.
corol. ]; du point G, ol1 elles doivent se rencontrer [ 1.
ax. ], on menera sur AB la perpendiculaire GD. Le cer-
cle DEF, décrit du centre G avec le rayon GD , satis-
fera i la question.

Car menant GE, GF, perpendiculaires & BC et &
AC, on aura les triangles semblables BDG, BEG [ 5.5,
corol. ], et par conséquent DG :BG:: EG:BG; d'oi DG
=EG. On trouvera de m¢me FG=EG ; donc lecercle
décrit du centre G avec le rayon GD, doit passer par
les pointsE, F: mais les angles ADG, BEG, CFG, sont
droits [ const.]; donc le cercle DEF sera tangent aux
points D, E, F, des cités AB, BC, CA, du triangle
proposé. '

VIIL Circonscrire un cercle 4 un triangle donné.

Soit ABC le triangle.

Inyestigation. Le centre du cercle demandé doit étre
un point commun aux trois perpendiculaires qui parta-
geront en parties égales tous les cotés du triangle ABC.

Composition. Par le miliea d’AB et d’AC menes
les perpendiculaires DF, EF, qui devront se rencon-
trer, par exemple en F [6. 10. corol.]; tirez FA. Le
point F sera le centre, et FA le rayon du cercle de-
mandé.

Car menant BF, CF, on aura dans les triangles
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ADF, BDF, AD=BD [ const. ], DF commun, et
FYangle ADF—=BDF [const. ]; donc AF=BF. On.
trouvera de méme AF—=CF ; donc le cercle ABC, dé-
crit du centre F avec le rayon AF, doit passer par les.
sommets B, €.

Corol. 1. I1sera donc facile de faire passer la circon-.
férence d’un cercle par trois points donnés, pourva:
gu’ils ne soient pas en ligne droite.

2. Et achever un cercle, lorsqu’une partie en sera
donnée. ,

IX. Inscrire un triangle équilatéral & un cercle
donné.

Soit ABC le cercle.

Inyestigation. Supposons ABC un triangle équilaté-
ral, D le centre du cercle, F le milieu de AB, et DE
un rayon. Tirant DB, AD, AE, on démontrera aisé-
ment que I'angle ADE est la moitié d’ADB: mais ACB.
est la moitié d’ADB [ 2. 4 ]; donc ADE—=ACB: et
puisque DE:DA::CB:CA, on aura 'angle AED=—=ABC
[5. 5 1. Or, I'angle ABC = ACB, parce que AB=AC
[sup.], et par conséquent I'angle AED—ADE; on
aura donc dans les triangles ADF , AEF, I'angle AEF
=— ADF, et l'angle AFE — AFD [const.], ce qui
donne EF : FA :: DF :FA [ 5. 5. corol. ]; donc EF
=DF.

Composition. Ayant trouvé le centre D du cercle
donné, et le milien F d’un rayon quelconque DE, on
menera par le point F la corde BA perpendiculaire
a DE. La corde BA sera le cbté du triangle en question.

Du centre A avec le rayon AB décrivez un cercle
qui coupera la circonférence donnée, par exemple enC..
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Menez BC, BD, DA ; AE. Les angles AEF, ADF , étant
égaux, comme il est facile de s’en convaincre, on aura
AE—=AD [ 1. 13. corol. ]=DE, et par conséquent ADE
sera un triangle équilatéral et équiangle [ 1. 4] ; d’ouil
suit que ADF vaut le tiers de deux angles droits [1. 12].
Dans les triangles ADF, FDB, on a AF—=FB [2.2],
DF commun, et I'angle DFA=DFB [const.]; donc
Tangle ADF=BDF [ 1. 5], et par conséquent I'angle
ACB=ADF [2. 4]. Ainsi, puisque ADF est le tiers
de deux droits [dém. ], I'angle ACB le sera aussi : mais
le coté AC étant—=AB [ const. ], on a I'angle ABC=
ACB [1. 4]; donc ABC vaut le tiers de deux droits, et
par conséquent I'angle BAC en vaudra autant; d’oi1 on
doit conclure que le triangle ABC est équiangle et équi-
latéral [ 1. 13, corol. ]. )

Corol. 1. Toute corde de cercle qui, en rencontrant
yerpendiculairement un rayon, le partage en deux par-
ties égales, est égale au coté du triangle équilatéral
inscrit & ce cercle.

a2, Lerayon d’un cercle est:donc égal au c6té de I'hexa-
gone équilatéral, que I'on peut inscrire & ce cercle.

X. Construire sur une droite donnée un pentagone
équiangle et équilatéral.

Soit AB la droite donnée.

Investigation. Désignant par ABCDE le pentagone
demandé, et menant AC, BE, on formera les triangles
ABE, BCA, dont les cotés AE=BC [sup.], AB com-
mun, et les angles BAE—=ABC [sup. ]; donc I'angle
AEB=BCA, et ABF=FAB [1.3]: mais AB=BGC
{sup.]; donc BCA—=FAB [1.4], et par conséquent
BCA=ABF. Ainsi les triangles ABC, ABF, seront sem-
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blables [ 5. 5. corol. ], et 'angle AFB—= ABC : or CDE
=ABC [sup.]; donc AFB==CDE: mais CFE=AI'B
{1.7]; douc CDE=CFE: et commme AED=BCD
[sup. ], et AEB=BCA [dem.], DEF scia=DCF.
. Dot il suit que les angles CDE, DCF, pris ensemble,
valent la moitié de tous les angles du quadrilatére
CDEF, c’est-a-dire , deux droits [ 7.6. corol.]; douc CD
est paralléle a EF [ 1. 8. corol. ). On wrouvera de méme
DE paralléle a CF, et par conséquent CF=Di: [1. 15]:
mais AB=DE [sup.]; donc CF=AB. Les triangles
ABC, ABF, étant semblables [ dém. ], donnent AC:
BA::BA:AF; mais AB=CF [dém.]; donc AC>AB,
et par conséquent AB>AF [5. 2]. Prolongeant AB et
prenant AG=AC, on aura BG=AF. Prenez GH=AB,
etdivisez AB en decux parties égales en I'; du centre I
avec le rayon IB décrivez le cercle BL ; du centre G
avec le rayon GH décrivez un cercle qni coupe en Lle
cercle BL; tirez GL [=GH=AB]; donc GL sera
moyenne proportionnelle entre AG et BG, et par con-
séquent tangente en L [5. 8]. Tirez le rayén IL; I'an-
gle GLI sera droit [ 2. 6. corol. ].

Composition. On menera par le/point Bla droite BM
égale et perpendiculaire 2 AB; et du point I, milien
d’AB, on tirera IM. L’angle IBM étant droit, IB sera <
IM. Soit prolongée IB jusqu’a ce que IG=1IM. La droite
AB sera >BG. Pour le démontrer, on décrira du cen-
tre I avec le rayon IB le cercle BLA, qui rencontrera
IM dans quelque point L ; IL sera =IB. Menant donc
GL, on aura dans les triangles GIL, BIM, le coté IG
=IM, et IL=1IB [ const. ], et 'angle GIL commun;
donc GL=BM, et I'angle GLI—=IBM: mais IBM est
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droit [const.]; donc GLI le sera aussi, et par consé~
quent GL touche le cercle an point L [ 2. 6. corol.];
donc AG:GL:: GL:BG [ 5.8]: mais GL—=BM [dém.],.
et AB=BM [const.]; donc AB=GL, et AG:AB::AB:
BG : et puisque AG>AB, on aura aussi AB>BG [3. 2].
Du centre A avec le rayon AG, et du centre B avec le
rayon AB, décrivez deux cercles, qui se croiseront, par
exemple en C. Tirez BC, AC; prenez CF=AB, et pro-
longezBF jusqu’a ce que EF —=FC; tirez AE, etacheves
le parallélogramme CDEF': je dis que ABCDE sera le
peutagone demandé.

Car AC étant=AG, et CF=AB [const.], on aura
AF=BG: mais AG:AB::AB:BG [dém.]; donc AC:
AB::AB:AF; d'ou il s’ensuit que les triangles ABC,
BAF, ayant I'angle FAB commun, compris entre les
cbtés proportionnels AC, AB et AB, AF, seront sem-
blables [5. 5]; donc AFB=—ABC, et ABF=ACB [5. 5]:
mais AB=BC [ const.], et l’angleACB=BAF [1. 4];
donc I'angle ABF=BAF, et par conséquent BF—=AF
[ 1. 13. corol.]: mais FE=FC [const.]; donc BE=
AC. Ainsi les triangles ABE, ABC, ont le cété BE=
AC, AB commun, et I'angle ABE=BAC [ dém.]:
donc AE=BC, et 'angle BAE—=ABC [ 1. 3]. Dansle
parallélogramme DCFE, on a EF=FC [const.], et
CD=DE [ 1. 16]; et puisque CF=AB [ const. ], cha-
cun des cbtés CD, DE, doit étreégal & AB: mais BC=
AB [dém.]; donc ABCDE est un pentagone équilatéral.
On va voir maintenant qu’il est équiangle; car BE étant
paralléle & CD [ const.], on aura 'angle DCF=CFB
[1.91: mais CF=CB [const. ], et 'angle CBF=CFB'
{1.4]; donc l'angle DCF = CBF : mais BCF = ABF
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{dém.]; donc BCD=ABC. On trouvera de méme AED—
BAE: mais I'angle BAE==ABC [dém.]; donc les angles
ABC, BCD, BAE, AED, seront égaunx: et puisque dans
le parallélogramme CDEF [const.], angle CDE=
CFE [dém.]=AFB [ 1. 7]=ABC [dém.]=BCD=
BAE=AED=CDE [dém.]; donc le pentagone est
équiangle.

Corol. 1. L’angle ABC vaut la cinqui¢me partie de
six angles droits [7. 6. corol.], c’est-a-dire, trois cin-
qui¢mes de deux droits; donc les deux angles BAC,
BCA, feront ensemble deux cinquiémes de deux droits
[ 1. 12]: mais ils sont égaux [ dém.] ; donc chacun d’eux -
vaudra le cinqui¢me de deux droits, et par conséquent
Pangle CBF sera les deux cinquiémes de deux droits,
c'est-a-dire, le cinquiéine de quatre droits. On saura
donc construire deux angles dont l'un soit égal a la
dixiéme, et l'autre & la cinqui¢me partie de quatre
droits.

2, Il sera donc facile d’inscrire un pentagone éqmla-
téral dans un cercle donné.

XI. Girconscrire un pentagone équilatéral & un cercle
donné.

Soit ABC le cercle.

Inyestigation. Soit DEFGH un pentagone équilaté-
ral, dont les cotés touchent le cercle ABC aux points
A,1,B,L, C. On aura DA=DC[1. 3. corol.], DE
=DH [sup.], et AE=CH; EI—=EA, HL=HC et EI
=HL; EF=HG et IF=LG; FB=FI, GB=GL et
BF=BG. On trouvera de méme que les points I, A,
C, L, partagent en deux parties égales les cbtés FE,
ED, DH, HG, Trouvez le centre M, et tirez MI, MF,
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MB, MG, ML, MC, MA. Dans les triangles BFM;
MFI, on aura FB=EI [dém.], IM=BM[ 1. déf. 6],
FM commaun, et par conséquent I'angle BMF —=FMI
[5. 4]; donc BMI sera le double de I'angle BMF. On
trouvera de méme BML double de BMG : mais les trian-
gles BFM, BMG, ont BF =BG [dém. ], BM commaun,
et I'angle MBF=MBG, parce que chacan de ces an-
gles est droit [sup. et 2. 6. corol. ]; donc Pangle BMF
=BMG [1. 3. corol.], et par conséquent ’angle BML=
BMI. On trouvera de méme BML—=LMC, LMC=
CMA, CMA=AMI; d’olx il suit que chacun de ces
angles vaudra la cinqui¢éme partie de quatre angles
droits. '

Composition. Trouvez le.centre M du cercle ABC, et
construisant I'angle AMI égal 4 la cinquiéme partie de
quatre droits [ 7. 10. corol.], faites IMB—=AMI=BML
=LMC: I'angle BML sera aussi la cinquiéme partie de
quatre droits. Menez des tangentes aux points A, I, B,
L, C, du cercle ABC [ 7.3]: ces tangentes doivent se
rencontrer [6. 10. corol. ], et former le pentagone équi-
latéral AIBLC. ‘

Car tirant MF, MG, on démontrera , comme ci-des-
sus, que 'angle BMI est le double de BMF, et BML
le double de BMG : mais I'angle BML —=BMI [ const.];
donc BMF=BMG. Or, l'angle MBF—=MBG, parce
qu’ils sont droits [ const. et 2. 6. corol. ], et les deax
triangles BFM, BFG, ont le c6té commun BM; donc
BF:BM::BG:BM [5. 3], et par eonséquent BF =BG.
On trouvera de méme IR=IF: mais BF=IF [ const.
et 7. 3. corol. ]; donc EF=FG, et ainsi de suite.

Autre composition. Ayant trouvé le centre M du
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cercle ABC faites I'angle BMF égal & la dixiéme partie
de quatre droits; par le point B menez BF perpendi-

- culaire & MB, qui rencontrera MF en M. Du centre
M avec le rayon MF décrivez un autre cercle : la

-droite BF sera la moitié du cété d’un pentagone équi-

‘latéral inscrit 4 ce cercle, et dont les cOtés seront antant
de tangentes du cercle ABC.

Corol. Dans tout rectiligne équilatéral circonserit &
un cercle, et dont le nombre de cdtés est impair, cha-
que coté est divisé également au point de contact.

XII. Tout rectiligne équilatéral , inscrit ou circons-
erit 4 un cercle, est équiangle.

La démonstration en est facile.

XIII. Un angle plus petit que deux droits étant
donné, tirer par son sommet une ligne droite de telle
maniére que, de quelque point que I'on en méne deux
autres en ligne droite jusqu’aux cétés de I'angle pro-
posé, ces deux autres soient toujours proportionnelles
aux segments qu’elles coupent sur les cotés de Vangle
proposé.

Soit ABC cet angle.

Investigation. Désignons par BD la droite requise, et
soit tirée la droite AC ou AD, qui rencountre BA, BC,

) triangle ABD __AD
BD, aux points A, G, D. On aura iangle BCD —CD
AB BD

BC BD [4.6]; douil
suit que les deux angles ABD, CBD, sont égaux, ou
qu’ils valent ensemble deux angles droits [ 5. 4].

Composmon Partagez I'angle ABC en deux parties
égales par la droite BD; om bien prolongez l'un des

[5.5.corol.]_——-[su 1=+~
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cotés AB, et partagez en deux parties égales par le
droite BD I'angle EBC, compris entre le coté BC et le
prolongement de 'autre: je dis que BD sera la droite
demandée.

Car menant DA, DC, en ligne droite, et observant
que dans le second cas les deux angles ABD et DBC
font ensemble deux angles droits, parce que EBD=

triangle ABD __ AB BD AB
DBC, on aur mgle——fiﬁ Bc Xgpld% 1=%5¢

' o triangle ABD __ AD
[4. 6]: mais mn—gi—cﬁ CD
AB

BC= %—D- , et par conséquent AD:CD::AB:BC.

[5. 3. corol. ]; done
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LIVRE VIIL

AVERTISSEMENT L

Lns géométres modernes, pour abréger certaines
opérations de calcul, et en faciliter quelques expres-
sions, substituent ce qui suit, & la place des avertisse~
ments I et IT, et de la définition III du liv. IIL.

SUPPOSITION I

Le nom d’une grandeur sans aucun signe, ou précédé
du signe + , marque qu’elle doit étre réunie a quelque
autre grandeur du méme genre.

DEFINITION I

Toute grandeur dont le nom est précédé du signe -+,
on dont le nom n’est précédé d’aucun sigue, s’appelle
addictive, ou bien positive ou affirmative.

SUPPOSITION II

On sous-entend , au contraire, qu'une grandeur doit
dtre retranchée d’une autre du méme genre, lorsque son
nom est précédé du signe —.
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DEFINITION IL

Toute grandeur dont le nom est précédé du signe—,
s'appelle soustractive,, défective ou négative.

DEFINITION IIL

Deux grandeurs sont contraires, lorsqu’une d’entre
elles est positive, et I'autre négative.

SUPPOSITION III

La somme de deux grandeurs inégales et contraires
est égale & la partie qui en seroit la différence, si
elles n'ctoient point contraires; et cetle partie est tou-
jours contraire & la plus petite des deux grandeurs.
On désigne la somme de deux grandeurs égales et
contraires, par le mot zéro, ou par le chiffre o, que
Ton traite souvent corme si ¢'étoit le nom de quelque

chose.
SUPPOSITION 1IV.

L’excés d’une grandeur sur une autre du méme
genre est égal A la partie, qui étant réunie i celle-ci,
reproduiroit I'autre.

Corol.Soustraire une grandeur négative, c’est I'ajou-
ter aprés l'avoir rendue positive. Par exemple, A—
(—B) revient & A+B; car A+B + (—B), repro-
duit A.

SUPPOSITION V.

- Les grandeurs proportionnelles, selon la défini-
tion III du liv. III, seront toujours proportionnelles,
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excepté dans le seul cas ol un antécédent et son consé-
quent, €tant contraires entre eux, les autres ne le se-
roient pas. '

Corol. 1. Le produit de deux facteurs contraires est
négatif, et celui de deax facteurs non contraires est po-
sitif. ,

2. Le quotient est négatif ou positif, selon que le
dividende et le diviseur sont contraires ou non con-
traires.

3.La racmecarrée d’un nombre négatif est impossible.

AVERTISSEMENT IIL

Quand on désigne par le signe =, ou par des mots,
que deux grandeurs sont égales, sans déclarer qu’elles
sont contraires , on sous-entend toujours qu’elles ne le
sont pas.

Régle pratique de la multiplication, lorsque les fac-
teurs sont des sommes indiquées.

Pour trouver , par exemple, le produit de az + 2ac
— bc par a— b, on multipliera chaque terme du mul-
tiplicateur par chacun des termes du multiplicande,
en écrivant les produits respectifs, d’aprés le tableut '
suivant : '

aa 4+ 2ac—bc
a—b

aaa + 2aac—abc
—aab —aabc 4+ bbe

aaa + aa(2c—b) —3abc+ bbc.

- On dira, par exemple, aa par a donne aaa, que

8
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Y'on écrit de suite; + 2ac par a donne 4 2aac , quel’on
écrira de méme; —bc par a donne —abc, [8. sup.
5 cor.] que 'on écrira encore, et ainsi de suite; aa
par —b. donne — aab; + 2ac par—b donne—2abc;
— bc par — b donne 4 bbc; et en réunissant les diffé-
rents produits, on aura pour le produit total aaa + aa
{2c—b)—3abc+bbc=(a—b) (aa+2ac—bc).

Autre exemple.

Jy+2ay —iaa
J) —2ayr -|- aa

XYy 2ayyy — 3 aqyy
—2ay)yy —4aayy + aaay
+ aayy + 2aaay —;aaaa

Jy)y+ o —Ilaayy - 3aaay —;aaaa

Regle pratique de la division, lorsqu’un méme nombre
se trouve répété comme facteur dans quelques ter-
mes du dividende et du diviseur.

.

©On ordonnera d’abord le dividende et le diviseur, en
Pprenant pour premiers termes ceux ot un méme nom-
bre se trouvera répété le plus de fois comme facteur;
pour les seconds on écrira ceux ou le méme facteur se
trouve répété autant de fois que dans les premiers ter-
mes, moins une fois. Si ces seconds termes manquent,
on mettra o a leur place. Les troisiémes seront ceux olt
le méme facteur entre autant de fois que dans les pre-
miers, moins deux fois: 3 leur défaut on écrira + o
pour troisi¢émes termes, ainsi de suite. Cela posé, on
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procédera 4 la division, en se réglant sur le tableau ci-
joint, et en se conformant & la méthode suivie dans la
proposition XVI du liv. IV.

Soit 5aaay+yryr—-aayy——aaaa le dwndende, et
aa+yy—2ay le diviseur. Ordonnant par rapport a7,
comme on le voit ici:

Jy+2ay —zaa
yy—2ay + aa
ryy+ o —laayy+ 3aaay —Laaaa '

o +2ayyy—=2aayy+ aaay o
o —iaayy o

o

On dira: ‘%ﬁ donne yy: jepose donc +y;y alaplace

destinée au quotient: yy Xy doune yyyy; ce produit
retranché de yyyy ne donne rien : je pose donc o au-
dessous de_yyyy 7rX —2ay donne — zarjr, ce pro-
duit retranché de o, reste + 2ayyy, que j’écris au-
dessous de o: yrXaa donne aayy, et ce produit re-
tranché de — 7 aayy, reste — }aayy que je pose:

+ 2;‘;”‘ donne 2ay pour second terme du quotient: 2ay

X 7y doune 2ayyy ; ce produit retranchc de 2ay;y:y, reste
rien: je pose donc o au-dessous de 2ayyy: +2arX
—aay donne —4aayy; ce produit retranché de —
$aayy, reste — Laayy, que je pose au-dessous de
—%aayy: + 2ay X aa donne + 2aaay; ce produit re-
tranché de 3aaay, reste aaay, que je pose au-dessous de

—Laary o _—
Saaay: —-T’xr—r- donne —Zaa pour troisi¢me terme
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du quotient: —+aa X yy donne —%aayy; ce produit
retranché de —Xaayy, reste p: —faa X—2ay donne
+ aaay; j'écris donc o au-dessous du terme aaay du
dividende : —aa X aadonne —*%aaaa; je pose o au-
dessous de — Zaaaa. On aura donc
7 T
Yryy ;;Z :—aj‘zz e e yy +a2ay—1iaa.
' Voici la méme division , en ordonnant par rapport a a:
—aa 4 2ay+yy
aa—2ay + yy
—3aaaa+Saaay —Laayy+ o +yryy
o +2aaay—3aayy—a2aayy o
o + aayy o
- o

AXIOME.

On sait par expérience que ces pratiques sont aussi
stires que les principes dont elles dérivent.
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LIVRE IX.

DEFINITION I,

Touvre série dont on peut augmenter le nombre de-

termes autant qu’on veut, soit parce que la loi de ¢on~
tinuation en est donnée d’avance, soit parce que les.
premiers termes composent toujours de la méme. ma-
niére ceux qu’ils précédent, s’appelle série conver-
gente, pourvu qu’en se bornaat i un nombre.donné de
premiers termes, ou pnuisse mégliger les autres sans
erreur considérable. En pareils cas, aprés avair écrit
assez de termes pour en indiquer la loi de continuation,,
on désigne la somme de ceux qu’on néglige, par un ete.
mis A la suite des premiers termes.

PROPOSITION I

Toute série en proportion continue, dont le premier
terme surpasse le second, est convergente.

A, B, étant deux grandeurs homogénes, on pourra
désigner toute série en proportion continue, par l'expres-
llonA+B+BXA +BX i X x +BXA X Y X = A.
+etc. Cela posé, je dis que cette série est convergente,
sil'on suppose A >B.



118 PRINCIPES MATHEMATIQUES,

Soit, en effet, A>B, et—g =—c: onaura A+B+4+BYX

% + etc. =A-( 14+c+4cc+ccc+ete. ), et chaque terme
de la série 14-c4-cc+ccc+ete. , sera le réciproque de

e ev. -, X I L
celui qui lui correspond dans la série 14- - G+ — 4+ —

cc cce |

+ ete. Or, dans'une comme dans'autre, chaque terme
est ¢gal au premier, plus le second moins le premier,
plus le troisicme moins le second, plus le quatriéme
moins le troisitme, et ainsi de suite jusqu’au terme qui
le précide; et dans la seconde série, les différences

1 1 1 1 . |
P F Bodhs e T e’ etc., vont toujours en aug-

mentant ; donc la somme de ces différences peut devenir
plus grande qu’aucun nombre donné [ 3. ax.]. Soit 0
une grandear moindre que A, et que 'on puisse négli-
ger sans erreur considérable, Il sera donc permis de

: - 1 X i
supposer dans la série 1 4 - + 5 Fetc, un teme

d> (—)—_-1_&7)-, c’est-a-dire, dO -——cdQ > A ; d’on g >

1 .
: mais la valear de ne sauroit dtre plus

I
d—cd’ d—cd

petite que :i_ + % + :ci_c_ -+ ete. , ce que I'on pourra vé-
. - 1 1 c cc
rifier en multipliant T—cd et 7 + 7 + T + ete,
O_ 1 ¢ cc
pard— cd;donc x>7t a—-}-z--{-etc. ; et parconsé:

fquentO > A (,;— + di ;l-etc.). 11 est donc clair que celle
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derniére série peut éire négligée sans erreur considéra-
ble : mais elle n’est que la continnation de la série A (1

+c+cc+etc.), depuis le terme g— [const.]; donc A4

B+BX ; + etc. [=A (14 c+cc+ ete.)], doit étre

une série convergente.

Corol. 1. Quel que soit le nombre a, la série 1+ a+
aa aaa aaaa aaaaa
2 Taxs T axaxi T axXaxaxsE +ete.
jours convergente.

Soient ¢ un terme quelconque de cette série, et b le-
nombre de ceux qui le précédent, 4 Etant un nombre

entier plus grand que a. La continunation de la série pro-

, sera tou-~

aac
b+1 (o41)(b+42)
+ ete, : mais chaque terme de

+

posée , depuis le terme ¢ , sera c +

+ aaac
(6+1) (b+2) (6+3)
celle-ci n’est pas plus grand que le terme qui lui corres-

+

aac
G+1)(6+1)
+ etc. , et celle-ci est convergente

- ac
pond dans la série ¢ + e +

aaac

G+1)(d+1)(d41)

aac

(&+1)(5+2)

ac
{9-1]; doncc+b+l-l|- +

aaac
G+ 1) 5+2) 6+3)
aa aaa aaaa
— =+ 253 + SX3XA + elc. , sont convergentes.

2. La série a + §aaa + {aaaaa + etc., est conver~

gente toutes les foisque a < 1.

+ etc., et par conséquent 1 +a -~
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DEFINITION IL

s, 5, étant deux mbresquelmqne, et ¢ le nom-
. cc ceee
bre gui rend 1 ¢+ —2-+ 2)(3 +—— 3X3X4 + etc. =a,
bbec | bbbcce

ca desizoera la série i+8c4+ — + 2)(—3 +
A5 N er
ERN
sexee o mdiqnée par exposant b, ou bien racine d’'a

Pl + etc. par &, etle nombre ¢* s’appellera puis-

. L ..
indigude par I'exposant s Dans ce second cas, on écrit

quelquefois :’ aala place &'af, et :/ a sappelle ra-
cine d'z. premicre ou seconde, ete. , selon gue le nom-
bre & est 1 ou 2 ou etc. : on dit de méme qu’a® est la
Premicre puissance d’a, ou la seconde, etc. , selon que

a
8 est égal a 1 ou 2 ou etc. Au lieu d'a’, et /q, on
écrit toujours a et \* a.

PROPOSITIONS.

II. Soit @ un nombre quelconque positif, et =2

a—1 1 a—1 a—1} a— I a—1

(a+l 3a+xxa+lxa+l+ 5a+xx

a—1 a—1 a—1 a—

a+lxa+1xa+lxa+ +etc) je dis que
bbb bbbb

= 13 -_ -

e=1+ + +2X3+2X5X4+etc°

Car mettant c i la place de Z:‘ »onaura b—=ac+
1
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2ccc 4 2ecccc+ ete. , et ac + c=a—1; d’olr I'on tire
14c¢ . 14c _

[4 1=a—ac=a(1—c)et a= : mais =
+ ( ) I—C 1—cC

1 + 2¢ + 2cc +acce + 2ccee + ete. , ce que Pon prouve
en multipliant le diviseur 1 —c par le quotient 1 +
2c¢ -+ 2cc + 2ccc 4 ete. ; donc a=—1 + 2¢ + 2cc + 2ccc
- etc. : mais en substituant ac 4 3 ccc 4+ jcccec 4+ ete.

4 la place de & dans la série kb bb + 26)6(1;3

bbbb + etc. , on trouve la mé i
255X 4 etc., rouve la méme expression 1+2c+
acc+2cec+ete. ; donc b est le nombre qui rend a==1

bb bbb bbbd
b+? +2X3+2X5X4+etc'

III. Soient a, b, deux nombres quelconques positifs,

__a—1 1a—1 a—1_a—i 1 a—i
c—a-}-l + 3 a+lxa+lxa+l+5 a+1

a—1 a—1 a—1 _a— b—1-
a+lxa+lxa+lxa+ +etc., etd_-z—_-l_—
1bo—1_b—1_ b—y 1 b—1_  b—1 b—1
B3b+2 b+xxb+1 5b+;xb+xxb+.x.

d
::: X b +1 ~ 4 ete. : je dis que a*=5, c'est-d-dire,

X

que b est une puissance d’a, indiquée par I'exposant ;

_ 4ec | 8cee 16ccec
Car a— x+ac+—-+2x:)+m+etc.,et

_ 4dd . 8ddd | 16dddd
b=142d+ — +2X3 +2x3x4+etc.[9.a],
dd ddd
2 scd | 4°° coc

8ccc
donnenta‘ =1 +——+ 2 + 2% 3
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ddd

16¢cccc

2X3X 4
8ddd 16dddd
aX3 *ta X3X 4 .

IV. Toutes les fois qu’an produit et ses facteurs sont
des puissances d’'un méme nombre, I'exposant du pro-
duit est égal & la somme des exposants de ses facteurs.

Soit @ un nombre positif, 4, ¢, deux nombres quel-

Z +ete [g. déf. 2]=l+2d+4—+

<+ etc. = 2.

a—1 —1 _,a—1_, a—1
+1+5 a+1xa+1xa+x

conques, etd—2

d ddd dddd
+etc.) onauraa—1+d+d +2X5+m+

ete. [9.2], et par conséquent a*a°={_1 + bd + ; bbdd
T+ 3bbbddd + 1 bbbb dddd 4 L bbbbb ddddd + etc.)
(r4cd+< ccdd+ ccc ddd + ; ccecc dddd + 5 cecee
ddddd 4 etc.) : mais cette expression, en exécutant la
maultiplication , revient & celle-ci:
14-bd+1bbdd 4 1bbbddd + £ bbbbdddd'l'uobbbbbddddd+etc. |
+cd+ bedd +3bbcddd + § bbbedddd+ L bbbbeddddd +etc.
Ficcdd +Lhecddd + % bbecdddd + 2 bbbecddddd+-ete.
+ 3 cceddd+ £ beecedddd+ 5 bbeccddddd +etc.
+ 3z ccccdddd+ 5 beeceddddd +-ete.
+135 cccccddddd -Fetc.
~}etc.
et 'expression 1 + (b4 c)d 4L (b+4c) (b+c)dd+
1B +c) (b+c) b+ ) ddd+ 35 (b+c) b+ ) (b+0)
(8 + c)dddd + 5 (b+4¢)(b+c) (b +c) (b+ ) (b+c)
ddddd+-etc.=a’+° [g. déf. 2], donne le méme résul-
tat, en exécutant les multiplications indiquées; donc
abac=—ab+-,
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Corol. 1. ab=at a¥; a¥%=abab ab; ainéi de suite.
» b b
2. a* a*=a’; donc a* est la racine carrée de ab:
' b

b
3—a?; donc a® est la racine cubique de @®; ainsi

b
3

L4
alaa

de suite.

&P
3. ab—°=_: car ¢ at==abte—c [9. 4] =a*=

ab

— a‘.

at
b
a
4. a° [=a5—b= '_b'] =1
a
° I

a
5. a—t =a°"‘b=——b = —.
a a

Schol. Dans des expressions telles que a® on mne re-
garde souvent le nombre 4 que comme un indice de mul-
tiplications , divisions et extractions de racines, qu’il
faut faire selon les corollaires précédents, pour obtenir
le nombre a?; et alors on est dans I'usage de supposer
aussi a négatif.

V. a, b, c, étant des nombres quelconques, je dis
que (a®)y=a".

Que I'on trouve un nombre d qui rende 1 +d + 112: +

LP 4 Lditetc.=a[9.2], et on aura at=1+bd +
ibbdd + 1bbbddd + etc. ; d’ot il s’ensuit que I'expres-
sion (a’)° est égale & la série 1+ cbd + L (bd)*+ 1
(bd)} +etc.=1+ bed+ Lbcbedd+ 5 bcbcbeddd+etc.,
Cest-a-dire = a®[g. d¢éf. 2].

Corol. 1. (ab)y=(a*).

b T T ] c
2. a° [:a”?—_—(ab)?] =y (&)= al.
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VL Soient a, b, c, trois nombres quelconques: je dis
qu’a® b=(abd).

Car désignant par d le nombre qui rend a?=25%
[9-3], on aura a*b‘=a°(a?)=a‘ad=at<d[g. {]
=a'(*td)=(a'+d)r—=(aad )y =(ab)".

VII. Désignant par A le terme précédent on aura

(1+Q)=1+4nQ + AQ+ 22

+ etc. , pourvu que l’on ait Q<1, lorsqne n ne sera pas
un nombre entier et positif.
3 5

Soit m=2(2—$—Q+%— % +—;— 2—2— +etc.),
et par conséquent 1+Q=1+m + L m*+ i mi+ Lmb
+etc. [9.2]: on aura (14 Q) =1+ mn + L (mn)* +
3 (mn)+ L (mn)t + ete. [g. déf. 2] : mais 2$Q
:Q—iQ + QP —% Qi+ 55 Q%—etce., et par consé-
quent m=Q—3Q" + 3 Q' — 1 Q44 5 Q5—ete.

' +5Q—§ Qi+ § Q—ete.

: + 5 Q> —etc.,
c'est-d-dire, m=Q—;Q* 4 ;Q® —; Q4 4 ; Q5 —etc.;
“donc cette valeur de m sera convergente toutes les fois
que Q< 1[g9. 1]. Substituant donc cette valeur de m
dans l’expression (14+Q)*=14mn+ tm*n*+ tmin*
4 mint 4 1 minS4etc., on trouvera (14 Q)=
x+nQ—;n Q+3inQ— in Qi in Q5 —ete.

+inQ —inQ + B — & Qf tete.
+ £n3Q% — 3 n¥Q4 4 L Q% —ete: »

T SniQE— Ln"Q5 + etc.

+ 735n°Q%—ete.
=1 Qe (Gnt—in) Q (S nd—int 5 n) @

n—i

donne
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(Grb—inl 5 nt —in) Q4 (Gn* —Snd+ 5

—5n'+3n) Qtete.=14nQ+n n:‘ Q+n
n—a .
3 &+

n—a2_  n—3

5 X A X n;4Q5+ew. , ce que 'on prouve en

n—i
2

n—i xn-;z X nz5@+nn—l X

2 2

effectuant les multiplications indiquées; donc (14+Q)*

. n—3 n—j4
AQ+ 5 AQ+ 5

AQ + ete., lorsque Q<.
Substituant 2, 3, 4 ; etc. , an lieu de n dans la formule

(+Q

cessivement (1 4-Q)*=1 +2Q+Q’; (1 +Q)3= 14-3Q4
Q+Q; (1+QM=1+4Q+6Q +4Q*+Q; (1+Q)°
=1+5Q+10Q*+10Q*+5Q4+Q5%; (1 + Q)6=1 + 6Q
+ 15Q7+ 20Q* + 15Q+ 6Q5+ Q%; (1 + Q)7=1 + 7Q
+21Q*+35Q 4 35Q4+21Q5 4 7Q6+ Q7; etc.: mais on
obtient les mémes résaltats en multipliant 1 4 Q par
14+Q; (14Q)* par 14+Q; (1+Q)® par 14Q, ainsi de
suite; donc la formule a également lieu quel que soit Q,
pourvu que n soit un nombre entier et positif.

" Corol. Soient a, b, n, des nombre quelconques: on

aura (a4 5)"— [a"(1+£5n]=a"<l +ni n—t A¢—b{
+2

5 A + etc. )—a"+ na®— ‘b+n a""’b’
n—1u n—

+n X

= a" =334 etc.; mais i condition qu’a

soit > b, lorsque 7 ne sera pas un nombre entier et po-
sitif,

f/"
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—1

VIII. a étant un nombre positif, je dis que 2 (

a1
+5 () + 5 (53) +oe )= 43
(=35 (5 ()
+ etc.

a— a—1 ., .
Posantc:-a—_l_—letd_—. — ,ils’agitde démontrer que

ac+3ic3 425 4ete. =d+ 5d’+§d’+ ;d%+etc. Les sup-
14c

1—C

I a
etd=—

.. a— —1
positions c= 2 - donnent a=

I ac
et par conséquent d—=— ——— =—2ac—2ac*+ 2¢c3 —
—p ¢tP q TroC +

ach4a2c5—etce. ; ce que 'on peut vérifier en multipliant
le quotient 2c—2c¢*+2c® —ete. par le diviseur 1 +c.
Substituant donc ce quotient au lieu de d dans I'ex-
pression d +5d*+ d*+ ; d44 ;d5+etc. ,on trouve 2c+
3¢ + 3¢5+ ete.; donc 2¢c+-ete. —-d+ rd245d3 4 1dh

5 g 2 a—1
+ ; d° +etc. , c'est-d-dire, 2 ( +1 (a+|)+
a—.1 a—1 1 fa—1 I /fa—1
<a+l) +etc.)= a +?( a )+-§( a )
a—i\¢ | 1 fa—1\} :
+Z<T) +("T) + e
IX. Désignant par A le terme précédent, on aura
. nQ) (n+1AQ (n+2)AQ
Q=1+ 75 + S0 Q) S+ +
(n4+3AQ
4(1+Q)

est négatif, ou lorsque n n’est pas un nombre entier et

+ etc. , pourvu que I'on ait Q< —,lorsque Q

négatif,
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Faisant m=;$—Q+ 0 K) ( Q) +ete.,
on aura 1 +Q=14+m+im*$im? 4 Lmbé 4+ m° +elc.

[9.7.2]. Donc (1+Q)* =1+ mn+ ; m*n* + tm3n3+
Qq, i
vient m=c+ ;¢ + Jc*+ Lch4- etc. ; substituant cette
valeur de m dans l’equatnon précedente ,ona

(1+Q)*=1+nc+inc® +35nct+ 5 nct+ : nc+ete.
+inicr i3 Enrch 4 K ncSf-ete.

F i3t +EZndcd 4 1 ndcitete.

+nich+ X nicS4ete.

+— u-;nSc5+etc

cest-i-dire, (1+ Q) =1+ nc+ (in*+in)c* 4 (113
im0 3n) E Grit S nd Rt in)cit L (00
(n+1)n o

2

5 minf 4 2o mSn® 4 elc. Mettant ¢ au liea de

b4 224 S n* 4 Pn)cS4ete. =14-nc+

n+1. n+4a n+1 n+42 n+3
+n 2 X 5 c34n X, 5 X %

nQ +_(n+l)AQ + (n42)AQ | (n+3)AQ
14+Q 2(1+Q) 514+-Q) 4(1+Q)

. I
+etc., pourva que 'on ait Q < <5 lorsque Q sera

ch + ete.

=14

négatif; autrement les séries, soit du théoréme, soit de
la démonstration, ne seroient point convergentes.

On prouvera, & peu prés comme dauns la proposition
VII, que la formule dont il s’agit ici peut avoir lieu,
quelle que soit la valeur de Q, pourva que » soit un
nombre entier et négatif.
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. DEFINITIONS.

IIL. Considérant tous les nombres comme des puissan-
ces d’un méme nombre, on appelle celui-ci base de
logarithmes , et 'exposant de chaque puissance en est
le logarithme.

Corol. Le logarithme de la base sera tomjours =1
[9. déf. 2].

qu’ - L
IV. Lorsqu’on sappose la bése_x +i+ -+ YE
+

+ + etc. , les logarithmes s’ap-

1 1
2X3X4  2X3X4X5
pellent kyperboliques ou naturels.

AVERTISSEMENT.
la veut dire logarithme de a.

PROPOSITION X.

la" =nla.

Car supposant  la base, on a a==3%[g. déf. 3], ot '
a"=1>%"%[g.5]; donc la"——nla[g déf. 3]. :

Corol. 1. It [=1a" [9. §. corol. ]==0 la]=o0.

2. l(ac)[=1(bab*)=blatb = (la4lc)lb = (la+ |
lc) X 1 [9. déf. 3. corol. ] ] =la+lc. o

3. l% [=1(ac=")[9g. 4 corol.]]=la —lc.

e ——
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LIVRE X.

DEFINITIONS.

I Tour nombre entier qui n’est multiple daucun -
multiple de I'unité, s’appelle nombre premier.

II. Les racines d’un trinome z*4-ax+5%, sont les
nombres «, 6, qui rendent (x—a) (z —6)==x"+ax+;
les racines du quatrinome z*4ax*+bx+c, sont les
nombres a, 6, ¥, qui rendent (x—a)(x—86) (x—7)
=x3+ax*+bx+c; les racines du polynome 244 ax?
+bx*4cx+d, sont les nombres a, 6, v,3, qui rendent
(r—a)(x—8) (x—) (z—3) =zt + ax’ + ba*+ cx
+d; ainsi de suite. Les lettres 2, &, ¢, d, etc. , désignent
ici des nombres quelconques positifs ou négatifs , ou des
zéros; et .on appelle nombre principal celui dont on
retranche les racines, pour former les facteurs des po-

lynomes. ‘
PROPOSITIONS.

I. Chaque racine substituée 2 la place du nombre prin«
cipal; réduit nécessairement & zéro le polynome respec<
1if; et tout nombre qui, étant substitué & la place du
nombre principal, réduit 4 zéro un polynome proposé,
en est nécessairement une racine. !

IL. Lorsque le nombre principal et ses coefficients
sont des nombres entiers ou des zéros, et que le dernier
terme et I'une des racines sont aussi des nombres ens

9
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tiers, je dis que si I'excés du nombre principal swe
‘cette racine n’est pas égal au polynome proposé, il en
‘sera toujours un sous-multiple.

Soient 44 ax4-bx*+cx+d le polynome, la ras
‘cine, et (23+px*+qr+r) (r—a)=2%4ax’+ bz’ +
cx+d, c'est-a-dire, 24+ (p—a) 34 (g—ap) x*+
(r—aq) x— ar=x*+4ax’+bx*+cx+4d.Onaurap—a
=—a,q—ap=2"~, et r—ag==c: mais a, b, c, x, sont
des nombres entiers ou des zéros [sup.]; doncp,q,r,
et par conséquent 23+ px*+ gx4-r, seront des nombres
entiers, tant que & sera o ou nombre entier; d’ot il suit
que ri4ax’+-bx*+cx+d doit étre=—=x—a, ou mul-
tiple de x—a; et ainsi des autres cas semblables.

II1. Un nombre entier étant proposé, trouver tous les
diviseurs entiers dont il est susceptible.

Soit 120 le nombre proposé. Ce nombre divisé par 3
donne 6o ; écrivez 2: 6o divisé par 2 donne 30 ; écrivez 2:

30 divisé par 2 donne 15; écrivez 2+ et puisque % n’est

4u’un nombre fractionnaire, essayez 3, c’est-a-dire; le
plus petit nombre premier au-dessus de 2: 15 divisé par
3 donne 5; écrivez 3: et puisque le quotient 5 est aussi
nombre premier, ‘écrivez 5, et vous aurez 2X2aX2X3
_ X5=120, dontles sous-multiples entiers sont 2; 3; 5;
aX2;2X3;2X5; 3X5; 2X2X2; 2X2X3; 2X2X5;
2aX3X5; 2X2X2X3; 2X2X2X5; et 2X2X3X5.
2145
2

Soit 2145 le nombre proposé. étant un nombre

2145
L

fractionnaire, essayez 3; 715; écrivez 5:-’13;)—5

n’est pas entier; essayez 5: Z;—5 =143; écrives 5: l—é—-
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1’ést pas entier; essayez 7: 1?—3-est encore une fraction ;

145 e .
essayez 11 :—4— =13;é€crivez 11 et 13, nombres premiers
1 ’ » ’

€t vous aurez 3X 5X 11X 132=2145, dont les sous-multi-
ples entierssont 3; 55 11; 13; 3X5;3X 11; 3X13;5X
115 5X 135 11X13; 3X5X 115 3X5X13; 5% 11X13.

IV. Le dernier terme et les coefficients da nombre
principal étant des nombres entiers, trouver les racines
entiéres d’un polynome proposé‘ tel que ceux de la dé-
finition II de ce liv. X. :

Ecrivezsous une méme tolonne léschiffres 1, 0,—1,
€t i cdté d’eux les trois valeurs du polynome qui en ré-
sulteront, en substituaut successivement 1, 0, —1, a la
place du nombre principal: i cbté de chacune de ces
vilears, écrivez sur la méme ligne tous les sous-multi-
ples entiers dont ils seroht susceptibles. Si parmi ces
sous-mauliiples il s’en trouve trois, le premier dans la
ligne superieure, le second dans la moyenne, et le
troisi¢éme dans la derniére, différents entre eux d’une
unité, de telle sorte que le premier soit plus grand ou
plus petit que le second , en méme temps que le second
est plus grand ou plus petit que le troisiéme, toujours
d’une unité, on pourra essayer si le second ne seroit
pas une racine du polynome, en le prenant positives
meot ¢'il est plus grand que le premier, et ne’gative-
ment s'il est plus petit.

Soit x4 —gx® 4 232> —a20x + 15 le polynome On
tura, en pratiquant cette régle,

1 | 10, 1. 2. 5.
"o | 15. 1. 3. 5.
~—1 | 68. 1. 2. 4. 17. 34.
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Et puisque 2 coté de 1, 0, — 1, on trouve les nom.
bres 2, 3, 4, qui vont en augmentant d’une unité, on
pourra essayer si 3 ne seroit pas une racine. En effet,
le 3 substitué & la place de x dans le polynome z4—gz*
+232*—20x+15, ou dans I'équivalent (z—g) x+23)
x—20) +15),leréduita rien ; donc 3en est une racine.

Soit pour second exemple x3 +2x*—35x4 14 le po-
lynome. On aura, suivant Ja méme régle,

1 | —16. 1. 2. 4. 8

o 14. 1. 2. 7.
—1 48. 1. 2. 3. 4. 6. 8. 13. 24..

Et puisque vis-a-vis de 1, 0,— 1, on trouve les deux
suites 1, 2,3, et 8, 7, 6, essayez si 2 et —7 ne se-
roient pas les racines demandées. Mettant 2 i la place
de r dans 23 +22*—33zx+ 14=(x+2)x—33) x4+ 14,
il vient—36 ; donc 2 ne sauroit étre une racine [10.1]:
mais substituant — 7, on trouve o; donc — 7 est racine
du polynome proposé [ 10. 1].

Cette méthode dérive immédiatement des proposi
tions I et IT de ce liv. X,

V.x*4ax+b=(x+;a+/ (;a*—b)) (z+ ta—
v (Ga—b)).

Scholies 1. Selon les suppositions du liv. VIII, toute
racine carrée est ume expression ambigué; car /9,
par exemple, doit désigner 3, aussi bien que —3: mais
on est dans I'usage de ne prendre ces expressions que
dans le sens positif.

2. Lorsque deux expressions ne différent entre
elles que par les signes 4 et — dont elles sont affec-
1ées, on les réduit ordinairement 4 une seule, moyen-
nant le signe +. Au lieu de dire, par exemple, que



‘ LIVRE X. 13X
les racines de x*+ax+ b sont —ia+/(5a*—b),
et—ia—./(3¢*—b), on dira simplement qu’elles
sont —ia+/(3a*—b).

3. Dés que l'on suppose F a*—5 nombre négatif,
Pexpression / (;a*—b) devient absurde [8. sup. 5. co~
rol. ]; cependant les géomeétres modernes, lorsqu’ils
rencontrent de semblables expressions, ne laissent pas
que de continuer le caleul, et I'expérience leur a prouvé
que les calculs de eetie espéee n’en sont pas moins siirs,
pourvu que I'on observe certaines précautions. La pre-
miére consiste 4 faire toujours (\/ —m) (y/ —n)=
—\/ mn; d’autres, & assujettir I'interprétation de ces
expressions métaphoriques des modernes calculs, aux
conditions des problémes et 4 la droite raison.

4. Ces expressions ahsurdes, ot autres pareilles,
servent toujours A indiquer 'incompatibilité des conm-
ditions qui'y donnent licu. Quand on demande, par
exemple, les racines de z* — 6x + 11, la réponse
5+\/—2, d’aprés la proposition précédente, ne veut
dire autre chose sinon que le trinome z>—6x+11 n'est
point susceptible de racines; ce que I'on indigue aussi
en disant que les racines 5+,/— 2 en sont imaginaires.

AVERTISSEMENT.

Dans une méme expression, si + signifie + , + si-
guifiera + ; et si + signifie —, + signifiera —. J'en
dis autant de F et J; de 4+’ et +’, et de T’ et F’.
11 est bon d’observer que + et +’ désignent le con-
traire de - ‘et de ’ ; mais les significations de + et
de T sont indépendantes de celles de +’ et F’; je dig
la méme chose de £’ et F’ a I'égard de + et F.
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PROPOSITIONS.
VI Les racines de z*+ bx+ ¢ sont \/ (—ic+

V Gerh i) — i ,
V=it (e 55Y)
_.x+2\/"_ V(—icky (G458 —
1
EVR ) (—ieky Gt 5

, et ces raci

nes, malgré I'ambiguité des signes, ne sont que trois;
car b - élant éggl & .
\/(—"-‘+x/(4c’!+ b))

—\/(—-—c+\/ (3 ¢*+553%)) [ce que l on peut véri-
fier en multipliant le quotient par le diviseur], on a

30
—'c+\/ (4 :+a7b,))
v \/(——c+\/ Gt 8)

= \/ (—‘c+\/ (.C’v‘l-,, %)) + \/ (—icFV (3¢
#%5%)), qui n’admet qu'une seule valear.
Corol. On pourra donc désigner encore les racines

de 2+ bztc par y/ (—iet /(36 +5B)) +
‘/(-—-—c-—‘/(4c’+”b3)), et —= l+\/ 35 V(—73c+
vV Gerd5bd) + _'i'_\/_j v (-,—;c,-,,-\/ Ged
+\/ —3 —1F/—3
2’

—donne

55 8%)); car1 divisé par —

‘ce dont on peut se convaincre en multipliant le quo-

tient par le diviseur.
Scholies 1. Ces derniéres expressions font voir qnc
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. X3 bx+c n’a qu'une racine, tant que ¢ et'\/A (§ci-
57 52) ne sont pas imaginaires, et que le méme trinome.
en aura trois, dés que ¢ réel rendra /(5 c*+2 8%) ima-.
ginaire ; car réduisant en séries les radicaux cnbnques
[9. 6], et effectuant les opérations indiguées-, on obser-
vera que I'opposition des signes anéantit toup les termee
affectés d’expressions imaginaires.
2. Soit b==o0 et c==—m?>. Les racines de x*—m> sgv

1+\/ 5

ront m, et m [ 10. 6]. Supposant donc x

__|+ —
=m,ou x——-—‘/——m on aura x} —m?=o, et

¥==m3. De la vient qu’on est dans I'usage de dire que
tout nombre a trois racines cubiques, l'une réelle et
les autres imaginaires,

VIL Trouver les racines de z3+az >+ bzc. -

A la place de x mettez z—3 a, et vous, aurez z’
(b—3a*) z+ % a®*—3} ab+c. Cherchez les racines de ce
polynome, en prenant z pour nombre principal, et re-
tranchez 3 a de chacune de ses racines ; les restesserong
celles de a:3+a.1:’+bx+c. '

VIIL. Trouver les racines de z%-+ az3+bx’+c.r+d.

Desngnant par 7 le nombre qui satisfait & Péquation

1br* + (Yac—d) r—z ((a*>—45) d+c*)=o,
je dss que les racines du polynome proposé seront— 3 ¢
+1y/ (ar+ia—8) 1t/ ((GaF v/ (artfar— b))
—r+/ (r*—d)); car désignant cette expression par
z, on aura z+3aF i/ (ar+iar—b)=="/ ((;a¥F
1V @r+ia=b)—rt/(r*—d)); 2+ (;aF (27
+ia*—B)) s+ (3 aFiy (ar+ia"—b)) = (jaF
V(ar+3@—B)P—rky/ (rP—d); #+ (G aFy (r

Ty
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#38=b))z=—rty (rPr—d); 2+ az4r==z
vV (ard+ia*—b) £/ (r*—d); (2 +jazdry =2+
a’t (38 4ar) 22tarz+r*= (2r+4% a*—b) 2°+22
Vi{(ar+ta*—b) (r*—d))+r*—d; 28+ az*+arz
= bz’ 4az\/ ((2r4+5 a*—b) (r*—d))—d: mais
=it (s ac—d)r—;((a*—4b) d+c*) =o; done
8r  —4br*+ (2ac—8d) r—a* d+44bd—c*=o0; 8r*—
4br* —8dr—a* d+4bd=-—2acr+c*; 8r’+ (a*~—4b)
r* — 8dr — a* d+4bd—a* r* —2acr4c*=(ar—c)*:
mais 84 (a*— 4b) r*— 8dr— a* d+4bd =4 (ar+:
a*—b) (r*—d); donc 4 (ar+a*—b) (r*—d)=
(ar—c)*; z4+az‘-"+arz=—bz’+(ar——c) z—d; 244
az?—=--bz*—cz—d; zh4az* +bz*}cz4d=—0; done
z est racine de z44-ax3-bx*+cx+d[10. 1].

IX. Si deux polynomes ne différent qu’en ce que les
coefficients de leurs termes pairs sont affectés de signes
contraires entre eux, je dis que les racines de I'un se-
ront égales et contraires & celles de I'autre. On entend
Par termes pairs, les seconds, les quatriémes, sixiémes,
‘huitiémes, etc. '

Soient zé+ax’+4bx*+cx+d, xb—arP - bx*—cx
“+d les polynomes. Désignant par ¢ une racine quel-
corque du premier, on aura &b+ aa’+ba*+catd=o
{10. 1]. Substituant— & 4 la place de x dans le second,
on aura dé+aa’+-ba*+catd: mais cette somme est
=o0 [ dém.]; donc — a racine du second [10. 1].

Soit 23+ axb+bxd4-cx*+dx4-¢ le premier, 25—
arh4bx® —cx’4dr—e le second, et a racine du pre-
mier. On aura a’+aat+ ba®4-ca*+da+e=—=o [10. 1],
et — o’ — aah—ba® —ca®—da—e=o : mais en subs-
fitnant —a A la place de z* dans le second, on g



, LIVRE X. 137
aussi — @’ —aaht—ba® —ca*—da—e=o0 [dém.];
donc —a racine du second [10. 1]. -

X. Le polynome dont tous les termes sont positifs
ne sauroit avoir des racines positives.

Désignons par 24 4 (a — @) 2° + (b —aa) 2*+(c—ba)
r—ca[=(xr—a) (x*+ax*+bx+c)] un polynome
dont la racine a est positive.

Pour que les termes (a —a) 23, (b—aa) z*, (c—ba)x,
soient positifs, il faut que a, 4, ¢, ne soient point né-
gatifs : mais — ca ne sauroit étre positif sans que ¢ sojt
négatif; donc, pour que tous les termes du polynome
proposé fussent positifs , il faudroit supposer c négatif,
et non négatif, ce qui est absurde; donc, ou la racine
n'est point posilive, ou tous les termes da polynome
proposé ne sauroient étre positifs. '

XI. Un polynome quelconque étant proposé si aprés
avoir multiplié chacun de ses termes par 1’exposant de
la puissance A laquelle le nombre p'rincipal y est élevé,
ou divise chacun des produits par le nombre principal ;
si aprés avoir multiplié chacun des termes du résultat,
par 'exposant de la puissance & laquelle.le nombre
principal y est élevé, on divise les produits par le
double du nombre principal ; si I'on répéte une sembla-
ble multiplication sur chacun des termes -du nouvean
résultat , en divisant les produits par le triple du
nombre principal, ainsi de suite, jusqu’a ce que l'on
parvienne a un binome : je dis que la plus forte racine
positive du polynome proposé ne sauroit étre plus
grande que le nombre positif, qui étant substitué a la
place du nombre principal, donnera des valeurs positi-
ves, non seulement au polynome proposé, mais a tous

' feux qui en résulteront d’aprés cet énonce.
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Soit, par exemple, le polynome
85— 2zt — 1023+ 302*+ 63— 120.

On aura, en se conformant 4 la supposition, le polynome

524 —8x% —30x*+60x—65;
lequel donne, suivant tonjours la méme supposition,

102’ — 122* —30x+430;
d’ol Y'on tire .
102> —8xr—10;
d’ol1 enfin
5zx—a:

et on observera que le nombre 2, substitué & la place
de xr dans ces polynomes, les rend tous positifs; et
qu’en effet la plus grande racine du polynome proposé
est plus petite que 2.
Soit le polynome proposé
284 ax+ bx* +cx+d=G. |
Faisant x=z+4¢, on aura z4+ (4e+a) 2>+ (6'+
3ae+b) 2> + (4€3+ 3ae*+2be+tc) z+ b+ aed4-be'+
ce+d=F. ‘
Posons eb+ ae*+ be*+ce+ d—=H , etz4 e==x, racin¢ |
de G: il viendra G=o0[10.1], et F—=o0; done z racio¢
deFio0. 1].Or, pour que le nombre e rende positifs toos
les coefficients je+ a; 6e* 4 3ae+ b; 43+ 3ae* 4 2be+ ¢
et H, il faut que z soit négatif [ 10. 10]; donc, puisque
xr=z+e, si x est positif, et z négatif, il faudra que ¢
soit > x : mais H ne différe de G qu’en ce que e sy
trouve i la place de x, et les coefficients de 23, 2%, z,
dérivent du polynome G, suivant I'énoncé de la pro-
‘position ; donc le nombre que I'on aura trouvé de Ia
~ maniére prescrite dans ledit énoncé, sera plus grand
qu’aucune des racines positives du polynome proposé,
pourva qu’il en ait de positives.

L i
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Corol. Si le polynome proposé a deux racines égales,
T une d’entre elles appartiendra également au polynome
que 'on trouvera en multipliant chaque terme du poly-
nome proposé par I'exposant de la puissance & laquelle
le nombre principal y est élevé, et en le divisant par
le mombre principal multiplié par 'exposant de la puis-
sance a laquelle ce méme nombre est €levé dans le pre-
mier terme. . o
Supposons, par exemple, qu'il y ait des racines éga-
les dans le polynome x4— 523 — 62+ 28x—24: je dis
que l'une de ces racines appartiendra également au po-
lynomefj _3X 52} _2X 6x* 1) 28x __oXa4x°
R = T4 4=

—_ 3 9 =
=z —32*—5x47.

car si I'on désigne par ¢ en partfeulier T'une des ra-
cines, que x représente en genéral , le nombre z—=x —
& sera I'exceés de I'une quelconque de ces racines sur la
racine e; et si le polynome G a deux racines égales , dé-
signées par e, le polynome F doit avoir le facteur
(z—o0) (3—o0): mais ce facteur ne donne que z*, et
par conséquent le dernier et I'avant-dernier terme du
polynome F doivent s’anéantir, d’aprés la définition II
de ce liv. X; donc

et +ae® +be* 4ce+d=o,

4e® +3ae*4-2ae+ce=o,

3ae*  2be ¢

L S S

Substituant donc x a la place de e, c’est-a-dire, dési-
guant par x 1'une des racines égales du polynome G, on
3ax* abx ¢

AuraG:o,et 1’3+—-4—+T +Z=0.

et & +
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XII. Trouver les racines des polynomes.
Soit 8 —gz3+152*—25x+9 le polynome dont on

-demande la racine : écrivez, selon la proposition XI,
les polynomes
zb—gx3 4152’ —a27x+9;
42’ —27x* + 30z —27;
6x* —27x +15;
bxr —g:
ou afin de faciliter les substitutions,
' (((z — 9)z+15)z—27)z+9;
((4x—29)x+30)x—27;
((2x— g)x+ 5)X3;
4xr—g9g.
On trouvera facilement que 8 est le plus petit nom-

bre entier et positif, qui ne rend négatif aucun de ces
‘polynomes; donc le premier chiffre de la racine doit |
étre 7. Pour trouver le chiffre immédiat, on n’aura
qu’a écrire z+7 a la place de x, en supposant que x
représente la racine, et il vlendra
i z5+|9 +moz’+232z-——131=‘o=G.
Et puisque z positif rend positifs, non-seulement le po-
lynome G, mais tous ceux que F'on en pourroit dédunire
d’aprés la proposition X1, il s’ensuit i]n’il seroit inu-
tile de les écrire pour chercher ld valeur de z: mais
tout nombre entier et positif, substitué 4 1a place de z,
rend G [=(((z419) z+ 120)z+252)z—- 131] positif;
donc z< 1. Or, de tous les nombres o;1; 0,2; 0,3;
0,4; 0,5; il 0’y a que le dernier qui, substitué a la
place de z, rende G positif;; donc o,4 sera le second
chiffre de la racine, et par conséquent z=1,4 etc.

Pour trouver le chiffre immédiat, on. écrira x=7,4
+-z, et on aura
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G == 28 + 20,62° + 143,76 z*+ 337,376z — 17,7584
=o=(((z +20,6)z+143,76)z +357,576)z— 17,7584
dont les polynomes dérivés d’aprés la proposition XTI,
seroient également inutiles pour chercher la valeur de
z; et vu que tout nombre positif non <o, rend G po-
sitif, il s’ensuit que z<o,1: il faudra donc essayer
successivement les nombres o,01; 0,02; 0;03; 0,04;
0,05; 0,06 : mais de tous ces nombres il n’y a que le
dernier qui rende G positif; donc 0,05 sera le troisiéme
chiffre de la racine, et par conséquent z=1,45 etc.

Suivant le méme procédé, qui ne sauroit manquer que
dans le cas de racines imaginaires, on pourra pousser
Papproximation jusqu’an rang décimal qu’on voudra,
ou jusqu’a ce que ’on puisse négliger, sans erreur con-
sidérable, I'excés de la vraie racine sur I'approchée.

Soit x3+417,022*+16,06x+ 16,08 le polynome dont
on demande la racine.

Comme ce polynome n’a point de racine positive [10.
10], on cherchera celle de 23— 7,022 416,062 —16,08
que I'on trouvera=4,02 exactement, et on conclura
que— 4,02 est racine du polynome proposé [10. g].

Soient n un nombre entier et positif, et « racine dw
polynome z"4-az™*4-bz" >+ etc.=A. Il suit de la.

définition II de ce liv. X, que sera==x"—'4

z—a
gr**4-ha"—3 4-etc. =B ;que si G est racine de B, il sera

-]3——::"'"’+px"—3+qx""‘"+etc. =C; quesi ¥ est ra-

z—6

cine de C, il sera =x"34- etc. , ainsi de suite; et

que @, €, v, etc., seront racines de A,
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Soit 2’ — 3z’ —2x416=G le polynome dont on de-
mande la racine. On écrira, suivant toujeurs le méme
procedé, :
(( x—3) z—2)x+416;

(3x—6) x—a;
3x—3.

Le plus petit nombre entier et positif qui rend tontes
ces expressions positives, est 3; donc 2 sera le pre-
mier chiffre de la plus grande racine positive de G,
pourvu qu'il en ait de posilives. Supposant donc cette
racine —x=—z-+2, on se servira de G, comme plus
haut, pour trouver le chiffre immédiat, ou le premier
décimal de la racine. Ecrivant donc

(( 243)z2—2)z48;

(3z246)z—2;

on trouve le premier décimal —o,2 ; et supposant z=
z+2,2 pour trouver le second, on a

28+43,62*— 0,682+ 17,728;
d’ou

(( 24+3,6) 2—0,68)2417,728;
(3z2+17,2)2—0,68;

ce qui donne ce second chiffre==0,08; et supposamt
x=z+2,28 on procéderoit i la recherche du décimal
immédiat: mais ce seroit ici en pure perte ; car le poly-
nome G n’a point de racines positives. Aussi dans
I'énoncé de la proposition XI, on n’avance point que
tous les polynomes ont des racines positives ; on affirme
seulement que, par exemple, G ne sauroit avoir aucune
racine positive >3, ni=—2 3; =2 ou <2; =2,2 ou
<2,2; ==2,28 ou < 2,28, ainsi de suite; et tout cela
est vrai rigoureusement parlant. D’aillears, on auaroit
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pu se détromper dés l'investigation du premier dé-
cimal; car I'équation 23432’ — 224-8—0, donne z=

—8
—————; équation absurde, lorsque z< 1.
z? +5 z—9 ; €q 0 q < I
 Que l'on cherche donc la racine négative, et on la
trouvera de suite=-—2; et divisant alors 2’ —3z* —

2x+ 16 par x+2, il viendra x*—5x+-8, qui a les deux
racines impossibles, 2;+1\/—7; d'ou 23—32*—ax
+16=(z+2) (r—2i+iy—7)(z—2i—1vV—7)
Scholie. Désignant par r+-z la racine d’un polynome
¢guelconque A + Bx+Cxz*4-Dx3+-etc., et substitnant
r+z au lieu de x, on aura A+Br+4-Cr*4-Dr3+ete. +
(B 4 2Cr+4-3Dr*+-etc.) z+4etc.——o. Soit r le nombre
exprimé par les deux premiers chiffres de la racine, et
convenons, par cela méme, de négliger toute puissance
de z au-dessus de la premiére: on aura
s=—2 ;::Cr-ngr"g’:tc ete. , et par conséquent
A—; _f :gf"_ 3;’2’_.:_:;:}0' , valeur approchée de
z, et dont tous les chiffres seront exacts, tant que leur
nombre n’excédera pas le double de cenx qui suivent
le premier de la partie r. Par exemple, ayant trouvé,
suivant toujours la méme méthode, la partie 7,4 de
la racine de x%¢—gx?+152*—292+9, et x=r —
((r—9)r+15)r—a27) r49
" ((4r—27)r+30)r—2q

xr=r—

, on aura, en substituant

— 17,7584

7,4 au lien de r, x=7,4 — 557,576 =q,45 ete. :

r = 1,45 donnera de méme x = 7,4514 etc.; r =
7,4514, donnera x=17,45149836 etc., ainsi de suite.
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Moyenmant cette méthode, dont P’esactitude est con:
firmée par I'expérience , on peut découvrir aussi I'im-
possibilité des racines. Par exemple, aprés avoir trouvé
le nombre 2,2 partie supposée de la racine du polyno-
me 2’—3z*— 22416, on écrira 2,2 au lien de r dans
16—-2r-—-5r’+r’_r_ (r—3)r—a)r+416

—a—6r43r* (3r—6)r—a ’
7,728
0,68
les opérations méme qui ont donné x= 2,2 eic;
car on en déduira facilement que ce qui manque 42,3
pour égaler x doit étre <o,1.

XIII. Chercher un nombre x qui rende axt+-52°+
cx*+dx+e=o.

r=r—

et on aura x=2,2+ , valeur incompatible avec

Le nombre x qui satisfera & I'équation x4+ %z"-}-% ‘

x*+ —g— x4 %: o sera le nombre demandé.

. z .
Autre solution.Posant x=— —»onaura 24 bz3 4 acz’

+a*dz+a® e=o, et la valeur de z que I'on trouvera
suivant la méthode précédemte , donnera celle de

-1

XIV. Chercher la plus petite racine positive d’un
polynome proposé. '

Soit 2> — 7z*+ 72 +15 le polynome : supposons-le
1

. 1 . o . 1
z=0, et substituons —au lien de x; il viendra — — -+
> z ? 23 z*

+-%+ 15==0, et par conséquent 1—7z+7z"+153

==0: mais 2==0,333 etc. [=}] est le plus grand nombre
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qui rend 1523 +72* — 7z41=0; donc 3 [=%=x]
sera le plus petit nombre positif qui rend 23— qx*+ 9z
+15=0; car la valeur de x = -lz— deviendra d’autant

plus petite que celle de z sera plus grande. En effet, les
racines de 23 —qz*+7z+415 sont 5, et —1.

XV. Chercher les racines égales.

Supposant. qu'il y en ait dans le polynome proposé
2} —5z*-—102+ 17, désignons par x I'une de ces racines
€gales: on aura z*—52*—107+ 7=0, et 2* — -{53

10 .
:c——5-=o [r0. 11. corol.], c'est-d-dire, 3z —10x

—10=0, et par conséquent x (52> —i10x—10)—3
(2*—52*—10z47)=0, c'est-a-dire, 5z*+20x —21
=o; donc 3 (5z*+20x—21)—5 (32> —r10x—10)

. 13
=o0, ou 110x —13=o0, et par consequentx:-T);
I

13 ‘ .
donc x == —— devroitétre non-seulement une des racines
110

égales du polynome proposé , mais aussi de I'une quel-
conque des équations 3z* —r10x —10=0, et 5z

<3, . .
20r —21=0. Or, —, écrit au lieu de z, ne rend
110

pas 32> — 1ox—10=0; donc le polynome proposé ne
sauroit avoir des racines égales. )

Soit 23 —2*—8x+12 le polynome proposé : on aura
—z*—8xr+412:=0, et 32*°—2x —8=0; donc z
(52 —22x—8) — 5 (2} —a* —8r+12)=—0; 2%+ 16—
36=o0; d'ol 3 (2*+ 162 —36)—(32* —22—8)==0;
Sor— 100=0, et x==2. Mais x==2 rend 3z*—2zx—

10

i;’
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8—o; donc 2 est une des racines égales de £ —ax*—
8x+12. Or, ce polynome divisé par (x—2) (x—2)=
z*—4x+4,donne z+3; donc 2, 2 et — 3 sont les ra-
cines de x*—x*—8x+12.

Soit x4— 323 — 62>+ 28x—24 le polynome. On aura
&abord = (42° —gz* — 120+428)—4§ (4 —32* —62*
+28x—24)=0; d’'oh 32+ 122 —84x+96=0; €t
234 4x* —28x432=0; et par conséquent 4 (3442
— 28z 432) — (43 — gx* — 12x+28)=0; 252*—
100x+100=0; et *—4x+4=o0. On aura ensuite
(2*+4x* —28x+432) — x (x*—hx+4)=0, et 8x*—
322432 =o0, Cest-2-dire,, une seconde fois 2> — 4x+
4=—o0, et on ne sauroit parvenir a4 un binome comme
celui de 'exemple précédent: mais les racines de 2* —
4x+4 sont 2 et 2; donc 2, 2, 2, sont les racines du
polynome proposé. Or, ce polynome divisé par (z—2)
(x—2) (r—2)=23—62*+ 12z —8, donne z+3;
donc 2, 2, 2,—3, en seront les racines.

Soit x4 — 10x3+37x* — 602436 le polynome. On
aura z (423 —30x"+474x—60)—4§ (24 —102 +372*
—60x+36)=0; x (223 — 152"+ 37— 30) —2 (z*—
rox’+372* — 6oz +36) =o0; 5z —372*+gor —73
= 0; 2 (52®—37x*+gox—72) —5 (22° —152°+
37z—30)=o0, et 2*—5z+6=0. Or, 2z (2*—5%
+6)— (223 —152* 4372 —30) =0, donne 52* — 25
+430=0, et par conséquent une seconde fois z*—5z

+6==0, dont les racines sont 2 et 3 ; donc celles du
polynome proposé seront 2, 2, 3, 3.

Soit 25— 1323 +692% — 1712 +2162—108 le poly-

nome. On trouvera, suivant le méme procédé, 2° —
8x+31x—18==0, €t on ne sauroit aller plus loin;

nd
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donc toutes les racines de cette équation ne sont pas
inégales ; car si elles I'étoient, le polynome proposé en
auroit trois paires d’égales, ce qui seroit absurde, puis-
qu’il ne peut avoir que cinq racines [égales ou inégales]
{ 10. déf. 2]. En effet, la méthode précédente donne 3
et 3 pour les racines égales de x* —8z4-21x—18:
mais aT’aide de ces deux-ci, on trouve la troisiéme 2 ;
donc 3, 3, 3, 2, 2, sont les racines du polynome pro-
posé.

Corol. Cette méthode offre un moyen de recon-
noitre s'il y a des racines communes entre deux po-
lynomes proposés , et par conséquent de simplifier
les fractions, lorsqu’elles en sont susceptibles. Soit,

r}— axr* —8a’x 4 643
— 3ax’ —8a*x*+ 18a3x — 8at
tion proposée : supposant le numérateur —o, et le
dénominatear =— o, on aura z%— 3ax® — 8a%2* 4

la frae-

par exemple, =

18a*r — 8ab —x (2 — ax?* —8a’x +6a%)—= —2ax’
124’z —8at=—0; ce qui donne — x*+6a*x —fa’=o;
P —ar*—8a’r+6a34 (— 23 46a*r —4a}) = —ax?

—2a’z +2a°=0; 2’ 42ax —2a*—=0; — 2’ +6a’r —
a4z (x*-+2ax —2a*) =nax‘+4a’$t—4a3=o; et
par conséquent une seconde fois z*+2ax—2a*=o0;
ce qui prouve que les racines de x* + 2ax — 242
sont communes au numérateur et au dénominateur.
Divisant donc I'un et l'autre par x*+2ax—24%, on
trouvera
3 —ax* —8ax—6a® r—3a

2b—3ar’ —8a*x*+4 18a’xr—8at = r—baz+ 4a*

2. C'est encore par ce moyen qu’on élimine les in-
connues, Les exemples suivants font voir ce que I'on
entend par élimination d’inconnues.

/‘

gy
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Trouver trois nombres x, z, ), qui donnent
ar4 z — 6yr= 6;
20x—3z— 4y=—27;

5z— x + 10y==57:
on aura 10 (22+42— 6y ) — (202—3z—4y)=10 X 6—
27, c'est-a-dire, 13z2—56=533;22x4+2z—6y+2(—7+
5z4109r)=6-+42X57, ou nz+ 14y=120; 13(11z2+
14y)—11(132—56y) =13 X 120—11 X 33; c'est-d-

. _ __1197__ 5
dire, 798y=1197, ouy = P =3
Faisant yr — 3 2 dans I'équation 11z+414y=120, OB

trouvera 1 |z+21 =120, et par consequent z—” =0;
substituant les valeurs de z, y , dans I'équation 2x+z—
67="06, on trouvera x=>3. Voici le tableau de ces opé-

rations :
2r+ z— 6Gyr= 6

aoxr— 3z— 4r= 27

—zx+4+ 5z4 10y= 57

20x + 102— 6oy= 6o

20r— 3z— 4r= 27

o 13z— 56y= 33

2x4+ z— 6= 6

—ox 41024 20y= 114

o 1124+ 14)y= 120

11 X 13z2—616y= 363

15X 11z 4 182y =—1560

o  798y=1197

On demande deux nombres z, z, qui réndent P

x*2—3z=0, et 2*+xz—2z*+3=—0. Onaurar (x*+
22—33 4 3) — (&} — 272 — 32) = 22%* — (2" —3) 2+
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33=—0;2z (2’ +x2—2"+3) — (222 — (2"—=3) % + 32)
=(32*—3)x—22* + 3z=0; (32—3) (2" + xz—2*
+3)—z((32*—3) x— 223 +3z)=(52* —62) x—(3z*
—3)(2*—3)=0;(32>—3)((5z*—63) x— (32"—3) (z—
3))— (52°—62) ((32*—3)x —22° + 3z) = (52 — 62)
(223 — 32)— (33* —3)* (8* —3)=2%+ 1824 — 452> +
a7=o.
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LIVRE XI.

PROBLEMES.

L QU ATRE associés ont contribué & former la somme
de 660 louis ; la part du premier est le double de celle
du second ; la part du second est égale & celle du troi-
si¢me, plus 3 louis ; et la part du troisiéme est la moitié
de celle du quatriéme. On demande la part de chacun?

Désignant par u la part du premier, et par x, z,7,
celles des autres, on aura u+4x+z+4y==660; u=ar;
x=2z+3; et z—=1%y. Substituant Ly & la place de z
dans la troisiéme équation, il vient z=%;y+3; subs-
titoant cette valeur de x dans la seconde, on trouve
u=y+6. Ces valeurs de u, z, z, substituées dans la
premiére , donnent y 4643y 4341y +y=0660; 3r+
9=660; y+3=220; d'ob y =217; 2=108,5; z=
¥11,5; u=—1223.

Autre solution. Si I'on désigne par u la part du pre-
mier, celles des autres seront, Tu—3iu,et u—6;et
on aura de suite

utiutiu—34+u—6=—=0660=3u—gq; et u=—223.

II. Un pérc est 4gé de 35 ans, et le fils de 14: on de-
mande I'époque o I'Age du premier sera le double de
celui de I'autre?
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Soit x le nombre d’années qui manquent: on aura
35+4x=2 (14+x)=28+1ax, et x="1. En effet, 7 ans
aprés, le pére doit avoir 42 ans, et le fils 21.

III. Un pére étant 4gé de 35 ans, et le fils de 14, on
demande I'époque ol le pére sera quatre fois plus dgé
que le fils? , _

Soit x le nombre d’années qui manquent: on aura
354x=4(14+x)=56+4x, et x==—1. L’expression
négative —7, marque qu'il falloit demander le nombre
x comme déja passé, au lieu de le chercher dans
Yavenir. ’ ' v

IV. On a acheté trois objets a différents prix. Lepre-
mier prix , plus la moitié du second et du troisi¢me, font
39 francs ; le second, plus le tiers des deux autres, font
42 ; le troisiéme, plus la moitié des deux autres, font 45:
on demande les trois prix? o

En les désignant par z, z, y, on aura z+1 (z4y)=
39; z+5(x+y)=42; y+3(x+2)=45;d ot 'on
déduit 22+2z+y==78; 5z+x+y=126; 2rtx+z=
g9o. Opérant comme on le voit ici, ~

2x+ z4 y= 18 S i
Cx43z4 y=126 )
x4 z+4 2y= go ;
05z + y=aXi126— 78=174

z 4+ 3r=2X go— 78=102

o +14y=>5X102-—174=356

on trouvera y=—24; z+3X24=102, ouz=50; x+
3042X24=—go, ou r=12.
V. Trois canonniers ont tiré trois différents nomhres

/"'
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de coups de canon. Le premier et le sccond en ont tiré
‘ao de plus que le troisiéme; le second et le troisieme,
32 de plus que le premier; Ie premier et le troisiéme,
28 de plus que le second. On demande les trois nombres.
Soit z le premier, et z, y, les denx autres: on aura
THz=y+20; z+y=z 4+ 33; x+y=z+428. Eten
* opérant comme il suit :

‘x-l-z—-j:no
—X+z4+y=>53
T—z4y—=28

0 2z 0=—20-+32=52
z =16

0 o 2y=32+428=—60

=30
3x o o=20+428=—48
on {rouvera . x=24.

VL Un corps d’armée composé de quatre différentes
nations, a perdu un certain nombre d'hommes. La pre-
miére en a perdu 620 moins que les trois autres; la se-
conde, 460 moins que les troisautres; et la quatriéme,
500 moins que lgs trois autres. On demande la perte de
chaque nation? ‘ ‘

Désignant par P, 1, I, A » les pertes, on aura
A+ I +H—620=P
A4+ T 4+P—f6o=H
A+H+P—380=1
I4+H4P—500—=A
@0t I'on tire les équations suivantes ;
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A4+I4+H—- P =620
A+T—H+ P =460
A—I4+H4 P =380

—A+I1+H4 P =500
2A+3l o o =1080

—2A42l o o = 120 ]
o 41 o 0 =1200
I o o = 300
4A o o o =g6o
A o o o =240

o o 2H--aP—=—160 /

2H 4 2P—=—=880
4H 0=—1040
H o= 260
o 4P= 720
- P= 180

VII. Quatre nombres sont en proportion arithméi.
que, c'est-a-dire, que 'excés du premier sur le second,
est €gal a I'excés du troisiéme sur le guatriéine, ¢t on
suppose , en outre, que le premier multiplié pav le se-
cond est==10; que le second multiplié parle troisicme
=18; et que le troisiéme par.le quatricme =54. On
demande les quatre nombres?

Soit u le premier, et z, z, 7, les trois autres. On aura
ur=r0; xz=18, zy=>54; u—x=z—y, el par con-

10 18 18u__gu _5/;__.5_4_)_(_5

séquent x = T ety S N ou
=w=5—‘.)-; u,_lf__:;?f‘,_;’ﬂ. La derniére équa-
u u u 5 u S

7~
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. Qu 30 ! 10 4u
ey t

tion donnera A= e = u, et par

conséquent 4u*=100; u*=25; u==5. Donc xv.-=2,

z=g; y==6.

. . 10
Autre solution. u éraut le premier nombre, - sera

le second; l-8— 9% . le troisiéme; et 54X5=§g’
57 gu u
quatriéme : mais w109 3% Jone u=5.
, S u 5 u

VIIL. Si l'on suppose le troisiéme multiplié par le

. . 5
quatriéme =1, et lereste comme ci-dessas , on a X0
. qu

10__gu 35 ou 35 10
_gu’etu——u_S _&'d 5 u—gu u’
y s . 4 35_ 0 9 3 ’ .

(] est—a-dlre, -gu= -—QTQ-, d ou lon tire u=\/-—'

% X 4 ;expression absurde, qui indique I'impossibilité
de ce que 'on demande.

Corol. Lorsque quatre nombres sont en proportion
arithmétique, la somme des extrémes est égale A celle
des moyens. .

IX. a étant la somme de quatre nombres en propor-
tion arithmétique continue, et & celle de leurs carrés,
on demande les quatre nombres.

* En désignant ces nombres par u, x, z,y, on aura
u;l-.r+y+z=a; vty + 2t ==b, et u—zxr=2z
—z=2z —y. L'équation r —3=2z—y, donney=
2z — x; u—x =gz — £ donne z=29r — u, et par
consé’quent a—=u-+4zx+ (2x—:u) + (2(2x—u) —x)
et b—=w 42 + (2x —u ) +(2(2x—u)—2z),
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—au+46r=a, et 6u> — 16ux+ 142*=1"4. Eliminant u,

on aura jox*—20ax — 3a*+2b=o0; d’ou I=Z (a -+

4b—a* .
V—5—) Les équations a==—2u+-6x; z—=a2xr—u,
y=2z—ux, donneront les valeurs de u, z, y.

Soit, par exemple, =14, et b=>54: on aura x=%

(144.\/'“6_'96) 1(1442)=35+!. Posant =3}

+i=4, on aura u [=3r—la]l=5; z=5, et y=72;
posant x=3;—1=3, on aura u=2, z—4, ety==>5.

Autre solution. Désignant par x+52, x4z, z—z, et
z— 3z les nombres demandés, on aura a==4x, et b=
(x*+6xz492*) + (2*+2x242*) + (2* —222+42*) +
(2* —6xz493* ) =42+ 202*: a==4x donne x=13a,d
=:a*+202%etz=+1%,/ [—'b—;i,- Appliquant ces for-
mules & I'exemple ci-dessus, on trouvera 2=3}, z=
+i,et3:+3; 5: +I, 5 :F3;5 35 F 1, seront les nom-
bres demandes

X. La somme a de trois nombres en proportion con-
linue, et la somme & de leurs carrés élant données,
trouver les trois. nombres.

Soit x le premier, et z le seeend: on aura x+z4z%
r'=a, et 2’42 42ir—=b; ou x*+rz—ar+z*
=o, et x4 22" —bx* 4zt =o0: éliminant = suivant ce

.qui a été dit prop. IX,liv. X, on parviendra  une équa-
tion qui donnerala valeur de z, et parlemoyen del’équa-
tion £*4-rz—ax+z*==0, on aura la valeur de .

Autre solution. x+z42*x—'=—=a ,donne :c+z’.r’"

=a—z; (x+222 " = (¢ —2z)*; x* 28> 4 shr—*=a’

-~
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—2az+ 2% donc 2° 4 2* + 28 —>=a*—2az=b, et par
conséquent z = i-_—-—b-

2a

XI. Si au lieu de trois nombres il s’agissoit de qua-
tre, aux mémes conditions de la question précédente,
on auroit x4z4xr—'2? 4 r 2zl =—a, etx* 422422}
+.c—%42%=15; d’ouI'on pourra tirer une équation pourla
valeur de z, et alors 23-(z2—a) x*4-x2*+ 2 =0 don-
nera celle de a. '

Mais cette solution seroit pénible : le moyen d’en
obtenir une plus simple, ce sera d’introduire dans
le calcul quelque nouvelle inconnue qui ait moins de
valeurs que z; car I'équation qui fournira la valeur
de cette inconnue, sera mécessairement moins élevée
que celle qui aaroit donné la valeur de z.

En effet, le premier terme de la proportion dontil
s’agit, peut prendre la place du quatri¢me, et le qua-
tri¢eme la place du premier; d’ou il s’ensuit que le se-
cond peut devenir le troisi¢me,, et le troisiéme le second.
Aiusi tandis que pour satisfaire A cette circonstance, on
doit avoir deux valeurs pour z, la somme du second et
du troisi¢me terme demeurera toujours la méme. Sup-
posons donc z4x—'z*—s: on aura r4xr—*Z3=—a—s;
donc r =z (s'—z) -, et par coﬁséquent z? (s—-
Z)"'z" (s—zP=a—s, et P4 (s—z)} = (a—9)3
( s—z) d’oi s’—-?)s’z + 5sz’~—asz——az‘——s’z+sz’ ;

I
ce qui donne z=3;s+/ ( 82— m) =is+
§*—a¢d a

‘l '! 4 1. a—2as
\/4(a+,“) Isi'zs\/a_';_;—?s\/(‘i'\/q_'_”)‘

Donc la valeur de sdonnera cellesde z, dez, et de I'autre

.



LIVRE XI. 157

3 a—as
terme moyen, qui doit étre s—=<s( 1+ =1is
yen, q vy Tas
- ,a—2s
1 .
( Ve + 23) :
Pour trouver s, on observera que le carré de 1a somme
des deux nombres est égal au carré du premier, plus le

carré du second, plus deux fois le produit du premier par
le second : mais la somme des moyens est égaleas, et leur

produitestégalb}s(l-_l_—‘/(Z:Zi) (+‘/Z:ii)

a—a2s $ as’
=is*(1————)=——:donc s"— sera la
a4 2s, a-+2s a-2s

somme des carrés des deux moyens. Or, la somme des
extrémes est égale & a — s, et le produit des extrémes
est égal au produit des moyens; donc b =(a—s)* +

as3 b2

2 t conséquent s=— b
s——a+2,epar onseq = 2_\/ 4a’

a*—b
2 )

Autre solution. Soient xz3, x3, xz—', xz—3 les qua-
tre nombres en proportion continue : on aura z(2*+z
Gz z3)=a, et 2*(f+2*+2*+2z%)=05; donc
2 (B tz+z7"+2 —3pb=—a*b=x*(2 +2* 42+
z—6)a* et par conséquent (234 24z 7" 2720 =(2+
224 z—*+z7%) a*. Mais (B+z4+z2—"+ 273 =24 2204
322+ 4+ 3z~ + 2274 +2z7%; donc (a*— &) 26—2b2b - '
(a*+5b)z* — 4b + (a*—3b) z—*—2bz 44 (a*—b) z~°
=o, ce qui donne z°— a,ﬁ_b_ bz4+ z :obb [ﬁ A

a*—3b a 2b b y—6— _
+ ——3 % — a5 42— 6=—0, Posant s—=2*+

z 2
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de (z*4z7*)%, C'est-a-dire, de 264-32°+3z 425, on
65 4b 6%

+ a*—b a*—b 4

aura ——— zb— 2
a*—b . a*—b "™
2b

. 2b
-a—,:—bz-“—-_—s’, et mettant ¢ au lieu de -
aura cz8—3cz*42c—3cz—*+cz—4=s3. Retranchant
¢ (z2°+z*)* du premier membre de cette équation, et
¢s* du second, on aura —3cz* — 3cz—* =153 —cs*;
ajoutant 3¢ (z*+z—*) d’ane part, et 3cs de I’autre, on
aura s*— cs*— 3cs=o0; ce qui donnera s=—o0, oun s=3¢

+ / (5¢*—3c). Moyennant s, on aura z et x.
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AA A

LIVRE XIL

AVERTISSEMENT.

Lzs lettres a, b, c, etc., ne désignent dans les calculs
de ce liv. XII, que des nombres entiers et positifs,, oun
des zéros, selon I'occasion.

PROBLEMES.

1. Trouver un nombre x, entier et positif, qui rende
28x —2

entier et positif.

. . 98x—a2a z— 2 r — 2
Investigation. =+ 9 5’ donne 2
19a+2
=a, et par conséquent x = 19at2 o, + 2 ; 2;

a-2

donc - ° =b,eta=gb—2; doux [=2a+a+2

=2 (gb—2)+ 9£:§2—H-J=lgb—4.

II. Trouver un nombre x positif qui satisfasse a la con«

.. 177—6
dition — =a. ‘

26

26a+4-6
=a

. 170 —6
Inyestigation. 5 =% donne r=

+ Qa_l-l-_ﬁ ; done gal+6

=25, et par conséquent a =
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17b—6__, 84—0 85—6_ gc+6

H c;b='

9 9 9 8
c+6

,c—-g—(?; s-;'—G:d; ¢=8d—6; donc b I:=C+—8—]
=gd—6; a=17d—12, et x=26d—18.
II1. Trouver un nombre z, enlier et positif, qui donne

=c4

71r+10

8

Inyestigation. zi—xé—-:;—'qza , donme :¢'=89a;l°
—at 18a7—‘-|0; |8a7—l-|6= ; a=7lbl-;l°=3b+
170410 170410 8c—10 c—10
7l8 ; 7’]8 ___c;b:%\:c-}- T 5

c=17d+10;b=18d+10;a= 71d+ 4o, et x="8gd
+5o0. '
IV. Trouver un nombre x, entier et positif, qui rende

21x—4 —a

27

Investigation. T —4 = a, donne x= 27a+4 —
' 27 21
a'+6”+/'; Ga+4 =2, donne a= 21b-—4=56+
: 21 21 6

b—4 3b— . .
'5—F—4; ’)b6 4=¢.‘, donne b=6L;-4=20+%, ce qu

implique contradiction. Il n’y a donc point de nombre
entier et positif qui, substitué & la place de x, rende

r—4 . ..
entier et positif.

V. Trouver un nombre z, enticr et positif, qui rende
2000 — 17X '

= entier et positif.
a1
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Inyestigation. ?ﬂ)r——- 5+5 donne
5_'7x=—a; x=am+5= 4a+5;4a+5=b
21 / 17 17 7 1y
17b—5 b—5 b—5

a= ‘4 =4b+ i 5 A =c; b=fc+5; a=

17¢+20; x=21c+25. On pourra donc p}-endre ici

¢=o0,ouc——1I. .
VL. Trouver un nombre x, entier et positif, qul rende.

z—8 x—10 T— ~1
28 7 19 ’

des nombres entiers et positifs.

. x—
Investigation. 8 donne x=28a+-8, et par con-

9a—2

séquent r—io__ 28a——2 at ga
19 I9

1gl:+2=2b+ b42 b+2
9 9’

; done

=b, et a=—= =c;b=‘_-9‘c..-s

—8

x
32, et a==19c—4. Donc r=>532¢c —104 rendra —5
T

o . L
et des nombres entiers et positifs.

On aura donc x:g-; — 5326:5_ 1 =4oc+_'£__'l

rod+q —dy 21 d+7 d+7
12
d=12¢—7; et par consequent c_.x?)e—';, etr==

6916e— 3828.

12¢—71]

=d; c=———+
8 —g=die= ¢

11
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LIVRE XIIIL

DEFINITIONS.

i Loi\sq v'oN représente une surface quelconque
par le produit de la hauteur d’un parallélogramme, mul-
tipliée par sa base, on sous-entend toujours que ce pa-
rallclogramme est-égal 4 la surface, et que I'unité a
laquelle on rapporte le produit, est égale au carré dela
ligne que I'on prend pour unité dans les facleurs.

II. Le parallélipipéde dont les six faces sont autant
de carrés, s’appelle cube.

IIL. On désigne un solide quelconque par le produit
.de la hauteur du parall¢lipipéde qui lui est égal, mul-
tipliée par la base du méme parallélipipéde, et alors
on rapporte le produit au cube de la ligne que I'on a
prise pour unité dans les facteurs.

SUPPOSITION.

Toutes les fois que les circonstances le permettent, on_
- .place les grandeurs contraires & I'opposite les unes des
autres , c’est-a-dire, dans des positions directement
opposées entre elles.

AVERTISSEMENT.

Agq désigne le carré de la ligne A, et Ac le cube de
la méme ligne.



[y

LIVRE XIfT. 163

" PROBLEMES.

I. Les cbtés et 1a base BC d’un triangle ABC étant
donnés, calculer le point ol la perpendiculaire baissée
du sommet de Fangle opposé 4 BC, doit rencontrer ce
méme coté.

Soient AD la perpendiculaire, et a, b, c, les valeurs -
d'AB, BC, AC. Désignant par x le segment BD, on
sura ADg=a*—2z* [5.15], etADg=ci—(b—zx);
dou @® —z*=c*—(b—x)*, et a*>=c* — b*+2bx, ce

a*b*—c* ¢a‘-—c’___l
‘—;b 1 26 -— (b+

qui donne x=

(a4c)(a—c)
]

ab

Scholie. Lorsque I'angle ABC est obtus, on a a*44*
<¢?, ce qui est facile & déduire des liv. I. et V, et par
conséquent la valeur de z négative; si ABC est aigu, on
aa*4-5*>c?, et x posilif. Eten effet, ces deux valears
contraires de la ligne x répondent aux deux situations
contraires ou elle se trouve placée dans I'un et I'autre
cas, ce qui est également facile 3 déduire du liv. I
II. Trouver l'aire d’un triangle dont on donne les
cdtés. '

Soient a, b, c, les cbtés : il suit du probléme pré-
cédent , qu'en prenmant 3 pour base, on aura a*—

(a’+b;—,c’>° pour le carré- de la hauteur; donc 13
— A

V (a*— (f-,—i-—l'%——-f—)’) sera I'aire du triangle.
2

" Corol. 15/ (a*= ("""Z’b_c’ )’) =3by ((a +
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‘a*4b*—c? a*4b*—c\\ _, a*+-2ab4b -0
=) (""T))—”"/ (5=

Xc ——a=+2ab-— )_'b\/< (a4b)—c* xc_-a_(a——b’,‘:\

26 2b
=i/ ((a+b+c) (a4+b—c)(a—bc)(—a+b+c)
=1/ ((a+b+c)(a+b+c—2c)(a+b+tc—2b)(at
b4c—2a)).

TIL Connoissant les cétés d’un parallélogramme et
Y'une des diagonales, trouver I'autre.

Soit ABCD un parallelogramme dont le c6té AB=a,
le cdté BC=14, la diagonale BD=c, et la diagonale
demandée=ux. On aura, d'aprés le corol. precédent,
2V ((a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c))=

/

v ((atictix) (a+ic—ix) (a—je+iz) (=0
+ietix))+ iV ((BHictix) (b+ic—ix) (b—i¢

+1x) (—b+<c+Lx)). Désignant le premier membre

de cette équation par 2,/ D, et le second pariy/Z+

tv/Y, on avra i/ D=%y/Z4+1iy/Y; D=Z+32y/
(2Y)+Y; D—Z—Y=2/ (ZY); et (D—Z—-Y)'=}
(2Y), équation dégagce de radicaux ; d’oir I'on pourroit
déduirela valeur de , en substituant cellesde D, Z,Y,
elen effectnant les multiplications indiquées; maisle cal-
cul en seroit long. Voici une investigation plus abrégée.
Menant AF perpendiculaire 4 BD, on aura BF=
a———-‘+ci—b’, et BF__——-——a’+ 3% Foul'on tirer=
2c c
+ /(2> +2b*—c?).

LAt T NRLAPA ) 2
X+ —a

Autre investigation. EF = , et—EF

LR SR X }
% +_;C — b
(4

= , donneront 2% 43 c* —a*=— (32"
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+icx—23%); dou l'on tire 2=+ /(20 $25*—¢*),
deux valeurs de x, quoique la diagonale représentée
par = ne soit susceplible que d’une seule valeur.

IV. Inscrire un carré 4 un triangle donné, de sorte
que la base de Fun fasse partie de celle de 'auntre.

Soient ABC le triangle donné, et x 1a base du carré que
Yon demande, représenté par DEFG. Désignant AB par
e, BC par b, et CA par ¢, on auma b:a:x:AD; AD=

?; et BEq=< —%f) —uz? On trouvera de méme

CFq= (c—c—,b’—:)f—-x’. Donc b—x=\/(( —

—z) 4/ (<c--cb—x)‘——x’), équation qui pourroit
donner la valeur de x; mais dont le calcul seroit long.
Voici une investigation plus expéditive.
Soit AH=det perpexidiculaire 4 BC:on aura b:x::d
bd
b+d
€onstruction. Menant HL==5, LM==d, et LI pa-
rallele 2 AM, on aura HI= :%i
V. Soit AB un arc de cercle, € le centre, BD une
droite perpendiculaire au rayon AC, AED un demi-
cercle , et F le centre: on demandele centre d’un cer-
cle qui touche Yarc AB, la droite BD et'arc AED?
Désignant par G le centre da cercle, et supposant
AC=a, AF=b, et FH=x, menez CG, FG, et la
droite GH, perpendiculaire 4 CA. On aura EG=DH
=b—zx, CG=a—EG=a—b+x,GF=5b+GE=
3b—z,et CH=a—b—xz; et par conséquent (a—&

AI_— d=Al4+ITH= ——+.r el r=—=v—

=2x.
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Fz)— (a—b—x)*=(2b—2zx)*—2*, c'est-i-dire,
4 (a—b)x=4b*—4bx; ax=0b", et x = -i—’.

Construction. Prolongez CA vers I jusqu'a ce que
Fl=a; élevez FL perpendiculaire & CA et=54; tirez
IL, et menez LH perpendiculaire 2 IL: FH sera=x.
Du centre C avec le rayon a—DH, et du centre F
avec le rayon 5+ DH, décrivez deux cercles : le point G
ot ils se couperont sera le centre demandé.

VI. Par deux points donnés conduire un cercle qui
touche une droite infinie, mais donnée de position.

Menez d’abord la droite AB qui ne soit point paral-
l¢le 4 CD, et prolongez AB jusqu’au point D de la
droite CD. Désignant par G le point de contact entre
CD et le cercle demandé, on aura CDg=—=ADXDB, et
par conséquent CD=+ ,/ (ADXDB), deux valeurs
de CD également utiles; car en plagant +,/(ADXDB)
d’un cbté, et—,/ (ADXDB) du cdté opposé, on aura
deux cercles qui satisferont également & la question.

Le cas o AB seroit paralléle & CD n’a pas besoin de
calcul.

VII. Dans un cercle donné ABC, inscrire une droite
donnée BD, moindre que le diamétre; mais de sorte
que cette droite prolongée passe par un point donné E.

Menant par le centre du.cercle et par le point E la
droite EAC, qui rencontre la circonférence en deux
points; et supposantEC—=a, EA=15},BD=c, etEB=
x,on aura ¥ (x+c)=ab; x*+cx—ab=—0; et x=
— ¢+ \/(;¢*+ab). Désignant ces deux valeurs par EB
et ED, on voit qu’elles sont vraies par rapport & la quan-
tité, et fansses eun égard anx signes; car elles ne sont

N\
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pas en sens contraires, comme le calcul I'indique: pour
é&tre vraies a tous égards, on elit dd trouver z=\/(5c*
Hab)+ic,

Construction. Menez la tangente EF, et vous aurez
EFg=ab; eélevez GF=1c et perpendiculaire 3 EF:
menez EG qui sera =/ ({c*+ab); sur EG prolongée,
prenez GH=;c, et du cité opposé coupez GI=GH:
les droites EH , EI, seront les deux valeurs de x =
V (e +ab) +ic. |

VIIIL. Trouver le c6té BC d’'un triangle rectangle en
B, dont on connoit la base AB, et la somme des deux
cdtés.

Soient AB—a, AC+BC=—15, et BC==x.On auraa*+
r=(b—x) etx= b—a expression toujours pos-

—
sible selon le calcul , quoique la solution du probléme
soit réellement impossible , lorsqu’on propose une valeur
d’AB plus grande que celle ’AC+BC.

Scholie. Les deux problémes précédents et le troi-

si¢me, ainsi que plusieurs autres, font voir que la sup-

position de ce liv. XIII et celles du liv. VIII, peu-
vent induire A des solutions fautives: aussi ne doit-on

donner pour infaillibles les solutions fondées sur ces.

hypothéses, qu’aprés s'en étre assuré par des démons-
‘trations rigoureuses, déduites de principes certains , et
‘indépendantes de pareilles hypothéses.

IX. Avec quatre droites données construire un qua-
drilatére égal & une aire donnée,

Représentons le quadrilatére demandé par ABCD,
Faire par a, et supposons AB=%, BC=c, CD=d,
DA=¢, etla diagonale AC=ux. On aura /(b +c+x)
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(bt+c—x)(b—c+zx)(—b+c+z))+ 5/ ((d+e+x)
(d+e—x)(d—e+x)(—d+e4x))=a : mais la ré-
solution de cette équation seroit pénible. :
Autre investigation. Du point C tirez CE, CF, per-
pendiculaires aux cotés AB, AD, prolongés & volonté.
Vous aurez X CE4-¢X CF =2a. Prolongez CD vers G,
en faisant CG:d::e:b, ou CG=-‘-11;-, et par le point G
menez GH=24 et paralléle 4 AD; tirez CH, et prolon-
gez CF jusqu’au point I de la droite GH prolongée &
volonté. Vous aurez CI:CF;:e:5; mais GH==5; donc
le triangle CGH=CAD, et les triangles ABC4CGH
=a,cest-a-dirc, ; 5 CE+41 56X Cl=a ; donc CE4-CI
=31?. Prolongez CE vers L, jusqu'a ce que EL=2,
et achevez le triangle CLM, rectangle en L, et dont
T'angle LCM=DCF. Vous aurez CM=CG=% ,et
LM=GI. Soit LM on GI=2z. On aura DF:z;:CD:CG,
et par conséquent DF :z::5:¢e, d’oi DF =%f. Et puis-

qu'ACqg =d*t-e*+2e X DF =d* 4-e* +2bz=0> -+

25X BE, on aura 5*4c*425XBE=d*+¢*+2bz, et
P &l ? b ? 2 2___ B2 ___ 2

BE=—-L——C-+1. Donc dte—b—c sera

2b YA

la différence entre BE et z, ou entre BE et LM. Prenant

d? 2___Jpa__ 2
donc BN=i-;I-)-b—c—, et menant MN, LN sera

yn rectangle; d’our I'on voit que pour déterminer le
point C, il seroit inutile de calculer la valeur de z.
d*e*—br—c

Construction, Sur AB prenez BN =—
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eu dehors, si cette valeur est positive, et du cbté opposé

si elle est négative. Elevez NM =%§-z et perpendiculaire

de
sur AN ; da centre M avec le rayon Z et du centre B

avec le rayon ¢, décrivez deux cercles qui se couperont
enC, et achevez le quadrilatére ABCD.

Corol. Les angles BCE, MCL, CBE, CML, valent
ensemble deux angles droits, [ parce que les deux trian-
gles BCE, CLM, sont rectangles en E et L]: mais les
angles BCE, MCL , BCM, font deux angles droits; done
I'angle BCM=—CBE+CML : mais I'angle CDF = CML;
donc BCM=CBE+CDF. Or, CBE 4 CDF=BAD+-
BCD ; donc BCM=BAD+BCD: mais la valeur de NM,
et par conséquent celle d’ABCD, sont les plus grandes
lorsque BC et CM sont en hgne dronte, donc la va-
leur ’ABCD est la plus grande qu’il soit possible,
lorsque les deux angles BAD, BCD, font ensemble deux
angles droits, c¢’est-a-dire, lorsque le quadrilatére peut
¢tre inscrit dans un cercle. .

. abc
. nire —.
X, Constr T

. , . ab .
Aprés avoir trouvé une droite= T c’est-a-dire, une
quatri¢me proportionnelle  d, b, a, cherchez une autre

. . .., ab : . ‘
ligne qui soit a d—comme c est & ¢: cette ligne sera =

ab_ ¢
Z-X—'

XL Construire g-——; + 5
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Faisant un parallélogramme ex==5*-}-cd, on cons-
. a . a
truira 6_1' qui séra — m.

a%b
XII. Construire ———. y=prEy

Sur la base ¢ on fera un parallélogramme ce=a’,

et on aura S +4d*=c*+4ced=c(c*4de). Faisant un

parallélogramme fg==c*+de, on aura ¢fg=c (c*+-de)
a*h a’h a3 b

.—-c’det
+ ?’Cfscfs

XIII. Constrmre m

aXi1Xr
Pmsqueb d+ +£% "St_bchl-l-GXl)(l)("*'f4
a*Xxy — a on
— bcd Vil
b)( +eXl+fX +e+

1 )( I 1X1 1X1X1
n’aura qu’a construire celle de ces expressions que I'on
voudra.

XIV. Construire I'équation 23 +pxr=r, c'est-a-dire,
trouver la valeur de z , lorsqu’on connoit celles de p etr.
« Soit AK une droite quelconque, que I'on nommera
n. Sur AK prolongée de part et d’autre, prenez KB=

P

- vers A, si p est positif, et en sens contraire,, si p est

négatif; coupez AB en deux parties égales en C, et
du centre K avec le rayon KC décrivez le cercle CX;

inscrivez dans ce cercle la droite CX=%; prolongez

CX de part et d’autre, et tirez AX ; prolongez de méme
AX; entre CX et AX inscrivez EY==CA , de sorte que
EY prolongée passe par le point K : on aura z=XTY.

-
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Pcur ddmontrer cette construction, nous établirons
d’abord les trois lemmes suivants.

Lem. 1. YX:AK::CX:KE.

Car menant KF paralléle & CX|, les triangles sembla-
bles ACX, AKF, et EYX, EKF, donneront AC:AK::
CX:KF, et YX:YE:: KF:KE, c'est-A-dire, YX:AC::
KF:KE; doncACXKF=AKXCX=YXXEK; donc
YX:AK:CX:KE.

2. YX:AK:CY:AK+KE.

De ce que YX:AK::CX:KE, il s'ensuit YX:AK::
YX+CX:AK+KE, c'est-a-dire, YX:AK::CY:AK+
KE.

3. KE—KB:YX:YX:AK.

K étant le centre du cercle CX, la perpendiculaire sur
CY, menée par le point K coupera CX en deux parties
€gales, et par conséquent ; CXX2CY=CKg+CYq—
KYg;doncYKg—CKg=CYqg—CYXCX=CYXYX;
ce qui donne CY: YK —CK::YK+CK:YX; mais YK
—CK=YK—YE+4CA—CK=KE—-BK, et YK +
CK=YK —YE4CA+4CK=EK+AK; donc CY:KE
—BK:: KE+AK:YX, et par conséquent CY:KE4AK::
KE—BK:YX ; mais le lemme 2 donne CY:KE4AK::
YX:AK ; donc KE—BK:YX:: YX:AK.

Démonstration de la construction. Le lemme 3 donne
KE—BK:YX::YX:AK, d'oih KEX YX—BKXYX:
YXg:YX:AK; mais le lemme 1 donne KEXYX=
AKX CX; donc AKXCX—BKXYX:YXg:YX:AK,
et par conséquent AKgX CX —AKXBK X YX=YXec.

Substituant z, n, £, 7., 3 1a place de YX, AK, BK,

CX, dans cette derniére équation, on aurar—pr=23,
ouzdtpr=—ry,

/
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Asa

LIVRE XIV.

DEFINITIONS.

I LonsQU’on rapporte une ligne quelconque, si-
tuée sur un plan, aux cétés d’un angle rectiligne tracé
A volonté sar le méme plan, et qu’on donne le nom de
Base a I'un des cotés de cet angle, on appelle ordonnée
de la ligne dont on parle, toute droite paralléle a Fau-
tre coté, comprise entre la base et le sommet du méme
angle. En pareils cas, la portion de la base comprise
entre I'ordonnée et le sommet, se nomme abscisse;
Yabscisse et 'ordonnée sont deux coordonnées; le som-
met s’appelle lorigine des abscisses ; et I'équation qui
détermine I'une des coordonnées, lorsqu'on donne la
valeur de I'autre, est I'éguation de la ligne proposde.

IL. Si Porigine des abscisses est un point commun ala
ligne proposée, on la nomme sommet de la base et de
la ligne proposde.

IIL. On donne le nom d’axe & toute base perpendi-
culaire aux ordonnées.

IV. Soient z, y, les coordonnées; a, 6, v, 3, etc., des
nombres quelconques positifs ou négatifs, ou des zéros; et

o=a+6xr4dx* 412> +etc.
+yr+exy 40’y +etc.
+%* +xy® +ete.

+xy° +ete.

+etc,
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I'équation d’une ligne proposée. Si le nombre de ter-
mes en est fini, la ligne sera algeébrique, et du premier
ordre, ou du second, ou du troisiéme, etc. , selon que
le nombre de facteurs x ou y, on x et y, sera1, ou 2,
ou 3, etc., daos le terme ol il y aura un plus grand
nombre de ces facteurs.

V. Le solide terminé par une figure plane proposée,
et par la surface qu'une droite infinie décriroit, en par-
courant de 'un de ses points le périmétre de la figure
proposée, et en passant loujours par un point donné
hors du plan de cette figure, s’appelle pyramide. La
figure et le point donné sont la base et le sommet de
la pyramide. '

VL Si la base est un cercle, la pyramide prend le
nom de cdre; et si un plan coupe la surface du coéne
sans passer par son sommet, la ligne d’intersection qui
en résulte s’appelle section conigue.

VII. La section conique qui renferme un espace
quelconque sans étre cercle, s’appelle ellipse; celle
qui a quatre branches infinies, s’appelle hyperbole,
et celle qui n’en a que deux, parabole.

VIIL La ligne droite, qui divise également toutes
les cordes paralltles & une méme corde, se nomme
diamétre.

IX. Et si en outre elle les coupe perpendiculaire-
ment, on la nomme axe principel; et pour lors le
sommet de la ligne prend aussi le nom de sommet
principal.

X. Lorsque deux abscisses, coupées sur un méme
diamétre , sont égales et contraires , et répondent i qua-
tre ordonnées égales, deux d’un cdté, et deux de l'autre
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du méme diamétre, l'origine de ces abseisses s’appelle
centre du diamétre.

XI. Les diamétres , dont 'un divise également tonte
corde paralléle & I'autre, sont deux diamétres con-
Jjugués.

XII Le point o tous les diamétres se coupent ré-
ciproquement, s’appelle centre de la ligne.

PROBLEMES.

I. Trouver I'équation de la ligne droite.

Soit AB la droite proposée. Marquez-y deux points
A, B, A volonté, et de ces deux points baissez les per-
pendiculaires AC, BD, sur une droite quelconque CD.
Supposez AC=a, BD=23, CD==c, CE abscisse quel-
conque =z, 'ordonnée EF =y, et vous aurez c:6—
a:xx:y—a; d'oh cy—ac=(b—a)x, et o=ac+
(b—a)x—cy.

Scholies. 1. Si CD étoit parallitle A AB, on auroit
o=ac—cy, et y=a.

2. On démontrera facilement que la ligne du premier
ordre est une ligne droite, tout comme I'on vient de
démontrer que la ligne droite est une ligne du premier
ordre. o
3. On donne le nom de courbe & toute ligne qui
n’est point droite; et c’est pour cela que les géométres
appellent les lignes du second ordre, courbes du pre-
mier genre; les lignes du troisiéme ordre, courbes du
second genre, et ainsi de suite.

II. Trouver I'équation de la section conique.

Soient D le sommet de la section conigue ABC, faite
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par un plan on paralléle i la base du céne ; AECF une
seconﬂe secl}lon paralléle & la méme base; et ACl'in-
terse¢uon des plans ABC, AECF: que l on méne la
droup EF perpendiculaire sur le milien d’AC, et les
droites DE, DF, BG, étant I'intersection des plans ABC,
EDF, on démontrera facilement qu’ AECF est un eer-
cle; que EGF en est le diamétre; que le plan EDF
passe par le centre de toute autre section circulaire pa-
ralléle & AECF, et que par conséquent ce plan divise
également toutes les cordes paralléles & la corde AC.
Désignons 'abscisse = par BG ; I'ordonnée y par AG, et
BD par a. Puisque les angles des triangles BFG, DEF,
sont donnés, les rapports de leurs c6tés seront connus,
eton aura GF=mx, BF=nx , EF=pXDF=p(a+
nx)=pa-+npx, et par conséquent EG = pa+npx—
mz: mais AGg=EGXGF; donc y*=mx(pa+npz
—~mz), ou o==mpax—+m(np—m)x*—y>.

Corol. 1. Toute ligne dont I'équation est de la forme
0=6x+-3x*+Yy*, sera une section conique, que I'on
‘pourra eonstruire dans le céne, en transformant cette
équation en o=——-§—x-——%x’ —J?*, et en la compa-
1ant ainsi & I'équation o=mpax+m (np—m) x*—y*,

at___

ce qui donnera p== nt eta=r—p

n€ - Faisant
—m*g
donc’angle AGF droit, et prenant l’angle AGB des co-
ordonnées dans un plan différent d’AGF, coupez GB,
BF

F
GF, par une droite DF, et supposez ~— gB =m, et z=

n6 .
=n; prenez BD= py—— le point D sera le sommet

A
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ducdne. Prenezencore FGE = 2:—5;::3 X DF :ladroite
FGE sera le diamétre d’un cercle dont le plan doit étre,
ou paralléle 4 1a base, ou base du céne. Cela posé, si
I'angle GBF rend § —m*%{=o, il faudra en construire
un autre, et la nouvelle valear de m, qui en viendra,
satisfera a la question.

2. Toute ligne du second ordre est une section conique,

Pour le démontrer, soit ABC un arc proposé d’une
ligne du second ordre ; menez les cordes paralléles AC,
BD, dont I'ane par les extrémités de I'arc, et Pautre
dans l'intérieur du segment ; divisez-les également en
E, F, par la droite EFG. Soit G le point ol cette,
ligne rencontre I'arc. Premant GEA pour angle des
coordonnées,, GE pour base , et G pour sommet, I'équa-
tion générale aux lignes du second ordre, devra douner
pour 'ordonnée AE deux valeurs égales et contraires,
correspondanies 2 I'abscisse GE, et autant de valears
€égales et contraires pour FB, correspondantes a I'abs-
cisse GF : mais GE, GF, sont deux abscisses quelcon-
ques; donc l'expression de y, déduite de I'équation
générale, devra donner pour y deux valeurs égales et
contraires, quelle que soit I'abscisse x, depuis ojusqu’a
GE. Or I'équation générale du second ordre, o=a+

€x+vy+3z*+exy+%y*, donne y =__—'(2? “’._;'7
»

V (¥ — 4o+ 2 (ye —260) x + (e* —43¢) x*); done
—_'——-—‘Lz_ o ; car autrement les deux valeurs de y ne
seroient pas égales et contraires. Mais on peut satisfaire

—Y—exr__ . )
a7 0 soitensupposantz=—"

ala condition
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soit en mettant o & la place de v etde ¢; et la supposi-
tion de x -:::;lest impossible, puisqu’il n’y auroit

alors qu’une seule abscisse 7 , susceptible de deux

ordonnées égales et coutralres ; donc y==o, et e==o0,
ce qui rédait 'équation générale 4 la forme o—=a+6x
+3x*+¥%y*: mais £=o0 rend y=o [const.]; donc &
=—o, et par conséquent I'équation de I'arc ABC sera o
=6x+3x*+%y*; ce qui prouve qu'ABC est une sec-
tion conique [ 14. 2. corol. 2 1.

3. Toute droite qui divise également deux cordes pa-
ralléles est un diamétre.

On démontrera ce corollaire comme le ptécédent,
mais sans supposer qu'AB, CD, soient deux parties
d’un méme arc, ni que la base rencontre la courbe.
Cette remarque est d’aulant plus nécessaire, que I'hy-
perbole a des diamétres qui ne sauroient la rencontrer.

4. L’expression‘y-—it—ﬁ P Vv (r* — 4ol +
2(ey — 26%) x4 (22— 43%) 22, fait voir que la coarbe est
une parabole ; lorsque ¢*—43%==0; hyperbole, lorsque
¢ — 43¢ est positif; et ellipse ou cercle, lorsque ¢* —
£3% est négatif. '

Soient d’abord e2—43%, A, B et C, des nombres po-
sitifs. Supposant +’A=+x*—4al, +"B=2 (-ye——:ﬁt),
et 4+ C=¢*—4d%, on réduira I'expression de y 4 y==
——tx

2%
A B ’
de valeur de x, >+ @ et >1, etpar conséquent >
(% —]é-, qui ne rende Cx*>A4-Bx,et Cx*>+'A "

12

i‘;f v/ (+’A+"Bx+Cz*),etil n'y aurapoint

/
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Bz : mais quel que soit x, positif ou négatif, Cz* est
toujours positif; donc +’A+"Bx+4Cx* sera toujours
positif, quelle que soit la valear de x. Or, chaque va-
leur de x quirend +’A +""Bx4Cx* positif , donne denx
valeurs réelles de y; donc la courbe aura deux bran-
ches infinies du cté de x positif, et deux autres da
cbté de x négatif.

Lorsque ¢*—43{=C devient=—o0, on trouve y=
:I;Eix. + 3'2? V/ (+’A+"Bz), et il n'y aura point de
valeur positive de = > %qni ne rende +’A-4-Bx posi-

1if, ni de valeur négative de x> % » qui nerende +’A

— Bz positif. La courbe aura donc deux branches infi-
nies : mais elle n’en aura que deux; car x positif et>
% rend +’A —Bx négatif;; et x négatif et > %rendi’
A 4-Bx négatif.

Soit ¢*— 43% négatif, et A, B, C, des nombres posi-
1ifs, et supposons +’A=+y*—4a¥, +"B=2 (ye—1a6Y)
et—C=¢*—43%: il n’y aura pointde valear de 2, >1

et > AgB qui ne rende Cx*>A+Bx, et par.eonsé-
._'Y_gz‘

2{
+ ;_'C V(F’'A+"Br— Cx’)] sera imaginaire, quelle que

quent 1’A+"Bx— Cx* négatif; donc .y[=

soit la valeur de z positive ou négative; car—Cz* de-
meurera toajours négatif. Donc la courbe ne sauroit
avoirici desbranches infinies, et par conséquentelle sera
un cercle ou une ellipse, puisqu’il suit de la formation
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méme des sections coniques sur la surface du céne, que
toute section qui n’est pas infinie, entoure nécessaire-
ment un espace, et devient par cela méme un cercle ou
ane ellipse.

5. L’équation o==a+6x -y +32*+zy appartient &
I'hyperbole.

Car désignant par x, y, les coordonnées AB, BC, si
Ton change d’angle, en désignant par z, u, les nouvelles

BD BC
coordonnées CD, AD, et en faxsanlﬁ =m,el — ="

on aura r= u-——mz, et y==nz. Substitnant ces valeurs
de x, y, dans I'équation proposée, il viendra o=qa+
Cu+ (yn—06m)z4-8u*+(n—28m)uz+ (8m— n) mz*:
mais (n—23m)*— 43 (dm—n)m==n*, ne peut étre
que positif; donc la courbe sera une hyperbole [ co-
rol. 4].

‘6. L’équation 0 =a+6x+7y +2* appartient i la pa-
rabole.

Car substitunant z— mz au lieu de =, et nz au lieu
de y, on a 0—=a + 6u + (yn—8m) z+4u* — amuz+-
m*z* équation i la parabole, puisque (— 2m)* —4 X
1X m*=—o. »

7- Si l'on prend sur le méme diamétre, sans rien
changer a I'ordonnée, une nouvelle origine des abscis-

8
23
a la place de x, I'équation 0 =a + 6x + 32° + 2, qui

n’appartient qu’a l'ellipse ou & I'hyperbole, et qui in-
dique que la base divise également les cordes parallé-

ses, et si 'on substitue « & la place de x+ %et u—

C
les, viendra de la forme o=—=a-— 6 432 A dur -ty

7
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d’ol1 il résulte qu’a deux valeurs de u, égales et contrals
res, répondent quatre valeurs de y, égales et contraires;
deux de I'un des cotés du diamégre, et deux de I'autre.
11y a donc un centre dams tout diamétre de Vellipse on
de I'hyperbole [14. déf. 10], et ce centre estorigine des
abscisses d’une équation de la forme o=—=a+8z>+y*
8. Soient AB un diamétre quelconque de Pellipse ou
de T'hyperbole, o==a-+3z*+y* l'équation, AB=z,
BC=y, et supposons qu’AB n’en §oit pas un axe. Pre-
nez AD =1, et élevez DE perpendiculaire sur AD; tirez
1a droite AEF ; du point C tirez CF perpendiculaire &
AF, et CG perpendiculaire 3 ABG; et supposez CG =

'%, BG=1”{-, AE=s,DE=t, AF=u,etCF=z; las

triangles semblables ADE, AGH, CFH, donneront CH
e=sz,'FH=—=tz, et par conséquent AH=u—1z, AG=

u tz tu t*z tu t*z
—_————yGH=—— -~ donc CG=—— " f-52=
s s s s s s
tu (s —)z tu  z mtu
— 4 ———=— 4 —, et par conséquent y ——
3 5 P’ + s CP q J 5
mz ntu nz u tz " ntu
—,et BG=—+4 —;doncr =— — = — —
+ s’ s + s’ s s s
nz 1—nt n4-t .
——=—u— —':-'— z. Substituant ces valeurs de

x ety dans I'équation proposée , on aura 6 =—=a4- sl, (3—
2ndt+n*de* +m* ) u* — ;7 (nd+3t—n*3t—nde*—m*s)
uz4 -;;(rms +2ndt+4-8¢*4-m*) z*. Supposons DE termi-
* née de telle maniére que ¢ rende nd-- 8¢—n*3¢t— ndt*—

m*t==o0, et divisons par ;’; (n*8+42nd¢4-3t*+-m?) I'équa-

Aion précédente; elle reviendra a la forme o==g+ 52*



LIVRE XIV. 1812
«+y* : donc AF sera un diamétre, et par conséquent
un premier axe, comme étant perpendiculaire a I'or-
donnée CF. La détermination de ¢ sera toujours pos- .
sible, parce que nd + 8¢ — n*3t — ndt* — m*t=o,
donne ,=3_"Tjrm_i\/((8';#) +)
valeurs toujours réelles. Désignons 'une de ces valeurs
parDE, etl'autre par DI; le produit de ces deux valeurs
sera — 1; faisant donc abstraction du signe —, on aura
DE:DA:: DA :DI; mais les angles en D sont droits; donc
ADE, ADI, seront des. triangles semblables, et par con-
séquent 'angle DAI—AED, et 'angle EAI droit; dong
le centre d’un diamétre quelconque de Iellipse ou de
I'hyperbole, est aussi le centre de deux axes principaux
qui s’y croisent perpendicnlairement.

9. L’équation 0 —=a--z*+)* appartient évidemment
au cercle, toutes les fois qu’on suppose a négatif, I'an-
gle des coordonuées droit, et / —a le demi-diamétre.

10. L’angle des coordonunées étant droit, I'équation
0=a+6x+y+z*+y*appartientau cercle; car faisant
z=u—16,ety=z—v, ce quin’altére en rien I'angle
des coordonnées, I'équation se réduit & 0 = A4z 4y,

11. Soit AB une abscisse u coupée sur um diamétre,
et BC la moiti€ z de 1'une des cordes divisées égalemens
par I'abscisse AB. L’équation entre u et z sera o=A-
Bu+4Du*+Fz*. Que I'on change d’ordonnée, en posant
CD=y, l'abscisse AD=x, z=my, BD=ny, et par
conséquent u==x—ny: on aura 0=A + Bx —nBy 4
Dz* —2nDzy + (n°D 4 m*F) y* équation aux nouvelles
coordonnées.

- Comparant celle-¢i & I'équation générale o=a-+ 64
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432" +exy+%y*, on verra facilement a quelles con-
ditions la base de celle-ci sera un diamétre. Voici ces
conditions : Si le terme vy manque dans I'équation, il
faut que le terme 6x y manque aussi, pour que la base
en soit un diamétre ; si 6x existe, et 4y manque, cxy
doit manquer aussi; si les termes 6x et |y existent

. .28 .
tous les deux, il faudra que ¢ soit =~‘é—; etsi dx* man-

que, exy manquera aussi. Pour que 6x disparoisse, il
faut qu’il 0’y ait point de Bu dans I'équation o=A+-
Bu+4Du*+Fz*; ce qui ne peut arriver que lorsque le
centre de la base devient 'origine des abscisses.

12. Les droites qui passent par le centre d’un diamé-
tre de l'ellipse ou de ’hyperbole, sont elles-mémes des
diamétres ; mais il faut en excepter deux dans 'hyper-
bole, qui ne sauroient la rencontrer 4 quelque distance
qu’on les prolonge, et sur lesquelles il est toujours pos-
sible de baisser de quelque pointde la courbe une per-
pendiculaire plus petite qu’aucune droite proposée.

En effet, soient A le centre d’un diamétre de Dellipse
ou de 'hyperbole; AB un axe principal; BAC un angle
quelconque différent d’un angle droit; DB une ordon-
nce quelconque perpendiculaire 4 AB; DC perpendicu-
laireA AC; AB=ux; BD —=y; AC=u; CD=z; AF=1;
FG=t¢, et perpendiculaire sur AB; AG=s: on aura

I ¢
DE=sz; CE=tz; u—tz=AE=sz; 2= — u——;
B s
¢ *® ¢ * t 1
BE=tr——u——z; y——y— — g sz ——pyt—3z
s s Y= s + s +'s

[ parce que s> —#=11]. Soit 0 =A + Dz*4-»* I'équa-
tion eatre les coordonnées AB, BD. Substituant 4 la
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place de z et y leurs valeurs trouvées, on aura o==A
(e*41) + (D+2)u? —2 (D—1) tuz + (D> 1) 2*.
pour Véquation entre les coordonnées AC, CD; d'oir
Ton voit que la base AC est toujours un diamétre, ex-
cepté dans le seul cas ot D+¢*==o0: mais cetie condi-
tion, par cela méme que ¢* est toujours positif, ne peut
avoir lieu que lorsque D est négatif; et D ne peut de-
venir négatif , que lorsque la courbe est une hyperbole,
ce qui est facile 4 déduire du corollaire 4 ; on ne pourra
donc tirer par le centre du diamétre de I'hyperbole,
que deux droites, qui ne seront pas des diamétres; et les
positions de ces deux droites se trouveront déterminées
par les deux valeurs de ¢ [¢=+%,/—D], déduites de.
la condition D4¢*=o.

Puisque D=—1" réduit l'equatlon ci-dessus A 0=A
(*+1)—2(D—1)tuz+ (De*+1)2*, appartenant ala
base qui n’est pasun diamétre, on aura dans ce cas 2=
D—1 D—i1)yetwr— (D4 1)A (2 +1)
Doty Dot +‘/( (D1E+x)’ )

A(t’+l)+(Dt’+l) z
2(D—1)tz ’
. née z ne cessera d’étre possible que lorsque (De*4-1) A
V(@ +1A(E+1))
D—1)t ?
etqu’iln’y a point de valeur de z qui nesoit une ordon-
née. Quand on a De*=—1, I'équation devient o=—A
(*41)—2(D—)tuz; dou l’on voit que dans cette-
hypothése, il i’y a pomt de waleur de z & laquelle ne
réponde une ordonnée, ni de valeur de z quine soit une
ordonnée.

, etu

;d’ouils ensuit que l'ordon-

(£ + 1) étant positif,on prendrau <

Scholie. Les deux droites qui se rapprochent de la -

e
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courbe sans l'atteindre, s’appellent, par cela méme,
des asymptotes. -

- 13. Le centre d’un diamétre quelconque de Pellipse
ou de I'hyperbole est le centre de tous les diamétres,
et par conséquent celui de la courbe.

Soient, §’il est possible, A et B les centres de deux dia
metres. La droite AB, menée par ces deux points, sera un
diamétre ou une asymptote. Soientd’abord AB un diame-
tre et CD la moitié de 'une des cordes paralléles, qu’AB
doit diviser en deux également. Prenez AE=AD, BF
=BD, et menez EG ainsi que FH paralleles et egales
4 CD; Il suit du corol. 8, que les droites EG, FH , sont
Ies moitiés de deux cordes paralléles & CD. Supposons
AD=ux, CD=y, et o==a+3z*+}y* I'équation. Par la
construction, on doit avoir des valeurs égales de y cor-
respondantes 4 des valeurs inégales de x, ce qui est
contraire & l’équatlon donc AB n’est pas un diamétre.
Supposons AB une asymptote, et soit I un point de la
courbe. Menez IL perpendiculaire & AB, ct prenez AM
==AL; menez MN perpendiculaire 2 AB, et=IL; le
point N appartiendra & la courbe, ce qui est facile a
déduire de I'équation u,=A ("';‘ '() 3‘_(_1))1;;!- 1)z
vée dans le corollaire précédent. Coupant BO—=BL, et
menant OP=IL et perpendiculaire 4 AB, on démon-
trera de méme, contre la méme équation, que le point P
appartient 4 la courbe, et que des abscisses inégales
cbrrespondront a des ordonnées égales. Il est donc im-
possible que deux points A, B, soient & la fois Vori-
gine d’une équation de la forme o==a+3z*+y*; d'ou
il s’ensuit que deux diamétres de I'ellipse ou de I'hy.

, trou-
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perbole ne peuvent avoir qu’un seul et méme centre.
14. Le calcul du corol. 12 s’applique au cercle,
en faisant D=1, ce qui détruit le terme—2 (D—1)
tzu de V'équation relative a la base AC, et fait voir que
toute droite qui passe par le centre du cercle, est un
axe principal. On ne sauroit donc avoir D=1, ni par
conséquent —2 (D —1)tuz—o0, lorsque la courbe est
une ellipse ou une hyperbole; ce qui prouve que cha-
cune de ces deux courbes n’est susceptible que de deux
axes principaux.- '

III. Cinq points d’une section conique étant donnés,
déterminer la courbe.

Soient A, B, C, D, E, ces points. S’il y en avoit trois
en ligne droite, la question seroit impossible; il faudroit
alors que I'expression de I'ordonnée fiit susceptible de
trois valeurs, tandis qu’elle n’en admet que deux. On
pourra donc supposer que les deux droites AD, BE,
menées par deax de ces quatre points, se rencontreront
en F, et conduire par le cinqui¢me C la droite CG paral-
lélé a BE, qui rencontrera AD dans un point G. Soit A
Torigine des abscisses, AD la base, et AFB I'angle des
coordonnées. L’équation de la courbe sera o—=x4-vy
+3x*+exy+Yy*; car lorigine A de x et y étant la
méme, on doit avoir y=0, lorsqu’on suppose x=o0;
ce qui ne peut avoir lieu que lorsque le terme a man-
que. Soit AF—=a, BF =b,AG =c, CG=d, AD=e,
EF—£, Supposant z=¢, et y=o0, il viendra 0 =€+

d¢*, et par conséquent 8=:e—l: donc o=z+yy—

X . .
- & +exy+5y”. Substituant, dans cette expression, ¢

au lieu de z, et d au lien de y, on trouve o=c+yd—

7~
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% +ecd+%d? ; substituant a au lieu de x, et b au liex

de y, ou trouve o=a+1b——§+sab+tb’; et substi.

tuant a A x et — f & y [on écrit — f, parce que ladi-
rection de cette ligne par rapport 4 la base, est con-

traire  cellede 8], il vient o—a—y f— a—; — eaf+4

Moyennant ces trois équations, on trouvera les coeffi-
cients v, ¢, ¢, suivant la méthode prescrite 4 la fin du
liv. X, et la courbe se trouvera déterminée.

Scholies. 1. Mettant ¢ au lien de z, et ——-% au liende

—y—it
3, 0n aura o—e+vy—e—+teey+Ly®, ety— T

valeur de la seule ordonnée qui corresponde a I'abs-

cisse e, I'autre étant nulle. Si 'on prend DH = 'J; -

et paralléle & BE, le point H sera un autre point de la
courbe; et divisant DH et BE en deux parties égales
en I etL, la droite LI, qui jointI, L, sera un dia-
métre.

2. L’équation y= %—{u‘i— ;lf‘/ ((e* —43%) 42

(ye—1a%) x+7*), fait voir que _‘f v ((e* — 43%) 2*+2

(ve—2%) x+4*), expression de la différence entre les
deux ordonnées qui correspondent 4 une méme abscisse
x, est la valeur de la corde terminée 4 leurs extrémic

tés : on aura donc—;.- V (82— 43%) x*+2 (ye—af)z+
1")==b—(—f)==5+f=BE, et par conséquent =
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29¢ — 45 ave —45\* (D) —x* .
e v (o) + SR ) pisane
Yune de ces valears de = doit éire=—=a, coupez AM
€égale & 'autre, et tirez MN parall¢le 4 BE. La droite MN
rencontrera le diamétre LI dans un point O, et c’est
sur MN que doit étre située une corde égale 3 BE; done
le point P, milicu de LO, sera le centre de la courbe.
3. Si I’on tire par le point P la droite QR paralléle 3
BE, les droites LO, QR, seront detx diamétres conju-
gués; car prenant ON —=OS —=LE, on aura deux
points N, S, qui appartiendront i la courbe ; et joignant
BN, ES, le parallélogramme BNSE sera partagé par les
droites LO, QR, en quatre parallélogrammes semblables
et égaux; d’ou il suit que chacun des diamétres LO,
QR, divise également toute corde paralléle i I'autre.
4- Soient LO la base, P I'origine des abscisses, et BLP
V'angle des coordonnées, et supposons o—=A +Dz*+y*;
g=PI; h—=HI; i=PO;et!=NO: on aurao=A+Dg*

+h*, et o==A+Di*40*; d'oh D= h:; et A=
h2i2 . 3] . .
P—el Les coefficients D, A , une fois trouvés, on
g’—i’ 2 1

déterminera facilement les sommets des diamétres con-
jugués, en faisant successivement x==o, et y =o; car

Jy=o donne x=+/ — A, et r==o0, doune =+

v —A; prenant donc PT=PV=/— é— les points T,

V, seront les sommets du diamétre VPT, et prenant PQ
=PR=,/—A, les points Q, R, seront ceux dudiameé-
tre QPR. Dans l'ellipse on trouve toujours quatre som-
mets, parce qu'A est négatif, et D positif : mais dans
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Thyperbole, I'un des diamétres a des sommets, et l'au-
tre n'en a point; car D étant négatif, et A positif
ou négatif, 'une ou l'autre de ces expressions / :ﬁ_

LY
et /—A, deviendra nécessairement imaginaire.

5. Au lieu de I’équation 0—=A 4-Dx*+-y*, an pourra

employer y*=25"— %:- z* pour lellipse, et y’:—_\ + b+

;‘;—:z" pour I'hyperbole ; et si, suivant 'usage, on donne

le nom de diamétre & la seule droite qui est aussi une
corde, ces deux équations fourniront 2a, 25, pour les
diamétres conjugués de l'ellipse, et 2a,/+1, 28/ +1
pour ceux de I’hyperbole. On ne sauroit donc dire avee
propriété qu’il y ait dans I'hyperbole des diamétres
conjugués : cependant les géometres sont dans I'usage
de donner 4 2a et 25 les noms de diamétres conjugués
de I’hyperbole, en placant I'un deux & I'endroit qui lui
conviendroit, &'il s’agissoit de Dellipse, c’est-a-dire,

comme si l’éqnation étoit y* =5 — %;x’,

6. La position des axes principaux se trouve moyen-
nant le calcul du corol. 8 du probléme II de ce liv.
X1V, ou plus simplement de la maniére qui suit.

Soit AB un diamétre quelconque de I'ellipse, C le cen-
tre, et CD le demi-diamétre conjugué i AB. Joignez
AD, et prenez CE=CD); prolongez CD jusqu’a ce que
CG=CA, et menez EF paralléle &4 AD ; du centre G
avec le rayon GC, décrivez le cercle CH qui coupera
CA en H, et faites CI=FG; joignez HI, et menezCL
paraliéle & HI et égale & CD; divisez I'angle DCL en
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_deux parties égales par la droite CM: cette droite sera
" un axe de la courbe. En voici la démonstration. .

Tirez LN paralléle 4 CD, et LO, GP, perpendicu-
. laires 3 AB; prolongez CD, LC, en prenant CQ=CD),
et CR =CL; joignez DL, QR, et supposez AC=a,

CD—2: on aura CF = %, et par conséquent FG—=

- CI=a—-I§ : mais CH:CI::CN:LN donne (a— E—

a
XCN = CHXLN , ou bien (x - ﬁ_) oNg=EXIN

XCN, et onaiCH=CP; donc a::CH::LN:NO;
d'or Pon tire (.— —) X CNg=—=aNOXCN: or 5

a
[=CLg]=LNg+CNg—2NOXCN, donne LNg+
CNg — 4*=2NOXCN; donc LNg 4 CNg — b*=

b RS
(l — -‘-17) X CNg, et par conséquent LNg =5 — =X

CNg; d’otr il s’ensuit que le point L appartient i la
courbe, aussi bien que les points Q, R : mais la droite
CM est perpendiculaire aux deux cordes paralléles DL,
QR, qu’elle divise en deux également; donc CM est un
axe principal.

Quant i I'hyperbole, on peut y adapter la méme
construction et la méme démonstration, en prenant

b o - S < ye o
C=a+ —seten désignant par & le vrai demi-diamé-«

tre, c’est-a-dire, celui qui rencontre la courbe.

7- Pour déterminer la parabole, il suffit de quatre
points donnés ; car de ce que la courbe est une para-
bole, on tire d’abord ¢*==4%3; et prenant I'un des quatre
points donnés pour origine, on aura trois équations de
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plus pour les trois autres, c’est-a-dire, autant d’équs.
tions qu'il en faut pour déterminer les quatre coeffi-
cients v, 3, ¢, §.

8. Continuant de raisonner de méme, et faisant atten-
tion au nombre de termes dont chaque équation algé.
brique est composée , on trouvera que pour détermiuer
une ligne du premier ordre, on n’a besoin que de 2
points; qu’il en faut 5 pour déterminer la ligne du se-
cond ordre, g pour la ligne du troisiéme, 14 pour le
quatriéme , 20 pour le cinquiéme, 27 pour le sixiéme,
ainsi de suite. Les nombres 2, 5, 9, 14, 20, 27 etc.,
revienunent a ceux-ci, 2, 2+3, 544, 9+5, 14+6, 20
+7 etc., qui indiquent assez clairement la loi de leur
progression.

9. Supposons AB une parabole, et AC un diamétre
qui ne soit pas axe principal. Désignant la demi-corde
BC par y, et AC par x, I'équation de la courbe sera y*
=ax [14. 2. corol.]. Soient AD, DE, deux droites
dont AD parallé¢le 4 BC. Menez DG paralléle AC, BE
p‘erpendiculaire aDE, et BF perpendicaulaire & DG. Soit
BE=z, DE=u, AD=p, et FG:BF::q:1, BG:BF:
r:1, DH:DE::s:1, EH:DE::¢:1; on aura EH=1tu,

DH=su, Bl =z—tu,BF=—z—~u,FH="1
e =9, 9, = r,_ .9
—-—s-u,FG_..sz ‘u,:r__su+sz su+$45

— ﬁu::::—if-u+ ﬂ-tz; BG=—': z-—-—r—t-u;j=p

---:—tu-q-——z bnbsutlnnt——i- +q+ z, et p—

ﬁ u+ z au lien de x et y dans I'équation y*=axz, on
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trouvera p3s® —aprstu + aprsz + r* t*ut —ar*tuz +r*z*
=(1—qt) sau-(q+1t) saz; d’ou il suit que [r étant .
> 1], DE ne sera axe principal que lorsque t=o,
c'est-d-dire, lorsque DE sera paralléle 3 AC. Faisant
donc t==o0, s deviendra=—1, et I'équation se trouvera
réduite & p*+oprz+4r*z*=—au-+taqz: mais pour que
DE soit un axe principal, il faut encore que les termes
aprz, aqz, disparoissent de I'équation; donc 2pr=agq,

a
et p= ﬁ.

Corol. La parabole n’a donc qu’un seul axe principal,
et tous ses diamétres sont paralléles entre eux.

IV. ABCD étant un quadrilatére oix 'on suppose AB
paraliéle & CD, et dont on connoit le c6té AB, I'angle
ABC, et le rapport entre AD et DG, trouver le lieu da
point D,

Soient DE paralléle 3 BC, DF perpendiculaire & AB,
AB=gq, EF:ED:c:1, AD:DC::m:1, AE=x, ED
=y:on aura ADg = y*+ 2* 4+ 2cxy = (m X DC)* ==
(mXBE)*=ma*+2m*axr+m>x*, et par conséquent
0=m*a* 4 2m®ax 4 (m*—1)x*—acxy—y*, équa-
tion de la courbe dont un point quelconque satisfera
aux conditions du probléme.

V. Les droites AB, AC, ne sont données que de po-
sition , tandis que la droite DC, ainsi que sa partie CE,
inscrite & angle BAC, sont données de grandeur. On
demande le lieu du point D?

Soient DF paralléle & AC, DB perpendiculaire 3 AB,

, O=¢, DE=3%, AF—=x, DF=y et%% =c. Le
 Mpport ¢ étant connu , parce que l'angle BAC est
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donné, on aura BF=—cy: or les triangles semblables
donnent x—EF: EF ta—b:b, et par conséquent z:

EF:a:b, etEF_ = donc b =y* + .1:'+ -i-.tj

mais ¢ étant <1, cette équation ne peut appartenir
qu’a l'ellipse; donc le lieu du point D est une ellipse.
Si I'angle BAC étoit droit, 'équation deviendroit 5*==

b . . .
oz et les droites @, 5, seroient les demi-axes

principaux.

VI. La somme des cbtés AC, CB da triangle ABC
étant donnée, ainsi que la longuenr et la posmon de
la base AB, trouver le lieu du sommet C.

Ayant tu'é CD perpendiculaire 2 AB, et divisé AB éga
lement en E, onfera AE=d, AC+CB= 2e, ED=z,
et CD=y; d’oit AC§ —ADg=BCqg—BDgq, et ACg—
BCg =ADg—BDg= (AC+BC) (AC—BC)=— (AD+
BD)(AD —BD)=2¢ (AC—BC)=2adX ax; donc AC

_Bc=’;‘i’x,et AC [=1(AC+BC) + 1 (AC—BC)]

—e+ f:—:c: donc y*= (e+§x)'—(d+x)'=e’-—'

d 4 d ;e’ x*, équation a l'ellipse, vu que e> d. Le
point E en sera le centre, et les deux droites \/ ('e'—-
d*), et e [qui passe par les points A, B], en seront les
axes principaux.

VII. La différence des cétés AC, CB, du triangle ABG
étant donnée, ainsi que la longueur et la position de la
base AB, trouver le lien da sommet C.

Soient CD perpendiculaired AB, AB divisée également
en E, AC—CB=2¢, AB=21d, ED=xz, et CD=y:
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on aura 2¢ (AC+CB)=2dX2z; AC+CB=3;—1:¢', AC

d*—e*
4

d ; i
==e+ _ x, et par conséquent ye=e* —d*+

€quation a I'hyperbole, parce que d> e.

VIII. La droite AB étant donnée de position, ainsi que
le point C, situé hors de cette droite, tandis que la por-
tion DE de la droite CE, coupée par AB, n’est donnée
que de grandeur, on demande le liea du point E?

Soient CA, EB, perpendiculaires 4 AB, AC==a, DE
=b, AB=x, BE=y: on aura a:y::AD:BD, a+y:

e e —_ xy S 2 y * 4
y..x.DB._.a_'_f,etparconsequentb =\atr + 77,
qui revient & @*b*+-aab’y+ by =ay*+a’y*+2ay?

A

Scholie. Ou donne a cette courbe 1¢ nom de Con-

choide de Nicoméde; elle a quatre branches ipfinies,
dont AB est I'asymptote ; et il est facile de déduire de
I’équation, ainsi que de la supposition, que cette courbe
doit avoir un ncend en C, toutes les fois que & > a.
. IX. Le cercle ABC et le diamétre AC sont donnés de
grandeur et de position; ACD est un angle droit; AD,
comprise entre le point A et la droite €D, coupe la cir-
conférence dans un point quelconque B, et la droite
AE est=—BD: on demande lelieu du point E?

Si lon tire EF, BG, perpendiculaires 3 AC, on aura
GC=AF. Soit AC, a; AF, z; et EF, y. On a CG=ux;

)’y‘ =BGg=

AGX GC=(a—x)x,et pargonséquent 0 ==ay> — %% —
zy*,

af—-.‘l‘

AG=ag—zx; z;y:a—x:BG; (

-

19
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Scholie. Cette courbe est la Cissoide de Dioclés.

X. Le rapport entre les cétés du triangle ABC étant
connu, et la base AB étant donnée de grandeur et de
position , trouver le lieu du sommet C.

Soit CD perpendiculaire 4 AB, AB=a, AD==x,
CD=y, AC:CB::1:m. On aura BD=a—z, ACgX
m*==CBq, m*y*+m*x* =y +a* —2ax+z*, et o=a*
—3aaz+ (1—m*)z*+ (1—m*) y*: le lieu du point G
sera donc un cercle.

Scholie. y==0 rend x= : prenant donc AE=

a

1+m

‘a a . .
, la droite EF sera le diamétre

14m 1—m’ .

de ce cercle; car 'équation prouve que chaque ordon-

née en est une demi-corde.

XI. A étant un point quelconque d’une droite infinie
qui passe par les points B et C, donnés de position, et
supposant qu'AD soit perpendiculaire A cette droite,
et moyenne proportionnelle entre les segments AB, AC,
on demande le lieu du point D?

Tant que la droite AD tombera entre les points B,
C, le lieu demandé sera d’abord un cercle ; car la sup-
position AB:AD::AD:AC,donne ADg—ABX AC équa-
tion aa cercle: il sera composé encore de I'hyperbole,
toutes les fois que le point A tombera sur le prolonge-
ment de CB; car on aura alors ADg=(BC+BA)XBA,
el par conséquent o==BCX BA+BAg — ADg , équation
4 I'hyperbole.

Scholie. Cependant, si on calculoit comme dans les
exemples précédents, on rencontreroit une solution in-
certaine; car désignant BC par a, BA par z, et AD par
J' si 'on suppose A situé entre Bet C, on trouve y*==

5 €t AF =
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(a—z)xr==ax —x*, équatjon au cercle, dont aucune
ordonnée ne tombe sur BC prolongée; et si I'on sappose
A sur le prolongement de BC, on trouve y*=axr4z* R
équation a I'’hyperbole, qui ne donne aucune ordonnée
qui puisse tomber entre B et C; d’otr il résulte que la
conclusion de I'existence du lieu du point D ne dépend
ici que d’une supposition purement arbitraire. Et voila
- encore une preuve de ce que I'on.a avancé plus haut
[13. 8. schol.], savoir, que le langage métaphorique
expos€ dans-les liv. V1II et XIII, et dans lequel consis- .
tent & la riguear algébre et l'analyse modernes, est
sajet & des erreurs, par cela mémre qu’il tient a- des
hypothéses qui ne s’accordent pas toujours avec les con-
ditions des problémes, et qui souvent méme les con-
trarient; car si, d’une part, on abrge extrémement les
solutions par la liberté que I'on a' de nommer somme ce
qui n’est qu'une différence, et difference ce qui n’est
que somme; del’autre, on met des bornes & ces mémes
solulions : on les'rend quelquefois fautives, par des res-
trictions incompatibles aveé 'état‘de la question, en ne
prenant pour égales que des grandeurs affectées d’un
méme signe, et en ne donnant le nom de proportion-
nelles qu’aux gmndenrs désignées comme telles dans 1z
définition V du liv. VIIL
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-LIVRE XY.

DEFINITIONS.

. Siune expression peut admettre plus d’ane va-
leur, tandis qu’une antre n’en admet qu’ane seule, on
nomme celle-ci constante, et I'autre variable.

. IL. La variable qui peat admettre une valeur toujours
plus grande qu’aucune grandeur proposée, est infinie; et
la variable dont la valeur. peut devenir toujours plus
petite qu'aucune grandeur proposée , s appelle infini-
ticme.

HI. Si la valeur d’ane expressnon Adegend de celle
11 une autre expression B, on appelle A fonction de B,
el B racine d'A. :

. ,AVERTISSEMENTS.

I. On désigne ordinairement les constantes par les
premiéres lettres de I'alphabet, et les variables, les ra-
cines et les fonctions, par-les derniéres, u, x, ete.

1I. On désigne une fonction en écrivant sa racine pré-
cédée de quelque majuscule grecque , qui ne soit point
commune & I'alphabet latin ; et une méme majuscule,
suivie de diverses racines, marquera une méme fonc-
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tion de ces racines. Si, par exemple, I'r désigne z°, et
Az, (a+x)* I'zdésignera z3; et Az, (a+z) "

IIL. T (x,z) marque une fonction de x etz: c'es;:
ainsi que 2%z et x4 — a’rz 452 , par esemple, sont
des fonctions de x et z, que Pon peut désigner par
T'(x)z), et A(x,z).

DEFINITIONS.

IV. Lorsqu’on désigne par dr une grandeur que I'on
a choisie homogéne & la raeine x, pour étre nommée
JSiuxion de cette racine, on désigne de méme par dl'x,
et on appelle fluxion de Iz, la grandeur qui readroit’
Hledde) Tz A% fnitieme.

dx dx

ou zéro, si dx devenoit infiniti¢éme, et si tout ce qui ne
dépend pas de dr demeuroit constant. '

V. Toute grandeur est la fluente de sa fluxion, et
chaque fluxion précédée de la lettre f marque la ﬂueme
dont elle est la fluxion. .

VL. d(dz) est la seconde fluxion de z; d(d(dz)) la’
troisiéme ; d(d(d(dx))) la quatriéme; ainsi de suite. '

drx
pry constante , et

AVERTISSEMENTS.

IV. On écrit ddz, ou d*z, au lieu de d(dz); d°z, au
lieu de d (d°z); ainsi de suite.
V. On écrit aussi dz" au lieu de (dz)~.

PROPOSITIONS. N

L z infinititme, et A, B, C, etc., constantes, ren-~
dent Ax+Bx’+Cx3+Dx4+etc infinitiéme, . -
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. Soient n le nombre des coefficients A, B, C, ete.; P
une grandeur quelconque qui excéde chacon d’eur, et

Q une grandeur proposée : prenant x < n%et(t,on
aura -:7 Q>Px; 7‘1- Q>Px>; -:; Q>Pz?, ainsi de suite;

donc nX %Q , c'est-a-dire, Q > Az +Bxz*+Cz3+Dst

+ etc.
I d(2*) =nx"—'dx.
" Car dx infinitiéme, et ce qui ne dépend pas de dz

. xn—1d.
constant , rendent-"—dx-—x [ =nx"—1] constante et
- - — —1
(x+dr)y—ax*  nan alx[:nn —’dx+n
' dr dx 2
n—a P
X —— z"—3dx*+etc. ] infiniti¢me,

4

UL d(x4Tx)=—dx-+drIx.
Car dz jnfinitiéme, et ce qui ne dépend pas deds

dr —
gonstant,, rendent - x dI‘x [ + d;x] constante, €t

(r+dx+l’(z+dx’))—(1‘+l‘x) d.z‘+dI‘x

) [=
P(x+dx)——l‘.‘v drx”
dz ~ dr

IV. d(a+bx)=bdz,”

Car dz infinitiéme, et e qui ne dépend pas de d#

infinitiéme ou zéro.

bdx
constant, rendent - 1= 5] constante s et

p+b(1‘+dz)-——(a-,l-l’r) bdx _
». dx T ax T
Schol. De la yient que qnand upe grandeur est in-
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dépendante de la racine, on dit qu'elle n’a point de
fluxion, ou que sa fluxion est égale & zéro.

V. Trouver d((a+4x)*).

En écrivant z=a--z, on aura dz=dx, et par con-
séquentd((a+x)*)=d (z*)=nz*—'‘dz=n(a+x)**
dzx. ‘

VI. I'(x+4dx) —TI'x devient infinitiéme, lorsqu'on y
suppose dx infiniti¢me, et tout ce qui ne dépend pas de
dx constant.

Car ces deux conditions donnent {1[: constante, et
par conséquent I‘(x+a‘71xx?—rx — ‘{5: infinitiéme ou
. y sy oy . drx r(x+dx)—Tx
zéro; d’ou il s’ensuit que vrS dr+ (_—_d:c_—

.-ﬁg) dz=T(z+4dx)—Tz = infinitiéme.

VIL d(2Tz)=dzTz+zdfz.
Cardz infiniti¢me, et ce qui ne dépend pas de dx cons-

drz dxlx~+xdlz [__ drx’}
Yant, regdent Y et e [__.I‘x+ x —‘Tr—]
-dx)T(x+dx) —xTx

constantes, et par conséquent (z+dz) (xd-: z)

—_ — x4+

- - dx dx

dxTx +xdTx I'(z+dx)—Tx' dI'z
==

‘ T (x+dx)—Tz] =infinitiéme, on =o.

VIII. Désignant par = un nombre quelconque, et
par I des logarithmes hyperboliques, on aura dr =
xdlz.

Car dr=d (14+lz+(Ix)*+;(lx)+5 (IxV+ 55
(lz)S+ete. ) =dlr+3 (Ix) dix+3(lx)dlx+5 (lx P diz.
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+ 35 (IYdlx tete. = (1 +lx+ L (Ix)*+ L (Io)* + % (Ix)s
+ 15 (Ix )5 +ete.)dlx=zdlx.

Corol. 1. Soit z fonction de y: on aura d(z7) = 2z7dlz
=zrd(ylz)=zrdylz+ 27 dlz=27ydylz+27—"yzdlz==2

(djlz+ Z;di)

2. Lorsque z n’est pas fonction de y, on a dz=o, et
d(z27)=2zrdylz.

IX. Trouver d™(z*).

Puisque d* (z") est=d(d(2"))=d(nz"='dx),si Fon
prend dx foncliondex, ouaurad®(z")[=d(nz"—'dx)]
=n(n—1)x"*dx*4nx"—'d*x: mais si on choisissoit
dx indépendant de dx, on auroit d>x=o0, et par con-
séquent d* (z")=n(n—1)x"—'dz".

Supposant tonjours dz indépendant de x, on aura de
méme d3(z") = (n—2) (n—1) nz"—3dx3; db(z")=
(n—3)(n—2)(n—1)nx"—4dz4; ainsi de suite.

X, Si I'on rapporte d"I'(z+£) 4 z dans %ﬁ

’

. dT(z+8) . . dT(x4E)  dT(x+E
etaEdans%,]edlsqne g,:‘- )= ;::i- )»

pourvu que dr ne soit pas fonction de z, ni d% fone-
tion de &,

dr(z+¥§)

Désignant —g  par B, on

dr(z+§)
——(dx—-par A, et

D(x+E+dx) —T(z+E)

aura — A == infinitié o
I p me ou

zéro, et I‘(:r+2+dié—l‘(x+2) —B=infiniti¢éme on

==o. Cela posé, supposons, ce qui est permis, la
fluxion dt==dx; on aura de suite A=B: mais A, B, ne
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dépendent ni de dx, ni de d% [15. déf. 4] donc A sera
toujours = B, quel que soit le rapport entre dr et d&.
Ainsi, puisque A est toujours égal & B, quelle que soit la
valeurde x4, il s’ensuit que les valeurs d’A et B seront
toutes deux indépendantes, ou toutes deux dépendantes
de x 4. Dans le premier cas, on aura dA =dB=o[15.
4. schol.]; dans le second, on trouvera, en raisonnant

comme ci-dessus, ‘;A — ‘ZB___% , Cest-a-dire, d’r‘(iz-’I- E) —

-‘P—I‘E%-—E2 ; ainsi de suite.

_ drx d'Txr ,, &rr .
XL I(z+8) =Tz + dx &+ 2dx? aX 3dx? &
d’T'x .

+ oxaxgdns Bee

Supposant & racine etT{x 4 &)=—=Tr 4 A+ BE 4 CE3
Dzi+etc., on aura dI' (z+48)=Ad:+2B2ds 4 3CE>dE
dr(z+k)

~+etc. , et——dE— = A+ 2BE4 5CE*+ 4 D23 -etc. Sup-
.o dU(x+E) __ dU(x+8) __
posant x racine, il viendra y R A+

2B%+ 3C¢* +-etc., ce qui donne % =A, lorsque {==o0:

dr(x+-€)

. < vy drz
mais ——— est indépendant de %; donc e =A,

quelle que soit la valeur de &.
Sapposant & racine, et d indépendant de £, on aura
d'T (x4E£)=2Bdt*+ 2 X 5CEdE} +-etc. ; et, raisonnant

. d*’Tx
comme dans le cas précédent, on trouvera B— .
2dx?
: d’rr
Suivant toujours le méme style, on a C= ———
) ' yie, 2X 3dz?

d'r'r

D:—-W’ ainsi de suite.
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AVERTISSEMENT VI

dT(u,x,z,etc.)
“dudzdzetc.
d’abord par du la fluxion de I'(s,z,z, etc.), prise rela-
tivement A la racine ; et de diviser ensuite par dr la
fluxion du quotient, en la prenant relativement A z,

. . . &3 (iB3xhz* — aurxz5)
ainsi de suite. Par exemple, Tudida est =a

désigne ce qui résulteroit de diviser

24’23z — 10 auzh,
PROPOSITIONS.

XII. Le résultat de I'expression précédente sera tou-
jours le méme, quel que soit I'ordre que I'on suive dans
les opérations. )

. d’T(u,x) _ d'T(u,x)
Je dis d’abord que e = i

(a—x)dr (u,a)
da +

; carI'(u,x)=
I'(u,a—(a—x))=T(u,a) —

J— 2 42 — ,
(a—x)*dT (u,a) (a—x) d’[‘(u,a) + etc.; done

ada? - 2 X 3dd?
dr(u,x) __ dT(u,a)  (a—x)d"I(u,a) (a— x)*d’T(u,a)
du ~—  du dadu ada*du
(a —x)3dT(u,a) d'T(u,x) __ d°*T(u,a)
T T aX3da’du +ete.; et dudr —  dadu
(a—2)dT(u,a) | (a—x)*di(u,a) . dr(u,x)
da*du ' ada*du — ete.; mais dx

—_d(u,a) (a—2)d*T(u,a) |, (a—z)*dT(u,a)
~ da da? ada’ -

ete.,
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d'I'(u,x) __ dT(u,a) (a— z)d(u,a)

t =
et partant dxdu . dadu . da*du
(a — x)*d'T'(u,a) d'T{u,x) __ d'T{u,x)
ada’du — ete. : done dudx = dzdu ’

d*I(u,z,2,)  d&T(u,x,z) __ d*T(u,x,2)
dudrdz —  dzdudx ~—  dzdzdu
__ d*T(u,x,2) _ dT(ux,z)  dT(u,x,7)
dxdudz  dzdrde  dudzdz
XIII. Soient AB I'abscisse, et BC I'ordonnée corres-
pondantes & 'arc AC de la courbe réguli¢re AD, c'est-
a-dire, d’une courbe dont les coordonnées sont des fone-
tions T'une de I'autre : je dis que, en menant une autre
ordonnée quelconque DE, et achevant le parallélo-
gramme BF, si 'on prend BE pour fluzxion d’AB, le pa-
rallélogramme BF sera la fluxion de Vaire ACB.

On aura donc

; ainsi de suite.

On voitd’abord que 5% BE etant la valeur de la perpendi-
culairebaissée du poth sur la droite BE, ou surson pro- '
BF
longement si on représente par = + = la perpendlcu-
laire tirée du point D sur la méme droite AE, on aura

C;) ; < 7 ; mais AB constante et BE infinitiéme ren-

. BF NP
droient BC constante, B constante, © infinitiéme, et

T e s peres . 1. BF
Y'aire CDF infinitiéme, c’est-a-dire, BE constante, et

ADE—ACB _ BF I:_BCDE__ FB __ CDF <w:|

BE BE | T BE BE ™~ BE
fnfinititme; donc si BE est fluxion d’AB, le parallé-
!pﬁramme BF scra la fluxion de 'aire ACB.
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AXIOME.

Lorsque plusieurs lignes quelconques sont te—- 3= =
entre les extrémités d’un méme droite, celle-cien est la
plus courte; et si deux de ces lignes sont dans un méme
plan, et d’'un méme coté de la ligne droite , 'extérieure
excédera toujours I'intérieure, pourvu que celle-ci ne
puisse rencontrer aucune droite en trois points.

PROPOSITION S.

XIV. Prenant toujours BE pour fluxion d’AB, sup-
posons que la droite GH touche la courbe au point C,
et que les coordonnées EA , ED, prolongées a volonté,
rencontrent GH aux points G, H: je dis que la droite
FH sera la fluxion de 'ordonnée BC, et que CH sera
celle de I'arc AC.

Tirez la corde CD, et GI paralléle & CD; supposez
AB constante, BE infinitiéme, et A une ligne propo-
sée; prenez BE < %, et si CI n’en vient pas <2, prenez
CI<2, et ayant tiré GI, menez CD paralléle & GI: Ia
ligne CD coupera Yarc en quelque point D, parce qu’au-
cune droite ne sauroit passer entre la tangente CH et
Yarc CD sans le couper. Menant donc I'ordonnée DE,
on aura BE moindre qu’on ne I'avoit supposée; donc AB
constante et BE infiniti¢éme rendront GB, BC, CG, cons-
tantes, et Clainsi que CGm Gl infinitiémes. Or, les trian-

gles semblables donnent [_ :I _ﬁ(—}’ donc AB

constante et BEinfiniti¢me rendronent —EE constante, et
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ED-BC [ DF L + DH _ CI
—BE = =+ 3E =86
inﬁmtneme Prenant donc BE pour fluxion d’AB, la
droite FH sera celle de BC.

L’arc CID étant >CD et <CH+DH on aura %IE—?-

CD CH+4+DH g CG
> BE’ et < —s—r —BE cest-i-dlre,> BG’ et & —= BG

- -91-: mais AB constante et BE infinitiéme donnent

GI__GC =+ infinitiéme, et CI-—mﬁmheme et par con-

CID
séquent —f > ]Cg((“i <+ infinitiéme et< +mf ni-

. cCDh_CG ,. ...
ti¢me; donc BE ————+ mﬁm“émeiﬁ[:i@'

ACD—AC CH[ CID CH

constante; et —BE " BE

%(—}- +’ inﬁmuéme—%% =infinitiéme; d’ol1 il s’en-
suit que quand on prend BE pour ‘fluxion d’AB, on doit
regarder CH comme flaxion d’AC.

XYV. Si I'on prenoit —BE pour fluxion d’AB, on
pourroit démontrer de méme que —BF, —FH, __CH
sont les fluxions d’ACB, de BC et d’AC.

- XVI. La différence entre deux fluentes 3 ﬂuxlons
égales, est indépendante de la racine.

Soit dlz=dAx, et supposons, s ’11 est possnl)le , qne
la différence Tx— Ax soit==©x: on aura d@ —=dl'z—'
dAz, et dO@x=0, c'est-a-dire, la différence ©x indé-
pendante de x; donc ©x ne sauroit étre fonction de .

XVIL. Le splide A occupe l'espace que la figure
plane B décriroit si elle se mouvoit depuis le lieu B
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jusqu’au lieu C, de telle sorte que tout triangle inserit
A cette méme figure décrivit simultanément un prisme,
dont la hauteur seroit celle du solide A. Cela posé, je
dis qu’A est égal au prisme qui auroit cette méme
hauteur, et une base égale 4 B.

Le solide A peut étre regardé comme composé de so-
lides de la méme hauteur, et ayant des bases telles que
la figure aGy, formée par les lignes droites ay, 4G, et
par l'arc a6 tout convexe ou tout concave vers la droite
tirée du point a au point 6, lequel arc soit compris
entre les cotés du parallélogramme que I'on forme-
roit en menant par «, 6, deux paralléles & Gy et ar.
Ainsi, il suffira de démontrer la propesition 4 1'égard
de ces solides. Soit S le solide ayant 26y pour base, et &
pour hauteur, Si 2X a6y n’est pas=3$, il y aura une dif-
férence D entre ces deux solides. Sur le cété Gy avec I’an-

gle a6y, faites le parallélogramme 65 < %, et- coupez.

de—=xd=t{=etc., jusqu’ad ce que le segment %« ne
soit pas plus grand que v3; achevez les parallélogram-
mes inscrits yx, O, ep, etc. , et désignez par R le rec-
tiligne qui en seroit la somme. La différence afy—R
sera égale A la somme des espaces 6xw, x)p, Aps, elc.,
et par conséquent moindre que le parallélogramme 63,

et < ]—:- Inscrivez au solide S des parallélipipédes qui

aient xy, &\, ep., etc., pour bases, et circonscrivez au
solide, qui auroit 6x= pour base, un parallélipipéde
qui en ait une, représentée par la figure =z : vous trou-

verez aussi S — AR <AX 63, <k X -1,3-, < D. Soit
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done, s’il est possible, S > % X a6y : on aura AR > & X

&6+ ; absurde. Soit 2 X a6y > S. Puisque afy —R < %,

on aura AXaby—AR <D, et par conséquent AR>S,
ee qui seroit encore absurde: donc £ X a6y=S.

DEFINITION VIL

Le solide A se nomme cylindre, lorsque la base en
est un cercle.

PROPOSITIONS.

XVIIIL Désignant par = la hauteur AB d’un solide
Yz; par Az la figure qui lui sert de base; par x4dx
la hauteur ABC du solide I'(x+dx): je dis que dTzx=
dxAx.

x constante, et dx infiniti¢me, donnent I'(x +-dx) —
Tx z dxAzx, et ; dxA(x+4dzx). Soit I'(x+dx)—Tx >

Ix+4dx)—Tx drAx ,
dxAx: on aura az iz > o [Cest-d«

dire positif], et <A(x+dx)—Ax, et par conséquent
infinitiéme [15. 6]. Soit T’ (x4-dx) —I'x <dxAzx, et
par conséquent > dxA (x+dx): on aura dzAz

l"(.t+¢z.12--l‘x So,et < dxAz _ dxA(x+dx)

—

dz 2z et
dxAr T(x+4dz)—Tx
dx dx
T'(x+4dx)—Tx
dx )

d-dire, < Ax— A(xr+dx);donc

=infiniliéme, et par conséquent

dzAx -
= infinitiéme; donc dlr=dzxAx,
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Corol. Soit I'r une pyramide qui ait pour base wn
rectiligne: on démontrera facilement que les valears de
Az doivent étre entre elles comme les valeurs de z*

Soit ¢ = % on aura dl'x = gz*dr = 3 q X 3xdr,

et par conséquent Tx=7q/3x*dxr=7 q:b’:%qur’ ’
c’est-d-dire, que I'x sera le tiers de sa base multiplice
par la hauteur.
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LIVRE XVL

I Lz sinus droze , 0m sfmplement le sinus & un are
de cercle, est la perpendiculaire baissée de I'une des
extrémiltés de I'arc sur le rayon qui aboutit & I'autre
extrémité.

II. La partie de ce rayon, comprise entre l'arc et le
sinus, s’appelle sinus verse.

IIIL. Si 4 I'extrémité de I'un des deux rayons qui com-
preunent un arc quelconque, on méne une perpendi-
culaire jusqu’au prolongement de 'auntre rayon, la per-
pendiculaire ainsi terminée s'appelle tangence de cet
are.

IV. La sécante de ce mémé arc est la droite com-
posée du second rayon, et de son prolongement jusqu’a
Yextrémité de la tangente.

V. On divise la circonférence du cercle en 560 par-
ties égales, nommées degrés ; chaque degré en 6o mi-
nutes; chaque minute en 6o secondes; chaque scconde
‘en 6o troisiémes, etc.

AVERTISSEMENT.

Les degrés, minutes , secondes, etc., se désignent par
les caractéres °, /, 7, etc. : ainsi le nombre 63° 22/ 47
représente 63 degrés 22 minutes 4 secondes.

14
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DEFINITIONS.

VI. Désignant par A un arc de cercle, on appelle
90° — A, complément, et 180 — A, supplément de
Iarc A.

VII. Le sinus, la tangente, et la sécante d’un arc,
sont le cosinus, la cotangente el la cosécante de son
complement.

AVERTISSEMENTS.

II. Les noms de sinus, cosinus, tangente, cotan-
) 2
gente, sécante, sinus verse, s'abrégent ainsi: sin,
cos, tang, cot, séc, coséc, siny.
III. Au lieu de X, on substitue souvent un point :
) ?

et & la place de % , mous €crirons quelquefois A~ B.

PROPOSITIONS.

L. Désignant par r le rayon d’un cercle quelconque,
‘on aura sin 0°==0, et cos 0°=r,

IL. sin go°=r, et cos go°=o.

IIL. rd sin z=dz cos z.

Soient I'arc AB désigné par z, C le centre, CA et CB
deux rayons, CD perpendiculaire et BD paralléle 2 AC,
BDEF un rectangle dont le cté EF rencontre I'arc AB
prolongé, BG une tangente, et DE=—d sin z. On aura
CD==sin AB, BD =cos AB, et BG =dz: mais les trian-
gles semblables CBD, BFG, donnent BG:BF ::BC:BD;
donc dz cos z==rd sin z.
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Corol. 1. rd cos z [==rd sin (90°—z)=— dz cos
(9o°—3z)]=—dzsin z._
2. Si I’on suppose dz indépendant de z, on aura d*
—dz*sin 2z —dz® cus z

; 4% sin 2=

sin z =—
r r

; dhsin z

dzb sinz .
=——z—; ainsi de suite. -

zdsin% + 2*d* sin ¢

IV. ;in (8+2) [=sin g+ o 2d?s

23d3 sin K Z cos Z 22sin%  z3ecos¥
2.5‘1,;3 -+ etc.=sin { 4 —_

ar 2.5r3

24 sin ¢ z5cos ¢ z° sin €

2.3.47% T 35450 354567 "e“’-] =sin g

z? zh 26 +ete ) Feost
('— 2r T 33545 T 230560 T 0s
z z? 2’ z1
(7 —6r + 6.4.5r5 120.6.977 + etc.), et on dé-
montrera facilement que ces séries sont convergentes,
quelle que soit la valear de z.

3 z5

: — o —_— 5
Y. sin z [=sin (0°+2)]=23 & T T

z? z9 t
. — etc.
120.6.7r6 + 5040.8.9r®
C z3 25
orol. sin—2z=—=—2z+4 — & T 6457 + etc.; ce

qui montre que des arcs égaux et contraires ont né-
cessairement des sinus égaux et contraires.
z? zh

VYI. cos z [=sin (90°——z)]_r— 34'3

28 28
24.5.6r° + 720.7.8r7

Corol. Deux arcs égaux et contraires ont un méme
cosinus,

— etc.
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sin ¥ cos z4 cos ¢ sin z

VIL sin (§4z)= .

r

VIIL cos {§4z) [=sin (go°—§—z)= ; (sin (go®
—Y%)X cos (—z) + cos (9o°—%) sin (—z))]=

cos ¢ cos z—sin ¢ sin z
= .

Corol. cos 180° [:cos (90°4-9g0°)= o_xo:r_)s_r_]

r

=7,

IX. sin (§42z) + sin (§—2z) = ; sin € cos z.

X. sin ({+2z) —sin ({—2z) = % cos ¢ sin z,
XL cos ({4z)+cos ({—z)= ; cos % cos z.

XII. cos (§{—z)—cos (¥ +z)= -2; sin ¥ sin 2

XIII. —:— sin t—:—i cos E:—z—z.-sin %<4 sin z.

XI1V. % cos Ei;-i cos 'C;g—_z =cos { + cos z.

XV. 2 sin _Zj-_z_ sin z——:—i.—_-cos % — cos z.
r 2 2
XVI. z n’étant pas > go°, on aura z = sin z 4=
(sin z)} + 3(sinz)® | 3.5 (sin 2)7  3.5.7(sin z)? +
2.3 ' 2.4.5r% 2.4.6.7r8 2.4.6.8.918
3.5.7.9 (sin z)"
2.4.6.8.10.11 7%

Désignant par y lesinus de z, on auradz [:-.

+ ete.

rd sin z
COos 2

Crdy Nt 3 N r,
== ) | = (e
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3.5y8 3.5.79° 3.5.7.9 7" .
2. 4 6rs + 2.4.6.8r8 + 2.4.6.8.10r"° + ete.) dr;

»3 35 3.507
done 2=y + i 2450 T 24658 T
5.5.799

346897 + etc. = infinitiéme, lorsque y sera infi-

niti¢me; et =go° lorsque y =r.

Corol. 1. Désignant par A le terme ~precedent on

sin z)
réduira facilement Pexpression sin z + ¢ + etc.

2.3r
« . (sin z)*A 3*(sin z)*A 5 (sin Z)A
asmnzit s 4.5r* 6.7 .
n*(sin z)*A = g*(sin z)’A
8.9r o Tele

2. Puisque r est la corde de 6o°, c’est-d-dire, de la
sixi¢me partie de la circonférence, on aura X r=sin 3e°,

32A 2
et par conséquent 30°=; r+ 224 + 435 A + 657A4

87;A4 + ete. = rX o, 5255987755982getc. ; donc

-

180° == 6rXo, 52359 etc.=rX 3, 1415926535894 etc.
XVII. Désignant par ¢ la basedes logarithmes hyper-

sy —1 3
. vt 2/ —1
boliques, on aura re [:r ( 1 + ‘/’

—

zr 2/ —1 2B/ —1 28
2rr 61 + 24rh 120r5 72010 —ete )
déf. t4] = z = L t
[9' el. 2. e 4 ou—r_;;+';4—r§—7—20——5+00-+

, 3 25
(z— 6r* + 2ok Ta0rh —ete. ) \/_'] cos z+(\/—1)

sin z.

XVIIIL r—=* (cos nz.+ (/—1) sin" nz) [:r""“

r
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inx\/-—l
(cos (+nz)+ (/—1) sin (*nz))=r""'re * =
:*-l\/-—l " .
(ré 7 ) =teos(a)+ (V—n)sin (£ )y | =

- (cos z+4 (,/—1) sin z)".
nzy/—1 —nsy/ —1
XIX. 1~ cos nz:—..%r"(e r 4+e r ):;

(cos z+4-(\/ —1) sin z)"+ % (cos z—-(\/—-—l) sin z*

=(cos z)"—n - (cos z )"~ (sin z)’-l-n

n--2
S5oXTg

nzy/ —1
XX. - sin nz—-——-r"(e T

2y/—1
—n:\/._.
)— - ((cos 24 (y/ —1) sin z)"—

(cos z)"—4 (sin z)8—ete.

2\/
1

(cos z—(y/—1)sinz)")=n (cos z)"~"* sin z—-n"—z—

n—»2 me3 7t N3 n—1 n—2__n—3
X 3 {cos z) (sin z)34n 2 X 3 X 7
Xn';&(cosz)"—ﬂsinz)’—elc.

sy —8 —_—ty/—1 a

XXI.(2COSZ)" [:(r(e r +e r ))=

ney/—1 (n—a)sy/—1 n—=1 (n—4)sy/ —1
r"(e "+ ne . +n € +

n—y1 _ n—o =flrV—t

n X ——e r +cbc.)=r"-'(cosnz
9

2

+ (/—1)sin nz+n cos (n—2)z+4n (y/—1)sin
(/1—2)z+u cos (n—4)z+n '(./—!) sin
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(n—4)z+etc.)] =pr—1 (cos nz4n cos (n—a)

N ——

5

.z-l-n L cos (n—4%) z+n x 2cos(n—6)

.

z+ eic.); car rien d’imaginaire ne doit rester dans la

valeur de (2 cos z)*.

Corol. 1. sin nz4nsin (n—2) z+4n z

— .

S sin (n—4)
zZ<4 elc.=—o.

< 2. Lés coefficients n, n n;—‘, n n_;' X "gz,elc.,
font voir que lorsque n est un nombre entier, n+ 1
doit éire le nombre de termes de la série cos nz+n cos
(n—2)z+4 etc. [car ils reviennent i ceux de la série &
lJaquelle se réduit I'expression (14Q )", développée d’a-
prés la proposition VII du liv. IX]; et les coefticients
n—a2,n—4, n—G6 etc., indiquent également que le
dernier terme doit étre cos (n—2n) z=cos —nz, et par
conséquent égal an premier terme cos nz; que I'avant-
dernier doit étre n eos (n—2 (n—1)) z==n cos —

(n—2)z, et par conséquent égal au second terme ; que
le troisi¢me avant le dernier terme, doit étre égal au
troisi¢me aprés le premier ; ainsi de suite.

Désignant donc par m un nombre entier, et par A Je-
coefficient du terme précédent, on aura (2 cos z)™=
om—1

qrim—:1 (cos amz+2m cos (2m—2) z+ - A cos.

(nm-—4)z+ 2 A cos (2m—6) z++-;-
Qm——-(m—l) '
m

X

A cos (2m——2m)) z, et par comsé~

P
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gquent 2”"—' (cos Z)»™=r*m=" (cos 2mz+2m cos (2m

.-2)z+ Acos(zm—4)z+ 2 A cos

(2m—6)z+ + 2

Ar)

-

5. 2°m—? (cos 2 )™ ! = p2m—2 (cos (2m—1x) z4

—2 A cos (am—5)z+

+:A cos z).

(2m—1) cos (2m—5) z+ 2m

am—3

A cos (2m—7) z+4.. +
/, 2’™ ="' (sin z)™ [=2"™—" (cos (90°—z))™m=
7Im— (cos am (90°—2z) -+ 2m cos (2m—2) (9o°—z)

2m—

+ LA co8 (2am—4) (90°—z) + ete. )-—-r""—
(cos (m X 180° — 2mz) + 2m cos ((m—1)X 180° —

(2m—2)z)+.2m_-l A cos ((m—2) X 180°— (2m—

4)z)+ etc.)]:r’"“"(+ €os 2mz I 2m cos (2m—2)

z— 2_m_2__ A cos (am—4)z— nm;—a A cos (2m—

+

6) z...— Ar) en désignant par + le signe +

lorsque m est un nombre pair, et le signe — lorsquem
est lmpalr

5' Qm—3 (sin Z)""—' [= g3m—1 (COS (90°—-Z))’m—|

=pm—2 (co‘s (2m—1) X 90°—(2m—1) z) 4 (2m—1)

:((2m—5)x go°¢——(2m-—5)z)+etc.) _—_r'"'—’(;l_- sin

22 Asin

(2m—1 )2 F(2m—1)sin (27).1—5)»:—-
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2m-——5)z-— m—As1n(2m—5)z—. L
( 3

m—1
Assin z) , en désignant par + le signe 4 lorsque m est

impair, et — lorsque m est pair.

PROPOSITIONS.
r sin (§+2) .

XXII. tang (%+2) [__ oos (Tt 2) [ce qui est fa-
cile 3 déduire des premiéres définitions de ce liv. XVI]
~ sin % cos z+cos ¥ sin z rsin%__rcosz
= - - = 3 +

cos § cos z—sin § sin z ( cos ¢ cos z
rcos § r sin z) r* cos { cos z rsin €
cos € cos z ( cos{ cos 2 COSZ

rsinz\]__ tang ¥4 tang z ”
cosz )| r*—tang%tangz °

xxiig, SnbHsinz [1sin Etz s 82y 2

. ——a— N -
sin{4sinz | r 2 2 r

. C—z z . z —z z
S‘mt‘j cosg—-:-——=rsmt:_ cosET'\lcos—zi—-

rsint_

z]_—_tangt ~ tangt_z

r sin nz =1 sin nz
XXIV. tang nz | = = re=
COoS nz r-—? cos nz

. n—1 _, n—2
(n(cosz)"—'smz-—-n X —% (cos z)"—3

(sin z)3+e:c.>'3 ((cos zy—n =

! (cos Z—2 (siﬁ z);

. c N3
: - sin 2 n—i_,n—2 sin 2
+elc.)=r(n —_n X X(——

cos z 2 3 Cos Z ,
+etc.) ~ (1—-71 n_;‘ X (tan':g z) +etc.>]=-‘
, _ 13 _
(ntangz-—-nn anzx(tanrg’z) +n‘n2 '

)
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n—a2 n—5 n—4_ (lang z)

3 X i X 5 % —etlc. |~ (x—n
n—1 _ (tangz)? n—i1 _n—a n—3

2 X - +nr X 3 X

(tangz“

4
— ete. )
XXV. 2 [ fr’ dz4(tang z)* dz —

r*4(lang z)*
rrdg_ Tdcos z (tang z 2 dg_ T (sin 23 n.Icosz
/ sin z _f (cos z)*sin 2
r*+ (tang z)* .

r*4(tang z)*

(fdsm z r sin zd cos z ag r sin z)

/ COS 2 (cos z)* _/’ (cosz ]

r*+(lang z)* Y Pitangzy

r*dtangz (tang z)*  (tang z)°

_/7“+ (tang " tang z — 5 3
(tangsz_)D — ete.
or

XXVI. tang z [— 7 8in 2

T cos z =<(eév—‘—ei;V—l)

v

er +e:":‘/—')=((62—:-v—l—l)

o )] = (G )
rv—1)% CoperV ™),

(tang zV7
7

V=t

XXVIIL z [:-—(\/—1) z (‘/—-l)rle=_.(‘/
-—l)rle':V

' —(/— cos z+(\/——1)smz
=—(/—1)rl cos z+(‘/—|) sin z

COs 2

CcOos 2
r
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(‘/_l)r(lco’s.z*_l( sin 2z \/—x)>:|

cos 2

(\/—l)r<lc°:z+l(1 t:mgz‘/__I ) |:=%4
(z__(_z))=.——\£-—1 (rl cos z+(\/r——1)sinz _

47 S8 (—2)+(y/—1) sin (—z)>:|= —y/—1 ,

r 2

cos z4 (y/—1)sinz__ —/—1 _lr+(\/——1) lang z

cos z—(y/—1)sinz 2 r—(/—1) tang z’
XXVHI. Les arcs de deux secteurs équiangles sont

entre eux comme leurs rayons.

Soient , R, les rayons, et z, Z, les arcs. On aura
2:Zrl (co:z 3 sn;z V—1 ):Rl (cosZ 4 Sin VA

R R
V/—1); mais on a aussi r:R::cos z:cos Z, et r:R:isin 2z
. . cosZ sm 7 cos z _ sin z
isin Z; donc — e
’ R 4 7 v

— 1, et par conséquent z.Z..r.R.
Corol. Les circonférences de deux cercles sont entre
elles comme leurs rayons.

AVERTISSEMENT IIL

Tant que I’on n’avertira pas du contraire, on dési-
guera toujours le rayon du cercle par 1, et la demi-cir-
conférence [—=180°=3,1415926 etc.] par =.

PROPOSITIONS.

XXIX. a, b, étant deux nombres quelconques, on
aura @b vV—' [= (ela)b V=t = e\""') V—t]=cos bla 4+
(y/—1) sin bla.

]
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XXX. Soient le

le sinus, et

b a
‘/(a’-}-b’) \/(.a’+b’)

cosinus d’'un arc c: on aura (a+b/ —1)" [:

2 2 a+b\/—l m_ 2 a; ___a-__
(\/(a +b )\/(ag_l_bs)) —(a +b) (\/(a:_*_ba)

b/ — m m ,
+ ‘-/—(%,——_!_;,—) =(a*+5*)* (cos c4(/—1)sin c)'"]
=((;1’+b’)?(cos mc+(\/—1) sin mc).

XXXIL l(a+b/—1)[=! ((a“+l)’)5 (cos c+(y

—1)sin ¢))=1,/(a*3-b*) 41 (cosc+(\/—1)sinc)]
=1l/(a+b)+c\/—1.

XXXII Soit { un nombre entier et positif : on aura
l—a[=l(—a+t+o/—1)]=la+(2i—1)18"
vV— 1

XXXIII. Désignant par A le logarithme réel de g,
on aura la=2x1+(i—1) 560°\/— 1.

XXXIV. ‘Désignan't par n un nombre entier et positif,
je dis que les facteurs trindmes de tout polynome z"—

2l—2

a" seront de la forme x*— 2ax cos nta

x"
Car supposant z" — a" == 0, on aura S =1=

a—2

2s%—2a
[=eT“V-‘+ o R TVTI_T
. a

2
et par conséquent x* — 2ax cos
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XXXV, Les facteurs trindmes de x"4a" seront de

20—1
1a forme x* —2ax cos - ©+a*.
(3
I
Supposant " +a” =—o, on aura ==
a—1 .
. x TVt 2i—1
e(F—)Ty—1, 2 —e " v ; 2 cos T
n
ai—1 al—1
— Y ———xTV—t T a x*+4a?
[="~ +e YTt =T
a x ar

! 2l —1
et par conséquent x> — 2ax cos —— = + a*==o.
n

Schol. 1. Les facteurs trindmes que I'on trouve par
cette méthode, sont illasoires ; mais ils renferment des
facteurs binémes réels; car substituant, par exemple,
1,2,3,4,aulieu de Z, on trouvera pour le polynome
28— ab, les facteurs x*—2ax+4a*; r*—2ax cos 3 = +
a*; £*—2ax cos 3 © + a*; x*+2ax+z*, dont les deux
x*—2azx+a*=o, et x*4-2ax+a*=—o0, ne donnent que
x—a=o, et r+a=0; d’ou il s’ensuit que x*—a=
(r—a) (x+a) (x*—2ax cos 5 ©+a*) (x*—2ax cos 3
n+a*)=(x*—a*) (x*—2ax cos ; ©+a*) (z*— 2ax
cos 3 m+a?).

2. De ce que le nombre 7 est infini, on ne doit pas
conclure que la méthode proposée donne pour le poly-
nome x"+a" plus de facteurs trindmes qu’il n’en faut;
car en continuant de substituer toujours 1, 2, 3, 4, 5
etc., an lieu de ¢, on ne fera que revenir A ceux que
T'on aura déja trouvés. Substituant, par exemple 1,2,3,
au lieu de 7, on trouve pour x5+ a° les facteurs x*—
24x cos ; ©+a*; x*—24x cos § ©4a*; et x+a; con-
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tinuant de substituer encore 4, 5, 6, on trouvera 2*—
2ar cos ; T+a*, x* —2ax cos I« 4 a*, et x* —2azx
cos 5 r+a’, qui reviennent au méme, puisque les arcs
dzetlx,iw, 2 et’lx, ont un méme cosinus; donc
Ia seconde substitution n’a fait que donner les mémes
facteurs. Ainsi de suite.

XXXVI. Soit p un nombre positif, x*—pxr=gq, ; ¢*
: 39v/3 : ’ tiend
non > = p?, et —.¥__le cosinus d’an arc désigné
> 7 P 4 2p \/P 8 Pu
~ 3a: je dis que z—(n\/ 3)cos a.
Car la prop. XIX de ce livre donne cos 5a [=(cos a)
—3 (cos a) (sin a)*=(cos a)*—3 (cos a) (1—(cos a)?)]

-

. 5
=4 (cos a)®*—3 cos a; ce qui, en mettant }x‘/’—,

393 -

et 4 la place de cos a et de cos 3a, donne g=
2p\/p P ’ L
3 —pzx.

Schol. 11 faut que % ¢* ne soit pas > 3% p?, aﬁn que

3
3qv3 —L——ne soit pas > 1; car, sans cette condmon on

VP
59/

auroit un cosinus
2PV P

ce qui est impossible.

XXXVIIL Tout secteur de cercle est la moitié du
produit de I'arc qui lui sert de base, multiplié par le
rayon.

Soient ABC le secteur, CD perpendiculaire & AC, BD
paralléle a AC, r le rayon, et z ’arc AB: on aura ABC
[=ABDC —BCD =/ cos zd sin z — 3 sin z cos z=
J'cos zd sin z— { f(cos zd sin z+ sin zd cos z)=/ cosz

plus grand que le rayon 1,
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dzcosz - dzcosz . _dzsinz .
r r r

\ .
(cos z ,=-:(am z) dz=§frd3] =1rz.

Corol. 1. Le cercle sera donc [= % r X 2rz]=nr".

2. Il suit de ce corollaire, ainsi que de la proposition
XVIII du liv. XV, que la pyramide conique vaut le
tiers de sa hase muliipliée par la hautear.

XXXYVIII Désignant par s un segment sphérique, en-
gendré par une révolution compléte du segment circu-
laire compris entre I'arc z, le sinus de z, ct le sinus verse
‘de z autour de ce méme sinus verse, trouver la valeur
de s.

On aura s [— = (sin 2)* d sinv z—== f (2r—sinv z)
(sinv z) d sinv z=x [ (2r sinv 2— (sinv 2)*) d sinv 2=
© (r(sinv 2)*— j (sinv 2)3)] sera=m= (sinv 2)* (r— 3§
sinv z). v

Corol. La sphére sera donc égale & = (27)* (r— 5 2r)
=% =r¥=13% X 2rar*, c'est-i-dire, égale aux deux
tiers du cylindre, qui auroit le diamétre de la sphére
pour hautear, et le cercle de ce diamétre pour base.

AXIOME.

La surface plane est plus petite que toute autre sur-
face appuyée sur le méme contour; et la surface qu’au-
cune droite ne sauroit rencontrer dans trois points, est
moindre que loute autre surface qui 'envelopperoit en
s'appuyant sur le méme contour..

XXXIX. La surface courbe de toute pyramide coni-
que dont I'axe tombe perpendiculairement sur la base,
est égale & la moitié du produit de la circonférence de
la base multipliée par la droile comprise entre cetle
circonférence et le sommet de la pyramide.
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On démonitrera sans difficulté, que dans uhe pyrs-
mide dont la hautear tombe perpendiculairement surla
base, toutes les droites comprises entre le sommet et la
circonférence de la base sont égales. Soient donc C le
centre de la base; AB une partie de sa circonférence;
AC, BD, deux coordonnées perpendiculaires entre elles;
EF une autre ordonnée ; et supposons que GBH touche
Ja circonférence au point B, et rencontre en G, H, les
droites CA, FE, prolongees ; menant BE et GI paral-
1éle 2 BE; et tirant du point L les droites LA, LB, LE,
LF, LI, on aura Bm EL4+BEm > BEL, c’est-a -dlre,
Bm EL+BEm >iBEX / (BLg— % BEq); et BmEL
+ BEm < BLH + ELH + BEH, c’est-A-dire, BmEL
+BEm < { BU X BL + { EH X FL + [ EH X DF
ce que l'on démomrera facilement: on aura donc
B s ix e v (BLq —iBE) — 27«

.y BOXBL BEm

Soient AD constante, et DF infinitiéme: on anraE-l-‘:—-

DF
[< BEH Cesta-dire, < 3 EII] infinitiéme , et par
I
conséquent —=—— DIEL> X SGXBL—-—mﬁmtléme mais
BmEL
GI=BG — infinitiéme; donc BF >1 X DG )( BL
— infinitiéme , et par conséquent > i X EH%(E_‘I}E
e ., UBHXBL . _ BI
— infinitiéme, et < { X —TrF  tiXpgX FL

BH X BL

+ 1EH — —i)E—F-,cestidlre,< XT+lﬂ'
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BmEL BH X BL

finitiéme. On aura donc DF X —oF — %%
ARL_ABL B X infinuiéme, ou=o.

Soit AD racine de la fluente ABL, et DF fluxion d’AD:
3 BH X BL sera la fluxion d’ABL, et par conséquent
ABL =;BL/BH=2:BL X AB.

Corol. On démontrera, suivant le méme style, ‘que
la surface courbe d’un cylindre, élevée sur la circonfé-
rence de la base du cdne, est égale au produit de la
circonférence multipliée par la hauteur.

XL. Soient AC, BD, deux ordonnées perpendicu-
laires sur 'abscisse CD de I'arc de eourbe réguliére
AB, concave vers I'abscisse CD: je dis que ax /BD X
dAB sera la sarface que I'ar¢ AB décriroit en tour-
nant autour de I'axe immobile CD.

Soit CF l'abscisse, et EF I'ordonnée de I'arc ABE :
par le point B menez la tangente GBH comprise entre les
coordonnées prolongées. Imaginez les surfaces BELPM,
B{ELPM, BHNQM, décrites par la corde BE, par I'arc
B:E, et par la tangente BH, dans une révolution en-
tiére du plan BF autour de 'axe GF. On aura B;ELM
+BMO+EPL+2BE; > BELM+BMO+EPL, c’est-a<
dire, B;ELM > BELM — 2BE:; et B.ELM + BMO 4
EPL+2BE; < BHNM +BMO+HQN+2BHE, cest-3+
dire , BBELM < BHMN+EHNP+2BHE:. On raison-
nera de méme 2 I'égard des surfaces situées de P'antre
coté du plan BP. Soit s la surface décrite par 'arc B/E:
on aura s > 2BELM — 4BL/ et < 2BHNM + 2EHNP
+44BHE:: mais 2BHNM [—== X FH X GH—= X BD
X GB]== (BD+FH) X BH, 2BELM == (BD+-EF')

15
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X BE, et 2EHNP =1 (EF+FH) X EH; donc % >

BE BE
« (BD+ EF) OF — 4DF" et— < = (BD+FH)

5_1“_ + = (EF+FH) DF + 4 ];;.E Suapposons CD cons-

tant, et DF infinitiéme. Puisque %_ 1 + infinitié-

me, et ]l?_Tl::I_— 1 — infiniti¢me, ce qui est facile a dé-

montrer, on aura 317 > = (2BD + BD X infinitiéme)

BH 4BE;

( 1 —-mﬁmuéme) DF — DF ' : mais BE: est < BEH,

et par conséquent < 1 DF X (FH —BD); donc 5 F >

BD X BH
DF

ax X BD X BH

DF

] (2 + infiniti¢éme) (1— infiniti¢me) X
3 (FH —BD), cest-d-dire, ﬁ?' > +

(;inﬁnitiélxlne ou o). On trouvera de méme ]—;—F— <

f-x—?———];,wﬂ—l-i-’ (infinitiéme ou o); d’ou il suit que
D . . e . =
'ﬁsf' X ?)FX BH — (infinitiéme ou 0}, et _);F'<
?:c X BD]:?X BH + (infinitiéme ou o), et par conséquent
%F - M—X%)F—X‘EE =0, ou = infinitiéme. Sup-

posant donc DF=dCD, on aura ax X BD X BH=1~
X BD X dAB=ds. ‘
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: Corol. 1. La surface courbe du segment sphérique,
dont il est question dans la prop. XXXVIII de ce livre,
—rd cos z

sera=2=x/sin zdz = ox Sz

sin z = anr/d

finy 2=2axr sinv 2.

2. La surface de la sphére sera donc 4x7*, ce qui
revient & quatre grands cercles de la sphére, ou a la
surface courbe du cylindre circonscrit=2xr X ar.

DEFINITION VIIL

" A étant Yorigine d’une courbe réguliére AB, située
dans un plan, si on donne le nom de péle 4 un point
C, choisi & volonté sur le méme plan, on appelle rayon
vecteur toute droite AC, ou BC, comprise entre le péle
et la courbe proposée ; et I'équation ui exprime le
rapport qui existe entre un rayon vecteur quelconque
BC, et 'angle ACB, se nomme €quation polaire de la
courbe

PROPOSITIONS.

" XLI. Lorsqu’on suppose I'angle ACB racine, on a
1BCq X dACB égal 4 la fluxion de I'aire ABC; et si
Ton fait le triangle BCD rectangle en C, et le colé BD

tangent en B, on aura aBC = 3¢4 dACB, et dAB=

(.D

BD X BC
- CD ,
Prenant I’angle BCE, formé par deux rayons vecteurs,
pour fluxion de la racine ACB, etdécrivant du centre G

dACB.
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avec le rayon BC, I'arc de cercle BfG , on aura 1:BC::
BCE:BfG, et par conséquent B fG=BCdACB; d'ou il
suit que le sectear BGC=1 BCgdACB. Supposant donc
I'angle ACB constant, et JACB infinititme, on aura

BGC tant : . AEC—ABC . + BCgdACB ¢
m constant: mais —EKC_B— ‘————dACB €s

BEC  BGC __ BEG
= ZACB — ZACB— ZAcn’ © BEC est <BfGXEG,
AEC — ABC

c’est-a-dire, < EG X BC X dACB; donc —2ACE
—_ -_—B—S—m@ < EG X BC, et par conséquent infini-
ti¢me, si I'on suppose ACB constant, et BCE infini-
tiéme ; car on aura alors BC constant et EG infini-
ti¢me; donc :+ BCgdACB=dABC.

Tirant les droites BE, BG, et faisant I'angle CDH=
1 BCG, et 'angle HDI=GBE, puisque BC=CG, et
par conséquent I'angle BGC=CBG, on aura BGC +
3 BCG=go°: mais DHC 4 CDH=g0", parce que DCH
=go°; donc DHC + ; BCG==go°, et par conséquent
DHC=BGC, et DHI=BGE : mais HDI—=GBE; donc,
en prolongeant CB, on aura un triangle DHI semblable

Raison-

LG
BG DH
nant comme on I'a fait dans la prop. XIII du liv. XV,
on démontrera facilement que I'angle ACB constant, et
BCE infiniti¢tme , rendent DH=CD + infinitiéme , HI
=BC+ infinititme , et B/G=BG (1 + infinitiéme). On

CE—CB BC EG BC .

aura doncm — ﬁ;l:m — —CT)tl: mais

EG EGXBC EG X BC BC X HI
dACB~ " BfG _ BG (1 + infinitieme)  DH

au triangle BCE, et par conséquent —
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(1— infinitiéme) = BC X (BC + infinitiéme)

(1—in=

CD.+ infinitiéme
.. __BCq , . ... BCq
finiti¢éme) = D + infinitiéme ; donc tﬁ— dACB =
dBC, On tronvera de la méme maniére dAB=]£)C‘l<ﬁBLg

X dACB,
Corol. (dBC)*+(BC X 4ACB)> [— (BC ‘7) (4ACB):
».’.ch (ZACB) == BCg X BCg+BCq X CD(l

BC BD. D
7 X
oy (4AGB Y | = (dABy

XLII. Dans un triangle rectiligne queloonque, les si-
nus des angles sont comme les cotés opposés.

Dans le triangle ABC caupez BD égal aurayonr d'un
cercle choisi & volonté pour en mesurer les angles, et
tirez DE, AF, perpendiculaires &4 BC. On a r:DE::AB
:AF, rX AF=AB X DE, r X AF=AB:X sin ABC;
et on trouvera de méme r X AF = AC X sin ACB:
donc AB X sin ABC==AC X sin ACB, et par conséquent
AB:AC::sin ACB:sin ABC.. '

XLIIL. Dens tout triangle rectiligne, la somme de
deux cotés est i lenr différence comme la tangente de-
la demi-somme est 4 la, tangente de la demi-différence
des deux angles opposés & ces.mémes, cotés.

Car. AB:AC::sin ACB:sin ABC, donne AB4+AC:AB-
—AC::sin ACB+sin ABC:sin ACB —sin ABC [ce qui
est facile & démontrer ]:: tang  (ACB + ABG):tang
3(ACB—ABC) [16. 23]

Schol. Les cbtés AB, AC, et Fangle compris étant
donngs , on trouvera facilement les deux autres angles-

(dACB)
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du triangle; car la demi-somme de ces deux angles
gtant = go°® — I BAC, on pourra trouver ; (ACB —
ABC), et par conséquent calculer } (ACB+ABC)-[,-
£ (ACB—ABC)=ACB, et - (ACB+ABC)— % (ACB—

ABC)==ABC. -
XLIV. (cos 3 ABC) = 7 x 22t 7ot 20y

AB-+BC — AC

—BC

Car BF:

ABq+BCg—AC¢l
2BC
ABg+BCqg—ACq
2AB X BC
X 2 cos ABC 9 s ABCQ_O =L (cos ABC+cos o)

ABq+BCq——ACq
2AB X BC
ABg+2AB X BC4+BCy —ACq _
x ""') 7 - X “ABXBC
r* (AB+BC) —ACq o AB+BC + AC
4 ABX AC =32 as
AB+4+BC—AC
BC )

M [ce qui ‘est facile & démon-

trer] = [13. 2]; d’ol I'on tire cos

ABC= X r, et (cos * ABC)» [:%

[16. 14]—— (cos ABC+r)_—(

X

DEFINITIONS.

VIII. Lorsque deux courbes et deux de leurs tan-.
gentes rectilignes aboatissent & un méme point, Van-
gle formé par les deux tangentes s'appelle guantité
de langle, que ces deux courbes forment entre

elles.
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IX. Tout triangle dont les cotés sont des ares de cer-
cles décrits du centre de la sphére, et situés sur sa sur-
face, s’appelle triangle sphérique. .
X. Si un diamétre de la sphére traverse perpendicu-
lairement le plan d’un cercle qui passe par le centre.de
la sphére, et se termine A sa surface, les extrémités da
diamétre sont les péles de ee cercle.

PROPOSITIONS.

XLV. Soit r le rayon de la sphére, ainsi que du cer-
cle dont on se sert pour mesurer les angles: je dis que
dans tout triangle sphérique les sinus des cotés sont
comme ceux des angles opposés.

Désignant par ABC un triangle sphérique, et par D
le centre de la sphére, tirez BD, et du sommet A baissez
AE perpendiculaire sur le plan CBD ; du point E, ol
le plan coupe la droite AE, menez EF perpendiculaire
A BD; joignez AF et levez FG perpendiculaire au plan
CBD. Les droites AE, FG, AF, EF, seront situées dans
un méme plan, vu qu'AE est paralléle 3 FG: mais BF,
qui est perpendiculaire 4 EF et & FG, doit I'étre aussi
4 AF, et d’aillears toute tangente au point B des arcs
AB, BC, doit y rencontrer perpendiculairement la
méme droite BF; donc on aura I'angle ABC=AFE.
Or, AE:AF::sin AFE:sin AEF; donc AE:sin AB::sin
ABC:r; d’ot I'on tire sin AB sin ABC=AE X r. On
trouvera de méme sin AC sin ACB=AE X r; donc sin
AB sin ABC=—sin AC sin ACB. o

Schol. 1. Dans le triangle ABC soit BAC un angle droit,
Prolongeant les cotés AB, BC, AC, vers D, E, F, ius-i

| 7~
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qu’a ce qu'ils devientient chacun de go°, on démon-
trera sans difficulté que chacun des ares DC, EC, FC,
doit étre de go°, et que par conséquent les points D,
E, F, appartiennent 4 I'arc DEF d’un grand cercle,
dont le point C représente le péle. Ainsi, les arcs BD,
BE, DE, AF, sont les compléments des ares AB, BC,
EF, AC, et par conséquent DE est le complément de
Yangle ACB, ainsi que I'angle BDE I'est de I'arc AC.
Cela posé, il est clair qu’a 'aide de la proposition pré-
cédente, et du triangle BDE [qu’on appelle triangle
complémentaire], on pourra résoudre la question sni-
vante : Considérant dans un triangle sphérique rec-
tangle les trois angles et les trois cotés, et connois-
sant trois de ces six objets, déterminer lun des
trois autres. Mais pour en faciliter les solutions, on
pourra avoir recoursa cet adtrg théoréme: tang AB=sin
AC tang AGB, dont voici I'investigation,

La proportion des sinus donne sin DBE sin BD=r
sin DE, ou bien sin ABC cos AB=—r cos ACB : mais
on a aussi sin ABC sin AB=sin ACB sin AC; d'o
sin ABCsin AB __ sin ACB sin AC__ rsin AB
5in ABCcos AB ~ " rcosACB ~ cosAB |
-——-—-—:’:::&B sin AC; donc r tang AB==sin AC tang ACB,

Lorsqu’un seul triangle complémentaire ne suffit point
pour obtenir de suite les solutions dont on parle, on a
recours au second CGH, situé de I'autre cdté. Supposons
par exemple que le coté ABet l’angle ABC étant donnés,
on demande le coté BC opposé a 'angle droit BAC. Il
est visible que les deux théorémes précédents ne somt
Pgsmpplicnhles , ni immédiatement au triangle ABC, ni
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an complémentaire BDE ; mais en ayant recours &
CGH, l'équation r tang AB=sin AC tang ACB don-
nera r tang CH =sin GH tang CGH, c’est-a-dire, r cot
BC==cos ABC cot AB, d’oir / cot BC=1 cos ABC +1
cot AB—IJr. Ainsi, toutes les fois que les valeurs du cdté
AB el de I'angle ABC seront données en degrés, minu-
tes, etc., on connoitra celle de BC par le moyen des
tables vulgaires de sinus, tangentes, etc.

2. Désignant par A an arc quelconque, on voit que
sin A=sin (180°—A), et que tang A —tang— (180°
—A); d’our il suit qu’en pareils cas, on peut ignorer
souvent lequel de ces arcs A, (180°—A), ou— (180°
—A), satisfait an probléme que I'on a en vue de ré-
soudre. Les propositions suivantes, qui ne sont pas
bien difficiles & démontrer, aideront dans plusieurs cir-
constances & les distinguer. I. Dans tout triangle sphé-
rique, le plas grand angle est opposé€ au plus grand coté,
et le plus grand cété est opposé au plus grand angle.
II. La somme des angles est > 180°, et <3X 180°; et
la somme des cotés est < 360°. III. Dans tout triangle
sphérique rectangle, chaque cété de I'angle droit est >
90°, ou < go°, ou==go°, selon que I'angle opposé a ce
edté est > go°, ou < go°, ou=go°. IV. Le cdté opposé
aTangle droit est < go°, lorsque les deux autres sont
de la méme espéce, c'cst-a-dire, lorsqu’ils sont tous
deux plus grands ou tous deux plus petits que go°; le
cdté opposé a I'angle droit est > go°, toutes les fois que
les deux autres sont de différente espéce, c'est-a-dire,
I'un plus grand et I'autre plus petit que go°. V. Les
cdiés de I'angle droit seront de différente espéce, si le
£0lé opposé a I'angle droit est > go°; et si ce cbté est
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< 90°, les deux autres seront de la méme espéce, c'est-
a-dire, tous deux plus grands ou tous deux plus petits
que go°. VI. Chaque coté de I'angle droit, et I'angle
adjacent & ce cdté, seront de la méme ou de différente
espéce, selon que le cdté opposé & I'angle droit sera
plus petit ou plus grand que go°.

XLVL Si deux triangles sphériques sont placés de
telle maniére que les sommets des angles du premier
soient les poles des cotés du second, je dis que les som-
mets des angles du second seront les pdles des cdtés du
premier, et que chaque coté sera le supplément de I'an-
gle ot il a son pdle.

Soient A, B, G, les pdles de DE, EF, DF. Si on
prolonge AB, AC, jusqu’aux. points G, H de DE, on
.aura AG-égo" , AH=go°, et par conséquent E sera le
pole d’AB. On trouvera de méme D, F, pdles d’AC et
BC; et puisque DH=go°, et GE=go°, on aura DE+
GH[—=DH+HE+GH=DH+GE] =180°: mais GH
=BAC; douc DE+4+BAC=180°. Si on prolonge BA
jusqu’au point I, on aura Bl=go°, AG==9o°, et par
conséquent AB+GI [—=AG—BG+GI—=AG+BI]=
180°. Ete.

Schol. Ces triangles s appellent supplémentaires entre
eux.

XLVIL Dans tout triangle sphérique ABC, on a
r* cos BC =7 cos AB cos AC + sin AB sin AC cos BAC.

Menant du point C I'arc CL perpendiculaire sur le
ebté AB prolongé, s'il est nécessaire, on aura dans les
triangles rectangles qui en résultent, cos AL cos CL=r
cos AC, et cos BL cos CL=r cos BC, et par conséquent
cos BC cos AL==cos AC cos BL: donc cos BC=
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eos AC cos BL __ cos ACcos (AB—AL) __ cos AC
— cos AL T cos AL ~ rcos AL
(cos AB cos AL+sin AB sin AL), ce qui donne r* cos
BC=r cos AC co; AB+ r cos AC sin AB sin AL':
) cos AL
dans le triangle rectangle, on a r tang AL=cos BAC
rsin AL sin AC cos BAC
cos AL cos AC j
donc r* cos BC=r cos AB cos AC 4sin AB sin AC
cos BAC. .

XLVIIL r* cos BAC [=— r* cos DE =— r cos DF
cos EF —sin DF sin EF cos DFE] =sin ACB sin ABG
cos BC — r cos ACB cos ABC.

r* sin AB

XLIX. tang BC= o5 A Gein ABCF-cos ABcos ABC'
On a r* cos BC=r cos AB cos AC +sin ABsin AC cos
BAC, et par conséquent r* cos AC=r cos AB cos BC+
sin AB sin BC cos ABC. Multipliant la premiére équa-
tion par r, ct substituant la valeur de r* cos AC, il vien-
dra 73 cos BC==r (cos AB)* cos BC + cos AB sin AB
sin BC cos ABC + r sin ABsin AC cos BAC, et par con-
séquent r* cos BC — r (cos AB)* cos BC=r (sin AB)*
cos BC=cos AB sin AB sin BC cos ABC + r sin ABsin

cos AB sin BC cos ABC

mais

-tang AC, c'est-d-dire,

AC cos BAC, et r sin AB—=

cos BC
rsin ACcos BAC . AC=— sin BC sin ABC
cos BC 3 mals sin AL= sin BAC '’

parce que sin AC:sin BC::sin ABC:sin BAC; donc,
substituant la valeur de sin AC, et multipliant par r,
il viendra r* sin AB = tang BC cos AB cos ABC+- tang
BC cot BAC sin ABC.



LI (cos: BAC)=
r’cos (AB+AC+BC)cos( (AB+4AC+BC)—BC)
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r* sin AB—tang BC cos ABcos AB
L. cot BAG [_ tang BCsin ABG
__cot BC sin AB __cos AB cot ABC
sin ABC r )

r*cos £ (AB+AC+BC) cos £ (AB+AC—H

sin ABsin AC

sin AB sin AC
Car la proposition XLVII donne cos BAC =
r* cos BC—r cos ABcosAC
sin AB sin AC
r’ cos BC—r cos AB cos AC +rsin AB sin AC
sin AB sin AC
r*cos BC— r* cos (AB+AC)
sin AB sin AC
ar*cos: (AB 4 AC 4 BC) cos (AB +AC—B(‘)
sin AB sin AC

(cos £ BAC)* = cos BAE"‘° x cos DAC—o __ r

BAC + r); donc (cos £ BAC)’-—
r*cos 2 (AB+ AC+BC)cos i (AB+ AC-—BC)
sin AB sin .AC
Schol. Pour résoudre les autres cas, on tirera I'are
CL perpendiculaire sur AB, ce qui réduira le triangle
proposé a la somme de deux triangles rectangles, lors-
que les angles opposés A la perpendiculaire seront tous
deux aigus ou tous deux obtus; ou & leur différence,
lorsque I'un de ces angles sera aigu et 'autre obtus;
car les angles CAL, CBL, opposés au méme cté de
I'angle droit, doivent étre alors tous deux obtus ou tous

2 2

deux aigus, selon ce qui a été dit schol. 2, prop. XLV,
liv. XVI. Les tables trigonométriques les plus ordinaires
offrent des régles qui abrégent beaucoup ces calculs.

1
i
\
|

, et par conséquent cos BAC

= — (cos8
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LIIL. La surface de tout triangle sphérique ABC est &
celle de la sphére comme ABC 4 ACB 4 BAC—180¢°
est & 2 360°.

Prolongez les cdtés jusqu’a ce qu'ils se rencontrent
en D, E, F, en devenant des cercles complets. Par les
points C, F, menez un autre cercle CGFH, qui ren-
contre ABD en G; sur la surface de la sphére et dans
des plans perpendiculaires & I'axe CF , décrivez les arcs
Ak, Ei. Les centres de ces deux arcs seront situés dans
laxe CF, et on démontrera facilement que 'extrémité
du sinus'verse de FA sera le centre d’ Ak, et que Iextré-
mité du sinus verse de CE sera celui de I'arc Ei. On
démontrera également que la surface décrite par I'arc-
CE dans une révolution entiére autour de I'axe CF,
est & la surface CE{ comme 360° sont & I'angle ECG.
Nommant donc I'angle DCE, x et ECG, dr, on aura
560°X sinv CE:CEi::360°:dx, ou CE; = (sinv CE) dxr;
d’ot il suit que lasurface quel’arc CG décriroit autourde
laxe CF, le point i décrivant I'arc /E, sera pareillement
égal a sinv CGX dx: or, la surface EGI est plus petite
que la différence entre ces deux surfaces, c’est-a-dire,

Gi

< (sinv CG @ sinv CE) dr; donc -]ii—x— < siny

CG w» sinv CE: mais x constant et dx infinitiéme
rendent sinv CG w2 sinv CE infiniti¢éme; on aura

CDG—CDE CE: Gi . .
donc alors —_ = = infini-

dx dx
li¢me, % [=sinv CE] constant, et par conséquent

CEI fluxion de la surface CDE. On démontrera de
méme que FAH = fluxion d’ABF: mais les surfaces
CEi, FA#, sont égales, ce qui est facile & démontrer;
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donc les triangles CDE, FAB, sont égaux. Nommons
Tangle BAC, a; Iangle ABC, 4; I'angle ACB, c;eth
surface de la sphére, S. On aura surface CAFBC:S::¢:

360°, et CAFBC = = X S: mais le triangle CDE=
ABF; donc ABC+CDE = 32? X S. Et puisqu’on a

aussi ABC 4 ACD [=BADCB] ="3§F XS, et ABC+

BCE— 3(—:)— X S; donc 3ABC+BCE+4-ACD+4-CDE=
“*.;(ff X S: mais ABC 4- ECB + ACD +4- CDE=1§;

donc 2ABC+ 1S = a.;::c X S, et par conséquent
ABC— at+b+4c—180°

2 X 360° XS
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MA ~

LIVRE XVII.

PROPOSITIONS.

L Eun'r donnés I'arc AB et le point A d’une sec-
tion conique , mener une tangente par le point A.

Ayant trouvé le sommet C, et la position d’un dia-
métre quelconque CD, on menera 'ordonnée AD pa-
ralléle aux cordes que ce diamétre doit diviser en parties
égales ; et désignaht AD par y, et CD par x, on trouvera
les coefficients A et B, qui rendent y*= Ax+Bax?. Soit
AE la tangente, et E-le point ou elle rencontre le dia-
métre CD prolongé. On aura DE:y::dx:dy [15. 14],

et DE=y 1‘11_;: mais I'équation donne aydy —=Adx 4

aBzdx, et par conséqnent dz ; donc DE==

29* __ A+4Bzx
A+aBxr = A+42Bx
Corol. 1. Sila courbe est une parabole, on auraB=o,
et DE =2x.
2, Sielle est une ellipse, et F le centre, on aura, en
désignant par f le demi-diamétre CF, et pnr g lautre

A+B’

X 2.:4:'.

demi-diamétre conjugué, A._.T B=— f,,et DE=
af —x o
et

‘ao_
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5. Si le sommet du demi-diamétre g étoit le point de

contact, on aaroit DE=‘—G , expression absurde qui ne

désigne autre chose sinon que la tangente menée par ce
sommet ne sauroit rencontrer I'abscisse: donc toute
tangente menée par le sommet d’un diamétre, est paral-
léle 4 Tautre diamétre conjugué.

4. Si I'on suppose x > f, la valeur de DE deviendra
négative, c’est-d-dire, que I’abscisse et la sous-tangente
seront alors en sens contraire. '

of —x 2 CF

5. EF I:: ff—.‘l‘ I+f—z‘=#] DI“!

II. Dans l'ellipse, la somme des carrés de deux dia-
meétres conjugeés, est toujours égale 2 la somme des
carrés de deux autres diamétres quelconques conjugués.

Soient AB, AC, deux demi-diamétres conjugés; AD
un demi-axe; BE, CF, perpendiculaires & AD; BG,
paralléle & AC; AD=a; I'autre demi-axe—=1>; et AE
=ux. On aura BG tangente, comme étant paralléle &

2 2 a__* 2

AC, AG= gx—, EG=-a; —r=2Z a BEq_.é—
) G _a& . .

(a*—x?*), et par conséquent BEq =45 i mais les trian-

gles semblables donnent BEg:EGg: CFq'AFq, et par

c¢onséquent AFg = % X CFg = BTa XEG)( CFg
= 7:7;' XEGXCFq: mais on a CFg= -a_’ (a*—AFg);

_EG , EG a*XEG _
donc AFq = z = AFq ——1 m-——

28

3 3 b’ 3 3 2 b o
a@—x ,etCFq=a—,(a —a 3t )= —» et par con-



LIVRE XVIL. a4
séquent ABg+ACg=AEg+BEq+AFg+CFg—=x"+

21

g(a' —x*) 4 a*—x* + bax = a*>+5°: donc, ete.

III. Deux parallélogrammes circonscrits & Iellipse
sont égaux, toutes les fois que leurs cétés touchent la
courbe aux extrémités de deux diamétres conjugués.

Achevez le parallélogramme AG, et menez CH per-
pendiculaire 3 AB. CG sera aussi une tangente ; et puis-

BE . _AE CF
que sin BAE_AB, cos BAE = ap’ SnCAF= e’
AF . AF
et cos CAF = AC On aurasin BAC = a8 X 3¢ +
AB E« gg, d'ott CH [=AC X sin BAC]=
BEXAF;-BAEXCF , et par conséquent le paralléle-

gramme AG — CHX AB=BE X AF 4+ AE X CF =
(% \/(a’---x’)) Vv (a*—x*) +x %1: = ab: mais AG

est le quart de I'un des parallélogrammes en question ;
donc, etc.

1V. Soit dy—dz\/ l'équatlon d'une courbe

dont les coordonnées x , y, sont perpendiculaires entre
elles : on demande la sous-tangente.

La sous-tangente sera 3 ) comme dx estd dy, comme
Vxesta ./ (2r—x), comme r est & \/ (2rx — xx),
cest-a-dire, comme 1'abscisse x est au sinus d’un arc
circulaire,, dont le sinus verse est x, etle rayon r.

Schol. L'ordonnée y sera = f dx \/ 2—= ==

16

7
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s or—x ar—x e . ,
/ dx-f\/(u.;—.z 5 dzx. Soit zle plus

x (ar
petit arc posmf dont le sinus verse est x: on aura y =
"+ coss , —r ¢Icosz — cos zd cosz
TN =+ 4 [N ITC0E
+sinz sin z sin 2z
cos z dz
=iji1:_f—-coszx—-7—=i-fdz-_l-
=+ fJd- L [ sis 7 Sait { un nombre entier quelcon-

que: onaura 3=+ (4’ (2i—2) ar42) +sinz=+
(4’ (26—2) =r+ z+sin z); d’ol il suit qu’a chaque
ahscisse r, ou sinusv z, correspond un nombre infini
d’ordonnces de I'un et de I'autre cété de I'axe. La sous-

ydr 4 fdz + fdsin z

tangente €tant =—¢;!7 = T dz L dsins X dsinv z
__Jdz+ [dsinz . __ —dcosz .
S rdwnz NUYE= Fidsia /(95 tdsin)

1 .

— dzsin z .

r sin z

=———f(dz+dsin z) =——— [ (dz
dz+%dzcosz 7 cos z

sinv z
sin z
suit que la sous-tangente tombera tantdt da méme cdté
que I'abscisse, ou sinus verse de z, tantdt du cdté opposé..
Cctte courbe est nommée la cycloide de Huiguens.

V. L’équation d’une courbe algébrique étant donnée,
trouver ses points multiples, ¢’est-a-dire , les points ot
elle se croise ; et mener des tangentes par ces points.

" Désignons par A, B, C, D, etc. , des expressions telles
que a+8x+yy+dx24exy + 5y +nxd+ 022y + wy+
zri+ etc., par x, y, les coordonnées de la courbe, et
par A==o, son €quation : on aura dA==Bdx+Cdy=o,

+dsin z) = (+’(2¢ —2) =r4z+4-sin z), il s’en:
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West clair que si la courbe n’a que deux branches qui
se croisent, les coordonnées de I'une coincideront avec
celles de I'autre, lorsque ces coordonnées seront censées.
correspondre au point commun d’intersection, et que
Péquation A==o0 aura alors deux racines égales, soit
que l'on prenne z ou y pour nombre principal. On
aura donc B==o0 et C=o0, ce qui est facile & conclure du
corollaire dela proposition XIduliv. X; et les trois équa-
tions A==0, B=o0, C==o0, détermineront les coordon-
nées qui correspondent i ce point comman. Soit r I'abs-
cisse, et s 'ordonnée qui y répondent. Tout comme 'on
a conclu au corollaire de la proposition XI du liv, X,
que deux racines égales dans I'équation T'x==0 donnent

drx ‘ . .,
~Iz —©on prouvera de méme que trois racines égales

d*’Tr d d’Tx
s ==o0; que quatre donnent = =0,
ainsi de suite; et que si trois portions de la courbe se

croisent, il y aura trois valeurs de x égales i r, et an-
‘d>

donnent

tant de valeurs de y égales a's, qui rendront T =0
' ‘d>

dy*’
sent, il y aura quatre valeurs de = égales A r, et au-

. {d3
tant de valeurs de y €gales & s, qui rendront T =0
‘d’A

et g ==o, ainsi de suite. Cela posé, s'il n’y a que,

et ==0; que si quatre portions de la courbe se croi-

deux arcs qui se croisent, le rapport entre dx et dy qui
détermine ‘la position des tangentes, doit se trouver,

‘dA ‘d
dans l"ye'quation d*A=d ( 7;:,- dc + ;1% df) =

~
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d (Bdx+Cdy)=dBdx+Bd*x+dCdy +Cd’y —=dBdx 4
dCdy = Ed2*4-Fdxdy +Gdy*=o; s'il y en a trois qui
se croisent, le rapport de dr i dy, doit se trouver dans
I'équation d*A =d (Edx*+Fdxdy +Gdy*)=dEdx*+
2Edzd*x 4 dFdxdy 4 Fd*xdy + Fdxd*y 4 dGdy> 4
aGdyd*y =Hda?+ 1dz*dy + Ldxdy* 4+ Mdy?3, ainsi de
suite; ct il est bon d’observer que ces équations sont
les mémes que I'on auroit trouvées, si 'on prenoit les
fluxions en regardant dr et dy comme indépendants
de rety.

Lxemples. Soit y =05 +(x—a)/ %l’équation de la

courbe proposée. On aura ay*—2ayb+ab*—x3 +2ax*
— a*x —o, dont la fluxion est 2aydy — 2abdy —
3x*dx +4axdr—a*dxr=—=2a(y —b)dy+ (—3x*+4azx
—a*)dx=—no0: mais 2a (y — b&)=o0, et—32*+ faxr—a?®
=o, donnent y="4, et x=—a, des valeurs qui satis-
font A I'équation ay* —2ayb+ ab* — 23 4 2a2*—a*x
==0; donc l'abscisse a correspond & un point multiple.
Prenant la seconde fluxion, comme si dx et dy étoient
indépendants de x et y, on trouve 2ady*—Gxdx*+
4adx*=—o0, ou, en substituant a au lieu de z, 2ady>—
2ada*=o, el par conséquent dz=dy; d’olr il suit que
I'ordonnée est égale & la sous-tangente.

Soit yd—axy*+bx*=0 l'équation. On aura 4jy°dy
— 2axydy — ay*dx + 3bx*dx = 2 (2y® — axy) dy —
(ay*—3bx*) dr=0. Les équations 2j° — axy—o,
et ay*—3bx*=o0, donnent indifféeremment entre elles
Ies valeurs x=o, et y==0; oubien z= Z-.—-;, et y=y/
a

a5’ mais les premiéres valeurs x=o, et y»=o, s'ac-
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cordent avec I'équation 34 — axy® 4 bx® == o, tandis
que les derniéres ne sauroient y satisfaire; donc il y a
dans la courbe un point multiple qui correspons & I'abs-
cisse o. Prenant les fluxions sans faire dependx;e dzx. de z
— 2axdy’— 4aydxd_y+65xdx’ —,,0 X dy —o0 X drdj
+0X dz*, équation qui ne détermine rien : mais d3(_y4
— axy® + bxd)= a4 ydy’ — 6adz‘dj + b?)dx’ = o,

donne dr=o ou dr=+ zgy\/ . Ainsi, la premlere

valeur dx=o indique une tangente paralléle aux or-
données.

e ot 4
i ER A !

ses asymptotes reculngnes ‘
Soient x I'abscisse, ety 'ordonnée. La supposmon
de x*>+y* infini, mdlquera, moyennant l’expresswn

%z‘ —x, le pomt ol l’absclsse , prolongeq h volonté

coupe l’asymptote et donnera en méme temps la valeur
de la tangeme d._r L de l’angle comprls entre ces deux
droites. : : -

Soit par exemple l’équétion o=12ab*r+b'z*—a%y",
aTI'hyperbole : on aura o-—:zab"dx+ 26’xd:c-—za 2ydy,

dr a’y , ydx © ax’
et @ =i d’olr il suit que: dr =

sera la portion de la base comprise entre la tangente et
Iorigine des abscisses. Supposons x*+y* infini , et que
par conséquent la distance de I'origine des abscisses an
point de contact augmente 4 l'infini: on aura z infini, et

”~
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ax axr a?

== a

a+x r+a x4a

= infiniti¢tme ; donc la

T ... oo
p 'dcmmuera A l'infini, et la

pomuon dc la tangenle approchera sans limite de celle
de lns;mptote On voit donc déja par quel point de
la base on doit mener asymptote. Reste donc & dé-
tcrmilier l’angle qu'elle doit faire avec la base. La
, dr

tau"cnte de cet angle sera ra comme I’expression =
ab'+L’z b* (a4x) b X x+4a in
@y T aby/ (zar+m‘)’ V (x*+2ax)
dique, pulsque cette expression se réduit & — lorsqu on
¥ suppose *'infini. '

Soit x T'angle qui détermine la position du rayon

R ST S, . vddr
vecteur v, et supposons v mﬁm: I'expression —— de

dv
la sous- tangente md:quera la posmon de P’asymptote.
* Exemples. Soit vx=a. On aura vdx._.——zdv et
v dx

o —=—vr=—a: mais v inﬁni rend x infinitiéme;

dong, si du pole de la courbe on méne sur le cdté fixe
de T'angle x, une perpendiculaire égale 4 a, la droite
paralléle & ce cbté, tirée par I'extrémité de la perpendi-
culaire .a, sera I'asymptote de la courbe dont il s 'agit,
Cette courbe s'appelle spirale hyperbolique.

Lo _ vdr .
Soit 2zrv=2. On aura —— = 2x2*, expression que

dv
v infini rend infinie. Cette courbe que I'on nomme spi-
rale &’ Archiméde, ne sauroit donc avoir des asymptotes.
VII. Supposons y fonction de x, dx indépendant de
#, dy=A, &y=B, diy=C, etc. '

o
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Que dx dépende ou non de z, la valeur de % sera

tonjours la méme [15. déf. 4]: donc chacune de ces ex-

dy 1 1 dy-
pressions d]" (dx d d.r)’ d (dx d (d.z: d d;z.'))’
ainsi de suite, aura toujours la méme valeur: mais dx

o 1. A I dr
indépendant de x rend d = vd(Lds >_
B

T’ d(dxd(d.r dx))=@’ain5i de suite; donc,
quel que soit dx, dépendant ou indépendant de z,

) . _ dy s 1 dy
on aura toujours A_d.rd?r, B=dx*d (d—x d i )

—ard( L alEa¥\ p= 1o (x
C_d.td( d(dxddz>>,D._dx4d(dxd(d£
d(ﬂ.—r d %))), ainsi de snite.

DEFINITION.

v

Lorsqu’un cercle touche une courbe quelconque de
telle maniére qu'aucun autre arc de cercle ne puisse
passer - par le point de contact entre la courbe et le
cercle, on dit que dans ce point la courbure de la
courbe est égale i celle du cercle, et que le rayon et le
centre du cercle en sont le rayon et le centre de cour-
bure; et la ligne qui est le lieu de ce centre s’appelle
développée.

PROPOSITIONS.

VIII. Soient z une courbe réguliere, ct x, y, deux
coordonnées faisant entre elles un angle droit: je dis
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que le rayon de courbure sera perpendiculaire a la ligne

3

dxa d 2\3

3, et — .(._;‘rd}.
—dx’dZ;

Supposons AB=2x, BC=y, dr indépendant de z,

CD= et perpendiculaire  la courbe z, DEle

dz?
—dxd’y .
lieu du point D, et achevons les triangles rectangles
CDF, DGH. On aura dz*=dz"+dy*; dz:dx::CD:CF;

CF= j;; ; et on trouvera de méme DF = _%;
d’ol par conséquent AG=x ::i‘g:td—z:;, et DG=-—_7'V
—%; donc dAG=dx-; % — Q‘f‘l};f;,jz d{;f};jz"
_ adfdz’d’z a{rdb:d’z’ dy (_ dy —
dx dxdy dxdy dx

=“Z d-—Q;f;d??f d:‘;df) doncdDE—az
(——df— "ld—ijf’z- %{,ﬁ) mais dy = _"‘”——\/(d.z;'-dj’):
X v (Z‘Z:izdf Sk dZd’ ; donc dDE = — %ﬁ;j

dydz? —d dz?

dxdy* —dxdy
aucunc différence qui dépende de x. Les valeurs que
T'on vient de trouver pour dJAG et dDG, donnent AG
:dDG::dy idx ; mais il est anssi GH:DG::dy:dx; donc
GH :DG::dAG :dDG ; d'on il s’ensuit que I'ar¢ DE tou-

. Il n’y a donc entre CD et DE
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che en D la droite CD. Supposons maintenant que le
point D soit situé dans un arc IDL qu’aucune droite ne
puisse rencontrer en trois points. Menons IM perpendi-
culaire & la courbe CM. Ces deux ligunes se toucheront
en I [dém.]; et prolongeant IM jusqu’ la rencontre de
CD en N, on aura CD=DIM [dém.]; donc CD > DM
[15. axiom.] et < DN+4NM [15. axiom.], et par con-
séquent MN > CN; donc le point M [ainsi que tout
autre point de I'arc CM] sera situé dans Vintérieur du
cercle que I'on décrira du centre D avec le rayon CD,
et en dehors de celui que I'on déeriroit du centre N
avec le rayon CN. Je dis la. méme chose de tout autre
point de la droite DN. Menant LO perpendiculaire a la
courbe MCO, tirant DO, et prolongeant CD jusqu’a la
rencontre de LO en P, on aura CDL=LO, et <DO+
DL; d’olr I'on tire CP+PL > LO, et par conséquent
CP > PO. Donc le point O, ainsi que tout autre point
de I'arc CO, doit se trouver en dehors du cercle que I'on
décrira du centre D avec la rayon DC, et en dedans de
celui que 'on décriroit du centre P avec le rayon CP.
Je dis la méme chose de tout autre centre pris sur la
droite DP. Or, il seroit inutile de considérer des cercles
dont les centres seroient hors de la droite NP ; donc il
n'y a point de cercle qui puisse passer par le point C,
entre la courbe MCO et le cercle décrit du centre D

dz?

avecle rayon CD; donc CD, et par conséquent —Gdy

sera le rayon de courbure relatif au point C, lorsque dx
ne dépend pas de x. Cela posé, que dx dépende ou non

. d23 )
de z, on aura toujours CD=

'y d]'
——-dxdd—x

e
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Corol. 1. Tout rayon de courbure touche la déve-
loppée au centre de courbure.

2. La différence entre le rayon de courbure et la dé-
veloppée est nulle ou indépendante de I'abscisse.

IX. Soient AB un arc de courbe réguliére, Cle pile,
BC un rayon vecteur, DCE une droite donnée de posi-
tion, et désignons AB par z, BC par », et 'angle BCD
-par u: je dis que le rayon de courbure, correspondant aa

point B, sera—=dz’~ ( dudz* —v*du*d % .
Menant BE perpendiculaire 23 DCE, et désignant CE

par =, BE par y, et le rayon de courbure au point B
par R,onauraR=dz*~ (— dx’d%): dz3 s (dyd'x
—dxdy) : mais x=v cos u et y=vsin u; donc dzr
=dv cos u+vd cos u==dv cos u —vdu sin u, dy=dv
sin u4-vd sin u=—dv sin u+vdu cos u, d*x=—d*v cosu
— 2dvdu sin u—vd*u sin u4vdu® cos u, et dy=dv
sin u + 2dvdu cos u + vd*u cos u—uvdu® sin u, et par
conséquent dz* [—=dx*+dy*]=dv*+vdu?, et dyd’z
— dzd*y = 2dv*du + vdvd*u — vdud*v + v*du’ ; donc
ds* N (dydix — dxdy) =dz* ~ (v'did + 2dvdu+
vdvd*u—vdud*v)=dz*~ (dudz'——v’du’d v-d—dv; )=R.
Schol. Les géométres savent par expérience que toute
variable dont les valeurs sont susceptibles de différences

. o . ) § .
infinitiémes , devient o, ou—, lorsqu’elle passe de posi-

tive a négative. Cela posé, il est visible que tout point
d’une courbe réguliére, qui en sépare deux concavités

. . . - ¥
opposées, doit avoir o ou - Pour rayon de courbure; ce

qui veut dire en d’autres termes, que les points de cette
espéce ne sauroient avoir des rayons de courbure.
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PROPOSITIONS.

L Ecmun'r Ralaplacedea+ bz, on aura fz"Rrdz
xmtr1—nRp+ a{m+41—n) ’
= —_ - —"RP,
b(m+-14-np) b(m+|+np)fzm Rrdz
__zmt'Ret: b(m+i14np+n)

R e |
I — ;_:Tfi,, " inpfxmnp_‘dx
TR L o
V= s

. u _ anbi—rRe m+,—nfx,,._an+'dx.

T bn(p41)  bn(pHa)

VII. Désignant par P... M... D [=fx™RPdx] une
série dont P représente le premier terme, M I'un des
termes moyens, et D le dernier; par ¢ le nombre de ter-
mes qui précédent chaque terme M, et par A le coeffi-
cient de tout terme précédent: je dis que si I'on conti-
nue, suivant toujours le style des propositions précé-
dentes, & résoudre en deux termes chaque fluente in-
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diquce, on aura f z"Rrdxr =P........ M....... D .
_amti—nRrtr  _Aa(m41—1tn)
T b(m414ap)T” b(m+14np—tn)
ceeo— Aa(m+1—tn) fxn—t"Redx
VIII ___:t"'“" IRP+'... —Ab(m+ 1+ np+tn)
a(m+ 1) a(m+4 1+ tn)
«.—Ab(m+14np+en) fzm+"Rrdx
IX, — am+ Rp Aan(p+1—1)
m14np " g enp
~Aan(p+1—t) famRe—tdx
—antRe+t | A(m+14np+tn)
an(p+1) " m4a4np
oo —A(mA14np+tn) fzmRrtdx

mti—n—uRptr

t l+lnR’+l

xm+IRe—t

—

xm+1 Rttt

xm+'Re _Ab"(P'-l"l—l) .
 TE e + 14-tnRp—t
XL =—r e R
vere. —Abn (p+1-—t) fxmtsRP—tdx
X, = ZT TR A lmb i m) et

bn(p41) 7 bn(p+141t)
cere — A (4 1—tn) fxm—"Rridr,

Exemples. 1. La prop. VII donne f xs(x——z’)_Tdf

—=(— iz .z"———x)(l ) & ()

La fluente f (1 —z*) ’—dr est égale 3 un arc circo-
laire dont x représente le sinus,

2. Par laméme proposilion ,on aura /53 (1 447%) ;‘1.'7'
= G — k) (i |
3. La proposition VIII donne S5 (1—x) T de

=(—3x 3452 (1 —2)
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4. La proposition XII donne /2% (1 —2)=3dz=12"
(1—2)—*—22*(1 —z)~ '+ 3 [z(1 — z)~'dx; mais parla
prop. I**. on a [z(1—2z)~'dz=—2z+4 [(1 —2)— 'dz;
etf(1—z)~'dzest =— T_d: =—1(1—2z)[15.8];
donc 2 (1—2)3dz=123(1—z)—*—iz*(1—2z)—*
—3z—3I(1—2z). Si I'on avoit poussé la réduction au-

deld du second terme , toujours par la voie de la propo-
sition XII, on auroit trouvé des expressions absurdes.
5. La proposit. XII donne /6 (a*+z*) ~bdx=—=—{ 2%
5.3

(al+xa)—3__ B?Zxa(a:_l_xn)-s__ ;4__ x(aﬁ_!_xﬂ)-_l
11158‘ S(a*+x*)—'dx : malsf(a’+.1;’ )—dx [
’ f (x + -‘—1—;)_.%] représente un arc circulaire z dont

% est la tangente [ 16. 25]; donc fz®(a*+x*)—4dxr=
—%z5(a’+x‘)—3—-—%x3 (@ +x*)—*—Bx(a*+a*)—*
+ 2.
a
XIII. Désignant par a un nombre non moindre que
chacun des coefficients négatifs d’une équation guel-
conque, du genre de celles dont on s’est occupé dansle
liv. X, je dis que toute racine posilive de cette équa-
tion sera <a-+1.
Posons le cas le moins favorable, et soit z™— axm—1

—az™—*—etc.——o0 une équation proposée. On aura
—azm—'—az™—*— etc.—=—a—axr—ax*—.....

o~ e X = X e ——‘1 a. Mettant a1 4 la place

o—
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1 —x™
— a=1, et par conséqnent

de z, on trouve z™—

. 1—,
si on suppose x=a+1, on aura "> ax™—'+ax"—*
+ete.; mxm—'>(m-—1) ax™ =24 (m—2) ax™3 +
etc. ; (m—1)mz™—=*>(m—a) (m—1)ax™—34(m—3)
(m—2)axm—44etc. , ainsi de suite; donc tous les poly-
nomes dérivés de 2™ — az™—'— az™T* — etc. =o,
d’aprés la proposition XI du liv. X, seront positifs.
XIV. Trouver la valeur de g—i— , lorsque z=a donne
T'a=—o=Aa.
‘dTz
» Soit n le plus petit nombre qui ne donne point —— pry
__‘drax
 dz™
‘drTx  ‘d"Ax . .
,_W‘\! P Substituant z+z & la place de z, on :

[F &)
aura % = I‘(u"'z)—~(l‘u+ﬂ‘- Q‘firllfz’+etc)

Az~ A(u4z)
(]2 .
~ (Au+ dAu T — a4 —_— 2z 2 4- ete. ) Supposons que u=a

d 2
%_%:(sz.;-}:zwew. )~ (B+Dz+Fz
+etc.), et que I'on ait d’abord A = 0==B, mais non pas
T'(a+z)
‘ A(a+2z)
+Fz*+ete.)=(C+Ez +Gz*fetc.) = (D+Fz4-Hz*+

ete. ), eth =% Soit A==0=B et C=0=D, mais

Aa

T'(a+2)
A(a+2z)
etc.) (Fz*4+Hz +etc. )=(E+Gz+tetc.) (F+Hz

.. ye Iz
———==0, lorsque x==a: je dis qu’il sera alors iz

rende

€C=—0—=D:onaura

=(Cz+Ez*+ etc.)~ (Dz

non pas E—=0=—F: on aura =(Ez* +Gz* +

; ra_ E . . .
+etc.), et par conséquent ==F Ainsi de suite.
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Exemples. 1. On demande la valeur de (/ (2d°x—

)—a \3/(a’.r)) ~ (a—-:/ (ax?®)) lorsque x=—a. Puis-
que r=—a rend 'J'Ir d(y/ (2a-"x—:r4)——a\3/ (a*x))

__ ad—agd a\/(a’x) X
[_ V (2dz—a8) T T 3z ] =—iaez
d(a—-\/(ax’)) [-—— — 2\4/ a]-—-— ~, on aura f @

pour la valeur demandée.
2. On demande la valeur de (x + nx"+* —(n+1)
a"+')~ (1—x)*, lorsque z=1. Puisque x =1 rend

d_l.r (dx+nxr+*—(nd1)z*t ) [=14n(n+2) 2r+1 —
(n+x)’x"]=o,d d((x—x)’)[——nx-—z]_o,d d

(t4n(n +2)x"+'—(n+1)’x") [=n(n41) (n+2)z"—n
(412" J=n(n+1) (n+2)—n (n+1)*=a(n+1);

etd—; d(2x—2)=2, il Sensnitque : n (n + 1) sera la
valeur demandée.

XV. Trouver les facteurs binémes d’un polynome
quelconque, formé d’aprés la définition IT du liv. X.

Soit  nombre principal dans I'éqnation V=0, dont
les racines sont égales et en nombre pair; dans I'équa-
tion X—o0, qui ne renferme que des racines réelles et
inégales; et dans Z—o, ol1 il 0’y en a que d’imaginai-
res. On demande les facteurs bindmes de VXZ.

Soient nn’n” la courbe dont Pn—y représente I'or-

donnée, AP—uxI'abscisse, et X—y I'équation. Les points

B,C, D, etc., 6,4, &, etc., ot la courbe rencontre
Yaxe,déterminent les racines positives AB, AC, AD, etc.,

\H.,\A
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et les négatives AG, Ay, AJ, etc., qui rendent X=o,
Ainsi on remarquera d’abord , que cette courbe ne sau-
roit rencontrer I'axe sans le couper; car si elle ne
faisoit que le toucher, commre on le voit en R, I'équa-
tion X =0 devroit avoir des racines égales, contre I'hy-
pothése. Soit m moindre que la plus petite différence
entre deux racines quelconques de X=—o, et suppo-
sons qu’aucune de ces racines ne soit m, ni multiple
de m. Si I'on prend successivement o, m, 2m, 3m,
4m; etc.; o, -—rh, —am, —3m, — 4m, etc. , pour
abscisses, il est clair que y doit changer de signe autant
de fois qu’il y aura de racines réelles et inégales : donc
chaque changement de signe indiquera une racine
réelle : mais il n’y en a point dans Z=—=o [sup. ]; donc
les substitutions de o, m, etc. sans apporter aucun
changement de signe en Z, doivent produire en XZ les
mémes changements qu’en X. Séparant donc le facteor
Y du facteur XZ [10. 15], s’'il y en a un; mettant I'z
a la place de XZ, et désignant par & la différence entre
deux racines quelconques de XZ—o0, on aura I'(x+J)
==o0; car x+J sera une racine de I'r —o. Eliminantz
entre les deux équations I'(x+8)=o0 etIx=0, on
obtiendra A (3*)=o0; car, désignant par a, b, c, etc,
les racines de Tx==o0, on aura (§ —(a—&)) (§—(b—
a)) (8—(a—c)) (3—(c—a))ete. =(8—(a—b)) (5 +
(a—b)) (d—(a—c)) (3 +(a—c))etc. =(3*—(a—b)")
(3*—(a—c)*) etc.=o0, équation dont on déduira 3, en

Lo . 1
regardant 3* comme nombre principal. Substituant -

pour §* dans A(3*)==o0, on aura encore @s==o0. Soil %
non moindre que chacun .des .coefficients négatifs de
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Oc=o0, et \/ x-:-:
Substituant donc successivement o, m, am, etc.; o,
~—m, —am, etc., i la place de x dans 'z, on obser-
vera autant de changements de signe dans 'z, qu'il y a
de racines réelles dans Tz—o0. On pourra donc trouver
de suite ces racines, soit exactement, soit par approxi-
mation. Si, en substituanto , m, 2m, 3m, etc. , on par-
vient -4 un multiple de m plus grand que chacun des
coeflicients négatifs de Tr =0, il faudra conclure qu’il
n’y a plus de racines positives dans Tx=o0. On recon-
noitra de méme s’il y en a dans '—x=o, c’est-a-dire,
s’il 0’y en a point de négatives dans T'x=o.

Les racines réelles une fois trouvées, il sera facile de
séparer X de Z. ‘

Venons maintenant & Z. On sait que chaque nombre
a deux racines carrées, égales et contraires, et que par'
conséquent, si A+B,/—1 est racine d'une équation
quelconque, A—B,/—1 le sera aussi. Or, I'expérience
a fait voir aux géométres, que I'impossibilité des racines
des équations ne provient que de l'impossibilité de la
racine carrée des nombres négatifs : donc, puisqu’il n'y
a que des racines imaginaires dans Z==o, si l'on sup~
pose cette équation du degré 2n, il s’ensuit qu’il y aura
dans A(3)=o0 un nombre n de racines réelles de la
forme — 4B*. Cherchant donc les valeurs réelles de $*
par la méthode connue, et substituant ces valears dans
une équation zA8+R3=0, que I'élimination de x doit
nécessairement fournir, on aura deux valeurs de z pour
chaque valeur de 3.

non <m: le plus petit § sera > m.

17
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XVI. ¢ étant un nombre positif, on demande

a’ i = b i R dx

Tiqaz— bt R T

Supposons que le dénominateur de cette fraction ait
le nombre p de facteurs réels de la forme x+a, le nom-
bre v de facleurs bindmes réels de 1a forme x 46, etc.,
et que les facteurs bindmes imaginaires, s’il y en a dans
le méme dénominateur, se trouvent dans les nombres
P, 6, etc., de trindmes réels de la forme x*+cex+%, x2*
+x%x+8, etc.: on pourra donc égaler la proposée a la
Azt =1 4. BxP—* 4 ete. +

(x+a)t
7 oV ’V—3
e e |
G-+ Ha?—*ete. | G/x*°—'+H/2°—2 } ete.
(x> +ex+%)° + (2*+nx+6)°

*}- etc. , dont la somme fournira un nouveau numeéra-
teur, qui étant égalé 4 celui de la fraction proposée,
donnera les valeurs de A, B, C, etec.,, A/, B/, C/, etc.,
G,H,I,etc., G/, H’, I, ele., elc. Ainsi, la solution
du probléme ne dépendra plus que de fluentes, telles que

zrdz et ﬂx zrdx dont la derniére revien-

suite de fractions

(ata)* A fex4-4)0’
dra kf( (u_::g;? » si I'on substitue z— s 4 la

place de z.
Exemple. Trouver fdxlTx =
4ad+ 3x42x+1 .
P S S dz. Le dénominateur
étant=x (x—1)(x—1)(x + 1) (x*—x+ 1), on fera
A A'x4B A” Gz+H

Tx= z + (x—1)* + x1 x*—x41’

dont la

o~
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Somme aura pour numeérateur la suite
FA—2A b4 A3 A a*—0A x4 A
+A’x5 Bzt + A’x*4 B'x
+A/l_z.s_sA//Il,+4A//x3_3A/lxz+ Az
+G 2 — G 2— G 3§ G 22
+ Haz4— H 2*— H 2 4+ Hz,
lequel, étant comparé & celui de la fraction proposee ’
donnera A+ A’ 4+ A"+ G-—o, —2A 4B’ 4 34" =
G+H=0,A+4A" —G—H=/4, A+A’ —3A"
G—H=3; —2A+B'+A"4+H=2, A—-l, et par

—5

conséquent H="_"1 —_ 4 , A= L 3 yA/="x,
2

3 ’
et B’=ﬁ: donc_ la fluente Jema‘nde’e‘ sera =f—-‘

51+15 fx—11
+ 2(1— +f( +1) /;(x’—x+l)

=lIlr+ 3 l(x+1)—-— - _/'z(t —x)“’dx+ l5
- 4x
f(l-—'x) d$+ —3— I’T-l-_dx Substltuant u-
- pour x dans L dx, ontrouve cette fluxion=—
X2 — 241
4u-—9 4udu gdu . 4udu .
il du == il ———zuz_*_%.mals il est =
2udu

,‘+3_al(u' 4)~nl(z’—x+1),eﬁ?ﬂ3—=

X2 du 2 5 du .
9‘/5 \/OXW=(6‘/5fﬁX;,—+l—;etsn
_ 2T—1
\/3 V3
du
¢5 X oy

I'on désigne par z I'arc circulaire dont —

estla tangente, on trouve | ==2z;etona
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aussi f(1—z) " *de=(1—x)" ", et fx(1=—x)"dx
=z (1—x)~ '+ I(1—z); donc la fluente demandée
sera =lx + ;l(x41)—ix(1 —x)~'—Sl(1—x)+ 3
. (1=—2)" '+ 2l (@ —x +1)—(2/ 3) 2+ un nombrein-
dépendant de x, qui devra satisfaire aux conditions du
probléme.

Schol. La différence -

—

étant =1, ¢t

1 —X
par conséquent indépendante de la racine, on ne doit
Ppas étre surpris de ce que la fluente /(1 —x )~ dx'soit
égale 4 x (1—x)=*, ou égale & (1—x)—': on pourra
donc donner 4 fdxTx la forme lx 4 3 I (x+1) + 52
(G—x)'— il (1—x)+ 2l (x*—x+1)—(2/3)2
‘41, en désignant par I le nombre qui ne dépendra
que des conditions du probléme.

r
XVII On demande fz™ (a+bz")* dx

" Mettant »* 4 la plaée de a+ bz", on aura (a+bx")

é__g\n. i__a\n
=ur, x=(u a) ) x'"=(u 3 a) dx._—— X u—*

(u‘;—a)" du, et par conséquent f z™ (a+bx")7 dx
1

rdes—1 u—a ”"""_l
= n—b' u x (—‘—r) n du ) que les PI‘OPO'
- (ot . m+1
sitions précédentes donneront facilement, lorsque —--

sera un nombre entier ou zéro.
’ t
"

' . . ' a
Si I'on faisoit u*=zqx ="+ &, on auroit r== (u_‘j) ;
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r/ a ;'_‘ —asuw'—'du l_
w=(w) Xwa:(““f“"'

du) ( (u‘—-—b> }et a+b.z."——a+ b

auf

w3 ©t par conséquent la proposée seroit= f ((

a ur X __a;sul-ldu) = ((u’—b);(u“'b)?n(u"_
b)':"*”)) =f ((—a_:"'i:-_lx su'+t—ldu) ~
(n(u'—b)r+ -t )) que les propositions précéden-

, r m-1 .
tes domnent également, lorsque <t —est un

nombre entier ou zéro.

Exe{nple. Posantg’xr—2+ x.=u’, onaura .\T"i‘:‘?}
= =ilu+1)—il(u—1)+I=I4* Iu+i
l\/(g’x—’+l)+l 1y V(g +2)+z
=T e T e e —a
=I+1y —‘\;—E—gl{%—;j—_—;, que on réduira a I +
l_\/(g’-;_x_’)-l-f en multipliant en haut et en bas par
‘/(g +1")+.‘L‘ ou i I+l‘/—(g—:-_.£‘75—, en mul-

tipliant de méme par / (g* + 2*) — x les deux termes.
de VIg+x)+x -
V(g +z)—z
XVIII, Pour trouver fz™(a+ bx"+cx"")£ dz, il
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b
est utile de faire x"=u— 3¢ , lorsque m est positif, et

b -1
= (u-— n—a-) , lorsque m est negahf.

Ezxemple. Désignant par ¢ la fluente

adz _
‘/.z\/(z’——nbz+b’v—a’)’, et supposant 2= (u-l-_
b b*—a*
b* —a* (& a’)u+b’
—(b*—a*)du (b* —a*)*

@ =ty 2 3kl — =m0

2(b*—a*)b +b’—-a’=(6'——a')( b —a?

- .
) , on aura z=

T —a"u+b (B* —a*ju+by

2b  1a — a* 4 (b* —a*)'u?
— z —a*utb +l> '—‘(b —a?) ((b:_aa)u_'_b)a

s (e (552 ) e
séquentp=— v (b"'_“_a’) ((lw.:a’du) N (\/<-—| +
(ln:aa )‘uﬂ))) Soit 4 > a: ¢ sera = ‘\T;—%—a’—)
(=~ () -252)
—7=a (v (- + () ) -

y) ~ (\/—-,— x))_. Soit @ > & : multipliant un radical

par—/—1, ét 'antre par \/— 1, le résultat en serale
méme que si on en multiplioit un seul par (—/—1)

v/ — 1==1;.qn aura donc ?=7T;+M/((~
£ ()
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, . . a*— b a*—b* '
y Tare circulaire dont —u [__ ~ + - ]
‘/ (aa__ ba)

est le cosinus; on aura =~
drz , ‘dTx s
XIX. fdaTx=aTx— oz x4 3 x
‘d*rx
344 zh+ ete.

Désignant [ diTx par I'aire ABCD correspondante &
Iabscisse AB=ux, et & l'ordonnée perpendiculaire BG
=Tx; prenant BE—=2z, et menant EF paralléle 4 BG, on
drx ‘“d'rr ,  ‘dIx
dz Yt 2de ¥ T 53420
et BEFC— f ( L L ;‘gf,-, EN
‘dTz - ‘d’rx
2.5dz” ©  3.3.4dz%
z84-etc. , et par conséquent f dxTx [=BADC]=zTz—
drz ‘dTx ‘d’Tx
2dz T T a5de T T 2.3.4dz¥

Schol. Si la forme particuliére de I'x est telle qu’aun~.
cune des propositions précédentes ne puisse donner-
ABCD=/dxT'x, on adaptera 4 ABCD quelqu’autre aire-
rectiligne, suivant la méthode que nous avens em-
ployée dans la démonstration de la ptoposnunn XVIE
du liv. XV.

aura EF =I'r — B 4ete. .

drr
+etc.) dz=—z2'r — Ve 224

xitete.
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Aaty (ot L.

LIVRE XIX.

AVEBTISSEMENT.

ds, d7, représentent des fluxions prises relatiyement
hzety,et[=, [7, des fluentes relativesd x et 7,

PROPOSITIONS.

I. M, N, étant des fonctions de x et y, on demande
S (Mdy+Ndx). '
" Soit O la fluente demandée. Pufsque Mdy doit étre =
dr0, il s'ensuit qu’il n’y aura point d’y dans la diffé-
rence entre O et /7Mdy [15. 16].

Soit (3z2* +2bzy —5y?)dz + (b2*—6zy + 5¢y*)dy la
fluxion proposée. On aura f* (8z*+42bzy —5y*) de=2
+byz2—3y*z, et par conséquent dO—d(z*+byz* —
5]’2)-.-30]’11!7’, donc 0==cﬁ+z5+b‘yz*—3y"+l

dr0 d=0 M __ ‘d0
II. M._-z; tN._.. T donnent T dyd::”
d'N “d?0 M 4N

Ty = Ty et par comséquent —— = e
pourvu que Mdy +Ndx désigng une fluxion exacte.
d*M

=
Soit dfyMdy=Mdy + Ndx,_ on aura d*frMdy==

II1. d- f.ery—drfJ
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d*M drN A*M
yra —d]—_;donc ar dy =d'N, et

Ndx : mais

dM

S"Mdy [=Ndz]

=dx [f7 d—N—‘dj.

IV. En raisonnant comme nous l’avon§ fait dans la
proposition I*. , on trouvera de méme f° (Mdy+Nd.t+
Odu).

Sil’on demandoit, par exemple f ((zay‘+4bz’x3) dx
J 2 a 3
+ (——\/ ) + 32+ 2yx ) dy + (4z + 2bxhz 4
dz) =P, onauroit P—=/* (2x2y*+4bz*x)dx
) (23 +4522%)
+Q—x 2 1z2244-Q, en deslgnant par Q une expres-
sion ol1 il n’entre point de x: donc dP—d (x*y*+ bz"x4)

=dQ, c’est-‘a-ciire (\/(j’+z’) + 3y )dj+ (4z’+

\/(_r’+z’ ) dz=dQ: maisQ =/ (y*+2*)+ 7+
24 4 I [ proposition I*. ] ; donc P=ux*+b2x4+ /()
+2*)+y+24+L
V. Md_y+Ndz+0du ne peut étre fluxion exacte que
&M __ N d'M__ O 4N __ dO

borsque = & = &t w
On démontrera cette proposition comme la II°.
r dy
VI. Supposant R_L‘rp, S= 2Q et T=

dx +3 dy’
d;g, on aura [(Pd*y+Qd*x+Rdy* 4 Sdxdy +Tda:’)

=Pdy +-Qdx; ce que I'on démontre en prenant la fluxion
de Pdy4-Qdz.

~
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VII. Pour avoir /' (Pd*x+Qdx*), on fera d’abord
y=dz, et ydr=dx*; et ayant trouvé [(Pdy+Qydz),
on restituera la valeur de y.

Ainsi des autres cas semblables.

VIIL, Soit Pdx+Qdx=—0, et P, Q, des fonctions ho-
mogénes de x, y, c'est-2-dire, des fonctions ou la
somme des exposants de x et y soit la méme dans tous
les termes. Si Pdx+4Qdy n’est pas fluxion exacte, on
écrira zy au lieu de x; et séparant x de y dans le ré-
sultat, ce qui sera facile & faire, on aura une nouvelle
équation qui satisfera complétement & la proposée. Soit,
par exemple, (ax+by)dx— (mx+-ny)dy=o. Metlant
zy ala place de x, il vient(azy+ by) (2dy +.ydz)—(mzy
(az+b)dz

- dy
+ny)dy =0, et parconséquent ] + e+ B—my—n

=o0.
XIX. Supposant d"M — d*—'N+ d"—20 — d—*P
+....+V=0,d"M’ —d"—'N’ 4etc.=o, etc., onaura
S (Mdry4+Ndr—1y4+0d"—*y+...+Tdy+4Vy +M'd"z
+Nd—'z4+0'd*—*24.... + T'dz + V' z4ete.)=
Md»—'y+ (N —dM)d*—*y+ (0 —dN+d:M)dr—3y +
(P—dO+d*N—d*M)d"—4y+... +(d"—'M—d"—N
+d*"—30—... + T)y+M'd"— 24 (N’ —dM’ )d"—*z
+etc. +etc. +1.
Pour le démontrer, il suffira de prendre la flaxion de
Md»—y+ete.

Schol. 1. Quelle fonction de x doilt édtre y, pour sa-
. ) s s dyr
tisfaire complétement & lequa'tlon A 7 + By=X,

en sapposant qu’il n’y ait point d’y dans les expressions
représentées par A, B, X?
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Soit s une expression dégagée de y , et capable de ren-
dre Acdy+Bsydx fluxion exacte. On aura d(A¢)—

Bcdx:o;M-—— ,L(As) /A dr, Ac=s
B
f —dx
efA ; d’ol par conséquent, ye /A +I=
x, Ji
A

3
Satisfaire comple'tement a l’e’quation a(g+hx)’ d_y

+b(g+hz:)’ — +c(g+hx) +f7._X Supposant

d’y+co(g+hx)dy+
Joydx—=Xedx, il faudra satisfaire & 'dgxz a3 (s (g+hx))

—_ % d*(s(g+ hx)*) +cd(s(g+ hx))— fodr=0. L’ équa-

tion 6=(g+%x)" remplira cette condition, pourvu que
You ait ah® (p+1)(p+2) (p+3)—bh* (p+ 1) (p+2)+

. a
ch(p+1)—f=0; et il seraa;(g+hx)9+3d{7+

b—(p+3)ak ’
PRI (g b)Y ody (O (peta) Bl (prh2)

(e+3) ah*) (g+hx )P+ 1y 4+ 1=/( g+ hx)*Xdx. De celte
équation on déduira, suivant le méme style, une équa-
tion inférieure qui donnera la valear d’y.

Satisfaire complelement a I'équation A-—— + B

+Cu+A' — +B' dy +C’j=:r.

On écrira Ac 71; +Bcdu +Ccudx+A’q‘-g‘—:— + B’ edy

~
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+C’sdx=Xedx, 4 condition que les deax équations
2 7

d‘(iic) d’(dz: s) -——d'(B’c)+

C’sdxr=o0, donnent, 'une la valeur de s, et l'autre

les rapports qui doivent exister entre A, A’, B, B/,

et C, C’, pour satisfaire i I'équation proposée.

Satisfaire complétement aux équaﬁons

— d(Bs) 4+ Cedr=0, et

A—-— +But-A’ L dy +B y-l-A” +B”z-—'V
C TE ~ +Du+C’ L —’1 +D'y+C” Z +Drz=Y,

E%+Fu+E’ ar +F _7'+E” +F”z=z.*

multipliant la premiére par Adz, la seconde par pdr,
et la troisiéme par vdx, & coudition que les produits
deviennent des fluxions exactes, il faudra que I'on ait
aussi (AL+Cp+Ev) du+ (Br4+Dp+Fv)udr4 (AL +
C’'p+E'Vv)dy+(B’'A4-D’p+F/v) ydxr + (A"A4-C"p+
E”V)dz 4 (B"A + D"+ F"y) zdr= (VA + Yp+Zv)dz,
fluxion exacte, et on aura
d(A A4C p+E v)—(B 2+D p+F v)dr=o,
dA’A+C’ p+E’v)—B/A4+D’p+F’v)dr=0,
d(A"%4-C"p+E"y)— (B"A+D"u+F"v)dz =o;
Cest-a-dire,
Ad)\+(dA—Bdz)r +Cdp+ (dC— Ddx) p+Edv+ (dE
—Fdx)v=o,
A’d)\+ (dA’—B’dx)\ + C'dp+ (dC'—D’dx) p.+
E’dv+(dE’—F'dx)v=o0,
A”d) 4 (dA”—B"dx)\ +C"dp + (dC” —D"dx) p+
E”dv+(dE”——F”dr)v=o; .
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d’ol1 I'on déduira trois équations de la forme
17k W d*x

dx
SRt e =0,

dp. d*p d3u
7 7 / l 7 Ju—
¢’p+g ta _da: b dr %
d3y .
n. I/ /I n
ey 44" — + +9 = =

qui finiront de resoudre le probléme.
Satisfaire aux éqnations

dy  ndr
AZZ+BL oy +A 4

d LA U o +C/z=X,

dy ’
Ddx’ +E +F +D

—+F’z._Z

dz .
mettant p et ¢ a la place de = et 75 L suffira desatis-
faire anx quatre équations

A p+Bp+Cy+A’ q +B’q+C’z-—X

D +E +Fy4+D’ '7 +E/g4+F/z=12,
pP+Ey q

p-——% =o, et q—j—:;o.
2. Soient @, 6, v, etc., des nombres quelconques don-
nés, et p’, p”, p”, etc., les racines de I'équation
a+bp+cp? +fpd +ete.—=o.

Pour satisfaire i une €quation de la forme ay 5 Z—‘; +

J J —o.}
€75 +f% + etc. =o, il suffira de supposer y égal &

un terme quelconque ou 4 la somme de plusieurs termes
de la suite ael”=, Gel”=, yel” = etc. , ce qui est facile
a vérifier. :
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3. Aussi lorsque p est imaginaire, on peat toujouss

supposer y égal i un sinus, ou 4 la somme de plusieurs

sinus, par cela méme que les racines imaginaires ne
peuvent étre qu’'en nombre pair. Par exemple, sil'o
pouvoit faire y —e(™+"V —1)*, on auroit aussi y=
elmtnV =) x fp(mony — 1)z gnr (gney/ —1 4 g—ne-Vi)
==2ae™* cos (n*). ’
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LIVRE XX.

DEFINITIONS.

I Lonsqun Dx, homogéne & x, représente une
grandeur choisie & volonté pour étre appelée difference
de la racine x, on désigne par DI'z, et on appelle
différence de 'z, la grandeur I'(x+Dx)—Tx.

II. Tz prend alors le nom de somme de DIz, et on
éerit Tx =/ Dr'x.

III. D°X [=D(DX)] désigne la seconde différence
de X ; D3X [=D(D (DX))] la troisiéme ; ainsi de suite,

PROPOSITIONS.

I. Soit la différence Dx indépendante de x. On
demande /1.

Puisque Dz est =x, on aura x=/(1XDx)=
Dz f 1, et par conséquent f'1 =D_.7;

Supposant toujours Dx indépendante de x, on de-
mande ['x.

D(z*) étant=2xDx+Dz*, et par conséquent x* —
J22Dx + fDx*=1Dzx f x4+ Dz* {1, on aura fx=

x* .

et

4
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On demande /2>,
D(z3)=>52>Dx +3xDx*+-Da? donne 23=3Dz f 2+

3 .
3Dx* fx+4Da23 [, etj.z"—-sT——D:cfx—gD:c’fl

— iz ;xDr.

~ 3Dz
Suivant toujours le méme proeédé, on trouvera
Srie= Eal —Lia3412°Dax,

4Dx
So=5 il — —tab i Dr 3 2D,

Sxr= Eﬁi — 1254 5 24Dxr — L 2°Da3;

ainsi de suite. ,

Exemples. Trouver la somme des premiers z termes
de la série 1 4243+ 4+ 5464etc.

Soit I'x la somme demandée, et Dx=—1. Puisque =
est le dernier terme de la somme demandée, et 2+
1.[=l"(.r+1 )—Tz=DrIx]le terme suivant, on aura
ro=fx+ f1={3*—x4x=32"+ ;T

Trouver la somme des premiers = termes de la série
14-4+9+ 164254364 4g+ete.

La somme demandée sera [ (x +1)*=fz*—2 fz+

S1=32 — it izda* — =72+ [ 2*+ ;7

1I. Trouver [ a*.

On aura fa* =1'4-a+a*+a*+...+a*—'+I=
1—a* a*

— +1I, ou, en abrégeant, —I+a—1'

Trouver [ za*.

Drz=r(x+1)—Ix donne Fx=Tr (x+1) — DIy,
et par conséquent [ xa* = f(x+1)a* +' —za*=a [ z¢"
afa*— xa*

af a*—xa*=
+af —a
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Trouver [ x*a”,
On aura f*a* == [(x+1)*a*+' — x*a*=a f 2%~
a f(2x+1)a* — x*a*
1—a

+af(2x +1)a"—xra* =

de suite.

. Ainsi

III. Dx étant = , et'A, B, deux expressions ol il
n’entre point d’y, résoudre I'équation Ay 4 BDy = o.

A .. .
Supposons que x entre en 5 e dis qu’en écrivant

Tr=1— % , l’e'quation J={Tx—r1)(Mzx—2)) (I'x

— 3))etc. T'1, salisfera i la proposée ; car on aura Dy=
)Tz —1)) Tz — 2)) (C(x — 3)) ete. I't— Dz — 1))

(T — 2)) (O(x — 3)) ete. T =.y(l"x—|)_—.. (—-— % 7>
et par conséquent Ay +BDy=—=Ay+B (—- %) ry=o.

S’il n’y avoit point de = dans % » Véquation y =
(1‘— %—)II , satisferoit également.

1V. Satisfaire complétement & I'équation Ay +BDy
= X, lorsqu’il n’y a point d’y dans les expressions
A, B, X.

Faisant y == uz, on aura Dy=uDz+2zDu+DuDz, et
par conséquent Auz+-B (uDz+zDu+DuDz) = X. Sup-
posant Az+BDz=o0, on aura BzDu+BDuDz=X, et
D

PES F(-z-f_D;)' ’I.‘rouvez une valeur de z qui satisfasse

A Véquation Az+BDz==o0, et cette valeur vous don-

X X
nerau=l+fm, etj_..z([+/‘m).
' 18
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Exemple. Soit y+(z+1)Dy =—a(2x+ 1) Véqua-
tion proposée. Il fandra satisfaire & z+4(r+1)Dz=0,
r—1  T—1

et la proposition précédente donnera z=
x r—1

xr—3 X X
X P X ete. = -’ et par conséquent ) == ;(I+

—2

/ —a(z+1) ):mais—l—+D—l—=——;donc
) x x x41

(x4 1)<%+D —;7
_y:%(l-—af(2x+x))=%——a.t.

V. Satisfaire  Téquation ay + 6Dy + D'y 4Dy

+ etc.=X, lorsque a, b, c, f, etc., ne dépendent

point de z. '

Soit ay+ Dy +cD*y=X la proposée. Dy=p don-

nera D*y=Dp, et ay+bp+cDp=X. Ajoutants(Dy
— p)=o 4 la précédente, on aura ay+(b— o)p+sDry
+ cDp =X. Supposons sD(ay+ (b—s)p)=a(sDy+
cDp),c'est-a-dire, asDy + 6(b —s)Dp=asDy+acDp:
on aura o(b —s)==ac, ou 0= ac—bs+s*; et tonle
valeur de s rendra sD(ay + (b—sa)p)=a(sDy +cDp)-
‘Supposons z=ay+(b—s)p: il en viendra sDy+cDp

L . G .
= ;Dz, et par conséquent z+ — Dz = X. Ainsi,
a

on n’aura qu'h déterminer z par la proposition précé-
dente, pour pouvoir résoudre I'équation ay + (& —)
Dy=1=s, et trouver y. .

Soit ay-+ bDj+cD’y+fD"’j =X la proposée. Les
deux hypothéses Dy =p, Dp=gq, donnent ay +bp+¢q
+fDg=X; d’ou, en ajoutant s(Dy—p)=o, €
o' (Dp—q)=o, on tirera ay+(b—s)p+(c—s')g+
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6Dy 4-¢'Dp+fDg =X, Supposons sD(ay+(b— s)p+
(c—¢')q) =a(sDy+o' Dp4fDy), c'est-i-dire, caDy
+6(b—6)Dp+6(c— ¢’ )Dg=asDy +-as’ Dp+afDgq: il
viendra ¢(b—¢)=ad’, et s(c — ¢’) =af, ce qui, en éli-
minant ¢/, donne o=a’f— acs+bs*— . Posons z=
ar+(b—s)p+(c—¢’)q, et par conséquent sDy+

c’Dp+fD¢f= %Dz, et z+4 %Dz_—_ X:: la valeur de

z fournira, comme dans le cas précédent, celle d’y,
moyennant Péquation ay + (b —os)Dy+(c—o') Dy
=2z. Ainsi de suite. ‘

Schol. 1. Au lieu de réduire la proposde 4 une
équation immédiatement inférieure, celle-ci a4 une
autre plus inférieure, et ainsi de suite, il seroit plus
commode de trouver y de la maniére suivante. Soit ay
+5Dy +cD*y+fD3y = X la proposée: trouvez s, s’,
z, comme ci-dessus, et les trois valeurs de s vous don-
neront z’, z”, 2", trois valeurs de z; b/, b”, b”’, trois
valeurs de b—«; et ¢’, c¢”, c’/, autant de valeurs de
c—¢’; et par conséquent les trois équations

ay+b’ Dy+c’ Dy==z’,

ay+b" Dy+c” D*y=2z",

a.7.+blll Df+C”/ .D’.}’:z/”;
d’ots 'on déduira y, en éliminant D’y et Dy.

2. La résolution de ces équations aux différences,
sapplique, sans changer de style, i celle des équations
fluxionnaires du livre précédent.

3. Plus les différences seront petites, moiuns leur cal-
cul différera de celui des fluxions; et cela sans limite,
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DEFINITION IV,

Soit x un nombre entier quelconque; n le nombre
de termes de la suite a, b, c, etc., h, de nombres
donnés; To, T1, Ta, T3,.... (x+n), une série pro-
posée, et I(x+n) =al(x+n—1)+b0(z+n—2a)+...

+kCx: en pareils cas, la série proposée se nommera '

recurrente; a+b+4c+.... +h, en sera V'échelle de
relation, et Tz le terme géneral. '

PROPOSITIONS.

VI. Les premiers termes d’une série quelconque étant
donnés, examiner si la série est recurrente , et quelle en
est I'échelle de relation.

Soit proposée la série —1, — 1,1, 11, 49, 179, Bot,
etc. On voit desuite que son échelle de relation doit étre
.composée de plus d’un terme. Désignons-la par a+b:
on aura 1 —=—a—b&, 11 =—=a—2b, et par conséquent
a=>5, et b==—6; et on trouvera que I'échelle 5 —6
donne exactement les termes suivants, 5X 11— 6X 1=
49, 5X 49 —6X11=179, et 5X 179 —6X 49 = bor.

Soit1,1,1,2,4,6,7,7,17,8, 10,12, 13, 13,
13, 14, 16, etc., la série proposée. On trouvera d’abord
" que toute échelle & deux ou trois termes seroit insuffi-
sante. Essayons-en quatre: a+b+-c+d donnera 4=
2a4-b4-c+d, 6—=4a+2b+c+d, 7=6a+ 4b+ac
+d, 7=1a+6b+4c+2d. Retranchant de la seconde
équation la premiére, et du double de la troisiéme la
quatri¢me , on aura 2==2a+b, 7=>5a+25, et par
conséquent a==3, et b=— 4. Substituant ces valers
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dans la premiere et dans la troisi¢me, il viendra 2 =c
+d, 5=—2c+d, 3—=c, d=—1, et on trouvera que
Péchelle 3 — 4 + 3 — 1 satisfait exactement aux termes
suivants. Ainsi des autres cas semblables.

VII. L’échelle de relation et les premiers termes
d’une série recurrente étant donnés, trouver le terme
général. .

Soit 5—6'échelle ; — 1,—r, 1, 11, 49, etc., la série;
7 le terme général, et 7, y”, les deux termes suivants:
on aura y’=5y’ —6y, ety — 8y’ +6y=0: maisy’ =y
+Dy, et "=y’ +Dy’=r+Dy+D(r+Dy)=y+2Dy
+D% ; donc 2y — 3Dy +D?=o0; équation que I'on
peutrésoudre d’aprés le scholiede la proposition V, entre
les deux équations 2y — 4Dy=3"I, et2* — 5Dy = 2°T’,.
lesquelles. denneront y:% X 5*I —2X 2°1’, ou plus
commodément y =—3*A+42*B; d’ou I'on tirera —1 =
A4+B, —1=3A+2B, 1=A, —2=B, et enfin le
terme général y = 3* — aX 2. ’

Soit 3— 4+ 3—1 Yéchelle, et 1, v, 1, 2, 4,6, 7,.
7,7, 8, 10, etc., la série: on-aura y — 5" +4y" —
3’ 4y =0, D*y+D*y+Diy =o. Supposant u=D’y,.
et résolvant I'équation w4Du+Dz=0, on trouvera

Dy[=u]=(—; + %V/—S)’A-}.(—;:—-;} \/—5) B,

I
et en attribuant 3 A, B, d’autres valeurs, Dy — (—5 +.

TV —5)'A+ (-‘2- — = 5) B++C; d'ol résulle,

. I I \F I
suivant le méme style,y = (; + - v—3) A+ (I-.-.

-
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Ly— 5)' B4 Cz+E,
1=A+B+E,
I 1 I I
x=(;+;\/—3)A+<T—; v—3)B+C+E,
1 I I X
l=<—';+';\/—3)A+<—-;——;\/—3)B+
2C+E, 3= —A—B+3C+E,
I 1 1 I
A—?— 2/—3’ B_; + 2,/—3’ C=1,E=o,

etpar conséquentf-_—.(%- + L v — 5): (._2_ — W!—?)) .
1 1 T (1
+(3m5vo) Grayms)ve=ets

LRV e (L — :/_3 _ ) )__
(G vy e (L
1 V3
\/3x2\/—|<(_ ‘/—' a 2
v — 1) )=x+ cosx&°—s'njgo

VIII,A,B,C,E, F, etc., étant une série recur-
rente, ot a4 +4-c4-ete. son échelle de relation , on aura
A, Br, Dr*, Cr3, Eré, Hr5, etc., série recurrente, et ar+
br*4-cri4-ete. son échelle de relation.

IX. Toute série recurrente de la forme A +Br+4Cr’
+}-etc., dont I'échelle de relation est ar+br*+4cri+....
+kre, peut étre regardée comme le quotient d’un poly-
nome A+b'r+c’r’+....+ h’rm—* divisé par l-ar

—brr—cri—.... — hr"

Cette proposmon est facile & prouver, en supposant
successivement n=—2, n=3, n—=14, etc.
A+b'r4-c’r+etc.

est =
—ar—br*—cr*—etc.,

Schol. 1. Puisque
: 1
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A4+bBr+4Cr2tete., il s'ensuit que le terme général de
cette sé€rie sera égal i la somme de tous les termes gé-
néraux qui doivent répondre de la méme maniére aux
 A4d'r+etc.
1—ar—etc.
totale ; ce qui offre un moyen facile de trouver le terme
général de toute série dont on connoit les premiers
termes et l'échelle de relation; car chaque fraction
partielle peut éire représentée sous cette forme

G+Hr-:-,1 r’-:,:;j- P ; et puisque ———G donne

(r—ar)"

fractions partielles dont seroit la fraction

dans le terme général, un terme

nn41) (n42)...(x—1x(@+1)... x+n—1) o —
1.2.3...n(n41).. . (x—1)T —

(x+1) (x+2)..c. (x4n—1)

1.2...(n—1)

G+Hr41Ir. +Pr—:

a1, il s'ensuit que la

fraction —ar ) donnera
(x4 1)(x+2) (x4+n—1) -

G w.(n—1) r+
(x+:)(x+2) (x+n—2a)

H (2 atrr 4

I(.z:+ 1) (x+2)(n_(a;-){-n—-5) a1 4 ete. = (A’ zn—*

+B/zr— .. .+H’ ) a*r=. Observons, pour plas de fa-
cilité, qu’en désignant par a le réciproque de la racine
de I'équation 1 —ar—br*—....—hr"=o0, on aura
a racine de 'équation K" — aK"—*—pKr»—> —
h=o.

Exemples. Soit —1— r+r*+11r'+4gri4179r5+
601 rS4etc. la série proposée. Puisque 5r— 6r* en est
I'échelle de relation, et que 3 et 2 sont les racines del'é-

Seae =

/I

oS
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quation K*— 5K +6=o0, le terme général sera AX3*
+BX2*, et par conséquent —1 —A+B, —1=3A+
2B, A=1,B=—2, et AX3*+BX 2" =73 —aXo~.

Soit—2,—6, 8, 40, 224, 672, 2176, 5760, 15872,
etc., la série proposée. Ayant trouvé 4-+o0 — 16416,
€chelle de relation, les racines — 2, 32, 2, 2, de Ké —
4K*4-16K — 16 =0, indiqueront un terme général de
cette forme : (—2)*A+2*(Bx*4+Cx+E); donc—2
=A+4+E, —6=—2A42B41C+2E, 8 = fA+16B
+8C+4E, fjo=—8A+72B+24C+8E; c’est--dire,
—2=A+4+E, —5=—A+4B4C+E, o= A+/B+
2C+E, 5=—A+9A+3C+E; d’ott I'on tire A=1,
B=1,C=0,E=—5, et par conséquent le terme

général (—a)* 4o (x’—- 3).

"~ Schol. 2. Le terme général qlﬁ salisfait anx termes
To,I'1, T2, I3, etc., pourra satisfaire aussi 4 d’autres
termes intermédiaires, si I'on y ajoute une expression
de cette forme: A sin 27+ B sin azn+4C sin 3zx+etc.,
dont le nombre de termes soit égal a celui des intermé-
diaires proposés, et pourvu qu'il soit possible de satis-
faire a tous ces termes.

Lzxemple. Ayant trouvé 3* — a2X 2%, terme général
qui satisfait & la sérieTo=—1, M=—1,Ta=1,
I5==11,T{=49,T5=179, '6 =601, etc., on en

demande un autre qui satisfasse encore aux termes I‘%:
2 , . .
3et I‘ + = — 2. Supposant ce terme général = 3*—
2X 2% + A sin % + B sin 2x%, les €quations
%3 — 2X23+A sin 60°+Bsin 120°=3,

2X23+A sin 120°+B sin 240° = —2,
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c'est-a-dire,
3 nX27+A sin 60° 4 B sin 60° =3,
3 — 2 X ).3+A sin 60°—B sin 60° —=— 2,
donneront A etB.

Mais s’il étoit question de satisfaire encore au terme
5 b ctnte o1
r = cette méthode ne réussiroit plus que par hasard;
car la correction A sin xn+B sin 2z du terme géné-

. 2
ral, en seroit la méme que pour le terme I’ 5

sop n__ 2
Voulant cependant satisfaire au terme I' — =,

quin’a pas le méme inconvénient, on w’aura qu'a ajou-
fer un autre terme Csin 3z & la correction trouvée, et

I'équation 35— aX254A sin (11X 36°)+ Bsin (22X
36°) +C sin (33X36°) = % donnera C.

. . 2 .
Si I'on veut satisfaire encore a T' % =a, il faudra
chercher de nouvelles valeurs d’A, B, C, et déterminer

an autre coefficient E entre les équations

ul-

-——2)(2 +Asm60 +Bsin60° 4+ o—Esin60°=3,

NII

—2)(2 +Asm60°—Bsm 60°4 0+ Esin6o°=—2,

m]:

—2X25+Asm 36°+Bsin 72°+Csin 72°+Esin36°= 5 =

2

35— 2X25+Asm 72°+Bsm56°——Csm36°—-—Esm 72=2,

Aprés avoirsatisfaital’ ? =3,etl’ '§ ——2,sil’onveut

o pe . 10
salisfaire aussi a T —f,)— =3etl' -~ =7, on pourra regarder
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2
3
et (% + t), en désignant par £ un terme aussi petit

1et j, non pascomme I' — et I‘—%, mais comme I’ (% + t)

qu’on pourra de la série 0; 0,1; 0,001; 0,0001, etc.

X. Trouver une fonction I'z qui satisfasse aux termes
To,Ta,TIb,Tc, e, If,etc., ensupposant a<b, b<c,
c<e, e< f, ainsi de suite et positifs.

Ayant calculé I‘a—a— To_a ,I‘Z -_—-_I;a =A’ I‘z:;‘b
=an T =, etc.;‘ib——é =B, 5}53—'
o AT e A A g D
T e i L
€", ete. ¢—C =E, C}:S’ =E’,etc.,onaural'z

=To+ Ax+Bx(xr— a)+ Cx (x— a)(x—b)+Ex(x—a)
(x—?%) (x — c)--etc. ; car posant successivement r—=a,
x =5, x==qc, etc., I'expression Tx=To+ Ax+etc. sa-
tisfait anx équations Ta—To0+Aa, T'b —To+Ab+Bb
(b —a), Fc=To+Ac+Bc(c—a)+Cc(c—a)(c—b),
etc., qui dérivent des équations ci-dessus calculées.
Ezemples. On demande le terme général de la série
Io=1,T2=127,T5=064,I'7 = 512, I'g = 1000,
I'io = 1331, etc. En observant la régle, on trouvera
o, 2,3, 17, 9 , 10, etc
1, 27 ,64 , 512 , 1000 , 1331 , etc
13 , 37, 112 , 244 , 331, etc
8 ,15, 22 , 129 , etc
I, I , I , etc.
o , o , et
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et le terme ge’ne’ral'x +13x48x(x —2) +1x (2 —2)
(x — 3 = 143432+ 2%

On demande le terme général de la série To=o0, Tt
=1, T53=129,T{=64,8=1513,T'10 =1000, 11
=1351, etc.

On trouvera

o,1, 3, 4, 8, 10 , 11, etc

o,1,27,64, 512, 1000 , 1331, ete

x ,13 ,37,112 , 244 , 331, etc
4, 8,15, 22 , 29 , etc
1,1, 1 , 1 , et
o, o0, o , etc

et le terme général o+ x+4x (x—1)+-2 (x —1) (x—3)
= a3, :

XI. Trouver fdxT'x, lorsqu'on connoit quelques va-
leurs de x et les valeurs correspondantes de I'z.

11 faudra chercher d’abord la forme spéciale de I'z,
et calculer ensuite / dxT'z par les méthodes du liv.
XVIII.

L,
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LIVRE XXI.

————

PROBLEMES.

L Désxcxm'r par n un nombre entier, et par A,
B, deux expressions rationnelles, c’est-a-dire, dégagées
de radicaux , on demande trois nombres rationnels x,
x, z, qui rendent :/ (At yvB)=(ut/x) \n/z.

On auraA+/B=(@ut /z)'z=z@ tne—'/x+
n(n—r)
——
rationnels du second membre de I'équation, c’est-a-dire,

=z (u"+£(_n;':L).un_ax+ n(n— 1)2(’;-—4—2) (n—35)

u"—4x’+etc.). Or, les équations A+ /B = (u+ V)2

ur—*x + etc. , et A égal & la somme des termes

etA—/B=(u—,/z)"zdonnent A>— B=—2z*(u*—2z)",
ct par conséquent u* —x = \n/ A’; B ; donc si le pro-
A’—B

zl

bléme est possible, I'expression \; devra dtrera-

tionnelle, etles équations A =z (u"+ n(—naf—l)- u—z+

= A*—B

°l°~); etuw —x=\/ en fourniront la solution,

z’
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Exempl. On demande la racine carrée de 28+10,/3.
A =28 et B==300 donnent A* —B =484, dont la
racine carrée est 22. On pourra donc supposer z=1,
et on aura 28=uw'+-x,u* —xr=22,u=5, r=3, et
v (28+10/3)=5+/3.
On demande la racine cubique de 2+ ,/5.

A =2 etB=>5 donnent A>—B=—=-—1,dont la racine
cubique est— 1. On pourra donc supposer z=1, et on
aura 2=u’+45ux, u* —x=-—1, et [en éliminant =]

il 3u=—2, u=—— ! T=T ,et\/(2+\/5)— ]i;/5.
On demande la racine culnque de 5+3,/3.

3 3
A =15 et B=27 donnent \/(A’——B).—.\/-—a ir-
A —-B

rationnel. Posons z*= ——, et nous aurons \/

/A
3
v/ —8=—2;donc5= +;(u3+5ux) etur —xr—-—2,

Eliminant z, on trouve 24°4-3uz— 5=o0, et par con-
3
séquent u=1; donc x=3, et \/(5 +3\/3)=(1 +
3 +v3
yHvI=5V5_ 1y
V2

L’équation y® —6y + 4=o0 donne y = \/ (—2+
3

2y —1)+/(—2—23/—1), dont les termes ima-
ginaires doivent s’entre-détruire, si le nombre — 2 +
24/ —1 est susceptible de racine cubique. Faisant done

3
A=—2etB=—4,onaura A>—B=38, /(A*—

B)==2, et on pourra supposer z= 1. Les équations—2
=u’+3uxr, et u*— xr=2, donneront x=1 et xr =

3
—1;dohy/ (—2F3y —i1)=1%,/—1,et enfin

J =2
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II. a,’d, étant deux nombres rationnels, on en de-
mande deux autres u, z, qui rendent z*4-ax*=>5
Supposant u=25 w» zx, et substituant cette diffé-
rence  la place d’z dans I'équation proposée, on aura

2dz

2’x* —abzx+ax*=o, 2’r—2bztar=o,x=—,
a+43

b(a—2z2* . .

et u=—+= —Sa—_'_—zT-) ; donc tout nombre rationnel mis

a la place de z, rendra les nombres u, x, rationncls.

III. Soient a, b, u, x, des nombres rationuels, et
u*—a*x*=4: 6n demande u, x.

Supposant u==z—ax, on trouvera, comme dans la
. z2—b z4+b
yet u— .
zaz 2z

IV. a,b, u, x, étant rationnels, 2t u*+422=a*+-¥’,
on demande u, x.

Soitu=—=a — z, et r=—=23y—b. Eliminant u, z, entre
ces deux équations et la proposée, on trouvera—2a:+

question précédente , z —

by
242y — 2bzy=—o0, z= Ml—-——:_.-;T‘}-, ct par conséquent
v — ay*—a—aby R by* —b+-2ay
- l+.r’ k4 - l+j'.\ *-

V. Investigation de logarithmes et de puissances.

Iz, logarithme de x, veut dire une fonction de z,
qui donne toujours la+1b==1(abd), lorsqu’on substitue
deux nombres quelconques a, &, et leur produit aba
la place de z.

On aura donc i =o.

Au lieu de aa, aaa, aaaa, etc., on écrira a*, &,
a4, etc,

Puisque U1 est toujours==o, essayons de donner i
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l(r4u)la formé Au+Bu*4+Cu®+ Dub+ete. Si cela est
possible dans tous les cas, on aura
L(x +2u+uw)=2Au+ Auw

+ 4Bu*4-4Bui4  Bub
+ 8Cu? 4 12Cué
+ 16Dub fete. :
mais (14 2u+tu*) =1I((1 + u)*)=2I(1 +«); donc
2Au+ (A+4B)u* + ete. = 2Au+2Bu*tete. ; A+ 4B=
2B; 4B+8€=§C; B+412C416D =D, etc.; B=—
$A; C=3A; D=—;A; E=1A, etc.; et par consé-
quent I(14-u)== A(u——u’+ u3———u4+ uS—etc. ).
Le nombre A demeurant arbitraire, il s'ensuit que le
nombre de sysiémes de logarithmes que I’on peut adop-
ter est également arbitraire.
Puisque [ {1+u) est = A (u—fu*+ 5u—etc.), on
aura aussi /(1 —u)=—A(—u—iu'—fud—etc):

donc [ :——Z [=l(14u)—I1(1—u)]=A (2u+3ud+

14u a—1
fu%42uitetc.). Posonsa=— T, On aurau= pyran

3
la=—2A Z:: +%(Z::> + = ! (Z:l> +etc>

L’expression a" [puissance d’aindiquée par n] désigne
un nombre dont le logarithme seroit n dans le sysiéme
qui auroit pour hase le nombre a.

L’expression (14 u)" étant susceptible de la forme 14
nu-+ Au*+4Bu?+Cul +elc. dans plusieurs rencontres, on
aura, si cela est possible dans tous les cas,
(l+2u+u")" 142nu+t+ nu?

+4AwF4ACH Aud
+8Bud+ 12Bub +-ete.
+16Cub4-etc. ;

, et
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mais (1 +2u+w*)" = ((1 +u)")* = (14 nu 4 Ad*
+ Bud+ etc.)*=1+2nu+2A0*+ aBiw3 4 2Cuf +-etc.
+ n*u? +2nAud 4 2nBub4-ete.
-+ A*ub 4etc.;
donc 2A+n’-—n+4A 9B+4-2nA=—/4A+8B, 2C+2nB
+A*= A+12B 4 16C, etc.; et par conséquent A

n*—n n—1 n—1 n—2
== =n » B=n - X —, etc.
2 2 2 3

VI. Investigation de la proposition ¥'Iduliv.X.

Trouver un nombre z qui rende 23 4 bx4-c=o.

z— n+zdonne n3+3n*z+43nz*+ 2+ bn+bz+c=
0; 5nz= — b donnera n424c=o. Eliminant z
entre ces denx équations, on trouvera nS4-cn’—<; 5

=o, n_\/(——c + G+ 58)), et x=n+ti=
n— Sin Etc.

VIL Investigation de la proposition Ire. du-l. XVIIL.

Supposant R=a--4x", réduire fx"Rrdx a la forme
Agmti="RpP+14-B fx"—"Rrdx.

On aura z"RPdxr =— (m 41 —n)Azm—"Rrtidz+
(p+1)Azm+ ' —"RedR 4 Bx™ — "Rrdz. Substituant
nbx*—'dx =dR, et divisant par z"Rrdx, on a 1=(m
+1—n)Azx—"Rdz+bn(p+1)A+Bx—" et substituant
a+4bx*=R, il vient 1=(m+1—n)Aax—"+ (mb+
b4npb) A4 Bx—". On aura donc (mb+5 +npb)A=1,

1
(m -+ x—-—n)Aa+ B=0, A= m, et B=
—a(m+41-—n)
b(m+14np)
VIII. Supposantque x=o0 rende fz™a+ bx")Pdz=0,
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on demande la valeur de /' a™(a + bz")Pdx, lorsque

=v(52)

Posant g=m+1+np, la proposition VIII du liv.
XVIII donne [ 2™(a+ bx"}Pdx = i une série dont le der«
b (g+n)(g+ 2n)(q + 3n) elc.

a' (m-1) (m+ 1 + n) (m+ 14 2n)elé.
JSxmt(a+ bxmpdx , et dont tous les termes précédents

nier terme est

s Il . ‘i n —a
s'évanouissent par la supposition de x—,/ (T)

on aura de méme alors j‘.z"-'(a-{-l»x")r'dx—
b (np+2n)(np+3n)(np+4n)ete.

atn.2n.3n.elc.

L[ zr— 1+ (g banypda

t 4
= LRI LI fan—rtimartbarypds; et
fx"‘(a-{-bx")l’dx‘
par conséquent T&—(a F barypdz =
(g +n)(g+2n)(g+3n) ete. , 1.2.3.etc. X

(m 4 1)(m+ 1 4 n)(mm+ 1 4-2n) ete. (p+ 2)(p+5)elc
S xmt(atbx)pdx
JSxr=1t(a+tbx)pdx

. Réduisant (a 4 bz")? en série,

apxmttat
'tn 3 — .
on aura [zt (a4bx" )P dx = mEmT
pap.— lbx"i+"‘+n+l _ m . f.tn--1 ar z
m—+tn+n+1 +ete. =2+ m 4 tn41
par—bx"

+ etc.). On trouvera de méme /x" -lf‘" -1

m--tn4n-s
.. N ar papr—'bx* )
Aa+ bz )pdx =zt (n+m onin +ete. ).
P
Supposens ¢ infini: nous aurons (___a___ +

m+tn41
N 19



290 PRINCIPES MATHEMATIQUES ,
paP" rbxm

par-“bx"
m+tn+n+l +etc) (n+tu 2n-4-tn

=1+ infinititme, et par conséquent, r=—\/ (-_—;f)

+-etc. ) .

rend Sz™(a+bxpdx — (g+n)(q+2n) (g +3netc.
Sz 2= (@a+bx"Pdx ™ (m+1) (m+14n)(m+ 1 +an)et
1.2.3.etc. —n4+1(1 4 infinititme):

X Frpipties.
mais r=— \n/ (— %) rend fz"—'(a+ bx")Pdxr =—

nba(::_ 0 ; donc x=,/ (-— _.> rendra f.t"'(a +bzrpdz

_ art: (g +n)(g+2n)(g+3n)ete.
T nb(p+1) (m+ 1) (m+ 14n)(m+ 1 +an)etc.
m—n+|
1.2.3.etc.
6-
(p+n)(p+5)(p+4)etc ( 6) X(+in
nitiéme ). )

Exemples. 1. On demande la valeurde /'(1—2?)

pour x=1.
La valeur demandée sera — X 4> 4.6.8. ete. X
1 1.3.5. 7. ete.

1.2.3.4.etc. X 1= 2.4.6.8.etc. _ 2.4.6.8. etc. =
T 1.3.5.9.ete. 7 3.5.7.9. et

3519 e
2 2 2 2

2.2.4.4.6.6.8.8.etc.
1.3.3.5.5.7.7.g.ete.

2. On demande T— Iz

u|-.
n.. 3

pour z=1.
Ix est = _/' z—1dzx. Soit { un nombre entier assez grand

‘dr=fz= ‘dz sans erreur considérable:

pour faire/x O
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1
On aura lx==ix’ —i, et par conséquent

d‘t——
V=R~

1. 2. 3. etc. r 2.4.6.8. etc.
X EB L g, X T X S POt
2 22’

l'approximation jusqu’a # facteurs, on aura
. 2.2.4.4.6.6....24.2¢ _

4ix 3.3.5.5.7.7....(2i41)(2iF1)
2.2.4.4.6.6....27.2:.4¢

1.3.3.5.5.7...(2i— 1) (2i41) (24 1)

= au carré delava-

2i.20.4%
(2f —1)(2i41)(2i+1)
=2 —infinitiéme ; doncle carré de la valeur demande’e

leur demandée. Mais i infini rend

2.2.4.4.6.6.etc.
sera =— 2 m, et par conséquent Z==1 ren«
dz __  2.2.2.4.4.6.6.etc. __
dra V(=) TV 113355 .etc. v

VIII On demande la somme de la série 1 R %, ?;— »
111 2 est-bodi 2
'; '_g T' v,o;x_'(x-*_l)’ ¢ est-a-dire, —_(x+l)(x+2)'
. 2 — a a . a a
Soit (x+1)(x+2) = x+2 N TF THa et x41
étant deux mémes fonctions de x+1 et z, on pourra

a a a )

2
EFNETD =P aFi S aa oy dok

faire
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2 _—2
@Fx+2) z+1
que 1 en soit le premier terme, la série viendra —2—

+ 1. Etsi on veat

a—2, et

2
x4
: L. 1 T 1 1
Trouver la somme de la série1, 7 To! 397 B
1 6
5677 @+ 1)(x+2)
Falsant 6 z

EFDEtE+s) | @EraE+y

——_—(x+ l)‘zx-l-' K on trouvera a==- 3, et la série propo-

3 5
2 @+ 1)x+2)
IX. Trouver la somme de la série cos a, cos 2a,

sée =

cos 3a,,..., COS ra.

Désignant cette somme par S, on aura S=
LesV—'o e V14 [V tete + Lemav—'¢
Ie—aV—iq le—aV—rf le—3av—itetc.4le— V"

esV—1__els+r)av—1  p—ayV—1__g—(sf1jav—t
= 2 —2e*V—! 2—ae—4V—!
__cosa—1+cosxa—cos (r+1)a
2—2 cos @
cos ra—cos (x+41)a 1 _ sin (r+1)a I

2—2co0s a 2 asinia 2
X. Soient z, y, des coordonnées perpendiculaires
d’une courbe, dont I'équation est x3+ y*=azxy: on
demande l'aire de cette courbe.

2

. x y? . . x
Puisque — + +— est—=a, si I'on fait — =z, on aun
yooz ’ r

az? d 2z— 28
X = -
B41? (B41)?

x o—
a,r+;;.—a,x= adz, et par




LIVRE XXI. 293

conséquent [ ydxr = i Y S
WS IE=) Frr YT 3@F 0
e ___r
2(z341)* = 3x 22%
1
XI. Résoudre I'équation ;glnz,— = A, ol l'on désigne

par z une fonction inconnue de x et y, et par A une
fonction proposée de x et y.
‘dnz (drz €dn—1rz
On aura 3}7‘1]’:47-_"—"-’ Ady, et ——; P =
J7Ady+1, en désignant par I une fonction arbitraire

ldn-—nz

de x. Que I'on continue ainsi, et on parviendra & pr

clest-a-dire, 4 z.
XII. Trouver le maximum de Tx, c’est-i-dire, la
plus grande valeur d’une fonction proposée.
I1 est clair que les fluxions de deux valeurs quelcon-
ques de I'z, entre lesquelles se trouvera le maximum
de I'x , doivent étre contraires entre elles; donc celle

. 1
Qn maximum serao, ou — [17. 9. schol. 1.

Exemples. 1. Couper une droite a en deux parties =
et a— x, telles que le rectangle x (a—x) en soit un
maximurm.

Posant d(x(a—x))=o0, on aura adr—2xdxr=0,
et par conséquent xr =1a. '

Démonstration. Soit d une ligne droite quelconque,
positive ou négalive, et r=—;a+d : on aura z(a—z)
=(La+d)(ta—d)=}%a*—d*, toujours < ;a

2. Couper la droite @ en deux parties x et a—x ’
telles que x* (a— x) en soit un maximum.

d(z* (a— x))=2axdxr —3x*dr=o0 donnera r=3a.

Démonstration.(3a+ d)*(a— (3 a+d)) [=% a* —ad®

e
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—d?] est toujours < % 4, tant qu’on suppose a+d
expression positive; et si on veut que la ligne d soil né-
gative et > a, il n’y aura point de maximum.
3. On demande le maximum &’a (u+ z)* —uz®,
Regardant I'inconnue u comme déji trouvée , diafut

u
» et par conséquent

3)* —uz*)==o0 donnera z =
u—a

au’ au’

u—a

= maximum’: mais d
u—a

) = o0 donne u

=1a, etz=3a; donc 2! a* sera le maximum demandé.

Autre solution. d*(a(u+2z)* — us*)=o0 donne au +
az—uz=o, et d"(a(u+z2)* —uz*)==o0 donne 2au-+
2az—2z*==0; et par conséquent u=—=2g et z=—3a.

Schol. Quelle fonction d’z doit étre z , pour qu'd
chaque valeur d’z réponde une valeur d’a(u4z)—
(2+22)*, non moindre que toute autre fonction d'u ne
la rendroit? , _

Désignons par z etz+ 8z deux diverses fonctions d’u,
et par & des fluxions relatives uniquement A z , fluente
de 3z. Supposant a(u+z) — (u+ 22)* maximum, on
trouvera d(a(u + 2) — (u +22)*) = a8z — fudz — 823z
==0,z=ga—ju, et par conséquent 5 a’+lau lo
maximum d’a (u+z) — (u+422)*; car mettant Fa—iu
+d & la place de z, on trouvera a(u+z) — (u4-22)
=g a*+ jau—4d*, valeur toujours plus petite que
76a@*+ ;au, excepté dans le seul cas o quelque valeur
d’u rendra d=o; donc % a*+ :au est la limite des
valeurs de I'expression proposée.

On demande une fonction u de z, qui donne la limite
des valeurs d’a(u+ z) — (u4- 22)%

On trouvera u=}a— 2z, et on démontrera , comme
ci-desdus s que ; a*+laz est la limite demandég.
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XIIL Soit d6=Ad"+'y+Bd"y+Cd"—'y ...+ Tdy

+V : on demande quel doit étre le rapport entre A, B,
C, etc., pour que Gdx soit une fluxion exacte.

¢
Soit z=f6dx, et n=1: on aura 6dr—dz— —d—f dy

d’—
‘dz

a}-.-,-; Bdx=d 775

+ I 2 dx , et d(@dx) = —dy+(d )d +d
(Ad*y+Bdy+V)dx: donc Adr="
et dA —B=—o, équation identique, c’est-a-dire, dl—x
‘dz ~ , ‘dz
(47 —45) =
. ) ‘dz
Soit n=2: on aura de._ d’ 5 d"y+F dy +
% dz, et d(de)_-——-d3 + (a2 4 "ﬁ ar
dx’ d: Ja.? .r :
ldz l
+ (43}_,> dy—{-dd?:(Ad +Bd’_y+Cdy+V)dx;
‘dz
d’ ,,de—d .r +:i?;
[
Cd:c.._d—— (dA—B)dx_—-d-%- et d*A —dB+C
- fdz
= ( d ol Z + d )-o équation identique.

et par conséquent Adx ==

vaam tou)onrs le méme procédé, on troavera d"A
—dr='B4dr=1C — d*~3D +.... + T==o0, équation
identique.

Schol. Si d@ étoit = Adrt'y4 ete. +A’dV iz 4
etc. - A”d»"+'u+etc. +etc., on auroit de méme une
suite d’équations identiques d"A —etc.=o, d"’ A’ —
ste.==0, d*"A”~etc. =0, etc.
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XIV. Soit d§ = Ad*+'y 4 Bd*y+Cd"— 'y +Dd*
+....4V : quelle fonction de x doit étre y, pour qu'a
chaque valeur de x réponde toujours un f 6dx maxi-
mum ou minimum?

Soient y et y+3y diverses fonctions de x, et sup-
posons § des fluxions relatives i y fluente de §y; AB=1z,
BB'=dz, BC=y, Cc=3y, BD=6, Dd =736, et De=
Add"—'y: on aura 3¢ —=Add"y +Bdd"—'y+...+Tir;
S dxT(y + 8y ) =f dx (Ty+ Ty + etc. )= [ daTy +
S dxdTy + etc., et par conséquent & [/ dxTy=—[dzdTy;
donc § f6dx[= fdx6] sera I'aire que Dd décrit: etil
est également clair que les points de la courbe décrite
par le point d, s’approcheront de ceux de la courbe dé-
crite par D, d’autant plus que la fluxion 3y sera plus pe-
tite, et que par conséquent 3 [6dx [ = [ dx36] sera=o,
lorsque 3 =o0; donc, pour que /Gdx soit un maxi-
mum ou un minimum, il faudra que A3d"y4Bdd*—y
+...+ T3y devienne==o. Et puisque les arcs cc’ et
CC’, ee’ et DD’ tendent & la coincidence et au paral-
lélisme , & mesure que les fluxions 8y et dz deviennent
plus petites, si I'on met y’ a la place de B’C’, on aun
A'ddr—y’ [ D'é

:I =1 + infinitiéme: mais ona

Asd—'y |~ De
7 .
aussi-L 7 L=r+ infinitiéme ; donc dz et §y infinic
f .
tiémes rendront=1 + infinitiéme chacun des quotients
Addry Addr—'y’ — Addn—'y

Asdn—1y’ —ASd"—y’ ASd* =1y  —A’ed 'y’
A3dr—ty! —A'sdr—'y! — dASd =y’

T aRsF— g7 dAsdi—ry done AMY
= — dAdd"—'y. On trouvera de méme — dA3d =y

{
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==d*Add"=%y, ainsi de suite. Réduisant ainsi chaque
terme d’A3d"y + B3d»—'y + elc., on trouvera enfiu
36 = +d"A8yTdr—'Biytetc.=o; c'est-a-dire, d"A
— dr—1B4d—*C—dr—? Dt....+T=0.

Corol. Si € étoit indépendant de =, on auroit d6 =
Adr+'y4+Bdy+....+Tdy: maisd"A—d"—*B+.... +
T—o; donc 6=Ad"y+ (B—dA)d"—'y+(C—dB+
d*A)dr—y tete.

Exemples 1. Quelle fonction de x doit étre y pour

qu’un minimum f Y — d + Ltdy réponde toujours & x?

.~

- dv? N 1 ' dv>
On aura 6=z ’(1+ ‘—1—‘;?) ; de=x ’(1+Z-£;

KL

-—
3

d _r o apy ~x
fd) a(x-]- -‘-1{-,-) dz; B=o; dA=d(x

(3 "”)—° () H)

1 a _; - .t
—;(x+§—r—) Z—';-::a ?,etenﬁn-‘-ll= z

a—x
dr*+dy?

réponde

2. On demande qu’'un minimum ﬁ

toujours a x.

—

~L d.ra 2 __‘;- d]"
On aura 6=y * 1+ ; do=y (1+25:—,-

l
3\ N

d —
d..‘:‘ df .7 (l + = ) df 6= -r (l +o= dx?

%
——
)

2 dy dr N4
.—J- (I+d ) -d—-xv;d]"l“a ,et’d-f——-\/‘;::';-

Saig
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3. On demande la courbe qui, avec son rayon de
courbure et la développée, renferme le plus petit espace.
Soit I'ordonnée y perpendiculaire a I'abscisse x. Le

(dz*+dy)s

rayon de courbure en sera = TZGdy d’our il suit

que la surface dont on demande le minimum, doit étre =

3
(dx*+dy?)? s 1 dxdyr)?
/(__—\/(d.z tdr ))_? Tdrdy dz.

adxdy.
’ dx* 4-d)y*)? dx*+dy*)*
On a d’abord d -(-f&%,—.— .(_Wd?y-}-

4@z +drdy 4 - et par conséquent d*A — dB4-C =

dx*dy
. (dx*4dy?) 4dxrdyydy
d ( T dy —d drdy + o=o0; donc

B—dA= % [ parce que B— dA est une fonction de

. ) _ (d.l“-}-df’)' — (d.‘l."+d]')'
divisée par dx]; donc § = dody = dy

dy+ ‘—&dj+b. Ecrivant udx i la place de dy, on

trouvera jdr—2au(1 +u’)—‘du-i‘-2b (14-u*)—*du; 4dy
[=4udr]l=2au*(1 +u*)~*du4-2bu(1 +u*)—>du; fx=—
—a(it+u ) bu(14u) " b L1+ ut) " dut-c; hy=
—au(1+uw)"+a f(14u) " du—b(1+ur) "+ f;
4ar— fby =—a* (14-u*) "' 2abu(1 + w*)— ' 4 b*
(14u*)—* 4 ac— bf: mais (1 + u*)— ' ne sauroit étre
fluente de 2u( 1+ u*)—*du, sans que — w*(14u*)—" le
soit aussi [18, 1. a]; done ac—bf—fax+4by =
a*(14u)——aabu(1412)— 4520 (1 4 u?)— '—(a —
bu) (1+ur) == (adx —bdy)*(dz*+dy*)—*; c'est-i
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. o dz — bd
dire, \/ (dz*+dy*) = \'/(acf— Zf;—4a‘;+4bj)’ équa-

tion de la cycloide.
4. Renfermer entre un arc donné de grandeur, et ses
coordonnées perpendiculaires, un espace maximum ou
minimum. .
Soit [ ydx V'espace : puisque l'arc [ \/ (dx* + dy*)

est connu, on aura, en désignant par a une ligne
2

donnée, [ydz+a [/ (dz*+dy*) =/(a (|+ g‘g).

+_y') dr = maximum ou minimum; d@ —

. L]
d. dr*y * =
ZI{ (l + 7‘.:—’) d’y 4+ dy, et par conséquent €=

d 2 Y d d 2 —.:
o(1+ L) = (+ L) b e

A fj_'{b)f_yy'), 3’ etr=c— V(@ —( —J)’), éqga-
tion du cercle. Les deux valeurs dua radical donnent les
deux solutions du probléme.

Schol. S'il s’agissoit de plusieurs variables, telles que
Z,7, %, u,elo., et de d6 = Adr+iy+tetc.+A’d" +1z
+etc. +A”d"" +'u4-etc. +etc., les équations d"A —
d~—'B--etc.—=o,d"’ A’ —etc.=o, d""A” —etc.=o,
résoudroient le probléme; ce qu'on verra facilement, en
regardant successivement chacune des variablesy, z, u,
elc., comme si elle étoit la seule , et toutes les autres
comme déja trouvées.

FIN.
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IV. B. Les chiffres préeédés du signe * marquent les lignes qu
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