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AVERTISSEMENT

DU TRADUCTEUR.

JLês premiers livres des Principes mathématique*

étoient connus à Lisbonne, si je me le rappelle bien, dès

i782 : c'est à peu près à cette époque que M. daCunba(i)

les composoit et les faisoit imprimer à l'usage du col-

lége royal de Saint-George, dont il étoit alors le direc

teur. On les y expliquoit sous sa direction, au fur et à

mesure qu'ils sortoient de la presse. Mais ce collége

ayant essuyé des vicissitudes qui entraînèrent la sup

pression de l'emploi que M. da Cunba y occupoit, l'im

pression du reste de son ouvrage éprouva des retards,

et ne fut terminée qu'en i787 : il en corrigea la dernière

épreuve la veille même de sa mort. On doit regretter

que les infortunes de toute espèce, ainsi que les souf

frances presque continuelles qui l'affligèrent pendant

les dernières années de sa vie, ne lui aient point permis

de publier également plusieurs autres ouvrages qu'il a

laissés dans ses papiers, et que ses amis estiment comme

autant de chefs-d'œuvres de goût et de profondeur.

Parmi ces ouvrages, il en est quelques-uns qui forme-

roient peut-être l'introduction la plus digne de celui-ci :

tels je regarde ceux qui ont pour titre : Discours préli

minaire sur les premiers éléments de géométrie ; On

(i) Professeur de mathématiques à l'université de Coimbre, aô

» Lisbonne , en i;44, mort en i787.



powers and logarithms; Sur les racines ; Sur l'infini

mathématique ,- Contre la méthode des premiers et der

niers rapports des quantités naissantes et évanouis

santes de Newton; Préface de la théorie desfluxions ,

et autres, dont je possède la plupart des manuscrits au

tographes. Il sembleroit donc qu'il eût été de mon de

voir d'en insérer ici quelques extraits: mais, d'une part,

j'estime trop les originaux, pour oser les mutiler mal à

propos; et de l'autre, j'ai quelque espérance de pouvoir

les faire paraître bientôt, avec une notice de la vie de

l'auteur, écrite par un dé ses meilleurs amis. En atten

dant, j'ai cru qu'en me bornant à la traduction du seul

ouvrage de M. da Cunha, dont il a pu achever la rédac

tion , je rendrois quelque service à sa mémoire et au

public. Puisse l'idée que je me suis toujours faite du

travail de mon compatriote, n'être pas une simple illu

sion de l'amitié !

Il y avoit déjà, avant lui , une quantité prodigieuse de

livres élémentaires, destinés aux écoles premières de ma

thématiques; la vie de l'homme scroit trop courte pour

lés lire tous avec attention: mais il paroi t que les uns

étoient trop volumineux, les autres trop résumés, et tous

plus ou moins défectueux sur l'article le plus essentiel ;

je veux dire, sur la méthode de démonstration. Aussi des

géomètres du premier rang ne craignoient pas d'affirmer

que l'on manquoit encore d'un vrai livre classique de

- mathématiques pures. Apparamment que les préceptes

ne venant jamais qu'après les chefs-d'œuvres, en quel

que genre que ce puisse être, les véritables conditions

' de cet intéressant problème n'étoient pas encore bien

arrêtées. Quoi qu'il en soit, l'écrivain qui, en s'appe
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santissant sur tout ce qui lui tombe sous la plume, ne

laisse au lecteur uu peu instruit, que la peine d'en re

trancher les longueurs superflues; celui qui tantôt pa-

roît s'adresser à des enfants fréquentant des ecoles publi

ques, tantôt à des amateurs isolés, tantôt à des géomètres

profonds ; ou qui , dans la même page , mêlera quelque -

fois des analogies imparfaites avec des raisonnements

exacts; ces écrivains, dis-je, ne sauroient faire le livre

classique dont on parle ; car il est naturel que l'on doive

s'y assujettir à des unités de plan, de style et de mé

thode, à peu près comme dans certains autres ouvrages

on tient à celles d'action, de temps et de lieu. Or, il

me paroît que celui de M. da Çunha ne laisse rien à dé

sirer à aucun de ces égards. D'abord, il ne présuppose

que des élèves laborieux, conduits par un répétiteur

sensé; le style en est toujours conforme à ce premier

point de vue; la méthode de déduction que l'on y trouve

au commencement, on la retrouve partout jusqu'à la

fin, depuis la première proposition d'Euclide, jusqu'au

fameux problême des isopérimètres; et la chaîne de

principes qui y lie ces deux extrêmes, me paroît la plus

courte et la plus solide qui puisse servir de fil régulateur,

et à l'étude du disciple, et à l'explication du maître. On.

auroit donc tort de vouloir ici de plus longs développe

ments et des applications à fantaisie : cela regarde ceux

qui enseignent. Il est clair que l'auteur, en cherchant à

associer dans un même volume, sans lacunes ni répéti

tions, la sévérité de l'antique géométrie, àla rapidité dés

calculs modernes, n'a eu principalement en vue, que

d'y tenir en haleine l'attention des professeurs autant

que celle des élèves ; car le perfectionnement des uns

r
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n'intéresse pas moins le public que les progrès des an

tres. Il avoit observé, en outre, que l'on ne gagne rien

à surcharger les livres élémentaires , de calculs à moitié

faits; que le commençant, au lieu de vérifier ces cal

culs, la plume à la main, se contente, pour l'ordi

naire, de les parcourir des yeux. Ce n'est donc pas non

plus à caprice ni à stérilité, qu'il faut imputer à notre

auteur ce laconisme qui caractérise son texte, et que

je me suis fait un devoir de conserver dans la traduc

tion, autant que je l'ai pu , et que me l'a permis la diffé

rence des deux langues. Les jeunes gens n'ont que trop

d'occasions d'apprendre à délayer les moindres choses

dans beaucoup de mots, sans qu'on leur en donne des

leçons dans les livres mêmes où il seroit si convenable

de les préserver de ce mauvais goût. Il ne s'agit donc

ici que d'une série de raisonnements exacts, exprimés

par le plus petit nombre de phrases possible: le reste,

je le répète encore, appartient à des leçons orales.

Mais c'est surtout à l'égard de la méthode de démons

tration constamment suivie dans le cours de ses principes,

que l'auteur me paroît avoir laissé bien loin derrière lui

tous ceux qui l'ont devancé dans la même carrière. Plus

de cette mauvaise métaphysique que M. d'Alembert ap-

peloit métaphysique alambiquée, et qui infestoit encore

de son temps certaines branches des mathématiques pu

res. Notre auteur est le premier qui en ait assujetti l'en

semble à un seul et même art de raisonner, à cette règle

de logique dont nous avons parlé ailleurs (i), et qu'il

(i) Supplément à la traduction de la géométrie d'Euclide, de

M- Peyrard, note i'-*.



avoït puisee, à l'exemple de Hobbes et de Descartes,

dans les écrits des anciens géomètres.

« Puis^ju'enseigner, dit le premier de ces deux phi-

» losophes (1), n'est autre chose que conduire l'esprit

» de celui qu'on enseigne, à la connoissance des choses,

» en lui faisant suivre la route que l'on a tenue soi-

» même en les trouvant, la méthode de démonstration

» est la môme que celle de recherche, si ce n'est qu'il

» faut en supprimer la première partie, c'est-à-dire,

» celle qui conduit depuis la sensation jusqu'aux prin-

» cipes universels ; car ceux-ci , puisqu'ils sont des prin-

» cipes, ne peuvent être démontrés ; et puisqu'ils sont

» connus d'avance, etc. , ils peuvent avoir besoin d'ex-

» plication , mais jamais de démonstration. Donc toute

» la méthode de démonstration est synthétique; et elle

» consiste dans l'ordre d'un discours commençant aux

» propositions premières, ou les plus universelles , com-

» prises par elles-mêmes , et s'avançant toujours par un

» enchaînement continuel de propositions syllogisti-

» ques, jusqu'à ce que la vérité de la conclusion cher-

» chée soit comprise par celui qui apprend

» Les propositions premières ne sont autre chose que

» des déf1nitions, et elles seules sont des bases de dé-

» monstrations, c'est-à-dire, que ce sont des vérités

» créées par la volonté de ceux qui parlent et de ceux

» qui écoutent, et qui, par cela même, sont impossibles

» à démontrer ».

Voilà précisément la méthode d'Euclide. On diroit

(1) Voyez le chap. IV de la logique de Hobbes, traduct. de

M. Destutt-Tracy, pag. 65g.
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que notre âutenr n'a eu devant les yeux, dans chaque

théorie de ses principes, que le sens strict de ce peu

de mots. Pour en donner un exemple remarquable,

nous n'aurons besoin que de nous arrêter un instant sur

la définition fondamentale de son IXme. livre (1). Sui

vant la méthode ordinaire, on commence la théorie des

exposants, par a"= aaa etc., lorsque n représente un

nombre entier et positif; et de ce cas particulier, on

procède syllogistiquement à la formule générale ab= 1

+ bc-\-^(bcy + etc., quel que soit le nombre b ; ce qui

est absurde en rigneur logique, car l'espèce ne sauroit

contenir le genre; et si le commençant ne s'aperçoit

pas de cette absurdité, c'est parce que la courbe qu'on

lui fait parcourir entre les deux objets a" =aaa etc. ,

et ab= 1 + bc +j(bc)* + etc., est ordinairement aussi

longue que compliquée. On lui cache d'abord le che

min le plus court qui devroit le conduire de l'un à

l'autre; et ensuite l'autorité des livres, jointe à celle

des professeurs, lui en impose. Voilà pourquoi M. da

Cunha a pris pour proposition première de la théorie

exponentielle, la formule ab= 1 + bc + etc., d'où, il n'y

a qu'un pas à faire pour arriver à la définition vulgaire

a"= aaa etc. ; et c'est ainsi, ou à peu près, qu'il faut

discuter la plupart de ses définitions, si on ne veut pas

courir le risque d'en rejeter les plus exactes, sans savoir

ce que l'on fait.

Mais la méthode de recherche n'est-elle pas la plus

lumineuse, la plus attrayante, etc. ? Rien ne seroitplus

superf1ciel qu'une pareille objection, si on prélendoit

(1) Voyez la définition II du liv. IX de ces principes.
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infirmer par-là le jugement de Hobbes, que nous ve

nons de citer en faveur de notre auteur. La méthode

d'invention doit être aussi variable que les goûts de ceux

qui se mettent à la place des inventeurs. Pour s'en con

vaincre, on n'a qu'à jeter les yeux sur la diversité de

vues qui règne dans ces ouvrages élémentaires dont on

a parlé plus haut. A mon sens, s'il y a une méthode

susceptible de limites en perfection, ce ne peut être que

la synthétique; car la vraie proposition première d'une

théorie quelconque une fois trouvée, elle en sera tou

jours la première ; celle qui touchera de plus près la

première, en sera toujours la seconde; ainsi de suite.

Or, ce n'est que de ces limites, rigoureusement parlant,

qu'il s'agit ici. D'ailleurs , puisque noire auteur présup

pose un intermédiaire quelconque entre lui et le simple

commençant, il est visible que son plan n'exclut aucun

moyen d'enseignement, pourvu que ce moyen mérite

le nom de méthode. Tâchez, pourroit-il répondre à

cet intermédiaire quelconque., de suppléer comme vous

le pourrez à la première partie de la méthode de re

cherche que j'a,i supprimée , c'est-à-dire, à celle qui

conduit depuis la sensation jusqu'aux propositions uni*

verselles. Expliquez ces propositions premières par

votre méthode d'invention; développez à fantaisie les

ramifications principales de chaque théorie, etc. ; mais

n'oubliez jamais de réduire vos développements à la

synthèse la plus concise et la plus rigoureuse ; autre

ment vos élèves pourront très -bien confondre quel

quefois des explications plausibles, et même des cer

cles vicieux, avec des démonstrations géométriques.

Telle est en général ma manière d'apprécier l'ouvrage
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dont je présente la traduction. Je voudrais pouvoir

m'c'tendre davantage, et prouver en détail du moins la

sincérité de mon opinion ; mais cela demanderait trop

d'espace. Nous y reviendrons dans un autre petit tra

vail que j'ai consacré encore à la mémoire de M. tla

Cunha, et où je tâche d'analyser non - seulement les

théories de ses Principes qui me paroissent les plus par

faites, mais même celles qu'il aurait simplifiées bien

davantage, s'il avoit eu le temps de les retoucher dans

une seconde édition. Ce travail suivra de près le reste

de ses œuvres de mathématiques, que j'ai promis plus

haut. Heureux si, par mes bonnes intentions, je puis

mériter l'indulgence du lecteur et l'approbation de mes

compatriotes !
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LIVRE PREMIER.

DEFINITIONS.

I. I_je point est un corps dont on peut negliger la

longueur sans inconvénient remarquable.

II. Le corps dont la longueur ne sauroit être negligée

sans erreur sensible, se nomme ligne.

III. Et celui dont on ne peut négliger de même que

l'épaisseur , s'appelle surface.

IV. Lignes droites sont celles qui n'entourent aucun

espace , de quelque manière que deux d'entre elles se

rencontrent entre deux points communs.

V. Toute surface qui ne renferme aucun espace avec

une ligne droite, de quelque manière que cette droite

la rencontre entre deux points communs, se nomme

plan ou surface plane.

VI. La surface plane prend le nom de cercle, lors

qu'elle est terminée par une seule ligne également dis

tante d'un point intérieur de la même surface : cette

ligne s'appelle circonférence, et le point, centre du

S



2 PRINCIPES MATHÉMATIQUES,

cercle. Toute droite comprise entre le centre et la cir

conférence est un rayon, et la ligne droite, composée

de deux rayons , s'appelle diamètre ; toute portion de

cercle , comprise entre deux rayons et la partie , ou arc

dela circonférence qu'ils interceptent, est un secteur

de cercle, et ces deux rayons en sont les cotés.

VII. On donne le nom d'angle a la figure que deux

lignes forment, lorsqu'elles aboutissent à un même point.

Les deux lignes sont les côtés de l'angle , et le point

où elles aboutissent en est le sommet.

VIII. Par angle rectiligne on entend celui qui est

formé par des lignes droites ; et lorsqu'on compare des

angles rectilignes comme des grandeurs égales ou iné

gales, on sous-entend toujours des arcs de cercles, com

pris entre leurs côtés , et décrits de leurs sommets

comme centres avec des rayons égaux ; et puisque deux

rayons comprennent ainsi plus d'un arc, nous convien

drons de prendre, pour la valeur d'un angle rectiligne

quelconque, le plus petit arc que les circonstances per

mettront , pourvu que cet arc soit compris entre ses cô

tés, et décrit de son sommet comme centre, avec le

rayon dont on sera convenu d'avance.

IX. Tout angle dont les côtés coupent ainsi le quart

de la circonférence , est un angle droit ; et les côtés de

l'angle droit sont perpendiculaires entre eux.

X. L'angle s'appelle obtus oIj- aigu , selon qu'il est

plus grand ou plus petit qu'un angle droit.

XI. Deux lignes droites sont dites parallèles , lors-

qu'étant situées dans un même plan, elles ne peuvent

se rencontrer, quelque prolongées qu'on les suppose.

XII. Tout plan terminé par des lignes droites est

Y



LIVRE I. 3

un polygone, et lès droites qui le terminent en sont

les côtés.

XIII. Le triangle est un polygone à trois côtés.

XIV. Le quadrilatère en a quatre.

XV. he pentagone, cinq.

XVI. "L'hexagone , six; et ainsi de suite.

XVII. Le quadrilatère dont les côtés opposés sont pa

rallèles, se nomme parallélogramme.

XVIII. Celui dont tous les. angles sont droits , s'ap

pelle rectangle.

XIX. Le rectangle équilatéral est un carré.

DEMANDES.

I. Tirer une droite entre deux points donnés.

II. Prolonger à volonté une droite donnée.

III. D'un centre avec un rayon donné décrire un

cercle.

AXIOME.

Si deux lignes droites font avec une troisième droite

deux angles intérieurs d'un même côté, dont la somme

soit moindre que deux angles droits, les deux premières

droites prolongées de ce même côté pourront toujours

se rencontrer.

AVERTISSEMENTS.

I. Tant que l'on n'avertira pas du contraire, nous

supposerons toujours des figures situées sur un même

plan.

II. Lorsque les arcs dont il est parlé dans la définir

lion VIII ne seront pas décrits, il suff1ra de les sous»

entendre.
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ront aussi sur le plan de DEF [ 1. déf. 5] ; donc tous les

points d'ABC sont dans le plan de DEF. Je dis mainte

nant que tous ceux de GH doivent tomber sur la cir

conférence ILV; car autrement il y en auroit un, par

exempleS, qui tomberoit soit en dedans, soit en dehors

du cercle ILV; et menant la droite DST, ou DTS,

on auroit DS=AG [1. déf. 6], AG=DI [const.], DI

=DT [ 1. déf. 6] , et par conséquent DS=DT, ce qui

seroit absurde. Or, le point G est en I [dém. ] , et l'arc

GH=l'arc IL [sup. et déf. 8] ; donc H sera en L, et

par conséquent le côté AC sur le côté DF : donc C

tombe en F, parce que AC=DF [sup.]. D'où il s'ensuit

que les troisièmes oôtés BC, EF, ne feront qu'une seule

et même droite ; donc BC=EF. Puisque CA tombe sur

FD , CM sur FO, CB sur FE, et CN sur FP, l'arc MN

tombera de même sur l'arc OP [dém. précédente] ; donc

MN = OP, et par conséquent l'angle C = l'angle F

[1. 8]. On démontreroit de même que l'angle ABC=

DEF ; et puisque les côtés des triangles ABC , DEF, les

plans qu'ils entourent , et les angles qu'ils forment ,

posés les uns sur les autres, se recouvrent parfaitement,

il s'ensuit que les deux triangles sont égaux.

Corol. 1. Si deux angles rectilignes coupent, selon la

déf. 8 , des arcs égaux dans deux cercles donnés , ils

couperont aussi des arcs égaux dans deux autres cercles

quelconques, décrits de leurs sommets comme centres

avec des rayons égaux.

2. Si deux secteurs, tels que AGH et DIL, ont un angle

égal compris entre des rayons égaux , ils seront égaux.

IV. Lorsque les côtés d'un triangle sont égaux, les

angles opposés à ces côtés sont égaux.
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Supposons dans le triangle ABC le côté AB=AC, et

prolongeons AB et AC en faisant CE=BD [1. 2] : nous

aurons AD=AE. Menons DC et BE. Dans les triangles

ADCetAEB, on a AD=AE [dém.], AC=AB [sup.],

et l'angle BAC commun : on aura donc CD=BE, l'angle

ACD=ABE, et l'angle BDC=CEB [1. 3]. Dans les

triangles DBC, ECB, on a DB=EC [const.], DC=EB

[dém.], et l'angle BDC=CEB [dém.]; donc l'angle

DCB=EBC [ 1. 5] : mais l'angle ACD=ABE [dém.] ;

donc l'angle ACB=ABC.

V. Partager une droite donnée en deux parties égales.

Soit AB la droite donnée. Sur AB construisez les

triangles équilatéraux ABC, ABD, et menez la droite

CD- Cette droite divisera AB également en E.

Car CA étant = CB [const.], on a l'angle CAE=r

CBE [1.4], ainsi que DAE=DBE ; donc l'angle CAD

=CBD: mais ces angles égaux sont compris entre des

côtés égaux, savoir, entreAC=BC etAD=BD [const.];

donc l'angle ACE=BCE [1. 5]. On aura donc dans les;

triangles CAE, CBE, le côté CE commun, CA=CB, et

l'angle ACE=BCE [dém.], et par conséquent AE=

BE [1. 3].

VI. Par un point donné sur une droite quelconque-

élever une perpendiculaire à cette droite.

Soit BC la droite, et A le point tLouué. Il s'agit d'é

lever AF perpendiculaire à BC.

De côté et d'antre du point A prenez AE—AD, et

construisez les triangles équilatéraux DEF et DEG; la

droite FA , menée par les points F, A, sera la perpen

diculaire demandée.

La droite FG devant passer par le point A [1. 5], it

£W /
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s'ensuit que FA fera partie de FG ; et pu1sque dans le

triangle FDE,les denx côtés DF, EF, sont égaux [const.],

on aura l'angle FDA=FEA [1. 4] : mais ces deux an

gles sont compris entre des côtés égaux, savoir, entre

FD=FEetDA=EA [const.]; donc l'angle FAD=FAE

[ 1. 3]. On trouvera de même l'angle DAG=EAG. Or,

les droites DF, FE, EG , GD, étant égales à la même

droite DE [Const.] , doivent être égales entre elles; donc

les triangles FDG, FEG, donneront l'angle DFG =

DGF, et l'angle EFG=EGF [1.4]; d'où l'on tire DFE

=DGE: mais ces deux angles sont compris entre des

côtés égaux chacun à chacun, c'est-à-dire, entre DF=

DG, et FE=GE; donc les angles FED, GED, des trian

gles respectifs, seront égaux [ 1. 3]. Les triangles FEA,

GEA, ont aussi l'angle 'FEA ^-=GEA [dém.] compris

entre FE=GE et AE commun , et par conséquent l'an

gle FAE=EAG [1. 3]; donc l'angle DAF=FAE=:

EAG=GAD [dém.], et par conséquent chacun de ces

angles devra couper la quatrième partie de toute circon

férence décrite du centre A avec un rayon quelconque

[ 1. 3] ; donc ils sont droits, et par conséquent la droite

AF sera perpendiculaire sur BC [1. déf. 9].

Corol. 1. Tout diamètre d'un cercle en divise la cir

conférence en deux parties égales.

2. L'angle dont les côtés sont en ligne droite est égal

à deux angles droits.

3. Et tout angle égal à deux droits a ses côtés en

ligne droite.

Supposons l'angle ABCE égal à deux angles droits.

Si BA et BC ne sont pas en ligne droite, on pourra,

en prolongeant CB, supposer CBE une ligne droite, et
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«onclure en consequence, que l'angle CBE vaut aussi

deux angles droits [corol. précéd.]: mais l'angle ABCE

est égal à cette même somme [sup.]; donc ABCE=CBE,

ce qui est impossible.

4- Une droite tombe perpendiculairement sur une

autre, lorsqu'elle la rencontre en faisant deux angles

de suite égaux entre eux.

VII. Si deux droites se coupent , les angles opposés

par le sommet seront égaux ; et si les angles opposés

par le sommet sont égaux , leurs côtés seront en ligne

droite, pourvu que deux de ces côtés soient supposés en

ligne droite.

Soient BC, DE, deux droites qui se croisent en A.

Chacun des angles BACE et DAEB est égal à deux

droits [1. 6. corol.] , et par conséquent BACE=DAEB ;

retranchant donc de part et d'autre la partie commune

BAE, on aura BAD=CAE.

Supposons l'angle BAD—CAE, et BC un ligne droite :

je dis que AD et AE seront en ligne droite.

Car on a d'abord l'angle BAD plus BAE=CAE plus

BAE : mais ces derniers réunis font deux angles droits

£ 1. 6. corol. 2 ]; donc les premiers BAD plus BAE

feront aussi deux angles droits, et par conséquent DA

et EA seront en ligne droite [ 1. 6. corol. 5 ].

VIII. Si deux droites coupées par une troisième

font avec elle des angles alternes égaux , ces deux

droites sont parallèles entre elles.

Soient CD, EF, les deux droites, et LB la troisième;

et supposons que les angles alternes CAB , ABF, qu'elles

forment ensemble, soient égaux : je dis que CD et EF

seront parallèles.
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Car autrement elles pourront se rencontrer, par exem

ple en G. Divisons ÀB également en H [1. 5], et

menons la droite GUI en faisant HI=HG. Si l'on joint

AI, on aura les triangles AHI, GHB, dont l'angle AHI

sera=GHB [1. 7] : mais les côtés qui comprennent ces

deux angles sont égaux chacun à chacun, c'est-à-dire,

AH=HB et HI=HG [const.]; donc l'angle HAI=

HBF [1. 3] : or, CAII est aussi égal à HBF [sup.] ; donc

HAI = HAC , ce qui est impossible. Donc les deux

droites CD, EF, ne sauroient se rencontrer, et par con

séquent sont parallèles [ 1. déf. 1 1 ].

Corol. Deux droites sont parallèles, lorsqu'elles for

ment avec une troisième droite l'un des angles exter

nes égal à l'angle interne opposé du même côté; ou

lorsque deux des angles internes d'un même côté va

lent ensemble deux angles droits.

Car supposant l'angle externe LAD=ABF interne,

et opposé du même côté, on aura LAD=CAB [ 1 . 7],

et par conséquent CAB=ABF: donc CD, EF, seront

parallèles [dém. ].

Supposons que ABF etBAD, internes du même côté,,

fassent ensemble deux angles droits. Puisque CAB plus

BAD font aussi deux angles droits [1 . 6. corol.] , on aura

ABF plus BAD=CAB plus BAD. Betranchant donc de

ces deux sommes égales la partie commune BAD, reste

ABF=CAB; d'où il suit que CD et EF sont parallèles

[1.8].

IX. Si une droite coupe deux parallèles, les angles

alternes seront égaux, les deux internes du même côté

feront ensemble deux angles droits , et l'externe sera

égal à l'interne opposé du même côté.

s-r--v
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Soient DE, FG, parallèles, et B, C, les deux points où

elles coupent la troisième AB. Si deux des angles al

ternes, comme BCD et CBG, pouvoient ne pas être

égaux, l'un, par exemple BCD, seroit plus grand que

l'autre CBG ; on auroit donc BCD plus BCE > CBG

plus BCE : mais la première de ces deux sommes

vaut deux angles droits [1.6. corol. ] ; donc CBG plus

BCE en feroit une plus petite que deux angles droits,

et par conséquent CE, BG, prolongées à volonté, pour-

roient se rencontrer [1. ax.] : mais cela est impossible

[sup.] ; donc l'angle BCD=CBG. Il suit de là que l'an

gle CBG plus BCE=BCD plus BCE : mais cette der

nière somme vaut deux angles droits [1.6. corol. ];

donc CBG plus BCE feront aussi deux angles droits.

Or,ACE=BCD [1. 7], etCBG=BCD [dém.]; donc

ACE=CBG.

X. D'un point donné sur une droite quelconque

tirer une droite qui y fasse un angle égal à un angle

donné.

Soit AB la droite, A le sommet, et CDE l'angle donné.

Sur DE prenez un point quelconque G, et faites DF=

DG [1. 2]; menez FG, que vous diviserez également

enH [1. 5], et joignez DH. Puisque DF=DG [const.],

on aura l'angle DFH=DGH [1. 4] : mais ces angles

sont compris entre des côtés égaux chacun à chacun,

savoir, entre DG= DF et GH= FH [const.]; donc

l'angle DHF=DHG [1 . 5] , et par conséquent DH per

pendiculaire à FG [1. 6. corol.]. Prenant ensuite AI=

DH [1. 2] , et levant IL perpendiculaire sur AB [ 1. 6] ,

et égale à FH [1. 2], menez AL. Dans les triangles

IAL, DHF, vous aurez IA=HD;IL=HF, et l'angle
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AIL=DHF [const.] , et par conséquent l'angle IAL=

HDF [1. 5] ; faisant de même LAM =HDG, vous aurez

l'angle BAM=CDE.

XI. Par un point donné mener une parallèle à une

droite donnée.

Soit BC la droite, et A le point donné. Par un point

quelconque D, pris sur la droite BC, menez AD, et cons

truisez l'angle DAE=ADB [1. 1o] : la droite AE sera

parallèle à BC [1. 8].

XII. Dans tout triangle la somme des trois angles

est égale à deux angles droits; et si on en prolonge l'un

des côtés , l'angle extérieur sera égal à la somme des

deux intérieurs opposés.

Soit ABC un triangle quelconque. Menant CD pa

rallèle à AB, les angles DCB, BCA et CAB, feront en

semble deux angles droits [1. 9]: mais l'angle ABC=5

DCB [1. 9]; donc les trois angles ABC, BCA, CAB,

réunis, feront aussi deux angles droits.

Prolongeant AC vers E, puisque l'angle ECD=CAB

[1.9], et DCB=ABC, on aura BCE=ABC plus CAB.

XIII. Dans tout triangle le plus grand côté est opposé

au plus grand angle, et le plus grand angle est opposé

au plus grand côté.

Soit dans le triangle ABC le côté AB > AC. Faisant

AD=AC , et menant CD, on aura l'angle ACD=ADG

[1. 4]> et Par conséquent ACB>ADC: mais l'angle

ADC> ABC [ 1. 12] ; donc ACB>ABC.

Soit dans le triangle EFG , l'angle EFG>EGF. Si

le côté EG étoit <EF, l'angleEGF seroit> EFG [dém.],

impossible [sup. ] : si EG étoit=EF, l'angle EFG seroit

=EGF [1. 4], impossible ; donc EG>EF.
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"Corol. Dans tout triangle des angles égaux sont op

poses à des côtés égaux , et des côtés égaux sont opposés

à des angles égaux.

XIV. Si deux côtés d'un triangle sont égaux à deux

côtés d'un autre triangle chacun à chacun, et que l'an

gle compris entre les premiers soit plus grand que l'an

gle compris entre les derniers , le côté opposé au plus

-grand angle surpassera le côté opposé au plus petit ; et

si le troisième côté du premier triangle surpasse le troi

sième côté de l'autre , l'angle opposé au plus grand côté

sera plus grand que l'angle opposé au plus petit.

Soit dans les triangles ABC, DEF, le côté AB=DE,

AC=DF, et l'angle BAC> EDF.

Au point A du côté AB, pas plus grand que le côté

AC, faites l'angle BAG=EDF [1. 1o]. Puisque AB n'est

pas plus grand que AC, l'angle ACB ne sera pas plus

grand que ABC [1. 13] : mais l'angle externe AGC est

> ABC [ 1 . 1 2 ] ; donc AGC> ACB , et par conséquent

AC>AG [1. 13]. Sur AG prolongée prenez AH =

AC=DF, et tirez BH , HC. Les angles BAH , EDF, sont

égaux [ const. ] : mais ils sont compris entre des côtés

égaux, c'est-à-dire , entre AH=DF, et AB=DE [sup.];

donc le troisième côté BH sera =EF [1. 3] : mais AG

r=AH [const. ] ; donc AHC=ACH [1. 4]i et par con

séquent BHC>BCH; donc BC>BH [1. 1ï], c'est-à-

dire, BC>EF.

Supposons dans les triangles ILM, DEF, le côté IL=

DE, IM=DF, et LM>EF. Si l'angle LIM étoit <

EDF, le côté EF seroit> LM[dém.], contre la sup

position : si LIM étoit =EDF, le côté LM seroit =EF

[ 1. 5] contre la supposition; donc l'angle LIM > EDF.
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XV. Dans tout parallélogramme, les angles opposés,

ainsi que les côtés opposés entre eux, sont égaux.

Supposez ABCD un parallélogramme, et menez la dia»

gonale BD. Puisque AD est parallèle à BC, et AB pa

rallèle à DC [sup. et 1. déf. 17], l'angle AD3sera=

DBC [1.9], ainsi que l'angle BDC=ABD; donc l'angle

ADC=ABC. On trouvera de même BAD=BCD.

Je dis, en second lieu, que les côtés opposés sont

egaux ; car s'ils ne le sont pas, on pourra supposer, par

exemple, AB>DC: faisant donc BE=CD, et menant

DE, on aura dans les triangles BDE, CBD, un côté com

mun BD,lecôtéBE—DC, etl'angle ABD=BDC [dém.];

donc BDE=CBD [1. 3]: mais ADB=DBC[dém.]; donc

l'angle BDE=ADB, ce qui est impossible ; donc AB=

DC et AD=BC.

Corol. 1. La diagonale partage le parallélogramme

en deux parties égales.

2. Tout parallélogramme est rectangle, s'il a un angle

droit.

XVI. Si deux côtés opposés d'un quadrilatère sont

égaux et parallèles, le quadrilatère est un parallélo

gramme.

Supposez que les côtés AB, CD, du quadrilatère ABCD,

soient égaux et parallèles , et menez la diagonale BD : le

côté AB étant parallèle à CD, l'angle ABD sera = BDC

[ 1. 9] : mais BA = DC [sup. ] , et BD commun ; donc

l'angle BDA=DBC [ 1. 3], et par conséquent AD est

parallèle à BC[1. 8].
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LIVRE II.

DEFINITIONS.

I. 1 ou te ligne droite qui joint les extrémités d'un

arc , en est la corde.

II. Pour qu'un angle soit inscrit a un arc, il faut que

son sommet s'y trouve placé , et que ses côtés aboutis

sent aux deux extrémités de cet arc.

III. Lorsqu'il est impossible de mener plus d'une

droite par le sommet d'un angle quelconque, entre les

lignes qui en sont les côtés , on appelle ces lignes tan

gentes l'une de l'autre, et on dit qu'elles se touchent

réciproquement au sommet.

PROPOSITIONS.

I. Trouver le centre d'un cercle proposé.

Soit ABC le cercle. Tirez la corde AB, et divisez-la

également en D. Par le point D menez la perpendicu

laire EDC jusqu'à la circonférence, et divisez-la égale

ment en F : je dis que F sera le point que l'on demande.

Car autrement le centre du cercle devra se trouver

hors de la ligne EC [ 1. déf. 6]. Supposons-le en G, et

menons GA, GD, GB ; on aura AG=GB [1. déf. 6], et

l'angleGAD=GBD [1. 4]: mais AD=BD [const.]; donc

;ADG==BDG [ 1. 3], et par conséquent ces deux angles
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seront droits [ 1 . G. corol.] : mais ADC est droit [const.];

donc l'angle ADG=ADC, ce qui est absurde; donc F

est le centre demandé.

Corol. La perpendiculaire ëlevée sur le milieu de la

corde passe nécessairement par le centre.

H. Le rayon ne sauroit être perpendiculaire à la corde,

sans la couper en deux parties égales ; ni la diviser en

parties égales , sans la couper perpendiculairement ,

pourvu que la corde ne soit pas un diamètre.

Soit AB la corde, C le centre, et CG un rayon per

pendiculaire à AB: je dis que AD=DB.

Car autrement on pourra diviser AB également en E,

et y lever la perpendiculaire EF, laquelle devra passer

par le centre C [ 2. 1. corol.] ; ce qui est impossible , vu

que EF doit être parallèle à CD [1.8. corol. ] ; donc AD

=DB.

Snpposons AD=DB : toute droite élevée perpendicu

lairement sur le point D doit passer par le centre C , et

ne faire en conséquence avec CD qu'une seule et même

droite [ 1. déf. 4 ] > donc CD est perpendiculaire à AB.

III. Si d'un point intérieur du cercle on peut mener à la

circonférence trois droites égales, cepointenestlecentre.

Soit AB=AC=AD. Menez les droites BC, CD, et

divisez-les également en E et F, moyennant les droites

AE et AF. Puisque BE=CE [const.], et BA=CA [sup.],

ainsi que l'angle ABE=ACE [1. 4], on aura l'angle

AEB=AEC [ 1. 3] ; donc AE perpendiculaire sur BC.

On dëmontreroit de même que AF est perpendiculaire

sur DC : mais AE, AF, doivent passer par le centre

[2.1. corol. ], et le point A est le seul où elles puissent

se rencontrer; donc A est le centre du cercle.
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IV. Si deux rayons divisent le cercle en deux sec

teurs, l'angle de l'un de ces secteurs sera toujours le

double de l'angle inscrit à l'arc de l'autre secteur.

A est le centre du cercle BCD, BADE l'angle de l'un

des secteurs, et BCD l'angle inscrit à l'arc de l'autre

secteur.

Supposons d'abord que le centre A soit un point de

BC, côté de l'angle BCD. Puisque AC=AD, on aura

l'angle BCD=ADC [ i. 4] : mais l'angle BAD est egal

à la somme des deux BCD plus ADC [i. i2 ]; donc

BAD sera le double de BCD.

Supposons, en second lieu, que le centre A ne se

trouve sur aucun des côtés de l'angle BCD. Menant le

diamètre CAF, l'angle BAF sera le double de BCF, et

l'angle DAF double de DCF [dém.] '; donc BADE sera

le double de BCD.

Corol. i. Un angle sera plus grand qu'un autre, sMI

est inscrit dans un arc plus petit; et plus petit, s'il est

inscrit dans un plus grand arc.

2. Les angles inscrits sont égaux, lorsqu'ils le sont

dans des arcs égaux; et si les arcs sont égaux, ces an

gles le seront aussi.

3. Un angle sera droit, ou aigu , ou obtus, selon qu'il

se trouvera inscrit dans une demi-circonférence, on dans

un arc plus grand ou plus petit que la demi-circonférence.

4. Deux angles opposés d'un même quadrilatère font

ensemble deux angles droits, lorsque le quadrilatère est

inscrit dans le cercle, c'est-à-dire, lorsque les sommets

de tous ses angles sont à la circonférence.

V. Tout point de la corde, different.de ses extrémi

tés, est placé dans l'intérieur du cercle.

3
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Soit C on point quelconque de la corde AB, et D Irt

centre. Menez les droites AD, BD, CD. L'angle DAG

étant = DBC [1.4], et DBC < DCA [1. 12], on aura

DAC< DCA , et par conséquent DC < DA [ 1 . 1 3 ] : donc

le point C sera dans l'intérieur du cercle.

VI. Lorsqu'une droite et une corde se rencontrent

dans un même point de la circonférence, de telle sorte

que l'angle qu'elles y forment soit égal à l'angle inscrit

dans l'arc extérieur, c'est-à-dire, dans l'arc qui n'est

point compris entre la droite et la corde , je dis que cette

droite touche les deux arcs au point où elle les rencon

tre; et que si elle y est tangente à l'un de ces deux arcs,

elle le sera également à l'autre, et formera de chaque

côté de la corde, deux angles égaux à ceux qui seront

inscrits dans les arcs externes , chacun à chacun.

La droite DAE passe par l'extrémité A de la corde AB,

et y fait avec elle l'angle BAE égal à l'angle ACB ins

crit dans l'arc ACB : cet arc s'appelle externe par rap

port à l'angle BAE. Cela posé , je dis que la droite DE

touche les deux arcs AFB, ACB, au point A.

Toute droite menée du point A à quelque autre point

de l'arc AFB, doit tomber dans l'intérieur du cercle

[2. 5 ] , et faire avec AB un angle moindre que ACB

[2.4]; car il sera inscrit à un arc > ACB ; donc ce même

angle doit être < BAE , et par conséquent tous les points

de l'arc AFB seront situés entre les droites AB et AE.

Menons, s'il est possible, par le point A, entre le côté AE

et l'arc AFB, une droite A-G. Puisque l'angle BAE est

= BCA [sup.], on aura BAG<BCA; on pourra donc

faire BCH = BAG , et mener AH. L'angle BCH sera =:

BAH [2. 4- corol.], et par conséquent BAH = BAG,
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c'est-à-dire, la partie égale au tout ; ce qui est absurde.

Il est donc impossible de mener par le point A, entre le

côté AE et l'arc AFB, une droite telle que AG; d'où il

s'ensuit que la droite AE et l'arc AFB se touchent reci

proquement en A. [2. déf. 3].

D'un point quelconque F de l'arc AFB, menez les

droites FA, FB. Les deux angles opposés ACB, AFB,

feront ensemble deux angles droits [ 2. 4- corol. ] : mais

les deux angles BAE plus BAD font aussi deux angles

droits [1.6. corol.] ; donc ACB plus AFB = BAE plus

BAD : orl'angleACB= BAE[sup.]; donc l'angle BAD

=AFB, et par conséquent AD touchera aussi l'arc ACB

au point A [ dém. ].

Supposons maintenant que la droite IN touche l'arc

ILM au point I; menons la droite IL, et dans l'arc LMI,

externe par ra pport à l'angle LIN, inscrivons l'angle LMI:

je dis que LIN sera=LMI; car si LIN est, par exemple,

> LMI, on pourra construire l'angle LIO — LMI, et

pour lors le côté IO sera tangent à l'arc IL [dém.] : mais

entre les deux droites IN, IO, on en peut mener autant

qu'on veut; donc il sera possible de conduire plus d'une

droite entre un arc IL et sa tangente IN ; ce qui est con

traire à la définition III, liv. II : donc LIN=LMI; d'où

il s'ensuit que4a droite NIP doit toucher à la fois, et au

même point I, les deux arcs IL et LMI.

Corol. 1 . Un cercle et une droite ne peuvent se ton-.,

cher que dans un point. Cette conséquence dérive de la

proposition précédente et du commencement de la dé

monstration.

2. Toute droite menée par le centre d'un cercle, et

par le point de contact, est perpendiculaire à la tangente

r
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dans ce même point; et toute droite perpendiculaire à

la tangente au point de contact, doit passer par le centre

cru cercle.

3. Toute perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon

est tangente à la circonférence.

4. On ne peut mener qu'une tangente par un seul

point de la circonférence.

VII. Le diamètre est la plus grande de toutes les cor

des d'un même cercle.

Soient AC un diamètre, et AB, BC, deux cordes du

cercle ABC; l'angle ABC sera droit [2. 4- corol.] , et par

conséquent > ACB [ 1. 12] ; donc AC > AB [1. 13].

VIII. De deux arcs de cercle décrits avec des rayons

égaux, et moindres que la demi-circonférence, le plus

grand est celui qui a une plus grande corde, et la plus

grande corde soutend un plus grand arc.

GA, HD, sont deux rayons égaux, et ABC, DEF, des

arcs circulaires moindres que les demi -circonférences

respectives. Soient menées les cordes AC, DF, et les

rayons GC, HF. Ces rayons seront égaux. Supposons l'arc

ABC > DEF ; l'angle AGC sera > DHF [ 1 . déf. 8] , et

par conséquent la corde AC > DF [ 1. 14]. Si l'on sup

pose la corde AC > DF, on aura l'angle AGC > DHF

[ 1 . 1 4] , et par conséquent l'arc ABC > DËF [ 1 . déf. 8 ].

Si le plus grand arc étoit une demi-circonférence, la

corde en seroit le diamètre , et partant la plus grande [ 2.

7 ] ; si la plus grande corde étoit un diamètre , l'arc sou-

tendu seroit une demi-circonférence , et partant le plus

grand arc [sup. ].

Corol. Dans des cercles à rayons égaux, les arcs égaux
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ont des cordes égales; et les cordes égalessoutendent de,

arcs égaux. %

IX. Deux lignes qui touchent une troisième dans un

point quelconque , sont tangentes entre elles dans ce

même point.

Supposons que AB, AC, touchent la même ligne AD

au point A : je dis que AB touche AC au même point.

Car autrement on pourroit mener entre AB et AC, par

le point A, deux lignes droites [2. déf. 3] , et entre ces

deux lignes autant de droites qu'on voudra : mais de

toutes ces droites, il en tomheroit deux pour le moins,

soit entre BA et DA, soit entre CA etDA ; donc les lignes

AB, AC, ne seroient pas toutes deux tangentes à la même

droite dans un même point, ce qui seroit contraire à la

supposition. Donc AB est tangente à AC.

Corol. i . Les circonférences de deux cercles , qui ont

un point commun en ligne droite avec leurs centres,

sont tangentes l'une de l'autre dans ce même point ; et

les circonférences qui sont tangentes l'une de l'autre ,

ont leurs centres en ligne droite avec le point de contact.

Soit AB la droite qui joint les centres de deux cercles,

et A le point commun à leurs circonférences. Si l'on

mène la perpendiculaire ACpar le point A , les deux cer

cles toucheront AC dans ce point [2. 6. corol.], et par

conséquent ils s'y toucheront réciproquement [2. 9].

Soit A le point de contact de deux cercles qui s'y tou

chent réciproquement, et B le centre de l'un d'eux. Par

le point A menez la droite AC perdendiculaire au rayon

AB; AC sera tangente de ce cercle au point A [ 2. 6. co

rol.] : mais les deux cercles s'y touchent réciproquement

[sup.] ; donc AC sera aussi tangente de l'autre [2. 9],

/*
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et par conséquent AB prolongée , devra passer aussi par

son centre [ 2.£ corol.].

2. Deux cercles ne peuvent se toucher qu'en un seul

point.

Supposons, s'il est possible, qu'ils se touchent en

deux, par exemple en A et B, et tirons la corde AB, di

visée également en C par la perpendiculaire CD : cette

droite prolongée à volonté passera par les centres des

deux cercles [ 2. i. corol.], sans rencontrer les points

A, B de contact [contre le corol. précédent] ; donc les

deux eercles ne se touchent qu'en un point.
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LIVRE III.

DEFINITIONS.

I. JLje tout composé de parties égales s'appelle mul

tiple de chaque partie, et chaque partie sous-multiple

du tout.

II. Lorsqu'on compare deux grandeurs quelconques

en examinant comhien de fois la première comprend un

sous-multiple quelconque de la seconde, on nomme

celle-ci conséquent , et l'autre antécédent.

III. Si plusieurs antécédents et leurs conséquents sont

tels qu'aucun des antécédents ne puisse contenir un-

sous-multiple quelconque de son conséquent, plus de

fois que chacun des autres antécédents ne contient un"

équi-sous-multiple de son conséquent, on les nomme

proportionnels , et on dit que l'un des antécédents est à

son conséquent, comme chacun des autres antécédents

est à son conséquent.

AVERTISSEMENT.

I. Pour designer qu'une grandeur À est à une gran

deur B , comme une autre grandeur C est à une gran

deur D , on écrit A : B :: C : D.

II. A+B, c'est-à-dire, A plus B, marque le tout com

posé des parties A et B.
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aura chaque antécédent plus son conséquent à son con

séquent, comme chacun des autres antécédents plus son

conséqufnt à son conséquent; et si les antécédents sont

plus grands que leurs conséquents, on aura aussi chaque

antécédent moins son conséquent à son conséquent,

comme chacun des autres antécédents moins son con

séquent à son conséquent. Cette proposition est facile

à déduire de la définition III, liv. III.

V. Lorsque plusieurs grandeurs seront proportionnel

les et homogènes, on m1ra tous les antécédents pris en

semble à tous leurs conséquents, comme chaque anté

cédent est à son conséquent.

Soit A:B::C:D. Je dis que A+C:B+D::A:B. Sup

posons P sous-multiple de B et moindre que A , et Q aussi

sous-multiple de D que P l'est de B. Si P n'entre qu'un»

fois en A, et par conséquent Q une seule fois en C [3. déf.

3], le tout P+Q n'entrera qu'une fois en A+C; car l'ex

cès de A sur P doit être moindre que P, et celui de C

sur Q moindre que Q. De même si P+P entre une seule

fois en A, et par conséquent Q+Q une seule fois en C

[3.déf. 3] , le toutP-fP+Q+Q, oubienP+Q+P+Q

n'entrera qu'une fois en A+C. On prouvera de même,

que si P entre trois fois en A , et par conséquent Q trois

fois en C, le tout P+Q n'entrera que trois fois en A+C ;

et ainsi de suite. Mais P+Q est aussi sous-multiple de

B+D que P l'est de B; [car si l'on suppose B=P+P,

et par conséquent D=Q+Q, on a B+D=P+P+Q

+Q=P+Q+P+Q; si l'on suppose B= P+P+P, et

D=Q+Q+Q, on a B+D=P+P+P+Q+Q+Q=

P+Q+P+Q+P+Q, et ainsi de suite] : donc A+CtB

+D::A:B.
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Soit encore A:B::E:F; onauraC:D::E:F, et par con

séquent C-fE:D+F::C:D, on C:D::C+E:D+F; ou

bien A:B::C+E:D+F, et par conséquent A+C+E:B

+D+F::A:B.

Et ainsi de suite.

Corol. Soient A, B homogènes : on aura A:B:: A:B, et

A+A:B+B::A:B; ou bien A:B::A+A:B+B; o11A +

A+A:B+B+B::A:B; etainsi de suite. D'où il suit que

deux grandeurs homogènes sont entre elles comme leurs

équimultiples.

VI. Deux antécédents et leurs conséquents sont pro

portionnels, lorsqu'il est impossible de trouver deux équi

multiples des antécédents et deux équimultiples des

conséquents, de telle manière que le multiple de l'un

des antécédents soit plus grand que celui de son consé

quent, et le multiple de l'autre antécédent plus petit

que celui de son conséquent.

I N P O

A, B, C, D

E F

G H

G-A H

L

I+L M

Soient A , C les antécédents , B, D les conséquents, et

E, F deux équi-sous-multiples quelconques de B , D; si

A,B,C,D,ne sont pas proportionnels, l'un des sous-

xnultiples, par exemple F, entrera en C plus de fois que

E n'entre en A [ 3. déf. 3]. Prenons G , H équimultiples

de E, F, mais à condition que H soit le plus grand mul
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tiple de F qui puisse entrer en C ; on aura G >'A. Soient

I, L, M, équimultiples de A , G—A et H, mais I> B,

et L > B, et prenons N, O, équimultiples de B, D, à

condition queN soit > I, et < I+L. Puisque I, L, sont

équimultiples de A et G—A, on trouvera, en raison

nant comme nous l'avons fait dans la démonstration pré

cédente, que I+L est aussi multiple de A + G—A,

c'est-à-dire, de G, que I l'est de A , ou M de H [const.].

On aura donc I+L et M équimultiples de E, F : mais

N et O équimultiples de B, D, sont par cela même équi

multiples de E, F, et on a I+L>N [const.]; donc

M > O; car E doit entrer en I+L plus de fois qu'en N,

et par conséquent F en M plus de fois qu'en O. Soit P

aussi multiple de C que I l'est de A , ou M de H : on aura

P non< M, et par conséquent > O. Il sera donc pos

sible de trouverl, P, équimultiples de A,C;N,0, équi

multiples de B, D; I<N [const.], et P> O [dém. ];

ce "qui est contraire à l'hypothèse : donc F ne sauroit

entrer en C plus de fois que E en A, et par conséquent

A:B::C:D[5.déf.3].

VII. Quatre grandeurs étant proportionnelles, si l'on

prend deux équimultiples des antécédents, et deux équi

multiples quelconques des conséquents, les quatres gran

deurs qui en viendront seront proportionnelles.

I M L N

E G F H

A :B::C:D

P Q

R

S

Soient A:B::C:D ; E, F, équimultiples de A, C;
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IiL, équimultiples de E,F; G, H, équimultiples de B, D,

et M, N , équimultiples de G, H : je dis que I sera > M,

tontes les fois que L sera > N; ou I < M , lorsque L < N.

Supposons I>M, etP, Q, équi-sous-multiples de B, D,

mais à condition que P, moindre que A , puisse entrer

dans la p1oitié de I —M plus de fois que A n'entre en I.

Prenez B multiple de P, moindre que A , sans être <

A—B; et S aussi multiple de B que I l'est dé A.

Retranchant B de I autant de fois que A entre en I,

la somme de tous les restes sera moindre que la moi

tié de I — M [const. ] : donc I — S moindre que la

moitié de I—M, et par conséquent S plus grand que

la somme de M plus la moitié de I —M. P entrera donc

en S plus de fois qu'en M : mais il est facile de dé

montrer que Q ne peut pas entrer en L moins de fois

que P en S; donc Q entrera en L plus de fois que P en

M , et par conséquent Q en L plus de fois qu'en N ; d'où

il s'ensuit que L>N, lorsque I > M. On démontreroit

de même L < N, lorsque I < M : mais I , L , sont équi

multiples de E, F, et M, N, équimultiples de G, H;

doncE:G::F:H.

VIII. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles,

chaque conséquent sera à son antécédent, comme cha

que conséquent est à son antécédent.

EGFH G E H' F

A,B,C,D B,A,D,C

Soit A:B::C:D; je dis que B:A::D:C ; car supposant

E, F, équimultiples de A, C, et G, H, équimultiples de

B, D, on aura E:G::F:H [3. 7], et par conséquent E

> G, lorsque F > H, ou hien E < G, lorsque F < H

[5. 2]: doncB:A::D:C[3. 6].

r
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IX. Si plus1eurs grandeurs proportionnelles sont ho

mogènes, les antecédents seront entre eux comme leurs

conséquents.

Soit A :B::C:D des grandeurs homogènes : je dis que

A:C::B:D.

E G F H

A, C,B,D

Prenant E, F équimultiples de A, B, et G, H équi-

multiples quelconques de C, D, on aura E:F::A:B, et

G:H::C:D [5. 5. corol.] ; mais on a A :B::C:D [sup.] ;

donc E:F::G:H; et par conséquent E > F ou E <F ,

en même temps que G>H,ouG<H: donc A : C::

B:D.

X. Soit dans une série de grandeurs la première à la

seconde, la seconde à la troisième, la troisième à la

quatrième, et ainsi de suite, comme dans une autre

série de grandeurs la première à la seconde, la seconde

à la troisième, la troisième à la quatrième, et ainsi de

suite ; je dis que la première et la dernière de la pre

mière série seront entre elles, comme la première et la

dernière de la seconde.

Dans les séries A, C, E, et B, D, F, soit A:C::B:D,

etC:E::D:F: je dis que A:E::B:F.

R

Y X T

A, C, E

B,D, F

Z V S

Q

Soient Y, Z équimultiples quelconques deA,B; X,V

équimultiples quelconques de C , D; T, S équimultiples

quelconques de E, F, mais T plus grand, ou plus petit
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que Y ; et supposons R, Q équi-soùs-multiples de X, V,

mais R moindre que Y, et moindre que T, et moindre

que l'excès de T sur Y , ou de Y sur T. Puisque A :B::

C:D, on aura aussi Y :X :: Z :V, et X:T::V: S [3.7];

donc T:X::S:V [3.8].

Supposons Y > T; R entrera en Y plus de fois qu'en T

[const. ] : mais Q doit entrer en Z autant de fois que

R en Y , parce que Y : X :: Z : V [5. déf. 5 ] ; donc Q

entre en Z plus de fois que R en T : mais Q entre en S

autant de fois que R en T, parce que T:X::S:V [déf. 3.

dém.] ; donc Q entre en Z plus de fois qu'en S, et par

conséquent Z > S, lorsque Y>T. On trouveroit de même

S >Z, lorsque T > Y; donc A:E::B:F [3. 6].

Dans les séries A, C,E,G;B, D,F,H, soitA:C::B:D,

C:E::D:F, etE:G::F:H : je dis que A:G::B:H; car

les deux séries A, C, E; B, D, F, donnent A:E::B:F

[dém.] ; donc les séries A, E, G; B, F, H, donneront

demêmeA:G::B:H.

Et ainsi de suite.

XI. Si dans une série de grandeurs la première est à

la dernière, la seconde à la dernière, la troisième à la

dernière , et ainsi de suite, comme dans une autre série

la première est à la dernière, la seconde à la dernière, la

troisième à la dernière, et ainsi de suite ; je dis que tous

les termes de la première série pris ensemble , moins le

dernier terme, seront au dernier terme, comme tous les

termes de la seconde pris ensemble , moins le dernier

terme , sont au dernier terme.

Dans les séries A, E,B; C, F, D, soit A:B::C:D, et

E:B::F:D; on aura aussi B:E::D:F [3. 8], et par con

séquentes deux séries A, B, E, et C, D, F, donneront
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A:E::C:F [ 3. 1o] : donc A+E:E::C+F:F [3. 4 ];

donc les séries A+E, E, B, et C+F, F, D, donneront

A+E:B::C+F:D[5. 1o].

Soient A, E,G,B, et C, F, H, D,les séries ; on aura

A+E:B::C+F:D [dém.] : donc les séries A+E, G, B,

etC+F, H,D,donnerontaussiA+E+G:B::C+F+H

:D.

Ainsi de suite.

Corol. Si deuxantécédentssontéquimultiples de leurs

conséquents , les quatre grandeurs seront proportion

nelles.

Par la définition III de ce liv. III, on a A:A::B:B;

donc les séries A , A, A, et B, B, B, donneront A +A

:A ::B+B:B. On déduira de même des séries A, A, A,

A, et B, B, B, B, A+A+A: A::B+B+B:B.

Ainsi de suite.
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LIVRE IV.

DÉFINITIONS.

I. C^e chiffre 1 , ou le mot un, on le nom d'unité,

désigne la grandeur dont on se sert pour en déterminer

une autre du même genre, en examinant combien de

fois l'une d'entre elles contient quelque sous-multiple

de l'autre.

II. L'unité et les grandeurs qu'on compare avec elle,

suivant la définition précédente, s'appellent nombres;

l'unité et ses multiples sont des nombres entiers; le

multiple d'un sous-multiple quelconque de l'unité s'ap

pelle fraction, ou nombre fractionnaire; et la gran

deur qui n'estmultipled'aucun sous-multiple de l'unité,

est un nombre sourd ou irrationnel.

III. Tout nombre qui est à l'unité comme un anté

cédent quelconque est à son conséquent, s'appelle le

rapport de cet antécédent à son conséquent, ou raison

auily a entre cet antécédent et son conséquent.

IV. Diviser une grandeur par une autre du même

genre, c'est déterminer le rapport de la première à la

seconde. Diviser une grandeur par un nombre proposé,

c'est trouver une autre grandeur qui soit à la première

comme l'unité est au nombre proposé. En pareils cas,

la grandeur à diviser s'appelle dividende; la grandeur

r

3



34 PRINCIPES MATHÉMATIQUES ,

ou le nombre proposé, diviseur; et le nombre ou la

grandeur demandée , quotient. On désigne un quotient

en soulignant le dividende, et en l'écrivant au-dessus

du diviseur. Le quotient ainsi indiqué , prend quelque

fois le nom de fraction, ou de nombre fractionnaire ; et

pour lors le dividende s'appelle numérateur ; et le divi

seur, dénominateur.

V. Le quotient prend encore un autre nom, lorsque

l'unité en est le dividende ; dans ce cas, on l'appelle

l'inverse, ou le réciproque du diviseur.

VI. Multiplier une grandeur par un nombre, c'est

chercher une autre grandeur qui soit à la proposée

comme le nombre esta l'unité. La proposée se nomme

multiplicande ; le nombre , multiplicateur; et la gran

deur demandée , produit. Le multiplicande et le multi

plicateur sont les facteurs du produit. Le produit de

deux facteurs multipliés par un nombre, ou le produit

de deux nombres multipliés par une grandeur, s'appelle

produit de trois facteurs ; le produit de trois facteurs

par un nombre , ou le produit de trois nombres par une

grandeur, s'appelle produit de quatrefacteurs , et ainsi

des autres. On indique un produit de plusieurs facteurs,

en les écrivant de suite, et de gauche à droite , ou bien

en mettant entre eux le signe X , lorsque cela devient

nécessaire pour éviter toute confusion.

VIL Le produit de plusieurs rapports s'appelle rap

port composé, ou raison composée de ces rapports ; le

produit de deux rapports égaux s'appelle raison dou

blée de chacun de ces rapports; et chaque rapport, rai

son sous-doublée du produit ; le produit de trois rap

ports égaux, s'appelle raison triplée de chacun de ces
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rapports ; et chaque rapport, raison sotis-triplée du pro

duit , et ainsi de suite.

VIII. Le produit de deux facteurs égaux est le carré

de chacun de ces facteurs , et chaque facteur s'appelle

racine carrée du produit; le produit de trois facteurs

égaux est le cube de chacun de ces facteurs, et chaque

facteur est la racine cubique du produit; le produit de

quatre facteurs égaux est le carré carré de chacun des

facteurs, et chaque facteur est la racine carrée carrée du

produit; le produit de cinq facteurs égaux est le carré

cube de chacun des facteurs, et chaque facteur s'appelle

racine carrée cubique au produit; le produit de six fac

teurs égaux est le cube cube de chacun des facteurs,

et chaque facteur, racine cube cubique du produit, et

ainsi de suite.

VIII. Deux ou 2 est égal à i + i ; trois ou 3=2+ i;

quatre ou 4= 3 4- i ;cinq ou 5=4+ ' , six ou 6=5+ i ;

sept ou 7 =6+i; huit ou 8=7 +i; neuf ou 92=8+i;

zéro ou o=rien.

Chacun de ces chiffres, lorsqu'ils sont écrits de suite,

et de droite à gauche, est censé ne représenter que la

dixième partie de ce qu'il vaudrait au rang immédiat à

gauche; et on fixe , par le moyen d'une virgule placée

Immédiatement à droite, le rang où chaque chiffre ne

doit valoir que ce que son nom indique, à moins que

ce rang ne soit le dernier à droite , la virgule devenant

alors superflue.

Exemple. Dans l'expression 325,74 le 5 ne vaut que

cinq unités; le 2, s'il étoit au rang du 5, ne vaudroit,

à cause de la virgule, que deux unités, ce qui ne seroit

que la dixième partie de sa valeur actuelle j donc, à la
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place où îl est, il doit valoir dix fois deux unités, ou,

ce qui revient aU même, deux fols dix unités, ou deux

dizaines , OU vingt unités ; le 3 , au rang immédial à

droite, ne vaudroit donc que trois dizaines ou trente

nnités; donc, à la place où il est , il doit valoir dix fois

trois dizaines, ou trois cents unités, ou bien trois cen

taines d'unités. On aura donc, pour la partie 325, trois

cent vingt-cinq unités. Le 7, au rang du 5, vaudroit sept

unités j donc, là où il est, il ne doit valoir que sept

dixièmes; le 4, au rang du 7, devroit donc valoir quatre

dixièmes; donc sa valeur actuelle ne peut être que de

quatre centièmes. On aura donc, pour l'expression to

tale , trois cent vingt-cinq unités sept dixièmes et qua

tre centièmes parties de l'unité.

Observant que chaque dixième vaut cent centièmes,

et que sept dixièmes valent, en conséquence, soixante-

dix centièmes, on pourra lire la partie décimale, en di

sant: soixante-quatorze centièmes.

Observant encore que chaque unité contient cent

centièmes, que chaque dizaine en contient mille, et

chaque centaine, dix mille, on pourra lire l'expression

325,74, en disant: trente-deux mille cinq cent soixante-

quatorze centièmes.

Cet exemple servira de règle dans tous les cas sem

blables.

Pour faciliter la prononciation des nombres compo

sés de beaucoup de chiffres , on est convenu de dire mil

lion, au lieu de mille fois mille; billion, au lieu dé

mille millions ; trillion , au lieu de mille billions , c t ainsi

de suite. Il est donc clair qu'en partageant un nombre

quelconque en tranches de trois rangs , en commençant
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par le dernier chiffre à droite , les Baillions se trouve

ront au premier rang sur la droite de la troisième tran

che; les billions, au premier rang sur la droite de la

quatrième tranche, et ainsi de suite.

Par exemple, le nombre 23 456 789 234 565 456.

vaudra vingt-trois quatrillions, quatre cent cinquante-six

trillions, sept cent quatre-vingt-neuf billions, deux cent

trente-quatre millions, cinq cent soixante-cinq mille ^

quatre cent cinquante-six unités.

L'emploi des zéros se voit dans les exemples suivants:

24oo5=vingt-quatre mille cinq unités.

24oo5o=deux cent quarante mille cinquante unités.

o,3=trois dixièmes.

o,o3= trois centièmes.

o,oo3= trois millièmes.

o,ooo3o3= trois cent trois millionièmes.

AVERTISSEMENT.

On désigne le produit de deux facteurs 3 et A [4- déf.

7] , en écrivant AX3, ou 3 X A, ou simplement 3 A;

mais jamais A 3. En pareils cas, le multiplicateur prend

le nom de coefficient.

PROPOSITIONS.

I. Trouver la somme de plusieurs nombres donnés,

c'est-à-dire , trouver un nombre qui soit égal à plu

sieurs nombres écrits selon la définition IX, liv. IV.

En voici le procédé et la démonstration. Pour ajouter

ensemble les nombres donnés 2o36,o7; 929,5; o,oo3^

r
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et 78,719, on écrira d'abord les uns au-dessous des au?

tres, comme on le voit ici :

2o36,o7

929>5

o,oo3

78>7'9

3o44,2g2

en plaçant les unités sous les unités, les dizaines et les

dixièmes sous les dizaines et les dixièmes, les centaines

et les centièmes sons les centaines et les centièmes, ainsi

du reste. On tirera ensuite un trait horizontal au-dessous

du nombre inférieur, et on commencera l'opération par

la première colonne à droite, en disant : 3 plus 9 font 1 2

millièmes, c'est-a-dire, 1o millièmes plus 2millièmes,ce

qui fait 1 centième plus 2 millièmes; on écrira donc 2

sous les millièmes, en retenant 1 centième qu'il faudra

ajouter à la colonne respective, en disant: 1 plus 7 plus

1' 1 font 9 centièmes ; on pose 9 sous les centièmes , et on

ne retient rien. La colonne immédiate donne 1 2 dixiè-;

mes, c'est-à-dire, 1 unité plus 2 dixièmes; on pose donc

2 et on retient 1. La colonne immédiate, en y ajoutant

l'1 , donne 24 unités; je pose 4 et retiens 2: le 2 ajouté

à la colonne suivante donne î/j dizaines ; je pose 4

et retiens 1: l'1 ajouté à l'immédiate donne 1o cen

taines ; je pose o et retiens 1 : 1' 1 et 2 font 3 que je

pose au rang des mille; et puisque le nombre 3o44>293

contient toutes les parties des nombres proposés , je con,-;

clus qu'il en est la somme.

Corol. Pour additionner les nombres complexes , par.

exemple, 14 toises, 3 pieds, 5 pouces; 2 toises , 5 pieds,
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7 ponces; et 8 toises, 4 pieds, 8 ponces, on suit à peu

près le même procédé :

1 4 toises 3 pieds 5 ponces»

257

848

26 toises 1 pied 8 pouces.

On commence aussi par les écrire les uns au-dessous

des autres, en plaçant les unités de la plus petite espèce

sous la première colonne à droite, les immédiates sous

la seconde, et ainsi de suite; et puis on dit; 5 et 7 font

12 et 8 font 2o pouces, c'est-à-dire, 1 pied et 8 pouces :

on pose 8 et on retient 1 ; 1 et 3 font 4 et 5 font y et 4

font 13 pieds, c'est-à-dire, 2 toises et 1 pied : on pose

donc 1 et on retient 2; 2 et 14 font 16 et 2 font 18 et

8 font 26, et on anra 26 toises, 1 pied et 8' pouces pour

la somme demandée.

H. Deux nombres écrits selon la défini tion IX , liv. IV,

étant donnés, retrancher l'un de l'autre, c'est-à-dire,

trouver l'excès du plus grand sur le plus petit.

Soient 7288o56 et 537242 les nombres proposés :

7288o36

537242

675o794

Mettez le plus petit au-dessous du plus grand, les

unités sous les unités, les dizaines sous les dizaines, etc. ,

et puis ôtez les unités des unités, les dizaines des dizai

nes, et ainsi de suite. Lorsqu'un - des chiffres supé

rieurs n'est pas assez grand, on peut lui ajouter une

dizaine; mais alors, pour compenser cette addition, il

faudra supposer que le chiffre immédiat à gauche du

r



4o PRINCIPES MATHÉMATIQUES,

nombre inférieur a été augmenté d'autant ; car la dif

férence entre deux grandeurs quelconques ne change

pas, lorsqu'on ajoute à l'une et à l'autre une même

grandeur. Cela posé , je dis : 2 ôté de 6, reste 4 ; je pose

4 unités : le 4 ôté du 3, cela ne se peut ; mais le 4 olé

de 13, reste g; je pose 9 dizaines et retiens 1o dizaines

que j'ai ajoutées à 3, ou bien 1 centaine que j'ajouterai

aux 2 centaines inférieures, en disant: 1 et 2 font 3 cen

taines; 3 ôté de o, cela ne se peut; mais 5 ôté de 1o,

reste 7 centaines que je pose, et retiens 1o centaines ou

1 mille que j'ajoute de même au nombre inférieur, en

disant :1 mille et 7 font 8; 8 retranché du 8 supé

rieur, reste o que je pose: le 3 inférieur ôté du 8 corres

pondant, reste 5 que je pose : le 5 immédiat retranché

du 2 correspondant, cela ne se peut; mais 5 retranché

de 12, reste 7 dizaines de mille que je pose, et retiens

1o dizaines de mille, ou 1oo mille, et ainsi de suite.

On aura donc, pour la différence demandée, 675o794.

Soient 86,7 et °>92^ ^es nombres proposés.

Le plus grand 86,7 est égal à 86,7oo, parce que 7

t1nités ralent 7oo millièmes [4. déf. 9]. On pourra

donc, dans tous les cas semblables, faire en sorte que

les deux nombres proposés aient le même nombre de

décimales, sans en changer la valeur. Opérant ensuite

comme dans l'exemple précédent, on aura:

86,7oo

o,925

85,775

Corol. 1. La soustraction des nombres complexes se

fait à peu près de la même manière. Pour retrancher,
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par exemple, 18 toises, 4 pieds et 7 pouces du nom

bre complexe 2o toises , 3 pieds , 2 pouces ,

2o toises 5 pieds 2 pouces.

18 4 7

1 toise 4 pieds 7 pouces.

on observera que 7 est > 2: on ajoutera donc 12 à 2,

c'est-à-dire, 1 pied ou 12 pouces à 2 deux pouces, ce qui

fait 1 4 pouces , et puis on dira : 7 été de 1 4 , reste 7 que

l'on pose; et pour compenser l'addition précédente, on

ajoutera egalement 1 pied au nombre inférieur : 1 et 4

font 5 ; 5 ôté de 3, cela ne se peut; mais opérant de la

même manière, j'ajoute une toise, c'est-à-dire, 6 pieds

à 3, ce qui fait 9 pieds ; 5 ôté de 9, reste 4 que je pose;

et pour compenser l'addition précédente, j'ajoute égale

ment une toise au nombre inférieur, en disant: 1 et 18

font 19; 19 ôté de 2o, reste 1 que je pose, et je trouve 1

toise, 4 pieds et 7 pouces pour la différence demandée.

2. Pour découvrir les erreurs qui peuvent se glisser

dans des opérations de cette espèce, on n'aura qu'à

ajouter la différence au plus petit des nombres propo

sés; car cette addition doit reproduire le plus grand.

5. La soustraction peut servir de différentes maniè

res, pour vérifier la somme : en voici un exemple :

423l

7o92

6538

17861

oo1 1o

oo

r
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Supposons qu'en additionnant les nombres 423 1, 7o92,

G558, on ait trouvé 1 7861. Pour verifier cette somme, on

n'aura qu'à en retrancher la somme de chaque colonne,

en repétant l'opération , non pas comme la première fois ,

mais de gauche à droite , et de bas en haut: ainsi , 6

et 7 font 13 et 4 font 17; 17 ôté de 17, reste rien; je

pose oo et retiens 861 : 5 et 2 font 7; 7 ôté de 8, reste 1;

je pose 1 et retiens 161 , reste de la somme totale: 3 et 9

font 12 et 3 font 15 ; 15 ôté de 16, reste 1 ; je pose 1 et

retiens 1 1 ; et puisque ce dernier reste est égal à, 1

plus 2 plus 8, somme de la dernière colonne à droite,

il est très-vraisemblable que l'opération est exacte.

III. Mêmes facteurs donnent un même produit, quel

que soit l'ordre des multiplications.

Soient a , b f deux nombres quelconques: je dis que a

multiplié par b donne le même produit que b multi

plié par a- car prenant a pour multiplicateur, on aura

ab:b::a:\ [4. déf. 7 et 3], et par conséquent ab:a::b:1

[3. 9] ; d'où il suit que le même nombre ab est le pro

duit des facteurs a, b, en prenant b pour multiplicateur

[4. déf. 6 et 5].

Soit G une grandeur quelconque, et a, b , deux nom»

bres : je dis que aGXi = bGXa=abXG. Prenant a

pour multiplicateur, on aura «X bG : bG ::a:1 [4- déf. 7] ,

et ab:b::a:1 [dém.] : donc aXbG:bG::ab: b. Pre

nant b pour multiplicateur, on aura bG:G::b:1 ; donc

les deux séries

ay.bG, bG,G

ab , b, 1

donneront aybG :G :: ab : 1 [5. 1o]: mais prenant ab

pour multiplicateur, on a aussi abX,G:G;:ab: 1 [dém.]:
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donc aX*G:G::aiXG:G, et par conséquent aXbG

=abXG,

La même démonstration aura lien, quel que soit le

nombre des facteurs.

IV. Deux nombres écrits selon la définition IX, liv.

IV, étant donnés, multiplier l'un par l'autre.

Supposons d'abord des nombres entiers et sans zéros

vers la droite, tels que 4o728 et 6o53. Prenez pour

multiplicateur celui qui aura le moins de chiffres

significatifs, et placez-le au-dessous de l'antre, comme

on le toit ici :

4o728

6o53

122184

2o064o

* 244368

246526584

puis vous direz: 3 fois 8 font 24; je pose 4 et retiens

2o > ou 2 dizaines ; 3 fois 2 dizaines font 6 dizaines

(et 2 font 8 que je pose sous les dizaines; 3 fois 7

centaines font i\ centaines; je pose 1 et retiens 2o,

ou 2 mille, que je pose de suite, vu qu'il n'y en a

point dans le multiplicande; 3 fois 4 dizaines de mille

font 12 que je pose au rang qui leur convient, et

vous aurez 122184 pour le triple du multiplicande.

Continuant d'opérer de même, répétez cinq fois cha

que chiffre du multiplicande, et vous aurez 2o364o

gue vous poserez sous le dernier produit, en avançant

d'un rang vers la gauche. Par ce moyen , le nombre

:jo364o deviendra dix fois plus grand : mais il valoit

r
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déjà cinq fois le multiplicande; donc il vaudra actuelle

ment 5o fois ou 5 dizaines de fois le multiplicande

[4- déf. g]. Répétez encore six foîs chaque chiffre du

multiplicande , et vous aurez 244^68 que vous pose

rez sous le dernier produit, en avançant de trois rangs

vers la gauche. Parce moyen, il viendra looofois plus

grand : mais il étoit déjà le sextuple du multiplicande ;

donc il le vaudra maintenant6ooo fois. Il est donc clair

que la somme totale 246526584 contient ou doit con

tenir 6o55 fois le multiplicande 4o728; d'où 246526584

: 40728 :: 6o53 : 1 [ 3. 4- corol. ], et par conséquent

246526584=6o53X4o728 [4. déf. 6].

Quand il y a des zéros vers la droite des facteurs , on

peut faire la multiplication comme s'il n'y en avoit

point, et ajouter ensuite, vers la droite du produit, au

tant de zéros qu'il y en a dans les deux facteurs. Soi^

par exemple, 23ooo à multiplier par 51oo: trouvez

25X51 = 1 173; et 1 173ooooo sera le vrai produit; car

23oooX 5 1oo est=25X 1ooo X51X 1oo=23 X 51 X

1oooX 1oo [4- 3]= n73X1°ooX1oo=n75X 1 ooooo

= 1173ooooo.

On trouvera de même, que lorsqu'il y a des décima

les dans les deux facteurs, on peut effectuer la multi

plication comme s'il n'y en avoit point, sauf à marquer

dans le produit, par le moyen de la virgule, autant de

rangs de décimales qu'il y en a dans les deux facteurs.

V. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles, le

rapport de chaque antécédent à son conséquent sera

égal à celui de chacun des autres antécédents à son con

séquent; et si le rapport de chaque antécédent à son

conséquent est égal à celui de chacun des autres antécé-

^
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dents à son conséquent, les grandeurs seront propor

tionnelles.

A

Soit A:B::C:D. Désignant par-^-le rapport de AàB,

C A

et par =^- celui de C à D [4. déf. 4], on aura -^ :1::A:B,

C A C

et-=-:1 ::C:D [4. déf. 4] J d'où l'on tire-jr-:1 ::-=r: 1, et

par conséquent -=- = yr[3. 3. corol. ].

A C A

Supposons -p- ==-=-; on aura A:B::-— :1 [4- déf. 4], ou

C C
A:B::— :1 [sup.]:maisilestaussiC:D::—-:1 [4. déf. 4];

donc A:B::C:D.

VI. Le produit est égal au multiplicande , toutes les

fois que l'unité en est le multiplicateur.

VII. Toute fraction est égale à son numérateur, lors

que l'unité en est le dénominateur.

VIII. Si le numérateur et le dénominateur sont égaux,

la fraction est égale à l'unité.

IX. Tout dividende peut ôtre regardé comme un pro

duit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs.

Ces quatre propositions sont faciles à déduire des dé

finitions respectives.

X. Toute fraction qui a pour dénominateur un nom

bre quelconque, est égale à son numérateur multiplié

par le réciproque de ce même nombre.

Soit n un nombre, et G une grandeur quelconque : on

.aura — :G:: v1n. et 1:":;— :1 [4-déf. 4] : maïs il est
/ „ ? „ UT -TJ
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aussi—XG:G::—:1[4.déf.6]:donc— :G::—XGsGy

et par conséquent —=—XG [5. 3. Corel. ].

XI. Former une fraction qui soit le produit de deux

fractions proposées , lorsque le numérateur et le déno

minateur de l'une d'entre elles sont des nombres quel

conques.

Soient a, b, deux nombres, et -=- une fraction quel-

,. a C aC . , a 7

conque : je d1s que -r-X 77= "7^; car a etant == ~r~ *

etC= jj D[4. 9],ona

et par conséquent aC1bD;: -y-X^T1 * [4* déf. 6] ; donc

XII. Diviser une fraction par une fraction.

A C

Soit -jT- le dividende, yj-le diviseur, et C, D, deux

grandeurs homogènes: on a ^X-tt: -_-"p-: 1 [4- déf.

e]::D:C:: 1 : ^-[4. déf. 4.]; donc—X -g- : -g-" 1 :-jj , et

A C A D , , ,. A

par consequent -=-: -^r-:'. ^-Xtt: 1 > c est-a-d1re, que ^5-

C AD

divisé par -=r doit donner -5-X -tt [4- déf. 4]-

1} D K"

!E . . F . .

Spit — le dividende; — le diviseur: E, F, deux gran-
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deurs homogènes , et m , « , deux nombres quelconques.

Puisque —=— E, et —= —F [4. io], on aura

—E —E ma—E „ _

i_F — ±F mn-Li? mF '"

n n n

F

divisé par — .

1 n

Corol. i. Soit que l'on introduise ou que l'on sup

prime un même facteur dans le numerateur et dans le

dénominateur d'une fraction proposée, la nouvelle frac

tion qui en résultera doit être égale à la proposee.

2. Plusieurs fractions étant proposées, on pourra les

réduire à la même dénomination, toutes les fois qu'il

sera permis de multiplier le numérateur et le dénomi

nateur de chaque fraction par le produit des dénomi

nateurs des autres.

o • l 1 r • A C E , ,

Soient, par exemple, les fractions -j- , -j-, —, a re

duire à la même dénomination.

A _ df& C_bfC E __ bdE

On aura T_-^- , -J_^r-, ___ _.

XIII. Trouver la somme de plusieurs fractions.

r c n
Soient -p, -j-, —, les fractions, et A, B, C, D, des

A. A A

grandeurs homogènes entre elles : je dis que -r-+-t- +-t-

B+C+D

Dans les séries B, C; D; A.; et — ; —, — ; i; on a
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B:A::-?-:1;C:A::^-:1; D:A::^ : 1 [4- déf. 4],- ce qui
A A A

ROT)

donneB + C + D:A::-r + -r + -r : 1 [3. n], et par
A A A

B + C+D B , C , D r, ... ,,
consequent -r =— + -— + — [4. det. 4 ]•

F C TT

Soient — , — , —, les fractions proposées, F, G, H,

des grandeurs homogènes , et e un nombre quelconque.

F G H
On aura F:—::e:1 : G:— ::e:1 : II:—::e: 1 : donc

e ' e ' e

F C ïî

F +G+H : — H 1 ::e:1 [3. 5], et par conséquent
C G G

F + G + H F G H ...

- — [4- «ef. 4J.
e e e e

Si les fractions proposées n'ont pas des dénomina

teurs égaux, on commence par les réduire à la même

dénomination , et on procède ensuite à l'addition.

XIV. Deux fractions étant proposées, soustraire de

la plus grande la plus petite.

V R

Soit B > C , et la fraction -7- à soustraire de — : ie
A A '

B C B—C

dlsquex_x-=-r-;

B_CC ,B—C +C. _. B
Car-^+^rend_^— [4. .3] =^.

Si les Jeux fractions ont des dénominateurs diffé

rents , il faut les réduire au même dénominateur avant

d'effectuer la soustraction.

XV. Si le dénominateur d'une fraction est un nom

bre entier, le numérateur sera aussi multiple de la frac

tion que le dénominateur l'est de l'unité ; et si le numé-
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rateur a1nsi que le dénominateur sont des nombres en

tiers , la fraction sera aussi multiple du reciproque du

dénominateur, que le numérateur l'est de l'unité.

Soit A une grandeur quelconque, et b multiple de

l'unité. Prenant M aussi multiple de-7-que b l'est de 1,

A A
on aura M:-y- ::b : 1 [3. 11. corol.] : mais A: -y-:: b : 1 [4.

A A ' •

déf. 4]; doncM:-y-::A:-v-, et par conséquent M=A

[3. 3. corol.].

A t
Supposons A multiple de l'unité : on aura -y- = -j-A

A1 A1
£4- <o]> et -t- :A;:-j-:1 [4- déf. 6], Ou bien -j-\ -=- ::k:t

A i

[3. 9] ; donc -7- sera aussi multiple de -=- que A l'est de-1

[3. 5. corol. ].

A
Scholie. 11 suit de la proposition précédente que —,

par exemple , représente la moitié de A ; — le tiers de A ;

•A . 2

—-le quart, ainsi de suite. La fraction -=- sera donc

4 3

3
le tiers de 2, ou les deux tiers de 1 ; y- sera le quart de

5, ou les trots quarts de 1 ; — la cinquième partie de 4;

ou quatre cinquièmes parties de 1, ainsi de suite.

XVI. Deux nombres étant écrits selon la définition

IX, liv. IV, diviser l'un par l'autre.

'

4
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Dans l'expression du dividende marquez le rang oîi

-devroit être placée la virgule , pour rendre le divi

dende non moindre que le diviseur , mais plus petit qae

-le décuple du diviseur; à cette place, que vous aurez

soin de marquer, soit de tête , soit en mettant des zeros

à la suite du dividende, écrivez le chiffre qui contient

l'unité autant de fois que le fictif dividende contient le

diviseur. Ce chiffre, dontlavaleurlocale se trouvera fixée

par le rang du dividende auquel il doit répondre, sera

le premier caractère significatif du quotient, en comp

tant de gauche à droite. Retranchez ensuite du divi

dende le produit de ce premier chiffre, multiplié parle

diviseur; le reste, s'il y en a, sera un second dividende

partiel, dont vous vous servirez, comme du premier,

pour trouver le second chiffre du quotient. Continuez à

opérer de même jusqu'à ce qu'il n'en reste rien, ou

jusqu'à ce que vous parveniez à un dernier dividende

que vous puissiez négliger sans erreur considérable.

Dans le premier cas, le quotient sera exact; dans le

second , il ne sera qu'approché ; car en le multipliant

par le diviseur, on aura le dividende exactement , ou à

peu près.

Exemple. Soit 246526,584 à diviser par 4o7,28. Sup

posons que le quatrième rang du dividende , en comptant

de gauche à droite, soit celui des unités, ce dividende

supposé excédera toujours le diviseur sans en être le dé

cuple ; donc le chiffre qui contiendra l'unité autant de

fois que ce dividende contient le diviseur, ne sauroit

'contenir l'unité plus de fois que le premier, ou les deux

premiers chiffres à gauche du dividende, ne contiennent

le premier chiffre à gauche du diviseur; car autrement
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le produit du quotient par le diviseur viendroit plus

grand que le dividende. Or, puisque 4 entre 6 fois dans

&4> il est probable que 6 soit le premier chiffre à gau

che du quotient : on pourra donc s'en assurer de la ma-

bière abrégée que l'on voit ici :

6

4o7,28l246526,584

oo2 1 58

11 faudra multiplier 6 par le diviseur 4o7,38, et retran*

cher du dividende le produit, au furet à mesure qu'ou

ïe trouve. Ainsi 6 fois 8 font 48; iS été de 6 du divi

dende, cela ne se peut; j'ajoute donc 5o au dividende,

et je dis: 48 de 56, reste 8; je pose 8 et retiens 5o, ou<i

5 unités du rang immédiat à gauche, que je dois ajou- '

ter au produit suivant, pour compenser l'addition que

l'on vient de faire : 6 fois 2 font 1 2 et 5 de retenu , font

17 ; 17 ôté de 22, reste 5; je pose 5 et retiens 2o, ou 2

du rang immédiat : 6 fois 7 font 42 et 2 de retenu 44 >

mais 44 été de 45, reste 1 ; je pose donc 1 et retiens 4 :

mais le rang immédiat du diviseur ne fournit aucun

produit ; je n'ai donc que 4 à retrancher de 6 , et je pose

le reste 2 : 6 fois 4 f°nt 24 ; 24 retranché de 24, reste

tien ; je pose donc oo sous 24.'

Continuant à opérer de même sur le reste 2158,584,

comme on le figure ici ,

o5

4o7,28)21 58,584

OI22,ï8

on trouvera 5 pour le troisième rang du quotient, et

rien pour le second , en comptant de gauche à droite J

on pose donc o au second; et 5 au rang immédiat.

r
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Le nouveau reste i22,i84 fournira, de la manière qui

suit, le dernier chiffre du quotient :

" 5

4o7,28|i22,i84

ooo oo0

Voici le tableau de l'opération en entier •

6o5,3

4o7,28J246526,584

oo2i58,ioo

OI22,o

OOO

Le reste qui répond au rang des unités du diviseur ,

doit être écrit sous la colonne où se trouve le chiffre

dont on s'est servi pour trouver ce même reste. Cette

observation indiquera vers la droite de chaque divU

dende, le rang où la soustraction doit commencer

Soit encore o,oo72 à diviser par 2853,43.

Je transforme d'abord le dividende proposé eu

72oo,oo, ce qui le rend plus grand que le diviseur

proposé, et moindre que le décuple du même divi

seur, Ce nouveau dividende ne donne que 2 pour pre

mier chiffre du quotient; car quoique le 7 du divi

dende contienne trois fois le 2 du diviseur, il ne s'ensuit

pas que tout le diviseur doive entrer le même nombre

de fois dans le dividende : voilà pourquoi il sera tou

jours à propos de vérifier chaque chiffre du quotient, ea

faisant de tête les multiplications et soustractions res

pectives, avant que de rien écrire. On peut même,

pour abréger ces premières tentatives, commencer les

multiplications et soustractions respectives, dans un
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ordre inverse on de gauche àdroile, en disant, pac

exemple :

0,ooooo2

2853,43|o;oo72oooo

14g3 14

Le 2 du diviseur est trois fois dans le 7 du dividende:

3 fois 2 font 6, et 6 ôté de 7, reste 1 : 3 fois 8 font

24 ; or 24 ôté de 1 2 , cela ne se peut ; donc 3 ne sauroit

être le premier chiffre du quotient ; j'y pose donc 2,

et ainsi de suite. Voici le quotient approché à moins

d'un billionième près :

0,ooooo252 etc.

2853,43[o,oo72oooooo

1493 1454

0066426

og35

An tien de la Partie décimale du quotient^ or1 fafa

quelquefois une fraction en y mettant pour numérateur

le reste de la division, et pour dénominateur, le divi

seur proposé. Ayant, par exemple, 23 à diviser par 7,

on peut trouver, suivant la méthode précédente,

5,2857 etc.

7)23,oooo

o2 645»

o ooo

23 2

ou bien —=3 H ; carla partie décimale o,2857 etc.

est égale à —, c'est-à-dire = 2 divisé par 7 [4. déf.4]»

En pareils cas , on écrit 3 — , au lieu de 3 H—.

,7 7
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XVII. Trouver deux nombres qui étant divisés l'un

par l'autre, donnent au quotient un décimal périodi

que proposé, c'est-à-dire, un décimal dans lequel le

même chiffre ou les mêmes chiffres reviennent toujours

dans le même ordre.'

Dans le décimal périodique donné , supprimez d'abord

la virgule décimale, ainsi que toutes les périodes à gau

che de la première; de ce premier résultat, retranchez

le même nombre sans virgule et sans aucune période :

le reste sera le dividende demandé. Ensuite pour trou

ver le diviseur, écrivez autant de g qu'il y a de rangs

dans chaque période, suivis d'autant de o vers la droite ,

qu'il y aura de rangs de décimales depuis le premier

jusqu'au dernier à gauche de la première période : ça

nombre sera le diviseur.

Exemples.

v. o,444 etc. = -^-Î2 '=?

' 1o— ;

4,44 etc- — °>44 etc- 4

9 F

_„ __ o,135155etc. (1ooo.— 1)

2°. o,135135etc. = — - =

' 1ooo—?I

1 35,1 35 etc. — o,135 etc. 135

"999 999

_ _ o,oo2323 etc. ( 1 oo00— 1o0)

3°. o,oo2323 etc. = — - ,'

1oooo — 1o0

23,2323 etc. — o,2325 etc. _ 23

~ 99Ôo 99oo'

4°. o,372618618 etc. =

0,572618618 etc. (1ooooo0-— 1ooo) _

1oooooo — 1ooo
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372618,618618etc— 57,618618 etc. 372246 . .
—i '- '— = -J——.. a1nst

999ooo 999°°°

des antres.

Scholie. Dans les expressions précédentes, ainsi que

dans tous les cas semblables, le signe=ne veut dire

autre chose, sinon que les deux nombres qu'il sépare,-

peuvent ne différer entre euxqued'unnombre plus petit

qu'aucun nombre proposé. Par exemple, — est > o,4 J_

>o,44; > o>444> etc.: mais supposons que dans une-

question proposée il soit permis de négliger o,oooooo1

de l'unité ; en écrivant —= 444444* on sera sur de ne-

commettre qu'une erreur < o,oooooo1 , ainsi des autres..

XVIII. Multiplier des sommes et- des différences indi--

quées, ou réduire en série l'expression d'un produit.

Soient A etB-fC deux facteurs : je dis que A (B+C)

=AB+AC; car B=^B-,et C=^-[4-9]-DoncB+C

A A-

AB , ÂC AB+ACr , _,

5= —-r—h—r-= r [ 4- 13], et par consequent;

A (B+C)=AB+AC [4. 9].

Soient A et B—C deux facteurs: je dis que A(B-

A« if

—C)=AB_-AC; carB-— C== . [4- 14], et

A.

par conséquent A (B,—C)=AB-^AC [4- 9 ]•

Soient A +B et C+D deux facteurs : on aura (A+B )--

(C + D) =(A+B)C+(A+B)D [dém.]=A (C+D)

+B(C+D) [dém.] = AC + AD+BC + BD[dém.].

Soient A—B etC—D deux facteurs : on aura (A —B)

(C—D)=(A—B)C—(A—B)D[dém.]=A(C--D>

MMfftfl
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— B(C—D)[dém.]=AC—AD—B(C— Dï [dem.il

= AC— AD—BC+BD. Pour prouver cette dernière

équation , on n'a qu'à y ajouter de part et d'autre le

produit BC—BD, ou B (C—D).

Ces exemples embrassent tous les cas semblables.

XIX. Trouver deux nombres entiers, les plus petits

possibles , qui soient entre eux comme deux entiers pro

posee, ou dont le rapport ne diffère pas trop du rapport

exact entre les deux nombres proposés.

Soient M, N, les deux nombres proposés, M > N , et

M non multiple de N. Désignant par a, b, c, etc., p, q,

, , M p

r, etc. , des nombres ent1ers, supposons -^= a+ j^-f

N.op r q s ..,
-—=0+—, — =c-\—,^r= d+—, et a1ns1 de su1te,

p p' q q' r r'

jusqu'à ce que l'on parvienne à un quotient exact. Dé-

signant par^,—,—, etc., des fractions plus petites que

l'unité, je dis que les fractions

a ab+ 1 (ab + 1)c+a ((aJ-f-1) c+a) d+ab+ 1

7' _*~; Âc +7' - [bc+1)d + b~ ''

(((ab + 1)c + a) d+ab+ 1) e + (ab+ 1) c+a

((bc+1) d+b) e + bc+ l

M
de suite, seront des valeurs approchées de -^-; la seconde

plus approchée que la première; la troisième plus ap

prochée que la seconde , et ainsi de suite jusqu'à la

., M

dernière, qui sera égale à =-. La loi de continuation en

est manifeste.

M P
La construction donne -==- = a+ ==•=« +

P'
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=«H —=«H ; =a +

b+ b+ — b +
. r 1 c +

9 <I+-i <*4 '

e+7

= etc. : on aura donc =-=—, lorsque b sera le dernier

.• . N , M ,1 ab+ 1 ,
quot1ent, ou — =b ; — = a + -7-= —-—, lorsque

1 j »• » M 1 (a£ + 1)c+ «

c sera le dern1er quot1ent: =r= <H =- =—- ,
u ' N T,,1 £c +t'

c

lorsque rf sera le dernier quotient; -=• =a H

N *+

e+-T

= ti—;—m 1—j lorsque a sera le dern1er
(6c+ 1)d+ 6 ' n

M

quot1ent; -==-=a +

J +

c+_L

e

(((a& + 1)c+a)o, + a& + 1)e + (ai + 1)c+a

— ((bc+1)d+ b)e+ bc+1 >

que e sera le dernier quotient; ainsi de' suite, comme

il est facile de s'en convaincre, en exécutant les opéra

tions indiquées.

On aura aussi

tib + 1 a 1 ab + 1 ( ab + 1 ) c + a

b 7 *~ 1X*'~l Te +T-

ï ((aS + 1) c+a) d+ab + 1 (ab + \)c+a__

^(Ac+ 1)* (£c+1)^ + b bc +7-
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1 ((ai+1) c+a) d+ab+ 1

((bc+1) d+b) (bc+1)' (bc+1)d+ b~

(((ab + 1) c + a) d + ab + 1) e + (ab + 1) c+a_

((bc + 1) d + b) e + bc+ 1 ~

a1ns1

((bc + 1)d + b) (((£c+1) d + b)e+bc+- 1)'

de suite : où l'on voit que la seconde fraction sur

passe la première plus que la troisième; que la se

conde surpasse la troisième plus que la quatrième ne

surpasse la troisième; que la quatrième surpasse la

troisième plus que la cinquième; que la troisième sur

passe la cinquième plus que la sixième ne surpasse

la cinquième ; ainsi de suite. Désignant donc par —

M B

la dernière fraction trouvée [=-=-dc'm.]; par -=- l'avant-

C D

dernière; par— la précédente; par-^- l'immédiate; par

E .,. ... . . , A B
— 1 1mmed1ate, a1ns1 de su1te; et supposant— > -s-, on

» oc ©

B D D F... . A CCE

aura-^- >—, — >-s-, a1ns1 de su1te, et— < —, — < —,

E G „ .AB B

— < —, etc. Supposant au contra1re — < -5-, on aura -v
6 vi tl a S7 to

DDF A CC EE G

<-*>T<ir,ete-, et— >—_>—_>— etc.;.

ce qui prouve que, de deux de ces fractions consé

cutives, l'une est plus grande et l'autre plus petite que

M
la proposée -==- ; et qu'elles en diffèrent d'autant moins

que leur distance à la dernière ou à la proposée est

plus petite.
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Je dis maintenant que leurs termes sont les plus sim

ples.

x
Soient x, z, des nombres entiers, et — une fraction

z

plus simple, et plus grande ou plus petite que -g-. Desi

gnant par en la différence entre deux grandeurs dont on

. tl, x B x€en zB

ne conno1t pas la plus forte , on aura — en -3-= 3-—:
*- * • z 6 z&

mais cette différence ne sauroit être < —s- ; donc, si l'on

x B _ 1 , , ,.
suppose z < a, on aura — en-g- > —^, c est-à-d1re,

.t B A B. _ _, ., -

— en -p > — en -p [dém. J. S1 1 on suppose z non < a,

^ » * ^ , j .*A — xa
et x < A, on aura zA > x2, et par consequent

zcc

e= — en —. Donc, soit que l'on suppose z < a, ouar < A,

•z ce

il est impossible que — soit égale à— , ou à -=-. Donc le

A x
rapport — est réduit à ses moindres termes. Soit — dif-

ÇL z

C t C n c

férente de— , et z < 6 : on aura — en — > -3- en — : donc

f * z 7 6 f

x M B M „ , , . B C

— .cn-=rr-> -g-en^-; car lune des tract1ons -g-, —, ne

M

peut être plus grande que -=^-, sans que l'autre soit plus

M _ .....

pet1te que -_p Four sa1s1r plus a1sement cette venté,

on pourra désigner -=• par la droite VT; -^ par VS; —

x C

par VR, et — en — par RQ [ figure suivante ].
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S T R

V-

V 1 1 1 R

RTS

V 1 1 1

„ . X D z l ._.

zB—x6 ne sera pas <z,m— cfi -s-< —?,ou< -g-. Donc

Soit r non < 6, et x < B : on aura zB > xS; donc

zB— x& x B . t» - o /t> v »
s-—=— c/3 -s- : ma1s zB — xZ = ( B — x) .z-f-2rz

zb z 6

— xê, et xz n'est pas < x6, ni (B — x) z < z ; donc

.x B z _, 1

z 5 zb

x 1 B C , x M B M
7 rX ë7 > T * 7' et par conse<Iuent 7 M n" > "6 °° N" '

donc, tontes les fois que x sera < B, on z < 6, la diffé-

x M
rence entre — et -^, sera plus grande que la différence

B M _ B ,, . , . . . T

entre -s- et-=^. Donc^ est redu1t a la plus s1mple ex-

Q
pression. On démontreroit de même que — est dans le

même cas , et ainsi des antres.

Soient I9514 et 47^2 les nombres donnés. En se eon-

, , ..,1Ât. 1q514
formant a ce qu1 v1ent d être d1t , on trouvera -> _ =

' ' 4732

. 5o6 47^2 198 5o6 11o 198 88

4475â' lôT — 95Ô6' 7g8-*7ïfî' TTÔ-1 110'

11o 22 88 . „ , , - r
"88" ~:1 88; 1i~ 4" Mettant *i 9> 2> *i ** *>aIa

place de a, h, c, d, e,f, on aura —, première valeur ap-
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prochée de -—:— ; -—^ =—> seconde valeur plus

4752 9 9

approchée: — -= 2—, troisième valeur plus ap-
™ ' 9X2+1 19 r *

prochée ;

. _ 78X 1 + 37 n5

19X 1+9 28

, plus approchee ;

n5X1+78 1g3 , ,, 193X4+n5
i8xT+l9-=-4T- Pl°s W**»i 47X4+28 =

887

216

, valeur exacte.

Voici les divisions qui ont donne' les nombres corr"

mondants à a, b, c, d, etc. :

4752| i95l4 9

oo5o6 4752 2

o198 5o6

1o1

1

«98

o88

1

1IO

o22 88

XX. Trouver la racine carrée d'un nombre donné.

Les nombres 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49> *>4 > 81, 1oo,

1000o, 1oooooo, etc., sont les carrés de 1, 2, 3, 4, 5,

6, 7, 8, 9, 1o, 1oo, 1o0o, etc.

Supposons d'abord que le nombre donné soit > 1 et

< 1oo; par exemple, 76,39582. Puisque ce nombre est

> 64 et < 81, la racine en sera > 8 et < 9; donc le

premier chiffre à gauche de la racine ne peut être que 8.

Désignant par x le second chiffre, on aura (8+x) (8+x)

=8X 8+2 X 8X x+xx. Or, cette somme ne doit pas

surpasser le nombre proposé; donc 76,59582—64116

/-
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1 2 3q58^
sera pas < 2X 8 X x+xx; d'où x <—- ' = [ o,?

2 J\ 0

etc.] , et par conséquent.r doit être o11=o,7, ou < 0,7.

Supposant 37= o,7, on aura 2 X^X.x+xx= 16X0,7+

o,7Xo,7 : or, cette somme, retranchée de 12,3g582,

donne le reste o,7o582 ; donc 07=o,7. ^n vo'c' ^a véri

fication, en effectuant à la fois la multiplication et la

soustraction :

16

8,7

76,59582

12,7o

oo

Pour trouver le troisième chiffre de la racine, désignons-

le pary : on aura (8,7+j) (8,7+j") = 8,7X8,7+2X

8,7Xr+JT=8X8+2X8Xo,7+o,7Xo,7+ 2X8,7Xj-

+j-j; donc 76,39582 — 8X8+2X8X o,7+ o,7 X 0,7

[= o,7o582] doit être > 2X8,7Xj", et par conséquent

_, o,7o582 _. - , _ ,

y< ' q— [o,o4 etc.]. On aura donc y=. o,o4, ou

2 y\ >7

-7'<o,o4. Posant y = o,o4 , voici la forme du calcul

pour vérifier le troisième chiffre de la racine :

7

'6,4

8,74

76,39582

12,7o82

oo oo

Continuant d'opérer de même , on parviendra à une

racine exacte, si le nombre proposé en est susceptible,

sinon, jusqu'au rang décimal convenu d'avance. On
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trouvera, par exemple, que la rac1ne approchée de

76,39582 est 8,74o7o2, à un millionnième près. En

voici le calcul jusqu'au quatrième chiffre significatif:

7

16,48o

8,74o4

76,39582ooo

12,7o822784

oo oo12

Vérification du cinquième chiffre.

1

16,48o8

8,74o47

76,39582ooooo

12,7o82278491

oo oo12o417

oo

Vérif1cation du sixième.

7 9

16,48o84o

8,74o47o2

76,39582oooooooo0

12,7o822784911196

oo oo12o41729

oooo68

Si le nombre proposé étoit > 1oo, ou < 1 , on com-

menceroit par le rendre < 1oo, et > 1, en le divisant

«oit par le carré de 1o , ou de too, pu de 1ooo, etc. ,

<
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soit par le carré de o,1, on de o,o1 , oa de o,oo1,

etc. La racine carrée du quotient , multipliée par la

racine carrée du diviseur, donnera la racine du nom

bre proposé. Soit, par exemple, 56a729,61 le nombre

. 36372o,61 „. _ „ , ,

propose: on aura '— = 06,072061, dont la ra-
r r ' 1o0X1oo > J v >

cine carrée est 6,o31,et par conséquent 1ooXG,o3r

[= 6o3,1] sera la racine de 363729,61 ; car 1ooX6,o31

X 1oo X 6,o31 = 1oo X 1ooX6,o31 X 6,o31 = 1ooo»

X 36,372961 = 365729,61. Soit o,o1o6o9 le nombre

0,o10609 . -
propose; on aura ——— = 1,o6o9 : or^Ia rac1ne de

O, ï /\Oy\

1,o6o9 est 1,o3; donc o,1 X 1,o3 [= o,1 o3 ] sera la

racine du nombre proposé o,o1o6o9.

XXI. Trouver la racine cubique d'un nombre donné.

Les nombres 1 , 8, 27, 64, 125, 216, 345, 512, 729,

100o, 1oooooo, etc., sont les cubes de 1 , 2,3, 4, 5, 6,

7, 8, 9, 1o, 1oo, etc.

Soit proposé un nombre < 1ooo, et > que 1, par

exemple, 8,755. Ce nombre étant >8 et<27, la ra

cine cubique en sera > 2 et < 3 : donc le premier chif

fre à gauche de la racine en question ne peut êtt

que 2. Soit x le second : le nombre proposé ne sera p<

< (2+r)(u+x)(2 + x) [=8 + 5X2X2X*+3><

2X«+ xxx'] ; donc 8,755 — 8 > 3 X 2 X 2 X x, o1

-„ >; '— ~>x: mais —— n'est pas < o,o6; il est dom

possible que x soit=o,o6: il faudra donc que la somm

5X2X2Xo,o6-f-3X2Xo,o6Xo,o6+o,o6Xo,o6Xo,o(

ne soit pas > o,755 : mais x=o,o6 satisfait à cette con

dition; donc x=o,o6 ; ce qui, en effectuant les opéra
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tiens indiquées, donne le reste o,o13n84. Arec ce

res te , et moyennant la première partie 2,o6, on trou

vera le troisième chiffre de la racine, dont la valeur

doit être < = —T,——^. Procédant toujours de

3X2,obX2,o6 '

même , on obtiendra la racine cubique exacte , si le

nombre proposé en est susceptible; autrement il faudra

s'arrêter au rang dont on sera convenu d'avance. Dans

l' exemple actuel , le nombre 2,o6 1 o5 etc. , sera la racine

approchée du nonfbre proposé, à moins d'un centième

millième près. En voici le calcul jusqu'au second

chiffre signif1catif:

12

6,o

2,o6

8^55"

o

6 = 2X3; 12 = 6X2; -—— donne o,o6 etc. , second

chiffre de la racine.

Vérification du second chiffre,

12,3636

6,o

2,o6

8,755ooo

o,o13184

1»,3636=ï2+o,o6Xo,o6 + 6Xo,o6=12 + 3X2X

0,06 + o,06Xo,o6; o,o1 3184=o,755— 12,3656Xo,oô
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-v>,755— (5X2X2Xo,o6+3X2Xo,o6Xo,o6+

»t>.o6Xo,oGXo,o6).

Tour trouver le troisième ,

73o8

12,3636

6,o

2,o61

8,755ooo

o,o1 5 184

I2,75o8=12,3636+o,o6Xo,o6+o,o6Xo,o6+6Xo,o6"

c=5X2X2+3X2Xo,o6+o,o6Xo,o6+o,o6+o,o6+

0,o6Xo,o6+3X2Xo,o6=3X2X2 + 6X2X0,o6+

3Xo,o6Xo,o6=5 (2 + o,o6) (2+o,6)=3X2,o6X 2,o6;

, o,o151g4

C 12 ?3o8—=°>oo1 etc. , donnera le troisième chif

fre de la racine.

Verification.

69

73o8

1 2,36368 1

6,18

2,o61

8,755ooo

o,o1 3184ooo

oo447o19

6,18=2,o6X3; 12,736981 = 12,73o8 + o,oo1X0,o01

+ 6,18Xo,oo1=5X2,o6X2,o6+3X2,o6Xo,oo1 +

0,oo1Xo,oo1; et o,ooo447o19=o,o15184— 12,756981

Xo,oo1=o,o1518—(5X2,o6X2,o6Xo,oo1+ 3X2,o6

X 0,oo 1 X o,oo 1 + o,oo 1 X o,oo 1 X o,oo 1 ).
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Pour le quatrième ,

31

469

73o865

1 2,36568 1

"6778

2,o61o3

8,755oo0

o,o1 5 184ooo

oo447o19-

1 2,743 163=12,736981 +o,oo 1Xo,oo1+o,oo1Xo,oo1

, o,ooo44to1q

+6,18Xo,oo1=3X2,o61X2,o61;donc— ,- IL ' ''

=o,oooo3 etc., donnera le quatrième.

Vérification.

5

31

46948

73o863

12,36368 49o9

6,183o

2,o6 1o3

8,755ooo

0,o1 3184ooo

oo447o19ooooo0

o64718545273

6,183o = 2,o61o X 3 ; 12,74334849o9 = J2,7431e3 +

o,oooo3X o,oooo3+6, 1 83X o,oooo3 ; et

o,oooo647 18545273=o,ooo447o19—

12,74534849o9X0,oooo3.

Si le nombre donné étoit > Iooo, ou < 1, on coIa-

•'
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menceroit par le rendre < iooo et > i, en le divisant,

soit par le cube de io, ou de ioo, ou de iooo, etc.,

soit par le cube de o,i , ou de o,o i , ou de o,ooi, etc.

La racine du quotient, multipliée par la racine du divi

seur, donnera la racine cubique du nombre proposé.

XXII. Lorsque deux nombres et deux grandeurs

quelconques sont en proportion, le produit des extrê

mes est égal au produit des moyens; et si le produit

des extrêmes est égal à celui des moyens , les deux extrê

mes et les deux moyens seront en proportion.

Soient C, D, deux nombres quelconques, et A : 13 :: C : D.

A C AD C D
•On aura f=J ,fX-jt=-jX^-, et par conse-

AD CD , ._ __

quent -^ = 7^pj= i ; donc AD=BG.

o • at. n^. AD BC

Soit AD=BC: on aura ppr= ttït , et par consequent

A—^-jdoncAtB^C^.

XXIII. Dans toute série de grandeurs homogènes, la

première est à la dernière en raison composée des rap

ports entre la première et la seconde, entre la seconde

et la troisième, entre la troisième et la quatrième , et

ainsi de suite.

A B
Soit A, B, C, la série: on aura A=— B, etB=-jvC;

j a A v B r » t . A A B

donc A =-g-X^-C; et par consequent ç-=jr X-p.

A B
SoitA,B,C,D,la série. Puisque A =-5- X -jrC [dém.],

et C =-jgD; on aura A=—Xtj-Xtj X D, et par con-

A ABC . . ,
sequent^== -jrX-g-Xjr; e* ainsi «e suite,
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LIVRE V.

DEFINITIONS.

I. Lux hauteur d'un triangle est la perpendiculaire

baissée du sommet de l'un de ses angles sur le coté"

opposé, ou sur le prolongement de ce côté, que l'on

appelle base du triangle. La hauteur d'un parallélo

gramme est la perpendiculaire baissée de l'un de ses

côtés sur le côté opposé, ou sur son prolongement; et

ce côté se nomme base du parallélogramme.

II. Deux polygones sont semblables, lorsque tous les

angles de l'un sont égaux à ceux de l'autre -chacun à

chacun, pourvu que les côtés de chacun des angles de

l'un soient proportionnels à ceux de l'angle qui lui

est égal dans l'autre; et pour indiquer que deux de ces

côtés ne sont pas tous deux extrêmes, ni tous deux

moyens dans une même proportion, on les appelle ho

mologues.

PROPOSITIONS.

I. Si deux triangles ou deux parallélogrammes ont un

angle égal , ou bien deux angles faisant ensemble deux

angles droits, les triangles ou les parallélogrammes se

ront en raison composée des rapports qu'il y aura entre'

les côtés de ces deux angles.

/-

i
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Supposons que dans les triangles ABC, ADE, on ait

l'angle BAC=DAE : je dis que le triangle ABC sera au

• , ,„„ , . . AB AC ,

tr1angle ADE, comme le produ1t -r-=- X "TRest a l'

Placez les deux triangles de façon que les angles BAC,

DAE, aient un même sommet A, et les côtés AB, AD,

en ligne doite; les autres côtés AC, AE, seront aussi

en ligne droite [1. 7]. Si l'on prend sur BD, prolon

gée à volonté, DF=AD, FG=DF, ainsi de suite, on

aura AG multiple quelconque d'AD. Prenons de même

AH multiple quelconque de BA , mais à condition que

AH ne soit pas = AG ; menons CI égale et parallèle

àDAouàDF,et joignons CH, CG,CF, CD, DI, IF:

les quadrilatères ACID, CDFI, seront des parallélo

grammes égaux, parce que chacun d'eux est le double

du triangle CDI [ 1. 15. corol. ] : mais on a aussi le paral

lélogramme ACID double du triangle ACD, et le paral

lélogramme CDFI double du triangle CDF [1. 15.

corol. ] ; donc triangle ACD=CDF. On trouvera de

même le triangle CDF=CFG, ainsi de suite; donc la

droite AG et le triangle ACG seront équimultiples de la

droite AD et du triangle ACD. On trouvera de la même

manière, que la droite AH et le triangle ACH sont

équimultiples d'AB et d'ABC : mais AH > AG lorsque

ACH > ACG, et AH < AG lorsque ACH< ACG; donc

le triangle ABC est à ACD, comme la droite AB est à

AD [3.6], On démontrera d'une manière semblable,

que le triangle ACD est à ADE, comme la droite AC est

àAE; donc le produit -p- X-rp sera le rapport du

triangle ABC au triangle ADE [4. 23],

 

___ ____
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Supposez maintenant que les angles BAC, LMN, des

triangles BAC, LMN, fassent ensemble deux angles

droits: prolongez MNducôtédeMen faisant MO=MN,

et tirez OL. Les angles LMN, LMO, pris ensemble, fe

ront deux angles droits [1. 6. corol.] : mais les angles

BAC, LMN, font aussi deuxangles droits [sup.], d'où

triangle ABC _ AB CA

l'angleLMO=BAC;donc tfiangteLM0~ MÔX LM

[dém.] : or, comme l'on a trouvé ACD=CDF, on peut

démontrer de même le triangle LMO=LMN, et on a

triangle ABC A B

aussi MN=MO [const.] ; donc uiangle LMN— MN X

AC

LM'

Soient maintenances parallélogrammes PQRX,STVZ,

dont les angles PQR, STV, sont égaux, ou égaux a deux

droits. Menant les diagonales PR, SV, on aura

triangle PQR £Q_v 05: rdém. 1 : mais chacundes pa-

ûiangleSTV-STXTVL

rallélogramn1es PQRX, STVZ, est le double de chacun

, paral. PQRX_PQV

des triangles PQR, STV ; donc paral. STVZ-SÏ X

9^. [3. 5. corol. et 4. 5].
TV L

Corol. Si les côtés de ces angles sont réc1proquement

proportionnels, c'est-à-dire, si un côté de l'un esta un

côté de l'autre, comme le second côté de celui-c1 est au

second côté de celui-là, les deux triangles et les deux

parallélogrammes seront égaux ; et si les tr1angles ou

les parallélogrammes sont égaux, les côtés des angles

égaux, ou égaux à deux droits, seront réciproquement

proportionnels.
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PQ QR . . . PQ ,. , .

Car, puisque-™ X?pw est le quotient de ^p- divisé

TV PO

par^, si l'on suppose PQ : ST : : TV :QR, on aura -^=

TV , PQ QR . triangle PQR

QR' etparconséquentgTXîv= i : mais u,iangleSTy

-||xH[= i ] } donc triangle PQR=STV [4- 8 ],

PQ

Si l'on suppose le triangle PQR = STV, on aura ^?p

QR PQ TV

Xj^=i [4- 5], et par conséquent g,p-=ôg- [4- 8];

doncPQ:STr:TV:QR.

II. D'un point donné hors d'une droite donnée de

position, mais infinie, baisser une perpendiculaire sur

cette droite.

Soit BC la droite, et A le point donné. Par un point

quelconque B de BC, élevez la perpendiculaire BD. Si

cette droite rencontre le point A, ce sera la perpendi

culaire demandée; s'il arrive le contraire, comme on le

suppose ici, joignez AB et faites l'angle BAC =l'angle

ABD. La droite AC, qui doit rencontrer BC, par exem

ple en C, sera parallèle à BD [i.8]; donc l'angle ACE

=CBD [i.9]: mais CBD est un angle droit [const, ]j

donc ACE le sera aussi, et par conséquent la droite AG

doit être perpendiculaire sur BC.

III. Deux triangles, ou deux parallélogrammes quel

conques, sont en raison composée de celles de leurs bases

et de leurs hauteurs.

Soient AB, CD, les bases des triangles ABE, CDE :

l'un des deux angles ABE, BAE, sera moindre qu'un

angle droit [ i. i2 ]. Supposons donc que BAE soit un
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angle aigu : du point E menons EG perpendiculaire à

AB, ou au prolongement d'AB; et depuis le point G,

sur le prolongement d'AB, prenons GH = AB, et ti-

__ triangle ABE AB /AE r ,.

rons EH: on aura—;—^—rwTi =-m X -tt?[5. 1]=tr1angle AEH AH AL L J

AB r , _, , . . triangle EGH GH

-ph^ [4. 6 ] : ma1s on a auss1 —:—^—.„„ = -pj= :AH *- * J tr1angle AEH AH'

donc triangle ABE = EGH. Menons FI perpendi

culaire sur CD ou sur son prolongement, et depuis

le point I, sur le prolongement de CD, prenons IL =

CD , et tirons FL ; on aura , comme ci - dessus , le

triangle CDF = FIL. Or, les angles EGH et FIL

, . , . .. triangle EGH GH „

étant dro1ts \ const. ] , on a —:— , _,,_- = -pjr- XL J' tr1angle FIL IL ~

EG . triangle ABE GH EG . __ -_

FÏ' dODC triangle CDF = LL X Fi ! ma,s GH=AB,

lTT __ r , , ABE ABx EG ,, , .,

et IL=CD [ const.] ; donc ^^ =^X pj- J d'où 1l

suit que les triangles ABE, CDF, sont en raison com

posee de celles de leurs bases AB, CD, et de leurs hau

teurs EG, FI [const. et 5. déf. 1 ].

On peut donc conclure , en raisonnant comme nous

l'avons fait dans la demonstration de la prop. I de ce

livre , que les parallélogrammes sont aussi en raison

composée de leurs bases et de celles de leurs hauteurs.

Corol. 1. Si les bases et les hauteurs sont réciproque

ment proportionnelles, les triangles et les parallélo

grammes seront egaux ; et s'ils sont égaux, les bases et

les hauteurs seront réciproquement proportionnelles.

2. Si les bases sont égales, les triangles et les parallé

logrammes seront entre eux comme leurs hauteurs ; et si

les hauteurs sont égales , ils seront comme leurs bases.

'
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IV. Lorsque deux triangles , ou deux parallélogram

mes , sont en raison composée des rapports qui existent

entre deux côtés de l'un et deux côtés de l'autre , les

deux angles compris par ces côtés seront égaux, ou vau

dront ensemble deux angles droits.

_ . triangle ABC AB BC . ,. , ,

So1t —;—° „,| =ttfX ï^: ie d1s que les angles

tr1angle DEF DE EF ' ' 8

ABC, DEF, seront égaux, ou feront ensemble deux an

gles droits ; car, supposant ABC, DEF, différents entre

eux, par exemple, l'angle ABC < DEF, on pourra faire

l'angle CBG=DEF, etBG=AB. Menant donc CG, AG,

et baissant des points A, G, sur BC , prolongée à volonté,

les perpendiculaires AH , GI, on aura AH parallèle

,rrr Q ,, , triangle CBG BG BC

aGI[,.8.corol.],ettria^le:DEF=5EXEf[5.1]:

»t, t,^ r -, j triangle CBG AB

ma1s on a AB = BG [const.] ; donc —= =-^3
L ' tr1angle Dr h Htu

BC . triangle ABC AB BC r ..
X EF ; et pu1sque g-Jfc pEF =m Xm [ sap. ] ,

on aura triangle ABC = CBG. Prenant donc BC pour

base de ces deux triangles, les perpendiculaires AH, GI,

en seront les hauteurs [ 5. déf. 1 ] , et par conséquent

égales [ 5. 3. corol.] : mais elles sont parallèles [ dém.] ;

donc AG parallèle à HI [ 1. 16] ou à BC. Les deux an

gles AGB, CBG, feront donc ensemble deux angles

droits [1.9] : mais BG = AB [const. ] donne l'angle

BAG= AGB [ 1 . 4 ] ; donc BAG + CBG vaudront aussi

deux angles droits. Mais de ce que AG est parallèle

à BC [dém.], on déduit l'angle ABC=BAG [ 1.o];

donc ABC + CBG feront aussi deux angles droits; et

puisque l'angle DEF=CBG [const. ] , on aura de même

ABC + DEF égaux à deux droits.

 

te.~
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V. Deux triangles équiangles sont semblables.

Soient dans les triangles ABC et DEF l'angle ABC==

-rvctTt .1* t */^r. TM-.T- triangle ABC

DEF, et l'angle ACB=DFE: on aura — , -.-^ =
' ° ' tr1angle DEF

AB BC triangle ABC _ AC BC AB
DE X EF et triangle DEF ~ DF X EF ; DE X

BC AC , BC , . ,. . BC AB

ËF=DF X ËF >' ou b1en > en d,v1sanl Par EF> DE =

AC
•=tf;; ce qui donne AB : DE:: AC : DF. On trouvera de

même AC:DF::BC:EF, et BC:EF::AB:DE.

Corol. De là on conclura facilement que deux trian

gles équiangles, places sur des côtés homologues égaux,

sont équilatères aussi.

VI. Deux triangles sont semblables, lorsque leurs côtés

sont proportionnels.

Soit dans les triangles ABC et DEF, AB : AC:: DE :DF,

et AC:BC::DF:EF. Si l'on fait les angles ACG=DFE,

et CAG=EDF, on aura les triangles ACG, DEF, équian

gles [ 1. 12], et AG:AC::DE:DF; mais AB:AC::DE:

DF [sup.]; donc AG:AC :: AB : AC, et par consé

quent AG=AB [ 3. 3. corol.]. On trouvera de même

CG = BC; et puisque AG=AB, et AC commun, si

l'angle CAG n'étoit pas = BAC , on n'auroit pas non

plusCG=BC [1. 14] ; donc l'angle CAG= BAC : mais

EDF= CAG [ const. ] ; donc l'angle BAC = EDF. On

trouvera de même l'angle ACB=DFE, et par consé

quent l'angle ABC = DEF [ 1 . 12]; donc les triangles

ABC, DEF, sont semblables [5. déf. 2].

Corol. 1. Les triangles équilatères sont équiangles.

2. Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont deux

angles égaux, chacun à chacun.

/

/"
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VII. Les triangles qui ont un angle égal compris

entre des côtés proportionnels sont semblables.

Soient dans les triangles ABC, DEF, l'angle BAC=

EDF, et les côtés proportionnels AB :AC :: DE :DF. Fai

sant l'angle CAG= BAC [= EDF] , et l'angle ACG=

DFE, on aura AG:AC::DE:DF [5. 6. corol. ] : mais

AB:AC::DE:DF[sup.];donc AG:AC:: AB:AC, etpar

conséquent AG=AB: mais l'angle BAC=CAG [const.],

et le côté AC commun, donnent l'angle ACB=ACG

[ 1. 3] , et on a aussi DFE= ACG [ const.] ; donc l'an

gle ACB=DFE, et par conséquent les triangles ABC,

DEF, sont semblables [ 5. 6. corol. ] .

VIII. Si deux triangles ont un angle égal, et si les

côtés du second angle de l'un sont proportionnels aux

côtés du second angle de l'autre, je dis que le troi

sième angle de l'un des triangles sera égal au troisième

angle de l'autre ; ou que , si ces deux angles ne sont pas

égaux, ils feront ensemble deux angles droits.

Soit dans les triangles ABC, DEF, l'angle ABC=

DEF, et AB : DE :: AC : DF. On aura ^j*"6?6^ =

tr1angle DEr

AB ~ Bc r k n . • AB AC n ,

51 X gp [ 5. 1 ] ; et pu1sque 5^=5^ [ sup.]; donc

triangle ABC AC w BC -, , „ . , .

triangle DEF = DF X ÊF' d ou û sult îne les aDSles

ACB, DFE, sont égaux entre eux, ou égaux à deux

droits [5. 41-

IX. Si les côtés d'un angle rectiligne rencontrent la

circonférence d'un cercle en quatre points, je dis que

les segments de ces côtés, interceptés entre le sommet

de l'angle et les quatre points de la circonférence, se

ront réciproquement proportionnels.

.
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Soit ABC un angle rectiligne dont les côtés rencon

trent la circonfe'rence ACDE aux points A, C, D, E.

Menant les droites AD, CE, on formera les triangles

BAD, BCE, dont l'angle DAE=DCE [2. 4. corol.], et

l'angle ABD=CBE, et par conséquent BA:BD::BC:BE

[5.6. corol.].

X. Si l'un des côtés d'un angle rectiligne rencontre la

circonférence d'un cercle en deux points, tandis que

l'autre ne la rencontre qu'en un seul; et si ce second

côté est moyen proportionnel entre les segments du pre

mier, interceptés entre la circonférence et le sommet de

l'angle, je dis que le second côté sera tangent au cercle;

et que s'il est tangent au cercle, il sera moyen propor

tionnel entre les deux segments du premier.

Soit ADB l'angle dont les côtés rencontrent la circon

férence dans les trois points A, B, C, et supposons DA

:DB::DB:DC. Tirant les droites AB, BC, on aura les

deux triangles semblables DAB, DBC [5. 7 ] , qui don

nent l'angle CBD= BAC ; donc le côté DB touchera le

cercle en B [2. 6]. Supposons maintenant que BD touche

le cercle en B; on aura l'angle BAC = CBD [ 2. 6] :

mais l'angle BDC est commun; donc DA:DB ::DB:DC

[5. 6. corol.].

XI. Trouver une quatrième proportionnelle à trois

droites données.

Soient B, C, A, ces droites. Sur les côtés d'un angle

quelconque HDE moindre que deux angles droits, on

prendra DE=A , DF= B , et DG= C ; menant FG et

ensuite EH parallèle à FG, on aura l'angle DFG=DHE,

et l'angle DGF=DEH [ 1 . 9 ] , et par conséquent DH :

DE::DF:DG [5. 6. corol.], c'est-à-dire, DH:A::B:C.

/
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XIL Trouver une moyenne proportionnelle entre

deux droites données, et inegales.

Soient A , B , ces deux lignes.

Sur une droite quelconque CD coupez CE= A, et

ED=B ; divisez CD également en F, et du centre F arec

le rayon CF décrivez le cercle CGH; par le point E

menez la corde EG perpendiculaire sur CD : EG sera

moyenne proportionnelle entre A et B.

Prolongez GE jusqu'au point H de la circonférence.

Le diamètre CD coupe GH perpendiculairement en E

[const. ] ; donc EG= EH [2. 2 ] : mais on a CE:EG::

EH:ED [5. g] ; donc CE:EG::EG:ED.

XIII. Avec un côté et l'angle adjacent donnés,

construire un triangle qui soit égal à un polygone pro

posé.

Soient donnés le polygone DEFGHIL, le côté AB, et

l'angle adjacent BAC. Menant DFet puis EM parallèle à

DF; prolongeant GF jusqu'au point M de la droite EM,

et tirant DM, on aura les triangles DEF, DFM , ayant la

même base DF, et étant placés entre les mêmes paral

lèles DF, EM; d'où, il est facile de conclure qu'ils doi

vent avoir des hauteurs égales, et être par conséquent

égaux [ 5. 2. corol. ] ; donc le polygone DEFGHIL pro

posé sera égal au polygone DMGHIL, qui a un côté de

moins. On trouvera, de la même manière, un autre po

lygone ayant un côté de moins , et égal au proposé ; et

continuant à opérer de même , on parviendra à an

triangle DLN égal au polygone DEFGHIL. Suppo

sons d'abord que l'angle BAC donné diffère de chacun

des angles DLN, LDN : faisant l'angle LDO = BAC,

menant NO parallèle à DL , et tirant LO 7 on aura
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le triangle DLO=DLN= DEFGHIL. Sur AC couper

AP qui soit à DO comme DL est à AB , et tirez BP ; tous

aurez le triangle ABP = DLO = DEFGHIL.

Si quelqu'un des angles DLN, LDN, étoit égal à BAC,

la construction du triangle DLO seroit superflue.

XIV. Construire un polygone semblable à un poly

gone proposé, et qui soit a un autre polygone proposé

dans le rapport de deux droites données.

Il s'agit de construire un polygone semblable: à

ABCDE, et qui soit au polygone F comme la droite G

est à la droite H. Sur le côté AB , et avec l'angle ABC ,

faites le triangle ABI = ABCDE ; prolongez AB vers L,

et sur le côté BI avec l'angle IBL faites le triangle BIL

= F; trouvez la droite M:BL::G:H, et NO moyenne

proportionnelle entre AB et M. Menez les droites AC,

AD , et construisez le triangle NOP avec l'angle NOP=

ABC, et l'angle ONP=BAC ; l'angle NPO sera= ACB.

Faites le triangle NPQ avec l'angle NPQ = -A CD, et

l'angle PNQ= CAD; vous aurez l'angle OPQ=BCD,

et l'angle NQP = ADC. Construisez le triangle NQR

avec l'angle NQR=ADE, et l'angle QNR=DAE; l'an

gle PQR sera= CDE, l'angle NRQ=AED, et l'angle

ONR=BAE; donc les polygones NOPQR, ABCDE,

seront équiangles entre eux. Il suit de cette construc

tion, que le triangle NOP est semblable à ABC, le

triangle NPQ semblable à ACD, et le triangle NQR sem

blable à ADE, et que par conséquent NO :OP :: AB :BC :

mais ou a aussi OP:PN::BC:AC, et NP:PQ::AC:CD;

donc OP:PQ::BC:CD[3. 1o]. On trouvera, de la même

manière , PQ:QR::CD:DE : mais on a aussi QR:RN::

DE:EA; doncNO:NR::AB:AE [3. 1o]. On aura donc

'
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NOPQR semblable à ABCDIi. Puisque les angles ONP,

BAr , . triangle NOP NP _, NO
BAC, sont egaux, on aura ^^ ^=^ Xg

[5. 1 ] : mais les triangles semblables donnent NP:AC"

Kn .„ , triangle NOP NP „ NP _
NO:AB; donc—. 5,—^=TFX -^ . On trourera

tr1angle ABC AC AC

, , triangle NPQ NP NP , . . ,
de même . °-|——^ = —;X i-= ; donc le tr1angle

tr1angle ACD AC AC °

NOP sera au triangle ABC comme le triangle NPQ esta

ACD. On prouvera de la même manière que le triangle

NPQ est au triangle ACD comme le triangle NQR est à

ADE ; donc le polygone NOPQR est à ABCDE comme

1 • t »T/xn • l ..^ -t <-, . triangle NOP

le tr1angle NOP est a A BC r 3. 5 1 : ma1s on a———.—t5p
8 L J tr1angle ABC

= T^ XT7r[dém. ], et NP:AC::NO:AB [dém.];

, triangle NOP NO NO .
donc 7_-— 1—TS7^ = Tï- X Tirt et par consequent

tr1angle ABC AB AB ' r a

polygone NOPQR _ NO NO M

polygone ABCDE — ÂB X ÂB ' et Pu,sïae AB

m x je [4- 23] i et M:NO::N°:AB c ^nst- 1' ou

M NO NO

aura-^=-^ X jg-; donc NOPQR:ABCDE::M:AB;

. „ polygone ABCD triangle ABI . , t
ma1s 1l est r—^ =— =——b, DTT [ const. j

polygone F tr1angle BIL L

AB
— gj- [5. 3. corol.], et par conséquent ABCD:F::AB

:BL ; donc NOPQR : F :: M : BL [3. 1o ] : mais on a

M:BL::G:H [ const. ]; donc NOPQR, semblable à

ABCDE, est à F comme G est à H»
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Corol. 1. Les polygones semblables et construits sur

des côtes homologues sont en raison doublée de ces mê

mes côtés.

2. Et comme les carrés de ces côtés seroient aussi des

rectilignes semblables , construits sur des côtés homolo

gues, et par conséquent en raison doublée de ces côtés,

il s'ensuit que les rectilignes semblables sont entre eux

comme les carrés de leurs côtés homologues.

XV. Si les côtés d'un triangle rectangle, c'est-à-dire,

d'un triangle qui a un angle droit, sont des côtés ho

mologues de trois polygones semblables, je dis que le

polygone construit sur le côté opposé à. l'angle droit

sera égal à la somme des deux autres polygones.

Soit ABC un triangle rectangle en A , et supposons

AB, AC, BC, côtés homologues des polygones sembla

bles D,E, F. L'angle BAC étant droit, on aura l'angle

ACB<BAC [1. 12]; on pourra donc faire l'angle BAG

=ACB. Les triangles ABG, ABC, ayant l'angle ABG

commun, et l'angle BAG=ACB [const. ] , seront sem

blables [5. 6. corol.], et par conséquent l'angle AGB

sera droit, ainsi que l'angle AGC. Les triangles ABC,

AGC, ayant le môme angle ACG, et l'angle BAC.=

»^.„ .111 t triangle ABG

AGC, seront auss1 semblables : on aura donc—- j—xvn

' ' tr1angle ABC

AB ABr„ , . ., . E AB /B .

= BCXBC ^ l4. Corol-]: ma,sD=5C X BC [5- l4'

corol.] ; donc E sera à D comme le triangle ABG au trian

gle ABC. On aura de même F à D comme le triangle

ACGautriangleABC;doncE+F:D::ABG+ACG:ABC

[3. 11]: mais ABG+ACG=ABC; doncE+F=D.
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LIVRE VI.

DÉFINITIONS.

I. Ure droite est perpendiculaire à un plan, lors

qu'elle le rencontre perpendiculairement à toutes les

droites menées dans le plan , et par le point commun au

plan et à la ligne droite.

II. Les plans qui ne sauroientse rencontrer, quelque

prolongés qu'on les suppose, s'appellent parallèles.

III. Le polyèdre est un corps qui n'est terminé que

par des polygones.

IV. Si deux de ces polygones sont semblables et pa

rallèles , tandis que tous les autres sont des parallélo

grammes, le polyèdre se nomme prisme; les deux po

lygones semblables en sont les bases, et la perpendicu

laire tirée de l'une des bases sur l'autre, s'appelle hau

teur du prisme.

V. Le prisme prend le nom de parallélipipède , lors

que les bases sont aussi des parallélogrammes.

VI. On le nomme parallélipipède rectangle, lorsqu'il

est terminé par des parallélogrammes rectangles.

VII. Et cube, lorsque les rectangles sont des carres.

PROPOSITIONS.

I. Les côtés d'un angle rectiligne quelconque sont

tous deux dans un même plan.

Car ABC étant un angle rectiligne quelconque , on
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pourra placer à la fois sur le même plan , le sommet B,

un point quelconque du côté AB , et un autre de BC , et

par conséquent les droites AB, CB, se trouveront toutes

deux sur le même plan [1. déf. 5].

II. Toute droite qui tombe à angles droits sur le point

d'intersection de deux droites qui s'y croisent, est per

pendiculaire au plan de ces deux droites.

Soient ABC, ABD, des angles droits: AB sera hors du

plan de CBD; car autrement il y auroit des angles droits

différents entre eux, ce qui est impossible. Sur CB et BD

prolongées à volonté, prenez les parties égales BC, BD,

BE, BF; par le point B dans le plan CBD tirez une

droite quelconque GH, et ensuite CD, EF. Ces droites

seront situées dans le même plan CBD [1. déf. 5], et

rencontreront GH, ou son prolongement dans deux;

points G, H. D'un point quelconque A de la droite AB

tirez AC, AD, AE, AF, AG, AH: on aura dans les

triangles BCD, BEF, les côtés BC=BF, BD=BE

[const.], et l'angle CBD=EBF [ 1. 7] ; donc CD=EF,

et l'angle BCG—BFH [1. 5]. Or, les triangles BCG,

BFH, ont l'angle CBG=FBH, et l'angle BCG=BFH

[dém.] ; donc ils sont équiangles [1. 12] : mais le côté

BC est égal à son homologue BF [const.]; donc CG=3

FH, et BG=BH [5. 5. corol.]. On a aussi dans les trian

gles BAC et BAF les côtés BC=BF [const. ] , BA com

mun, et l'angle ABC=ABF [sup. ] ; donc AC=AF

[1. 3]. On trouveroit de même AD=AE : mais CD=

EF [dém.] donne l'angle ACG=AFH [5. 6. corol.],

et on a encore AC=AF et CG=FH [dém. ] ; donc AG

=AH [1. 3] : mais on a aussi BG=BH [dém.], et BA

«ommun; donc l'angle ABG=ABU [5. 6. corol.] , d'où, il

,"
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s'ensuit que ces deux angles sont droits [1. 6. corol.] ;

donc AB rencontre perpendiculairement le plan CBD;

car elle y fait des angles droits avec une droite quelcon

que GBH menée par le point commun B [6. déf. î ].

Corol. Deux droites, qui ne sont pas en ligne droite,

ne sauroient être perpendiculaires à une troisième dans

un plan.

III. Trois droites perpendiculaires à une quatrième

dans un point, sont nécessairement situées dans un plan.

Soient ABC, ABD, ABE, des angles droits: AB doit

être hors du plan DBE [6. 2. corol.]. Supposons , s'il est

possible, que BC soit aussi hors de ce plan. Si du centre

B avec un rayon quelconque on décrit un cercle dans le

plan CBA , la circonférence de ce cercle rencontrera le

plan BDE dans un point quelconque F. Menez BF qui

devra se trouver dans le plan ABFC et dans celui de

BDE [1. déf. 5]. Puisque ABD et ABE sont des an

gles droits, AB sera perpendiculaire au plan BDE [6. 2],

et par conséquent ABF sera un angle droit [6. déf. 1 ] ;

c'est-à-dire, que AB fera des angles droits dans un

même plan avec BC [sup. ], et avec BF [dém. ] : mais

cela est impossible, parce que BC et BF ne sont pas en

ligne droite [6. i. corol.] ; donc BC est dans le plan DBE.

IV. Si une droite est perpendiculaire à un plan, toute

droite parallèle à celle-ci sera perpendiculaire au même

plan.

Soient B, D, les deux points où les parallèles AB, CD,

rencontrent un plan quelconque, et supposons AB per

pendiculaire à ce plan : je dis que CD le sera aussi.

Tirez BD, qui devra se trouver dans ce même plan, et

menez-y DE perpendiculaire à BD, et égale à BA; joi
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gnez AD, AE, BE. Puisque AB est perpendiculaire an

plan BDE [sup.], les angles ABD, ABE, seront droits

[G. déf. 1]: mais BDE est droit aussi [const. ]; donc

BDE=ABD. Et puisqu'on a le côte BA=DE [const.]

et BD commun ; donc AD=BE [1. 3]. Or, AD=BE,

DE=AB, et AE commun, donnent l'angle ADE=

ABE [5. 6. corol.] , et on a ABE droit [dém.] ; donc ADE

sera aussi un angle droit: mais les droites AD, BD,

sont dans le plan des parallèles AB, CD, parce qu'elles

y ont deux points communs [ 1. déf. 5] ; donc la droite

DE étant perpendiculaire à BD et à AD [const. et

dém. ] , sera perpendiculaire au plan des parallèles AB ,

CD [6. 2], et par conséquent CDE sera un angle droit

[6. déf. 1 ]; mais AB, CD, sont deux droites parallèles

[sup.], et ABD est un angle droit [dém.]; donc BDG

sera aussi un angle droit [1. 9], et par conséquent CD

sera aussi perpendiculaire sur le plan BDE [6. 2].

V. Les côtés d'un angle rectiligne moindre que deux

angles droits ne sauroient être perpendiculaires à un

même plan.

Soient B , C, deux points communs à un plan quelcon

que et aux côtés AB, AC, de l'angle rectiligne BAC plus

petit que deux droits. La ligne droite qui joindra les

points B, C, doit se trouver dans le même plan [ 1. déf.

5]. Soit BC cette droite. L'un des angles ABC et ACD

ne sera point droit [1. 12]; donc les côtés AB, AC, ne

seront pas tous deux perpendiculaires au même plan.

Soient EDF plus petit que deux angles droits, et le

sommet D le seul point où les côtés ED, DF, rencon

trent un plan quelconque. Du centre D avec un rayon,

quelconque, décrivez un cercle dans le plan de l'angle
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EDF : ce cercle rencontrera le plan en un point G.

Tirez DG; quelqu'un des angles GDE, GDF, ne sera

point droit, et par conséquent les côtés DE, DF, ne

seront pas tous deux perpendiculaires au même plan.

Corol. Ils ne le seront pas non plus à une même droite.

VI. Les droites perpendiculaires à un même plan

sont parallèles entre elles.

Soient AB, CD, deux perpendiculaires à un même

plan, et B, D, les points où elles le rencontrent. Que

l'on répète ici la construction qui a servi à la démonstra

tion de la prop. IV de ce liv. VI , et on trouvera de suite

que ADE est droit: mais les deux angles CDE, BDE,

6ont droits [sup. et const. ] ; donc BD, AD et CD, sont

dans le même plan [6. 5]. Or, AB doit s'y trouver aussi,

parce que cette droite le rencontre dans deux points

[1 . déf. 5 ] ; donc AB, BD et CD, seront sur le même plan :

mais les angles ABD, BDC, sont droits, parce que AB et

CD sont perpendiculaires au plan de BDE [6. déf. 1 et

sup.] ; donc AB, CD, sont parallèles entre elles [ 1. 8].

VII. D'un point donné conduire une perpendicula1re

sur un plan donné.

Que le point A soit d'abord situé hors de ce plan. Me

nez-y une droite quelconque BC, et sur cette droite bais

sez du point A la perpendiculaire AC ; au point C , et sur

le plan donné, levez CD perpendiculaire à BC ; la droite

BC sera perpendiculaire au plan ACD. Maintenant s1

du point A on conduit AD perpendiculaire sur CD, je

dis que AD sera perpendiculaire au plan donné BCD;

car, menant DE parallèle à BC, la droite DE sera aussi

perpendiculaire au plan ACD [6. 4 ] , et par conséquent

l'angle EDA sera droit [6. déf. 1 ] : mais ADC est droit
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[const. ] ; donc AD est perpendiculaire au plan donné

BCD [6. 2].

La construction précédente seroit superflue, si la

droite AC tomboit d'abord perpendiculairement sur le

plan donné.

Supposons maintenant que le point F soit situé sur le

plan donné. D'un point quelconque G, pris hors de ce

plan , baissez GH perpendiculaire sur le même plan.

Si GH ne passe pas par le point F, menez FI parallèle

à GH : la droite FI sera la perpendiculaire demandée.

VIII. Deux parallèles à une même droite sont pa

rallèles entre elles.

Soient AB et CD parallèles à EF. D'un point quel

conque F de la droite EF, élevez FG perpendiculaire au

plan ABFE, et FH perpendiculaire au plan EFG: les

angles EFG,EFH, seront droits [6. déf. 1], et par con*

séquent EF sera perpendiculaire au plan GFH [6. 1 ];

donc AB, CD, seront perpendiculaires au plan GFH

[6. 4] > et en conséquence parallèles entre elles [6. 6].

Corol. Lorsqu'une droite est située et prolongée à vo

lonté dans le plan de deux droites parallèles, si elle en

coupe la première, elle coupera aussi la seconde ; car

autrement elle seroit parallèle à celle-ci [ 1 . déf. 11],

et par conséquent parallèle à la première [6. 8] , tout en

la rencontrant [sup.] ; ce qui seroit absurde [1. déf. 1 1].

IX. Les plans perpendiculaires à une même droite

sont parallèles entre eux.

Soient A, B, les deux points où la droite AB ren

contre perpendiculairement deux plans quelconques: je

dis que ces deux plans sont parallèles ; car autrement

ils pourront se rencontrer , par exemple en C : ou
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pourra donc joindre AC dans l'un, et BC dans l'autre

plan [ 1 . déf. 5 ] , et par conséquent les angles ABC et

BAC d'un mrrac triangle ABC seront droits [6. déf. 1]:

mais cela est impossible [1. 12]; donc les deux plans

ne sauroient se rencontrer, et par conséquent sont pa

rallèles.

X. Si deux plans sont parallèles, la même droite

qui est perpendiculaire à l'un sera perpendiculaire à

l'autre.

Que la droite AB rencontre perpendiculairement en

B un plan quelconque, et en A un second plan paral

lèle au premier: je dis que la droite AB rencontrera

perpendiculairement aussi le second plan; car, sans

cela, on pourra mener sur celui-ci une droite AC qui

fasse avec AB l'angle CAB plus petit qu'un angle droit

[6. déf. 1]. Cela posé, du centre B avec un rayon quel

conque décrivez un cercle dans le plan de BAC, dont

la circonférence rencontrera , par exemple en D , le pre

mier plan. Si l'on tire BD, l'angle ABD sera droit

[sup. et 6. déf. 1 ] : mais BAC est aigu; donc les deux

droites AC, BD, pourront se rencontrer, par exemple

en C, et par conséquent les deux plans s'y rencontre

ront aussi [1. déf. 5]: mais cela est impossible , puis

qu'ils sont parallèles entre eux par supposition [6. déf.

2] ; donc AB est perpendiculaire à l'un et à l'autre plan.

Corol. 1. Si deux droites sont parallèles , toute

droite perpendiculaire à l'une sera perpendiculaire à

l'autre.

2. Les deux côtés d'un angle plus petit que deux droits

ne sauroient être perpendiculaires à deux plans paral

lèles entre eux.

".
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3. ïlsneleserontpas non plus à deux dro1tes parallèles.

XI. Les angles qui ont les côtés parallèles, et l'ou

verture placée dans le même sens, sont égaux et situés

dans le même plan , ou dans des plans parallèles

entre eux.

Soient AB parallèle à CD , et AE parallèle à CF. On

prendra AB=CD et AE=CF, mais à condition que

les trois points E, B, D, ne soient pas en ligne droite,

lorsque les deux angles seront dans le même plan; on

tirera BE, DF, AC, BD, FE. Puisque AB et CD, AE

et CF , sont égales et parallèles [const. et sup. ] , on aura

BD et AC, AC etEF, égales et parallèles [1. 16] ; donc

BD et EF seront égales et parallèles [6. 7 ] , et par con

séquent BE=DF [1. 16]; donc l'angle BAE=DCF

[5. 6. corol. ].

Soient les deux angles HGM, LIN, placés dans diffé

rents plans, et supposons le côté GH parallèle à IL, et

GM parallèle à IN. Si l'on mène GO perpendiculaire

au plan LIN en O, et OP parallèle à IL, la droite OP

sera parallèle à GH [6. 8] : mais l'angle GOP est droit,

parce que GO est perpendiculaire au plan où se trouve

située la droite OP; donc OGH sera aussi un angle

droit [1.9]. On prouvera de même que l'angle OGM

est droit; donc GO sera aussi perpendiculaire au plan

HGM [6. 2], et par conséquent les plans HGM et LIN

seront parallèles entre eux [6. 9].

Corol. Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont

les trois côtés parallèles chacun à chacun; ou aussi,

lorsque deux côtés de l'un sont parallèles et proportion

nels à deux côtés de l'autre, pourvu que leurs ouver

tures soient placées dans le même sens.

/



gO PRINCIPES MATHEMATIQUES,"

XII. Deux droites parallèles interceptées entre des

plans parallèles sont égales.

Soient AB, CD, deux droites parallèles interceptees

entre deux plans parallèles qu'elles rencontrent aux

points A, C, et aux points B, D. Menez AC dans l'un,

et BD dans l'autre plan [ 1. déf. 5]. Les deux droites

AC, DB, seront dans un même plan, c'est-à-dire, dans

le plan des parallèles AB , CD [ 1 . déf. 5 ] : mais elles

ne sauroient se rencontrer [6. déf. 2] ; donc AC, BD,

sont parallèles [1. déf. 5], et par conséquent égales,

parce que ABCD est un parallélogramme [ 1. 15].

XIII. Tant de droites qu'on voudra, rencontrées par

des plans parallèles , sont coupées proportionnellement.

Supposons que trois plans parallèles rencontrent deux

droites AB, CD, aux points A, E, B, C, F, D : celui

du milieu coupera dans quelque point G la droite BC,

qui joindra les points B, C. Tirons CA, EG; ces deux

droites seront dans le plan ABC : mais à quelque dis

tance qu'on les prolonge, elles ne sauroient se rencon

trer comme situées dans des plans parallèles; donc CA

et EG étant parallèles [ 1 . déf. 19], on aura l'angle

BAC=BEG, et l'angle BCA=BGE [1. g]; donc AB:

BE::BC:BG [5. 6.corol.], et par conséquent AE:BE::

CG:BG [3.4]. On trouvera de même DF:CF::BG:CG,

et CF:DF::CG:BG; donc AE:BE::CF:DF.

XIV. Compléter un prisme sur une base donnée, et

avec un côté donné.

Soit ABCDEF la base , et AG le côté. Par les sommets

B, C, D, E, F, menez BH, CI, DL, EM, FN, égales

et parallèles à AG, et joignez GH, HI, IL, LM, MN,

NG. Les figures ABHG, BCIH, CDLI, DEML,EFNM,
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FAGN, étant des parallélogrammes [ 1. 16 ], il reste

à démontrer que le polygone GHIMN est semblable

et parallèle à ABCDEF [6. déf. 4]. Tirez AC , AD,

AE, GI, GL, GM. Les droites AG, CI, étant égales et

parallèles [ const. ], GI et AC seront aussi égales et pa

rallèles [1.16] : mais GH est parallèle à AB [dém. ];

donc les plans HGI et ABCDEF sont parallèles [6. 1 1 ].

On démontrera de même que le plan IGL est parallèle

au même plan ABCDEF ; donc la droite qui du point G

tombe perpendiculairement sur ABCDEF, sera perpen

diculaire aux plans HGI et IGL [6. 1o ], et aux droites

GH, GI, GL [6. déf. 1]; donc toutes ces droites sont

dans un même plan [6. 3]. On démontrera de même

que GM est sur le plan HGL, et GN sur le plan HGM ;

donc GHILMN est un polygone parallèle à ABCDEF

[6. 1o ]. De ce que GH est parallèle à AB, et HI paral

lèle à BC [ dém. ] , il s'ensuit que l'angle GHI sera =

ABC [6. 11], On démontrera de même que les angles

ILM=CDE, HIL=BCD,LMN=DEF, MNG=EFA,

NGH=FAB : mais on a GH=AB, et HI=BC [dém.] ;

donc GH:AB::HI:BC, et pareillement HI:BC::IL:CD;

IL:CD::LM:DE;LM:DE::MN:EF;MN:EF::NG:FA,

etNG:FA::GH:AB; donc les polygones GHILMN et

ABCDEF sont semblables [ 5. déf. 3].

XV. Les deux bases d'un prisme quelconque sont

égales entre elles.

Cette proposition est facile à démontrer.

XVI. Les prismes sont en raison composée des rap

ports de leurs bases et de ceux de leurs hauteurs.

Soient ABCD et EFGHIL deux prismes triangulaires.

Achevez les parallélogrammes FM et LN, et tirez la
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EFGMimL ;

olongée à vo-

droite M]V. On demontrera sans peine que

est un parallëlipipède. Sur la droite HE prol

lonté prenez OlJ = EH; et prolongeant de même LF,

IG, TIM, menez OQ, PR , perpendiculaires sur LR;

QS, RT, perpendiculaires sur IT; SV. TX, perpendi

culaires sur NX, et joignez OS, OV, PT, PX. Le corps

OQSVXPRT sera un parallélipipède , dont les côtés

OP, QR, ST, VX, rencontrent perpendiculairement les

buses Q V, RX ; ce qui est facile à démontrer. Cela posé,

transportez le corps HILOQS dans le lieu que EFGRPT

occupe, mais de telle manière que les points O , Q, S,

tombent sur les points P, R, T [ce qui est permis, QX

ëtaut un parallélipipède, et par conséquent OQ=PR,

QS = RT, et l'angle OQS= PRT]. On doit donc con

clure que la droite HO perpendiculaire au plan OQS,

[dém. ] , et EP perpendiculaire au plan PRT [ dém. ],

ne font qu'une seule et même droite [6. 5] : mais on a

HE=OP, et par conséquent HO= EP ; donc le point

H tombera sur le point E. On démontrera de même que

I tombe sur G, et L sur F. Or, en raisonnant comme

dans la démonstration de la prop. III du liv. I, on voit

que les faces du corps HILOQS doivent coïncider avec

celles du lieu occupé par EFGRPT; donc HILOQS=

EFGRPT. On démontrera de même, en ajustant le

triangle PRT sur le triangle PXT, que le prisme OSR

= OSX. Et puisque HILOQS est= EFGRPT, si Yipn.

en retranche la partie commune OSF, on aura le prisme

EGL= OSR; et, en raisonnant de même, le prisme

EGN= OSX: mais le prisme OSR est = OSX [dém.];

donc le prisme EGL=EGN, et par conséquent le pa

rallélipipède LM sera le double du prisme EGL ; on aura

^x
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aussi la hase FM du parallélipipède, double de la base

EFG du prisme; et le parallelipipède LM=QX. Pro

longeant les droites GF, IL, -KIT, ME, et construisant

de même le parallélipipède ZY= LM, de sorte que les

faces Za, 6Y, soient perpendiculaires aux prolongements

de ces droites, on demontrera facilement que les bases

FM, €f, sont égales. Prolongeant les cotés Zy, €S, sY,

Ç2, et construisant de même le parallélipipède r,9 = ZY,

dont les faces r,1,9x, soient perpendiculaires aux prolon

gements de ces côtés, on aura ZY double du prisme EGL,

et la base 7$. ==67, et par conséquent y)X double de la

base EFG du prisme EGL. On démontrera avec la même

facilité, que le parallélipipède v,9 est rectangle. La hau

teur du parallélipipède 7)0, et celle du prisme EGL, sont

perpendiculaires au plan EëX, et par conséquent paral

lèles [G. 6] : mais elles se trouvent interceptées entre des

plans parallèles ECX, Ns9 ; donc elles sont égales. Cons

truisez de même le parallélipipède rectangle x\1 double

du prisme BCD, ayantla même hauteur, et une base v£

double de la base ABC , et placez-le de manière que les

bases t,X , v%, soient dans un même plan ; que les som

mets des angles r,xX, vx£, tombent sur le même point x,

et que les côtés r,x , xv, soient en ligne droite : les côtés

xX, xi;, seront aussi en ligne droite [1.7], aussi bien

que les côtés ox, x- [6. 5], par cela même qu'ils tom

bent perpendiculairement sur le plan EêX [6. 2 ]. Pro

longeant les droites Zv, Ç-, e9, &k, coupez un nombre

quelconque de parties vf, fa, égales à xv ; prenez xt

multiple quelconque de r,x plus grand ou plus petit que

*t, et achevez les parallélipipèdes t9, 9v, vu, \)<t, xf.

On démontrera facilement que les parallélipipèdes 0v,

V», us, sont égaux, et que par conséquent le paralléli
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pidè Giî est aussi multiple de 9v, que la droite x« l'est

de xv; et que le parallélipipède x9 est aussi multiple de

7)9 , que la droite tx l'est de 7)x : mais le parallélipipède

19 ne saurait être plus grand ni plus petit que le paral

lélipipède 9s, que lorsque la droite tx sera plus grande

ou plus petite que la droite xs ; donc le parallélipipède

7)9 est au parallélipipède 9v , comme la droite tix est â la

droite xv. On démontrera de même que le parallélipi

pède xf est à x|j. comme la droite x« est à xo : mais les

bases 7)X, Xv, sont entre elles comme les droites tjx, x*

[5. 2. corol. ] ; donc les parallélipipèdes 7)9, 9v, seront

entre eux comme leurs bases i\\ , vX. On démontrera de

même que les parallélipipèdes 9v, *ç1 , sont entre eus

comme les bases Xv, vï, et par conséquent que les pa

rallélipipèdes 7)9, xf, sontaussî entre eux comme les bases

7)X, v£[3. io] : mais les parallélipipèdes x^,x|i, sontentre

eux comme x« et xo [dém. ]; donc le rapport du paral

lélipipède 7)9 à X|i sera composé du rapport de r,X à vÇ,

et de celui de wx à xo [4. 23]. Or , le parallélipipède i)8

est le double du prisme EGL [ dém. ] ; le parallélipipède

xji, double du prisme BCD [const. ] ; la base tjX, double

de la base EGF [dém.]; la base v£, double de la baseABC

[const.]; et la droite xrc , hauteur du parallélipipède i)9

[const. et 6. déf. 3], est égale à la hauteur du prisme

EGL [dém.]; et on a de même xo égale à la hauteur

du prisme BCD; donc le prisme EGL est au prisme

BCD en raison composée des rapports de leurs bases

EGF, ABF, et de leurs hauteurs X7t, xo [3. 5. corol.].

Soient les prismes ABCDEFGHIL et MNOPQRSTV

XZY. Joignez AC, AD, FH, FI, MO, VZ: on démon

trera que ABCFGH , ACDFHI, ADEFIL et MNOVXZ,

sont des prismes triangulaires. Désignant par « la per
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pendiculaire baissée da point A sur le plan de la base

FGHIL, et par ë, la perpendiculaire baissée du point

M sur le plan de la base STVXZY, on aura —: ïtsf^
r ' prisme MNZ

base FGH a. , , , , , ., ' prisme CDF

= r ^.„„X-y|dem. et 4. def. 7 J; *-î ïtj«7==
base VXZ 6 L * ' prisme MNZ

base FIH a prisme DEF base FIL œ ,

base VXZ XT'' prisme MNZ — base VXZX T ' °nC

prisme BCF + prisme CDF + prisme DEF

prisme MNZ

base FGH a base FIH « base FIL «

base VXZ X T+ base VXZ X 6 + base VXZ X 6 ~

/base FGH base FHI base FIL \ a _

Vbase VXZ + base VXZ + base VXZ,/ G "~

base FGH -f-base FHI +base FIL a ,.,■..

. - ' X s- , c est-a-dire ,

base VXZ 6' '

prisme ABCDEFGHIL _ base FGHIL «_ donc

prisme MNZ — base VXZ X 6 '

prisme ABCDEFGHIL= ^ VXZ X J X Prisme

MNZ. On trouvera de même le prisme MNOPQRSTV

XZY==baseSTVXZY><6 MNZ; donc

base VXZ 6

base FGHIL « isme^

prisme ABCDEFGHIL base VXZ 6

prisme MNOPQRSTVXZY~ base STVXZTC 6 . mfl MNZ

base VXZ S

base FGHIL a

base VXZ XT _ base FGHIL base VXZ

=base STVXZY base VXZ Xbase STVXZY

base VXZ

« base FGHIL oc

X 6— base STVXZY X 6'

/"
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Corol. 1. Les prismes qui ont des bases égales sont

entre eux comme leurs hauteurs ; et ceux qui ont des

hauteurs égales sont entre eux comme leurs bases.

2. Les prismes qui ont des bases et des hauteurs reci

proquement proportionnelles sont égaux ; et s'ils sont

égaux , ils auront des bases et des hauteurs réciproque

ment proportionnelles.
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LIVRE VII.

DEFINITIONS.

I. JL/OR8QTTE tous les angles d'an polygone ont leurs

sommets à la circonférence d'un cercle, on dit que le po

lygone est inscrit au cercle, et que le cercle est circons

crit au polygone.

II. Le polygone est circonscrit au cercle, et le cercle

inscrit au polygone , lorsque tous les côtés de l'un tou

chent la circonférence de l'autre.

PROPOSITIONS.

I. Partager un arc donné en deux parties égales.

Soit ABC l'arc donné.

Investigation. Désignant par B le milieu de l'arc

ABC, et par D celui de la corde AC, si l'on tire les

cordes AB , BC, et la droite BD, on aura AB=BC

[2. 8. corol.], l'angle BAC=BCA [1. 4], l'angle

ADB=BDC [1. 3], et BD perpendiculaire à AC [1.

6. corol. ].

Composition. Tirez la corde AC, et par le milieu

d'AC menez la perpendiculaire BD. L'arc AEB sera=

CFB; car, tirant, les cordes AB, BC, on aura dans les

triangles ABD, BCD, le côté AD=DC [consl.], BD ,

7 *<

r
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•commun, et l'angle ADB =BDC [const. ], etparcon»

séquent lecôtéAB=BC [i. 3]; donc l'arc AEB=BFC

[2.8. corol. ].

Corol. Il sera donc facile de partager un angle donné

en deux parties égales.

II. Sur une corde donnée tracer un arc capable d'un

angle donné, c'est-à-dire, un arc où l'on puisse inscrire

un arc donné.

Soient AB la corde , et C l'angle donné.

Investigation. Si l'angle C valoit deux droits, le pro

blème seroit insoluble; s'il ne -valoit qu'un droit, l'arc

demandé seroit un demi-cercle [2. 4- corol.].

Supposons C plus grand ou plus petit qu'un angle

droit, et désignons par ABD l'arc demandé. Si l'on fait

l'angle BAE=C, le côté AE touchera en A l'arc ADB

[2.6]. Soit AF perpendiculaire à AE. Le centre du

cercle respectif ne peut être situé que sur la droite AF;

et si l'on divise AB également en G par la perpendicu

laire GF, il devra se trouver aussi sur la droite GF.

Composition. Si l'angle C est droit, divisez AB éga

lement en H ; et du centre II avec le rayon HA , décri

vez le demi-cercle ADB. L'angle inscrit à cet arc sera

droit [2. 4- corol.], et par conséquent=C.

Si C n'est pas un angle droit, faites BAE=C, et élevez

AF perpendiculaire à AE: l'angle BAF sera aigu. Eleve*

encore GF perpendiculaire sur le milieu d'AB : les

droites AF, GF, pourront se rencontrer en F [ i. ax.].

Joignez BF. Dans les triangles AFG, BFG , on aura

AG=BG [const.], GF commun, et l'angleAGF=BGF

[const.] j donc AF=BF [i. 3]. SoitDI un cercle décrit

du centre F avec le rayon AF. Ce cercle devra passer
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par le point B, et toucher en A la droite AE [ 2. 6.

corol. ] ; donc tout angle inscrit dans l'arc ADB sera

= BAE [2. 6], et par conséquent= C [const.].

III. D'un point donné mener une tangente à un

cercle donné.

Soient BC le cercle, et A le point donné.

Investigation. Si le point donné est dans l'intérieur

du cercle, la question est impossible; s'il est à la cir

conférence^ la tangente et le rayon y feront un angle

droit.

Supposons A hors du cercle, et désignons par AB la

tangente demandée. Tirant le rayon BF, on aura ABF

un angle droit [2. 6. corol. ].

Composition. Si le point A est à la circonférence , on

tirera le rayon AE; et menant AD perpendiculaire à

AE, la droite AD sera la tangente requise [ 2. G. corol. ].

Si le point A est hors du cercle BC , trouvez-en le

centre F. Joignez AF; et prenant AF pour diamètre,

décrivez le demi-cercle ABF, qui coupera la circonfé

rence BC dans un point B. La droite AB sera la tan

gente demandée; car tirant BF, l'angle ABF sera droit

[const. et 2. 4- corol. ] , et par conséquent AB touchera

le cercle [2. 6. corol.].

Corol. 1. D'un point donné hors d'un cercle quelcon

que, on peut mener deux tangentes à la circonférence

de ce cercle.

2. Et ces tangentes seront égales ; car, menant les

tangentes GH, GI , aux points H, I, du cercle HI, et

tirant les rayons IL, LH, on aura les angles droits

GHL, GIL [ 2. 6. corol. ] , et les angles aigus HGL,

LGI [t. 12]; donc l'angle GHL=GIL, LH=LI,

/
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GL:LH::GL:LI, et par conséquent GH:GL::GI:GL

[5. 8]; d'où l'on tire GH=GI [5. 3. corol. ].

IV. Sur une circonférence proposée couper un arc

susceptible d'un angle donné.

Soit A l'angle, et BCD le cercle.

Composition. Par un point quelconque B de la circon

férence donnée, menez la tangente BE [ 7. 5], et faites

l'angle EBC=A. Tout angle inscrit à l'arc BDC sera

c=EBC [2.6], et par conséquent= A [ const. ]; don©

BDC est l'arc demandé.

V. Dans un cercle donné inscrire an triangle sem

blable à un triangle donné.

Soient ABC le cercle, et DEFle triangle.

Composition. Coupez les arcs ABC et ACB, où l'on

puisse inscrire l'angle ABC=DEF, et l'angle BCA=

DFE; tirez les droites AB, BC, CA : le triangle ABC

•era semblable au triangle DEF [5. 5 ].

VI. Circonscrire à un cercle donné un triangle sem

blable à nn triangle donné.

Soient ABC le cercle, et DEF le triangle.

Investigation. Supposons que les côtés GH, HI, IG,

du triangle GHI, touchent la circonférence ABC aux

points A, B,C, et que l'angle GHI soit=DEF, etGIH

=DFE. Trouvez le centre L du cercle ABC, et tirez les

rayons AL, BL; les angles HAL, HBL, seront droits

[2. 6. corol.] : mais les angles du quadrilatère AHBL

valent ensemble quatre angles droits, comme il est fa

cile de s'en convaincre en partageant le quadrilatere

en deux triangles [ 1. 12 ] ; donc les deux angles AHB,

ALB, font ensemble deux angles droits. Prolongez EF

vers M. Les angles DEF, DEM, valent deux droits, et
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par conséquent ils seront égaux aux angles AHB, ALB,

pris ensemble: mais AHB=DEF [sup.] ; donc l'angle

ALB=DEM.

Composition. Prolongeant EF des deux côtés , et

ayant trouvé le centre L du cercle donné ABC , tirez un

rayon quelconque LA, et faites les angles ALB=DEM,

et BLC^DFN. Par les points A , B, C, menez les tan

gentes GH, HI, IG, [7.3], qui se rencontreront en

H, G, I [6. 1o. corol.], parce qu'étant perpendicu

laires à LA, LB et LC [ 2. 6. corol. ], chacun des an

gles ALB, BLC, doit être plus petit que deux angles

droits : cela posé, je dis que GHI sera le triangle de

mandé.

Car les angles de tout quadrilatère font ensemble

quatre droits [dén1.]: mais HAL, HBL, n'en valent

que deux [ const. ] ; donc AHB, ALB, feront deux

angles droits: et puisque DEF, DEM, font la même

somme; donc les angles AHB-f-ALB=DEF+DEM:

or ALB=DEM [const.]; donc l'angle AHB=DEF.

On trouvera de même l'angle BIC=DFE ; donc le trian

gle GHI sera semblable au triangle DEF.

Corol. De la même manière qu'on a trouvé dans l'in

vestigation précédente, la somme des angles d'un qua

drilatère égale à quatre droits, on démontrera aussi

que la somme de tous les angles d'un polygone quel

conque vaut autant de fois deux droits qu'il a de côtés

moins deux.

VII. Inscrire un cercle à un triangle donné.

Soit ABC le triangle.

Investigation. Supposons que le cercle DEF touche

tn D, E, F, les côtés AB, BC, CA> du triangle donné;

■
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et après avoir trouvé le centre G, tirons BG et les rayons

DG, EG. Les angles BDG, BEG, seront droits [2. 6.

corol.], et par conséquent egaux: mais DG est=EG,

et DB=BE [7. 3. corol.]; donc l'angle DBG=EBG

[1.3}.

Composition. On partagera chacun des angles ABC,

BCA, en parties égales, par les droites BG, CG [7. 1.

corol.]; du point G, où elles doivent se rencontrer [ 1.

ax. ], on menera sur AB la perpendiculaire GD. Le cer

cle DEF, décrit du centre G avec le rayon GD , satis

fera à la question.

Car menant GE , GF , perpendiculaires à BC et à

AC, on aura les triangles semblables BDG, BEG [ 5. 5.

corol.], et par conséquent DG:BG::EG:BG; d'où DG

=EG. On trouvera de même FG=EG; donc le cercle

décrit du centre G avec le rayon GD, doit passer par

les pointsE, F: mais les angles ADG, BEG, CFG, sont

droits [const. ]; donc le cercle DEF sera tangent aux

points D, E, F, des côtés AB, BC, CA, du triangle

proposé.

VIII. Circonscrire nn cercle à un triangle donné.

Soit ABC le triangle.

Investigation. Le centre du cercle demandé doit être

nn point commun aux trois perpendiculaires qui parta

geront en parties égales tous les côtés du triangle ABC.

Composition. Par le milieu d'AB et d'AC menez

les perpendiculaires DF, EF, qui devront se rencon

trer, par exemple en F [6. 1o. corol.]; tirez FA. Le

point F sera le centre, et FA le rayon du cercle de

mandé.

Car menant BF, CF, on anra dans les tria»sles
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ADP, BDF, AD=BD [ const. ], DF commun, et

l'angle ADF= BDF [const.]; donc AF=BF. On.

trouvera de mêmeAF=CF; donc le cercle ABC, dé

crit du centre F avec le rayon AF, doit passer par 1er

sommets B, G.

Corol. 1 . Il sera donc facile de faire passer la circon

férence d'un cercle par trois points donnés, pourra

qu'ils ne soient pas en ligne droite.

2. Et achever un cercle, lorsqu'une partie en sera,

donnée.

IX. Inscrire un triangle équilatéral à un cercle-

donné.

Soit ABC le cercle.

Investigation. Supposons ABC un triangle équilaté

ral, D le centre du cercle, F le milieu de AB, et DE

un rayon. Tirant DB, AD, AE, on démontrera aisé

ment que l'angle ADE est la moitié d'ADB: maisACB

est la moitié d'ADB [2. 4 ]; donc ADE—ACB: et

puisque DE:DA::CB:CA, on aura l'angle AED=ABC

[5. 5 1. Or, l'angle ABC — ACB, parce que AB=AC

[sup.], et par conséquent l'angle AED=ADE; on

aura donc dans les triangles ADF, AEF, l'angle AEF

= ADF , et l'angle AFE = AFD [ const. ] , ce qui

donne EF : FA :: DF : FA [ 5. 5. corol. ] ; donc EF

=DF.

Composition. Ayant trouvé le centre D du cercle

donné, et le milieu F d'un rayon quelconque DE, on

menera par le point F la corde BA perpendiculaire

à DE. La corde BA sera le côté du triangle en question.

Du centre A avec le rayon AB décrivez un cercle

qui coupera la circonférence donnée, par exemple en C.
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Menez BC, BD, DA, AE. Les angles AEF, ADF, éIant

égaux, comme il est facile de s'en convaincre, on aura

AE=AD [1. 13. corol. ]=DE, et par conséquent ADE

sera un triangle équilatéral et équiangle [ 1 . 41; d'où il

suit que ADF vaut le tiers de deux angles droits [1. 12].

Dans les triangles ADF, FDB, on a AF= FB[2.2],

DF commun, et l'angle DFA=DFB [const.]; donc

l'angle ADF=BDF [ 1. 3] , et par conséquent l'angle

ACB=ADF [2. 4]- Ainsi, puisque ADF est le tiers

de deux droits [dém.], l'angle ACB le sera aussi : mais

le côté AC étant=AB [const. ], on a l'angle ABC=

ACB [ 1 . 4 ] ; donc ABC vaut le tiers de deux droits , et

par conséquent l'angle BAC en vaudra autant; d'où on

doit conclure que le triangle ABC est équiangle et équi-

latéral [ 1. 13. corol. ].

Corol. 1 . Toute corde de cercle qui , en rencontrant

perpendiculairement un rayon, le partage en deux par

ties égales, est égale au côté du triangle équilatéral

inscrit à ce cercle.

2, Le rayon d'un cercle est-donc égal au côté de l'hexa

gone équilatéral, que l'on peut inscrire à ce cercle.

X. Construire sur une droite donnée un pentagone

équiangle et équilatéral.

Soit AB la droite donnée.

Investigation. Désignant par ABCDE le pentagone

demandé, et menant AC, BE, on formera les triangles

ABE, BCA, dont les côtés AE=BC [sup.], AB com

mun, et les angles BAE= ABC [sup.]; donc l'angle

AEB= BCA, et ABF=FAB [1.3]: mais AB=BC

[sup.]; donc BCA=FAB [1.4], et par conséquent

BCA=^ABF. Ainsi les triangles ABC, ABF, seront sem
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blables [5. 5. corol. ] , et l'angle AFB= ABC : or CDE

=ABC [sup.]; clone AFB=CDE: mais CFE=AFB

[1. 7]; donc CDE=CFE: et c<;n.mc AED= BCD

[sup. ), et AEB=BCA [dem. ], DKF se1a==DCF.

D'où il suit que les angles CD£, DCF , pris ensemble,

valent la moitié de tous les angles du quadrilatère

CDEF, c'est-à-dire, deux droits [ 7. G. corol.]; donc CD

est parallèle à EF [ 1. 8. corol. J. On trouvera de même

DE parallèle à CF, et par cous«!qr.eruCF=D^ [1. 15]:

mais AB=DE [sup.];donc CF= AB. Les triangles

ABC, ABF, étant semblables [dem.], donnent AC:

BA::BA:AF; mais AB= CF [dem.]; donc AC>AB,

et par conséquent AB>AF [ 5. 2 ]. Prolongeant AB et

prenant AG=AC, on auraBG=AF. Prenez GH=AB,

et divisez AB en deux parties egales en I ; du centre I

avec le rayon IB décrivez le cercle BL ; du centre G

avec le rayon GH décrivez un cercle qui coupe en L le

cercle BL; tirez GL [ = GII=;AB ] ; donc GL sera

moyenne proportionnelle entre AG et BG, et par con

séquent tangente en L [5. 8]. Tirez le rayon IL ; l'an

gle GLI sera droit [ 2. 6. corol. ].

Composition. On menera par le point B la droite BM

égale et perpendiculaire à AB; et du point I, milieu

d'AB, on tirera IM. L'angle IBM étant droit, IB sera<

IM. Soit prolongée IB jusqu'à ce.queIG= IM. La droite

AB sera >BG. Pour le démontrer, on décrira du cen

tre I avec le rayon IB le cercle BLA , qui rencontrera

IM dans quelque point L • IL sera =IB. Menant donc

GL, on aura dans les triangles GIL, BIM, le côté IG

= IM, et IL= IB [const. ], et l'angle GIL commun;

donc GL=BM, et l'angle GLI= IBM: mais IBM est

r
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droit [const. ]; donc GLI le sera aussi, et par eonsé^-

quent GL touche le cercle au point L [2. 6. corol. ];-

donc AG:GL::GL:BG[ 5.8]: mais GL=BM [dém.],

et AB=BM [consl. ] ; donc AB=GL, et AG:AB::AB:

BG : et puisque AG>AB, on aura aussi AB>BG [5. 2].

Du centre A avec le rayon AG, et du centre B avec le

rayon AB, décrivez deux cercles, qui se croiseront, par

exemple en C. Tirez BC, AC ; prenez CF=AB, et pro

longez BF jusqu'à cequeEF=FC; tirezAE, etachevez

le parallélogramme CDEF : je dis que ABCDE sera le

pentagone demandé.

Car AC étant=AG, et CF=AB [const.], on aura

AF=BG: mais AG:AB::AB:BG [dém.]; donc AC:

AB::AB:AF; d'où il s'ensuit que les triangles ABC,

BAF, ayant l'angle FAB commun, compris entre les

côtés proportionnels AC, AB et AB, AF, seront sem

blables [5. 5] ; donc AFB=ABC, et ABF=ACB [5. 5]:

mais AB=BC [const.] , et l'angle ACB=BAF [1. 4];

donc l'angle ABF=BAF, et par conséquent BF=AF

[ 1. 13. corol.]: mais FE=FC [const.]; donc BE=

AC. Ainsi les triangles ABE , ABC, ont le côté BE=

AC, AB commun, et l'angle ABE = BAC [dém.]:

donc AE—BC, et l'angle BAE=ABC [ 1. 3]. Dans le

parallélogramme DCFE, on a EF=FC [const. ], et

CD=DE [ 1. 16]; et puisque CF=AB [const.], cha

cun des côtés CD, DE, doit être égal à AB : mais BC=

AB [dém. ] ; donc ABCDE est un pentagone équilatéral.

On va voir maintenant qu'il est équiangle; car BE étant

parallèle à CD [const.], on aura l'angle DCF=CFB

[1.9]: mais CF=CB [const. ], et l'angle CBF=CFB

X 1. 4 ]; donc l'angle DCF =CBF ; mais BCF^= ABF

iib
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[dém.]; doncBCD=ABC. On trouvera de mêraeAED—

BAE: mais l'angle BAE=ABC [dém.]; donc les angles

ABC, BCD, BAE, AED, seront égaux: et puisque dans

le parallélogramme CDEF [const. ], l'angle CDE=

CFE [dém.]=AFB [ 1. 7] =ABC [dém.]=BCD=

BAE=AED=CDE [dém. ]; donc le pentagone est

équiangle.

Corol. 1. L'angle ABC vaut la cinquième partie de

six angles droits [7. 6. corol.], c'est-à-dire, trois cin

quièmes de deux droits; donc les deux angles BAC,

BCA , feront ensemble deux cinquièmes de deux droits

[ 1 . 1 2] : mais ils sont égaux [ dém.] ; donc chacun d'eux

vaudra le cinquième de deux droits, et par conséquent

l'angle CBF sera les deux cinquièmes de deux droits,

c'est-à-dire , le cinquième de quatre droits. On saura

donc construire deux angles dont l'un soit égal à la

dixième, et l'autre à la cinquième partie de quatre

droits.

2. Il sera donc facile d'inscrire un pentagone équila-

lëral dans un cercle donné.

XI. Circonscrire un pentagone équilatéral à un cercle

donné.

Soit ABC le cercle.

Investigation. Soit DEFGH un pentagone équilaté

ral, dont les côtés touchent le cercle ABC aux points

A, I, B, L, C. On aura DA=DC [7. 3. corol.], DE

=DH [sup.],etAE=CH;EI=EA, HL=HCetEI

=HL; EF=HGet IF=LG; FB=FI, GB=GL et

BF=BG. On trouvera de même que les points I, A,

C, L, partagent en deux parties égales les côtés FE,

ED, DH, HG, Trouvez le centre M, et tirez MI, MF,

r
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MB, MG, ML, MC, MA. Dans les triangles BFM,

MFI,onauraFB=EI [dém.] , IM=BM [ 1. déf.6],

FM commun, et par conséquent l'angle BMF^=FMI

[5. 4]; doncBMI sera le double de l'angle BMF. Ou

trouvera de même BML double de BMG : mais les trian

gles BFM, BMG, ont BF=BG [dém.], BM commun,

et l'angle MBF=MBG, parce que chacun de ces an

gles est droit [sup. et 2. 6. corol. ] ; donc l'angle BMP

=BMG [1.3. corol.], et par conséquent l'angle BML=

BMI. On trouvera de même BML=LMC, LMC=

CMA, CMA=AMI; d'où il suit que chacun de ces

angles vaudra la cinquième partie de quatre angles

droits.

Composition. Trouvez le. centre M du cercle ABC, et

construisant l'angle AMI égal à la cinquième partie de

quatre droits [ 7. 1o. corol.] , faites IMB=AMI=BML

=LMC : l'angle BML sera aussi la cinquième partie de

quatre droits. Menez des tangentes aux points A, I, B,

L, C, du cercle ABC [7. 3]: ces tangentes doivent se

rencontrer [6. 1o. corol.], et former le pentagone équi-

latéral AIBLC.

Car tirant MF, MG, on démontrera , comme ci-des

sus, que l'angle BMI est le double de BMF, et BML

le double de BMG: mais l'angle BML=BMI [const.];

donc BMF=BMG. Or, l'angle MBF=MBG, parce

qu'ils sont droits [const. et 2. 6. corol.], et les deux

triangle» BFM, BFG, ont le côté commun BM; donc

BF:BM::BG:BM [5. 3], et par conséquent BF=BG.

On trouvera de même IR=IF: mais BF=IF [const.

et 7. 3. corol. ] ; donc EF=FG, et ainsi de suite.

Autre composition. Ayant trouvé le centre M du
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eercle ABC faites l'angle BMF égal à la dixième partie

de quatre droits; par le point B menez BF perpendi

culaire à MB, qui rencontrera MF en M. Du centre

M avec le rayon MF décrivez un autre cercle : la

droite BF sera la moitié du côté d'un pentagone équi-

latéral inscrit à ce cercle, et dont les côtés seront autant

de tangentes du cercle ABC.

Corol. Dans tout rectiligne équilatéral circonscrit à

an cercle, et dont le nombre de côtés est impair, cha

que côté est divisé également au point de contact.

XII. Tout rectiligne équilatéral, inscrit ou circons

crit à un cercle, est équiangle.

La démonstration en est facile.

XIII. Un angle plus petit que deux droits étant

donné , tirer par son sommet une ligne droite de telle

manière que, de quelque point que l'on en mène deux

autres en ligne droite jusqu'aux côtés de l'angle pro

posé, ces deux autres soient toujours proportionnelles

aux segments qu'elles coupent sur les côtés de l'angle

proposé.

Soit ABC cet angle.

Investigation. Désignons par BD la droite requise, et

soit tirée la droite AC ou AD, qui rencontre BA, BC,

triangle ABD AD

BD, aux points A, C, D. On aura

triangle BCD CD

AD AT> T)n

[5.3.corol.]= |J[sup.]=|^x5g[4-6];d'oùiL

suit que les deux angles ABD, CBD , sont égaux, ou.

qu'ils valent ensemble deux angles droits [5. 4 ]•

Composition. Partagez l'angle ABC en deux parties

égales par la droite BD; ou bien prolongez l'un des

r
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côtes AB, et partagez en deux parties égales par 1*

droite BD l'angle EBC, compris entre le côté BG et le

prolongement de l'autre: je dis que BD sera la droite

demandée.

Car menant DA, DC, en ligne droite, et observant

que dans le second cas les deux angles ABD et DBG

font ensemble deux angles droits, parce que EBD=

,._,, triangle ABD AB BD n AB

DBC^°Panra triangle CBD:=BCXBD^- ' ] = BG

, ,' -, . triangle ABD AD _ _ _ , .. ,

[4. 6] : ma.s tria^le CBD=ëD [5- 3. corol. ]; donc

•=p = y^j , et par conséquent AD : CD : : AB : BC.



livre vm. III

LIVRE VIII.

AVERTISSEMENT I.

LiEs géomètres modernes, pour abreger certaines

opérations de calcul , et en faciliter quelques expres

sions, substituent ce qui suit, à la place des avertisse

ments I et II , et de la définition III du liv. III.

SUPPOSITION I.

Le nom d'une grandeur sans aucun signe , ou précédé

du signe + , marque qu'elle doit être réunie à quelque

autre grandeur du même genre.

DÉFINITION I.

Toute grandeur dont le nom est précédé du signe +,

ou dont le nom n'est précédé d'aucun signe, s'appelle

addictive, ou bien positive ou affirmative.

SUPPOSITION II.

On sous-entend, au contraire, qu'une grandeur doit

être retranchée d'une autre du même genre, Lorsque son

nom est précédé du signe —.
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DÉFINITION II.

Tonte grandeur dont le nom est précédé dn signe—,

s'appelle soustractive , défective ou négative.

DÉFINITION IIL

Deux grandeurs sont contraires , lorsqu'une d'entre

elles est positive, et l'autre négative.

SUPPOSITION III.

La somme de deux grandeurs inégales et contraires

est égale à la partie qui en seroit la différence, si

elles u'éloient point contraires ; et cette partie est tou

jours contraire à la plus petite des deux grandeurs.

On désigne la somme de deux grandeurs égales et

contraires, par le mot zéro, ou par le chiffre o, que

l'on traite souvent comme si c'étoit le nom de quelque

chose.

SUPPOSITION IV.

L'excès d'une grandeur sur une autre du même

genre est égal à la partie, qui étant réunie à celle-ci,

reproduiroit l'autre.

Corol. Soustraire une grandeur négative, c'est l'ajou

ter après l'avoir rendue positive. Par exemple, A—-

( — B ) revient à A+B ; car A+ B + ( — B ), repro

duit A.

SUPPOSITION V.

Les grandeurs proportionnelles, selon la défini

tion III du liv. III, seront toujours proportionnelles,
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excepté dans le seul cas où un antécédent et son consé

quent, étant contraires entre eux, les autres ne le se-

roient pas.

Corol. 1. Le produit de deux facteurs contraires est

négatif, et celui de deux facteurs non contraires est po

sitif.

2. Le quotient est négatif ou positif, selon que le

dividende et le diviseur sont contraires ou non con

traires.

5. La racine carrée d'un nombre négatifest impossible.

AVERTISSEMENT II.

Quand on désigne par le signe = , ou par des mots,

que deux grandeurs sont égales, sans déclarer qu'elles

sont contraires, on sous-entend toujours qu'elles ne le

sont pas.

Règle pratique de la multiplication , lorsque les fac

teurs sont des sommes indiquées.

Pour trouver, par exemple, le produit de aa+ lac

— bc par a— b, on multipliera chaque terme du mul

tiplicateur par chacun des termes du multiplicande,

en écrivant les produits respectifs, d'après le tableau

suivant :

aa -f- lac-— bc

a—b

aaa + laac— abc

—aab — labc + bbc

aaa + aa(2C—b) —-"babc + bbc.

On dira, par exemple, aa par a donne aaa, que

/

8
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l'on écrit de suite; + uac par a donne + laac , que l'on

écrira de u1ème; -— bc par a donne — abc, [8. sup.

5 cor.] que l'on écrira encore, et ainsi de suite; aa

par — b donne— aab ; + lac par — b donne—labc;

— bc par — b donne + bbc ; et en réunissant les diffé

rents produits , on aura pour le produit total aaa + aa

{•1c— b) — ôabc+ bbc=(a— b) (aa+ 2ac— bc).

Autre exemple.

yry + "1tty — \ aa

jy—*aJ + aa

— iayjj—4a<yy+ aaay

+ aaj-Y + laaay— f aaaa

JIJJ + ° — \ aVT + ôaaaj—i aaaa

Règle pratique de la division, lorsqu'un même nombre

se trouve répété comme facteur dans quelques ter

mes du dividende et du diviseur.

On ordonnera d'abord le dividende et le diviseur, en

prenant pour premiers tern1es ceux où un n1ême nom

bre se trouvera répété le plus de fois comme facteur;

pour les seconds on écrira ceux où le même facteur se

trouve répété autant de fois que dans les premiers ter

mes, moins une fois. Si ces seconds termes manquent,

on mettra o à leur place. Les troisièmes seront ceux où

le même facteur entre autant de fois que dans les pre

miers , moins deux fois : à leur défaut on écrira -f- o

pour troisièmes termes, ainsi de suite. Cela posé, on
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procédera à la division , en se réglant sur le tableau ci-

joint, et en se conformant à la méthode suivie dans la

proposition XVI du liv. IV.

Soit baaay+yyyy—\aaJJ—* aaaa le dividende, et

aa+yy— lay le diviseur. Ordonnant par rapport à y,

comme on le voit ici :

jy + 2ay —\aa

yy— 2aj" + aa

yyyy + ° —7 aayy + "baaay—-aaaa

o -\- 2ayyy— iaaJJ~i~ aaay o

o —\aayy o

o

On dira: •222L_ donne yy. je pose donc +yy à la place

JJ

destinée au quotient : yyXjJ donne yyyy; ce produit

retranché de yyyy ne donne rien : je pose donc o au-t

dessous de yyyy : JjX —laJ donne— uayyy ; ce pro

duit retranché de o, reste + layyy , que j'écris au-

dessous de o-.yyXaa donne aayy, et ce produit re

tranché de — 1 aayy, reste — J aayy que je pose :

H—222- donne iaypour second terme du quotient: lay

JJ

XjJ donne 1-ayyy ; ce produi t retranché de 1-ayyy, reste

rien: je pose donc o au-dessous de 1.ayyy: + layX

— 'lay donne —^aayy; ce produit retranché de —

\aayy, reste — \<*ayy, que ]e Pose au-dessous de

— \ aayy : + lay X aa donne + laaay ; ce produit re

tranché de 'baaay, reste aaay, que je pose au-dessous de

laaay. ~.:aa,iJ, donne —?aa pour troisième terme

JJ
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du quotient: — ^aa Xjj donne —\aayy; ce produit

retranché de —\aayy, reste o: —îaaX—2«J" donne

•\-aaay; j'écris donc o au-dessous du terme aaay du

dividende: —\aaX aa donne —\aaaa;']e pose o au-

dessous de —\aaaa. On aura donc

YYYY— -aary+^aaay—\aaaa ,
*ÙLLL 2—-l^L-l é i =YY +2<*r— \aa-

yy— iay + aa

Voici la même division ; en ordonnant par rapport à a:

— 'jgg + iay+yy

aa— iay+yy

—j aaaa + oaaay— \ aayy + o +yXTJr

o +iaaay— 'iaayy—2ayy o

o + aayy o

o

AXIOME.

On sait par expérience que ces pratiques sont aussi

sûres que les principes dont elles dérivent.
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LIVRE IX.

DÉFINITION I.

Ioute série dont on- peut augmenter le nombre de-

termes autant qu'on veut, soit parce- que la loi de con

tinuation en est donnée d'avance, soit parce que les

premiers termes composent toujours de la même ma

nière ceux qu'ils précèdent, s'appelle série conver

gente, pourvu qu'en se bornant à un nombre donné de

premiers termes, on puisse négliger les autres sans

erreur considérable. En pareils cas, après avoir écrit

assez de termes pour en indiquer la loi de continuation.,

on désigne la somme de ceux qu'on néglige, par un etc.

mis à la suite des premiers termes.

PROPOSITION I.

Toute série en proportion continue, dont le premier

terme surpasse le second, est convergente.

A, B, étant deux grandeurs homogènes, on pourra

désigner toute série en proportion continue, par l'expres-

• . „ B „ B B „ B B B

»M,A+B+BXÎ+BXIXÎ+BXÎXÏXÏ

+ etc. Cela posé, je dis que cette série est convergente ,

si l'on suppose A>B.
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Soit, en effet, A>B, et — =c: on aura A+B+BX

A

-j- + etc. =A ( 1 +c+ ce+ ecc+ etc. ), et chaque terme

de la serie 1 + c+ce+ ecc+ etc. , sera le réciproque de

..... t 1 1 • . ' ' '

celu1 qu1 lu1 correspond dans la ser1e 1 H 1 1
* r c cc ecc

+ etc. Or, dans l'une comme dans l'autre, chaque terme

est égal au premier, plus le second moins le premier,

plus le troisième moins le second, plus le quatrième

moins le troisième, et ainsi de suite jusqu'au terme qui

le précide; et dans la seconde serie, les différences

1 1 1 1 1

1 , - , , etc. , vont toujours en aus-

c ce c ecc cc ' °

mentant; donc la somme de ces différences peut devenir

plus grande qu'aucun nombre donné [3. ax.]. Soit 0

une grandeur moindre que A , et que l'on puisse négli?

ger sans erreur considérable, Il sera donc permis de

supposer dans la série H 1 h etc., un terme

d > -=r --, c'est-à-dire, dO — cdQ > A ; d'où -j- >

-= : mais la valeur de — ne sauroit être plm
d— cd d— cd r

- \ c cc
pet1te que -- + — + — + etc. , ce que l'on pourra lii

- r t - 1- 1 1 c ce
r1uer en mult1pl1ant -= et -y + -r H—,- + etc,

a— cd d d d

O 1 c cc
par d— cd,donc ~T>rr+-f + -j~ + etc# > et Parconser

quentO>Af -^--f- ~ +etc. J. Il est donc clair que cette
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dernière série pent être négligee sans erreur considéra

ble : mais elle n'est que la continuation de la série A ( t

A
+c+cc+etc), depuis le terme -y- [const. ] ; donc A+

B+BX x + etc. [=A(1 + c + cc+etc.)], doit être

Corol. 1. Quel que soit le nombre a, la série 1 + a+

aa aaa aaaa aaaaa

T+ ÏX3 + Ô<3X4+ 2X3X4X5 +etC-serat°u-

jours convergente.

Soient c un terme quelconque de cette serie, et b le

nombre de ceux qui le précèdent, b etant un nombre

entier plus grand que a. La continuation de la série pro-

... ac aac

posee , depu1s le terme c , sera c + -= 1—; --

aaac . . ,
•i—; ; ;—;—— + etc. : ma1s chaque terme de

celle-ci n'est pas plus grand que le terme qui lui corres-

, ... ac aac

pond dans la ser1e c + j- h yy-,—- ., , > +
r b+1 (£+1)(Z<+1)

aaac ,,
-= —; rrr r 4- etc. , et celle-c1 est convergente

(b+1)(b+1)(b+ 1)

, , ac aac

[g. ,];doncc + XX7 + (a + 1)(» + 2) +

aaac
-z —= r—r- — 4- etc. , et par consequent 1+« +

aa aaa aaaa
1 -l —- + etc. , sont convergentes.2 T 2X3 T 2X3X4

2. La série a + y aaa + f aaaaa + etc. , est conver

gente toutes les fois que a < 1.

/-
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« . h . étant deux nombres quelconques, et c le nom-

ce ecc cccc

fctt ou1 rend 1+c-f 1—rr^+ ^"^ / +etc.=a,

... - bbec bbbecc

on dés1gnern ln ser1e 1+oc-\ + —-— (-

2 2X3

1 - - -

— ./" " , -f- etc. pnr<r%etle nombre a* s'appellerapuis-

s^r.ce nï*.1 indiquée par l'exposant b , on bien racine d'à

indiquée- par l'exposnnt -7-. Dnns ce second cas, on écrit

* i t

quelquefois ^ ' a à la place S"*? t et y/ a s'appelle ra

cine d"j . première on seconde , etc. , selon que le nom

bre 6 est 1 ou 2 ou etc. : on dit de même qu'a* est la

première puissance d'à, ou la seconde, etc. , selon que

b est egal a1 ou 2 ou etc. Au lieu d'à', et y/ a, on

écrit toujours a et ^' a.

PROPOSITIONS.

II. Soit a un nombre quelconque positif, et £ — 2

ffni + JL izzi x fzzl v- <Lz± . _L «— * y

Va + 1 5 a + 1 a + 1 * û+1 + 5 5"+7 *

a— 1 o— 1 a— 1 a — 1 \ .

—3— X —;— X —:— X —; h etc. 1 : je dis que
« + 1 "+1 a+1 a+1 J ' *

, , bb bbb bbbb
0= 1+6-4 1 1 l etc

* 2 ^ 2X5 + 2X5X4

Car mettan t c à la place de , on aura b= 2 c +

a+ 1*
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| ccc + jccccc+ etc., et ac + c= a— 1 ; d'où l'on tire

1 +c . 1 +c

c-f-1 =a—ac=a(1 —c]eto= : ma1s =
v ' 1 — c 1 — c

1 -f- ic -f- icc + iccc + icccc + etc. , ce que l'on prouve

en multipliant le diviseur 1 — c par le quotient 1 +

ac + icc + iccc + etc. ; donc a= 1 +ic + icc + iccc

+ etc. : mais en substituant 2c + fccc + jccccc+ etc. ,

, t71 ,,. , bb bbb

a la place de b dans la ser1e 1 -f- b + — + = +

1 2 2X 3

bbbb y + etc. , on trouve la même express1on 1 +2e+

2X3X4

acc+ 2ccc+etc. ; donc b est le nombre qui rend a— 1 +

bb bbb bbbb

& + T+^X3 + ^X5X4+etc-

III. Soient a , b , deux nombres quelconques positifs,

<=^+4-^X^X^ +4^X
a+1 3 a + 1 a+1 a+1 5 a+l

a— 1„<*— 1 ., a — 1 a— 1 £ — 1

X—t— X —— X—- r-etc.,etrf=T- (-a + 1 a + 1 a -f- 1 a+ 1 ■■■>■■- b+ î

16 _,:XÎ=ixî=i+4.î=ixî^X-*-",

, » f
- X i h etc. : ie dis que ac= b, c'est-à-dire,

b+1 b+1 ' ^ ' '

que b est une puissance d'à, indiquée par l'exposant — .

„ Acc Sccc , t6cccc

Car a= 1 + ic H H -—= + --_--. + etc., et

2 2X» 2X3X4

, Add 8ddd 16dddd ,

i , Ace— Hccc

, - icd ce ecc
donnent ac = 1 H 1 1 rr-z— +

c 2 2 X 3

'
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dddd
1 ôcccc

2X5X4

cccc _,,/.-, t . &dd

+ etc. [9. déf. 2] = 1 + 2rf + H

8ddd 16dddd
=- H =—7 + etc. = b.2X3 T 2X5X4

IV. Toutes les fois qu'un produit et ses facteurs sont

des puissances d'un même nombre, l'exposant du pro

duit est égal à la somme des exposants de ses facteurs.

Soit a un nombre positif, b, c, deux nombres quel-

—t.xf=nx-— ,, fa— 1 1
conques, etd=2 I 1- —

3a+1 a+1 <* + 1

\ dd ddd dddd

+ etc. 1 : on aura a= 1 +d+ — +

2 2X5 2X5X4

etc. [9. 2], et par conséquent abac=('1 + bd-\-\bbdd

Jf\bbb ddd + ±bbbb dddd+ ^ bbbbb ddddd + etc. )

( 1 + cd+ j cc dd+ i ecc <&&2 + ^ cccc <U<&2 + rb ccccc

ddddd + elc. ) : mais celte expression, en exécutant la

multiplication, revient à celle-ci:

1 + bd+^bbdd+^bbbddd+^bbbbdddd+^bbbbbddddd+elc.

+ cd+ bcdd+,-bbcddd+ \bbbcdddd-\- ^bbbbcddddd -fetc.

+{ccdd+\bccddd+\ bbccdddd+ -^ bbbccddddd+elc.

+\cccddd+ i bcccdddd+ -^ bbcccddddd+etc.

+-^ccccdddd+ - bccccddddd +etc.

+ttz cccccddddd -{-etc.

+etc.

et l'expression 1 + (i + c) rf+ j(i + c) (b + c)dd +

i(*+c)(* + c)(4 + c)A«+^î(i + c)(i+c)(i + c)

(* + c)rf«/rf«/+Tb(*+c)(*+ c)(* + c)(* + c)(*+c)

ddddd+elc. = ab+c [g. déf. 2], donne le même résul

tat, en exécutant les multiplications indiquées; donc

alac=ab+':.

,^

V
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Corol. 1. a*b= alab;a1b=abalab; ainsi de suite.

b b ' * . , .

2 ai- a*— abi donc a* est la rac1ne carree de a :

b b b b ,.!»•-

aï a3 aï=a» . donc a3 est la racine cub1que de a ; a1ns1

de suite.

3 a»-<=^: car ab~< a°=ab+°-c [9. 43 ^a"=

ah

— ac.

ac

4. *-[=■»-.=£] = ..

i'cAoZ. Dans des expressions telles que a6 on ne re

garde souvent le nombre b que comme un indice de mul

tiplications , divisions et extractions de racines, qu'il

faut faire selon les corollaires précédents, pour obtenir

le nombre ab ; et alors on est dans l'usage de supposer

aussi a négatif.

V. a,b,c, étant des nombres quelconques, je dis

qoe(a»)':=a»c.

d*

Que l'on trouve un nombre d qui rende 1 +d + —+

±«p + j-dï+etc—a [9.2], et on aura ab=1+bd +

i £Wrf + \bbbddd + etc. ; d'où il s'ensuit que l'expres

sion (abY est égale à la série 1 + cbd + ^c* (bd)>+ [cl

(bdf + etc.= 1 + bcd+\bcbcdd+ \ bcbcbcddd+elc.s

c'est-à-dire = abc\_g. déf. 2].

Corol. 1. (a6)"^*')6-
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VI. Soient a,b,c, trois nombres quelconques : je dis

quV bc=(ab)c.

Car designant par d le nombre qui rend ad= b

[9-3], on aura acbc—ac(ad)c—acacd=ac+cd[g. 4]

= aci*+d)= (a'+dy=(aad)c=(aby.

VII. Désignant par A le terme précédent, on aura

(1+Q)"=1+„Q + ^=-LaQ+^AQ+^ AQ

+ etc. , pourvu que l'on ait Q< 1 , lorsque n ne sera pas

an nombre entier et positif.

Soit «l=2(-^+^)J+|(-^)S+etc.)

et par conséquent 1+Q=1 + m + jto* + _mî+ ^mS

+ etc. [9. 2] : on aura (1 + Q)'* = 1 + mn + ±(mn)* +

i (mn)!+ ft(mn)' + etc. [9. déf. 2] : mais donne

2"T" Vc

rQ—ïQ* + ïQ3—rsÇ^ + FîQ5— etc., et par consé

quent m=Q—!Q*+ iQ3— iQ4 + _z_Q5_etc.

+ iîrQ3-iQ4+5Q5-etc.

+ bVQ5—etc.,

c'est-à-dire, m=Q—iQn + fQ3—|Q4 + ÎQ5—etc.;

donc cette valeur de m sera convergente toutes les fois

que Q< 1 [9. 1]. Substituant donc cette valeur de m

dans l'expression ( 1+Q)"=1-f- mn+ îm'B'*+ ±m3n*

+ ~m^n* + -;}-„ m1 n5 + etc. , on trouvera ( 1 + Q)"=

l+«Q—î"Q* + j"Q3— \n Q4+ ln Q5— etc.

+ 7«*Q*—ï"*Q3 +^"*Q4—ir"*Q5 + etc.

+ ï«3Q3 — f "3Q4 + tï«3Q5— etc.

+ ^»4Q4— iV"4Q5+etc.

+ 7^n5Q5—etc.

e=! +«Q +.(*»■—in) Q* + (| «3— i n» +i n) Q3 +

 

- v



LIVRE IX. 125

—-h n*+in) Q5+elc.= 1+nQ+n^HLQ*+«^Zl

2 2

„»—2 _., «— 1 n— 2 n— 3 „, n— 1

x—Q3+«—x— x—q*+«— x

B 2/1 3 « 4

-2— X —7— X —-=— Q^+etc. , ce que 1 on prouve en

effectuant les multiplications indiquées; donc ( 1 +Q)"

=1+„Q+^liAQ+^AQ+^AQ+^4

AQ + etc. , lorsque Q < 1 .

Substituant 2 , 3 , 4, etc. , au lieu de n dans la formule

(1+Q)"=1+nQ+ —^AQ+ etc. , on trouvera suc-

cessivement(1+Q)*= 1 + 2Q+Q*;(1+Q)3=,+3Q+

3Q*+Q3; (1+Q)4=1+4Q+6Q*+4Q3+Q4; (1+Q)«

= 1+5Q+,oQ*+1oQ3+5Q4+Q5;(1+Q)6=1+6Q

+ 15Q*+2oQ3 + 15Q4+6Q5+Qt; (1 +Q)7—, + 7q

+ 21Q*+ 35Q3+ 55Q4+21Q5 + 7Q6+Q7. etc.: mais on

obtient les mêmes résultats en multipliant 1 + Q par

1+Q; (1+Q)*par 1+Q;(1+Q)3 par 1+Q, ainsi de

suite ; donc la formule a également lieu quel que soit Q

pourvu que n soit un nombre entier et positif.

Corol. Soient a, h, n, des nombre quelconques: on

aura (a+b)'= [a»(, + j)"]= a"(1 +>^+~-Ai

, n— 2 b \ „ ,
H =— A h etc. )=an + na— lb+n a"-*£»

D a j 2

n— 1 n— 2

+ n —— X —^— a"-363+etc.; maisà condition qu'a

so1t > b, lorsque n ne sera pas un nombre entier et po-

litif.

r
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VIII. a étant un nombre positif, je dis que 2 ( ——-

i fa— i Y i fa— i \5 \ a— i i

(—) + 3(—)+l(—)+5(—)

+ etc.

Posan t c= et d= , il s'agi t de démontrer que
a+i a ' ° H

2c+*c3+ £c5+etc. =:rf+ïrf'+H3+ î^4+etc. Les sup-

a— i , a— i , I + C

positions c= eta= donnent a= =

1 a + i a i — c

2c ,

, et par consequent rf= = 2c—2c*+ 2c3-y GL pal vuii.il VI util l r( .

2c4+2c5— etc. ; ce quel'on peut verifier en multipliant

le quotient ie— 2c*+ 2c3—etc. par le diviseur i +c.

Substituant donc ce quotient au lieu de d dans l'ex

pression <i+i</'+ .jd'3+-^+ £d"5+etc. ,on trouve 2c+

\ci + je5 + etc.; donc 2c+ etc. ^=d + ^d'+ \d3 + \d^

, » , . 1. /«— j . 2 fa— i V
+ i^5 + etc. , c'est-a-dire, 2 — V — —— +

\a+ i 3\a+iy

K^)!+--)=î?+K^)'+K^)'

IX. Désignant par A le terme précédent, on aura

ti+VJ i+ i +Q + 2(i+Q) + 3(i+Q) +

(n+3)AQ „ . _ i ,

-. ./)■,*' + e,c. , pourvu que 1 on ait Q< — , lorsque Q

est négatif, ou lorsque n n'est pas un nombre entier et

négatif.
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Faisait m==-3_+i-(_2_),+i.(-^)3+eU,,

on aura i +Q= i +m+{m*-t-^ni3-\--^mt+~m5+elc.

[9.7.2]. Donc(i+Q)" = i +mn +>,n' +|mV+

>W+~m5n5+etc. Mettant c au lieu de _, , il

i+Q'

vient m=c+\c3+ ic'+ ic^+etc.; substituant cette

valeur de m dans l'équation précédente, on a

(i + Q)"=i+/ic+inc* + inc3+i nc*+ J nc5+etc.

+7/iV+Xc3+fi/j,c4+ A »*c5+etc.

+ï"3c3+7t"3<=î+ ^n3c5+etc.

+nn*<*+ t? «4c5+etc.

+rb"5c5+etc.

c'est-à-dire, (i +Q)"= i + nc + (in* + rn)c' + (?»'

i»'+ H"3+ én*+ ?«)c5+ etc. = i +nc+ (n+i)" c*

n-f-i n + 2 , rt+K/i+2 rt + 3/.

2a 2 a 4

__ _«Q_ (n-n)AQ (»+2)AQ (n+3)AQ

i+Q a(i+Q) "*" 3(i+Q) "*" 4(«+Q)

+etc. , pourvu que l'on ait Q < — , lorsque Q sera

négatif; autrement les séries, soit du théorème , soit de

la démonstration, ne seroient point convergentes.

On prouvera , à peu près comme dans la proposition

VII, que la formule dont il s'agit ici peut avoir lieu,

quelle que soit la valeur de Q, pourvu que n soit un

nombre entier et négatif.
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m- DÉFINITIONS.

III. Considérant tons les nombres comme des puissan

ces d'un même nombre, on appelle celui-ci base de

logarithmes , et l'exposant de chaque puissance en est

le logarithme.

Corol. Le logarithme de la base sera toujours = 1

[9. déf. 2].

IV. Lorsqu'on suppose la base =1 + 1 + f- -—r

+ 3x3X4 + 2X5X4X5 + etc- ' les loSaritW s'aP"

pellent hyperboliques ou naturels,

AVERTISSEMENT.

la veut dire logarithme de a.

PROPOSITION X.

la" = nia.

Car supposant b la base , on a a= bu [9. déf. 3] , et

an= bnl*[g. 5] ; donc la"= nla[g. déf. 3].

Corol. 1. l1 \_-=la" [9. 4- corol. ] =o Za] =o.

2. l(ac)[ — l(blnbl°) = lbu'+l*= (la+lc)lb= (taJr

le) X 1 [9. déf. 5. corol. ] ] = /«+/c.

3. /— [= l(ac-') [9. 4. corol.] ] = /a — Je.

\
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LIVRE X.

DÉFINITIONS.

I. J. or t nombre entier qui n'est multiple d'aucun

multiple de l'unité, s'appelle nombre premier.

II. Les racines d'un trinome x*+ax+b , sont les

nombres a, 6, qui rendent (x—<z)(x— ë)—x*+ ax+£;

les racines du quatrinome x3+ax*+bx+c, sont les

nombres a, ë, 7, qui rendent (x— a)(x—S)(x y)

=x3+ax'l+bx+c; les racines du polynome x^+ax3

+bx*+cx+d, sont les nombres a, 6, 7, 5, qui rendent

(x—a)(x— 6) (x-—f) (x—S):=x4+ ax3 + bx*+ ex

+d; ainsi de suite. Les lettres a,b,c,d, etc., désignent

ici des nombres quelconques positifs ou négatifs , ou des

zéros; et on appelle nombre pr1ncipal celui dont on;

retranche les racines , pour former les facteurs des po

lynomes.

PROPOSITIONS.

I. Chaque racine substituée à la place du nombre prin-

cipaly réduit nécessairement à zéro le polynome respec

tif; et tout nombre qui, étant substitué à la placé du

nombre principal, réduit à zéro un polynome proposé,

en est nécessairement une racine.

II. Lorsque le nombre principal et ses Coefficients'

sont des nombres entiers ou des zéros, et que le dernier

terme et l'une des racines sont aussi des nombres eu*
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tiers, je dis que si l'excès du nombre principal su*

'cette racine n'est pas égal au polynome proposé, il en

sera toujours un sous-multiple.

Soient x^+ax3+bx*+cx+d le polynome, a la ra*

tnne, et (x3+px*+qx+r) (x—a)=x^+ax3+bx*+

cx+d, c'est-à-dire, x*+ (p—a) x3+ (q—ap) x*+

(7•— aq) x— ar=x* +ax3+ bx*+cx+d. On aurap—à

=a, q—ap= b, et r— aq=zc: mais a, b , c', x-, sont

des nombres entiers ou des zéros [ sup. ] ; donc p ,q ,r,

et par conséquent x3+px*+ qx+r, seront des nombres

entiers, tant que x sera o ou nombre entier; d'où il suit

que x^+ax3+bx*+cx±d doit étre=:r— a, ou mul

tiple de x—a; et ainsi des autres cas semblables.

III. Un nombre entier étant proposé, trouver tous les

diviseurs entiers dont il est susceptible.

Soit 1 2o le nombre proposé. Ce nombre divisé par 2

donne 6o ; écrivez 2: 6o divisé par 2 donne 5o ; écrivez 2 :

15
3o divisé par 2 donne 15; écrivez 21 et puisque — n'est

qu'un n'ombre fractionnaire, essayez 3, c'est-à-dire-, le

plus petit nombre premier au-dessus de 2 : 15 divisé par

3 donne 5; écrivez 3: et puisque le quotient 5 est aussi

nombre premier, écrivez 5, et vous aurez 2X2X2X3

X5=12o, dont les sous-multiples entiers sont 2; 3; 5;

7^X2; 2X3; 2X5; 5X5; 2X2X2; 2X2X3; 2X2X5;

aX3X5; 2X2X2X3; 2X2X2X5; et 2X2X5X5.

Soit 2 1 45 le nombre proposé. étant un nombre

, . . - 2145 „ , . _ t15
fract1onna1re, essayez 3; —-— = 715; ecr1vez o:-^

, . „ 7 1 5 ._ , . „ ï43

xx est pas ent1er; essayez 5: -^- = 143; ecr1ve» 5: -r



LIVRE X. l3l

n'est pas entier ; essayez 7 : —^- est encore une fraction;

essayez 1 1 : = 1 3; ecr1vez 1 1 et 13, nombres prem1ers,

etvonsaurezôX5X 1 >X 15=2145, dont lessous-mul1i-

ples entiers sont 5; 5; 11; 15; 3X5 ; 3X 1 1; 3X 13> 5X

11;5X13; «1X13; 3X5Xn; 5X5X13; 5Xt1X13,

IV. Le dernier terme et les coefficients du nombre

principal étant des nombres entiers, trouver les racines

entières d'un polynome proposé, tel que ceux de la dé

finition II de ce liv. X.

Ecrivez sous une même colonne les chiffres 1,o, — 1 ,

et à côté d'eux les trois valeurs du polynome qui en ré

sulteront, en substituant successivement 1, o, — 1, à la

place du nombre principal : à côté de chacune de ces

valeurs , écrivez sur la même ligne tous les sous-multi

ples entiers dont ils seront susceptibles. Si parmi ces

sous-multiples il s'en trouve trois, le premier dans la

ligne supérieure, le .second dans la moyenne, et le

troisième dans la dernière, différents entre eux d'une

unité, de telle sorte que le premier soit plus grand ou

plus petit que le second , en même temps que le second

est plus grand ou plus petit que le troisième, toujours

d'une unité, on pourra essayer si le second ne seroit

pas une racine du polynome, en le prenant positive»

meDt s'il est plus grand que le premier, et négative

ment s'il est plus petit.

Soit 3$—9#3+ 23x*—i0X+ 15 le polynome. On

aura, en pratiquant cette règle,

54-

1 1o. 1. 2. 5.

o 15. 1. 3. 5.

1 68. 1. u. 4- .7
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Et puisque à côté de 1, o, — 1 , on trouve les nom*

bres 2, 3, 4> qui vont en augmentant d'une unité, on

pourra essayer si 5 ne seroit pas une racine. En effet,

le 3 substitué à la place dex dans le polynome x4—ox'

-r-25x*— 2ox+15, ou dans l'équivalent (((x—q)x+2Î)

-X—2o} x +15), le réduit à rien ; donc 3 en est1me racine.

Soit pour second exemple x3 + 2x*—35x+ 14 le po

lynome. On aura, suivant la même règle,

1 — 16. 1. 2. 4- 81

o 1/J. 1. 2. 7.

— 1 48. 1. 2. 3. 4. 6. 8, 12. 24.

Et puisque vis-à-vis de 1 , o ,— 1 , on trouve les deux

suites 1, 2, 5, et 8, 7,6, essayez si 2 et — 7- ne se-

roient pas les racines demandées. Mettant 2 à la place

dex dans x3+2x*—33x+ 14=((x+2)x— 33)x+14>

il vient— 5G ; donc 2 ne sauroit être une racine [1o. 1]:

mais substituant — 7 > on trouve o ; donc — 7 est racine

du polynome proposé [1o. 1].

Cette méthode dérive immédiatement des proposi

tions I et II de ce liv. X.

V. x*+ ax+i=(x-K a+ V (5 <**— b)) (x+ i«—

y/tfa*-b)).

Scholies 1. Selon les suppositions du liv. VIII, toute

racine carrée est une expression ambiguë; car y/g,

par exemple, doit désigner 3, aussi bien que— 3: mais

on est dans l'usage de ne prendre ces expressions que

dans le sens positif.

2. Lorsque deux expressions ne diffèrent entre

elles que par les signes + et — dont elles sont affec

tées, on les réduit ordinairement à une seule, moyen

nant le signe +. Au lieu de dire, par exemple, que
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les racines de x^ + ax+b sont — ia + y/^a*— b)t

et —\a— y/ (i«*—£), on dira simplement qu'elles,

sont—îa + y/(i(!'- 1).

5. Dès que l'on supposera*—b nombre négatif,

l'expression yJ (^a*— b) devient absurde [8. sup. 5. co-

rol. ] ; cependant les géomètres modernes , lorsqu'ils

rencontrent de semblables expressions, ne laissent pas

que de continuer le calcul, et l'expérience leur a prouvé

que les calculs de cette espèce n'en sont pas moins sûrs,

pourvu que l'on observe certaines précautions. La pre

mière consiste à faire toujours (y/ —m ) (y/ — n) =t

— y/mrc; d'autres, à assujettir l'interprétation de ces

expressions métapboriques des modernes calculs, aux

conditions des problêmes et à la droite raison.

4. Ces expressions absurdes , ot autres pareilles ,

servent toujours à indiquer l'incompatibilité des con

ditions qui y donnent lieu. Quand on demande, par

exemple, les racines de x* — 6x + 1 1 , la réponse-

5+y/— 2, d'après la proposition précédente, ne veut

dire autre ebose sinon que le trinome .r*— 6x+ 1 1 n'est

point susceptible de racines ; ce que l'on indique aussi

en disant que les racines 5 + y/— 2 en sont imaginaires.

AVERTISSEMENT.

Dans une même expression, si + signifie + , + si

gnifiera + ; et si + signifie — , + signifiera—, Jlen

dis autant de + et + ; de +' et +' , et de +' et +'.

Il est bon d'observer que + et +' désignent le con

traire de + et de +' ; mais les significations de j; et

de If sont indépendantes de celles de +' et +' ; je diâ

la même chose de +' et +' à l'égard de + et +.
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PROPOSITIONS.

3

VI. Les racines de xî + bx+c spnt y/ ( —\c +

V (ÏO+ljb*)) 3 ■ ** ,

2

2

, et ces raci

nes, malgré l'ambiguïté des signes, ne sont que trois;

— b
car -3 ! - r étant égal à

— \/(— 7c+v/(tc'+t7ô3)) [ce que l'on peut véri

fier en multipliant le quotient par le diviseur] , on a

l/{-ic±s/ (IC+^J'))- ,. - ib : —

V /(-Tc+y/^+rfA'))

^.^-J3)); qui n'admet qu'une seule valeur.

Corpl. On pourra donc désigner encore les racines

de x> + bx+c par y/ (— f c + y/ (ic' + ^i3)) +

v/(-ic-V(ic'+,7*3)), et =-L±^=^ ,/(_! c+

i- . , — i+v/— 3, —i +v/—3
■^b )); cari divise par ~ donne ,

ce dont on peut se convaincre en multipliant le quo

tient par le diviseur.

jScholies i. Ces dernières expressions font voir que
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x?+bx+c n'a qu'une racine, tant que c et v/-(^c*+

375- ù3) ne sont pas imaginaires, et que le même trinome

en aura trois, dès que c réel rendra ^/(-i c^+- b3) ima

ginaire; car réduisant en séries les radicaux cubiques

£9. 6] , et effectuant les opérations indiquées , on obser

vera que l'opposition des signes anéantit tous les termes

affectés d'expressions imaginaires.

2. Soit £=o et c=—7W3. Les racines de x3—m3 se-

ront m, et =^ - m [ 1o. 6]. Supposant donc je

— — 1±y/—3 » 3
s=m , ou x= =-ï; m , on aura x1— m'=o. et

2 • '

3C?== m3. De là vient qu'on est dans l'usage de dire que

tout nombre a trois racines cubiques, l'une réelle et

les autres imaginaires.

VII. Trouver les racines de x3+ax*+bx+c.

A la place de x mettez z^-\a, et vous aurez z3-k

(b—| a*) z+ £j a3—±ab+c. Cherchez les racines de ce

polynome , en prenant z pour nombre principal, et re-

tranchez jade chacune de ses racines ; les restes seront

celles de x3+ ax*+ bx+c.

VIII. Trouver les racines de x/'+ax3+ I>x*+cx+d..

Désignant par /■ le nombre qui satisfait à l'équation-

r3 — 4 br* + (\ac—d) r—i ((a*— ft) d+c*)=o,

je dis que les racines du polynome proposé seront— \ç-

±W("+***—6)±V(0:FTv/(2'-+i«ï— *))?

—r+ v/(r*— d)); car désignant cette expression par

«ionaura-z+ia+l^2r+ia'— *)=±V ((?a+

\^(ir+hia>—b)y— r±v>-(r*—d));z*+(\a+y/(ir

+ia»—b))z+(\a+^(2r+la*— *))' = (f«+ i

v/(2/-+|«*— è))*—r+v/ (r*-w*); **+ (î «+v/ (V

-r
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ij-i«*—i))z=—r+y/ (r*—d); z*+'1az+r=±z

^(2r+ia*—b) ±v/(r*_d); (2*+iar4-r)t =^+

41z3+ (ia*+2r) z*4-arz + r*=r (2r+i a*—£) z*+2*

V:((2'p+7a,—b) (.r*—d)) + r* — d; z^ + az^arz

=— bz^+iz^ ((2r+io*—i) (r*—d))— rf.-mais r3

^-i *r* +<i <*c— rf) r—i ((a*— 4$) rf+C) = o; donc

8r3—4ir,+ (2ac—Sd) r—d> d+^bd—c*=o; 8Z3—

4ir*_8rfr—a* d+^bd=—lacr+c*; 8^+ (a*—{b)

r* — Sdr— tp d+l,bd=à* r*—2ac/-+c*= (ar—c)*:

mais 8r3-f- (a*— 4£)r*— 8rfr— a* rf+4W=4 (2r+f

ef— b) (r*— rf); donc 4 (2r+;o'- £) (r*— </) =

(ar—c)*; 24+az3+arz=— £2*+(ar—c) z— rf; z4+

az3=—£z*— cz—d; z'>+az34-bz*+cz+d=o; donc

z est racine de x^+ax3+bx*+cx+d [1o. 1].

IX. Si deux polynomes ne diffèrent qu'en ce que le»

coefficients de leurs termes pairs sont affectés de signes

contraires entre eux, je dis que les racines de l'un se

ront égales et contraires à celles de l'autre. On entend

far termes pairs, les seconds, les quatrièmes, sixièmes,

huitièmes, etc.

Soient x^+ax3+bx^+cx+d, x4— ax3 + bx'*—ex

+<2 les polynomes. Désignant par a une racine quel

conque du premier, on aura ofi+aaP+ boi' +ca.+d—o

[1o. 1 ]. Substituant— a. à la place de x dans le second,

on aura ot*+aa1+ba'+ca+d : mais cette somme est

=o [dém.]; donc — a racine du second [1o. 1 ].

Soit x5+ax^+bx3+cx*+dx+e le premier, a^-r

ax^+bx3—cx* + dx—e le second, et a racine du pre

mier. On aura a5-\-a2*-\-ba,î+c2?+da,+e=o [1o. 1],

et — a?— aofi—bat? — ca*—da—e=o : mais en subs

tituant — a à la place de x' dans le second, on a

¥
mtÊimmàmàtm^M KT «--«gj*2S5:
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aussi — a5—«a4— b2? — ca*— da — e = o [ dém. ] ;

donc — a racine du second [1o. 1].

X. Le polynome dont tous les termes sont positifs

ne sauroit avoir des racines positives.

Désignons par j^+ (cl — a) x3+(b—aa) x*+ (c— ba)

x—ca[=(x—a) (x1+ax'l+bx+c)~\ un polynome

dont la racine a est positive.

Pour que les termes (a—a) x3, (b—aa)x*, (c—b2)x,

soient positifs, il faut que a*b, c, ne soient point né-

gatifs : mais — ca ne sauroit être positif sans que c soit

négatif ; donc, pour que tons les termes du polynome

proposé fussent positifs , il faudroit supposer c négatif,

et non négatif, ce qui est absurde; donc, ou la racine œ

n'est point positive, ou tous les termes du polynome

proposé ne sauroient être positifs.

XI. Un polynome quelconque étant proposé, si après

avoir multiplié chacun de ses termes par l'exposant de

la puissance à laquelle le nombre principal y est élevé,

oa divise chacun des produits par le nombre principal ;

si après avoir multiplié chacun des termes du résultat,

par l'exposant de la puissance à laquelle le nombre

principal y est élevé , on divise les produits par le

double du nombre principal; si l'on répète une sembla

ble multiplication sur chacun des termes du nouveau

résultat , en divisant les produits par le triple du

nombre principal, ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on

parvienne à un binome : je dis que la plus forte racine

positive du polynome proposé ne sauroit être plus

grande que le nombre positif, qui étant substitué à la

place du nombre principal, donnera des valeurs positi

ves , non seulement au polynome proposé , mais à tous

peux qui en résulteront d'après cet énoncé.
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Soit, par exemple , le polynome

x5— 2x4— 1ox^+dox*+63x— 12o.

On aura, en se conformant à la supposition, le polynôme

5x4—8x3—3ox*+6ox— 65;

lequel donne, suivant toujours la même supposition,

1 ox3— 1 2xl—3ox+ 3o ;

d'où l'on tire

1ox*—8x— 1o;

d'où enfin

5x—2:

et on observera que le nombre 2 , substitué à la place

de x dans ces polynomes , les rend tous positifs; et

qu'en effet la plus grande racine du polynome propose

est plus petite que 2.

Soit le polynome proposé

x*+ax3+ bx*+cx+d=G.

Faisant x=z+e, on aura z4+ (^e+a.) z3+ (6e'+

3ae+b) z'+ (4e3+ 3ae*+2Je+c) z+el>+aeî+ be,+

ce+d=F.

Posons c4+ae3+Je*+ce+d=H, etz+e=x, racine

de G: il viendra G=o [1o. 1] , et F=o ; donc z racine

deF[1o. 1].Or, pour que le nombre e rende positifs tons

les coefficients 4e+ a; 6e*+'5ae+b;^eî+'5ae*+ibe+e,

et H, il faut que z soit négatif [ 1o. 1oJ'; donc, puisque

x=z+e , si x est positif, et z négatif, il faudra que e

soit > x : mais H ne diffère de G qu'en ce que e s'y

trouve à la place de x, et les coefficients de z3, zr, z,

dérivent du polynome G, suivant l'énoncé de la pro

position; donc le nombre que l'on aura trouvé de I»

manière prescrite dans ledit énoncé, sera plus grand

qu'aucune des racines positives du polynome propose',

pourvu qu'il en ait de positives.

_-*AV--jf-J:.te,
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Corol. Si le polynome proposé a deux rac1nes égales,

l'une d'entre elles appartiendra également au polynome

que l'on trouvera en multipliant chaque terme du poly

nôme proposé par l'exposant de la puissance à laquelle

le nombre principal y est élevé, et en le divisant par

le nombre principal multiplié par l'exposant de la puis

sance à laquelle ce même nombre est élevé dans le pre

mier terme.

Supposons, par exemple, qu'il y ait des racines éga

les dans le polynome x^— 5x3 —6x*+ 28,r— 2^: je dis

que l'une de ces racines appartiendra également au po-

. 4-z4 5X5x3 2X6x* 1X28x oX'->4x°

lynome-; -. ; 1 -. -.
J fac i^x 4x 4x 4^

= x3 — ~ x* — 5x + 7.

car si l'on désigne par e en particulier l'une des ra

cines, que x représente en général , le nombre z=x—

je sera l'excès de l'une quelconque de ces racines sur la

racine e; et si le polynome G a deux racines égales, dé

signées par e, le polynome F doit avoir le facteur

(z—o) (z—o): mais ce facteur ne donne que z*, et

par conséquent le dernier et l' avant-dernier terme du

polynome F doivent s'anéantir, d'après la définition II

de ce liv. X ; donc

e4 +ael +be* +ce+d=o,

4e3 -r-3ae*-r-2ae-r-ce=o,

, 3ae* ihe c

et e3 +—T-+—r + -r=o.

4 4 4

Substituant donc x à la place de e, c'est-à-dire, dési

gnant par x l'une des racines égales du polynome G, on

_ , 3ax* 2bx , c

»uraG=o, et x3~i—-. H —r + -r=o.

4 4 4

r
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XII. Trouver les racines des polynomes.

Soit x4—<)x3+15.r*—27x+9 le polynome dont on

demande la racine: ecrivez, selon la proposition XI,

les polynomes

x4—gx3 + 15x* — 27x+9J

4-r3— 27x* + 5ox — 27;

6x* — 27x + 15;

4x— 9:

ou afin de faciliter les substitutions,

((('.r — 9)x+15)x—27)x+9;

((4x— 27)x+5o)x— 27 ;

((2x— 9)x+ 5)X3;

4x— 9.

On trouvera facilement que 8 est le plus petit nom

bre entier et positif, qui ne rend negatif aucun de ces

polynomes; donc le premier chiffre de la racine doit

être 7. Pour trouver le chiffre immédiat, on n'aura

qu'à ecrire 2+7 à la place de x , en supposant que x

represente la racine, et il viendra

z4 + 19s3 + 12o3* + 232z 131= o=G.

Et puisque z positif rend positifs, non-seulement le po

lynome G, mais tous ceux que l'on en pourroit déduire

d'après la proposition XI, il s'ensuit qu'il seroit inu

tile de les écrire pour chercher la valeur de z: mais

tout nombre entier et positif, substitué à la place dez,

rend G [=(((z+ 19) z+ 12o)z+232)z—- ï51] positif;

doncz<1. Or, de tous les nombres o,1; o,2; o,3;

o,4 ; o,5; il n'y a que le dernier qui, substitué à la

place de z, rende G positif; donc o,4 sera le second

chiffre de la racine, et par conséquent x=7,4 etc.

Pour trouver le chiffre immédiat, on écrira x;=7,4

+z > et on aura
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G = 2* + 2o,62' + 143,76 z*+ 337,3763— 17,7584

=o=(((z +2o,6)z+145,76)2 +357,576)2—17,7584

dont les polynomes dérivés d'après la proposition Xr,

seroient également inutiles pour chercher la valeur de

z; et vu que tout nombre positif non <o,1 rend G po

sitif, il s'ensuit que 2<o,1 : il faudra donc essayer

successivement les nombres o,o1 ; o,o2; o,o3; o,o4;

o,o5; o,o6 : mais de tous ces nombres il n'y a que le

dernier qui rende G positif ; donc o,o5 sera le troisième

chiffre de la racine, et par conséquent x=7,45 etc.

Suivant le même procédé, qui ne sauroit manquer que

dans le cas de racines imaginaires, on pourra pousser

l'approximation jusqu'au rang décimal qu'on voudra,

ou jusqu'à ce que l'on puisse négliger, sans erreur con

sidérable, l'excès de la vraie racine sur l'approchée.

Soit x3+7,o2x*+16,o6x+ 16,o8 le polynome dont

on demande la racine.

Comme ce polynome n'a point de racine positive [10.

10] , on cherchera celle dex3— 7,o2x^+1 6,o6x— 16,o8>

que l'on trouvera =4,o2 exactement, et on conclura

que— 4,o2 est racine du polynome proposé f1o. g].

Soient n un nombre entier et positif, et a racine dov

polynome x"+ax"—%+bx"—*+ etc.=A. Il suit de la

définition II de ce liv. X, que —— sera=x"-l+

gx°_*+hx"_3 + etc. =B;que si (lest racine deB, il sera

£=x"—*+Dx"—î+o.r"~4+etc.=C; que si 7 est ra-

x—b

c
cine de C, il sera =x"—3+ etc. ," ainsi de suite: et

' x—f

que et , 6, f , etc., seront racines de A.
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Soit x'— 5x*—2x+16==G le polynome dont on de

mande la racine. On écrira , suivant toujours le même

procédé ,

(( x— 3) x— 2)x+16;

(3x—6) x— 2 ;

3x—3.

Le plus petit nombre entier et positif qui rend toutes

ces expressions positives, est 3; donc 2 sera le pre

mier chiffre de la plus grande racine positive de G,

pourvu qu'il en ait de positives. Supposant donc cette

racine =x=z+2, on se servira de G, comme plus

haut, pour trouver le chiffre immédiat, ou le premier

décimal de la racine. Ecrivant donc

(( z+5)z— 2)z+8;

(3z+6)z— 2;

on trouve le premier décimal =o,2 ; et supposant x=

z+2,2 pour trouver le second, on a

z3 + 3,6z*— o,682+7,728;

d'oi1

(( z+3,6)z—o,68)2+7,728;

(3z+7,2)z— o,68;

ce qui donne ce second chiffre= o,o8 ; et supposant

x=z+2,28 on procéderoit à la recherche du décimal

immédiat : mais ce seroit ici en pure perte ; car le poly

nome G n'a point de racines positives. Aussi dans

l'énoncé de la proposition XI, on n'avance point que

tous les polynomes ont des racines positives ; on affirme

seulement que, par exemple, G ne sauroit avoir aucune

racine positive >3, ni=à 3; =2 ou<2; =2,2 ou

<2,2; =2,28 ou < 2,28, ainsi de suite; et tout cela

est vrai rigoureusement parlant. D'ailleurs, on auroit
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pu se détromper dès l'investigation du premier dé

cimal; car l'équation z3+3z*— 2z+8=o, donne z=

—; „ ; équation absurde , lorsque z< 1.

Que l'on cherche donc la racine négative, et on la

trouvera de suite =— 2; et divisant alors x3 — 3.r*—

ax+ 16 par x+2, il viendra x*— 5x+8, qui a les deux

racines impossibles, 2Î + iy/— 7; d'où x3— 3x*— 2.r

4.16=(x+2)(x—2i+4v/—7)(x—2i—Jv/— 7).

Scholie. Désignant par r+z la racine d'un polynome

Quelconque A + Bx+Cx*+Dx'+etc, et substituant

r+z au lieu de x, on aura A+Br+O*+D/^+etc. +

(B + 20+3Dr*+etc. ) z+etc. = o. Soit r le nombre

exprimé par les deux premiers chiffres de la racine, et

convenons, par cela même, de négliger toute puissance

de z au-dessus de la première: on aura

—A—Br—O*—Dr3— etc.

z= = ^ ;r=—- , et par consequent
B+2C/+3Dr*+ etc > * u

A +Br+O'+Dr'+etc. , , . ,

x=r =r-— , valeur approchee de
B-r-20+3D/-*-f-etc. ' rr

x , et dont tous les chiffres seront exacts, tant que leur

nombre n'excédera pas le double de ceux qui suivent

le premier de la partie r. Par exemple, ayant trouvé,

suivant toujours la même méthode, la partie 7,4 de

la racine de x4—9x3+15x*—27x+9, et x=r—

- \ , v —!-— , N "——, on aura, en subst1tuant

((^r—27)r+ôo)r— 27 '

7,4 au lieu de r, x=7,4 — ~^_Q = 7,45 etc. :

r = 7,45 donnera de même x = 7,4514 etc.; r =

7,45 14> donnera x=7,4 5 149836 etc., ainsi de suite.

"-
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Moyennant cette méthode, dont l'exactitude est con

firmée par l'expérience, on peut découvrir aussi l'im

possibilité des racines. Par exemple, après avoir trouvé

le nombre 2,2 partie supposée de la racine du polyno

me x3— 5x*— 2x+16, on écrira 2,2 au lieu de r dans

,6—ir—$r*+r1_ ((r— 3)r—2)r+16

—2—6r+5r* (3r_6)r—2 '

et on aura x=2,2+ ca > valeur incompatible avec

o,00

les opérations même qui ont donné x =2,2 etc.;

car on en déduira facilement que ce qui manque à 2,1

pour égaler x doit être <o,1.

XII T. Chercher un nombre x qui rende ax!*+bx1+

cx*+dx+e=o.

Le nombre x qui satisfera à l'équation x^ x^H—

x*H xH =o sera le nombre demandé.

a a

Autre solution. Posant x=—, on aura z*+bzî+acz*

a

+a* dz+a3 e=of et la valeur de z que l'on trouvera

suivant la méthode précédente , donnera celle de x

K-
XIV. Chercher la plus petite racine positive d'an

polynome proposé.

Soit x3 — 7x*4- 7x + 15 le polynome : supposons-le

=o, et substituons — au lien de x; il viendra —r .
z ' - zz z

+—+15=o, et par conséquent 1 — •jz+^z*+1Sz3

=o: mais «=o,333 etc. [=|] est le plus grand nombre
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qui rend 15z3+ -jz*— 7z+ 1 = o; donc 3 =—=x I

sera le plus petit nombre positif qui rend x3— •jx*+'jx

+ 15= o; car la valeur de x= — deviendra d'autant

plus petite que celle de z sera plus grande. En effet, les

racines de x3 — -jx* + ^x+ 15 sont 5 , 5 et — 1.

XV. Chercher les racines égales.

Supposant, qu'il y en ail dans le polynome proposé

x3— 5x* —1ox+7, designons par x l'une de ces racines

égales: on aura x3— 5x* — 1ox + 7=0 , et x* =-

x p-= o [1o. 11. corol. ] , c'est-à-dire, 3x* — 1ox;

— 1o=o, et par conséquent x (5x*— 1o.r— 1o)— 5

(x3—5x*— 1ox-r-7)= o, c'est-à-dire, 5.r5+2ox—21

= o; donc 3 (5x*+2ox— 21) — 5 (3x-* — 1or— 1o)

13
= o, ou 1 1ox — 13= o, et par consequent x= j

doncx=—— devroitêtre non-seulement une des racines

1 1o

égales du polvnome proposé , mais aussi de l'une quel

conque des équations 5x* — 1ox-— 1o=o, et 5x*-J»

2ox— 21 = o. Or, —— , écrit au lieu de x, ne rend

1 10

pas 3x*— ter— 1o=0 ; donc le polynome proposé ne

sauroil avoir des racines égales.

Soit x3 — x*—8x+ 12 le polynome proposé : on aura

a:5—x*—8x-\- 1?.r=o, et 5x* —2x —8=o; donc x

(ùx'—'2x—8) —5 (x3—x* —8x+r2)=o;x*+16x—

36=o; d'où 5 (x*+16x— 56) —(5x* — 2x—8)=o;

5ox— 1oo=o, et x=2. Mais x=2 rend Sx*—ix—

"

10
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8= o; donc 2 est une des racines égales de x3—22e»—

8x4-12. Or, ce polynome divisé par (x — 2) (x—2)=

x*_4x+4, donne x+3; donc 2, 2 et —.3sont les ra

cines de x3—x*—8x+12.

Soit a4_3x3—6x*+28x— 24 le polynome. On aura

d'abord x (4x3—gx*— 12x+28)—4(^— 3-^ — 6.r*

+28x— 24)=o; d'où 3x3+12x*—84x+96=o;et

x3 4- 4x* —28x+32= o; et par conséquent 4 (x34-4*''

— 28x+32) — (4x3— gx*— 12x+28) = o; 25x* —

1oox4-1oo=o; et x*—4x4-4=o- °n aura ensuite

(x34-/1x*— 28x4-52) — x(x*—4x+4)= o, et 8x*—

32x+52 = o, c'est-à-dire, une seconde fois x*—fc+

4= o, et on ne sauroit parvenir à un binome comme

celui de l'exemple précédent: mais les racines de x* —

4x+4 sont 2 et 2; donc 2, 2, 2, sont les racines du

polynome proposé. Or, ce polynome divisé par (x— 2)

(x— 2) (x—2) = x3 —6x*4-12x —8, donne x4-3;

donc 2,2,2,—5, en seront les racines.

Soit x4— 1ox3+ 37x* — 6ox4- 56 le polynome. On

aura x (4x3 — 3ox*4-74*— 6o)—4 C*4— 1ox^37x^

—6ox+56) = o; x (2x3— 15x* + 57X— 5o)—2 (x4—

rox34-37x* — 6ox+36) = o ; 5x3 — ^x^+gox —- 72

= o; 2 (5x3— 57x*+9ox— 72) — 5 (2x3— 15x*+

37.r_3o)=o, et x*—5x+6=o. Or, 21 (x*— 5x

4-6)—(2x3 — 15x*4-37x — 3o)=o, donne 5x*— 25x

+ 5o=o, et par conséquent une seconde fois x*—5x

4-6= o, dont les racines sont 2 et 3; donc celles do

polynome proposé seront 2 , 2 , 3 , 3.

Soitx5— 13x*4-67x3— 171x* + 216x— 1o8 le poly

nome. On trouvera, suivant le même procédé, x3 —

8x*4-21x— 18 = o, et on ne sauroit aller plu* loin;
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donc toutes les racines de celte équation ne sont pas

inégales ; car si elles l'étoient, le polynome proposé en.

auroit trois paires d'égales, ce qui seroit absurde, puis

qu'il ne peut avoir que cinq racines [égales ou inégales]

[ 1o. déf. 2]. En effet, la méthode précédente donne 3

et 5 pour les racines égales de x3 — 8x+21x— 18 .

mais à l'aide de ces deux-ci, on trouve la troisième 2 ;

donc 3,3,5, 2, 2, sont les racines du polynome pro

posé.

Corol. Cette méthode offre un moyen de recon-

noître s'il y a des racines communes entre deux po

lynomes proposés , et par conséquent de simplifier

les fractions, lorsqu'elles en sont susceptibles. Soit,

. x3— ax*— 8a*x + 6a3 . ,

par exemple , —7 =—s „ . . s—5 rr—r la 1rac-
r v ' x4— 3ax3—8a*x*+18a3x— 8a4

tion proposée : supposant le numérateur = o, et le

dénominateur = o, on aura x4 — 3ax3 — 8a*x* +

l8a3x — 8a4—x ( x3 — ax*—8a*x +6a3)=—2axJ+

I2a3x—8a4=o; ce qui donne— x3+6a*x— 4a3= o;

x3—ax*—8a'x+6a3-j-(—x3+6a*x— 4a3) = - ax*

— 2a*x+2a3=O; x*+ 2ax 2û*:=o; — x3+Ga*x —-

4a3+x (x*+ 2ax— 2a*) =2ax*+4a*x— 4a3= °J et

par conséquent une seconde fois x*+2ax—2a*=o;

ce qui prouve que les racines de x* + lax — 2a*i

sont communes au numérateur et au dénominateur.

Divisant donc l'un et l'autre par x*+2ax—2a*, on

trouvera

x3— ax*—8ax—6a3 x— 3a

a^—3ax3—8a*x*+18a3x—8a4"~x*—5ax+4a*"

2. C'est encore par ce moyen qu'on élim1ne les in

connues. Les exemples suivants font roir ce que l'oa

entend par élimination d'inconnues.



l48 PRINCIPES MATHÉMATIQUES ,

Trouyer trois nombres x, z, y, qui donnent

2x+ z — 6y= 6;

2ox—5z— ly=i'];

5z— x + 1oy—5-] :

onaura1o(2:r+z— 67-)— (20x— 5z—4j-)=i°X6—

27, c'est-à-dire, 13z—56=55; ix+z—6y+i (—-*+

5z+1qr)=6+2X57, ou 1 1z+14j= 12o; 13(nz+

,4r)_,1(15z— 56j-)=15X12o— nX35; c'est-à-

"07_ 5

dire, 7987-=! 197, ouJ":

798

Faisantj- = ^ dans l' equation 11z+1^y=\20, on

.99-
trouvera nz+21 = 12o,et par consequent z=77=9 >

substituant les valeurs de z ,y , dans l'équation 2.r+z—

6y=6, on trouvera x=3. Voici le tableau de ces opé

rations :

2X + z— 'Q7"= 6

2o.Z— 3z — 4.7= 27

—x+ 5z+ 1oj-= 57

2o3:+ 1oz— 6oy=

nox— 3z— 4j"=

6o

27

o 13z— 56j-= 53

ix -+• z— 6y=

—2x+1oz+ 2oj-=

6

1 14

o 11z+ 14j= 120

11 X 15z—6167-=

13Xnz+ 182j-=

365

156o

o 798J":==,197

On demande deux nombres x, z, qui rendent x' —

x*z—5z= o, et.r*+xz—z*+ 5—o. On aura .r (i*+

xz—z3 + 5) —(x3—x*z— 5z)= 2z** — (z*—5)x+
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3z=o;2z(x*+;r-z—z*+5)— (2z2:*—(z*—.3);>f+3z)

=(3z*— 3)x— 2z3 + 3z=o; (5z*— 3) (x* + xz— «*

+ 3)—x((5z*— 3)*—2z3+ 3z)= (5z3—-6z)x—(3z*

— 3)(z*—3)=o;(3z*—3)((5z3—,6s) x— (3z*— 3)(z*—

3))_(5z3_6z)((5z*—5)x— 2z3 + 3z) = (5z3 — 6z)

(2z3— 3z)— (3**— 3)";(«* — 3)= «6+18z4—45^ +

27=o.
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LIVRE XI.

PROBLEMES.

I. vJu-1TRE associés ont contribué à former la somme

de 6Go louis ; la part du premier est le double de celle

du second ; la part du second est égale à celle du troi

sième, plus 5 louis ; et la part du troisième est la moitié

de celle du quatrième. On demande la part de chacun?

Désignant par u la part du premier, et par x , z,f,

celles des autres, on aura u-\-x+z-\-y= 66o; u=ix;

x= z-\-?>; et z='-y. Substituant \y à la place de l

dans la troisième équation , il vient x=~j-i-5 ; subs

tituant cette valeur de x dans la seconde, on trouve

m=j-+6. Ces valeurs de u, x, z, substituées dans la

première, donnentj-+6+ \j-\-ù+{jt+j=6Qo ; 5f+

9=66o; j+3=22o ; d'oùj- = 21^; z=1o8,5; x=

I 1 1,5; u=22D.

Autre solution. Si l'on désigne par u la part du pre

mier, celles des autres seront, îM— 3|a,et«—6; et

on aura de suite

u+ju+ju— 3+ u—6=66o=3«—9; et «=223.

II. Un père est âgé de 35 ans, et le fils de 14= on de

mande l'époque où l'âge du premier sera le double de

celui de l'autre ?
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Soit x le nombre d'années qui manquent : on aura

35-r-x=2 (14+x)=28+2x, etx=7- En effet, 7 ans

après, le père doit avoir 4'-i ans, et le fils 21.

III. Un père étant âgé de 55 ans, et le fils de 14, on

demande l'époque où le père sera quatre fois plus âgé

que le fils?

Soit x le nombre d'années qui manquent : on aura

35+x=4 ( 1^+x)=56+/1x, etx:=— 7. L'expression

négative — 7, marque qu'il falloit demander le nombre

x comme déjà passé , au lieu de le chercher dans

l'avenir.

IV. On a acheté trois objets à différents prix. Lepre-

mier prix , plus la moitié du second et du troisième, font

5g francs ; le second, plus le tiers des deux autres, font

42 ; le troisième, plus la moitié des deux autres, font 45:

on demande les trois prix?

En les désignant parx, z,j-,on aura x+^(a+j")=

39-; z + ±(x+y)=fa;j + i(x+z)~/i5; d'où l'on

déduit 2x+z+j"— 78; 5z+xH-j-=126; %y+x+z^=

go. Opérant comme on le voit ici,

ix+ z+ j-= 78 -'

x+5z+ ^=126

x+ z+ 2j"= 9o

o 52 + y= 2X « 26— 78=174

z + 3f=2X 9°— 78=11o2

o +14jr=5X1o2— 174=556

on trouvera j-=24; z+3X24=«o2, ou z=5o; x+

5o+2X24=9o 1 ou x= 12.

V. Trois canonniers ont tiré trois différents nombres

/
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de coups de canon. Le premier et le second en ont tiré

2o de plus que le troisième; le second et le troisième,

52 de plus que le premier; te premier et le troisième,

28 de plus que le second. On demande les trois nombres.

Soit x le premier, et z, y, les deux autres: on aura

*+JS=r+2o; z+j=x+5'x;x+j-=z + 28. Et en

opérant comme il suit:

x + z—J-=20

x+ z+J-=02

x—z+y=x&

O 1z o=2o+ 32=52

* =26

o o 2^=32+28=6oJ=3o

2J: O o=2o+28=48

on trouvera x=z2^

VI. Un corps d'armée composé de quatre différentes

nations, a perdu un certain nombre d'hommes. La pre

mière en a perdu 62o moins que les trois autres; la se

conde, 46o moins que les troisautres; et la quatrième,

5oo moins que lçs trois autres. On demande la perte de"

chaque nation?

Désignant par P, H, I, A , les pertes, on aura

A+ I +H_62o= P

A + I +P_46o=H

.A + H+P—38o= I

I+H + P_5oo= A

d'où l'on tire les équations suivantes :
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A + I +H— P =62o

A +• I—H+ P =46o

A— 1+ H + P =38o

—A4- I4-H4- P — 5oo

2A 4-2I

— 2A4-2I

o o =1o8o

o o = 12o

o 41

I

o o=1 2oo

o o = 3oo

4A °

A o

O o = f)(JO

o o =24°

o o 2H—2P=16o

2H4-2P=88o

4H o = 11>4o

H o= 26o

o 4P— 72o

p= 18o

VIT. Quatre nombres sont en proportion arithméti

que, c'est-à-dire, que l'excès du premier sur le .yecond ,

est egal à l'excès du troisième sur le quatrième, et on

suppose, en outre, que le premier multiplié par le se

cond est= 1o; que le second multiplié parle troisième

= 18; et que le troisième parle quatrième =54- On

demande les quatre nombres?

Soit // le premier, et x , z,y, les trois autres. On aura

ux=1o; xz=18, zj=5^; u—x=z—y , et parcon-

— 12. — 1È— !?ff_ 5!f. _ 54 _ 54X5

" " ' x 1o 5 z yu

6X5 3o 1o ou 3o , , ., .
= =—,• u =^ . La dern1ere equa-

u u u 5 u

'
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. au 3o ' io Lu 2o

tion donnera- u= ,ou-r- =—, et par

u u u 5 u' *

conséquent ^u*=ioo; u* = 25j u=5. Donc xt=2;

Autre solution, u étant le pvemier nombre , — sera

* u

le second; =4^,le troisième; et =—-, le

i0 5 gu u

., . io au 3o . _

quatrieme : mais u =^ : donc u= 5
x u 5 u

VIII. Si l'on suppose le troisième multiplié

quatrième= 7, et le reste comme ci-dessus ; on a -

u

35 io au 35 , an ô5 io

r=— , etu. = '— : donc— u= ,

gu u 5 gu 5 gu u

, , ,. L 35 —0o ,, , ,, .
cest-a-dire, -^ru= —, d ou Ion tire u=s/ —

5 y"

55 5
— X 7-; expression absurde, qui indique l'impossibilité

y t-

de ce que l'on demande.

Corol. Lorsque quatre nombres sont en proportfoft

arithmétique, la somme des extrêmes est égale à celle

des moyens.

IX. a étant la somme de quatre nombres en propor

tion arithmétique continue, et b celle de leurs carrés,

on demande les quatre nombres.

En désignant ces nombres par u, x, z,j, on aura

u + x+j-+z=a; w* -\- x* +j-' + z*= b, et w—x=X

—z=z —y. L'équation :c —• ,z = z —y, donney =

2z —■ x ; u — x = x — z donne z = ix — u, et par

conséquent a = u-\- x + (2x— u) + (2 (22r— w) —x)

et b = w'+ x* + ( 2a? — ")* + (2 ( 2X — u) — x)',
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—2u+6x-=a, et 6u*— 16ux-\- 1^x*=b. Eliminant u,

onaura4ox*— loax— 3a*+2i= o; d'oiz .r=— ( a +.

4 \

y/ ^ ). Les equat1ons a=—2u+ox; z=2a7—ut

y=-iz—x ', donneront les valeurs de u, z,j.

Soit, par exemple, a=14, et i= 54 : on aura x=z^

(«4±v/^y^)=^(«4±2)=3i+;.Posantx=5i

+7=4^ on aura u [=3x—ja]=5 ; z= 5 , etj-=2;

posant ,r= 5^—^=3, on aura u=2, z = 4 > etj-=5.

Autre solution. Désignant par x+ oz, x+ z, x— z, et

x— 3z les nombres demandés , on aura a=^x, et b =

(x'+6xz+gz*) + (x* + 2xi+z") +(am-Mz+2,) +

(x* —6xz+yz*)=4x*+2oz*: «=4x donne x=~a,b

, . . 4^ u' i !• <-
=±a*-\-20z*,elz= + ^y/ -—= . Appl1quant ers for

mules à l'exemple ci-dessus, on trouvera x=3j, z:=

±î> et 3 i + J; 3}+); 3ï+î; 3?+ r> seront les nom

bres demandés.

X. La somme a de trois nombres en proportion conT

tinue, et la somme b de leurs carrés étant données,

trouver les trois nombres.

Soit x le premier, et z le second : on aura x+z+z*

x-'=a, et x^ + z*+z^x—* = b; ou x*+xz—ax+z*

=o, etx^+x*z*—ix*+z'i= o: éliminant;*: suivantce

qui a été ditprop. IX,liv. X, on parviendra à nne équa

tion qui donnera la valeur de z, etparlemoyen del'équa-

tion x*-f-xz]—ax+z*=o, on aura la valeur de x.

Autre solution. x+z+z*x—'=a , donne x+z*x~l

=a—z; (x+z*x-1 )»=(«— z)* ; x*+ 2z*+z*x-*= a*
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— naz+z*; doncx*+z'+z^x—*= a*—2az= i, et par

a'

consequent z = -

2a

XI. Si au lieu de trois nombres il s'agissoit de qua

tre, aux mêmes conditions de la question précédente,

on auroit x+z+x_'z* + x~*z3:=a, etx^+z'+x-'1*

+X-4z6=i; d'où l'on pourra tirer une équation pour la

valeur de z, et alors x3->r(z— a) x*+*z*+z3=o don

nera celle de a.

Mais cette solution seroit pénible : le moyen d'en

obtenir une plus simple , ce sera d'introduire dans

le calcul quelque nouvelle inconnue qui ait moins de

valeurs que z ; car l'équation qui fournira la valeur

de cette inconnue , sera nécessairement moins élevée

que celle qui auroit donné la valeur de z.

En effet, le premier terme de la proportion dont il

s'agit, peut prendre la place du quatrième, et le qua

trième la place du premier; d'où il s'ensuit que le se

cond peut devenir le troisième, et le troisième le second.

Ainsi tandis que pour satisfaire à cette circonstance, on

doit avoir deux valeurs pour z, la somme du second et

du troisième terme demeurera toujours la même. Sup

posons donc z-\-x_'z*=S: on aura x+x_*z3=a—-s;

donc x= z* (s — z ) _ * , et par conséquent z* (s —

z)-'+z— (s—zY=a— s , et z3+(j—z)3 = (a—s)t

(s— z); d'où 53— 3s*z + 3sz*=asz— az*—s*z+sz*f

ce qui donne z= -'$+»/ [ |s* )—js-f-
* ~v \* a-\--2sy —

Doue la valeur de s donnera celles de z, de x> et de l'autre
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terme moyen, qui doit être s,—±s l 1 + y/—7— )= *s

(,+v/?tS}

Pour trouver s, on observera que le carré de la somme

des deux nombres est égal au carré du premier, plus le

carré du second, plus deux fois le produit du premier par

le second : mais la somme des moyens est égale a s, et leur

fa—is\l / _ -a — 2î\

produ1t est égalà^C^v/^-^JT^1+ Vj^S)

T / a— is\ s3 , . 2S3 .
— ij' [ 1 = : donc s* - sera la

4 \ a + ïsj a+ is a + -2s

somme des carrés des deux moyens. Or, la somme des

extrêmes est égale ha — s, et le produit des extrêmes

est égal au produit des moyens ; donc b = (a— s)* +

as3 . ' b , ( bm

s* , et par consequent s= ± y/ l t-;
a+ is' ri 2a \^4a*

d*— b\

Autre solution. Soient xz3 , xz, xz~' , xz—3 les qua

tre nombres en proportion continue : on aura x(z3+z

+z—+z_1)~a, et x*(ze+z'+z-*+z-6)=b; donc

x. (zî + z + z-t+ z-3yb=a*b=x*(z6+z*+z-* +

x-6)a% et par conséquent (z3+z+z-'+z-3yb= (z6+

z*+z-*+ z-6)a*.Ma\s(z3+z+z-' +z-3y=z6+2zl>+

•z,z* 4. 4 4. 3z-n + nz-'i+z-6 ; donc (a*— b)z6—2^+

(a»+ 3£)z*— 4i + (a*— 5b)z_*—2bz-*+(a*— £) z_6

« 2J . , a* — 5£ * 4J

=o, ce qu1 donne ^—aTZTbz+lF^Tz "1^=1

a»—3i 2*_ 4+z_6_o# posant 5=^+

2i

s_% et retranchant le polynome z6 * 7 z^+etc.

-r
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de (z'+z-*)3, c'est-à-dire, de z6-r-3z*+3z— *-M-,8, on

2i

>— b

z4.

6b

- — b
:* +

4* 6*

a* — £ a" — b

ib

-z~4=i3, et mettant c au lieu de — on

a*— b ' a* — b

aura cz4— 3cz*+ 2c— '5cz—*+ cz_^=s1. Retranchant

c [z* + z_*)* «lu premier membre de cette équation, et

c.ç* du second, on aura — 5cz*— 5cz— ' = s3 —«' ;

ajoutant 5c (z*-f-z-*) d'une part, et 5cs de l'autre, on

aura s3—-es*— 5cs^o; ce qui donnera s =o,ou s=jC

+ v/(icl — 5c). Moyennant s, on aura z et ar.
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LIVRE XII.

AVERTISSEMENT.

JL/es lettres a, b , c, etc., ne désignent clans les calcul*

de ce liv. XII, que des nombres entiers et positifs, ou

des zéros, selon l'occasion.

PROBLÈMES.

I. Trouver un nombre x , entier et positif, qui rende

2$x 2 . . .-

ent1er et pos1t1f.

i9

r . . 28x— 2 . qx— 2 . qx— 2
Invest1gat1on. =x+ - , donne -

19 19 19

1qa+2 a + i

= a , et par consequent x= —- = 2a -| -

y y

, a+ 2 , , ,, , |" a-f-2
donc = °, et a= 90,— 2; doux ==2«H

= 2(9a_2) + ^ti]==19*_4.

II. Trouver un nombre x positif qui satisfasse à la con»

,. . \nx— 6
u1l1on —-—-—= a. 1

26

T . . \'tX— 6 , 26*74-6
Invest1gat1on. ——^— = a, donne x= = a

0 26 ' 17

, Qa+6 1 g«+6 .

+ ; donc - =0, et par consequent a =;
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inb— 6 , 8// — 6 8b—6 , qc+6

£$?,£+$= <, c-W-6, donci[=c+£+-6]

= 9cf— 6; «= i7^— i2, et x=2Ôd— i8.

III. Trouver un nombre x, entier et positif, qui donne

7ix+ io

, . 7ix+io , 89a— io

Investigation. -—r. = a, donne x=.

i8a— io i8a— \b , 7ii+io _,,
= a-\ ; = b; a = -i ^ = 36+

7i 7i i8

i7J+io i7A+io , i8c— io . c— i0
-j—q—;—.—û— = c; *= -= c H ;

i8 i8 i7 i7

c = fjd+io; b=i8d+io; a = -jid+fo , et 0:=89^

+ 5o.

IV. Trouver un nombre x? entier et positif, qui rende

21x— 4 =a.

27

, . . 2ix— 4 i 271+4
Investigation. = a, donne x= — =

c 27 ' 2i

. 6a+4 6a+4 , , 2ii—4

«H : = 0, donne a = —- = 36 +

2i 7 2i o

3i_4 5*— 4 , , fit + 4 4
-; ——--= c, donne 6=—-—=2c+J, ce qui

60 3 t>

implique contradiction. Il n'y a donc point de nombre

entier et positif qui, substitué à la place de x, rende

2ix— 4

27

V. Trouver un nombre x, entier et positif, qui rende

20oo— i7x

2i

•entier et positif,

an nombre

: entier et positif.



lIvre xtr. 161

t . . 2ooo — 17.r „ , 5— 17x ,

Invest1gat1on. '— =q5H '-— .donne

21 21

5— 17X 21a+5 , ia+ 5 ba+a

'—=— a', x= —=a-\ ; = b3

11 17 ïl ll

1"b—5 , . . b — 5 b— 5 . . . _
«=-J-7 =4*H—7—i—7—= c> 6=4c+5; a=

17e+2o; x=21c+25. On pourra donc prendre ici

c=o , ou c=— 1.

VI. Trouver un nombre x, entier et positif, qui rende

x—8 x— 1o x— 7

28 > i9 ' 15

des nombres entiers et positifs.

x 8

Investigation. —jj— donne x=28a+8, et par con-

x— 1o 28a— 2 na— 2 . oa— 2

sequent = =a+- ; donc - »

19 '9 '9 19

, 10J +2 7 , b+ i b+ 2 f

= J, et a= % =2b-\ : =C;b=gc-~

9 9 9

2, et a= 19c-— 4. Donc:r=532c — 1o4 rendra —77—

et des nombres entiers et positifs.

•9

_ , x-— 7 532c— 1n , 12c— 7
On aura donc —=-*-= 5 =4ocH —t.

' 15 12 12 12

rf=12e—7; et par conséquent c = 15e—^7, et x=;

6916e— 3828.

<

11
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LIVRE XIII.

DEFINITIONS.

I. JL/orsqu'on représente une surface quelconque

par le produit de la hauteur d'un parallélogramme, mul

tipliée par sa base, on sous-entend toujours que ce pa

rallélogramme est égal à la surface, et que l'unité à

laquelle on rapporte le produit, est égale au carré de la

ligne que l'on prend pour unité dans les facteurs.

II. Le paralléli pipède dont les six faces sont autant

de carrés, s'appelle cube.

III. On désigne un solide quelconque par le prodnit

de la hauteur du parallélipipède qui lui est égal, mul

tipliée par la base du même parallélipipède, et alors

on rapporte le produit au cube de la ligne que l'on a

prise pour unité dans les facteurs.

SUPPOSITION.

Toutes les fois que les circonstances le permettent , on_

place les grandeurs contraires à l'opposite les unes des

autres , c'est-à-dire , dans des positions directement

opposées entre elles.

AVERTISSEMENT.

Kq désigne le carré de la ligne A ; et Ac le cube de

la même ligne.
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PROBLÊMES.

I. Les côtés et la base BC d'un triangle ABC étant

donnés, calculer le point où la perpendiculaire baissée

du sommet de l'angle opposé à BC, doit rencontrer ce

même côté.

Soient AD la perpendiculaire, et a, b , c, les valeurs

d'AB, BC, AC. Désignant par x le segment BD, ou

aura kHq=a'—x* [5. i5], elADtj= ci— (b—x)*;

d'où a'— ar*=c*— (b—x)* , et cf—c* — b* + 2bx, ce

•pu donne x= ^ =7b+ ^ =- (^b +

(a+ c)(a— c)\

b '

Scholie. Lorsque l'angle ABC est obtus, on a a*+ b*

<c', ce qui est facile à déduire des liv. Ier. et V, et par

conséquent la valeur de x négative; si ABC est aigu, on,

aa,+J'>c*, et x positif. Et en effet, ces deux valeurs

contraires de la ligne x répondent aux deux situations

contraires où elle se trouve placée dans l'un et l'autre

cas, ce qui e»t également facile à déduire du liv. I".

II. Trouver l'aire d'un triangle dont on donne les

côtés.

Soient a, b, c, les côtés : il suit du problême pré

cédent , qu'en prenant b pour base, on aura a2—

[- c } pour le carré de la bauteur; donc^i

y/ (a'— ( —— ) ) sera l'aire du triaDgle.

Corel, iV (a'~ (£±^fl)") = |V ((«+;

^

f
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am+b'—c*\ ( a*+ b* —c*\\ I7 r fa*+ 2al+l'-(\

-)("-1b

c*— a*-\-iab— b'

2i

2i /

=^y/((«+ A+ c)(a+ *—c)(à— £+ c)(—a+b+c))

'=$)/ ((a+b+c) (a+b+c—2c)(a+6+c— 2«)(«+

£+ c— 2a)).

III. Conrioissant les côtés d'un parallelogramme et

l'une des diagonales, trouver l'autre.

Soit ABCD un parallelogramme dont le côté AB=fl,

le côté BC=b, la diagonale BD=c, et la diagonale

demandée= x. On aura , d'après le corol. précédent,

±y/((a+ b+ c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c))=

i>/((a +îc+r*) (a+Te-i.r) (a—^c+ lx) (-«

+ le+\x))+V((*+ ^+r-ï-) (i + rc—7^) (*-îc

+ î.r) (— i+^c+îx)). Désignant le premier membre

de cette équation par { y/ D, et le second par \\Z^+

Jv/Y, on aura iv/D=^V'Z + Ïy/Y; D=Z+2v/

(ZY)+Y;D—Z—Y=2v/(ZY);et(D—Z—Y)*=4

(ZY) , équation dégagée de radicaux; d'où l'on pourroit

déduire la valeur de x, en substituant celles de D,Z,Y,

et en effectuant les multiplications indiquées; mais le cal

cul en seroil long. Voici une investigation plus abrégée.

Menant AF perpendiculaire à BD, on aura BF=

a*+c*

1c

•± y/ (îa* + lb

S" /1* -J- - r*£_ et BF= T-c

-; d'oùl'on tirex=

-e*).

Autre investigation. EF

_^+;t*-
-, et—EF

-Î£*±I
-, donneront $£*+\<?—a*=— (î**
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+ '4c*— b*); d'où l'on tire x= ± y/ (laï+ib*—c*),

deux valeurs de x, quoique la diagonale représentée

parx ne soit susceptible que d'une seule valeur.

IV. Inscrire un carré à un triangle donné, de sorte-

que la base de l'un fasse partie de celle de l'autre.

Soient ABC le triangle donné, etx la base du carré que

l'on demande, représenté par DEFG. Désignant AB par

a, BC par i, et CA par c, on au»a b:a:x:AT); AD=

ax __ / ax\* _ , ,
-j- , etBKq= (a y-l —x*. On trouvera de même

CF«?=(c_ÇY_.r^ Donc b.— x—y/((a—™J

—x*)+v/((c T~ ) — x*) t équation quj pourroit

donner la valeur de x; mais dont le calcul seroit long.

Voici une investigation plus expéditive.

Soit AH=<i et perpendiculaire à BC : on aura b:x::d

. x dx . . T -„ dx hd

:k\=^-j-; d=AI+Ul=-r+x, etx=

Construction. Menant HL=^J, LMx=rf, et Ll pa

rallèle à AM, on aura HI=
b+d

V. Soit AB un arc de cercle , G le centre , BD une

droite perpendiculaire au rayon AC, AED un demi-

cercle , et F le centre : on demande le centre d'un cer

cle qui touche l'arc AB, la droite BD et l'arc AED ?

Désignant par G le centre du cercle, et supposant

AC=a, AF=i, etFH=x, menez CG, FG, et la

droite GH , perpendiculaire à CA. On aura EG=DH

~b—x, CG=a—EG=a—b + x, GF=i+GE=.

a&—x,et ÇH==a—b—x; et paj conséquent (a— b
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+ x)*— (a— b—x)*= (ib— x)* — x*, c'est-à-dire,

b*

4 (a—J)x= 4^'—4**i ax=b*, et x ——.

Construction. Prolongez CA vers I jusqu'à ce que

FI=a; élevez FL perpendiculaire à CA et=6,- tirez

IL, et menez LH perpendiculaire à IL: FH sera=ar.

Du centre C avec le rayon a—DH, et du centre F

avec le rayon 4-f-DIJ, décrivez deux cercles : le point G

où ils se couperont sera le centre demandé.

VI. Par deux points donnes conduire un cercle qui

touche une droite infinie, mais donnée de position.

Menez d'abord la droite AB qui ne soit point paral

lèle à CD, et prolongez AB jusqu'au point D de la

droite CD. Désignant par C le point de contact enlre

CD et le cercle demandé , on aura CD<7=ADXDB, et

par conséquent CD= + y/ (ADxDB), deux valeurs

de CD également utiles ; car en plaçant + ^/ (ADXBB)

d'un côté, et-^-y/ (ADXDB) du côté opposé, on aura

deux cercles qui satisferont également à la question.

Le cas où AB seroit parallèle à CD n'a pas besoin de

calcul.

VII. Dans un cercle donné ABC, inscrire une droite

donnée BD, moindre que le diamètre; mais de sorte

que cette droite prolongée passe par un point donne E-

Menant par le centre du cercle et par le point E la

droite EAC, qui rencontre la circonférence en deux

points; et supposantEC=a, EA=A, BD=c,etEB=

x, on aura x (x+c)-=.ab ; x*+cx—ab=o; et x=

— 7C+ y/^c^ + ab). Désignant ces deux valeurs parEB

et ED, on voit qu'elles sont vraies par rapport à la quan

tité, et fausses eu égard aux signes; car elles ne sont

-•*--

 

V
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pas en sens contraires, comme le calcul l'indique : pour

être vraies à tous égards, on eût dû trouver x=^/ (^c*

+ab)±lc.

Construction. Menez la tangente EF, et vous aurez

~EFq=ab; élevez GF=|c et perpendiculaire à EF :

menez EG qui sera = y/ (\c*+ab); sur EG prolongée,

prenez GH=jc, et du côté opposé coupez GI—GH:

les droites EH , El, seront les deux valeurs de x =5

VIII. Trouver le côté BC d'un triangle rectangle en

B , dont on connoît la base AB, et la somme des deux

côtés.

Soient AB—a, AC+BC=i, etBC=:c. Onauraa* +

, è*— a*

x*= (b—x)* et x= j— , express1on toujours pos

sible selon le calcul , quoique la solution du problême

soit réellement impossible , lorsqu'on propose une valeur

d'AB plus grande que celle d'AC+BC.

Scholie. Les deux problèmes précédents et le troi

sième, ainsi que plusieurs autres, font voir que la sup

position de ce liv. XIII et celles du liv. VIII, peu

vent induire à des solutions fautives : aussi ne doit-on

donner pour infaillibles les solutions fondées sur ces

hypothèses, qu'après s'en être assuré par des démons

trations rigoureuses, déduites de principes certains, et

indépendantes de pareilles hypothèses.

IX. Avec quatre droites donnees construire un qua

drilatère égal à une aire donnée.

Représentons le quadrilatère demandé par ABCD,

l'aire par a, et supposons AB=J, BC=c, CD=d,

DA=e, et la diagonale AC=x. On aura ^ y/ ((b +c +x)

r
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(b +c—x)(b—c+x)(—l>+c+x))+^((d+e+x)

(d+e—x) {d—e+x) (— d+e+x))= a : mais la ré

solution de cette equation seroit pénible.

Autre investigation. Du point C tirez CE, CF, per

pendiculaires aux côtés AB, AD, prolongés à volonté.

Vous aurez ixCE+eXCF=2«. Prolongez CD versG,

de
en faisant CG:d::e:b, ou CG=-t-, et par le point G

menez GH=è et parallèle à AD; tirez CH, et prolon

gez CF jusqu'au point I de la droite GH prolongée à

volonté. Vous aurez CI: CF;:e:i,• maisGH==i; donc

le triangle CGII=CAD, et les triangles ABC+CGH

=a, c'est-à-dire, îiXCE+ïiXCI=a; donc CE+CI

r=-^-. Prolongez CE vers L, jusqu'à ce que EL=:^-,

et achevez le triangle CLM, rectangle en L, et dont

l'angle LCM=DCF. Vous aurez CM=CG=^,et

LM=GI. SoitLMouGI=z. On aura DF:z;:CD:CG,

et par conséquent DF:z::i:e, d'où DF=—. Et puis-

qu'AC<7 =d*-r-e, +2eXDF=«i'-r-e*-r-2Jz= i,+ c'-r-

2iXBE, on aura b'+c*+ïbxW=d'+e'+îbz, et

d* + e- — b'—c* rfa+e«_i'_c'

Jib= r M. Donc , sera

2» ib

la différence entre BE et z, ou entre BE et LM. Prenant

donc BN= j , et menant MN, LN sera

26

un rectangle ; d'où l'on voit que pour déterminer le

point C, il seroit inutile de calculer la valeur de z.

Construction. Sur AB prenez BN=—— 7 —
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en dehors, si cette valeur est positive, et <lu coté opposé

si elle est négative. Elevez NM=-=- et perpendiculaire

de

sur AN ; du centre M avec le rayon -7-, et du centre B

avec le rayon c, décrivez deux cercles qui se couperont

enC, et achevez le quadrilatère ABCD.

Corol. Les angles BCE, MCL, CBE, CML , valent

ensemble deux angles droits , [ parce que les deux trian

gles BCE, CLM, sont rectangles en E et L] : mais les

angles BCE, MCL , BCM, font deux angles droits; donc

l'angle BCM=CBE+CML : mais l'angle CDF= CML;

donc BCM=CBE+CDF. Or, CBE + CDF=BAD+

BCD ; donc BCM=BAD+BCD : mais la valeur de NM ,

et par conséquent celle d'ABCD, sont les plus grandes

lorsque BC et CM sont en ligne droite ; donc la va

leur d'ABCD est la plus grande qu'il soit possible,

lorsque les deux angles BAD, BCD, font ensemble deux

angles droits, c'est-à-dire, lorsque le quadrilatère peut

être inscrit dans un cercle. .

_ _ . abc

X. Construire—j- .
de

Apresavoir trouve une droite= -7-, cest-a-dire, une

quatrième proportionnelle à d, b, a, chercbez une autre

,. . . , ab , ..

bgne qui soit a -j- comme c est a e : cette ligne sera =

d e

XL Construire r—-—3.

b*-t-ca

"
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Faisant un parallélogramme ex= b*+cd> on con1-

. a3 . a3

tru1ra — qu1 sera =— 5.

ex * b*+cd

a3b

XII. Construire -3 w.
ct + d1

Sur la base c on fera un parallélogramme ce=d'.

et on aura c3+d3^c3+ced=c(c*+de). Faisant un

parallélogrammefg—c*+de, on aura cfg=c (c*-i-de)

a b a3b

c'+rf' cfg cf g

XIII. Construire
bcd+e+ff

Fu1sOue -; ; -rrest= -; ; 7Î
H bcd+e+f* bcdX1+eX1X1X1+f

\ cd ^ P ~ bcd f*

1- J 1X1 1X1 1X"X1

n'aura qu'à construire celle de ces expressions que l'on

voudra.

XIV. Construire l'équation x3+px=r, c'est-à-dire,

trouver la valeur de .r, lorsqu'on connoît celles iep e1r.

« Soit AK une droite quelconque, que l'on nommera

«. Sur AK prolongée de part et d'autre, prenez KB=

— vers A, si p est positif, et en sens contraire, si p est

négatif • coupez AB en deux parties égales en C, et

du centre K avec le rayon KC décrivez le cercle CX;

inscrivez dans ce cercle la droite CX=— ; prolongez

CX de part et d'autre , et tirez AX ; prolongez de même

AX; entre CX et AX inscrivez EY=CA , de sorte que

EY prolongée passe par le point K: on aura x=XY.
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Pcnr démontrer cette construction , nous établirons

d'abord les trois lemmes suivants.

Lem. 1. YX:AK::CX:RE.

Car menant RF parallèle à CX,les triangles sembla

bles ACX, ARF, et EYX, EKF, donneront AC:AK::

CX:RF, etYX:YE::KF:KE, c'est-à-dire, YX:AC::

KF:KE; doncACXKF=AKXCX=YXxEK; donc

YX:AR::CX:RE.

2. YX:AR::CY:AR+RE.

De ce que YX:AR::CX:RE, il s'ensuit YX:AR::

YX+CX:AR+RE, c'est-à-dire, YX:AR::CY:AR+

RE.

3. RE— RB:YX::YX:AR.

R étant le centre du cercle CX, la perpendiculaire sur

CY, menée par le point R coupera CX en deux parties

égales, et par conséquent | CXX2CY=CR<7-1-CY9—•

RY<7;doncYR<7—CR<7= CY?—CYXCX=CYXYX;

ce qui donne CY:YR—CR::YR+CR:YX; mais YR

—CR=YR—YE+CA—CR=RE—BR, et YR +

CR=YR—YE+CA+CR=ER+AR; donc CY:RE

—BR::RE+AR:YX, et par conséquent CY:RE+AR::

KE—BR-.YX ; mais le lemme 2 donne CY:RE+AR::

YX:AR ; donc RE—BR:YX:: YX:AR.

Démonstration de la construction. Le lemme 5 donne

KE— BR:YX::YX:AR, d'où RExYX—BRxYX:

YX<7::YX:AR; mais le lemme 1 donne RExYX=

ARxCX; donc ARxCX—BRxYX:YX<7::YX:AR,

et par conséquent AR9XCX—ARXBRXYX=YXc.

Substituant.r, n, —,—,, à la place de YX, AR, BR,

n ri"

3
CX, dans cette dernière équation, on aurar—px-=x

ov1x3+px=r».

f

wx,
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LIVRE XIV.

DEFINITIONS.

I. .Ljorsqu'on rapporte une ligne quelconque, si

tuée sur un plan, aux côtés d'un angle rectiligne tracé

à volonté sur le même plan , et qu'on donne le nom de

base à l'un des côtés de cet angle, on appelle ordonnée

de la ligne dont on parle, toute droite parallèle à l'au

tre côté, comprise entre la base et le sommet du même

angle. En pareils cas , la portion de la base comprise

entre l'ordonnée et le sommet, se nomme abscisse;

l'abscisse et l'ordonnée sont deux coordonnées; le som

met s'appelle l'origine des abscisses; et l'équation qu1

détermine l'une des coordonnées , lorsqu'on donne la

valeur de l'autre, est l'équation de la ligne proposée.

II. Si l'origine des abscisses est un point commua à la

ligne proposée, on la nomme sommet de la base et de

la ligne proposée.

III. On donne le nom d'axe à toute base perpendi

culaire aux ordonnées.

IV. Soient x,y~, les coordonnées; a, 6, y, S, etc., des

nombres quelconques posi tifs ou négatifs, ou des zéros; et

Q— ot+Gx+dx* 4-7)x3 +etc.

+V+txJ+§x*y+etc.

+ty* +'^r* +etc.

+*J'3 +etc.

+etc.

S'
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l'équation d'une ligne proposée. Si le nombre de ter

mes en est fini , la ligne sera algébrique , et du premier

ordre? ou du second> ou du troisième , etc. , selon que

le nombre de facteurs x ou/; ou x ely , sera 1,o112,

ou 3 , etc. , daDs le terme où il y aura un plus grand

nombre de ces facteurs»

V. Le solide terminé par une figure plane proposée,

et par la surface qu'une droite infinie décriroit, en par

courant de l'un de ses points le périmètre de la figure

proposée, et en passant toujours par un point donné

hors du plan de cette figure, s'appelle pyramide. La

ligure et le point donné sont la base et le sommet de

la pyramide.

VI. Si la base est un cercle, la pyramide prend le

nom de -cône ; et si un plan coupe la surface du cône

sans passer par son sommet, la ligne d'intersection qui

en résulte s'appelle section conicjue.

VII. La section conique qui renferme un espace

quelconque sans être cercle, s'appelle ellipse; celle

qui a quatre branches infinies, s'appelle hyperbole,

et celle qui n'en a que deux, parabole.

VIII. La ligne droite, qui divise également toutes

les cordes parallèles à une même corde, se nomme

diamètre.

IX. Et si en outre elle les coupe perpendiculaire

ment, on la nomme axe principal ; et pour lors le

sommet de la ligne prend aussi le nom de sommee

principal.

X. Lorsque deux abscisses, coupées sur un même

diamètre , sont égales et contraires , et répondent à qua

tre ordonnées égales, deux d'un côté, et deux de l'autre
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du même diamètre, l'origine de ces abscisses s'appelle

centre du diamètre.

XI. Les diamètres, dont l'un divise egalement tonte

corde parallèle à l'autre , sont deux diamètres con

jugués.

XII. Le point où tous les diamètres se conpent ré

ciproquement, s'appelle centre de la ligne.

PROBLÈMES.

1. Trouver l'équation de la ligne droite.

Soit AB la droite proposée. Marquez-y deux points

A, B, à volonté, et de ces deux points baissez les per

pendiculaires AC, BD, sur une droite quelconque CD.

Supposez AC=a, BD=5, CD=c, CE abscisse quel

conque = x, l'ordonnée EF=j-, et vous aurez c:b—

a::x:y— a; d'où, cy—ac=(b—a)x, et o=ac +

(b —a)x—cy.

Scholies. 1. Si CD étoit parallèle à AB, on auroit

o=ac—cy , ely=a.

2. On démontrera facilement que la ligne du premier

ordre est une ligne droite , tout comme l'on vient de

démontrer que la ligne droite est une ligne du premier

ordre.

3. On donne le nom de courbe à toute ligne qui

n'est point droite; et c'est pour cela que les géomètres

appellent les lignes du second ordre, courbes du pre

mier genre ; les lignes du troisième ordre, courbes du

second genre , et ainsi de suite.

II. Trouver l'équation de la section conique.

Soient D le sommet de la section conique ABC, faite

 

v**iïfftfi y1
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par un plan non parallèle à la base du cône ; AECF une

seconde section parallèle à la même base ; et AC l'in

tersection des plans ABC, AECF: que l'on mène la

droite EF perpendiculaire sur le milieu d'AC, et les

droites DE, DF, BG, étant l'intersection des plans ABC,

EDF, on démontrera facilement qu'AECF est un cer

cle ; que EGF en est le diamètre ; que le plan EDF

passe par le centre de toute autre section circulaire pa

rallèle à AECF, et que par consequent ce plan divise

également toutes les cordes parallèles à la corde AC.

Désignons l'abscisse x parBG; l'ordonnée j-par A G, et

BD par a. Puisque les angles des triangles BFG, DEF,

sont donnés, les rapports de leurs côtés seront connus,

etonauraGFs=mx, BF=nx, EF=/?XDF=yj(a-r-

nx)=pa+npx , et par conséquent EG=p«+np—

mx : mais AG^=EGxGF; donc j*=mx(pa+npx

_\inx), ou o=mpax+m(np—m)x*—y*.

Corol. 1. Toute ligne dont l'équation est de la forme

o=&r+Sx*+ïj'*, sera une section conique, que l'on

pourra construire dans le cône, en transformant cette

, . € S

équat1on eno=—y #—yx —J > et en Ia compa

rant ainsi à l'équation o=mpax+m(np—m) x*—y*t

ce qu1 donnera p= „—, et a= r r^-. ra1sant
1 r mn\ ' S—m%

donc l'angle AGF droit, et prenant l'angle AGB des co

ordonnées dans un plan différent d'AGF, coupez GB,

GF BF
GF, par une droite DF, et supposez ~-jt= m> et ^

=n; prenez BD= - j=: le point D sera le sommet
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du cône. Prenez encore FGE=— --,„— X DF : la droite

mnÇ,

FGE sera le diamètre d'un cercle dont le plan doit être,

ou parallèle à la base , ou base du cône. Cela posé, si

l'angle GBF rend S—m*Ç=o, il faudra en construire

un autre, et la nouvelle valeur de m, qui en viendra,

satisfera à la question.

2. Toute ligne du second ordre est une section conique.

Pour le démontrer , soit ABC un arc proposé d'une

ligne du second ordre ; menez les cordes parallèles AC,

BD, dont l'une par les extrémités de l'arc, et l'autre

dans l'intérieur du segment ; divisez-les également en

E, F, par la droite EFG. Soit G le point où cette

ligne rencontre l'arc. Prenant GEA pour angle des

coordonnées, GE pour base , et G pour sommet, l'équa

tion générale aux lignes du second ordre, devra donner

pour l'ordonnée AE deux valeurs égales et contraires,

correspondantes à l'abscisse GE, et autant de valeurs

égales et contraires pour FB , correspondantes à l'abs

cisse GF: mais GE, GF, sont deux abscisses quelcon

ques; donc l'expression de y, déduite de l'équation

générale, devra donner poury deux valeurs égales et

contraires, quelle que soit l'abscisse x, depuis o jusqu'à

GE. Or l'équation générale du second ordre, o=a+

6r+7j"-f&r1 + e:rj"+%r% donne jr = —s ±-f

v/ ( 7* — 4aÇ + 2 ( 78 — 2ê'O x + ( s* — ffî )xn ); donc

., «y , , , g .r

- s =o; car autrement les deux valeurs dejr1e

2,

seroient pas égales et contraires. Mais on peut satisfaire

a la cond1t1on '— ==o, so1t en supposantx=

 

---—-'S
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soit en mettant o à la place de 7 et de 1; et la snpposi-

*t

tion de x =—î-est impossible, puisqu'il n'y auroit

S

alors qu'une seule abscisse ——^, susceptible de deux

ordonnées égales et contraires; donc 7^=o, et e= o,

ce qui réduit l'équation générale à la forme o=a+&r

+&rm+ÇjJ : mais x=o rend j~=o [const. ]; donc a

= o, et par conséquent l'équation de l'arc ABC sera o

= èx+dx*+'Ç,j* ; ce qui prouve qu'ABC est une *ec-

tion conique [ 1 4- 2. corol. 2 ].

3. Toute droite qui divise également deux cordes pa

rallèles est un diamètre.

On démontrera ce corollaire comme le précédent,

mais sans supposer qu'AB, CD, soient deux parties

d'un même arc, ni que la base rencontre la courbe.

Cette remarque est d'autant plus nécessaire, que l'hy

perbole a des diamètres qui ne sauroient la rencontrer.

_ «y gJ7 i

4. L'expressiony= -= ± -5 y/ (/ — 4«£ +

2(67 — 2ëÇ)x+(e*—^S%)x*, fait voir que la conrbeest

une parabole, lorsque s*—4<^=o; hyperbole, lorsque

*'— 4S? est positif; et ellipse ou cercle , lorsque s* —

4SÇ est négatif.

Soient d'abord e*— 4^> A, B et C, des nombres po

sitifs. Supposant +'A=7*—4e&, ±"6= 2(75— 261:),

et + C= s*—4^?, on réduira l'expression de y à j"=;

7 -+rFV/(+'A+"Bx+Cj?»),etil n'y aura point

A B

de valeur de x, > ^r + jr, et > 1 , et par consequent >

A B

—. + —, qui ne rende C**>A+B*,et C.r»>±'A±''

r

12
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hx : mais quel que soit x, positif ou négatif, Cx* esl

toujours positif; donc +'A+"B.r+Cx* sera toujours

positif, quelle que soit la valeur de x. Or, chaque va

leur de x qui rend +'A +"Bx+Cx* positif , donne deux

valeurs reelles dey; donc la courbe aura deux bran

ches infinies du côté de x positif, et deux autres da

côté de x négatif.

Lorsque e*—^S%=C devient =o, on trouve /=

i-s ± -y y/ ( ±'A±"Bx), et il n'y aura point de

2^ 21,

valeur positive de x > -jï-qui ne rende +'A+Bx posi-

tif , ni de valeur négative de x > -_ , qui ne rende +'A

•—Bx positif. La courbe aura donc deux branches infi

nies : mais elle n'en aura que deux; car x positif et>

A A

-5- rend +'A—Bx négatif; et x négatif et > -^ rend+'

A+B.r négatif.

Soit e*—45? négatif, et A, B, C, des nombres posi

tifs, ctsupposons +'A=f*—4a'£> +"B=2 (7e—2ë?)

et -—0=8*—4<^* : il n'y aura point de valeur de x , > I

A 1 D

«t > —^— qui ne rende Cj?,>A+Bx, et par consé

quent +'A+"Bx—Cx* négatif; doncjT='"_'Y~"6.

+ -y v/(±'A+"Bx—Gr*) sera imaginaire, quelle que

•oit la valeur de x positive ou négative; car—Cx* de

meurera toujours négatif. Donc la courbe ne sanroit

avoir ici des branches infinies, et par conséquentelle sera

un cercle ou nue ellipse , puisqu'il suit de la formation
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même des sections coniques sur la surface ducone, que

toute section qui n'est pas infinie, entoure necessaire

ment un espace, et devient par cela même un cercle ou

une ellipse.

5. L'équation o=a+(îx+iy+ Sx* +xy appartient à

l'hyperbole.

Car désignant par x, y, les coordonnées AB, BC, si

l'on change d'angle, en désignant par z, u, les nouvelle*

coordonnées CD, AD, et en faisant—-= m,et j^pr=n,

on aura x~u—mz,ely=nz. Substituant Ces râleurs

Aex,y, dans l'équation proposée, il viendra o=«+

6u+ (fn—€m)z+Su'+ (n—iSm)uz+ (Sm— n)mz*:

mais (n— 2Sm)*—^S (Sm—n)m=nI, ne peut être

que positif ; donc la courbe sera une hyperbole [ co-

rol. 4].

6. L'équation o=a.+&x+iy+x* appartient à la pa--

rabole.

Car substituant u— mz au lieu de x, et nz au lieu

de y, on a o=a + ë« + (yn— Ç>m) z+u? — 2muz+

m*z* équation à la parabole, puisque (— 2m)3 —4X

1Xm*=o.

7. Si l'on prend sur le même diamètre, sans rien

changer à l'ordonnée, une nouvelle origine des abscis-

«es, et si l'on substitue m à la place de x-\—- et u s

à la place de x , l'équation o = a. + Sx + Sx* +y*, qui

n'appartient qu'à l'ellipse ou à l'hyperbole, et qui in

dique que la base divise également les cordes parallè-

6* 6*

les , viendra de la forme o=«— -j + yrr- -r-S^-f-r*;

20 l\Q
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d'où il résulte qu'à deux valeurs de ", égales et contrai'

res, répondent quatre valeurs de y, égales et contraires;

deux de l'un des côtés du diamètre, et deux de l'autre.

Il y a donc un centre dans tout diamètre de l'ellipse ou

de l'hyperbole [i4- déf. io], et ce centre est l'origine de»

abscisses d'une équation de la forme o^a+Sx'+j',

8. Soient AB un diamètre quelconque de l'ellipse ou

de l'hyperbole, o=a+$x*+j-* l'équation, AB=x,

BC=j-, et supposons qu'AB n'en soit pas un axe. Pre

nez AD= i , et élevez DE perpendiculaire sur AD; tirez

la droite AEFj du point C tirez CF perpendiculaire à

AF, et CG perpendiculaire à ABG; et supposez CG =

^,BG=-^,AE=s,DE=f,AF=«,etCF=.ï;le*

m m ' ' '

triangles semblables ADE, AGH, CFH, donneront CH

t=sz ,'FH=£z ; et par conséquent AH="—tz, AG=

u (J „„ tu t*z , __ lu t'z ,
■ , GH = —: donc CG= \- sz=

s s s s s s

tu (s*—t')z tu z , mtu.
— H = • 1 , et par consequenty= .

, mz ntu . nz , u tz ntu
+ — , et BG= 1 ; donc x = •

s s s ' s s s

nz i — nt n+t _ , . ,

« = < u z. Substituant ces valeurs de

s s s

x ety dans l'équation proposée , on aura 6= a+—(S—

anSt+n'St'+ m*t') u'— ^-(nS+St—n*St— n$t*—m«r)

uz+ —(n'S+2nSt+8t*+m*) z*. Supposons DE termi

née de telle manière que t rende nS+St—n*St—nSf—

7w*/=o, et divisons par 4- (n'S+ïnlt+SP+m*) l'équa

tion précédente; elle reviendra à la forme o=«+&e'
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•f^* : donc AF sera un diamètre, et par conséquent

un premier axe, comme étant perpendiculaire à l'or

donnee CF. La détermination de t sera toujours pos

sible , parce que nS + St ,— rfdt — ndt'* — m't =o,

donner — ±S(( jg ) +.J,

valeurs toujours réelles. Désignons l'une de ces valeurs

parDE, et l'autre par DI; le produit de ces deux valeurs

sera — I ; faisant donc abstraction du signe —, on aura

DE:DA::DA :DI; mais les angles enDsont droits; donc

ADE, ADI, seront des triangles semblables, et par con

séquent l'angle DAI=AED, et l'angle EAI droit; donc

le centre d'un diamètre quelconque de l'ellipse ou de

l'hyperbole, est aussi le centre de deux axes principaux

qui s'y croisent perpendiculairement.

9. L'équation o^a+x*+J"* appartient évidemment

au cercle, toutes les fois qu'on suppose a négatif, l'an

gle des coordonnées droit, et y/ —ale demi-diamètre.

1o. L'angle des coordonnées étant droit, l'équation

o= a+&r+'y'+x*+,/* appartient au cercle; car faisant

x=u— jfi, etj"=z— [1, ce qui n'altère en rien l'angle

des coordonnées, l'équation se réduit à o = A+x*+J"*-

1 1. Soit AB une abscisse u coupée sur un diamètre,

et BC la moitié z de l'une des cordes divisées également

par l'abscisse AB. L'équation entre u et z sera o=A+

Bm+Dm*+Fz*. Que l'on change d'ordonnée, en posant

CD=j-, l'abscisse AD=x, z=my, BD=fy, et par

conséquent u=x—ny. on aura o=A + B.r— 71Bj--f-

Dx* —inDxy + (ra'D + m*F)^* équation aux nouvelles

coordonnées.

Comparant celle-ci à l'équation générale o—2,+ Gx +
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"y+8x*+ txy+'Çjr* , on verra facilement à quelles con

ditions la base île celle-ci sera un diamètre. Voici ces

conditions : Si le terme -fj manque dans l'équation, il

faut que le terme €x y manque aussi, pour que la base

en soit un diamètre; si êx existe, et ~jy manque, txj

doit manquer aussi; si les termes £-r et -;;r existent

27S

tous les deux, il faudra que s soit = -^—; et si Sx* man

que, ixj manquera aussi. Pour que Sx disparoisse, il

faut qu'il n'y ait point de Bu dans l'équation o=A +

Bu+Du*+Fz"; ce qui ne peut arriver que lorsque le

centre de la base devient l'origine des abscisse».

12. Les droites qui passent par le centre d'un diamè

tre de l'ellipse ou de l'hyperbole, sont elles-mêmes des

diamètres; mais il faut en excepter deux dans l'hyper

bole, qui ne sauroient la rencontrera quelque distance

qu'on les prolonge, et sur lesquelles il est toujours pos

sible de baisser de quelque point de la courbe une per

pendiculaire plus petite qu'aucune droite proposée.

En effet, soient A le centre d'un diamètre de l'ellipse

ou de l'hyperbole; AB un axe principal; BAC un angle

quelconque différent d'un angle droit; DB une ordon

née quelconque perpendiculaire à AB; DC perpendicu-

laireàAC;AB^x;BD^j^AC^u;CD^z; AF—1;

FG=i-, et perpendiculaire sur AB; AG=s: on aura

TiE=sz; CE—tz; u—tz=KE—sX; x= — u z:

s s

t>t7 et* t t* f 1

tf£.— fcr=— u z; v=—u z+sz=—u4 z
s s ,J s s s s

[ parce que s*—r»= 1 ]. Soi t o = A + D.r* -fj-* l'équa

tion entre les coordonnées AB, BD. Substituant à la

,
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place de x et y leurs valeurs trouvées, on aura o=A

(f+1) + (D-K*) u*— 2 (D— 1)tuz+ (D<»+1)**

pour l'équation entre les coordonnées ÀC, CD; d'où

l'on voit que la base AC est toujours un diamètre, ex

cepté dans le seul cas où D+<*= o : mais cette condi

tion , par cela même que <* est toujours positif, ne peut

avoir lieu que lorsque D est négatif ; et D ne peut de

venir négatif, que lorsque la courbe est une hyperbole,

ce qui est facile à déduire du corollaire 4 ; on ne pourra

donc tirer par le centre du diamètre de l'hyperbole,

que deux droites, qui ne seront pas des diamètres ; et les

positions de ces deux droites se trouveront déterminées

par les deux valeurs de f [f=±v/ —D], déduites do

la condition D+f*n=o.

Puisque D=—t* réduit l'équation ci-dessus à o=A

(/»4-1) —2(D— 1)tuz+(Dt* + 1)z,, appartenant à la

base qui n'est pas un diamètre , on aura dans ce cas z=s-

D— 1 , ,(D— Qy«*—(D<»+1)A(<» + 1)

DÏÏ+T^V îûF+7y ; > et

=A^+ 0 + (»^+i2£. d'où il s'ensuit que l'ordon-

. née z ne cessera d'être possible que lorsque (Df* + 1)A

(f+1)etantpos1t1f,on prendra «< D .f >

et qu'il n'y a point de valeur de z qui ne soit une ordon

née. Quand on a Df=— 1 , l'équation devient o=A

(t»+1)— 2(D—)tuz; d'où l'on voit que dans cette

hypothèse, il n'y a point de -roleur de u à laquelle ne

réponde une ordonnée, ni de valeur de z qui ne soit une

ordonnée.

Scholie. Les deux droites qui se rapprochent de la,

r
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courbe sans l'atteindre, s'appellent, par cela même,

des asymptotes. ■

i 5. Le centre d'un diamètre quelconque de l'ellipse

ou de l'hyperbole est le centre de tous les diamètres,

et par conséquent celui de la courbe.

Soient, s'il est possible, A etB les centres de deuxdia*

mètres. La droite AB, menée par ces deux points, sera un

diamètre ou une asymptote. Soient d'abord AB un diamè

tre et GDla moitié de l'une des cordes parallèles, qu'AB

doit diviser en deux également. Prenez AE=AD, BF

= BD, et menez EG ainsi que FH parallèles et égales

à CD; il suit du corol. 8, que les droites EG, FH, sont

les moitiés de deux cordes parallèles à CD. Supposons

AD= x, CD=j-, et o= a+8x*+y* l'équation. Parla

Construction, on doit avoir des valeurs égales dej- cor

respondantes à des valeurs inégales de x , ce qui est

contraire à l'équation; donc AB n'est pas un diamètre.

Supposons AB une asymptote, et soit I un point de la

courbe. Menez IL perpendiculaire à AB, et prenez AM

=AL; menez MN perpendiculaire à AB, et= IL ; le

point N appartiendra à la courbe, ce qui est facile à

deduire de 1 equation u=—- , trou-
H 2(D—)tz '

vée dans le corollaire précédent. Coupant BO=BL, et

menant OP=IL et perpendiculaire à AB, on démon

trera de même, contre la même équation, que le point P

appartient à la courbe , et que des abscisses inégales

correspondront à des ordonnées égales. Il est donc im

possible que deux points A , B, soient à la fois l'ori

gine d'une équation de la forme o=a+Sx*+j-* ; d'où

U s'ensuit que deux diamètres de l'ellipse ou de l'hy-i
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perbole ne peuvent avoir qu'un seul et même centre.

14- JJe calcul du corol. 12 s'applique au cercle,

en faisant D=1 , ce qui détruit le terme— 2 (D— 1)

tzu de l'équation relative à la base AC, et fait voir que

tonte droite qui passe par le centre du cercle, est un

axe principal. On ne saurait donc avoir D= 1 , ni par

conséquent — 2(D— 1)tuz=o , lorsque la courbe est

une ellipse ou une hyperbole ; ce qui prouve que cha

cune de ces deux courbes n'est susceptible que de deux

axes principaux.

III. Cinq points d'une section conique étant donnés,

déterminer la courbe.

Soient A, B, C, D, E, ces points. S'il y en avoit trois

en ligne droite, la question seroit impossible; il faudroit

alors que l'expression de l'ordonnée fût susceptible de

trois valeurs, tandis qu'elle n'en admet que deux. On

pourra donc supposer que les deux droites AD, BE,

menées par deux de ces quatre points, se rencontreront

en F, et conduire par le cinquième C la droite CG paral

lèle à BE, qui rencontrera AD dans un point G. Soit A

l'origine des abscisses , AD la base, et AFB l'angle des

coordonnées. L'équation de la courbe sera o=x+7j-

+dx*+ &xy+'Ç,y* ; car l'origine A de x et y étant la

même, on doit avoir j-=o, lorsqu'on suppose x=o;

ce qui ne peut avoir lieu que lorsque le terme 2 man

que. Soit AF=a, BF=i, AG =c, CG=rf, AD=e,

EF=y, Supposant x—e, et y=o, il viendra o=e+

Se*, et par conséquent 5= : donc o= x+-(y—

— x* + 1xy+Xiy*. Substituant, dans cette expression, c

au lieu de x , et d au lieu dey , on trouve o= c+fd—
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c*
-—\-&cd+Zd* : substituant a au L'eu de x , et h au lien

e

dej-, on trouve o=a+fb \-zab+"b*; et substi

tuant ah x ex — f à y [on éerit —f, parce que la di

rection de cette ligue par rapport à la base, est con-

traire à celle de b] , il vient o=a—ff taf+Xf'.

Moyennant ces trois équations, on trouvera les coeffi

cients -y , e , £, suivant la methode prescrite à la fin du

liv. X, et la courbe se trouvera déterminée.

Scholies. 1. Mettant e au lieu de x, et au lieu de

e

f — ze

$, on aura o=e+fy—e+gey+Çj-", elj= =—,

valeur de la seule ordonnée qui corresponde à l'abs-

cisse e, l'autre étant nulle. Si l'on prend DH= 5—-

et parallèle à BE, le point H sera un autre point de la

courbe ; et divisant DH et BE en deux parties égales

en I etL, la droite LI, qui joint I, L, sera un dia

mètre.

2. L'équation j=z—L—L.± J-N/((6»_4S';)x,+»

(7s— 2Ç ^-H*), fait voir que -^-v/((e* — 4^)**+»,

(f1—2%) x+7*), expression de la différence entre les

deux ordonnées qui correspondent à une même abscisse

x , est la valeur de la corde terminée à leurs extrémi'

tés: on aura donc -s- v/((8*— fî'ï>)x*+i(ft— 2?)x+

f*) = b— (—y)=£+y=BE, et par conséquent *=



LIVRE XIV. 187

l'une de ces valeurs de x doit être= a, coupez AM

égale à l'autre, et tirez MN parallèle à BE. La droite MN

rencontrera le diamètre LI dans un point O, et c'est

sur MN que doit être située une corde égale à BE; done

le point P, milieu de LO, sera le centre de la courbe.

3. Si l'on tire par le point P la droite QR parallèle à

BE, les droites LO, QR, seront deux diamètres conju

gués; car prenant ON = OS = LE, on aura deux

points N, S, qui appartiendront à la courbe; et joignant

HN , ES, le parallélogramme BNSE sera partagé par les

droites LO, QR, en quatre parallélogrammes semblables

et égaux; d'où il suit que chacun des diamètres LO,

QR, divise également toute corde parallèle à l'autre.

4. Soient LO la base, P l'origine des abscisses, etBLP

l'angle des coordonnées, et supposons o=A+T>x*+y*-

g=PI;A=Hl; t==PO;et/=:NO:onaurao=A+Dg*

A» /*

+h*, et o=A+D1*+ Z*; d'où D= - , et A=
•m— g

—;—-. . Les coefficients D, A , une fois trouvés, on

g — *

déterminera facilement les sommets des diamètres con

jugués, en faisant successivement x=o, elyz=--Oj car

j=o donnex^ + y/ — -=T, et x=o, donne j=+

A
v/—A; prenant doncPT=PV=v/— j- , les pointsT,

V, seront les sommets du diamètre YPT; et prenant PQ

=^8-=^—A, les points Q, R, seront ceux du diamè

tre QPR. Dans l'ellipse on trouve toujours quatre som

mets", parce qu'A est négatif, et D positif: mais dans
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l'hyperbole, l'un des diamètres a des sommets, et l'au

tre n'en a point ; car D étant negatif, et A positif

j^

ou négatif, l'une ou l'autre de ces expressions y/ -=—

et y/— A, deviendra nécessairement imaginaire.

5. Au lieu de l'équation o=A+D;c'4-j-*, on pourra

b'
employer j'= b' -ar' pour l'ellipse, etj-*=4; b'+

b'

— x* pour l'hyperbole ; et si ; suivant l'usage, on donne

le nom de diamètre à la seule droite qui est aussi une

corde, ces deux équations fourniront ia, ib , pour les

diamètres conjugués de l'ellipse , et ia^/ + i , ib^/ + i

pour ceux de l'hyperbole. On ne sauroit donc dire avec

propriété qu'il y ait dans l'hyperbole des diamètres

conjugués : cependant les géomètres sont dans l'usage

de donner à :>u et :>./> les noms de diamètres conjugues

de l'hyperbole, en plaçant l'un deux à l'endroit qui lui

çonviendroit, s'il s'agissoit de l'ellipse, c'est-à-dire,

... , b'

comme si 1 equation etoit^' = 6' -x*.

6. La position des axes principaux se trouve moyen

nant le calcul du corol. 8 du problème II de ce liv.

XIV , ou plus simplement de la manière qui suit.

SoitAB un diamètre quelconque de l'ellipse, C le cen

tre, et CD le demi-diamètre conjugué à AB. Joignez

AD, et prenez CE=CD; prolongez CD jusqu'à ce que

CG=CA, et menez EF parallèle à AD ; du centre G

avec le rayon GC, décrivez le cercle CH qui coupera

CA en H, et faites CI=FG; joignez HI, et menez CL

parallèle à HI et égale à CD; divisez l'angle DCL en
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deux parties egales par la droite CM : cette droite sera

un axe de la courbe. En voici la démonstration.

Tirez LN parallèle à CD, et LO, GP, perpendicu

laires à AB; prolongez CD, LC, en prenant CQ= CD,

et CR=CL; joignez DL, QR, et supposez AC= a>

b*
CD= h : on aura CF= —, et par conséquent FG=

*'

CI=a : mais CH:CI::CN:LN donne l

a '(-t)

XCN=CHXLN , ou bien ( 1 — ~) Œq=95^I£

XCN, et onaiCHscCP; donc a:iCH::LN:NO ;

d'où l'on tire (1 \ J X CNq— 2NOXCN : or b%

[=CL7]=LN<7+CN<7—2NOXCN, donne LN</+

CNq _ h* = 2NO X CN ; donc LN<7 + CN<7 — £* =

( 1 r ] XCN<7 , et par conséquent LN^=b* -X

CN^r ; d'où il s'ensuit que le point L appartient à la

courbe, aussi bien que les points Q, R : mais la droite

CM est perpendiculaire aux deux cordes parallèles DL,

QR, qu'elle divise en deux également; donc CM est un

axe principal.

Quant à l'hyperbole, on peut y adapter la même

construction et la même démonstration, en prenant

CI= a-r' — , et en désignant par b le vrai demi-diamè-*

tre, c'est-à-dire, celui qui rencontre la courbe.

7. Pour déterminer la parabole, il suff1t de quatre

po1nts donnés ; car de ce que la conrbe est une para

bole, on tire d'abord s' = 4^S; et prenant l'un des quatre

points donnés pour origine, on aura trois équations de
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plus pour les trois autres, c'est-à-dire, autant d'equa

tions qu'il en faut pour determiner les quatre coeffi

cients f, S, e, Ç.

8. Continuant de raisonner de même , et faisant atten

tion au nombre de termes dont chaque équation algé

brique est composée, on trouvera que pour déterminer

une ligne do premier ordre, on n'a besoin que de a

points; qu'il en faut 5 pour déterminer la ligne du se

cond ordre, 9 pour la ligne du troisième, i4 pour le

quatrième, 2o pour le cinquième, 27 pour le sixième,

ainsi de suite. Les nombres 2, 5, 9, i4, 2o, 27 etc.,

reviennent à ceux-ci, 2, 2 + 3, 5+4; 9+5, i4+6,20

+7 etc., qui indiquent assez clairement la loi de leur

progression.

9. Supposons AB une parabole, et AC un diamètre

qui ne soit pas axe principal. Désignant la demi-corde

BC par^, et AC par x , l'équation de la courbe sera j'

= ax [i4. 2. corol.]. Soient AD, DE, deux droites

dont AD parallèle à BC. Menez DG parallèle AC, BE

perpendiculaire à DE, et BF perpendiculaire à DG. Soit

BE=z,DE=«, AD=p , elFG:BF :.(j:i , BG:BF::

ni, DH:DE::s:i,EH:DE::f:i ; on aura EH = fu,

DH=w, BH = 2—tu,BF=— z——u,FH=-*

, ' s s ' s

u, FG=-2-z—— ", x=su H— z u+^-z

s s s s s s

qt i — qt q+t r rt
— J—u= Z_K+ J- z; BG=— Z u;r=P

s s s ' s s 'J r

rt r ., , . i—qt , q+ t
— — u-\ z. Substituant t~u+-i z, et p—

s s s s ' r

rt t
— u-\— z au lieu de x ety dans l'équation j-*= <ix, on

s s
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trouvera pV—nprstu -f iprsz + r* <*u*— 2r*fmz + r*z*

= (1 — yf ) sau+ (q+t) saz; d'où il suit que \r étant

>1], DE ne sera axe principal que lorsque f=o,

c'est-à-dire, lorsque DE sera parallèle à AC. Faisant

donc t=o , s deviendra= 1, et l'equation se trouvera

réduite à p*-\-iprz+r*z*=au-\-aciz: mais pour que

DE soit un axe principal, il faut encore que les termes

nprz, a<jz> disparaissent de l'équation; donc ipr=.aq,

aq

etp=-2.

Corol. La parabole n'a donc qu'un seul axe principal,

et tous ses diamètres sont parallèles entre eux.

IV. ABCD étant un quadrilatère où l'on suppose AB

parallèle à CD, et dont on connoît le côté AB , l'angle

ABC, et le rapport entre AD et DC, trouver le lieu du

point D.

Soient DE parallèle à BC, DF perpendiculaire à AB,

AB==a, EF:ED::c:1, AD:DC::m:1, AE=x, ED

-y. on aura AD<7 =y*+ x* + icxy = (m X DC)* =

(mXBE)m=m,a'*+ 2TO*ax+m,:r*, et par conséquent

o=m*a* + o.rri*ax-\- (m*— 1 )x*—icxy—y* , équa

tion de la courbe dont un point quelconque satisfera

aux conditions du problême.

V. Les droites AB, AC, ne sont données que de po

s1tion, tandis que la droite DC, ainsi que sa partie CE,

1nscrite à l'angle BAC, sont données de grandeur. On

demande le lieu du point D?

Soient DF parallèle à AC, DB perpendiculaire à AB,

BF

©=a, DE=*, AF=x, DF=/ et^=c. Le

'apport c étant connu , parce que l'angle BAC est
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donné, on aura BF=cj-: or les triangles semblables

donnent .r—EF:EF::a— b:b, et par conséquent x:

flT' t/^ o h c

EF::a:i, etEF= — -donc b'=y*-\ x*-\ xy.

mais c étant < 1 , cette équation ne peut appartenir

qu'à l'ellipse ; donc le lieu du point D est une ellipse.

Si l'angle BAC étoit droit, l'équation deviendrait £*=:

i*
y*-\—- x* , et les droites a, b, seroient les demi-axes

principaux.

VI. La somme des cotés AC, CB, du triangle ABC

étant donnée , ainsi que la longueur et la position de

la base AB, trouver le lieu du sommet C.

Ayant tiré CD perpendiculaire à AB , et divisé AB éga>

lement enE, on fera AE=rf, AC+CB= 2e, ED=;r,

etCD=j-; d'où AC<jr—AD<7=BC<7—BD^etAC<7—

B&7=AD<7—BD<jr=(AC-r-BC) (AC—BC)= (AD+

BD)(AD—BD) = 2e(AC— BC)= 2rfX2x; doncAC

id
_BC=— .r, et AC [=i(AC+BC) + HAC— BC)]

=e+ — x: doncj-*= ( e-\ x J —(rf+x)*=e*—

<**H ; x* , équation à l'ellipse, vu que e> d. Le

point E en sera le centre, et les deux droites y/ (e*—

rf*), et e [qui passe par les points A, B] , en seront les

axes principaux.

VII. La différence des côtés AC, CB, du triangte ABC

étant donnée, ainsi que la longueur et la position dela

base AB, trouver le lieu du sommet C.

SoientCDperpendiculaireà AB, AB divisée également

e»E; AC—CB=2e, AB= 2rf, ED=;r, etCD=/:
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on aura ie (AC+CB)=2rfX2*; AC+CB=— x, AC

d 1 , d*-^-é*

=eH— x, et par consequent j-*=6*—d'*H -— x't

équation à l'hyperbole, parce que «?> e.

VIII. La droite AB étant donnée de position, ainsi que

le point C, situé hors de cette droite, tandis que la por

tion DE de la droite CE, coupée par AB, n'est donnée

que de grandeur, on demande le lieu du point E?

Soient CA, EB, perpendiculaires à AB, AC==a , DE

= i, AB=x, BlL=y. on aura a:y:1&D:BD, a+y:

y::x:T>B=—£— , et par conséquent £*= {—— J -+- y**

qui revient à a*b*+2ab*y-i-b*y:'=x:'y:'+a*y:'+2ay3

Scholie. On donne à cette courbe le nom de Con-

cl1oïde de Nicomède ; elle a quatre branches inf1nies,

dont AB est l'asymptote; et il est facile de déduire de

l'équation, ainsi que de la supposition, que cette courbe

doit avoir un nœud en C , toutes les fois que b > a.

IX. Le cercle ABC et le diamètre AC sont donnés de

grandeur et de position; ACD est un angle droit; AD,

comprise entre le point A et la droite CD, coupe la cir'

conférence dans un point quelconque B, et la droite

AE est= BD: on demande le lieu du point E?

Si l'on tire EF, BG, perpendiculaires à AC,"on aura

GC=AF. Soit AC, a ; AF, x -, et EF, y. On a CG=x;

kG=a—x; x:y::a—x :BG; f^^ W*=BG<7=:

AGxGC=(a—x) x,et par conséquent o=oj-*—*'—»

15
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Scholie. Cette courbe est la Cissoïde de Diodes.

X. Le rapport entre les côtés du triangle ABC étant

connu, et la base AB étant donnée de grandeur et da

position , trouver le lieu du sommet C.

Soit CD perpendiculaire à AB, AB=a, AD=x,

CD=jr, AC:CB::i :m. On aura BD=a—x, AC^X

wî'— CB<jr, m*j-* +m*x*=y*+a*— 2<zx+x*, et o=a*

—2ax+ (i —tw')x'+ (i — m*)j-a: le lieu du point G

sera donc un cercle.

Scholie. y=o rend x= ——— : prenant donc AE=a

, et AF= , la droite EFsera le diamètre

i+m i — m

de ce cercle; car l'équation prouve que chaque ordon

née en est une demi-corde.

XI. A étant un point quelconque d'une droite infinie

qui passe par les points B et C, donnés de position, el

supposant qu'AD soit perpendiculaire à cette droite,

et moyenne proportionnelle entre les segments AB, AC,

on demande le lieu du point D?

Tant que la droite AD tombera entre les points B,

C, le lieu demandé sera d'abord un cercle ; car la sup

position AB: AD:: AD: AC, donne AD^==ABXAC équa

tion au cercle : il sera composé encore de l'hyperbole,

toutes les fois que le point A tombera sur le prolonge

ment deCB ; car on aura alors AD<7 = (BC+ BA)XBA,

et par conséquent o=BCXBA+BA^ — ADy , équation

à l'hyperbole.

Scholie. Cependant, si on calculoit comme dans les

exemples précédents , on rencontreroit une solution in

certaine; car désignant BC par a, BA par x, et AD par

y, si l'on suppose A situé entre B et C, on trouve/' =>=.
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(a—x)x=ax—x', équation au cercle, dont ancune

ordonnée ne tombe sur BC prolongée; et si l'on suppose

A sur le prolongement de BC, on trouve j*=ax+x*,

équation à l'hyperbole, qui ne donne aucune ordonnée

qui puisse tomber entre B et C ; d'où il résulte que la

conclusion de l' existence du lieu du point D ne dépend

ici que d'une supposition purement arbitraire. Et voilà

encore une preuve de ce que l'on a avancé plus haut

£i3. 8. schol.], savoir, que le langage métaphorique

exposé dans les liv. "VIII et XIII , et dans lequel consis

tent à la rigueur l'algèbre et l'analyse modernes, est

sujet à des erreurs, par cela même qu'il tient à des

hypothèses qui ne s'accordent pas toujours avec les con

ditions des problèmes, et qui souvent même les con

trarient; car si, d'une part, on abrège extrêmement les

solutions par la liberté que l'on a de nommer somme ce

qui n'est qu'une différence, et différence ce qui n'est

que somme; de l'autre, on met des bornes à ces mêmes

solutions : on les rend quelquefois fautives, par des res

trictions incompatibles avec l'état de la question, en ne

prenant pour égales que des grandeurs affectées d'un,

même signe, et en ne donnant le nom de proportion

nelles qu'aux grandeurs désignées comme telles dans ht,

définition Y du liv. VIII.

r

■
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LIVRE XV.

DEFINITIONS.

I. o1une expression peut admettre plus d'une va

leur, tandis qu'une autre n'en admet qu'une seule, ou

nomme celle-ci constante, et l'autre variable.

II. La variable qui peut admettre une valeur toujours

plus grande qu'aucune grandeur proposée, est infinie; et

la variable dont la valeur, peut devenir toujours pins

petite qu'aucune grandeur proposée, s'appelle infini'

tième.

III. Si la valeur d'une expression A dépend de celle

d'une autre expression B, on appelle A fonction de B,

et B racine d'A.

AVERTISSEMENTS.

I. On désigne ordinairement les constantes par les

premières lettres de l'alphabet, et les variables, les ra

cines et les fonctions, par les dernières, u, x, etc.

II. On désigne une fonction en écrivant sa racine pré

cédée de quelque majuscule grecque, qui ne soit point

commune à l'alphabet latin ; et une même majuscule,

suivie de diverses racines, marquera une môme fonc
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tion de ces racines. Si, par exemple, Tx désigne x3 , et

Ax, ( a+x)*, rz désignera z3 ; et \z, (a+z)\

III. r (x,z) marque une fonction de x et z : c'est,

ainsi que x3z5 et x4— d'xz+bz3 , par exemple, sont

des fonctions dexetz, que l'on peut désigner par

T(x,z), et \(xfz).

DÉFINITIONS.

IV. Lorsqu'on désigne par dx nne grandeur que l'on

a choisie homogène à la raeine x, pour être nommée

fluxion de cette racine, on désigne de même par dTx,

et on appelle fluxion de Tx, la grandeur qui rendroit

&* M , T(x+dx)—Tx dTx . „ . .,
-^constante, et — mfin1t1eme

ou zéro, si dx dcvenoit infini tième , et si tout ce qui ne

dépend pas de dx detneuroit constant.

V. Toute grandeur est la Jluente de sa fluxion, et

chaque fluxion précédée de la lettre /marque la flueute

dont elle est la fluxion.

VI. d(dz) est la seconde fluxion de z; d(d(dz)) la

troisième; d(d(d(dx))) la quatrième; ainsi de suite.

AVERTISSEMENTS.

IV. On écrit ddz , ou d?z, au lieu de d(dz); d?z> an

lieu de d(d?z); ainsi de suite.

V. On écrit aussi dzn au lieu de ( dz)\

PROPOSITIONS.

I. x infinitième, et A, B, C, etc., constantes, ren

dent Ax+Ba^+C^+D2rM-etc. infinitième.
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Soient n le nombre des coeff1cients A, B, C, etc.; P

nne grandeur quelconque qui excède chacun d'eux, et

~ Q
Q une grandeur proposee : prenant x < -^ et <1,on

aura — Q>Px; — Q>P.r'; - Q>Px3, ainsi de suite;

donc nX —Q, c'est-à-dire, Q > Ax+B-r'+C^+Di4

+ etc.

II. d(x") = nx"—'dx.

Car dx infinitième , et ce qui ne dépend pas de dx

ï1x"— ldx

constant, rendent [ = «.rn— '] constante et

(x+dx)n—x" nx"_'dxr n — 1 , , n— 1

, ; r= rt x1-*dx+n
dx dx L 2 a

. n—2
• x"—1dx*+elc. ] infinitième.

III. d(x+Tx)=dx+drx.

Car dx inf1nitième , et ce qui ne dépend pas de dx

dx dTx f" dTx ~]
constant, rendent-^—-r 1+ —5— constante, et

(x+dx+T(x+dx))-_ (x+Tx) dx+dTx V

dx dx |_

T(x+dx)—Tx JTx~] .....
• ; -— —;— mhmt1eme ou zéro.

dx " dx J

IV. d(a+bx)=bdx."

Car dx infinitième, et ce qui ne dépend pas de dx

constant , rendent —-— f= b ] constante , et

' dx r ---->------ * -

a + b (x+dx) — (a-\-bx) bdx

dx dx

Schol, De là yient que quand une grandeur est in-

*mÊ0*J\
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,, , ., , . dTx . , f\

zero; d ou 1l s ensmt que —j— dx+ ( -

'

dépendante de la racine, on dit qu'elle n'a point de

fluxion , ou que sa fluxion est égale à zéro.

V. Trouver d((a+x)n).

En écrivant z=a+x, on aura dz=dx, et par con

séquent d((a+x)n)=d (zn)=nz"—'dz=n(a+x )"r~ *

dx.

VI. T(x+dx) —r.r devient infinitième, lorsqu'on y

suppose dx infinitième, et tout ce qui ne dépend pas de

dx constant.

Car ces deux conditions donnent —,— constante , et

dx *

T(x+dx)—Tx dTx . „ . .,

par consequent ; —— 1nfin1t1eme ou

dx - dx

dTx ^_ i /T(x+dx)—Tx

dx

dTx \
• -j— J dx=T(x+dx) —Tx = infinitième.

VII. d(xTx)=dxTx+xdTx.

Ca.rdx infinitième, et ce qui ne dépend pas de dx cons-!

T dTx dxTx+xdTx f „ dTx~\

tant, rendent -3—, et —3 =r.r + x --=— I

(x+ dx)T(x+ dx) —xTx

constantes, et par consequent -%

dxTx+xdTx /T(x + dx) — Tx dTx\

~~ dx L \ dx dx J

T(x+dx)—Tx~\ = infinitième , ou=o.

VIII. Désignant par x un nombre quelconque, et

par / des logarithmes hyperboliques, on aura dx =

xdlx.

Car dx=zd(1 + lx+\(lx)*+\ (£r)3+i (lx)l>+ ^

(lx)1+elc.)=.dlx+ï(lx)dlx+î(lxydlx+fi(lxfdlx
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+ ïfe (fc)Wfc+etc.== (i +/x+i(te)'+K^)3+A(^)4

+ r*-j ( /x)5+etc.)rf/j:=x<i/x.

Corol. i. Soit 2fonction de j-: on aura d(z*)=zrdlzJri

=zrd(ylz)=zrdylz+z^dlz=zrydylz+zr-tyzdlz=zl,

2. Lorsque z n'est pas fonction dej-, on a <fe= o, et

IX. Trouver rf"t(ar").

Puisque rf' (a;") est=rf(rf(#")) =d(nx"- 'dx) , si l'on

prend <fo fonction dex, ou aura d* (x")[—d(nx"-'dx) ]

=n(n— i)x—*dx*+ nx"-id*x: mais si on choisissoit

dx indépendant de dx, on auroit d*x=o, et par con

séquent d*(x")=n(n— \)x"-'dx*.

Supposant toujours dx indépendant de ar, on aura de

même d3(x") = (n — 2) (n— i)nx"-3dx3; d*(x")=

(n— 3) (rc—i)(n— i)nx"~*dx^; ainsi de suite.

X, Si l'on rapporte d"T{x+%) à x dans d"r(x+Z)

dx" '

.,, d"T(x+Z) . ,. d"V{x+%) dT(x+t)
etm i dans—~ : , je dis que \ '= \j . .

dï," " ' dx" dïr '

pourvu que dx ne soit pas fonction de x, ni dï, fonc

tion de %.

Désignant ^^ par A, et^giilpar B, on

aura n^+%+dx)-T(x+%) .
auFa -7- A = infinitieme ou

.T(x+ï,+ dï,)—T(x+%)
zeio, et —— B=infinitièmeou

= o. Cçla posé, supposons, ce qui est permis, la

fluxion dl—dx; on aura de suite A=B : mais A, B, ne



LIVRE XV. 20 1

dépendent ni de dx, ni de di, [ 15. déf. 4] 5 donc A sera

toujours = B, quel que soit le rapport entre dx et dé,.

Ainsi, puisque A est toujours égal à B, quelle que soit la

Taleur de x+ 'i, , il s'ensuit que les valeurs d'A et B seront

toutes deux indépendantes, ou toutes deux dépendantes

Aex+'Z,. Dans le premier cas, on aura dA=dB= o [15.

4. scbol.] ; dans le second, on trouvera, en raisonnant

dA dR , d*T(x+%)

comme c1-dessus, — = — , c est-a-d1re,-

dx dV ' dx*.

dT(x+l) . . ,

75 : a1ns1 de su1te.

ai,

dYx dTx d3Tx

XI. T(x+l) =Tx+ ™£- t+ ^4 e+ 4^TÏ ?
dx -1.dx* 2XMr

dTx

+ 2X3X4^ ^+Ctc-

Supposant 5 racine e\-T(x+l)= Tx+A'i+ B£*+ C$3+

D'44+etc, on aura dT (x+l)=Adi,+ 2Bi,d%+^Ci,,d'i

-J-etc, et—* Z =A+2B£+5C£*+4D£3+etc. Sup-

. ., . dT(x+%) dT(x+\) .

posant x rac1ne, 1l v1endra ; =—— =A+

1 dx d1,

dTx

2B'^+3C'ç*+ etc, ce qui donne —-.— =A, lorsque £=o:

. dT(x+l) , , , dTx

Ma1s -j est 1ndependant de i,; donc —-,— = A,

quelle que soit la valeur de 'i,.

Supposant t, racine , et di, indépendant de S , on aura

d*T [x+'i)= 2Bd^ + iy.5Ci,dc,1 +elc. ; et, raisonnant

dTx

comme dans le cas précédent, on trouvera B= —=—.
r ' 2rfx*

dlTx

Suivant toujours le même style, onaC= . 3

P==2X5X4^;aiu5idesnUe-
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AVERTISSEMENT VI.

d"r(u,x,z,e.lc.) , . . . , - . , ,. .
, —, , , designe ce qui resulterent de diviser

dudxdz etc. ■ *

d'abord par du la fluxion de T(u,x,z, etc.), prise rela

tivement à la racine u; et de diviser ensuite par dx la

fluxion du quotient, en la prenant relativement à x,

... _ . d3(u?x^z* — aifxzS)

ainsi de suite. Par exemple , , . , est =»

i^u'xîs — io auz^.

PROPOSITIONS.

XTI. Le résultat de l'expression précédente sera tou

jours le même, quel que soit l'ordre que l'on suive dans

les opérations.

Je dis d abord que -5^=-^ i carr(*,*)=

r(M-(a-x))=rc,,fl)-(a-^'^ +

(a—xYd*r(u,a) (a—x)3d3r (u.a) ,T~ • w_ , , + etc. ; donc

dr(u,x) dT{u,a\ (a—x)dT(u,a) (a—xYd}T{u,a)

du du dadu 2da*du

_ (q — ^)3^4r(»,a) , dT(u,x) __ dT(u,a)

2X5da3du '' dudx dadu

(a—x)d3T(.u,a) (a—xyd*r(u,a) . dT(u,x)

dà'du ida3du "' dx

dV{u,à) (a —x)d*T!u,a) (a —xytPTfaa)

= —-z — { T-s 1—etc. ,

da da\ 7.da>
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€t partant—, , = —, , — / , ' ' +

axau dadu . da*du

[a —xY3T(u,a) . d*T!u,x) d*T'.u.x)

- -v--,-, etc. : donc — =—. / --.
^î.a.ix'du dudx dxdu

d3r(u,x,z,) d3T(u.x,z) d3T(u,x,z)

On aura donc -

dudxdz ' dzdudx dxdzdu

d3T(u,x,z) d3T(u,x,z) d3T(u,x,z) . . ,

tîocdudx dzdxdu dudzdx '

XIII. Soient AB l'abscisse, et BC l'ordonnée corres

pondantes à l'arc AC de la courbe regulière AD, c'est-

à-dire , d'une courbe dont les coordonnées sont des fonc

tions l'une de l'autre : je dis que, en menant une autre

ordonnée quelconque DE , et achevant le parallélo

gramme BF, si l'on prend BE pour fluxion d'AB, le pa

rallélogramme BF sera la fluxion de l'aire ACB.

BF

On voit d'abord que i^r etant la valeur de la perpendi

culaire baissée du pointC sur la droite BE, ou surson pro-

BF

longement, s1 on represente par -t-jt + t la perpena1cu-

laire tirée du point D sur la même droite AE, on aura

CDF
- p < ît; mais AB constante et BE infinitième ren-

t l T./1 BF . - . . ,

tlro1ent BC constante, -jr-rr constante, % înhmt1eme, et

BF

l'aire CDF infinitième, c'est-à-dire, ^-rr constante , et

' BE '

BCDE FB CDF

,]
ADE—ACB BF

BE ~BE L~ BE BE-" BE

infinitième; donc si BE est fluxion d'AB, le parallé

logramme BF sera la fluxion de l'aire ACB.
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AXIOME.

Lorsque plusieurs lignes quelconques sont te ::u."h5"

entre les extrémités d'un même droite, celle-ci en est la

plus courte; et si deux de ces lignes sont dans un même

plan , et d'un même côté de la ligne droite , l'extérieure

excédera toujours l'intérieure, pourvu que celle-ci ne

puisse rencontrer aucune droite en trois points.

PROPOSITIONS.

XIV. Prenant toujours BE pour fluxion d'AB, sup

posons que la droite GII touche la courbe au point C,

et que les coordonnées EA , ED, prolongées à volonté,

rencontrent GH aux points G, H: je dis que la droite

Fil sera la fluxion de l'ordonnée BC, et que CH sera

celle de l'arc AC.

Tirez la corde CD , et GI parallèle à CD ; suppose!

AB constante, BE infinitième, et X une ligne propo

sée ; prenez BE < \ , et si CI n'en vient pas < X , prenez

CI < X , et ayant tiré GI, menez CD parallèle à GI : la

ligne CD coupera l'arc en quelque point D, parce qu'au

cune droite ne sauroit passer entre la tangente CH et

l'arc CD sans le couper. Menant donc l'ordonnée DE,

on aura BE moindre qu'on ne l'avoit supposée; donc AB

constante et BE infinitième rendront GB, BC, CG, cons

tantes, etCIainsi que CG^ri GI infinitièmes. Or, les trian

gles semblables donnent -^rp = XpT =-ett ; donc AB

FH

constante et BE infinitième rendroient r^rr constante, et

iiiu
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EP-BC FH r DF FH _ DB _ CI H

BE BE L~ BE BE ~ ± BE — BG J

infinitième. Prenant donc BE pour fluxion d'AB, la

droite FH sera celle de BC.

1,'arc C/D étant >CD et <CH+DH, on aura ^r^-

UE

CD CH+DH , , .. GI CG

> BË' et < BE * C est-a"dlr^ > BG' et < BG

CI
4- =jtt : mais AB constante et BE infinitième donnent

GI=GC + infinitième, et CI=infinitième; et par con-

C/D CG,...., CG

saquent _-. > -— + 1nhn1t1eme,et < -^r -f-1nfin1-

CZD CG ,, . , . .- CHf CGI

Ueme; donc — =_;£ 1nfimt1ème; w |_=bgJ

ACD—AC CH r C/D CH

constante; et m -gg [=-5E m=

=fr^- +' infinitième — -=— = infinitième: d'où il s'en-
BG iHJrj

suit que quand on prend BE pour fluxion d'AB, on doit

regarder CH comme fluxion d'AC.

XV. Si l'on prenoit —BE pour fluxion d'AB, on

pourroit démontrer de même que—BF, —FH,—CH,

sont les fluxions d'ACB, de BC et d'AC.

XVI. La différence entre deux fluentes à fluxions

égales, est indépendante de la racine.

Soit dTx=dàx, et supposons, s'il est possible, que

la différence Tx— Axsoit= 0x: on aura dQ—dFx—

dSx, et</0x=o, c'est-à-dire, la différence Qx indé

pendante de x; donc @x ne sauroit être fonction de x.

XVII. Le solide A occupe l'espace que la figure

plane B décriroit si elle se mouvoit depuis le lieu B

 

'
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jusqu'au lîeu C, de telle sorte que tout triangle inscrit

à cette même figure décrivît simultanément un prisme,

dont la hauteur seroit celle du solide A. Cela posé, je

dis qu'A est égal au prisme qui auroit cette même

hauteur, et une base égale à B.

Le solide A peut être regardé comme composé de so

lides de la même hauteur, et ayant des bases telles que

la figure aS7 , formée par les lignes droites af , 7ë, et

par l'arc aS tout convexe ou tout concave vers la droite

tirée du point a au point 6, lequel arc soit compris

entre les côtés du parallélogramme que l'on forme-

roit en menant para, 6, deux parallèles à €f et a?.

Ainsi, il suffira de démontrer la proposition à l'égard

de ces solides. Soit S le solide ayant aë7 pour base , et h

pour hauteur. Si h'Xccof n'est pas=S, il y aura une dif

férence D entre ces deux solides. Sur le côté 67 avec l'an

gle a&~(, faites le parallélogramme SS< -r-, et coupez

S'6=-fS:=eÇ=etc. , jusqu'à ce que le segment Cane

soit pas plus grand que 78} achevez les parallélogram

mes inscrits -yx , SX , su., etc. , et désignez par R le rec-

tiligne qui en seroit la somme. La différence aê7—R

sera égale à la somme des espaces ëx;t, x^p, Xu.s, etc. ,

et par conséquent moindre que le parallélogramme 6$,

et < -j-. Inscrivez au solide S des parallélipipèdes qui

aient y.-j , SX, su., etc., pour bases, et circonscrivez au

solide, qui auroit '.r/.~ pour base, un parallélipipède

qui en ait une, représentée par la figure îct : vous trou

verez aussi S — KR<hX&$, <hX -r- , < D. Soit
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donc, s'il est possible, S > A Xa&Y '- on aura AR > h X

aS-f ; absurde. Soit h X otëf > S. Puisque aê-y—R< -y-,

on aura AXa^Tf—AR<D, et par consequent AR>S,

ee qui seroit encore absurde: donc AXa6-/=S.

DÉFINITION VIL

L,e solide A se nomme cylindre, lorsque la base en

est nn cercle.

PROPOSITIONS.

XVIII. Désignant par x la hauteur AB d'un solide

Tx ; par àx la F1gure qui lui sert de base; par x+dx

la ba1lleur ABC du solide T(x+dx) : je dis que dTx=z

dx\x.

x constante, et<£r infinitième, donnent T(x+dx)—.

Tx ^ dx\x, el^dx\(x+dx). Soit T(x+dx)—Tx>

T(x+dx) — Tx dxkx

dxS.x : on aura 3 -=— > o | c est-à*
dx dx L

dire positif], et <\(x+dx)— \x, et par conséquent

infinitième [ 15. 6 ]. Soit r [x+dx) — Tx < dx\x, et

par conséquent > dx\ ( x + dx ) : on aura —-

T(x+dx)—Tx - dxSx dxMx+dx)
— —!- > o, et <— ^-^—L c'est-

dx dx dx '

, ,. _â ., , , . , dx\x T(x+dx)—Tx
a-d1re, <Ax— \(x+dx) ;donc —; i =-^-

' dx dx

T(x+dx) Tx
=infinitième, et par conséquent —

dx

dx\x . . . ., ,

"_2—= 1nfin1t1eme; donc dTx= dx\x.

r
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Corol. Soit Tx une pyramide qui ait pour base tra

rectiligne: on démontrera facilement que les valeurs de

Ax doivent être entre elles comme les valeurs de x*.

Soit q = — : on aura dTx = qx*dx^ î <7 X sx'dx,

et par conséquent Tx=lqr5x*dx=± qx3=^x'Xqx* ,

c'est-à-dire , que Tx sera le tiers de sa base multipliée

par la hauteur.

tTÉfeïJ
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LIVRE XVI.

I. Lie sinus droit, ou simplement le sinus d'un arc

de cercle, est la perpendiculaire baissee de l'une des

extrémités de l'arc sur le rayon qui aboutit à l'autre

extrémité.

II. La partie de ce rayon , comprise entre l'arc et le

sinus , s'appelle sinus verse.

III. Si à l'extrémité de l'un des deux rayons qui com

prennent un arc quelconque, on mène une perpendi

culaire jusqu'au prolongement de l'autre rayon, la per

pendiculaire ainsi terminée s'appelle tangente de cet

arc.

IV. La sécante de ce même arc est la droite com

posée du second rayon, et de son prolongement jusqu'à

l'extrémité de la tangente.

V. On divise la circonférence du cercle en 36o par

ties égales , nommées degrés ; chaque degré en 6o mi

nutes; chaque minute en 6o secondes; chaque seconde

en 6o troisièmes, etc.

AVERTISSEMENT.

Les degrés, minutes, secondes , etc. , se désignent par

les caractères °, ' , ", etc. : ainsi le nombre 63° 22' 4".

représente 63 degrés 22 minutes 4 secondes.

î4
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DÉFINITIONS.

VI. Désignant par A un arc de cercle, on appelle

9o0 — A, complément , et 18o — A, supplément de

l'arc A.

VIF. Le sinus, l2 tangente, et la sécanle d'un arc,

sont le cosinus, la cotangente et la cosécante de son

complement.

AVERTISSEMENTS.

II. Les noms de sinus, cosinus, tangente, cotan

gente, sécante, sinus verse, s'abrégent ainsi: sin,

cos, tang, cot, séc , coséc, sinv.

III. Au lieu de X , on substitue souvent un point;

et à la place de ^r- , nous écrirons quelquefois A'ïB.

PROPOSITIONS.

I. Désignant par rle rayon d'un cercle quelconque,

on aura sin o"=o, et cos o"=r.

II. sin 9o°=/-, et cos 9o°= o.

III. rd sin z= dz cos z.

Soient l'arc AB désigné par z, C le centre, CA etCB

deux rayons, CD perpendiculaire et BD parallèle à AC,

BDEF un rectangle dont le coté EF rencontre l'arc AB

prolongé, BG une tangente, et DE=rf sin z. On aura

CDz=sin AB, BD=cos AB, et BG=dz : mais les trian

gles semblables CBD, BFG, donnent BG:BF::BC:BD;

donc dz cos z=rd sin z.
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Corol. 1. rd cos z [= rd sin (9o°—z) =— dz cos

(900—z)]=—dz sin z.

2. Si l'on suppose dz indépendant de z, on aura d*

— dz* sin z . —dz1 cos z „ .

s1n ^ = — ; d? s1n s= 3 ; rf4 sm z

dzS sin z . .

= 1 ; a1ns1 de su1te.

IV. s1n (Ç+.) ^=s,n Ç+ _^_ + -__S +

2.5rfÇ3 T *^ r 2r* 2.5/-3

-z4 sin t , -z5 cos g .z6 sin Ç "1

+ 2.3.4^ + 2.5.4.5/-5 ""2TôT^rG^-610-]^8111^

I * — —â "r —"- , r. t / r- ,• « + etc. ) + cos £
V 2r* 2. 0.4^ 2.3.4.5.Ô/-6 / ™" "•

/-Z z3 z5 z' \

I _ Tt-ï + ^ , e 5 2;—r + etc. : et on dé-
\r 6/3 0.4.5/-5 12o.6. ir1 J'

montrera facilement que ces séries sont convergentes ,

quelle que soit la valeur de z.

z3
V. sin z [=sin (o° + z)]=z— —- 4.

6/-* T 6.4.5r4

zl z9

etc.
12o.6. ^r6 5o4o.8.Qr8

z3 z5
Corol. sin— z=—z+ —— — + etc.: ce

br* 6.4.5r* '

qui montre que des arcs égaux et contraires ont né

cessairement des sinus égaux et contraires.

2.3.4>';

 

24.5.6/-5 T 72o.7.8/'

Corol. Deux arcs égaux et contraires ont un même

cosinus.
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,,„ . ,„ , , sin " cos z+ cos X sin z

VII. s1n (Ç+z)= .

VIII. cos (Ç+z) [ = sin (9o°—X—z)= i (sin (9o°

_^) X cos ( — z) + cos (9o° — Ç) sin ( — «))] =

cos '£ cos z — sin Ç sin z

r

= cos (9o°+9o°)= - J

2

IX. sin (%+z) + sin (Ç— z) = — sin ^ cos z,

r

2

X. sin Ç£+z) — sin (%—z) = — cos Ç sin z.

XI. cos (Ç+z) + cos (Ç— z) = — cos Ç cos z.

XII. cos(Ç—z)—cos (%+z)= - sin Ç sin z.

y _i y _

XIII. — sin cos - - = sin Ç+ sin z.

ri 2

2 £+z ï— z

XIV. — cos cos = cos \ + cos z.

r 2 2

__- 2 . Ç+z . Ç— z „

XV. — s1n s1n = cos Z, — cos z.

r 2 2

XVI. z n'étant pas > 9o°, on aura z = sin z +

<sinz)_a 5(sinz]5 5.5 (sin zV 3.5.7(sinz)9

2.3/-* 2.4.5/1 + 2.4.6.7/-6 + 2.4.6.8.91-* +

S-5.,.9frin»V etc

a. 4-6.8. 1o. 1 1 /-'"

-~ . , • 1 , f rds\n z

Des1gnant parj-les1nns de z, on aura dz =

V(f,-J*)
-r c-r) V]=(t+^+^
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5.5rg 3.5.7,r8 5.5.^.gj,'.

2.4.6r6 + 2.4.6.8/-8 + 2.4.6.8. lor" + •> "^

donc z — r 4- -£Î- 4- ^ + 3'5^7 4.donc z—y + 2.3r, + £^3- + 24-6.7r6 +

—„ ',. L —j + etc. = infini tième, lorsque r sera infi-»
a.4-t>.8.g/-8 u

xuti« me; et = 9o° lorsque./-= r.

Corol. 1. Désignant par A le terme précedent, on

réduira facilement l'expression sîn z +-—=—•—(-etc.

2. or*

, . (sin z)*A 5*(sinz')*A 5*(sinz)\A-

a s1n z + ——= 1 -j-T. — — 4*

2. 3/-* 4.5/* 6.7 r* .

'j* (sin z)*A q*fsin z)*A
•^5—r f- — — + elc-

o.gr* 10. 11 r

2. Puisque r est la corde de 6o°, c'est-à-dire, de la

sixième partie de la circonférence , on aura j r= sin 3e°.

A 5*A 5*A

et par conséquent 3o°= \r-\ —- + - - - + 7
r ^ 2. 3. 4 4-5.4 b-7-4

7*A

+ 5^—r 4- elc. = rXo, 52a59877559829610. ; donc

18o° =3 G7'Xo, 52559 etc. = rX3, 1415926555897 etc.

XVII. Désignant par e la base des logarithmes hyper-

* V — l p / /

boliques, on aura re r =;r I 1 H ——— —

z* 23y/ 1 , - z* z5y/ » *6
:6 \

, f etc. f
6r* 24^4 î2o/-5 72oi'6 /

z* z^ zfi

[o. déf. 2. et 4] ou=r- _ 4- ^3 -^3+ etc. 4-

(z~ 6^ +1^4-elc-) v/-i] = cosz+(v/-1)

1 z.

XVIII. r"-1 (cos «z±(v/— 1)"sin nz) 1 = 7-'—'*

s1n z

'
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-4-nnv/— l

(cos (+««)+ (y/— 1) sin (+„z))=/— 're ' =

( r/-1^ )" =(cos ( ± z) + V- 1 ) sin ( ± z) Y ] =

(cot z+ (y/— 1 ) sin z)".

XIX. /'"-' cos w=;r" \e r + e ' J =î

(cos z + (y/ — 1 ) sin z)" + •*- (cou z— (%/ — 1 ) sin z'f

~(co» z)n—n - (cos z )"-* (sin z)*+« X

-%— X - . - (cos z)"-<(s1n z)4— etc.

XX. r" "~ * sin nz = — r" (
24/— 1 v

nty/— 1

—njy/— I ,

e ""' ")= - ' ; ((cosz+(v/ — 1) sin *)"-

(cos z— (y/— 1)sinz)")=n (cos z)"-' sin z—n" , '~

X

71 I

X —^-(cosz)"-3 s1nz Y+n X-^-X—7-

X ^Ç1^ (cos z)— 5 (sin z)5— etc.

5

XXI. (2 cos z)" [*=(/-(, t r +e '
))■=

"1y/— 1 (n — »)» y/ — 1 ^ i (n— 4) ty/— t

.- I e ' + ne r - + n e r +

n- - x -

(n — fi)» y/ — 1

e r —+ etc.

)--

* (cos nz

2 s J

+ ( y/ — 1 ) sin „z+ n cos (n—2) z + « (y/ — 1)sin

(« — 2)z + «-ZZ_ cos (n—4)z + 71^^(,/— 1) sin
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(71 — 4) z + etc.) =r"_ , ( cos nz + n cos ( n — 2 )

-Z-H n —-— cos (n— 4) z+«—-— X —5— cos («—6)

z+ e'c. J; car rien d'imaginaire ne doit rester dans la

•valeur de (2 cos z)".

Corol. 1. sin «z + nsin (n— 2) z+n sin («— 4)

z+ elc.= o.

T ,». n— 1 n— 1 »— 2

2. JLes coetnc1ents n, n , n X —^—*etc.

' 2 2 3 '

font voir que lorsque « est un nombre entier, n + 1

doit êlre le nombre de termes de la série cos nz+ n cos

(77- —2)z+ etc. [car ils reviennent à ceux de la série à

laquelle se réduit l'expression ( 1 +Q)", développée d'a

près la proposition VII du liv. IX] ; et les coefficients

n — 2, n— 4> n -— 6 etc., indiquent également que le

dernier terme doit être cos (n— 2«) z=cos—nz, et par

conséquent égal au premier terme cos nz ; que l'avant-

dernier doit être n cos (n — 2 (n— 1)) z = n cos —

(m—2)2, cl par conséquent égal au second terme; que

le troisième avant le dernier terme, doit être égal au

troisième après le premier; ainsi de suite.

Désignant donc par m. un nombre entier, et par A le

coefficient du lerme précédent, on aura (2 cos z)""=

/ - 2m— 1 -

2r*"-' 1 cos 2mz+2m cos (2m— 2) z-{ A cos-.

— 2 1-

— A cos (2m—6 )z+ ••••• + -

A cos (2/n— 2m) ) z, et par consé--

'x th 2 r

(2m—4)r+ -—i—'A cos (am—6 )z+ ••••• + -

2m.— fm— 1 )

r
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quent 2""-1 (cos zf^zr™-* (cos 2m;+2ra cos (27»

. 2 ) z H A cOs ( 2771 — 4 ) * H ^— A cos

(2m—6)z+... + J^^-Àr).

V 2771 '

5. 2'™-' (cOs 2 •)a™—« — r""-' |cos (277Z I ) z+

2772 . . . 2

(2771 I ) cOs (2771 — 3) z-\ A cos (2m—5)z+

•xm — D
1 , > '"*+!" \
A cos lim— 7) z+...H A cos z ].

771 I /0

4. 2""-' (sin z)*m [ = 2,"_« (cos (9o°—z))"" =

2m— i

1 ( cos 2w (9o°—z) + 2/n cos {im— 2) (9o°—z)

A cos (2OT—4) {90°—z)+etc. \~r'm-'

( cos (772X i8o° — 27wz) + im cos ((ttj— i )X i8o°-

(2/7î—2)r)+ —-—A cos ((m— 2)X i8o°— (2771—

4) z) + etc. )] =rM-'( +cos 27mz + 2m cos (2m— 2)

2771 i 2777 2 .

Z A cOs (2771— 4)Z A cOs (277J—

2 3

~ 777+ I . \

G) z... Ar I, en designant par + le signe +

lorsque m est un nombre pair, et le signe — lorsque m

est impair.

5. 2'"1-' (sin z)".— t j=2:""-' (cos (9o°—z))m— '

= /-'"—' fcOs ((2m— ! )X 9o°—(277?.— I )z)+ (27W— i)

2/w. ——2
cOs ((2771 3) X 9o°— ( 2777— 3) z) H A cos

((2772—5)X9o°— (277J— 5)z)+etc.J 1 =/-""-a( + sin

(27w— i)z+(2tm— i) sin (2771— 3) z— 2m 2 A sin
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„- im— 5 . . , CN m + 1

(2m— S)z— —^— Asm(2m—5)z—.... — m_1

A sin z ) , en désignant par + le signe + lorsque m est

impair , et — lorsque m est pair.

PROPOSITIONS.

XXU.lznS(%+z)[=rsin(X+z)
[ce qui est fa-

cos (Ç+z)

cile à déduire des premières définitions de ce liv. XVI]

sin X cos z + cos X sin z r sin X f cos z

r I s- X r-
cos Ç cos z— sin Ç sin z ' \ cos X' ' ' cos z

inz\ / r* cos X cos z r sin %

)S z j V cos ? cos z

r cos Z '"si

5^ X
cos Z cos cos z

X

rs.1n z

cos z

XXIII

tang Ç + tang z

r\

_ r*— tang X tang z

sinÇ + sinz f 2 . X + z ___ X-

sin ^ -

sin z f2 . (, + z (, — z

—. — s1n cos ^S

- s1n z L r 2 2

2

r

. X— z X + z - X + z X— z _ Ç+*
s1n cos - = r sm cos ta cos

22 22 2

/•s1n
X-z

}

X+z X— z

- tang —-— M tang —-—.

XXiy. tang nz

?"- s1n nz

(<

rc(cos z)"— ' sin z — n

cos nz

n

r" _ ' cos nz

r=zr

x-Xn-
(cos z ) -

— 3

(sin z)3+ete.)", (
(cos z)n— n (cos s)n- * (sin-z)*

\ / sin z n-1 n-2 /sinzy

+ etc.)^ (1„ra^lX(^-zJ+etc.)] =

(

n tang z — n

1 ra — 2 (tang z)

+ «'-

/



2l8 PRINCIPES MATHÉMATIQUES,

5 X 4 X~5- X H etcjM^1-»

2 X~^— + " —x—x—

(tang zN4 \

X—p elc.j.

xxv. -[*— fr*dz+(Uknz*r d* _

L y /-*+(Ungz)*

I : s'"* b ^ = /; (cousin;

'"+(tangz)» y r*+(Ungz)"

/r, />jgii^_j r sin z-/ cos z\ /rsinzN

\ cos ; (cos z )» y _ /" ^loI7j

/*+ (tangz)* y r*+ (1angzi"

_ (* r*d tang z (tangz)3 (tançz)5

(tang zV (t2ngz)9

p~ + —pis etc.

XXVI. tangz [=^=((V'-._e-:y/-.)

XXVII. z[=_(v/_1)JCv/-0^ = -(N/

— 1) /-Ze^-' -_(v/_,) r/£2! z + (y/— Qsin?

cos g+(y/— 1 ) sin z cos zs= _ ( v/_ 1 ) rl ^ *-r^y/ — i ; sinz cos z __

cos z r ~~
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. . -, / » cos z 1 f sin 7; , , - \ ~|

(y/_x)r(/_ +/(1+— (v/-0)J = -

(v/_0r(^+z(1+^v/_I)) [=|

r/ cos (— z) + (v/— 1) sin (—z)\~|_ — V— i ,.j

r / j 2

cos z-+ fy— 1) sin z — y/— 1 , r+(y/— 1) tangz

cos z— (y/— 1 ) sin z 2 r—(y/— 1) tangz"

XXVIII. Les arcs de deux secteurs équiangles sont

entre eux comme leurs rayons.

Soient r , R, les rayons, et z, Z, les arcs. On aura

„ , /cos z sin z , \ ._ , f cos Z sin Z

i:Z::rI (— + _ v/-1):RZ ( -g- + -g-

v/— i ); mais on a aussi r:R::cos z:cos Z, et /-:R::sin z

. „ , cos Z sin Z , cos z sin z

:s1nZ; donc -^— + -^— y/— 1 ——- + -y- V

— 1 , et par consequent z:Z::r:R.

Corol. Les circonférences de deux cercles sont entre

elles comme leurs rayons.

AVERTISSEMENT III.

Tant que l'on n'avertira pas du contraire, on dési

gnera toujours le rayon du cercle par 1, et la demi-cir

conférence [=18o°= 5,14'5926 etc.] par n.

PROPOSITIONS.

XXIX. a, b, étant deux nombres quelconques, on

aura a6V— > [— (el*)h v/— ' = e!*'?5 ^_ ' ] = cos Ma +

( y/— ï ) sin Ma. 4
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J^

XXX. Soient , - , , .,, le sinus, et le

cosinus d'un arc c : on aura (a+Jy/ — 1 )

+ ^ («»+ i» )J =(a,+ J*)* (cosc+Cv/— 1)s1ncr

m

=(a* + £*)* (cos mc+( y/— 1) sin me).

XXXI. /(a +V-0 [=Z ((a*+£m)* (cosc+(^

— 1)sinc))=/v/(a*-J-4,) + Z(cosc+ ( y/— 1)sinc)]

= /v/(a»+ i»)4-cv/— 1.

XXXII. Soit 1 un nombre entier et positif : on aura

l — a [=Z (_a + o y/ — 1)]=/a ±(2t— 1) 180'

n/- 1•

XXXIII. Désignant par X le logarithme réel tle a,

on aura la = \+ (i— 1) 56o°^/— 1.

XXXIV. Désignant par n un nombre entier et positif,

je dis que les facteurs trinômes de tout polynome x"—

'li-— 1

a" seront de la forme x*— lax cos iu+a\

n

_ x"
Car supposant x" — a" = o , on aura —- = 1 =

,,; ,.Jt,y , v , X î^ïftv'— « 2J 2

et"—*) v— «• dou-=e " ; 2 cos %

a a

s1 — *tu—%

=e " "
ft</—' . %V-_ « x a x*+o'

+ e " =- + -
a x ax

et par conséquent x* —-2.ax cos- % + a*=o.
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XXXV. Les facteurs trinômes de x"+ a" seront de

la forme x*—lax cos iz + a*.

n

Supposant x" + a" = o , on aura — = — 1 =

eC-^V-; - =e^ *V_l; i cos ^-ll K

a ' n

t*1'— * / »' — 1 -1 •> - •»
—--KV— ' , tcn/ — i x a\ x* +a

a xj ax '

, 2i 1

et par consequent x* — lax cos rc + a*= o.

Schol. 1. Les facteurs trinômes que l'on trouve par

cette méthode, sont illusoires; mais ils renferment des

facteurs binômes réels; car substituant, par exemple,

î , "). , 7), 4 , au lieu de i, on trouvera pour le polynome

x6— a6, les facteurs x*—lax+a* ; x*— lax cos { k +

a*; x*— 2ax cos f tc + a* ; x*+ 2ox+x* , dont les deux

x*—sax+a*^o, etx*+2ox+a,=o, ne donnent que

x—a=o, et x+a=o; d'où il s'ensuit que x6— a6=

(x—a) (x+ a) (x* —2ax cos -^ -x + a') (x*— 2ax cos f

ic + a*) = (x*.—-a*) (x*—2ax cos j rc + a*) (x*— 2ax

cos | TC + a*).

2. De ce que le nombre i est infini , on ne doit pas

conclure que la méthode proposée donne pour le poly

nome x"+an plus de facteurs trinômes qu'il n'en faut;

car en continuant de substituer toujours 1, 2, 3, 4, 5

etc., au lieu de 1", on ne fera que revenir à ceux que

l'on aura déjà trouvés. Substituant, par exemple 1,2,3>

au lieu de i, on trouve pour x5+a5 les facteurs x*—

2ax cos j îï + a*; x*— 2ax cos f rc+a*; et x+a; con
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»

tinuant de substituer encore 4, 5, 6, on trouvera x1—

lax cos i- x + a* , x* — lax cos | x + a*, et x* — lax

cos -y- î:+a*, qui reviennent au même, puisque les arcs

| rz et 4 -z, 4 îc, £ w et ^ iz, ont un même cosinus ; donc

la seconde substitution n'a fait que donner les mêmes

facteurs. Ainsi de suite.

XXXVI. Soit p un nombre positif, .r3—px=ej, \ a'

non > pr pl , et le cosinus d'un arc designé par

1p y/p

5a: je dis que x= ( 2 y/ £ Jcos a.

Car la prop. XIX de ce livre donne cos 3a [=(cos a)3

•— 5 (cos a) (sin a)*=(cos a)3—5 (cos a) (1 — (cos a)i)]

5

= 4 (cos a)3— 3 cos a; ce qui, eu mettant î.ry/-

3<7 »/ 3
et ' v— à la place de cos a et de cos 5a, donne <?=

2/V/>

x3—px.

Schol. Il faut que \ q* ne soit pas > -^ p3 , afin que

' ,— ne so1t pas > 1 ; car, sans cette cond1t1on, ou

*PVP

auroit un cosinus — plus grand que le rayon 1,

ce qui est impossible.

XXXVII. Tout secteur de cercle est la moitié du

produit de l'arc qui lui sert de base, multiplié parle

rayon.

Soient ABC le secteur, CD perpendiculaire à AC, BD

parallèle à AC, r le rayon, et z l'arc AB: on aura ABC

[= ABDC—BCD=y cos zd sin z — 4 s'n z cos z=

y'cos zd sin s— \f(cos zd sin z+ sin zd cos z) =/"cos i
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dz cos z

r

. /V ^ cos « . dz sin z\

,— i / ( cos z s1n z 1 = j

Corol. 1. Le cercle sera donc [= |rX 2/'?;] = itr*.

2. Il suit de ce corollaire, ainsi que de la proposition

XVIII du liv. XV, que la pyramide conique vaut le

tiers de sa base multipliée p2r la hauteur.

XXXVIII. Designant par 5 un segment spbériqup, en

gendré par une révolution complète du segment circu

laire compris entre l'arc z, le sinus de z, et le sinus verse

'de z autour de ce même sinus verse, trouver la valeur

de s.

On aura s [=f% (sin zf d sinv z=nz f (ir— sinv z)

(sinv z) d sinv z=%J~(^r sinv z— (sinv z)*) d sinv z=z

-z (r(siav z)*— 5 (sinv z)3)] sera =71 (sinv z)* (r — 5

sinv z).

Corol. La sphère sera donc égale à iz (2/-)* (r— £ ir )

= *- w3 = ~ X 2rar* , c'est-à-dire, égale aux deux

tiers du cylindre, qui auroit le diamètre de la sphère

pour hauteur, et le cercle de ce diamètre pour base.

AXIOME.

La surface plane est plus petite que tonte autre sur

face appuyée sur le même contour; et la surface qu'au

cune droite ne sauroit rencontrer dans trois points, est

moindre que toute autre surface qui l'envelopperoit en

s'appuyant sur le même contour.

XXXIX. La surface courbe de toute pyramide coni

que dont l'axe tombe perpendiculairement sur la base,

est égale à la moitié du produit de la circonférence de

la base multipliée par la droite comprise entre cette

circonférence et le sommet de la pyramide.
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On démontrera sans difficulté, que dans une pyra

mide dont la hauteur tombe perpendiculairement sur la

base, toutes les droites comprises entre le sommet et la

circonférence de la base sont égales. Soient donc C le

centre de la base; AB une partie de sa circonférence;

AC, BD, deux coordonnées perpendiculaires entre elles;

EF une autre ordonnée; et supposons que GBH touche

ja circonférence au point B, et rencontre en G, H, les

droites CA , FE , prolongées ; menant BE et GI paral

lèle à BE; et tirant du point L les droites LA, LB, LE,

LF, LII, on aura B/n EL+BEm > BEL, c'est-à-dire,

Bm EL+BEz?! > 7 BE X s/ ( BL<7 — \ BE<7 ) ; et BmEL

+ I3Em < BLH + ELH + BEH, c'est-à-dire, BmEL

+ BEm < | BII X BL + x EH X FL + 7 EH X DF,

ce que l'on démontrera facilement : on aura donc

BmEL . GI . „, , ,.„ , BEm
"DÎT > * X DG S {BLf -* BE^- DF' et

, BGXBL BIFI,,FH BEm

< s X DG +tX DGX FL+iEH- ^p"-

BFm

Soient AD constante, et DF infinitième: on aura .,-

Dr

< -—r, c'est-à-dire, < T EH infinitième, et par

BmEL GI . „ .

consequent— „ > - X jttt X BL— infinitieme : mais

^" t."-. • n • • ■t i BmEL , BG
GI=BG— infinitième } donc - - > i x tjtt X BL

.,..., . BHVBL
— infinitième , et par consequent > f X ï^—

Dr

. ,. . ., , BHX BL , BI

— infinitième, et < { X -~g, + \ X jjtj X FL

, I17TI BEm , , ,. >IWBHXBL .
+ IEH — -^- , c'est-a-dire, < | X 1 ^ + m
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„ . ., ~ , BmEL 1 „ BHXBL

fin1t1eme. On aura donc X —ftô > otl

Dr 2 JJr

AEL—ABL 1 BHXBL . „ . .,

df 2 x—W—=1nfimt1eme f ou= °-

Soit AD racine de la flnente ABL, et DF fluxion d'AD:

7 BH X BL sera la fluxion d'ABL , et par conséquent

ABL= i BL/BH= | BL X AB.

Corol. On démontrera , suivant le même style , que

la surface courbe d'un cylindre, élevée sur la circonfé-

rence de la base du cône, est c'gale au produit de la

circonférence multipliée par la 'hauteur.

XL. Soient AC, BD, deux ordonnées perpendicu

laires sur l'abscisse CD de l'arc de courbe régulière

AB, concave vers l'abscisse CD: je dis que 2x/"BD X

dAB sera la surface que l'arc AB décriroit en tour

nant autour de l'axe immobile CD.

Soit CF l'abscisse, et EF l'ordonnée de l'arc ABE s

par le point B menez la tangente GBH comprise entre les

coordonnées prolongées. Imaginez les surfaces BELPM,

B1'ELPM, BHNQM, décrites par la corde BE, par l'arc

Bj'E, et par la tangente BH, dans une révolution en

tière du plan BF autour de l'axe GF. On aura B/ELM

+BMO+EPL+2BEi > BELM+BMO-t-EPL, c'est-à-

dire , BŒLM > BELM— 2BEj ; et BŒLM + BMO +

EPL+2BEj<BHNM+BMO+HQN+2BHE, c'est-à-

dire, B£ELM<BHMN+EHNP+2BHE/. On raison

nera de même à l'égard des surfaces situées de l'autre

côté du plan BP. Soit s la surface décrite par l'arc BiE:

on aura s > 2BELM— 4BE1 et < 2BHTSfM + 2EHNP

+4BIIEf: mais 2BHNM [=k X FH X GH—n X BD

XGB]=)t (BD-fFH)XBH, 2BELM=ic(BD+EF)

15
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XBE,et2EHNP=*(EF+FH)XEHj donc^>

* (BD + EF) § - **f, et^ < « (BD + FH)

~ + % (EF+FH)^+ 4pF -. Supposons CD cons-

EF .,...,
tant, et DF infini tième. Puisque ^r= i + înfinitiè-

BD"

. j= t — infini tirmp . Cft

BH

me, et ——=i — infinitième, ce qui est facile à dé

montrer, on aura ^ > % ( 2BD + BD X infinitième)

JJr

( i — infinitième) jrp — -Wp" : maîs BE/ est < BEH>

et par conséquent < 4 DF X (FH—BD); donc^ >

. „ . ., „ BDXBH

% (2 + infinitieme) (i— infinitième) X gp

2 (FH— BD), c'est-à-dire, 5F> m ±

t g

( infinitième ou o ). On trouvera de même =-p <

2^tX BDXBH (;nfinitième ou o) d-ou a suil que

s 2ttX BDXBH .. . ... . ,*~
W > DF (infinitième ou o), et^<

2sX—-^ h (infinitième ou o); et par conséquent

s 2rcXBDxBH . r ... -,
_ —_ -P = o , ou=c infinitieme. Sup-

DF DF '

posant donc DF^rfCD, on aura awXBDxBH=a-

XBDX^AB=^.
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Corol. 1. La surface courbe du segment sphérique,

dont il est question dans la prop. XXXVIII de ce livre,

-. sin z = iizrfd
s1n z J

sinv z=2%r sinv z.

2. La surface de la sphère sera donc 4'Itr% ce I1"-

revient à quatre grands cercles de la sphère, ou à la

surface courbe du cylindre circonscrit=2rcrX 2r.

DEFINITION VIL

À étant l'origine d'une courbe régulière AB, situee

dans un plan, si l'on donne le nom de pôle à un point

C, choisi à volonté sur le même plan , on appelle rayon,

vecteur toute droite AC, ou BC, comprise entre le pôle

et la courbe proposée ; et l'équation qui exprime le

rapport qui existe entre un rayon vecteur quelconque

BC, et l'angle ACB, se nomme équation polaire de la

courbe.

PROPOSITIONS.

XLI. Lorsqu'on suppose l'angle ACB racine, on a

îBtyX^ACB égal à la fluxion de l'aire ABC ; et si

l'on fait le triangle BCD rectangle en C , et le côté BD

tangent en B, on aura dBC— -—? clACB, et c?AB=s

ÏÏ^CB.

Prenant l'angle BCE, formé par deux rayons vecteurs,

pour fluxion de la racine ACB, etdécriv-ant du centre C
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avec le rayon BC, l'arc de cercle BfG , on aura i :BC::

BCE:B_/G, et par conséquent B/G=BCrfACB; d'où il

suit que le secteur BGC=|BC^<iACB. Supposant donc

l'angle ACB constant , et dACB infinitième , on aura

BGC . AEC—ABC i BCqdACB

j.r,a constant : mais '' — est
dALÏ) dACB dACB

BEC BGC BEG _„. ■d/y*^,-v/>

:, et BEG est < B/GXEG,

dACB dACB dACB'

AEC — ABC

JACB

c'est-à-dire, < EG X BC X ^ACB ; donc

iBCorfACB „,, „„ , ...

*— ,' ,R— <EGX BC, et par consequent înhm-

tîème, si l'on suppose ACB constant, et BCE infini

tième ; car on aura alors BC constant et EG infini

tième; donc j BC<jr«ZACB=rfABC.

Tirant les droites BE, BG, et faisant l'angle CDH=

jBCG, et l'angle HDI=GBE, puisque BC=CG, et

par conséquent l'angle BGC=CBG, on aura BGC +

i BCG=j)o°: mais DHC + CDH=9o°, parce que DCH

=9o°; donc DHC + ; BCG— go°, et par conséquent

DHC=BGC, et DHI=BGE: mais HDI=GBE; donc,

en prolongeant CB, on aura un triangle D1II semblable

EG HT

au triangle BCE, et par conséquent d7t= ffrî- Raison

nant comme on l'a fait dans la prop. XIII du liv. XV,

on démontrera facilement que l'angle ACB constant, et

BCE infinitième, rendent DH=CD+ infinitième, III

= BC+ infinitième, et B/G=BG (i + infinitième). On

CE—CB BCo EG BCo

aura donc^ÂCr ~ CD =5ÂCB ~ CD : mais

EG EGXBC EGXBC BCxHI

dACB~ B/G ~BG(i + infinitième)- DH
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. „ . ., , BC X ( BC 4- infinitième) .

( 1 — 1nfin1t1eme) = ~ . .. ( 1 — în-
x CD + 1nhmt1eme

f1niticme) = -7~ + infinitième ; donc -r~ rfACB ==

RTÏV RC

dBC. On trouvera de la même manière dAB=—^—-

XdACB.

Corol. (rfBC)* +(BCx<*ACB)* r=(^gY(tfACB)*

+BC? (<MCB)*= BÇyXBCy+BCyXCDy (dAay

XLII. Dans un tr1angle reçtiligne quelconque, les si

nus des angles sont comme les côtes opposes.

Dans le triangle ABC coupez BD égal au rayon r d'un

cercle choisi à volonté pour en mesurer les angles, et

lirez DE, AF, perpendiculaires à BC. On a r:DE::AB

:AF, rX AF=ABXDE, rX AF=AB.X sin ABC;

et on trouvera de même r- X AF = AC X sin ACB :

donc AB X sin ABC=AC X sin AÇB, et par conséquent

AB : AC :: sfn ACB:sin ABC.

XLIII. Dans tout triangle rectiligne, la somme de

deux côtés est à leur différence comme la tangente de

la demi-somme est à la tangente de la demi-différence

des deux angles opposés à ces- mêmes, côtés.

Car. AB:AC::sin ACB:sin ABC, donne AB+AC:AB

— AC::sin ACB+sin ABC:sin ACB— sin ABC [ce qui

est facile à démontrer] :: tang 7 (ACB + ABG):lang.

1(ACB—ABC) [16. 23]ï

Schol. Les côtés AB, AC, et 1-angle compris étant-

donaés, on trouvera facilement les deux autres angles
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du triangle; car la demi-somme de ces deux angles

etant = 9o° — i BAC , on pourra trouver \ ( ACB —

ABC), et par conséquent calculer j(ACB+ABC) +

j(ACB—ABC)=ACB;etHACB+ABC)— HACB-

ABC)= ABC.

XLIV. (co.lABC).= ^XAB+^+ACX

AB + BC — AC

BC

_, _„ ABXeosABCr .. . ., , , ,
Car BF= [ce qui est facile a démon

trer] = —2 JL ï [,3. 2]j d'où l'on tire

2BC
cos

_, ABC+o ABC—o r '
X 2 cos cos = — (cos ABC+cos 0)

2 3 2

\ _ r" AB<7+2AB X BC+BCy ■— AC<y ■

X + ) — J X ABXBC •

r' ( AB + BC Y — ACq H _ /-* AB + BC + AC

4 ABXAC J~4X AB X

AB + BC—AC

BC

DÉFINITIONS.

VIII. Lorsque deux courbes et deux de leurs tan

gentes rectilignes aboutissent à un même point, l'an

gle formé par les deux tangentes s'appelle quantité

de l'angle , que ces deux courbes forment entre

elles.
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IX. Tout triangle dont les côtés sont des arcs de cer

cles décrits du centre de la sphère, et situés sur sa sur

face , s'appelle triangle sphérique.

X. Si un diamètre de la sphère traverse perpendicu

lairement le plan d'un cercle qui passe par le centre de

la sphère, et se termine à sa surface, les extrémités du

diamètre sont les pôles de ce cercle.

PROPOSITIONS.

XLV. Soit r le rayon de la sphère , ainsi que du cer

cle dont on se sert pour mesurer les angles : je dis que

dans tout triangle sphérique les sinus des côtés sont

comme ceux des angles opposés.

Désignant par ABC un triangle sphérique, et par D

le centre de la sphère, tirez BD, et du sommet A baissez

AE perpendiculaire sur le plan CBD ; du point E , où

le plan coupe la droite AE, menez EF perpendiculaire

à BD; joignez AF et levez FG perpendiculaire au plan

CBD. Les droites AE, FG, AF, EF, seront situées dans

un même plan , vu qu'AE est parallèle à FG: mais BF,

qui est perpendiculaire à EF et à FG, doit l'être aussi

à AF, et d'ailleurs toute tangente au point B des arcs

AB , BC , doit y rencontrer perpendiculairement là

même droite BF; donc on aura l'angle ABC=AFE.

Or, AE:AF::sin AFE:sin AEF; donc AE:sin AB::sin

ABC:r; d'où l'on tire sin AB sin ABC=AEXr. On

trouvera de même sin AC sin ACB=AEX r; donc sin.

AB sin ABC=sin AC sin ACB.

Schol. 1 . Dans le triangle ABC soit BAC un angle droit.

Prolongeant les côtés AB, BC, AC, vers D, E, F, jus
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qu'à ce qu'ils deviennent chacun de 9o°, on démon-

trera sans difficulté que chacun des arcs DC, EC, FC,

doit être de 9o°, et que par conséquent les points D,

E, F, appartiennent à l'arc DEF d'un grand cercle,

dont le point C représente le pôle. Ainsi, les arcs BD,

BE, DE, AF, sont les compléments des arcs AB, BC,

EF, AC, et par conséquent DE est le complément de

l'angle ACB, ainsi que l'angle BDE l'est de l'arc AC.

Cela posé, il est clair qu'à l'aide de la proposition pré

cédente, et du triangle BDE [qu'on appelle triangle

complémentaire] , on pourra résoudre la question sui

vante : Considérant dans un triangle sphériaue rec

tangle les trois angles et les trois côtés, et connois-r

sant trois de ces six objets, déterminer l'un des

trois autres. Mais pour en faciliter les solutions, on

pourra avoir recours à cet autre théorème: tang AB=sin

AC tang ACB, dont voici l'investigation.

La proportion des sinus donne sin DBE sin BD= r

sin DE, ou bien sin ABC cos AB=r cos ACB : mais

on a aussi sin ABC sin AB=sin ACB sin AC; d'où

sin ABC sin AB sin ACB sin AC r sin AB

sin ABC cos AB """ /- cos ACB cos AB

r sin ACB

. ,,„ sin AC: donc r tang AB=sin AC tans ACB.
cos ACB * ° o .

Lorsqu'un seul triangle complémentaire ne suffit point

pour obtenir de suite les solutions dont on parle, on a

recours au second CGH, situé de l'autre côté. Supposons

par exemple que le côté AB et l'angle ABC étant donnés,

on demande le côté BC opposé à l'angle droit BAC. Il

est visible que les deux théorèmes précédents ne sont

pas'applicables, ni immédiatement au triangle ABC, ni
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at1 complementaire BDE ; mais en ayant recours à

CGH, l'équation r tang AB= sin AC tang ACB don

nera r tahg CH=sin GH tang CGH, c'est-à-dire, rcot

BC=cos ABC cot AB, d'où / cot BC= 7 cos ABC + 1

cot AB— Ir. Ainsi , toutes les fois que les valeurs du côté

AB et de l'angle ABC seront données en degrés, minu

tes , etc. , on connoîtra celle de BC par le moyen des

tables vulgaires de sinus, tangentes, etc.

2. Désignant par A an arc quelconque, on voit que

sin A =sin ( 18o°—A), et que tang A =tang— ( 18o°

-—A); d'où il suit qu'en pareils c2s, on peut ignorer

souvent lequel de ces arcs A, (18o°—A), ou— (18°°

— A), satisfait au problème qne l'on a en vue de ré

soudre. Les propositions suivantes, qui ne sont pas

bien difficiles à démontrer, aideront dans plusieurs cir

constances à les distinguer. I. Dans tout triangle sphé-

rique, le plus grand angle est opposé au plus grand côté,

et le plus grand côté est opposé au plus grand angle.

II. La somme' des angles est > 18o°, et < 5X 18o°; et

la somme des côtés est < 56o". III. Dans tout triangle

spbérique rectangle, chaque côté de l'angle droit est>

900, ou < 9o°, ou=9o°, selon que l'angle opposé à ce

côté est >9o°, ou < 9o°, ou=9o\ IV. Le côté opposé

à l'angle droit est <9o°, lorsque les deux autres sont

de la même espèce, c'est-à-dire, lorsqu'ils sont tous

deux plus grands on tous deux plus petits que 9o0 ; le

côté opposé à l'angle droit est > 9o0, toutes les fois que

les deux autres sont de différente espèce , c'est-à-dire,

l'un plus grand et l'autre plus petit que 9o0. V. Les

côtés de l'angle droit seront de différente espèce, si le

(EÔld opposé à l'angle droit est > 9o°; et si ce côté est
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< 9o% les deux autres seront de la même espèce, c'est-

à-dire, tous deux plus grands ou tous deux plus petits

que 9o°. VI. Chaque côté de l'angle droit, et l'angle

adjacent à ce côté, seront de la même ou de différente

espèce, selon que le côté opposé à l'angle droit sera

plus petit ou plus grand que 9o°.

XLVI. Si deux triangles sphériques sont placés de

telle manière que les sommets des angles du premier

soient les pôles des côtés du second, je dis que les som

mets des angles du second seront les pôles des côtés du

premier, et que chaque côté sera le supplément de l'an

gle où il a son pôle.

Soient A, B, C, les pôles de DE, EF, DF. Si on

prolonge AB, AC, jusqu'aux points G, H de DE, on

aura AG=9o°, AH =9o°, et par conséquent E sera le

pôle d'AB. On trouvera de même D, F, pôles d'AC et

BG; et puisque DH=9o°, et GE=go°, on aura DE+

GH[=DH+HE+GH=DH+GE]=18o°: maisGH

=BAC; doue DE+BAC=18o°. Si on prolonge BA

jusqu'au point I, on aura BI=go°, AG=9o°, et par

conséquent AB+GI [=AG—BG+GI=AG+BI] =

18o0. Etc.

Schol. Ces triangles s'appellent supplémentaires entre

eux.

XLVII. Dans tout triangle sphérique ABC, on a

r* cos BC =r cos AB cos AC + sin AB sin AC cos BAC.

Menant du point C l'arc CL perpendiculaire sur le

côté AB prolongé, s'il est nécessaire, on aura dans les

triangles rectangles qui en résultent, cos AL cos CL=r

cos AC, et cos BL cos CL=r cos BC, et par conséquent

cos BÇ cos AL= cos AC cos BL: donc cos BC =
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eos AC cos BL cos AC cos (AB—AL) _ cos AC

cos AL cos AL r cos AL

(cos AB cos AL+sin AB sin AL) , ce qui donne r' cos

,._ ._ , -, r cos AC sin AB sin AL

BC= r cos AC cos AB H t-î : mais
• cos AL

dans le triangle rectangle, on a r tang AL= cos BAC

, -, , ... r sin AL sin AC cos BAC

tans AL, c est-a-dire , Ti~ = r* ,

° ' ' cos AL cos AC '

donc r' cos BC = r cos AB cos AC + sin AB sin AC

cos BAC.

XLVIII. r' cos BAC [=— r' cos DE=— r cos DF

cos EF— sin DF sin EF cos DFE] =sin ACB sin ABC

cos BC — r cos ACB cos ABC.

YT JV ra sin AB

A.H.X.. tang lit,=—_ . _ .—. „ .-, , te tst:-
8 cotBACsin ABC+cosABcosABC

On a r* cos BC=r cos AB cos AC + sin AB sin AC cos

BAC, et par conséquent r* cos AC= r cos AB cos BC+

sin AB sin BC cos ABC. Multipliant la première équa

tion par /-, et substituant la valeur de r* cos AC, il vien

dra /-3 cos BC = /- (cos AB)a cos BC + cos AB sin AB

sin BC cos ABC + r sin AB sin AC cos BAC, et par con

séquent r7 cos BC — r (cos AB)' cos BC= r (sin AB)'

cos BC=cos AB sin AB sin BC cos ABC + r sin AB sin

_,_ , .. cos AB sin BC cos ABC

AC cos BAC, et r sin AB= =r-; h

7 cos BC

rsin ACcosBAC ._ sin BC sin ABC

=-=; : mais sin AC = ;—p . „ ,
cos BC sin BAC

parce que sin AC:sin BC::sin ABC:sin BAC; donc,

substituant la valeur de sin AC, et multipliant par r,

il viendra r' sin AB = tang BC cos AB cos ABC+ tang

BC cotBACsin ABC.

r

-
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t>.„ T r*sinAB— taneBCcosABcosABC")

L. cot BAC = Jt . .pfl
I tangBCs1nABC J

_ cot BC sin AB cos AB cot ABC

— sin ABC r '

tt / .nin* r*cosi(AB+AC+BC)cos^(AB+AC-li

LI. (cos7BAC)>= sinABsinAC

_r»cosHAB+AC+BC)cos(î(AB+AC+BC)—BC)

sin AB sin AC

Car la proposition XLVII donne cos BAC =

r* cosBC—rcosABcosAC , , DAr,
:—.„ .—— , et par consequent cos BAL

s1n AB s1n AC

r* cos BC—r cos AB cos AC 4- r sin AB sin AC

sin AB sin AC

/*cos BC— r* cos (AB+AC) _

sin AB sin AC

2r* cos i (AB + AC + BC) cos i(AB+AC—BC)

_ ! j-i — ' : ma1s

sin AB sin AC

,„.„, BAC+o BAC—o r/
(cos i BAC)*= cos — X cos = — (cos
y 2 2 2

BAC + r) ; donc (cos f BAC )'=

r*cosi(AB + AC + BC)cos4 (AB + AC—BC)

sin AB sin AC

Schol. Pour résoudre les autres cas, on tirera l'arc

CL perpendiculaire sur AB, ce qui réduira le triangle

proposé à la somme de deux triangles rectangles, lors

que les angles opposés à la perpendiculaire seront tons

deux aigus ou tous deux obtus ; ou à leur différence,

lorsque l'un de ces angles sera aigu et l'autre obtus;

car les angles CAL, CBL, opposés au même côté de

l'angle droit, doivent être alors tous deux obtus ou tous

deux aigus , selon ce qui a été dit schol. 2 , prop. XLV,

liv. XVI. Les tables trigonométriques les plus ordinaire»

offrent des règles qui abrégent beaucoup ces calculs.

y'

\
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LU. La surface de tout triangle sphérique ABC est à

celle de la sphère comme ABC + ACB + BAC— 180°

est à 2X36o°.

Prolongez les côtés jusqu'à ce qu'ils se rencontrent

en D, E, F, en devenant des cercles complets. Par les

points C, F, menez un autre cercle CGFH, qui ren

contre ABD en G; sur la surface de la sphère et dans

des plans perpendiculaires à l'axe CF, décrivez les arcs

kh, Et. Les centres de ces deux arcs seront situés dans

l'axe CF , et on démontrera facilement que l'extrémité

du sinus verse de FA sera le centre d'AA, et que l'extré

mité du sinus verse de CE sera celui de l'arc E1". On

démontrera également que la surface décrite par l'arc

CE dans Une révolution entière autour de l'axe CF,

est à la surface CE/ comme 56o° sont à l'angle ECG.

Nommant donc l'angle DCE, x et ECG, dx, on aura

56o°XsinvCE:CE1::56o°:rf;r,ouCEj = (sinvCE) dx;

d'où il suit que la surface que l'arc CG décriroit autour de

l'axe CF , le point i décrivant l'arc 1E, sera pareillement

égal à sinv CGX^: or, la surface EGI est plus petite

que la différence entre ces deux surfaces, c'est-à-dire,

< ( sinv CG cz> sinv CE ) dx ; donc —j— < sinv

CG en sinv CE : mais x constant et dx infinitième

rendent sinv CG c/3 sinv CE infinitième; on aura

, , CDG—CDE CE» r EG*~| . . .

donc alors 3— t— = -3— = înnn1-
dx dx L dx J

tième,—j— [=sinv CE] constant, et par conséquent

CEI fluxion de la surface CDE. On démontrera de

même que FAH = fluxion d'ABF : mais les surfaces

CEi, FAA, sont égales, ce qui est facile à démontrer -,

r
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donc les triangles CDE, FAB, sont égaux. Nommons

l'angle BAC, a; l'angle ABC, b; l'angle ACB, c - et la

surface de la sphère, S. On aura surface CAFBC:S::c:

56on, et CAFBC = ^— X S : mais le triangle CDE=

ABF; donc ABC+CDE= ^- X S. Et puisqu'on a

aussi ABC+ACD [=BADCB] = ~— XS, et ABC+

BCE==^- X S: donc 5ABC+BCE+ACD+CDE=
ooo°

-"tf+e XS: mais ABC +ECB + ACD + CDE=iS;

3DO *

donc 2ABC + jS= — ; X S, et par conséquent

ABC=f±£+c_18o!

2Xatw*
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LIVRE XVII.

PROPOSITIONS.

I. H/tant donnés l'arc AB et le point A d'une sec-

lion conique, mener une tangente par le point A.

Ayant trouvé le sommet C, et la position d'un dia

mètre quelconque CD, on menera l'ordonnee AD pa

rallèle aux cordes que ce diamètre doit diviser en parties

égales; et désignant AD par y, et CD par x, on trouvera

les coefficients A et B, qui rendentj-*= Ax+Bx*. Soit

AE la tangente, et Ele point où elle rencontre le dia

mètre CD prolongé. On aura DiE:y:1dx:dy [15. 14],

tioc

et DE==y -3— : mais l'équation donne iydy=.h.dx +

dx wy
îHxdx, et par conséquent— = - , B ; donc DE=

y __ A+Bx v ._

A+2Bx —" A+2Bx * '

Corol. 1. Si la courbe est une parabole, on auraB=o,

etDE=2.r.

2. Si elle est une ellipse, et F le centre, on aura, en

désignant par fie demi-diamètre CF, et par g l'autre

demi-diamètre conjugué, A=-§r-, B=— ji, et DE=

2/—x

-X

/
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3. Si le sommet du demi-diamètre g éloit le point de

P
contact, on auroitDE=-— , expression absurde qui ne

désigne autre chose sinon que la tangente menée par ce

sommet ne sauroit rencontrer l'abscisse : donc toute

tangente menée par le sommet d'un diamètre, est paral

lèle à l'autre diamètre conjugué.

4- Si l'on suppose x >/", la valeur de DE deviendra

négative, c'est-à-dire, que l'abscisse et la sous-tangente

seront alors en sens contraire.

5 EF ["- 2f-x x I f x- f* 1-CFV

II. Dans l'ellipse, la somme des carrés de deux dia

mètres conjugés, est toujours égale à la somme des

carrés de deux autres diamètres quelconques conjugués.

Soient AB, AC, deux demi-diamètres conjugés; AD

un demi-axe; BE, CF, perpendiculaires à AD; BG,

parallèle à AC; AD=a; l'autre demi-axe=i; et AE

= x. On aura BG tangente, comme étant parallèle à

AC,AG= —,EG=- x=- —, BE9= ^-

' x x x ' 7 a?

EG a} . .

(a*—x*), et par consequent j—— = yj— : mais les trian

gles semblables donnent BE^riEG^^CFiyrAFiy, et par

conséquent AF<7 = g^ XCF^r= ~ XEGXCF?

== ^- XEGXCF</ : mais on a CF<7 = -1 (a«—AFq) ;

, ._ EG , EG ._ ._ a'XEG

a*— x*,elCFt] = — (a*— a*+»t)== -4-, et par con
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séqnent ABq+ACq=A~E«j+BEc/+AF{]+CF<]=x*+

b* , b*x* , ,

— (a* —x*) +a*—x*+ —— = a* +b*: donc, etc.

a* a

III. Deux parallélogrammes circonscrits à l'ellipse

sont égaux, toutes les fois que leurs côtés touchent la

courbe aux extrémités de deux diamètres conjugués.

Achevez le parallélogramme AG, et menez CH per

pendiculaire à AB. CG sera aussi une tangente; et puis-

. BE _ AE . CF

que sm BAE= j-ôi cos "AL, = —=r-, s1n CAF = -— ,

et cos CAt = -r-pr, on aura s1n BAC = —— X —— -f

AG AB AC

51"xAc"' d'oU CH [=AC><sin BAC] =

BEXAF+AEXCF

— , et par consequent le parallelo

gramme AG == CH X AB= BE X AF + AE X CF ==

(b \ ix

— ^(a*—x*) 1 ^(a»—x*)+x — = a£:maisAG

est le quart de l'un des parallélogrammes en question -f

donc, etc.

IV. Soit dy=dxy/ l'équation d'une courbe

dont les coordonnées x , y , sont perpendiculaires entre

elles : on demande la sous-tangente.

La sous-tangente sera à y comme dx esta dy , comme

y/x est à y/ (ir—x) , comme x est à y/ ('xrx — xx) ,

c'est-à-dire, comme l'abscisse x est au sinus d'un arc

circulaire, dont le sinus verse est x , et le rayon r.

Schol. L'ordonnée y sera =f dx ^ =ss

16

r
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(1 dx = /— dx. Soit z le plus

Jx^r-xf JV^rx-x-)

petit arc positif dont le sinus verse est x: on aura j'- =

/r-f-c.tsz _ , /" — rj cos z . /*— coszrfcosz

+ siuz _~J si n z -y sin .s

= +/J: +f— cos z X —= ± /«-s ± /

= +/V/r i7""?->i1i r ^'l ' un nombre entier quelcon

que: on aura r= i ( i' (21 — 2) f"+z) + sin z= +

(+'(21'— 2) 1zr +z + sin z) ; d'où il suit qu'à chaque

abscisse x, ou siuusv z, correspond un nombre inf1ni

d'ordonnees de l'un et de l'autre côté de l'axe. Lasous-

rdx i-A's i.A's'n z

dy + dz + rf sin z
X ^ sinr z

fdz + fds\nzj. — rfcosz

-dsm\z = ———r-, f(dz+ds1uz)

dz + ds\az dz+ dsinz

— dz s1n z
r s1n z

= ; /(* + * *"1 *) = /-+cosz / (*
<faH <u cos z

/•

+ Jsin z) = —: (i'(2* — 2) Trr+z+sinz), il s'en

suit que la sons-tangente tombera tantot du même côté

que l'abscisse, on sinus -verse de z, tantôt du côté opposé.

Cette courbe est nommée la cjcloïde de Huiguens.

V. L'équation d'une courbe algébrique étant donnée,

trouver ses points multiples , c'est-à-dire, les points où

elle se croise ; et mener des tangentes par ces points.

Désignons par A , B, C, D,etc, des expressions telles

que a+&x+-Q-+Sx*+ e,xj+'Çj^ +r,x3+ 6x*y+ 1xy*+

xj~3+ etc. , par x,y, les coordonnées de la courbe, et

par A= o, son équation : on aura dA-=Bdx+Cdj=o,

r\
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Il est cTair que si la courbe n'a que deux branches qui

se croisent, les coordonnees de l'une coïncideront avec

celles de l'autre, lorsque ces coordonnées seront censées

correspondre au point commun d'intersection, et que

l'équation A=o aura alors deux racines égales, soit

que l'on prenne x ou y pour nombre principal. On

aura donc B=o et C=o, ce qui est facile à conclure du

corollaire de la proposition XI du liv. X; et les trois équa

t1ons A= o, B=o, C=o, détermineront les coordon

nées qui correspondent à ce point commun. Soit /- l'abs

cisse, et s l'ordonnée qui y répondent. Tout comme l'on

a conclu au corollaire de la proposition XI du liv. X,

que deux racines égales dans l'équation Fx=o donnent

—— =o, on prouvera de même que tro1s rac1nes égales

, d*Tx d'Tx

donnent -_^- =o; que quatre donnent 3 =0>

ainsi de suite; et que si trois portions de la courbe se

croisent, il y aura trois valeurs de x égales à r, et au-

tant de valeurs dey égales à s, qui rendront -r-^-, == o,

<d*A

et -j—; =o; que si quatre portions de la courbe se croi

sent, il y aura quatre valeurs de x égales a r, et au

tant de valeurs dej- égales k s , qui rendront -^-^=0,

'd3A . . , . „ ,

et -7-3T =o, a'ns1 de su1te. Cela posé, s'il n'y a que

deux arcs qui se croisent, le rapport entre dx et dr qui

détermine la position des tangentes, doit se trouver

dans l'équation rf*A = d ( -j-_ dx + —— djr ] -—

"

1
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d ( Udx+Cdy)=dBdx+Bd*x+dCdy+Cdy=dBdjc+

dCdy= F.dx*+Fdxdy+Gdy*^=o; s'il yen a trois qui

se croisent, le rapport de dx à dy , doit se trouver dans

l'équation d3A=d (Edx*+Fdxdy+Gdy*)=dEdz:*+

2Edxd*x + dFdxdy + Fd*xdy + Fdxdy + dGdy* +

•jGdydy=Udx3+ ldx*dy-\-Ldxdy* + Mdy3, ainsi de

suite; cl il est bon d'observer que ces équations sont

les mûmes que l'on auroit trouvées, si l'on prenoit les

fluxions en regardant dx et 1l y comme indépendants

de x ely.

x
Exemples. $>o'\ly=b +(x—a)yj — l'équation de la

combe proposée. On aura ay*—iayb + ab*—x3+2ax*

— à*x = o , dont la fluxion est laydy — labdy —

3x*</x -f- !\axdx—a*dx=2a(y— b)dy+ (—5x*+4ox

—a*)dx=o : mais ia(y— b)=o , et— 5x^+^ax— a*

= o, donnent y^=b , et x=a, des valeurs qui satis

font à l'équation ay*— iayb -j- ai* — x3 + 2ax*— a*x

=o; donc l'abscisse a correspond à un point multiple.

Prenant la seconde fluxion, comme si dx et dy étoient

indépendants de x et y, on trouve iadyy—6xdx* +

4<5k/a',= o, ou, en substituant a au lieu de x , lady"1—

2aa'x*=o, et par conséquent dx=dy; d'où il suit que

l'ordonnée est égale à la sous-tangente.

Soitj"1— axy* + bx3=o l'équation. On aura hy3dy

— uaxydy — ay*dx + 'itbx*dx = 2 ( 2j"3 — axy) dy—

(ay*—-3J.r*) dx=o. Les équations y3 — axy=or

et aj -*— 3Sx,= o, donnent indifféremment entre elles

a*

les valeurs x= o, etj-=o; ou bien x= —j, et y=^/

-—j-: ma1s les prem1eres valeurs x=o, ety=o> sac
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cordent avec l'équation j4 — axy* + Lx3 — o, tandis

que les dernières ne sauroient y satisfaire; donc il y à

dans la courbe un point multiple qui corresponde l'abs

cisse o. Prenant les fluxions sans faire dépendre dx de x

ni dy dey, on trouve d* (y*— axy"*-\-bx3 ) = iïty*dy*

— laxdy*— /[aydxdy+6bxdx* = oX dy* — o X dxdy

+oX^', equation qui ne détermine rien : mais d3 (j4

.— axy* + bx3) = i^ydy3 — 6adxdy* + 6bdx3 = o,

donne dx=o ou dx= + dy^/ -j-. Ainsi, la première

râleur dx=o indique une tangente parallèle aux or

données.

VI. L'équation' d'une courbe étant proposée, trouver

ses asymptotes rectilignes.

Soient x l'abscisse, et y l'ordonnée. La supposition

de x* +y* infini, indiquera, moyennant l'expression

J—-t— — x , le point où l'abscisse, prolongée à volonté,

dy . • ..

coupe l'asymptote, et donnera en même temps la valeur

dy

de la tangente -~ de l'angle compris entre ces deux

droites.

Soit par exemple l'équation o=iab*x+b,x*— a*y*,

à l'hyperbole : on aura o=2ab*dx+ib'*xdx_- o.a*ydy,

dx «V „ , .. . rdx ax

et —r-= —;——,— ; d ou 1l su1t que '—r— -— x = —-—

dy ab*+ b*x ^ dy a+x

sera la portion de la base comprise entre la tangente et

l'origine des abscisses. Supposons x*+y* infini ,ct que

par conséquent la distance de l'origine des abscisses au

point de contact augmente à l'infini: on aura x infi1ji, et

'
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k

ax ax . a*

a + x- x+a a+ a

infini tième; donc la

vecteur v , et supposons infini : l'expression —-.— de

ax

difference entre a et —-— diminuera à l'infini, et la

a+x '

position de la tangente approchera sans limite de celle

de l'asymptote. On voit donc déjà par quel point de

la base ou doit mener l'asymptote. Reste donc à dé-

terminer l'angle qu'elle doit faire avec la base. La

, , b dy

tangente de cet angle sera —, comme l express1on -j- =

ab'+b*x_ b' (a+x) ' _b x+a .,.

7ÎÎJ- — ab ^/ (2«.r+2r*)~~ *T y/(x* + 2ax)

dique, puisque cette expression se réduit à — lorsqu'on

y suppose .v infini.

Soit x l'2ngle qui détermine la position du rayon

\ -„ •• „ . Vdx

dv

la sous-tangente indiquera la position de l'asymptote.

Exemples. Soit vx=a. On aura i;dx=—xdv , et

Ts*dx '.''..
—-— =—vx-=z—-a: mais v infini rend x infinitième:

dv

donc, si du pôle de la courbe on mène sur le côté fixe

de l'angle x , une perpendicul2ire égale à a, la droite

parallèle à ce côté, tirée par l'extrémité de la perpendi

culaire a, sera l'asymptote de la courbe dont il s'agit.

Cette courbe s'appelle spirale hyperbolique.

bo1t i%v=x. On aura —— =2izv* , express1on que

v inf1ni rend infinie. Cette courbe que l'on nomme spi

rale d'Archimède, ne sauroit donc avoir des asymptotes.

VII. Supposons y fonction de x , dx indépendant de

x, dy=A, d^z^B, d^jr—c, etc.

m

.
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idépendant de x rend d -j- = —-«, </ ( —- rf-f- 1:

fl.r dx \dx dx t

Que dx dépende ou non de x , la valeur de -— sera

dx

toujours la même [i5. déf. 4] : donc chacune de ces ex-

pressions **,d(±d £), *fed(±d g)),

ainsi de suite, aura toujours la même valeur: mais dx

S? ' rf ( dx d (dx d £))= Z? ' ainsi de suite ' donc'

quel que soit dx , dépendant ou indépendant de x,

on aura toujours A= dxd-J- , B=dx*d ( 4- d -7- U

dx \dx dx J

^(id£)))'alnsldesuite-

DÉFINITION.

Lorsqu'un cercle touche une courhe quelconque de

telle manière qu'aucun autre arc de cercle ne puisse

passer par le point de contact enlre la couibe et le

cercle , on dit que dans ce point la courbure de la

courbe est égale à celle du cercle, et que le rayon et le

centre du cercle en sont le rayon et le centre de cour-

bure; et la ligne qui est le lieu de ce centre s'appelle

développée.

PROPOSITIONS.

VIII. Soient z une courbe régulière, et x, y, deux

coordonnées faisant entre elles un angle droit : je dis
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que le rayon de courbure sera perpendiculaire à la ligne

3

(dx* + dy*)*

— dx*d 4-
dx

Supposons AB=x; BC=j-, dx indépendant de x,

dz3
CD= ;—;— et perpendiculaire à la courbe z, DE le

—dxdy r l

lieu du point D, et achevons les triangles rectangles

CDF, DGH. On aura dzi=dxt+dy'; dz:dx::CD:CF ;

dz* dydz^

CF= ;— ; et on trouvera de même DF—

—d'y' —dxdy'

d'où par conséquent AG=x-j ■-, ,t , et DG=—y

dz'' , ,._ . dz'' 2dydzd'z dyd3ydz'

— -J-: donc dAGz=dx— -. f-j- h , ',,—
dyj dx dxdy dxdy

dy* idydzd*z dyd3ydz* dy /

dx dxdy dxdy dx \ J

2dzd*z d3rdz*\ __ , idzd*z , d3ydz*v— et t/DG=— dy ; -,

dy dy ) J dy dy

dx f , idzd*z d3ydz*\ , __, dz
= -H —dy - (- S j donc rfDE = -j-

f , idzd*z d3ydz*\ . , ^/(dx*+ dy*)

( — dy .-— -i ,—— : mais dy= -* .=-—^-
\ J dy dy ) J dy

dyd*y dzd*z . __ "bdz*d'z

x VTdiddy)=~W ' Aoac dDE = - -dily +■

_^L_= (/ 7^—. H n'y a donc entre CD et DE
dxd*y* — dxdy J

aucune différence qui dépende de x. Les valeurs que

l'on vient de trouver pour dAG et dDG , donnent dAG

:dDG::dy;dx; mais il est aussi GH. :DG:: dy : dx ; donc

GIJ:DG::^AG:rfDGj d'où il s'ensuit que l'arpDE ton
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che en D la droite CD. Supposons maintenant que le

point D soit situé dans un arc IDL qu'aucune droite ne

puisse rencontrer en trois points. Menons IM perpendi

culaire à la courbe CM. Ces deux lignes se toucheront

en I [dém.]; et prolongeant IM jusqu'à la rencontre de

CD en N, on aura CD—DIM [dém.] ; donc CD > DM

[ 15. a\iom. ] et < DN+NM [15. axiom.], et par con

séquent MN > CN; donc le point M [ainsi que tout

autre point de l'arc CM] sera situé dans l'intérieur du

cercle que l'on décrira du centre D avec le rayon CD,

et en dehors de celui que l'on décriroi t du centre N

avec le rayon CN. Je dis la même chose de tout autre

point de la droite DN. Menant LO perpendiculaire à la

courbe MCO, tirant DO, et prolongeant CD jusqu'à la

rencontre de LO en P, on aura CDL=LO, et <DO+

DLj d'où l'on tire CP-f-PL > LO , et par conséquent

CP > PO. Donc le point O, ainsi que tout autre point

de l'arc CO, doit se trouver en dehors du cercle que l'on

décrira du centre D avec la rayon DC, et en dedans de

celui que l'on décriroit du centre P avec le rayon CP.

Je dis la même chose de tout autre centre pris sur la

droite DP. Or, il seroit inutile de considérer des cercles

dont les centres seroient hors de la droite NP; donc il

n'y a point de cercle qui puisse passer par le point C,

entre la courbe MCO et le cercle décrit du centre D

dz3

avec le rayon CD; donc CD, et par conséquent —

sera le rayon de courbure relatif au point C, lorsque dx

ne dépend pas de x. Cela posé, que dx dépende ou non

des, on aura toujours CD= -7-

— dx*d -p
dx

r
i
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Corol. 1. Tout rayon de courbure touche la deve-

loppée au centre de courbure.

2. La différence entre le rayon de courbure et la dé

veloppée est nulle ou indépendante de l'abscisse.

IX. Soient AB un arc de courbe régulière, Cle pôle,

BC un rayon vecteur, DCE une droite donnée de posi

tion, et désignons AB par z, BC par v, et l'angle BCD

par u : je dis que le rayon de courbure, correspondant au

point B, sera=£fe3 "<3 ( dudz*—v*du*d —j- ).

Menant BE perpendiculaire à DCE, et désignant CE

par x, BE par y, et le rayon de courbure au point B

par R, on aura R= rfz3 "S ( — dx*d-^- )= dz3~<£ (djd'x

•— dxd*y) : mais xs=v cos u et y=v sin u; donc dx

=.dv cos u+vd cos u-=dv cos u — vdu sin u, dy=dv

sin u+vd s\u u-=dv sin u+vdu cos u, d9x=d*v cosu

— idvdu sin u— vd*u sin u+vd1? cos u, et d'y^d'v

sin u + ndvdu cos u + vd*u cos u—vdu% sin u, et par

conséquent dz* [=dx'*+ dy*~\ = dv*+v*du*-> et ^rd*x

.— dxd*y=.i.dv'1du + vdvd*u — vdud*v -f- v*du} ; donc

rfz3 "« ( 4fd*x — dxd*y) = dzz "n (v*du3 -f idv*du +

vdvd'u—vdud*v)=dz3is (dudz*—Vdu'd—^- )= R.

Schol. Les géomètres savent par expérience que loute

variable dont les valeurs sont susceptibles de différences

infinitièmes, devient o, ou — , lorsqu'elle passe de posi

tive à négative. Cela posé, il est visible que tout point

d'une courbe régulière, qui en sépare deux concavités

opposées , doit avoir o ou — pour rayon de courbure; ce

qui veut dire en d'autres termes, que les points de cette

espèce ne sauraient avoir des rayons de courbure.
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LIVRE XVIII.

PROPOSITIONS.

r

I. J-tcr1vtInt R à la place de a+ bx", on au-TaJ'xm:RPdx

x»+--»R/'+' a!m+ \ —n) „

6(m+1 +«/>) 6(w+ 1 + np) J

„ xm+,Rp+' b(m+1 +nv+ n) „ , „ ,

II. =— — :— , \ -/g*+''Bf<iar

2^+'Rp a/ip , _
III. = ; ; 1 f- fx'"RP-'dx

m+1+np m+1+npJ

,„ —xln+,Rp+I m+1+np+n „ „ , ,

iv. = + , , T /j?mR>,+l<fa

2^+'R1» Inp , , _
V. = • —!—fxm+nRr-'dx

m+1 m+1

VI. = , - , . , ; , -fxm-"KP+ 'dx.
bn(p + 1) bn(p+1)J

VII. Désignant par P... M... D [=fxmRFdx'\ une

série tlont P représente le premier terme, M l'un des

termes moyens, et D le dernier; par t le nombre de ter

mes qui précèdent chaque terme M, et par A le coeffi

cient de tout terme précédent: je dis que si l'on conti

nue, suivant toujours le style des propositions précé

dentes, à résoudre en deux, termes chaque fluente in-

r
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x",+ '-»-",Rp+'

x",+ '+",By+'

diquce, on aura f xmRPdx = F M

__xm+'—RH" —Aa(m+1— tn

Â(m+1 +np)'" b(m+\ +r.p— tn

.... — Aa(m+1 — tn)fx",_t:'RPdx

ym _.Tm+'Rp+1 — A& (w+ 1 +np + ^n)

a(m+l)"" û(772+l+A«)

.... —Ab(m+1+np+tn)fxm+ "'RPdx

--, xm+'RP Âan(p+\—t) . _ ,

ro+ 1 + ///-> »i+ 1 +np

. . . . A an (p + 1 — t) fxmRp _ldx

X. = ; ; r— ... —i ^ ^^ i Xm+ * RP+'+l

.... —A(w+ 1+/)^+^1)/xmRp+t</o7

XI. = — - xm+ '+tnRp-'-

m+1 rn + 1Jt-tn

.... —ALn(p+1 —t)fxm+tnRp-tdx

XII. = *"+—BH- -A(m + l-tn) xm+ , „R)>+I+)

f>n(p+1) bn(p+ 1 +t)

.... —A (n1 -f 1—tn)fxm- l"Rp+ldx.

I

Exemples, 1. La prop. VII donne/:r6(1—x*)_*dx

t 1

=(-^5—£*'—£*)(1—x*)*—hftf—**)*<**-

1

La fluentey' (1-—-x*) *rfr est égale à un arc circu

laire dont x représente le sinus.

a. Par la même proposition, on aura fj3 ( 1 + 4/*) <ty

3

= (^j"*— rb)(«+4j-*)".

I

3. La proposition VIII donne fx_*( 1 —x*)_ * dx

— (—fx-i + fx-)(1_x»)ï.
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4. La proposition XII donney"z3 ( 1 — z)~ 3dz= \z%

(1—z) — *—f z*(1 — z) — ' + 5fz(1 —z)—'dx; mais parla

pro'p. Ie". on a/z(1 — z) — 'dz——z+/( 1 —z)— 'dz;

—— =—Z(1—*)[15.8];

donc/z3(1—z)-3^:^*3^.—z)-*— fz*(1— z) —

—3z— 5/( 1 — z). Si l'on avoit poussé la réduction au-

delà du second terme , toujours par la voie de la propo

sition XII, on auroit trouvé des expressions absurdes.

5. La proposit. XII donne/x6 (a,+x*)-4<to=—f.rs

5 5 3
(a*+x*)-3— —? x3(at+x*)_* 1— x(a*+x*)—

O.4 '2,\.'A

+ ^- /(a'+x^-'dx : m&isf(a*+x*)-'dx\ = -i.

/ I 1 H—- ) — représente un arc circulaire z dont

x
— est la tangente [16. 25]; doncfx6(a'*+x*)—lidx=:

-ix^a*+x*)-3—^'(a*+x*)-»—i|.r(a*+xI)-,

a

XIII. Désignant par a un nombre non moindre que

chacun des coefficients négatifs d'une équation quel

conque, du genre de celles dont on s'est occupé dans le

liv. X, je dis que toute racine positive de cette équa

tion sera <a-)- 1.

Posons le cas le moins favorable, et soit xm—a.r"1-1

— ax."—*—etc.=o une équation proposée. On aura

X™—aï"-1— ax'n~ *•— etc.=— a—ax—ax*—

i xm

—axm->4-xm=xm,— a. Mettant a+ 1 à la place
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, i —xm ,'

de x , on trouve xm a= i , et par consequent,

s! on suppose x=a+i, on aura xmy-axm~ ' + axm-i

+ete. ; mxm~' > (m— i ) ax*-' + (m— 2) axm~3 +

etc. ; (m— i)mxm— * >(m—2) (m— i)axm— 3+(m—3)

[m—2)<zz.m"-*+etc. , ainsi de suite; donc tous les poly

nomes derivés de xm— ar™-'— axm~ * — etc. =0,

d'après la proposition XI du liv. X, seront positifs.

Tx

XIV. Trouver la valeur de — , lorsque x= a donne

&x *

<d"Tx
Soit n le plus petit nombre qui ne donne point ■",-

'd"\x . Tx

=—=—r-= o, lorsque x=za: îe dis qu il sera alors —
dx" ^ ' l kx

ed"Tx 'd" Sx

==,„,"« , ", . Substituant u+z à la place de x,on

Tx T(u+z) / dTu <d'Tu \

aura —- = / ' ' = ( Tu+-—-z + ——Tz*+ctc.

\x A(u+z) \ du idW }

• A , rfA« , 'rf'Au , , \ _
•b I \u+—— z-\—-—-.z*+etc. 1. Supposons que u=a

renacT7~T~T —(A+Cz+Ez*+etc.)^ (B+Dz+F*'

+etc.), et que l'on ait d'abord A =o=B, mais non pas

C—o=D: on aura }° z\ =(Cz+Ez'+ etc.)"3 (Dz

A(a+z)

+Fz*+elc.)=(C+Ez+Gz*+ elc.)-n(D+Fg+Hz'+

Ta C „ . . ^ _

etc. ),et-. ==r; Soit A=o=B et C=o=D, niais

Aa D '

non pas E=o=F .- on aura — = (Ez* +Gz3 +
F A(a+z) v ^

etc.) "« (Fz*+Hz'+etc. ) = (E+Gz-r-etc.) "« (F+BJ

Ta E , . . ,

+etc.), et par consequent —=—. Ainsi de suite.

Aa a
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3

ïa>elTx

Exemples, 1. On demande la valeur de (y/ (2a3x—

3 4

:n)—a ^/ (a*x)) M (a— y/ (ax3)) lorsque x=za. Puis-

1 3

que .r=û rend^- rf (^ (2a3x — x4) — a,/ (a*x))

3

f__ a3—2x3 av/(a*x)l

|.~ v/(2a3x—x4) 3Ï J —

«--*<-»[— ï^]—!,
pour la valeur demandée.

2. On demande la valeur de (x + m"+* — (« + 1 )

x»+>)-« (! —^)»> lorsque .r=1. Puisque x = 1 rend

-7- (</x-f-„x"+*_ («+ 1) x"+ >) [— 1 +« (rc+2) .r»+' —

(n + l)'x"]=o;^rf((1 —x)*)[=2x— 2]=o;^rf

( 1 +n (n +2) x"+>_(n+ 1 )*x") [=n (n+ 1 ) (n+ 2) x"—n

(»+1)»jc»-']=n(n+1) (/1 + 2)—n (n+1)*=«(«+1) ;

et— rf(2x—2)= 2, il s'ensuit que | n (m + 1) sera la

valeur demandée.

XV. Trouver les facteurs binômes d'un polynome

quelconque, formé d'après la definition II du liv. X.

Soit x nombre principal dans l'équation V=o, dont

les racines sont égales et en nombre pair; dans l'équa

tion X=o, qui ne renferme que des racines réelles et

inégales; et dans Z=o, où il n'y en a que d'imaginai

res. On demande les facteurs binômes de VXZ.

Soient un' n" la courbe dont Vn=y représente l'or

donnée,AP=x l'abscisse, et ~X=j l'équation . Les poin ts

B, C, D, etc. , ë, f t S, etc. , où la courbe rencontre

l'axe, déterminent les racines positives AB, AC, AD,etcv

r
i
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et les negatives AS, A-f, AS, etc., qui rendent X= o.

Ainsi on remarquera d'abord , que cette courbe ne sau-

roit rencontrer l'axe sans le couper; car si elle ne

faisoit que le toucher, comme on le voit en R, l'équa

tion X=o devroit avoir des racines égales, contre l'hy

pothèse. Soit m moindre que la plus petite différence

entre deux racines quelconques deX= o, et suppo

sons qu'aucune de ces racines ne soit m, ni multiple

de m. Si l'on prend successivement o , m, im , 5m,

4m,' etc. ; o, — m , — 2m, — 5m, — l±m , etc. , pour

abscisses, il est clair quey doit changer de signe autant

de fois qu'il y aura de racines réelles et inégales : donc

chaque changement de signe indiquera une racine

réelle : mais il n'y en a point dans Z= o [sup. ] ; donc

les substitutions de o , m , etc. sans apporter aucun

changement de signe en Z, doivent produire en XZles

mêmes changements qu'en X. Séparant donc le facteur

V du facteur XZ [1o. 15], s'il y en a un; mettant Tx

à la place de XZ, et désignant par S la différence entre

deux racines quelconques de XZ=o, on aura r(x+î)

=o ; car x+S sera une racine de Tx= o. Eliminante

entre les deux équations r(x+S)= o etro-=o, on

obtiendra A(S*)=o; car, désignant par a, b, c, etc.,

les racines de Tx=o, on aura (S — (a-—-b)) (S— (i—

a)) (S—(a—c))(5—(c—a))etc.=(8—(a— b))(S +

(a—b)) (S—(a—c)) (S + (a_c))etc. =(S*— (a—b)*)

(S*— (a—c)*)etc. =o, équation dont on déduira S, en

regardant S* comme nombre principal. Substituant —
s

pour S* dans \(d*)=o, on aura encore 0e=o. Soitx

non moindre que chacun des coefficients négatifs de
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©s=o, et \/ —-— non <m: le plns petit S sera > m.

Substituant donc successivement o, m, im, etc.> 0,

•— m, —im, etc. , à la place de x dans Tx , on obser

vera autant de changements de signe dansTx, qu'il y a

deracines réelles dans Tx=o. On pourra donc trouver

de suite ces racines, soit exactement, soit par approxi

mation. Si, en substituant o , /«, im , 5m, etc. , on par

vient à un multiple de m plus grand que chacun des

coefficients négatifs de Tx=. o, il faudra conclure qu'il

n'y a plus de racines positives dans r.r=o. On recon-

noîtra de même s'il y en a dans T—x=o, c'est-à-dire,

s'il n'y en a point de négatives dans I\r = o.

Les racines réelles une fois trouvées, il sera facile de

séparer X de Z.

Venons maintenant à Z. On sait que chaque nombre

a deux racines carrées, égales et contraires, et que par

conséquent, si À+B,/— 1 est racine d'une équation

quelconque, A—By— 1 le sera aussi. Or, l'expérience

a fait voir aux géomètres, que l'impossibilité des racines

des équations ne provient que de l'impossibilité de la

racine carrée des nombres négatifs : donc, puisqu'il n'y

a que des racines imaginaires dans Z=o, si l'on sup

pose cette équation du degré 2n, il s'ensuit qu'il y aura

dans A(S*)=o un nombre n de racines réelles de la

forme — 4^'. Cherchant donc les valeurs réelles de &*

par la méthode connue, et substituant ces valeurs dans

une équation xAâ+SS=o, que l'élimination de x doit

nécessairement fournir, on aura deux valeurs de x pour

chaque valeur de S*.

i7
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dx.

XVI. i étant un nombre positif, on demande

/a'j.1-'+b'x1-*+...+h'

xi+axt-'+bxt-I...+k

Supposons que le dénominateur de cette fraction ait

le nombre u. de facteurs réels de la forme x+a, le nom-

Ire v de facteurs binômes réels de la forme x+&, etc.,

et que lus facteurs binômes imaginaires, s'il y en a dans

le même dénominateur, se trouvent dans les nombres

p, <s , etc., de trinômes réels de la forme x*+ sx+%, x"

+t;x+9, etc.: on pourra donc égaler la proposée à la

. , . . AxV—' + B.rt1-* + etc.

su1te de fract1ons -n +
(x + a,)r

À'x^'+B'x^+etc.

7~ Ï_£VV r- elc- +

(x + Gy

Gi»P-'+Hx*?-* + etc. G'x^-'+H'x^-* + ete.

+
(x*+ 6x+Ç)P (x' + T)x + Ô)5

-+ etc. , dont la somme fournira un nouveau numéra

teur, qui étant égalé à celui de la fraction proposée ,

donnera les valeurs de A, B, C, etc., A', B', C, etc. ,

G, H, I, etc. , G', H', I', etc., etc. Ainsi, la solution

du problème ne dépendra plus que de fluentes, telles que

/x"dx f x»dx , , , .

-—~—r-d et / —- rVTô> dont la dern1ère rev1en-
{a+x)V- J (x*+sx-r-Ç)?'

, , /* («— \ s)"du . „ , . , , .

dra à / —\ ——vrô , s1 1 on subst1tue u— - e a la

J (»'—?•*+«')'

place de x.

Exemple. TrouyerfdxTx =

f . M+**+f+x dx. Le dénominatenr

J x6 2x5-j-x4+x3 'lx* +x

étant =x(x— 1)(x— 1)(x+ 1)(x*—x+ 1), on fera

A , A'x+B' , A" , Gx+H .
Tx= - - H H . dont la

x (x— 1)* x+1 T xm—x+1'
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Somme aura pour numérateur la suite

+ A x5— 2À x^+ A x3 + A x*— nA x+A

+ A'x5+ B'x^ + A'x*+ B'x

-f- A"x3— 5A"jt4 + 4A "x3 — 3A"x* + A"x

+ G x5— G x^— G x3+ G x*

+ H x4_ H x3— H x* + Bx,

lequel, étant comparé à celui de la fraction proposée ,

donnera A + A' + A"+ G=o, — 2A + B' + 5A"—i

G + H=o, A + 4A"—G—H=4, A+A'_5A"+

G—H= 3, —2A + B'+A" + H= 2, A — 1, et pat

conséquent H==^i, G=— |, A"= i, A'ss—,

étB' = — : donc la fiuenle demandée sèra== / —»

r—sx+1s r d^_ ç 4^-,,

J i(1— x)' 76(1+,) 7 3(^-x+1)

= /* + 1 /(* + !)— |/x(1-x)-^x+ l3

/ (1—x)-trfr + 4- / jr~ , <&r. Substituant « +

ô^/ x*—x+ 1

1 , 4^— n
- pour x dans — -— dx , an trouve cette fluw11t=

2 * x*—x+1 '

4"—9 » fada qdu . S* kudu

1F+Jdu= ^-^:maV^ est==

=ySri=^«t+f)=^--+o,et/^=

oX2 /*2 «fa „ „, /*2 ~ rf«

l'on désigne par 3 l'arc circulaire dont —=- = —^—

.1 f '1 du
est la tangente, on trouve / —— X j—n—= *; et on a

J y/5 | m* + l
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aussi f{ i —x)~ *</ar = ( i ■—x)~ ', etfx( i —ar)_,<£«;

t=ar(i —ar)_, + Z(i — x); donc la fluenle demandée

(i -^-ar')—, + 2/(ar'—# + i) —(2 y/ 3)z+ un nombre in

dépendant de x, qui devra satisfaire aux conditions du

problème.

i x
Schol. La différence ■— -■ étant — i, et

i —x i —x

par consequent indépendante de la racine, on ne doit

pas être surpris de ce que la fluente_/( i —x)~~* rfr'soit

égale à x ( i —x)—' , ou égale à (i —x)~~ ' : on pourra

donc donner à fdxTx la forme Ix + ^ l (x + i) + 5x

(i—x)-'— 4 l (i—x) + îl(x*—x + i)— (2v/3)i

■4-1, en désignant par I le nombre qui ne dépendra

que des conditions du problême.

XVII. On demande/^"* (a+bx")' dx.

f

Mettant u' à la place de a+ bx", on aura (a+bx*)'

I m

(jjt a\" -

—t— 1 du, et par conséquent/" xm (a+bx")' dx

= —=-/« X ( —7— 1 " «« ; que les propo

sitions précédentes donnerontfacilcment, lorsque ——-

sera un nombre entier ou zéro.

i

Si l'onfaisoit u'—ax~"+b,on auroitar=( ; ri ;
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1-,

I

<fe) "y (n (u'—by \ et a+fo"=a+ -î^_. —
us ■—b

au' Pff m
■ , , et par conséquent la proposée seroit= / ( ( a"

a' W X —a-su—'duj ^ \{u'—b)"{us-b)'n{W—

hY"+j)—J ((-<i7+~x»'+'-'&)-a

\n ( u'— b ) ' + « ')), que les propositions précéden-

i .i i r m + i
tes donnent egalement, lorsque — H est un

nombre entier ou zéro.

/" dx
Exemple. Posant g*x—* + i =«% on aura /

y/(ê''-r_,+ i)— i v/(s' + ^J—*

&I+V /(?+?)-*' ^ ^ rédUifa à I +

.v/Cg-'+x^ + x
* , en multipliant en haut et en bas par

/(g' + J'l+^onàl +^^^^^^en mul

tipliant de même par y/ (g-' + x* ) — ar les deux termes

de \/(g' + **) + #

y,(g' + ^)—#'

XVIII, Pour trouver/"#m(a + fo;" + c#î")" «for, il
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est utile de faire x"z=u , lorsque m est positif, et

x"= ( u J , lorsque m est négatif.

Exemple. Designant par <p la fluente

/adz f ,

—;— = = , et supposant z= u +

b \-« i*—a*

7- , on aura z= —y- — —T , dz =

ft*—a*J ' {b' — a*)u + b'

— (b*— a*)du t > _ (i•— a')'

2(Ja— aa)J , , f b*—a'

nr « , ,+&'—«'=(i'— «')(-

{b*— a*)u+b^)~K y ((i«_aa)B+A)'

( ^7"'))} Soît * > a: ? sera = 7IF=Ô

<(v/-0^(v/(-I+(^)V)-^lU))

M ) ""S (y/ —■ I ) ). Soit a > b : multipliant un radical

par-^ y/— I, et l'antre par y/^— i, le resultat en sera le

même que si on en multiplioit un seul par (— y/ — 0

• _, = ,;. ou aura donc ? =_±—y^^

7 duj^i y/ / i — ( )"*)]• Designons par
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.. • i • , a'— A* P «' — J* * 1

y 1 arc circulaire dont u = + — I
J a \_ az a \

est le cosinus; on aura — ?—?•

dTx 'd'Tx
XIX. fdxTx=xTx— ^f- x*+ ■ V. *, a» —

'rf3r.r
—5-7-7-37^+ etc.

3.3.403;*

Désignant f dxVx par l'aire ABCD correspondante à

l'abscisse AB=x, et à l'ordonnée perpendiculaire BG

=Tx; prenant BE=z, et menant EF parallèle à BC, on

„„ „ dTx , ldTx . 'a'rr , ,

aura El* =Tx ;— z-\ ;—ri' , , » z3-f-etc. ,.

dx idx* 1.sdx3

'dTx 'dTx .

et BEFC=/(r*- *£ z+

+etc. rfz=zra: r- z* + —

y 2«x 2.

s;,/^3'
2*/a.*' i.5dx

z3

3ax" 2.3.4.^

z*+etc. ,et par couse\paent/VarI\r [=BADC]==.zT;e—

dTx . , 'rfT.r , 'dTx
—r- * -\ ■ ,, xi = . , 3, xM-etc

2dx 2.»' 2.3.4«i

Schol. Si la forme particulière de Tx est telle qu*au---

cune des propositions précédentes ne puisse donnes

ABCD=J"dxrx, on adaptera à ABCD quelqu'autre aire-

rectiligne, suivant la méthode que nous avons em

ployée dans la démonstration de la proposition XV It

du liv. XV.
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LIYRE XIX.

AVERTISSEMENT.

d* , df, représentent des fluxions prises relativement

k x ety, et/1 , fïf des fluentes relatives à x ety.

PROPOSITIONS.

I. M, N, étant des fonctions de x ety, on demande

/(Mdy+TSdx).

Soit O la fluente demandée. Puisque Mdy doit être=

drO, il s'ensuit qu'il n'y aura poipt d'y dans la diffé

rence entre O etfïMdy [15. 16].

Soit (3z* + !1bzy— *>y%)dz + (bz*~-6zy + *>cy*)dy la

fluxion proposée. On aura/2 ( 5z*+ibzy—Sy) dz=zs

+ byz:*— 3^*z, et par conséquent dO,—d(z3 + byz*—

3y*z)==3cy*dy; donc 0^^cy*-hzi+ byz*—5y*z+l.

„ „ ' <M) _ *0 . d*M <d*0

II. M= —=— etN=-r- , donnent; Cl 11 —— , UWUSUl j -1 JJ1>

dy dx ' dx dfdx «

drTX 'd*0 . *M dSH

*-dy- = Jx!f>Ht P" "*#F« ST = W<

pourvu que 'Mdy+'Ndx désigne une fluxion exacte.

III. d* frUdjr—dxff -g— dy.

Soit dpMdyz^Mdy + Ndx, on aura d*frMdy^a
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. d*u dm , a*M ,
ssdx : ma1s —;— = —=— : donc —;— dy= d^SS , et

dx dj ' dx J '

dxM

fy —3— 4r=N,etpar conséquent rf*/^Mûfr [=N«fx]

IV. En raisonnant comme nous l'ayons fait dans la

proposition I". , on trouvera de u1èmeJ'(M.dj'+'Ndx+

Odu).

Si l'on de1nandoit,par exemple,/ ( cixj-*+ibz*x3) dx

—. ) dz )=P, on auroit ¥—f* (2xr*+£hz*x3)dx

v/(j"*+ z*)/ /

+Q:=:r!'j-*-r- lz'x^+Q, en désignant par Q une expres

sion où il n'entre point de x: donc dT?— d(x*jr*+bz*x^)

=rfQ, c'est-à-dire, (— (^+z^ + 3f)<fr+ (^+

__£__) ^^rfQ:maisQ = v/(^ + ^)+j"3 +

z4 + I [proposition I™. ] ; donc P=,ry+£z\r4+ y/(j*

V. Mdj'-i-'Ndx+Odu, ne peut être fluxion exacte que

<MV1_^N £M_ ^O d-T>t _ d*Q

" -dx dy ' du dy ' du dx

On démontrera cette proposition comme la II".

VI. Supposant R= _, S= -^+ ^, et T=

~^-, on aura^P^y+Q^x+Rrfj-* + S^-r^r+T^*)

=Prf^--f-Qc?.r; ce que l'on démontre en prenant la fluxion

de Vdy+Qdx.

 

S
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VII. Pour avoir/ (Vd'x+Qdx*), on fera d'abord

y=dx, elydx=dx*; et ayant trouvéf(Pdjr+Qjrdx)i

on restituera la valeur de y.

Ainsi des autres cas semblables.

VIII. Soit Vdx+Qdx=o, et P, Q, des fonctions ho

mogènes de x, y, c'est-à-dire, des fonctions où la

somme des exposants de x et y soit la même dans tous

les termes. Si Pdx+Qdy n'est pas fluxion exacte, on

ecrira zy au lieu de x ; et séparant x de y dans le ré

sultat, ce qui sera facile à faire, on aura une nouvelle

équation qui satisfera complétement à la proposée. Soit,

par exemple, (ax+by)dx— (mx+ny)dy=o. Mettant

zyhla place dear, il \\enl(azy+by) {zdy-\-ydz)—(mzy

v . y dr (az+ ù)dz

+ny)dy=0, etparconsequent j- + az,+{b_m)z_n

= o.

XIX. Supposant d"M — d"~ t N+ d—*0— d"~iV

+ ....+V= o, d"M' — d"-,N/-r-etc.= o, etc., on aura

/ (Md-y+Nd— 'y+Od"- *y+ . . . +Tdy+Vy +M 'd"z

+ T>l'd--tz + 0'd"-*z+....+T'dz + V'z+etc.)=

Md—ly+{'R—dM)da-y+(0—dV}+d*M)d—3y+

(V—dO+d'N—dm)d"-'ly+...±(d—'M— d,'-'T!l

+ d"-30—... ±T)y+M'd"-'z+{T!i'~ dM')d—z

-fetc. -f-etc. +1.

Pour le démontrer, il suffira de prendre la fluxion de

tAd—,y+etc.

Schol. i. Quelle fonction de x doit étrej', pour sa

tisfaire complétement à l'équation A -j- + B^=X,

en supposant qu'il n'y ait point d'y dans les expressions

représentées par A, B, X?
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Soit 5 une expression dégagée Aey , et capable de ren

dre Aadj~-\-Bsjdx fluxion exacte. On aurarf(A<i)—^-

« A d(he) B A 7, A , rB A A

Bedx=o; —- = -j- dx , l(Aa) = I -r- dx , As=*

As A j A

e ; d'où par conséquent, je +1 =

/

'X /î*.
-7-e dx.

A

d%y
Satisfaire complétement à l'équation a(g+hx)3 -r^

+b(g+hxy^+c(g+hx) ^+ir=X. Supposant

£L(g+hx?d3y+ -£ (g+hxydy+cs(g+hx)dj-+

f<sydx=yi<sdx , il faudra satisfaire à —- d3(a(g+hx)3)

— -r- d*(s(g+hxy)+cd(a(g+hx))-—fadx=o. L'équa

tion o= (g+hx)V' remplira cette condition , pourvu que

l'on ait oA3(l1+1)(lJ.+ 2)((i.-r-5)— bh*(V.+ 1)(p+ï)+

c^((a+ O—f=o; et il seTa~(g+hx)P+3dy +

b~i*+5)ak(g+hx)*+*dX+(c-.(V.+*)bh+(*+2)

( u.+ 3) ah* ) (g-+ hx) V-+ 'j-+ 1 =/(g+hx )V-Xdx. De celte

équation on déduira, suivant le même style, une équa

tion inférieure qui donnera la valeur d'j-.

Satisfaire complétement à l'équation A-z—^ + B -j-

+ Ca+A'g+B'!+C'.r==*.

On écrira As — l-Bedu+Caudx+A' q-_- + B'edj
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+C edx= ~X-edx , à condition que les deux équations

*^_rf(BO + C.rf*=o,et^^-«*(B'«)+

Csdx=o, donnent, l'une la valeur de s, et l'autre

les rapports qui doivent exister entre A, A', B, B',

et C, C, pour satisfaire à l'équation proposée.

Satisfaire complétement aux équations

A-^ +B«+A' $ +B'r+A" ~ +B"z=Y,

dx dx * dx

E p- +Fu+E' $f- +F'r+E"-J +T"z=Zi
dx dx * dx

multipliant la première par Xdx, la seconde par pdx,

et la troisième par vdx, à condition que les produits

deviennent des fluxions exactes, il faudra que l'on ait

aussi (AX+C[t+Ev)rf«+(BX+ Dj1+Fv)urfx+(A'X +

C'V.+E'v)dj+(B'X+T>'v.+ F'v)ydx+(A"X+C"v.+

E"v)& + (B"X + D'V + F"v) zdx= (VX + Yj1+Zv) dx,

fluxion exacte, et on aura

d(A X+C n+E v) — (B X+D ji.+F v)<£r— o,

<J(A'HC>+E'v)-(B').+D'Ii4-F'v)^=o,

rf(A"X+C'V+E"v)_(B"X+D"i1+F"v)rfx= o;

c'est-à-dire,

AdX+(dA—Bdx)X+Cdv.+ (dC—T>dx)v.+Edv+(dE

— Fdx)v=o ,

À'<flL+(dA'— B'«fcr)Ji+C'<fp+(dG'—B'dx)\f.+

F.'dv+(dE'—F'dx)v=o,

A "dX + (dA"— W'dx) X + C'dp + (dC" —D"dx) (1+

E"A+(<ffi"-F"rfr)v=o ;

br
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d'où l'on déduira trois équations de la forme

6X+K ^+7] ^+e S^°*

qui f1niront de résoudre le problème.

Satisfaire aux équations

mettant p et «7 à la place de ~ et -j^-, il suff1ra de satis

faire aux quatre équations

^r rfz

2. Soient a,S, f, etc., des nombres quelconques don

nés, et (1'> jt", j1/", etc., les racines de l'équation

«+i(A+qi.*+/(13+ etc.=o.

Pour satisfaire à une équation de la forme aj+b — +

d*y d y

C Jp +fdx3 + CtC" =o i J1 suffira de supposer j- égal à

un terme quelconque ou à la somme de plusieurs termes

de la suite aeV-"* > Se^"*, ^e^'"* , etc. , ce qui est facile

à vérifier.
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3. Aussi lorsque (J. est imaginaire, on peut toujours

supposer^ égal à un sinus, ou à la somme de plusieurs

sinus , par cela même que les racines imaginaires ne

peuvent être qu'en nombre pair. Par exemple, si l'on

pouvoit faire j- = e(m+"V — ')*, on auroit aussi / =

e('»+»V — «)-r+etm— "</ — ')*—emX(er'*'S — ' + e-M_v'')

-_2e»1* cos ^nzy



LIVRE XX. 3^1

LIVRE XX.

DEFINITIONS.

I. X-iORsQUE Dx, homogène à x, représente nne

grandeur choisie à volonté pour être appelée différence

de la racine x , on désigne par Drx, et on appelle

difference de Tz , la grandeur r(x+Dx)—Tx.

II. Vx prend alors le nom de somme de DTx , et on

écrit Vx—fDTx.

III. D*X[=D(DX)] désigne la seconde difference

de X ; D3X [=D(D (DX))] la troisième ; ainsi de suite,

PROPOSITIONS.

I. Soit la différence Dx indépendante de x. On

demande ./" 1.

Puisque f T>x est =x , on aura x==/"( 1XDx) =

x
Bxf1 , et par conséquent f\ ==-— .

Supposant toujours Dx indépendante de x, on de

mande fx.

D(x*) étant = 2xDx+Dx* , et par conséquent x* =

fzxT)x+fDx*z=2j)xfx + Dx*f1f on aurayx=

2Dx~" '
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On demandera*.

D(x3)= 5x*Dx+ôxDx*+Dx5 donne x3=3Dx/V+

x3
3Dx* /x+Dx3/ 1 , et/x*= =j Dx/x—^Dx'/1

x3
5Dx .Jf+e*"*-

Suivant toujours le même procéde , on trouvera

x4
/"x3 = ix^ + ix*Dx.
J 4Dx » T* '

•insi de suite.

Exemples. Trouver la somme des premiers x termes

de la série 1 +2+5+4+5+6+etc.

Soit Tx la somme demandée, et Dx= 1. Puisque x

est le dernier terme de la somme demandée, et x +

1 [=r(x+1)—rx=Drx] le tern1e suivant, on aura

rx=/x+/1=7x* — ri+i=^*+ix

Trouver la somme des premiers x termes de la série

1 +4+9+ 16+25+36+49+etc.

La somme demandée seray(x + 1)*— /'x*— 2fx +

/! = ;!'- fx*+^x+x* — x+x=5-x3+Tx*+ |a:.

II. Trouvery"a*.

On aura fa* = i+a+ a* + a3 + ... +a*-' + I=

1 a* , d*

(-1 , ou, en abrégeant, =1 -\ .
1 — a ° a— 1

Trouver/- xa*.

. Drx=r(x+1)~rx donne rx= T(x+1) — DIX

etparconséquentyxa-r=/(x+1)a-r + ' —xa*=afxtf

xa*a fa*
+af a*—.ra*=——
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Trouver/x*a*.

On aura / x*a* a=f(x+ 1 )* a*+' — x*a*'= a/x*a*

+a/(2x+1)a*—*:»û*== -jLi J—i . Ainsi

1 — a

de suite.

III. Dx étant= 1 , et A, B, deux expressions oî1 il

n'entre point d'j, résoudre l'équation Ar+BDj =o.

Supposons que x entre en — : je dis qu'en écrivant

Tx= ! — — , l'équationy= (r(x_ 1)) (r(x_2)) (T(x

— 3)) etc. T1 , satisfera à la proposée; car on aura Dr—-

F*)(r(*— 1))(T(*— 2))(T(*_ 3))elc.r1— (r(x — 1))

(r(x— 2))(r(x — 3)) etc. r1 =r(r*_0= /_ A^,

par conséquent Ar+BDr= Ar+B [ — -— ) y— o.

A
S'il n'y avoit point de x dans—-, l'équation j=s

f 1 g- J I, satisferoit également.

IV. Satisfaire complétement à l'équation Aj'+BDr

= X, lorsqu'il n'y a point d'j dans les expressions

A, B, X.

Faisantj"= «,z, on aura I)j=uDz+zt)u+DuDz, et

par conséquent Auz+B (uDz+zBu+BuDz) = X. Sup

posant A-z+BDz=zo, on aura BzBu+BBuI>z = X, et

X

B(a+Dz)"

^l'équation Az+BDz= o, et cette valeur vous don

nera u = l+ f etj= z(l + /çr-— Y

et

Dm= """ Trouvez une valeur dez qui saiisfasse

 

18
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Exemple. Soit y+(x+ 1)Dj=— a(ix+ 1) l'équa

tion proposée. Il faudra satisfaire à z+(r+1)Dz= o,

x— 1 x—i

et la proposition précédente donnera z=——X ^7

X -:r~3 X etc. = —, et par conséquent y = — f I +

/? -«(^+0 \ : mais i-+D -=-Jr; donc

/ 71 î\ ] x x X+l

V. Satisfaire à l'équation aj + bBjr + cD*j +/D3/

+ etc.=X, lorsque a, b, c,f, elc. , ne dépendent

.point de x.

Soitaj"+iDj-+cD*j=X la proposée. Djr=/> don

nera D*j=D/>, et aj+ty+cD/? — X. Ajoutantt(D/

_p)=o à la précédente, on aura aj+(b— a)p+*ÛJ

+ eD/7 = X. Supposons eD(ay+ (b—<s)p)=a(aDy+

cD/; ) , c'est-à-dire , asDj+ <*(* — <0D/>= asDj+acDp :

-on aura <i(A — e)=ac, ou o = ac — Z-s+s'; et toute

valeur de a rendra aD(aj- + (i— «)/>) = a («Dj- + cD/>).

Supposons z— ay+(b— s)p : il en viendra eDy+cDp

— — Dz, et par conséquent z+ — Bz = X. Ains1,

on n'aura qu'à déterminer z par la proposition précé

dente, pour pouvoir résoudre l'équation ay + ( b — t)

Dy=z, et trouver j--

Soit o?-+iDj+cD*j+/D3j'=X la proposée. Le!

deuxl1ypothèsesDr=/?, ty=<7> donnent ay+bp+cq

+yD«/=X; d'où, en ajoutant s(T)y— p) = o, et

o'(D/> — <]) = o, on tirera aj-+(i — s)/i +(c—«')? +
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eBy+a'T>p+fT>q =X. Supposons s~D(ay+(b— a)p+

(c — 5' )q) = a(aT)y+a'Dp+fDq), c'est-à-dire, eaBy

+s(J—a)Vp + <s(c— <s')Bq—a<s~Dy+aa'Dp+afDq: il

viendra <s(b— <s)=aa' , et o(c — s')=af) ce qui ; en eli

minant a', donne o=a*f— ac<s+b2*— <s3. Posons z=

ty+(b— a)p+ (c — <0<7, et Par conséquent oDj--f-

<s'D/>+/T></ = — Dz, et z+ — Ds= X : la valeur de

z fournira, comme dans le cas précédent, celle dV,

moyennant l'équation ay + (b — s)Dy+(c — a')H*y

= z. Ainsi de suite.

Schol. 1. Au lieu de réduire la proposée a une

équation immédiatement inférieure, celle-ci à une

autre plus inférieure, et ainsi de suite, il seroit plus

commode de trouver jy de la manière suivante. Soit ay

+bDy+cH*y+fDîy = X la proposée: trouvez s, s',

z, comme ci-dessus, et les trois valeurs de s vous don

neront z' , -z", z'", trois valeurs de z; b' , b"> b"' , trois

valeurs de b — a; et c', c", c'", autant de valeurs de

c — 5' • et par conséquent les trois équations

ay+b' Hy+c' T>y = z',

ay+b" Dy+c" Byt=z",

ay+b'" Dy+c'" D*y = .z'" ;

d'où l'on déduira y, en éliminant D*^- et Dy.

2. La résolution de ces équations aux différences,

s'applique, sans changer de style, à celle des équations

fluxionnaires du livre précédent.

5. Plus les différences seront petites, moins leur cal

cul différera de celui des fluxions; et cela sans limite.

r
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DÉFINITION IV.

Soit x un nombre entier quelconque; n le nombre

de termes de la suite a, h, c, etc., h, de nombres

donnés; To, T1, T2, Ï3,.... r(:r+n), une série pro

posée, et r(x+n)=ar(x+/»—1)+bT(x+n— 2)+...

+ Arx: en pareils cas, la série proposée se nommera

recurrente; a+ b + c +....+ h, en sera l'échelle de

relation, et Tx le terme général.

PROPOSITIONS.

VI. Les premiers termes d'une série quelconque étant

donnés , examiner si la série est recurrente , et quelle en

est l'échelle de relation.

Soit proposée la série — 1, — 1,1, n,49> l19>6ol>

etc. On voit de suite que son échelle de relation doit être

composée de plus d'un terme. Désignons-la par a + b:

on aura 1 =— a — b, n= a — b , et par conséquent

a = 5 , et b =— 6; et on trouvera que l'échelle 5 —6

donne exactement les termes suivants, 5Xn — 6X'=

49,5X49 — 6Xn= 179>et5X179— 6X49 = 601-

Soit 1 , 1, 1, 2, 4,6, 7, 7, 7, 8, ro, 12, 13, 13,

1 3 , 1 4 , 16 , etc. , la série proposée. On trouvera d'abord

que toute échelle à deux ou trois termes seroit insuffi

sante. Essayons-en quatre: a+b+c+d donnera 4=

2a+ b+c+d, 6— fa+ 2b+ c + d, 7=6a + 4* + 2C

+ d, 7 = na-\-6b-\-^c+2d. Retranchant de la seconde

équation la première, et du double de la troisième la

quatrième, on aura 2 = 2a+ i, 7 — 5a+2£, et par

conséquent a= 3, et£= '— 4- Substituant ces valeurs
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dans la première et dans la troisième, il viendra 2=c-

+d, 5 = ic+d, 3= c, d = — 1, et on trouvera que

l'échelle 3 — 4+3 — 1 satisfait exactement aux termes

suivants. Ainsi des autres cas semblables.

VII. L'échelle de relation et les premiers termes

ch1ne série recurrente étant donnés , trouver le terme

général.

Soit 5—6 l'échelle ; — 1,— 1, 1, 1 1, 49> etc-> ^a série j

jle terme général, ety , y", les deux termes suivants:

on aura y"=5y—6y, ety"—5y +6y=o : maisy=y

+Dj-, ety=f +Dy=y+By+'D(y+By)=y+2T>y

+B*y, donc iy— 3Dr+D*j-=o; équation que l'on

peut résoudre d'après le scholiede la proposition V, entre

les deux équations iy— ^Dy=5*l, et i*— 5By= 2*1',.

5
lesquelles donneronty—— X5*I — 2Xrf', ou plus

commodémenty =3*A-f2*B; d'où Ton tirera — 1 =

A+B, — 1 = 3A+2B-, r=A, — 2= B, et enfin le

terme général j"= 5*— 2X^1-

Soit 3-—4+3— 1 l'échelle, et 1, 1-, 1, 2, 4, 6, 7,-

7 , 7, 8 , 1 o , etc. , la série : on aura y"— oy"' + 4r"—

3j-' 4-j-:=o, B*y+Bzy+B^y= o. Supposant u= Dy,

et résolvant l'équation «4-Du+D*«= o, on trouvera

et en attribuant à À , B, d'antrea valeurs, By= (— +

1v/_3Ya+^— -^v/—3^B+C; d'où résulte,

suivant le même style,j==( — + — y/~ 3j, A+ ( ——
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-/—3YB+Car+E,

i=A+B+E,

2C4-E, 2=— A—B+3C + E,

À=- i—_ , B=-+ / ,,C= i,E=o,

2 2v/— A 2 2y/ 3' *

etpar consequente^ +iv- 3j ^--J—J

\*\ . sinarGo°

y/ — i I J = x + cos ar 6o° y=—.

VIII. A, B,C,E, F, etc., étant une sérle recur

rente, et a+i+c+e'c. son échelle de relation, on aura

A, Br, Dr*, O3, E/^Hr5, etc., série recurrente, etar+

£/-'+c7-3 + etc. son échelle de relation.

IX. Toute série recurrente de la forme A+Br-f-Cr'

-f- etc., dont l'échelle de relation est ar+br*+ cr3+....

+/*/", peut être regardée comme le quotient d'un poly

nome A +i'r+cV+ + h'r" — ' divisé par i — ar

■— br* — cr3 — .... — hr".

Cette proposition est facile à prouver, en supposant

successivement rc= 2, 72= 3, tî = 4, etc.

c t , „ . A + b'r+c'r*+etc.
àchol. i . Puisque ; -, est =

i — «/•— ora—cr3 — etc.
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A+tor-f-Cz-*+etc. , il s'ensuit que le terme général de

cette série sera égal à la somme de tous les termes gé

néraux, qui doivent répondre de la même manière aux

, . ,. t A + b'r+etc. . , .

tract1ons part1elles dont sero1t la fract1on

1 — ar— etc.

totale ; ce qui offre un moyen facile de trouver le terme

général de toute série dont on connoît les premiers

termes et l'échelle de relat1on ; car chaque fraction

partielle peut être représentée sous cette forme

G+Hr+Lr*+ ...+P/'n-' . G

, ; et pu1sque 7- donne
( 1 — ar)" ' r u (1 — ar)"

dans le terme général, un terme

«(«+Q (n+ 2)...(x—1)x(x+\)... (x+n—1) * * __

1.2.3...n(n+1)...(j?— 1)x

(x+1 ) (x+2).... (x+ n— 1) ., , . ,
v ^ ' K—±—L i_J '- a*r*. 1l s'ensu1t que la

1.2... (n— 1) *

. G + Hr+lr\..+Pr— '
fract1on : donnera

( 1 — ar)n

G (x+1)(x + 2)....(x + n-Q ^

1.2... («— 1)

1.2... (« 2)

» (x + 1) (x+2.) (x +71— 3) . - ,,
I v — M — ' ï-=-f - a*r* + etc. = (A'x—*

1.2... (h— d)

+B/:rn — J+... + H' )a*r*. Observons, pour plus de fa

cilité, qu'en désignant par a le réciproque de la racine

de l'équation 1 — ar— br*— — hr" = o, on aura

a racine de l'équation K"— aTL"_>—iK»-* — .... —

fc= o.

Exemples. Soit — 1— r+r*+ \ 1rî+4gr4 + 179',5+

6o1 r6+etc. la série proposée. Puisque 5r— 6r* en est

l'échelle de relation , et que 3 et 2 sont les racines de l'é-

 

J
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quation R*— 5R+6= o, le terme général sera AX3*

+BX2X, et par conséquent — 1 =A+B, — 1=5A +

2B, A = 1 , B = — 2, et AX3*-f-BX2I= 3* — 2X2*.

Soit — 2,— 6, 8, 4o,224,672, 2176,576o,15872,

etc., la série proposée. Ayant trouvé 4+°— 16+16,

échelle de relation, les racines — 2, 2, 2, 2, de K4 —

4R*+'6R — 16= o, indiqueront un ternie général de

cette forme: (— 2)*A+ 2*(B.r*+C;.r+E); donc— 2

=A+E, — 6=— 2A+2B+2C+2E, 8= 4A + 16B

-J-8C+4E, 4o=— 8A +72B+24C+8E; c'est-à-dire,

— 2 =A+E,— 3=—A+B+C+E, 2 = A+4B+

2C+E, 5=— A+gA +3C+E; d'oi1 l'on tire A= 1,

B= 1 , C = o, E =— 5, et par conséquent le terme

général ( — 2)"+2*(x*— 3).

Schol. 2. Le terme général qui satisfait aux termes

ro, T1 , T2, T3, etc., pourra satisfaire aussi à d'autres

termes intermédiaires, si l'on y ajoute une expression

de cette forme: A sinxj:+B sin 2xiz+C sin 3xiz +elc.f

dont le nombre de termes soit égal à celui des intermé

diaires proposés, et pourvu qu'il soit possible de satis

faire à tous ces termes.

Exemple. Ayant trouvé 5* — 2X2*, terme général

qui satisfait à la série To =— 1, T1 = 1 f? — 1

r5=n,r4 = 49,r5 = 179,r6:=6o1,etc., on en

demande un autre qui satisf2sse encore aux termes T—=

5

3 et r -=- = — 2. Supposant ce terme général = 5* —»

2 X 2* + A sin xk + B sin 2xz , les équations

53 — 2X23+Asin 6o°+Bsin 12o"=3,

53 — 2X23+A sin 12o°-f-B sin 240° = -— 2,
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c'est-à-dire,

33 — 2X2^+A sin 6o° + B sin 6o" = 3,

5T— 2X'^+A sin 6o°—B sin 6o° =— 2,

donneront A et B.

Mais s'il e'toit question de satisfaire encore an terme

r —, cette méthode ne réussiroit plns que par hasard;

5

car la correction A sin xrc+B sin ix% du terme géné-

ral , en seroit la même que pour le terme r -=-.

11 a

Voulant cependant satisfa1re au terme r — = -v-,

qui n'a pas le même inconvénient, on n'aura qu'à ajou

ter un autre terme C sin 5x à la correction trouvée, et

m 11^

l'équation3T— 2X25+A sin (nX36°) + Bsin (22X

36°) +C sin (35X36°)= %- donnera C.

Si l'on veut satisfaire encore à T -^ = 2 , il faudra

chercher de nouvelles valeurs d'A , B , C , et déterminer

un autre coefficient E entre les équations

1 1

3T—2X2J+Asin6o°+Bsin6o°+o—Esin6o°=3,

5*_ 2X2'+Asin6o"—Bsin6o°+o+Esin6o°=— 2,

5T—2X2r+Asin360+Bsin72.,+Csin72»+Esin36<,= j,

3'—2X2T+Asin72°+Bsin36°—Csin360—Esin72 = 2.

Après avoir satisfait à r y= 3, et r |-=— 2, si l'on veut

satisfaire aussi à r -J =3etr ~ = 7, on pourra regarder

Â
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i et 7, non pas comme T— et r—, mais comme r f — + 1 1

et r ( — + t ), en désignant par t un terme aussi petit

qu'on pourra de la série o; 0,i ; o,ooi ; o,oooi , etc.

X. Trouver une fonction Vx qui satisfasse aux termes

ro,Ta,rb,Tc,Tc, Vf, etc. , en supposant a<b,b<c,

c<e, e<y", ainsi de suite et positifs.

, ,,ra— To . Tb—Ta ,,Tc-Tb

Ayant calcule = A, b_a =A -j—3-

—A, e—c ~ ' ' b ' c—a

a/// \" *'» A"' B' B_R/ A —A „ A —A _ D D

—B ' e—b — ' f—e ' > c

B"— B' -, B'"— B" _ , B'T— B'" _

' e — a ' f—b g—c

ri c ç" C '

C", etc. - = E, --; = E',etc.,onaurar^

e f— a

=To+Ax+Yix{x— a)+ Cx(x— a)(x—b)-\-"Ex{x— a)

(x— b ) (x— c)+etc. ; car posant successivement x=a,

ar= i, ,r=c, etc., l'expression I\r=ro-f--Aar+etc. sa

tisfait aux équations Ta=ro+Aa, rb = To+Ab+ïib

(i— à), rc=ro+Ac+Bc(c— a)+Cc(c— a){c— b),

etc., qui dérivent des équations ci-dessus calculées.

Exemples. On demande le terme général de la série

ro = i, T2 = 27, rô = 64, T'j = 5i2, Tq = iooo,

Tio = i33i, etc. En observant la règle, on trouvera

o , 2,3

i , 27 , 64

i3 , 37 ,

8 , .5

, 7 ,
9 , io , etc

, 5i2 , iooo , i33i , etc

i2 , 244 , 33 i , etc.

, 22 , 29 , etc.

ï , î , etc.

; o , etc.
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et le terme général 1 + 1c5.r+&r(.r — 2)+1;r(x— 2)

(x— 3) = 1 + 5x+5x*+x3.

On demande le terme général de la série To= o, T1

= 1, r5 = 2.j, r4 = 64, r8 = 512, r1o = 1ooo, ru

= 1351 , etc.

On trouvera

o,1, 3 , 4, 8 , 10> n, etc.

o , 1 , 27 , 64 , 512 , 1ooo , 1331 , etc.

1 , 13 , 37 , 112 , 244 i 331 .> elc-

4 , 8 , 15 , 22 , 29 , etc.

1,1,1 , 1 , etc.

o,o, o , etc.

et le terme général o+x+faix— 1)+x(x— 1) (x— 3)

= 2:3.

XI. Trouver fdxTx, lorsqu'on connoît quelques va

leurs de x et les valeurs correspondantes de Tx.

Il faudra chercher d'abord la forme spéciale de Tx,

et calculer ensuite / dxTx par les méthodes du liv.

XVIII.

-

/
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LIVRE XXI.

PROBLEMES.

I. Ués1gnaht par n un nombre entier, et par A,

B, deux expressions rationnelles, c'est-à-dire, dégagées

de radicaux, on demande trois nombres rationnels u,

n n

x, z, qui rendent y/ (A + y/ B) = (u+ y/x) y/z.

On anraA±y/B=(u±y/x)nz=z(u"±nun-'y/x+

— «"—\r + etc. ,et A égal à la somme des termes

rationnels du second membre de l'équation , c'est-à-dire,

\ 2 2.3.4.

kb—4.r*+etc. j. Or, les équations A + y/B= («+ y/x)%

et A— v/B= (u—v/x)nz donnent A*—B=z,(a*— x)",

et par conséquent u* —x= y/ -— • donc si lepro-

blême est possible, l'expression y/ — devra être ra

tionnelle, et les equations A=z ( u"+ — -u"-*x+

)n J^t

, etW — x=y/ j-

n À * "D

etc. ), et u1 — x =»/ -—-—en fourniront la solution.

I
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Exempl. On demande la racine carrée de 28+ 1Oy/3.

A = 28 et B= 5oo donnent A* — B= 484 , dont la

racine carrée est 22. On pourra donc supposer z = 1 >

et on aura iB=ut+x , u*— x = 22, u=5> x= 3, et

v/(28+1ov/3)=5+ v/3.

On demande la racine cubique de 2 + y/5.

A=2 et B= 5 donnent A*—B=— 1, dont la racine

cubique est— 1. On pourra donc supposer z= 1 , et on

aura 2=b3+5m, m*—x=z— 1 , et [en éliminant.r]

4m3+3«=2, «=i.,x=|,et^(2±v/5)=i^^,

On demande la racine cubique de 5 +3^3.

3 3

A=5etB= 27 donnent y/ (A* — B) = y/— 2 ir-

i 3 j^t g

rationnel. Posons z*= —, et nous aurons y/
47 v *i -

3 1 -

y/—8=—2;donc5=H—(u3+ 3ux) et u*—x=—2.

2

Éliminant x, on trouve 2u3+ 3«— 5= o, et par con-

3

séquent u= 1; donc x= 3, et y/ (5 +3 N/3)=(1 J;

3 , 1 + ./3 1 3

/ï)v/î=ii^=-ï('iv'5)v'<.

3

L'équation j3 —6y+4= o donne jy=v/(—2 +

3

2 y/ — 1) + y/( — 2 — 2 y/ — 1), dont les termes ima

ginaires doivent s'entre-détruire, si le nombre — 2 +

2 y/— 1 est susceptible de racine cubique. Faisant donc

3

A=— 2 et B =— 4, on aura A» — B=8, y/ (A* —

B)=2, et on pourra supposer z= 1.Les équations— 2

= u3+ 5ux, et u* — x= 2, donneront u=1 etx=x

3

— 1; d'où y/ ( —»±2/— !)=1 ± y/— 1, et enfin

/
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II. a, b , étant deux nombres rationnels, on en de

mande deux autres u, x, qui rendent u*+ ax*^t*.

Supposant b= J'/i zx, et substituant cette diffé

rence à la place d'« dans l'équation proposée, on aura

, , 2J.

z'x3 —ibzx+ax*=o, z'x— 26s+<7x=o, x=

- b(a— z*) , . . , .

et u= + ; donc tout nombre rat1onnel m1s

- a+_« '

à la place de z , rendra les nombres u, x r rationnels.

III. Soient a, b , u, x , des nombres rationnels, et

«* — a*x*^^b: on demande u, X.

Supposant «=s—ax, on trouvera, comme dans la

, ., - **— h z* + b

quest1on precedente, x= , et u= .

* zaz -2z

IV. a ,b , u, x, étant rationnels, 2t u*+x*=a*+b',

on demande u, x.

Soit u — a — s, et x= zy— b. Elim1nant u, x, entre

ces deux équations et la proposée, on trouvera — 2az+

, . , , > 2a+ 2Av

z*+ s*j-*— ibzj=1o, z= — f , et par consequent

ay* — a— 2by iy" —i+2ar

"=— rs—-^ et^=- , T - •

V. Investigation de logarithmes et de puissances.

Ix, logarithme de x, veut dire une fonction de x,

qui donne toujours la+ lb= l(ab), lorsqu'on substitue

deux nombres quelconques a, b, et leur produit abb.

la place de x.

On aura donc l1 =o.

Au lieu de aa, aaa, aaaa, etc., on écrira a*, a1,

a4 , etc.

Puisque h est toujours = o, essayons de donner à
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Z(1 +u) la forme Au+Bu^+Cu^+Bu^+etc. Si cela est

possible dans tous les cas, on aura

Z ( I -f- 2« + M*) = '2Àu + Au*

+ 4BM*+4Bm3+ Bi/«

+ 8C«3 + 12C^

+ 1'6Du4+etc. :

mais Z(1 + iu + u?) = Z((1 + u)*) =2/(1 + M); donc

2A«+ (A+4B)u* + etc. = 2Au+2Bu*+etc. ; A + 4B=

2B; 4B+8C= 2C; B+1îC+16D=2D, etc.; B=—

J A; C=f A ; D=— \ A ; E=iA, etc.; et par consé

quent Z( 1 -t-u) = A («—4 m*+ -J u3-— -|u4 + ! «s_ etc. ).

Le nombre A demeurant arbitraire, il s'ensuit que le

nombre de systèmes de logarithmes que l'on peut adop

ter est également arbitraire.

Puisque l[1 +«) est = A (m — ;b*+ jb3— etc.), on

aura aussi Z(l-— m) = A(— u— \ u*— ^ u3 — etc.):

donc l l-^ [=/(1+m) — Z(1 — «)] = A (2«+ f u3 +

, - , » ,-. 1 + u a— 1
i«5-4-iu'+etc.).Posonsa= : on aurau= , et

5 7 1 — u a+r

a — 1 1 fa— ]\3 1 fn—-'^5

Za=2A(-—— +-=-—— ) +T —— +etc.
\a+1 ù\a+\J 5^+1y

L'expression a" [puissance d'à indiquée par «] designe

un nombre dont le logarithme seroit n dans le système

qui auroit pour base le nombre a.

L'expression (1 + m)" étant susceptible de la forme 1 +

nu-f-Aî/*-f-B1^-l-CK^+etc. dans plusieurs rencontres, on

aura, si cela est possible dans tous les cas,

(1+iu+ u*)n= 1+2nu+ nu*

+ 4Au* + 4i\tt3+ Au4

+8B«3-t-12Bî1^+etc.

+ 16CM4+etc;
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mais (1 +2M+ u*Y = ((* +»)*)" =(1 + n«+^*

+ BK3+etc.),=ï+2n"+2A"*+ 2Bu3 + 2Cu* +etc.

+ re*u* +2nA«3 + 2«B«44-etc.

+ A*u4 + etc;

donc 2A+«* = n+4A,2B+2nA=4A+8B, 2C+2nB

+ A* = A+ 12B + 16C, etc. ; et par conséquent A

VI. Investigation de la proposition Vlduliv.X.

Trouver un nombre x qui rende x3+bx+c^=o.

x=n+zdonnen3+5n'z+3nz^+z3+ bn+bz+c=

o; 5nz= — b donnera n1+z3 + c = o. Eliminant z

entre ces deux équations, on trouvera rc6+c;13— i^b1

==o,«= v/(— ic±^£c*+^V)),etx=n+z=

n— =-. Etc.

un

VII. Investigation de laproposition Ire. du-l. XVIII.

Supposant R=a+bx", réduirefxmRrdx à la forme

Axm+ ' _ "Rp+ ' + Bfxm~nR!'dx.

On aura xmRPdx = (m + 1 —-n) Ax"-"R'+'<&+

( p + 1 ) Ai™ + * ~ "Rp^R + Bx" - "Rprfx. Substituant

nbx"—'dx= dR, et divisant par x^Rfdx , on a 1=(m

+ 1—n)A.r-"RÉ?x+in(/>+1)A+Bx-% et substituant

a+ £x°= R, il vient 1 =(m+1 — n)Aax-"+(mb+

b+npb) A+Bx_n. On aura donc (mb-\-b +npb)A=1>

(m+ 1—71)Aa + B=o,A=-T7 :—; :> et B=
v - ' b^m + 1 + np)

— a (m + 1 —m)

VIII. Supposantque x=o rende/xm[a+bx"ydx=o,
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on demande la valeur de f xm(a +bx")Pdx , lorsque

,-•(=?}

l'osant q —m+1+np, la proposition VIlI du liv.

XVIII donne/x'h(a+ bx")Pdx= à une série dont le der-

bl(q + n)(«j + in) (g + arc) etc.

n1er terme est

a' (m 4- 1) (m + 1 + «) (m + 1 + 2«)elc.

fxm+'"(a+ bx")Pdx , et dont tous les termes précédents

s evanou1sse

on aura de même alors fx"_ ' (a + bx")Pdx==

b'(np+ 2n)(np+ 5n)(np+ 4«')e te

a'„.2M.5n.elc,

issent par la supposition de x= y/ ( ——— j :

- ' (a + bx")Pdx==

fx"-'+>"(a+bx")Pdx

=J^±£)(£±|(£±4)etç.

a', 1.2.a.etc. ^ ; '

, /"x"* (a + bx")Pdx

par consequent -^ - ; -—7— =
r ^ fx"-l(a + bx")Pdx

(y+ »)(y+ 2»)(«7 + 3„)etc. _1.2.3ietc.

(m + 1)(m+ 1 + «)(/re+1+2n)etc. (/>+2)(/? + 5)elc.

/-r+'^a+J.r")^ „ ,, . , 7 ,
-^ r-: =———r-. Rédu1sant ( a + bx")P en ser1e ,
fxn^1+l"(a+ bx")Pdx v ; '

on aura fxm+"'(a-t-bx")p dx = — - h
•' m+tn+ 1

t- h etc. =xm+",+l[ <- +

m+tn+n+1 \m + tn+1

VO.P— ïbx" \

—!- +etc. ). On trouvera de mèmefx" +"» — «

m+1n-\-n+1 J

f aP paP-'bx" , \

la + bx")Pdx==x"+'" ( —- + ' — H etc. ).

Supposons t inf1ni: nous aurons - —:— H-
'* \ m + ''» -h 1

df

x 19



3gO PRINCIPES MATHÉMATIQUES,

-J- h etc. 13 —- h £- - hetc.

m+tn+n+1 J \n+tn in+tn J

= 1+ infinitième, et par consequent, x=y/ ( -j- j

fxm(a-\-bx")rdx (y+»)(y+2ra)(y+5«etc.

11 fx"-\a+ bx")Pdx («1+1)(m+1+«)(m+1+2n)etc.

1.2. 3. etc. _ _-., , . e .... ,
y : xm—"+'(1+ 1nfin1t1eme):

(Jf+2)0»+3)(p+4)etc

= ^/ (—j-j rend fx"_l (a+ bxn)rdx =—

- --,-- -, donc x= n/ ( r ] rendra fxm(a+bx"ydx
nb(p+1)' v V b) J K

&+' x (<j> + rc)(y+2»)(<jr+ 5»)etc. x

ma1s x

nb(p+ 1) (m+ 1)(m+ 1 +«)(w+ î + 2n)etc.

m— n-f-

1.2. 3. etc,
-x(-y) " X(. + iDfi"

(/> + 2)(/> + 3)(/>+4)elc.

nitième).

Exemples, 1. On demande la valeur de/"(1—#*) <&

pour x= 1.

La valeur demandée sera — X —^r-^r—'- X

1 1. î>. 5. 7. etc.

1.2.3.4.etc. w 2.4.6.8.etc. 2.4.6.8. etc.

X 1 = —5-= —- X — '
3579 1.3.5.7. etc. 3.5.7.9. etc,

2 ' 2' 2 ' 2'

2.2.4.4.6.6.8.8.etc.

1.3.3.5.5.7.7.9.610. a "'

2. On demande / — r—; pour x=1.

lx est =fx— 'dx. Soit 1 un nombre entier assez grand

1

pour faira/x ' dx—fx_ 'dx sans erreu r considérable.
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On aura Ix—îx1 —i. et par conséquent /-——

j (i—tjyidx= 2»7 x

0-â+f)(-â+rX-â+fK

. 0+f)0 +7)-

1. 2. 3. etc. i 2.4.6.8. etc. „

* se» X 1 == 21* X x~p :—• Poussant

—A-l. etc 3.5.7.9. etc.

2 ' 2 ' 2 '

l'approximation jusqu'à 1 facteurs, on aura

/t-x 3.2.4.4.6.6.. ..2/.2•"

:au carré dela va-

3.3.5.5.7.7....(21'+1)(2i4-1)2. 2.4. 4-6.6. ... 2/. 2t. 4*

1.3.3.5. 5.7. ..(21— l)(21+l)(2J+l)t

leur demandee. Mais i infini rend t.2t.fr* .

(21— 1)(2/+1)(21+1)

= 2— infini tième ; doncle carré de la valeur demandée

2.2.4.4-6.6.etc.
sera = 2 —-—, et par consequent x= 1 ren-

, /* sfc _ 2.2. 2.4.4. 6.6.etc.

V TC11^) - ^ 1...3.3.5.5.7.etc. ** ^*'

VIII. On demande la somme de la série 1, -=-, -=- .

> 3 > 6 '

111 2 , ,. r 2

— » —f> — * •.• > —;—:—r> c est-a-d1re, / -.

1o'15'2r 'x(x+1)' 'J (x+1)(x+2)

„ . 2 a a a a

oo1t — = r/3 : et '

(*+l)(x+2) x+i x+l x+2 x+l

étant deux mêmes fonctions de x+1 et x, on pourra

fa1re -—————- =D -—- = — — ; d où.

(x+1)(x+2) x+1 x+t x+1.
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0 p1 / -— = ' 1- I. Et si on veut

que 1 en soit le premier terme, la série viendra =2—

X+1

, 1 1 1 1

Trouver la somme de la ser1e 1 , -7- , —7 — > 35i

56' '"> x(x+1)(x+*f

6
Faisant

(x+1)(i-+2)(x+5) (x+2)(x+5)

, on trouvera a = —- 3 , et la série propo-

(a:+1)(x+2

5 5

sec — — —"~ ' -
2 (x+1)(x+2)

IX. Trouver la somme de la série cos a, cos la,

cos 5a,,..., cos m.

Désignant cette somme par S, on aura S=

1 env,-> + 1 e*"\/-'+ fe^V-' + etc. •+- itfW-'-f

|g-nv/—4.ie-«v^-1 + ie-3*V-> + etc. +ie-»V-'

en\/— « ^ (*+< )n\/— 1 g— n\/— > — e- (*+'W-1

'
2 — 2e0V-'

1
-

2 — 2e- <"/ — 1

cos a — 1 + cos xa —-cos (x + 1)a

i — 2 cos a

COs Io—-cos (x+1)a 1 sin (x+ {)a 1

2 — 2 cos a 2 2 sin fa 2

X. Soient x,j, des coordonnées perpendiculaires

d'une courbe, dont l'équation est x3+yî=axj: on

demande l'aire de cette courbe.

x* y* x
Puisque (- — est = a, si l'on fait —= z, on aura

y x y

. x az* , 2z— z4
«*+ ? «=■«, *= ^3+7, dx= ^3— «fa, et par
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conséquent fydx= I -^ -? a*dz = ——-; —

a* ay* j4

2(z3 + 1)* " " 5x 2x*-

'dnz

XI. Résoudre l'équation -—r = A , où l'on désigne

par z une fonction inconnue de x etj'f et par A une

fonction proposée de x ety.

_ 'rf"z , <<in.z - , 'dn-'z

On aura -5—r ar = -, r = Aar, et —, -, =
drn J dj"—' - > dj-"—'

ffAdjy+I, en désignant par I une fonction arbitraire

'd"~"z

de x. Que l'on continue ainsi, et on parviendra à „_„«>

c!est-à-dire, à z.

XII. Trouver le maximum de rx, c'est-à-dire, la

plus grande valeur d'une fonction proposée.

Il est clair que les fluxions de deux valeurs quelcon

ques de rx, entre lesquelles se trouvera le maximum.

de Tx , doivent être contraires entre elles; donc celle

du maximum serao, ou — [17. 9. schol. ].

Exemples. 1. Couper une droite a en deux parties x

et a— x, telles que le rectangle x(a — x) en soit un

maximum.

Posant d(x(a—x))= o, on aura adx—2x<ix=o ,

et par conséquent x=|a.

Démonstration. Soit d une ligne droite quelconque,

positive ou négative, et x=_a-\-d : on aura x(a—x)

«=(î«+'')(î«- rf)=ï«*-d\ toujours <ia\

2. Couper la droite a en deux parties x et a—x,

telles que x* (a—x) en soit un maximum.

d(x't (a— x))= 2ax«?x—5x*dx=o donnerax=f a.

Démonstration.(\a+ dy(a—(^a+d)) [=£ a? —ad1

r
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—d3] est toujours < ^a3, tant qu'on Suppose a + d

expression positive; et si on veut que la ligne rfsoit né-

gative et >a, il n'y aura point de maximum.

3. On demande le maximum d'à (u+z)' "z\

Regardant l'inconnue u comme déjà trouvée, d{a(u+

z) — uz ) = o donnera z = — , et par conséquent

a"3 . . , f au* \

= maximum : mais d = o donne «

«—« \u—a)

=7 a, etz=3a; donc ^ a3 sera le maximum demandé.

Autre solution. d*{a{u+zy — uz')= o donne au +

az— uz= o, et d" (a(u+zY — uz*)~ o donne 2au +

iaz— z*= o; et par conséquent u=±aetzz=Za.

Schol. Quelle fonction d'« doit être z, pour qu'à

chaque valeur d'à réponde une valeur d'a(u4-z) —

(u+2z)% non moindre que toute autre fonction d'à ne

la rendroit?

Désignons parz etz+Sz deux diverses fonctions d'u,

et par 8 des fluxions relatives uniquement à z , flueute

de Sz. Supposant a{u+z) — (u+iz)' maximum, on

trouvera S[a{u + z) — (u + 2z)") = aSz — ^uSz — 8z5z

— °,z—ia— i't, et par conséquent -± a'+J au le

maximum d'a (u+z) — (w+2z)a ; car mettant \a — \u

+d à la place de z, on trouvera a(u+z) — (u+2z)'

^Te^'+îau — 4rf% taleur toujours plus petite que

Tga*+ '-au, excepté dans le seul cas où quelque valeur

d'u rendra d=o; donc ^a*+^au est la limite des

valeurs de l'expression proposée.

On demande une fonction « de z, qui donne la limite

des valeurs d'a(u+z) — (u+2z)*.

On trouvera u=\a-.2z, et on démontrera, comme

ci-desius, que ^a^+^az est la limite demandée...
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(

XIII. Soit dÇ=Adn+y+Bdy+Cd—y+... +Tdy

+Y : on demande quel doit être le rapport entre A , B,

C, etc. , pour que èdx soit une fluxion exacte.

Soit z=./Ç>dx. et n= 1 : on aura Gdx=dz= —- dr
df J

. <dz j . j^j n 'dz j. f ,'dz\ , 'dz

+ —, dx, et d(Çdx)=—dy+ {d-ç, j dy+d— =

(Ady+Bdy+Y)dx: donc A«te= ^; Brfx = rf ^,

et rfA — B=o, équation identique, c'est-à-dire, —

' dx

'dz . 'dz \
dy-ddf) = °-

Soit n= 2: on aura Gdx = ——^ rf*j--) y «?r +

^ <£r, et dtfdx) = wdy+ ^_ + _) rf'jr

('«fa \ '</z

. A j <dz -aj j '<fa . '^z

et par consequent Adx= -=—;•, Bdx = d -—r + -?-?;

Cdx=zdj-r; (dA—B)dx=—j-r; et rf*A — rfB+C

1 /" ./<& , Jdz\ • -j •
= &\~V «F/ ==o' équatlon ldent,<Iue-

Suivant toujours le même procédé, on trouvera <£"A

— d"_'B+d"'"C — rf"-3D + .... ±T=o, équation

1dentique.

Schol. Si <*g étoit = Ad"+y+etc. + A'd'" + 'z +

etc. +A"d""+lu+ etc. +elc. , on auroit de même une

suite d'équations identiques d"A—etc. =o, d"'A'—_

»tc. =o, d""A"— etc. = o , etc.
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XIV. Soit d$ =Adn+y +Bdy+Cd"-y+T>d*^y

+....+V : quelle fonction de x doit êtrej', pour qu'à

chaque valeur de x réponde toujours un f &dx maxi

mum ou minimum?

Soienty et j-+^r diverses fonctions de x, et sup

posons 5 des fluxions relatives influente de Sjrf AB=x,

BB'=dx, BC=y, Cc=Sy, BD=6, T>d=SS, etDe=

ASd"-'y. on aura So=ASdy+BSd"-y+...+T8f)

f dxT(y + Sy) =f dx(Ty+ STy + etc. )=/ dxTj +

fdxSTy + etc. , et par conséquent SfdxTy^fdx8Vy;

donc Sf&dx[=fdxSS] sera l'aire que Dd décrit: et il

est également clair que les points de la courbe décrite

par le point d, s'approcheront de ceux de la courbe dé

crite par D, d'autant plus que la fluxion Sy sera plus pe

tite , et que par conséquent Sf&dx \j=fdxSZ~\ sera=o,

lorsque 3S= o; donc, pour que f&dx soit un maxi

mum ou un minimum , il faudra que ASdy+BSdn_'j

+ ... +TSj- devienne= o. Et puisque les arcs ce' et

CC, ee' et DD' tendent à la coïncidence et au paral

lélisme, à mesure que les fluxions Sy et dx deviennent

plus petites, si l'on mety' à la place de B'C, on aura

A'Sd"-y r D'e'n .,...,
Asd"-y i= ~ur] = ' + lnf1n,Ueme : œa1s on a

• yf—y •
auss1 J = 1 + 1nfinitième; donc dx et Sy infini-

tièmes rendront= 1 -f- infinitième ebacun des quotients

ASdy ASd"-'y' — ASd"-'y

Add"- y'—ASd'—y ' ASd"-'y' —A'Sd"- 'y' '

AMn-'y' —A'W-y' — dASd"-'r' ,

-va^„ ; ,——, tttj—T— ; donc A Si*/— dA8d"-y' ' — dASd"-'y' J

= .— dASd"- 'y. On "trouvera de même — rfAW":'/

^
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= d'ASdn-*y, ainsi de suite. Réduisant ainsi chaque

terme d'ASdy + BM»- 'y + elc. , on trouvera enfin

$6= ±d"ASy+dn-*Bdy±elc.=o ; c'est-à-dire, d"A

—d—iB+^-*C— d»-3 D+....±T = o.

Corol. Si 6 étoit indépendant de x, on auroit rfê =

Arf" + ,j--r-Brf',j-+....+T4r:maisrf"A— d—'B+....+

T= o; donc6=Arf>-+(B—rfA)^-'j+(C— rfB+

J*A)rfn-*jr+etc.

Exemples. 1. Quelle fonction de x doit être y pour

/' dt* -4- rfV*
^ Z_Z_ réponde toujours a x?

Onaura6=o:-^.+ g),;<i6=^"(' + Ê) '

*^-ix-?(.+Êy<(xiB=.;<iA=^ "

(.+£)~i*)--(--i('^rî)

-,.-5(.+Ê)~i|--,,-<.iw^

2. On demande qu'un m1n1mumJ y/ reponde

toujours à x.

Onaura6=j '(^+2jï) i ài=y \, + 3*V

^ i.

1

-

/
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5. On demande la courbe qui, avec son rayon de

courbure et la developpee, renferme le plus peut espace.

Soit l'ordonnéej" perpendiculaire à l'abscisse x. Le

3

(«fe*+rfr^ï

rayon de courbure en sera = -r-ii i d'où il suit
J dxd*j-

que la surface dont on demande le minimum, doit être=

o..„taMss±gï__sss£>+

A(dx*+ dr*)dr . . ,- . ,„ _
, Z ., *X; et par conséquent <i*A—rfB+C=s

B— rfA= -j— [parce que B— rfA est une fonction de x

d.v.see par <*r] ; donc 6= d^dy = ^^ .

rf*j"+ -r-rfy+i» Ecrivant u<fc à la place de dy , on

trouvera 4rfx=2au(14-M*)-*rf«+2J(1+«*)- Vu; 4^

(=4"^]=2au,'(l+MI)-*rftt+ 2£M(l4.M*)-Irfu; 4^==

— «(!+«»)— +Ju(l+u*)—+i/(l + u*)-,^+ C;47-=

— au(1+«*)- '+«/(! + «*)-'</«_ A (, + »*)->+/;

4oi-— 4ij- =— at(1+M»)-,4-2a*M(1 +«»)-> + J»

( 1 +«*) — * + ce— £/": mais ( 1 4- «*)~ ' ne sauroit être

fluente de 2«(1 + M*)-*rfa, sans que — m^1+m*)- ' le

soit aussi [18. 1. 2]; donc ac — bf— ^ax+^bj-=

«*(1 +«»)-«_ 2aiî<(1 +M*)-,+i,K*(1 + «*)-'=(« —

$»)*( 1 + «*)-' 5= (ailx~-bdy)*(dx*+df')-'-, c'est-à-

'
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dire, v/(^+rfr*) =——«^-^ ëqna.

tion de la cycloïde.

4. Renfermer entre un arc donne de grandeur, et se»

coordonnées perpendiculaires, un espace maximum ou

minimum.

Soit fjdx l'espace : puisque l'arc f y/ (dx* + dy')

est connu, on aura, en désignant par a une ligne

AoTmée,fj-dx+af^{dx*+dy*)=r(a(i+^X

+y J dx = maximum ou minimum ; d& =

l£ y + dx1) ^ + djr, et par conseVent 6=

tion du cercle. Les deux valeurs du radical donnent les

deux solutions du problème.

SchoI. S'il s'agissoit de plusieurs variables , telles que

x,y, z, ", etc., et de dS = Ad"+ 'r+etc. + A' d"' + 'z

+etc. +A"rf""+'«+etc. + etc. , les équations d"K—

d"-'B+etc. = o,d"'A' — etc. =o, d""A"—etc. = o,

résoudroient le problème j ce qu'on verra facilement , en

regardant successivement chacune des variablesy , z, w,

etc. , comme si elle étoit la seule , et toutes les autres

comme déjà trouvées.

FIN.
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