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Premiére préface.

Par

H. Valentiner,

On £ cru jusqu'ici que, dans son Jfissai sur une maniére de représenter
des quantités imaginaires, Paris 1806, Argand était le viritable fondateur de
la représentation moderne des nombres complexes comme lignes ayant une di-
rection déterminée, Cependant il est démontré que, dés 1799, Gauss o eu la
méme idée, et déja vers la fin du 17¢ sitcle Wallis a essayé de donner aux
nombres imaginaires une signification réelle (4 treatise of Algebra, London
1685, chap, 66-69). Il est denc possible de reporter la premicre frace de ln
théorie en question & un temps beaucoup plus reculé que celui gu'on avait
supposé jusqu'ici.

Toutefois le traité d'Argand est, de tous ceux qu'on avait bien remar-
qués jusqu'ici, celui qui représente le plus complétement la théorie des nombres
imaginaires, et qui toujours pour cette raison counserve un intérdt historigue;
mais le présent mémoire est & la fois antérieur au trait¢ d'Argand (on I'a
présenté ) I'Académie des Sciences de (openhague le 10 mars 1797, et imprimé
on 1798)*), et il contient une théorie tout aussi complite que celui d'Arguand,
gous une forme, i mon avis, plus exacts, de sorte gu'en le reproduisant on agit
simplement en historien impartial. 11 a aussi sur celui A'Argand Favantage
de renformer une théorie des opérations algébriques faites avec des lignes dans
l'espace, ce qui fait gu's peu priés 50 ans avant les théories d'Hamilton, il
donne la premiére application des quaternions. La théorie de Wessel sur des
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*) 1} est intitulé: Om Direktionens analytiske Beteyning, et Forsey, anvendt fornemmeliy
til plane og spheriske Polygoners Oplosning. Af Caspar Wesael, Landmaaler, ot
renfermé dans le vol. V de Nye Sumling af det Kongelige Dunske Videnskabernes

Selskabs Skrifter (Mémoires de I'Académie Royale des seiences et des lettres de Dane-
mark, & série;. Ce volume & paru en 1760,
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opérations algébriques failes avec des lignes duns Fespace st & la vérité moins
détaillée que celle d"Hamilton, mais absolument correcte, aussi bien duns su
mise en wuvre que dans son application *),

Quant i son importance pour lo développement de la science, ce mé-
moire a &t¢ placé d'une fagon tout particulicrement malencontreuse, car il a
pussé pour ajnsi dire complétement inapercu. Le traité d'Avgand a bien
aussi, & son apparition, 6té égnlement méconnu; mais, dés 1813, il a 6té re-
marqué et réimprimé dans les Annales de Gergonne, et c'est probablement
ee qui lni o donné une certaine influence sur le développement des mathéma.
tiques, Le mémoire de Wessel, au contraire, n's probablement pas ew un
lecteur qui le comprit (4 l'exception peut-étre du conseiller d'Etat Tetens qui
prégenta ce mémoire) avant d'avoir été presque pur hasard **) tiré de l'oubli,
environ un sicele aprés son apparition,

Dans ce qui va suivre, je donnerai une courte exposition de la vie de
Pauteur et du contenu principal de son mémoire,

Caspar (Gaspard) Wessel est né le 8 juin 1745 & Jonsrud en Nor-
vige, oll yon pere était pastenr. (Ce dernier mourut en 1785, doyven du district
d'(Rvre Borgesyssel.) Comme il y avait en tout treize enfants, Caspar fut pro-
hablement ¢levé dans des conditions trés modestes; cependant il & joui d'une
bonne instruction, car, en 1757, il entra au lycée de Christiania, d'oll, en 1763,
il partit pour Copenhague comme étudiant. 11 u'y a pourtant pas continué
ses ¢tudes bien longtemps; car déjit en 1764, il & été engagé comme aide par
'Académie des Sciences pour prendre part & la trinngulation et & la cartographie
du Danemark. Il continua pendant presque toute sa vie a4 étre arpenteur de
cette Avadémie jusqu'en 1805, année ot il recut son congé,

Pendant tout le temps de son service, il était trés appricié comme
arpentenr, ce que prouvent non seulement les diverses missions qu'on lui a
confides, mais encore los ¢loges accordés & ses ouvrages. Ainsi, c'est lui qui,
le  féveior 177Y, présente i I'Académio des Sciences une échelle et une division

% Dans une seconde préface M. Thiele montre comment on peut la développer en une
théorie compléte de quaternion.

¢¢ Il est mentionné dank une thése de M. 8.-A.Christensen, intitulée Mathematikens
Udveikling ¢ Dunmark oy Norge i det 18, Aarhundrede, Odense 1895, et ceci a donné
liew & des recherchies plus approfondies faites par difiérents savants. (M. C..Juel a
donné nn réswné dans ln Nyt Tidsskr. f. Math., 6o ann,, Copenhagne 18045), M.Thiele

crolt guie, wne fois dans sn jennesse, le professeur Chy, Jiirgensen Fa renvoyé an
mémoire de Wessel,
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du pays relative i la carlographie, et qui, pendunt les années 1782-8H, sur la
demande du duc d'Oldenbourg, dresse des caries de ce duché. Aprés son congd
du service de I'Académie, il dessina encore pour elle une copie des cartes du
Slesvig et du Holstein, cartes que le gouvernement francais avait demandées
au royaume deo Danemark. Comme il ne voulait pas accepter de rémunération
pour ce travail, I'Académie lui donna sa médaille d'argent ot un exemplpire des
Mémoires et des cartes de 'Académie. Plus tard, en 1819, lorsqu'on commenca
de traiter de suranndes les cartes de I'Académie, on excepta expressément les
déterminations trigonométriques de Wessel.

Déji assez avancé en age, il passa, en 1778, l'examen de jurisprudence
latine. En 1780, il épousa Catherine-Klisabeth Moller; en 1815, il
fut nommé chevalier du Danebrog, ce qui était probablement alors une distine-
tion rarement accordée & un arpenteur. 1l mourut en 1818,

Il était frire du poéte dano-norvégien Johan-Hermun Wessel ®),
célebre dans le Nord, et de l'auditeur général de Ia Norvége O.-Chr Wessel,
{rés considéré dans le temps et qui, lui aussi, avait commencé su carriére
comme arpenteur au service de I'Académie des Sciences.

Tandis que les contemporains de Caspar Wessel le citent toujours
élogieusement comme arpenteur, on n'entend jamais parler de lui comme mathé-
maticien, et & part ses propres observations dans son traité, on ignore ce qui
a pu le porter & composer le seul mémoire de mathématiques quon posséde de
so main, Cependant, comme son traité est le premier ouvrage de mathématiques
yui, bien que n'ayant pas 6té écrit par un membre de I'Académie, o ¢té udmis
parmi ses Mémoires, et comme celui qui a proposé cette udmission est un su-
vant aussi considéré pour son époque que 1'Gtait le conseiller d'Ktat Tetens,
qui lui-méme a fourni aux Mémoires de I'Académie plusieurs fravaux mathé-
matiques, Wessel a dii étre regardé comme un mathématicien de valewr, Il
est ¢tonnant qu'un homme puisse composer un ouvrage uussi remarquable yue
celui qui nous occupe, aprés avoir dépassé la cingquantaine, sans avoir jamais,
ni avant ni aprés, produit aucune euvre scientifique.

@ Ce poéte a fait I'épigrame swivante sur son frére Caspar:

Han tegner Landkort oy leser Loven,
han er sau flittig som jeg er doven.

11 dresse des cartex en étudiant lu lvi,
Aussi travoilleur que je suis paresseux, moi.
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Concernunt Fadmission du traité de Wessel parmi les Mdwoires do
Académie des Sciences, voici co qu'on lit duns le procds-verbul de Ja séapee
du 10 mars 1797: «Monsienr le conseillor d'itat Tetens a, comme président
do In section des Sciences, donné & I'Académie le compte rendu d'un puvrage
envoyé i ladite Académie par Vopérateur trigonométrique Wessel concernant
lo culoulns situs, lequel ouvrage a oté jugé par V'Académie en tous points digne
d'dtre admis dans ses Mémoires. A Poccasion de cot ouvrage, M. Tot¢ns nous
& lu quelques remarques sur la nature de ee caleul, remarques qui, ¢n méme
temps que le traité de M. Wessel, vont étre imprimées dans les Méwoires de
FAcadémie.n  Cependant, ces remarques de Tetens ne se trouvent pas parmi
les Mémoires de I'Académis, 1l est seulement dit dans le traitd que Wessel
doit & ce savant des encouragements, des conseils et des indications détaillGes,
comme aussi on mentionne que l'éerit se prisente maintenant moins imparfait
ot digno d'dtre admis dans le recueil des Mémoires de I'Académie.

Avant de parler en détail du contenu de ce mémoire, jajouterai encore
A titre de curiosité que, dans un temps plus réeent, il a subi up jugement
trés défavorable. Dans I'Histoire de I’ Acudémie des Sciences, publiée en 1843
par Molbech, le professeur Chr.Jiirgensen donne, p. 287-241, un compte
rendu des traités de mathématiques insérés aux Mémoires de I'Académiv, jusqu'
Tannée 1800. De ces traités on dit, sans doute avec raison, que leyr impor-
tance scientifique n'est pas grande, parce quil n'y avait dans ce tomps~li (fin
du 1¥e siécle) que trés peu de gons ayant atteint le point ol Ia science en
était arivée alors. On parle d'une facon un peu plus détaillée du professeur
Kraft et du lectear Arentz. Sur les autres savants qui ont fourni des
ouvrages de mathématiques (entre autre Wessel) on dit fort peu de chose;
on se borne & citer les titres de leurs mémoires ot & dive d'une facon générale
d'eux tous: «Les traités des autres mathématiciens sont des monograpjties dont
la valeur scientifique n'est pas considérable, ou bien ils sont trop spéciaux
pour étre plus amplement mentionnés».

Nous allons maintenant examiner de plus prés lo contenu du mémoire
de Wessel. Dés le début de introduction il est dit:

«Le présent essai a pour objet Ia question de savoir comment Ia
direction doit étre représentée analytiquement, c'est-d-dire comment on
devrait exprimer les lignes droites, si I'on voulait. au moyen d'une équation
unique entre une seule ligne inconnue ef d'autres lignes données, tronver

une expression reprégentant & la fois la longueur et la direction de TPine
connue.»
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On voit donc par Ju que le fond du traité de Wessel est une théorie
du caleul do lignes déterminées en grandeur et on diraction de maniére i ex-
primer I'une et l'autre par les symboles avec lesquels il caleule, ot c'est la ce
qui Y'a conduit & représenter, par des nombres imaginaires, des lignes donndes
en grandeur et en divection.

D'autre part, voici ce qu'il dit lui-méme sur ce qui lui a donné l'ocen-
sion de ce ddveloppement:

«Co qui m'a donné Voccasion de I'éerire, cest que jo cherchais une
méthode qui permit d'éviter les opérations impossibles; 'ayant découverte jo Yai
employée pour me convaincre de la généralité de certaines formules connues.s

On voit donc que ce sont ses efforts pour donner au traitement des
nombres imaginaires une valeur réelle, qui l'ont amené & ce qu'il désigne lni-
méme comme étant le contenu principal de son mémoire,

D'aillours, tonte son introduction dénote la clarté avec laquelle il a
congn sa tiche,

11 fait d'abord remarquer qu'en géoméfrie le caleul des nombres réels
ordinaires, tant positifs que ndgatifs, répond seulement au caleul de segments
de la méme ligne ou de lignes du méme sons ou de sens inverses, Veut-on
faire le calcul avec des lignes de directions arbitraires, on aura 2 faire avec
des quantités qui ont, non seulement les mémes, mais encore infiniment plus
de relations les unes avec les autres que n'en ont les nombres ordinaires.
Cest pourquoi il faut étendre la signification des opérations algébriques en
méme temps qu'on respecte les régles ordinaires des opérations. «Par I
on réussit, non seulement & ¢viter toutes les opérations impossibles et & ox-
pliquer ce paradoxe qu'il faut quelquefois avoir recows & l'impossible pour
chercher le possible, mais oncore on parvient & exprimer Ia direction de toutes
les lignes du méme plan d'wne manilre aussi analytique que lour longueur,
sans que la mémoire soit embarrassée de nouveaux symboles et de nouvelles
régles.  Or, il faut convenir que la démonstration générale des théorémes géo-
métriques devient souvent plus facile, lorsquon sait exprimer d'une maniere
analytique la direction et la soumettre aux régles des opérations algéhriques, que
lorsqu'on est réduit & la représenter par des figures qui ne sont applicables
qua des cas particuliors. 1l parait donc éfre non seulement admissible, mais
méme avantageux de se servir dopérations embrassant d'autres lignes que
celles qui ont le méme sens ou le sens opposé.s

Dans eces citations on a mis en évidoncs, autant que possible, guelgues-
uns des problimes principaux du caleul des lignes détermindes en grandeur of
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on direction, ot surtout comment le calcul avoe des nombres imaginaires acquiert
par v une importance réelle, et comment on peut généralisor par co moyen les
risultats géométriques de manitre A s'exempter de I'étude des figures ou de
Panalyse spécinle des cas différents. I va sans dire que notre auteur n'a pas pu
se figurer que ce ealeul pit devenir d'une importance fondamentale pour Yana-
Iyse moderne (étude des fonctions).

En concordance avec son introduction, I'auteur ne commence done pas
par introduire les nombres imaginaires et des régles pour los employer dans le
cnleul, mais au contraire par introduire les lignes dirigées (segments) ot les
régles de ce quwil veut entendre par leur addition et lewr multiplication (§§ 2
ot 4). Puis il démontre quen vertu de Ja définition, la perpendiculaire sur
unité avec I'unité pour longueur, doit devenir == Y—T1. qu'il désigne par e.
It montre (§ 2) que l'ordre des quantités & additionner est indifférent, et (§§ 7,
8, %, 10) quon trouve le produit d'un polyndme en multipliant & part chaque
torme of en additionnant les produits, Pour démontrer cette derniére pro-
position, il vecourt aux propositions connues concernant les sin. ot cos. do la
somme de deux angles, proposifions qu'il présuppose démontrées d'une manivre
génirale,

Enfin il fait remarquer que ce développement sert de base i ln théorie
des équations, des fonctions entidres et de leurs divisewrs premiers; cependant
il ajonte que si Fon voulait multiplier des lignes dirigées situées dans Vespace,
mais non dans un plan passant par I'unité positive, il faudrait mettre do coté la
regle relative au produit des polyndmes (§ 10, fin), aprés quoi il renvoie lui-
méme aux {§ 24-35 %),

Les §§11-15 exposent la division et l'extraction des racines, et, enfin,
le § 16 fait allusion a la relation entre les fonctions trigonométriques ot les
oxponentielles, bien quon n'en fasse pas usage plus tard. L'suteur promet de
démontrer en une autre occasion les propositions qu'il énonce ici au § 10;
mais il n'y est jamais arrivé,

Ayant comparé les développements de Wessel ot ' Argand, je ne
crois pas qu'on puisse nier que celui de Wessel soit le plus oxact; car il v
donne sa théorie de T'addition et de la multiplication sous forme de définition,
tandis qu'Argand présente la sienne comme hypothése®*), On constate en

*i Voir & ce sujet I'observation de M. Thiele, p. XIL.
**: Voir Argand, Fssai, § 4, ainsi que, p. 80, la note par laquelle il termine en disant:
«Ln méthode dont on vient d'exposer l'essai, repose sur deux principes de construetion,
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oulre que les propositions dont fe démonstration expresse est, selon Wessol,
réclumée par lu logique, sont empruntées par Argand & la théorie des nombres
réels, telle par oxemple, la proposition importante concernant ln multiplication
des nombres & plusieurs termes, proposition dont Argand fuit usage, forsque
de la théorie des nombres imaginaires il déduit la proposition relative aux sén.
et cos. d'une somme, tandis que Wesse) fait Vinverse, comme on I'n vu, et
emploio la derniére proposition pour démontrer lu premiére,

Si nous passons & l'application des théories, lo travail d'Argand se
montre trés riche en exemples, dont pourtant la plupart sont des applications
de la proposition d'aprés laquelle, si « +bi = x4-iy (a, b, x ot y riels), on
B @==2 b==y. Toutefois quelques applications sont faites d'une autre manhiére,
Telle, par exemple, 1a belle démonstration gu'il fournit du théoréme de Ptolémdée,
et la fameuse preuve qu'il donne qu'une ¢quation algébrique o toujours une
racine de 1a forme a L b4,

Wessel n'a que deux exemples de Vapplication de ses théories, savoir
st démonstration du théoréme de Cotes (§§ 17 ot 18) et sa théorie de lu ré-
solution des polygones plans (8§ 19-24). C'est surtout la derniére de ces théories
qui est intéressante ot prouve bien & quoi, de son temps, on pouvait appliquer
I théorie des nombres imaginaires,

I suppose que les sens positifs des cotés du polygone se suivent en
série continue, et par angle du polygone il entend langle que fait le prolonge-
ment d'un cdté avec le coté suivant, par conséquent ce yue nous avons 1'hubi-
tude de nommer angle ndjacent & I'un des angles du polygone,

Si done, dans la série, on appello 11, v, v, ete. leg longueurs de coté,
Lol v, les angles, et qu'on entende par I' le nombre complexe cosi - gsing
(e = ¥—1 dans la nomenclature de Wessel), on a

= Ve v L vl Vv = 0,

en supposant que le polygone soit un quadrilatére. Combinée avee lo fuit yue
la somme des angles du polygone est égale & zéro (on & un nombre cutior

T e ESAEMAL 4 R w A Al el s am an ot

Fun pour In multiplication, I'autre pour 'addition des lignes dirigdes, et il a été observe
que, ces principes résultant d'inductions qui ne possédent pas un degré suflisant d'évidence,
ils ne pouvaient, quant i présent, etre admis que comme des hypothéses que lenrs
conséquences on des raisonnements rigourenx pourront faire admettre ou rejeter.. (‘¢
west que longtemps aprés que, dans sa lettre aux Annales des mathématiques, Argand
donne ses principes comme pouvaut dtre pris pour des définitions,
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de révolutions), celte proposition sert & trouver tous les élémonts d'un pulygone,
81 T'on en donne un nombre suffisant, 11 va sans dire quon peut faciliter cette
solution en choisissant arbitrairement lo coté par oit 'on commence, de méme
quan liew d'une éyuation, Von peut employer I'équation conjuguée. On peut
noter yue Wessel introduit un symbole spécial pour les quantités imaginaires
conjuguées; par exemple, il représente par 1~ lo nombre imaginaire conjugué
a 1'#),

[ N i Sl 2t ot s st S

*) Les renseignements biographiques sont tirés les ans de Moé: Lidsskrift for den norske
Personallistorie, lre série, fascic. 1-9, Chra. 1840, d'autres de C. Molbech: Det
kongelige danske Videnskabernes Selskabs Historie i deis forste Aarhundrede 1742
1842, Copenhague 1848, aimsi que d'Erslev: Forfatterlexicon, vol. 111

Avril 1898,



Seconde preéface.
Pur

T.-N. Thiele.

PR _—

Pour arviver & une détermiuation analytique de la position des points
dans l'espace & trois dimensions, Wessel, qui possédait des notions assez cor-
rectes sur Ia définition de l'addition et de la multiplieation, donne dabord,
conformément aux résultats de ses recherches sur le plan.

€y ez

comme expression générale d'une sdroites, c'est-d-dire de la diftérence de posi-
tion de deux points, x, y et z désignant les coordonnées d'un systéme diaxes
rectangulaires sur lesquels 1, Yy ot ¢ marquent respectivement les unités de
longueur positives,  Sans craindre ce quil pourrsit y aveir de paradoxal i
attribuer & une équation du second degré plus de deux racines, il assigne i
9® ainsi qu'd ¢? lo valeur —1.

La difficulté du probléme, & savoir la rotation, se présentant cnsuite,
il la réduit (§§ 22-34) en décomposant chaque rotation en rotations autour des
deux axes » et e dont l'un est perpendiculsire & Pautre, Pour désigner ces
deux genres d'opérations, Wessel e sart d'un seul et méme signe (,,), en mar-
quant la différence par celle des lottres » ou ¢ qui entre dans la [onction
opératrice (ou bien par les chifires romains pairs ou impairs dont il se sert
symboliquement pour ces fonctions opératrices: comme par exemple 1 --: ¢4,
i = g¥8), Ainsi

(@ -+ gy -+ e2) et

représente la rotation autour de Faxe » mesurde par lungle «.  Wessel dé-
montre que dans cette expression le terme axinl gy reste invaviable:

7w e = gy,

Lot
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tandis que pour les antres termes Yopération se réduit 3 une simplo  multi-
plication

(:L' = 82) y e = (x = 3»'3) es

Liopération est distributive en ce qui concerne lo terme sur leyuol elle porte; il
vient done

(@~ gy -~ 82) |, 5% == (@086 — zsing) - gy + s (esine - zcosa) .
L'expression analogue
&+ 9y -+ e2) ,, ¥

désigne la rotation autour de I'axe ¢ mesurée par Fangle B, et iei c'est lo terme 2
qui ne change point; les deux autres sont multipliés par e78:

(479 + 82 . e = (xc08 B — ysin B) + p{xsin B 4 ycos B) 4 ¢z,

Tandis que les rotations consécutives autour d'un méme axe se composent par
la multiplication des opérateurs

g% et — g slo4b)

des séries alternatives de rotations autour des axes y et ¢ nous menent & des
votations plus générales autour d'un axe queleonque,

Wessel, qui déja en traitant le plan ne s'était point montré empressé
i donner des applications qui nous feraient voir I'utilité et les caractéristiques
de sa méthode d'opération, se conlente de ce résultat absolument exact et satis-
faisant en principé, il est vrai, mais qui, en tant que théorie de 'espace, ne
saurait étre considéré que comme un commencement contenant en germe toute
une série de problémes. De ces problémes, il n'en relive qu'un seul, selon nous
le moins intéressant. Par une tris belle et trés nette conception des figures
qui, pendant une série de rotations alternatives (y et ¢), sont tracées swr une
sphére tournante par des points fixes se trouvant principalemont sur les axes
mémes y ot ¢, il obtient les équations fondamentales de la trigonométrie
sphérique et de la polygonométrie.

A la fin il expose la théotie des polygones gauches,

La trigonométrie sphérique est méme traitée avec beaucoup de détails
et occupe une grande partie de son mémoire. Ce qu'on y trouvera de plus re-
marquable, c'est peut-dtre que Wessel ne soit point tombé sur les ¢quations de

Gxauss ou de Delambre, bien qu'il ait été dans des conditions toutes spéciales
pour [aire ici I'heureuse découverte d'un fruit déja mfr,

i
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Wessel ne mentionne méme pas que la série des rotations alternatives
necessaires pour représenter une rotation géndrale se compose de trois rotations,
& 7 & ot bien 7, z 73 encore moins touche-t-il au probléme tout indiqué, i
savoir la déterminution de Faxe de rotafion et de Vangle de Ja rotation géné-
rale correspondante i ces séries de rofations ulternatives spéciales,

It faut bien le regretter, autrement il n'aurait pu manquer darriver aux
équations de Gauss, peut-étre méme aux quaternions.

La troisitme des rotations spéciales importantes, la rotation autour de
Faxe réel, n'a pas non plus attiré ses regards, ou, pour mieux dire, il semble
en détourner exprés lattention comme s'il s'était proposé d'en faive, & Voccasion,
Vobjet d'un fravail & part. Tout au moins on s'étonne qui d'autres égards
encore Wessel ait ét¢ aussi avare d'apercus sur les divers rapports de laxe riel
pendant Ia rotation, surtout qu'il n'ait pas donné des développements de

1,67, 678 e, ..
tandis qu'au § 34 il traite longuement
] 5 :
740 €. €18 €5 . et au §35 e e M 0.

it si au § 87, G & il décrit 1 figure tracée sur une sphére par I'axe réel pen-
dant les rotations alternatives ¢ et y, trahissant ainsi sa connaissance de quel-
ques-unes des propriétés de la rotation autour de I'axe réel. il a grande hite
ensnite de se retrancher derriére les limites qui lui sont imposdes, avec des
excuses presque aussi longues que tovte la digression.

Quon se rappelle qu'une rotation autour de Uaxe réel mesurée par
l'angle v doit {ransformer

Z-lgy+ex en r-d g(ycose — 28iny) + e(ysine 4 zcosv)
¢'eaf-d-dire que

1 i L : i ¢
(¢ -+ gy + &2} e = 2L (gy-i-g2) (cos v -+ {ziny)
== - gy Cost — z8ine) 4 s(ysine - zeose),
ce qui exige

ol

Hv = e of eed = gy
ou bien

b
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of Fon comprendra et que Wessel ait trouvé jci des difficultés ot quo cust ici
justement qu'il aurait pu chercher des indications pour des progrés ultérieurs.
En effet cotte dernitre équation lui aurait valu, 4 elle veule, la décou-
verfe des quaternions. Et quunt au prohléme le plus urgent parmi tous ceux
que Wessel avait touchés sans les résoudre: l'explication analytique de son
opération stévéométriyue ,, i aide des yquatre vigles de l'arithmétique, surtout
de la multiplication, c'est encore cette méme dyuation qui s'offrait pour lui en
donner la solution. Il aurait suffi d'effectuer ces quelyues multiplications:

et (R: e 7].'/ + 33) P L. (‘m _L_ e2) Pl -4 qye S!') 3t
= (% -+ ¢2) e 4 gy
= (x -}- 7Y —— £2) w a
et d'une maniére analogue
e (e - qy - 82) 1" = (2 yy + e2) ., €.

D'aprés les remarques finales de Wessel, il faut croire quil n'purait
pas hésité devant le fait qu'ici V'ordre des facteurs n'est pas arbitraire,

('est donc lomission du troisitme wxe qui s empéché de trouver
Fexplicution de la ressemblance entre ces opérations ,, et la multiplieation, res-
semblance qu'il avait pourtant hien vemarguée.

A qyuoi bon démontrer, avec force renvois & son mémoire (voy. surtout
S 10, 37 init., 71), combien de fois il a senti I'analogie et par quels moyens
inguffisants il a cherché & expliquer la différence? Qu'il nous suffise de re-
connaitre que son hon seus et la justesse de ses résultats ne se sont jamais
démentis. Dans la nouvelle voie dont il a trés bien vu l'importance, il ne lui
a été permis de faire que ces quelques pas préliminaires; mais ces pas il lex
n faits dans la bonne direction, sans jamais dévier, et nous n'avons qu'i
continuer comme il avait si bien commencé pour arriver uu caleul complet des
quaternions do ln maniére In plus naturelle et la plus simple.

i
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Essai

suar

la reprégentation analytique de la direction,

avec des applications,

en particulier 4 la détermination des polygones plans
et des polygones sphériques. .

Par

Caspar Wessel,

arpenteur.

{Présenté & 1'Académic Royale do Panemark dans sa séance du 10 mars 1797.)



[Note sur la traduction.|

{Le trduction en frangais du mémoire de Wessel a soulevé plnsieurs diffienltés.
Wessel n'avait & s disposition pour exprimer des idées entitrement nouvelles qu'un langage
mathématiyue encore trés pen développé. 11 a sn s'en serviv de maniére i no Inisser pluner
aneun doute sur ee qu'il voulait dire, et & faire ressortir partout lo clarté et In jusresse de
Wes pensées; mais trés souvent il n'y est parvenu que par do longues et laboricuses expliea-
tions sur des opérations et des notions quon a sn plus tard exprimer d'une aniére
simple et concige.

11 fallait conserver dans la tradnction les caractéres de co style, C'est ce que nous
avons tenté de faire, d'abord par respect pour ln pensée de I'auteur, et ensuite afin de ne pas
paraitre attribuer W ses idées un développement qui ne s'est réaliné quapres lui — et indé-
pendnament de lui.

o Toutefois, afin de faciliter In lecture, nous avons fait une exception d cet égard en
emprontant au langege des mathématiques modernes un wenl termne assez commode, ce qui
nous était bien permis & condition d'avouer cette petite infidélité an texte original. Wessel
appelle ligne droite ou simplement ligne une droite dont on connait la direction, le sens et
In grandenr, ce que nous appelons avjourd'hui segment (Strecke) on vecteur. Nous avons
crn contribuer & Ja clarté de l'exposition en nons servant constamment de P'expression seg-
ment pour remlre cette notion, qui joue un rile capital dans le travail de Wessel,

Les difficultés de ln traduetion se sont angmentées du fait qu'il n's pas ét6 possible
de trouver une sewle et mlme personne réunissant & un degré suffisant les conditions indis-
pensables ponr les sunnonter: la connnissance des denx langues et Iintelligence mathématique
du mémoire, Iln donc été nécessaire de diviser lo travail entre plusienrs personnes. Quant
i la fidélité mEme de la traduction, la responsahilité en incombe an soussigné, qui avait pour
tilche de surveiller lo présente réédition,

Les indications ou notes entre crochets (] sont dues au trad ueteur.)

[H.-G. Zeuthen.)



Lo présent essai a pour objet la question de savoir comment In direction
doit &tro représentée analytiquement, c'est-f-dire comment on devrait exprimer
les segments de droites, si Yon voulait, au moyen d'une équation unique entro
un seul segment inconnu ot d'autres segments donnds, trouver une expression
représentant & la fois la longueur ot la direction du segment inconnu.

Pour pouvoir répondre & cette question, je vais m'appuyer sur deux
considérntions qui me paraissent évidentes. Kn premier lieu, la variation de
direction qu'on peut produire pur des opérations slgébriques doit étre représentic
aussi par leurs symboles. Kn second liew, on ne peut soumettre Ia direction
o Ialgébre qu'en faisant dépendre ses variations d'opérations algébriques, Or,
selon la conception ordinaire, on ne peut la transformer par ces opérations qu'en
la direction opposée ou bien de positive en négative, et réciproquement, ]l
gensuit que ces deux directions seulement seraient suscoptibles d'uno roprésenta.
tion analytiquo conforme & la conception connue, ot que la solution du problime
gerait impossible pour les autres directions. Clost probablement pour cette
raison que personno ne s'est occupé de cotte matitro®). Sans doute on ne sest
pas cru permis de rien changor A la définition une fois adoptée des opérations,

- cmemae sumam we . .

*) 11 est pussible néanmoiny que magister Gilbert de Halle ait donné des explications
sur ce sujet dans un mémoire conronné ayant pour titre Calewlus situs. [Note de
Fautenr. — Les offorts que M. Stiickel a bien vouln faire pout retrauver ce mémoire,
qui wa pas 6td fmprimé, n'ont pas abouti. Du reste les lvres publiés par Gilbert

ne contiennent vien qui confirme ln supposition de Wessel sur ce gu'nurait contenu
le mémoire en question.)
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A celu il w'y a rien i objoctor, tunt qua la définition est appliquée i des quantités
ordinnires; muis il oxiste des cas spéeiaux ob la mature propre dos quantités
somblo nous inviter 4 donner aux opérations des détinitions particulitves. Alors,
sl Yon trouve ces définitions avantagouses, il mo parait quon ne doit pas les
rejoter. En offet, en passant de I'arithmétique & l'analyse géométrique, ¢est-d-diro
des opérations relatives i des nombres abstraits aux opérations sur des segments
de droite, on aura & considérer des quantités qui pouvent avoir cntre elles non
seulemont les mémes relations que les nombres abstraits, mais aussi un grand
nombro de relations nouvelles. Essayons donc de généraliser la signification des
opérations: n'en bornons pas, comme on 'a fait jusqu' présent, I'usage aux
segments de droite de mime sens ou do sens opposés, mais Gtendons-en un
peu Ia notion de fagon qu'elles s'appliquent, non seulement aux mémes cas
quauparavant, mais encore ) une infinité d'autres cas, Si en méme temps
quon prend cette libertd on respects les rigles ordinaires des opérations, on ne
tombe point en contradiction avec 'ancienne théorie des nombres, mais on la
développe seulement, on s'accommode & la nature des quantités et on observe la
regle générale gui commande de rendre, petit & petit, plus aisée & com-
prendre une théorie difticilo. 11 n'est donc pas absurde dexiger qu'on prenne
en géométrie les opérations dans un sens plus étendu quen arithmétique.
On admetira aussi sans difficulté qu'il sera possible ainsi de faire varier d'une
infinité de maniéres ln direction des segments. Par 13 précisément (comme
on le démontrera plus loin) non seulement on réussit 3 éviter toutes les opbra-
tions impossibles*) of & expliquer ce partdoxe quil faut quelquefois aveir
recours & limpossible pour chercher le possi®e, mais encoro on parvient 2
oxprimer la direction des sogments de droite situés dans un méme plan d'une
maniéro aussi analytique que leur longueur, sans que la mémoire soit embar-
rassée de nouveaux symboles ou de nouvelles régles Or il faut convenir que
In démonstration générale de théormes géométriques dovient souvent plus
facile lorsqu'on sait exprimer la direction d'une manitre analytique ot la sou-

*) [On thservera 4ue Yanteur appelle impossibles les nombres, les quantités et les opérn-
tions imaginaires.)
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mettre aux régles des opérutions algdbriques, que lorsqu'on est réduit & la
reprégentor pur des figures yui no sont applicables qud des cas particuliers.
Il paralt donc &tre non souloment admissible, mais mome avantageux, de se
sorvir d'opérations embrassant d'wutres segments que ceux qui ont le mdme sens
ou le sens opposé,
Pour ces raisons je mo suis proposé:
1° de donner les régles des opérations de cette nature;
2° d'en montrer par quelquoes exemples l'application uux cas oll les segments
8¢ trouvent dans le méme plan;
3° do déterminer par une méthode nouvelle, qui n'est pas algébrique, ln direc-
tion des segments situés dans des plans différents;
4° d'en déduire ln résolution géndrale des polygones plans ot des polygones
sphériques;
5° do déduire do Ja méme manidre los formules connues de la trigonométrie
sphérique,
Voili, bridvement indiqué, le contenu du présent mémoire. Ce qui m'a
8 donné Voccasion de I'éerire, c'est que je cherchais uno méthode qui permit
d'éviter los opérations impossibles; l'ayant découverte, je I'ai employée pour
me convaincre de la généralité de certaines formules connues. M. lo conseiller
Tetens a eu la patience de lire ces premidres recherches, ot c'est aux encou-
ragoments, aux conseils ef aux communications instructives de ce savant eélibre
que ce mémoire doit de se présentor actuollement sous une forme moins
imparfaite, ot aussi d'avoir 6t¢ jugé digne d'étre inséré dans la collection des
mémoires de I'Académie royale des sciences ot des lotires.

A - - s e
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Sur une méthode servaut i obienir, par des opérations algébrigues, des
segments de droite ag moyen d'autres segments, et en particulier swe la
divection qu'il faut leur attribuer et le symbole propre & les désigner.

— e

Il existo des grandeurs homogénes qui, lorsqu'elles s'uppliquent au
méme sujet, ne produigent les unes sur les autres d'antres modifications que de
simples augmentations ou diminutions.

It y en a d'autres qui, dans le méme cas, peuvent se modifier los unes
los autres d'une infinité d'autres manitres, Les segments de droite appartiennent
4 ln dernidre classe,

On peut, par exemple, d'une infinité de maniéres, changer la distance
d'un point 2 un plan en faisant parcourir au point une droite plus ou moins
inclinée sur le plan,

En effet, si la droite est perpendiculaire?®), c'est-i-dire si le chemin du
point fait un angle droit avec la normale au plan**), le point se meut paral-
lelement au plan, et le chemin parcourn n'a sucune influence sur sa distance
au plan,

Si la droite est indirecte, c'est-d-dire si elle fait un angle aigu ou
obtus avee la normale, le segment parcourn contribuera d'une quantité moindro
que st propre longueur & Yaugmentation ou & la diminution de la distance, - co
qui peut se faire d'une infinité de manitres,

Enfin si la droite est directe, c'est-d.dire si elle & ln mdme divection
que la normale, elle ajoute ou soustrait & la distance toute sa longueur; dans
lo premier cas olle est positivo, dans le second négative,

Tous les segments de droite qui peuvent éctre déerits par un point
mobile sont done, ou égard A leur effet sur la distance donnée du point & un

*) (L'autenr ne posséde dvidemment pas la notion de I'angle que fait une droite avee wy

plan; perpendiculaire veut dire perpendiculnive & la normale.)
*%) {L'autenr dit l'axe du plan.)
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plan fise, soit directs, soit indirocts, soit perpendiculaives, *) suivant qu'ils
ajoutent ou retranchent & la distance une quantité égale o toute In longueur du
segment donné, 4 une partio do ce segment, ou & zéro.

Puisqu'on appolle quantité absolue celle qui est donnée directoment
of non par ses relations avec d'sutres quantités, on peut dans les définitions
précédentes désigner ln distance sous le nom de segment absolu, et quant & Ia

contribution du segment relatif an changement de longueur du segment absolu,
on peut l'appeler I'effot du segment relatif.

11 y o d'autres quantités que les segments, qui sont suseaptibles des
relations que je viens d'indiquer. 11 ne serait done pag inutile d'expliquer ces
rolations d'une manitre générale ot d'en faire entrer 1a notion géndrale dans la
définition des opérations. Mais puisque l'avis des connaisseurs d’une part, de
l'autre le cadre du présent mémoire, of onfin la clarté de l'exposition exigent

qu'on n'embarrasse pas lo lectour de notions si abstraites, je me placerai goule-
ment au point de vue géométrique.

Je dis done que:

§ 1.

L'addition de denx segments se fait de la maniére suivante: on les
combine en faisant parlir Tun du point ol I'mutre se termine; puis oh joint
par un nouveau segment los deux bouts de la ligne briséo ainsi obtenue: ce
nonveau segment s'appelle alors la somme des segments donnds,

Si par exemple un point avance de trois pieds, puis recule de deus
pieds, la somme des denx chemins ne s'obtiendra pas en ajoutant aux trois
premiers pieds les deux derniers; mais elle sora égale & un pied compté en avant,
puisque ce dernier chemin, parcourn par le point, a le méme effet que l'en-
semble des deux autres chemins.

De méme, quand T'un des cdtés d'un triangle va do « & b, lo second
de b i e, on doit appeler le troisitine, qui va de « & ¢, la somme des deux
autres, ot le désigner par ab - de, en sorte quo e et ab - be ont la méme

FPOU—. o ormmanay

*) <Indifférents: serajt préférable, ol w'offensait pas les oreilles qui 'y sont pas
accoutiwmées. [Note de lauteny.)
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signification ow que ae =~ ab-f-be = — ba--be, si ba signifie lo sogment
opposé i «b,

Si les segments ajouiés sont directs, cette définition est complitement
'accord avec ln définition ordinaire. S'ils ne sont pas directs, on ne rompt pas
Fanalogie en disant qu'un segment est In somme de deux autres s'il a le mémo
offet quo ceux-ld, La signification que j'ai attribuée au symbole 4 n'a rien
non plus d'extraordinaire; par exemple, dans 'expression «b +b—é—' e=a «%ab. le
termo l»’é—‘- ne fait pas partie de la somme, 11 est donc permis aussi de poser
ab-+-be = ac sans qu'il soit nécessuire de se figurer be comme une partle de «c;
@b--be est senlement Jo symbole par lequel on désigne «e.

§ 2

Pour ajouter plus de deux segments, on suit la mémo régle: on les
combine de fagon que I'extrémité du promier coincide avee lo premier point du
second, l'extrémité de celui-ci avec lo premier point du troisitme, ete.; puis on
joint par un segment le point ol le premier segment commence au point oi
le dernier se termine, et on appelle co dernier segment la somme de tous los
segments donnés,

Pen importe quel segment on prend pour le premier, quel pour le
second, le troisitme, ete. Car si un point déerit un segment de droite, ce
segment aura le méme effet sur los distances du point & trois plans perpendi-
culaires entre ocux, quelle que soit sa situation par rapport aux plans; par
conséquent, lorsqu'on ajoute plusieurs segments, la contribution de I'un d'eux 3
la_détermination de la position do l'extrémité de Ia somme reste ln mdme, que
ce segment soit lo premier, qu'il soit le dernier, ou qu'il occupe un antre rang
quelconque, Par conséquent, dans I'addition des segments, lordre des termes est
arbitraire, et la somme resto toujours la méme, parce que, supposé donné son
premier point, le dernier aura toujours la méme position.

Pour cette raison on peut aussi dans ce cas représenter la somme en
unissant par le signe - les segments ajoutés. Par oxemple, lorsquon & tiré
dans un quadrilatdre le promier coté do « & &, lo second do & & ¢, lo troisidme
de ¢ & d, mais lo quatritme de « & d, on aura ad = ab 4 be + ed.
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& 3.

Si o somme do plusieurs Jongueurs, largeurs ot hauteurs est égale &
zéro, la somme des hauteurs, celle des largours et colle des hauteurs, prises
séparément, soront nussi égales & zdro,

§ 4.

Lo produit de deux segments de droite doit, sous tous les rapports,
étre formé avec 'un des facteurs de la méme maniére que I'sutre factour est
formé avec le segment positif ou absolu qu'on a pris égal & 1; cest-ii-dire que;

1° Les facteurs doivent avoir une direction telle qu'ils puissent Gtre
placés dans le méme plan que Punité positive;

2° Quant & la longueur, le produit doit Gtre & 1'un des factours comme
Fautre est & l'unité;

' 3° En ce qui concerno la direction du produit, si T'on fait partir de la
méme origine I'unité positive, les facteurs of lo produit, celui-ci doit dtre duns
lo plan de l'unité et des facteurs, ot doit dévier de l'un des facteurs dautant
de degrés et dans lo méme sens que I'autre facteur dévie de l'unité, en sorte
quo I'angle de direction du produit ou sa déviation par rapport & Iunité positive
soit égale 2 la somme des angles de direction des factours.

§ b.

Désignons par - 1 I'unité rectiligne positive, par -+ ¢ une autre unité
perpendiculaire & la premitre of ayant la méme origine: alors l'angle de
direction do -1 sera égal & 0°, colui de —1 & 180°, celui de ¢ f 90° of
colni do —e & -——90° ou & 270°; eb solon Ia rigle que I'angle de direction du
produit est égal & la somme do ceux des factours, on aura: (+1)(-}-1) = =41,
(+1)(—1) = —1, (1) (1) = L1, (+1)(-F8) = b g, (41):(r-8) = —s,
(=1)(8) = —& (1) (—8) = +e (+e)(+e) =—1, (Fe)(—e) = e
(—e)e(—e) = —~1, o

11 en résulte quo ¢ ost égal & ¥—1 et que la déviation du produit est

déterminée de tollo sorte quion ne tombe en contradiction avee nucune des
régles d'opération ordinaires,
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§ 6.,

Le cosinus d'un arc de cercle ayant pour origine lextrémité do son
rayon +1 est lo segment do co rayon on du rayon diamétralement opposé qui
commence au cenfre of se termine & la projection orthogonale de l'autre hout
do Pare. Lo sinus du méme arc est mené perpendiculairement de Iextrémitd
du cosinus & I'oxtrémité de l'are,

D'aprés lo § 6, le sinus d’un anglo droit est done 6gal & ¥—1. Posons
V—1 «=¢; désignons par » un angle quelconque et par siny un segmont de
lo méme longueur que le sinus do Y'angle, mais positif lorsque I'arc qui mesure
Fangle se termine sur ln premidre demi-circonférence, négatif lorsqu'il so termine
sur In dernidre demi-circonference. Alors d'apris les §§4 ot 5, ¢ sinv oxprimera
lo sinus de 'angle v en direction et en grandeur.

§ 7.

Conformément aux §§ 1 ot 6, 18 rayon qui commence au centre of dévie
do I'angle v de T'unité positive ou absolue est égal & cosv + esinv. Or, Papris
le §4, le produit de deux facteurs dont I'un fait avec l'unité Yangle #, et I'autre
Tangle «, fora avec la méme unité l'angle 9. Done, lorsqu'on multiplie le
segment de droite eosv - esino par lo segment cosw - esinu, le produit sera .
un segment do droite dont angle de direction est égal & ¢ L-w. Par conséquent
on peut, daprés les §§ 1666, désigner lo produit par cos(v-+ #) + esin{v-4u).

§ 8.
On peut encore exprimer d'une autre manitre co produit
(cosv{-28inv) (cosae -+ esinu) ow cos(u-4v) 4 esin(u-4-v)
on formant la somme des produits partiels obtenus en multipliant chacun des
segments dont la somme constitue I'un des facteurs par chacun des segments
dont Ia somme constitue l'autre facteur. On aura ainsi
(cos v} g3inv) (COSte 4 esint) = €089 COS% — sino sin -t ¢ (Cosvsin 4 —}-cosusin )y
ce qui ost uno conséquence des deux formules bien connues de Ia trigonométrie
cos (v 4 u) == cosv cosu — sinvsinu,
8in (v} ) == cosvsinu 4 coswsinv.
On peut, rigourensement ot sans aucune difficulté, démontrer ces formules dans
tous les cus, que les deux angles ou seulement l'un deux soient positifs ou
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négalifs, plus grands ou plus petits qu'un sngle droit. Done les théorémes
qu'on en peut déduire sont exucts dans toute leur généralité,

§ 9.

Lie segment do droite reprévonté par cosv 4 esinv est, d'aprés le § 7,
un rayon de cerclo dont la longuour est dgale & 1 et dont lu déviation par rapport
d co80° est égale & Tangle ». 11 s'ensuit quo r.cosv - resiny désigne un
sogment de droite dont la longueur est égale & » e dont Tangle de direction
est v; car si lon rend les cdtés de I'angle droit d'un trinngle rectangle r fois
plus grands, Uhypolénuse devient en méme temps r fois plus grande ef les
angles restont inaltérés, Or, la somme des cotés de I'angle droit est, d'apris
le §1, égale & Thypoténuse; par consGquent on a ».cosv 4 . gc08v = r(cosv
-+ esinv). Voild donc I'expression générale d'un segment de droite queleonque,
qui est situé dans le plan de cos0’ ot do £sin90°, qui dévie de v degrés par
rapport & cos 0° et dont la longueur est #,

§ 10.

Si nous désignons par a, b, ¢, d des segments de droite directs d'une
longueur quelconque, positifs ou négatifs, et que les deux segments indirects a-i-¢b
¢t ¢-{-¢d se trouvent dans le mdme plan que I'unit¢ absolue, on pourra trouver leur
produit, méme dans le cas oi leurs déviations par rapport & l'unité absolue est
inconnue*). 11 suffit en effet de multiplier chacun des segments qui constituent
I'une des sommes par chacun de ceux qui constituent l'autre somme; alors la
somme de ces produits représentera le produit cherché en longueur et en direc-
tion, de sorte que («--eb)(c-{-ed) = ac-—bd-1-¢(ad-Lbe).

Démonstration, Soient 4 la longuoeur du segment «-¢d ot v degrés sa
déviation par rapport & I'unité absolue; soient C la longueur du segment ¢--ed
ot % sa déviation; alors, d'apris le §9, on aura

44 &b = A.cosv{ A.gsiny, e-ed = Cieosu -+ Cogsing,
el par conséquent

== A.co8v, b = d.sing, ¢ = Cocosuw, d = C.8inu §3).
?) {Clest-v-dive sans en détorminer préalublement les dévintions. ]
2#

IR U P
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Or, daprés le §4, on aurn

(¢--8b) (c+-ed) = A-C:feos(v-|-w) - esin(v-}-u)}
= A+ Ce|eosvcos u—sinvsinu - g (cos ¢ sinw 4- coswsin o)}
(§8). Done, en vemplagant 4.Ccos v cosu par ve ob 4.C.sin v sin par bd,
ete., on obtiendra le résultat qu'il fallait démontrer,

Il g'ensuit que los cas mémes od les segments b ajouter ne sont pus
tous directs ne font point exception 2 la rigle bien connue qui est In buse soit
de lu théorie des équalions soit de 1o théorie des fonctions entidres et de leurs
divisores simplices, & savoir que, pour multiplier deux sommes I'une par lautre,
il faut multiplier chaque terme de l'une dos sommes par chaque terme de
Fautre. Done, si une équation entre des segments de droite admet une racine
de la forme «-i-¢b, cotte racine représentera un segment indirect. Mais si Ton
avait & multiplier des segments de droite qui ne se trouvent pas tous les deux
dans un plan passant pur lunité absolus, on ne pourrait appliquer la régle
précédente, Clest pour cetto raison que je ne m'occupe pas de la multiplication

de tels segments. Une autre manitre de représonter la variation de leurs direc-
tions se trouve plus loin aux §§ 24—35.

§ 11.

Lo quotient multiplié par le diviseur doit reproduire lo dividende. Il
n'esh donc pas nécessaire de démontrer que les trois segmonts doivent se
trouver dans un plan passant par I'unité absolue, car cola résulte immédinte-
ment de la définition donnée au § 4, Do méme on voit aisément que le
yuotient doit faire I'angle » —u avec I'unité absolue, si 1o dividendo fuit l'angle
v ob le diviseur l'angle « avec cette méme unité.

Si par e\emple on & u diviser A (coso-I-e¢sinv) par Bcosu -+ esinu),
le quotlent sera ~—|cos (v—u) - esin(v—u)], parce qu'on a d'apris le § 7

B [cos(v--u) +-esin(2—u)] « B(cosw -} esinu) = A(cosv -+ gsinv);

ou bien, comme %[cos(v—~z¢]+;sin(v--:c)‘| multiplié pav le diviseur B{cosu
+-¢sinu) est égal au dividendo A(cosv-gsinv), lo quotient cherché sera

% [cos (v—wu) - esin{p—u)),
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§ 12

Si ay b, ¢y d sont des segments divects et que u 4-gb of ¢+ ed s0

trouvent dans un plan passaut par I'wnité absolue, on aura g‘;-l' a =
et lo quotiont sern dgal & ’
d-|-2b . 1 ¢—ed
e ed = el ced = e oy s
= [u¢+-bd {-e{be—ad)]: (c*4- d2),
En effet, d'wprés le §9, on peut poser
«4eb = A(cosv-{-esinv)
ot
¢+ ed == C(cosu--gsinn),
d'od résulte, d'uprés le § 3,
¢ —ed == C(osu —esinu).
Or, comme on a (§ 10)
(ct-ed)(c—ed) = c*4-d* = C?,
on aury
et _ 1 0 8it
S d 0 (cos i — ssinw)
ou bien
—ed 1 . 1
;;ci'_"*_'f{z'i =@ [cos(—u) + esin(—u)] == & ed
En multipliant ensuite par
a--gb == A(cosv4-gsine),
on obtiendra
ce—ad A , . a-|- g
(a-{—sb)am-,: i [cos (v —u) -+ esin (o ~—.u-)] = eied

¢ — gd
¥} ?

(§10)

(§ 1),

(¥ 11).

Les quantités indirectes de cette nature partagent donc avec los quun-
tités directes la propriété que, si le dividende est une somimne, on obtient, en
divisant chaquoe lerme de cotte somme par lo diviseur, plusieurs quotients dont

la somme cst lo quotiont cherché.
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§ 13
m otant un nombre entior, on obtient, on multipliant Pexpression

v, R " . . . N
CO8 — - & Blll — n fols por clle-mdme, la puissance cosv -1- gsine (87); done

L

!
+ po * i’
H a Bl M ; ll .
(c08v - e sinp)* == cos - + ¢l -

Mais, d'upres le § 11,

cos( 7U)-%win( 9) L
—— ——— At gt e
n W/ cosZ 4 gsin 2
w
1

-—'.
e = (C08v-}-gs8inv) ™ ;
(cosv |- ¢ sino)»

par conséquent on o toujours, que m soit positif ou ndgatif,

v . .=
J— ——. + ” m
Co8 m+ssm = (cosv -+ gsinv) =

done on aura toujours
a2 n . N
(cosv -1~ gsino)m == cos;;;'v—]wsm il
m ob n étant des nombroes entiers quelconques.

On trouve de cette manidre la valeur des expressions telles que

— e

e VAR ——
b+cV—1 ou Va + Vb +e¢V—~1; on peut par exemple roprésenter

3 — Py
V4V3+4V=1 par un segment de droite dont lo longueur est égale 3 2 ot
dont I'angle avec I'unité positive a pour mesure 10°.

§ 14,
Deux angles qui ont le méme sinus ot le méme cosinus ont une diffé-
renco qui est égale soit & 0, soit & -4.4 angles droits, soit & un multiple de
+ 4 angles droits; et réciproquement, si la difiérence do deux angles est égale

s0it & 0, soit & -4 angles droits, pris une ou plusieurs fois, alors lours sinus,
ainsi que leurs cosinus, sont égaux respectivement,
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§ 10,

m Gtant un nombro entier of 7 = 360°*), (cosv-{-esine)™ a seulement
les m voleurs différentes qui suivent:

v . v**) - + 2 -+ on-1-v
o8 — - gsin — /, cos~ 1 J-esin 1~ eop"=t " 4 ——— .
" 1 m m |- esin OB esin m !

m—lxto . (m—Yrtov
€08 o + ¢ sin - — 1.”.._._“,_

’

car l¢s nombres par lesquels n est multiplié dans la série préctdente forment
une progression arithmétique 1, 2, 8, 4, ... m —1. Donc la somme de deux
termes est dgale & m, quand I'un est aussi ¢loigné de 1 que l'autre I'est de
m—1; et si lo nombre des termes est impair, lo terme du milieu multipli¢ par
2 sera 6gal o m. Par conséquent, gquand on fera la somme des deux termos

(m—mn)n-{-v ot (m«-u)a--{—v
m

, Bl lo dernier est aussi Gloigné de ’5-;}:—? que

(mm-v:’)‘n-}-v Test do (m D"‘*‘", cette somme sors Cgale &

21— 44— 2v

A ..L.

" " m + m
Or Tladdition de (ﬂ-:;-;ﬂﬁ équivaut & la soustraction de = -’%-(:5‘); done

les angles (m—n)(—m)fv ., (—w)n+tv
n "

auront, d'apres le §14, le méme

cosinus et loe mdéme sinus, puisque leur différence est égale & #=; do méme

(m—1¢) (—m) -+
"

— g me donne pas d'autres valeurs que -J-m. Il ne se trouve pas dans cette

suite des valeurs égales entre eolles; car la différence de deux angles de la

série est toujours plus petite que = et elle n'est jamais égale & 0. On ne

trouve pas non plus d'autres valews en continuant la série; car les angles

4 . . ~L 9
aurn mémes cosinus et sinus que = 3 par conséquent

deviendront alors 1:-!—-;::. - E—;};—’-’ ' 2“+ —, ete.; done, d'apres le § 14,

B AMABE A ML e scaieai n aad— A T s s = e Aew

*) [En continnant 1a Jecture, il {12 bien ze rappeler ect usage extraordinaive de I lettre z.)
¢¢) [L'édition ariginale a cosv + ssinv.)
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los valowrs de leurs cosinus ot do leurs sinus redeviendront les mémes, Si
Ton rencontrait des angles ne faisant pos partio do ln série, = ne sernit pas,
dans leurs numérateurs, multiplié par un nombre entier, et In multiplication
des angles par m ne donnevait pas un angle dont ln différence nvec ¢ serait
égale & 0 ou -« ou A un multiple de F gy ot par conséquent la m'dee pyig.

sance de la combinaison du copinus ot du sinus d'un tel angle ne serait pas
égale & cosv -} gsine,

§ 16, -

Sans connaitre T'angle que fait le segment indirect 14 avee l'unilé

absolue, on trouve, dans le cas od la longueur de  est plus petite que 1, pour
la puissance (1+4a)™ l'expression

(o= 1424 20y

Si I'on ordonne cette série suivant los puissances de m, ello conservern
sn valeur et se transformera en *

l 2‘! 8‘3
L+ T g oo

ofl

x? ws zl

Pty ot

! est la somme d'un segment direct ot d'un segment perpendiculaire & 1'unité
absolue. Si T'on désigno par « lo segment direct et par bY—1 lo segment

perpendiculaire, b sera la plus petite valenr positive de I'angle que forme 1--z
avec Tunité absolue, ot si l'on pose

1 1 1
Mrrtretrastee - e
T2 aja —
on pourra représentor (14-=)* ou 1+"-1'~l+ —;’;%- -} :I’%Im?l-?,+ voo PAr gMetwbl—i
cels veut dire que (1-+a)* a lu longueur ¢m of Tangle de direction b, que m
soit positif ou négatif. On aura ainsi une nouvelle manidre do représentor la
direction des segments dans le méme plan 4 I'aide des logarithmes naturels.
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Je présenterui une auire fois, si VAcadémie me le permet, les preuves
complites de ees théorémes. Ayant rendu compte & présent de lu muaniére dont
il faut, selon moi, entendre la somme, le produit, le quotient et la puissance
des segments de droite, jo me bornerui ici & donner quelques exemples de I'up-
plication «de la méthode.

1L

Démonstration du théoréme de Cotes.

Jo suppose connu que, si I'équation a»-pan-i--gan—2-4- ., —s2t-f = 0
a les # racines a, b, ¢, ... g, la fonction entitre 2" -—pen-i-igzn—2-. ., 4 821
aura les divisores simplices z2—a, 2—b, 2—-¢, ..., z—g, ¢t en sera le produit.

§ 18,

Le théoréme de Cotes consiste en ce que:
Si les ares de cercle «b, be, ¢d, de, e¢ (fig. 1) sont en nomhre n et ont
o *
les mesures ?‘;?— s —:—:-, quon pose le rayon on—=»r, @0 = —p, Op =2, po =
%, et que p soit Vextrémité des segments ap, by, ep, dp, ep, on aura
ap bpcpodpeep = zn— ",
En effet, on conclut des §§1 ot 9
ap == 2—1,
T T
bp == 2--2r{cos----}. sm—-—)
P2 w UEERR )

Qe . . 9r
ep = z—pr{cos’: -Loggin=ly|,
) "

n

LESTITRT AT IS
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H

3 . 3
d[) ST o ((‘08 e b w8IN r‘) R
" )
4 . 4
op = 3= ((‘03 B g s -ﬁ) '
" )
on
n—1x . {n--
ep == 7 —) (cos(-~ ek -;--ssm( -U-“-).
" "
Or du §15 on conelut quo les racines de I'équation 2*— — 0 gont
S - 2z . 2 n—1 . (n—Nn
’, r(cos -E: - ¢gsin i;-), r(cos —’-;:- - gsin 7,"5')' r(cos(— '"}T}'?‘L csm( )

done on aura d'apres le § 17
R 1 = apbpocp dpep,

Par conséquent la longueur de 27— ,» ot Ggalo au produit des lon-
gueurs des segments ap, bp, op, ote, (§ 4).

Sur 1a résolution des polygones plans.

§ 19,
Jo cite sans démonstration les formules connues de trigonométrie:
a) sin(a--b) = sinacosd - sinb cose,
b) cos{e--b) = cosacosh — sinasind
¢) s8in2u = 2sinccosa,
d) 1-tcosde = 2costa,
e) l—cos2¢ = 2sine,

[ tga = - S_in2a

1' & COS 22! )
: 1 M ] . a b (‘ “'—‘b
g) sine-sinb = 2sin ;g._ 08 —5
; . a-+~b ., a—10
h) sine—sind = 2cos ~--'2_.. gin —5" s

. b a—1b
1) cosh—cosa = 2sin —5— sin -

L Q-.. ?



14

k) sive - sind " -y
03 ¢ -1 vosb ¥ g
sie - sind a— b

) . = o

s MY - -,
cosa 4-cosbh ¢ 2

Pour la résolution des polygones il peul étre utile de se rappeler aussi
que, si un probléme est ramené i la résolntion de Féquation « ==bceosu - csing,
u (tant la seule inconnue, on pourry, eb posant f;-mtggﬁ ou -%m cobe, eviter
I'équation quadratique qui donunait sinw et cosu.

On trouve ainsi ¢ ou ¢, qui est positif ou négatil et n'a pus hesoin
d'étre plus grand que 90°  Une fois ¢ ou ¢ trouvé, on tire « de lune des
¢quations suivantes:
sin (4 ¢) = asingib = acosgre
weosgp  asing

6 e

En effet, si I'on divise par ¢ ou par b Jes termes de I'équation donnée
4 == beosy 4 esinw, ot qu'on remplace ensuite g-par sa valeur tgg ou cot ¢,
ot 7 par cotp ou tgh on obtiendra

of

03 (st —¢h) = o8 (¢h— ) ==

« , .
- = tgg cosu 4 sinu = cotd cosu 4 sinu
ou

« . .
3 == cosu + cotsinu = cosu 4 tgdsinu,

Done, si Fon multiplie leg termes de la premivre de ces dquations par vos ¢,
ceux de la seconde par sin¢, ceux de la troisiéme par sing et ceux de I
quatriéme par cos ¢, on obtiendra

a . :
= Wsg = sihgcosu <+ 08 ¢ s,

(’ $ : *
—-sing = cosdeosu -+ sin wsin thy

«

; sing

§

8if ¢z cos i 4 cos ¢ sinu,

a e
A Cos¢l = co8¢hcosu -} s w s ¢,
33
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Done, dapris le § 19 a) ot by,

¢ €03 ; asing

co ¥ - sin (e + ¢), *-—E"-"i = O3 (U~ ) = cos(d-- u),
« sin . . ucosy ‘

= = s (e s-g), - = cos(u—¢) = cos(y— u)

§ 2L

Un polygone est indéterminé lorsquon en connait seulement les
angles et les cOtés sauf trois. Ceci est évident si les trois cotés inconnus se
suivent; car alors on peut mener A l'un des cotds inconnus dos droites paralltles
qui’ rencontront les deux autres cotés inconnus en des points variables, en sorte
que les trois cités inconnug auront une infinité de déterminations. 1l g'ensuit
que les trois cotés inconnus peuvent avoir aussi une infinité de déterminations
différentes dans lo c¢as ol ils ne se sujvent pas; car lordre des cités étant
atbitraire relativement 3 leur addition (§2), on peut toujours, en partant d'un
polygone donné, en construire un autre dans lequel les cdtés ont la méme
longueur ef la méme direction ot n'ont de changé que leur ordre.

§ 22.
Soit dans un polygone abed (fig. 2) l'un des cotds ab, compté de a A
b, égal & l'unité absolue: soit le suivant be compté de b Y e, ed de ¢ & d, da
de ¢ & a; désignons par les nombres pairs u, 1v, vi, viu les longueurs des
cotés, et par les nombres impairs 1, m, v, vu leurs déviations [comptées en
degrés] par rapport an cité précédent prolongé, en regardant ces déviations

comme positives ou négatives suivant qu'elles ont le méme sens que le mouve-
ment diurne du soleil ou le sens inverse,

Désignons encore pur r, ut, v', vir' les expressions
cost - e8int, costu - gsinm, cosy 4 esiny, ete,
et par 1, ur—, v=, vir— les expressions

€08 (—1) + esin(—1), cosui-——gsinm, cosv-—gsinv, otc.
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Cela pos¢, en menunt de « des droites paralléles & e, ed, de, on

verr qgue:

10

30

40

La premitre des paralléles dévie de w degrés de wb; Ia seconde des paral-
leles dévie de m-}-v dogrés de ab; ot la troisitme, ou bien le prolonge-
ment «e du dernier coté da, dévie de ut 4 v-i- vu ou ——1 degré de ub,
Done la totalité de tous les angles est égale & O et Ju mesure de Jeur
somme est soit O, soit 7~ 4 angles droits, soit un multiple de ce nombre,

B ol VeV oviten’ oV o’ == 0

car (§ 2)

ab + be 4 ed + du = 0.
Or

ab = u, be = .y (}9),

ed = v1 fcos (111 4 v) - ¢ sin (4 v)]
dupres le § 9 el le précédent ne 1, ou bien, d'aprés le § 7,

ed == viur'ev',
et de la méme maniére on démontre que
da = vur.nur'.v'.vi',

e o0 ovnd v Ve v - viovid - v == 0,
Car, en divisant par w'.v'.vir’ les termes de I'équation précédente du ne 2,
on obtiendra d'apres le § 12

e HI™ e V= e Y™t IV o V0 e NI i VL VI e VIHE = (),

Or chaqgue terme de cette équation, excopté le dernier, est multiplic par une
combinaison d'un cosinus et d'un sinus (le premier par exemple est égal i

1 feos (ur 4 v 4 vir) — gsin (nt 4+ v 4 vin)]);
la somme de tous les termes directs, ainsi que la somme des termes multi-
pliés par un sinus, est égale & 0 (d'aprés le §38). Done la somme totale
est dgale & 0, méme quand on change le signe de chaque sinus, et alors
T'expression |I'éyuation] se transforme en celle qulil fallait démontrer.

ur' --m— = 2cos i,
nev b onrerev = 2c08 (- v,
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HEoV=s e ¥ e 2eos (1 —-v) ,
W' - e ow= Qesinu,

eV — ey e 2esin(in —v),
eV ey’ = 2esin (i v),

(=1 ety e LT
(w1 sty = P4-(m 3!
(Y1 ot — LU
P scotin = { — (i

Lexactitude de ces formules devient évidento, si T'on remplace ur', nr-,
V', v=¢ par leurs valeurs

COS I+ gsinml, cosi— gsinnr, cosy J.gginv, ete,

§ 23,

Deux équations de In forme citdée aux n** 9 et 30 du paragraphe précé-
dont suffisent pour la résolution d'un polygone quelconque, lorsqu'il n'y a
Finconnus que trois angles, on deux angles et un coté, ow un angle et
deux cotes,

En effet dans le dernier cas I'angle inconnu aura le méme sinus ot le
méme cosinus que la somme des autres angles, avee des signes opposés (§ 22, 19);
dans les deux autres cas on éliminera I'un des angles inconnus en le prenant
pour T'angle 1 des n°* 2° et 3o du § 22. Alors les équations ne contiendront
que deux inconnues, On peut done trouver unme inconnue en fonction do
Fautre au moyen de l'une de ces équations. En portant cette fonction dans
lautre équation, on aura éiminé Fune des inconnues et par ce moyen on finit
par trouver I'autre,

Soient par exernple 1, ur et vi les inconnues du polygone de la fig, 2
et cherchons ur.  Alors, d'aprés lo § 22, 2 et 3°, on aura

- v’ vrenr oV -bvin ' ovev = 0,
e B+ Vo VI - v o Vo vl < vEevi e yggg == Q)

Un diduit de la premidre équation

—IHE eV e IV V= e YLV == VI,
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et en portant celte valeur de vi dans Fantre équation, aprés en avoir divisé les
termes par vir’, on obliendra
RS R S 1 FF ({oal R0 el S L PR oy (PR o N TT PR TR U T IO L ¢}
Done, dapres le § 22, 4,
Neg 28I (1) - IVege 28INV—vie g 28invy = 0,
ot bien _ .
VI SIVIL— IV 8iDn Y

gin (i -4-v) = - ) .

W e oAb —— 1 —— e oimm At——- A= -

I

Sur la représentation de la direction d'un rayon dans wne sphiye,

—— e

C§ 24,

Supposons que dans une sphére deux rayons horizontauux fassent des
angles droits et que fous deux soient perpendiculaires & un froisitme rayon.
* Supposons encore que l'un des rayons horizontaux aille du centre & gauche et
soit égal & », que l'autre aille du centre en avant et soit égal & er, que le
rayon vertical aille du centre en haut of seit égal & 5», ot que les rayons
diamétralement opposés soient —»r, —er, —ypr. La letire » désigne la longueur
du rayon; les unités e et » sont toutes deux perpendiculaires au rayon -i-1 e,

par rapport & celui-ci, »* et 2 seront foutes deux dgales & —1 (§ 5).

§ 25,

Le plan déterminé par les quatre rayons », —»r, yr, —yr et le plan
déterminé par o, —», gr, —er font un angle droit et coupent la sphire suni-
vant deux grands cercles dont jappelle celui qui passe par » et pr le cercle
vortical et celui qui passe par les rayons horizontaus » el g Thorizon. Nous
compterons les ares du cercle vertical et conx de ses paralléles a partir du point
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('intersection i gauche avec Phorizon, positifs en haut, négatifs en bas. [Les
ares horizontaux seront comptés 3 partir du cercle vertical, positifs dans le gens
du mouvement du soleil et négatifs dans le sens inverse. Désignons par exemple
Fhorizon (fig. 8) par oewyhpi, un cercle paralléle par &fs8, le cercle vertical
bar okzqno, les piles de Ihorizon par x et n, et ceux du carcle vertical puar
peby Alos co= et = —p ¢y = ¢, Cp == —gky ¢ = pF Ch =
—gFy oy = +90°% op = —00°, or = -L.90° on = —00°; les ares du

cercle paralléle doivent étro comptés & partie de k, positifs & ganche et négatifs
a droite.

¥ 26,

Menons un segment de droite cd du centre ¢ do I sphére (fig. 3) & un
point d du rayon commun aux plans de Uhorizon et du corclo vertical; menons
un autre segment de droite de du point extréme do cd parallélement & l'axe
an de I'horizon, et enfin do l'extrémité de de un troisiéme segment de droite of
paralléle & I'axe py du cercle vertical. Ces trois segments seront les coordonndes
du point £ ol se termine ce dernjer segment ef. Le premier ed est l'absecisse
du point f ef sera désigné par 2; il o méme Qirection soit que le rayon +»,
soit que le rayon —»r. Le second et le troisitme segment, de et ef, sont les
ordonnées du point f. TLe second de représente la distance du point f au
plan de T'horizon; il sera désigné par 7Y, parce quil est paralléle & »r ou 3
—yr. Le troisiéme ef est la distance du point f au plan du cerele vertical of
nous le désignerons par ez, parce qu'il ost paraliele an rayon er ou N —gp,

Le troisitme of (= e2) fait un angle droit avec lo second de (= yy) ot
celui-ci, py, un angle droit avee le premier ed (= ).

§ 27.

Un rayon dont lo point extréme a pour coordonnées =, zy, ez sera
désigné par a - 9y - ez (§ 2. On multiplic « “gy par «-d-9b et
@t ez par ¢ -i-¢b de la méme manidre quo ¢-tdV T par «-+byY~1; car
les angles de direction de 7 et de ¢ Ctant comptis tous les deux & partir du

méme rayon -1 (§25), on aura, d'aprés lo 80, g7 ==—1 ot ¥ = —1, ot par
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consdquent on trouve les produits (- yy) « (@ -+ 9b) et (¢4 s2): (¢« 4 ¢b)
d'aprés la régle du § 10, rFECO L

§ 28. !’ POLYTECHNIQUE

, , , (BibTotpeqPt)

Supposons qu'un point avance ou recule d'un certain nombre _
f3 (= m) sur la circonférence d'un cercle horizontal gkfs (fig. 8), et que ses
«oordonnées soient égales & ¢d (== 2'), de (=) ot ef (=e#). Alors l'ordonnde
7y restera inaltérde, parce que le point reste towjours & la méme distance
de Vhorizon; mais V'abscisse ed (= we) ou &' devient w! (= 2”), l'ordonnée ef
(== ¢7) devient /s (= ¢2”), et ln somme des deux nouvelles coordonnées ! - Is
(= &’ ¢2") sera édgale & (2'-+ e2’)« (costu-esinm)., Désignons en effet
par p le rayon wk, par 1 la mesure de I'angle Auf, en sorte que la mesure
de I'angle kus devient égale & 1-f-1u.  Alors on sura, d'apris le § 9, we+ ef
(= &/ -} ¢2) = p(cos1{-¢sin1); de méme, d'apris lo §8, Wl 4 Is (=a"L ¢2")
== p[cos (14 1)+ esin (14 w)] = p (cos 1~} ¢8in1). (cos 1 4 ¢ sin m1); done,
si I'on remplace p(cosiesiniy) par o'--e2, on aurs 2”2 = (&' e2')
. (cos 11 -+ gsinin).

§ 29.

Si un point déerit sur le cercle vertical ou sur un de ses paraliiles
un arc dont la mesure est égale & 11, la somme de ses deus coordonnées initiales
' of gy’ deviendra égale & (¢'-|-yy') (cosu+-ysinu); mais la troisiéme coor-
donnde ez’ reste inaltérée, parce que la distance au plan du cercle vertical ne
peut changer tant que le point reste sur le cercle paralldle au cercle vertical.
Du reste la démonstration est, d'aprés le § 27, tout A fait analogue & celle
qui précéde.

§ 30.
Si lo rayon de la sphére a pour coordonnées [de son extrémité| z, y,
g2, on lo désignera, d'aprds le § 27, par 2+ yy-- ez Mais si on change sa

direction de manidre que son extrémité se déplace de 1 degrés dans le sens
horizontal, il deviendra (§ 28)

7Y+ @+ e2) (cos1-|¢sin1) = yy +weos1—zsint -exsini-{- ez cos1
4
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et sera désigné par
(2 -9y + 52) \ (co81 -+ gsiny.

§ 31.
Si an contraire on change la direction du rayon &--9y -+ ¢z en dé-
plagant son extrémité de u degrés dans le sens vertical, il deviendra § 29)

ez {e- W}.(cosu -+ qsin ) == gzt xcosll —-ysinu -k qwsinu - gy cosn
ot sera désigné par

@+ 9y 4 ¢2) \ (cosu -} esinu),

§ 52,
Il s'ensuit que

(#-+9y -+ e2) \ (cosr--g¢sing) ,, (cosm -+ ¢sinmn)

est identique &
(@4 9y +€2) 4 (cos(14-1m) L+ gsin (1-4- m)) ;

car, 30it que Pextrémité du rayon 2-+yy ez avance dans le sens horizontal
d'abord de 1 degrés, puis de i degrés, soit qu'elle avance & la fois ds l'arc
entier 1-{-11, on nura toujowrs le méme rayon allant du centre ¢ 2 I'extrémitd
de l'arc . De méme

(@t 9y -1 £2) ,, (cosu4-ysinm) ,, (cos v -}~ psiniv)

== (@Y -+e2) o (cos(u1v)-4psin(u -+ iv)).
Par conséquent
&+pytez = (®4-9y-+e2) o (cos1--esini) ., (cosi— esin 1)
= (2-+9y-+ez) . (cosn -+-gsinu) \ (cosu— ysinn)

§ 83.

Déplacons un méme point sur les paralliles & Vhorizon et sur les
paralléles an cercle vertical, en lui faisant déerire alternativement un arc hori-
zontal et un are vertical, et désignons les ares décrits par 1, 1, ny, 1w, v, vi
dans Vordre od ils se suivent; représentons encore par s le rayon qui va du
centre de la sphére & Torigine du premier are (fig. 4) o par S le rayon
qui va du centre & l'extrémité du dernier ave: désignons cos1-}-esint par T,
co8 1l 4y 8in 1 par ', cosui--esinm par ut, ete.; cosi —- ¢sin g par 1,
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cos &1 ~--psin i par -y ote.; alors on aurn daprés les §830 et 31
Se g, yil'yul'y IV, v, v,
Dans le second membre de cette Gquation on peut supprimer les unités
W', v v’ ou bien un nombre quelconque des derniers factours qui se suivent
immédiatement, & condition d'écrire dans le premier membre de I'équation les
quantités réciproques en ordre inverse et jointes par le signe (,); c'est-i-dire
gue d'aprés le § 32 on peut poser

NI 7 Rl A Y T P (S g (1
ou
Syl i’ = 8, v v, v, 1, ofc,

§ 84.
Done, en supposant s== S et s =y, on aura s, 1 =y,

10 8y l' " u' = 7‘(77 Cco8 1t “-Bill “) e S w Vi g V"'" 3 P ] g

CHL+CIV CVSVI-L-91CIVeCVI  — g BUHILCIVLCVBVL ) %)
== P CHISIVIGVI  —p 8IVeCV 8VI—g SUIBIV.CV] .
—~SlL+8 V8V —goCHI-8 V8 VL

2 8,y Uyl == (e CU—SIUCHI—g 8N8I) == Sy VI™r V= (¥
CIV+CV BVI—~ g 8V . 8VI-ypeCIVecVT |

o ‘
+ 81vecvI — ge8IveCVesyl |

3 sy, v
= g 7cuecw ~= CI+8IV — g S1-8111
——% ST+ CIL-8IV —~ S 11 +CHICIV J
m= 8, VI V0 = 20 (CV-8Y1 — g8V 8V1 9. C 1),

4o g 'yl 'y ¥,V

geCH CIV — CH8IVeCY ~— geCIISIV Y l
== == P BUCHLBIV— I CULCIVCY — g. 81 CILCIVeSY
- BI«8ML8Y — geSH Sl LY

= 8y V17 = r(gecvi48vI)

®) {1 'autenr désigne ici cos par ¢ et sin par &.]
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§ 35,
kn posant & = 8 == g7, on aura les équations suivantes:
1° s = rlerci—81) = 8y v, vor, v e, 1
geClilICcY 4+ cu.sni.cv — 8L BHICY
== ) =2 BUICIV/BY - CHCIUICIVeSY — 9B CHICIV BY ¢,
— 8I.BIV8Y e PCUBIVIBY
2 sylylf = r(—slell —y.81.81-4gCl)
w= S, V1™ Ve IV, U
_ | ecumeveyvesvf-smecw }
| e s civ.gy +cuicw sy

L L O N TN 1| g

]—sucu-cm—e-sx~c:1-3111-—-7;«31~9u
~— ¢+t - gecrecm

22 Sy VI™ V7t IV = (e:cvfc1v.sv —p.81v.8v)

€+CL Gl —8ICH CHICIV — 98181 CIV
4° 8 Iy 0 IV = P — ST, CH Sl — CI 8101V — 81 CHCLI8IV
+81.8181v  —ypecre8I8IV

= S" A " V™t oe=s 1‘(8’07-1—8'5’)-

N L ]
Sur la résolution des polygones sphériques.

§ 36.

Un polygone sphérique est la figure qu'on obtient en joignant sur la
surface d'une sphére plus de deux arcs de grand cercle de maniére que chacun
des ares successifs commence au point ol se termine lo précédent et que le
dernier des arcs se termine ol le premier commence., TLes cotés du polygone
sont les arcs de grand cercle dont il se compose; les angles sont mesurés



29

par les degrés que le plan de chucun des cdtés fuit avec le plan du prolongement
du cdté précédent. Le rayon étant supposé égnl & 1, nous désignerons les
cotés et les angles du polygone dans Vordre ol ils se suivent par 1, 1, i, 1y,
Vo vy, ete. (fig. 5). Les angles seront désignés par les nombres impairs ot los
cotés par les nombres pairs; par exemple, le cdté entre 1 et 1 sera désigné

par i1, et Vangle qui mesure ln déviation du cdté v par rapport au prolonge-.
ment de 1 sera désigné par .

§ 81,

Supposons que les angles ot les cotés d'un polygone soient connus i
Iexcoption soit d'un angle et de deux cités, soit de deus angles et d'un cbté,
soit de trois cotés, soit enfin do trois angles. Alors on déterminers les incon-
nues par Véquation suivante

8 49 l' 1] '“'“ lll’ " lv’" V' 1] "l‘" RETEY) A" = 8 ’

dans laquelle s désigne une quantité indéterminde; on peut la supposer égale
au rayon » commun au cercle vertieal et au cercle horizontal, ou égnle au rayon
horizontal e qui est perpendiculaire & #, ou enfin égale & 77, qui est Je rayon
vertical of perpendiculaire i » ot A er.

D'aprés le § 27, &* ot %? sont tous deux égaux & —1. On a encore

1! == 08T - esiny,
i’ = cosu + psinu,
ul' == cosur- gsinui,

N' == cos N 4 ysin N,
. 1

~ cosI -Lesit’
" cosn -hysinu’

-
e

000000000000

Le signe (), qui unit s, ¥, o, ete,, indique qu'il faut d'abord multiplior
8 par t', puis g, 1 par i, puis s, 1, 10, par ur, ete., avec cotte soule restric-
tion qu'on ne change pas celui des tormes du multiplicande qui représente un

Hon
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segment |pb ou sc] qui wost pus dans lo plan déterminé par lare do cerclo
indiqué par le symbole [¢ ou 7] du multiplicatour. Ainsi

gu(cos 1 -fgsing) = g,

& y(cosu-fysing) = g

(+9y-i-22) w (cOB UL t-e8in 1) = yy +(r4-22) (cos1u +- & sin ),
comme o I'a déjb vu dons les §§98—32,

Nous wllons voir maintenant comment I'équation

IO G T O T LY L
pout servir & la résolution d'un polygone sphérique.

Supposons que la sphére qhow (fig. 6) puisse tourner autowr du diamdtre
wen qui joint les poles du grand cercle horizontal hpow et autour du diamétre
pey qui joint les poles du grand cercle vertical gmov, sans que la position de
ces deux grands cercles en soit altérée,

1o Plagons la sphére de fagon que lextrémité du dernier coté du
polygone yuuiiv vy tombe au pale & de horizon et quo le prolongement du
méme cdté tombe dans le quadrant mo du cercle vertical (fig. 6).

2° Faisons ensuite tourner la sphire do 1 degrés autour de I'axe de
Ihorizon zen. Alors le coté n tombera sur le cercle vertical entre r ot o,
comme le montre la fig. 7.

3o S Ton soumet ensuite la sphére & une rotation de n degrés autour
de Taxe per du cercle vertical, tous les points du coté passeront suecessive-
ment par le pile z de Ihorizon, et la sphére aura Ia position représentée dans
la fig. 8

4° Bi on la fait tourner de nouveau de m degrés autour de l'axe de
Fhorizon, le ¢6té v viendra se placer sur le cercle vertical ontre o ot x (fig. 9).

b° Continuons & faire tourner In sphére de 1v degrés verticaux, de v
degrés horizontaux, de vi degrés verticaux, etc. Klle finira par reprendre la
méme position qu'elle avait d'abord au n° 1 (fig. 6).

En soumettant la sphére alternativement & des rotations autour de I'axe
de Vhorizon et de l'axe du cercle vertical, chaque point de la sphére déerira
d'abord un are horizontal qui mesure le premier angle du polygone, puis un
arc vertical qui mesure autant de degrés qu'en a le premier coté du polygone,

- - A i ‘

o 2T W W
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puis de nouvesu un are horizontal qui mesure le second angle, ete. La sphére
finira par revenir & sa premitre position, ot chacun do ses points sera revenu
& son point de départ aprés avoir décrit autant d'ares horizontauy que le poly-
gone a d'ungles et autant d'arcs verticaux qu'il o de cotés.

G° Par consdquent, si le nombre total des angles of des cotds du
polygone est égal & N, et si un point quelconque de Ia sphire dans sa premiére
position (fig. 6) avait pour coordonndes les trois segments dont la somme est
égale i 2+ yy-+ez (= 3), on aura, d'apris le § 83,

=g, Lol yu'yvy ..., N,

Il faut encore remarquer que:

a) Le point fixe p », pendant les rotations de la sphéve, déerit sur sa
surface un polygone dont le premier coté est égal & l'angle 1, Iangle suivant
au cdtd 1, lo cOté suivant i Vangle mi, ete. Car si T'on fait tourner Ia sphére
autour de I'axe de I'horizon de manidre que sa surface glisse sur le point fixe p,
ce point déeriva sur la surface de lo sphére les cotés de ce polygone, tandis
que linclinaison de chaque coté sur le prolongement du coté suivant prend
nuissance par les rotations autour de Vaxe du cercle vertical. Il n'est pas tros
difficile de se figurer ceci, bien qu'on ait omis le polygone sur les figures 6,
1, efe., de peur que l'une des droites ne tombat sur lautre, ce gui ofit rendu
les choses obscures,

b) Le point fixe o [fig.G] a décrit un autre polygone, dont les angles
sont égaux soit & — 90°, soit & <-90°; les cotés sont 1, m, wi, Iv, vioy Ny et
I'équation du polygone est

8uly (“'8) wil e, m'y, (~—¢) W agneein (—2) o N'yg=as
Ceci suffirn, puisque nous ne nous servirons pas do cette équation dans ce
qui suit. Revenons maintenant & celle de nos formules qui a servi de base i
toutes les autres, savoir

T° Sl v s eii o N = &,

Cotte formule peut étre transformée de beaucoup de manitres; en effet, s étant
la somme dos coordonnées d'un point queleonque, on peut remplacer le seg-
ment s par un segment arbitraire, par exemple par ¢, 3, 7 ou er.

8 Dans le premier membre de la formule on peut prendre pour
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premiére wnité une quelconque de celles qui suivent #, quand on prend la
suivante pour seconde unité, colle qui vient ensuite pour troisitme unité, ete.,
la précédente [par mpport & la premidre] pour dernidre unité, celle qui précide
colle~ci pour avant-dernidre, efe. Supposons par exemple que lo premier membro
commence par £, . Alors la fig. 8 représentera la premitre position de la
sphere, la fig. 9 la deuxiéme, la fig. 7 I'avant-dernitre ot la fig. 8 la dernidre.
On veit ainsi, d'aprds le § 83 et de la méme manidre qu'nuparavant, que
I'équation deviendra
Sl IV oy Vs s Nyt 1 s g,

9° Les deux transformations de V'équation s,, (', 1, 1’y .00, N' =8 qu'on

vient dindiquer offrent cet avantage, qu'on peut éliminer celle des unités

¢y o'y ity ur',... N’ quon veut, Si, par exemple, on veut éhmmer ut', on trans-
formera I'équation en

I P L A .,1 wit! = g}
puis on posera & == yr'; alors, d'apris le § 28, on aura s,, 1y = yr. Veut-on
éliminer 1v', on transformera 1'équation en
8w v " V'u tevagy N nl 19 “'u ' = 8,
puis on posera s==gr; alors, d'aprés le §29, on aura s,,1v' = g
10° Puisque

Sl yeiiey N' = 3,
on aura (§ 33)

& 1" -N_.' TREXE) yi— T Vo == 8 " I' " "' " l“' " IV'.
On peut done toujours faire disparaitre du premior membre de réqua-
tion autant des demiéres unités qu'on veut, & condition d'éerire an second

membre les quantités réciproques des unités enlevées, prises en sens inverse
ot réunies entre elles et au second membre par le signe (,,).

11° Par ce moyen on peut faire en sorte que telle unité qu'on désire
devienne la derniére, et par conséquent on peut former une équation dans la-

quelle cette unité ne se trouve pas. Supposons par exemple que le premier
membre de I'équation

Sl ity ut wiv == g, N— woors VITO o ¥

soit égal & 29y 422, ot lo second & L1+ 99-4-e3: alors, d'aprés le § 3, on
aura e2 == g3, équation indépendante du facteur 1v'; car IV = cO8 v -y sin 1v, ot

!
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par conséquent g2 n'a pas changé par l'introduction du factenr ' an premier
membre (§ 29).

122 L'équation quwon {rouve pour déterminer linconnue cherchée u
aprés avoir ¢liminé de la maniére indiquée les denx autres inconnues qu'on ne

cherche pas, a la forme
« = bco3u -~ esinw,

On voit, en eflet, sans difficulté que 'équation ne peut contenir ni le
terme cosusinu, ni des puissances de cosw et de sinw. Pour résoudre cette
. . b . , aring  acosgr
équation, on pose - = cotyr et cos(w—¢) = e
montré plus haut (§ 20).

13° Si le rayon » de la sphére devient infiniment grand et si les cotés
du polygone sphérique deviennent des parties infiniment petites de circon-
férence de grand cercle, le polygone sphérique se transformera en un polygone
plan, dont les cOtés sont égaux aux produits des sinus des cités du polygone
sphérique par le rayon de la sphére. La résolution embrasse donc & la fois les
polygones sphériques et les polygones plans.

. comme on I

PPV N —

V.

Je vais essaver maintenant de déduire d'une seule équation (§ 37, n° ():

Lies propriétés principales des triangles sphériques,

L'équation du triangle étant (§37, n°6) s, V't .ov V1 = &, comme
il est indifférent de commencer par un terme ou par un autre (§ 37, ne &), on
pourta commencer par 1, i’ ou v', si I'on suppose que la premiire des unités soit
dans le plan de I'horizon, c'est-d-dire de la forme cos-i-esin, Je désigne alors
los sogments de la série qui snivent vi' par vir', v, X', 85 80, efen en sorte que

e
i)
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o v xut’ deviennent synonymes, ot de méme 1, vur', xiv', ete, Cette manitre
de compter ne peut pas produire de confusion: pour connaitre le numéro du

segment en comptant seulement jusqu'h vi, il faut soustraire vi autant de fois
yue possible des numdéres yui dépassent ce nombre.

Ensuite je désignerai par (1) le cos +-gsin relatif & Fangle par
lequel commence fa série; » est indéterminé, seulement il doit désigner 0 ou
un nombre pair. Alers I'équation généralisée du triangle devient, par suite de

cette notation et d'aptés le § 37, nes,
o 1)y (nu) )y, (0L 08) o (i ¥) o (4 V1) = s,
n transformant cette équation d'aprés le § 33 en

San-+1)ywmu) == g, (4 v, (0 -1 v, (o4 1), (04 m) -,
on frouvera, d'apres le § 35, n° 2, et le § 8,

1° cos (-1-1) = cos(n- 111) €08 (n - v) — sin (n -+ m) co8 (4 -~ 1v) 8in (4 4 v);
20 8in(n--1) = ein ("—E‘ W) s:m (n+v)
! sin (1 -+ 1)
Si on la transforme en
go (1) o () (1) (= 18) = gy (n-FV1)ry, (- v),
il en résultera une équation analogue i celle du § 35, n° 4, avec la seulo
différence qu'on a ajouté » aux nombres 1, n, m, ete., et supposé » <= 1.

Done, en divisant par gin(n-+1) les termes de cette équation qui con-
tiennent », on obtiendra

P —cot(nli) = "“(“;;{!(}")i‘:_‘!:;”** 1)
Si on la transforme en
P (@10 (1) o (0 1) = g (V0 () (4 18)
on obtiendra, d'apris le 34, n°2:

- cot- (i 4 11) cos (n + ),

4° cos(n 1) = cos(n - 1v) cos(n 4 vr) — sin (a0~ 1v) cos (u -+ v) sin (2 4 v1);

b sin (n 4 1) = 911}__(?03; ‘(Z,?,(,:;+v'2
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lntin, 3i on la transtorme en
g (004 1) 3 (- 10) oy (g 111 (0 4 W4 v) = g0(n vy
le terme contenant ¢ donnern d'aprds le § 34, n°4:

cot(n +- v} in (n + 1)

il (1 4 1) o COL (1 4 1Y) €08 (2 4 111)s

(3 — ot (n 4 11) =

8 39,

On a supposé daps les six équations précédentes que » désighe zéro
ou un nombre quelconque pair et positif. Or, en compurant les frois premieres
aux trois derniéres, on trouvers que dans les trois premiéres on peut substituor
d » le nombre # 41 ou bien un nombre yuelcongue positif ol impair. Donc
dans les trois premitres équations » peut désigner zéro ou un nombre quel-
conque entier et positif. On peut aussi substituer & » la somme de » et d'un
nombre quelconque entier et positif, On peut par exemple substituer & # chacun
des nombres: 0+3, 1438, 2438, 343, 4+ 3, ete,, par conséquent n -+ 3,
Il en résultera que 1'équation 3° du § 38 se transformera en
cot (n 4 vus) sin{u +v)

8in (i + vi)
quand on y substituera x<4-m A
Ou aura donc

—cot (n 41v) = o cot (n <4 V1) cos (n 4 )

cot (n +1v) sin (x +v1)
sin (n+4v)

La comparaison de cette équation avec I'équation #e du § 3% donne cette double

expression de — cot (u 1):

—cot(n 1) = - cob(n 4 v) cos (n 4 V1),

) .“]n+ll| :

cot (w4 1v) 8i '

u | l"+"‘] . fodur) b .[re-|-u\

1 — Lot(u ..4}.. ]) = . . ’ ;‘_I:,"i-l . (_ﬂt lll+ v ] €Os l” +‘.IJ '
sm |'"+" l

Daprés cette formule, — cot(n-+1) a Ia méme valeur. soit gquon prenne les
nombres supérieurs |dans les parenthéses]. soit qu'on prenne les nombres

inférieurs,
5*’
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De méme on obtiendes, on substituant w41 & # dans Féquation 2
du § 38,

. sm (- v1) sm(u -+-1)
S (0 -c- 1
( ) = sin (n - 1v)
ou hien

TP sm(u +~m) sm(n-l_-w
S (0 --1) = sin (e - vi) '

De cette éyuation et de l'dguation 20 du § 38 résulte:

] »~ i)
sin (n. —1v) 8in

2 sin(u4-1) = .. [” +51 "“" ]
a4 J
knfin, si Fon substitue # <411 & » dans Péquation 1° du § 3%, on obtiendra:
e 08 (31 i cos (- vx) cos{n -4~ u) ) — cos(n+1v)
? €08 (1) = sin (w4 vi) sin (i + u) '
§ 40,

Par la méme substitution on conclut de ln mome équation

C08 (0 4 1¥) = co8(# V1) o8 (- i) — sin (n -+ vi) cos (n 4 1) 8in (s -4 11)
ou bien

— €08 {14-1v) + cos(:;}l;\;: :‘_’1&;4'“’ 8IN (0 41v) = 8in (w<4-v1) sin (0 4 1) cos (n+1).

Done, en appelant « le second membre de cette équation et en posant cos (n-+1v)

€08 (2 4 v1) co8 (n 4 1) o .
= 0084, ~—l==0 et - _LITATT ¢ on aura, d res le
! sin (n --1v) ! » (13p ¥ 20,

tg g — - €08 (u+u) ) Co8 (0 11)

sin (n + 1v)
ef

. cos | (n - 1v) — ¢}
€08 (1 4 1) ==  cos¢ sin (n-f-vi) sin (nn)°



§ 410
L'éyuation 1 du § 38 Gtait
“ u b o ¢
cos(n 4 1) = cos (n+m) (.os(u-{—\) e $i0 (0 4 1) €08 (2 4 1¢) 8i0 (1 4 V).
a b u C _::-’

Kn désignant les termes de cebte équation par les lettres «, b, ¢, « dcrites
au-dessous et au-dessus de chacun d'eux, on awra, pour déterminer cos (n + 1),
les expressions suivantes (§ 20)

l~+ml l l
](u-{—u! + ¢| ]u-{-v\

— ¢08 (n 4-1v) tg
ot

sin
s (4 1) i+ )+lg¢>ll lu+1uj
sin lsa,
§ 42,
D'uprés l'équation 1° du § 89, on a
-t + v
" cot(u+1v)sml +!II t[“+\ f”+"|
-0 (*"*'U = lu ] + co l) +lll] l”"{""l
fin ey
lin posant
Wbt w) _  fubv) o)
— t == 1 By Cy
co ("+!) u l”.‘,\ l ln+"] w tl +l"l

ln+ul]
of en comparant l'équation avee celle du § 20, on reconnaitra aisément l'exac-

titude des formules suivantes

¥ N LE A
t"l?‘f tg(n+u)wsl +mf’
](n-}—u)a-gp\
sin
ot Nodmydef futv)
—cot (n-41) = i col PRI

sin lfol



3%

§ 43.

ki substituant dans les deux derniores dyuntions dn $ 41 ndu & .
ol aury

0b ¢ == — co8 (n - vI) tg (4v),

: 8 (- ) sin
sinf(e 41 + g} = = f:s (u"ﬁlr')'()j'

af

Mais on substituant » 4 1v 4 %, 00 aurg

cob g’ == — o8 (n -+ 1) tg(n + 1),

ot
o ¢ Y
S [ (e~ 1) 4 ¢) = mié:(}t +) ?llll)1 ¢ '
Done
v

Jut1) + ¢} o lu+m[ m
Moty +el T fir
N ln—i—v]

] ¢l — fn +u| [u—l—m[
R T R PO S L i |

En substituant #4-v & « dans les deux dernidres équations du § 42,
on obtiendra
, Sin [ +1) + ¢] = — cot (n + vi) tg (n 4 ) sing
or

tgg = tg (n+41m) cos (n 4 uy.
Mais en substituant » 41 4 »:

L S0 43) 4 ¢'] = — ot (n 1)) tg (e 4-v) 8in ¢'
of

fgg’ = tg(n4-v) . cosin$v
Il en résulte

ety ¢’ fu--u) [u+\1] f¢')
R (Y Rl A T R Sloru smhﬁl

H
ot

R ) e
& lef ¥ ln»mu[ ln-{-u]
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NE: )
sin® 4 (n 4 1)
smu(u+u)+(u+lv)+ (u+u)j sm{l(u-p-uH-(u+\u-(u+n)|
8in (r 4+ 11) 8in (n 4 v1) '
Fn effet, on a daprés le § 89, no 3,
€os (n +u\ 1) cos(n + " 1Y) -~ ¢os (n41v)

CoRlin 1) = sin(n 4 vo) sinfn+ 1)
et d'apres le §19,¢

28in® (n41) == 1 — cos(n+1).

Done
‘9 1 ct_)g_@:_;{-_w)cos(u«huu—cos(n-{-n)
2sin? 1) == 810 (0 < Vi) 8in (0 -+ 1) ’
ou bhien
28in®§ (n+ 1) = sm(n+vl) sm(u+u) — CQ§_QI_+\I) €0$ (0 + 1) < 08 (n 1\)

8in (1 + v1) sin (a0 4 1)
ou d'aprés le § 19,b

2sintf (n 4 1) ==

et puisque (§ 19,1
cosb — cosa = 2sin}(a 4 b)sin }(n—b),

€S (0 + IV) — cos[(n-4-v1) 4 (u+ n|
gin (7 4 v1) sin (n - 11)

A}

on aura
sin® 4 (n 4y

. smﬂ(n + 1) 4+ (= v)) +'(n + )] smﬂ(w-l»n)-{- (4 1) —(n+1v)]
8in (u 4 vi) sin (n 41 ’

$ 40,

cos 4 (v 41
elll,}[(:a+1\)+ (n41) — @m4v)| smg](n—l-n)-- (n + ll)+(n+\l)]
sin (n 4 1) 8in (u +vi)
En effef, d'apris le § 19,d, on a
14 cos(u+1) = 2eostd(nd),
et d'aprés F'équation 30 du § 89, on a
sm(n-}-n) sm(u-{-u) + cos(n 4 u) cos(n +4-v1) — 08 (1 4-1v)

1 4 cos(n+41) = §in (n 4 1) sin (n 4 vi)
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Done (§ 19, b)

2 cost 1 (n cus | (i - 1) — ('#+‘«!)I-t08(n+m
Zeosty(nti) = sin (n+n) sin (1 4 V1)

Par conséquent, comme (§ 19, i)

co8h — cos @ ~= 2sin } (« - b) sin § (@~ b),
on aura
cos? § (n 1)

sm F 1) - vy {n4-vyy]sin §{(n ) — )+ (w4 u)]
sin (# + u) sin'(n 4 vi)

§ 47,

—tg 1) — ()] = EBALO A — e L]

t sin {00 1%) 4+ (i vy EEOHY)
L3

. . | o cos;,](n+n)-—(n+v:)|
tgd (1) 4 (4 m)] cos § [ F 1) & (e vi)| gl nt vy,
ce qu'on démontre de la maniére suivante:

I° En ajoutant et retranchant sin(u--1), on transforme Féquation
[qui précéde 1'équation] 2° du § 39

8in (n - 1) sin (# 4 v
sin (n4-11) = - 8;:()n+fv)+ 1)

en les deux suivantes

80 (3 4+ 1) — sin (1 + 111) = sin (i 4-1) sm(n-i—;:;)(;-_:l::'gn—i-l) sm(n+u) .

Sin(n+ 1) + sin (1 4 1) = sm (#4-1) sin(n J; l11\1')(:- jlﬁ'gﬁ +1) sm_(:g_-_}: p) (b)

En substituant a 41 &4 » dans I'équation 1o du § 39, on obtiendra

€08 (1 4- 1v) co8 (n4v) 48 sm n (% -+ 1v) cos (n+\1)
sin (n -4 v) sin (n - + v) sin(n4v)'

Multiplions ensuite cette équation par I'équation 2 du § 30

sin (n+1) sin (043 Vi),
sin (n+ 1v) '

—cot(n 411) =

$in (o o ) ==

alors
(08 _(u+n)sm (n-4-vi) sin (u. 1) cos (n-f-v ') | CoR(n4-v1)sin(n-f-1)
ORI = e <in (1 b1y Rin (04 v) + snedv)y
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Or, d'aprés Féquation 1° du $ 39, on a

o cos(n+v1)cos(u+t ) 8in (n+1) sm(u-l-v:)ws(u»{«m sm(u+u
cos(n 1) = sin (n 4 v) + sin (e 4-w)sin (e £ v
done, en faisant la somme,

~ 08 (#-4-1) ~ €08 (R--H1) —  feos (”*Y)J-ls]nf (!: g”l;,r)w)-l—(”—{“w)] ::ﬁg%ig (¢}
Divisant la formule (s) par la formule (c), on obtiendra
sin(n-+1) —sin(a--w) _ sinn-tv) mn(n+w) ~ 8in (1 4-vi)
“eos(rb ) Feos(nm) 1 cos(n-+v) sinf{n £ av) vy
Or (§19,))
8in (# +1) — sin (# - m) _
cos(n 1) + cos (n +m) = W {lu-t1) —(n 4 )]
ot (§ 19, f)

sin (#-4-v)
1-Lcos(ntv) = ).

Done
tg,}(ﬂ+v) « [8in (n + 1v) —sin(n 4 )
—tgntn) —@tm)] = 810 [+ 1) + (0 Fvij| '
et puisque (§ 19, h)

sin (n-+1v) — sin (n4-v1) = 2cos§ [(w+1v) - (n-+vi)] sin § {(n-f1v) — (n-Lviy
ot (§ 19, ¢)

2eos § [(n41v) + (n+vi)] 1
YR e ) il Y AT s R

on aura

. g} (1r+v) sin 4 [(# +1v) — (n + v1)]
e (et m)] = sind [+ wv) + (n4+w)]
2° On aura de méme, en divisant la formule (b) par la formule (c) (§ 19, k),

sxy(n +1) 4 81H(l?+ll!) sin(n-v)  sin(n-l-1v) 4- sin (r+v1)

cos (1) + cos(n-4Tm1) ~ 14 cos ()" sin [(nt1v) + (nfv 1|
= — tg § [(n41) 4 (n4-n)].
En remplagant (819, )

sin (n4v) -
1 cos () par tgd (utv)

ol (§19¢) 8in (n4-1v) 4 sin (n4-vi)

)
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par 25in § [(4-1v) 4 (et v« €08 [(n41¢) — (n-4v1)],

nous ohtenons 2 sing [(n-41%) 4 1) (b 11)— |
. 280G (r1) 4 (ut-vi)] - 008 4 |(#4-1V) — (#+v1)]
tg (v« - sin |(n41v) + (n-4-vi)}
o — tg § [(4-1) A (n 1)}
Or, d'apris le § 19, ¢,
2sindlet)+ atw)) 1
sin [(n4+19) + (n4-v1)]  cos|(nud1v) 4 (n4-vi)]

—tg3 10+ + (b = o) b,

Done

§ 48,

Soient donnés les trois angles d'un triangle sphérique. Alors on trouve
les cotés & V'aide d'une quelconque des formules suivantes, en y faisant n = 0,

1 ou Iv:
]o €08 (-4-11) == gqsﬁi‘;%fg’éﬁ’:}%i?gh%fg -;;(-'-’i'—‘?- , (§ 39, équ. 39
cos[(u+v)—¢]
cos(n+11) = ~— cog Fsin (1) Sin (-f-111) .
20 (% 40)
bo b e — o8 (n-1) cos (n-}-111)
£ sin (V)
3e 8in? § (n-+-n1)
— Snd{lntng + () + (et ] sin g {(e-p1) + 040 — 4] g

sin (7 < 11) sin (e +4-1)
Posons duns la premiére de ces trois formules
8) n-41 = 90° alors cos(n4-1) = — o8 (n+ v):sin (n-4m);
b) n+4-ur== 90°; alors cos(n-11) = — co8 (<4 v):sin (n-f1):
¢) n4-v = 90° alors cos(n4-1) = cot.(n41).cot(n<4 m)

§ 49.
Soient donnés deux angles et le coté adjacent.

A. On détermine I'angle opposé au coté donné par les formules sui-

vantes (4° ot 5°), en y faisant 1 =0, 1 oun 1v.
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cos (v 4 1)
== CO8 (1-{-111) €08 (N-V) — 8in (n4-181) cos (n41v) sib(n-v).  (§ 38, équ. 19)

f in ](n+u)+;a[ cos futv)

608 (1) = @+ ’tf_j. A +ml’

j¢ :
sin ¢} (% 41)

yutv
¥ +mI j

cot {f:} == - COS(N-}1V) ig

Posons dans l'égquation 4°
8) n-ur = 90°; alors cos(n 1) = — cos(n - 1v)sin(n - v),
by nd-v o= 90°; alors cos(u-1) = — co8(n - 1v)sin (- 1)
¢y n41v == 90°; alors cos(n-1) == cos(n -+ ur)cos(n - v).

B. On peut trouver les deux autres cotés par une quelconque des
formules suivantes, en y faisant de méme » =0, it ou iv:

R 2 1)
cot(n+v)- sm{
' +1I RV ‘u-+ll| <20 i 1o
—eob(uFan) =~ ENTEZ) T t{u-{-v:} 1) (%39, équ. 19
smln-{—\ll
ginJ 1) + ¢\
l(u-{-m)+¢l NEaad!
— cot (n4-11) =
{9\ ln+1\] < 4
sml‘a, (% 42)
(9 b ndvoos ] T
tgwl t;,(u+ncos.”+wl.

8in § [(u4v) — (n-+1))
gin §|(n+v) + (n41)]’

—tgind 4 4w} = tgd@nd-v) :g:ﬂg:i:;—_f—_(:i:{}

—tgiln41) — (4 1v)] == tgd(ud-v)

Posons dans la formule 6°

d) w4 == 90°; alors — cot (u 4-11) == cob (n 4 v):sin(n 4 1v)
8) u4 v = Y0° alors — cot(n41) = ecol (n--v)sin(n 4 w)

[} 54

[ L TR Y
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) ndv == 00° alors — cot (u4-n) = col;’"'+“} fut1)

Ve 4wy lu-{-nl]
g)nt1 ==90° alorg —cob(ni-n) == cot (n4v) : sin(n 4 vi).
R) w4vi == Y0

°; alors —cot(n-fu) == cot (n4v) sin (w4 1).

§ 5()!
dolent donnés un angle et deux cotés, dont I'un est opposé & l'angle donné.

A. On trouve le troisiéme cdté par la formule suivante (9°) en y faisant
n=0, 11 ou 1v:

( ' o/ P i {gp'}
[ (ntu1) +-¢ l ln+1vl ’
" Mt gl = {:i:\;} § 45
el g} = —en LT} i)
Si ull aura d'aprés en remplag, # par

8) a-+m = 90°% cos(n-1u) = 22:3:::3 §49¢ n-v,

h) nt1 == 90° cos(n— 1) = gg—:—g—i%g. §49¢c % - 1,

) n-1v = 90°% sin(n--u) = —-gg:-((zj"_}-_ﬁ :; §49D H--v,

d) n-bvi = Y00, sin(n-+11) = gg:((:iilf; §4a w4 UL,

B. Langle compris entre les deux cdtés donnés peut dtre déduit de
ln formule suivante (10°) en y faisant 2 == 0, u ou Iv:

sin’("+l)+ ¢\ _ ’u i)

10° V) L f \n-i—\ll
;m_ ¢ pwuvl fu-t+vi)

l;ol lnul-lul PEN A

fu--viy @
e \e+nf~sm{

[

) (§ 44)
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8i o)l aura daprés  en replag, n par
8) w-i-th = 90° cos (n—+-1) == -~ cob (u~-v1) tg(n-r-1), §49,1 "y,
f) n-f-v =90° cos(n-1) = - cob(n-- u) tg(u-tvy, §49,¢ [#]
g) n-r-vi = 90°% sin (n-+1) = — cot (- 1) tg(n--v), $49,h |n]
by n-tu = Y0°% cob(n-f1) = — cob(nu-+-v):cos(n-vi), § 49,1 -~ 1t

€. On déduit l'angle opposé o 'mutre cdté donné [ou plutdt L'angle
inconnu opposé & un cdté donné} de la formule suivante (11°):

sin (# 4 1v) 8in {"’Tu_l}
11° gin (1) == - - - -—;é-:l-_—#i-t‘-——. (§ 8Y, équ. 2v)
sin J l
\n+tuf
§ 51

Si dans les trois problemes précédents (§§ 48, 49 et 50) lon rem-
place les cOtés par les angles et les angles par les ctés, on résoudra les nou-
veaux problémes par les mémes formules en y supposant » =1, 4t ou v (§ 3Y).

§ b2
Quand les cotés dun triangle sphérique sont positifs et plus petits
que deux angles droits, on peut supposer que la méme chose a lieu pour les
angles, Ln effet la figure 6 du § 37 montre que le premier angle peut Gtre
regardé commo positil’ et plus petit que deux angles droits; el l'on voit par
1)

sin Iv sin{ f
la formule sini --: . I""l (§ 50, 11°) qualors il en est de wméme
sin

tuf
des deux autres angles. Dans ce gui suit nous supposerons yue les angles et les
cotés sont plus petits que 180°.

§ 63

Un triangle sphérique, dont les cotés sont plus petits yue deux angles
droits, est complétement déterminé quand on en donme trois angles. ou {rois
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cotiés, ou deux augles of lo cot¢ wdjacont, ou enfin deux ¢dtés et l'anglo qu'ils

comprennent, ce qu'on voit par les formules des §§ 48 ot 49 of par lo théo-
reme du § 51.

§ 54,

 résulte encore des formules précédentes qu's des c¢Otés égaux sont
opposés des angles égaux, et réciproquement. Supposons par exemple 1== 11 dans
Ia formule 4° du § 49 alors on aura v ==vi, car

€08 1 == COSII COSYV — 8ih 111 COSIV 8inV
ob

CO8Ill == COSY CO8I — $in V cOS VISIN L

(La dernidre équation se déduira de la premidre si lon sugmente les
nombres de i)

§ 55.

Au plus petit coté est opposé le plus grand angle, et réciproquement.¥)
Cela résulte de la formule suivante (§ 47)

—tg b () = tgiv -s-ﬁ(—“i-—‘ ),

sin v+ 1)’

car 8i 1—u est négatif, v—vi devra étre positif.

§ bb.

La somme de deux cotés est plus grande gue le troisiéme coté, et la
somme des trois cdtés est plus petite que quatre angles droits; cor on a d'aprés
les §§ 45 et 46

cos? § (1) = s_1u§(rv+u--vu sin }(1v—n-+vi)

gini sinvi
et

. . sing(sv-big by sm Vi-- 1 —i¥
sin? § (1) = Pyt Py sin by )
sinvisinu
Or, si lon suppose dans la premidre équation vi>iv4-u, il faut aussi
gue 1 soit plus grand gyue iv--vi, sans quoi cos®} (1) serait négatif; mais il

*» 111 ne faur pns oublier que les angles considérés par lauteur sont les angles extériewrs,
suppléments de coux qu'on appelle ordinaivement les angles du triangle on du polygone.)
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ost impossible que vi soit plus grand que 1v-{-u, en méme fomps que 1> w-ivi,
On ne peat pas nvoir non plus vi == 1v -1, car on aurait alors cos?§ (1) —: 0.
Done il faut que vi<Civ--11 et qu'en général la somme de deux cofés soit
plus grande que le troisitme coté, Il s'ensuit que dans la deuxitme équation
sin § (vi+1—uv) est positif, et par conséquent aussi sin(1v—mn--vi). Alors

W1 v

on aura B T < 180° (§ 52); il est done démontré que la somme

1v+u-4v1 est plus petite que 360°

§ 57.

On démontre de méme que la sommo de deux angles est plus grande
que le troisiéme, et que la somme des frois angles est plua petite que quatre
angles droits. Cela résulte aussi du § 37, n°6,a, et du § 50.

§ 58.

Ktant donné un point C, situé (fig. 12) sur un hémisphire entre le
-pble P et la circonférence du cercle fondamental, si T'on joint C 4 cefte cir-
conférence par un arc de grand cercle CB?*), cet arc sern minimeum lorsqu’il e
termine au point » o} le prolongement de la perpendiculaire PC rencontre la
circonférence du cerclo'fondamental. Knsuito il croitra depuis Cr jusqud ee gu'il
devienne égal & 90° =rQ = C@; puis il croitra encore jusqu'a ce quil devienne
fgal 4 180°—Cr (== Cq). Ainsi B tombe au-dessous de QR [lig. 12] quand
CB est obtus, mais au-dessus de QF quand CB est aigu.

En effet désignons CBg par 1, hypolénuse BC par u, la cathéte Cr
par 1v of #B par vi. Alors on aura, d'aprés le § 49,c¢ (en supposant w =),
cos 1 == cos v cos vi ou bien cos BC — cos CreosrB, par ou lon reconnait
aisément la justesse de I'assertion.

Pendant que l'arc #B croit de 0 & 90° et CB de Cr & CQ (= 90°),
I'angle CBg croitra de 90° & 180°—Cr; mais ensuite, quand »B croit de

PR ——

® Voir Kiatner: Les éléments des mathémaliques, traduit [en danoisi par M. le profes.
senr Wolf, 2 propomition de la trigonométyie spbérique, p. 517,

l"" [

i i
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H0° i 1R0° ot CB de 90° & 180°—Cr, Vangle CBq déeroitra de 180°—(r i 90°,
Supposons en effet » - v dans lo § 49,h; nlors v = 90° ot — cot1 = cot v . sin vy,

ou bien —cot CBy == cot Cr.sin B, formule dont on déduit nisément la dé-
monstration de la proposition,

§ 59.
Supposons les cdtés (1, 1v, vi) d'un triangle plus petits que deux angles
droits, et dans I'équation (§ 50, 11°)

. Slll v sinv
Sini =

Csinn

les ares v, v ot n différents de 90°. Alors le tablean suivant montrera les cas
olt V'angle cherché 1 est aigu ou obtus ou bien a deux valeurs.

Nilon a

;} v obtus, v obtus et u {; iggo w} , tlors {:f;: valeurs}’
Z} v aign, v aigu ef u {>180°wi:} , alors {::::svaleurs}’
i} v obtus, v aigu et u { , alors l{d;:::svaleurS}‘
;} v aigu, v obtus et n { I' alors {if;: valeum}‘

9\ =1, alrs [=v,
10 n4-1v = 180°, alors 1 = 180°—v.

Démonstration. Auncun des cités du trinngle ABC (fig, 13 & 18) n'étant
plus grand que 180°, le triangle se trouvera tout entier sur la surface de I'un
des hémisphéres déterminés par le plan du cdté A8 (=vi1). Les cotés u et v,
étant différents de 90°, se rencontrent en un point C différent du pole P dn
cercle fondamental ABD, On peut doue prolonger dans les deux sens l'are
de grand cercle PC ot de méme sa perpendiculaire QPR jusqud la circon-
férence du cercle fondamental. Ces deux demi-cercles sont représentés, dans
les fig. 130 18, par les denx lignes droites rq et QR,
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1) Puisyue v est obtus et u aigu, A tombera (fig. 13) au-dessous de
@2, tandis que B ot lextrémité D du demi-cercle ACD tomberont au-dessus
de Q¢ (§ 58). Maix puisque Fare 180° —1v (:- C'D) est suppost plus grand
que 1t (= CB), ce dernier tombera soit entre Cr et CI), soit entre Gy of CQ
(§ 58), et peut dans les deux cas avoir la mame grandeur. 1 est aign dans Fun
des doux cas [le dernier], obtus dans l'autre. Done on aura deuy valeurs de 1.

2) Lhare u (lig. 14) étant supposé > 180°—v ou bien u > CJ),
on aura CDR < CBA (§ H5) ou bien v < 180° —1: or on a supposé v obtus:
done 1 est aigu,

3) v est nign of n obtus; done A (fig, 15) tomberu au-dessus de QF,
et B au-dessous. Dautre part Varc u, étant > 1K0° — v, peut avoir (dapris
le § 58) la méme grandeur soit entre CD et Cg, soit de l'autre coté de Cy en
faisant le méme angle avee Cy. Donc 1 peut étre obtus ou aigu (§ 58).

4) Dapres la condition donnée, on a n < 180" — v ou bien 1 < CD
(fig.16); dans le triangle CBD on sura par conséquent COQ>> CBA ou hien
V> 180°—1 (§ 55). Or v est aigu; done 1 est obtus,

5) u et 1v sont tous les deux supposés aigus: done B, 4 et C (fig.17)
sont du méme coté de QR (§ 58); et puisquon a supposé n<<iv, 2 peut
tomber d'un cdté ou de Fautre de Cr: si B tombe d'un coté, 1 est obtus: si B
tombe de lautre, 1 est aigu (§ 58); donc on aura doux valewrs de ),

6) u> ;s done v<1 (§55), Or v est obtus; done 1 est obtus.

7y 1 et v, étant tous les deux obtus, rencontrent la perpendiculaire
QR (fig. 18) entre les points @ et R (§ 58). Kt puisque u > w. lare u pout
étre soit entre 1v ot Cy, soit de l'autre «dté de Cq.  Done I'angle 1 peut étre
soit aign, soit obtus (§ HR).

8) Si <y, on aura v > 1 (§55); done, v étant aigu, 1 sera aigu aussi.

M De t1=1v on conclut v =1 (§ H4).

10) n-i-1v = 180° donne 1 = 180°.—v, puisque leg arcs supplémen-
taires de n ef 1w forment avee AB (fig. 19) nn autre triangle ABC, dont les
angles of lee eotég sont égaux 4 cenx du triangle ABC (§ H5).

[T TR TR N
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§ 60,

Supposons comms dans le paragraphe précédent (§59) que les cotés du

- - e s — .

sin 1
(§ 30, 11°) deux des éléments donnés (v, iv, 1) soient dégaux a 90°  Alors
on aura

triangle (i, 1v ot vi) soient < 180° ot que dans I'équation siny = > o 3Y 8inY

t =180° = 1v. siv et u gont = 90° (fig. 19).
= U0° = 1, 8iv et v gont — 90°,
1 == H0° == v, siv et n sont = 90°,

Si au contraire un seul des éléments donnds est égal & 90°, on aura
les cas suivants:

;} Vo= 00° et gy {z ::} ) d'olt il suit: i {::iﬁs}
R o R it
o) vobun e (SN e )
:;} v aigu, v {::’::S} eb no=90° ~ . - {:ﬁ:s}
1:;} v obtus, w {Z:’;l:s} of 1= WP° — - — {:ﬁ?ls}

Démonstration, 1 et 2 résultent de ce que le plus grand coté est
opposé au plug petit angle (§ 53).
Les cas 3 et 5 sont impossibles; car, v étant un angle droit, i et v

ne peuvent étre ni tous les deux aigus, ni tous les deux obfus, parce que
—cobu = cotvsinu (§ 49, ¢).

Dans les cas 7, 8, 9 et 10, 1 et v sont d'espéce différente, parce (e,

n étant égal & 90° on a ~ cotiv = cotisinm, ce qui résulte du § 49, h,
en supposant # = I

On peut démontrer les propositions 4 et G de ln manitre suivante: que
i soit oblus ot v aign (comme dans e 4* eas et dans le triangle ACB, fig. 20)
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o que 11 soit aigu b v obtus (comme duns lo Ge cas ot dans le triungle ACH),
on pourrs toujours, uvec n et avec les suppléments de iv et de vi, consiruire
un autre triangle (A'BC ou A'B'C) dans lequel n, w et v ont conservé leurs
valeurs primitives, tandis que 1 est remplacé par angle supplémentaive. Par
conséquent on peut former deux friangles ditérents dans lesquels 11, 1v ot v
ont les mémes valeurs donndées,

§ 61

Dapres le § 87, nvG,a, on peut de tout trisngle en déduive un autre
dont les angles sont égaux aux cotés du triangle primitif et dont les cotés sout
éganx aux angles du triangle primitif, en laissant du veste inaltéré Tordre de
succession des éléments. Par conséquent, si vi, v et m sont donnés, et quon
sinv . ginvi

sin 1
les données et les inconnues de la méme manidre quaux £§ 59 o 6O ot appli-
quer les régles qui y sont indiguées.

veuille déterminer 1 par la formule sin g = v on pourra dégigner

§ 62,

Les formules 9° et 10° du § 50 étant dérivées d'une éyuation qui con-
lient & lo fois le cosinus et le sinus de l'are cherché, il est & préisumer qu'elles
ne donnent pour cet arc aucune valeur positive et inférieurs & 180° qui ne soit
pas compatible avec les donndes, quand celles-ci sont toutes positives et plus
petites que 180°, comme c'était Je cas pour l'équation 11° du & 50: mais pour
en avoir une assurance compléte:

1o, Je suppose que »— - 1w~ soit une veleur de n - u positive ot plus
petite que deux angles droits, et culculée & Vaide de I'équation 9° du § 50, les
données étant w—-mi, n-+iv, w-~vi. De Péquation 4° du § 49 je conclus que
dans un triangle olt w=--uy n -, w--wv sont donnés, of dans lequel on
appelle u—--vi— F'élément opposé & » -+ mi. on aura

Cos{n - VI7) =« €o8 (- w)eos (i - V) — sinu-<-n jeos(n-, wysinge tav);

or ¢os (n--vi) aura la méme valeur si dans l'éynation (§ 50, 4°y
7‘.
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: cos (n-~-\1)
S -- 1) - ') e ebé{?&i“é sii ¢’

ou exprime le sinus de ln somme par les cosinus et sinus de chague terme, puis
qwon divise I'équation par sin ¢' ot enfin qu'on substibue — cos (n-+11) tg (n+1v)
i col¢'. Pur conséquent on aura » -~ VE== 0=+ V1, et la valeur culeulée n—t-n—
peut appurtenir au méme triangle que les données # UMby w1y et vy,

20, Je suppose de méme que n—-1— soit une valeur de 11 positive
ot plus petite que 180° et calculée & I'aide de l'équation 10° du § 50, les don-
nées étant w--u, w-b-v ot #~-vi. De Péquation G° du §49, je conelus que
dans un triangle od les données sont n——-1—, -~V ot n-Lvi, et dans leyuel
on désigne par n—-L- gy~ {'élément opposé & n--v, on a

—cot(w --11) = t—(’t—!i;t;lvgf%(:‘”'f'-) + cob(n—+vi)cos(n 1~ )
ou bhien, en divisant par cot (u - vi),
— cot{n——u-)tgn—+vy = tht(-'fi%gg;?-mf_%}--—t}--—) = cos{n 4 1),

Or on aura la méme formule pour cot (n--u), si dans l'équation 10° du
§ 50 on exprime sin | (- 1~ = ¢'l par les cosinus ot les sinus de u——1~ ot
de ¢', puis qwon divise par sing’ et enfin qu'on substitue la valeur de cotg'. Par
coustqUENt n- i~ = w1, et w1, w1, n4-v, n--vy appartiennent
hien au méme triangle,

8

63.

On pout de méme construite un triangle dont les cotés ot los anglos
sont plus petits que deux droits avec deux des éléments donnés dans lune
des équations e, d, ¢ du §$50, ¢ avee ln valour trouvée pour Félément cherché,
& condition que celle-ci soit positive et plus petite que deux droits, On démonire
ensuite que la troisitme donnée appartient effectivement au triangle construit.
Done In valeur trouvée est compatible avec les angles et les edtés donnds,

On a par exemple (§ 50, ¢) n 4 1v = 00° ot
08 (- )

cos (n 4 m)°

$IR (M -7 1) =
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Désignons I valeur trouvée de I'élément cherehé par a~ »u- et construisons
avee nm-n7, #--1v et a0 oun triangle dans lequel nous désignons par
w=-t-vi - Falément opposé & m-ue.  Alers (§ 40, b)

o8 (R4 VE7) == — Bi (u—~4-117) cos (i + 11);
or on & aussi (§ 30, ¢)

€08 (1 4 v1) = — sin{n- -} 1) cos(n — ).
Done

W VI wm ee N7,

J'ujoute encore les propositions suivantes powr montrer comment les
signes de direction définis dans les §§ 30 et 31 peuvent servir @ former une
équution pour des polygones wrectilignes dont les cbités se trouvent duns des
plans différents.

§ 64,

Un polygone de cette nature est indélorminé, lorsque yuatre de ses
cotés sont de longueur inconnue,

Démonstration.

1o Supposons que les quatre cotés de longueur inconnue solont consé-
cutifs, et représentds par ad, be, ed et de (fig. 21). Alors, si les points «, b et ¢
sont en ligne droite, on peut diminuer ub et prolonger b de la méme quantité
sans que la direction de ces deux segments ou les directions ot les longuenrs
dos aufres sogments en soient altérées. Donc dans ce cas les deus edtés du
polygone sont indéterminés,

Sini «,b¢ ni ¢,d, e ne sont en ligne droite, mais si ebe se trouve
dans le méme plan que cde, on pourrn dans ce plan mener des droites parul-
leles & be et ed qui rencontrent «b ot de. Done duns ce cas aussi le polygone
est indétermine,

Sile triangle abe n'est pas dans le méme plw que cde, los plans
de ces friangles se coupont suivant une droite passant par e, 1) est alors
possible de mener par lex autres points de cette droite des paralléles & ed of br,
rencontrant «db et de. Donc le polygone est encore indéterminé,
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2¢ Dapres fe 32, on peut donner sus cotés d'wn polygone rectiligne
un ordre de succession queleonque sans en changer la somwe, les directions et
les Jongueurs. Donc si les edtés ub, be, cd of de ne se suivent pas immidiate.
tent, comme nous Uavons supposé dans la démonstration précédente, on pourrs
imaginer un autre polygone dont les cotés sont les mémes, mais ol les uatre
cobés de longueur inconnue sont consécutifs, Alors, puisque d'aprés la premidre
démonstration, ces quatre cdtés peuvent avolr une infinité de déterminations

dans cet ordre de succession, ils on auront wussi une infinité quand on les
prendra duns Tordre primitif (§ 2).

§ 0D,

Dans tout polvgone rectiligne dont les c0tés ne sont pas tous dans
le méme plan, on suppoese que chaque cté commence au point ol le précédent
se termine, de fagon que la somme de tous les cotés soit égale & zéro (§ 2).
Un désignera la longuenr du premier, du second, du troisiéme, ..., du smibme
ou dernier coté vespectivement par [1-, 'l, Ve, Vi, @D, ot las
cobés eux-mémes dans l'ordre o ils se suivent par les nombres impairs 1+, mv,
Vi VI, oo (me—1)~. Le petit signe v placé en haut et & droite est ajouté
pour distinguer le coté de I'angle que forme le plan passant par ce coté ef par
le préeédent avec le plan passant par ce méme coté et par le suivant. Nous
désignerons en effet ces angles par les mémes nombres 1, w, v, ooy (Gm—1),
i étant Tangle compris entre les deux plans yqui se coupent suivant la droite 1
(fig. 22) ou bien l'angle compris entve leg plans CDA et DAB, w langle
compris entre les plans qui se coupent suivant I droite m~ ou bien angle
compris entre les plans DAB ot ABC, et ainsi de suite, (2m —1) 'angle que
forme lo plan passant par le dernier et le premier coté avec le plan passant par
le dernier et I'avant-dernier cite.

De plus Tangle qui mesure ln doéviation de chaque coté par rapport au
prolongement du edté précédent sera désigné par les nombres pairs 1, v, vi, ...,
Zm, en prenant toujours le nombre qui est plus fort d'une unité que le numéro
du coté précddent. Ainsi 1 ost Fangle qui mesure la déviation de 1~ pur rap-
port au prolongement de -3 v est Tangle qui mesure la déviation de v~ par
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rapport au prolongement de wi~. ete., 2m est Fangle qui mesure ln dévintion du
premier ¢dté 1~ par rapport au prolongement du dernier enté (2m - 1),
X 66,

Tous ces ungles, soit ceux des plans, soit coux des cites, peavent otre
supposés positifs, ef F'on peut & son gré prendre I dévistion dun cote pay
rapport au prolongement du préetdent plus grande ou plus petite que deux
angles droits. Mais ce choix ctant fait, la maniére dont il faut mesurer Jos
angles compris entre les plans n'est plus arbitruire, si Ion veut que les rogles
pour la résolution de ces polygones soient applicables i tous les ens possibles,

§ 47,

Afin d'établir une régle générale pour mesurer linelinaison des plans, il
faut: 1o imaginer trois cotés conséentifs du polygone comme les segments ab, be, ed
dans la fig.23; 20 mener de 'extrémité ¢ du enté moyen be une droite ¢f paral-
léle au cOté pricédent «b: Ho déerire un are de verele fg ayant ¢ pour centre of
g'étendant de la paralléle ef jusqu'au prolongement cy du edté moyen (cet are
mesure langle cbe, qui est la déviation du cité moyen par rapport aw prolon-
gement be du coté précédenty: 4o déerire de méme un autre are de cercle gt
ayant le méme centre et le méme rayon et s'étendant du prolongement ey du citi
moyen jusquaun cdté suivant ed. L'angle sphérique (gl qui mesure la dévia-
tion du dernier are g/ par rapport au prolongement gh du premier are fg. est
¢gal & Tangle que forme le plan passant par le edté moyen of le cdté suivant
avec le plan passant par le cdté moyen ot le coté prévident, ou bien éenld @l
déviation du plan bed par rapport au plan wbe. Cet angle se mesure de la
manidre suivante: en so déplacant sur la sphire le long de I'are fy du point f
au point g, il faut, pour trouver la mesure de I'angle, tourner & gauche du pro-
longement de fy. (‘est de cette manitre qu'on peut déterminer ces angles, 8i dans
un polygone on veut en connaitre quelques-uns pour pouvoir calculer les autres,

§ 68,
Copendant, si l'on connait i peu pris les directions de tous les cotés
d'un polygone, on peat en représenter les angles d'une maniore plus claive on
menant du centve ¢ de ln sphére wqhr (fig. 24) los ravons ¢ B, ¢6 of ¢D
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paralléles respectivement aux eités correspondants de lu série 1o, n, v-, vi-
(fig. 22); car alors on obtient, en construisant les ares de grand cerclo %B,
BE, €D et DA, un polygone sphévigue ABED dont les cdtés mesurent Jos
angles du polygone rectiligne, 1, 1v, vi, vur, et dont les angles sont égaux gux
angles , u, v, vir que les plans font entre eux dans ln figure rectiligne 22%),
Les angles du polygono rectiligne satisfont done A la méme équation que ceux
d'un polygone sphérique, savoir (§ 37)
ol I 1V iy (2m) == 4,

fei s peut désigner un segment tout 2 fait arbitraire, ot 2m est le dor-
nier angle du polygone rectiligne, ou bien la déviation du promier coté par rap-
port au prolongement du mime (et dernier) coté.

§ 69,

Je suppose i présent que Wewyhp représento Iorizon (fig. 24), Ungo
le cercle vertical, 9 l'origine commune aux deux cercles. Les ares horizontany
sont comptés positifs & gauche, et les ares verticaux positifs en haut. Nous
posons (WA =--1, cy==¢, cw==7, les angles que font entro eux ces trois
rayons étant droits, comme nous I'avons déji supposé dans les S§ 24 et 25, Je
suppose encore que le sommet du premier angle 1 du polygone ABED se
trouve en A & Vorigine commune de I'horizon et du cercle vertical, et de plus
que le prolongement du dernier coté vin soit sur le cercle vertical s au-
dessous de I'horizon, Cela posé, je dis que le rayon

CV = 2 V704 ™1y I~y 1y (— ),

ef en général, si le dernier cOté 2m du polygone sphérique est vertical of se

termine & Torigine M, tandis que son prolongement passe au-dessous de horizon,

si, dans cette position de la sphére, on méne le rayon ¢(n-1) au sommet de

Fangle (n--1), c'est-d-dire & lextrémité du edté a du polygone, je dis que ce
rayon est

Crt1) = pur (1)t ()t g e 1= § (—)

* D'aprés In fig. 24 ct la régle du § 67, les angles 111 et vi sont plus grands que 180°

et les angler 1 et v plus petits que 180°. v tombe au-dessons du plan do projection ;

cest co qui fait que le ¢6té vr o l'apparence d'dtre & droite d'un observatenr qui sur

ln sphéve se déplncernit le long de Vare v de B 0 G, tandis qu'en on réalité il est i en
ganehe,
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Pour démontrer cotte proposition, je regarde le cercle horizontal et le corele
vertical comme immobiles, ainsi qu'on I'a fait au § 37, Alors, ln sphére étant
dans la position indiquée ci-dessus (fig. 24), nous la fuisons tourner de 90 dans
le sens vertical, puis de 1 degrés dans le sens hovizontal, puis de n degrés
dans le sens vertical, puis de ur degrés dans le sens horizontal, ste., enfin de
n degrés dans le sens vertieal. De cette maniére le sommet de I'angle (n-+1) se
déplace d'un nombre de degrés égal & celui dont la sphére a tourné, et, daprés
le §383, le rayon c(n--1) se change d'abord en ¢(n-i1) e PUiS en c(n--1) , p .1,
puis en ¢(u--1) 4 g1, Ity puis en c(n--1) who w11, et ainsi de suite;
enfin il se sera changé en c(n+1) g u ' o 0y Uy oouy (W—1)' 7, ot sera devenu
égal & 4, parce quo Yextrémité du cdté n ot en mime temps i'extrémité du
rayon c(n-t1) ont fini par colncider avec le pdle x de I'horizon. De Yéquation

Clatugulw Wl oo w(t—1) gt =y
on conclut, en vertu du § 33,
C(7 1) == ot (=1 gy uvva g I 1 gy (— )
C.QT. D,
§ 70,
Dans la fig. 24 on a, d'aprés la formule précédents,

1 =i,
Gl == g Iy 1y (—~ 1),
CV == 9 W70 HE™ 1177, 170, (— 7'/)9

in outre, d'aprds la condition indiquée dans le § 68, c1 est parallile
by cmr g, ov A v, ebe (Hig, 22 Par conséyuent (§ 65)
: o= (1.1,
v == cute |,
Vo= vV,
@ —1) = ¢(2m—1) . | @e—1)”,

(20— 1) dtant le aitme of dernier ebté du polygone rectiligne,
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De plus, puisque (§ 2)

I' + lllv + V"+ [ ] + ‘2"""""!)‘ L] 0‘
on ura aussi

e 4 Vv 4 [Br—i) ¢ (2m—1) = 0
En substituant dans cette équation aux rayons cm, ¢v, o, ..., ¢(2m —-1)

leurs valeurs trouvées au § 69, et en déplacant ensuite Vextrémité de chaque
rayon de 90° dans lo sens vertical, on obtient I'équation

ey e g 1 e [y v e e, e
+ Wﬁv /KU VI gy V700 IV g U7 317 1 +
A+ @ g @m— ), @ — 1)y ot =y =

Dans cette équation on peut encore, si I'on veut, faire disparaitre 1
de la manidre exposée au § 38.

§ 71.

On a done, pour tout polygone rectiligne dont les edtés ne sont pas
dans un méme plan, les équations suivantes:
A) 8Vt 1 IV Vo uiny (2) = 8, (§ G8)
By [iveqg 4 mogyuy v 4 (v, P U S T o
e (VI s 9 3 VI V7 IV T 1T gy T - o,
+ (@M1} gy @—n) =y @)1 o W 1 e O (§ 70).
Afin de rendre ces équations intelligibles indépendamment des recherches
précédentes, je veux résumer la signification des symboles,
Les cdtés sont comptés de telle sorte que le précédent se termine au
point ot le suivant commence.
Le premier, le second, le troisiéme, ..., le miome oun dernier coté, sont
désignés respectivement par 1, m~, vv, viv, ..., Qm—i1) (fig. 22).
Les longueurs des cdtés sont représentées par {1v, |, ivv, ivii,...,
L @m—1)~.
La déviation de chaque cdté par rapport an prolongement du cité priée
cident ost désignée par un nombre pair 1y, v, vi, ..., 2m, plus grand d'une nnité
que le nombre impair qui sert & désigner le coté précédent.
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['angle que forme le plan passant par un cdté ot le edté suivant avee
le plan passant par le méme coté ot le coté précédent est désigné par celui
des nombres impairs 1, m, v,...,(2m—1) qui correspond i la désignation du
coté moyen.

Tous les angles sont comptés positivement. Les régles données dans
les §§ 66 et 67 enseignent s'il faut les prendre plus grands ou plus petits que 180°.

les angles u, v, ¥1,..., 2m sont mesurés sur le cercle vertical ou
sur un cercle perpendiculaire & V'borizon; c'est au contraire I'horizon qui sert
A mesurer les angles 1, 1, v, vit, ..., (2 —1) (§ 26), Les deux cercles se coupent
suivant le rayon 1.

Sin 90°, ou bien V-1 (§ 6), est désigné dans le cercle vertical par 7,
et dans le cercle horizontal par ¢; on a ¢* = —1 et aussi 4?= —1 (§ b).

En supposant ot = u, v,...,2m, on désigne cosn - ysinw par «' et

1 .
oo DAE W7 (§ 7).
cosn - ys8inn d G

En supposant 7 =1, 11, V..., 2m —i, on désigne cos« <- esinn par «'

1 . -
ef —rice—— par u— (§ 7).
cos8# - esinn p 1)

Cosn et sinn ont dans les premier et troisiéme quadrants la méme
direction, et dans les deuxiéme et uatriéme quadrants des directions inverses (§ 6).
Le signe ,, n'a qu'imparfaitement la signification d'un signe de muitipli-
cation, car l'opération représentée par ce signo laisse inaltéré celui des seg-
ments figurant dans le multiplicande qui est au dehors du plan correspondant
& la rotation indiquée par le multiplicateur. Considérons par exemple lex trois
segments 2, 3e et 4y; alors
(2--3e-1-49),, 11 signifie 3¢ - (2-+4y) « (cosn Lgpsinn),
De mime
(2-+3s---4y),, V' signific 4y -+ (2-4-3¢) - (cost - esin 1),

Il faut encore observer que lopération se fait dans l'ordre od les facteurs
se suivent de gauche & droite. Par exemple, si I'on veut trouver la valeur de
(2485 -+4g) vy 0’y il faut commencer par trouver celle de (2-4-3e-+-dy) .y |
qui est
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4y - 20081+ 2g8in 1 — 3gin1 - Be cosi,
puis il faut trouver la valewr do

{4);-4;—20031 -+ 2e8int — Jsiny +3ccosl} w I

La lettre s désigne un segment de droito de longueur et de direction
arbitraires, Ainsi dans I'équation (A) on peut substituer & s un terme quel-
conque do l'équation (B) ef changer par 1\ lexpression de ce terme. $i par
oxemple & = v, 9, 17, 1=, qui est le second terme de (B), on transformera
I'équation (A) en

W VWV Wy ey, @) = Wy 1 (§ 39).

Je n'ai pas approfondi davantage I'étude de ces polvgones,
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