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MÉLANGES.

SUR LA POSSIBILITÉ DE REPRÉSENTER UNE FONCTION PAR UNE SÉRIE T R I G ( p i É T p U E ;

PAR B. RIEMANN.

Publié, d'après les papiers de l'auteur, par R. DEDEKIND(1).

(Traduit de l'allemand.)

Le présent travail sur les séries trigonométriques se compose de
deux Parties essentiellement distinctes. La première contient une
histoire des recherches et des opinions des géomètres sur les fonc-

( l) Ce Mémoire a été présenté par l'auteur, en i854, à la Faculté de Philosophie
pour son habilitation à l'Université de Gœttingue. Bien que l'auteur ne semble pas
l'avoir destiné à la publicité, cependant l'impression de ce travail sans aucun change-
ment de forme paraîtra suffisamment justifiée tant par l'intérêt considérable qui s'at-
tache au sujet, que par la manière dont y sont traités les principes les plus importants
de l'Analyse infinitésimale.

Brunswick, juillet 1867. R, DEDEKIND.



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. ai.

rions arbitraires données graphiquement, et sur la possibilité de
les représenter par des séries trigonométriques. Le rapproche-
ment de ces résultats m'a permis de mettre à profit quelques indi-
cations de l'illustre géomètre (*) à qui l'on doit le premier travail
sur cet objet. Dans la seconde, je soumets la représentation d'une
fonction par une série trigonométrique à un examen qui embrasse
des cas qui n'ont pas encore été traités jusqu'ici. Il a été nécessaire
de faire précéder cette étude d'une courte Note sur la notion d'in-
tégrale définie, et sur l'étendue dans laquelle cette notion est ap-
plicable.

Histoire des recherches relatives à la représentation par une série
trigonométrique d'une fonction donnée arbitrairement.

Les séries trigonométriques, ainsi appelées par Fourier, c'est-
à-dire les séries de la forme

aK sin.r -+- a2 sin ix -f- a? sin 3x-h . . .

jouent un rôle considérable dans la partie des Mathématiques où
l'on rencontre des fonctions entièrement arbitraires} on est même
fondé à dire que les progrès les plus essentiels de cette partie des
Mathématiques, si importante pour la Physique, ont été subor-
donnés à la connaissance plus exacte de la nature de ces séries. Dès
les premières recherches mathématiques qui ont conduit à la con-
sidération des fonctions arbitraires, s'est posée la question de savoir
si une fonction entièrement arbitraire pouvait se représenter par
une série de la forme ci-dessus.

Cette question a pris naissance vers le milieu du siècle précé-
dent, à l'occasion des recherches sur les cordes vibrantes, dont
s'occupaient alors les plus célèbres géomètres. Il serait difficile
d'exposer leurs vues sur ce sujet sans entrer dans les détails du
problème.

Sous certaines hypothèses, qui s'accordent de très-près avec la
réalité, la forme d'une corde tendue, vibrant dans son plan (en dé-

(») Lejeune-Dirichlet. (N.du Trad.)
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signant par x la distance d'un quelconque de ses points à son extré-
mité initiale, et par y la distance, au bout du temps ï , de ce point
à sa position d'équilibre), est, comme on sait, déterminée par
l'équation aux différentielles partielles

d\r __ 2 à
2y

a étant indépendant de t et, dans le cas d'une corde d'épaisseur
uniforme, indépendant de x.

D'Alembert est le premier qui ait donné une solution générale
de cette équation différentielle.

Il a montré (*) que toute fonction de x et de t qui, mise à la
place de j " , rend cette équation identique, doit être contenue dans
la formule

f ( x - h <xt) -)- y ( x — oct),

ainsi qu'on le voit en introduisant comme variables indépendantes
x - f - a t , x— <xt à la place de x , £, ce qui change

T à7 y d ( x H- a t )

Outre cette équation aux différentielles partielles, qui résulte
des lois générales du mouvement, il faut encore que y satisfasse à
la condition d'être constamment = o aux points d'attadie^e la
corde ] on a donc, en faisant pour l'un de ces points x= o, pour
l'autre x = /,

et, par suite,

Après avoir poussé jusque-là la solution générale du problème,
d'Alembert s'occupe, dans une Suite à son Mémoire (2) , de l'équa-

( l) Mémoires de VAcad. de Berlin, 17̂ 7» P« 2I4»
(*) Ibid., p. 220.
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tion f{z) =zf(il-\-z), c'est-à-dire qu'il cherche des expressions
analytiques qui restent invariables lorsque z croît de 11.

C'est le mérite essentiel d'Euler, qui a donné, dans le volume
suivant des Mémoires de Berlin (*), une nouvelle exposition de ces
travaux de d'Alembert, d'avoir reconnu plus exactement la nature
des conditions auxquelles la fonction f(z) doit satisfaire. Il re-
marqua que, d'après la nature du problème, le mouvement de la
corde est complètement déterminé si l'on donne, pour un instant
quelconque, la forme de la corde et la vitesse de chaque point

(c'est-à-dire y et -j-)> et il fit voir que, si l'on imagine que ces

deux fonctions soient définies par des courbes tracées arbitrai-
rement, on peut toujours en déduire, par une simple construction
géométrique, la fonction/{z) de d'Alembert. Supposons, en effet,

que l'on ait, pour t = o, y = g [x) et -y = h {x) *, il vient, pour

les valeurs de x entre o et Z,

f(x)-f(-x) = g(x), f(x)+f(-x)=

et, par suite, on obtient la fonction f (z) entre — l et /. Or de là
on déduit la valeur de cette fonction pour toute autre valeur de z,
au moyen de l'équation ƒ (z) =f(2.l-\-z). Telle est, en notions
abstraites, mais actuellement bien connues, la détermination due à
Euler de la fonction f{z).

Cependant d'Alembert protesta contre cette extension donnée à
sa méthode par Euler (2), parce que sa méthode supposait néces-
sairement que y pût s'exprimer analytiquement en t et en x.

Avant qu'Euler eût fait connaître sa réponse, parut un troisième
travail sur ce sujet, tout différent des deux premiers et dû à Daniel
Bernoulli (3). Déjà, avant d'Alembert, Taylor avait vu que l'on a

d2y 2 à2y

(1) Mémoires de VAcadémie de Berlin, 1748, p. 69.
(2) Mémoires de l'Académie de Berlin, 1760, p. 358. « En effet, on ne peut, ce me

» semble, exprimer,/ analytiquement d'une manière plus générale qu'en le supposant
» une fonction de t et de x. Mais dans cette supposition on ne trouve la solution du
» problème que pour les cas où les différentes figures de la corde vibrante peuvent être
» renfermées dans une seule et même équation. »

( s) Mémoires de l'Académie de Berlin, 1753, p . ifa.
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et que, en même temps, y est toujours égal à o pour x = o et
pour x = /, si l'on pose

. nizx ni:
y = sin —j- cos —-,

en prenant pour n un nombre entier. Il expliquait ainsi le fait phy-
sique qu'une corde, outre le son fondamental qui lui est propre,
peut encore donner le son fondamental d'une corde ayant une lon-
gueur égale à \, ~, j , . . . de la sienne (et d'une constitution d'ailleurs
identique), et il regardait sa solution particulière comme une solu-
tion générale, croyant que la vibration de la corde, si le nombre
entier n était déterminé d'après la hauteur du son, serait repré-
sentée, au moins très-approximativement, par cette équation. L'ob-
servation qu'une corde pouvait donner simultanément ses diffé-
rents sons conduisit maintenant Bernoulli à cette remarque, que
la corde (suivant la théorie) pouvait aussi vibrer conformément à
l'équation

V* . nnx niicc , n .

et, comme cette équation donnait l'explication de toutes les modi-
fications observées du phénomène, il la considérait comme la plus
générale (1). A l'appui de cette opinion, il étudia les vibrations
d'un fil tendu, sans masse, chargé en certains points de masses
finies, et fit voir que ces vibrations pouvaient toujours sejLécom-
poser en un nombre, égal au nombre des points, de vibrations dont
chacune est de même durée pour toutes les masses.

Ces travaux de Bernoulli furent l'occasion d'un nouveau Mé-
moire d'Euler, imprimé immédiatement à leur suite, dans les Mé-
moires de VAcadémie de Berlin (2). Euler y soutient (3), à l'en-
contre de d'Alembert, que la fonction peut être complètement
arbitraire entre les limites — l et -+- /, et remarque (4) que la
solution de Bernoulli (qu'il avait déjà prouvé n'être qu'une solution
particulière) serait générale dans le cas, et seulement dans le cas,

(1) Loc. cit.y p. 157, art. XIII.
(2) Année 1753, p. 196.
(3) Loc, cit., p. i\l\.
(4) Loc. cit., art.HI-X.
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où la série

at sm -y- -+- a2 sin —̂  h . . .

-h - b0 -h Ji cos -7- + 63 cos —y- -K . .
2 * * •

pourrait représenter, pour l'abscisse .r, l'ordonnée d'une courbe
entièrement arbitraire entre o et /. Or personne, à cette époque,
n'avait mis en doute que toutes les transformations que l'on pou-
vait faire subir à une expression analytique, qu'elle fût finie ou
infinie, ne fussent légitimes pour toutes les valeurs des quantités
indéterminées, ou du moins que, si elles devenaient inapplicables,
ce ne fût seulement que dans des cas tout à fait spéciaux. Il sem-
blait donc impossible de représenter une courbe algébrique, ou
généralement une courbe analytique donnée non périodique par
l'expression périodique ci-dessus, et Euler croyait, en conséquence,
devoir décider la question contre Bernoulli.

Cependant le débat entre Euler et d'Alembert n'était pas encore
terminé. Cela engagea un jeune géomètre, encore peu connu alors,
Lagrange, à tenter la résolution du problème par une voie toute
nouvelle, par laquelle il arriva aux résultats d'Euler. Il entreprit (*)
de déterminer les vibrations d'un fil sans masse, cliargé d'un nombre
indéterminé et fini de masses égales et équidistantes, et il reclier-
cha ensuite comment varient ces vibrations lorsque le nombre des
masses croît à l'infini. Mais, quelque habileté, quelque richesse
d'artifices analytiques qu'il eût déployée dans la première partie de
cette étude, le passage du fini à l'infini laissait encore beaucoup à
désirer \ si bien que d'Alembert, dans un écrit qu'il plaça en tête de .
ses Opuscules mathématiques, put continuer à réclamer pour sa
propre solution le mérite de la plus grande généralité. Les opinions
des grands géomètres de cette époque continuèrent donc à rester
divisées sur ce sujet-, car, dans leurs travaux ultérieurs, chacun
conserva, au fond, son point de vue.

Pour résumer, finalement, les manières de voir qu'ils ont déve-
loppées à l'occasion de ce problème touchant les fonctions arbi-
traires et la possibilité de les représenter par une série trigono-
métrique, Euler avait, le premier, introduit ces fonctions dans

(*) Miscellanea Taurinensia, t . I . Recherches sur la nature et la propagation du son.
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l'Analyse, et, s'appuyant sur l'intuition géométrique, leur avait
appliqué le Calcul infinitésimal. Lagrange (*) tint pour exacts les
résultats d'Euler (sa construction géométrique de la courbe des
vibrations)*, mais il ne trouva pas satisfaisant le procédé géomé-
trique d'Euler pour traiter ces fonctions. .D'Alembert (2), au con-
traire, admettait la manière dont Euler envisageait le Calcul diffé-
rentiel, et se bornait à contester la justesse de ses résultats, parce
que, dans le cas des fonctions entièrement arbitraires, on ne pou-
vait pas savoir si leurs quotients différentiels étaient continus. Pour
ce qui est de la solution de Bernoulli, ils s'accordaient tous les
trois à ne pas la considérer comme générale*, mais, tandis que
d'Alembert (8), pour pouvoir déclarer la solution de Bernoulli
moins générale que la sienne, était forcé de soutenir qu'une fonc-
tion analytique donnée, même périodique, ne peut pas toujours
être représentée par une série trigonométrique, Lagrange (4) croyait
pouvoir démontrer cette possibilité.

§2.

Près de cinquante années s'étaient écoulées sans que la question
de la possibilité de la représentation analytique des fonctions arbi-
traires fît aucun progrès essentiel, quand une remarque de Fourier
vint jeter un nouveau jour sur cet objet. Une nouvelle ère s'ouvrit
pour le développement de cette partie des Mathématiques, et s'an-
nonça bientôt d'une manière éclatante par de grandioses développe-
ments de la Physique mathématique. Fourier remarqua que, dans
la série trigonométrique

j a{ sin x-\-a2s\nix-h...

( H-j^o-f- &t cos.r H- b2cosix - { - . . . ,

les coefficients se déterminent par les formules

x, bn=— j f(x)cosnxdx.j
II vit que cette détermination reste encore applicable lorsque la

(*) Miscellanea Taurinensia, t. II, Pars math., p . iS.
(3<) Opuscules mathématiques, t, I, 1761, p. 16, art. VII-XX.
( s) Opuscules mathématiques, t. I, p. 42, art. XXIV.
(4) Miscellanea Taurinensia, t. III, Pars math., p. 221, art. XXV.
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fonction f (x) est donnée tout à fait arbitrairement$ il substitua
d'abord pour f [x) une fonction de celles qu'on nomme disconr
tinues (l'ordonnée d'une ligne présentant un point de rupture pour
certaines valeurs de l'abscisse x), et il obtint ainsi une série qui,
effectivement, donnait toujours la valeur de la fonction.

Quand Fourier, dans un de ses premiers travaux sur la chaleur,
présenté A l'Académie des Sciences le i\ décembre 1807 (1), énonça
pour la première fois cette proposition, qu'une fonction donnée
(graphiquement) d'une manière tout à fait arbitraire pouvait s'ex-
primer par une série trigonométrique, cette assertion parut à La-
grange si inattendue, que l'illustre vieillard la contesta de la ma-
nière la plus formelle. Il doit exister encore (2) sur ce débat une
pièce écrite dans les Archives de l'Académie de Paris. Malgré cela,
Poisson, partout où il se sert des séries trigonométriques pour
représenter des fonctions arbitraires, renvoie (3) à un passage des
travaux de Lagrange sur les cordes vibrantes, où cette représen-
tation doit se trouver. Pour réfuter cette allégation, qu'on ne peut
expliquer qu'en se rappelant la rivalité qui existait entre Fourier et
Poisson (4), nous sommes forcés de revenir encore une fois au Mé-
moire de Lagrange; car les Recueils publiés par l'Académie ne con-
tiennent rien sur cet objet.

On trouve effectivement, à l'endroit cité par Poisson (8), la
formule

X sin
-f- 2/Ysin 3X7T(IX.X sin 3xn -K..-f- 2/YsinraXrrüfXx sinnxir,

« de sorte que, lorsque x = X, on aura y = Y, Y étant l'ordonnée
qui répond à l'abScisse X. »

Cette formule a bien le même aspect que la série de Fourier, et
peut, au premier coup d'oeil, être confondue avec elle 5 mais cette
apparence provient simplement de ce que Lagrange a employé le
signe fdX là où nous emploierions aujourd'hui le signe 2AX.

( ') Bulletin de la Société Philojnathique, t. T, p. u s .
(2) D'après une Communication verbale du professeur Dirichlet.
(8) Notamment dans son Ouvrage le plus répandu, son Traité de Mécanique, n° 3?.3,

t. I, p. 638.
(4) Le Compte rendu dans le Bulletin des Sciences sur le Mémoire présenté par Fou-

rier à l'Académie est de Poisson.
(8) Miscellanea Taurinensia, t. III, Pars math., p. 261.
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Elle donne la solution de ce problème : Déterminer la série finie de
sinus

ax sinxi: -4- a2 sin2xr: -+-... -4- ansinnxTT,

de façon que, pour les valeurs ——? 5 • • • 5 —— de # , que
^ ' r rc-f-irc-4-i w-f-i 7 ^

Lagrange désigne d'une façon indéterminée par X, elle prenne des
valeurs données. Si Lagrange avait fait n infini dans cette formule,
il serait bien parvenu au résultat de Fourier; mais lorsqu'on lit
complètement son Mémoire, on voit qu'il est fort éloigné de croire
qu'une fonction tout à fait arbitraire puisse réellement être repré-
sentée par une série infinie de sinus. Il avait, au contraire, entre-
pris tout son travail, parce qu'il croyait que ces fonctions arbi-
traires ne sont pas exprimables par une formule, et, quant à la
série trigonométrique, il pensait qu'elle peut représenter toute fonc-
tion périodique donnée analytiquement. Aujourd'hui, il est vrai,
nous avons peine à concevoir que Lagrange ne dût pas arriver de
sa formule de sommation à la série de Fourier; mais cela s'ex-
plique par cette circonstance, que le débat entre Euler et d'Alem-
bert avait fait naître dans son esprit une opinion arrêtée sur la voie
qu'il fallait suivre. Il croyait que l'on devait commencer par ré-
soudre complètement le problème des vibrations pour un nombre
fini indéterminé de masses, avant d'employer les considérations de
limites. Ces considérations exigent une étude assez étendue (*), qui
eût été inutile s'il avait connu la série de Fourier.

C'est Fourier qui a, le premier, compris d'une manière exacte
et complète la nature des séries trigonométriques (2). Celles-ci ont
été, depuis, employées de diverses manières en Physique mathéma-
tique pour la représentation des fonctions arbitraires, et, dans
chaque cas particulier, on s'est aisément convaincu que la série de
Fourier convergeait effectivement vers la valeur de la fonction-,
mais on est resté longtemps avant de pouvoir démontrer généra-
lement cet important théorème.

La démonstration donnée par Cauchy dans un Mémoire lu, le
27 février 1826, à l'Académie de Paris (3), est insuffisante, comme

(') Miscellanea Taurinensia, t. III, Pars math., p. 251.
(*)' Bulletin des Sciences, t. ï, p. n 5 . « Les coefficients a, ar

f a",... étant ainsi dé-
terminés, etc. »

(*) Mémoires de l'Académie des Sciences, t. VI, p. 6o3.
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Dirichlet Ta fait voir (1). Cauchy suppose que, si, dans une fonc-
tion périodique ƒ (# ) , donnée arbitrairement, on remplace x par
un argument complexe x-\-yi, cette fonction est finie pour toute
valeur dey, mais cela n'a lieu que pour le seul cas où la fonction
est égale à une grandeur constante. Il est cependant facile de voir
que cette supposition n'est pas nécessaire pour la suite des conclu-
sions. Il suffit que l'on ait une fonction <p (x -f-jr*), qui soit finie
pour toutes les valeurs positives de y, et dont la partie réelle
devienne égale, pour y = o, h la fonction périodique donnée ƒ (a:).
Si l'on admet préalablement cette proposition, qui est en effet
vraie (2), la voie proposée par Cauchy conduit alors au but, comme,
réciproquement, cette proposition peut se déduire du théorème de
Fourier.

§3.

En janvier 182g parut dans le Journal de Crelie (3) un Mé-
moire de Dirichlet, où la possibilité de la représentation par les
séries trigonométriques se trouvait établie en toute rigueur pour
les fonctions qui sont en général susceptibles d'intégration, et qui
ne présentent pas une infinité de maxima et de minima.

Il arriva à la découverte du chemin à suivre pour obtenir la so-
lution de ce problème, par la considération que les séries infinies se
partagent en deux classes, suivant qu'elles restent ou non conver-
gentes, lorsqu'on rend tous leurs termes positifs. Dans les pre-
mières, les termes peuvent être intervertis d'une manière quel-
conque; dans les autres, au contraire, la valeur dépend de l'ordre
des termes. Si l'on désigne, en effet, dans une série de la seconde
classe, les termes positifs successifs par

cii9 ct2y a*,...,

et les termes négatifs par

— 61, — 6 2 , — è 3 ) . . . ,

il est clair que Sa , ainsi que £&, doit être infinie5 car si ces
deux sommes étaient finies l'une et l'autre, la série serait encore
convergente lorsqu'on donnerait à tous les termes le même signe 5

(*) Journal de Crelle, t. 4, p. i5? et i58.
(2) La démonstration se trouve dans la Dissertation inaugurale <Je l'auteur*
( 3 ) T . 4, p. i5 7 .
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si une seule était infinie, la série serait divergente. Il est clair main-
tenant que la série, en plaçant les termes dans u n ordre conve-
nab le , pourra prendre une valeur donnée quelconque C} car, si
l 'on prend alternativement des termes positifs de la série jusqu'à ce
'que sa valeur soit plus grande que C , puis des termes négatifs jus -
qu'à ce que sa valeur soit moindre que C , la différence entre cette
valeur et C ne surpassera jamais la valeur du terme qui précède le
dernier changement de signe. Or les quantités a , aussi bien que
les quantités è , finissant toujours par devenir infiniment petites
pour des valeurs croissantes de l ' indice, les écarts entre la somme
de la série et C deviendront encore infiniment petits, lorsqu'on p ro -
longera assez loin la série, c'est-à-dire que la série converge vers C.

C'est aux seules séries de la première classe que l 'on peut appli-
quer les lois des sommes finies-, elles seules peuvent être consi-
dérées comme l 'ensemble de leurs termes; celles de la seconde
classe ne le peuvent pas : circonstance qui avait échappé aux m a -
thématiciens du siècle dernier, principalement par la raison que
les séries qui procèdent suivant les puissances ascendantes d 'une
variable appart iennent , généralement parlant (c'est-à-dire à l 'ex-
ception de certaines valeurs particulières de cette variable), à la
première classe.

La série de Four ier , évidemment, n 'appart ient pas nécessaire-
ment à la première classe ; on ne pouvait donc point , comme Cau-
chy avait vainement tenté de le faire (*), déduire sa convergence
de la loi suivant laquelle les termes décroissent. Il fallait montrer ,

^ au contraire, que la série finie

- I f [a) sin oc doc sin^r -4- - / " f (a) sin 2 oc dasin 2 x-}--...

f{cx)s\ïinocdoc$\nnx

H / f[oc)da-\-~ J f [oc) cos oc doc COS x

...H— 1 f{oc)cosnadoccosnx,

( l) Dirichlet, Journal de Crelle, t. 4, p. 158 : « Quoi qu'il en soit de cette pre-
mière observation,... à mesure que n croît. »
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ou, ce qui est la même chose, que l'intégrale

2W + Î

doc

s'approche indéfiniment de la valeur ƒ (x), pour n croissant à
l'infini.

Dirichlet fonde cette démonstration sur les deux propositions
suivantes :

i° Si o<[c<-5 l'intégrale / cp(j3) —^—-x—— rf|3, pour n

croissant indéfiniment, tend vers la valeur - <p (o) -,

i° Si o < & < c 5-» l'intégrale / y ((3) S m ^ T ̂  c/(3, pour/i
croissant indéfiniment, tend vers la valeur zéro:

la fonction <ç((3) étant supposée toujours décroissante ou toujours
croissante entre les limites de ces intégrales.

A l'aide de ces deux propositions, on peut évidemment, si la
fonction ne passe pas un nombre infini de fois d'une marche crois-
sante à une marche décroissante et vice versa, décomposer l'inté-
grale

2 72 •+ I

en un nombre fini de termes, dont l'un converge vers \ f (x-{~ o) ( ^
un autre vers f {oc — o), et tous les autres vers o, lorsque n croît
à l'infini.

De là résulte que l'on peut représenter par une série trigono-
métrique toute fonction se reproduisant périodiquement après l'in-
tervalle 2 7T, et

{l) On démontre sans difficulté que la valeur d'une fonction ƒ, qui n'a pas un
nombre infini de maxima et de minima, l'argument tendant vers x, soit par des va-
leurs décroissantes, soit par des valeurs croissantes, doit toujours ou converger vers
les valeurs finies f(x •+- o) et f(x — o) (d'après la notation de Dirichlet, Dove's Re-
pertorium der Phjsikj t. I, p. 170), ou devenir infiniment grande.
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i° Qui est généralement susceptible d'intégration;
2° Qui n'a pas un nombre infini de maxima et de minima;

3° Q u i , dans le cas où sa valeur varie brusquement , prend la
valeur moyenne entre les valeurs limites prises de part et d'autre
de la discontinuité.

Une fonction qui jouit des deux premières propriétés, et non de
la troisième, ne peut évidemment pas être représentée par une
série trigonomé trique : .car la série trigonométrique qui la représen-
terait en deliors des discontinuités en différerait aux points mêmes
de discontinuité; mais une fonction ne remplissant pas les deux
premières conditions peut-elle, et dans quel cas peut-elle être
représentée par une série trigonométrique? C'est le point que les
recherches de Dirichlet laissent indécis.

Ce travail de Dirichlet a donné une base solide à un grand
nombre de recherches analytiques importantes. En mettant en
pleine lumière un point sur lequel Euler s'était trompé, il a réussi
à éclaircir une question qui avait occupé, depuis plus de soixante-
dix ans (depuis Tannée i^53), tant d'éminents géomètres. En effet,
pour tous leê cas de la nature , les seuls dont il s'agit ici , la ques-
tion était complètement résolue; car, si peu que nous sachions
comment les forces et les états de la matière varient avec le lieu et
avec le temps dans les infiniment petits, nous pouvons cependant
admettre en toute sécurité que les fonctions auxquelles ne s'appli-
queraient pas les recherches de Dirichlet ne se rencontrent pas
dans la nature.

Toutefois, ces cas non élucidés par Dirichlet semblent, pour une
double raison, mériter F attention.

En premier lieu, comme Dirichlet lui-même le remarque à la fin
de son Mémoire, cet objet est intimement lié avec les principes du
Calcul infinitésimal, et peut servir à porter dans ces principes une
plus grande clarté et une plus grande précision. Sous ce rapport ,
l'étude de cette question offre un intérêt immédiat.

Mais, en second lieu, l'application des séries de Fourier n'est
pas restreinte aux seules recherches physiques ; on l'emploie aussi
maintenant avec succès dans une branche des Mathématiques pures,
la Théorie des nombres, et ici ce sont précisément les fonctions
dont Dirichlet n'a pas étudié la représentation en série trigonomé-
trique qui semblent être les plus importantes.
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A la fin de son Mémoire, Diriclilet promet bien de revenir plus
tard sur ces cas-, mais sa promesse est restée jusqu'ici sans effet.
Les travaux de Dirksen et de Bessel sur les séries de sinus et de
cosinus ne fournissent pas ce complément 5 ils sont, au contraire,
inférieurs à celui de Dirichlet sous le rapport de la rigueur et de la
généralité. Le Mémoire de Dirksen, publié presque en même temps
que celui de Dirichlet (*), dont évidemment Dirksen n'avait pu
prendre connaissance, suit en général une bonne marche-, mais il
contient quelques inexactitudes de détail. Sans parler, en effet, de
ce que, dans un cas spécial (2), il trouve pour la somme de la série
un résultat faux, il s'appuie, dans une étude accessoire, sur un dé-
veloppement en série (3), qui n'est possible que dans des cas parti-
culiers , de sorte que sa démonstration n'est complète que pour les
fonctions dont la première dérivée est toujours finie. Bessel (4)
cherche à simplifier la démonstration de Dirichlet-, mais les modifi-
cations apportées dans cette démonstration ne donnent aucune sim-
plification essentielle dans les conclusions, et servent tout au plus à
les revêtir d'une forme plus habituelle, ce dont la rigueur et la gé-
néralité ont notablement à souffrir.

La question de la possibilité de représenter une fonction par une
série trigonométrique n'est donc résolue, jusqu'ici, que dans ces
deux hypothèses, que la fonction soit généralement susceptible
d'intégration, et n'ait pas un nombre infini de maxima et de mi-
nima. Si cette dernière hypothèse n'est pas admise, les deux théo-
rèmes d'intégration de Dirichlet ne suffisent plus pour décider la
question5 mais si la première hypothèse est rejetée, la règle de
Fourier pour la détermination des coefficients n'est déjà plus appli-
cable. La voie que nous allons suivre pour étudier cette question,
sans faire de suppositions particulières sur la nature de la fonction,
dépend de là, comme on le verra; une voie aussi directe que celle
de Dirichlet n'est pas possible, par la nature même du problème.

(*) Journal de Crelle, t. 4, p. 176.
(2) Loc. cit., formule (22).
(3) Loc. cit., art. 3.
(4) Schumacher, Astronomische Nachrichten, n° 374 (t. 16, p. 229).

Bult. des Sciences mathém. et astron., t. V. (Juillet 1873.)
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Sur la notion de d'intégrale définie, et sur d'étendue
dans laquelle elle est applicable*

Xlncertitude qui règne encore sur quelques points Fondamentaux
ile la théorie des intégrales définies nous oblige à placer ici quel-
ques remarques sur la notion de l'intégrale définie, et sur la géné-
ralité dont elle est susceptible.

fb
lEt d'abord que doit-on entendre par A f[x)dx?

Ja
Pour répondre à cette question, prenons entre a et b une série de

valeurs x^ x 2 , . . . , «**„_!, rangées par ordre de grandeur, depuis a
jusqu'à 5, et désignons pour abréger xx—a par î t , x2—x± par
J 2 , . . . , b — xn_i par dn-, soient, en outre, e,- des nombres positifs
plus petits que l'unité. 11 est clair que la valeur de la somme

:&== à, ƒ (a 4- e

dépendra du choix des intervalles J et des fractions e. Si elle a la
propriété, de quelque manière que les § et les s puissent être choi-
sis, de s'approcher indéfiniment d'une limite fixe A, quand les 5
tendent tous vers zéro, cette limite s'appelle la valeur de l'intégrale

Ch

définie I f\x)dx.
Ja

Si la somme S ne tend vers aucune limite, la notation j f[x)dx

ne peut avoir aucune signification. On a cependant cherché dans
plusieurs cas à conserver à ce signe une définition précise, et parmi
les généralisations de la notion d'intégrale définie il en est une qui
a reçu l'assentiment de tous les géomètres. Si la fonction f [x) de-
vient infinie quand son argument x s'approche d'une valeur parti-
culière c, comprise dans l'intervalle (a, £), alors évidemment la
somme S, quel que soit le degré de petitesse attribué aux J, peut
prendre une valeur quelconque : elle n'a donc aucune limite et le

signe / ƒ [x) dx n'aurait d'après ce qui précède aucune significa-
J a



MATHÉMlaJïQIÜES FT ASmtHWHIQUES. H

^ mais, si l'expression

Ja ' Je

s'approche, lorsque :ax et ** deviennent infiniment petits, d'une

limite fixe, c'est cette limite que l'on désigne par ƒ ƒ (x) dx.
J a

D'autres extensions, dues à Cauchy, de la définition de ^intégrale
définie dans le cas où cette définition ne découle pas des notions
fondamentales qui précèdent, peuvent être commodes pour certaines
classes de recherches, mais elles ne sont pas généralement admises,
et l'arbitraire qui préside aux définitions de Cauchy suffirait seul à
les empêcher d'être universellement acceptées.

. * • » .

Recherchons maintenant l'étendue et les limites de la définition
précédente, et posons-nous cette question : clans quels cas une
fonction est-elle susceptible d'intégration? dans quels cas ne l'est-
elle pas?

Considérons d'abord la définition de l'intégrale dans son sens le
plus étroit, c'est-à-dire, supposons que la fonction ne devienne pas
infinie, et que la somme S converge, quand tous les $ tendent vers
zéro. Désignons la plus grande oscillation de la fonction entre a
et Xi, c'est-à-dire la différence entre sa plus grande et sa plus petite
valeur dans cet intervalle par Dx *, de même les plus grandes oscilla-
tions entre x% et x2 par D2 , . . . , entre xn^l et b par Dn*, alors la
somme

3iD,-i-.d2Da+...-f.dJ1Dll

doit devenir infiniment petite avec les quantités J. Supposons que
la plus grande valeur que cette somme puisse prendre, quand tous
les J sont plus petits que d, soit A- A sera alors une fonction de rf,
diminuant et devenant infiniment petite avec d. Maintenant, si la
somme totale des intervalles pour lesquels les oscillations sont plus
grandes qu'une quantité a est 5, la contribution de ces intervalles à
la somme

*iDlrh$aDa4-...-t-ÔnDJI

3.
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sera évidemment égale ou supérieure kas. On aura donc

as <<3,Di-i~...-t- dnDn^k, d'où s < — •

- peut d'ailleurs, si a est -fixe et donné, être rendu infiniment petit

par un choix convenable de d\ il en sera donc de même de s, et l 'on
peut énoncer la proposition suivante :

Pour que la somme S converge, quand tous les S deviennent

infiniment petits, il faut non-seulement que la fonction demeuré

finie, mais encore que la somme totale des intervalles pour les-

quels les oscillations sont plus grandes que c, quel que soit <7,
puisse être rendue infiniment petite par un choix convenable de d.

Cette proposition admet une réciproque :
Si la fonction f(x) est toujours finie, et si, par le décroisse^

inent indéfini de toutes les quantités 5, la grandeur totale s des
intervalles dans lesquels les oscillations de la fonction sont plus
grandes quune quantité donnée a peut toujours être rendue infi-
niment petite, la somme S converge quand tous les d tendent vers
zéro.

Car ces intervalles, dans lesquels les oscillations sont plus
grandes que <r, apportent à la somme c^Di-j- c?2D2 -H.. .-H SnDn

une contribution plus petite que s multiplié par la plus grande os-
cillation de la fonction entre a et &, oscillation qui est finie par hy-
pothèse : les autres intervalles donnent dans la sommje une partie
plus petite que a [b — a) ; on peut prendre évidemment G aussi
petit qu'on le veut, et alors, par hypothèse, on peut déterminer la
grandeur des intervalles, de telle manière que s soit aussi petit
qu'on le veut. On peut donc rendre ^Dj-f- $2D2. • .H-§rtDft aussi
petit qu'on le veut, et, par suite, renfermer la somme S entre des
limites aussi rapprochées qu'on le voudra.

Nous avons donc trouvé les conditions qui sont nécessaires et
suffisantes pour que la somme S converge, quand les intervalles 5
tendent vers zéro, et par suite, pour qu'il puisse être question, dans
le sens restreint, de l'intégrale de la fonction f (x) entre les li-
mites a et b.

Si l'on étend, comme nous l'avons indiqué plus haut, la notion
d'intégrale aux cas où la fonction devient infinie, pour que l'inté-
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gration soit possible, il faudra encore que la seconde des condi-
tions trouvées ci-dessus soit satisfaite; mais, à la place de la pre-
mière, à savoir que la fonction demeure toujours finie, il faudra
faire intervenir la suivante : que la fonction ne devienne infinie
que lorsque son argument s'approche de certaines valeurs particu-
lières, et que l'on obtienne une valeur limite parfaitement déter-
minée, quand les limites des intégrations s'approchent indéfiniment
de ces valeurs pour lesquelles la fonction devient infinie.

§ «.

Après avoir trouvé les conditions pour la possibilité d'une inté-
grale définie d'une manière générale, c'est-à-dire sans hypothèse
particulière sur la nature de la fonction à intégrer, nous devons
en partie appliquer, en partie poursuivre cette recherche en parti-
culier pour les fonctions qui, entre deux limites aussi rapprochées
qu'on le veut, deviennent discontinues un nombre infini de fois.

Comme ces fonctions n'ont pas encore été considérées, il sera bon
de partir d'un exemple particulier. Désignons, pour abréger, par
(x) l'excès de x sur le nombre entier le plus voisin, ou zéro si x
est à égale distance des deux nombres entiers les plus voisins.
Soient d'ailleurs n un entier et p un entier impair, et formons la
série

Cette série converge, comme il est facile de le voir, pour toutes
les valeurs de x\ sa valeur, toutes les fois que l'argument tend
d'une manière continue vers une valeur .r, soit par des valeurs
décroissantes, soit par des valeurs croissantes, tend vers une limite

fixe, et l'on a, si x = J~- [p et n étant premiers entre eux),
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Pour toutes les valeurs de x qui; ne sont pas de la. forme—? on

f (

Cette fonction est donc discontinue pour toute valeur rationelle de
a? qui, réduite à»sa plus simple expression, a un dénominateur pair^
elle est donc discontinue un nombre infini de fois dans un inter*
valle, si petit qu/il soit, mais de telle manière que le nombre des-
variations brusques qui sont supérieures à une grandeur donnée
est toujours fini. Elle est pourtant susceptible d'intégration. Cela
résulte, en effet, de ce que, outre qu'elle est une valeur finie, cette
fonction jouit des deux propriétés suivantes : que, pour cliaque
valeur de «r, il y a de part et d'autre une valeur limite f\x -+- o) et
f\x— o), et que le nombre des variations brusques qui sont plus
grandes qu'une quantité donnée c est toujours fini. Alors,, si nous
appliquons les méthodes des articles précédents, nous pourrons
prendre d assez petit pour que, dans chacun des intervalles qui ne
renferment pas de ces variations brusques, les oscillations soient
plus petites que a, et que la grandeur totale des intervalles qui
contiennent ces variations brusques soit aussi petite qu'on le
voudra.

Il importe de remarquer que les fonctions qui n'ont pas un
nombre infini de maxima et de minima (auxquelles d'ailleurs
n'appartient pas la fonction que l'on vient de considérer) possè-
dent toujours ces deux propriétés là où elles ne deviennent pas
infinies, et, par suite, qu'elles sont susceptibles d'une intégration,
comme il est facile de le montrer directement.

Si nous passons maintenant à P examen détaillé dix cas où la
fonction à intégrer devient infinie pour une valeur particulière dé
a?, nous pouvons supposer que cela ait lieu pour x = o, et de telle
manière que, pour x positif décroissant, la valeur de la fonction
dépasse toute grandeur donnée.

On démontre d'abord facilement que x f (x) ne peut pas, quand
x décroît à partir de a, demeurer constamment supérieur à une
quantité finie c -, car on aurait alors

f{x)dX>c / ^
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e& pair suite

quantité qui croit indéfiniment quand1 x tend' vers zéro : donc, si
la fonction n'a pas un nombre infini de maxima et de minima dans
le voisinage de x = o, il faut nécessairement que xf(x) devienne
infiniment petit avec a?, pour que la fonction ƒ (.r) soit susceptible
d'intégration. Si, d'autre part,

pour une valeur de a <^ i, est infiniment petit avec .r, il est clair
que l'intégrale converge, quand sa limite inférieure tend vers zéro.

0n trouve de même que, dans le cas de la convergence de l'inté-
grale, les fonctions

f(x)dx

— cfloglaglQgîi

lo*»-*I lo »- — f(x)dx

x " " x ' ' ' ° x x 7I Ï
— a l o g n + i -

ne peuvent, lorsque x décroît à partir d'une limite finie jusqu'à
zéro, demeurer plus grandes qu'une quantité finie, et, par suite,
que, si elles n'ont pas un nombre infini de maxima et de minima,
elles doivent devenir infiniment petites avec x\ qu'au contraire
l'intégrale converge, quand sa limite inférieure tend vers zéro,
toutes les fois que l'expression

pour a <^i', dievient infiniment petite avec x.
Mais, si la fonction ƒ (a?) a, dans le voisinage de zéro, un nombre

infini de maxima et de minima, on ne peut rien déterminer sur Sun
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ordre de grandeur dans le voisinage de zéro. En effet, supposons
que les valeurs absolues de la fonction et, par conséquent, son
ordre de grandeur soient donnés. On pourra toujours disposer des

signes de telle manière que l'intégrale / f[x)dx converge, quand

sa limite inférieure décroît. On peut prendre comme exemple d'une
telle fonction, qui devient infinie, et de telle manière que son ordre

(l'ordre de - étant pris pour unité J soit infiniment grand, la fonc-

tion suivante :

d[xcos\e*) j
dx —

Nous nous contenterons de ce qui vient d'être dit sur cet objet,
qui appartient à une autre branche de l'Analyse *, nous allons main-
tenant aborder le problème spécial que nous nous sommes pro-
posé : la recherche générale des conditions sous lesquelles une
fonction peut être représentée par une série trigonométrique.

Étude sur la possibilité de représenter une f onction par une série
trigonométrique, sans faire aucune supposition sur la nature
de la fonction.

§7.

Les travaux que nous avons signalés sur cette question avaient
pour but de démontrer la série de Fourier pour les fonctions que
l'on rencontre en Physique mathématique ; on pouvait donc com-
mencer la démonstration pour des fonctions tout à fait arbitraires,
et ensuite soumettre la marche de la fonction à des restrictions
quelconques, nécessaires pour la démonstration, si ces restrictions
n'allaient pas contre le but que l'on s'était proposé, et convenaient
aux fonctions que Ton avait en vue. Dans notre problème, la seule
condition que nous imposerons aux fonctions, c'est de pouvoir être
représentées par une série trigonométrique 5 nous rechercherons
donc les conditions nécessaires et suffisantes pour un tel mode de
développement des fonctions. Tandis que les travaux antérieurs
établissaient des propositions de ce genre : si une fonction jouit dé
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telle et telle propriété, elle peut être développée en une série de
Fourier, nous nous proposons la question inverse : si une fonction
est développable en une série de Fourier, que résulte-t-il de là sur
la marche de cette fonction, sur la variation de sa valeur, quand
l'argument varie d'une manière continue?

A cet effet, considérons la série

._j—£><>-+-&tcos#4-
i

ou, si pour abréger nous posons

6 A «Sin^H 6COS^ À as in2# t 6 c o s 2 r = A2, . . ,

la série
A,-+- Ai-4- Aa-t-...,

que nous supposons donnée. Nous désignerons cette série par û , et
sa valeur par ƒ (a?), en sorte que cette fonction est déterminée seu-
lement pour les valeurs de x qui rendent la série convergente.

Il est nécessaire, pour la convergence de la série, que ses termes
finissent par devenir infiniment petits. Si les coefficients an, bn ten-
dent vers zéro pour n croissant à l'infini, les termes de la série Q
finiront par devenir infiniment petits, quel que soit x\ sinon, ils ne
pourront le devenir que pour des valeurs particulières de x. Les
deux cas doivent être traités séparément.

§8.

Supposons d'abord que les termes de la série Q. finissent par de-
venir infiniment petits, quel que soit x.

Dans cette hypothèse, la série

C -h C * + Ao - - A, - ~2 - ~3 - . . . = F(tf)
2 4 9

qu'on déduit de û , en intégrant deux fois consécutivement chaque
terme, sera convergente, quel que soit x. Sa valeur F(x) varie d'une
manière continue avec x, et cette fonction F (x) est, par suite, tou-
jours susceptible d'intégration.

Pour reconnaître à la fois la convergence de la série et la conti-
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unité de la fonction F (a?) y désignons la somme des termes jusqu? à

î P a r - ^ ^e r e s t e de la série, c'est-à-dire la série

A„o^4 A?'V»-*-î

(n-hif

par R, et la plus grande valeur de Am, pour m ̂ > ft, par e. La va-
leur de R, quelque loin qu'on prolonge cette série, est évidemment
plus petite, abstraction faite du signe, que

et, par suite, R peut être renfermé entre des limites aussi petites
qu'on le veut, quand n prend des valeurs suffisamment grandes \
donc la série est convergente. De plus, la fonction F est con-
tinue, c'est-à-dire que son accroissement peut être rendu aussi petit
qu'on le veut, en assignant à x un accroissement suffisamment petit \
car 1?accroissement de F(x) se compose de deux parties : celui de
N et celui dé R; or on peut prendre d'abord n assez grand pour que
R, quel que soit .r, soit aussi petit qu'on le veut, et, par consé-
quent, pour que l'accroissement de R, pour cnaque accroissement
de a?, soit infiniment petit ; et ensuite on peut prendre l'accroisse-
ment de x assez petit pour que celui de N soit au-dessous de toute
quantité donnée.

11 sera bon de présenter maintenant, sur la fonction F (.r), quel-
ques théorèmes dont la' démonstration interromprait la suite de
notre étude.

THÉORÈME I. — Quand la série Q. est convergente, l'expression

FU-J-«-f-p)— F (a:-h a— (3) — F(^ — g + .ft)-+-F(.r — a — (3)
5

où a et fi sont des infiniment petits dont le rapport est fini, con-
verge vers la même limite que la série.

En> effet, on a

a — (3) — F{x — q.-i~(3) + F(ar — g —(3)

sina sin(3 siri2a sin2(3 sin3a sin3(3= A. + A, — . — + At——.—ç- + A 3 - — .-^-
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ou, pour traiter d'abord le cas plus simple où « = (3,

Ffr+arg) —2F(g) + F ( g — 2 « ) _ 4 . /sinaV .
4a2 \ <% ] \

Si la série infinie A0-+-Ai + A2-f-., . est désignée par ƒ(•#), et'
que l'on fasse

A04- Ai + . . .4-An-! = ƒ(#).-*- en9

on doit pouvoir trouver, pour une grandeur donnée à volonté 5,
une valeur m de n telle que,* si n > m, en devienne plus petit que S.
Prenons maintenant a assez petit pour que ma < rc; transformons,
par la substitution

-, , . V^ . /sinn^X2 -, , .
la serie > A« dans la suivante :

JL \ nu J

et partageons cette série en trois parties, en réunissant :
i ° Tous les termes de rang i à m inclusivement 5
20 Les termes de rang m-\~ 1, jusqu'au plus grand nombre entier,

que nous désignerons par s, inférieur à —5
OL

3° Depuis s 4-1 jusqu'à l'infini.
La première partie se compose de termes variant d'une manière

continue, et peut être rendue, par conséquent, aussi voisine qu'on
le voudra de sa valeur limite zéro, si l'on prend a suffisamment
petit.

La deuxième partie, comme le facteur de etn est toujours positif,
est évidemment plus petite, abstraction faite du signe, que

/sinsaX2!

Pour trouver enfin des limites entre lesquelles soit renfermée la
troisième partie, décomposons son terme général en deux parties,
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et

s\nnoc\2\ sin (in — i)asinaj Tsinfft — i)a~y /s\

Sous cette forme, il est clair que le terme général est plus petit que

— i ) 2 a 2

et, par suite, la somme depuis s-h i jusqu'à l'infini est plus petite
que

I I

s'oc1 sa

valeur qui, pour a infiniment petit, se transforme en

La série

(sinna\2

approche donc, pour une valeur décroissante de «, d'une valeur
limite qui n'est pas supérieure à

+

et, par conséquent, qui est nulle \ et, partant, l'expression

OL) — iY(x) ~i- F(.z? —

4a5

converge, lorsque a décroît indéfiniment, vers la limite f(x) : ce
qui démontre notre théorème pour a = j3.

Pour le démontrer dans le cas général, soit

F(* + a -h (3) - aF(tf) + F(* - a ~ (3) = (a + (3

F(# + a - p) - 2F(«) + F(^ - a -h (3) = (oc - P
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d'où

— (3) — F ( * — a-»-(3)-l-F(tf — a — (3)

Par suite de la démonstration déjà faite, dt et dt sont infiniment
petits quand a et [3 le sont : donc il en sera de même de

pourvu que les coefficients de J t et de £2 ne deviennent pas infinis,

ce qui n'a pas lieu si le rapport Ë demeure fini; et, par suite,

- a —(3) — Y(x — oc + (3) + F(.r — a— (3)

converge vers ƒ (x) . c; Q. F . D.

THÉORÈME II.

2a

e,yi toujours infiniment petit avec a.

Pour le démontrer, partageons la serie \ An [ en trois

groupes, dont le premier contienne tous les premiers termes jusqu'à
un certain indice m, à partir duquel A„ demeure inférieur à s -, le
second, tous les termes suivants pour lesquels ncL est plus petit
qu'une quantité déterminée c\ le troisième, tous les autres termes
de la série. Il est facile de voir que, si ex. décroît, la somme du pre-
mier groupe fini demeure finie, c'est-à-dire plus petite qu'une quan-
tité déterminée Q ; celle du second, plus petite que s - \ celle du

troisième, plus petite que s \ <T
c < n a

Par suite,

20C

qui est égal à
Y A fs'inncc\2

\ noc
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est inférieur à

d'où résulte le théorème qu'il s'agissait de démontrer.

THÉORÈME III. — S i l'on désigne par b et c deux constantes ar-
bitraires, dont la plus grande est c, et par 1 (x) une fonction qui
demeure finie entre b et c, et s'annule aux deux limites, dont la
première dérivée ait les mêmes propriétés, et dont la seconde dé-
rivée naît pas un nombre infini de maxima et de minima, l'in-
tégrale

u? I F(.r)cos^(.r — a)"k{x)dx,
Jb

quand p croît indéfiniment, devient plus petite que toute quantité
donnée.

Remplaçons F [x) par son expression en série dans l'intégrale
précédente ; nous obtiendrons pour cette intégrale la série

Jb
—) cos p{x — a)
2 /

— 7 2 / A„cos/x(^ — a)l(x)dx.
jLk n Jb

i

Kncos\k[x — a) peut évidemment se décomposer en une\somme
de quatre termes,

cos([À 4- n) [x — a)9 sin(^ ~\~n){x — a},

COS(/JI—n){x — a), sin(^x — n)(x — a);

et, si l'on désigne par B̂ +n la somme des deux premiers, et par
Bn-n celle des deux derniers, on aura

d2Ba-n
(IX

et B(JI-WI, B̂.—n deviendront infiniment petits, quand n croîtra indéfi-
niment.
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peut donc s'écrire

ou, en intégrant deux fois par parties, et considérant d'abord X(a?),
puis y [oc] comme constantes,

puisque / (x) et X'(J?) deviennent nuls aux limites deTintégration.

On s'assure facilement que I B(,±»X//(^r) rfx devient infiniment
J b

petit, quel que soit ra, si /x croît indéfiniment^ car cette expression
est composée des intégrales

X zos[u±n){x — a]W{x)dx9 I sin(ti.±:n){x — a)\"[x)dx*
Jb

Si [xzhn devient infini, ces intégrales deviennent infiniment pe-
tites; si, n devenant infini avec ^, \x zh n reste fini, ce sont, au con*
traire, les coefficients de ces intégrales dans B^a qui deviennent
infiniment petits.

Pour la démonstration de notre théorème, il suffira donc évidem-
ment de montrer que la somme

étendue à toutes les valeurs entières de n qui satisfont aux con-
ditions

pour des valeurs positives quelconques des quantités c, reste finie,
quand p. devient infini-, car, en faisant abstraction des termes pour
lesquels

- c ' < n < c", IL - c '"< n < p 4- cIV,
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qui sont en nombre fini et deviennent évidemment infiniment pe-
tits, il est clair que la série ($ ) demeure plus petite que la somme
précédente multipliée par la plus grande valeur de

qui est infiniment petite.
Maintenant, si les quantités c sont plus grandes que l'unité, la

somme

y __£_ =.'. i
ZjwV-tt)1 [J-

prise entre les limites précédentes, est plus petite que l'intégrale

i l , c'—i , c"—\ , c'"— i , ctv— Ï
étendue de — oo a > de a ï ? de ï 4 •

(l (l [A. /X

à -h oc $ car si, en partant de zéro, on sépare l'intervalle entier de

— oo à -f- co en intervalles de la grandeur de - ? et que l'on rem-

place partout la fonction sous le signe I par sa plus petite valeur

dans l'intervalle considéré, on obtient, puisque la fonction n'a au-
cun maximum entre les limites de l'intégration, tous les termes de
la série.

Si l'on effectue l'intégration, on trouve

ï C dx Ï F ï ï . , 1
~ / ~n r; ™ ~ ' h 2logo; — 2logn— x) -t-const.,
[l J X [l — X) [A\_ X I — X J

et, par suite, entre les limites déjà indiquées, une valeur qui ne de-
vient pas infinie avec y..

{A suivre.}


