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P R E F A C E.

"A EN juger par différens fragmens qui nous restent, et dont

quelques-uns sont consignés dans Euclide , il paroit que les

anciens Philosophes avoient fait des recherches assez éten-

dues sur les propriétés des nombres. Mais il leur manquoit

deux instrumens pour approfondir cette science , l'Art de la

numération qui sert à exprimer les nombres avec beaucoup

de facilité , et l'Algèbre
,

qui généralise les résultats , et qui

peut opérer également sur les connues et les inconnues. L'iu-

vention de l'un et l'autre de ces arts dut donc influer beaucoup

sur les progrès de la science des nombres. Aussi voit-on que

l'ouvrage de Diophante d'Alexandrie , le plus ancien Auteur

d'algèbre qu'on connoisse , est entièrement consacré aux

nombres , et renferme des questions difficiles résolues avec

beaucoup d'adresse et de sagacité.

Depuis Diophante jusqu'au temps de Viete et de Bachet

,

les Mathématiciens continuèrent de s'occuper des nombres ,

mais sans beaucoup de succès ^ et sans faire avancer sensi-

blement la science.

Viete , en ajoutant de nouveaux degrés de perfection à

l'Algèbre , résolut plusieurs problêmes difficiles sur les nom-

bres. Bachet , dans son ouvrage intitulé Problèmes plaisans

et délectables , résolut l'équation indéterminée du premier

degré par une méthode générale et fort ingénieuse. On doit à

ce même Savant un excellent commentaire sur Diophante
3

qui fut depuis enrichi des notes marginales de Fermât.

Fermât , l'un des Géomètres dont les travaux contribuè-

rent le plus à accélérer la découverte des nouveaux calculs
,

cultiva avec un grand succès la science des nombres, et s'y
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fraya des routes nouvelles. On a de lui un grand nombre de

l'iiéorêmes intéressans , mais il les a laissés presque tous sans

démonstration. C'étoit l'esprit du temps de se proposer des

problêmes les uns aux autres. On cachoit le plus souvent sa

mélliode, afin de se réserver des triomphes nouveaux tant

pour soi que pour sa nation ; car il y avoit sur-tout rivalité

entre les Géomètres françois et les anglois. De-là il est arrivé

que la plupart des démonstrations de Fermât ont été per-

dues, et le peu qui nous en reste , nous fait regretter d'autant

plus celles qui nous manquent.

Depuis Fermât jusqu'à Euler , les Géomètres, livrés en-

tièrement à la découverte ou à l'application des nouveaux

x^alculs, ne s'occupèrent point de la Théorie des Nombres,

Euler , le premier , s'attacha à cette partie ; les nombreux

Mémoires qu'il a publiés sur cette matière dans les Commen-

taires de Pétersbourg , et dans d'autres ouvrages
,
prouvent

combien il avoit à cœur de faire faire à la science des Nom-
bres les mêmes progrès dont la plupart des autres parties des

Mathématiques lui étoient redevables. Il est à croire aussi

qu'Eulcr avoit un goût particulier pour ce genre de recher-

ches , et qu'il s'y livroit avec une sorte de passion , comme

il arrive à presque tous ceux qui s'en occupent. Quoi qu'il en

soit , ses savantes recherches le conduisirent à démontrer

deux des principaux Théorèmes de Fermât , savoir i°. que

si a est un nombre premier , et x un nombre quelconque non

divisible par a, la formule x"''-— i est toujours divisible

par a ; 2". que tout nombre premier de forme A/i-hi , est la

somme de deux quarrés.

Une multitude d'autres découvertes importantes se font re^

marquer dans les Mémoires d'Euler. Ony irouvelathéorie des

diviseurs de la quantité a^^b", le traité de partilione nurne-r
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Toriim
,

qui est inséré aussi dans son Inlrod. in Anal. inf. ,

l'usage des facteurs imaginaires ou irrationnels dans la réso-

lution des équations indéterminées , la résolution générale

des équations indéterminées du second degré , en supposant

qu'on en connoisse une solution particulière ; la démons-

tration de beaucoup de Théorèmes sur les puissances des

nombres , et particulièrement de ces propositions négatives

avancées par Fermât, que la somme ou la différence de deux

cubes ne peut être un cube , et que la somme ou la différence

de deux biquarrés ne peut être un quarré. Enfin on trouve

dans ces mêmes écrits un grand nombre de questions indé-

terminées résolues par des artifices analytiques très-ingénieux,

Euler a été pendant long-temps presque le seul Géomètre

qui se soit occupé de la Théorie des Nombres. Enfin la

Grange est entré aussi dans la même carrière, et ses premiers

pas ont été signalés par des succès égaux à ceux qu'il nvoit

déjà obtenus dans des recherches d'un genre plus sublime.

Une méthode générale pour résoudre les équations indéter-

minées du second degré , et , ce qui étoil plus difficile , une

méthode pour les résoudre en nombres entiers , fut le coup

d'essai de ce Savant illustre ; bientôt après il appliqua les

fractions continues à cette branche d'analyse; il démontra

le premier que la fraction continue égale à la racine d'une

équation rationnelle du second degré , devoit être périodi-

que , et il en conclut que le problème de Fermât concernant

l'équation x^

—

yiy^=\ , est toujours résoluble; proposition

qui n'avoit pas encore été établie d'une manière rigoureuse

,

quoique plusieurs Géomètres eussent donné des méthodes

pour la résoluiion de cette équation.

Le même Savant
,
par des recherches ultérieures qui sont

consignées dans les Mémoires de Berlin , a démontré le pre-



viij PRÉFACE.
mier que tout nombre entier est la somme de quatre quarrés

;

on lui doit également plusieurs autres démonstrations impor-

tantes , mais la plus remarquable de ses découvertes est une

niétbode générale de laquelle découlent comme corollaires

une infinité de Théorèmes sur les nombres premiers.

Cette méthode , singulièrement féconde , est fondée sur la

considération des formes tant quadratiques que linéaires qui

eonviennent aux diviseurs de la formule i'-t-a«% où t et u

6ont deux indéterminées , et a un nombre donné. Il restoit

cependant à établir , d'une manière générale , la relation qui

doit exister entre les formes linéaires et les formes quadra-

tiques appliquées aux nombres premiers ; car au défaut du

principe qui contient cette relation ( i ) , la Théorie de la

Grange
,
qui donne une infinité .de Tliéorêmes pour les nom-

bres premiers 4/^— i, n'en fournit qu'un très-petit nombre

relatifs aux nombres premiers 4/1-4-1.

Un Mémoire que j'ai publié dans le volume de l'Académie

des Sciences pour l'année 1 786 , offre les moyens de démon-

trer le principe dont il s'agit, et renferme d'ailleurs des

propositions qui paroissent avancer la science des nombres.

J'y ai donné i°. la démonstration d'un Théorème pour juger

de la possibilité ou de l'impossibilité de toute équation indé-

terminée du second degré , ramenée àla formeax^-t-èy ^=C2';

2". la démonstration d'une loi générale qui existe entre deux

nombres premiers quelconques , et qu'on peut appeler loi de

réciprocité ; 3". l'application de cette loi à diverses propo-

sitions , et son usage , tant pour perfectionner la Théorie

de la Grange , que pour vaincre d'autres difficultés du même
genre.

(1) Voyez sur cet objet les Mémoires de l'Académie des Sciences de Berlin,

aiiné& 1 775 , pag. 35o et 352.
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Le même Mémoire contient en outre l'ébaucbe d'une théo-

rie entièrement nouvelle sur les nombres considérés en tant

qu'ils sont décomposables en trois quarrés; théorie À laquelle

appartient le fameux Théorème de Fenflat
, qu'un nombre

quelconque est la somme de. trois triangulaires , et cet autre

Théorème du même Auteur
,
que tout nombre preAiçr 8/2—

i

est de la forme /?'H- q'^-h 2 r\

Depuis l'époque de lu publication de ce Mémoire
, je me

suis occupé à diverses reprises de développer les vues qu'il

contient , et d'apporter quelques perfectionnemens à dilFé-

rens points de la Théorie des Nombres et de l'analyse indé-

terminée (1). Mes recherches à cet égard ayant été suivies de

quelque succès
, je me proposois d'abord d'en publier le

résultat dans un ouvrage particulier
;

j'ai cru ensuite devoir

profiter de cette occasion pour traiter la Théorie des Nom-
bres avec plus d'étendue qu'on ne l'a fait jusqu'à présent (2},

et en y comprenant le résultat des principales recherches

d'Euler et de la Grange sur la même matière.

C'est ainsi que je me suis déterminé à composer l'ouvrage

que j'offre en ce moment au Public
;
je le donne non comme

(1) Je ne sépare point la théorie des nombres de l'analyse indéterminée, et je

regarde ces deux parties comme ne faisant qu'une seule et même branche de l'analyse

algébrique. En effet, il n'est pas de Théorème sur les nombres qui ne soit relalif

à la résolution d'une ou de plusieurs équations indéterminées. Ainsi quand oa

assure
, d'après Fermât, que tout nombre premier 4» + l est la somme de deux

quarrés , c'est comme si on disoit que l'équation Â^^y" + z" est toujours réso-

luble tant que .4 est un nombre premier de forme 4re -{- i. On peut ajouter que

dans ce même cas l'équation A=iy^ + z° n'aura jamais qu'une solution , ce qui

est un second théorème contenant une propriété caractéristique des nombres pre^

niiers 4n 4" ••

(a) Le traité d'analyse indéterminée faisant suite à l'Algèbre d'Euler , et enrichi

des additions de la Grange, est sans doute un ouvrage excellent eu ce genre , mais

jl ue contient guère que la partie élémentaire.
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un traité complet , mais simplement comme un essai qui fera

connoître à-peu-près l'état actuel de lu science , et qui con-

tribuera peut-être à en accélérer les progrès. Il ne m'appar-

tient pas d'endiredavantage sur mon propre ouvrage; j'ajou-

terai seulement que je n'ai rien négligé pour le rendre digne

de l'attention des Géomètres. Mais quelque soin que j'aie mis

à examiner les divers cas particuliers de plusieurs propositions

,

je sens qu'il a pu m'échapper des omissions et peut - être

même des erreurs. Je ne doute pas sur-tout que plusieurs des

propositions nouvelles que j'ai démontrées laborieusement

,

ne le puissent être d'une manière beaucoup plus simple ^ soit

à l'aide de principes encore inconnus , soit par des rappro-

chemens que je n'ai pas apperçus. Quoi qu'il en soit, j'ose me

flatter qu'à raison de la dilliculté de la matière et de sa nou-

veauté , les Géomètres recevront ces essais avec indulgence ,

et j'espère que les fautes même dans lesquelles j'aurois pu

tomber, tourneront au profit de la science , en donnant occa-

sion à des mains plus habiles de traiter le même sujet , et de

le porter à un plus haut degré de perfection.
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ESSAI
SUR

LA THÉORIE DES NOMBRES.

INTRODUCTION,
Contenant des notions générales sur les Nombres,

JNoTRE objet , dans cette introduction , est de présenter quelques

considérations générales sur la nature des nombres , et particuliè-

rement sur celle des nombres premiers. Mais avant tout , nous

croyons devoir nous occuper de quelques propositions fondamen-

tales , dont la démonstration ne se trouve pas dans les traités ordi-

naires d'Arithmétique , ou du moins n'y est présentée que d'une

manière peu rigoureuse.

I. Nous examinerons d'abord pourquoi le produit de deux nom-

bres demeure le même , en changeant l'ordre des facteurs , c'est-à-

dire pourquoi l'on a ^ xB^Byc.^.
Un moyen très-simple de se convaincre de la vérité de cette

proposition
, consiste à faire ou imaginer une figure rectangulaire

,

qui contienne plusieurs rangées égales de quarrés égaux ou de cercles

égaux. Si vous faites ^ rangées chacune de B quarrés , la même
figure vous offrira B rangées chacune de ^ quarrés. Le nombre
total des quarrés sera donc également représenté par B y< ^ et

par -^ X 5 ; de sorte que ces produits sont nécessairement égaux.

Cette démonstration nous paroît à- la -fois claire, générale et

exacte 5 cependant si on lui reproche d'être fondée sur des notions

A
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d'étendue étrangères à la science des nombres , voici comment on

pourra y suppléer.

Soit A le plus grand des nombres ^ et 5 , soit Cleur diflFérence
,

et en conséquence ^= 5 + C. On accordera aisén^ent que le

produit de A par B est composé du produit de B par jB , et du
produit de C par B ,• de sorte qu'en écrivant le multiplicateur le

dernier,ona^xB =BxB+CxB. Mais le produit de5 par^
ou par5 + Cest composé aussi de 2? pris 5 fois et de B pris C fois,

de sorte qn'onaBX^=BxB+ BxC. De-là on voit que le produit

\A xB sera le même que le produit Bx yi ^ si le produit partiel

CxB est égal à B x C. Mais par la même raison, l'égalité entre

CB et B C se prouvera par l'égalité entre deux produits plus petits

CD et Z> C, et en continuant ainsi , on parviendra nécessairement

soit au cas où les deux facteurs sont égaux , soit au cas où l'un

d'eux est égal à l'unité. Dans le premier cas , l'égalité est mani-

feste ; dans le second, elle se conclut de ce que Hxi est la même
chose que i X H, l'un et l'autre étant égal à H. Donc le produit

^ XB est toujours égal au produit B x ^.

II. On suppose ordinairement
,
qu'en multipliant un nombre

donné M par un autre nombre iV qui est lui-même le produit des

deux facteurs ^ et B , il revient au même de mulliplierM parN
tout d'un coup , ou bien de multiplier d'abord M par y^ , ensuite

le produit par B. Cette conclusion , considérée en général
,
peut

cependant ne paroître ni absolument évidente , ni une suite de

la proposition précédente.

Pour la démontrer, imaginons un assemblage de sphères égales,

ou de cubes égaux rangés en forme parallélipipède , de manière

qu'on en compte un nombre M dans le sens de la longueur, un

nombre ^ dans le sens de la largeur , et un nombre B dans le sens

de la hauteur} il y aura , cela posé , différentes manières de trouver

le nombre total des sphères , et ces différentes manières donneront

certainement le même résultat.

Si on ne considère d'abord qu'une sphère dans la hauteur , le

nombre des sphères résultera du produit des autres dimensions

^ et B , el sera AxB. Il faudra ensuite multiplier ce produit
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par le nombre de sphères comprises dans la hauteur , c'est-à-dire

par 31 , et le nombre total des sphères conclu de ces deux opé-

rations , sera ^ x Bx M.
Mais dans la forme que nous supposons , on peut prendre éga-

lement B pour la hauteur, Jf et ^ pour les autres dimensions.

Raisonnant donc sur ces nombres comme sur les précédens , on

auroit pour le nombre total des sphères 31x ^ xB.
On doit donc avoir AxBxM—MxAxB. Mais AxB—N

et NxM=MxN ^ donc MxN ov. MxABz=M.xAxB.
C'est la proposition que nous voulions démontrer.

On pourroit démontrer la même chose , mais d'une manière

peut-être moins claire
,
par une simple figure rectangulaire. Ima-

ginons 31 quarrés égaux dans la largeur et N dans la longueur. Le

nombre total des quarrés sera il/x iV. Supposons ensuite que N
est le produit des deux nombres A e\. B , nous pourrons concevoir

dans la longueur totaleN autant de fois la longueur partielle ^
que le nombre K contient d'unités. Mais le nombre de quarrés qui,

dans la figure rectangulaire , répond à chaque longueur partielle

A , Q5l MxA '. donc puisque la longueur partielle ^ est con-

tenue B fois dans la longueur totale iV", il faut multiplier le nombre

M X A par 5 , et on aura 31x AxB pour le nombre de quarrés

contenus dans la figure totale. Donc le nombre MxN déduit

d'une seule multiplication , est égal au nombre Mx AxB qui

résulte de deux multipUcations.

m. D'après ces deux propositions, on démontrera facilement

que le produit de tant de facteurs que Uon voudra , deineure tou-

jours le même ^ en quelqu'ordre que les facteurs soient multipliés.

Pour prouver, par exemple
,
que le produit AxBx CxD

est égal au produit CADB
,
je commence par faire en sorte que

la même lettre occupe la dernière place dans les deux. Or on a,

en vertu des propositions précédentes , AxBxC-=Ax CxB;
doncAB CD=^A CS Z>; considérant ensuite A C comme un seul

nombre , on auraACxBxD=ACxDxB. Ainsi la lettre B
est à la dernière place dans ce produit , comme elle Test dans

l'autre produit donné CADB i ôtant'cette dernière lettre, il ne

A2
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reste plus à prouver que l'égalité ACD=^CAD ^ or elle suit

de ce que AC=^ CA^

IV. Le -produit de deux nombres A ei B est divisible par tout

nombre -premier qui divise exactement l'un ou l'autre des facteurs

A etB.

Car soit 9 un nombre premier qui divise B , et soit en consé-

quence B^^Cx^i on avtra. AB=^A Cx^ i donc AB divisé

par 9 donne le quotient exact A C.

V. Si le nombre 9 divise à la fois les deux nombres A etBy

il divisera la somme et la différence de deux multiples quelconques

de ces nombres.

Cav sil'onaA=A' 9, B=B'&, ^avlaïïlmA=tnB=^mA'6=iznB'9.,

.cette quantité divisée par 9 donnera le quotient exact mA'^nB'.

VI. Tout nombre premier qui ne divise ni l'un ni Vautre des

facteurs hetV>^ ne peut diviser leur produit AB.

Cette proposition étant l'une des plus importantes de la théorie

des nombres , nous donnerons à sa démonstration tout le déve-

loppement nécessaire.

Soit , s'il est possible , 9 un nombre premier qui ne divise ni

A m. B y mais qui divise le produit AB ; soit que A soit plus

grand ou plus petit que 9 , on pourra supposer qu'en divisant A
par 9 , on a le quotient m ( qui peut être zéro ) et le reste A'

;

on aura AoncA=m^ {• A' ; on aura semblablement 5= /z 9 + B',

Donc AB= mn9B + nA'9 + mB'Q + A'B'. Cette quantité,

d'après l'hypothèse , doit être divisible par 9 , et comme la parti©

mnU + nA'Q+ mB'9 se divise d'elle-même par 9, il faudra

donc que l'autre partie A' B' soit également divisible par 9j ainsi

nous pourrons faire A' B'=6 C.
Dans ce premier résultat , nous remarquerons , i". qie "A' et B'

ne sont zéro , ni l'un ni l'autre
,
parce queA et B sont supposés

non-divisibles par 9 j 2°. que A' et B' étant des restes de division

sont moindres que le diviseur 9 j 3°. qu'aucun des nombres A', B'

ne peut être égal à l'unité j car si on avoit -<^'= 1 , le produit A'B*.
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deviendroit 5' ; or B' étant <9 , il est impossible que B' soit divi-

sible par 9.

Nous avons donc deux nombres entiers ^\ B\ tous deux plus

grands que l'unité , et tous deux moindres que 9 , dont le produit

est divisible par 9 , de sorte qu'on a ^' B'= 9 C . Voyons les con-

séquences qui en résultent.

Puisque ^' est moindre que 9 , on peut diviser 9 par ^' • soit

m le quotient et A" le reste , on aura 9 = ttî ^' + A". Donc
fl X ^'= /w X ^' X jB' + A" X B' . Le premier membre est di-

visible par 9 , il faut donc que le second le soit aussi : mais la

partie m x A' x B' est divisible d'elle - même par 9 , puisque

A'B'=C&; donc l'autre partie A" B' doit être encore divisible

par 9.

Le nombre A"
,
qui est un reste de division , est moindre que

le diviseur A' ; il ne peut d'ailleurs être zéro , car si cela étoit

,

fl seroit divisible par A' ^ et ne seroit plus un nombre premier.

Donc du produit A'B\ supposé divisible par 9, on tire un autre

produit A" B' divisible encore par 9 , lequel est plus petit que A'B'

et cependant n'est pas zéro.

En suivant le même raisonnement , on déduira du produit A"B*'

un autre produit A'" B' ouA"B", encore plus petit, et qui sera

toujours divisible par 9 sans être zéro.

Et en continuant la suite de ces produits décroissans , on par-

viendra nécessairement à un nombre moindre que 9. Or il est im-

possible qu'un nombre moindre que 9 et qui n'est pas zéro , soit

divisible par 9 3 donc l'hypothèse d'où l'on est parti est impossible.

Donc si les nombres ^^ et C ne sont divisibles , ni l'un ni l'autre

,

par le nombre premier 9 , leur produit A!B ne pourra non plus être

divisible par 9.

VIL La doctrine des incommensurables repose entièrement sur

le principe qu'on vient de démontrer. En effet, s'il existoit, par

exemple , une fraction rationnelle— égale à ^Z 2 , il faudroit que
n

—fût égale 325 donc m^ devroit être divisible par chacun des
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nombres premiers qui divisent n. Mais la fraction— étant censée

irréductible , m n'a aucun diviseur commun avec n ; donc en vertu

du théorème précédent m* ne peut avoir non plus aucun diviseur

m*
commun avec n; donc il est impossible qu'on ait— = 2.

En général , une puissance quelconque du nombre a ne peut avoir

pour diviseurs d'autres nombres premiers que ceux qui divisent a ;

et ainsi , si on ne peut trouver l'entier x tel que «"= 6 , b étant

un nombre entier donné , on ne pourra non plus satisfaire à l'équa-

tion —= b,

VIII. Un nombre quelconque N , s'il n'est pas premier, peut être

représenté par le produit deplusieurs nombres premiers a, é", > , &c.

éleués chacun à une puissance quelconque 3 de sorte quon peut

toujours supposer N= a" S"' y''
, &c.

En effet , la méthode à suivre pour opérer cette décomposition
,

consiste à essayer la division du nombre N successivement par

chacun des nombres premiers 2,3,5,7, &c. (i). Lorsque la division

réussit par le nombre premier * , on la répète autant de fois qu'il

est possible , in fois en général 5 et en appelant le dernier quo-

(1) On reconnoît à la seule' inspection , si un nombre donné est divisible par

O , 3 , ou 5 : à l'égard des autres nombres premiers, il n'y a guère de règle plus

simple que la division effective. Cependant comme le produit des trois nombres

7, 11 , i3 est 1001 , il s'ensuit que looo divisé par l'un de ces nombres, laisse

le reste— 1, que (1000)^ lafase le reste +1 , (1000)'' le reste— 1 , et ainsi alter-

nativement. De-là on déduit un procédé forl simple
,
pour savoir si un nombre

donné est divisible par l'un des nombres premiers 7,11, i3 , ou par le produit

de deux d'entr'eux ; soit
,
par exemple, le nombre Aii'j7>8oi^5ii , après l'ayoir

partagé en tranches de trois chiffres , de gauche à droite , je fais une somrife des

tranclies i^'", 3°, ô", 8cc. , et une des autres tranches. Je soustrais la seconde somma

S3i delà première 987, et j'ai la différence +156. Cette différence n'est divisible

ni par 7 ni par ii , mais elle est divisible par i3 ; donc le nombre proposé n'est"

divisible ni par 7 ni par 11 , mais il est divisible par i3. En général, la diffé-

rence ainsi trouvée, prise pour dividende , donnera le même reste que le nombre

proposé,.
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tient P , on aura N=:ta."P. Le nombre P ne pouvant plus être

divisé par a. , il est inutile d'essaj^er la division de P par un nombre

premier moindre que « j car si P étoit divisible par ô moindre que

t , il est clair que N seroit aussi divisible par 9 , ce qui est contraire

à la supposition. On ne doit donc essayer de diviser P que par les

nombres premiers plus grands que « ; on trouvera ainsi successive-

ment P—CQ, Q= -/!{, &ic. ce qui donnera iV= a'" é"/ , &c.

IX. Si après avoir essayé la division d'un nombre donné'Npar les

nombres premiers successifs 2,3,5,7... j'^'^^^u'à \/ N , o« n'en

trouve aucun qui divise N , on en conclura avec certitude que N
est un nombre premier.

Car supposons que N soit divisible par un nombre premier

6>V/iV, on auroit donc, en appelant P le quotient, N=^P.
N N

Mais puisque ô est >\/A", on aura P= -t-<' ;--<V^/ ^0^°

N seroit divisible par un nombre P moindre que \/N , donc à plus

forte raison il seroit divisible par un nombre premier «< \/ N, ce

qui est contre la supposition.

On peut donc trouver de cette manière si un nombre donné N
est premier ou s'il ne l'est pas. Mais quoique celte méthode soit

susceptible de quelques abrégés dont nous ferons mention ci-après,

elle est en général longue et fastidieuse. Aussi plusieurs Mathéma-

ticiens ont-ils jugé convenable de construire des tables de nom-

bres premiers plus ou moins étendues. La manière la plus simple

de construire ces tables , est de commencer par écrire de suite tous

les nombres impairs 1,3,5,7,9,11, &c. jusqu'à 100000 , ou

telle autre limite qu'on peut se proposer. Celte suite étant formée
,

on en efface successivement tous les multiples de 3 , tous ceux

de 5 , tous ceux de 7 , &c. en conservant seulement les premiers

termes 3,5, 7, &c. non efiPacés par les opérations antérieures. De
cette manière , il est visible que tous les nombres restans n'ont

d'autres diviseurs qu'eux-mêmes , et qu'ainsi ils sont des nombres

premiers (i).

(1) On trouvera à la fin de cette introduclion , une petite table de tous les nom-
bres premiers au-dessous de looo.
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X. Un nombre donné N étant réduit à la forme a'Cy''.... îl

est clair qu'il aura pour diviseurs tous les termes du produit développé

Donc le nombre de tous ses diviseurs sera (m-{- i)(n+i)(p+i) &c.

Par exemple
,
puisqu'on a 36o= 2^.3'.5' , les diviseurs de 36o

sont au nombre de 4.3.2 ou de 24.

XI. Réciproquement il est facile de trouver un nombre qui ait

autant de diviseurs qu'on voudra. Cherchons
,
par exemple , un

nombre qui ait 36 diviseurs ; on décomposera 36 en facteurs

(premiers ou non ) , tels que 4 , 3 , 3 j on diminuera chaque facteur

d'une unité , ce qui donnera 3 , 2 , 2 j d'où l'on conclura que

tt^ ë' y'- est la forme d'un nombre qui a 36 diviseurs , a, f, >

étant des nombres prertliers. Le plus simple de ces nombres est

a'.3*.5" = i8oo,

XII. Si on cherche en combien de manières le nombre iV=a'"é"'>'',&c.

peut être le produit de deux facteurs ^ et B ; on trouvera que

ce nombre est j (m-\- 1) (n-\- 1) (p-\- 1), &c. Car chaque diviseur ur£

jY
est censé accompagné de son inverse— ou i5 > et ainsi le nombre

.^

des quantités AB ou BA est la moitié de celui des diviseurs

de N.

Si le nombre iVétoit un quarré , tous les exposans m^n^p^ &c.

seroientpairsjCtalors la moitié du produit ('to+ i) (n->r i)(p+ i^,&c.

contiendroit la fraction ^ pour laquelle il faudroit prendre l'unité.

XIII. Si on veut que les deux facteurs dans lesquels on décompose

le nombre JV soient premiers entr'eux , alors le nombre des com-

binaisons ne dépend plus des exposans m^n^p, &c. , et il est le

même que si le nombre iVétoit a.CyS'i &c. ; de sorte qu'en appe-

lant & le nombre des facteurs a, é", > , &c. , on aura 2*-' pour le

nombre de manières de partager N en deux facteurs premiers

eptr'eux.

Par exemple, le nombre i8oo peut se partager de i8 ma-
aières en deux facteurs , mais il ne se peut partager que de

quatre
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quatre manières en deux facteurs premiers entr'eux ; car on a

i8oo = 2\'5\5'j et 2^-'= 4.

XIV. Si l'on prend la suite des nombres naturels 1,2,3,4,5,6,&c.

et qu'on désigne par fn la somme des diviseurs du nombre n ,

on aura successivement :

/3 =
/4 =
/5 =
/6=
/7 =
/8 =
/9 =
/io=
&c.

+ 2

+ 3

+ 2 + 4

+ 5

+2+3+6
+ 7

+2+4+8
+ 3 + 9
+ 2 + 5 + 10

Ces sommes paroissent suivre une loi très- irrégulière
,
puisqu'à

côté d'un nombre premier
,
qui n'a que deux diviseurs , on ren-

contre souvent un nombre composé qui en a un très-grand nombre
;

cependant Euler a fait voir que cette loi peut être assignée d'une

manière assez simple et analogue à la loi des suites récurrentes-

Voyez le tome V des nouveaux Commentaires de Pétersbourg.'

Voyez aussi l'Introduction à l'Analyse des Infinis , traduite par J. B.

Labey , tom. 1 ,
pag. 355.

XV. Tout nombre premier ^ excepté 2 et 3, est compris dans

la formule 6xd=.i. En effet , si l'on divise un nombre impair par 6

,

le reste ne peut être que l'un des nombres 1 , 3 ^ 5 , ou (parce que

le reste 5 est censé le même que le reste — 1
)

, 1 , 3 , — 1. Donc
tout nombre impair peut être représenté par l'une des formules

6 a-+ 1, 6 A- 4-3, 6 X— 1. La seconde ne peut convenir aux nombre»

premiers, puisqu'elle est divisible par 3, et que 3 est excepté;

donc tout nombre premier , hors 2 et 3 , est compris dans la for-

mule 6*=bi.

B
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Jl ne s'ensuit pas réciproquement

,
que tout nombre compris dans

la formule G.vdr i soit un nombre premier j on Irouveroit que cela

n'a pas lieu lorsque x= i, 6 , &.c.

, XVI. En général , il n'existe aucune formule algébrique qui ne

représente que des nombres premiers. Car soit, par exemple , la

Çormule P= ax^+ bx'-{- CX+ cl, et supposons qu'en faisant x=:^-,

la valeur de P soit égale au nombre premier^; ; si on fait x=&-{-pyj

y étant un entier quelconque , on aura

P=;j+ (5aie-\- 2bk + c) py + (5al^+ b) p^y + «pV-
D'où l'on voit que P n'est pas un nombre premier

,
puisqu'il est

divisible par jj , et différent de p.

Il est néanmoins quelques formules remarquables par la mul-

titude de nombres premiers qui y sont contenus : telle est la

formule x'' ]- a-+ 4i dont Euler fait mention dans les Mémoires

de Berlin (an. 1772, pag. 36 ) , et dans laquelle, si l'on fait

successivement .ï=o,i, -2 ,3, &c. on a. la suite 4i,43,47,53,6i,7i,&:c.

dont les quarante premiers termes sont des nombres premiers.

On peut citer dans ce même genre la formule x''^ x + ij
^

dont les dix-sept premiers termes sont des nombres premiers; la

formule 2 a;° -1- 2g , dont les 29 premiers le sont , et une foule

d'autres.

XVII. Si on ne peut pas trouver de formule algébrique qui ren-

ferme uniquement des nombres premiers , à plus forte raison n'en

peut-on pas trouver une qui renferme absolument tous ces nom-

bres , et qui soit l'expression de leur loi générale. Cette loi paroît

très-difficile à trouver d'une manière quelconque , et il n'y a guère

d'espérance qu'on y parvienne jamais. Cela n'empêclie pas qu'on

ne puisse découvrir et démontrer un grand nombre de propriétés

générales des nombres premiers , lesquelles répandent un grand

jour sur leur nature.

Et d'abord nous pouvons démontrer rigoureusement que la

înuUitude des nombres premiers est infinie.

Car si la suite des nombres premiers 1,2,3,5,7,11, &c. étoit
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finie , et que p fût le dernier ou le plus grand de tous , il fauJroit

qu'un nombre quelconque N fût toujours divisible par quelqu'un

des nombres premiers 2.5.5.J. . ..p. Mais si on représente par P
le produit de tous ces nombres (i) , il est clair qu'en divisant P+ i

par l'un quelconque des nombres premiers jusqu'à p , le reste sera

4- 1 ; donc l'hypothèse que p est le plus grand des nombres pre-

miers ne sauroit avoir lieu 3 donc la multitude des nombres pre-

miers est infinie.

Cette proposition se prouve encore d'une manière directe et

fort élégante , en faisant voir que la somme de la suite

|-+ j+ j+ |+ y+ &c. est infinie. Voyez Vlntrod. in ^nal. infin.

pag. q35.

XVIII. Tous les nombres impairs s'expriment par la formule

2j;+ 1, laquelle selon que x est pair ou impair conlient les deux

formes kx-\- x et 4.v— 1. De-là deux grandes divisions des nom-

bres premiers, l'une comprenant les nombres premiers 4.v+ 1
,

savoir 1 , 5 , i3 , 17, 2g , Sy , 4 1 , 53 , 6 1
, 73 , &c. , l'autre com-

prenant les nombres premiers 4a'— 1 , savoir 0,7, 11 , ig , 23,

3i , 43, 47 , 5g, &c.

La forme générale 4 a: + 1 se subdivise en deux autres formes

8ar + i et 8x4-5 ou Sa-— 3. De même la forme 4.t— 1 se sub-

divise en deux autres 8 .v + 3 et Sx + 7 ou 8.v— ij de sorte

(1) Si l'on admet successivement 1 , 2,3, &c. , facteurs dans le produit P, on

trouvera que le nombre P+i prend les valeurs 3,7,3i,2ii,23ii, 3oo3i , &c.

Les cinq premiers termes sont des nombres premiers , ce qui pourroit faire pré-

sumer que les suivans le sont; mais cette conjecture est bientôt anéantie, en.

examinant le sixième terme 3oo3i qu'on trouve être le produit de 5i) par 5og.

En général, c'est un problème difficile, et non encore résolu, de trouver un non^.bre

premier plus grand qu'un nombre donné. Fermât avoit annoncé ( mais sans dire

qu'il en eût la démonstration
)
que la formule 2^+1 donnoit toujours des nombres

premiers, pourvu qu'on prît pour x un terme de la progression double i,2,4,8,iG,&c.

Cette formule
,

qui auroit fourni une solution très-simple du problême men-

tionné , s'est trouvée en défaut ; car suivant la remarque d'Euler , si l'on fait

A,-^3a, on a 2*4"is=64i . e/oo'îiy,

B 2
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qu'on peut réduire tous les nombres premiers à ces quatre formes

principales

,

807+1 1, 17, 4i
, 73, 8g, 97, ii3, 137, &c.

8.T4-3 3, 11, ig, 43, 69, 67, 83, 107, &c.

8x— 3 ou 8^7+5.... 5, i3, 2g, 37, 53, 61, 101, 109, &c.

8x— 1 ou 8x + "j. . .. 7, 25, 3i , 47 , 71 , 79 , io3, 127 , &cc.

XIX. Nous avons déjà vu que les nombres premiers considérés

par rapport aux multiples de 6 , sont de l'une des deux formée

6x + 1 , 6:»;— 15 dans celles-ci x peut être pair ou impair, et de-

là résultent, par rapport aux multiples de 12, les quatre formes

12X + 1, 1207 + 5, 12a:— 5, 12 vT— I, chacune renfermant une

infinité de nombres premiers.

En général , a étant un nombre donné quelconque , tout nombre

impair peut être représenté par la formule 4 ex±6, dans laquelle

ù est impair et moindre que 2 a. Si parmi toutes les valeurs possibles

de b on retranche celles qui ont un commun diviseur avec a , les

formes restantes 4 a .r± è comprendront tous les nombres premiers

partagés, à l'égard des multiples de 4(3, en autant d'espèces ou

formes que± b aura de valeurs différentes. Ainsi en faisant a= i5 j

on aura les seize formes différentes

60X-+1 , 6007+7 , 6007+11, 6007+ 13

6007— ] , 6007—7 ,
6007— 11 , Box— 13

6007+17, 6007+ ig, 60X+23, 6007+29^

6007— 17, 600;

—

ig, 6007—23, 600;— 2g

dont chacune comprend une infinité de nombres premiers , et qui

par leur réunion renferment la totalité de ces nombres ( 2 , 3 et 5

exceptés ).

XX. Ces divisions générales nous portent à considérer une pro-

gression arithmétique quelconque

dont le terme général est ^07 + B. Soit ô un nombre premier non-

diviseur de ^ , on pourra toujours trouver une infinité de valeurs

^ X A- B
de X telles que soit un entier 3 car si on appelle « la plus
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petite de ces valeurs (i), et qu'on désigne par z un entier quel-

conque , on aura en général .r = a + â z , et ainsi les valeurs de ^

qui rendent -</x + J5 divisible par &, forment elles-mêmes une

progression arithmétique «,«+9, « + 29 &.c. , dont la différence

est 9.

Il suit de-là que sur 9 termes consécutifs pris par-tout où l'on

voudra dans la suite —^+B , B, ^+ B, a^+ B, &c. , il y
en aura nécessairement un divisible par 9. En général , les termes

divisibles par 9 , dans la suite dont il s'agit , seront placés à la

même distance les uns des autres , et cette distance comprendra

toujours un nombre de termes 9.

XXI. Supposons que la série commence au terme ^ -Y B lors-

que .r= 1 j si on considère n termes consécutifs à compter diï

premier , et que de ces n termes on retranche tous ceux qui sont

divisibles par 9 , il restera n (i ) termes non-divisibles par 9.

Dans les applications de cette formule , le résultat sera toujours

exact , tant que n sera un multiple 9. Mais n peut être un nombre

quelconque non divisible par 9, et alors la quantité n \\— --\

contiendra un entier « plus un reste -. L'entier « a une signification-

non-équivoque
j
quant à la fraction - , elle tient Heu tantôt de

8

zéro ; tantôt de l'unité , suivant les différens cas. Cette fraction

exprime en quelque sorte la probabilité que le nombre des termes

Bon- divisibles par 9 sera «+15 mais il peut être <* seulement.

(1) Car en faisant successivement x=o, 1 , 2,. . .9 — 1 , lès restes delà division

de Ax-\-B par â doivent être différens les uns des autres, et plus petits queô.

Donc il y en a un qui sera zéro. Deux restes ne peuvent pas être les mêmes',

car si y4 m -|- B et yJ ra + B donnoienl le même reste , il faudroit que leur difl'c-

rence A (m—n) fût divisible par ô ; ce qui n'a pas lieu
,
puisque^ n'est pas divi-

sible par 3 , non plus que m—n, qui est •<^S.
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XXII. Si ftf est un nombre premier non-diviseur de ^ , on trou-

vera semblablement que dans la suite finie

il y a « r 1

J
termes non-divisibles par « , et la fraction qui peut

être contenue dans n\\ j tiendra lieu suivant les différens cas

de G ou de i.

Donc si on veut savoir combien dans la même suite il y a de

termes qui ne sont divisibles ni par » ni par 9 , on trouvera que

ce nombre est n \\— -\ fi

—

--V En effet, si l'on suppose,

pour plus de simplicité
,
que n est multiple de « 9 , et qu'on fasse

en conséquence nr=n u^
^ on pourra distinguer dans n quatre sortes

de termes , i". les N termes qui ne sont divisibles ni par 9 ni par <a
j

2°. les TÎw termes qui sont divisibles par 9 ; 3°. les ri 9 termes qui

sont divisibles par w; 4°. les n termes qui sont divisibles par «9.

Or il est évident que ceux-ci sont compris deux fois dans les

termes nw + 7z'9 , et qu'ainsi en réunissant tous les termes distincts

,

on aura «= iV+ «'&>+ ra' 9— «'; d'où résulte

iV ^'K^-^-^>-^) = "0"-DO-;)•
Formule qui sera rigoureusement vraie , si n est un multiple de w 9

,

et qui approchera de la vérité dans tous les autres cas , de manière

que l'erreur ne pourra jamais être de deux unités.

XXIII. Par un raisonnement semblable , on prouvera que si

9 ,
A

, /^ , V ^ &c. sont des nombres premiers quelconques non-divi-

seurs de ^ , la fornuile

«(O0-D(-^)(-r)^=-
représenteralenombredetermesdela8uîte^-l-^,2^+5..«^+ i?

qui ne sont divisibles par aucun des nombres premiers 9 , ^,/y. ^ i-, &c.

Cette formule pourra , dans les cas particuliers , s'écarter quelque

peu de la vérité à raison des fractions introduites par chaque dé-
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nominaleur , mais l'erreur ne pourra jamais s'élever à autant d'unités

qu'il y a de dénominateurs.

XXIV. Si ^ et 23 avoient un diviseur commun , il est clair

que la formule ^ x + B ne pourroit contenir aucun nombre pre-

mier (si ce n^est peut-être le diviseur dont il s'agit).

Supposons donc que ^ et B sont premiers entr'eux ; et parce

qu'alors la formule ^x+B peut représenter divers nombres pre-

miers , cherchons combien il y a de ces nombres dans la progression

^+B,2^+B nA-\-B.

D'après la formule précédente , il faudra former le produit

2 4 5 w—

1

^ 7} ' T ' ~007 û)

dans lequel on fera entrer tous les nombres premiers 3, 5, 7 jusqu'au

plus grand « compris dans \/ (nA-]rB) ^ en exceptant seulement

ceux qui divisent A.
Cela posé , si A -\rB est plus grand que \/' (nA-\-B) , la for-

mule précédente sera le nombre demandé.

Mais s\A-\-B est plus petit que \/ (nA+ B) , il faudra ajouter

â cette formule autant d'unités qu'il y a de nombres premiers

moindres que \/ (nA-\-B) dans la suite proposée

yi^rB^iA^rB iiA + B.

XXV. Veut-on savoir
,
par exemple , combien il y a de nom-

bres premiers dans les 1000 premiers termes de la suite

49 , 109 , 169 , 229 , 289 , 249 , &c.

dont le terme général est 60 a;— 11 ? Le millième terme est 59989

,

sa racine quarrée 244, et le nombre premier prochainement moindre

24 1 j d'ailleurs 60 est divisible par 3 et par 5 ; donc il faut prendre

pour diviseurs tous les nombres premiers depuis 7 jusqu'à 24i

inclusivement, ce qui donnera pour l'expression du nombre de-

mandé

/6 10 12 iR 18 22 24^
1000 ( - . — . ^- . — . — . —^ ) + 2.

/o 10 12 ih 1»

V7 II * i3 '

17
*

19
* 20 24 1-

J'ajoute 2 unités
,
parce qu'il y a dans les premiers termes de la

suite deux nombres premiers 109 et 229 moindres que 241

.
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XXVI. Pour achever ce calcul, et en général, pour trouver

combien il y a de nombres premiers dans n termes successifs d'une

progression arithmétique donnée ( n étant assez considérable pour

que les petites aberrations produites par les fractions , en plus ou

en moins, ne soient pas sensibles
) , il seroit nécessaire d'avoir

une table des valeurs du produit f .y.|.-ff. . . &c. formé avec la

suite des nombres premiers , et borné successivement à chacun de

ces nombres. Voici un essai de cette table.

Valeurs
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^r -1 -.245 ft) 1

VALEURS successives du produit -. -.- continue
6 b j «

jusqu'au nombre premier m.

NOMBRE «. PRODUIT. NOMBRE a>. P R D U I T.

3

5

7
II

, 666 667

0, 533 333
0, 457 143

0, 415 584
0, 383 616

157
163

167

173

179

, 218 3 l6

0, 216 977
0, 215 678
0, 214 431
0, 213 233

17

29
31

, 361 0^ I

0, 342 048
0, 327 176

0, 315 894
0, 305 704

181

191

193

197

199

, 212 055
, 210 941
, 209 848
, 20S' 783
, 207 734

37
41

43
47
Î3

, 297 442
, 290 187

0, 283 439
0, 277 407
0, 272 183

211

223

227
229

^33

, 206 749
0, 205 822

0, 204 915
, 204 020
, 203 144

59
61

67
71

73

0, 267 570
0, 263 III

0, 259 184
o> ^55 534
0, 252 033

239
241

251

^57
263

, 202 294
0, 201 455

, 200 65(2

0, 199 871

, 199 I I

I

79
^3

89

97
lOI

, 248 843
0, 245 845
0, 243 083
0, 240 577

, 238 195

269

271

277
281

283

, 198 371
, 197 639
, 196 925
, 196 224

0, 195 531

103

107
109

"3
127

, 235 882
c, 233 677
0, 231 533

, 229 484
, 227 677

293

307
311

313

317

, 194 864
0, 194 229
0, 193 605

, 192 986
, 192 377

131

137

Ï39

149

0, 225 939
, 224 290

0, 222 676
, 221 181

, 219 716

331

337
347

349
353

0, 191 796
0, 191 227

, 190 676
, igo 130

, 189 591
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XXVII. Au moyen de cette table, on trouvera facilement la

valeur du produit 1. -rr-TT Ht dont on a eu besoin dans le

problême du n°. XXV , car ce produit n'est autre chose , aux

deux premiers facteurs près
,
que celui qui est donné dans la

table vis-à-vis de 24 1 ; de sorte que le produit dont il s'agit

= -^Xo, 201 455= 0,377 728. De-là résulte le nombre demandé

377, 7 + 2 , ou à-peu-près ^80 , c'est-à-dire qu'il y a environ 38o

nombres premiers compris dans les 1000 premiers termes de la

suite arithmétique 4g, 109, 169, &c.

XXVIII. Supposons encore qu'on cherche combien il y a de

nombres premiers au-dessous de 100000. Pour cela , il faut consi-

dérer les 5oooo premiers termes de la suite 1 , 3, 5. . . . 99999 ; or

la racine de 99999 est à-peu-près 3i6, et le nombre premier
,

prochainement moindre , est 3i3 j on aura donc, au moyen de la

table, le produit 5oo 000. j. y. . . ff4=5oo ooox 0,192 986= 96495

à quoi ajoutant 66
,
parce que 3i3 est le 66^ des nombres pre-

miers (2 compris) on aura 97i5 pour le nombre demandé des nom-

bres premiers au-dessous de 100 000. L'erreur, dans ce résultat,

ne peut s'élever à 66 j ce qui fait à peine la i46^ partie du total.

XXIX. Si on cherchoit combien il j a de nombres premiers

au-dessous de 1000, on trouverolt par les mêmes procédés, que

le nombre est environ i65 (il est réellement 170, l'aberration

étant causée par les fractions).

On voit par-là, que jusqu'à 1000 les nombres premiers composent

la sixième partie de tous les nombres ; mais à 100000 ils ne com-

posent plus que la dixième partie (1) : on conçoit en même tems

(1) S'il ya&nombrespremiers compris dans la progression naturelle 1,2,3,4,5. .a^

il est remarquable que suivant les diverses valeurs de a , on ait à très-peu-près

les rapports suivans :

a = 10'
,

10'
,

103, loS 10»

b 1 1 1 1 1

a~ 2 ' T ' "6"
' "s"

' 10
'

D'où il paroît qu'on peut conclure en général t= —r-
, 1 a désignant le logarithme

I
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qu'à 1000000 la proportion sera encore moindre et ainsi de suite.

En effet , la probabilité qu'un nombre pris au hasard sera premier
,

est d'autant moindre que ce nombre est plus grand j car plus le

nombre est grand
,
plus il y a de divisions à essayer pour s'assurer

si le nombre est premier ou s'il ne l'est pas.

XXX. Nous remarquerons encore
,
que si on considère les seize

suites dont les termes généraux sont : 60 a- + 1 , 60 or— i , 60 .r + 7,

60 .V— 7, 60^4- 11, 60X— 11 , &c. (art. XV) , et qu'on cher-

che
,
par exemple , combien il y a de nombres premiers dans

un million des premiers termes de chaque suite , on trouveroit

sensiblement le même nombre pour chacune ; d'où il suit que tous

les nombres premiers (sauf 2, 3 et 5) sont répartis également

entre ces différentes suites , et que chacune peut être censée

contenir la seizième partie de la totalité des nombres premiers.

de a pris dans les tables ordinaires ; cette formule très-simple peut êlre regardée

comme suffisamment approchée, au moins lorsque a n'excède pas loooooo. Ainsi

si on demande combien il y a de nombres premiers depuis i jusqu'à 4ooooo, on

4ooooo „^ ,

trouvera que ce nombre est ou ^5700 a-peu-pres.
2X5, 602 '

Au reste , il est vraisemblable que la formule rigoureuse qui donne la valeur

de b lorsque a est très-grand , est de la forme b r= —- , ^ et B étant
A log. a -f- B

des coefliciens consfans, et log. a désignant un logarillime hyperbolique. La dé-

termination exacte de ces coefliciens seroit un problême curieux et digne d'exercer

k sagacité des Analystes.

C 2
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TABLE
des nombres premiers au-dessous de looo.

1,2,3,5,7,11, 13, 17, 19' ^3 ^ ^9' 31 5 37^41 , 43 j 47-

53, 59,61,67,71, 73,79,83,89, 97

loi, 103 , 107, 109, 113, 117, 131 , 137, 139, 149, 151,

157, 163 , 167, 173 , 179, 181 , 191, 193 , 197, 199

an, 223 , 127, 229, 233 , 239, 241 , 251, 257, 263, 269,

17^52.77, 281,283,293

3075 3"' 313. 317, 33^» 337, 347, 349, 353,359>367,
373, 379' 3835 389, 397

401 , 409, 419, 421 , 431 , 433 , 439, 443 ,449, 457, 461

,

463 » 467 , 479 » 487 , 49 ', 499

503, 509, 521, 523, 527, 541, 547, 557, 563, 569, 571,

577» 587, 593, 599

601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659,
661 , 673, 677,683, 691

701,709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769,

773 , 787 , 797

809, 811, 821 , 823, 827, 829, 839, 853 , 857, 859, 863 ,

877, 881, 883,887

907, 911,919, 929, 937, 941,947, 953,967, 971,977,
983, 991, 997

26

47

63

79

96

I IX

127

141

156

170



PREMIERE PARTIE.

EXPOSITION DE DIVERSES METHODES ET PROPOSITIONS

RELATIVES A l'ANALYSE INDÉTERMINÉE.

§. I. Des Fractions continues.

(i) JrouR changer une quantité quelconque .r rationnelle ou

irrationnelle en fraction continue , le principe est de faire suc-

cessivement

X X X

« étant le plus grand entier contenu dans :ir, a' le plus grand entier

contenu dans .r' , et ainsi de suite. De cette manière , il est visible

que la quantité x sera transformée en cette fraction continue

1

''
"^<t'"+ &c.

Iffquelle aura un nombre fini ou infini de termes , selon que la

quantité x est rationnelle ou irrationnelle.

Ces termes ou quotiens a, a', a' , &c. sont supposés , ainsi que
la quantité x , toujours positifs ( le premier a seroit zéro , si x étoit

au-dessous de l'unité). Quelquefois cependant il convient, pour

rendre la suite plus convergente , d'admettre des quotiens néga-

tifs j mais c'est une exception dont il faut avertir expressément

,

et qui n'aura pas lieu dans ce qui suit.

M
(2) Lorsque la quantité x est une fraction rationnelle—

,
pour

transformer cette quantité en fraction continue , il ne s'agit que

de faire , sur les deux nombres M tl N ^Xbl même opération que
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si on en cherchoit le plus grand commun diviseur. Voici le type

de celte opération, en supposant Jf>iV.

M{N_ NcP PrQ
P(T ' resteÇcT"' reste^ftlZ'

&c.

Par ce moyen, on a successivement

N^^-^N' p-'^+F' Q^*+Ô"'
Donc

ifi I iV I

-r;r= «+-, 1 et-r^=- i

a + &C.

Dans ce cas , les termes de la fraction continue ne sont autre

chose que les quotiens successivement trouvés par l'opération du

commun diviseur , et il est clair que la fraction continue sera

toujours bornée à un certain nombre de termes qui pourra être

M
plus ou moins grand , selon que la fraction — sera plus ou moins

composée.

(3) Nous avons appelé quotiens les termes successifs «, a', «', &c.

de la fraction continue ; nous appellerons semblablement ^'«o^iffn.s-

complets les quantités x , x\ x", &c. résultantes de l'opération du

développement , et dont les entiers a , a', a", &c. font la plus grande

partie. Chaque quotient - complet renferme implicitement , outre

l'entier qui y est contenu , tous les quotiens suivans de la fraction

continue
,
puisque c'est par le développement de ce quotient-

complet qu'on trouve successivement tous les quotiens suivans.

Si on a une expression algébrique qui représente la valeur de

la fraction continue prolongée jusqu'au terme «<"' inclusivement

,

et que dans cette expression on substitue, au lieu de a. '"', le quotient-

complet a-f"', il est clair que le résultat sera la valeur exacte de x ;

car quand même la fraction continue s'étendroit à l'infini, on auroit

rigoureusement

.ï = a + — , a- = a+- 1 .T= «-l-- 1 , &C,
X a. H ' « + -;7 1

X
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De-là il suit qu'au moyen de chaque quotient-complet , on peut

toujours reproduire la valeur entière et exacte de la quantité dé-

veloppée, quelque loin qu'on ait poussé le développement. Cette

propriété recevra par la suite un grand nombre d'applications utiles.

(4) Étant proposée une fraction continue

1

x= u -\- - i

C +- 1

pour la réduire en fraction ordinaire , ou pour en trouver la valeur,

quel que soit le nombre de ses termes , il faut observer la loi que

suivent les résultats obtenus , en prenant successivement le pre-

mier terme , les deux premiers , les trois premiers , &c. de cette

quantité ; or on a
,
par les réductions ordinaires :

a. 1 aC-}-l 1 Cl C y ~\- y -^ et

a = — , a A = , a. -\ 1 =
l' C é" ' (T-!-- Cy+l

y

j —
. . .. I oCC

é" + - 1 CyS'-\- ^-\-ë '

De-là il suit que —, - étant deux résultats consécutifs , et /^ un
n q

nouveau quotient , le résultat suivant sera ; c est la loi

ÇH- + n

générale suivant laquelle on peut calculer facilement la valeur de

la fraction continue proposée, quel que soit le nombre de ses termes.

Voici le type de l'opération :

Quotiens « ? ^? y ,
^ > . . . f^^ ) f^' ,

y' . . . &c.

Fractions | l a. uC + l a. C y -\- y + a. p p p o

convergentes (•• Ô'7'~T~' f ^ + i
" '

'^' 7'¥"'

Sur une ligne on écrit les quotiens successifs a, ê', ^, <r,&c.
;

au-dessous des deux premiers on met les deux fractions-,- (laCl
première étant mise seulement pour mieux faire sentir la loi

)

,

ensuite on multiplie chaque numérateur par le quotient écrit au-
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dessus , on ajoute le numérateur précédent , et la somme est le

numérateur suivant j on fait de même à l'égard des dénominateurs ,

et la suite des fractions qui résultent de ce calcul représente les

diverses valeurs de la fraction continue proposée , selon qu'on en

prend plus ou moins de termes. Ces valeurs doivent approcher de

plus en plus de la valeur totale de la fraction continue , c'est pour-

quoi nous les appelons fractions convergentes ; si la fraction con-

tinue ne s'étend pas à l'infini , la dernière des fractions convergentes

sera la valeur exacte de la fraction continue proposée.

(6) Pour rendre raison de la loi que nous venons d'indiquer,

supposons qu'elle ait été vérifiée au moins jusqu'à un certain quo-

tient (J-; soit - la fraction convergente qui répond au quotient/",

ou qui est placée immédiatement au - dessous ; soient en même

P" -, r ' • • 1 P P' 11
tems -^ la Iraction convergente qui précède - , et — celle qm

P" P P'
la suit en cette sorte c "^ j -> -V»

on. aura , suivant la loi dont il s'agit :

p'=py. + p"

et la fraction -7- sera celle qui résulte de tous les quotiens de la

9
fraction continue jusqu'à ^ inclusivement. Ajoutons maintenant un

nouveau quotient //-'à la suite de /", et soit -;;- la valeur de la fraction

continue calculée jusqu'au quotient ^' inclusivement , il est clair

que la valeur analytique de —^ ne sera autre chose que celle de ^
dans laquelle , au lieu de /^ , on mettroit M + -7- j donc on aura

p(y+-7-)+Pp" _ ^ ^-

^

^ PV+P

Donc
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Donc la fraction convergente ~j se déduira des deux précédentes

pp..
-, —r , et du quotient /«.' répondant à la dernière , suivant la loi

/,' lit
p =p /^ +p

// f f i

q =ç H- +9-

Et ainsi cette loi de continuation aura Heu généralement dans toute

l'étendue de la fraction continue.

(6) n est à remarquer que les fractions convergentes succes-

sives-, -, — ,
—

, &c. sont alternativement plus

grandes et plus petites que la valeur totale x de la fraction con-

tinue ; c'est une suite de ce que les quotiens «^ é", •>-, «T, &c. sont

supposés tous positifs. En effet , si on prend un seul terme « , on a

évidemment a. <^x j si on en prend deux , on aura a. -{—> a; ,• car

pour avoir la vraie valeur de x , il faudroit augmenter le dénomi-

nateur C d'une certaine quantité. On verra de même
,
qu'en prenant

trois termes » + - i j le résultat est plus petit que x , et ainsi al-

y
ternativement.

Donc la valeur de x est toujours comprise entre deux fractions

convergentes consécutives.

Cela posé
,
je dis que si -— , - sont deux fractions convergentes

q q

consécutives , on aura pq°— p^q=± i , savoir + i si la fraction -

est du nombre des fractions plus grandes que x , ou si elle est

• de rang Impair (- étant censée la première ) , et — i si elle est de

rang pair.

En effet, si l'on considère trois fractions convergentes consécu-

PPP' -, ' P
tives —

- , -, —^ , et que /^ soit le quotient qui repond a -, on
q q q

^ ^
!Z

aura, suivant la loi démontrée, //= ///' -fp' ,
çr'= /^ ^r + 5-°

; d'où

résulte p q—p q'=z — (p q"—p° q). Mais par la même raison , si la

D
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llemonlant ainsi jusqu'aux deux premières fractions -, -, où la
o 1

différence analogue i x i— aXO = i , on en conclura que la

différence pq"—p° q est toujours égale à l'unité avec le signe + ,

si - est de rang impair , et le signe— dans le cas contraire.

(7) Cherchons présentement quelle est la différence entre une

flaction convergente - et la valeur entière x de la fraction conti-

nue. Pour cela , soit toujours —7 la fraction convergente qui pré-

cède -, et jK le quotient-complet qui répond à celle-ci , on aura,

suivant ce qui a été démontré , x= ^—
, d'où l'on tire

qy + q"

q qCqj'V q° ) q (q y + q° )

et X-^ = ^J' ^^:zllly- = — ^
q" q' (qy + q') q' (qy + q")

'

De-là on voit i°. que x— - et .r—— sont toujours de signes

, . . 5'
q"

contraires , et qu ainsi la valeur exacte de x est toujours comprise

entre deux fractions convergentes consécutives.

2°. Que la différence x est en général moindre que -- , et

q
^ ^ q

par conséquent peut être représentée par —— , S- étant plus pe-

tite que l'unité.

3°. Que la quantité p— qx est plus petite ( abstraction faite de

son signe ) que p"— q" x. Car on a - = Ej:Zlil- or par la

r q° X—p
nr.lure des fractions continues,j est toujours plus grand que 1 unité.

Donc à plus forte raison ,
-— x est plus petit que -7 — •a-' j donc
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chaque fraction convergente - est plus approchée de x que toutes

celles qui la précèdent. Propriété qui justifie la dénomination de

ces fractions.

(8) Soit maintenant - une fraction quelconque dont le dénomi-

Dateur ? soit moindre que q ; je dis que la quantité t— ?>.r, abs-

traction faite de son signe , sera plus grande quep— qx et même
que p^— q" X.

Car si l'on prend M=p'P—q^ , N=:p''<p— q'-^^on aura réci-

proquement
,

Cpr—p'ç)^^= q'M—qN.
Or on suppose P <iq , et on & pq'— p'^=± i 5 donc les nom-

bres M el N seront nécessairement de même signe. Cela posé
,

on aura (p
q" —p" q) (t— (px)= M (p"—f x) —N(p— q x).

Mais M et N sont de même signe , les quantités p°— q^ x
^ p— q x

sont de signes contraires 5 et on a d'ailleurs pq^— p°^= ±ij
donc "TT— ?.v est non- seulement plus grande que chacune des

quantités p"— q^ x
^ p— qx ; mais elle est au moins égale à leur

somme.

Puisque ? étant supposé <Cqt on a généralement -r— fx'^p— qx,

ii s'ensuit , à plus forte raison
,
qu'on a x'^ x ; donc la

9 q

fraction convergente - est toujours plus approchée de x que ne

l'est toute autre fraction - dont le dénominateur est moindre que q.

Cette propriété des fractions continues s'applique avec avan-

tage , toutes les fois qu'il est question d^exprimer par des rapports

les plus simples et les plus approchés qu'il est possible , des rap-

ports entre de très-grands nombres , ou des nombres irrationnels.

(9) Étant donnée une fraction - dont la différence avec une anan-
as

tité quelconque x est ± -^ > <^ étant plus petit que l'unité , on

D2
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demande quelle est la condition pour que la fraction - soit l'une

des fractions convergentes données par le développement de x

en fraction continue.

Pour cela , supposons que le développement de la fraction -

produise les quotiens successifs a
,
f, 7^. . . . f^ , au moyen desquels

on calculera les fractions convergentes vers - , comme il suit ;

9

IXQuotiens a. , C
, y ,

1 a. etC + \ P" P
Fract. converg ô ' 7' "T— ^'^'

Si la fraction - est une fraction convergente vers x , il faudra

que les quotiens a , C ,y // naissent également du développe-

ment de X , et que le quotient ju soit suivi de plusieurs autres

/i/', /uc"^ &c. Appelons jK le quotient- complet qui , dans le déve-

loppement de X , répond à la fraction convergente -
, on aura

ar= — , d ou resuite

q q(qj+q°) qCqy-Vq")'

Cette quantité doit être égalée à —— , ainsi il faut d'abord que

le signe de p q"—f q" soit le même que celui d& <r. Or c'est ce

qu'il est toujours possible d'obtenir.

En effet , la suite des quotiens a , C, . . . (i étant tirée de la frac-

tion donnée -
,
par la même opération qui serviroit à trouver le

commun diviseur de p et q ,\e dernier de ces quotiens ju est toujours

plus grand que l'unité. Car s'il étoit égal à l'unité , la fraction

continue a +- „ , au lieu d'être terminée par les deux termes
fe + etc.

—— 1 , le seroit par le seul terme —;— . Réciproquement donc
A -| A -j- 1

I
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on pourra , si on le juge à propos , étendre le dernier quotient y- en

deux autres f^— 1 , 1 3 de sorte que le calcul des fractions conver-

gentes vers - pourra être terminé à volonté de l'une ou de l'autre

de ces deux manières :

5 ^ .... A
, fJ-— ! j 1

m p
' n^q

m p— 7n p
Ji q— n q

p"
. .

Soit^ la fraction convergente qui dans l'une ou l'autre hypothèse

précède -
, on pourra donc prendre onp°=m

,
q°i=n , oup'^^p— ot,

q° z=q—n ; mais le signe dep q°—p" q est le contraire dans un cas

de ce qu'il est dans l'autre j donc en effet on peut toujours faire

en sorte que la quantité pq"—p" q ait le signe qu'on voudra.

On aura donc sans ambieuité — =^-, ou cr= -—-.
q(qj-Vq') q' qj+ q"

Or il faut que y soit positif et plus grand que l'unité
,
pour que j'

soit le quotient-complet qui répond à la fraction convergente ,

donc on aura (r<—-—
; et réciproquement si on a «T < ,

q + q°
' ^1

q ^-q' '

la valeur de y sera positive et plus grande que l'unité , donc -

sera l'une des fractions convergentes vers x. C'est la condition

qu'il s'agissoit de trouver.

Cette condition seroit remplie entr'autres cas , si on avoit ^ <iT->

parce que q" est toujours <§-.

(10) Nous placerons ici une application de la propriété précé-

dente
, laquelle sera utile dans la résolution des équations indé-

terminées du second degré.

Soit /7°

—

^q'^^dtzD une équation indéterminée dans laquelle

D est <C 1/^ ,
je dis que si cette équation est résoluble , la frac-

tion - sera comprise parmi les fractions convergentes vers y/ ^.
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En effet , de cette équation on tire r»

—

g\/A=^ —
%

,

'^
'' p+qV^

et amsi y -^ qne je représente par

Dq P" , r • . .
'

donc <r= : ; soit — la traction convergente qui pre-
p \- q y ^ q° ° ^ "^

cède - et qui est déterminée de manière que le signe de S" soit le

9
même que celui de D , il restera à prouver qu'on a

^ 7< '^—^^OuD(q-\-q')<p-\-q)/^.T>&ns\Q
p-Vqs/' A q-V q"

second membre ,
je mets , au lieu de ^ , sa valeur q \/^=t: -

,

et l'inégalité à prouver pourra s'écrire ainsi :

Or cette inégalité est manifeste
,
puisqu'on a \/^4 > Z?

,
q~> q"

•,

et que la partie seule (q— q^) \/

A

,
qui est au moins égale k\/A^

surpasse - qui est plus petit que l'unité. Donc - sera toujours

comprise parmi les fractions convergentes vers \/A , de sorte qu'il

ne s'agit que de développei: \/A en fraction continue , et de

calculer les fractions convergentes qui en résultent
,
pour avoir

toutes les solutions en nombres entiers de l'équation a;""

—

Ay^^^^^D^

D étant < \/A.

(il) Considérons une fraction continue plus petite que l'unité ,

et d'un nombre fini de termes - i r= -- : le calcul des
''+? + &c. ^^

fractions convergentes étant fait à l'ordinaire , comme il suit :

Quotiens a, é', y k , '^ ^ H-

G I C /j°°° P^ P^ P
T'a' ae+ 1

"" ^'''q^'qFract, converg...

on aura , suivant la loi de formation
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q ^i^q" +r parlant il
q

I— - q''

q" ^Kq^^ + y°"
q-

r
&c.

X

&c.

K +-i

Donc en général

,

t.^1 I

q /^+ - 1

•

•

•

et

6i

9
C'est-à-dire que le développement de — donne les ouoliens

q
jK,A,x,.... €^a qui ne sont autre chose que les termes de la

fraction continue proposée
,
pris dans l'ordre inverse.

Donc s'il arrive que ces quotiens forment une suite sjmmétrique
^

c'est-à-dire une suite a, é", >. . . 9. , ë", a, telle que les extrêmes

soient égaux, ainsi que deux termes quelconques également éloi-

gnés des extrêmes, il est clair qu'on aura —= -
, ou a° = p.

q q

Réciproquement si on a q° =p , on peut en conclure que la suite

des quotiens est S3'mmélrique.

On verra des exemples de ces suites dans le développement des

racines quarrées des nombres en fraction continue.
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§. IL Résolution des Équations ijidéterminées

du premiej' degi-é.

r

(12) xliTAMT donnés deux nombres a eX. b premiers entr'eux

,

on pourra toujours résoudre en nombres entiers l'équation

ax— bj = 1

.

Pour cela , il faut réduire -en fraction continue, et calculer la suite

des fractions convergentes vers j. Soit — celle qui précède -
, on

aura l'équation a b' — a°i= ±i. Si le signe + a lieu, on aura

immédiatement x= b°,j^=a° , ou plus généralement , en prenant

une indéterminée z
,

x — b^ + bz

j^ = a° + a z.

Si l'on a ab"— a° b=— 1 , alors on peut faire x =— è%j'=— o',

ou plus généralement
X = — b" -{- b z

y = — a" + az
z étant une indéterminée qu'on peut prendre à volonté positive

ou négative.

(i3) En général, si on a à résoudre l'équation ax— bj=^Cf
a et b 'étant toujours premiers entr'eux , on cherchera de même ,

par les fractions continues , les nombres a° et b' qui donnent

ab°— a° è =: d= 1 , et de-îà on conclura

a; = b zr±ib° c

^ = a zdtz a" c.

Au moyen de l'indéterminée z , il est facile de trouver une solu-

tion telle que x ne surpasse pas ± f ^ , et une autre telle que

j ne surpasse pas ±z~ a. En effet, si b" c surpasse ^ 6 ,
on peut

b" c
prendre pour z l'entier le plus proche de —,— et alors b^c — bz

sera plus petit que { b.
On
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On suppose que a et b n'ont point de commun diviseur ; car

s'ils en avoient un , l'équation ax— bj = c ne pourroit avoir lieu

,

à moins que c lui-même ne fût divisible par ce commun diviseur,

et dans ce cas , il faudroit le faire disparoitre par la division.

Remarque. Sans connoitre les nombres t q\.u qui peuvent être

indéterminés , il suffit de savoir que l'un de ces nombres u est

premier à un nombre donné ^ , et on pourra toujours supposer

qu'il existe deux nombres « et z , tels que t= nu—yi z ; on pourra

supposer en même temps que n n'excède pas ~ ^. Cette propriété

recevra par la suite un grand nombre d'applications.

( 1 4) L'équation a x— by= c que nous venons de résoudre satis-

fait à la question de trouver une valeur de * telle que
a X-

b

soit un entier , condition que nous exprimerons ainsi— = e.

Or on peut avoir simultanément plusieurs conditions de cette sorte

à remplir ; supposons qu'on demande une valeur de x telle que les

trois quantités

ax— c a' X — c a' x—- c"

b ' b' ' b"

soient des entiers. La première condition donnera une valeur de x

de la forme x:=m-\-bz: cette vale,ur étant substituée dans la

seconde quantité , il faudra déterminer z de manière que

abz-\-a'm— c .— = e. Ici peut se manitester un signe d impossibi-

lité : car si b et b' ont un commun diviseur 9 , il est clair que l'équa-

tion précédente ne peut avoir lieu , à moins que le nombre déter-

miné a'm— c' ne soit divisible aussi par 9.

En général , la valeur de z qui satisfait à la condition précé-

dente ( si elle n'est pas impossible ) sera de la forme ^= « -j- b' z'y

11

ou z = ?z 4- — ;:' , si 6' et b ont un commun diviseur 9. On aura
9

donc x= m-\-bn-\-bb'z'^ ou en général x= m! + B' z\ B' étant

le moindre nombre divisible à-la-fois par b et b' . Celte valeur étant

substituée dans la troisième quantité qui doit être un entier, on en

E
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déduira la valeur finale de x, qui sera de la forme a- = Ji+ -S^?

J3 étant le moindre nombre divisible à-la-fois par b , b\ b", et z étant

une indéterminée. Ainsi on pourra toujours trouver une valeur de x

moindre ou non plus grande que ^ B : et de cette première valeur

on déduira toutes les autres , en lui ajoutant ou en en retranchant

un multiple quelconque de B.

Lorsque les nombres sur lesquels on opère ne sont pas bien

grands , il est aisé de satisfaire aux diverses conditions , sans avoir

recours aux fractions continues. Cheixhons
,
par exemple , un

nombre x tel que les trois quantités

3x — lo 11.T 4-8 i6:«;— 1

soient des entiers. La dernière quantité contient une partie entière

5x , et unreste —-— ; soit ce reste = z , on aura x= 5~-|- i. Cette
5

valeur, qui satisfait à la troisième condition , étant substituée dans

la première, on aura —= <','ou en supprimant l'entier , -=r,-
7 7

donc 2 = 7?^, et x = 35w+ i. Il reste à substituer cette valeur

, • '
385«+ ig „

dans la seconde quantité , et on aura := e. ouppri-
17

înant l'entier contenu dans le premier membre , cette condition

, . 11 y -1- 2 — 6r + 2 », , • 1- ,

devient — = e , ou = e. Multipliant le premier
]7 17 —y + 6

membre par 3 , et supprimant l'entier , on aura = ^ /

donc jr= 6 + 17^ , et x= 211 -l- 5.7. 17 f ; d'où l'on voit que le

moindre nombre qui satisfait à la question est 211.
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§. III. Méthode pour résoudre en nombres rationnels

les Équations indéterminées du second degré.

(i5) Soit proposée l'équation générale

a x"" \- b X y + cy"^ + d x + ey +f^= o
,

dans laquelle x ety sont des indéterminées , et a, b , c, d, e
, f

des nombres entiers donnés positifs ou négatifs ; on tire d'abord

de cette équation

2 ax + by + d= \/ \_(by + dy— ^aCcy" + ey +/^ ].

Ensuite si l'on fait
,
pour abréger , le radical = t ,

è'— ^ ac=^^
^

bd— 2ae= gy d^— kaf=^hy on aura les deux équations

"2. a x + by -\- d^=t

^ y"" + "2 g y + h =t'.

Multiplions la dernière par^ , et faisons de nouveau -^j' +§"= «,

g"— u^h^=B ; nous aurons la transformée

Réciproquement si on peut trouver des valeurs de « et f qui satis-

fassent à l'équation u"—^f =:5, on en tirera les valeurs des

indéterminées x et y de l'équation proposée , savoir :

M— g t— by— d

où l'on doit observer que u et t peuvent être pris l'un et l'autre

avec le signe qu'on voudra.

Si on cherche la solution de l'équation proposée en nombres

rationnels , il suffira de résoudre par de tels nombres la trans-

formée «^—^r = jB ; mais si on veut résoudre la proposée en

nombres entiers , il faudra non-seulement que t et u soient des

entiers , mais que les valeurs de i et « substituées dans celles de x

et y donnent pour celles-ci des nombres entiers. Dans ce qui suit

nous ne nous occuperons que de la résolution en nombres rationnels.

( i6 ) Toute équation indéterminée du second degré peut se

réduire , comme nous venons de le voir , à la forme ir— ^t' =^B;

E2
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or quels que soient les nombres rationnels t ei u ^ on peut supposer

qu'ils sont réduits à un même dénominateur. Ainsi , en faisant

u=^'- ,t = -
, on aura a résoudre l'équation

dans laquelle maintenant x,j, z sont des nombres entiers.

On peut supposer que ces trois nombres n'ont pas entr'eux un

même commun diviseur ; car s'ils en avoient un , on le feroit dis-

paroître par la division. De même on peut supposer que les nombres

yi &\B n'ont aucun diviseur quarré ; car si on avoit
,
par exemple

,

^ = ^'k\ B — B'L\ on feroit hy —y' , Iz— z'^ et l'équation

à résoudre deviendroit

x''—^'y'' = B'z'^

dans laquelle ^' et B' n'ont plus de facteur quarré.

L'équation x"— ^y''= B z"- étant ainsi préparée, on observera

que deux quelconques des indéterminées a;, j^, z ne peuvent avoir

de commun diviseur 5 car si â" divisoit x^ etj/'
,
par exemple , il

faudroit qu'il divisât J5 2°
, or il ne peut diviser ^% puisque les trois

nombres x
, y , z n'ont point de commun diviseur ; il ne peut diviser

non plus B
,
puisque B n'a aucun facteur quarré. Donc x et y

sont premiers entr'eux 5 par la même raison a; et z le sont , ainsi

que y et z.

Je dis de plus
,
que ^ el B peuvent être supposés positifs 5

car on ne peut faire à l'égard des signes des termes de notre équa-

tion
,
que les trois suppositions suivantes :

x'—^y'= + B z"

x'—^y' = — Bz^
x' + ^y' = + Bz^

(J'omets la combinaison .r'-r^^K" =— Bz', parce qu'on voit bien

qu'elle est impossible.)

De ces trois combinaisons , la seconde coinclde avec la troisième

par une simple transposition ; or si on multiplie celle-ci par B
,

et qu'on fasse Bz=- z' , ^B = ^' , on aura

z''—^'y' = Bx\
Donc l'équation à résoudre peut toujours être ramenée à la forme

x'—By"-=^z\
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dan? laquelle ^ et B sont deà nombres positifs et dégagés de tout

facteur quarré.

(17) La méthode que nous allons suivre pour la résolution de

celle équation , est celle qu'a donnée Lagrange dans les Mémoires

de Berlin , année 1767 : elle consiste à opérer par des transforma-

tions la diminution successive des coeiFiciens ^ ei B
,
jusqu'à oe

que Tun de ces coefficiens soit égal à l'unité , auquel cas la solution

se déduit immédiatement des formules connues.

En effet , l'équation ainsi réduite est de la forme x''—jk° =^-s'
ou X-— Bj'' = z"" ; mais ces deux formes n'en font qu'une , et ainsi

il suffira d'indiquer la solution de la première x"—y^=:^ z". Pour

cela , décomposons ^ en deux facteurs a, é" (lesquels seront tou-

jours premiers entr'eux
,
puisque ^ n'a pas de diviseur quarré) ,

et imaginons que z soit décomposé aussi en deux facteurs p, ç ,

de sorte que l'on ait ^ = a S
^ z = p ç ^ on aura l'équation

(x +y) (x—y) = a.Cp^q''^ à laquelle on satisfera généralement

,

en prenant x -\- y ^= ap"" ^ x—y= ^ç", <^e qui donnera

.r =— ,j = ,z=py;

de sorte que les trois indéterminées .r
, jj' , z seront exprimées au

moyen de deux autres arbitraires p el q ; et s'il arrivoit que les

valeurs de x et àe y continssent la fraction 7 , on mulliplieroit à-

la-fois x^y, z par 2.

Telle est la solution générale de l'équation x''—y^= ^z%
laquelle comprendra autant de formules particulières

,
qu'il y a de

manières de décomposer^ en deux facteurs.

Par exempje , si^= 3o , il y a quatre manières de décomposer

3o en deux facteurs , savoir: i.3o^ 2.i5, 3. 10, 5.6, et de-là

résulteront ces quatre solutions de l'équation .v'— y" = 3o -s%

1°. X = p- + 5o q-
, y =^ p""— 3oy% z^=^ipq

2°. J;r = 2p'' + lô^r^"
,
j=2p'— l5</', Z=^2pq

3°. X =^'5p'' + lOy"
, y= ''6p'^ lOy^

5
z:= 2pq

4°. .T=5/j''-|- iôq''
, y:=5p-— 6y% z:=ipq.

(18) Venons à l'équation générale .r'

—

By'^^^^z''^ et observons
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d'abord que cette équation étant la même que x"

—

A i" r=y^ , on

peut , sans diminuer la généralité , supposer que le coefficient du

second membre est le plus grand des 'deux. En cas d'égalité , la

réduction que nous allons indiquer auroit toujours son effet.

Soit donc proposée l'équation a-°

—

By'^^^z^ dans laquelle on

suppose à-la-fois ^ > 2J , ^ et B positifs et dégagés de tout

facteur quarré.

Nous avons déjà prouvé que x et y sont premiers entr'eux j de-

là il suit que j et^ sont également premiers entr'eux , car si y'' et

^ avoient un commun diviseur 9 , il faudroit que a-" fût aussi divi-

sible par 9 , et ainsi x'^ et y'' ne seroient pas premiers entr'eux.

Mais puisque y et ^ sont premiers entr'eux , si on suppose

que l'équation proposée soit résoluble , et qu'ainsi on puisse trouver

des valeurs déterminées de x et y , telles que a- =^ ilf
,

jj' = A~

,

on pourra aussi ( n°. i3) satisfaire à l'équation du premier degré

M= nN—y'^,
dans laquelle M, N, ^ seroient des nombres donnés

,
premiers

entr'eux , et ??
,
j' deux indéterminées.

Donc en général , sans connoître ces solutions particulières

x=^M,y^=^N, on peut supposer x=^ny— ^y' y /z et j^' étant

deux indéterminées , et en substituant cette valeur dans l'équation

proposée , on aura , après avoir divisé par y4.
,

(-37-) f- 2 nyy' + ^ y''= z\

Mais puisque y et ^^ sont premiers entr'eux , cette équation ne

1 • , . 'z°— B . , , , . „ .

peut subsister , a moms que —— ne soit égal a un entier. Soit

cet entier =:;.^'Z-'', k'^ étant le plus grand quarré qui*peut en être

diviseur , on aura rû-— B ^= ^ ^' k"- , et l'équation à résoudre

deviendra

^'k'-y^— 1 nyy'+ ^y" = z\

Nous donnerons ci-après les moyens les plus simples pour déter-

miner un nombre n , de manière que soit un entier. Il suffit,

pour le présent , d'observer que s'il y a une valeur quelconque de

n qui rende li"—B divisible par-^, cette valeur peut être aug-
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mentée ou diminuée d'uu multiple quelconque de _<^ , sans que
72*—B cesse d'être divisible par ^^; et ainsi on peut supposer que

la valeur dont il s'agit est comprise entre les limites o et^ , ou

anême entre les limites plus étroites

—

^^ï et +^^.
De -là il suit

,
qu'en essayant successivement pour ti tous les

nombres entiers depuis —^^ jusqu'à + î^, on en rencontrera

nécessairement un ou plusieurs
,
qui rendront tz"—B divisible par

^ j si toutefois l'équation est résoluble ; et dans le cas où aucun

de ces nombres ne rendroit rf— B divisible par^ , on en conclura

avec certitude que l'équation proposée n'est pas résoluble.

(19) Supposons donc qu'on a trouvé une ou plusieurs valeurs

de n qui aient la condition requise , il faudra, d'après chacune de

ces valeurs , continuer le calcul de la manière suivante.

Reprenons l'équation ^' Jc^
y""— inyy' -\-^y'" ^^z^ ^ si on la

multiplie par u4.'
k''

, et qu'on fasse pour abréger,

^' h'^y— ny' = .r' ,
/î- ^ = z'

,

la transformée sera

x' x'—By'y'= A' z' z'.

Celte transformée seroit résolue , si on connoissoit la solution de
l'équation proposée, puisque les valeurs de x'

^ y\ z' se con-

cluent facilement de celles de x
, ^ , 2 ; réciproquement la pro-

posée sera résolue , si on trouve la solution de sa transformée.

Car des valeurs connues de x\y\ z on peut également conclure

celles de x
^ y ^ ^ ; et il importe peu que celles-ci soient sous une

forme entière ou fractionnaire, puisqu'ilne s'agit que de la résolution

en nombres rationnels , et qu'après avoir trouvé des valeurs quel-

conques fractionnaires de a;
, j^ , ^ , on peut les réduire au même

dénominateur, et supprimer le dénominateur commun.
Puisqu'on peut supposer le nombre n<C^A , il est clair que

n'—B
• V 7.a

' °" -^ ^^^"^ <^ i^ 6t en même temps positif ; car n

ne peut être < v/ -B
,
puisqu'autrement li"— B seroit <B , et ne

pourroit être divisible par ^. Donc l'équation proposée sera rame-
née aune équation toute semblable, dans laquelle le coefficient A'
qui tient lieu de ^4 est moindre que ^^.
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(20) Si on a encore ^"> B , on pourra semblablement de l'équa-

tion, x'^— By^" = ^' z''' déduire une seconde transformée

x"'—By''=^"z"',

dans laquelle ^" sera <|^' et toujours positif. Il n'y aura point

de nouvelle condition à remplir pour obtenir cette seconde trans-

formée , car ayant déjà trouvé

ei on fait n = y- ^' +72', et qu'on prenne l'indéterminée
i/.
de

„'^ JB
manière que n' soit < j^', il est facile de voir que —-— sera

un entier positif moindre que \^' ; on fera en conséquence

ri'—B^^'A'k'^,
'ud" étant plus petit que -^A' et ne renfermant aucun facteur

quarré.

S'il arrive que \A" soit encore plus grand que B , on continuera

ce système de transformées , où B est constant
,
jusqu'à ce qu'on

en trouve une

dans laquelle C sera positif et < B.

(21) Mais après avoir fait passer dans le second membre le terme

qui a le plus grand coefficient , ce qui donne

on peut procéder semblablement à la réduction du coefficient B
par un second sj'^stême de transformées

x'^— Cz'^^B'y'^

x"'—Cz"'=B"y"'-

&c.

dans lesquelles les coefficiens B', B'\ &c. seront positifs , et dimi-

nueront suivant une raison au moins quadruple , et ainsi on par-

viendra bientôt à une transformée

x'—Cz^ = Dy,
dans laquelle le coefficient D sera moindre que C.

Or la suite des nombres positifs et décroissans ^,5, C^ D ^ &c.

ne sauroit aller à l'infini 5 elle se terminera nécessairement par

l'unité ,
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l'unité , et lorsqu'on sera arrivé à ce terme , la résolution de la

dernière transformée
,
qui est donnée immédiatement, fera con-

noitre celle de toutes les précédentes , et par conséquent celle de

l'équation proposée.

Cette méthode n'est pas donnée ici comme la plus simple ni la

plus courte
,
pour arriver à la résolution effective de l'équation

proposée : mais la marche qu'elle prescrit pour opérer la diminu-

tion successive des coefEciens, est très-lumineuse, et nous en dédui-

rons bientôt un théorème général sur la possibilité des équations

indéterminées du second degré.

(22) Il est bon de prévenir une difficulté qui auroit lieu , si deux

coefficiens étoient égaux.
î n

Soit donc ^= jB ,• dans ce cas
,
pour faire en sorte que

soit un entier , il semble qu'on doit faire n=^o ^ et alors on auroit

^' k^=— 1 , ou ^'=— 1 , ce qui ne s'accorde pas avec la sup-

position qu'on fait toujours que ^' est positif. Mais cetle difficulté

est facile à résoudre , car si au lieu de prendre 7z= o, on prend
^2 ^

n =^ 1 on aura —— =^— 1 , ce qui seroit la valeur de

^' k^. On voit donc que l'équation x^— ^j'°=^~^ aura pour

transformée x""— ^j'''= ^'z'^ dans laquelle ^' sera <^ et

positif. On feroit de même , si dans le cours de l'opération , on

trouvoit C=.S , ou Z>= C, &c.

Cette remarque fait voir , que dans le cas de ^ =: 5 et autres

semblables , la méthode n'en est pas moins applicable , et qu'ainsi

elle a toute la généralité nécessaire. Au reste, le cas dont il s'agit

est susceptible d'être traité d'une manière plus simple et plus directe;

car si on a l'équation x""—^y''^^z\ on voit d'abord que x doit

être divisible par^ , et ainsi on peut faire x =^^u , ce qui donnera

Dans cette équation, z et ^ sont premiers entr'eux (sans quoi

y et z ne le seroient pas) j ainsi on peut supposer 7 = ;z« + ^^j'',

ce qui donnera

z^ + 2nzy' -V^y y = u\

F
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Celle-ci ne peut subsister , a moins que — ne soit un entier

,

j'appelle cet entier A' X% ^' étant le plus grand quarré qui en est

diviseur , et j'aurai

^' l'^ z^ -{- 'zn zy' + ^y'y' = it^.

Multipliant de part et d'autre par ^' /4'% et faisant k'^^'z-\-ny'=^z\

Je u= u' , on aura
z' z ^y'y'^^'uu' ;

et ainsi l'équation proposée z' + jK" = ^ "' sera ramenée à

une équation de même forme dans laquelle ^' est positif et

<C 7^ H -. Continuant ainsi de transformée en transformée , les
^4

nombres positifs et décroissans^ ,
^'

,
^"

, &c. auront nécessai-

rement pour terme l'unité , et alors la dernière équation étant réso-

luble immédiatement , on en déduira la solution de toutes les

précédentes. Il n'y aura dans ce cas d'autre condition pour la

. , 'î° + i

possibilité de l'équation
,
que la première —= e , car les autres

sont une suite de celle-là.

Dans la solution générale , au contraire , outre la première

condition — = e, il faut qu'à mesure qu'on passe d'un système
u4.

de transformées à un autre système , on puisse satisfaire aux diverses

72'^—

C

lï'^—D ...
conditions——— = e ,

——— =; e , et amsi des autres. C est ce
B C

qu'on examinera plus particulièrement dans le §. suivant.
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§. IV. Théorème pour Juger de la possibilité ou de

Vimpossibilité de toute équation indéterminée du second

degré.

(23) On a fait voir dans le paragraphe précédent, que toute

équation indéterminée du second degré peut se réduire à la forme

dans laquelle ^ et B sont des nombres entiers positifs, dégagés

de tout facteur quarré , et où l'on a en même tems ^ ";> B.

Cela posé
,
pour procéder à la résolution , il faut d'abord déter-

miner un nombre a. non plus grand que f-^, tel que soit

un entier. Ce nombre étant trouvé , on forme la suite d'équations :

&c.

Dans la première A' ]<^ est le quotient de a*

—

B divisé par ^,
h' est le plus grand quarré qui divise A' k^ , en sorte que ^' ne

renferme plus que des facteurs simples , ainsi que ^ et B , et

c'est ce qu'on observera dans les autres valeurs semblables. ^' étant

déterminé, on a a' par l'équation tt'=/>'-^'=t: a, ayant soin de prendre

l'indéterminée ft , de manière que a' soit <i^A'j (le signe <;

n'excluant pas l'égalité), a.' étant connu ,
œ'""

—

B est nécessaire-

ment divisible par A'j on désigne le quotient par A" k'", et on

continue de même à former les autres équations.

Au moyen de ces opérations , la suite A ,
^', A", &c. dont

chaque terme est positif et moindre que le quart du précédent
,

décroîtra d'une manière rapide
,
jusqu'à ce qu'on parvienne à un

terme AS"^ ou C moindre que ^j et l'équation proposée aura pour

Fa

«» — B :=: A A' k'

*"— B = A' A" k"
*"»-B A"\A"'k''
&c.
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transformées successives les équations suivantes ( où pour plus de

simplicité je laisse les indéterminées sans accens) :

équations tellement liées entr'elles
,
que si on connoît la solution

d'une seule , on aura immédiatement celle de toutes les autres

,

et par conséquent celle de l'équation proposée.

Dans ce premier système de transformées , il n'^y a aucune con-

j. . , ,. . , , ., Tf— B
dilion a remplir , si ce n est la première — = e.

Mais puisque C est << 5 j la dernière transformée étant mise

sous la forme
x^—Cz'^By",

il faudra
,
pour qu'elle soit résoluble

,
qu'on puisse trouver un

nombre 9 tel que 9^

—

C soit divisible par B ,• celte condition étant

remplie , on procédera à la diminution de B par un second système

de transformées

,

ar'— Cz'^B' y^

x'—Cz'=B"y^

x'—Cz' = Dy'
dans lequel la suite B , B\ B". . . sera prolongée jusqu^à ce qu'on

parvienne à un terme D <^C.

On continuera ainsi la suite des nombres entiers décroissans

\^ , B , C , D , &c. jusqu'à ce qu'on parvienne à un terme égal à

l'unité , et alors la question sera résolue.

(24) Il est aisé de voir qu'on ne sera arrêté nulle part dans le

cours de cette opération , lorsqu'à l'égard d'une transformée quel-

conque
,

x'-^ Fy' =Gz'

on pourra satisfaire aux deux conditions ——— = ^ > ^— = e.



P R E M I E R E P A R T I E. 45

Or il suffit que ces deux conditions soient remplies dans l'équation

proposée x'— B y' ^= ^ z' , et dans sa première transformée

x'— By^^=.yi' z^y et nous allons prouver qu'elles le seront dans

toutes les autres j de sorte qu'alors l'équation proposée sera néces-

sairement résoluble.

Supposant donc que les deux conditions mentionnées ont lieu

dans les deux premières équations

x'^—By'^^z'
x^—By'r=:^'z- :

c'est-à-dire qu'il y a des entiers ^ , ^ , *', è' tels que

a. — B a'^—B C^—A C'^—A'
A ' A' ' B ' B

sont des entiers, il faut prouver que les conditions semblables onî

lieu dans la transformée suivante

x'—Bj'=u4"z\
" " 13

a. a. — X)
Or comme on a déjà —— = A' h'-^ il suffit de faire voir qu'il

existe un entier C tel que — =e.

Soit 9 l'un des nombres premiers qui divisent 5 , on a déjà
,
paî

les conditions données :

^—A G'^— A'
• ~—= e , = e.

Cherchons d'après cela un nombre a tel que — = e. Si A'

est divisible par 9 , il n'y a aucune difficulté ; soit donc A" non

divisible par 9
,

je distingue deux cas , selon que â divise ou ne

divise pas A'

.

1°. Si 9 divise A' ^ il divisera a. et a' en vertu des équations

a.'—B= AA'k' ,
«'= fx^'=t:ot.

D'ailleurs on a

A k k =^ — = = y.^^ =î= 2 /x a -^-Ak,A A
Ak'—A"k'k' . . €'k'-~Ak^ .

donc est un entier ; ajoutant -. q,ui en es^t
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un , on aura ^ ^^ ^- J^Iais k est premier a iî , et par

conséquent à 9, puisque si k' et B avoient un commun diviseur,

il faudroit , d'après l'équation a"— -B = ^'^"Z-'% que B eût un

facteur quarré , ce qui est contre la supposition
; donc on peut

n k'k'— ^ï"k'k'
faire kCz=.jik'—ma, et ainsi on aura — = e , ou

. , n'^—A"
simplement = e.

2°. Si 9 ne divise pas ^\ ni par conséquent é"', de l'équation

C'C'—^' ,,, . „, ^^"k'k'C'C'— ^'^"k'k'
=:e on déduira d abord -=e,

e 9
'

ou = <?. Ensuite
,

puisque ^' k' et 9 sont premiers
9

entr'eux , on pourra faire eî :=. n &' k'— m 9 , ce qui donnera

TV— A"
9 -'

D'après cette démonstration
,
qui a lieu pour tous les facteurs

C"C'—^"
premiers de 5 , on voit que non-seulement l'équation = e

est possible , mais qu'il est facile de trouver apriori la valeur de C".

Donc toutes les équations x""—•By'^=^^" z^ , a-"

—

By''^=^" z''^ &c.

où B est le même , n^ofFriront aucun signe d'impossibilité.

Nous allons faire voir maintenant que la même chose a lieu dans

le second système de transformées où , en conservant une même
valeur de C, on fait parcourir à 5 la suite décroissante B'^ B',, &c.

(25) Les deux dernières équations du premier système étant

(où n et n— i sont des indices et non des exposans) , on peut

supposer que ces équations satisfont déjà aux conditions

a'—B r_^«- ct'^—B e'^— A^ _, -

~Â^-'^ —£— = "' -2^ = '^ —8— = ^-^/
et il s'agit de prouver que dans la transformée suivante ,
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x^— ^''j*= jB'z' (qui appartient au second système ) , on peut

satisfaire aux deux conditions

^^—A" 4"-— 5'

Or la première est immédiatement remplie par l'équation

é^"— /d'"' = 5P , il reste donc à faire voir qu'on peut toujours

satisfaire a la seconde — = e.

Désignons par 9 l'un des nombres premiers qui divisent ^% et

4=_ 5'
cherchons le nombre 4 tel que = e. Si B' est divisible

par 9, on aura 4 = o, ou un multiple de 9. Si 5' n'est pas divi-

sible par 9 , il y aura deux cas à considérer.

1°, Si 9 est diviseur de 5, il le sera de « et de ë'', en vertu des

équations a=— 25= ^'' ^" -, Z-% C' C— A''— BB'p ; on pourra

donc établir cette suite d'entiers qui dérivent les uns des autres

par des substitutions ou opérations très-simples :

S ~^ '
fil

~^ ' TVfi "^ '

(e'S'—BB'f')k'C' + B _ BB'f' k: f°—-B__ B'f' k "- g'—

i

_

B'B'f]ifC'^—B'

1 = ^-

4''—5'

Soit donc 4 = B'fk f , et on aura—-— = e.
a

1°. Si 9 ne divise pas B ^ il ne divisera ni a , ni é", on aura dono

successivement

CL-—B ^ p B'— P B B' «' p B'— ë e'

_ — p _:i i . — p — = e.

Mais et y et 9 étant premiers entr'eux , on peut supposer

f'= 4 '^f— m 9 } ce qui donnera = e.
9

Le même raisonnement ayant lieu par rapport à tous les diviseurs
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premiers de yi" , il s'ensuit qu'on pourra toujours satisfaire

à l'équation——^— = e,

(26) Donc l'équation x""— By''r=^ z" sera résoluble, si l'on

. r . j T . ^'—B r—

^

peut salisiaire aux deux conditions — =e ,
———=e,et si,

de plus, dans la première transformée x""-—J5j/^=^'z% on peut

• p. ., . ., ,. . C'Q'—A'
satisiaire a la troisième condition = ^^e,B

Cette dernière condition seroit superflue , comme on va bientôt

le démontrer , si les deux nombres ^ et B étoient premiers entre

eux ; mais la proposition générale est susceptible d'être présentée

d'une manière à-la-fois plus simple et plus élégante.

Observons d'abord que toute équation indéterminée du second

degré peut être ramenée à la forme ax''+ bj'' =^c z'' dans laquelle

Jes coefficiens a, b ^ c sont positifs, n'ont deux à deux aucun

diviseur commun , et de plus sont dégagés de tout facteur quarré.

Ce qui regarde les signes est manifeste
,
puisque toute équation

formée avec trois quantités , exige qu'une de ces quantités soit

égale à la somme des deux autres. Ensuite si a contenoit un facteur

quarré ô"", on feroit a^=^b'' a ^ a;v= ô.r', et le terme ax' se clian-

geroit en a' x"" , où a' n'a plus de facteur quarré. Enfin , si deux

des trois coefficiens a ^h ^c
^
par exemple , a et ô , avoient un divi-

seur commun 9 , on feroit a=^a^,b^=b'b^ c S = c , z:= z'9
^

et l'équation a x"" + b j" = c z'' , seroit changée en une autre

f/.'.v'+ b'y'^ r=z c z'' dans laquelle a! et b' n'ont plus de commun
diviseur.

Cela posé, la nouvelle équation oA-'-f- by^-=^c z'^ étant mise sous

la forme ( j
— b <?( - ) =a c

, peut être assimilée à la for-

mule op''—By''= -<^ z% et la comparaison domjera B:=bc, ^^^ac^
On aura donc d'abord les deux conditions à remplir

a°

—

-bc C^—ac= e ,
— = e,

ac oc
Soit
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Soit <z= c;t/j Cz=icv , ces conditions deviendront

c /(/.'— b c V-— a
tr- = e , — = e.

a b

C'C'—^'
Pour exprimer la troisième — = e , observons qu'on a

a'

—

B =^ ^' k^,oucu^— b:=a^'k'', et comme a ^-* n'a point

de diviseur commun avec b c , la. dernière condition sera remplie

si l'on a
ak^C'e'—cix.' + b

7 =e.
bc

Or pour que le numérateur de cette quantité soit divisible par b
,

il suffit que a k" C C'— c/^" le soit , ou bien mettant cf'au lieu de

a en vertu de la seconde condition , il faudra que k'^C'-v''— (jl- soit

divisible par b , ce qui est toujours possible , en déterminant C

d après 1 équation = e. De-la on voit que lorsque^ et

B n'ont pas de commun diviseur (ou lorsque c = 1 ) , la troisième

condition est remplie par une suite des deux autres.

Mais s'ils ont un commun diviseur c , il restera encore à satis-

^ . ,
, ,. . ak'C'C'Jrb .

,
ah^-^b

faire a la condition — = ^ , ou simplement = e.
c c

Voici donc un théorème général, d'après lequel on pourra décider

immédiatement , et sans aucune transformation , si une équation

indéterminée du second degré est résoluble ou ne l'est pas.

Théorème.

(27) Etant proposée l'équation a x""
-\- b

y'^ ^= c z" dans laquelle les

coefficiens a , è , c
,
pris individuellement , ou deux à deux , n'ont

ni diviseur quarré , ni diviseur commun, je dis que cette équation

sera résoluble , si on peut trouver trois entiers a
,

[j. ^ v tels que

les trois quantités

a a'+ 6 c f/-°— b cv-— a

Z
' â '

b

soient des entiers : elle sera au contraire insoluble , si ces trois

conditions ne peuvent être remplies à-la-fois.

G
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Remarque I. Ces conditions se réduisent à deux , si l'un des

trois nombres a , b ,
c est égal à l'unité , et elles se réduisent à

une seule , comme dans le n°. 22 , si deux de ces nombres sont

égaux à l'unité.

Remarque II. On peut toujours arranger les trois termes de

l'équation proposée , de manière que a , b , c soient positifs ; mais

cette condition n'est pas de rigueur , elle théorème seroit encore

vrai
,
quand même quelqu'un de ces termes seroit négatif.

Il ne faudroit pas cependant conclure de-là qu'une équation

telle que x" -{- ôj"+ 6 -s° = o est possible
,
par cela seul qu'on peut

satisiaire aux conditions

—

^
— ^= e ,

— = f,illauaroitcon-

dure seulement qu'elle peut se ramener à la forme -v=' + j/'+ z''=o.

En général , toute équation résoluble pourra, parla méthode du

§. précédent, se ramener à la forme x''+ y'— z" = o , mais il suffit

de la ramener à la forme ^x'+ j"—i;°= o , dont la solution se

trouve immédiatement.

§. Y. Dételoppement de la ?'acine d'un nombre

non quarré en fraction continue.

(28) J_iE principe exposé n**. 1, pour développer une quantité quel-

conque ^ en fraction continue , s'applique avec beaucoup defaciUté

aux racines quarrées des nombres, et en général aux quantités delà

forme -r^ , ^^ B et C étant des nombres entiers. Mais pour

qu'on voie plus clairement la marche de l'opération , nous pren-

drons d'abord un exemple particulier.

Soit ^ = 1 g , on aura .r ou \/ ig^=i-\ r; de-là x'-
x' 1/19— '^

ou, en multipliant les deux termes de la fraction par y/iy+d, ]
'1
:ii
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1/1Q+ 4 ,, . , - , . ,

^ : lenlier le plus grand compris dans cette quantité

est 2 , ainsi on aura .r = 2 -j ^ . Cette dernière partie étant

-77 , on en tire a;= -; — '-

X V 19 — 2
nommée -77 , on en tire x"= —^ = '—

5 l'entier com-

, t/iQ — 3 ... „
-i A

pns est 1 et le reste ^ qu il laut renverser de même pour

avoir la valeur de x'" , ainsi de suite. Voici donc l'opération pour

développer j/ig en fraction continue;

_ \/j9_±A — o _i-
V^'9 —

2

V/ig — 4 3 3

3 \/i9 + 2
,

,
v/1 9 —

5

a; = — = = 1 -{

y iQ—20 5

A7 — O +
\/i9— 3 2 2

a- = ^
== V^'9 + 5 ^ ^ ^ V^^9-2

j/ig— 3 5 5

5 V/19 + 2 v/19 —

^

^r -— -_ = 24 ;-

\/ig — 2 o o

3 i/iq + 4 - v/i^ — i
x"' = -^ 7 = *^ ^ = 8 + -î—^ •

y/
1
9— 4 1 1

1 t/i9 + 4:

ar*^" = &c.
Ï/19--4 3

Arrivés à ce terme , on tombe sur une valeur de x''"' égale à celle

de x' , d'où il suit que les quotiens déjà trouvés 2,1,3,1,2,8
reviendront dans le même ordre , et qu'ainsi le développement de

V/19 en fraction continue donnera les quotiens

4:2,1,3,1,2,8 : 2,1,3,1,2,8 : 2,1,3,1,2,8: &c.

où l'on voit que la période 2 , 1 , 3 , 1 , 2,8 revient toujours dans

le même ordre , et se répète à l'infini.

(2g) Soit maintenant \^ un nombre quelconque , o' le plus grand

quarré compris, et b le reste, en sorte qu'on ait ^ = a''+ b,

G2
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le développement de \/^ en fraction continue donnera d'abord

/ ^ V^— <^

X = y^ = a +
1

X = -7—; = -j
= &C.

y^— a

Supposons qu'en prolongeant indéfiniment l'opération , on par-

vienne au quotient-complet j:'"' ou y = —
j soit j" l'entier

compris dans jK •, le reste sera —
j ee reste étant nomme

—; on aura y'= --—:—7
=. , et puisque d'ailleurs l'analogie

y' ^ \/^+ I—iJ.D ' ^ ^ &

des formes exige qu'on ail j^' = ^, , on tirera de-là l'équa-

tion suivante pour déterminer 1' et D' :

D _ s/^ + 1'

y A-Vl—i^D " D'
*

Cette équation , où il faut égaler séparément la partie rationnelle'

à la partie rationnelle et la partie irrationnelle à la partie irration-

nelle , donnera

Telle est la loi très-simple par laquelle d'un quotient-complet

\/A -V 1 ,. , . ,

quelconque , on dedun-a le quotient - complet suivant

\/u4 \-I'——-~
3 et il n'est pas à craindre que les nombres /' et D' soient

fractionnaires , car si on substitue la valeur de I' dans celle de D
,

on aura jD = — =:— 1- 2//J— /^°£'. Or ayant

u4—î^r=D'D ^ si on désigne par -—j^r~^^ quotient-complet

qui précède —
, on aura sembîablement A— l^=^D D%

donc
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IVoù l'on voit que puisque les nombres D et I sont entiers dans

, , . . ,
,

\/^ + o \/^ + « .,

les deux premiers quotiens-complets , , ils

le serant nécessairement dans tous les autres à l'infini.

" La valeui' qu'on vient de trouver pour D'
,
peut aussi se mettre

sous la forme D' = D" + ^ (I— ï) ; ainsi des deux quotiens-

complets consécutifs

V-4 + r

D = f^ +

on déduira le quotient-complet suivant —,— , au moyen des

formules l'—i^D— J, D'= D'+ i^ (I—I) ; ce qui réduit la Ici

de continuation à un grand degré de simplicité.

(3o) Supposons maintenant que —j ,
- soient deux fractions

consécutives convergentes vers y yf ; soit — le quotient

complet qui répond à la fraction -, on aura , suivant le principe

connu

,

d'où l'on tire les deux équations

pi -^ p°D=qA
qI-Vq''D=p

lesquelles donnent

(p q" —p° q) 1= qq°-^

—

pf
(p q^—P" q) D^pp—^ q q.

Or,parla propriété des fractions conlinuet. (n". 6) on ^pq^-^-p^q^^ -\- \
^

P P
SI - est > \/u4 , et pq"—p°q —— i , si - est < v/-^» d'où l'on
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voit que p cf— jf q a toujours le même signe que pp—Aqq ^

et qu'ainsi D est toujours positif. Ces valeurs prouvent encore

immédiatement que D et I sont toujours des entiers
;

je dis de

plus que /est toujours positif j car d'un côté l'équation qI'\-q°D^=p

donne — = f 1\ : D ^ et puisque q" est < y , il faut qu'on

ait Z?> J , ou Z? > \/A— 1 ; d'un autre côté , on a

\/A -V 1— > [i.
, donc Z? < \/A + I. Or ces deux conditions se-

roient incompatibles, si I étoit négatif.

Cela posé , il est facile de trouver les limites que les nombres I
et D ne peuvent suppasser ; l'équation A— l'^^DU^ donne

-f< \/-A ^ ainsi /ne sauroit excéder l'entier a compris dans j/^,
et puisqu'on a d'ailleurs i' + I^=ij.D , il s'ensuit que 2 a est la

limite de Z? , et en même temps celle du quotient i^-.

Mais puisque la fraction continue qui représente la valeur d'une

quantité irrationnelle doit s'étendre à l'infini , et qu'il ne peut y
avoir qu'un certain nombre de valeurs différentes tant pour /que
pour D , il est nécessaire que la même valeur de / se rencontre

une infinité de fois avec la même valeur" de D ; or dès que l'on

retrouve pour le quotient-complet ——— une valeur déjà trou-

vée , il est clair que les quotiens ou termes de la fraction continue

doivent être les mêmes et dans le même ordre que ceux qu'on a

déjà obtenus; donc la fraction continue qui exprime %/A sera

composée ( au moins après quelques termes ) d'une période cons-

tante qui se répétera à l'infini , comme on l'a déjà vu dans un cas

particulier , n°. 28,

(3i) Il s'agit présentement de déterminer le point précis où

commence la période. Nous supposerons que cette période est

^-t
, /, /^".... ft), et nous désignerons à l'ordinaire la suite des

quotiens, et celle des fractions convergentes qui leur répondent

jusqu'au commencement de la seconde période , comme il suit :
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Qcotiens a , ce , C, y a
, p- , f^',

."" "' ) /^ j
/^'j (-'"• • " »

^c,

Fract. Ç 1 a P° P P°i P i •

couvert. ( o ' i q" '
i

' ' 1°^ ' 1^

Soient enmême tems les valeurs correspondantes du quotient-complet

\/J \/A+a \/A^r \/A+I \/A + r i y/yj + r

1 ' b D'' ' D ' D°i ' D

on aura d'abord, par ce qui a été démontré ^ ^—r^=DD',

et ^— I-r^DD"! , ce qui donne D° i = Z?% on aura aussi

„ , „ . i—ri
I— kD'—-!' et I=c^D°i—ri , d'où Ion tire ——— — k—c^.

Mais d'un autre côté , l'équation cj I + q° D =^ p ,
donne

J=-— -— : et puisque - est une valeur approchée de \/^4

,

on doit avoir - = ûi + une fraction - , d'où résulte

a— i ==
;

donc à cause de g" <iq > on aura a— I <i D ; on aura semLla-

blement a—P <Z)% a— P i <Z?'' i ; donc à plus forte raison

r— r \r—r 1 < Z?°. Mais on a trouvé 7"j7~~~ — ^ l'entier a— «
,

donc il faut que cet entier soit zéro 3 donc on aura I = / i

et A = ».

On démontrera de même que le quotient qui précède a est égal à

celui qui précède « , et ainsi de suite jusqu'au quotient «,• de sorte

que le quotient a est celui qui revient le premier 5 et qui doit

commencer la période.

(32) Cela posé , on peut représenter ainsi la série des quotiens

et celle des fractions convergentes qui leur répondent dans le dé-

veloppement de \/^.

Quotiens a -^ a ,C . , , . k
^ fj.'^ ct,é',.. a, (x -^ a, é',...A,jUj &c.

Fract. converg. ^, -, :^, ?!, Z_
, . . . . iLl , Z!l , Z_L

^ , .,01 T 9 9 '] ^ 9^ 9 ^
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Dans cette disposition , - est la fraction convergente qui répond

au dernier quotient f^ de la première période « ,
é". .. a, ju j soit z

le quotient- complet correspondant, on aura z — ;w = ^/^— a,

ou z=^ (j. — a + \/A , et il en résultera , suivant le principe ordi-

naire
,

.^^ P- +P° ^ p\/A + p((^— a) +/>•
_

ijz + ç^ qx/^ + q(!^— a) + g''

ce qui fournit les deux équations

]} (iJ.— a) + p" — ^q
q (lJ.— a) + q" =p.

La seconde équation donne fj.
— a+ — = -, d'où il suit que

q q

(j.'— a est le plus grand entier compris dans ->• cet entier est égal

à a , ainsi on a p.— a = a , ou /t/. = 2 a. En même temps
,
puisque

q^ z= p — a q , il s' ensuit que la série des quotiens « , €,... 9 ,
a.

qui précèdent {^ est syramétrique (n". 11
) , car est l'une

des fractions convergentes vers \/A— a
,

quantité égale à la

fraction continue - i , et celte fr^action convergente est

C-^r &c.

précédée de ~—
; donc puisqu'on a q''^=p— aq > il faut que

la période a , Ê",. . . 9 , a soit identique avec son inverse a , 9. . . C^a.,

Et de toutes ces remarques, il suit que les quotiens provenans du

développement de \/A procèdent suivant cette loi :

a;tt,é',7... ^,Ê',a,2aya,ê', 7-... y ) ^ > ci j 1 a ; cac.

loi qui deviendroit encore plus régulière , si le premier quotient

étoit 2 a ou zéro j c'est-à-dire s'il s'agissoit du développement de

Il est important d'observer
,
que toute fraction convergente -

,

qui répond au quotient 2 a dans une période quelconque , est telle

qu'onaj9°—^^f^^^^bi. Car lorsque le quotient /^ = 2 a, l'équation

P + J= 7>M, où I et r ne peuvent excéder a (n". 3o) , don-

jiera nécessairement I = J° = a , etZ> = i, donc l'équation

cpr—p'9)
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(pq"— jy'q) D=^p"— ^/(/% devient/)'

—

u4q^^=d^i , savoir -1-
i

,

si - est > V^ y ^^ — ^ ^^n'i le cas contraire.

Puisque le quotient 2 a se trouve nécessairement dans le déve-

loppement de \/^ , il s'ensuit donc que l'équation .r^—^j'= ±i
est toujours résoluble (au moins avec le signe +) ,

quel que soit

le nombre ^
,
pourvu qu'il ne soit pas un quarré parfait ; et

on voit en même temps qu'il y aura une infinité de solfiions de

cette équation
,
puisque le quotient 2 a se répète une infuiité de

fois dans les périodes successives.

Au reste , si le nombre des termes de la période a , é'. . . ^, a , 2 a

est pair , toutes les fractions qui répondent au quotient 2 a dans

les diverses périodes , seront plus grandes que \/

^

, et ainsi dans

ce cas y ces fractions ne satisferont qu'à l'équation x'^—^y''^=Ar \.

Mais si le nombre de termes de la période est impair , alors la

première fraction qui répond au quotient la sera plus petite que

^

^

, la seconde plus grande , et ainsi alternativement ; de sorte-

que dans ce cas , l'équation x^— ^j/°r= — 1 sera résoluble aussi

bien que l'équation .t'—^/°= + 1 , la première par les fractions

convergentes de rang impair , la seconde par celles de rang pair.

H
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§. VI. Rès OLUTi ON en nombres entiers de Véquation

indéterminée x'' — Ay-=±D, D étant < \/A.

(34) JNotts avons fait voir dans le paragraphe précédent, que

l'équation x"— ^j'''= + i est toujours résoluble d'une infinité de

manières
,
quel que soit ^, pourvu qu'il ne soit pas un quarré

parfait. Quant à l'équation x"—^j " :=— i , elle n'est résoluble

que dans certains cas parliculiersj et comme la solution , lorsqu'elle

est possible , doit se trouver parmi les fractions convergentes vers

\/^ , la condition nécessaire et en même temps suffisante pour

la possibilité de cette solution , est que la période de quotiens

donnée par le développement de \/^ soit composée d'un nombre

de termes impair.

Les solutions de l'une et l'autre équations se tirent immédiate-

ment des fractions convergentes vers \/^, savoir de celles qui

répondent au quotient 2a (a étant l'entier compris dans \/-^) ,

et il y en a une infinité
,
puisque ce quotient , ainsi que les périodes

qui le comprennent , se répète une infinité de fois. Le numérateur

de chaque fraction est une valeur de x , et son dénominateur,

la valeur correspondante de y.

Nous ferons voir ci- après comment on trouve a priori l'expres-

sion générale des diverses fractions qui répondent à un même
quotient placé de la même manière dans les périodes successives.

Dans le cas présent , il suffit de faire connoître le résultat qui

d'ailleurs se vérifie immédiatement.

Soit - la première et la plus simple des fractions convergentes

qui répondent à un même quotient 2 a ; si l'on a 77"—^$'°=+ 1,

ou si le nombre des termes de la période est pair , l'équation

«*— ^jj/' = + I sera , comme nous l'avons déjà dit, la seule

résoluble. Pour avoir alors la solution générale , il suffit d'élever
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p -\- (/ \/^ à une puissance quelconque m , et d'égaler le résultat

k X Ar y \/^. Ea effet , si l'on a

(p + q y/AT = .r + y V^ ,

* et ^ étant rationnels , on aura en même temps

(p—qy/^r^ x—y\/A.
Multipliant ces deux équations , le produit sera

X'^—Ay^— (p'—Aq'^T— rr^I.

Donc en effet les valeurs trouvées pour x et / satisferont à l'éqna-

tion x^—A j/° = 1 ,
quel que soit l'exposant m. On peut aussi avoir

séparément les valeurs de x et j' par les formules

^(p^q t/^r'+ (p-qv^r
X :=

^ i\/A
lesquelles donneront toujours des nombres entiers pour x et j^.

(35) En second lieu , si on a />'

—

Aq''=— i , ou si le nombre

des termes de la période est impair , alors il est visible qu'on

peut satisfaire à- la-fois aux deux équations x''—^ j''" = + 1,

x""— Ay'^:=—
1

, savoir, à la première, par les puissances paires

de j5 -f- ç" ^A 1 et à la seconde
,
par les puissances impaires de ce

même binôme. Car si l'on fait (p -\- q \/A)^''= x +j \/A , on aura

x^-—-Aj''=(—
1
/*=+!, et si l'on fait (p + qy/A)^''-^'=x-{-y\/Aj

on aura x*—Ay=^(— 1/*+' ==— 1.

. Q
Parexemple, lorsque .^^=i3, on trouve-=— ,etp''— 13^^=— 1.

Ç
Donc en faisant {'18 + 5 {/l'ô)"'' = x + y\/ 15, on satisfera à l'équa-

tion a* — i3jk^= 1 , et en faisant (i8 + 5 {/i5/^-^'=^x +y^i^ ,

on satisfera à l'équation x''— i5j' =— 1.

Les moindres nombres qui satisfont à l'équation x"— l'Sj'' = i
,

sontdonc a;=64g, j>'=i8o, car on a ('i8+ 5^/i3^''=64g+ 180 ^/i3.

Quelquefois les nombres les plus simples qui satisfont à une

équation donnée x""—^j/*= =b 1 sont beaucoup plus considérables.

Par exemple , la solution la plus simple de l'équation «'

—

2 1 ijr''=^ 1

,

est

x= 278 354 373 65o

j^ = 19 162 705 353,
H 2
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et la solution la plus simple de l'équation ar'— 5658/ j° = i, est

.r= 166 100 7'i5 257 977 .^18 398 207 998 462 201 324 702 oi4 6i3 5o3

j'

=

698 253 616 4i6 770 487 \5-j 'j'j5 g4o 222 021 002 3gi oo3 072.

D'où l'on voit combien il est nécessaire d'avoir, pour la recherche

de ces nombres , une méthode sûre et infaillible , telle que celle

que nous avons exposée j car on se tromperoit beaucoup , si après

avoir essayé inutilement la résolution par des nombres médiocrement

grands , on concluoit qu'elle n'est possible en aucuns nombres.

(36) Fermât est le premier qui ait paru connoître la résolution

de l'équation x'— ^jk^= 1 ? du moins il proposa ce problême

comme par défi aux Géomètres anglois , et mylord Brownker en

donna une solution qu'on trouve dans les Qîuvres de A\^allis , et

qui est rapportée à-pen-près textuellement dans le second volume

de l'algèbre d'Euler. Mais d'un côté , Fermât n'a rien publié sur

sa propre solution , et de l'autre , la méthode des Géomètres an-

glois
,
quoique fort ingénieuse , n'établit cependant pas d'une

manière certaine
,
que le problême soit toujours possible. Il resloit

donc à démontrer, que l'équation x^—^j/''=i est toujours réso-

luble en nombres entiers , et c'est ce que Lagrange a fait d'une

manière aussi élégante que solide dans les Mélanges de Turin
,

tome IV, et ensuite dans les Mémoires de Berlin, ann'. 1767 j cette

démonstration, ainsi que la méthode de solution qui l'accompagne
,

doivent être regardées comme l'un des plus grands pas qui aient

été faits jusqu'à présent dans l'analyse indéterminée. En efiet
,

l'équation x'— ^y''z=: \ n'est pas seulement intéressante en elle-

même; elle est encore nécessaire dans la résolution de toutes les

équations indéterminées du second degré , où elle sert à trouver

une infinité de solutions quand on en connoît une seule.

L'importance de cette équation a engagé Euler à donner, dans

l'ouvrage cité , une petite table des valeurs les plus simples de x

^\. y pour tous les nombres ^ depuis 1 jusqu'à 100. Lagrange 3'

a joint , dans ses additions , les quotiens des fractions continues

d'où ces valeurs peuvent être tirées.

Aj'aut eu occai>ion autrefois de m'occuper de cet objet, même
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avant d'avoir connoissance des travaux d'Euler et de Lagrange

qui y ont rapport
,
j'avois calculé une lable des plus simples frac-

lions — qui satisfont à l'équalion to"—^ 72'= =t i
,
pour tout

nombre non quarré ^ depuis 1 jusqu'à ioo3. Cette table pouvant

faire plaisir aux amateurs de l'analyse indéterminée, je l'ai jointe à

ce Traité. Elle servira à résoudre presque sans calcul toutes les

équations x''— ^/^= =±:Z?, dans lesquelles D est < y/^ , et

^<iop4.
L'inspection seule des chiffres qui terminent les nombres in et n

fera voir s'ils satisfont à l'équation nv" —^ w' = + 1 , ou à

l'équation vi"— ^/2-=— 1. Quand ils satisfont à cette dernière,

il faut faire (m + n\/^y r=p -(- qs/^ , afin d'avoir les moindres

nombres/? et q qui satisfont à l'équation a°— ^y-^= -j- 1 : on a

alors p ^=^ 2ijf— 1
, q =^ "2 m Ji.

(3/) Venons maintenant à la résolution de l'équation proposée

x'-— ^j'^=;±Z>. On a vu (n". 10) que lorsque Z? est < V^-^>

X
comme nous le supposons , la fraction - doit être l'une des frac-

lions convergentes vers \/^. Il faudra donc développer \/^ en

fraction continue, et calculer les valeurs successives des quolicns-

, \/^ + / . . .
, -1 >complets —

; si parmi ces quotiens-complets , il s en trouve

un dont le dénominateur D soit égal au second membre de l'équa-

lion proposée , on en déduira une solution , soit de l'équation

x'—^y"" = -I- Z? j soit de l'équation x""— ^j^= — Z? : il faudra

pour cela calculer la fraction convergente - qui répond au quo-

tient-complet dont il s'agit ; si cette fraction est de rang impair

(^ étant censée la première) , elle sera plus grande que y ^I
,

et ainsi on aura p- —^q'^ = + Z); si elle est de rang pair, on aura

p^-^r = -D.
Il peut se trouver plusieurs fois le même nombre D dans la même

période , et il se rencontrera toujours au moins deux fois
,
puisque

lu période est s3-ramétnque (excepté lorsque le quotient auquel
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répond - est le terme moyen de la période , abstraction faite de

q
son dernier terme na'). On aura alors autant de solutions soit de

l'équation x""^—^y'^ ^=D, soit de l'équation x""—^j"=— Z? , les-

quelles auront lieu également dans toutes les autres périodes.

Si on ne rencontre point le nombre D parmi les dénominateurs

des quotiens-complets dans la première période , on sera assuré

que l'équation .r'—^J'°= ^-Z? et l'équation x''—^_y'= <— Z?, ne

peuvent se résoudre ni l'une ni l'autre en nombres entiers.

(38) Mais si on a une ou plusieurs solutions données par la pre-

mière période des quotiens , comme on vient de l'expliquer , on

pourra déduire immédiatement de chacune de ces premières solu-

tions , une formule générale qui contienne une infinité d'autres

solutions dépendantes de cette première base. Soit - la fraction

convergente qui donne p*—^ g'^=^D ; soient en même levas t élu

des nombres quelconques qui satisfont à l'équation T

—

^ u^= i
j

si on multiplie ces deux équations entr'elles , le produit pourra être

mis sous la forme

(ptdÊ^LAquy— A(pudszqty=^Di
de sorte que l'équation x"^—^y"-^=D sera résolue généralement

par les formules

X = ptd^iyiqu

JK= pu^qt;
et quant aux valeurs de tel u, nous avons déjà fait voir que si m et n

sont les moindres nombres qui satisfont à l'équation m-

—

^n^^=-\
,

et qu'on prenne pour k un entier quelconque , on aura

( m + n y/^)''= t + u \/A.

On voit donc qu'en partant de différentes solutions primitives com-

prises dans la première période, on aura autant de formules géné-

rales qui renfermeront chacune une infinité de solutions de l'équa-

tion proposée.

D'ailleurs les valeurs que nous venons de donner pour x et ^
ont également lieu, soit que D soit positif, soit qu'il soit négatif;

elles supposent seulement que Z* a le même signe dans réqualiou
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particulière p*—^(j-=D,c[vlq dans l'équation générale .v'

—

^y=.D'f
elles supposent aussi qu'on a m'— ^n''=z-{- i.

Si on avoit wi'

—

u4n*-=— i , alors les formules

X = pt:±i^q u

f= pu±qt
donneroient à-la-fois la solution de l'équation x*— ^jy'= -f-Z? et

celle de l'équation x'—^j-= —Z?, l'une en faisant ('m-^-^^/^/*

=t+uy^^ ^ l'autre en faisant (m-\-ny'^)^'''^'=t-iru\/^.

(Sg) Si on connoît , soit par la taWe dont nous avons parlé , soit

par tout autre mo3'-en , la fraction la plus simple — qui satisfait à
n

m
l'équation m'— ^/z^= d=i , le simple développement de — en

fraction continue , donnera la période des quotiens qui résulte-

roient du développement de \/^. Or sans connoître les quotiens-

complets — qui repondent a ces quotiens entiers , ni par

conséquent leurs dénominateurs , on peut néanmoins distinguer faci-

lement ceux qui répondent aune valeur donnée de Z?. Ces quotiens
,

sont a lort peu près égaux a —, a étant rentier compris dans y^.

En effet, puisqu'on a (n°. 3o) J= —
, il en résulte

V^+I g~ + ^^ g' AV.- . , /-^ + i
yz = — ^i—

., donc 1 entier /i/ compris dans =^^U L) q U
2 Cl

est à-peu-près égal à l'entier compris dans —

.

(4o) Par exemple , ayant à résoudre l'équation x''— 6i j>'°= 5
,

2Q7 1 8
on développera en fraction continue la fraction '„ ^ dont les

oooo
deux termes satisfont à l'équation m'— 6i «^ =: — i j on trouvera

les quotiens et les fractions convergentes comme il suit :

Quotiens 7,1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1

1 7 8 39 125 ]64 453 1070 i523 563g 2407g 29718
1-r. conv. -, -, -, -|-, -^, -^, -^, —, —, —, "3^' "38^
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L'entier compris dans v^ 61 est 7 , et

' = 2 + ,
je cherche donc

2 parmi les quotiens j je trouve les deux fractions correspondantes

.

, - - , dont la première donne/»*— 61 9"=

—

5 , et la seconde
2 1 00

p'—-615'^= 5. Donc l'équation proposée x'— 6i_y*=5 sera résolue

au moyen des formules

x= 453 i=b 3538 k

y= i53u:±z 58 t

t + u{/ei= (^29718 + 38051/61/*;

et elle le sera également par les formules suivantes calculées d'après

la première traction convergente :

x=t i64 t rb 1281 u

y= l64 «± 21 Û

t + u\/6i = ("29718 + 38o5 v/6i;^*+'.

On résoudroit de la même manière l'équation x"-— Gijy' =— 5, et

on voit pourquoi les deux valeurs trouvées pour -, quoique don-

nant deux valeurs de D de signes différens , servent néanmoins à

résoudre la même équation ; c'est parce que la valeur de — est

telle que m°— 61 /z" =— 1 , car dans tous les cas semblables une

solution de l'équation a-^— 6iy' = Z?, en donne toujours une de

l'équation x"— Çnj':=— Z? , et réciproquement.

(4i) Nous remarquerons que si D
,
quoique toujours plus petit

que \/^ , avoit un facteur quarré 9' , en sorte qu'on eût D^Q^D'^
alors , outre les solutions trouvées par la méthode précédente, et

dans lesquelles x et y sont toujours premiers entr'eux , il pour-

roit y en avoir d'autres dans lesquelles x et y auroient pour divi-^

seur commun 9. En effet , si d'une autre part on trouve possible

la solution de l'équation x'"— ^y^=z D' ^ il est clair qu'on en

tirera a: = fl.-t'
,

j>' = ^y' . Et ainsi il pourra y avoir autant de nou-

velles formules de solution
,
qu'il y a de manières de diviser D

par un quarré.

$. VU.
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§. VIL Théorèmes sw la possibilité de Véquation

x^—Ay*=— 1 , 2 ou—2, a étant ufi Jiombrepremier.

(42) tj/ a est unnombre premier de la forme 4n+ i , l'équation

x"— ay" =— 1 sera toi/jonrs possible en nombres entiers.

Soient p ^t q les nombres les plus simples (autres que i et o)

qui satisfont à l'équation p'^— aq'^^= i
; q doit être pair, car s'il

étoit impair, q"" seroit delà forme 8;?+ i , et ay^+ i de la forme

in+i qui ne peut convenir à aucun quarré. Puisque q est pair,

faisons q^^imn^mein étant premiers entre eux , on aura

/)'— 1 =iam*n' ; mais p étant impair, et par conséquent/?'—

i

divisible par 8 , il faut encore que l'un des deux nombres rji et /z

soit pair et l'autre impair. Supposons n impair , alors l'équation

(p+i) (p— 1 ^ = 4 (7 mVi"" , dans laquelle /j+i et/)— i ne peu-

Vent avoir que 2 pour commun diviseur , se décomposera néces-

sairement de l'une de ces quatre manières :

, . p+\='îam'- 7)+i=2m" n+]=2a«'' p+i=2/z*
CO , (2) (3) (4)

p—1=2 «° p—l:=2a« p—i=2m° p— l=2a/7Z*.

La seconde et la quatrième combinaison donneroient i = m'— an!"

ou 1 = n^— a m' , et ainsi p et q ne seroient pas les nombres les

plus simples qui satisfont à l'équation 7)°

—

aq''^=i , contre la sup-

position. Restent donc la première et la troisième qui donnent

— \=n'— am"" ou — 1 = ?ra^ — an". Dans l'un ou l'autre cas ,

l'équation x°

—

ay"" =— 1 est résolue , et ainsi la proposition est

démontrée ; cependant puisque m est pair et 71 impair , il est facile

de voir que Péquation n"— am''^^— \ ne sauroit subsister j il n'y

a donc que l'équation m^— an'^^^— 1 qui puisse avoir lieu , et qui

existe nécessairement.

Corollaire. Il résulte de ce théorème
,
que lorsque a est un

nombre premier de la forme 4 « -[- 1 , tout nombre N qui est de la

I
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forme x^— aj' est en même temps de la forme ajr^— x'. Car

puisqu'on peut alors supposer — i = m'— a n^ , on aura

N—Cx'—ay) (an""— /ra'; = a(mj +nx)^— (mx + any)\

(43) Si a est un nombrepremier de la forme 8n + 3 , l'équation

x"— a y° =— 2 sera toi/jows possible en nombres entiers.

Soient p et q les moindres nombres qui satisfont à l'équation

p^— aq^^=\; si on suppose d'abord q impair, et qu'on fasse

qz=mn , m et « étant premiers entr'eux , l'équation p'^— i == a y'

ne pourra se décomposer que de l'une de ces deux manières :

p-V.=am^)^ . p+^=nr
Jp — i=n' V ^

7J— 1 = « n=3 ^
'^

La seconde combinaison donnerolt 2 =?n-— an"" j'équatlon impos-

sible , car puisque m et n sont impairs , la quantité 77z°— a n"- est

de la forme 8/t+ i — (Sn-\-'5) (Eh~\- \) ,
qui se réduit à la

forme 8/z— 2 et ne peut être égale à 2. Donc la première combi-

naison seule est possible j et si elle a lieu , on aura ;z°— a m° =— 2.

En second lieu , si q est pair, et qu'on fasse q^= 2 mn , on aura

j?^— i=4a;7z°/z% et comme p""— 1 est de la forme 8 â: , on voit

encore que l'un des nombres m et n doit être pair et l'autre impair
;

soit n celui-ci, et l'équation précédente oùp*i-i et jd— 1 n'ont

que 2 pour diviseur commun , ne pourra se décomposer que de

l'une de ces quatre manières :

1 = 2 a m'' )
77 + 1 — 2 m' )

i = 27z='
j^''^ 7?— 1 =2 a7z"J

^^'^

+ i = 2«n=J p+^ = ^n^ )

— 1 = 2 m'' J n— 1 =2am^ y

P
p— 1=2 m' J ' p

La première combinaison donne 72°— a m- =— 1 , ce qui n'est pas

possible , car puisque n est Impair et m pair , le premier membre

est toujours de la forme 4 /z + 1.

La seconde combinaison donne 1 =m''— «72% et ainsi p et q ne

seroient pas les nombres les plus simples qui satisfont à l'équation

p'— ag'' = 1 , ce qui est contre la supposition.
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La troisième combinaison donne — 1 = /«*— an", équation im-

possible, parce que le second membre est de la forme 4 A— (b/i+5)

(Si + O ou 4i + 1.

Enfin, la quatrième donneroit i :== n'— a m^ , ce qui ne peut

encore s'accorder avec la supposition faite que p et q sont les

nombres les plus simples qui satisfont à l'équation /»'

—

aq-^=- 1.

Donc il n'y a de possible
,
parmi toutes ces combinaisons

,
que

la première du premier cas , laquelle donne it— am^^=— 2 , tandis

qu'on a '2p^=n^+ am'' ^ el q = mn. Cette combinaison a donc lieu

nécessairement , et ainsi l'équation a;-— aj'^ =— 2 , est toujours

résoluble.

Remarquez qu'étant donnés les deux nombres n elm qui satis-

font à l'équation n"— ani^^=— 2 , on en tireroitp et q par l'équa-

tion (n-\-m\/ay^^'2p-\-iqyi/a ^ et réciproquement étant donnés

p et y, on en tirera «et ?« par l'équation \/('îp-\-iq\/a')^^n-\-m\/a^

ou par les valeurs n^=\/ (p— 1^ , vi^=\/ i j. On peut re-

marquer encore que dans le développement de \^a en fraction

continue , la fraction convergente — répondra au quotient moyen

de la première période , et ce quotient sera égal au plus grand

entier impair compris dans \/a. Voyez n°. 3g.

(44) 6*/ a est un nombre premier de la forme 8n— 1, l'équation

X"— a 3'° = 2 sera toujours résoluble en nombres entiers.

Soient toujours/? et^ les moindres nombres qui satisfont à l'équa-

tion p'^— a 5'° = 1 , on peut faire q ^=mn ou q ^=-2 m'n , selon

que q est impair ou pair , ce qui donnera les quatre décompositions

suivantes de l'équation p''— 1 = aq^ :

p+i = am^ 1 p+x^m^ 1

'p + i=.am'^l p+.^.m'U
p— I =2 7î' ) p— 1 = 2 an- )

La première donneroit i^am"— 7z% équation qui ne peut

subsister
,
parce que m et n étant impairs , le second membre est

I2
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de la forme (S&— i) (Sh+i)— C8/-t-i^, laquelle se réduit à

8e—2 , et ne peut être égale à 2.

La troisième donnerolt i =^ a m'''— 7i° , équation qui ne peut

avoir lieu non plus ; car si m' est pair et n impair , le second

membre est de la forme 4yt— i ; si m' est impair et ?i pair , il est

encore de la forme 4 k— i , et enfin si m et 7i sont tous deux

impairs ( cas qui d^ailleurs ne peut avoir lieu
) , le second membre

seroit pair.

La quatrième combinaison donneroit i ==^ ?ra'°— a/z' , ce qui ne

peut avoir lieu
,
puisque/) et c/ sont supposés les moindres nombres

qui satisfont à l'équation ^°— aj*=^i.

Donc enfin la seconde combinaison est la seule possible et néces-

saire 5 elle donne i^^irf— an", et ainsi l'équation proposée

x"— a_y° = 2 est toujours résoluble.

On a en même temps -ip ^= ni' -{- air" , qr=mn , ce qui donne

2^+ 2§'\/a= (m-\-n\/ay j d'où l'on voit que les valeurs de m
et n étant coîmues , on en conclut celles dep et ^^ , et réciproque-

ment étant donnés jy et q , on en conclura m eln soit par l'équation

\/(2p-\-2q\/a)= m-\-n\/a , soit par les formules m= \/(/) + 0,

On peut remarquer encore que la fraction — répondra au quo-

tient moyen dans la première période qui résulte du développement

de \/a en fraction continue.
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§. VIII. Réduction de la formule Ly^ -4-My z -h N z^

à l'expression la plus simple.

(.45) Uaxs cette formule , on suppose que les coefficiens L,M^N
sont des nombres donnés (tels cependant qu'ils ne puissent être

divisés tous trois par un même nombre ) ; les quantités y e\. z , au

contraire , sont des indéterminées auxquelles on peut attribuer

toutes les valeurs possibles en nombres entiers positifs et négatifs
,

avec cette seule restriction que y et z soient premiers entr'eux.

11 y aura donc toujours une infinité de nombres représentés par

la même formule L^' + lI^yz+ Nz""; mais en général , cette for-

mule est susceptible de différentes formes qui toutes renferment

les mêmes nombres , et il s'agit maintenant de déterminer- l'expres-

sion la plus simple de toutes ces formes.

Nous considérerons d'abord le cas où 31 est un nombre pair

,

parce que c'est celui qui présente le plus d'applications , nous

indiquerons ensuite les résultats analogues qui ont lieu lorsque Jlî

est impair.

Soit donc proposée la formule pj^ + 2 çy z-\-rz" ^ dans laquelle

p ) q y r sont des nombres donnés; si on veut transformer cette

formule en une semblable qui n'en diffère que par les coefficiens
,

il faudra supposer

JK = /y' + m -'

^ —gy + nz

y et z étant de nouvelles indéterminées. Cela posé , la substitu-

tion de ces valeurs donne la transformée pj/''-!- 2 q'yz'-\-rz'-
,
dont

les coefficiens sont

q — pfm + q (fn + g m) + rgn
r = p m" + 2 q m 71 -T ?• /2°.

Or pour que les quantités f,g, m^n, ne restreignent pas l'étendue
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des indéterminées^ et z , dans la formule proposée , il faut que les

valeurs àey' et z exprimées enjelz^ savoir

, _ nj—mz _ fz—gy
fn—mg fn—mg^

soient des entiers , indépendamment de toute valeur particulière

àejelàez; il faut donc pour cela qu'on aitfn—/«j^= dt:[. De-là

on voit qu'on peut prendre arbitrairement deux coefficiens tels que

y et g, pourvu qu'ils soient premiers entr'eux , ensuite on prendra

pour — la fraction convergente qui précède — dans le développe-
71 g

ment de celle-ci en fraction continue ; par ce moyen , la condition

fn— mg^=-:±z\ sera remplie , et on aura la certitude que tout

nombre compris dans la formule p j'^ + iqy z -\- rz'' , l'est égale-

ment dans sa trcins£oTmée p'y" + -2 q'y'z'+ /-'z"" , et réciproquement.

D'ailleurs ayant supposé y et z premiers entr'eux , il faudra que

y' et z' le soient aussi , car si y' et z' avoient un commun divi-

seur â , les nombres y el z ( d'après les valeurs y=fj'-\- rnz\

z =^ gy' -\- 71 z') seroient aussi divisibles par Sj ce qui est contre la

supposition.

Nous observerons de plus
,
que les valeurs trouvées pourp', q\ r

donnent y:)'?''

—

q'q'^dji-— qq) (f7i— 77ig)'^^=pi'—
(J Ç j d'où il

suit que la qua7itlté pr— qq et son cmalogue pV— q'q' da7is la

traiisformée , sont égales et de même signe.

Cette quantité pi-— q"" est celle qui détermine la nature de la

formule jjy'^-\- iqyz-^- rz" ^ eu égard aux deux facteurs ety-{-Qz,

yy+ iS'z dont on peut imaginer qu'elle est composée. Si ces facteurs

sont imaginaires, la quantité p 7-— q^ sera positive : s'ils sont ou

égaux, ou rationnels, la quantité pr— <^° sera égale à zéro, ou

à un quarré négatif : enfin s'ils sont réels , mais irrationnels, la

quantité jy r— q'' sera égale à un nombre négatif et non quarré.

C'est ce qui se voit, en mettant la formule py'+ "îqy z-\- rz"

sous la forme
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Nous examinerons séparément ces différens cas; mais il faut, avant

tout, résoudre le problème général qui suit (1).

(46) Etant donnée la formule indéterminée py'+ s qyz+ r z%

dans laquelle le coefficient moyen 2 q excède l'un ou Pautre des

coejjîciens extrêmes p <?f r ^ ou tous les deux , transformer celte

formule en une formule semblable où le coefficient moyen soit

moindre que chacun des extrêmes , ou au moins n'excède pas le

plus petit des deux.

Supposons 2 q'>p , et dans le cas où l'on auroit à-la-fois 2 ç'>p,

et 2Ç'>r, soit/j le moindre des deux nombres yj et /•, abstraction

faite de leurs signes j nous ferons j = y'— m z ^ m étant un coefli-

cient indéterminé , et la substitution donnera cette transformée

py'y'— (ip m— 2 q) y'z + (p nf— 2 q 7?i+r) z°.

Or on peut prendre l'indéterminée m, de manière que 2p m— nq

soit plus petit quep , ou égal àp ; il faut pour cela que m soit l'en-

tier le plus proche en plus ou en moins de la fraction donnée -.

Cela posé , faisant^ m— q-=ic/
, p to°— 2 q în-\-r= r' , la trans-

formée sera

et l'on aurap r'— q'q' ^=^p r— q't et 2 q <ip , le signe < n'excluant

pas l'égalité.

Puisqu'on a à-la-fois 2 q'> p et 2 q'<ip , il s'ensuit qu'on aura

q'<^qt ce qui est l'objet principal de cette première opération.

Maintenant si dans cette transformée le coefficient 2 ç-', quoique

<ip est encore > /•'
, on procédera semblablement , et on obtien-

dra une nouvelle transformée dans laquelle le coefficient mo3'en

que j'appelle iq' sera <i.'icf. Or une suite de nombres entiers

décroissans q , q\ c/\ q"\ &ic. ne sauroit aller à l'in&n : ainsi en

continuant les mêmes opérations , on parviendra nécessairement

à une transformée dans laquelle il n'y aura plus lieu à réduction

ultérieure, et qui sera par conséquent telle, que le coefficient

(1) La solufion de ce problème, l'un des plus importuns de l'analyse indéter-

minée , est due à Lagrange. Voyez les Mémoires de Berlin, année 1773.
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moyen ne surpasse aucun des extrêmes. Cette transformée satis-

fera au problême proposé ; ses indéterminées seront encore

des nombres premiers entr'eux , et la quantité analogue à p r— ^*

sera de même valeur et de même signe que dans la formule

proposée ; car ces deux conditions sont toujours observées dans

le passage d'une transformée à l'autre , comme nous l'avons dé-

montré.

comme l'entier le plus proche de -=— est 2 , on £era.j=y—2~
,

Soit prise pour exemple la formule 55 y^ + ij-2jz+]2 loz'j

ç 86

ce qui donnera la transformée

Zoyy— i4oj'z + i4o2° = 55yy + 52y'z + 62'

+ 172 — 344

+ 210.

Dans celle - ci , le coefficient moyen 32 étant plus grand que l'ex-

trême 6, il faut procéder de la même manière à une nouvelle

transformation. Prenant donc l'entier le plus proche de ~ qui est 3,

en fera z = z'— 3 y', et la seconde transformée sera

Qz'z'—56z'y + 5iyy =; 6 zz'— 4 zy— tyy
+ 32 — 96

+ 35.

Cette dernière a les conditions requises
, puisque le coefficient

Eioyen 4 est moindre que chacun des extrêmes 6 et 7. En même
temps, on voit que la quantité pr— ^^ est ^46 dans la formule

proposée comme dans sa dernière transformée ; et quant à la rela-

tion des premières variables jk et z , avec les nouvellesy et z' f

on trouve qu'elle est donnée par les équations

1 = 7/— "^

-

z = z' — 5y.
Examinons maintenant les trois cas généraux dont nous avons fait

mention ci-dessus (n°. 45).

(47) Soit 1°. pr— çf' égal à un nombre négatif

—

^ , nous pour-

rons supposer que la formule pj'' -\-iqy z-\-r z^ est réduite à la

forme la plus simple , eu sorte que 2 q n'excède ni 7; ni ry mais alors

je
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je dis que les nombres p et r sont de signes différens ; car s'ils

aroient le même signe, pr seroit positif et > 4 ç'', àonc pr— g*

seroit pOvSitif et > 3 cf, quantité qui ne pourroit être égale à —^.
Nous pouvons donc supposer que la formule dont il s'agit est

aj'''+ 2 byz— cz' , où l'on aura a et c positifs , et ac+ b":=^.

Mais d'ailleurs on a toujours 2b<ia et c, et par conséquent

ac+ b"" > 5Z>% donc on a 56' <^ , ou è <v/— 5 en même temps

les limites de ac sont ac<^^ , ac^\A.

Remarque. Il peut arriver que différentes formules , telles que

ay'^-\-'xbyz— cz^ répondent à une même valeur de ^, et satis-

fassent à la condition ib <^a et c , sans cependant différer essen-

tiellement entr'elles. Par exemple, les deux formules j^'— 72*

et iy'^-\-T.yz—Sz" donnent également oc+b'^::y , et 2b<C.a et c ;

cependant si l'on ï^a.ity=^-2t—5;/, z^^Bu—^,laformule 7y'+2yz—32*

deviendra ^—7 ^/'
; et réciproquement , si dans cette dernière on

fait t=:5y+ 5z y u=y+ az^eWe se réduità la première 'îy'^-r'^yz—Sz'-.

D'où l'on voit que ces deux formules ne sont réellement que deux

expressions différentes d'une seule et même formule , et qu'il n'est

aucun nombre contenu dans l'une qui ne soit également contenu

dans l'autre avec la même valeur et le même signe.

Le nombre^ étant donné , il est facile de trouver toutes les

formules ay''+ 2byz—c-s^ qui satisfont aux conditions 6''+ac=^,
26 <a! et c 5 et il est clair que le nombre de ces formules est

nécessairement limité
,
puisqu'on doit avoir a et c positifs , et

b<i\/—. Mais après avoir trouvé ces diverses formules , il restera

à distinguer celles qui ne diffèrent point essentiellement entre

elles , afin qu'on soit en état de réduire la totalité au plus petit

nombre possible. Nous nous occuperons de cette recherche dans le

§. XIII.

2°. Si en supposant toujours p r—^' = — -^, ^ est un quarré

parfait, alors la formule proposée py''+ '2qyz+ rz'' sera décom-

posable en deux facteurs rationnels (a.y-\-ëz) ()y-r'^z) ; si de

plus on a.pr— g'^^^o, ces deux facteurs seront égaux. Ces cas

K
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n'ont pas besoin d'un plus grand développemenl, et on volt facile-

ment quelle seroit alors l'expression la plus simple de la formule

proposée.

Soit donc 3°. pr— y'= à un nombre positil ^, et supposons

de nouveau que la formule pj"" -\- i qy z -\- r z" soit réduite

à son expression la plus simple , de sorte que 2 5' ne surpasse ni

p ni r. Alors on aura p ?•> 4 «7^ et 3<7^<^, ou q <.\/ ~ •, en

même temps on voit quep/- sera toujours compris entre^ et 4 yi.

Etant donné le nombre A , il est facile de trouver toutes les

formules py--\-iqyz-\-rz^ qui satisfont aux conditions pr—q''^=^^

et "iq^Cp et r. On peut démontrer de plus
,
que toutes ces formules

sont essentiellement différentes les unes des autres , et ne peuvent

se réduire à un moindre nombre. Ce sera l'objet des deux pro-

positions suivantes.

(48) Théorème. SI la formule indéterminée py°+ 2qyz + r7.'

est telle que 2 q ne surpasse ni p ni r ; si en même temps p r— q''

est égal à un nombre positif A
,
je dis que les deux plus petits

nombres compris dans cette formule sont p et r.

On observera d'abord que la formule /?j'" + 2 ç'jj'z + ''~''
, con-

sidérée analytiquement , est la même quejoj^°

—

2qyz+ rz'^^ parce

qu'on peut faire à volonté les indéterminées y et z positives ou néga-

tives. Or toutes choses d'ailleurs égales , la formule 75/°+ 25^/2 -f-r-s''

dont nous supposerons les trois termes positifs , est plus grande que

la formule/)/'

—

2qyz-\-rz'^-^ ainsi ce n'est qu'à l'égard de cette der-

nière que le minimum peut avoir lieu.

Soit donc F =p y"— 2 qy z-\-rz^ , et soit j' > r. Mettons y—

i

à la place de y , et supposons que P devienne P', nous aurons

P'=-P— '2py +p + '2qz

ou P'= P— 2q(y—z) —y (p— 2 q) —p (y—i)-

Or à cause de7:)>2^ etj'>z, il est manifeste que P' est moindre

que P, quand même le signe > comprendroit l'égalité , comme
on le suppose toujours.

On pourroit objecter que quoiqu'on ait P'=P— Q., Q étant
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une quantité positive, cependant si Q est lui-même plus grand

que P , alors P' pourroit avoir une valeur négative plus grande

que P. Mais cette objection tombe d'elle-même, en observant qu'il

n'y a aucune valeur de y et de z qui puisse rendre la formule

py"— nçjz+ rz" négative , attendu que ses facteurs sont imagi-

naires.

Il suit de-là que
,
quelles que soient les valeurs de ^ et z qui

donnent le résultat P , on trouvera un résultai moindre en dimi-

nuant d'une unité la plus grande des deux quantités j^ et z, ou

l'une des deux , si elles sont égales ; car la conclusion qu'on a tirée

auroit également lieu, si on avoit y^z. Mais en conlinuant ainsi

à diminuer les indéterminées j' et z , on parviendra nécessairement

aux valeurs j'= i , z = i j donc la quantité P^=p— '2ç+ j' qui

répond aux valeurs j^' = i ^ z=i , est plus petite que toutes celles

qui répondent à des valeurs plus grandes de ces variables.

D'un autre côté
,
puisque 2 g est <Cp et r, la quantité/»

—

iq-^-r

est plus grande , ou au moins égale à la plus grande des quantités

p et r. Donc ces deux nombres/» et r sont les plus petits qui soient

compris dans la formule proposée, et après ceux-ci le plus petit

est p— 2 q-\-r.

(4g) Théorème. Si deuxformules indéterminées jiy^-\-içiyz-\-rz'^j

p'y'' + 2q'yz+ r'z'', sont telles l'une et l'autre, que le coefficient du

terme moyen ne surpasse aucun des cocfjîciens extrêmes ; si en

même temps les quantités p r—q°
,

p'r'— q''' sont égales à un même
nombre positif A , je dis que ces deux formules sont essentielle-

ment différentes l'une de l'autre , et qu'elles ne peuvent se réduire

à une même formule.

Car s'il éloit possible de transformer l'une de ces formules dans

l'autre , il faudroii que l'une des deux renfermât au moins un nombre
moindre que ses coefficiens extrêmes , ce qui est contre le théo-

rème précédent.

(5o) Jusqu'à présent, nous n'avons considéré la formule

L'y'^-\-My z-\-Nz'' que dans le cas où le coefficient moyen M est

pair. Supposons maintenant que ce coefficient soit impair , on trou-

K2
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vera

,
par des considérations semblables , les résultats suivans qu'il

nous suffit d'indiquer.

1°. Toute formule indéterminée Lj/''+My z+ Nz'' dans laquelle

on a My- iL
^
peut se réduire à une formule semblable dans

laquelle le coefficient moyen sera moindre que 2 Z/ , et où la quan-

tité analogue à 4 hN— JM' sera de même valeur et de même signe.

Il faut pour cela faire y =^y'— /ra z , et prendre pour m l'entier

le plus approché de 4-.

2°. Donc par une ou plusieurs transformations de cette sorte , on

changera la formule proposée en une formule semblable , dans

laquelle le coefficient du terme moyen ne surpassera aucun des

extrêmes, et où la quantité iLN— M^ sera de même valeur

et de même signe que dans la proposée.

3°. Lorsque ALN— iH° est égal à un nombre négatif

—

B , la

transformée qui satisfait aux conditions précédentes est de la forme

ay+ bjz— cz% dans laquelle on a 5= è"4-4a c,6 <a et c, et

par conséquent o<iY—.

Etant donné le nombre E, on peut trouver aisément toutes les

formules ay^' + bjz—cz° qui satisfont aux conditions i^+ 4 ac=5,
b <Ca et c. Mais plusieurs de ces formules peuvent être identiques

ou transformables les unes dans les autres; c'est ce qu'on exami-

nera dans le §. XIII.
4°. Lorsque iLN— ilf° est égal à un nombre positif B , la

transformée a'y'^-\-by z^cz'^ qui satisfait aux conditions précitées

4ac— b^z^ B , b<ia et c,et par conséquent b <C.\/ ~^ est telle
o

que a et c sont les deux plus petits nombres qui y soient compris.

Donc toutes les formules de cette sorte qui répondent à un même
nombre donné B , sont essentiellement différentes les unes deç

autres , et ne peuvent se réduire à un plus petit nombre.
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§. IX. Dèfeloppemen T de la racine d'une équation

du second degré en fraction continue.

(5i) SoiT/x'H-^'.r+A=o une équation proposée , clont les coefE-

ciens sont entiers et les racines réelles; on propose de développer

en fraction continue l'une de ces racines
,
que pour plus de simpli-

cité on regardera comme positive ( si elle éîoit négative , on

mettroit —x à la place de x , et on feroit précéder le résultat du
signe —).

Aj'ant commencé l'opération d'après la méthode générale , sup-

posons qu'on soit parvenu aux deux fractions convergentes consé-

cutlves—^, -, et soit z le quotient- complet qui répond à la der-

niere , on aura x= ^- , et par conséquent z= ^~
. Subs-

qz-^q"^ ^ p— qx

tituant au lieu de x sa valeur x = —i^ Y-lt Z_l on aura
2/

ëi-^-^fp—yV Cg"— 4//0
'

quantité qui , en rendant le dénominateur rationnel , devient

,_ T r/> r—p'q) y/rg'— ^fh)—fpp^— i g(p y° Mp^q) —h g g-

fr+gpq + hg'
Si pour abréger , on représente cette valeur par la formule

_\/^+ I
^ — ^ j les quantités ^, /, Z?, seront exprimées comme

il suit :

'-^= -Jg'-^^fh)

(p 9'—p'q) I = —fpp"—igCpr +?"?)— 1^ q q"

(p f—p'q) D=fp'-^gpq-^hq\
eu l'on voit qu'à cause de p q''—p°q = =±: 1 , le nombre D sera

toujours un entier
;
quant au nombre 1 , il sera entier , si g est

pair
j mais il contiendra toujours la fraction î , si g- est impair.
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(52) Quelque loin qu'on ait poussé le développement de x en

fraction continue, on voit que le quotient- complet z s'exprime

facilement au moyen des deux dernières fractions convergentes

S- -^
, ce qui pourroit servir à continuer le développement encore

q^' q *

plus loin. Mais indépendamment des fractions convergentes, on

peut avoir la loi de progression des quotiens-complets j en effet

,

soient
y^+r y/^+J y/^+r

D' ' D "* D'

trois de ces quotiens consécutifs : et soient -r ,
-

, —7 les fractions

q q q

convergentes qui leur correspondent : si on fait pour abréger

p q"—p^q = i , on aura , comme nous venons de le trouver,

il= -fpf-{g(pf^p''q)-hqq'
iD = fp'+gpq+hq\

Passant de-là aux valeurs suivantes , et observant qu'alors i change

de signe, parce qu'on a.p'q—pq'—— Cpq"—P^Ç) i
^^^ formules

deviendront

^i r = -^fp'p
— ^g(p'g+pq')— 7iq'q

— iD'= fp'p'+gp'q'+f'q'q'-

Or si on appelle à l'ordinaire (a le quotient qui répond à la fraction

?
, on aura p'= y-p+p'

,
q'= i^q+ q" , valeurs qui étant substituées

q
dans la première équation, donneront

il'=l^(fp'+gpq+hq^)+fpp°+^g(pq'^p°q)+hqq\
OU iï::=^i'-iD— il , de sorte qu'on a sans ambiguïté

Faisant les mêmes substitutions dans l'équation en Z> , on aura

pareillement

~D'l=i^' (fp'+gpq + hq"-) +// (2fpp°+gp°q+gpq'+ 2/'^/;

+fp'''+gpY+^^r'i

et le second membre se réduisant k y-"" Di— 2 f^Ii—iD", on aura

encore sans ambiguïté



P R E M I È R E P A R T I E, 7g

ou D'=^D^-\-'^ (I—I'). De-làil suit qu'étant donnés deux quotlens-

complels consécutifs

D
le suivant -^—

—

-, se déterminera tres-simplement par les valeurs

D'=:D'-^y.(I—l');

ce qui est la même loi qu'on a trouvée (n°. 2g) dans le dévelop-

pement des racines quarrées.

(53) Si on élimine y- des deux formules précédentes , on aura

D'D+ T^ =DD° +P ; mais le premier membre de celte équation

renferme les mêmes quantités que le second, avec la seule diffé-

rence qu'elles sont avancées d'un rang de plus ; il s'ensuit donc

que chaque membre est une quantité constante. Pour déterminer

cette quantité en fonction des coefficiens de l'équation proposée ^

soit /& l'entier le plus grand compris dans x , le développement de la

valeur de x commencera ainsi :

~~f~ " *" 7

= &c.
\/A—\g—fk —fk"-—gk—h
Dune à l'égard des deux premiers quotiens - complets , on peut

supposer D° —f, D — —fh'^— gk— h , /= \g--fk , ce qui don-

nera D^D \- P — ^g'—fh — A. Donc quel que soit le rang du

quotient-complet — ^
, on aura généralement

Il pourra arriver que les premières valeurs de D soient alternati-

vement positives et négatives j car quoique x soit toujours com-

pris entre deux fractions convergentes consécutives—-, -^-jcepen-

dant si les deux racines de l'équation fx^ ^ gx -^h^-o diftèrent
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moins entr'elles que ne diffèrent l'une de l'autre ces deux fractions

convergentes , il est facile de voir que les deux résultats

fp' +gpg + hg\
obtenus en substituant , dans le premier membre de l'équation

P" P , , , , , . , A .

—^ et - a la place de x , seront nécessairement de même signe
;

donc alors D' et D seront de signes différens. Mais comme l'ap-

proximation augmente rapidement à l'aide des fractions continues,

cette alternation de signes ne peut avoir lieu que dans un petit

nombre des premiers termes , et bientôt après les quantités D
seront constamment de même signe.

A compter de cette époque , où la série des quotiens-complets

prend une forme plus régulière , la quantité D D^ étant toujours

positive , on aura à-la-fois I<i\/^ Q\.D<ii\/^. Les valeurs de /
et de D étant ainsi limitées , et d'ailleurs les nombres 2 J et D

i/^+i
étant toujours des entiers, le quotient-complet

j^
ne peut

avoir qu'un certain nombre de valeurs différentes. Donc après un

nombre de termes plus ou moins grand , mais qui ne peut excéder

\/^X.2 \/^i on retombera nécessairement sur un quotient-complet

déjà trouvé , après quoi le reste de la fraction continue ne sera plus

composé que d'une même série ou péiùode de quotiens déjà trouvés,

laquelle se répétera à l'infini.

(54) Cela posé , il y aura une infinité de fractions convergentes

-, — ,
—

, &c. qui dans les périodes successives répondront à un
q q\ qi ^ ^

même quotient-complet ; et il est d'autant plus impor-

tant de rechercher l'expression générale de ces fractions ,
qu'elles

serviront à donner une infinité de solutions des équations de la

forme
fy''

-\- gy 2 + hz'-^zzkz D.
Soit donc

i^- , i^' ^ tj." a la période de quotiens qui , répétée

une infinité de fois, forme le développement de -
i au moyen

de

1
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ûe ces quotiens , on continuera ainsi le calcul des fractions con-

vergentes vers X :

Quotiens. .. /j. ^
(j.' &>, i^ ^ i^' «^ //. ,/^'....i

Fract. conv. — , -, A -^—i— —— »—

Représentons en outre par - la valeur de la fraction continue

, —r 1 calculée jusqu'au terme «inclusivement. Cela posé,
/^ + / + — n ^

' ^ ^ '

// &c.

de même qu on a
,
quel que soit /" , '^= - ^ } de même , en

mettant - au lieu de j" , on aura

et

El _ ^ ^
"^ ^ _ P'^+p'^

ce qui donne /> i =/7a+p''é', qi:=qa.-^q''C. On auroit aussi, en

mettant a la place de /;*,

X = _pjr^4+pI+jfD_ \/_A-\g,

Cette équation donneroit les mêmes valeurs de / et Z? qu'on a

trouvées ci-dessus j on en tire aussi immédiatement

Substituant ces valeurs dans celles de p i et ^ i , il en résultera

/ f C \ ^ ,pi = p{—^I-^'^8)-^hq

L
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On aura donc semblablement , à cause de l'égalité des périodes

,

/ Ê-
<f \ C

^ ^ ^ \ C
<1 2=^iG-]o^+]9'fg-)+^/-pi.

Soit pour abréger a — — I z=<p^ —-=4,?°— -^-1^ = 5,011 tirera

de ces équations
pi r= -2 (pp 1 — ip

Ç 7 =: 2 <? q 1 i Ç.

D'où il suit que les numérateurs p ,p 1 j^J 2 ^ &c. forment une suite

récurrente dont l'échelle de relation est 2 e, — a : il en est de même
de la [série des dénominateurs ç , ç 1 ,

qi ^ &c. Et ce résultat est

,. ,

,

1 . p pi p-î
applicable non-seulement aux trois premiers termes -, — , —

;

q qi qi

mais à trois autres quelconques
,
pourvu qu'ils se suivent immé-

diatement.

Or il résulte de la théorie connue de ces suites
,
que si l'on fait

(:? + 4 \/AT = * + ^ v^ >

n étant un entier quelconque , le terme général demandé — sera

donné par les formules
jo „ = a' * -I- Z»' ^

où il ne reste plus à déterminer que les coefficiens c', b\ d\ h"

.

Pour cela , soit ;/=:o , et conséquemment "ï=i , ^=0, on pourra

supposer /7n=p ,
q^^r^q

^ et ainsi on aura a'^=p , ci'^= q ^ soit

ensuite 7z=i , il faudra qu'on ait

p i =/) ? + Z>'4

q \ =^q ip -irb" \-

de-là et des valeurs connues de /> i et ^r i , on tire

b' — —'-gp— hq

Donc enfin le terme général — sera déterminé par les formules



P R E M I É R E P A R T I E. 83

Nous allons maintenant faire voir que
,
quoique les valeurs cle ^

et 4> et par conséquent celles de 't et '*' paroissent se présenter

sous une forme fractionnaire , cependant ces quantités ne peuvent

contenir au plus que la fraction ^ , ce qui n'empêchera pas les

valeurs de p^ et ^^ d'être toujours des entiers.

(55) Considérons la fraction continue qui résulte du quolient-

complet z=
j^

, et qui est composée , comme nous lavons

déjà dit , de la période f*, /"', fjt-". . . « répétée une infinité de fois;

si on calcule les fractions convergentes vers z
,
par la loi ordinaire.

Quotiens fx. ^
y.'

^ ijl" «
,

/^i
, f^' -, t^" », &c.

Fract. converg. -, -
,

— , -

a.

un aura , après la première période, z = , ou é'z*+ ('é"

—

ajz

= a°. Substituant , au lieu de -?, sa valeur —

—

—
, et égalant

entr'eux les termes de la même espèce, on aura les deux équations

1 I C—a.

d ou Ton tire — =
, et a°= f

C~75»

—

)~ ~n~ ' ^^^"tenant

les valeurs de (p et 4 donnent

Et d'abord, àcausede-.^

—

r^^DD^ le second membre se réduit

a *°
Yj—

1— 7T ^i ensuite si on substitue les valeurs trouvées

, CI CD'
., , . ,

/«—^\
<Je —- et -j^ , u devient « — 2a.l j

—

Cn'^ouaC—*''C=::±:i,

de sorte qu'on a

La
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Il paroît

,
par ce résultat

,
que les quantités ip et 4 sont les mêmes ,

soit que la période f^ , ^', ^". . , . « commence au quotient y. , ou

à tout autre terme y.', (a", &c.
, pourvu qu'elle soit composée des

mêmes quotiensdisposésdans l'ordre de la période 5 et c'est d'ailleurs

ce dont il est facile de s'assurer , en prenant /' et D' au lieu de
et

J et Z?, et calculant une valeur de - qui réponde aux quotiens

ju', ijl". ... w
,

jw j car il en résultera absolument les mêmes valeurs

pour les nombres (p et 4-

Au reste, puisqu'on a 9=a——2= , il est clair que le

nombre <p est entier, ou ne contient au plus que la fraction |j

quant à l'autre nombre 4 = 77 >
je dis qu'il est toujours un entier.

(56) En effet , si — n est pas un entier , soit - son expression

la plus simple, en sorte qu'on ait C^iSy, Z?= 9^; nous avons
o /»

trouvé ^=- = -TT = -
, on pourra donc faire aussi a,°= a 7- , Z?°= a «T.

D' D S^

CI yl ci—e° , a—C° ^ . „

On a d ailleurs 77= "T
^^

' donc doit être un entier

,

Xy o 2 yH S"

et ainsi on peut faire 1 -=
. Ces valeurs étant substituées dans

2

l'équation DD +r = ^, on aura

Donc si le nombre g'-— ifh n'a point de diviseur quarré , on aura

nécessairement S-=^ i , et ainsi il sera démontre que — est un

entier; mais si ^— ij'h a un facteur quarré ^', l'équation pré-

cédente pourra avoir lieu , et il faut examiner les conséquences

ultérieures qu'elle fournit.

Or on a I^i^D'—r, ou 1°= [m^D"— I^i^'k^ j donc
2

r est divisible par <r. On a ensuite D — D'" + f^" (T— I),

d'où l'on tire D"° ^^D— |t^° (F— I). Le second membre étant

encore divisible par <r, il faut que le premier 7?'° le soit aus.H , de

même que F" dont la valeur est /^°° D'°—'l\ De-là on voit que non-
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, \/^4 + J
seulement les trois termes du quotient-complet sont di-

visibles par <r, mais qu'il en est de même des trois termes des

quotiens-complets precedens =— , j—-^— , &c. Remon-

tant ainsi jusqu'à la valeur primitive de .v , on verra que S- ne peut

être qu'un facteur qui affecte inutilement les trois termes de la

quantité —

-

^ — j et comme on peut supposer qu'un tel fac-

teur n'existe pas , ou qu'on s'en est débarrassé par la division , on

aura donc nécessairement <r= i j et par conséquent — ou 4 est

toujours un nombre entier.

ip']') Lorsque g est pair , le nombre ^ est entier ainsi que I ^ et

alors 9 ne peut manquer d'être un entier,puisqu'on a (p°—^4'=^— i»

Lorsque^ est impair, ^ et /sont des fractions qui ont pour déno-

minateurs 4 et 2 3 cependant il peut arriver même dans ce cas , qa€

4 soit pair , et alors <? sera encore un entier , en vertu de l'équation

«p*—^4== ±i.
Enfin , si on a à-Ia-fois g" et 4 impairs , <p contiendra la fraction \ j

et en faisant ip= jw, y/A^=^ V^ > o^^ ^"ra (P+ 4\/-^= 7"+ t4 V '^-

Je dis maintenant qu'une puissance quelconque entière de

if<)-j-j4\/« ne peut contenir au plus que la fraction \. En effet,

à cause de ù)""— a 4°==*= 4 , on a

rî '^ + H \/«/ == i^-' =+= 1 + i « 4 /«

2 2

D'où l'on voit que la seconde puissance contient la fraction \ senle'-

meiit , et que la 3^ ne contient aucune fraction
,
pviisque « étant

. w ':+: 3m ft)'q=i
, -, < t >-.

impair,- et • doivent se réduire a des entiers. Ur
2 2

l'exposant n
,

quel qu'il soit , sera toujours de l'une des formes

2k, 3Â:+i,3>t4-2j donc puisque la puissance 3 A: ne contient pas

de fraction , la puissance 7i ne pourra contenir au plus que la

fraction^. Cette puissance est d'ailleurs représentée par*+ '*"^/^

ou *+!* ]/aj donc les nombres 2 * et •* seront toujours entiers.
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On aura d'ailleurs entre ces entiers la relation 4*"—4^f'=±4.

(58) Revenons à la considération des fractions -, —, —, &c,
q q\ qi

qui dans les périodes successives répondent à un même quotient-

, V^-^l . „ ,, . P „
complet —

j si ion désigne par — rexpression générale

de ces fractions Tlaquelle étoit ci-dessus —^ j , il faudra qu'on ait

P
le signe + a3rant lieu , si la fraction — est de rang impair parmi les

fractions convergentes , et le signe— si elle est de rang pair.

Or si on substitue dans le premier membre les valeurs trouvées

pour P et Q , savoir :

P = p^—(TgP + hq)^
Q= cji+ (^gq+fp)-f,

on trouvera

fP^+8PQ + h Q' = (fp^+ gp q -!- h q^) C^^-^-^^) ;

de sorte que comme on a déjà fp""+gp q+ hq"" ^=:±zD , il faut que
^^— ^•*"' se réduise à±i , ce qui s'accorde avec ce que nous

avons déjà démontré (n". 55). Cette vérification nous fournit de

plus une remarque très-importante, savoir qu'on peut changer le

signe de "*" dans les valeurs deP et Q, et que les nouvelles valeurs qui

en résultent satisfont également à l'équationyP^+gPQ + hQ'=^±D;
or en examinant ces secondes valeurs

P =p^ -H ({gp + hq)^
Q = g^— (igq + fp)"^,

et les comparant aux premières où *" a un signe contraire , on trou-

vera qu'elles ne sont point comprises dans celles-ci , ou du moins

qu'elles ne le sont qu'en supposant l'exposant 7i négatif ( c'est ce

qu'on développera davantage ci- après). Il faut donc nécessairement

que ces nouvelles valeurs de P et Q résultent du développement

de l'autre racine de la même équation/^"+ 5^0.- + h = 0.

(5g) 11 suffit, par conséquent
,
pour résoudre l'équation proposée

fy^-jrgJ'z+hz'—:±:D, lorsque Z? n'excède pas V'(ig'—f^)t
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de développer en fraction continue une seule racine de l'équation

fx''-^gx-\-h^=o , et la solution qu'on obtiendra par le moyen des

fractions convergentes qui répondent au quotient-complet -^—
,

comprendra également
,

par un simple changement de signe , la

solution qui naîtroit du développement de l'autre racine. Ces deux

solutions seront réunies dans les formules générales

J=P*=t (Tgp + hcj)^

et s'il arrive que le nombre donné D ne se trouve nulle part parmi

les dénominateurs des quotiens-complels dans le développement

d'une racine , il sera inutile de chercher ce même nombre dans

le développement de l'autre racine , et on pourra dès-lors assurer

que l'équation dont il s'agit n'est pas résoluble en nombres entiers.

Pour éviter tout embarras à l'égard des signes dans l'application

des formules précédentes , faisons /j^r"

—

p°ç=i , i pouvant être -f '

ou — 1 selon les différens cas, on aura d'abord

fp' + gpç + hç"- = iD.

Il faudra ensuite faire attention au nombre de termes de la période

(^
i f^' &) : si ce nombre est pair , les diverses fractions con-

vergentes -, — , — , etc. seront placées de la même manière
,

ç qx qi

c'est-à-dire qu'elles seront toutes de rang pair , ou toutes de rang

impair , et ainsi l'équation fy"- -Y gy z + h z'=^iD sera résolue

par les formules

y =p^:±z(lgp-]rhq)-^
z^q<S>^({gq +fp)-^

où l'on a (^-V-^k/^T^^ ^-V^ \/^.

Dans ce cas, Vé(]u.a.ÛQn
fy"" -\- gy z-\- h z' ^— /ZJ ne pourra être

résolue en nombres entiers , au moins d'après la fraction conver-

p
gente -.

1
Si au contraire le nombre des termes de la période est impair,

alors on pourra
,
par les mêmes formules , résoudre à-la-fois l'équa-

tion /y° -hê"J'-2+/'2'=-i-' -O et l'équation /^°-|-g"J5+ ^ 2=:=

—

iD
^
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savoir , la première , en faisant n = 2 i , et la seconde , en faisant

7Î = 2 >t -[- 1

.

(6o) Le cas de Dt= i devant recevoir un grand nombre d'appli-

cations , il sera bon de l'examiner en particulier. On aura alors.

— -\-I=-^g+f~ ; OT ^g + f- est une valeur fort approchée de
ç q q
\/^ ou de ^s/ig"— ^f^O ; soit donc , si g est impair , m l'entier

impair le plus grand contenu dans ^(g"— ^f^) -, et si g* est pair,

ni l'entier pair le plus grand contenu dans ce même radical , on

aura dans les deux cas ( parce que — est plus petit que l'unité )

2

Le quotient-complet =^ deviendra en même temps \/A-\-\my

et ainsi l'entier compris /x= m. C'est la valeur du quotient qui dans

îes périodes successives répond à la valeur 25= i

.

Soit toujours [J-
, //, //'. ... « , la période des quotiens , et - la

fraction qui en résulte , nous avons trouvé ci-dessus ———=a—-é"/

m '

danc lorsque D=i et 1= — , on a C = a.—mC= a— f^é". D'où

l'on voit que les quotiens //', i^-'\. . . « forment une suite symmé-
trique (n*. 32) , et ainsi la période qui se répète à l'infini est

de la forme m, i-i.', /i/.",. . . //', ix.'. Enfin on aura dans le même c^s

(6i) Quel que soit le nombre D , si ^ est pair^ les formules

générales peuvent être simplifiées et débarrassées de fractions. Soit

alors l'équation à résoudre aj^' + z by z+ cz''=:^=^D , ce qui don-

nera f=a ,
g=2b, h^=c , A=^bh—ac ; soit toujours /^ , y! ,

/'• • » «

la période qui répétée une infinité de fois , forme le développement

du quotient-complet ; si par le moyen de celte période
,

on calcule la fraction - comme il suit ;

Ç

Quotiens
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Quotiens i^ , i^' ,
(j." «

_ le* a.* a.

Fract. conversf. -, - — , -;

a + e* c € ,

on aura ?= = «— yr-^» ^"^Ti ^ lesquelles valeurs seront

toujours des entiers. Faisant ensuite

^(P + 4 V^T=* + *• \/^
y=zpi:±L (b p -{- cç)T
z=q<bz^ (bq Jr ap)^ ^

onaura<7j'*+ 2Ôj^2+cz*=±Z?, et quant à l'ambiguïté du signe ,

elle sera déterminée par la formule

ay*->r'2by z + cz^= (<p*—^ 4»;'' (p q^—J^'q)D ,

où l'on sait que (p*— .^:^4*> ainsi que pq"—p°q ^ ne peuvent être

que 4- 1 ou — 1.

Les nombres 9 et 4 trouvés , comme on vient de le dire
,
par lo

calcul d'une période , seront toujours les plus simples qui satisfont

à l'équation ç>*—^4°=— 1 j car s'ils ne l'étoient pas , il faudroit

supposer , ou que la période dont il s'agit est composée de plusieurs

périodes plus courtes , ou qu'il y a des solutions de l'équation pro-

posée non comprises parmi les fractions convergentes. Or le premier

cas n'a pas lieu par hypothèse , et le second est impossible , comme
il sera prouvé dans le $. XII. Donc les nombres * et "*" ne dépendent

que du seul nombre ^, et ils se trouveront immédiatement par la

Table XII , lorsque ^ n'excédera pas ioo3.

Il est inutile d'ajouter que si le même nombre D se rencontre

plusieurs fois dans le cours d'une même période , on pourra pro-

duire un pareil nombre de solutions différentes de l'équation pro-i

posée.

M
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§. X. Comparaison des fractions continues résultantes du

développement des deux racines d'une même équation du.

second degré.

(62) JNous avons déjà observé (n°. 58) que les deux racines

d'une même équation du second degré
,
fx*-\-gx-jrh=o , réduites

en fraction continue , concourent également à la résolution de

l'équation
fj^'' -\-gjz+ h z"= :àzD , en sorte que les mêmes valeurs

de D doivent se rencontrer nécessairement dans les deux suites

de quotiens-complets qui résultent du développement de ces deux

racines. Nous allons maintenant mettre cette propriété dans tout

son jour, et nous démOTilrerons d'une manière générale, que si la

suite des quotiens-complets, lorsqu'elle est devenue régulière,

procède ainsi dans le développement d'une racine :

D
V^ + i'

D'

&c.

le développement de la seconde racine fournira , au moins après

l'anomalie des premiers termes , celte autre suite dans l'ordre

inverse :

V-
p nrpmipr lermp

D

laquelle retombera nécessairement sur le premier terme—-—
,

et recommencera ainsi à l'infini.
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Considérons de nouveau le développement de la racine.ii:=-
^ —

^

en fraction continue , et soient — , - . —7 trois fractions conver-

gentes consécutives prises dans la première période des quotiens(i),

après que toute irrégularité a cessé , et lorsqu'on s'est assuré que

cette même période doit se répéter à l'infini. Nous représenterons

àl'ordinaire les trois quotiens-complets correspondans par ————
•,

i/^ + / /^ + J'
,

. .

-—=r , jy y et les entiers qui y sont compris par

^% ^ , f*'. Quant à la période de quotiens , elle sera t-^ ,
/u', (a" .

.

. [jif

si on la fait commencer au terme /^ j elle seroit également

fi.', |m". . . /x.', f/., si on la faisoit commencer au terme /x' et ainsi à

volonté j en général , la période dont il s'agit peut commencer par

tel terme qu'on voudra , mais il faut qu'elle soit composée des

mêmes termes , rangés dans le même ordre.

Cela posé , nous avons vu (n". 54) ,
que si on cherche les diverses

fractions convergentes -, — , — , &c. qui dans les périodes suc-

cessives occupent la même place , ou répondent au même quotient-

complet ~
, l'expression générale de ces fractions -- est

donnée par les formules

9n=q^^ agq + fp)-^» {a)
ou Ion a

^\--^\/^=(<p-V-\\/^)% et*»—^^"= (<p^—^i"'X^(zi=\)\
Il suffit donc de donner à ii les valeurs successives o , 1 , 2,3, &c.

,

et de substituer les valeurs de * et ^ qui en résultent
,
pour avoir

successivement toutes les fractions convergentes dont il s'agit

-
)
—

•>
— > &c. Il reste à voir maintenant ce qui arriveroit , si

q q^ q'i

on donnoit à n des valeurs négatives — 1 , —2 , —3 , &c.

(1) Cette période pourroit contenir moins de trois termes, mais alors on réuniroit

plusieurs périodes, afin de ne pas donner lieu à exception pour ce cas particulier.

M S
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(63) Or j'observe qu'on a

donc la supposition de n négatif revient simplement à changer •*•

de signe , et à multiplier les valeurs de * et "^^ par un même fac-

teur C^i)' } cette quantité ambiguë =i=i venant de <p^—^4° q^^i

en effet peut être + 1 , ou — i. Mais comme la fraction —n'est
n,

pas différente de , on peut faire abstraction du facteur (:àr. i J",

et ainsi les valeurs négatives de n répondront à de nouvelles valeurs

de — données par les formules

§- . = y *— (îgq + fp) ^. {b)

On pourrolt croire d'abord que ces formules ne diffèrent des pre-

mières que par la forme , et qu'elles conduisent réellement aux

mêmes valeurs de —"
; mais il faudroit pour cela que deux frac-

lions telles que

p^—C'_gp-\-hq)-^ p^'-\- ({gp + h q)
*'

'7* + (-.gq-Vfp)^ ' q^'—C-igq-^-JpT^
pussent être égales : or c'est ce qui ne peut jamais avoir lieu ,

car en les réduisant au même dénominateur , on trouve que la

différence des numérateurs est (fp''+gpq-\-hq'') ('*'•*•+ $ •^-'^
?

quantité qui ne peut jamais être nulle.

Donc il est certain que les formules (^) donnent des valeurs

de —^ différentes de celles que donnent les formules (a). Mais en
qn

_

faisant, soit dans les formules {h) , soit dans les formules (a),

•pn =JK j qn^^^t les valeurs générales de y et de z satisfont à

l'équation fj''-{-gyz-\-Jiz"=:à^D} d'un autre côté , D étant sup-

posé plus petit que \/^ , on peut démontrer que toute fraction

- qui satisfait à cette équation est comprise parmi les fractions

convergentes vers une racine de l'équation /x°-|-^x-(-/i= o. Donc

si les formules {b) donnent des fractions — non comprises parmi
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les fractions convergentes vers la racine x = ——~

—

— ; il faut que

ces mêmes fractions —^ soient comprises parmi les fractions cou-

, —s/^—-^R
vergentes vers lautre racine x = —'—.

On ne doit pas perdre de vue
,
que parmi les fractions conver-

. , 1 • , V^ -ri T>
gentes qui repondent au quotient-complet —

,
- est sup-D g

^ -^

posée la plus simple, ou celle qui est comprise dans la première

période. Si on fait n^^— i dans les formules {à) , ou 7z= i dans

les formules {h) , la fraction qui en résulte pourra tomber dans les

parties irrégulières du développement de l'une ou de l'autre racine

ou même ne se trouver dans aucune
,
par des raisons qui seront

exposées ailleurs ; mais si on fait n>i dans les formules (b)
, alors

la fraction qui en résultera sera certainement l'une des fractions

— i/^—ig-
convergentes vers la racine x= -.

(64) Soit donc , en supposant 7Z> i, ((p+ -l-
y/^/^z $+ ^ ^_^ et

P=p<è+ (igp+hç)^

p
on aura — pour l'une des fractions convergentes vers la racine

x' =. —î^. Mais si on fait semblablement

Q° = -?'*+ agq'+fp')-^

Q'=—r^+ agg'+fpv-^,
p° p'

il est clair que r:^ et — seront pareillement des fractions con-

vergentes vers la même racine. Il s'agit maintenant de faire voir

P° P P'
que les trois fractions convergentes —, —, —, se suivent im-

médiatement dans l'ordre où elles sont écrites.
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Et d'abord les valeurs précédentes donnent P Q° — P° Q =:

(p'ç—jx/) (^^—^^^)=^i , et (P'Q-FQ')^— (PQo—poQ).

conditions toutes deux nécessaires pour l'objet que nous avons en

vue , mais elles ne sont pas encore suffisantes.

On peut
,
pour fixer les idées , supposer que la valeur de n est

p
un peu grande , en sorte que la fraction convergente — réponde

à une période assez éloignée du commencement de la suite. Comme
toutes les périodes sont égales , il importe peu quelle est celle

qu'on considère ; et la forme qu'on trouvera pour une période

éloignée, conviendra également à toutes les autres périodes. Or

lorsque n est un peu grand , les nombres * et *" sont très-consi-

dérables , et comme on a toujours *°—^"^'^^^ ('±i^''=±i, il

s'ensuit qu'on a alors à très-peu-près ^^="ir[/^ ^ substituant cette

valeur dans celle de P, on aura P r= ^ (p \/^ + ^gp + hq)
= -^ ( y/^ -{ ^g) (p— q X ) ) X désignant la première racine

—- dont - est une valeur approchée.

On trouvera de semblables valeurs pour P° et P' , et si pour

abréger on appelle R le facteur constant '^ (\/u4+ \g) , on aura

P°^ — R(p'—c/x)

P= R(p-qx)
P' ^ — RCp^—q'x).

Soit z le quotient-complet qui répond à la fraction convergente -

^ ( o

dans le développement de la valeur de .r , on aura x = ;

—
-

,

^ ^ ' qz-\-q^

OU ^ = ; ov z doit être positif et plus grand que l'unité jp—qx
donc — (p''— q^x) est plus grand que p— qx et de même signe;

par la même raison
, (p—qx) est de même signe, et plus grand

que — (p— qx) 5 donc les trois nombres P", P, P' sont de même

signe , et ils se suivent par ordre de grandeur , en sorte qu on a

P°<iP ^ P<CP'. On démontreroit la même chose des trois nom-

bres Q", Q, Q' -j et cela posé , si les deux fractions convergentes
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P° P—
,
—

, ne se suivent pas immédiatement , on ne peut du moins

. . . P—P'
concevoir d'intermédiaire entr'elles que la fraction -r—j^ ; car

comme on a déjà P Q°— P" Q z=dc:i , et qu'en représentant par

— la fraction convergente qui précède — , on doit avoir aussi

PN—MQ= ±1, Il s'ensuit qu'on a M=kPdzP\ e\.N=k Q±Q%
h étant un nombre indéterminé. Or la condition que JW soit com-

prise entre P et P°, donne /t= i , M=P—P\ N=Q-^Q\ Ainsi

P . , ,
P'

on est assuré que la fraction convergente — est précédée de p^,

P—P°
ou qu'au moins elle l'est de yr——

.

(65) L'incertitude à cet égard va bientôt être fixée , en déter-

.
P

minant le quotient-complet qui répond à la fraction -—-• Soit z ce

P" , , P
quotient-complet dans l'hypothèse que — précède — , alors la

P z { P"
Taleur entière de la fraction continue seroit ^„ : soit vie

P—P° , ,
P

quotient- complet dans l'hjqîothèse que -;:

—

—- précède — , on

anroit la valeur de la fraction continue

Py + P— P° — P^jz+i; +-P''

Or il est clair que cette seconde hypothèse est renfermée dans la

première, en supposant z i=

—

y— 1 ; donc si en partant de la

première hypothèse , on trouve une valeur positive de z , ce sera

po p
une preuve que cette hypothèse est légitime , et qu'en effet -—

, ^7

sont des fractions convergentes consécutives. Si au contraire le

calcul donne pour z une valeur négative , on en conclura que la

seconde hypothèse est la véritable.

Or je dis que la valeur de z est non-seulement positive , mais

i/^ + r
qu'elle est en général ~

;
je dis de plus que l'entier com-
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pris dans cette quantité est f- Si ce dernier point est vrai, il

faudra donc qu'on ait P'=^P+P% Q' = ^ Q + Q% et c'est

en effet ce qui se vérifie immédiatement par les valeurs de P, Q,

P° Q", &c,
,
puisqu'on a toujours p'= ^t75+p% et q =^ l^

q
-\r

q"

'

Au reste , la seconde partie peut se prouver généralement ainsi.

Oaad'abordr=^Z?—/, ce qui donne =//+ —

j

g" ^g—I f p
d'ailleurs la valeur de q' trouvée n». 54, donne —=___+— .

-
j

et comme ^ est déjà une valeur fort approchée de
'

, on a

^' 9'_i^zi£+Z /^-î^^ /fl:zj^ a'oùi'on
àtrès-peu-pres——-^—+^ • y £, ? ^ ^ uu

voit que A^^^-^-^, égale à très-peu-près à — ,
est toujours pins

petite que l'unité , et ainsi on a , suivant la notation accoutumée,

JA + i
,

D ^^'^'

Venons à la première partie de notre assertion. Si • — est

P
le quotient- complet qui répond à la fraction convergente — ,

et

que celle-ci soit précédée de ^^, il faudra donc que la seconde

racine x' de l'équation fx^+gx + h = o, ait pour valeur

Mettant au lieu de I' sa valeur i^D— 1, et observ^ant qu'on a

uP+ P° =F' i^Q + Q" = Q'i c^*^t^ équation deviendra

,_ P (s/A—J) + P'D
^' ^ 'Q (^A— I) + Q' D'

Si on y substitue ensuite les valeurs de P , Q , P', Q', et que dans

le résultat on mette au lieu de p" et ^° leurs valeurs trouvées n\ 5 i

,

quantité
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quantité qu'on peut mettre sous la forme

de sorte qu'en supprimant le facteur commun aux deux termes

,

on aura

qV^—îgl—fP

Mais à cause de ^= ^g'—fh , on a ^= ag-\-\/^) ag—V-^)
^

et ainsi jp\/A^h.gp^hq^ ^^ p^^ (fp+ ^,gq^q V-4)y donc

enfin la valeur de x' se réduit à

/ ;

ce qui est la seconde racine de l'équation jrA'°+g"2+ /i= o.

(66) Ce résultat justifie pleinement les diverses propositions que

nous avons avancées , et il en résulte
,
pour principale conséquence

,

que — est le quotient-complet qui dans le développement

P
de la seconde racine .r', répond à la fraction convergente — . Parla

même raison , le quotient- complet qui répond à la fraction suivante

F' V

V/^ + P

P' \/A + i
, ,.—

-,
, est —

, celui qui vient immédiatement après est

, &c.; d'où l'on voit que les dénominateurs D .,
D°

,

D'\ &c. suivent un ordre contraire à celui qu'ils ont dans le déve-

loppement de la première racine.

Au reste l'existence du quotient-complet jz suffit pour

prouver celle des quotiens-complets suivans , qu'on en déduit par

l'opération ordinaire du développement en fraction continue. En

effet , on a déjà vu que l'entier compris dans jz est /^ j

N
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de-là, et des relations déjà connues par le développement de la

première racine , on tire la suite

y/^ + 1' ^A— 1

&c.

Mais la suite des quotiens y- ,
|M°, m""? &c. retombera néces-

sairement sur le quotient i^ ; et ainsi la période qui règne dans le

développement de la seconde racine , est composée des mêmes

termes que la période de la première racine , avec cette seule

différence que les termes y sont rangés dans un ordre inverse.

S'il arriVoit que là période qui règne dans le développement

d'une racine fût de la forme i^. ^ /, i/!'...y!\ i^', i^, k, c'est-à-dire

jTût composée d'une partie symmétrique, précédée ou suivie d'un

terme isolé k , alors le renversement donneront toujours la même
période , laquelle par conséquent seroit commune aux deux racines

de l'équation. C'est ce qui s'observe dans un grand nombre de

eâs , et alors les mêmes quotiens- complets se trouvent aussi dans

le développement des deux racines , et y suivent le même ordre.



PREMIERE PARTIE. 99

§. XI. Résolution en nombres entiers de l'équation

Ly= -f-M y z -+- N 2^= =i: h/''

(67) J.L faut distinguer deux cas , selon que y et z sont ou ne

sont pas premiers entr'eux. Pour ramener le second cas au premier,

soit 9 la plus grande commune mesure de j et de 2 j et soit jK==âj'',

z= ^z\ alors le premier membre étant divisible par 6% il faudra

que ^soit aussi divisible par 6°, Soit donc H= 9^ H', on aura

Lf'+ Mj'z'+ Nz'^= =fc^
,

équation dans laquelle y' et z' sont maintenant premiers entr'eux.

Donc autant il y aura de quarrés 9^ qui peuvent diviser H , autant

on aura à résoudre d'équations semblables à la précédente dans

lesquelles les indéterminées seront des nombres premiers entr'eux.

On peut supposer que cette sorte de décomposition a été faite

par une opération préliminaire , et ainsi nous regarderons l'équa-

tion proposée Ly""{ 31j z-\-N z'^ =^:±^H comme l'une de celles

où il faut que les indéterminées j' et s soient des nombres premiers

entr'eux.

Cela posé , nous distinguerons encore le cas où z et £f sont pre-

miers entr'eux , et celui où ils ont un commun diviseur 9. Dans
T a

ce dernier cas , soit 2 = 9z', H=ÔH', il faudra que -~- soit un

entier ; mais comme^ n'a aucun diviseur commun avec z , ni par

conséquent avec 9 , cette condition exige que L soit divisible par Q,

Soit donc.L=Q L', et l'équation à résoudre deviendra

L'y'+My z'\-N z''= ±H' ,

dans laquelle maintenant on peut considérer z et IF comme pre-

miers entr'eux.

Donc autant il y aura de diviseurs communs entre L et H.

(l'unité comprise ) , autant il y aura d'équations à résoudre dans

lesquelles z et H' seront premiers entr'eux. On peut supposer d;^

nouveau que l'équation proposée est ramenée à cet état , ou qu'elle

N2



loo THÉORIE DES NOMBRES.
est une de celles dans lesquelles l'équation primitive a été dé-

composée. Ainsi toute la difficulté se réduit à résoudre une ou

plusieurs équations , telles que

dans laquelle z e\. y sont premiers entr'eux , ainsi que z et H,

Or cette équation présente difierens cas à examiner , selon que

le nombre iLN— M"" est positif, zéro ou négatif; c'est-à-dire,

selon que les deux facteurs du premier membre sont imaginaires

,

égaux ou réels.

(68) Soit d'abord iLN— Aî" = àun nombre positif B ; si on

multiplie l'équation proposée par 4Z, , et qu'on fasse 2Lj-{-Mz=^Xj

on aura
x^-\-Bz' — r\-iLH

(nous mettons + seulement dans le second membre
,
parce qu'on

voit bien que le signe — ne pourroit avoir lieu). Or ayant à résoudre

l'équation x"" -{-B z''=^C , la méthode la plus simple est de calculer

successivement les différentes valeurs de la quantité C—5z% en
Q

faisant z =o, i , 2 ,
3. . . jusqu'à ~=V/'B'' ^^ parmi ces valeurs

il se trouve un quarré , et qu'en même temps la racine x de ce

^ Mz^x , ^, . 1 . -,

quarre rende = égal a un entier , on aura une solution de

l'équation proposée. Mais si ces deux conditions ne peuvent être

remplies à-la-fois , on en conclura que l'équation proposée n'est

pas résoluble en nombres entiers.

Il est évident que dans ce premier cas il ne pourra jamais y
avoir qu'un nombre limité de solutions en nombres entiers. Ce cas

d'ailleurs est si simple
,

qu'il n'exige aucune des préparations indi-

quées dans l'article précédent , et qu'on peut procéder à la résolu-

tion , comme il vient d'être dit, sans s'embarrasser si y , z et H
ont ou n'ont pas de commun diviseur.

(69) Prenons pour exemple l'équation i5y''-[-i'5yz-\-'57Z':='2a'5'.

si on multiplie les deux membres par 60, et qu'on fasse "ùoj+ 43<s=a-,

ia transformée sera

:c'4- 715»= i338o.
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Je calcule donc les valeurs de la quantité i338o—71 z^, en faisant

successivement z= Oj 1 , 2 , 3 , &c.
,

jusqu'cà ce que la quantité

dont il s'agit cesse d'être positive ; les résultats qu'on obtient faci-

lement , au moyen de leurs différences uniformément croissantes
,

sont :

Valeurs de .r\ . . i338o, i33og, iSogG, 12741, 12244, ii6o5, 10824,

Différences.... 71, 2i3, 355, 497, 63g, 781, g^S,

Valeurs de A-'. . . ggoi , 8836, 762g, 6280, 478g, 3i56, i38i.

Différences .... io65 , 1207, i34g, 1491, i633 , 1775.

Or parmi ces résultats , 11 n'y a que 8836 qui soit un quarré parfait

,

celui de 94 , ainsi les seules valeurs de z et x à employer sont

• -, T - 1 ±q4— 344
£= 8 et .v= ±n4 : mais de-la resuite y = et cette

-" ' "^30
valeur ne se réduit pas à un nombre entier j ainsi l'équation proposée

n'est pas résoluble en nombres entiers j on peut seulement y satis-

faire par des valeurs rationnelles telles que z = 8
,
j' =— ^ , et

une infinité d'autres.

(70) Si on a 4ZiV"

—

M-= o , ou si les facteurs du premier

membre de l'équation proposée sont égaux , il faudra
,
pour que

cette équation soit résoluble, qu'elle soit de la forme ('«7+ "^/'°=/^^%

et alors elle se réduit à l'équation du premier degré rriy+ nz^^^^+^hj

laquelle sera toujours possible , si m et n sont premiers entr'eux.

Il ne reste donc plus à examiner que le cas où iLN— M'' est

égal à un nombre négatif— B. Et d'abord si le nombre B est un

quarré parfait , les facteurs de la quantité Lj''-\-Myz-\-Nz'' seront

rationnels , et l'équation à résoudre sera de la forme

(mj + nz) (fy + gz) = =kzll.

Or il est visible
,
que la résolution de cette équation se réduit à

celle des deux équations déterminées

m ^' + 72 z = 9

6 étant un facteur quelconque de H. On prendra donc successi-
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vementpour S tous les diviseurs de H, en y comprenant l'unité, et

on résoudra relativement à chacun d'eux , les équations détermi-

nées qui précèdent. On pourra obtenir
, par ce moyen

,
plusieurs

solutions , si toutefois les valeurs de j et z qui en résultent sont

des entiers ; mais dans aucun cas , le nombre de ces solutions ne

pourra excéder celui des diviseurs du nombre H.

(71) Supposons enfin qu'on ait M"-— 4 LN:=B ^ 5 n'étant point

un quarré parfait. Alors l'équation proposée

présentera deux cas à examiner, selon que iï" est <^j/^ ou

Soit P. H<.~\/ B ; dans ce cas , il suffit de développer en

fraction continue une racine de l'équation

/.*='+ Jf.r+ N—o-y

1 V^ + J . , , -

et SI parmi les quoliens-complets — qui résultent de cette

opération , on en trouve un dont le dénominateur D= H, on en

conclura que l'une au moins des deux équations

Ly^'V Mjz-\- Nz'' = -\-

H

Ly^-V Myz-V N z^ =—H
est résoluble , ou même toutes les deux , lorsque les conditions

nécessaires sont remplies. Nous avons donné ces conditions dans

le paragraphe IX , ainsi que les formules qui contiennent les valeurs

complettes de j/ et z, et nous avons remarqué que ces formules

renferment le résultat du développement des deux racines de

l'équation Z. a-'+ i)i a;+ iV= o , de sorte qu'il suffit d'en développer

une.

Le nombre iïpeut se trouver plusieurs fois parmi les valeurs de

D dans le cours d'une même période , et il en résulte alors autant

de solutions diSerentes de l'équation proposée. Mais s'il ne se trouve

nulle part parmi ces valeurs ^ on en conclura avec certitude, que

l'éqvation proposée n'est résoluble ni avec le second membre +jK?
,

ni avec le second membre —H.

Ce premier cas de H<, ^ \/B se résout donc immédiatement , et
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avec beaucoup de facilité par le seul développement d'une racine

de ^équation L x' \-Mx+N:=o en fraction continue. Il faut même
observer que cette solution suppose seulement y el z premiers

entr'eux (car- étant assimilé à une fraction convergente-, doit
-

. . ... ^
toujours être une fraction irréductible, puisqu on a/)<7°—p''ç'==fci^,

et ainsi elle n'exige pas que z et H soient premiers entr'eux. On
peut donc ,

par ce moyen , se dispenser de faire la décomposition

relative aux facteurs communs de L et de JI, dont on a fait

mention n°. 67 , et on aura
,
par une seule opération , la résolution

de toutes les équations de cette sorte. INIais il faut , comme nous

l'avons supposé ,
que H soit <{ \/B j de plus , si H contient un

facteur quarré S", il faudra , comme nous l'avons déjà indiqué
,

faire y= dy^ z^=Sz\ H^=^^^H\ et résoudre
,
parla même voie,

chaque équation Lj'" -}-Mj'z'
-\-N z'^'^^d':. H' pour chaque facteuj?

quarré 9' qui peut diviser H,

(72) Soit en second lieu -fr> f \/ B , alors on supposera quer

l'équation est préparée , comme on l'a dit n°. 67 , de manière que

y el z soient premiers entr'eux , ainsi que z et H. On pourra faire-

alors

j ^=: n z \- Hu y

et ajouter même la condition que n ne surpasse pas { H; car l'éqîia-

tion précédente subsisteroit en mettant n— «H à la place de n^
et M + ttz à la place de u ; or il est clair qu'on peut prendre et , de

manière que n—^«^soit compris entre + ^H et —^H. Substi-

tuant donc la valeur de y dans l'équation proposée , et divisanî;

le résultat par H, on aura

^

V H )z''-+ (2nL-\-31) zu\LHu''=^=îzl^

el puisqtie z et H sont premiers entr'eux , cette équation ne peut

^ • r , . Ln'+3In-VN . . ^ ,avoir Jieu
, a moms que — ne soit un entier. On don-

Jti

nera donc à tz toutes les valeurs en nombres entiers depuis —f^
jusqu'à -i- j H ; et s'il n'en est aucune qui rende la quantité

i> /z'-l-Ji 72 +i\r divisible paijEf, on prononcera avec certitude que
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l'équation proposée n'est pas résoluble. Si au contraire on trouve

une ou plusieurs valeurs de n qui remplissent cette condition

,

il faudra prendre successivement ces difFérentes valeurs , et faire

un calcul séparé pour chacune , comme si l'équation proposée étoit

transformée en autant d'équations différentes.

Soit pour abréger Z- 72=+ J//z-l-iV"=/^, 2nL+M—g^LH=hi
l'équation à résoudre pour chaque valeur de n sera

où il est à remarquer qu'on a toujours g^

—

^kfh^^ M"^ —4 LN'=B.
- Nous avons donné dans le paragraphe IX une méthode pour

résoudre cette équation lorsqu'elle est possible , et les mêmes
remarques que nous avons faites lorsque D est <d\/ B , sont

également applicables dans le cas présent où D = i : ainsi nous

n'avons rien à ajouter sur cet objet , d'autant qu'on voit bien

qu'ayant trouvé les valeurs générales de z et u , on en tire immé-
•diatement celles des indéterminées de l'équation proposée , expri-

mées pareillement en nombres entiers.

Exemple I.

(73) Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation

2 .r°— 23_7^ = io5.

Cette équation se rapporte au cas précédent ; elle n'est point

susceptible de se décomposer en plusieurs autres
,
parce que io5 n'a

point de diviseur quarré , ni de commun diviseur avec le coeffi-

cient 2, On fera donc x =ny-^io5z , et on déterminera «< -^

de manière que — soit un entier. Plusieurs moyens seront

donnés ci-après pour faciliter de semblables recherches ; obser-

vons quant à présent , que comme io5 est le produit des nombres

premiei-s 3 , 5, j , il faut chercher séparément trois valeurs de n

2 72° 23 2/2= 23 2 72'' 23 . , . ^
telles que , , soient des entiers. Les

o 5 y
valeurs sont respectivement -n = 5ctd^i, 7i = 5C:à=2, n= 7>=fci,

les nombres a, é", > étant à volonté. Or ces formules sont faciles

à concilier entr'elles
, et comme il suffit de considérer les valeurs

as



P R E M I È R E P A R T I E. io5

de n positives et moindres que ~ , la dernière formule donnera

n = 6, 8, ]3, i5, 20, 22, 27, 2g, 34, 36, 4i, 43, 48, 5o.

De-là il faut écarter tous les nombres qui ne satisfont pas à la seconde

formule , ou qui divisés par 5 ne laissent pas r±: 2 de reste; ainsi les

i4 valeurs précédentes se réduisent à celles-ci 7ïr=:8, i3, 22,

27 , 43 , 48. Enfin pour satisfaire à la première formule , il faut

encore supprimer tous les nombres divisibles par 3 , ce qui ne

laissera subsister que ces quatre valeurs tz= 8 , i3 , 22 , 43.

Soit donci". n= 8, et.T==8j'

—

io5z, la transformée sera

y"^— "àiy z -}- 210 ^^" = 1.

Toutes les fois qu'on parvient ainsi à une équation de la forme

on est assuré que la solution est toujours possible
,
parce qu'en

faisant j'

—

fzT=u^ l'équation devient ii"—^ z" =^ 1
,
qui est

toujours résoluble. Dans le cas présent , on trouvera par les formules

du n°. 61
,

jj' = *d= 16 "*

(^24335 + 3588 4/46/ = $ + ^ / ^6 y

d'où résulte pour première solution de la proposée

.r = 8 * =b 23 *

jr = $ =t: 16 "*".

(74) Soit 2°. «=i3 et .r= i3j'

—

io5s, la transformée sera

3j''— 52y z + 210 z° = 1,

Pour résoudre celle-ci, il faut développer en fraction continue une

racine de l'équation 3x*— 62 .r -1- 210=0. Voici l'opération avec

le calcul des fractions convergentes prolongé seulement jusqu'à ce

qu'on trouve Z?= 1 :

1/46+ 26ar=—— = 10-}- i r o
o

1/46+4 = 1 + 10 : 1
10

V/46'+ 6 = 12 + 11
1

• &.C. &c.
O
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Cela posé ,

les nombres à substituer dans les formules du n". 6l

sont /)= ! 1,5'= 1 , a—'5, i^^— 26 , c= 2io , ^= 46j d'ailleurs

on a déjà trouvé dans le premier cas
,
que les moindres nombres qui

satisfont à l'équation ^='— 464°==±i sont (p— 24335, 4 = 3588,
lesquels donnent ip'— 464°=+ 1 j et coinme on a en même temps

p q"— /;^5^ = +i, l'équalion proposée 3j'— 52jz + 210s' := + 1

sera résoluble ( elle ne le seroit pas si le second membre étoit— 1) j

faisant donc toujours

^24335 -h 3588/46/ =$ + *•
v^ 46,

on aura par les substitutions _y= 1 1 * ±76*", z=^^±'j^-j d'où

résulte pour seconde solution

X = 38 * =b 253 •>?

y = 1 i * =h 76 f.

Remarquez qu'on auroit pu trouver immédiatement les valeurs

de f et de z par l'opération seule du développement en fraction

^^45 + 6
continue 5 car si à la place du quotient-complet qui ré-

pond à la fraction convergente -V- , on met sa valeur approchée

[- 6
i
et si ensuite , au moyen de ce quotient , considéré comme

entier , on calcule la fraction convergente quisuivroit — , on trouve

que cette fraction est , laquelle se réduit à

• . C'est la valeur générale de - dans laquelle il ne reste
* -1- 7

•>? ° z

plus qu'à donner à •* le double signe ±. Il seroit facile de démon-

trer que ce pi'océdé , qui dispense de recourir aux formules géné-

rales , s'accorde entièrement avec elles , et peut par conséquent

leur être substitué , même pour une valeur quelconque de D.

(75) Soit 3°. ra= 22, et x= 22y— io5z, la transformée sera

9yj— 88y z -|- 2102'= 1.

On développera donc une racine de l'équation g*'— 88 x+ 2 10=0,

jusqu'à ce qu'on trouve un quotient-complet dont le dénominateur
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soit 1 , et on calculera à mesure les fractions convergentes comme
il suit :

X = — 5 + 1:0
9

V/'46 + 1

5

y/ 46 + 4

6

/46+ 2

7

i/46 + 5

3

V/46 + 4

10

V/46 + 6

= 1 + 5 : i

= 1 + 6 : 1

= 1 + 11:2

= 3+ 17 : 3

= I + 62 : n

= 12+ 79 : i4

suivante -=
z

Cette dernière fraction convergente ^ satisfait à l'équation pro-

posée,parce qu'elle est de rangimpair,et qu'ainsi on a/j^r'

—

p°q=L+ 1.

Maintenant , suivant la remarque qui a été faite dans le cas pré-

cédent j on supposera que le quotient qui répond à la dernière

70 ^
fraction convergente -^ est 6 H , et on en conclura la fraction

79 (6+-^) + 62
g3s^= -^ ^- : d ou résultera

, /^ * \ i4 $+ q5'*"

»H^ + ¥)+''
généralement y=jQi:±: 536 ^,z = i4*=ir95'f,et ainsi la troi-

sième solution sera

x= 268*=i= 1817 *
y=i 79 * dt 536 "*•.

(76) Soit 4°. /z= 43 et x=i5y— io5z, la transformée sera

ZByjr— 172/2+ 2io«''= i. Il faut donc développer une racine

de l'équation 35 a;^— 172 a' + 2 lo= o
,
jusqu'à ce qu'on trouve un

O2
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quotient-complet — dans lequel D soit égal à l'unité. Voici

l'opération :

- ^ =2 + 1:0
55

y/46— 16

— 6

V/46+ 10

9

= 1 + 2

= 1 + .' 3

5

2

5

1- = 1 + ii4 : 43
6

^^^ + ^ =. I + 167:63
7

^^^+^^5+ 281:106
3

V/46 + 4
I- — = 1 + 1010 : 3oi

10

V/46 + 6
,

,_1 =12+ 1291 : 487

Cette onzième fraction convergente satisfait à l'équation proposée

35jy=— i72_/a+ 210s* = + 1
,

puisqu'elle est de rang impair j

ensuite on aura la solution complète , en mettant 6 H à la place

du quotient correspondant, ce qui donnera

1201 ( 6 + -—
) + 1010 ^ , o r^ T

y -^ \ */ _ 1291 *+ 8766 •*•

d'où résultera la quatrième solution

a: = 4378*^29693^
J^=1291*=t: 8766 *»
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(77) Il est bon de remarquer qu'on seroit parvenu plus prorap-

tement et plus simplement au même résultat , en développant

l'autre racine de la même équation. Voici l'opération :

V/46—86X — --— = 2 + 1:0
'—00

v/46+i6 „ ^

o

v/46 + 2 = I + 7 = 3
7

V/46 + 5

3

V/46+ 4

10

V/46+ 6

=3+ 9 : 4

= 1 + 34 : i5

= 12+ 43 ; ig.

43(^6 + —^ + 34 ,^
y \ •>?/ 43* + 202 •>F

De-là résulte - = = —-—
: , et on a pour

^ .9(6+^) +.5 9"+ -s-'

la quatrième solution

X = i46 * =fc g8g -^

j/ = 43 * =i:: 2g2 *.

Formules qui reviennent au même , et qui sont plus simples que

celles qu'on a trouvées par le moyen de l'autre racine. Cette iden-

tité au reste se démontre , en supposant que les * et ^ de cette

formule répondent à une Valeur de n moindre d'une unité que les

* et * de l'autre formule ; de sorte qu'en distinguant ceux - ci

par, *' et •*•', on pourroit faire * + *"
v' 46 = ('*' + "*'

^Z 46^

C 24335 =F 3588 v/46;.

Rassemblant ces différens résultats , on aura toutes les solutions

de l'équation proposée ix'^— 23jk'' = io5 contenues dans les for-

mules suivantes, oùl'onsuppose C24335-I-3588 y/46;'= * + '*"y/46

a:=8*±23'*'
,

^^=*d=i6'*'

ic = 38 *d=253-*-
, y = ii*=fc76'*-

a; =268*±i8i7'*-
,

j' = 7g * ±536'*'

a; = 1 46* ±9891^
, y = 43 * =±: 292 ^^
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La même éqijation , ou une équation équivalente (jf—46 y'= 2 1 oJ>

est résolue dans les Mémoires de Berlin année 1767, et le résultat

donné page 263 présente huit solutions.

Ces huit solutions se réduisent aux quatre précédentes j et en

général , le calcul peut toujours s'abréger de moitié , en observant

,

comme nous l'avons fait
,
qu'il est inutile de développer en fraction

continue les deux racines de la même équation , et que le déve-

loppement d'une seule suffit pour avoir le résultat des deux.

ijS) Prenons encore pour exemple l'équation

67^^'— 227^^^+ i9iz''= 5,

laquelle étant comparée à la formule générale ( n°. 69 ) donne
g"- '6ii

f=^7-> é-=— 227, 7^=191, Z>= 5, ^=—_/Â=^— , et

D •< v/-^. Donc on peut résoudre cette équation par le développe-

ment d'une racine de l'équation 67 x*— 227^+ 191 =0 en frac-

tion continue. Voici l'opération prolongée jusqu'à ce qu'on ait

trouvé la période qui se répète à l'infini :

— 3i

5

4 i+iv/54i
i3

1 = 17+ »i
1

8i + TV/34i

4+ 2 : 1

1 + 9:5

1 +

= 2 +
o

= 1 +
11

5f + rV/34i

5

4^ + ^ V/34l

l'a

= 2 +

= 1 +

jgb : 107

207 : ii3

610 : 333

817 : 446

&c.
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Le quotient - complet —^ '— étant un de ceux qui ont ete

déjà trouvés, l'opération est terminée , et on voit qu'immédiatement

après les premiers termes i, i, 4, on a 'a période i, 17, 1,2, 1, 2,

laquelle se répète à l'infini.

Si on cherche maintenant le nombre 5 parmi les dénominateurs

des quotiens- complets , on verra que la troisième fraction con-

vergente , la septième et la neuvième
,
peuvent satisfaire à l'équa-

tion proposée. La septième et la neuvième comprises dans une même
période , satisfont en effet

,
parce qu'elles sont de rang impair

,

et que dans la valeur de a- le radical a été pris en plus. Quant

à la troisième , elle satisfait aussi ; mais nous en ferons abstraction

,

parce qu'il suffit de considérer les solutions données par les termes

d'une même période , et que toutes les autres doivent y être conte-

nues. Voyez à ce sujet le paragraphe suivant.

On aura donc, par la septième fraction convergente, ^^=207,

§>= 1 13 , et calculant à l'ordinaire la valeur de la période comptée

depuis ce terme :

Période 2, 1, 2, 1, 17, 1

1 2 3 8 11 195 20G

à' T' "TT' 75"

on trouve -=——,c =^71 , (p=: = i^o^, 4. = -— =i5, donc
fe 7^^ 2 U

on aura

(iZl + i^ ^34iy=:$ + iM.^/34i.^22 /

Or on a en même temps ?"—^ 4* = + 1 j ce qui prouve que

l'équation proposée est résoluble avec le second membre + ^
j

mais elle ne le seroit pas avec le second membre — 5. Cela posé,

en substituant les valeurs trouvées dans la formule du n°i 5g, on

aura pour première solution de l'équation proposée

y z= 207 *± 3823.-^ •*•

z = iiS'i'rt 2087.1^.

Procédant de la même manière à l'égard de la neuvième fraction

convergente |^ , on en déduira cette seconde solution :

j/ = 817 * =i= i5o87.^'*'

^ = 446*=!= 8236. i^.

1 IZ %J iJ

Fract. converg. -, -, -, -
, ~ , __ ,
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Ces dernières formules sont celles qui contiennent la solution

*

que nous avons remarquée dans la partie irrégulière de la fraction

conlinue. En effet si on suppose /z= i , $ = ^, rb"*" =— i5, on

trouvera ^==2, z = i. De-là on peut présumer que la seconde

solution générale est susceptible de se réduire à une forme plus

simple , et c'est de quoi on s'assurera aisément , en prenant au lieu

de * et * les quantités analogues qui répondent à une valeur de

n diiférente d'une unité. Il en résultera

(7g) On voit, par ce qui a été démontré dans ce paragraphe, que

lorsque les équations qui en font l'objet sont possibles, leur réso-

lution est donnée par un ou plusieurs systèmes de formules telles

que
y— a' ^ + b' -^

z = a * + h' ^
,

les nombres a', b\ a", b" étant constans , et les quantités * ,
*"

étant tirées de l'équation

f9 + 4 V^T = «> + •>? \/A
,

dans laquelle n est un nombre indéterminé , et où l'on a toujours

<p'^—^4°==^i, et par conséquent aussi *°—^^'= ('=ti/=+ i

ou — 1.

Dans les formules générales, on peut prendre "^ négatif ou positif

à volonté , et ainsi affecter "*" du double signe =fci 5 ce qui revient

à laisser le signe de *" déterminé , mais à prendre pour n des valeurs

quelconques tant positives que négatives. En effet on a ('(p+ 4V^^^
=((p'-rA4')-" (tp—^^^y— (^i)' (^—-^^A)^ et ainsi le

changement du signe de ;z revient au même que celui du signe

de "f
; car d'ailleurs le signe de fii/ qui affecte le tout est indiffé-

rent
,
puisque par la nature de l'équation proposée on peut changer

à-la-fois le signe de y et celui de z.

Il résulte de - là que les diverses valeurs de y et z comprises

dans un système de formules , tel que le précédent , forment deux

suites qui s'étendent à l'infini , tant dans le sens positif que dans-

ie

I
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le sens négatif , et dont chaque terme répond à une valeur déter-

minée de n positive ou négative , en cette sorte ;

n

Y &c. '"p
, > , 'p

,

&c. '"- "'

, 1
>

2
» 3 ,

&c.

p » P^ j
pi

>
/53 , &c.

91 j 9^ 5
qi

5 ^3, &c.

Au reste , la manière la plus simple de calculer les valeurs numé-
riques de ces termes , est de faire usage de la loi trouvée n". 54

,

laquelle donnera p 2 = 2 ç/j i ^Fp ( le signe =+= étant le contraire

de celui de p"— -<^4°)- Cette formule oùp, /ji
, p2 désignent en

général trois termes consécutifs
,
peut servir à prolonger l'une des

séries , soit à droite , soit à gauche , et la même loi a lieu dans

Tautre série.
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§. XII. Démon STRATI ON d'une proposition supposée

dans les paragraphes précédens.

(80) JXous avons supposé jusqu'ici que s'il est possible de satis-

faire à l'équation fy^-\-gy z-\-hz'-=^z±^H, où l'on suppose j' et z

Y
premiers entr'eux, et H<,^\/ (g''—4//0 , la fraction - est tou-

jours comprise parmi les fractions convergentes vers une racine

de l'équation fx^'+gx+ h^^o. Cette proposition a beaucoup d'ana-

logie avec celle du n". 10, mais il n'est pas moins nécessaire de.

démontrer qu'elle est vraie généralement , sauf une légère excep-

tion dont nous ferons mention.

Soity un nombre positif, ^et h des nombres positifs ou négatifs

à volonté ; soit - une fraction donnée dont les termes sont pre-
9

miers entr'eux , et satisfont à l'équation

je suppose qu'on développe - en fraction continue , et que les quo-

tiens qui résultent de cette opération soient a, ê",.... a,//. Au
moyeu de ces quoliens , on calculera à l'ordinaire les fractions

convergentes vers -, et en désignant par ~ celle qui précède im-

médiatement - , nous avons déjà vu (n". 9 ) qu'on peut faire à

volonté p q°—p'q= + 1 , ou jd cf—p^q=— i.

Cela posé , considérons les mêmes fractions consécutives — ,
-

q" q
comme appartenant au développement de x en fraction continue j

soit z le quotient-complet qui répond à la dernière , il faudra donc

qu on ait x-=- ^— , 0ViZ=^~ -^—
-. Mamtenant la supposi-

qz-\-q^' p—qx ^^

lion faite que —^ ,
- sont deux fractions consécutives convergentes
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vers X , sera légllime , si la valeur de z qu'on vient de trouver est

positive et plus grande que l'unité j car telle est la condition à laquelle

doivent être soumis tous les quotiens- complets qui résultent dy,

développement d'une quantité quelconque en fraction continue.

Il s'agit donc d'examiner si cette condition est remplie.

De l'équation précédente on tire z + ~= ^—^
, or en

faisant toujours A^=\^—fh , on ax= —'^ — j substituant

cette valeur à la place de x , et faisant passer le radical au numéra-

teur j on aura

q 2
' fp--]rgpq+h q"'

Dans cette équation , on peut prendre à volonté le signe de \/^,
parce qu'on est maître de prendre pour x l'une ou l'autre racine

de l'équation fx^-^gx-^-h^^o , et la valeur de z est différente dans

les deux cas j en même temps
,
puisqu'on st.fp^ "^gP q-\-hq^=^'^H

^

cette équation donnera

par conséquent on aura

= + |- = rp?--i.V • qr4—^.
De ces diverses indéterminations de signes il n'y a que celle de
=fc v/^ qui soit arbitraire , car celle de H dépend de l'équation

proposée, et celle de \/ (^=h-^— ) est également fixée par

"i f p
la valeur de —1- g. Mais comme il importe de considérer la

valeur la plus grande de ^ , on prendra le signe de v/-^ pareil

à celui de \/ ^^±;L__j^ et alors le second membre de notre

équation sera nécessairement de la forme



1 16 THÉORIE DES NOMBRES.
Enfin on pourra toujours supposer cette quantité positive

,
puis-

qu'on peut faire à volonté pq'—p°^=+ i ou — 15 donc ou aura

dans tous les cas

* + 7= H •

(81) Soit 1°. fp" + gpq \- hq''^= + H ^ et on aura

g^ V/^+V/(^+^)
z 4 = — ,

q H
Le second membre est plus grand que——— , et par conséquentH
!>2

,
puisqu'on a H<i \/^ ; d'ailleurs q" est <iq ; donc la valeur

de z est positive et plus grande que l'unité. Donc la fraction donnée

- qui satisfait à l'équadon fp^+gp q + hq"" =^ "t"-^» est toujours

l'une des fractions convergentes vers une racine de l'équation

fx^'+gx+h^o , et cette conclusion ne souflTre aucune exception

tant que le second membre H est positif.

(82) Soit 2°. fp^ +gpq + hq^=:—H, on aura

^ 4. y — ^ '?g^

q H
Or on voit que pour peu que q"" soit grand par rapport a y

o

(et il ne peut jamais être moindre ) la valeur de -s -f- — sera à
q

, , , , 2 yA , ,
2i/_^ q"

tres-peu-pres égale a——— , de sorte qu on aura5=

—

—
,

quantité positive et plus grande que l'unité.

fH
Au reste , sans négliger le terme , il est facile d^assigner

la limite de q , telle que z soit encore 'positive et plus grande que

l'unité. Pour cela mettons z sous la forme
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à cause de \/^4^H , ^<i ou tout au plus =i. Il est clair

que z sera positifel plus grand que l'unité, si la quantité s/i-^-i—

^

j

estplusgrande que \/^4 . Soit donc \/{^— ^ j^v^^ î

de- là on tire en quarrant et réduisant

Donc tant qu'on aura g au-dessus de celte limite , il est certain

que la valeur de z sera toujours plus grande que l'unité j mais si on

a q <,'- -r , on ne peut plus affirmer en général que z soit plus
'2yu4

grande que l'unité.

(83) Quel que soit q ^ l'exception n'aura Jamais lieu , lorsque f
étant, comme nous le supposons, un nombre positif, // est un
nombre négatif j car alors l'équation proposée aura la forme

laquelle est la même que

h'q^-gpq-fp^^ + H.

Cette équation étant ainsi ramenée au premier cas , il s'ensuit que

- est une fraction convergente vers une racine de l'équation

h'x"—gx—f=o; donc (en mettant - à la place de x)'- sera une

fraction convergente vers une racine de l'équation^r^'-i-^'-t

—

îi^=o.

(84) Si on a à résoudre l'équation fy''+gyz-\-hz-=^— // dans

laquelle f et h sont positifs , on pourra toujours (n°. 5o) trans-

former cette équation en une autre a'y+ by'z'— cz^'=— Tïdans

laquelle a etc seront positifs,etoù l'onaura bb -{iac=gg—kfh^=i^.

Cette équation sera donc dans le cas du n°. précédent , et si d'ail-

leurs on a H<,\/^ , toutes ses solutions seront données par les

fractions convergentes vers une racine de l'équation ax'^-^-bx—c=o.

On voit par -là
, que l'exception dont noms avons fait mention , et

qui d'ailleurs n'a lieu que très- rarement et pour de très- petites

valeurs de p et g', peut être entièrement évitée par les iransfor-
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mations déjà indiquées. 11 est donc vrai de dire généralement

,
que

lorsque n'est <.iV^ (gg— ^f^O y toutes les solutions de l'équation

sont données par les fractions convergentes vers une racine de

l'équation fx^+gx+ h = o.

(85) Il ne sera pas inutile , au reste , d'apporter un exemple

sujet à l'exception mentionnée , et qui nous fournira de nouvelles

remarques. Soit pour cet effet l'équation

iSoij)'"— 3991^2+ 2211 ^''=— 5f

dans laquelle ona ^= ^g'—fh = -^ , H^= 3 , et par conséquent

jH'<\/^; on satisfait à cette équation en faisant j'r^Si et 2=28;

cependant la fraction f| n'est point comprise parmi les fractions

convergentes vers une racine de l'équation

1801 x''— 3ggi A- + 2211 =0.

En effet , le développement de la plus grande racine donne

i8oi

— i94i+rv/37•' - = 9 + 1:1— 21

5^ + iv/37 = 8 -h 10 : 9

2Î+TV/37 = 1-1- 81 : 75
3

&c. &c.

et celui de la plus petite racine donne

— 1801

1947-I-VV/37

— i995i+i\/37
A- = — 1 +.

1801

:g-î-

-5i + ^v/37
-

1

TV/37
3

2l + v\/37

= 2+ 10 : 9

= 2 + 21 : 19

= 5-1- 52 : 47
1

&c. &c.
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On ne trouve donc ni d'un côté ni de l'autre la fraction conver-

gente fj- 5 c'est au reste ce qui s'accorde avec la formule de l'art. 82,.

car ici -28
,
qui est la valeur de q , est plus petit que ~ — qui

i8o4
est —5-.

V/37

(86) Pour éviter cet inconvénient , et pour faire en sorte que

la solution soit donnée par les fractions convergentes , il suffit de

réduire la quantité i8o4j'°—3991^3+ 22115% si ce n'est à l'ex-

pression la plus simple , au moins à une forme où les termes

extrêmes soient de signes contraires. C'est ce qu'on obtient immé-
diatement en faisant

y = loj''— 5\ z'

z=ç)y-iGz'i
car alors Téquation proposée se réduit à cette forme très-sîmple

yy +yz— qzz = —5.
Développant donc une racine de l'équation x^+ x—9=0 en fraction

continue , on aura

3

7 + T y/ 57

3

27 + 7/57
1

27 + ÎV/37

= 1 -r 3 ; I

5 + 5 : -2

= 1 + 28 : 11
3
&c. ^^by

A l'inspection des quotiens-complets , on voit que la fraction cou-
2 . . r'vergente - peut être prise pour ~ , car en faisant j^'= 2 , 5' == 1 ,

ona^y+y^'

—

<;)z'z'=z— 3} de-là résulte jk=:— 3i et z =— 285
c'est la solution qu'il s'agissoit de trouver par les fractions conver-
gentes.
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Au reste , ia solution générale de l'équation en y' et z' déduite

du développement qu'on vient de faire , est comprise dans les for-

Uiules suivantes :

1 ". Si l'on fait r6 + v/ S;/^= F+ G/ 3; , on aura

z'^ F=t: 5G;
d'où résulte

y = — 3i F=ï=Cj5G

z= — 28F=p86G,

2\ Si Ton fait (6+ y/ 37/"-^'=^ F'+G'y/Zy , on aura

2'= F' zh y G',

et il en résultera

^=— 21 i^'::+= 207 G'

z = — iQF'=piS7 G'.

{8j) Si on réfléchit maintenant sur le procédé que nous venons

de suivre dans cet exemple , on verra qu'après avoir simplifié la

forme de l'équation à résoudre , les solutions les plus simples ont

dû se présenter les premières parmi les fractions convergentes, et de

ces premières solutions on a conclu par les formules ordinaires la

solution générale
,
qui n'est autre chose que l'expression des di-

verses fractions convergentes qui satisfont à la question , ces frac-

tions étant prises successivement à la même place dans toutes les

périodes. Or l'expression générale ainsi trouvée
,
par quelque moyen

qu'on y soit parvenu , est une j elle seroit la même au fond
,
quand

pour la trouver on seroit parti des valeurs particulières de p et g
dans une autre période que la première. Pour nous faire mieux
entendre, prenons l'équation j>/'— 3 z'=i , à laquelle on satisfait

par les valeurs successives

jy 3 7 26 97 362
, &c.

z 1 ' 4' i5 ' 56 ' 209

L'expression générale de ces valeurs , en] partant de la première

solution j, seroit jK= F, z= G, F et G étant déterminées par

l'équation



PREMIERE PARTIE. 121

l'équation (2+ \/ o)''=^F + G \/5. Mais on peut partir égale-

ment de la valeur particulière ~j , et l'expression générale se tire-,

mit de l'équation j'+ z v/3= (26+ï5\/l6) (Fz^G\/'à), laquelle

donne

j. = 26i^=i=45 G
i: = i5 F'=ti 26 G.

Or cette expression contient non-seulement les nombres supérieurs

à 26 et i5 , mais tous les inférieurs qui peuvent satisfaire ; et en

eflPet, si on prend F:=^ 2 , G= 1 , et qu'on emploie le signe infé-

rieur , onauraj'=52

—

i5^=^j ,, et z=3o—26=4, c'est la solution

qui précède f^^ j de même en faisant «= 2, ou 2^= 7, G=4, et

prenant encore le signe inférieur , on aura

^'= 182— 180= 2, z=io5

—

io4= i.

Donc toutes les solutions, en grands ou en petits nombres, sont

également comprises dans l'expression générale
,
quelles que soient

les valeurs particulières qui ont servi à composer ces formules.

Cela posé , il n'est nécessaire , dans aucun cas , de transformer

l'équation proposée yy^+^7~ + /'~'= =^ -^, et on peut se borner à if

suivre la méthode ordinaire indiquée dans le paragraphe précédent:

après avoir développé en fraction continue , conformément à cette

méthode , une seule racine de l'équation yj;*+^.ï''+ /'=o , et avoir

continué le développement
,
jusqu'à ce que la première période de

quoliens soit complète, la considération de cette première période

suffit pour avoir l'expression générale des diverses fractions con-

vergentes qui dans les périodes successives peuvent satisfaire à

l'équation proposée. Et on peut être assuré que les formules ainsi

trouvées contiennent absolument toutes les solutions , même celles

qui , à cause de l'irrégularité de la fraction continue dans ses pre-

miers termes, ne se trouvent point comprises pax-mi les fractions

convergentes.

(88) Ainsi, pour résoudre l'équation 1801^'^—3991 j'z+ 221 1 i'

= — 3, on développera simplement une racine de l'équation

1801 «'— 39gia + 22ii =0. Voici l'opération continuée jusqu'à

Q
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ce que le retour du même quotient- complet manifeste l'étendue

de la période

199^7+7/37
X = 5 = 1 + 1:0

1801

21

1

2T + i\/57

T + T / -^7

3

I

3

&c.

= 1 +

= 1 +

= 5 +

= 1 +

10 : 9

81 : 73

91 • 82

172 : i55

gSi : 857

&c.

On voit que la période qui se répète sans cesse est i , 1 , 5; et

en appliquant les formules du paragraphe IX , on trouvera que la

solution déduite de la fraction
fj-

est, en supposant (6+ \/5y)'''^

jr =81 FzfziQBG

et la solution déduite de la fraction H sera , en supposant

C6+ v/37/''+' = i^'+ GV37

,

j.= 91 i^'=P 577 G'

Z = 82 F'qr 520 G'.

Si dans cette dernière onfaiti^'=6, et G'=i , on aura, en prenant

le signe supérieur
, jj/=— 3i , z=— 28.

Or il est facile de s'assurer que ces formules s'accordent avec

celles qu'on a trouvées n". 86. Il suffit pour cela de mettre , au lieu

de i^'et G',leurs valeurs tirées de l'équationi^ + G'\/3y= (6zh\/5j)

(F+CyZj), savoir i^'=6i^±37G, G'=6Gd=F.
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$.XIII. Réduction ultéj-ieure desformules Ly^-t-Myz-4-Nz'

lorsque M-—4LN est égal à un nombre -positif

.

(89) Supposons d'abord que le coefEcient M est pair , et soit la

formule proposée jpy^-Yiqy z-\-yz"''j nous avons vu (n°. 46) que si

q^—p r est égal à un nombre positif ^, cette formule peut tou-

jours se réduire à la forme ay'^ + 2 hy z— cz^ , dans laquelle a

et c sont toujours positifs , non moindres que 2 6 , et où l'on a

è'+ ac = A. Nous nous proposons maintenant de réduire au plus

petit nombre possible les diverses formules ay"" + ibyz— cz*

qui pour un nombre donné^ satisfont aux conditions précédentes.

Faisons voir d'abord comment on trouve ces formules.

Soit par exemple ^=7g=:è^+ (3c , on donnera à b les valeurs

successives o , 1 , 2,3, sans aller plus loin, parce que b doit

être< \/^. Chaque valeur de b en fera connoître une de 0^=79—6%
mais celle-ci ne peut être utile qu'autant qu'elle pourra être dé-

composée en deux facteurs qui ne soient pas moindres que 2 b.

Voici le détail du calcul où l'on a supposé constamment a < c :

C b^o
i**. < ac=7g a = 1 , c = 79

b^^\ a = 2, c= 39
ce r= 78 3 26

c> 2 6 V i3

è = 2

a>4

6 = 3
4°, ^ac = 70 a-=j ^ c=io

a > 6.

Q2
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De-là on voit que toute quantité indéterminée pj^'+ a qj z-^-rz'',

dans laquelle ^'—/>/•;= 7g, doit se réduire à Tune des douze formes

suivantes :

y'— 79^' 79J'—^*
^iy^'+ajz— 39 -z" Sgj' + sj^— 2 i'

3_y» + 2JK-S— 261;° :26y + 7f z— 3z^

^J^' + ^yz— i3i:'' j5f'' + 2yz— 6 z*

5y + /ij z—i5z^ 15/" + 4jj/z— ôz'

y y'' + 6j z— loz' ioj''-\-6yz— 7 z"

De ces douze formes il y en a six qui ne sont autre chose que les

six autres prises avec des signes contraires , car d'ailleurs la forme

aj"'-\-'2bfz— cz° ne diffère pas de aj^'

—

ihy z— cz'', puisqu'on

peut prendre Indifféremment z positif ou négatif.

(go) Ilpourraarriverpour certaines valeurs de_^, qu'une formule

'ay^-^-iby

z

—c'z° soit identique avec son inverse cy'"-\- iby

z

—az°,

et c'est ce qui aura toujours lieu , si on peut satisfaire à l'équation

irf—^ 11'=— 1 . En effet , si l'on a to°—A /2°=—
1 , et qu'on fasse

ay'^-\-'2byz—cz'^^=^Z^cz''" -{-ibyz'—ay''^, ces deux valeur? de Z^

l'une donnée , l'autre hypothétique , étant multipliées par a, on

aura, après avoir fait pour abréger, a/+ 6 z=:.r, ay' -^b z'^^x' ;

aZ — x^ — u4 z'

— a Z — x"'— u4 z'\

D'où, à cause de — 1 = m-—^ n" , on tire

X''—^Z"'= (l7f—^jf) (X'—^Z-").

Pour satisfaire à cette équation , on peut la décomposer en ces

deux autres :

.t'+zV--^= (m— n\/^) (x-Vzs/^)
x'—z'\/^= (m-\-n\/A) (x—z\/^);

desquelles résultent

a'= m x— n^ z

z'= m z— n X = (m— b n)z— a ny.

Donc en premier lieu z'est un entier; ensuite si à la place de x

et .r' on met leurs valeurs ay-\-bz^ ay'+ bz, on aura après les

réductions y'=^ (m-{-bn)y— cnz. Doncy' est aussi un entier, et
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ainsi la formule ay- + 2bjz— cz^ est la même que son inverse

cz''+ '2 hy'z— ay''.

Lorsque A ne surpasse pas ioo3 ,
l'inspection de la table XII fera

voir si l'équation nC—A 11"^=^— 1 est possible ; elle le sera toujours

(n*'. 42) lorsque A est un nombre premier ik-\-i
, et en général

il faut que tous les diviseurs premiers de A ou de {A soient de la

forme 4/6+ i; mais cette condition n'est pas suffisante, puisqu'elle est

remplie à l'égard de 34, i46, 2o5 , &c. , tans néanmoins que

l'équation dont il s'agit soit possible.

(91) Cela posé , voici la méthode pour découvrit parmi toutes

les formules qui résultent d'un même nombre A , celles qui sont

identiques à une formule donnée a y^'+i bj z— c z\

Si la formule Z= aj''+ -2byz— cz' est identique à une autre

formule n'y+ ^b'yz'— c'z'% il faudra que celle-ci résulte de la

première par quelque transformation. Or la transformation la plus

générale consiste à faire (n°. 45 )

z = çy+ q°z',

les nombres/», ç,p% 5'°, n'étant pas entièrement arbitraires (1),

mais devant satisfaire à la condilion/;^'"—^p'</=rhi. Supposons donc

que la substitution de ces valeurs donne Z= ay""+ 2 b'j'
z'— c'î:'%

nous aurons
a'= ap' + 2 bp q— c q'"

b'= app' + b (p q' +p'q)— cqq"
— c'= ap''"- + 'îbp°q°—cq''\

Maintenant si l'on veut que a' et — c' soient réellement de

différens signes, afin que la transformée soit semblable à la formule

proposée , il faudra qu'une racine de l'équation a ^'+ 2 bx— c = o

tombe entre les deux fractions — , -; d'ailleurs comme on a

b'b' -\-o!o^=^bb-\-ac^=A ^ et qu'ainsi l'un des nombres a et c'

est nécessairement <^y/A ^ il faut que l'une au moins des deux

fractions précédentes soit comprise parmi les fractions convergentes

(i) Les lettres p et q n'ont aucun rapport avec les coefSciens de la forme pri-

mitive que nous avions représentée par j'J*J" ^ 3 X - + '~°'
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vers la racine x. {§. XII.) Soit - cette fraction, et soit prise pour

— la fraction convergente qui précède -
, alors les quatre nom-

bres p ) q > 7'% <?' seront déterminés par deux fraclions succes-

sives résultantes du développement de la racine x en fraction conti-

nue. Mais j'observe qu'il n'est pas même nécessaire de calculer ces

fractions pour avoir les transformées successives a[7'°+ ab'j'z—c'z'-.

En effet soit
v/-^+/
D le quotient-complet qui répond à la fraction

convei'gente -
, on aura comme il a été trouvé ci-dessus (n°. 5i)

ap'^+ 'i bpq— c q'' = D (p q"—p°q)

app'+b(pq°+p'q)—c q q' =— I (p g'—p^q)

ap''+ 2 bp^q'—cq^'^—D' (p q"—p'q).

Donc la transformée Z sera simplement

Z=(p f-p''q) (D/^- 2 lyz'— D'z'^) ;

et ainsi , de chaque quotient-complet on déduit immédiatement et

sans calcul , la transformée correspondante. Il est inutile d'ajouter

que dans la première transformée /j y'

—

p°q aura pour valeur— 1 ,

dans la seconde -H i , et ainsi alternativement.

,,-{92) Cherclions
,
par exemple, les transformées dont est sus-

ceptible la formule Z^y"—79 ^''5 il faudra faire la même opé-

ration que pour changer en fraction continue une racine de l'équa-

tion x''— 79 = : voici cette opération et les transformées qui en

résultent :

X— ^/ 79 — 8 +
V/ 79 + 8 _— 1 -1-

= 7 +

= 1 +

= 16-1-

/^ ="' +
10

i5

\/ 79 + 7

<>

v/ 79 + 7

i5

v/ 79 + 8

1

V 79 + S

Transformées.

— i5jj'-{- iGj'z'+ z'z'

Il /Il p. I

2 y Y— i4yz— 1D2S

—y5yy+ iky'z^ -iz'z

yy— iôyz'—i5z

&c.

z

i
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n est inutile de continuer l'opération plus loin, parce que le retour

des mêmes quotiens ramènera les mêmes transformées. On voit

donc que de la formule proposée y""— 79-2° il ne résulte que quatre

transformées , lesquelles se réduisent aux deux suivantes :

Sjy"— \'-iy z— i5 z*

y"" + ]6jj' z— i5z\

Si ensuite on ramène celles-ci à la forme ordinaire où 2 i soit

< a et c, elles deviendront

^y^— 7y z— 39 a'

j-— j<^z';

et comme l'une des deux n'est autre que la formule proposée
,

il n'y a véritablement que ^y""— '}y z— 3g z'' qui en soit une trans-

formée.

(g3) Pour réduire les autres formules trouvées (n°. 8g) dans

le cas de ^=79 , considérons une d'entr'elles .^j-^+ Sjk-s—26-',

et développons en fraction continue une racine de l'équation

5^°+ 2 .r— 26= ; on trouvera les transformées suivantes , où
,

pour plus de simplicité, on a supprimé les accens.

X
1 +V/79

3

V^79 + 7

2 +

10

V^79 + 3

7

v/79 -1- 4

= 1 +

= 1 +

= 1 +

Transformées,

— loj-' + iijz+ S^»

yy^— Çijz— 10^^

— 9J''+ 8j^-2+ 7-°

Ç>y'—ioyz— (^z^

&c.
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Ces six transformées réduites à la forme ordinaire (a°. 44) seront

^y + ayz— 262*

7jK°— 6j -S— loz*

Sj^'^+ ayz — 262*.

De-là il résulte que les douze formes trouvées ci-dessus pour la

quantité indéterminée jaj''+ 2 ç-j'i^+ r^", lorsque ç"—pr= jd , se

réduisent aux quatre suivantes :

Zj*-\-iyz— 262* sG^/"

—

njz— 3z*.

Donc toute équation de la forme py" + 2 qj z \- r z'' :=i:àzH dans

Ic-iquelle q'-—/^ '" = 79 5
pourra toujours être ramenée à l'une des

deux équations

'5y'-\-'2yz — 26z°=^±//.

(g4) C'est d'après ces principes que nous avons construit la

Table I, où l'on trouve pour chaque nombre non quarré ^ depuis

2 jusqu'à i36, les diverses formes principales auxquelles peuvent

toujours se réduire les formules indéterminées Lj''-\-7Myz-{-Nz'^

dans lesquelles M"

—

LN=i,^ . Les signes =t: qui affectent la plupart

des formules , indiquent deux formes également possibles , mais

qui s'excluent mutuellement. Lorsque les formules ne sont pas pré-

cédées d'un signe ambigu , elles ont lieu telles qu'elles sont indi-

quées , mais elles auroient également lieu avec des signes contraires.

On trouve
,

par exemple , à côté de g.3 la formule réduite

=fc Cy°— g3z'^ ; cela signifie que toute formule proposée

py'^ -Viqy z^rz"" dans laquelle q''—pr=r:g3, se réduira toujours

à la forme j'"^—93 i'°, ou à la forme 93 2'=—'j/'% mais jamais aux

deux à la-fois.

Au contraire, vis-à-vis de 97 on trouve la formule y^— 972"

sans ambiguité ; cela signifie que toute formule /jj'^'-f- 2 9-j'zH-rz'',

dans laquelle 5''—i"*=97 5 se réduira toujours à la forme y"^—97 2'*.

Mais
\

i
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Mais elle se rédairolt aussi , si on vouloit , à la forme 97 s'°—•/'",

parce que dans ce cas l'équation m"— 9772''=— 1 est possible.

(g5) Considérons maintenant la formule indéterminée Lj^-\-'

Mjz+ Nz'' dans laquelle M est impair , et où la quantité 11""—iLN
est égale à un nombre positif B. Cette formule peut toujours

être réduite à la forme ay^' + bj^z— cz^ ^ où l'on aura à-la-fois

a et c positifs, ô<a et c, et Z>'+ 4a c= Z?. Au moyen du seul

nombre B , supposé connu , il est facile de trouver toutes les for-

mules qy^'+ byz—cz* qui satisfont aux conditions précédentes ; mais

ensuite il s'agit de réduire ces formules au moindre nombre possible,

en supprimant celles qui sont inutiles ou comprises dans les autres.

Pour cela, considérons l'une de ces formules aj/*+ bjz— cz*,

ou plutôt son double 20^^+ 2 bjz—202^5 et alors le coefficient

du terme moyen étant pair , on pourra procéder
,
par la méthode

précédente , à la recherche de ses transformées successives. Il

faudra à cet effet développer en fraction continue une racine ds

.,, . . .
—h^v/B

lequation 2 a .r"+ 2 t» x— 2 c=o , cette racme étant x= ,

Les transformées seront également de la forme idy"" -^-ib'yz—2c'2%

laquelle résultera toujours de l'expression

(P q'-fq) (Dy-2 ij z— D^z^)
,

etle multiplicateurs commun aux unes et aux autres, n'empêchera

pas de reconnoître avec une égale facilité les formes identiques.

Il n'y a donc véritablement aucune différence essentielle dans

la manière de traiter le cas de M pair et celui deM impair. Mais

les résultats de ce dernier cas doivent être consignés dans une

table particulière qui offrira pour chaque nombre B de la forme

4 n-\- 1 , les formes essentiellement différentes auxquelles se rap-

portent toutes les formules indéterminées Lj^'+Mj z-^Nz* dans

lesquelles M est impair et M"-— iLNz=B.

(96) Pour donner un exemple du calcul de cette table , soît

5 = i8i. Nous chercherons d'abord les diverses valeurs de a, è, c

qui satisfont à l'équation 6^+ 4ac=:i8i, et comme en vertu des

autres conditions le nombre impair b doit être <\/-4-^, on fera

successivement à = 1 , 3, 5 ; ce qui donnera , en supposant a< c

,

R
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^ = 1 C = 1 , C 1=: 45

«c=45 5 i5

« > 1 5 g

ac = 43 : non décomposable.

a>5
b= 5

ac= 3g : non décomposable en facteurs > 5.

«>5
Donc toutes les formules indéterminées Ly''+3Iyz+ N'z'' dans

lesquelles jyD^—iLN= i8i , peuvent se réduire à l'^ne de ces six

formes: àz ( j"- +y z— i5 z'

)

-t C^-ty^+yz— ï5 Z"")

± (5y^+yz— ç)z').

D'ailleurs puisqu.e i8i est un nombre premier i?i+i, l'équation

m^— i8i Ji''=— 1 est possible ( n". 42), et ainsi les six formes

précédentes se réduisent à trois , en ôtant le signe ambigu. Il ne

reste donc plus qu'à examiner si ces trois formes peuvent se ré'!

duire à un moindre nombre.

Pour cela je cherche les transformées de la formule 2y''+ 2yz—goz%

ce qui se fera j en développant une racine de l'équation fictive

2-x^+ 2 .T— go := o par le calcul suivant :

— i + V/181X = — = 6 +
3

i3+ /i8i .

g = 4 +

10

9 + \/ 181

10

11 + y/ 181

6

i5+ y/ 181

2

i5+ y/ 181

6
Sic.

r=2 +

= 2 +

= 4 +

= i3+

= 4 -f

Transformées.

— 6j'" + 2Gy z-\-'iz'^

ioy^+ 22y z— 62'

— loy' + iSyz+ioz''

. 6y'''r22yz— 10^°

— 2y''+ 26yz + 6~*

6j°+ 26yz— 2 -s'

&c.
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Il faut ensuite prendre les moitiés de ces transformées , et les

réduire à la forme ordinaire , en diminuant le coefficient mo3''en :

or j'observe que cela peut se faire de deux manières tant que le

coefficient moyen est plus grand que chacun des extrêmes. Par

exemple , dans la première transformée—3jj^^+ i3j^2+ ^% on peut

substituer jK—2z à la place dej/, ce qui donne

—

'5y''-\-yz-\-\bz^

ou bien on peut mettre z— 6j' à la place de z , ce qui donnera

z'-^-y z— 45 z°. Traitant ainsi les deux premières transformées , et

observant que par la nature du nombre 181 , il est permis de

changer tous "les signes de chaque résultat , on trouve qu'elles

comprennent à elles seules les trois formes

y^^yz—i5z^
Sy"—y z— 1 5 z'

Donc il est inutile d'avoir égard aux autres transformées , èl oîï

a acquis la certitude que la seule /orme j'^+j'z— 45z° renferme

toutes les autres. Donc toute équation indéterminée Ly'+Myz
+ iVz==rfc:// dans laquelle Al'— 4Z,iV=i8i

,
pourra toujours

se réduire à la forme y^+yz— i5z^= H.

(97) La Table II offre les rédactions de ce genre pour tons les

nombres B de forme°4« + 1 , depuis 5 jusqu'à 3o5. Cette table , indé-

pendamment de ses autres usages
,
pourra faciliter beaucoup la

résolution des équations de la forme précédente , dans lesquelles

E ne surpasse pas 3o5.

Il ne sera peut - être pas inutile de montrer par un exemple

comment ces réductions s'effectuent dans les cas particuliers.

Soit proposée l'équation 333/°— yigy z + 588 z'' =^H ; pour

avoir par une opération uniforme la transformée du premier membre,

je développe en fraction continue une racine de l'équation

333 X'— 7i9.r+ 388 := o, et je calcule en même temps les fractions

convergentes qui en résultent. Voici le détail de l'opération qu'il

suffit de continuer jusqu'à ce que les quotienâ-complets cessent

d'être irréguliers ; mais on l'a prolongée pendant une période

entière
, parce que celte période n'est composée que de trois

termes :

Ra
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719-1- y/ l45_

* - 666 "~ ^
— 53 + /145 = 10+— 4

i3 + \/ i45
4 +

6

11 + / i45
= 5 +

1

9 + V' i45
1 -[-

16

7+ V/ i45
3 +

6

11 +/ i45
/^ -U

1 1

45

&c.

10

4i

De-là , et des articles 91 et 96 , on conclut que si l'on fait

y = iSy + Il z'

z ^= il j' + loz'
,

on aura pour transformée du premier membre :

-(,yy-,ijW-5z'z').

Ce résultat trouvé apiiori est d'autant plus remarquable, qu'il

seroit assez long de le vérifier directement par la substitution des

valeurs de j' et de ^; on le vérifieroit plus promptement j en y
substituant les valeurs de j et de z , savoir y'= n z— 10 j'

,

z'=^iïy— 45 5, ce qui reproduiroit la formule proposée.

Au reste , la transformée —2yjK'+ iiy'z +Zz'z' n'est pas encore

réduite à la forme convenable , et pour faire en sorte que le coeffi-

rient mo3^en ne soit pas plus grand que les extrêmes , il faut

prendre y'=«'+3^', ce qui donnera — 2 «'^

—

11'z •\- i8~'*j donc

il faut faire

y=45«'+i46z'
X = 4 1 '''+ 1 33 z'

,

et la transformée de l'équation proposée , réduite à la forme la

plus simple , sera

2 u'u'+ u'z— i8z''=^— H.
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§. XIV". DÈrELOPPEMENT enfiMctioncontinuedesraciiies

des équations d'un deg?-é quelconque.

C96) Soit proposé de développer en fraclion continue une racine

réelle de l'équation

<3a;'" + /^.ï"-' + ca-''-=+ +^-= ,

dont les coefRciens sont des nombres entiers positifs ou négatifs.

D'abord on peut supposer que cette équation n'est divisible par

aucun facteur rationnel , car autrement on pourroit supprimer le

facteur étranger à la racine qu'on veut développer , et l'opération

en deviendroit beaucoup plus simple : par la même raison, l'équa-

tion proposée ne pourra avoir des racines égales , car si elle en

avoit, elle seroit divisible par un facteur rationnel qu'on trouveroit

aisément par les méthodes connues.

Cela posé, la racine dont il s'agit, étant choisie entre toutes les

autres sera connue à moins d'une unité près. Soit a le plus petit des

deux entiers prochains entre lesquels elle est contenue , on fera
,

si X est positif , .t= « -|

—

- . ou s'il est négatif .r=— a ; , et
X X

on sera sûr que la valeur de x' est positive et plus grande que

l'unité. Substituant cette valeur dans l'équation proposée , on aura

la transformée

a X f h'x"-' +c'x'''-' -i- A'rrr
,

qui servira à déterminer x' . Or on sait déjà que la valeur de x' dont

on a besoin , est positive et plus grande que l'unité ; il peut même
y avoir plusieurs valeurs de x' qui remplissent ces deux conditions

,

parce qu'il peut y avoir plusieurs racines de l'équation proposée

qui , sans être égales j soient comprises entre a. ex. a. -\- \ . On essaiera

donc pour .r' les nombres successifs 1, 2, 3, &c. jusqu'à ce que,

par les caractères connus , on trouve les nombres entiers les plus

proches entre lesquels tombe la valeur de x'. Soit C le plus petit

des deux , on fera x'= f-f — , et en substituant cette valeur, on
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aura , pour déterminer x"^ une nouvelle transformée

a X -\- o X -t-....-|-A;=0,

qu'on traitera comme la précédente. En continuant ainsi aussi loin

qu'on voudra , il est clair que la valeur de x sera exprimée par

cette fraction continue
I

a; = a + - I

'^y+ &C.

Et au moyen de ces quotiens connus , on calculera à l'ordinaire

les fractions convergentes vers x.

(c\c\) Soient — , -
, deux de ces fractions consécutives et z le

quotient-complet qui répond à la dernière , on aura par la pro-

priete connue x = •; donc on peut trouver directement une
qz + ç'

transformée quelconque , en substituant cette valeur au lieu de x

dans l'équation proposée. Soit cette transformée

^z" + ^z"-+ Cz"-' + K=o,
et on aura par conséquent

^—ap"+ bp"" q + cp"-' q" -^ ^ q^

K = ap"" + b Z"- q' + cp""-^ q°\.. + k q"''.

De sorte que suivant nos notations ordinaires , on auroit en général

K= ^"j ou K' =: ^. Mais il est beaucoup plus simple de déduire

successivement chaque transformée de la transformée précédente

,

comme on l'a déjcà expliqué. Pour rendre à cet égard le calcul aussi

simple qu'il est possible , observons qu'en faisant ^=/^-i—

;

, l'équa-:

tion précédente en z devenant

en auroit
^'—^ /x"+ E //"- ' + CV.'-= -VK
B'=.n^lj:'-' + (n—\) Bi^"-'-\- (n—i) Cfi"~H &;c.

^, n.ji—

1

n— 1.7Z— 2 „ „ , o

K =A
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Donc si la fonction ^4z- \-Bz''~' + Cz'~'', , , -rK est désignée par

ç) : z ou ip , et qu'on forme successivement pai' la différentiation

. ,
dp cl dp d^ip .

les quantités?, —, ——, ———:, sec, qu ensuite on substitue
ClJZ "2 et ^ 2 a fJCl-Z

au lieu de z sa valeur approchée /^^ ces quantités deviendront

respectivement les valeurs des coefficiens ^', B', C, &c. de la

transformée suivante.

Telle est la méthode que Lagrange a le premier proposée pour le

développement des racines des équations en fraction continue
;

mais cette méthode seroit d'une longueur rebutante dans la pra-

tique , si le même auteur n'eût indiqué un mo3-en fort simple de

continuer sans tâtonnement la suite des entiers «,^^7, J", &c.

lorsque quelques-uns des premiers termes sont déjà connus. Voici

en quoi consiste ce perfectionnement.

(100) La formule .V= -^^^—^, donner = -^^-^ —
, ou

«désignant toujours la racine qu'on veut développer, soient x,
,

a-j", or^ , &c. les autres racines de la proposée , et soient ^, , z^ , z, , &c.

les valeurs correspondantes derj alors, outre l'équation précé-

dente , on aura les n— 1 équations qui suivent :

,,'?'_ Pf—P°q
9 q(p—q^J

l q q(p—q^\)
&c.

Ajoutons toutes ces équations , et observons que l'équation en z

étant ^^'' + i?z''-"+ &c. =0, onai; + z.+z,+ x;j-f- &c. =
,.A

la somme sera
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où l'on a fait pour abréger :

^ 1 1 „
A =

1
1- \- &C.

-— A- ,
C — x^ P-— X,

Maintenant si la quantité — est assez petite pour pouvoir être

négligée, il est clair que la valeur de z sera donnée d'une manière

directe et exempte de tâtonnement
,
par la formule

Il faudra donc prendre pour /^ l'entier le plus grand , contenu dans

cette valeur , et cet entier {j- sera le quotient qui répond à la

fraction convergente -. Au moyen de ce quotient on calculera la

fraction suivante —
;

, et la transformée suivante en z'; de sorte que

l'opération pourra être continuée aussi loin qu'on voudra, sans

aucun tâtonnement.

( 101 ) La quantité A varie suivant les différentes fractions-
9

auxquelles elle se rapporte ; elle ne peut devenir infinie
,
parce

qu'il faudroit pour cela qu'un dénominateur tel que'^ a-, , fût

zéro , et par conséquent que l'équation proposée eût un diviseur

rationnel p— Ç x , ce qui est contre la supposition.

Néanmoins cette quantité a pourra quelquefois être un nombre

assez considérable , et cela aura lieu , s'il y a peu de différence

entre la racine x et une ou plusieurs des autres racines x, j x^ , &c.

Au reste , comme les fractions convergentes - approchent rapide-»

ment de la valeur de x , il est clair que les quantités a s'approche-

ront non moins rapidement de la limite111T= + + —- + &c.
X ^—

fci7j tX,
^^— ^v^ •.'V A'î

Donc si on continue parla première méthode, le calcul des termes

de la fraction continue et celui des fractions convergentes
,
jusqu'à

T , . , 1

ce que — soit plus petit qu'une fraction déterminée— , ou qu'on

ait
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ait q'>\^Tm ( Tétant pris positivement
) , il est clair que la valeur

de z trouvée ci-dessus , savoir :

q ^
ne sera en erreur que d'une quantité moindre que—

.

Donc une connoissance assez imparfaite des racines de l'équation

proposée, et seulement de celles qui sont très-peu différentes de

la racine qu'on développe , suiSt pour déterminer la limite après

laquelle on peut continuer l'opéralion sans aucun tâtonnement
,

par le moj'en de la formule précédente.

Parmi ces racines
,
peu différentes de la racine donnée , il faut

comprendre même les racines imaginaires j car analytiquement

parlant,, une racine a-i-C^— i dans laquelle - est tres-pelit, est
a

censée peu différente de u. Si donc on a une racine imaginaire

A\=a+ Cy/— 1, et par conséquent une autre x^^a— Cy^— i, il

résultera de ces deux racines substituées dans la valeur de T les

deux termes
I 1

+
a-—a—?/— 1 x—ct+ Cy^—i '

lesquelles se réduisent à la quantité réelle —
. Cette

(x— aj + £"

quantité ne peut excéder le maximum -
, cependant elle peut

être encore assez grande lorsque C est très-petit, ainsi que x— «.

Si la différence de la racine x avec chacune des autres racines

( différence qui se convertit en somme lorsque les deux racines sont

de signes contraires ) est plus grande que l'unité , alors il est clair

que Tsera moindre que n—
i

, et la limite de q seraq'> [/(n—i)m.

Valeur, comme on voit , assez petite j de sorte qu'on pourra em-

ployer la formule presque dès le commencement de l'opéralion ,

et alors il n'y aura presqu'aucun tâtonnement.

Si au contraire la racine x diffère très-peu d'une ou de plusieurs

racines réelles ou imaginaires de l'équation proposée , alors la pre-

mière méthode doit être employée dans un certain nombre de termesj

mais on ne tardera pas à atteindre la limite §'> \/ Tm, après quoi

S
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Topéralion se continuera sans le moindre tâtonnement. Au reste

,

on peut observer que s'il y a réellement deux ou plusieurs racines

peu différentes entr'elles , l'équation

jinx^-'-V (n—\)bx"-'-V (n— 2) c
x"-^

-\- &c. =0
qui est vraie , lorsqu'il y a des racines égales , aura lieu d'une

manière approchée lorsqu'il y a des racines peu inégales. On pourra

donc assez souvent , en combinant cette équation avec la proposée

,

en déduire une valeur approchée de ces racines peu différentes

entr'elles 5 de sorte qu'alors on évitera encore presque tout tâton-

nement. Nous ne donnons cependant pas ce moyen comme absolu-

ment général
,
parce que la combinaison de l'équation proposée

avec cette équation secondaire
,
peut multiplier l'erreur attachée à

celle-ci , et empêcher le résultat d'être suffisamment exact.

(102) Lorsque l'opération du développement est avancée jusqu'à

un certain point , et que les dénominateurs q des fractions

convergentes commencent à être un peu grands , la formule

~= (n— 1^ — donne non-seulement le quotient y. correspon-

dant à la fraction - 3 mais en développant cette valeur de z en frac-

tjon continue , les quotiens qu'on obtient de ce développement

peuvent être emploj'és à la suite des quotiens déjà trouvés, et

sont exacts jusqu'à une hmite que nous allons déterminer.

La valeur exacte de z étant

z = (n—x)-L ^ =t —
,

le terme négligé — occasionne dans x une erreur qui sera donnée
9

1,' • . ±1 ^
par 1 équation rigoureuse 75— qx^=^ , en mettant zràz—

q~-^q 9
à la place de ;?, et ^p+ J^a; à la place de x. De cette manière, on

trouve

ûoient donc |U, /x',
f/'^ „ les quotiens qui résultent du déve-

B
loppement de la quantité (n— i) — —

, et supposons qu'en
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continuanL par le mo3'^en de ces quotiens le calcul des fractions

P
convergentes vers x , on parvienne à la fraction —

-
, cette der-

nière sera encore ( n°. 9 ) une fraction convergente , si l'on a

--x<-^; donc tant que ^, sera > ^;^^^^, , ou tant

qu'on aura Q <—^ , ou à-peu-près Q< ~-p=,>, la fraction

p
—sera encore l'une desfractions convergentes vers.r. D'où il suit qu'à

partir de la fraction convergente - , la valeur de ~ correspondante
,

développée en fraction continue , fournit les quotiens nécessaires

pour prolonger les fractions convergentes vers A-, jusqu'à ce qu'elles

aient environ deux fois autant de chiffres que celle d'où l'on est

parti.

Exemple I.

(io3) Soit proposée l'équation x"^— x""— 2 x-\-i =0 , dont on sait

que les racines sont .r= 2 cos y tj- , x=— 2 cos y tt
, a; = 2 cos | v ,

-TT étant la demi-circonférence dont le rayon est 1. On aura donc

à-peu-près x =: 1 , 802 j .v=— 1, 247 5 x = o , 445. Pour dé-

velopper d'abord la première racine , on observera que les diffé-

rences de cette racine avec les deux autres étant a;—.Ti=3,o4gj

x—x-2 = 1 , 35/ , on a la limite r= ——• -f --— = 1 à-peu-
3,049 iy^OJ

^

près ; et ainsi la formule qui donne la valeur de z sera exacte à

moins de ~j lorsqu'on aura 5r> ^10 ou $'>3 , et à moins de 7^ lors-

qu'on aura §'>io. Il n'y aura donc dans ce cas aucun tâtonnement,

yoici au reste les détails de l'opération.

La valeur de x qu'on veut développer étant comprise entre 1 et 2,

;e fais ar = 1 -[- -
, et j'ai la transformée

— z^— z"- 4- 2;î H-i =0.

Dans celle-ci 11 est aisé de voir que la valeur positive de z est

encore comprise entre i et 2 , ainsi on fera z=i-\- -, ou siraple-
z

S 2
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ment on mettra i + - à la place de z ; car il est inutile de distin-

guer par des accens les inconnues des transformées successives
5^

et on sait bien qu'elles doivent être différentes. La transformée

sera donc
z 5z'— iz—i =0,

Dans cette dernière , la valeur de z est comprise entre 4 et 5

,

de sorte qu'il faut mettre 4+ - àla place de z. Mais pour faire cette^ z

substitution suivant la méthode qui a été indiquée ( n°. 99 ) , je

forme successivement les quantités

(p = z^— 5z-— 4 z— I

dz

'I4^=5z-5
2rfz'

2.5dz'
1.

Je substitue ensuite dans ces quantités la valeur 2 = 4, et j'ai les

quatre nombres— 1 ,20,9,1, d'où résulte la transformée suivante ;

— z^+ 20 x:"+9^ + 1 =0.
Maintenant l'opération est plus avancée qu'il ne faut pour être

continuée sans tâtonnement j et d'abord au moyen des quotiens

trouvés 1 , 1 , 4 ,
je forme les fractions converg-entes comme il suit i

Quotiens 1 , 1 , 4

_ 1 1 2 Q
Fract. converg. -, -, -, -

° o 1 1 5

Et la quantité z déterminée par la dernière transformée sera le

quotient-complet qui répond à la fraction ^. Mais en vertu de la

„ . 2 0° B 2 , ij .

iormule z= — :, onaz = -+20, donc 20 est rentier cora-
q ^ 5

pris dans z. Au moyen de ce nouveau quotient 20 , on avancera

d'un terme le calcul des fractions convergentes, savoir:

1 , 1 , 4 , 20

1 1 2 g jSa

ô ' 7 ' 7 ' "5 ' 7^'
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Et pour avoir la transformée suivante, on formera les quatre

quantités

9

d d (p

idz"

d"^

— —z' + 20z'+ C)Z-\-l

= —3^+ 20

2

.

5dz'

on y substituera la valeur z = 7o , ce qui donnera les quatre

nombres i8i ,
—3gi ,

—4o ,
— i; partant la nouvelle transformée

sera

i8i • 3gi z^— 4o z— 1 =o.
La valeur approchée de z dans cette transformée sera , suivant la

formule , z= îo 391
+ 2 + , de sorte que 2 est le quotient

101 181

suivant. En procédant ainsi , on trouvera les résultats consignés

dans le tableau suivant.

Dévelop-pement de la racine comprise entre 1 et 7.

Equation proposée , et ses transformées Racine Frac) ious

successives. approchée. convergentes.

x^— .r'— 2 .V + I = 1 1 :

—z"— z'' 4- 2 z+ 1= 1 I : 1

z'--5z'—iz—i= o 4 2 : I

Z^+ 20Z^+ 9Z+ 1=0 20 9 : 5

181 z'— 391 z"—4oz— 1=0 2 182 : lOI

—i97z'+ 568z'+ 695z+]8j= o 3 373: 207

20592''— 12162°—12062— 197=0 1 ijoi : 722

— 55g z'+ 254o 2°+ 4961 z+2059= 6 1674 : 9^9

252 1
2^—24g3i 2°— 75222— 55g= 10 11345 : 6296

—4787g2' + 25oi582°+ 5o69g2+252i= o u5i24 : 63889

&c. &c.
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La dernière transformée a pour racine approchée

12592 25oi58
^~

63889
"^

^±7879'

quantité qui étant réduite en une seule fraction , et développée en

fraction continue, donne les quotiens 5,2, 2, 1,2, 2, 1, 18, i, 1, 3, &c.

On pourra donc , au moyen de ces quotiens mis à la suite des

quotieus déjà trouvés , continuer le calcul des fractions conver-

gentes
,
jusqu'à ce que leurs termes aient 11 ou 12 chiffres. Par

des opérations semblables , on développera les deux autres racines
,

comme on le voit dans les tableaux suivans :

Développement de la

Équation proposée

et ses transformées.

racine comp

Racine

approchée.

rlse ejitre et 1.

Fractions

convergentes.

x^— x"-— 2 -r -(- 1= 1 :

z'

—

iz"— ^+1=
^zH3z^ + 4^+i=o
Z'—'2 z" 9 Z 1=

Suivent les mêmes trans-

formées , et par conséquent les

mêmes quotiens que dans le

développement delà première

racine.

2

4

20

2

3
1

6

10

5

2

&c.

1

4

81

166

579

Boic)

5i255
261224

&c.

: 1

: 2

: 9
: 182

: 373
: i3oi
: 1674
: 11345
: 1 1 5 1 2 4

: 586965

Développement de la racine comprise entre — i et — 2.

x'^-^ X'' 2 A-+ 1= — 1 — 1 :

~^—
-5z'^—iz— 1=

—i:'+ 20x;' + gi:+i=Q

Suivent encore les mêmes

transformées et les mêmes
q-iotiens qu'on a trouvés dans

le développement de la pre-

mière racine.

4

20
2

3
1

6
10

5
&c.

—5 \

— 101 :

—207 :

—722 :

—929 '

—6296 :

—B3889 :

&c.

1

4

81

166

745
5o49
51235
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(io4) Dans cet exemple, il est très- remarquable qu'on trouve

un rapport entre les trois racines , au mo3'en duquel le développe-

ment de la première racine suffit pour donner celui des deux autres,

Ce rapport est tel
,
que si on appelle C une même racine de l'équa-

tion z'— 3~°— 4z— 1 =0 , celle par exemple qui est entre 4 et 5,

les trois racines de la proposée seront :

1 2 é'-f l

.T r= I H — l =
1+ - 1 + ^

X,
2 é" + 1

1 ^1+^

ou si on appelle a la première valeur de x , les deux autres seront ;

1 a— 1

X, =—— l =r
1 H a.

a. 1

1

x^— .

a. 1

Ces propriétés se vérifieroient aisément par les formules des

sinus, puisqu'on a^=2',C0Sy7r, a7,= 2 cos|ct, vr^=:2 cos}9r=—2cosf^.

Nous remarquerons au reste que l'équation dont il s'agit tire son

origine de l'équation r^— i= o, où l'on a fait r° + 7-x+i= oj elle

serviroit aussi à inscrire le pol3''gone régulier de 7 et celui de i4

côtés , car on a le côté de l'heptagone régulier =2 sin y^= v/('4

—

x"")

2=—T

—

(x-^-o.) (x— 1^^, et celui du polygone de i4 côtés =:2 cosy^=a;,.

Toutes les équations relatives à la division du cercle sont telles

,

qu'une de leurs racines suffit pour déterminer rationnellement

toutes les autres 5 mais il en existe une infinité d'autres qui offrent

la même facilité , et entre toutes ces équations , on doit distinguer

sur-tout celles dont une racine développée en fraction continue

suffit pour donner le développement de toutes les autres racines.

Cet objet paroît mériter l'attention des Analystes , et il pourroit

fournir des résultats intéressans.
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Exemple II.

(io5) Soit proposée l'équation .r^ + iix'— 102^:+ 181=0, dont les

racines approchées sont .t=3 , 2i3i 5 x=5 , 2290; x=— 17, 44 2.

Puisqu'il y a deux racines très-peu inégales , on pourroit les

trouver directement, en combinant l'équation proposée avec l'équa-

tion des racines égales 3a-° + 22.v—102=0. Or celle-ci donne en

effet .r=3,2 2 à-peu-près, valeur qui étant développée donne l--s

premiers quoLiens 3 , 4 , 1 , au moyen desquels on pourra commencer

l'opération dont voici le détail :

x^+ 1 ix'— 102a- -1- 181=0 3 1 .

z"'— g i;-+ 20 ~ + 1= 4 3 •

1

z^—lz''+3z-{- 1 =0 I i3 4

z'^ 2-2° Z+ 1=0 2 16 5
-— ^'+32'+ 4^ + 1 = 4 45 i4

Sans aller plus loin , on voit

que les transformées et les quo-

20
2

3

iq6

39(50

8126

61

1234

2629
tiens ultérieurs seront comme 1 28343 8821
dans l'exemple précédent. & c. &c.

Les rapports qu'on observe entre les résultats de ces deux exem-

i3xr+i6
pies , sont fondés sur ce qu'en faisant dans ce dernier x=—-—r-^>
^ ^ 4z-fo

on a pour transformée z'— z""— 2 ^+ 1 ==-. o
,
qui est l'équation de

l'exemple I.

Exemple III.

(106) L'équation x''— x"'— 3 x°+ 2 .r+ 1 = auroit pour racines

TT 27r 3'3- 47r
jf = 2 ces -, x=—2 cos — , x= 2 cos— , .V= — 2 cos— : mais en

9 9 9 9

excluant la racine 2 cos — qui se réduit à l'unité , on a l'équa-

9
TT 27r

lion x'^—'ôx—1=0 dont les racines sont a;=2 cos-^a;=—2 cos — :

9 9

x=:— 2 cos— . Voici le développement de la plus petite— 2 cos —

.

9 9

a;'—3 .V—1=0

A
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La dernière transformée aura pour racine approchée

i3i3 . 2i864 6325974= 11

i45

a;^— 3a-— 1=0 — — 1 :

—^+ 3-^— 1= 2 —0 1

3^-^_3^_i==o 1 —

1

: 2

—z='+ 6z"+ 9s+ 3= o 7 —

1

: 3

17 z'—54 2"

—

i5z— 1= 3 —8 : 23

—73 ~' +120 2'+ 99 2+17= 2 —25 72

1112^—297 z"—3i8z—73= 3 —58 167

—7032^+ 8972^+ 702 2+ 111= I —'99 573

1007 2'+ 387 2°— 1212 2—7o3 = I —2S7 74o

—5212'+ 2583 2^+34082+ 1007=0 6 —456 i3i3

1907 2^— 2 18642"—67902—52 1= ] 1 —2993 8618

&c. &c. &c.

43og ' 1907
"*

8217263 '

et le développement de cette fraction donnera à la suite de ii

les quotiens 1,3,2,1,9,1,2,5, &c. , au moyen desquels

l'approximation des fractions convergentes peut être poussée jus-

qu'à ce que les dénominateurs n'excèdent pas (8618)*.

Développement de la racine x = 2C0s-.
9

x'— 3 j:— 1=0 1 1 :

32' +32+ 1 :=0 1 I : 1

z'—6 2*—g 2—3= 7 2 1

—i7 2'+ 542' + i52+i= o 3 i5 8

2 47 : 25

Les autres transformées sont 3 10g : b^

les mêmes que dans le déve- 1 374 : 199

loppement de la première ra- 1 483 : ibj

cine. 6 857 : 456

11 5625 : 2993
& c. &c.
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iTT

Développement de la racine x=— 2 cos—
9

X^—^X— 1 =:= — 1 — i :

z^— 3 z— 1 = 1 — X 1

—3z^ +3z+ 1 = 1 —

2

I

5;3«6^^—9^—3= 7 —3 . 2

3 —23 i5

Les autres transformées 2 —72 47

comme dans la racine précé- 3 — 167 109

dente. 1 —573 374
1 —740 483
6 — i3i3 857

11 —8618 5625
&c. &c.

Ces rapports entre les racines pourront se vérifier aisément par

les formules connues des sinus.

(107) Nous avons déjà remarqué (n°. 99) ,
que si l'équation pror

posée est

a x" -^ b x"-' + c x"'"" +'t=o,
et qu'une de ses transformées , correspondante à la fraction conver-

P
gente-, soit

^z"+5z"-'+Cz"-' +JC=o,
on aura

^= Ojo" + bp"-'q-\- cp^'-Y +^' q"'
"

De-là il suit que si on a à résoudre l'équation indéterminée

at-V hf'u-^ cf'-'u.'- \-]ci£' — Ai
et que le nombre^ se trouve coefficient du premier terme de l'une

des transformées successives données par le développement de x

en fraction continue , la fraction correspondante -sera une valeur

de - et donnera une solution de l'équation proposée. On aura donq

ainsi autant de ces solutions particulières qu'on trouvera de fois le

nombre ud parmi les coefficiens dont il s'agit j mais il faudra en
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outre que le signe de ce coefEcient , tel qu'il est donné par la

série des opérations , s'accorde avec celui de ^ dans le second

membre de l'équation proposée.

Pour passer de l'équation proposée à sa transformée en ^r , on

peut faire directement x = ; réciproquement pour revenir

(j^x n"
de la transformée à la proposée , il faut faire z = : ce quip—qx
donnera

de sorte que si on avoit à résoudre l'équation indéterminée

a = ^y"+ By-'u-^- Cj^-'u"+ + Ku\,

y — 9^
on y satisferoit en prenant - =——. Et le rapport que nous

établissons ici entre l'équation proposée et chacune de ses trans-

formées , a également lieu entre deux transformées quelconques,

pourvu que les fractions convergentes soient calculées d'après les

quotiens interm-édiaires.

Ainsi dans l'exemple premier, on peut comparer directement

la seconde transformée x'^— SvV"— 4x— 1 = à la neuvième
—4787g z^+ 25o 1 58 ;:" -f 5o6g9 z + 252i= oj mais pour cela , il faut

calculer les fractions convergentes vers une racine de l'équation

x"—3:t°—4x— 1= , ce qui se fera au moyen des quotiens trouvés

4, 20, 2, 3, 1, 6j 10; voici ce calcul :

Quotiens ^ j "^o , 2 , 3 ,

„ 1 4 81 166
tract, converg. -, -, — , ~—

,

1 ,
6 , 10

579 745 5o49 5i235

i43 ' i84 ' 1247' 12654*

mi 'f —
—1247X+ 5049

o' 1 ' 20' 4i

^ , 5i235r+ 5o4Q
On aura donc x= ^ .un «

1200*^+1247 12654a:

—

51255

On voit en même temps que si on avoit à résoudre l'équation

iySycjf + -250158 t''u— 5o62Cjtu^+ 257 lu" = i
,

on y satisferoit en faisant ^=1247, '' = i2654.

Une telle réduction entre de si grands nombres paroit remar-

quable ; cependant pour peu qu'on y réfléchisse , on verra que toutes

les transformées comprises dans le développement de la même racine

Ta
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jouissent de la même propriété, c'est-à-dire que si l'une quelconque

de ces transformées est représentée par ^z^+B z'-\-Cz+D=^o ^

les nombres ^ , B, C, D pouvant s'élever à une grandeur quel-

conque , on satisfera toujours à l'équation

^t^i- Bt'u+ C/«°-t- Dv? — \
,

en prenant t=^— q°jU^=q^ ~ étant la fraction convergente à

laquelle répond le quotient-complet z.

Si l'on considère de plus que la proposées'— x'^— 2^4-i^o
et ses trois premières transformées ont à leur premier terme l'unité

pour coefficient , et que chacune de ces quatre équations peut être

regardée comme l'équation principale qui
,
par le développement

de sa racine , fournit toutes les autres transformées , on en con-

clura qu'il y a toujours au moins quatre manières de réduire à

l'unité la quantité ^i^+ BV'u-{- Ctu^-\- Dii^. Par exemple , si l'on

«e propose encore l'équation

47879/^+ 25oi58r«— 50699^^°+ 252iw' = I ,

on y satisfera de ces quatre manières :

t = 6296 u = 6388g

/ ::= 5o49 Z/:=5l235

t = 1247 U = 12654

i= 6i u= 619.

(108) Mais on peut encore trouver d'autres solutions par le

développement des deux autres racines de la même équation. En

efiet
,
pulsqu'en partant de l'équation

478792^4- 25oi58 z°— 50699 z-|- 2 5'ii = o
,

6296X— 11 345
, . r '

et faisant z = r—^ —
; , on a la transformée

63889a-— ii5i24

x"^ X° 2X4- I = O ,

on peut supposer' qu'on est parvenu à ce résultat, en développant

en fraction continue une racine de l'équation en z , comprise

entre o et 1. Voici l'opération qui seroit l'inverse de celle de

l'exemple I :
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o= 4787g c" 4- 2001 58:;-—5o6g9::+ 252i 1

0= 252 ij'^—50699 7°+ 25o 158^^+478 79 10 1

0= 559^^^—7522 j/''+ 2493ij'+ 252i 6 1 10

0= 2o59>'^— i96i/''+ 254oj'+ 559 1 6 : 61

0= 197^^^— 1205^/'+ i2i6j/+ 2o59 3 7 7ï

0= iSiy—695^ + 568 j'-h 197 2 27 274

0= y—4ojK"+ 3gijK+i8i 20 61 619

0= y—gjK^+ sojr-l-i 4 1247 12654

0= y—iv'+ 5y+i 1 5o49 5 1235

* 0= y—oy—j + i 1^ 6296 6388^

0= —Z''—2Z^ + Z+i

Arrivé à cette transformée , on auroit z =

11 345 : ii5i24

1 1 345 Z+ 6296

i]5i24Z + 63889
'

ainsi en mettant à la place àe Z , on voit que la substitu-

, , ,
6206 .r Il345 , rr 1

tion de la valeur z = =75—^^ —, donne en eliet la trans-
538890:

—

i]5i24

formée x^— x'— 2a-+i=o. Mais le développement précédent,

qui est exact jusques dans l'avant-dernière transformée, cesse de

l'être dans la dernière ; et par cette raison , nous avons séparé par

un trait les derniers résultats qui ont besoin d'être rectifiés.

L'avant-dernière transformée 0=7"—2f'
—J'+i a deux racinesr

positives , l'une comprise entre o et 1 , l'autre entre 2 et 3. Si ort

fait d'abord usage de la dernière , il faudra prendre 2 pour racine

approchée , au lieu de 1* qui a été mis dans le tableau précédent j

alors le calcul se continuera ainsi :

^ 0=y—2y'—j+i 2

5o49

6296

51235

63889

o = —y + 37^+ 4.r+i
=y—20j/°—gj)' + 1

= — 1 8 !_/'' + 39 ij/"+ 4oy+ 1

Suivent les mêmes transfor-

mées et les mêmes quotiens

que dans l'exemple L

&

4

20

2

c.

17641

76860

i55484i

&.C.

[

179013

7799'*!

15777833
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Et comme on trouve ici deux nouvelles transformées dont le pre-

mier terme a pour coefficient i , il s'ensuit que l'équation indé-

tei'minée

47879 «^+ 25oi58 r« —5o699< w° + 252 uz" ==i= i

est susceptible de deux nouvelles solutions , savoir :

t=i 17641 , u= 179010 ,
2'î membre —

i

t= 76860 , «= 7799'^i > a"* membre +1.

Si ensuite on fait usage de la racine comprise entre o et 1 , il faudra

de plus rectifier le quotient mis devant la transformée précédente

o=y^— ij'-+ '5y-\- 1 , et on aura les résultats suivans
,
qui présentent

le développement d'une seconde valeur de z :

1247 : 12654

2o

=

y—iy+ 3j+

1

o = —J'—J^-1-2J+ 1

o=j'—Sj"—4j—

1

o =—j/' + 20j° + 97-l-i

o = 181J/"'
—39 ij"—4oj—

1

Le reste comme ci-dessus.

1

4

20

2

3

I

&c.

5o4g : 5 1235

11345

i63g4

76921

i5548i4

&c.

ii5i24

ï 6635g

780560

On aura donc encore trois nouvelles valeurs qui satisfont à l'équa-

tion indéterminée , savoir :

i= ii345 , «= n5i24 ,
2'^. membre—

1

/= 16394 j «= i6635g , 2'*. membre +1
76921 «= 780560 , 2 "'. membre— 1.

(109) Pour éclaircir davantage cette théorie , considérons en

général une équation proposée ^=0, et supposons qu'en déve-

loppant une de ses racines en fraction continue , on parvienne à

une transformée quelconque Z =0; soit a, C...
i^.

&c. la série

des quotiens trouvés , et - la fraction convergente qui répond tant

q
au quotient entier// qu'au quotient-complet z donné par l'équation

Z=-o. Voici l'opération figurée du développement;



PREMIERE PARTIE. i5i

X=o a. 1 :

€ a, ; 1

y

i
•

•

i^-" f f
Z = o 1^- p Q
Z[^o t

p :?'

• «' «

• • •

• • •

Cela posé , la transformée Z= o résulte directement de la pro-

posée , en y substituant , au lieu de x , la valeur x= —^ ; réci-

proquement la proposée X=o résulteroit d'une quelconque de

ses transformées ^=o , en substituant dans celle-ci , au lieu de r

,

la valeur z =— —. Le même rapport peut être établi entre
p— çx

deux transformées quelconques
,
pourvu que les fractionj^ conver-

gentes soient calculées au moyen des quotiens intermédiaires , en

partant de celui qui répond à la première transformée , et qui en

est une racine approchée.

Il est aisé de voir que la formule x= -^—— renferme impllci-

. , .
5''^+ ^'

,

tement toutes les racines de l'équation proposée , car on peut'

imaginer qu'on substitue successivement à la place de z les diffé-

rentes racines de l'équation ^ = o , et il en résultera autant de

différentes valeurs de x.

Réciproquement la valeur de z= ~ ^ renferme toutes les

p — qx
racmes de la transformée Z =^o. L'une de ces racines qui est

positive et plus grande que l'unité , est donnée par la conlinuation=

du. développement , en sorte que l'on a

l-»-"
&c. à l'infini.
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Celle-ci est censée répondre à la racine x qu'on a développée en

fraction continue. Les autres racines delà transformée (au moins

lorsque le développement est devenu régulier , et que la trans-

formée n'a pas à-la-fois deux racines positives et plus grandes que

l'unité ) sont toutes négatives et plus petites que l'unité j en effet

,

si on désigne par a;, celle des autres racines de la proposée à la-

quelle répond une autre racine de la transformée , désignée sem-

blablement par z, , on aura

p— qx, p
"^ p(p—qxJ

Or on Sipq"—•i'°5'=— i j ^^ comme p va en augmentant , ainsi que

p—q X,
,
puisque- n'est pas une fraction convergente vers x, , il

est clair que la valeur de z, approchera d'autant plus de —— que

p sera grand. Ce résultat a lieu également pour toute racine de

la transformée autre que z , d'où l'on voit que toutes ces racines

tendent continuellement à être égales entr'elles , et à avoir pour

valeur commune
,
quantité négative et plus petite que l'unité,

(iio) D'un autre côté, on sait (n°. ii) que la quantité —
est égale à la fraction continue

1— 1

u" -1 1

p

fA'"'^

+-
a,

composée des quotîens qui précèdent /" dans l'ordre rétrograde,

jusqu'au premier a inclusivement. Donc tandis qu'une racine z de la

transformée Z=o , donne dans son développement les quotiens

IJ.
, fj.', ij.'\ &c. f toutes les autres racines de la même transformée

donnent dans leur développement les quotiens précédens ^% ^°%

f*°'°, &c. dans l'ordre inverse. Ces racines sont donc en effet d'au-

tant plus près de l'égalité
,
qu'il y a un plus grand intervalle entre

la proposée et la transformée dont il s'agit. Mais quelque approchée

que

I
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que soit cette égalité, elle ne devient jamais rigoureuse , et ou

peut toujours développer séparément les diiFérentes valeurs de z^

correspondantes aux valeurs analogues de a;,.

Car si on reforme la fraction — , au moyen des quotiens qui

la composent, en cette sorte

/"%/^°°, 1^'" ^, *

Ci r P'
I V" ç' p'

si ensuite on met «—:r, à la place de a , il est clair que la fraction

p'—ç^x, , . . p°—q'x,
contmue deviendra , et qu ainsi on aura—-s,= :

p—çx, p—qx,
donc la valeur exacte de —^, développée en fraction continue sera :

a. *,.

Il ne s'agit plus que de substituer à la place de .r, sa valeur

exprimée aussi en fraction continue. Pour cela, il y a difFérens

cas à examiner.

1°. Si X, est négatif, et que sa valeur développée commence

ainsi — x,=^a.^-\ i , alors il est clair que la jonction

y, + &C.

des deux fractions continues se fera sans difficulté , et donnera

*. 1

+- 1

^ f, + &C.

2°. Si la valeur de ar, est positive et moindre que a. , on fera

1

1 +y'
a-,= a,-|— , ce qui donnera «— x,= *— a,— i-l i

J 1 +

V.
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X)ans le cas où a.—a, = i , il faut remonter au quotient qui pré-

cède * , et on aura C -| = e+ i -\- —i+y
5°. Si la valeur de x, est positive et plus grande que a , il faudra

encore remonter au quotient é", et on aura

€-i =C-{ I

a — X, a.— a, ^ —

,

y
Soit d'abord «,=:« , cette valeur se réduit à C—-y

, et on se conduira

^ l'égard de C—y , comme on l'a fait pour a

—

x.

Soit ensuite a— «, =

—

m, on aura

1 1 '

f -1 - = C 1 =^_i-f
X, m + - i -{-

y m— 1 +-.

De-là on voit que dans tous les cas la substitution de la valeur

de x, peut se faire dans la fraction continue égale à z, , sans occa-

sionner d'autre changement que sur quelques - uns des derniers

termes de la suite fj.° , f^°° . . . . C
^ « , ou sur quelques-uns des pre-

miers de la suite a, , ^, , >, ^ &c. venant du développement de ar,.

D'ailleurs la suite infinie a, , ^, , y, , &c. (sauf peut-être quelques

premiers termes) sera également comprise dans le développement

<le la racine z,. Donc une racine quelconque de la transformée

offre toujours dans son développement en fraction continue les

mêmes quotiens que la racine correspondante de la proposée
,

sauf les premiers termes qui sont différens , tant à cause de la

partie t^^",
/^°°, &c. qui est propre à la transformée

,
qu'à cause de

la jonction des deux fractions continues qui peut opérer un chan-

gement dans les premiers termes.

(m) Pour rendre ces résultats encore plus sensibles , reprenons

l'exemple I, oùl'équation proposée est x^— x''— 2x+ i=o, et con-

sidérons une de ses transformées , telle que

— i97z^+ 568z'+ 6g5z+i8i= oj

la racine positive et plus grande que l'unité sera donnée par

les quotiens qui naissent de la continuation du développement

,
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et qui sont 3, 1^6, io,5,2, 2, 1,2,2,1, 18, 1, 1,3, S^cj

de sorte qu'on aura pour cette première racine

,

15= + - 1

^°+5+ &c.

Pour avoir les deux autres racines de la même équation , il faut )

conformément à ce que nous avons dit
,
prendre

1
^^^

•*"
I
—

2H 1

20+ - 1

4+ - 1
1+-

1

—

X,

et substituer au lieu de a-, successivement les deux autres racines

de l'équation proposée. La racine négative étant celle dont la subs-

titution est la plus facile , nous prendrons d'abord sa valeur déve-i

loppée
,

qui est

— a:, = i+ - J

4H 1

20+ - 1

^
3-h &c.

d'où résultera

1— z. =- I
' 2H I

20+ - 1

4+- 1

1+- ,
1

4H 1

20+ - 1

2+^j I

î+ -
6+ &c.

Prenons ensuite la troisième racine positive

«»=o + - I

' + 4+-
20+ &c.

si on fait pour abréger ar^ = - 1 , on aura la troisième racine de
2 + -

y
la transfori^ée
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1

"— /«.j — — 1

3H 1

20 + - I

4 + - 1

1+- l

1 1
2 + -.

Pour faire dlsparoâtre l'irrégularité dans cette valeur , il faut chan-

ger ainsi les derniers termes de la fraction continue :

1 _ jr + 1 _ 1 _ 1

1 + - 1 '~3r+2~2 + -^
—

~~24— 1

2 + - y

Donc on aura , sans aucun terme négatif,

1

2+— 1

20+ - I

4 + - I

,
2 + - I

1+7 ,

1

4-1 1

20 + - 1

^"^3+&c.
les quotiens suivans étant comme dans la première racine i

, 6

,

10,5,2,2, 1, 2,2, 1, l8, 1, 1,5, &c.

Au reste , si on applique cette théorie aux équations du second

degré , et qu'on considère l'équation transformée qui donne la va-

leur du quotient- complet dans une période éloignée , on trouvera

que la seconde racine de cette transformée est exprimée par les

quoliens précédens pris dans l'ordre inverse j d'où il suit que la

période qui a lieu dans le développement de cette seconde racine
,

est la même que celle de la première , mais prise dans l'ordre

inverse. Résultat entièrement conforme avec ce que nous avons

déjà trouvé pour les équations du second degré {§. X.).

(112) Quoiqu'on ait supposé dans ce qui précède
,
que les coeffi-

ciens de l'équation proposée sont des nombres entiers , cette con-

dition n'est pas cependant absolument nécessaire , et on peut , au

besoin , convertir en fraction continue la racine de toute équation

proposée , soit algébrique , soit même transcendante. Pour cela

,

il faut chercher, par une méthode quelconque , la valeur approchée
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(3e la racine dont il s'agit
,
puis convertir cette valeur en fraction

continue , en ayant yoin d'arrêter le développement et le calcul

des fractions convergentes au point où l'on présume que l'exac-

titude doit cesser. Si la fraction - à laquelle on s'arrête , est une
q

fraction convergente , il faut se rappeler que la différence de cette

fraction avec x doit être moindre que —^ ; et ainsi le degré d'ap-

proximation de la valeur de x étant supposé connu , on connoîtra

la limite de q. Au reste , une approximation ultérieure serviroit

à redresser l'erreur, s'il y en avoit.

Supposons donc qu'en vertu de la première approximation, on a

trouvé les quotiens et les fractions convergentes vers x comme il

suit :

Quotierts « , ^
, y (j."

1 CL u C+ 1 p^ p
Fract. convercr.

o '
1

' e q°^ q

Pour continuer le développement , on prendra l'équation proposée

F (x) :=:: o , et OU substitucra dans le premier membre , au lieu

de a;, la valeur - +&>. On suppose que « est une correction assez
q . , .

petite pour qu'on puisse négliger les puissances de oj supérieures

d F
à la première , et alors en faisant —;— ^ F' , le résultat de la

dx

substitution serai^:Y - \ + iùF : (~j^^o ^ d'où l'on lire

F-O
' (D

A PSoit maintenant z le quotient-complet qui répond à

P^'^'P° PX= ;

—

i
= + « , ce qui donnera , en substituant la valeur de w

,

qz-\-q° q

FfP)
' = -i7+(pr-p"q) '

—
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Si l'équation est algébrique , et qu'on ait

F : (x) = a x^-V b x""' + cx'"-'+ \\.k

F': (x) = ?iax''-" + C,i—i)bx''-'-^(n—2)cx''-'-\- &c.

il en résultera

,_ 9\ Pf—p''I 72f/p'— + (n— \ )hf-^q+ (n—2)cp'-'q'' + &C.
'^'~

q q
' af^hf-'q^cf-^q-'^ +^y-

ce qui revient à la formule du n°. loo.

En général , il est à remarquer que la valeur de z donnera par

son développement divers quotiens /m
,

/«', |u", &c, qui feront suite

avec les quotiens déjà trouvés , et permettront de continuer le

calcul des fractions convergentes jusqu'à ce que l'erreur de la

première approximation soit réduite à son quarré. Et s'il arrivoit

que la valeur de z ne fût pas positive et plus grande que l'unité ,

ce seroit une preuve qu'un ou plusieurs des quotiens précédens

/y.', f/.°°, &c. sont fautifs, et doivent être corrigés au moyen de la

valeur de -s. Alors on réduiroit en une seule fraction y° + -
, et si

z

la somme étoit positive et plus grande que l'unité , il n'y auroit

que le dernier quotient ij." à changer. Dans le cas contraire , il

faudroit substituer la valeur de z dans m"" \ i , ou même dans

z

/>i°^°-|—^ 1 et ainsi en rétrogradant, jusqu'à ce qu'on par-

/y. +-

vînt à un résultat positif et plus grand que l'unité. Cette valeur étant

développée en fraction continue , donneroit à-la-fois les quotiens

qu'on doit substituer aux quotiens défectueux et quelques-uns de

ceux qui les suivent , selon le degré de la première approximation.

Il est clair que par des opérations semblables, réitérées autant

qu'il est nécessaire , on peut parvenir à développer en fraction

continue , et jusqu'à un nombre de quotiens quelconque , toute

racine d'une équation proposée , de quelque nature qu'elle soit,

( 1 13) Quant à la méthode pour obtenir la première approxima-

tion, on peut proposer comme l'une des plus simples et des plus

convenables pour cet objet , la méthode de Daniel Bernoulli , fon-

dée sur la théorie des suites récurrentes , et dont Euler a donné
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une exposition détaillée dans son Introd. in ^nalys. Cap. ILVll.

Cependant comme cette méthode est sujette à quelques difficultés

dans les applications , il ne sera pas inutile de la présenter ici avec

une modification qui peut faire disparoître une grande partie de

ces difficultés.

Soit x'"+ a.r"'~'+ b x'"~''
-\- cx'^-^-V &c.= o, une équation pro-

posée dont les racines sont a, f, •> , cT^ Sccj si on prend pour z

une variable quelconque , on aura l'équation identique

1+ az-\- bz''+ cz^-\- &c. = (\— aiz) (i— Cz) (i—yz) &c.
;

d'où résulte
,
par la diflférentiation , cette autre équation pareille-

ment identique :

—a—7bz—3cz'— &c. et C y S'

^-,
, 7 , ,

—TT^
—~

'

?
—

1

1 r"+ ^^•
i+az+ bz +CZ + &ic. 1

—

az 1 — Cz 1

—

yz 1 — <fz

Soit ^ + Bz+ Cz'+Dz\.. + J^z'-' + Nz^+^ic. la série qui

vient du développement du premier membre , on aura , d'après

la loi connue des suites récurrentes :

^ = — a

B = — a^— ib

C — — ciB —bA— Zc

D = — aC —bB—c^4— id
E = — aD — bC—cB—d^— 5e

&c.

Il faut par conséquent que la suite ainsi trouvée -^ + B z -^

Cz^+ &c. soit identique avec celle qui résulte du second membre
et C et

&c. Or on a = a + «"^ + aL^'z^-\- &c. ,
1— otS 1— Cz 1 ciZ

et les autres fractions partielles donnent des résultats semblables ;

donc en réunissant tous ces résultats on aura

^ = ci+€+y+ S+ e+ &^c.

B =ct^+C^-\-y''+r+ i'+ &iC.

C =ct'+ C'+ y'+ S^'+ i'+ &C.

et en général N= a." -\- C + y" +r ^- 1" + &c.
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Ces formules sont les mêmes dont on se sert pour trouver la somme
des puissances de même nom des racines d'une équation donnée;

mais il est évident qu'elles sont applicables aussi à la résolution

approchée des équations ; car si a est la plus grande des racines
,

et que l'exposant n soit suffisamment grand, on aura à fort peu-

près iV"=a" : on auroit
,
par la même raison , iJi = «""', donc la

racine cherchée a =—

,

M
Donc pour avoir par approximation la plus grande racine de

l'équation proposée , il faut calculer les coefficiens successifs

^ , B , C, D. ... M, iV. . . . par la loi générale des suites récur-

rentes
;
puis on divisera le dernier coefficient trouvé par l'avant-

dernier, et le résultat sera la valeur de la racine demandée : valeur

d'autant plus approchée
,
que l'opération aura été poussée plus

loin , et qu'il y aura plus d'inégalité entre les racines.

Il est aisé, par une transformation, de faire en sorte qu'une

racine quelconque devienne la plus grande des racines , ainsi cette

méthode peut servir à trouver indistinctement toutes les racines.

Dans un grand nombre de cas l'approximation sera plus rapide par

cette voie que par aucune aulre connue
5
quelquefois elle sera lente,

quelquefois aussi les résultats seront absolument fautifs 3 mais il

est facile de prévoir et d'éviter ces inconvéniens , si l'on a une

première notion de la grandeur relative et de la nature des racines.

(ii4) Appliquons ces méthodes à l'équation x^— 3a;''+i=oj

pour avoir la valeur approchée de la plus grande racine , il faudra

5 5^2
développer en série la fraction -, » ce qui donnera

^ ^
^

1 — oz + z

5i-gz+ 2iz'+6çjz' + iÇ)8z^+ 5joz^+i6iiz'+ i'/iôz' + i56o5z*

+ 39174 z^+ &c. En s'arrêtant ainsi au dixième terme, on aura

1 • 1 , ' 3917*
la racine cherchée x =^ r,^ r -

loboo
Maintenant si on développe cette valeur en fraction continue,

on aura les quoliens 2,1,7,3,2,3, 1,2,65 et pour juger

jusqu'à quel point ils peuvent être exacts , on développera sembla-

b'.ement la fraction ^ qu'on auroit eue en s'arrêtant au neu-
4720

vième
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vîème terme ; il résulte de celle-ci les quotiens 2, i,7,3, 2,5;

d'où il paroit qu'on peut regarder comme exacts les quotiens

2 , 1 , 7 , 3 , 2 , 3. Au moyen de ceux- ci on calculera les fractions

convergentes vers x comme il suit :

Quotiens 2,1,7,3,2, 3

1 2 3 23 72 167 573
Fract. converg -, -, -, -5-, —p, -rw- >

•
°

1 1 8 25 58 199

Pour continuer le calcul de ces fractions d'après la méthode du

p" 167 p 573 . .
,

n'. X12 , faisons -î-——— , -=
, et soit toujours z le quo-

' q° 5S q 199

tient-complet qui répond à cette dernière fraction , nous aurons

(en observant que p
q"— p°q^=-\-\)

q" 1 3/j'

—

Ç)pq 26oo5i
~

y q' 75'— 3/j=9' + 5r^~ 139897'

Cette valeur étant positive et plus grande que l'unité , il s'ensuit

que tous les quotiens déjà trouvés sont exacts ; et pour avoir ceux

qui viennent à la suite , il faut développer la valeur de z en fraction

continue j ce qui donnera les nouveaux quotiens 1 , i , 6, 11 , i,

1 , 1, 3, &c.; de sorte que l'opération du développement de x

se continuera ainsi :

Quot. .. 1,1,6,11, 1 ,

_, 167 573 740 i3i3 8618 96111 10472g

08 igg 257 456 2990 «53379 3fj372

On s'arrête à cette dernière
,
parce que 10472g approche déjà du

quarré de Eijo , et que la fraction suivante pourroit bien n'être

plus du nombre des fractions convergentes. On continuera ensuite

l'approximation plus loin , si on le juge à propos , en réitérant de

semblables calculs. »

(ii5) Les méthodes qu'on vient d'exposer ne laissent rien à

désirer pour ce qui regarde les racines réelles des équations. Quant

aux racines imaginaires , il peut être utile aussi d'en avoir une

expression approchée indéfiniment , et l'analyse indéterminée offre

des cas où l'on a besoin de convertir en fraction continue la partie

réelle de ces racines. Nous saisirons cette occasion de présenter

X
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quelques vues nouvelles sur l'approximation des racines imagi-

naires, objet jusqu'à présent assez négligé des Analystes.

On sait que toute racine imaginaire d'une équation peut être

représentée par n+ Cy/— i j a. et C étant des quantités réelles ; on

sait aussi que la quantité a. peut être déterminée directement par

une équation du degré , 7i étant le degré de 1 équation

proposée. Ayant trouvé « , il n'est pas difficile d'avoir f, car comme
l'équation proposée doit être divisible par x"— 2nx+ a.'+ C^j si on

exécute la division par ce polynôme , et que le reste soit ^x+B ,

il faudra qu'on ait ^= o et B= o, équations entre a et é', au

moyen desquelles il est facile d'avoir une valeur rationnelle de é".

Tout se réduit donc à trouver la valeur de a par l'équation dont elle

dépend ; mais dès que n surpasse 3 ou 4 , le degré de cette équation

devient trop élevé
,
pour qu'elle soit de quelqu'utilité dans la pra-

tique , et il faut absolument recourir à d'autres moyens pour avoir

les valeurs approchées de a, et C, Or quels que soient u et C
^ on

peut toujours supposer a = 9 cos ip ,
é'= ô sin (p , ce qui donnera

x=S(cos'P+ v/— 1 sin (p^,et en général ^"'^fl"' ('cos /7Zip+ \/— isinm(p).

C'est par ces formules , dont l'emploi a été indiqué par Euler
,
qu'on

pourra parvenir à simplifier beaucoup la recherche des racines

imaginaires.

Considérons d'abord l'équation ax'"+bx+c= oà laquelle peut

se réduire toute équation à trois termes
; ( car la solution que nous

allons donner ne suppose pas que m soit un nombre entier). Si

on met au lieu de x sa valeur ô Ccos?+ \/— i sin(pj) , l'équation pro-

posée se décomposera en ces deux autres :

a 6"" cos m (p + b Q cos <p + c = o

a ô'" sin m ç> -r b S sin (p = o.

Multipliant la prejnière par sinmip, la seconde par — cos m?, et

ajoutant les produits , on aura

c smm(p+ bô ('sin m (p cos ç*— sin ? cos m(p) =-0
j

ou c sinm 9+ 6 9 sin Cot—iJ?=:oj d'où l'on tire

sin m <p

= (-!)•by sin (m— ijp
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Cette valeur étant substituée dans la seconde des équations en

? et 9 , on aura pour déterminer 9 l'équation
,

sin "" ni(p c / b\"

sin ip sin""' (ni— \) 9 a V c/

Or après quelques essais , on reconnoîtra bientôt entre quels degrés

voisins tombe l'angle 9 3 ensuite par les fausses positions il ne faudra

que très-peu de calcul pour déterminer (p avec toute l'exactitude

que les tables comportent , c'est-à-dire , ordinairement avec six ou

sept chiffres : ? étant connu , 9 le sera , et ainsi on connoîtra la

racine imaginaire 6(cos,(p-\- \/— isimp^ assez exactement pour la

plupart des applications.

(116) Prenons pour exemple l'équation x^— x-\-i-=0', en faisant

=: 9 Ccos ?> 4- v/

—

déterminer (p sera

• s . sm4ip ,,,
a;=: 9( cosp-f- v— 1 sma) , on aura 9= —;—;;— , et r équation pour

sm 3 ?

sin'^ . 4 9 = 1.

sin 9 . sin' . 3 ip

Si l'on fait ip= 30°
, le premier membre se réduira à | , et ainsi

l'erreur sera +^; si l'on fait? = 31", le premier membre deviendra

0,9-21 , ce qui donne l'erreur — 0,07g. De-là on trouve (p= 3o^ 36'

et une fraction.

Soit donc p = So^SG', le premier membre aura pour logarithme

9,999933, et l'erreur sera par conséquent de — 67 unités déci-

males du sixième ordre , d'où l'on voit qu'il faut diminuer légè-

rement la valeur de 9 au lieu de l'augmenter. Je fais ?= 3o''35',

et j'ai le logarithme du premier membre 0,0013945 ce qui donne

l'erreur -f- iSgi ; de-là on tire la vraie valeur de ip approchée autant

que le permettent des tables à six décimales :

<p — 3o' 35', 954 j

ensuite on aura L. 9= 9,926739, Z,.«= g,86i6i5, rr.^= g,633482.

Donc enfin la racine cherchée

:r= 0,727136 -1- o,43ooi4 v/— 1.

La partie réelle étant réduite en fraction continue donne les

quotiens et les fractions convergentes comme il suit :

X2
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Quotiens o, 1,2, 1,1,1, 5g, 1 , &c.

I o 1 2 3 5 8 477 485 p
Fract. converg. -»-,-, ^, 7. -, —, ~r ^ T7^ r

^^'
o 1 1 5 4 7 n 656 667

(117) Considérons maintenant l'équation générale

ax"+ bx'"'-\- ca:"~'+ +fix + k =0;
si on y substitue au lieu de x la valeur S (fcoS(p+ y/— 1 sin ç>) , et

qu'on fasse
,
pour abréger

,

P=c fl"cos 7i(p+ M"-' cos (n— i>+ c9"~'cos ('n—2> . . . + A0 ces 9 + ^

Ç=(3â"sin7Z(p+ Z)9""'' sinfn

—

i):p+ cQ''~^ s\n(n—7)p. . . +hHin(p,

le résultat de la substitution sera P+Q\/—1=0, de sorte qu'on,

aura
,
pour déterminer 6 et ç) , les deux équations P^= o

, Ç= 0.

Mais comme la résolution effective de ces équations n'est possible

que dans un petit nombre de cas particuliers, qui ne s'étendent

guères au-delà du théorème de Côtes , il faut se borner à les

résoudre par approximation.

Supposons donc qu'après quelques tentatives on a trouvé des

valeurs de (p et de fl qui rendent P et Q presque nulles
5
pour avoir

des valeurs plus approchées , on désignera celles-ci par çi {- d(p

et 9+ ^9; il faudra donc que la substitution de <?+ £?<? et ô + d9

à la place de (p et 9 dans les fonctions P et Q , rende ces fonc-

tions égales à zéro. Or, en négligeant les puissances de dd et d<p

supérieures à la première , la quantité P devient en général
,
par

1 • • 1 -, , • ^ dP ^^ dP ^

la substitution dont il s agit , P + ,/.
»°+ --;— "<P > et les va-

d9 df
leurs des coefficiens sont :

dP
fi —7r-= 7Za9"COS72ip + ('/Z O i 9""^' cos ^72 1 )(p +/i6cos(p

dP ^ .=—naT s\nn(p—(n— 1)0^" ' sin (n— \)(p — 7i9sm<p.
d<p

e m
dQ
'dT

r. " 1 ' ^ 1 ^ .dO de dQ
^De même la quantité Q devenant O-l- 9

—

=-. •] ~d<?, on a^ ^ ^ dS 6 dp

naQ" smnt?-{-(7i— iJbS"'' sm(n— i)? +7i9 sin?

dQ-—— = n a Q" cos nip+ (n— 1) bô"'' cos (/i— 1^? +h 9 ces?.
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Donc il sufEt de prendre deux auxiliaires M e{N d'après les Ibr-

mules

M— naS" cos 711 + (/i—i)b S"-' cos(n—i) p +/, 9ros?>

N=: naQ" 6Uini+ (n— i) b ô"'' s\n (n— i^? +A9siiizj

d9
et on aura

,
pour déterminer — et ch , les deux équations

dO
P + 31-. Ndp=o

a

dQ
Q + N-- +Md? = Oy

d'où l'on tire

d9 PM+QN
, PJY—Q3I—

j dç =

On connoîtra ainsi les valeurs corrigées de 9 et ? qui sont 6
( i -|

')

MM+NN ' MM+NN'
r/9x

V'
et p + dip, où Ton doit observer que la valeur de cZ?) donnée j)ar

la formule , est exprimée en parties du raj'on , et que pour la

réduire en minutes- ou en secondes, il fautlamaltiplierparle nombre
de minutes ou de secondes contenues dans le rayon. Enfin on peut

rendre ces formules encore plus commodes pour le calcul irigo-

nométrique^ en prenant des angles -zs-, a et des nombres n , A „

tels qu'on ait :

rr. P PO
Tang ^ =— , n = =

Q Sm s- COS'sr

.M M N
rang A = -—

, A r= -^ =
;° N ^' sm X cos A
'

d'où résultera

d9 n
^ , n .

-— = COS (
•Î5- V 5 «? = Sin f'^r

e A ^ ^ ' A ^

a;.

Il faut bien remarquer que les quantités ili et iVsont très-faciles

à former par le mo3'en des mêmes termes qui servent à composer

les valeurs de P et Q y car tandis que P
,
par exemple , est exprimé

par la suite des termes

^ + B + C+ D + kc,
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où Ton a^ = a9"cos ra ?, B— b S"-' cosC«—O? , &c. la valeur

de M l'est par la suite

n^ + (n—\) B + (n—2) C + (n—5) D + &c.

La valeur de iV se conclut de même de celle de Q.

Ayant trouvé des valeurs plus approchées de 9 et 9 , on peut

se servir de celles-ci pour en trouver de nouvelles qui soient encore

plus approchées , et ainsi de suite
,
jusqu'à ce qu'on obtienne le

degré d'exactitude dont les tables sont susceptibles.

(118) Appliquons cette méthode à l'équation x^— x+ 1 =
dont nous nous sommes déjà occupés. En faisant toujours

a; =n 9 (cas ?+ \/— 1 sin (f) , on peut prendre pour premières valeurs

approchées ?= 3o% 9 = sin 60° =^ iy"5 , il en résulte

9P = â* COS 4 ? 9 COS <p-\-l :=
32

3 __ji_
4 32

q 3 i5
jïf = 4S*cos4f— 9cos? =— f — - =—

^

o 4 o

Q =: 9"^ sin 4 ?>— 9 sin 9 =

JV =: 4 9^ sin 4 ?— 9 sin ? =
32 4 32

Donc y = -
(_

et df=
MM-^NN-
p N—Q M

)

36

3V5.

8.i86

^^4=0- 3.'.

124

MM+NN 186

Les valeurs corrigées de 9 et ? seront par conséquent

9 = ^/3(^1——^ = o,845 et ? = 3o° 32'.

Avec ces valeurs corrigées , on calculera de nouvelles valeurs

de P , M , Q , N f
lesquelles seront :

P = — 0,271176 — 0,727827+1=0,000997
M = — I5084704 — 0,727827 = — 1,8)25

Q= 0,431733 — 0,429294 =0,002439

N= 1,726932—0,429294 =1,29765
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d'où l'on tire

f/ 9 = — o,ooo23i dp=... 3', g53

9 = 0,845 P = 3o° 32'

6 corrigé = 0,84476g ? corrigé = 3o° 35', gSS.

Résultat conforme à celui que nous avons déjà trouvé n°. 1x6.

(11g) Cette méthode ne peut donner qu'un degré d'exactitude

borné , et avec les tables les plus étendues , on ne trouvera que

les dix premiers chiffres des nombres ? et 6, ou des quantités

a. elC qui en dépendent. Si on a besoin d'une plus grande approxi-

mation , il faudra cesser de se servir des sinus, et rétablir la racine

cherchée sous la forme x= a.-\-C^— i. Nous supposerons donc

qu'on connoît déjà
,
par le procédé qui vient d'être expliqué , ou

par tout autre moj'^en , des valeurs déjà fort approchées de a et é",

et il s'agit d'en chercher de nouvelles
,
qui soient beaucoup plus

approchées.

Si on fait en général (ct-{-Cy^—i/^F^+ G^y/— 1 , ou si on

représente par i^„ et G„ les quantités réelles développées

_ „ n.n— 1 , ^, n.n— i.n— 2.n—3 , ,

F„= «" «"-' C'+ -— a."-^ C^— & c. .

1.2 1.2.0.4
_, n.n— i.n— 2 , ,

G„=raa''-'^ et"'' C'+ &c.1.2.3
la quantité i^^sera ce qui a été représenté ci-dessus par 9"cos«?,

et Gn sera pareillement ô"sin/z? , car on a aussi a. + C y^— 1 =
6 fcos? + \/ — 1 sini?)

,
(ct.+ ë y/— i/t= 9Ycosn?+ /

—

is'innf).

Donc on pourra faire comme ci -dessus (n°. 117)

P= aF,+ bF^_,+ cF,_, +/>F,+ k

M= n aF^ + (n—i) bF,_
, + (n—2) cF^_^ + . . . . -^JiF,

Q= aG„+èG„_,+ cG„_,+ +AG,
N =naG,-V(n—i) bG,_,-^(n—2) cGr,_.^-^ . . . , H-A G,

,

et de-là on déduira également

^^9 _ P M-VQN _ P N—QM
â " MM+NN '

'

"" 31M+NN'



iGS T II i: O R I E D K S N O M B R E S.

Or on a a =: 9 cos ? , et ë'= ô sin a j donc

d^
, d^

do. -=01-- Cdp , et dCz=S—-+a.d?.

et ainsi en substituant les valeurs d.e — et cZ? , ou aura direc-

tement :

__ /PJ-7+QxVn /PN—Q3K

'^^--^ KWmTnn) "^ ^* Vjf7iï+î^>
Ces formules sont aussi simples qu'on peut le désirer j car si

on a les valeurs approchées de a et ê"
, et qu'on veuille les vérifier

par la substitution , il faut calculer tous les termes des quantités

F et Q , afin de voir si leur somme se réduit à zéro ; or les termes

calculés de P et Ç font connoître ceux de ilf et N , au moyen

d'une simple multiplication par l'indice de chaque terme; il ne faut

donc presqu'aucun calcul pour obtenir les valeurs de M et N

,

dont dépendent les corrections da et dC. Nous observerons cepen-

dant qu'on doit calculer les valeurs de P et (5 avec deux fois

plus de chiffres lorsqu'on veut continuer l'approximation
,
que lors-

qu'on veut simplement vérifier la racine trouvée u~\-C\/— i j mais

quant aux valeurs de Jf et iV", il suffit de les calculer avec autant

de chiffres qu'il y en a d'exacts dans a et C Ces préceptes , ou des

préceptes semblables , sont communs ù toutes les méthodes d'apr

proxlmation.

^. XV.
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§. XV. Résolution en nombres entiers de l'équation

indéterminée Ly"-t-My"~'z-hNy°~' z' -j-Vz°==^H.

(120) J>lous supposerons que cette équation a été préparée de la

manière indiquée n°. Ç>j , et qu'en conséquence on peut considérer

j çX. z comme premiers entr'eux , ainsi que z et H. Cela posé ,

on pourra faire semblablement ^ = â z-\-Hu^ â étant un nombre

compris entre— jiïet +{H; substituant cette valeur dans l'équa-

lion proposée , et divisant tout par //, on aura

-^=C H— )'

+ (^ra L 9"- + (f/z— 1 ; Ji S"-'+ &c.; s"- z^

Cn^n— l , ^ n—i.n— 2 ,, „ , „ \ ^,
L9"-'-|- MT-'->r^c.)Hz-'-'-u-

2 2 /

+ &c.

Mais z et Zf étant premiers entr'eux , cette équation ne peut sub-

Ze' + iJi9"- + iV"9'-' j^y
sister, a moms que — ne soit un nom-

Jti

bre entier j c'est la condition qui sert à déterminer 9. On essaiera

donc successivement pour 9 tous les nombres entiers compris de-

puis —^^ jusqu'à +{H, et s'il n'en est aucun qui rende

Z9'' + iîf9"-' + iV9'-^+ &c. divisible par H, on en conclura avec

certitude que l'équation proposée n'est pas résoluble en nombres

entiers 5 mais si on trouve un ou plusieurs nombres qui satisfont à

cette condition , on aura à résoudre ultérieurement
,
pour chaque

valeur de 9 , la transformée en z tt u, qui sera de la forme

az"+ éz'—«+ cz''~"i^"+ -irku"— =t 1
j

et 11 est évident que chaque solution de celle-ci en nombres entiers

en donnera une de la proposée.

Tout se réduit par conséquent à résoudre une équation de même
forme que l'équation proposée , mais dans laquelle le second mem-
bre = ±1.
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On doit supposer que le premier membre de l'équation proposée

(avant même d'y appliquer aucune réduction) n'est divisible par

aucun facteur rationnel ; car s'il pouvoit se partager en deux fac-

teurs de cette sorte, l'un du degré /«, l'autre du degré 7z—m,
l'équation proposée se décomposeroit en deux autres de la forme

ZV"+ My^-'Z+ N'f"-'Z' + &C. =7r
TT

L'y-"+ M'y-"'-'z+ Ny-'"-''z' + &c. =—

,

TT étant un diviseur de H, de sorte qu'alors le problême devien-

droit entièfeinent déterminé.

il s'ensuit évidemment de cette supposition
,
que le premier

membreâ^"+ bz''~'u-\- cz''~'u''+ &c. de la transformée, n'est point

non plus décomposable en facteurs rationnels. Donc il n'y aura

aucunes valeurs de zi et z en nombres entiers qui pourront rendre

ce premier membre égal- à zéro ; et ainsi la valeur rti est abso-

lument la plus petite de toutes celles qu^il peut reeevoir en subs-

tituant pour y et 2 des nombres entiers quelconques positifs ou

négatifs.

(121) Cela posé, nous allons chercher en général quelles doir

vent être les valeurs de i et u pour que la fonction homogène

af+ bt'-'ii+ cf~"'n' +ku"

$oit la plus petite possible. Pour cela , imaginons qu'en résolvant

l'équation déterminée

o = ax''+ bx""' + cx"'° +k
on trouve les facteurs simples réels .t—« , .r

—

x, x— ct'\ &è. et les

facteurs doubles imaginaires (x—S)'-\-y",- (x—0° -(->'% &c. ; alors

la fonction proposée a r-t- bù''~'u-'r ct''~'u^+ &c. que je désigne par

ECt, u) , sera égale au produit

a Ct^u. u)(t—a'll)(l—a!'u)...{t— êTi"+ y^u^(^— tu + ,/^ u^^c.

Supposons que les valeurs de t et u qui répondent au minimum de

cette fonction soient t =p ^ ii^q ^ en sorte que ce minimum soit

F(pi q)—a(p— ttq) (p— a'q} [jy— Cq +5>V/^C-
Il faudra donc qu'en prenant pour t et u des valeurs en nombres

entiers différentes de p et q (au moins jusqu'à une certaine limite)
,

on ait F(p
, g) <C,F(t, u). C'est ce qui ne pourroit avoir lieu , si



PREMIÈRE PARTIE. 171

chaque facteur de F(ty u) étoit égal ou plus felit que le facteur

correspondant de F(p
, q). Donc il y aura au moins un facteur de

F(tyu) qui sera plus grand que le facteur correspondant de F(p,q).

Ce facteur sera , ou l'un des facteurs simples réels , ou l'un des

facteurs doubles imaginaires.

1°. Soit t— a.11 le facteur simple plus grand que son correspou-

dant p— at,q ; comme les nombres t et u ont été pris à volonté
,

t . ,

et qu'on peut supposer par conséquent que - diffère très-peu de

-, il en résulte que - doit être une fraction très-approchée de a , et

on peut même conjecturer de-là que - doit être Tune des frac-

lions convergentes vers la racine a. En effet, si -—, -, — sont
q q q

trois fractions consécutives convergentes vers et, il a été démontré

n°. 8
,
que quels que soient les nombres t et u

, pourvu seulement

que u soit moindre que q', la quantité t— a.u sera toujours plus

grande que js— a.q, ce qui satisferoit à la condition observée.

2°. Soit (t— Çuy-\-y''LÛ- le facteur double imaginaire plus grand

que son correspondant (p— ^qT+ y''q'
; nous supposerons qu^oii

a pris u<iq , alors il faudra à plus forte raison que t— Qu soit plus

grand que p— Cq. Or c'est ce qui aura lieu , si - est l'une des frac-;

tions convergentes vers la quantité é", partie réelle de la racine

imaginaire é'±7\/— 1.

l'-'v

(122) Revenons à la considération du premier cas, et supposons

qu on ait pris t^=p°^ u=: q", ~ étant la fraction convergente qui

précède - et qui est donnée par le développement de celle-ci en

fraction continue. Il faudra donc que p'

—

ctq° soit plus grapd que

p— <* 7 , ou que soit plus grande que l'unité 5 mais d'ail-
p—ctq^

leurs cette quantité peut être négative ou positive.

Y2
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Soit d'abord ^ =— y, on en déduira a.=^—^:donc,

p— c-q ^
qj + l

à cause de y positif et plus grand que l'unité , — et - seront

deux fractions consécutives convergentes vers a , et j' sera le

quotient-complet qui répond à la seconde.

En second lieu , soit =+ r , on aura a =-l-Z—iL . ^f^jg
p— ctq qy—q^

il faut subdiviser ce cas en deux autres, selon quej^ est >>2 ou

Si l'on a jK> 2 , on fera j/= i + z , z étant > i , et on aura

pZ+p p" j p »• p -, n
*= ; r ; donc —

, - seront encore deux fractionsqz+q—q°' q— q'q
consécutives convergentes vers « , et z sera le quotient-complet

qui répond à la dernière.

Dans ces premiers cas , qui présentent déjà une grande latitude
,

il est donc prouvé , d'une manière directe et fort simple
,
que -

est une fraction convergente vers la racine a..

Il reste à examiner le dernier cas où l'on a y ^C^i. Soit alors

1

j'= 1 -{— , z étant toujours > i , on aura
z

_ (p—p')z+p __ (p—pn r^+ i;+p°

.

o >

(q— q^)z + q (q —cf) (z+ 0-\-q

donc — , — seront deux fractions consécutives convergentes
9" 9—q°

vers œ (i) , et le quotient-complet qui répond à la dernière sera

Z'\-i
,
quantité plus grande que 2.

Il faudroit que le quotient fût seulement i plus une fraction

,

pour que - fût la fraction convergente qui suit ——^ j et puis-

(i) On suppose p—p°]>p'', et en effet le développement de - en fraction

continue donne une suite de quotiens dont le dernier peut être supposé à volonlé

plus grand que l'unité ou égal à Tunité. Or si on le prend pins grand que l'unité,

f ne sera pas moindre que zp°-\-p'"', et ainsi on aura p.
—p° ^p".
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qu'on a c+ i>2 , il s'ensuit que dans ce dernier cas - ne peut plus

être une fraction convergente vers a. ; mais au moins puisque

en est une , et que la différence entre - et — — n'est
q— q^ ^

q q — q"

que —; -, on voit que - est toujours une valeur fort appro-
9(9-9°) 9

^^

chée de la racine a.

Soit j9

—

p°=7r, q— q''^=(p, nous pourrons représenter par

p rr -TT . „ . , .

^, -, -p , trois fractions consécutives convergentes vers a- et
q^ 9 <?

parce que q tombe entre p et p', il est clair qu'on aura ( n°. 8 )

p— * y !> T— a ?.

Mais en faisant t^v , w= ? , il faut qu'on ait FCt^z) '>F(p,q)^

puisque celle-ci est un minimum ; donc il y aura dans la valeur

de F(-7T^!p) quelqu'autre facteur !r— oL(f, plus grand que le facteur

correspondant p— a.'q.

Or de ce que — est plus grand que 1 unité , et peut être
p—tq

d'ailleurs positif ou négatif, on conclura comme ci-dessus que"^
q

est une fraction convergente vers a! , ou qu'au moins on a

a= -z r—:—;——— , z étant positii et >i : de-la resuite , en

substituant les valeurs de w et «>

,

,_ pYz+i;-|-p—/;° _ p'z+p _ p'(z+ ,^^)+p^°

q^(z+i)Jrq—q° q° Z + q ^Y~ +l"°; + !7°°
'

P'^ p"
(car on suppose toujours p= tx."

p° + p""
) . Donc ^^ , — seront

q"° q^

deux fractions consécutives convergentes vers a', et la fraction

i OU ~
q°(k-\-(^°)+ q'-° q'k-\-q

dans z. Et puisque q tombe entre q° et q-k-{-q , il s'ensuit qu'on

aura p"— ct'q° <Cp— a.'q.

Le même raisonnement s'applique aux autres racines a", a."\ &c.

et même aux quantités é", C', f", &c.
3, il en résulte pour conclusion,

suivante sera^.^
,

.'
'

/.
' ^,„ ou ^^

' '
^

, k étant l'entier compris
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générale
,
que la fraction -

,
qui répond au minimum de la fonc-

tion proposée , doit être comprise parmi les fractions convergentes

vers l'une des racines a. , «', a.", &c. , ou vers l'une des quantités

é", (?', C'\ &c. Car si elle n'y est pas comprise , 11 faudra que les

conditions suivantes soient réunies.

1°. Ouc la quantité ^relative à une racine déterminée »

,

P— ^-'l

soit comprise entre +1 et +2.

2°. Oue toutes les quantités analogues ;

—

,- r^— , &c.
p— ^q P— « 9

' ~
,

-— j^— , &c. relatives aux autres racines , soient plusp—Cq p— Sq
petites que l'unité.

, ., A < -Il 1 • '
F'^p"} q°)

Mais cela pose , il paroit impossible que la quantité —~^ r

qul est composée du produit de tous les facteurs

F—g' P --q' f--q' (>:z:li2±2X\ &c.
p—a.q'^ p— a-'q' p— '^'q (>— ^îf'/'+^V

soit plus grande que l'unité , comme elle doit l'être , si F (p , q) est

un minimum.

En effet, puisque la différence entre- et-- n'est que -,
q q^ ^ qq

et que — est une fraction convergente vers a , 11 suffit que parmi

les racines a.\ a", &c. et les quantités é", C, &c. il y en ait une

ou d'un signe contraire de a , ou dont la différence avec a. soit

sensiblement plus grande que ; alors si a,' est cette racine ,
' qq

le facteur ~ r^ sera à-peu-près — et ainsi sera moindre que^j
p— ^'q " q

et si é'est une quantité assez différente de a,le facteur . ^ .

se réduira encore à très-peu-près à y—) et sera par conséquent

plus petit que -. Donc dans la valeur de -:—. r- 11 n'y auroit

qu'un facteur plus grand que l'unité , mais moindre que 2 3 tandis
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qae tous les autres facteurs seroient plus petits que l'unité , et que

j'srmi ceux-ci il s'en irouveroit au moins un plus petit que }, ou

même plus petit que {; donc cette quantité — ' -- seroil plus

petite que l'unité , ce qui est contraire à la supposition faite qixe

F(p,q) est un minimum. Donc enfin (1) la fraction - est tou-

jours une fraction convergente vers l'une des quanlités «;, «', a". .

.

é", C . . . &:c.

(i23) La condition qu'on vient de démontrer, ne détermine

point encore le minimum qu'on cherche , elle indique seulement

un ordre de quantités parmi lesquelles il faut chercher la fraction

- propre à donner ce minimum. Voici en conséquence le procédé

qu'il faut suivre.

Développez en fraction continue successivement chacune des

racines réelles a de l'équation a x" -\- b x"'"' -\- . . . +/t = o.

Développez de même chacune des parties réelles S des racines

imaginaires de la même équation.

Prenez successivement pour -toutes les fractions convergentes

qui résultent de ces diverses opérations , et substituez les valeurs

àe p et q dans la fonction proposée. Vous aurez autant de résultats

qui chacun dans son genre sont une sorte de minimum ; le plus petit

de tous ces résultats j ou le minimum minimorum , sera donc celui

qu'il s'agissoit de déterminer.

Remarque I,

(i24) Si la racine réelle a, ou la partie réelle € d'une racine

imaginaire est négative , on fera son développement en fraction

continue, comme si elle étoit positive ; mais ensuite on affectera

(1) On trouve cette proposition dans les additions à l'Algèbre d'Euler , n°. 28,

mais le savant auteur n'est point entré dans le détail de la démonstration. On
trouve également la même proposition démontrée

,
pour le cas où le miinmurn

est I , dans les I\lém. de Eerlin an. 17G8; mais la démonstration est difficile à

suivre, et il y a quelque différence dans l'énoncé, en ce qui concerne les quan-

tités Q, C, &;c.
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chaque fraction convergente du signe— avant de la prendre pour -.

Ici se présente la question de savoir lequel des deux termes p et g
sera pris négativement. Cette question est facile à résoudre : si

l'exposant n de l'équation proposée est un nombre pair , il est

indifférent de faire porter le signe — sur l'un ou sur l'autre des

deux termes p et q , et la quantité ap"+ bjf~'q+ &c. restera

absolument la même. Si au contraire l'exposant n est impair , la

quantité ap" + bp"'' ç+ &c. conservera la même valeur, mais

changera de signe , lorsqu'au lieu de prendre p positif et ç négatif

,

on prendra /j négatif et q positif 5 ou en général lorsqu'on changera

à-la-fois le signe de p et celui de ç.

De-là on voit que dans le cas de 72 impair, l'équation ap''-\-bp''~'ç...

^kç"=;^-\-H, est toujours résoluble en même temps que l'équation

aj}"+ bp''~'q +l-q''=—H'.

Remarque II.

(i25) Si on développe en fraction continue chaque racine a, par

la méthode exposée ci-dessus (u''. 100), on pourra se dispenser

de calculer la valeur de F (p^ q) pour chaque fraction conver-

gente -
; en effet la transformée qui répond à la fraction - étant

1 _ . . ^^ z''-\- B z"
'-I- &c. =0 , le premier coefficient ^ de cette trans-

formée sera précisément la valeur de F(p
, q) ; donc il suffira de

jeter les yeux sur le premier terme de chaque transformée pour

avoir le minimum demandé.

La même chose auroit lieu à l'égard des quantités ç , si on faisoit

leur développement au moyen de l'équation dont elles sont des

racines réelles. Mais comme cette équation est pour l'ordinaire d'un

degré trop élevé , il conviendra mieux de faire ce développement

par le moyen d'une valeur approchée de ^
, et on substituera au

lieu de -
, les fractions convergentes qui en résultent (n". ii4).

D'ailleurs on va voir que le développement de ces quantités ne

doit être prolongé que jusqu'à une certaine limite.

Remarque III.

(126) Les opérations indiquées sont les mêmes, soit que le

fninimum soit déjà déterminé, comme il l'est quand on se propose

de



PREMIÈRE PARTIE. I77

Re résoudre l'équation ai"+ b t"~'u+ ct"~"'u'. . . . +k z/"=rbi , soit

qu'on cherche simplement quelle est la moindre valeur dont le

premier membre de cette équation est susceptible. Dans le pre-

mier cas^ on sent bien que le problême ne sera pas toujours possible.

Dans le second , il n'y a autre chose à faire que de chercher dans

plusieurs séries de nombres connus quel est le plus petit.

Mais dans les deux cas , comme l'opération du développement

s'étend à l'infini , et que passé le second degré on ne connoît

aucune loi à laquelle soient assujettis les quotiens et les trans-

formées successives , ij est clair qu'on n'aura déterminé le mini-

mum de la fonction af-\- bt''~'u... -^ku" que dans l'hjrpothèse

que t et u n'excèdent pas les plus grands termes des fractions con-

vergentes calculées. On ne pourra donc assurer qu'un minimum
pareil ou même plus petit (s'il n'est pas déjà :^i) ne puisse avoir

lieu au moyen des fractions convergentes ultérieures dont les termes

sont plus grands. En effet , on ne voit rien qui empêche que même
avec de très-grandes valeurs de/? et ç', la fonction ap" + bp""'q \- &c.

ne se réduise à l'unité ou à un nombre fort petit j de sorte qu'à

cet égard il ne paroît pas qu'on puisse assigner de limite.

Nous observerons cependant que cette grandeur indéfinie des

nombres p et q ne peut concerner les fractions convergentes qui

résultent du développement de la partie réelle ^ d'une racine ima-

ginaire ç,-\-y\/— 1. Car un facteur tel que (p—^qT+ y'^q'' ne peut

diminuer que jusqu'à un certain point , savoir , tant que la dimi-

nution de la partie (p
—Cq^ est plus considérable que l'augmenta-

tion de l'autre partie >''^°, mais bientôt après ces facteurs doivent

augmenter rapidement. On voit par cette raison
,
qu'il n'est pas

nécessaire de chercher les équations dont C , f', &c, sont les racines,

et qu'on peut se contenter , comme nous l'avons déjà dit , d'une

valeur approchée de ces quantités.

(127) Supposons que - soit une fraction convergente assez appro-

chée de la racine a.
,
pour que la différence a soit beaucoup plus

q
petite que la différence entre la racine « et chacune des autres racines

ou parties déracines «',<*"... S, S' &c. , alors si l'on fait pour abréger,

Z
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on aura à très-peu-près F(p ,q)=. aq"'' (p— a.q)L. Soit z le

quotient-complet qui réponcl à la fraction convergente -
, on aura

1

p— a.q— 'àr.——-7 î «lonc F (p,q)=z±iaL.
l^+f'

'^
^+ 51

Dans cette formule , aL étant une quantité constante , on voit

que pour que F(p,q) soit un nombre donné , il faut que le quotient

z soit en général proportionnel à 5'""°.

Ainsi
,
par exemple, si on veut que F(p,q) se réduise à ±1,

comme cela est nécessaire dans les équations que nous nous sommes

proposées, il faut qu'on ait z= aZ,ç'"~° à-peu-près. Telle est la

grandeur des quotiens auxquels on reconnoîtra les fractions con-

vergentes qui satisfont à la condition du minimum F(p,q) = ± 1

.

Cette formule sera sur-tout utile , si le développement d'une racine

se fait non par la méthode des transformées successives , mais par

le moyen d'une valeur approchée de cette racine (n°. 1 1 2).

A mesure que l'opération du développement avance , la valeur

de q augmente , et par conséquent celle de z (car on suppose ici

ra> 2) , de sorte qu'il devient de moins en moins probable qu'on

trouvera le quotient z nécessaire pour le minimum. Cependant si la

racine a. est très-peu différente d'une ou de plusieurs autres racines

et', a.", &c. ou des quantités ^, f', &c. , alors la limite L pourra être

extrêmement petite , et il ne faudra plus un quotient aussi considé-

rable z pour répondre au minimum de F(p,q). Cette remarque

s'accorde avecles propriétés que nous avons déjà exposées (n°^ 109

et 110).

Supposons en second lieu que - soit l'une des fractions con-

rergentes vers la quantité é"; supposons en même temps que la

dififérence entre - été" soit beaucoup plus petite que 7, et aussi

beaucoup plus petite qu'aucune des quantités «, *', a". . . £', ^" &c.

Cela posé , si l'on fait pour abréger

,

A = C^^a) (Q—^) (^'—^"). . . [ r^-^7+ >'^] &C. ,

on aura à très-peu-près F(p,q) =aq''y''A. Donc si on veut que
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F(p,ç)=zizi , il faudra qu'on ait ç"=^

surpasser y a y A

ay'^A

; d'où l'on voit que le minimum

179

j ainsi ç ne peut

: 1 ne pourra

avoir lieu , à l'aide des racines imaginaires
,
que dans des cas très-

limités, lorsque 7^ ou A seront très-petits , c'est-à-dire lorsqu'il y
aura des racines presqu'égales. En même temps on a la limite du

dénominateur ç , au-delà de laquelle il est inutile de prolonger le

développement de la quantité S , ainsi que l'essai des fractions

convergentes qui en résultent.

Nous avons déjà donné, dans le paragraphe précédent, des exem-

ples de la résolution des équations indéterminées homogènes dont

le second membre est =i= 1 , nous nous contenterons d'ajouter un

nouvel exemple où une solution est donnée par la racine réelle ,

et une par les racines imaginaires.

Exemple.
(128) Soit proposé de trouver le minimum de la fonction

yf— 110 i''u+ 565 tu'— g4w/
,

je considère l'équation 7 x^— 1 1 x^ -H 565 x— g4 1 = o , et je trouve,

après quelques essais, qu'elle a une racine réelle entre 3 et 4,

et deux racines imaginaires peu différentes entr'elles. Voici le déve-

loppement de la racine réelle en fraction continue :

jx^— 1 1 ox" + 565 X—g 4 1= 3 1 :

—47^^942"—47^+7=0 1 3 : i

yz^—47 z—47 =0 2 4 : I

—85 z' -1-37^^+ 42 z-f-7=0 1 11 : 3
z^— 1 39 2"—2 1 8 z—85 =0 i4o i5 . 4

—-110055^+196622^-1-2812-1-1=0 1 2111 : 563
89392^4-65902^—133532—11005=0 1 2126 : 567

—88292^+ 266442^+ 334072-1-8939=0 4 4237 : ii3o

3807 2'—
1 77233 2»—793o4 2—8829 =0 46 19074 : 5087

—81236892^+ 77820962^+3481332+ 3807=0 1 877404 : 235i32

103475^—84587425^—165889712—8123689=0 819 896478 : 240219
&c. 2

6
2

&.C.

&c.

Zz
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On voit

,
par les premiers termes des transformées

,
que le mini-

muni + 1 a lieu lorsque f= i5 et // = 4 , de sorte que ces valeurs

satisfont à l'équation

7 f— 1 1 o t'u ~\-oÇ>5t li"— 94 1 z^^ = I .

Dans le reste de l'opération, on ne trouve plus de transformées

dont le premier terme ait pour coefficient 1 , et ainsi on est cer-

tain que la première racine ne fournit plus d'autre solution de

l'équation précédente , à moins de supposer le nomLre 11 beaucoup

plus grand que 819x2402195 mais par cette grandeur même, il

paroît bien peu probable que l'opération prolongée fournisse de

nouvelles valeurs de / et u. Jl reste à développer en fraction con-

tinue la partie réelle des racines imaginaires. Or comme l'équation

n'est que du troisième degré, si on appelle a. la racine réelle dont

nous venons de trouver des valeurs approchées, la partie réelle ^

des racines imaginaires sera i^^~— ^aj substituant la valeur

connue de a. , et développant le résultat en fraction continue , on

aura les quotiens et les fractions convergentes vers 6 comme il suit :

Quotiens 5, i,55, 1 ^ 2 ,2,1, 3

I 5 6 335 34i „
fract. converg. -, -, -, -777-, —1— , &c.011 5b ôj

Or en prenant successivement pour - ces diverses fractions con-
Zù

vergentes , on trouve que les valeurs i =^ 6 , m= 1 , donnent encore

le minimum + 1 , et fournissent ainsi une seconde solution de l'équa-

tion indéterminée q t^— iioTi/! &c. =1. Il seroit inutile de prendre

pour - d'autres fractions convergentes
,
parce que la limite trou-

lu

vée ci -dessus j-^ y'—^ donne à très-peu-près ^ = 1.
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SECONDE PARTIE.

PROPRIETES GENERALES DES NOMBRES.

§, I. Th ÉORÊMES sur les Nomhres premiers.

(129) Théorème, ^i c estun nombre premier , et'^ un nombre

quelconque non dinsible par c , je dis que la quantité N'~'— 1 sera

N'=—— 1

divisible par c, de sorte quon aura = entier ^e (i).

Soit X un nombre entier quelconque , si on considère la formule

connue

(x-^xy~\-Vcx-\-- .v'-f-—
'—

.v'+ +c.i;^— -F.V,
1.2 1 .2.0

il est aisé de voir que tous les termes de cette suite , à l'exception

du premier et du dernier , sont divisibles par c. En efFet , soit M
, „ . , „ ^- ce— i.c— 2.... c

—

m-\-\
le coemcient de x , on aura JM= , ou

1 . 2 . 6 m
M. 1.2.3... m^= c.c— i.c— 2... c—w+ 1 j et puisque le second

membre est divisible par c , il faut que le premier le soit aussi. Mais

l'exposant m, dans les termes dont il s'agit , ne surpasse pas c

—

1
;

donc c
,
qui est supposé un nombre premier , ne peut diviser le

produit 1.2.3. ../« , donc il divise nécessairement Jll pour toute

valeur de m depuis 1 jusqu'à c— i . Donc la quantité (ï -\-x)''— 1

—

x"

est divisible par c, quel que soit l'entier x.

Soit maintenant \+x = N, la quantité précédente deviendra

iST'"— (N— i)"— 1 • et puisqu'elle est divisible par c , si on omet les

(1) Ce théorème, l'un des principaux de la théorie des nombres, est dû à

Fermât ; il a été déraonlré par Euler dans divers endroils des B'Iémoires de Pé-

tersbourg , et notamment dans le Tome I des Ncvi commentarii.
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multiples de c, on aura iV''—1= (^iV— i/, ou N^—N— (N'—i)'-^

(N— i). Mais en mettant N— i à la place de iV", et négligeant tou-

jours les multiples de c,on aura semblablement (N— i^"

—

(N— iJ=
(li— 2/

—

(IV— -2). Continuant ainsi de restes égaux en restes

égaux, on parviendra nécessairement au reste (N—JSF)"— (N—iV^,

lequel est évidemment zéro. Donc tous les restes précédens le sont
5

donc iV'''

—

N' est divisible par c.

Mais iV"—iVest le produit de iV" par iV""'— 1 , donc puisque iV

est supposé non-divisible par c , il faudra que N''~^— 1 soit divisible

par c ; ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire. Lorsque c est un nombre premier , on satisfera à

l'équation =e , en prenant pour x un nombre quelconque

non-divislble par c. Donc si on considère seulement les valeurs

de X positives et moindres que c , ces valeurs seront les nombres

successifs i , 2, 3,4... c— i 5 et si on considère les valeurs ou

solutions comprises entre — ~c et +i^c, ces valeurs ou solutions

seront ± i , — 2 ,
=t 3. . . . =fc: f j. Dans les deux cas , les

solutions de l'équation dont il s'agit , sont au nombre de c— 1 égal

à l'exposant de x,

(i3o) Théorème. Si n est un nombre -premier ^ le produit

1.2.3... (n— i) augmenté d''une unité , sera divisible par n.

En effet , il résulte de la théorie des différences qu'on a
,
quel

que soit m , l'équation

771 , ni.m—'l ,
777. 77Z 1 . 77^ 2, „ ,„ _

1.2.5... 777 = /7î"' (m—ir+ (m— 2)"' (m—3)'"+ &c.
1 1.2 1 . 2 .

O

SI l'on fait 777=77— 1 , et qu'on néglige les multiples de 77 , on aura

,

suivant le théorème précédent

,

772'"=:i
,
(m—1^=1 , (m—"2r= i , &c.

Donc le produit 1.2. 3... 777, en faisant les mêmes omissions, se

,, . , 777.777 1 777.777 1.777 2 ,01 ,1
réduit a i— 777-1 ^2

1" ^c- j ^^ nombre des
1.2 1.2.3

termes de cette suite étant 777. Mais ces 777 termes composent la
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puissance développée (i— i^" moins son dernier terme
,
qui est + i

,

parce que m est pair. Donc la somme des termes en question

= (i— i)""-— 1=— 1. Donc la quantité 1.2.3 (n— ij + iest

divisible par n.

(i3i) Ce théorème , dont Waring fait mention dans ses Medi'

tationes ^llgebraicœ
,
^et dont il attribue la découverte à Jean

Wilson , a été démontré pour la première fois par Lagrange dans

les Mémoires de Berlin, année 1771, et ensuite par Euler dans

ses Opuscula ^nalytica , Tom. I. Il est sur-tout remarquable , en

ce qu'il n'a Heu que lorsque n est un nombre premier. En effet,

si n est composé de deux facteurs quelconques inégaux a et Z>

,

ces deux facteurs se trouveront nécessairement tous deux parmi

les nombres 1 , 2 , 3,. . .(n— \) , et la quantité 1 .2.3. . .(n—1^+ 1

divisée par n , laissera pour reste + 1 . La même chose auroit lieu

,

quand même 72 seroit égal au produit des deux facteurs égaux

ex 05 car alors a et 2 a se trouveroient dans la suite 1, 7,3. . . n— 1,

Donc le produit de ces nombres seroit divisible par a" ou tz , et

ce produit, augmenté d'une unité, laisseroit pour reste 1.

On peut déduire de-là une règle générale et infaillible
, pour

reconnoître si un nombre donné n est premier ou s'il ne l'est pas.

Pour cela , il faut ajouter une unité au produit i.2.3. . . (n— i)
;

si la somme est divisible par n , le nombre n sera premier 5 si elle

ne l'est pas , le nombre n sera composé, Mais quoique cette règle

soit très-belle in abstracto , elle ne peut guère être utile dans la

pratique , attendu la grandeur énorme à laquelle s'élève bientôt

le produit 1.2.3... (n— i).

Observons que les nombres n— 1,77— 2,72— 3, &c. considérés

comme restes de la division par n , sont équivalens aux restes

— 1 , — 2 ,
—3 , &c. 5 d'ailleurs n étant supposé impair , le nombre

des facteurs 1, 2,3... n— i sera pair. Donc le produit 1.2. 3... (n— i^,

divisé par n , laissera le même reste que rt i'.2'.3°. . » i j ,

le signe ambigu étant -\- lorsque n est de la forme 4il--f-i, et —
lorsqu'il est de la forme 4/t— 1.^

Donc 1°. si le nombre premier n est de la forme 4 A+ 1 > la quan-
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tité r 1 . 2 . 3 . . . j +1 sera divisible par n. On connoît donc ainsi

une somme de deux quarrés a'+i dont n doit être diviseur.

2°. Si le nombre premier n est de la forme 4/:— i,la quantité

r 1.2.3. .
.

j — 1 sera divisible par /z, et par conséquent n doit

diviser l'une ou l'autre des deux quantités I.2.3.. .. ( j+i

,

\ 2 ^

(i32) Le MME. Soit c un nombre premier , et P un polynôme

du degré m , savoir P = ax"'+ Ê'x"'~' + >x'"~\ . . -\-u-jje dis qu'il

ne peut y avoir plus de m valeurs de x , comprises entre -\- - c

et— f c
,
qui rendent ce polynôme divisible par c.

Car soit k une première valeur de x qui rende P divisible par c
,

on pourra faire P= (x—k) P' -\-^c , et on aura pour P' un po-

lynôme en X du degré ot— i. Soit k' une seconde valeur de x qui

rende P divisible par c , il faudra que cette valeur rende (x—k) P'

divisible par c. Mais le facteur x—k
,
qui devient k'—k , ne peut

être divisible par c
,
puisque k et k' sont supposés chacun plus

petits que jcj donc P ne pourra être divisible une seconde fois

par c j à moins que P' ne le soit. Le polynôme P du degré m n'ad-

met par conséquent qu'une solution de plus que le polynôme P'

du degré m— i ; donc il ne peut y avoir au plus que m valeurs

différentes de x , comprises entre ^c et — ^c
,
qui rendent P divi-

sible par c,

P
Nous regarderons comme solution ou racine de l'équation —= ^,

toute valeur de x , comprise entre -|-^c et — ^c
,
qui rend le pre-

mier membre égal à un entier. Le nombre de ces solutions
,
qu'on

pourroit prendre aussi entre o et c , ne doit jamais surpasser l'expo-

sant jn , comme il vient d'être démontré ; mais d'après une solu-

tion telle que a;= A , on peut faire plus généralement x= k+ cz ,

et toutes les valeurs de x renfermées dans cette formule , satisferont

a 1 équation — = e.
o

(133)
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(i33) TnÉOKÈ.Mii. Soit toujours c un nombre premier, et P
un polynôme du degré m , lequel soit dii'iseur du binôme x°~'— i

;

je dis qu'ily aura toujours m valeurs de x , comprises entre +^c
et — T c

,
qui rendent ce polynôme divisible par c.

Car soit a;""'

—

i=^PQ^ Q étant un autre polj^nome du deçré
c^— 1

c— 1

—

m. Puisqu'ily ac— i valeurs de :r,savoir±i ,rt:2,rt:3...± .,

qui rendent le premier membre divisible par c, il faut que chacune

de ces valeurs rende P ou Q divisible par c. Parmi ces c— i va-

leurs , il ne peut y en avoir plus de m qui rendent P divisible

par c
,
parce que P n'est que du degré m ; il ne peut non plus y en

avoir moins de /ra , car alors il y auroit plus de c— i

—

m valeurs

de X qui rendroient Q divisible par c; ce qui est impossible
,
puis-

que Q n'est que du degré c— i

—

m. Donc le nombre de valeurs

de X qui rendent P divisible par c , et qui sont comprises entre

+ yC et — ^c, est précisément m.

Remarqué. La même proposition auroit lieu, si P étoit diviseur

de Jtr""'

—

i+ciî, R étant un polj^nome d'un degré quelconque

moindre que c.

( 1 34) T H É o R Ê M E. Si le nojnbrepremier c est diviseur (/£• x°+N ,

N étant un nombre donné positif ou négatif , je dis que la quantité
c—

1

(—N^ ' — 1 doit être divisible par c 5 et réciproquement si cette

condition est remplie , il existera un nombre x (moindre que ^c)

tel que x'+N sera divisible par c. (On excepte le cas de c= 2

,

et celui où N est divisible par c.)

Car 1°. si c est diviseur de x^' + iV, on aura, en omettant les
c—

1

multiples de c, x''=

—

N; donc a-'-'— irr-'^

—

N) ^ — i. Le premier

membre est divisible par c , donc le second doit l'être également.
c—

1

2°. Si on suppose que (
—N) * — i soit divisible par c

,
je fais

c

—

i

cette quantité =cr, ce qui donnera x''~'— 1

—

cr= x''~'—(—iV^) °
.

Mais si l'on fait
,
pour un moment , c— i =:?. b ,

—N=M , le

second membre devient x"*—iî/*, lequel est divisible par x"—M
ou j:"+ iV. Donc A-'+iV" divise également le premier membre

Aa
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x'~'— 1

—

cr. Donc (n". i33) il y a nécessairement deux valeurs de x^

moindres que ^c
,
qui rendent x" + iV" divisible par c ; ces deux

valeurs n'en font proprement qu'une
,
parce qu'elles ne diffèrent

que par leur signe.

Remarque. Nous avons démontré que N étant un nombre quel-

conque , et c un nombre premier qui ne divise pas iV, la quan-

tité iV^""'— 1 est toujours divisible parc ; cette quantité est le pro-
C—

l

c—\

duit des deux facteurs iV" " + i , iV" " — i ; il faut donc que l'un ou

l'autre de ces deux facteurs soit divisible par c j d'où nous con^
c—

1

durons que la quantité N " divisée par c , laissera toujours le reste

^+ 1 ou le reste — i.

c—

1

(i35) Comme les quantités analogues à N ' se rencontreront

fréquemment clans le cours de nos recherches , nous emploierons

/ N \ . !z^
le caractère abrégé ( —

j
pour exprimer le reste que donne N »

divisé par c; reste qui ^ suivant ce qu'on vient de voir j ne peut

être que + i ou — i.

Dans l'expression (— j le nombre N est un nombre quelconque

positif ou négatif , mais c est toujours un nombre premier y

2 excepté.
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§. IL Recherche de Informe qui convient aux diviseurs

de la formule V-^a.\x\

(i3G) JlJans la formule t--^an^, nous regarderons a comme un

nombre donné positif ou négatif, et nous supposerons que t e\. u

sont deux indéterminées auxquelles on peut attribuer toutes les

Valeurs possibles, en nombres entiers positifs ou négatifs, mais

avec la condition essentielle que t et u soient premiers enlr'eux.

En effet , sans cette condition il n'y auroit aucun nombre qui ne

pût diviser la formule i'+aw", et il n'y auroit par conséquent

aucune forme particulière qui caractérisât les diviseurs de cette for-

mule. Cela posé , on voit que pour une même valeur de a , la

formule P-\-au'^ représentera une infinité de nombres différens,

et il s'agit d'examiner la nature des diviseurs de .cette formule.

Soit p un diviseur quelconque de la formule t'^-\-au'^^ et soit en

conséquence t+ au^'^Pp : je dis d'abord que les nombres u et p
sont premiers entr'eux : car si u"" etp avoient un commun diviseur 9,

il est clair que 9 diviseroit Pp— au^ ou f^ et qu'ainsi i et u au-

roient un commun diviseur , ce qui est contre la supposition. Puis

donc quep et u sont premiers entr'eux , on pourra (n". i3) trouver

deux nombres jK et q tels qu'on ait t=^py+ q u. Substituant cette

valeur dans l'équation ^+ a u^= Pp et divisant tout parp , on aura

py+-2gfu+ (^ ju^r^P.
^ p y

Maispuisqueî/ n'a aucun diviseur commun avecp, cette équation ne

peut subsister à moins que ~ ne soit un entier. Donc le nom-
P

hre p qui divise la formule /*+ aw*, divisera également la formule

moins générale x^'-î-a, en faisant a: = ç'.

(137) Non-seulement la formule à deux indéterminées ^'-|- a z/%

n'a pas d'autres diviseurs que la formule à une seule indéterminée

Aa 2
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f + a ou x' + a j mais à cet égard la formule ^/°+ Btu+ Cii'', où

\A , B ^ C sont des nombres donnés , n'est pas plus générale que

les deux premières. En effet si on multiplie la dernière par 4^,
et qu'on fasse i^ t-\-Bu^=^x ^ k ^4 C—B-=^a ^ le produit sera

.•r°-^aw^ Donc les diviseurs de la formule ^t' +B tu+ Cir sont

les mêmes que ceux de la formule plus simple x^+ au"", ou même
x^' + a, a étant égale à la quantité constante k^C— 5°. Et

quoiqu'on ait multiplié par 4^ la formule proposée, il n'y a pas

même exception par rapport aux diviseurs qui ne seroient pas

premiers k ^ , car en faisant x= B^ la formule x^ + a devient

B+a ou 4-^^C; elle est par conséquent divisible par ^.
Soit toujours p un diviseur quelconque de la formule r+ az^"*,

et supposons que ^> > , ^, &c. soient les nombres premiers qui

divisent p , il faudra que chacun de ces nombres divise la formule

A7°-|-o; ainsi , d'après le n°. ]34 et la notation indiquée n°. i35 , il

faudra qu'on ait les équations

Ces conditions seront suffisantes , au moins tant que/) et a n'auront

pas de commun diviseur.

(i38) Revenons à la formule /)j''+ 25'j'zH- (— j u'' =^ P
,

f+a r- f+"
et puisque — est un entier , faisons = i' , nous aurons

P P

Mais P peut désigner pareillement un diviseur quelconque de la

formule t^+ au'' ; donc tout diviseur de cette formule indéterminée

peut être représenté parla formule de même degrépj" -}r'iÇju+ ru"^

dans laquelle on a p r— q" =. a.

Et comme on est maître de supposer ?/= 1
,
puisque la formule

t-^a doit avoir les mêmes diviseurs que la formule f + au^, il

s'ensuit qu'on peut aussi représenter l'un quelconque de ces divi-

seurs par la formule py^ -Yiqy-\-r , où l'on a également pr—q'^^a.

Cette forme est plus simple que la précédente j cependant nous

préférerons celle-ci
,

parce que ses coefficiens peuvent toujours
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être renfermés entre des limites connues et dépendantes du seul

nombre a.

En effet, nous avons démontré (n°. 46) que la formule indéter-

minée j)j-\-r!.qyu-\-ru'^ peut toujours être transformée en une

formule semblable , dans laquelle le coefficient moyen iq n'excédera

aucun des coefficlens extrêmes p , /• , et où l'on aura toujours

p7—q- = a.

Supposons que cette réduction soit effectuée , et nous serons en

droit de conclure , selon que a est positif ou négatif
,

1°. Que tout diviseur de la formule t' -\- c u""
^ où c est un nombre

positif, peut être représenté par la formule /jj/°+ 25- ;)'2-frx:^ dans
c

laquelle on a pr— if=^c , ig^Cp et r , et par conséquent v<v/;;-
o

2°, Que tout diviseur de la formule V-—cu''^ peut être représenté

par la formule />j°+ 25-/r

—

rz' , où l'on a pr-\-q''^=c , iq<ip et ./•,

,c
et par conséquent q<.y -=.

(iSg) Dans les deux cas , il faut se souvenir que les indétermi-

nées j/ et z doivent être des nombres premiers entr'eux , comme
le sont les indéterminées t et u de la formule proposée t^zàzcu".

Avec cette condition , tout nombre P renfermé dans la formule

pj^+2qyz:±zrz^ sera nécessairement diviseur de la formule

t rd^cii .

O

Car supposons qu'on ait P =p a' + ^q c.ie=i^rC^ , et soit —^ la

fraction convergente qui précède - dans le développement de

celle-ci en fraction continue. Si à la place de j et ^ on met «j + a'z

et Cy+ ^'z dans la formule indéterminée /jjk'+ 2 qy zziz r z"" , le

résultat sera (n°. 45) delà, [orme P y''+ 2 Qy z +Rz\ où l'on aura

PU— Q^'zt.c. Donc P est diviseur de Q'drt ou de i'':àzcu\
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§. III. Application de la théorie précédente à diverses

formules V-\-\x- , t'-h2u', t-— 2u', ùc. Conséquences

qui en résultent pour les formes générales des jiombres

premiers,

(i4o) JrouR avoir les diviseurs de la formule r+ «°, il faudra,

suivant la mélhode du §. précédent, faire c=i
,
pr— 9'° = i

>

et 5?<\/y j on aura donc ç =. o
,
prz=i ,y? = /-= i, et le diviseur

py''-i-7çjz-trz'' se réduit à y' + z''. Donc toui diviseur de la fovr-

/nule V -{-Vl" ^ composée de deux qiiarrés premiers entr'eux , est

également la somme de deux quarrés premiers enlr'eux.

Ce théorème étant d'un très-grand usage dans la théorie des

îiomhres , nous cro^^ons devoir en donner une seconde démonstra-

tion fondée sur d'autres principes.

Soit N un nombre quelconque qui divise la somme de deux

quarrés premiers enlr'eux r-l-z/°, on pourra supposer que les nom-

bres t et u ne surpassent pas {N ; car puisque N divise f^+ u", il

divisera également (t— a.N)' + (u— SN^; or les nombres a et ^

peuvent toujours être pris de manière que t—a N et u—SN n'ex-

cèdent pas -^ A^.

Cette préparation étant supposée faite , la quantité i^'+ u' sera

moindre que ^N\ ainsi en faisant t^ + u''= JVN', on aura iV'<^iV".

Et d'abord si on avoit JV' = i , le nombre N seroit égal à i^ + u''^

et la proposition seroit vérifiée.

Soit donc iV' > i
3
puisque N' divise i' + M% il divisera aussi

(t—a.N')'' + (u— CN'X ; or on peut prendre a et Ê" de manière que

t— a.N' et u—CN' n'excèdent pas ^N'. Si l'on fait donc dans cette

Jij'po thèse

(t— CL N'y + (u— CN'/ = N'N",
on aura N"<CjN'. Multipliant cette équation membre à membre

par l'équalion t' +u"-=NN', on trouvera que le produit peut être

jnis sous la forme

(t' + u'—ctN'— GN'y + (^N'— CN'y = NN'' N".

1
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S-ubstituant dans le premier membre NN' au lieu de ï°+ «% et

divisant tout par iV'% on aura

^iV'—^t— f/- + (c— ex = NN'\
Si dans ce nouveau résultat , on avoit N''=i , le nombre N seroit

égal à la somme de deux quarrés^ et la proposition seroit démontrée.

Soit donc encore N"^ 1 , alors , en suivant la même marche , on

déduira du produit NN" un nouveau produit NN''' où l'on aura

iV"< tN"y et qui sera exprimé pareillement par la somme de deux

quarrés.

Mais la suite des nombres entiers iV, iV"', N\ N"\ &c. dont

cbacun est moindre que la moitié du précédent , ne sauroit aller à

l'infini ; on parviendra donc nécessairement à un terme égal à l'uniléy

et alors le nombre ^sera égal à la somme de deux quarrés. Donc
tout diviseur &c.

(i4i) Revenons à la métbode générale , et proposons-nous de

déterminer les diviseurs de la formule /°-}-2 u"". On aura , dans ce

cas , c='2 ^pr—^'=2
, q<iV^ j donc il faut faire encore g=ro^ ce

qui donne/>/-=2 , et par conséquent p = 1 , t^=2. Donc le ô-wl-'

seur pj''+ 2 qyz+ rz'' sera toujours de la forme y° + 2 ^^ semblable-

à la formule dividende T+ sw".

Soit encore la formule /°— 2 it'^, dont nous représenterons un
diviseur quelconque par pj'- + -2çjz—rz", on aura c=2

,
pr-\-q'^^=i

,

^<\/y. Il en résulte 5^=0 et /w=2, ce qui donne /5= i , r= 2,

ou j9=2 ,
/•=!

. Donc .tout diviseur de la formule i""— 2 ;/ peut être

représenté, soit par jk°— 2ir°, soit par ly"— z^ . Ces deux formes
,

au reste , se réduisent à une seule , car nous avons déjà observé

qu'on a

On trouvera de la même manière, que la formule f -YZu' ne

peut avoir pour diviseur impair qu'un nombre de forme semblable

j'''+ 3z'', et aussi que la formule f—^ii" ne peut avoir pour divi-

seur impair que l'une ou l'autre des deux fermesj°—5 -5°, 5 y°

—

z^^

Or il est aisé de voir que ces deux formes se réduisent encore à

une seule
,
puisqu'on a

jK'— 5 z== 5 (>— 2 i,)'— (^2j— 5 z)\
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Donc en général tout nombre compris dans l'une des formes

t'+ u% t'+ ^u', V— 2u', e + 3u% l'—5u% t et u étant premiers

entr'euxj ne peut avoirpour diviseur qu'un nombre de mêmeforme.
Il faut excepter seulement , à l'égard des deux dernièresformules

t'+ Su", t*—5u', les diviseurs doubles d'un impair^ lesquels ne

pourraient être des formes •y'--\-'5z''
,
y°— 5z'.

Ces diverses formes
,
qui ont l'avantage de se reproduire dans

leurs diviseurs , ne sont point incompatibles enlr'elles j elles se

trouvent au contraire réunies assez souvent, deux ou plusieurs,

dans le même nombre. Ainsi on a 8g = 8^ + 5" = 9' -i- 2 . 2'
j

£4i= i5^-l-4"=i3^H-2.6==2i'—2.io'=7'-(-3.8'=3i'—5.i3\

(i42) C'est ici le lieu de développer quelques-unes des propriétés

des nombres fondées sur la combinaison des quarrés pairs et im-

pairs ; et d'abord observons qu'un quarré pair (ix)''' est toujours

de la forme ^n, et un quarré impair C2x+ 1^* de la forme 8«4-i.
• 1* ri r 'J* \ "ï" -4~ '1*

En effet on a 4A;'-l-4jf+i= 8 ( ) + i; or est tou-
\ 2 / 2

jours un entier, et de plus, cet entier est un nombre triangulaire (1).

(i) Voici les différentes séries de nombres auxquels on a donné le nom de

}}ombres fgarés :

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , G n

n . n +1
B

D

1 , 3, 6 , 10 , i5 , 21 .

1,4, 10 , ao , 35 , 56.

1 , 5 , i5 , 35
, 70 , 126 .

&c. , &c.

1 . 2

7t . n+J • 1+ 2

1.2.3

n.n-\-\ . n-\-2 . n-{-3

» .a. 3.

4

La premièi'e série A est celle des nombres naturels dont le ternae général est n;

la seconde séiie B est celle des nombres triangulaires , son terme gênerai est

" ""
\ Si de ce terme général, qui est le n'^»» terme de la série B, on retranclie

1 . n ,

, le reste sera n
,
quile terme précédent de la même série, lequel est

;

est le terme général ou n''^™' terme de la série A. Donc on formera le n'*"" terme

Puisque
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Puisque y* et z- ne peuvent être que de l'une des formes i «,8 «+ i

,

on établira immédiatement les trois propositions suivantes :

1°. Tout nombre impair représentépar la formule y^+ z* est de

laforme 4n-}- 1.

2°. Tout nombre impair représenté par la formule y*+ 2 z* est

de l'une des formes 8n+ i , 8n+ 3.

,. 3°. Tout nombre impair représenté par la formule y'— 2 z° est

de l'une des formes 8n+i, 8n+ 7.

De ces trois propositions résultent
,
par voie d'exclusion , ces

trois autres :

4". yiucun nombre de la forme 4n— i ne peut être représenté

par y°+ z°.

5°. ^ucun nombre desformes 8n4-5 , 8n+ 7 nepeut être reprét

sente par y*+ 2z°.

6°. ^ucun nombre des formes 8n-h3, 8n+ 5 ne peut être repré^

sente par j'^—2 z'.

Cela posé , il sera facile de démontrer les quatre tliéorèmes

suivans
,

qui sont d'une grande importance dans la théorie des

nombres.

de la série B , en ajoutant le {n— i)>éme terme de la même série avec le n'ème (j^

la série A,

La troisième série C est celle des n ombres pyramidaux , dont le terme gén éral est

:; ; si de ce terme on retranche le précédent
'-—'—z , la dif-1.2.0' ^ 1.2.3

r- n.n-\-i . 1 .. 1 1 , . Ti .r^ #•

ierencc sera , qui est le re'*™" terme de la série B. Donc on peut former
1.2

la série C au moyen de la série B , comme on a formé celle-ci au moyen de la

série A.

Il en est de même de la quatrième série D , qui est celle des nombres trîangulo-

I • .11 . , , n.n4-i .n-\-2 .n-\-o . .

triangulaires , et dont le terme gênerai est —
-, , et amsi des autres.

1.2.3.'*

Les termes généraux que nous donnons ici comme définitions , et d'où nous

déduisons la loi de formation successive , renferment toute la théorie des nombres

figurés , et offrent immédiatement la démonstration d'une proposition générale

dont Fermât fait mention dans ses notes sur Diophante
,
pag. 16, et qu'il regar-"

doit comme une de ses principales découvertes.

Bb
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( 1 45) T H É o R Ê M E I. Tout nombre premier 4 n -f i est la somme

de deux qiiarrés.

Soit ce nombre premier e=4;2-!-i , on aura ar''"' i^=:.t^" i

c=(^.r="-l-0 ("a-"— i;j donc (n". i33) il y aura 2 7ï valeurs de .r
,

comprises entre +^c et -^{c, qui rendront .^" + 1 divisible par c.

Mais .T°"+ 1 est la somme de detix quarrés premiers entr'eux
, donc

(n°. i4o)" son diviseur c est également la somme de deux quarrés

premiers j donc on pourra toujours supposer c= y'-l-z\ (i).

Remarque. La formé 47z+i renferme les deux formes 8 /z+i^
87Z + 5; donc tout nombre premier soit de la forme 8;2+i , soit

îde là forme 8 /z J- 5 , est la somme de deux quarrés.

(i44) Théorème II. Tout nombre premier 8n+i est à-la~

fois des trois formes y'' + z% y°+2z°
,
y^—2 z".

Soit ce nombre premier c==8«+ i , on a déjà prouvé qu'il doit

être de la forme jj/'''+ ~% ainsi il reste à démontrer qu'il est en

Triêmè temp's des deux autres formes ^"+ 2^'', y*— 2z'^. Or on a

x--^—i=x'"— \^(x^''—i)(x''"+i), donc (n°. i33) il y a 47z

valeur de x , comprises entre -\-\c et — {c
,
qui rendent le binôme

ar'''4- 1 divisible par c. Mais d'abord le binôme ^*"-f i peut se mettre

sous la forme C^""— ij^ + 2..i:°", laquelle est comprise dans la for-

mule ^'"-1-2?^'', t et u étant premiers entr'eux ; donc son diviseur c

est de la forme y'^ + iz''.

En second lieu , le binôme a,-''"-]-! peut aussi se mettre sous la

forme {x^''^ i/—2 x""", laquelle revient à f— 2 u" ; donc son divi-

seur c doit êtt-e également de la forme jK"^ 2 js'.

Donc tout nombre preinîer 8«+i est à-la-fois des trois formes

jj/" + ^°
, r* + 2 ::°

, _^f
°— 2 ^°. Et pour en donner un exemple

j

73 = 8^+3'= i = -l-2.6=' = 9=— 2.2\

(i) Il a été démorlré ( n". 42) qu'on peut toujours satisfaire à l'équation

3c=— cy^" =— ] ; il s'ensuit donc que c est diviseur de jc^+ i , et qu'ainsi c est

de la forme y^-\-z^. La même chose se tire encore du n°. i3i , où l'on a trouvé

une somme de deux quarrés a d-\- 1 dont c doit être diviseur.
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(i45) Théorème III. Tout nombre premier 8n+ 3 est de la

forme y»+2 z».

Car en faisant c= 8ra+3, et prenant en particulier x=^i , la

formule x'-'—i devient 2'""^'—
1 = ('2^"-*-'—

1; f2^"'^" + i;j donc

il faut que l'un de ces facteurs binômes soit divisible par c. Mais si

le premier facteur, qui est de la forme 2t^—w% éloit divisible par c

,

le nombre c lui-même seroit de la forme 2y°-r--s° ou j'^— 2 z°,

laquelle , comme on l'a vu n". i42 , ne peut convenir .à aucun

nombre 8«-|-3. Donc c divise nécessairement le second facteur

2.2*"+i, lequel est de la forme i"4-2«% donc c est de la même
forme j^^+ 2z'. (1).

(i46) Théorème IV. Tout nombre premier Sn+ j est de la

forme y*— 2 z*.

Car en faisant c= 87z+ 7, et prenant encore ar = 2, on aura

-«=-'— 1 =z(2^'"*'^->r\) ('2-*'"^^

—

\); le premier membre (n°. 129) doit

être divisible par c, donc il faut que c divise l'un -des facteurs

du second membre. Mais en doublant ces facteurs , et faisant

2=">-h>—-^^ ils deviennent i'' + 2 , k^—2 ; or si c divisoit jt°+ 2 , il

seroit de la forme y''-\-2z^ laquelle (n°. i42) ne peut convenir à

aucun nombre 8 n+j. Donc c divise nécessairement l'autre facteur

it*— 2 , donc il est de la forme j/''

—

iz'-. (2),

Corollaire GÉNÉRAL.

(147) Il suit de ces quatre théorèmes
,
que les nombres premiers

(1) On a démontré ci-dessus , n". 43
,
que c étant un nombre premier S/i+S,

il est toujours possible de satisfaire à l'équation *'— cj'' =— 2 : de-là il résulte

fort directement que c est diviseur de x^ + a, et qu'ainsi c est de la forme

y' + 22*.

(2) C'est encore ce qu'on peut déduire immédiatement de la proposition du n°. 44;

car puisque, suivant cette proposition, l'équation x^— cy'' =2 est toujours pos-

sible, il s'ensuit que c divise x^— 2, et qu'ainsi c est de la forme y»

—

22".

Ces quatre théorèmes, et quelques autres semblables, ont tté découverts par

Fermât; mais les démonstrations de ce savant ne no. s ont point été transmises.

Euler a démontré le premier et le second dans les nouveaux Comment, de Péters-

Ljurg
; Lagrange a démontré les autres dans les Mém. de Berlin, ann. 1775.

Bb 2
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impairs étant distribués en quatre classes ou espèces 8ji-\-i,8n+ 5,

8n+ 5, 8n-\-y , on peut établir les propriétés suivantes qui dis-

tinguent deux espèces de deux autres :

1°. Les nombres premiers 8n+ i , 8n+ 5 , sonû^ exclusivement à
tous autres, de la forme y''-\-i'^.

2°. Les nombrespremiers 8 n-\-i y8n-\-3 ^ sont , exclusivement

à tous autres , de taforme y°+ 2 z^

3°. Les nombres premiers 8n+i, Sn+ y, sont , exclusivement

à tous autres ^ de laforme y°

—

az'^.

D'où l'on voit que la seule espèce 8/z+ 1 , dans laquelle l'unité

est comprise , réunit les trois propriétés , et que chacune des trois

autres espèces ne jouit que d'une seule de ces mêmes propriétés.

A l'aide de ces théorèmes , il est facile d'évaluer l'expression

{-) selon les diverses formes du nombre premier c. On se sou-

Aàendra que cette expression désigne le reste de 2 " divisé par c
,

reste qui ne peut être que +1 ou — 1»

(148) Théorème Y. L'expression ( -^ sera égale a +1 , si

le nombre premier c est déforme 8n+ 1 ou 8n-\-j ; elle sera égale

à— 1 , si le nombre premier c est de l'une des deux autres formes

8n + 3, 8ni-5.

Car 1°. si c est de Tune des formes 8n+i , Sn+ y, on pourra

faire c =^y''— 2z"--, ou 2 z' ^j'^— c. Élevant chaque membre

c—

1

à la puissance et négligeant les multiples de c , on aura
2*

c—

ï

2 ^ -"^-^ =^'^-»
5 mais en omettant ces mêmes multiples , on peut

faire (n°. 129) j'- ' = 1 , ;s'-'=i. Donc 2 ^ =1 , ou suivant notre

notation abrégée (- j=:ï.

2°. Si e est de la forme 8n-\-'5,on pourra faire c=y''4-25',

c—

1

c

—

y"-. Elevant chaque membre à la puissance et
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obserrant que est impair , on aura , en négligeant toujours

•—1 c—

l

les multiples de c , 2 ^ ^'~' =

—

y''~^
, ou 2 ' = — 1 , ou enfin

5°. Si c est r'e la forme 8n+ 5, c ne pourra être de la forme
y"— 2 z' , donc c ne pourra diviser un nombre de la forme V— 2 lâ.

Mais si c divisoit un nombre Z"— 2 z/% on auroit (en vertu du

n". i34 ) (^
-
J
=1 j donc puisqu'on ne peut avoir T- j = i , on

aura nécessairement f - j =— 1.
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§. I V. Où l'on prouve que tout nombre entier est composé

de quatre ou d'un moindre nombre de quarrés.

jSovs commencerons par démontrer la proposition suivante
,
qui

n'est pas seulement subsidiaire pour l'objet que nous avons en vue

,

mais qui contient une propriété très - remarquable des nombres

premiers.

( 1 4g) Théorème. Etant dojinéun nombrepremierA et deux autres

nombres quelconques'B et C,positifs ou négatifs , mais non dinsibles

par A } je dis qu'on peut toujours trouver deux nombres X. et u >

tels que la quantité t°— Bu""— C soit divisible par K. (Lagrange
,

Mém. de Berlin 1770.)

Car 1°. si l'on peut trouver un nombre u tel que Bu''-{-C soit

divisible par ^ , on prendra pour t un multiple de -// , et la for-

mule f—Bu^—C sera divisible par ^.
2°. S'il n'y a aucun nombre qui remplisse cette condition , faisons

pour abréger ^=2a+i, Bu^'+C^ V^ la quantité dont il s'agit

t-
— Bu""— C ou ^°

—

J^ étant un diviseur de i""

—

V"^ on pourra

faire le quotient
^.o-. + jzpa-k + j^^ia-^ .|.

y^-^=p ,

et on aura

(e—V) F= f^^—v" = V'— 1 — (v'—x).

Soit Q—/^"-L
1 , et en multipliant de part et d'autre par Q , on aura

(t'—D FQ=Q (t'''—i)— (V'^—i).

!Mais d'après le théorème de Fermât (n°. 129) , on sait que le second

membre est divisible par ^
,
pourvu que t et P^ soient premiers

à ^. Donc si , outre ces deux conditions , on peut faire en sorte

que ^4 ne divise ni P ni Q , on en conclura avec certitude que

i-—y est divisible par ^, ce qui est l'objet de notre démonstration.

Mais d'abord on a supposé que y n'est jamais divisible par ^ ;

et pour que t ne le soit pas , il suffit de prendre pour / l'un t!es

nombres 1 , 2 , 3. . . . u4~\. Ainsi les deux premières conditions

f
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se remplissent d'elles - mêmes , et il ne s'agit plus que de satis-

faire aux deux autres , c'est-à-dire de faire en sorte que ^ ne

divise ni F ni Q.

Or 1". je remarque que la fonction V , consiflérée par rapport

à l'indéterminée t, n'est que du degré 2a— 2 ou ^— 3j donc

(n". i32) il y a au plus ^—3 valeurs de t , entre o et ^ ,
qui

rendent cette fonction divisible par ^. Donc il y a au moins deux

valeurs de t , toujours entre o et ^, qui rendront P non divisible

par ^ , et qui satisferont ainsi à la première condition.

2°. La quantité Qz=/>^'-\- 1 = (Bu" +€)"-[ 1 étant développée
,

donne

1.2

1 .2

Or il faut de deux choses l'une (n". i34) , ou que C"— 1 soit

divisible par ^^ , ou que C^ + i le soit. Si le premier cas a lieu,

ou en d'autres termes , si l'on a T—j= 1 , on pourra faire «=o,

et la quantité Q sera non- divisible par ^. Ce cas , au reste , est

évident par lui-même, puisqu'indépendamment du terme Bu' qu'on

peut faire zéro ou multiple de ^ , la partie f"—• C est divisible

par ^ , en vertu de la condition T— J= 1.

Si le second cas a lieu , ou si l'on a (~) =^—1
, alors en sépa-

rant dans Q la partie C'+ 1 qui est divisible par ^ , et divisant le

reste par z^% nous aurons le quotient

Q'=B"u'''-'+ aB'-'Cu"'-'+ -\-aBC"~\

Cette fonction , considérée par rapport à u , n'étant que du degré

2 a— 2 ou ^— 3, il ne peut y avoir au plus que >^— 3 valeurs

de u
,
qui rendent Q' divisible par ^^ y donc il y aura au moins

deux valeurs de u qui rendent Q'
, et par conséquent Q non divi-

sible par ^.
Donc il sera toujours possible de satisfaire aux conditions exi-
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gées , et ainsi les nombres t et u sont toujours déterminables , de

manière que la quantité T

—

Bu^— C soit divisible par le nombre

premier ^.

Corollaire. Si l'on fait B ^= C=— i , on conclura de cette pro-

position
,
que tout nombre premier ^ est diviseur de la formule

P-\-u''-\- 1. C'est ce qu'Euler a démontré le premier dans le Tom. V
des nouveaux; Commentaires de Pétersbourg.

(i5o) Le M ME. Le produit d'une somme de quatre quarrés par

une somme de quatre quarrés , est semblablement la somme de

quatre quarrés.

Il suffit
,
pour s'en assurer , de développer la formule suivante ^

qu'on trouvera être identique :

rp^+ î-' + r^ + ^v^; (^y»+^'»4-r'"+ s";

== (pp -tqq'+ rr + 5.s'/ + (p q— qp + rs'— s r')*

+ (pr'—qs'—Tp'^sq'T-\- (ps'-\-q7-'—rq'—sp')\

Dans cette formule , on peut clianger à volonté le signe de chacune

des lettres qui y entrent , ce qui donnera plusieurs manières dô

décomposer en quatre quarrés le produit dont il s'agit (i).

Remarque. Ce beau théorème d'algèbre est encore dû à Euler j

il a été généralisé depuis par Lagrange dans les termes suivans :

(Mémoires de Berlin, année 1770).

(p^—Bq^—Cr'+B Cs') (p'"'—Bq''— Cr'^+B Cs")

= (pp'+ Bqq'zàz Crr'±BCss')^—B(pq'+p'q± Crs'^ Cr's)^

^ C(p r'—B q s'ziz rp'zpB s q'/+ B C (q r'—ps':±zsp'=pr q')\

(i) On peut s'assurer qu'il n'existe aucune formule semblable pour trois quarrés,

c'est-à-dire que le produit d'une somme de trois quarrés par une somme de trois

quarrés , ne peut pas être exprimé généralement par une somme de trois quarrés.

Car si cela étoit possible , le produit (i-j-i+ 'J (i6-l-4-j-i) ,
qui est 63, pourroit

se décomposer en trois quarrés. Or cela n'a lieu ( n°. x53 ) ni pour le nombre 63 ,

in pour aucun porabre 8 n-\-'j.

Par la même raison, ou par l'exemple de (i+4+2.4) (o-}-4-f2 . 1) , on dé-

njontreroit que le produit de deux formules telles que/j*+ g*4-2c°,p'''+g'"+2r'»

p.s peut généralement êlrc égal à une formule semblable «^4-y°<>J-2s*,

On
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On volt par cette formule
,
que deux fonctions de la forme

x""— Bj"— Cz^+B Cu-, B el C étant des coefficiens constans
,

donnent pour leur produit une fonction semblable. Donc un nombre

quelconque de semblables fonctions multipliées entr' elles , donne-

roient pour leur produit une fonction semblable.

(i5i) Théorème. Tout nombre premier A est de la forme

p=+ q=+ r=+ s\

On a prouvé (n°. 149) qu'il existe toujours deux nombres t et «,

tels que t'^+ u^-{- 1 est divisible par ^4. Mais si à la place de t et u

on met t—^a et 11— ^4 C ^ le résultat (t—y4a)--\-(u—^:lcy-{-\.

sera encore divisible par ^ ; on peut donc supposer que les pre-

mières valeurs de i et w sont moindres que 7^ , ou qu'elles ont été

rendues telles en en retranchant des multiples de ^. Cela posé , si

l'on fait

on aura ^ A'<\^''+ ^^'-{-i , ou^'<^^+-^.

Considérons plus généralement l'équation

^^'=//+ |7= + ;-=+ aS
dans laquelle chacun des nombres p , ç , r , s sera supposé moindre

que ^^ , on aura ^'^ < ^^^ , ou ^'<^A. Et d'abord si on avoit

^'=1
, il est clair que^ seroit égal à la somme de quatre quarrés ,

et la proposition seroit démontrée.

Soit donc -^'>i , et parce que ^' est diviseur de p'' -V q' -\r r'' \- s"

^

il «iera aussi diviseur de la quantité (p— a.A'y -\- (q— SA')'-

^(r— yA'y^rÇs— S A')\ et, ^, >, <^ étant pris à volonté. Sup-

posons qu'on prenne ces indéterminées de manière qu'aucun des

termes/?— u. ^\ q— S"^', &c. n'excède î-^', alors si l'on fait

A'A"=z(p—^^'yj^ (q—e^'yj^ Çr— yA'y-^ (s— ^A')\
on aura A'^" <:^\A'A.' ou A" <.A' . Maintenant si au moyen
de la formule du n°. i5o on multiplie la valeur de A A' par celle

de A'A" , on trouvera pour produit une somme de quatre quarrés

dont chacun est divisible par A'A' ; de sorte qu'en divisant tout

par ^'% on aura

AA"= (A— a.p— Cq—yr—S'sy+ (ctq—Cp + ys— é^r^

-\- (ctr— yp-^Sq— €s/--t (ccs— S-p+ Cr—yq/.
Ce
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Cela posé, si on a ^"= i, la proposition sera démontrée; maïs

si on a A'^-x , on procédera de la même manière pour obtenir un

nouveau produitAA'" exprimé par quatre quarrés , et dans lequel

on aura ^"'<,A" . Continuant ainsi la suite des entiers décrois-

sans ^ ,
^', A." .

^"', &c. , on parviendra nécessairement à un

terme égal à l'unité; donc alors le nombre premier ^ sera exprimé

par la somme de quatre quarrés.

(i52) Théorème. Un nombre quelconque est la somme de

quatre ou d'un moindre nombre de quarrés (i).

C'est une conséquence immédiate de la proposition qu'on vient

de démontrer , et du lemme qui la précède; car un nombre quel-

conque étant le produit de plusieurs nombres premiers égaux ou

inégaux, et chacun des facteurs étant de la forme /l' + ç-'+ r^+ s",

si on multiplie deux facteurs entr'eux
,
puis le produit des deux

par un troisième, puis le produit des trois par un quatrième , &c.

jusqu'à ce que tous les facteurs soient employés , il est clair que

les produits successifs seront toujours la somme de quatre quarrés.

Donc le produit final
,
qui est le nombre proposé , sera aussi la somme

de quatre quarrés, et pourra être représenté par j5°+ 5'°+ r''-|-**.

Rien n'empêche d'ailleurs qu'un ou plusieurs des quarrés p^,q'',r^,s'^

ne soient zéro; donc un nombre quelconque est égal à la somme de

quatre ou d'un moindre nombre de quarrés.

(]5û) Il n'est point de nombre entier qui ne soit compris dans la

formule p°+ 5'' + '''+ 6°, mais ils peuvent, pour la plus grande partie,

être représentés par la formule plus simple p"+ q' + r'' . En général,

on peut affirmer qiie tout nombre impair est de laforme p° + q° + r%

excepté seulement les nombres ^i\-\-j.

On excepte les nombres 8 «+ 7 ,
parce que si des trois termes

p^q^r, deux sont pairs et le troisième impair, la formule /)'-f5r^ + 7'

sera de la forme 4"+i •> et si les trois nombres p, q, r sont im-

pairs , la formule p'' -V
q""

-\-
r"" sera de la forme Bn-f'5. Donc aucun

Jiombre 8/2 + 7 ne peut être la somme de trois quarrés.

(1) Lagrange est le premier qui ait donné la démonstration de ce beau théorème

(Mém. de Berlin 1770) : cette démonstration a été ensuite beaucoup simplifiée

par Euler dans les Acta Petrop. an. 1 777.
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Si dans la formule p' + q'+ r'+ A' on suppose deux termes égaux,

on aura une nouvelle formule /j°4-5'''4- 2 r% laquelle est encore très-

générale ; car on peut affirmer que tout nombre impair j sans excep-

tion y est de la forme p^+ q'+sr".

Ces propositions seront mises ci- après dans un plus grand jour :

observons quant à présent
,
que les deux formes p' + ^° + r^

•,

/j''+ 5'°+ 2 /•* dont il est question dans ces théorèmes, ont entr'elles

une telle relation
,
que le double de l'une reproduit l'autre. C'est

ce qu'on voit par les formules

2 O'+S-'+ r»; = O+y/ + 0_5r/+ 2 r^

(i54) La proposition que nous avons démontrée dans ce para-

graphe , fait partie d'une propriété générale des nombres polygones

découverte par Fermât , et dont nous ne pouvons nous dispenser

de faire mention. Mais d'abord il faut , en faveur de quelques lec-

teurs , expliquer ce qu'on entend par nombres polygones.

Si on considère différentes progressions arithmétiques qui commen-
cent toutes par l'unité , et dont les raisons soient successivement

! , 2 j 3, 4, &e. j si ensuite
,
par l'addition des termes de chaque

progression , on forme une suite correspondante , ces différentes

suites composeront ce qu'on appelle les nombres polygones ,• elles

sont comprises dans le tableau suivant :

Prog7-essions arithmétiques. Suites des nombres polygones.

1,2,3,4,5 ?i

»>3j 5, 7, g 27Z— 1

1, 4, 7, 10, i3 ... 3/z—

2

1,5,9, i3, 17 ... 4«—

3

ï,«+ l,2a+l,,. ?J«—ct+1

1 , 3, 6, 10, i5.

.

1,4,9, i6j25..

1,5, 12,22, 35.

n.n-\-

1

n'

n ("on— 1^

1,6,15,28,45 n(2n— 1)

_ „ n(n— i)
1 , «-}-2,oa-|-3, . . . a+ re

2.

C c a



2o4 THÉORIE DES NOMBRES.
La première suite i , 3 , 6 , &c. est celle des nombres triangulaires ,

la seconde i
, 4? 9? &c, celle des quarrés , la troisième i, 5, 12 , &c.

celle des nombres pentagones , et ainsi de suite.

Voici maintenant la proposition dont nous voulons parler, telle

qu'elle est énoncée par Fermât dans une de ses notes sur Diophanlc y

page 180.

« Imo propositionem pulcherrimam et maxime generalem nos

primi deteximiis. Nempe omnem numerum vel esse trianguliim vol

ex duobus aut tribus trianguUs compositum , esse quadratum vel

ex duobus aut tribus quadratis compositum ,• esse peiitagonum vel

ex duobus tribus quatuor aut quinque pentagonis compositum et

sic deinceps in injinitum in hexagonis , heptagonis et poljgonis

quitus libet , enuntianda videlicet pro numéro angulorum gêne-

rait et mirabili propositione. Ejus autem demonstrationem quœ ex

multis variis et abstrusissimis numeroruni mjsteriis derivatur hic

apponere non lieet , opus enim et Ubrum integrum huic operi des-

iinare decrevimus et yirithmeticen hac in jjarte ultra veteres et

notas terminas mirum in modum promovere ».

Nous avons rapporté les propres expressions de l'auteur, parce

que c'est sur-tout dans ce passage qu'on voit que Fermât s'occu-

poit d'un grand ouvrage sur les nombres , lequel devoit contenir ,

comme il le dit lui-même , multa varia et abstrusissima numero-

runi mysteria. Les Géomètres regretteront long-temps que ce savant

illustre n'ait pas réalisé son projet , ou que du moins ses parens

ou amis , devenus dépositaires de ses manuscrits , n'en aient pas

fait part au public. On y auroit trouvé sans doute , outre les dé-

monstrations encore inconnues de plusieurs de ses théorèmes , des

méthodes dignes de la sagacité de l'auteur 5 méthodes qui jointes

aux découvertes postérieures , auroient contribué beaucoup à per-

fectionner cette partie très-difficile des sciences exactes.

Pour revenir à la proposition citée , si on considère qu'un moindre

nombre de termes polygones est toujours contenu dans un plus

grand
,
parce que zéro peut être mis à la place des termes qui

manquent , et qu'en effet zéro est un terme de chaque suite des

nombres polygones , on pourra énoncer plus brièvement la pro-

position dont il s'agit , en ces termes ^



s E C O N D E r A R T I E. 2o5

Un nombre quelconque peut être forma i^ar [addition de trois

nombres triangulaires ^ il peut être formé également par l'addition

de quatre quarrés
,
par celle de cinq nombres pentagones

,
par celle

de six hexagones , et ainsi à Vinfini,-

( i55) Soit (îonc ^ un nombre donné , et x,y, z , &c. de?

nombres indéterminés , les diftérentes parties du théorème général

pourront se détailler de la manière suivante :

1°. Quelque soit le nombre donné A, on pourra toujours satis-

faire a l équation A ^=^ 1 --! , ou. ce qui re-
7. 2 '2

vient au méme^àFéquation 8 A-l-3=(i x-|- O^+ C'^y-f- 1)° + ('2 i-\- i)'.

Cette première partie,, si elle étcit démontrée
,
prouveroit que

tout nombre de forme 8 «+ 3 est la somme de trois quarrés. Réci-

proquement , s'il étoit prouvé que tout nombre 8/2+ 3 est la somme
de trois quarrés, il s'ensuivroit immédiatement que tout nombre

entier est la somme de trois triangulaires.

2°. Quel que soit le nombre donné A , on pourra satisfaire à
l'équation A=:x°-|-y°+ z"+ u°.

Cette seconde partie a été démontrée ci-dessus d'une manière

qui ne laisse rien à désirer : cependant il ne sera pas inutile de

faire voir que la première partie a une liaison nécessaire avec la

seconde. En effet , s'il étoit démontré qu'on peut toujours satis-

faire à l'équation

8^+3=a:=+y'-|-^%

on tireroit de-là 8 .^+ i := x'' -\-j'' + z" {- 1 . Mais les quatre quarrés

du second membre ne pouvant être qu'impairs , les nombres x-\-.jy

X—j', z+ï , z— 1, seront pairs, et ainsi on aura en nombres entiers :

ou pour abréger

,

' i^+ 2 — x"+ y"+ z"+ u\
Or de ces quatre nouveaux quarrés deux doivent être pairs et deux

impairs , sans quoi la somme ne pourroit être 4^-|- 2 , on aura donc

4^ + 2r=4a=+ 4Z>'+ (^2c-l-]/+ (2d-\-\y;

d'où l'on déduira

2^+1 = (a-Vb'/-\- (a—bf-V ^c-fcZ+OH (c— dy..
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Donc la première partie de la proposition générale , celle qui con-

cerne les nombres triangulaires , étant supposée , il s'ensuit , comme
conséquence immédiate, que tout nombre impair 2^+1 est la

somme de quatre quarrés. Mais si un nombre est la somme de

quatre quarrés ot^+ zz^+^j^-I-^^, son double sera aussi une semblable

somme
,
puisqu'on a

i(nr+ n^+p^+ q^) = (ni-\-ny+ ^m_„/+ (p-\-qT-\- (p—qT-
Donc un nombre quelconque est la somme de quatre quarrés.

On voit par-là que la première partie du théorème de Fermât

renferme implicitement la seconde , et puisque celle-ci est démon^

trée rigoureusement par une autre voie , on doit regarder la pre-

mière comme déjà pourvue d'un grand degré de probabilité.

3°. La troisième partie du théorème général donne

'àx'—x 3 y"— Y Sz'—z 5P— t 5u^—uA = 1-
-^ ^ -H }- f- ,

2 2 2 3 2

ou

24^-i-5= r6a'—O'-l-rGj— iZ + CGr—i/ + r6^— i/+ r6M— 1/;

de sorte que l'énoncé de cette proposition particulière revient à

celui-ci : tout nomhre de la forme 24 A-}- 5 est composé de cinq

quarrés dont les côtés sont de la forme 6 m— 1.

4°. La quatrième partie donne

^ = X(2X l)+j(2J l) + z(2Z l) + s(2S l) + t(lt l)-{-u(2U 1),

ou

8A+ 6=(ix—i)'+ C^ij—ir + (iz—iX+ (is—ï/+ (it—iX+ Ciu—i)\
Il fcjut donc que tout nombre 8 A+ 6 se décompose en six quarrés

dont les côtés sont de forme 4m— 1.

En général , la proposition dont il s'agit se réduit toujours à la

décomposition d'un nombre donné en quarrés , et toutes les propo-

sitions partielles sont contenues dans cette formule générale :

Sa.A-\-(*+ '2)((t—'2y=(2a.X—<t-\-'2y-\- (-2 ciy— a.-^^/+ &C.

le nombre des termes du second membre étant a-}- 2.
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§. V. De la forme [linéaire qui convient aux diviseurs de

laformule a — 1 , a ei n étant des nombres donnés.

(i56) JLl ne seroit pas plus général de considérer la formule

a^^tif^a eL b étant des nombres premiers entr'eux ; car si celte

formule est divisible par le nombre premier p , on pourra toujours

faire a = 6 X +77J' , et il faudra que a;" =t:i soit aussi divisible par /?.

Cela posé , nous examinerons successivement les deux formules

«"+1
, a"— 1.

Soit proposé d'abord de trouver la condition nécessaire pour que

le nombre premier p divise la formule 0"+!.

Quel que soitp , on peut toujours supposer j9= 2 tzx+ tt , x étant

une indéterminée et -^ un nombre positif moindre que 2 n. On
aura donc , en rejetant les multiples de p , a"=— 1 5 on aura aussi

,

par le théorème de Fermât , et parce que a ne sauroit être divi-

sible par p, 0'"'=+ 1, ou a
""

=1. Mais à cause de «"=— 1,

on a a =1, et amsi 1 équation précédente devient a ;= 1 j de

sorte que nous avons à satisfaire anx deux conditions

a=— 1 , a =1.
La seconde sera remplie d'elle-même, si on a -nr^i

^ et alors la

forme du diviseur deviendra j9=^ 2 7z.r-|- i.

Si on a ar> i , soit w le plus grand commun diviseur de n et de
-sr— 1, on pourra faire n^=iiu>^ et t— ir=7r'ù)j ce qui donnera

n ('

a =— 1 , a =; 1.

Mais puisque n et 3-' sont premiers entr'eux , on pourra toujours

trouver deux nombres entiers /"et g, tels que fn— g"7J-'^= 1.

e-la je tire (
— i)-' = a^ = a^ ^ = a , ou « = (— 1 )'

^

et cette valeur étant substituée dans les deux équations a"
'"^

:=— i

,

a = 1 , il en résulte les deux conditions
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La première fait, voir que f et n' doivent être des nombres im-

pairs ; la seconde que tt' est un nombre pair. Celle-ci , au reste
,

renferme la première ; car si '^' est pair , il faudra bien, d'après

l'équationy"/2':=g-7r'+ 1
,
que/'et n soient impairs.

Cela posé, on aura a =— i , c'est-à-dire que a" + i sera di-

visible par p.

Et comme les seules suppositions à faire sont celles de ^rr:! et

de -s^^ 1 , on peut établir le théorème général qui suit :

(167) Tout nombre premier p qui divise la formule a^+'j doit

être ou de la forme 2 n x + i , ou tout au moins de la forme né-

cessaire pour diviser une autre formule a -|- i dans laquelle Vex-
posant b> est le quotient de n divisé par un nombre impair.

Ce théorème s'appliquera de même aux diviseurs de a + 1 , et

fera connoître ainsi, de proche en proche, toutes les formes dont

sont susceptibles les diviseurs de la formule proposée a"4-]. Voici

quelques corollaires principaux qu'on en déduit Immédiatement,

et qu'il suffira d'énoncer.

1°. Si l'exposant 71 est un nombre premier impair , tout nombre

premier qui divise la formule a" + 1 doit être de la forme 2nx + 1

,

ou au moins il divisera a-t i.

ï". Si l'exposant n est une puissance de 2 , la formule «"-(-1

ne pourra avoir pour diviseur que les nombres premiers compris

dans la forme 2 nx-\- 1.

Ainsi si l'on veut chercher les diviseurs premiers de 2'°+i

r= 4 2g4 967 297, ils doivent être contenus dans la formule 6ix-\- ij

on essaiera donc successivement igS , 267, 449, ^77 y ^^^•

La division réussit par 64 1 , et on trouve le quotient 6700 417.

Pour trouver les diviseurs de celui-ci, il faut essayer de même
tous les nombres premiei's de la forme 64^+ 1

,
plus grands que

64i , et moindres que 2688= ^76700417 5 ce sont 769 ,
ii53,

1217, i4og, 1601, 2ii3. Et comme aucun de ces nombres ne divise

6700 417, on en coivclura , avec assurance
,
que 6700 417 est un

pombre premier.

3°. Si on a «= ^f , a étant un terme de la progression 2, 4, 8,

16,
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16, &c. , et f un nombre premier , le diviseur premier de la formule

o"+i, sera de la forme -iiix+i , ou tout au moins il divisera la

formule a + 1 , et alors il sera de la forme 2 aa;+ i

.

4°. Si on a /2= /^- c
,

|i^ et f étant deux nombres premiers impairs
,

le diviseur premier de la formule a" + i sera de la forme ^nx+i j

ou bien il divisera la formule a^-{- 1 et sera de la forme 2//ar+ 1,

ou bien il divisera la formule « + i et sera de la forme ivx+i^

ou enfin il divisera la formule a+i. Ces cas ne s'excluent pas

mutuellement; car, par exemple, il est clair que le nombre pre-

mier qui divise la formule a+i , divisera toutes les autres for-

mules a +1 , a^+i, &c. , et de même le nombre premier qui
C • • •

divise a +1, divisera nécessairement a"+ i,

(i58) Il est inutile d'étendre ces corollaires à un plus grand

nombre de cas. Observons seulement que lorsqu'il s'agira de trou-

ver les diviseurs d'une formule proposée 0"+ i , on cherchera suc-

cessivement ceux de toutes les formules inférieures a + 1 , en

commençant par celles où l'exposant de a est le plus petit , et il ne

restera plus à chercher, d'après la forme znx+i, que les divi-

seurs qui ne divisent aucune des formules inférieures àa"+i.
On observera encore que lorsque n est un nombre impair , la

formule a"+ 1 , multipliée par a , devient de la forme x^+ a, elle

ne peut donc avoir pour diviseurs que les nombres premiers qui

divisent x^'+ a. Cette condition servira à exclure la moitié des

nombres premiers renfermés dans la formule 2?ix+i ; mais pour

cet effet , il faut consulter ce qu'on démontrera ci-après sur les

diviseurs de x' + a. On peut voir dès-à-présent que si a étoit 2,

les diviseurs premiers de x^' + i ne peuvent être que des formes

8w-t-i , 8 m+ 5; d'où il arrive que les deux autres formes géné-

rales 8m +5 , 8m +'j sont exclues , et ne diviseront jamais la for-

mule 2"+i , n étant impair. Une semblable exclusion aura éga-

lement lieu pour d'autres valeurs de a.

Exemple.
(iSg) Proposons-nous de trouver tous les diviseurs du nombre

549 755 8i3 889 =2^^4-1=^.

Dd
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Je considère d'abord les formules inférieures a'^+ij 2^+1 y

2' + 15 la dernière donne 3 pour diviseur de toutes les formules

précédentes.

La formule 2^+1=^9, ne donne encore que 3 pour diviseur

premier j elle apprend de plus que ^ sera divisible par g.

La formule 2''+ 1 =8ig3=:3.273i , si elle a un autre diviseur

que 3 , ne peut en avoir que dans la forme 260;+ 1 5 mais comme
le moindre nombre premier compris dans la forme 26X+ 1 , est 53

déjà trop grand
,
puisqu'il excède la racine de 2731 , il s'ensuit que

2731 est un nombre premier, et qu'ainsi a'^+i n'a pas d'autres

facteurs que 3 et 2731.

Cela posé, le nombre ^ doit être divisible par g. 2731 j si on

le divise d'abord par 3.2731 ,
qui est la même chose que s'^+i,

le quotient sera o.""^— 2'^4-i, ou 67 100 673, et celui-ci étant

divisé par 3, on aura ^:/:= 3\273i . 22 366 8gi.

Il ne reste donc plus qu'à chercher les diviseurs du nombre

B^= 22 566 8g 1 ; ces diviseurs doivent être de la forme 78^;+! ,

et puisqu'ils doivent aussi diviser la formule i'+ 2 , ils ne peuvent

être que de l'une des formes 8n+i , 8/2+ 3. Mais la forme 78.^+1,

en comprend quatre autres , selon que x est égal à l'un des nom-

bres ij, 4j/+i, 4jK+ 2, Aj + 5; ces quatre formes sont:

3i2jj'+ 1 j 3i2j/+ 7g , 312^^+ 167 , 3i2j/+ 235.

La seconde et la troisième doivent être exclues comme étant com-

prises dans 8 72 + 7 et 8n+5; ainsi tout nombre premier qui divi-

sera B doit être renfermé dans l'une des deux formes

3i2jK+i 5 3i2j/+235.

Les nombres premiers compris dans ces formes , et en même temps

moindres que \/B, qui est environ 4620, sont 3i3, 547, 85g,

937, 1171, 124g, i483j 1873, 2731, 3i2i, 3433, io5y
,
4^o3.

Si on essaie successivement ces treize nombres , ou seulement

douze (car.il est inutile d'essayer 2731), on trouvera qu'aucun

d'eux ne divise 5 j d'où l'on conclura que 22 366 8g i estunnombre

premier.

Le nombre B étant diviseur de i^+ 2 , doit être de la forme

jD"+ 2y'3 si on veut réellement mettre B sous cette forme , on le

pourra sans tâtonnement à l'aide de la formule suivante :
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3 =( 3 )+H 3 )•

2
*"

2 ' " + l

Or on a 5= ; donc si on fait m= 2'"', on trouvera

5=:('2773/+ 2(^2709;'.

(160) Venons maintenant à la seconde question , et proposons-

nous de trouver la forme que doivent avoir les diviseurs premiers

du nombre donné a"— 1.

Quel que soit le nombre premier p qui divise cette formule,

on peut le supposer de la forme j5= /z.r+ 'r , ir étant un nombre

positifmoindre que n. On aura donc , en rejetant les multiples dep,

0"=!, et «'^'=1, d'où résulte a =1. Dans cette dernière

équation, on ne peut supposer que 7r= 1 , ou t^i,
1°. Si on a '^=1 , la forme du diviseur est /7= 7za7+i; elle

cestera ainsi tant que n sera pair j mais si n est impair , il faudra

nécessairement que x soit pair , et ainsi on aura /j= 2/z^+ 1.

2°. Si on a 7r>i , soit a le plus grand commun diviseur de n

et de TT—
1 ,

(w devant être 1 lorsqu'il n'y a pas d'autre mesure

commune) on pourra toujours trouver deux entiers y et ^, tels

que yVz

—

gÇv— iJ= m, Or les deux équations a"=i,a =i,

donnent i
=(2-' "= -3^^' ~ '^ z=a , ou a =i,doncy:) sera diviseur

de a — I ; et ici il n'y a aucune restriction à apporter au résultat

a =1 ,
parce que l'équation 0=1 satisfait aux deux a" = 1

,

a =1.

Cela posé, toute la théorie des diviseurs de la quantité a°—

1

est comprise dans le théorème suivant.

(161) Tout nombre -premier p qui divise la formule a"— 1 , doit

être compris dans laforme p= nx+ 1 , ou au moins doit être divi-

seur de la formule a -r- x , dans laquelle u est un sous - multiple

de n.

Ajoutons que si n est Impair , auquel cas la forme nx-\-\ devient

2«-s+i , le diviseur p doit encore être compris dans les formes

qui conviennent aux diviseurs de la formule x''—a.

Dd2
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Le Tnême théorème s'appliquant à la formule a^— i , ou à telle

autre qui résulte immédiatement des diviseurs de n , on aura
,
par

la combinaison des résultats , tous les diviseurs de la formule pro-

posée. Voici quelques corollaires généraux qui en résultent.

1°. Si le nombre n est premier , tous les diviseurs de la formule^

«"— i seront compris dans la forme 2;zz-t- 1 j il faut seulement en

excepter ceux qui peuvent diviser a— i.

2°. Si le nombre n est le produit de deux nombres premiers fi

et V (2 excepté) , le diviseur premier /; de la formule a"— 1 sera de

la forme inz-\- 1 ; ou bien il divisera a"— 1 , et sera de la forme

o/^tz+i; ou bien il divisera a — 1 et sera de la forme ivz-\-\;

ou enfin il divisera a— \ et sera de la forme 2 z+ 1 , laquelle con-

vient à tous les nombres premiers. En effet , lorsque n est impair
,

il est évident que a— 1 divise a"— 1 ; donc tout diviseur de la pre-

mière quantité doit être diviseur de la seconde.

3". Si le nombre n est une puissance de 2 , et qu'on fasse a r= ^n

,

^ = ^a, 7^r=^C, &c. le diviseur
J9

de la formule a"— 1 sera de

la forme ;2.r-l- i , ou bien il sera de la forme a.x-\-\ et divisera la

formule a"— 1 , ou bien il sera de la forme é'.v+i et divisera la

formule a^— i , ainsi de suite jusqu'à la forme 2^+1 qui divisera

la formule a'--r^.

Exemple I.

(162) Pour avoir tous les diviseurs du nombre ^=: 2''—!, nous

formerons le tableau suivant , où l'on voit la formule proposée et

relies qui s'en déduisent , avec les formes correspondantes du

diviseur :

/j= 32^+1 ^^i''—\ = Ci''+\)B

;, = i6a;+i 5 = 2'^— i=-r2^ + i; C

p= 8^+1 C = 2«— 1 = (-2^ + 1; Z?

p= /ix--fi z>= 2^— 1 = r2^ + i; E
p=2.t;+i £=2' — 1 = 3

Le dernier nombre E
,
qui se réduit à 3 , doit diviser tous les

précédens
, et d'abord on a Z?= (^2" + >; • 3= 3 . 5 ;

ensuite

C=('2^-fi;D = 3.5. 17. Le nombre B contient les mêmes divi-

seurs que C, et de plus 3'+ 1 = 267, lequel est un nombre premier.
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3

Enfin A est le produit de 5 par 2"^+ 1 =65557. Or comme 2""+
1

ne peut avoir aucun diviseur commun avec B qui est 2'^— i, il

s'ensuit que 2"'+ 1 ou 65537 "^ peut avoir pour diviseur que des

nombres premiers de la forme 32 .r+ 1. Mais les nombres premiers

contenus dans cette forme et moindres que j/65537 sont 97 et

193 , lesquels ne divisent point 65537. Donc 65537 ^^t un nombre

premier, donc le nombre A décomposé en ses facteurs premiers

= 3.5. 17.257.65537. Si on multiplie cette valeur par celle qu'on

a trouvée (pag. u) pour 2^^+ i , on aura la valeur décomposée de
2"^— 1.

Exemple II.

(i63) Soit encore proposé le nombre A = 2''— 1 j comme l'ex-

posant 3i est un nombre premier ^ les diviseurs de^ ne pourront

être que de la forme 62 a-+i, et il n'y aura aucune exception,

attendu que a— 1 se réduit dans ce cas as— 1 = 1. Si l'on

considère en même temps que le nombre iA est de la forme t"—2,

et qu'en conséquence le« diviseurs de A doivent être de l'une des

formes 8ra+ij 8^+7, on trouvera, en combinant ces dernières

formes avec la première 62 x-\- 1
,
que tout diviseur premier de A

est nécessairement de l'une des formes 248z-j-i, 248z + 63. Or
Euler nous apprend (Mém. de Berlin, ann. 1772, pag. 36) qu'après

avoir essayé tous les nombres premiers contenus dans ces formes
,

jusqu'à 4633g , racine du nombre ^, il n'en a trouvé aucun qui fût

diviseur deA ; d'où il faut conclure, conformément aune assertion

de Fermât , que le nombre 2^'—
\ = 2 147 483 647 est un nombre

premier. C'est le plus grand de ceux qui aient été vérifiés jusqu'à

présent.

No,us ne terminerons pas ce paragraphe , sans observer qu'Euler

est auteur des principaux théorèmes qui y sont contenus. Voyez
ïe Tom. I. des Novi Comment. Pelrcp.
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§, yi. T/JÉORÉME contenant une loi de réciprocité qui

existe entre deux nombres premiers quelconques.

(i64) JNous avons vu (n". iSS) que si m et « sont deux nombres

premiers quelconques (impairs et inégaux) , les expressions abré-

gées i. —J , f— J représentent l'une le reste de to~ divisé par n
,

m—

i

l'autre le reste de ii ' divisé par m ; on a prouvé en même temps

que l'un et l'autre restes ne peuvent jamais être que + 1 ou — î.

Cela posé , il existe une telle relation entre les deux restes (— ) ,

(—
j ,

que l'un étant connu, l'autre est immédiatement déterminé.

Voici le théorème général qui contient cette relation.

Quels que soient les nombres premiers m et n ^ s'ils ne sont pas

tous deux de la forme 4 x—ri , on aura toujours (— j = (— J ,

et s'ils sont tous deux de la forme 4x— i , on aurai— j=—f— \

Ces deux cas généraux sont compris dans la formule

Pour développer les dlfférens cas de ce théorème , 11 est néces-

saire de distinguer
,
par des lettres particulières , les nombres pre-

miers de la forme 4a;+ i, et ceux de la forme 4a;— i. Nous désignerons

dans le cours de cette démonstration, les premiers par les lettres

^ , «, a j les seconds par les lettres B ^ è, C. Cela entendu , le

théorème que nous venons d'énoncer renferme les huit cas suivans ;

I. Si l'on a ^

—

) = + 1 , il s'ensuit (^—j =+ x

II. Si l'on a (—j =—
1

, il s'ensuit (-^) =

—

\
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m. Si l'on a (-|-) = + i , il s'ensuit (—) = + i

IV. Si l'on a (-^) =— 1 , il s'ensuit (—) =— i

V. Si l'on a (—) = + i , il s'ensuit (-^) = + i

VI. Si l'on a (^—) =— 1 , il s'ensuit (—) =— i

5n ., . . /ô
VIT. Si l'on a (—) = + i , il s'ensuit (—) = — i

VIII. Si l'on a {^) =— 1 , il s'ensuit (—) = + i.

(i65) Pour procéder à la démonstration de ces difFérens cas
,

j'observe d'abord que l'équation indéterminée ^A;'+ ajj/''= ^z%
ou plus généralement l'équation ('4/+ \)x''-\- (''tg+ i)j^^=(ih— i jz"

est impossible ; car le premier membre (où l'on doit supposer x

ety premiers entr'eux ) est toujours de la forme ik-\-i ou 4 /f--r 2
,

tandis que le second membre est de la forme 4-t ou 4^— 1. Mais

on a démontré, n°. 27, que l'équation ^ x"" + aj'' =^- b z^ seroit

résoluble, si on pouvoit trouver trois entiers A,;", v tels que

ï , —
i lussent des entiers. D un autre cote,

b ^ a '

si b est diviseur de^A^+ a, il le sera de (AKy-\-aA ^ et ainsi

en vertu du n". i34 on aura f

—

-— j= 1 5 réciproquement si

cette condition a lieu ^ b sera diviseur de T + a^, et faisant

t= u4 >^-\-bu y on aura ^^^+0 divisible par b. De-là on voit que

l'équation ^x°+ (2j/°= 6z° seroit résoluble , si on pouvoit satis-

faire aux trois conditions

Il faut donc que ces conditions soient incompatibles entr'elles
,

c'est ce qui va nous fournir la démonstration de plusieurs cas du

théorème. Observons avant tout, 1°. que iV étant un nombre
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quelconque , et a uu nombre premier 4 tz + 1 , on a toujours

,—m /Ns a—i
, , . „

l ) — y
—

) ,
parce que étant alors un nombre pair, 1 ex-

pression (
—N) " est la même chose que (N) '

; au contraire ù

étant un nombre premier de la forme An— i , on a toujours

2°. Qu une expression telle que ( 1 , c étant un nombre

premier quelconque , est la même chose que le produit des deux

(—-) ' (

—

)• Car soit (^

—

J = ^ et (^

—

J= ? , le sens de ces expres-

e—

l

c—

l

sions indique assez qu'on peut faire M ' =Pc+ '^,N ' =Qc+^,
c—

l

donc le reste de (MN) ^ divisé par c, est le même que celui de

(Pc-V-Tt) (Qc+ (p), lequel est'7r(p ,- donc on a f

J
=

^^

—

J . ^

—

J.

Le même résultat s'appliquera également à un plus grand nombre

de facteurs. Il s'ensuit de ces observations
,
que les trois conditions

mentionnées
,
qui nç peuvent avoir lieu à la fois ^ sont :

©•(t)=-' (5)-0=" (|)-(|)=-

Démonstration des cas IP^ et T^,

(i66) Soit d'abord -ri/= i , la seconde condition aura lieu d'elle-

même , et les deux autres seront ( y ) =— i, (-) = i. Celles-ci
^ b^ ^ a

ne peuvent avoir lieu à-la-fois , donc

IV. Si l'on a.fjj=— i , il s'ensuit (~J="^i

V. Si l'on a (^-^ = + i , il s'ensuit (|) = + i.

Démonstration des cas 1 et II.

Soient donnés les nombres ^ çt^ , et supposons qu'on prenne

un
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un auxiliaire b , tel que f -
j = 1 et T-r-J =— 1 ) on aura , sui-

vant ce qui vient d'être démontré
, (^- j = 1 et (—^ j=— 1 ; alors

des trois conditions ci-dessus la première est remplie d'elle-même,

et les deux autres deviennent T— j=— 1 , (— )^i. Celles-ci

ne peuvent avoir lieu en même temps , donc

I. Si l'on a (—) = + 1 , il s'ensuit (^) = +

démontrés (— )=— 1 , T— j=— 1. Au moyen de ces valeurs,

II. Si l'on a (-^ =— i , il s'ensuit f—^ =— 1

.

Démonstration des cas III et V I.

(167) Soient donnés les nombres a et 6 , et soit pris l'auxiliaire^

tel que (— j=— 1 et \-r) =— 1 > il s'ensuivra
,
par les cas déjà

(-

la seconde des conditions ci-dessus est remplie , et les deux autres

sont r-J = i
, ^-J=— ij celles-ci ne peuvent avoir lieu à-la-

fois , donc

III. Si l'on a T --
j= 1 , il s'ensuit ( - )= 1

VI. Si l'on a T- j=— 1, il s'ensuit (7)=— i»

(•68) Il ne reste donc plus à démontrer que les cas VII et VIIIj

pour cela il faut considérer l'équation 5^°+ 5j''= a-z% laquelle

est impossible, parce que le premier membre est toujours de la forme

kn— 1 ou kn— 2 , tandis que le second membre est de la forme

4/2 ou 4/2+ 1. Mais l'équation dont il s'agit seroit résoluble , si l'on

pouvoit satisfaire aux trois conditions

fBh\ fab\ /nB\

h-^=^' (^^) = ^' W) = ''

Ee
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Il faut donc que ces trois condilions soient incompatibles entre

eiles.

Démonstration du cas f^II,

Soit 0!= 1 , la première condition aura lieu d'elle-même , et les

deux autres seront {-jjj =ij (t) ~'' Celles-ci ne peuvent

avoir lieu à-la-fois , donc

VII. Si l'on a (—) — + i , il s'ensuit (;^) =— i-

Démonstration du cas f^lll.

Soient toujours B et 6 les deux nombres qu'on veut comparer ^

et soit pris l'auxiliaire a, de manière qu'on ait (^) =— i , et

r— j =— 1 , il s'ensuivra
^ par ce qui a été démontré (— j^—

i
, et

(— )=— 1. Donc des trois conditions précédentes, la première-

C
J
= '^ ^ 1^^^ d'elle-même , et les deux autres deviennent

(—-j=— 1 ,
(-~-j:=— r. Celles-ci ne pourront avoir lieu simul-

tanément. Donc

VIU. Si l'on a (—) =— r , il s''ensuit (-|-)= + i.

C'est le huitième et dernier cas de la proposition générale.-

(169) En examinant les différentes parties de cette démonstra-

tion , on aura remarqué sans doute que les cas IV" , V et VII sont

démontrés directement et sans le seconrs d'aucune supposition..

Quant aux autres cas^ la démonstration est fondée sur l'existence

d'un auxiliaire qui satisfait à deux conditions : ainsi les cas III et VI

sont démontrés à l'égard de deux nombres quelconques a et b^

le premier de la forme 4n+i , le second de la forme in— i , em

supposant qu'on peut trouver uxi nombre auxiliaire ^ tel que
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(—j =— 1 , et (-T-) =— 1. Or il est facile de s'assurer qu'il y

aura toujours une infinité de nombres premiers qui satisferont à

ces conditions. En effet , en regardant^ comme inconnu , l'équa-
a—

i

tion = e aura un nombre de solutions comprises
a 2 ^

entre o et c , ces solutions pouvant être paires ou impaires. Si on

conserve les solutions impaires , et qu'on ajoute a aux solutions

paires , on aura le même nombre ——- de solutions impaires com-

prises entre o et 2 a, Enfin si l'on ne conserve parmi ces solutions

que celles de la forme 4/z + i , et si aux solutions restantes on

ajoute 2 a, la totalité fera encore solutions de la forme in+ i

.

2

comprises entre o et 4a. Soient ces solutions a, a', a", a", &c.
,

a—

1

et toutes les valeurs de ^ qui satisfont à l'équation — = e
a

ou en d'autres termes à l'équation (—j= i, seront représentées

par la formule ^= 4a^+ [a, *', «", »'", &c.] qui signifie qu'à

un multiple quelconque de 4 a on peut ajouter celle qu'on voudra

des • quantités a , a', a", &c. Maintenant de la suite i , 5

,

g , i3... 4 a—3 dont le nombre des termes est a , retrancliez d'abord

le terme a , ensuite tous les termes « , a!, a", a' ', &c. j il restera

a—

1

encore termes que je représente par (a), (a)', (a)", (a)'", &c.

et si l'on fait ^=4as+ [(a), (a)', (a)", (a)'"j &c.] ces nouvelles va-

—\= 1, satisferont nécessai-

rement à l'équation r— j=— i.

Par un procédé semblable j on trouvera la formule

^=ibu+
[ (b)

5
(b)', (b)", (b) ', &c.] dont toutes les valeurs parti-

Ee 2
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culiéres satisfont à l'équation r^j=— i , et où les difFérens ter-

mes (b), (b)', (b)", &c. sont toujours de la forme 4/2-1-1.

INIaintenant chaque forme iaz + a peut être identifiée à cha-

cune des formes ibu+ h, et il en résulte une forme commune
^= iabx+ c ; de sorte que les valeurs de ^ qui satisfont à-la-

fois aux deux conditions (— j=— i, (-—j^— i seront données

par une formule ^=4aZ'x+ [c, c', c", &c. ] dans laquelle les

termes c, c', c", &c. , tous de la forme in+i et tous moindres

que iab . seront au nombre de . . Il ne s'agira donc
2 2

plus que de prendre pour ^ l'un des nombres premiers que cette

formule générale doit contenir ; nous ne mettons pas en doute

qu'elle en contient , car on trouveroit aisément
,
par ce qui a été

dit dans l'introduction
,
que ceux qui y sont contenus, constituent

la huitième partie de tous les nombres premiers possibles.

(170) Le même raisonnement par lequel nous venons d^appuyer

la démonstration des cas III et VI , s'applique presque littéralement

au cas VIII 3 mais l'auxiliaire doit être déterminée un peu diffé-

remment dans les cas I et II. C'est pourquoi il ne sera pas inutile de

ramener la démonstration de ces cas à quelque chose de plus

simple.

Considérons, pour cet effet, l'équation impossible .r' -f-^j'°=aôz*j

cette équation seroit résoluble , si on pouvoit satisfaire aux trois

conditions (—z) = 1
, (

—

j = i
5 Ct")

"^— ^' Supposons donc

que ^ et <2 sont deux nombres donnés (toujours de la forme

4 «4- 1) 5 et qu'on prenne l'auxihaire b de manière que (—j=— 1,

il en résultera (— j=— i
;
par ce moyen , la troisième condition

sera satisfaite , et les deux autres deviendront (—^j=— i »

(^—j= 1. Ces deux dernières ne peuvent avoir Ueu à-la-fois ; donc
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I. Si l'on a (— j =: I , il s'ensuit (—) = 1

II. Si l'on a T— j =— I, il s'ensuit T— j=— 1.

Ainsi la démonstration des cas I et II ne suppose plus autre chose

,

—
j =— 1 , ou que le nombre auxiliaire b divise

la formule :i?"+^.

(171) C'est ici le lieu de placer quelques théorèmes assez împor-

tans, dont plusieurs ne peuvent se démontrer qu'à l'aide de la

loi de réciprocité qu'on vient d'établir.

Tout nombre premier 4n+i qui divise la formule t°+ au% est

en même temps diviseur de laformule V— a u^, et réciproquement.

Car soit c ce nombre premier, la condition pour que c divise

<^+ az^' est T——^)= +i j et la condition pour qu'il divise t'— au"

est (-)=+" • ^^ ^^^ deux conditions reviennent à la même
,
parce

que est pair. Donc si l'une a lieu , l'autre a Heu nécessai-

rement.

On peut aussi démontrer la même proposition , en résolvant

1 équation = e d après 1 équation donnée = ^; pour
c c

ar" + 9'

cela , il faut satisfaire a l'équation = e. Or puisque c est

de la forme 4ra+ i , on peut supposer d'abord c^=f'+g'', ensuite

on aura la valeur de .r , au moyen de l'équation y.v— cj=g9.

(172) Tout nombre premier 4n— 1 qui divise t''+ au% ne peut

être diviseur de C— au"", et réciproquement.

Car soit ce nombre premier = c , la condition pour que c divise

<*-ira«% est r^— )^^^' °^ \j^^— ^i et la condition pour qu'il
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.divise t—au^ est ^
-
J
= 1 3 or ces deux conditions s'excluent mu-

tuellement.

Corollaire. Tout nombre premier 4/z— 1 divise nécessairement

l'une des deux formules /^-l-cz^% t— aii"
-,

car on a toujours , ou

r-j = + i,ou (-) =— 1 • On fait abstraction dans ce théorème,

ainsi que dans le précédent , du cas où c seroit diviseur de a ;

alors en effet on ne mettroit plus en question si c divise ï°
-h a m"

ou t'—'Cl u^.

(175) Si le nombre premier c divise les deux formules f*— au",

t^— bu", il divisera également la formule V— a bu''.

Car ayant par hypothèse ^-^ = 1,^-^=1^ il s'ensuit que

f— j = I , et qu'ainsi c est diviseur de f—a b w'.

Le même résultat auroit lieu pour un plus grand nombre de

facteurs.

(174) Si le nombre premier c ne divise ni la formule V— au%

ni la formule t''
— b u' j il divisera nécessairement la formule

r— abu\

Car ayant par hypothèse T-j^— i,^-j=:— 1 , il s'ensuit

encore (— j =+ 1 j donc c est diviseur de f'

—

ab u".

(iy5) Soient s. et A des ?iombrespremiers , tous deux de la forme

4n-r ij je dis que si a divise laformule t^+ Au", réciproquement A
divisera la formule t^'+ au"; et si a ne divise point la formule

V -i;- Ku", réciproquement A ne divisera pas la formule t''-!-au^

Car dans le premier cas on a ( ) = 1 , c'est-à-dire l

—

j = 1 j

donc réciproquement T— j = ij donc ^ est diviseur de t'--\-au'\

Dans le second cas , on auroit (—)=""' ^ 3 '^^^ résulte éga-
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lemeiït (—3;=— M (3*^nc A n'est point diviseur de f^ -Y aii".

(176) Soit a un nombre premier 4n-f-i , et soient A (?i B c/t'Zi'.f

nombres premiers quelconques tous deux dii^iseurs , ou tous deux

non dii>iseu7-s de la formule V— au", ^e dis que a sera diviseur de

la formule V—A B u°.

Car 1°. si ^ eX. B sont diviseurs de la formule T

—

•au'^, on aiïraf

(5) =^ '© == ' '
^°"" réciproquement (^)= 1

, {~) = i
J

donc ( j = 1 , donc a est diviseur de f— ABu^.

2". Si ^ et 5 sont non-diviseurs de la formule f— «//% on aura

Q)= -i,(|-)= -ijd'oùrésuhe(:|)=-i,(^)= -,,

donc on a encore T ) = + 1 j donc o est diviseur de i'^—^dBu',-

(177) Soit a. un nombre premier 4n+ 1 , et h un nombre premier

4n— i qui ne soit pas diviseur de t°+ au'j je dis que a sera au

contraire diviseur de t°+ bu°.

Car ayant par hj^potlièse (—— j=:— 1 ^ ou T -
j = + 1 , il s'en-

suit { - j= 1 5 donc a est diviseur de t^-Ybu",

En général , si on a plusieurs nombres premiers b , V ^ h" tous

cte la forme in— 1, et non- diviseurs de ^''+ a , a sera diviseur de

la formule i'+ ii'
6 '«%

(178) Tout nombre premier c de la forme Sn+i ou 8n-f7,

divise à-la-fois les deuxformules V-^a u"", t°+ 2 a u^, ou ne divisera

Jii l'une ni l'autre.

Car la valeur de ( j est la même que celle de (—^
j ,

puicj-

que le nombre c étant de l'une des deux formes mentionnées , on

a toujours (—)= 1 (n°. i48),.



224 THÉORIE DES NOMBRES.
(17g) Tout nombre premier c de la forme 8n-|-3 ou 8n-l-5,

divise toujours Vune des deuxformules t°+ au% t'+ 2 a u"", mais n'en

peut diviser qu'une.

Car dans les formes menlionnées on a i—
J
=— ij donc les deux

quaiJlités i j etf

—

^—\ sont de signes contraires. Donc il faut

que l'une de ces quantités soit -f 1 et l'autre — 1 j d'où il suit

que c divise l'une des deux formules dont il s'agit, et ne divise pas

Faulre.

Remarquez que dans ce théorème , ainsi que dans le précédent ,

a est un nombre quelconque positif ou négatif.

(180) Nous ne nous arrêterons pas à multiplier davantage ces

sortes de théorèmes , mais nous croyons que les Géomètres verront

avec plaisir l'application de notre loi de réciprocité à la démonstra-

tion de deux conclusions générales auxquelles Euler est parvenu
,

par voie d'induction, dans ses Opuscula ^naljtica, tom. I, et

qui sont la base d'une théorie importante. La première est conçue

à-peu-près en ces termes : ( Voyez l'ouvrage cité
,
pag. 276. )

« 6"/ tous les quarrés successifs i , 4
, g, 16 , &c. sont divisés

3; par un même nombre premier 4n-|-i , les restes des divisions

» comprendront non-seulement tous les nombres contenus dans les

)) formules n—qq—q et qq+q—n , mais encore tous les facteurs

); premiers dont ces nombres sont composés)).

D'abord il est facile de voir, que puisque c= 4 7z+i, on satîs-

r - D' • xx-\-n— qq— q
icra a 1 équation ^-^ = <? , en prenant 2.v=2y+ i±c.

D'ailleurs c étant de la forme 4;2-!-i , si l'équation =iS
c

est possible , l'équation — l'est également 5 donc , en efîet

,

tout nombre compris, soit dans la formule n—qq—q ,
soit dans la

formule qq-\-q— ;z, ou ce nombre diminué d'un multiple de c,

peut être regardé comme le reste d'un quarré divisé par c. Cette

première partie du théorème ne souffre aucune difficulté , ainsi

qu'Eulej:
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qu'Euler lui-même l'a fait voir. Venons à la seconde qui exige l'em-

ploi de la loi de réciprocité.

Soit a un nombre premier qui divise n— qq—q ou qq-\-q— n,

on pourra faire qq-\-q— nr=d=.a.^4 j donc en multipliant par 4,

puis mettant au lieu de 4 « sa valeur c—
1 , on aura

('25'+ l^" c= '^ 4 ai^.

De-là , en omettant les multiples de a ^ on tire c^(iq->r 1/ ; <lonc

c " ou suivant notre notation {— \ = ('2q-\- O*"' =1. Mais de ce

que (— j = 1 , il s'ensuit par la loi de réciprocité (—)=^ * j
donc

est diviseur de la formule x''— a. Donc a doit se trouver parmi les

restes des quarrés divisés par le nombre premier c , ce qui est la

proposition d'Euler.

(181) La seconde conclusion générale (Voyez l'ouvrage cité,

pag. 281) est celle-ci.

V. Si l'on divise les quarrés 1 , 4, g, 16, &c. par le nombre

premier 4n— 1 , les restes des divisions comprendront non-seu-

lement tous les nombres représentés par la formule n-fqq+ qj
mais encore tous les facteurs premiers dont ces nombres sont

composés ))

.

Pour satisfaire à la première partie , il faut trouver un nombre x

tel que x^'-^Cn+ q q-^q) soit divisible par le nombre premier

c=4«

—

I j or c'est ce que l'on obtiendra immédiatement, en

prenant 2«=2§'+ i±c. Donc le nombre n-{-qq-\-q^ovi ce nombre

diminué d'un multiple de c, est toujours le reste d'un quarré ^'

divisé par c.

Soit en second lieu « un nombre premier qui divise TiArqq-\-q
-,

si l'on fait n-[-q q-\-q^=a.yi ^ on en déduira comme ci -dessus,

C2 3'-i-i/+c= 4:*^. Donc en omettant les multiples de a, on a

c=— (2q-\-\)^ -j donc ( )= 1. Cela posé, il y a deux cas à

distinguer.

i". Si « est de la forme 4m-l- 1 , l'équation (— j = 1 est la

Ff
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même que (—):= i , et on en déduit par la loi de réciprocité

(—^= I ; donc c est diviseur de x^— œ,

j = 1 , donne

(— )
=— 1 , et on en déduit par la loi de réciprocité (— j = i

j

donc c est encore diviseur de a;'— a.

Donc , dans tous les cas , le nombre premier « , ou ce nombre

diminué d'un multiple de c , est le reste d'un quarré divisé par c

,

et par conséquent doit se trouver parmi les restes que donnent les

différens termes de la suite 1,4,9, '^5 ^*^' divisés par c.
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§. VII. Us AG E du théorème précédent pour connoitre si

un nombre premier c dipise la formule x'-f-a. Des cas

où l'on peut déterminer a priori le nombre x.

(182) XiOR SQUE c est un nombre un peu grand , et qu'on a besoin

de savoir si c est diviseur de x'"-\-a , il peut être fort long d'éle-

, , . c— 1 , , , ,, , .

ver a a la puissance , même en abrégeant 1 opération- autant

qu'il est possible, et en ayant soin d'omettre les multiples de c

à mesure qu'ils se présentent. Voici un procédé que fournit le

théorème précédent , et qui conduit très-promptement à la valeur

cherchée de ( -
j.

i". Si a est plus grand que c , on mettra , au lieu de a , le reste

de la division de a par c,- ainsi on pourra toujours supposer que a
c—

t

est plus petit que c. En effet, on voit bien que (mc-\-ai) "^

c—

1

divisé par c, laissera le même reste que a. "
.

2°. Si le nombre a (ainsi réduit) est un nombre premier , l'ex-

pression f— j se changera suivant le théorème, soit en T— j soit

en — {— j, ce dernier cas n'ayant lieu que lorsque a et c sont

tous deux de la forme 4 7z— 1. Mais puisque c est >« , on peut,

au lieu de c
,
prendre le reste de la division de c par a j soit ce

reste c', on aura donc f— )= (— )) et ainsi la question concer-

nant la valeur de {— j est réduite à une question semblable

sur l'expression (—
j
qui est composée de plus petits nombres j

la résolution se fera donc ultérieurement , tant par ce qui a été déjà

dit que par ce que nous allons ajouter.

Ff 2
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3°. Si a n'est pas premier , décomposez a en ses facteurs pre-

miers a, G
^ y parmi lesquels 2 peut être compris , vous aurez

(— j r= au produit des expressions (— j (—\ (^—
") &c. Omet-

tez parmi les facteurs a, ^
> y •,

ceux qui sont quarrés , car en gé-

néral r— j représente le reste de a"— ^ divisé par c, lequel reste

est toujours 1 5 observez de plus 1". qu'on a i— j =+ i , si c est

de la forme Snrhi
, et qu'on a i— j =— 1 , si c est de la forme

8«=b3. 2°. Qu'on a i j'^C—) ' ®^ ^ ^^^ ^^ ^^ forme 4/2+
i

,

et qu'on a i J= — f— j , si c est delà forme 4 /z— 1.

Au moyen de ces préceptes et des renversemens donnés par le

théorème du $. précédent , on trouvera bientôt la valeur de l'ex-

pression proposée (— j. Et l'opération, assez semblable à celle par

laquelle on cherche le plus grand commun diviseur de deux nom-

bres , sera à-peu-près aussi expéditive.

Exemple I.

(i83) Pour avoir la valeur de l'expression T
-J j'observe que

ces deux nombres sont premiers , et j'aurai , en vertu du théo-

rème ( ^ )=={-;:— ); la division de ioi3 par 601 donne 4j2
V 1010/ \ 601 /

de reste, et 4i2 étant le produit de 4 par io3 , on peut omettre

le facteur quarré 4 , ce qui donnera ( -)=:{——-Y Mais io3
vioio/vooi/

étant encore un nombre premier, on a par le théorème ,
( -:—

)

= r—5")"^ C^" divisant 601 par io3 et ne conservant que le
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io3\
-('lTN _ r«^= (9_.

]
— — 1. Donc

43-

( :7 ) =— 1. Donc 101 3 n'est pas diviseur de .%•'' + 601.
Vioio/

Pour faire la même vérification par la voie ordinaire , il auroit

fallu élever 6oi à la puissance 5o6 , en rejetant les multiples de

ioi3 à mesure qu'ils se présentent. Or 5o6 exprimé en chiffres

de l'arithmétique binaire (1) est 111 111 010, c'est-à-dire en

d'autres termes que 5o6 est la somme des puissances de 2 , dont

les exposans sont 8,7,6,5,4,3, 1. Pour former les puissance's

de 601 qui ont ces puissances de 2 pour exposans, il faut faire huit

multiplications ou élévations au quarré ; ensuite
,
pour multiplier

entr'elles les diverses puissances de 601 dont les exposans sont

2% 2", 2^, 2', 2"*, 2% 2', il faut encore six multiplications ; de sorte

qu'il faut en tout i4 multiplications, et autant de divisions par

10 13 pour arriver au résultat final. Voici au reste le détail de

l'opération , afin qu'on puisse mieux comparer les deux méthodes
j

on n'a mis que les restes des divisions par ioi3,

(6oiy=575 (6oi)^«'= 89x525= 127

(601)^= (573)^= 117 (6oi)<^'=i27X—437= -|-2i6

(6oi)'=(ii7)^=5j!o (6oi)^'"= + 2i6x— 24 =— iig

(6oi)-^= (620)^ =— 71 (6oi)«*^=—ii9x— 71=345

(601)'= = (71)' =— 24 (6oi)=°t = 345x520= 99

(601)^^= (24)= =— 437 (601)^°^' = 99x573=— !.

(6oi)'-=(437)==525 ff./6ois
.0 V -c . .. r,

Doncenefletl ~)=^— 1.
(601)"^= (525)^ = 89 V1013/

(i) Voici un moyen très-court d'exprimer un nombre un peu grand en carac-

tères binaires. Soit par exemple le nombre ili83445 dont il sera question dans

l'exemple III
,
je divise ce nombre par 64 , j'ai le reste 21 et le quotient I7''i74i

;

celui-ci, divisé par 64, donne le reste 2i et le quotient 2730 ; enfin 2730 divisé

par 64 , donne le reste 42 et le quotient 42 : mais 21 s'exprime en chiffres binaires

par 10101 et 42 par loioio. Donc le nombre proposé s'exprimera par joioio

101010 010101 010101.
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Exemple IL

)?

Pour cela je décompose 4o2 en ses trois facteurs 2.3.67 , ^^ i'^^

(i^)=(JL).(A).(ii).o
\Q2iy V929/ \Ç)2Q^ \Q7Cy

(-)=

0=(f)=(l)=-'

r on a

r^L^ _ r9^^ _ fz:9^ =_ (-i) =_ I j.

^929^

' 67 >

VgsgV ^67^ V 67 z' V67V

et le produit de ces trois résultats est + 1 , donc ( )= + 1 ;
\929y

donc 929 est diviseur de rd=4o2Z4i', ou de .v*±4o2.

Exemple III.

(1 45q \
,^,^'„— ) : et parce que

22 obb oqi / ^

( 1 85) Prenons un nombre premier très-grand , tel que 2 2 366 8g i

,

et cherchons si ce nombre est diviseur de j:^+ i459 ?

1459

22 366 89

î45g est également un nombre premier ^ii^-i^ cette valeur

^ ^
22 566 8gi x^ /42i\ Y''^^9\ /^g^N

^

(parce que 196 est un quarré). Donc la valeur cherchée est — 1.

Donc 22 366 8gi est diviseur de a;-+i45g.

C'est ce qu'on n'auroit pu trouver par la voie ordinaire
,
qu'en

faisant 54 multiplications et autant de divisions très-laborieuses^

puisque le diviseur seroit 22 366 8g 1.

(i86) Après s'être assuré que le nombre premier c est diviseur

de x''-\-a, il reste à déterminer la valeur de .r qui rend la divi-

sion possible. C'est ce qu'on peut faire a priori dans quelques cas

jgénéraux que nous allons indiquer.

1°. Lorsque c=4/2—! , la condition de possibilité donne
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(— ay~'— i divisible parc ,• donc a"" + a est divisible par c ; donc

si on prend x =^ o" ou égal au reste de a" divisé par c , on sera

x--\- a .• /-> • . < ' ' 1

sur que est un entier. Le premier cas tres-general com-

prend déjà la moitié de tous les cas possibles. Il ne reste donc plus

à examiner que le cas de c^^in+i , lequel comprend les deux

formes 8/z-l- i , 8 n-{-5.

2°. Lorsque c= 8/2+ 5, la condition de possibilité exige que

ct^""*"'— 1 soit divisible par cj mais cette quantité est le produit

des deux facteurs a°""^' + i , a"""*"'— i , il faut donc que l'un de ces

facteurs soit divisible par c. Si le facteur a"'"^' + i est divisible

par c, faites .r= a'' -, et vous aurez i= e. bi c est 1 autre

facteur qui est divisible par c , faites de même ô = a"'^', et voiis

9'—

a

, , . ., . ,, .

aurez = É' j dans ce dernier cas , u ne reste plus qu a satis-
c

-t" + 6^

faire à l'équation ^^e. Or puisque c est de la forme im-\- 1,

on peut supposer c^f'^+g"; cherchant ensuite les indéterminées

p et (/ d'après l'équation

^ =fp + 8Ç^
on en conclura x=fç— gp; car de-là résulte x-+ S^=-- (f+ g'')

(p^'+ q') S donc x"-rS', et par suite x'-i-a est divisible par c.

3°. Le dernier cas à considérer^ est celui de c=^8«-l-i , mais

alors on ne peut pas toujours satisiaire a 1 équation = e

d'une manière directe et sans tâtonnement. Soit n= aé', C étant

un nombre impair et « une puissance de 2 , la condition de possibi-

lité exigeant que œ"^—^i soit divisible par c , il pourra arriver que

c^±i soit divisible par c , et alors à cause de é' impair , on trou-

vera la valeur de .r de la même manière qu'on l'a trouvée lorsque

c =8ra-t-5.

Si a'rti n'est pas divisible par c , on ne trouve pas de solution

• • • • ' 1 -,,' x--ra -1 r 1a prion ,• ainsi pour résoudre 1 équation = e , il lauura
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calculer les difTérens termes de la suite c— a.ic— a, 3c

—

a,

4 c

—

a, &c.
,
jusqu'à ce qu'on en trouve un qui soit un quarré

parfait et qui donnera la valeur de x^ ; cette suite , au reste , con-

tiendra nécessairement le quarré qu'on clierclie
,
quarré qui doit

élre moindre que j c' , ainsi le nombre de termes à calculer ne

peut excéder ~c.

X^ \- 2 2C1

Par exemple , si l'on a à résoudre l'équation —-^ =e,

(22Q \
j= 1 , il

faudra former les difTérens termes de la progression arithmétique

dont le terme général est 64 1 e— 22g. Cette progression est 4i2
,

io53, 1694, 2335 , &c. mais il faut la continuer jusqu'au 94""°

terme avant qu'on trouve le quarré 60026 dont la racine 245=:i;.

Il est vrai qu'on peut passer sur beaucoup de termes , lorsqu'on

prévoit que le chiffre qui les termine n'est pas un de ceux qui

conviennent aux quarrés (1). Mais le travail est encore assez long

par cette voie , lorsque le nombre cherché x n'est pas beaucoup

plus petit que \ c,

(187) Pour rendre cette détermination moins laborieuse ^ on

pourra avoir recours aux propriétés des diviseurs qui seront démon-

trées ci-après. En vertu de ces propriétés , tout diviseur de la

formule f^-^aii" est lui-même de la forme ^^=+ 0^% ou au moins

il devient de cette forme , en le multipliant par un nombre p

(1) Le quarré de lom-j-» est 100 rrv'-\- 20 vi n -\-n^ , donc le chiffre qui ter-

mine le quarré de iom-\-n , est le même que celui qui termine le quarré de n.

Mais les nombres o , 1 , 2 , 3 . . . 9 ont leurs quarrés terminés par l'un des chiffres

O, 1,4,5,6, 9; donc aucun quarré ne peut être terminé par 2, 3,"/, 8. On

peut ajouter à cette observation ,
1°. que si le dernier chiffre d'un quarré est o,

il faut que les deux derniers soient deux zéros. 2°. Que si le dernier chiffre est 5,

les deux derniers doivent être 25. 3°. Que si le dernier chiffre est impair, l'avant-

dernier doit être pair. 't°. Que si le dernier chiffre est 4 , l'avant-^ernier doit être

pair, afin que tout le nombre soit divisible par 4. 5°. Que si le dernier chifire est 6 ,

l'avanl-demier doit être impair par la même raison.

moindre
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a
moindre que 2v/^. Supposons donc qu'on a trouvé pc=y^+ a^',

on cherchera x d'après l'équation
,

et la valeur de x sera telle
,
que a;*+ a est divisible par c.

Ainsi , dans l'exemple précédent , on reconnoît bientôt que 64

1

n'est pas de la forme /"+ 229 g-% mais il le devient, étant multipUé

par i4 , car on a 64i x 14= 8974= 57^+ 229 . 5*
j faisant donc

5/ =5.r + 64ijj' , on trouvera x=— 245. Cette méthode peut

faire éviter beaucoup de tâtonnement j et elle sera sur-tout utile

lorsque le nombre a est peu considérable j car les tables feront

connoître , d'après la forme 4a5 + a du nombre c, quel est le

multiplicateur p qui peut rendre le produit jo c de la forme
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§. VIII. D£ la manière de déterminer X pour que x=-ha

soit divisible par un nomlre composé quelconque N.

(188) ooiT c un nombre premier, et o un nombre quelconque

non- divisible par c , si l'on demande la valeur de x telle que x^-\-a

soit divisible par c'", cherchez d'abord par ce qui précède la valeur

He â qui rend 6°+ a divisible par c ; faites ensuite C9-|-\/

—

a)""

=p + 9'V/— a; vous aurez de même fô

—

\/—ay-=--p—q\/— a,

et le produit de ces deux équations donnera ('0^+ 0/"=/'''+ «5'%

donc jy^^raq" est divisible par c'". Dans ce résultat, q eX. c sont

premiers entr'eux ; ainsi on pourra supposer p = ç'a-+ c"y, et

a-°+ a sera divisible par c", ce qui est la question proposée.

Nous venons de supposer que q n'est point divisible par c ,• car

s'ill'étoit,/jle seroit aussi en vertu de l'équation
(f

9'' -l-a/"=/>°+ <35'°

dont le premier membre est divisible par c'". Mais on a

m. in— 1, m.

m

— i.m—i.ni—3„
7j = S™ S'"-=aH S'"-^''— &c.
' 1.2 1.2.0,4

Et puisque â^' + a est divisible par c , on peut mettre —fl'-j-^f à

la place de o , ce qui donnera p de cette forme

/ m.

m

— 1 m.

m

—\.m—i.m—3 „ N „
''=«(' +-r7-+—rTTTsn— +^'=-)+^<''

ou />= 2"'~' ô"'+ ^f j mais 9 n'est point divisible par c, donc p
ne peut l'être , ni par conséquent q.

Si le nombre a est divisible par c , la quantité x°+ a sera divisible

par c, en prenant x= o ou un multiple de cj mais il sera souvent

impossible que 0;°+ a soit divisible par c'" ou par une puissance

plus élevée de c
j
par exemple , si a est divisible par c et non

par c% il est évident que jamais x'-\-a ne peut être divisible par c\

(189) Il est facile maintenant de trouver , lorsque cela est possi-

ble , la valeur de x , telle que a-°+ a soit divisible par un nombre

composé quelconque N.
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i". Si -V et a sont premiers entr'eux , on décomposera N en ses

facteurs premiers impairs a, f' y &c. , "et ou cherchera
,

par la

méthode qui précède les noinbies A^ B, C, &:c. tels que les

quantités

^' + -2 B'--\-a CM-a
, &c.

soient des entiers, il faudra ensuite satisfaire aux équations indé-

terminées
^

Et il est facile de voir que .v'+ a étant divic^ible par chacun des

facteurs a ', é^ ', 7 , &c. , sera divisible par leur produit a.' C'' y &c.

Si outre les facteurs impairs a. ,<^ ', &c, , N contient le facteur.

2*, il faudra combiner les valeurs précédentes avec celle qui résulte

de i équation ^— -= c : or cette équation , si eue est possible
,

sera toujours facile à résoudre.

X' ^- 1

5

Soit , par exemple, l'équation ^-

—

-— = <? , on voit d'aborl

qu'en faisant .r= 1 , .v'-r i5 est divisible par 2^ On fera , en con-

séquence , x= 1 + '^^y
, ce qui donnera "^—^—-—

•
= ^ ; celle - ci

fait voir que i +j' doit être divisible par 4. Soit donc j'= 4r— 1
,

I «y 7'

et l'équation à résoudre deviendra ~^=^e j d'oùron tire ~— 7,
10

Nous observerons que lorsque k est plus grand que 2 , il y

a toujours deux manières de satisfaire à l'équation ^— = <?»

car si une solution, moindre que ^2'', est désignée par 9 ^ l'autre

sera i^~'— 9. De sorte que dans l'exemple précédent , la seconde

solution seroit 2°— 217 ou 2g5.

2°. Si les nombres iV et a ne sont pas premiers enlr'eux , soit'4-°w

leur plus grand commun diviseur ,
^^ étant le plus grand quarré

contenu dans •i"'"^ et par conséquent « ne pouvant plus avoir que

des facteurs simples 5 alors il faudra faire N =^-^'u>N', a= 4'«a',

*Gg2
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x=:irjx ,etl équation a résoudre———=c, deviendra =17— = é".

Dans celle-ci « et iV' doivent être premiers enlr'eux , car s'ils

avoient un commun diviseur t, il faudroit que a' fût aussi divi-

sible par TT ( sans quoi l'équation à résoudre seroit impossible ) ;

donc w°4 ne seroit pas le plus grand commun diviseur àe a et iV

,

contre la supposition.

Puisque m et N' sont premiers entr'eux , on pourra Irouvei: deux

entlers/et g tels qu'on ait /« —<'gN' = j ; mullipliant donc par/'

„ , . ù) a;" 4- a'
requation ——— =<?> et mettant gN +1 a la place de / « ,

x'^+ fa'
cette équation deviendra -p— = e ,- et ainsi la question est

ramenée au cas précédent où iV et « sont premiers entr'eux.

Il faut maintenant examiner combien dans ces différens cas

.T"-f- et.

î'équalion ———= <? pouria avoir de solutions ou valeurs de x

moindres que ^iV.

(igo) Si N est impair et premier à a , le nombre de solutions

x^4- a
de réquation -—-—= e , sera 2'"', 1 étant le nombre des facteurs

premiers différens qui divisent N.

Soit d'abord iV":= a''; « étant un nombre premier , je dis qu'il

n y aura qu une manière oe satislaire a 1 équation -——:— =- e. i^ar

s'il y avoit deux solutions désignées par x et x', il faudroit que

x'— x"- fût divisible par a ; et comme aucun des facteurs ar+ a:',

X— x' n'est divisible par a.
,
puisque .r et x' sont supposés iné-

gaux et plus petits que {a. , il faudra que ces facteurs a:+ ar',

X— x' soient tous deux divisibles par a , donc leur somme 2x seroit

également divisible par a j mais si x étolt divisible par a. , il fau-

droit que a îe fût aussi , d'après l'équation = e. Donc puis-

a

,-r • , ^:, X"+ a
que a et iV sont premiers entr eux , 1 équation =:e ne pourra

et

avoir qu'une solution moindre que ^a .
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Soit en second lieu A"= a.'' C" , et soient -^ et B les valeurs de .v

.t'^ + « x'^+ a
qui satislont aux équations ^

: = c j

a. a.

bine ensemble (n". i4)les deuxvaleurs .r=^-/+ a j/, jj/=rt:i/-!-^' z,

il est clair qu'on aura , à cause du signe =fc , deux valeurs de x de

la forme x-=^K-\-ct C x' :=K-[-Nx', chacune desquelles peut être

rendue- moindre que ^iV" en prenant pour x' la valeur convenable.

Donc dans le cas des deux facteurs inégaux « , ^ , l'équation pro-

posée aura deux solutions.

S'il y a un troisième facteur * , il faudra combiner la valeur

trouvée x= K+ct é''''.r', avccune troisième formule a- :==t:C4-î .s-,

et il est évident que l'on aura quatre solutions de la forme

K'+ a. C y x" y ou K' + Nx" , lesquelles pourront être rendues

moindres que j iV.

En général , chaque nouveau facte'ur double le nombre des solu-

tions obtenues par les facteurs précédens. Donc on aura en tout

2"~' solutions , i étant le nombre des facteurs a ,
C^',y

, &c, dont iV

est composé.

Remarque. Toutes choses restant les mêmes , l'équation —- =e

aura également 2'"' solutions. Car si 9 est une valeur de x qui rend

a-^ + a divisible par iV", cette même valeur , Du au moins N— 9
,

rendra x" + a divisible par 2 N.

(191) Soit N impair ou double cVun impair , si les deux nombres

N ef a ont un commun diviseur a
, lequel ne soit dit^isible par aucun

. 7- ,:,, • x°+a . ._ ,

quarre , je dis que L équation —--—= e aura toujours 2' ' solu-

tions , i étant le nombre de facteurs premiers impairs et inégaux

qui divisent N sans diviser a.

En effet, soit N= û>N\ a^^wx', l'équation proposée deviendra

ax^ + a~—= e , et parce que w et iV n ont pas de commun diviseur

^

on peut iaiie fu>-^gN'=i , ce qui donnera l'équation rcdnile
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I ^L_ = É.. Or celle-ci, oùiV'et fal sont premiers eiiLr'eax,
N'

admet autant de solutions qu'il y a d'unités dans i'"', i étant le

nombre de facteurs premiers impairs et inégaux qui divisent N'; et

si l'on fait en général .T'=â + A'V,on aura a-=«9 + wiV"'.T"=w'9+ Nx".

Donc il 3^ aura autant de valeurs de x moindres que ^iV qu'il y a de

valeurs de x moindres que \ N'; donc le nombre de ces valeurs est

égal à 2'"'.

(ig'2) Si le nombre N, impair ou double cVun impair ^ a un

commun diviseur quelconque auec a , et que ce diviseur soit repré-

senté par M 4% en sorte qu'on ait N = •4-'''<' N' , w n'étant divisible

r 7. . .•
-^''' + a

, ^par aucun quarre , je dis que L equaiion——— = e aura autant

de solutions cju'il j a d'unités dans 4- 2'"'
, i étant le nombre de

facteurs jyremiers impairs et inégaux qui divisent N'.

Car dans ce cas, ona«=4'"û!'> x^=-\-ux'
^ et l'équation à

'2 I '

o> X -\- a 111
résoudre devient , ./ =^ ^ 5

laquelle , comme on a vu dans le

11°. précédent , donne 2'"' valeurs de x' moindres que {N'. Soit en

général o;' =: 9 + iVV, on aura donc x --=](•> ^ { A- (^N'x" ; or comme

il suffit que les valeurs de .r soient moindres ou non plus grandes

q^g i.JV^=r^4^" -ZV^'j il est clair qu'on peut donner à x" les valeurs

successives o, =t 1 ,
=i= 2 , &c. jusqu'à =bi ('\.— i^. Le nombre de

ces valeurs est évidemment 4 ; donc chaque valeur de x' moindre

que viV', donnera 4 valeurs de x moindres que ^N; donc le nombre,

de toutes les valeurs de x sera 4.2'"'.

liemarque. Cette formule est vraie , même lorsque /= o , c'est-

à-dire lorsque le nombre iVou au moins sa moitié est diviseur de a;

alors elle se réduit à ^4^ mais il faudra compter comme entier la

fraction contenue dans j4 j
de sorte que si 4= 2 /z+ 1, on prendra

7? 4- 1 pour ^4-
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§. IX. Résolution des équations symboliques {—) = i j

(^—\=— 1^ c étant un nombre premier.

(igS) ooiT c un nombre premier quelconque, et soit proposé de

trouver toutes les valeurs de x qui satisfont à l'équation (— j = i
^

c 1 _

X "^ 1

ou
' == <?. Il est aisé de voir qu'on peut faire .v =^jk% y étant

un nombre quelconque non divisible par c ; les différentes valeurs

j inclusivement,

ces valeurs peuvent être abaissées toutes au-dessous de c, en retran-

chant les multiples de c qui y sont compris , et leur nombre est
,

comme on voit , j il ne peut être plus grand, parce que l'ex-

c— 1

posant de x n'est que ; il n'est pas moindre non plus , car

si deux quarrés to% 72% chacun moindres que ( j , laissoient le

même reste ou la même valeur de x , il faudroit que nv— ti- fût

divisible parc , ce qui ne peut être
,
parce que m—n et m + /i sont

c—

1

tous les deux moindres que c. Nous connoissons donc les

solutions de l'équation (—)= 1 , ces solutions étant comprises

entre o et r ; mais comme il s'agit seulement des solutions en nom-

bres impairs
,
parmi les valeurs de x on conservera les nombres

impairs, et on ajoutera c aux nombres pairs, ce qui fera encore

c— i , . . .

solutions impaires comprises depuis 1 jusqu'à 2 c

—

j.

Pour parvenir immédiatement à ces solutions , on formera
,
par
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le moyen des différences , la suite des quarrés impairs , comme

on le voit ici ;

Différ. 8 16 24 32 4o 48 56

Quar. 1 , g , 25 , 49 , 81 , 121 , 16g , 226 , &c. .

On retranchera , tant dans les différences que dans les quarrés , les

multiples de 2 c à mesure qu'ils se présenteront, et la suite des

quarrés , ou plutôt de leurs résidus , continuée jusqu'à ter-

mes , contiendra toutes les solutions de l'équation T— )= i} im-

paires, positives et moindres que 2 c. Ensuite ces solutions pourront

être augmentées d'un multiple quelconque de 2 c , ce qui donnera

x=^2cz+ b,b ayant valeurs dilTérentes.
2

Connoissant ainsi toutes les solutions de l'équation (— j = 1
y

on aura par voie d'exclusion foutes celles de l'équation (— j=— i.

Car les nombres impairs , moindres que 2 c
,
qui ne sont pas com-

pris dans les solutions de l'équation (— j =^ 1 , satisferont néces-

sairement à l'équation (— j= —-1 j et le nombre de ces derniers

scfa encore ; car le nombre des termes de la progression

1 , 3, 5, 7. . . . 2 C'— 1 étant c , si on exclut le terme c qui ne satis-

fait ni à l'une ni à l'autre de ces équations , il restera c— 1 termes

dont la moitié satisfait à l'équation (— j = t , et l'autre à l'équation

(— j =— I . Il est inutile d'ajouter que les solutions de cette der-

nière équation peuvent être aussi augmentées d'un multiple quel-

co.ique de 2c^

(ig4) Exemple I. Soit c=: 4i , on formera, au moyen des dilfé-

r^upes , la su'.te des quarrés impairs , et on retranchera , tant des

différences



SECONDEPARTIE. 24i

différences que des quarrés , les multiples de 82 à mesure qu'ils

se présentent. Voici l'opération ;

DIffér. 8 16, 24 32 4o, 48 , 56 , 64 7Î 80

Quar. 1
, g, aS

, 49 , 81 , 121 = 39, 87 = 5 , 61 , 125= 43, ii5= 33.

Différ. 88 = 6 i4 22 3o 33 46 54 62

Quar. ii3=:3i , 37 , 5i
, 73, io3= 2i , Sg , io5= 23 ,

'j'j.

Différ. 70 78 86=4
Quar. i3g =:57, 127 = 45, i23=4i=:c.

Les 20 premiers termes rangés par ordre de grandeur , donne-

ront la formule suivante
,
qui renferme toutes les solutions de

l'équation (t-) = 1 :

_ f 1 , 5, g, 21, 23, 25 j 3i , 33, 37, 3g
a;=82z+|g^^

77, 73, 61, 59, 57, 5i , 49, 45, 43.

On remarquera que les 20 valeurs numériques qui suivent 82 z
, et

qui sont proprement les solutions de l'équation proposée , sont telles

que chaque valeur b est accompagnée de son complément 2c

—

b
^

les deux ensemble faisant constamment 2 c. C'est ce qui aura lieu

généralement toutes les fois que le nombre c sera de la forme

4m+i 5 en effet si i""— i est divisible par c , il est clair que

(ic— by"— 1 est également divisible par c. Donc alors la solution

ou racine b est toujours accompagnée de la racine 2 c— b. Il n'eu

seroit pas de même , si c étoit de la forme 4/?z— 1 , et on voit

,

au contraire
,
que si b satisfait à l'équation i— j =: i , son com-

plément 2c— h satisfera à l'équation f—j=— 1.

(ig5) Exemple 11. Soit c= 5g, 2c = 118 , on procédera ainsi:

Différ. 8 16 24 32 4o 48 56 64 72 80 88 96

Quar. 1, g, 25, 4g, 81, 121 ^3, 5j , 107, i7i=:53, i25=7 , 87, 175=57,

Différ. io4 112 120=2 10 18 26 34 42 5o

Quar. i53=35, 139=21, i33=^i5, 17, 27, 45, 71, io5, 147=29.

Hh
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Différ. 58 66 yi 82 go 98 io5 ii4

Quar. 79j 137=19,85, i59=4i , laS^ô, 96, 193=76, i8i=65.

Rassemblant par ordre ces 29 résultats , on aura la formule

suivante
,
qui contient toutes les solutions de l'équation ( -— )= 1 :

a;=ii8z+ 1,3,5,7,9; ^5, 17 , 19 , 21 , 25; 27 , 2g, 35, 4i, 45;

49,51,53,57,63; 71,75,79,81,85; 87,95,105,107.

Par conséquent les solutions de l'équation (7") =— 1, seront:

a; = 118^+ 11, i3, 23, 3 1,33; 37, 39,43, 47, 55; 61, 65,67, 69, 73;

77,83, 89, 91, 93; 97,99,101, 103,109; 111,113,115,117.
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§. X- Recheiîche des formes linéaires qui conviennent aux

diviseurs de la formule t^-l-cu\

JNI ous examinerons d'abord le cas où c est un nombre premier,

ce qui fournira deux théorèmes principaux.

(196) Théorème. Soit c un nombre premier 4 n + 1 , <?f A w/z divi-

seur impair quelconque de la formule x""+ c ou V+ c u*,je dis qu'on

aurai— ) = i si A est de la forme 4n+i , et i— j =— 1 si k.

est de la forme 4 n— i

.

Car soit « un nombre premier 4«+i , et f un nombre premier

4n— 1 , tous deux diviseurs de x'^-^c , on aura , suivant le n°. i34,

(^0 = ^ et(::^)=i,ou(^)=x,et(f)=-i.De-làon

conclut
,
par la loi de réciprocité , {— j = 1 , et i— )

=— 1.

Mais le nombre ^ , s'il est de la forme in-i- 1 , est le produit d'un

nombre quelconque de facteurs a par un nombre pair de facteurs é",

donc dans ce cas (— )= 1 j et si le nombre ^ est de la forme

in— 1, il résulte du produit d'un nombre quelconque de facteurs a

par un nombre impair de facteurs G , donc dans ce second cas on

(v)=-
Corollaire. Donc si on désigne par b l'un des nombres

impairs moindres que 2 c qui satisfont à l'équation (— j = 1 , on

aura ^ = 2c z + b. Mais parmi les nombres b, on peut conserver

ceux qui sont de la forme 4n+ 1 , et ajouter 2c à ceux qui sont

de la forme 4/2— 1 j on aura par ce moyen nombres de

Hh2
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la forme 4/2+ i , moindres que 4c. Soit a un de ces nombres , on

aura ^=4cz+ a, ce qui donnera formes linéaires des divi-
2

seurs 4n+i de la formule f-Ycu''.

Pareillement , si on réduit à la forme 4 n— i toutes les solutions

de l'équation i— j=—
i

, ce qui se fera , en conservant les nom-

bres 4/2— 1 , et ajoutant 2c à ceux qui sont de la forme 4/2+ i
,

c 1

on aura nombres de la forme 4/2— i , et moindres que 4c;

soit a l'un quelconque de ces nombres, et l'expression 4cz + a

sera la forme générale des diviseurs 4 n— i de la formule i°+ cw\

Ainsi
,
par exemple , les diviseurs 4 72+ \ de la formule V-\-k\it^

seront compris dans la formule

1^= i64^+ 1,5, 9,21, 25; 33, 3/, 45 j 4g, S/; 6i
, 73, 77,

8i , io5j 1x3, 121, 120, i33, i4i.

Et les diviseurs 4"— 1 de la même formule seront compris dans

la formule

^= i64s+ 3^ 7, 11 , i5 , ig ; 27 , 35 , 47, 55 ^ 63;

67» 71» 75, 79 595 j 99» 111? 1^5, 147, i5i.

On conclura de là, par voie d'exclusion , les diverses formes , soit

4/z+i , soit 4/2— 1
,

qui ne divisent point V" -\-k\ u". En général,

il est aisé de voir qu'il y aura toujours autant de formes pour

les non-diviseurs que pour les diviseurs, ce nombre étant égal à

soit dans la forme 4 /2+ 1 , soit dans la forme 4/z— 1.

2

Kemarque. Tout nombre premier contenu dans les formes linéaires

des diviseurs de T+ c//" est nécessairement diviseur de T+ c//'.

Car soit ^ ce nombre premier , s'il est de la forme 4/2+ 1, on aura

(— j =^ I , donc T— jr=i
j donc ^ est diviseur de /°+ c^/^

Si ^ est de la forme 4/2— 1, on aura (—j=— 1 » donc

(—J=— 1 , donc ^ est diviseur de r+ c«".

Cette remarque est le fondement d'un grand nombre de propriétés
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des nombres premiers ; car puisqu'étant donné c on peut déterminer

a priori ionles lesformes linéaires icz-\-b dont sont susceptibles

les diviseurs de la formule /'+ c «", et que d'un autre côté on peut

aussi déterminer toutes les formes quadratiques py'^-\-2qjz-\-rz^

qui conviennent à ces mêmes diviseurs , il s'ensuit que tout nombre

premier renfermé dans l'une des formes linéaires icz-\-b , doit

être de l'une des formes quadratiques jdj'»+ 25^^-2+ rz". Proposition

très-féconde, et dont le développement pour les différentes valeurs

du nombre premier c , fournit une multitude de théorèmes inté-

ressans sur les nombres premiers.

Lorsque ^ est un nombre composé , il ne suffit pas qu'il soit

compris dans les formes icz-\-b qui conviennent aux diviseurs

de i°+cw% et malgré cette condition ; il pourroit bien n'être pas

diviseur de cette formule. Par exemple , lorsque c = 4i , la forme

i64z+ 57 contient le nombre 221 = 13.17, lequel n'est point

diviseur de t- + iiu' ^ car ^^ -f 4i «' n'est divisible ni par i3 ni

par 17.

(197) Théorème. Soit c un nombre premier 4n— 1 , et \un
diçiseur impair quelconque de laformule t"+ c u'', je dis qu'on aura

toujours (
—

- j
=: 1

.

Car soit a un nombre premier 4n+i , et é' un nombre premier

4/z— 1, tous deux diviseurs de i'+ cw% on aura ( j= i
,

(^—7-^ = 1, ou (—)=i) ("^) = — ' j ^°"^ réciproquement

{—J= 1 , (— j = I. Donc tout diviseur u4 composé du produit

de plusieurs nombres premiers « et é' , donnera (— )=i.

Corollaire. Tout diviseur impair de la formule r-|-ci/% peut être

c—

1

représenté par ^cz + a. a étant l'un des nombres impairs
2

et moindres que -20 qui satisfont à l'équation (~\= 1.
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Par exemple, si c=59 , tout diviseur de la formule i'+ Sgw'

pourra êlre représenté par la formule

^=ii8z+ 1,3,5,7, 9; i5, 17, 19,21, 25; 27, 2g, 35^4 î, 45
j

4g, 5i, 53, 5j, 63; 71, 75, 79, 81,80; 87, 95, io5, 107.

On démontrera aussi, comme dans le cas précédent
,
que tout

nombre premier compris dans la forme linéaire 2.cz-\-a est né-

cessairement diviseur de t'"-\-cu''.

Remarque. On trouveroit de même , à l'égard des diviseurs de

là formule f—c/^% les théorèmes suivans :

1°. Soit c un nombre premier 4/z+i et ^ un diviseur Impair

'^\
c

quelconque de la formule i'

—

eu'', on aura f— j = 1 ; donc ^
•1

sera toujours de la forme 2 cz -(-&>, w étant l'une des solu-
2

lions de l'équation f— j = t , et réciproquement tout nombre pre-

mier compris dans les formes "ic z-\-u) sera diviseur de la formule

2°. Soit c un nombre premier in— 1 et ^ un diviseur impair

quelconque de la formule i'-
—eu' ; si u4 est de la forme 4/z+i

,

— j= 1 , et si ^ est de la forme 4«— 1 , on aura

—j^— 1; de - là on tirera aisément les formes linéaires qui

conviennent au diviseur _-^. Réciproquement tout nombre premier

contenu dans ces formes sera diviseur de la formule f— eu''.

(ig8) Considérons maintenant les diviseurs de la formule r+ 2«^°,

c étant un nombre premier.

Soit d'abord c = 47z+i , et soient a, a\ a", d'\ des nombres

premiers respectivement des formes Sw-J-i, 877z+ 3, 2>m-\-5
y

8ni+ jj tous diviseurs de r+ 2Ctt°, on aura dans ces différens

cas (n°. i34) :

e='.©=-'©="(p)=-
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Mais on a en même temps (n°. i48)

©=-©— - 0=-^, ©-^^

réciproquement (^)=i, ©=1, (-^)==_i ,(£)=_ ,.

Soit maintenant ^ un nombre quelconque de l'une des deux
formes 8n+i

, 8n+ 3, et soit B un nombre de l'une des deux
autres formes 8/7-1-5

,
872+ 7; le nombre ^ résultera nécessai-

rement du produit d'un nombre quelconque de facteurs a , a' pnr
un nombre pair de facteurs a", a" , et ainsi on aura toujours

(—) = 1 j de même le nombre B résultera du produit d'un nombre

quelconque de facteurs a
, a', par un nombre impair de facteurs

^" '' » • • / -^Na j a , et ainsi on aura ( — ) =— 1

,

Soit en second lieu c= 4 77— 1 , et soient toujours a, a', 6cc.

des nombres premiers des formes B/z+i , 872+ 3, &c. lesquels

divisent la formule r + 2cu% on aura ^ comme ci-dessus

©="© = " ©=-'-t.)=-M
donc réciproquement f—^=iY—^ =—i^Ç^\~ lY—>— ,^

Soient ^ et B deux nombres composés , le premier 8/?.+ i ou
87Z+ 7, le second 8n+ 3 ou 8/7+ 5, il est aisé de voir que le

nombre ^ résulte du produit d'un nombre quelconque de facteurs
a

, a"'i par un nombre pair de facteurs a', a", et ainsi on aura

toujours (^-—j= j. A l'égard du nombre B, il peut être censé

formé du produit d'un nombre ^/ par l'un des facteurs a', a) donc

on aura (— )=— 1.

Nous pouvons donc établir ces deux théorèmes.
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I. A étant un diviseur quelconque 8n + i om 8n-l-3 , ef B «/z

diviseur 8n+ 5 ou Sn-^j de la formule t^'+acu', dans laquelle c

/ A \
est un nombre premier 4n-[-i , on aura toujours ( — j = i ^t

II. A étant un diviseur 8 n+ i o/^ 8 n+ 7 , et B un diviseur 8 n+ 3

ou 8n-|-5 de la formule t°-|-2cu' dans laquelle c est un nombre

premier 4/z

—

\, on aura toujours (— j =^ i et (— j =— i.

(igg) De-là on voit qu'on peut déterminer a priori toutes les

formes linéaires 9>cx-\-b qui conviennent, soit aux diviseurs -f^,

soit aux diviseurs B de la formule i^+ 2CM^

Par exemple j soit c = 2g , les solutions de l'équation (— j = i

étant

^= 58^+ 1,5, 7, g, i3 j 23, 26, 33, 35, 45; 4g, 5i, 53, 5/,

si on concilie ces solutions avec les formes 8h+i et 8ra+ 3 , on

aura toutes les formes des diviseurs 8/i+i , 8/2+ 3 de la formule

i^-l-58w% lesquelles sont:

^=232 z-\- 1, g, 25, 33, 35; 4g, 5i, 5j, 5g, 65 ; 67, 81 , 83, gi, 107;

1 15, 121, 123,1 2g,i3g; i6i,i6g,i7g,i87,2ogj 21g, 225,227.

On trouvera de même les formes des diviseurs 8«+ 5, 8/2+ 7,

de la même formule , lesquelles sont :

^= 232^+ i5, 2 1,31,37, 3g; 47, 55, 61, 6g, 77; 7g, 85, g5, 101,1 ig;

I27,i33,i35,i43,i57; i5g,i8g,ig(,2o5,2i3; 215,221.22g.

Soit encore c= ii , l'équation f —J= 1 ayant pour solutions

a;= 22 jr+ 1 , 3 , 5
, g , i5 , si on ramène chaque solution aux formes

8/z+i et 8/Ï+ 7, on aura toutes les formes des diviseurs 8«+

i

et 8/2+ 7 de la formule ^''+ 222/', lesquelles seront :

^ = 88j:+ 1
, g , i5 , 23 , 25; 3i , 47 , 4g ,

71 , 81.

De même les solutions de l'équalionT

—

j
=— 1 étant x= 22^+ 7,

i3 , 17, 1 g , 21, si on les réduit aux formes 8 /z+ 3 , 8 /z+ 5 , on

aura
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aura toutes les formes des diviseurs 8«+ 3, 8n-{-5 de la formule

<* + 22tt% lesquelles seront :

B= 88z+ i3, 19, 21, 29, 55; 43, 5i , 61 , 83, 85.

(200) Aj'ant déterminé les diverses formes linéaires Scx+ b qui

com^ennent aux diviseurs de la formule t'+ zcu'', on peut démon-

trer que tout nombre premier compris dans ces formes est' néces-

sairement diviseur de f -\- 1 c u^ ; car si
,
par exemple, ^ est de

la forme 8/2+ 3, et c de la forme ^n-\-i , on aura (n°. 198)

(— )= 1 5 de-là on déduit f— j = 1 j d'ailleurs on a
,
par la forme

du nombre ^ , (-^)=— ^ ,
donc f—3~ ) "^ ' '

^0°^ -^ ^st divi-

seur de f*-f 2CU*. Les autres cas se démontreront de la même
manière.

Remarque. Il est essentiel d'observer que
,
quel que soit le nom-

bre c
,
premier ou non

,
positif ou négatif, les diviseurs linéaires

de la formule f^-T-cu' seront les mêmes , soit que ces diviseurs

soient supposés des nombres premiers , soit qu'ils soient des nom-
bres composés quelconques.

En effet , si on considère seulement parmi les diviseurs de la

formule i^+ c?/", ceux qui sont premiers à c ( et il est inutile d'en

considérer d'autres
,
parce qu'on sait bien que tout diviseur de c

divisera la formule t''-\-cu'') , et qu'on représente par 2cz-\-b l'un

des diviseurs linéaires dont il s'agit , b sera premier par rapport

à c , de sorte que la formule icz+ b contiendra nécessairement

des nombres premiers , et en contiendra même une infinité (Voyez

l'Introd. n°. XXIV). Donc la forme -îcz+ b sera comprise parmi

toutes les formes possibles des nombres premiers qui divisent la

formule r+ c;^°j donc il suffit de chercher toutes les formes linéaires

des diviseurs premiers , et celles-ci comprendront absolument toutes

les formes possibles , tant des diviseurs simples que des diviseurs

composés.

Cette remarque abrégera singulièrement les calculs nécessaires

pour déterminer a priori les formes linéaires des diviseurs de la

formule ^''+ c z/% c étant un nombre composé. Nous allons appliquer

li
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cette méthode à quelques cas généraux; ensuite nous indiquerons

une autre méthode moins directe , mais beaucoup plus expédilive

pour remplir le même objet.

(201) Problême. Soit c^=a.C , a et ë étant des nombres premiers

quelconques ^ 2 excepté, on demande quelle doit être la forme du
nombre premier A

,
pour que A divise la formule t°+ «£«*.

/ ~"~* ^\
Il faut en général qu'on ait f

—

T^j^^ '
J
mais pour satisfaire

à cette équation, nous distinguerons deux cas, selon que -^ est

de la forme 4n+ 1 , ou de la forme in— 1.

1°. Si u4 est un nombre premier 4/z+ 1 , l'équation à résoudre

sera f—-V T— j= 1 , et on n'y peut satisfaire que de deux ma-

nières, l'une en supposant ^—j= i
, ^— j = i , l'autre en sup-

posantQ=-i,(^)= _,.

Dans le premier cas , on aura
,
par la loi de réciprocité

,

î— j = i, (—)= 1. La première équation étant résolue , comme

il a été expliqué ci-dessus , et les solutions étant toutes réduites

à la forme 4«+i , on aura valeurs de u4 de la forme
2

C—

1

4az+ a'j la seconde équation donnera pareillement valeurs

de ^ de la forme 4fz+f'. Donc si on fait accorder chacune des

formules 4ctz+ a' avec chacune des formules iC z-\-ë'^ on aura en

a.— 1 C—

1

tout . formules de cette sorte ^^^iaC z + y.
2 2

Dans le second cas , on aura semblablement les équations

(— j=— 1 , (— )= — 1 , lesquelles étant résolues séparément

,

a.— 1 S— I

puis combinées entr'elles , fourniront de même • ior-

mules de la forme ,«:/= 4ixê'z-|->
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2". Si ^ est un nombre premier 4/z— 1 , la condition à remplir

sera (~)=— i> "^("^J'C^^"— ^' ^^ ^'^ P^"*" satisfaire

que de deux manières, soit en supposant f—j =1, f—J=— i,

soit en supposant T—j=— 1, T— j = 1.

La première manière donne , d'après la loi de réciprocité, (n". 164)

—)= ('— 0"^»(

—

)^^(— ^^ ' jet comme ces équations rentrent

toujours dans l'une ou l'autre des deux équations f—j = + 1
,

{— j=— I , c étant un nombre premier , il sera facile d'avoir la

valeur de ud qui satisfait à chacune de ces équations. Ensuite la

a.— 1 c— 1

combinaison des valeurs donnera un nombre —— . de solu-
2 2

tions toutes de la forme 4aê'z + a.

La seconde manière de satisfaire à la question , donnera

—)= C—O *
•){.
— )^^(—O " ,et on en tirera des conséquences

analogues. Il y aura donc en tout quatre formules générales

4 a fz + a contenant chacune pour ( a ) un nombre de valeurs

a.— 1 C— 1

(202) Si on suppose c=a.ey , a, C^y étant trois nombres pre-*

miers inégaux , 2 excepté , on s'y prendra d'une manière sem-

blable pour trouver la forme des différens nombres premiers qui

peuvent diviser la formule f+ cu^.

Soit ^ l'un de ces nombres , il faudra en général qu'on ait

(-^ et c y\——— J:=i. Supposons d'abord ^ de la forme 4^+^i cette

équation deviendra (-^) • (~^) • (~p) = 1 » et on ne pourra y

satisfaire que de ces quatre manières :

112
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- (i)=-' 0-" (^)=-

Dans le premier cas , on aura
,

par la loi de réciprocité
,

(—) = 1
,

(

—

J= 1
,

(—) = 1 ; or les valeurs qui satisfont à ces

équations sont de la forme ^=4az + a', ^=4^'-^ + ^'» -^=4>z-|->',

a. ayant valeurs momdres que 4a ,
é" ayant valeurs

moindres que 4f , et >' ayant valeurs moindres que 4>, Donc

si on fait accorder les trois valeurs ia.z-{-a, iCz+ C'y iyz+ y'y

suivant toutes les combinaisons possibles , on aura une nouvelle

formule ^ = ia.Cy z-\-u> , dans laquelle &> aura un nombre de va-

ct— 1 C 1 y
— i

leurs . . .

2 2 2

Jl y aura une formule semblable pour chacun des quatre cas

qui sont à considérer lorsque ^ est de la forme in-\'i; il y en

aura quatre pareilles pour représenter les valeurs de ^ lorsque

^ est de la forme 4/z— i. Donc on aura en tout huit formules
,

chacune renfermant . . formes différentes.
2 2 2

Il n'est pas difficile de voir que si c contenolt un quatrième

facteur J", le nombre des formules deviendroit double,, et le nombre

. et— 1 Q— i y— 1 <r—

1

des formes contenues dans chacune seroit . . . .

2 2 2 2

On peut donc établir cette conclusion générale.

Si on désigne par m le nombre des facteurs premiers a
,
^ ,y , Sic.

çui composent le nombre c , les diviseurs impairs de la formule

t"+ c u' seront représentéspar 2"'formules A = 4 c z+ a , dans cha-
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a— 1 S— 1 •; l

Cime desquelles a ai/ra un nombre de pâleurs
^

2 2 2

^ j

. &c. , de sorte que le nombre de toutes les formes linéaires

contenues dans ces formules sera (a.— i j (^— i^ (y
— \) &c.

Il pourra arriver que les formes 4«+ij 4n— i soient confon-

dues dans une même formule , laquelle seroit 2cz + a , au lieu de

4cz+ a que nous venons de trouver; mais alors il y auroit deux

fois moins de formules , ce qui reviendroit au même.

(2o3) Si on a c= 2 f/j d étant un nombre impair résultant du

produit des m nombres premiers a , 6,7, &c. , il faudra consi-

dérer^ à l'égard du diviseur ^^ , les quatre formes 8/î+i , 8k-(-3,

8/2+ 5, S n-\-j , chacune desquelles donne une valeur déterminée

pour i—z)> de sorte qu'il ne faudra plus que satisfaire à Tune

ou l'autre des équations (—^J = i
j \^J ^^— ^ •> selon les cas.

Cette équation , traitée toujours de la même manière, donnera
2*""' valeurs de^, chacune de la forme 8d z-\-r , dans laquelle (a)

a. 1 S 1 r —

1

aura un nombre de valeurs . . . &c. I.a mtine222
chose ayant lieu pour chacune des quatre formes 8/î+ 1, B/z+ o, &c.

,

on aura donc en tout 2""^' formules ^= 8d z-^a., on ^=icz-ri\,

dans chacune desquelles (a) aura un nombre de valeurs .

^—
i >

—

I

. . &c. j et le nombre total des formes linéaires sera
2 2

par conséquent 2 (x— 1^ (C— i) (y— 1^. &c.

Si le nombre c contenoit un facteur quarré , on pourroit le divi-

ser par ce facteur , car la formule t^ -^-c^'^u"" n'est pas plus générale

que i'+ czi", et n'admet pas d'autres diviseurs premiers à c. Ainsi

on peut toujours supposer que c est le produit de plusieurs nombres

premiers inégaux , sans en excepter 2 ; de sorte que les deux cas

généraux que nous venons d'examiner renferment absolument tous

les cas possibles. Enfin
,
quoique nous n'ayons considéré jusqu'à
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présent que le cas de c positif, la formule i"

—

eu" se traiteroît

de la même manière
;
et on auroit les mêmes résultats quant au

nombre des formes 4^-2 + a, qui conviennent aux diviseurs de cette

formule. Mais dans tous les cas , on peut trouver ces différentes

formes linéaires , par un procédé plus simple , et qui conduit à

de nouvelles propriétés.

(204) On a déjà vu (n°. i38) que les difFérens diviseurs d'une

formule telle que t^dLcu" peuvent toujours se réduire à la forme

dans laquelle on a pr^ç'= c , et où l'on peut supposer 2 y non

plus grand que p et r. Au moj'^en de ces conditions , il est facile

de déterminer a priori toutes les formes des diviseurs qui répon-

dent à un nombre donné c. Les formes pj^'+s ^'/zrfcr 2*, con-

tenant des indéterminées au second degré , seront appelées dé-

sormais formes quadratiques
,
pour les distinguer des formes li-

néaires icx + a, dont nous nous sommes occupés dans ce paragraphe

et dans le précédent.

Supposons donc qu'étant donné le nombre c on a déterminé

d'abord toutes les formes quadratiques qui conviennent aux divi-

seurs de la formule proposée r=t:cu^, il ne restera plus qu'à déve-

lopper ces formes quadratiques en formes linéaires ; on aura ainsi

toutes les formes linéaires qui conviennent aux diviseurs de cette

formule , on aura de plus l'avantage de connoîfre la correspon-

dance qu'il y a entre les formes quadratiques et les formes linéaires.

Tout se réduit par conséquent à voir ce que devient la formule

pj^'j^zqjzztzrz', lorsqu'on y substitue, au lieu de y et z , des

nombres quelconques déterminés , et qu'on met les résultats sous

la forme 4cx-l-a , où l'on peut négliger les multiples de 4c, et ne

conserver que le résultat positif et moindre que 4 c.

Or il n'est pas nécessaire , dans cette substitution , de fairej/ ni z

plus grands que 2 c j car si à la place de _^ et z on substitue 2 c+y
et2c4-^, la. formule py^'i- 2 qy zzizj-z' deviendra

p(7C+j)'+ 2q(2c+y) (2C+ z)±:rC7C+ z)'
,

quantité qui se réduit àpy+ 2qyz:±irz'+ icMj 4cjMétantuu
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multiple de 4 (?j de sorte que ces valeurs 2 c+y , 2 c+ z donneront

la même forme linéaire 4c.r-|-a qu'avoient donnée jj' et z.

Il faut éviter égalennent de donner à j^ et 2 des valeurs qui

rendroient p y' + "2 qy z^kirz^ pair , car nous ne considérons ici que

les diviseurs impairs , et de plus , les diviseurs premiers à c.

Pour remplir plus sûrement cette condition , il sera bon de pré-

parer le diviseur quadratique /7j/°+ 2 çjyz^rz" de manière que r

soit pair, car alors p étant impair, on donnera à j des valeurs

impaires quelconques, et à 2 des valeurs paires ou impaires à vo-

lonté. Si r n'est pas déjà pair dans le diviseur , il suffira de mettre

y^i^z à la place de y , et la transformée aura son dernier terme

pair. Nous aurons occasion aussi , dans certains cas , de donner aux

diviseurs quadratiques la forme pj^'+çjz + rz' dans laquelle les

trois coefficiens sont impairs. Alors il faudra supposer successive-

ment z= 2u, yT=iu^z-\-yz=iu, ce qui donnera trois for-

mules ayant la condition requise ; mais on verra que le dévelop-

pement d'une de ces formules suffit.

(•2o5) Considérons donc la formule ^^=pj''-\--2qjzi±iimz''^

où l'on a 2mj9:+r^°=c, et dans laquelle jk doit être impair,

ainsi que p. Si on suppose q ei c premiers entr'eux
, /) et c seront

aussi premiers entr'eux. Cela posé , si l'on fait j/:= 1
,

je dis que

la formule /j+ 2 ç-^-rt: 2 m4% où il ne reste plus que -i d'indéter-

miné, contiendra toutes les formes linéaires 4 c x-l-a, qui sont com-
prises dans la formule proposée j5j'''-|-2 5'jK2=±=2 mz°.

Il faut prouver pour cela que
,

quelles que soient j' et z , on

pourra toujours trouver une indéterminée -4- telle que

p-^-iq-^-àz^m^-^—pj''— ^qyz^^imz^

_

Vc
soit un entier. En effet, puisque p el ^c sont premiers entr'eux ,

la quantité précédente sera un entier , si son produit parp en est un,

c'est-à-dire si l'on a

(p+ q4/— (pj-Vqzr±cg — Z-) _
^

Soit d'abord 4= -z + 2a
, et il suffira de satisfaire à la condition

(p + qz-]r nqKy— (p y + q z)'= e.

40
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C'est ce qu'on peut obtenir, en prenant une nouvelle indétermi-

née ô , telle que
p-Vq z-\-2qh =pj+ c/z+ 7cS •

or cette équation sera toujours résoluble
,
puisqu'elle peut être

mise sous la forme

OÙ c et y sont premiers entr'eux, et où d'ailleurs le second memtre
est un entier.

Donc pour déterminer toutes les formes linéaires de la formule

^ =^pj^-\-o. qy zzà^imz"^ il suffira de déterminer celles de la for-

mule plus simple

ce qui se fera , en donnant à \ les valeurs successives o, \, 2,3, &c.

jusqu'à 2c— 1 , ou seulement jusqu'à c— i si$'= o. Les valeurs

de ^ se calculent aisément par le moyen de leurs différences
,

et en omf^ttant les multiples de 4c à mesure qu'ils se présentent.

Ensuite on rejettera parmi tous les résultats ceux qui sont iden-

tiques avec d'autres , et ceux qui ont un commun diviseur avec c.

(206) Si 5^ et c ne sont pas premiers entr'eux , il sera toujours

facile de transformer la formule pj'^-^r'îqyzdiznmz'' en une autre

semblable , dans laquelle q soit premier à c ,- de sorte qu'on doit

regarder comme absolument général le procédé qu'on vient d'indi-

quer. Cependant nous dirons encore deux mots du cas particulier où

la formule proposée est v'zfccz'' ou aj^'z^bz^.

Si l'on a ^ =j"'— «^ -^°) il faudra distinguer deux cas , selon que

c est pair ou impair.

1°. Si c est impair , on supposera d'abord y impair et z pair,

ce qui , en rejetant les multiples de 4 c , réduit la valeur de ^ au

seul terme j/°, d'où résulte ^= 1
, g , 26 , &c. 5 on supposera en-

suite jj^ pair et z impair, ce qui donnera ^ = 4w^=fcc, et ainsi

on formera la suite 4±f, i6=tc, 36=fcc, &c. , ayant toujours

soin de rejeter les multiples de 4<?- Les résultats provenus de cea

deux suppositions , composeront toutes les formes linéaires de ^.
2°. Sic est pair, il faudra nécessairement quej soit impair, mais s

et
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sera à volonté ; si z est pair, on aura simplement^=y^= i ,9,25,&c. j

si z est impair , on aura ^ =j^:±ic ; de sorte qu'il faudra former

la suite 1 ±c, g±c, 25±c, &c. Les deux systèmes réunis don-

neront toutes les formes du diviseur ^.
Si le nombre c-=ab^ parmi les diviseurs de i*-^cu-, on ren-

contrera nécessairement aj''z±:.bz^. Pour avoir les formes linéaires

de ce diviseur , on donnera à y les valeurs successives 1 , 2 , 3. . .:

jusqu'à b— 1, et on donnera à z les valeurs 1.2. 3.... jusqu'à

a— 1. Il est inutile d'aller plus loin
,
parce que si à la place àe

y

on met b-\-y et b—y, les deux résultats difTèreiit d'un multiple

de 4a 6 ou de 4c, et par conséquent ne sont pas censés diffé-

rens. Il en est de même , si on met a-j-z et a— 2 à la place de z.

Il faudra donc combiner chacune des valeurs de ay"^ avec chacune

des valeurs de ds:.bz', et la seule condition que la somme soit un

nombre impair, exclura beaucoup de combinaisons ; il faudra

ensuite supprimer les résultats qui sont identiques avec d'autres,

ou qui ont un commun diviseur avec c.

A ces préceptes généraux nous n'ajouterons plus qu'une ob-

servation , c'est que dans le cas de c =: 4 tz— i, les diviseurs linéaires

de la formule f'-^-cu^ doivent être représentés simplement par

2cx+ a, au lieu de l'être par 4cx+ a, parce qu'alors une même
forme quadratique contient les diviseurs 4/2+1 et les diviseurs

4 n— 1. Le calcul d'ailleurs est toujours le même , avec cette seule

différence
, qu'au lieu de supprimer les multiples de 4c , on sup-

prime ceux de 2 c, ce qui rend l'opération encore plus prompte.

Exemple I.

(207) Soit proposé de trouver tous les diviseurs tant quadratiques

que linéaires de la formule f''+ 4i«''.

On cherchera d'abord les diviseurs quadratiques , au moyen de

la formule pr— g''=4i, où l'on doit supposer q<i\/-^<i^i et

^q<ip et r. Voici le calcul:

1°. Soit 5^ = 0, on aura /? ? = 4i , donc /»= i ? r = 4i.

p = 3 j /•= i4

2". Soit çr =: 1 , on aura /j r= 42 , donc ^ P^= 7 •,
'^ = 6

^j= 2
1 , r := 2

Kk
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3°. Soit q^=^2 , on aura p^=: 45 = 5.9 , ^^'^'^ P = 5 , r= g.

4°. Soit ç»= 3 , on aura p ;•= 5o j mais 5o ne se décompose pas

en deux facteurs plus grands que 6 , ou dont le moindre soit égal

à 6. Donc l'opération est terminée , et il n'y a que cinq formes

possibles pour les diviseurs quadratiques de la formule proposée.

De ces cinq formes j trois sont relatives aux diviseurs 4 ;z + i ^

savoir :

y+ 4iz"

5j^+4jz + 9-.

Les deux autres se rapportent aux diviseurs 4"— i > ^t sont r

3jK°+ "îjz. -\- li z^

7JK'+ 2fz + 6z\
Cherchons maintenant les formes linéaires qui répondent à ces

formes quadratiques.

Prenons parmi les diviseurs 4;? + i la forme -^=:5j'°+ 4yz+ 9.c%

et comme le coefficient du dernier terme est impair, mettonsjx

—

z

à la place de y, puis changeons le signe de z , nous aurons

.^=5y''+ 6jz+ 10^^. Après cette préparation , on peut considérer

simplement la formule ^=5 + 64+ io4''- Voici les résultats que

donne cette formule , en faisant successivement •4-^=0 , i , 2.3. . .,

et rejetant à mesure les multiples de 4c= i64.

DlfF. i6 36 56 76 96 116 i36 i56 176=12

A= 5, 21, 57, ii3, 189=25, 121 , 237=73, 2og=45, 201=37.

Diff. 32 52 72 92

A =: 49 , 81, i33, 2o5= 4i, i33.

Arrivé au résultat 4i =c , on voit que les précédens i33, 81 , Stc.

doivent revenir dans l'ordre inverse de sorte qu'on parviendra

ainsi au terme 5 ; mais il reste à savoir si
,
passé le terme 5 , il n'y

auroit pas de nouveaux termes non compris dans ceux qu'on a

déjà trouvés. Pour cela , il faut prolonger la suite en arrière ,

comme on le voit ici :

Diff. —16, 4,-24, 44, 64 84 io4 i24 i44 i64=o

A= 21,5, 9,33,77,141,225=61,165=1,125,269=105.

Ici , à cause de la différence , nous n'irons pas plus loin
,
parce
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que nous sommes sûrs maintenant que les termes précédens revien-

dront , et qu'on n'aura aucun nouveau terme. Donc en rassem-

blant les résultats trouvés, et excluant 4i =c , on aura les 20

formes suivantes qui répondent au diviseur proposé By^+ ijz+ Qz^j

ou 5j'+ 6jz-\-\oz'' ; ces formes sont:

u4 =^i6ix+ 1, 5, g, 21, 25 j 33, 3/, 45, 49, 67;

61
, 73, 77, 81 , io5, 1 13, 121 j 125 , i33 , i4i.

Prenons maintenant la formule quadratique ^/ =j/'' + 4 1 2"
; en

supposant d'abord z pair , il suffira de développer la valeur j" d'où

résulteront les mêmes 20 formes qu'on vient de trouver. Soit en-

suite j^ pair et z impair, on aura à développer la valeur ^=4«''+ 91,

de laquelle résulteront toujours les mêmes formes. Enfin la troi-

sième forme quadratique ^^zij"" ^7j z+ 2 z'- des diviseurs 4/z+ 1

donne encore les mêmes formes , et en elfet les formes trouvées

comprennent touteSUtelles qui ont été déterminées a priori pour

les diviseurs in+i de la formule t' + cu'^ le développement des

différentes formules ne pouvoit donc fournir d'autres formes que

les 20 déjà trouvées n°. 196 j mais on voit que chaque formule

particulière les fournit toutes , et c'est une propriété que nous

allons démontrer en général.

(208) Si c est un nombrepremier 4n+ 1 , Zê-s cUJfcrens diuïseurs

quadratiques 4n+i de la formule V \- c xx^
,
fourniront tous les

c—

1

mêmes formes linéaires 4cz+ aj a ayant valeurs positives

moindres que 4c, et ces valeurs ne seront autre chose que les

solutions de l'équation ( ) = i réduites à laforme 4n + i. Pa-

reillement tous les diviseursj[uadratiques 4 n— 1 de la même for-

mule fourniront les mêmes formes linéaires 4 c z + a , a ayant

valeurs qui sont les solutions de Véquation i — J =—
1

, ré-

duites" à la forme 4 n— 1

,

En effet soit py''-^nqyz-\-'2mz''^=A un diviseur 4rt+i de la

formule ^'+ c?/% p étant par conséquent de la forme 4«+i 5 il

faut prouver que les formes linéaires tirées de cette formule coin-

Kk2
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cideront avec celles qui seroient tirées du diviseur j^+ cz" qui

appartient pareillement à la forme 47z4-i. Changeons les indéter-

minées j' et z de cette dernière formule en ? et -l ,
pour ne pas

les confondre avec les autres , et la question est de faire voir que ,

quels que soient jj^ et ^, on peut toujours déterminer <p et •4- de

manière que la quantité

9'+ c 4°— (PJ^''+ 2 çy z + 7m z")

Vc

soit un entier j et puisque/? et 4 c sont premiers entr'eux , cette

quantité sera un entier , si son produit par p en est un , ou si

l'on a

77 r— Cpj+ y z)' + c (p 4 — -z';_
4c

~^'

Or p est de la forme 4 7z-t-i , donc pourvu qu'on prenne 4= 2,

ou seulement 4— z pair, p4-''— z"" sera divisible par i, et ainsi

il ne restera plus qu'à satisfaire à l'équation

pjj-(pj+ Çf)"_
47

~^'

Mais (n°. ig6) le nombre p, comme diviseur in+i de f^+ cM%

est tel que
( )= ^ 3 donc c est diviseur de a-'

—

p , et par con-

séquent on peut trouver un nombre « tel que a°—p soit divisible

parc. Si on prend de plus a impair, — ^ sera un entier 3 donc

l'équation à laquelle on veut satisfaire deviendra

ct'!p'— (py+ cjz/
_^^

kc

Celte équation est toujours résoluble
,
puisque a et 2 c étant pre-

miers entr'eux , on peut toujours trouver deux indéterminées ? et 9

telles que
a?— (pyArqz) = 2c9.

Donc il n'est aucune forme linéaire contenue dans le diviseur

quadratique j9jj'''+ 'i 5rj^z+ 2 m^" qui ne soit pareillement contenue

dans le diviseur ;j^°+c^% et la proposition réciproque se prouve-

roit par un raisonnement semblable. Or la forme j/'+ ci;" renferme

toutes les formes linéaires possibles
,
puisqu'en faisant z pair , elle
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se réduit à y' qui les renferme toutes (n". igS) ; donc toutes ces

formes sont pareillement contenues dans le diviseur quadratique

On démontrera la même chose de deux diviseurs quadratiques

4 n— 1 , représentés par jty '^+ "qyz+ imz" et p'y'''+ iq'y'x^+ 1 m'z''.

D'où il suit que dans le cas où c est un nombre premier 4n+i,
tous les diviseurs quadratiques in-\-i , donnent les mêmes formes

linéaires , et il suffit par conséquent de développer le premier

diviseur quadratique j'°-t-fz% ou simplement y''; dans ce même
cas, tous les diviseurs quadratiques 4/2— i fournissent pareille-

ment les mêmes formes linéaires , de sorte qu'il suffit de déve-

lopper l'un de ces diviseurs.

(20g) Soit maintenant c un nombre premier 4n— 1 , je dis que

tout diviseur quadratique p y° + 2 q y z+ r z'" de laformule t°+ c u'',

contiendra les mêtnes formes linéaires que donne le diviseur

y^+ cz", ces formes linéaires étant représentées par la formule

2cx+ a.

Il suffit
,
pour cela , de prouver que quels que soient jk et xr,

on peut toujours déterminer ? et -4- de manière que la quantité

^'+ ^4°

—

(py'^+ nqyz+ rz-)

2 c

soit un entier. Or comme p et 2 c sont premiers entr'eux , si on

multiplie cette quantité par p , on aura l'équation à résoudre

p£—(py+qzy+ c (p-\^—z')

ne
et d'abord en prenant 4-— 2 pair

, pV^— z'^ sera toujours divisible

par 2 , et ainsi il suffira de satisfaire à l'équation

2C
e.

Mais/» étant un diviseur de <°+ c;/% on a (n°. 197) (~^ = 1 ;

donc c est diviseur de r

—

p , et ainsi on peut supposer =^j

et l'équation à résoudre deviendra

-

—

= e.
2 c
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Or on satisfait à cette équation , en clierchant les indéterminées p

et 9 telles que
a?

—

(pj-^-qz) = 2rfl
;

équation toujours résoluble j puisque a et 2c sont premiers en-

tr'eux. Donc les formes linéaires contenues dans le diviseur (\\i^-

dratiquepj^' -1-2 5^7 -=+ ?•-=% sont également contenues dans le divi-

seur j^^+cz', et comme la propriété réciproque se démontreroit

de la même manière , il suit de toutes deux qu'un diviseur quadra-

tique quelconque pj' -^iqy z-V r z' renferme absolument toutes les

formes linéaires qui conviennent aux diviseurs de la formule r+ c"^

Donc lorsque c est un nombre premier in— i , les mêmes formes

linéaires sont affectées à la totalité des diviseurs quadratiques et

à cbacun d'eux en particulier.

On verra qu'il n'en est pas de même , lorsque c est un nombre

composé : alors les formes linéaires sont distinguées en plusieurs

groupes qui répondent à différens systèmes de diviseurs quadrati-

ques. L'existence de ces groupes est d'ailleurs une suite de ce

qui a été démontré a priori sur la forme linéaire des diviseurs.

Exemple II.

(210) On demande les diviseurs linéaires de la formule f— 3g u''

avec les diviseurs quadratiques correspondans.

Pour cela , on commencera par chercher tous les diviseurs qua-

dratiques , d'après la formule pr+ q' = '6(^, où l'on peut donner

à q toutes les valeurs moindres que \/ '-^ on <o ; ces diviseurs

6ont

3_^»_i3s- \'5j''—'6z^

iL^j'^-iyz— iz" 2j'—-iyz—\0fz'-

ly-^-ijZ— 'Jz'' Jy^—liJZ— hz\

Mais en suivant la méthode pour réduire ces diviseurs au momdre

nombre possible , on trouve qu'il ne reste que les quatre suivans :

J9J' + 2J'-
— 2x;^ 2j'-^-2jz—\ç^z\

Il s'agit donc d'avoir les formes linéaires qui répondent à ces formes

quadratiques.



s E C O N D E P A R T I E. 263

1°. Le diviseur j^— Sg^', en supposant z pair et négligeant

toujours les multiples de 4.39= i56, se réduit au seul termes''

dont Toici les valeurs successives :

DifFér. 8 , 16 , 24 , 32 , 4o , 48,56,64, 72,80, 88,96,

y 1, 9» 25, 49, 81, 121, i3, 69, i33, 4g, 129, 61.

DifFér, io4, 112, 120, 128, i36 , i44, i52 , 4 , 12,

jr" 1 , io5 , 61, 25, i53 , i33, 121, 117, 121, &c.

Supprimant dans cette suite les termes divisibles par 3 et par iS,

il ne restera que six termes différens , 1, 25, 4g, 61, 121, iSoj

de sorte que le diviseur quadratique j'— /;g ;;- comprend les formes

linéaires

i56x+ I , 25 , 4g , 61 , 121 , i33.

II suffit de changer les signes des nombres déterminés , ou d'en

prendre le complément à i56 , et on aura les formes linéaires qui

répondent au diviseur Sgj''

—

z'' ; ces formes seront donc

i56 a;+ 23 , 35
, g5 , 107 , iSi , i55.

Venons à l'une des deux autres formes igj/'+2_ys— 2^% iî

suffira de développer la formule ig + 2'4-— 24'', d'où l'on déduira

les résultats suivans :

DifFér. o —4 — 8 — 12 — 16 —20 —24 — 28 —32 —36

Suite. 19, ig , i5
, 7,—5=i5i, i35, ii5, gi , 63, 3u

Différ. _4o—44—48—52 _56 —60 —64 —68
Suite. —5=i5i, m, 67, 19,—33=i25, 67, 7,—57=99»

DifFér. —72 —76 —80

Suite. 3i ,
—4i= ii5, Sg ,

—4i , &c.

Ecartant les termes répétés et ceux qui sont divisibles par 3 on

par i3 , il ne restera encore que six nombres , d'où l'on conclura

que la forme quadratique i^y'+ ^jz— 2 s" comprend les six forme»

linéaires

1 56 X+ 7 , 1 g , 3 1 , 67 , 1 1 5 , 1

5

1 .

Le complément de celles-ci donnera les formes linéaires qui répon-

dent à l'autre forme quadratique ay^— 2yz— ig~% et qui seront

i56a;-t- 5 , 4i , 89 , 120 , iSj , lag.
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Nous avons donc dans cet exemple quatre groupes de diviseurs

linéaires
,
chacun composé de six formes

, et chacun répondant à

un diviseur quadratique de la même formule. C'est ce qui s'accorde

avec la théorie générale donnée ci- dessus, en vertu de laquelle,

si le nombre c est le produit de deux nombres premiers a , £, le

système entier des diviseurs linéaires doit se décomposer en 2*

groupes, chacun compose de . termes: en effet, dans
2 2

o^^ i 1 3 "^ 1

ce cas , a = 3 ,
é"= i3 , et ,

= 6 : aussi chaque groupe

est-il composé de six termes.

Exemple III.

(211) La formule T + io5«^ ayant pour l'un de ses 'diviseurs

5j/°-|-2is% on demande les formes linéaires qui répondent à ce

diviseur quadratique.

Prenons d'abord y impair et z pair , le terme 5jk' développé

seul ^ en négligeant les multiples de 4 c ou de 420 , donne une

suite qui se réduit aux sept termes 5, 45, 126, i85, 245, 2b5,

4o5
j l'autre terme 2iz% où z doit être pair, ne donne que les

deux termes 84, 336. Il faut donc aux sept termes précédens , ajouter

84 ou 336 , ce qui donnera les quatorze termes ;

8g, 129, 20g, 26g, 32g, 36g, 69,

34i , 38r , 4i , loi , 161 , 201 , 32i ,

desquels retranchant ceux qui ont un commun diviseur avec io5,

il ne i-estera que les six termes 4i , 8g, 101 , 20g, 26g, 34i.

On trouveroit absolument les mêmes six termes , si dans le divi-

seur 5y'--\-i\ z"", on supposoit z impair e\. y pair, ainsi il n'y a

que six formes linéaires qui répondent au diviseur 5j/^-l-2ia',

favoir :

420x+ 4i , 8g , ICI , 20g , 26g , 34 1.

Exemple IV.

(212) La même formule f+ioSu"^ a pour diviseur quadratique

i'5y'"-\- 10JZ+ 10 z'
; mais comme dans ce diviseur q^=5 , et que 5

est diviseur de io5 , on ne peut donner au diviseur quadratique

la forme i3+io4+io4% parce que le résultat en seroit incomr-

plet. Il faut donc
,
par une substitution (n". 206}, faire en sorte

que
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que le terme moyen de la formule n'ait plus de commun facteur

avec io5 j or on trouve bientôt qu'en mettant j'+ az au lieu de r»

on a la transformée iS^" + Sijz + 82 z"" , laquelle a la condi-

tion requise. Il reste donc maintenant à développer la formule

13+ 624+ 82-4-''; en voici le calcul :

Différ. i44 3o8 52 216 38o i?4 288 32 196 36o

Suite. i3, 15/, 45, 97, 3i3 , 273, 3g7 , 265, 297, 73;

et il est inutile de le prolonger plus loin
,
parce qu'il fournit six

termes distincts j ainsi les formes linéaires qui répondent au divi-

seur quadratique i5j''+iojyz-\- loz" sont:

420:»;+ i3, 73 , 97 , 167 , 3i3 , 397.

Voici , au reste , le système entier des diviseurs quadratiques de

f'+ ioSu* avec les formes linéaires correspondantes.

Diviseurs quadratiques. Diviseurs linéaires correspondans.

y+ioSz^
5'5y^+ 7yz+ iz*

5y+ 2iz'

i5y+iojz+ioz^
3jK'+ 35z'

19j'+ 6jz+ 6â:*

7jK°+i5z='

iij>'°+ lij z+ liz''

420X+ 1 , 109 , 121 J 16g , 28g , 36i

420.V+ 53, 1 13, 137 , 197, 2 33 , 317

42oa-+ 4i , 8g, 101 , 20g, 26g, 34

1

420j;+i3, 73, g7, 167 , 3i3, 3g7

420X+ 47, 83, i43, 167, 227, 383

420x+ig, 3i, i3g, 199, 271,391

42QX+ 43, 67, 127, i63,247,4o3

420X+11, 71» 1795 i9i>'-*3g,359

D y a donc en tout huit groupes de diviseurs linéaires composés

chacun de six termes. Et en effet , suivant la théorie donnée ci-

dessus (n°. 202) , le nombre io5 étant 3.5-7 , il doit y avoir 2^

=6.
3— 1 5— 1 7—

1

groupes composés chacun du nombre de termes ^ 2 2

Nous voyons de plus, dans ce développement ,
que chaque groupe

répond à ua diviseur quadratique , et ne répond qu'à un seul.

Ll
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§. XL Explication des Tables III, IP^, T^, VI, et VIL

T A B L E I I I.

(2i3) Ij A Table III contient tous les diviseurs quadratiques de la

formule V—cz^", et les diviseurs linéaires correspondans; elle est cal-

culée pour tous les nombres depuis c = 2 jusqu'à c = 79, excepté

les nombres quarrés ou divisibles par un quarré. On a exclu ceux-

ci
,
parce que les diviseurs de la formule i"— c^^ii'^ en les sup-

posant premiers à c^""^ sont les mêmes que ceux de la formule

Les diviseurs quadratiques représentés généralement par la for-

mule pj''+ iqy z— r z'" , où l'on a pr-\-q"'= c ^ sont réduits au

moindre nombre possible par la méthode du §. XIII.

Tout diviseur quadratique 7^7°+ 25^j' z— r z'" doit être accom-

pagné de son inverse rj''-\--2qj

z

— pz". Mais ces deux formes sont

quelquefois identiques l'une avec l'autre , et cela arrive lorsqu'on

peut satisfaire à l'équation ni'— C7i'" =— 1 ( voy. n°. go). Dans

ces cas , on n'a mis dans la table que l'une des deux formes qui

doivent être Identiques.

A côté de chaque diviseur quadratique , on a mis les diviseurs

linéaires qui en résultent , calculés suivant la méthode du §. pré-

cédent. Ces diviseurs sont toujours supposés premiers au nombre c ,

et on ne considère que les diviseurs impairs
,
quoique les formules

pj''-{--2çvz— rz^ renferment aussi des nombres pairs.

On observe constamment dans cette Table
,
que les diviseurs

linéaires se partagent en plusieurs groupes dont le nombre , ainsi

que la quantité de termes contenus dans chacun , sont conformes

à la loi générale (n°. 2o3). Cependant il arrive quelquefois que

deux de ces groupes sont réunis pour répondre à une même forme

quadratique. Ainsi , lorsque c= 66= 2 . 3. 1
1

, la proposition générale

-,. , 3— 1 11 — r
dit qu il y a 2^ ou 8 groupes composés chacun de .
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ou 5 termes ; mais on ne trouve dans la Table que quatre groupes

composés de 10 termes , ce qui a eu lieu par la réunion de deux

groupes en un seul. D'ailleurs le nombre total des formes linéaires

est toujours 4o , comme il doit être suivant la théorie.

T A B L E I V.

(21 4) La Table IV contient les diviseurs tant quadratiques que

linéaires de la formule f -\-aii'^, pour tout nombre a de forme 4/2+1,

non quarré ni divisible par un quarré , depuis 1 jusqu'à 100.

La première formule r+ u"" qui n'a qu'un seul diviseur quadra-

tiquej'°+z% n'a aussi que le seul diviseur linéaire 4x+ 1. Toutes les

autres formules i''+ 5tt',f'' + i3z^°, &c. admettent à-la-fois des divi-

seurs 4/2+ 1 et des diviseurs 4/2

—

ijil est même àremarquer 1°. que

les diviseurs quadratiques qui contiennent les nombres 4/2+i sont

toujours distincts de ceyx qui contiennent les nombres 4/2— ij

2°. qu'il 3'- a toujours autant de formes linéaires pour les diviseurs

4/2+1 qu'il y en a pour les diviseurs in— i. Il n'en est pas tou-

jours de même des formes quadratiques. On voit
,
par exemple

,

que la formule /°+ 4i//° a trois diviseurs quadratiques 4/2+1 , et

seulement deux 4/2— 1. De même la formule ^M-65w' en a quatre

de la première espèce , et deux seulement de la seconde.

(216) On a apporté dans cette Table une légère modification à

la forme générale des diviseurs quadratiquespjK'+ iyj'~ + r-s%" elle

consiste en ce qu'on a supposé constamment q impair. Par ce

moyen
,
q''-\-a ou pr étant un nombre pair , on peut mettre 7. m

à la place de r , et la forme des diviseurs quadratiques devient

pj^'+ 'iqj z-{-imz'', dans laquelle les nombres/» et m seront tou-

jours impairs.

Cette forme a l'avantage d'en fournir immédiatement une autre

'2pj''-\-2 qy z -\- mz"" ^ et ces deux formes, à cause de la liaison

qu'elles ont entr'elles , s'appelleront désormais yor/z/f* conjuguées

,

ou diviseurs conjugués.
''

Nous avons dit que les nombres p et m sont toujours impairs ; en

effet y* étant de la forme 8/2+ 1 , et a de la forme 4//+ 1 , il est

clair que q^'-ra ou 2pni sera de la forme 4/2+ 2, donc pm sera

Ll 2
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nécessairement impair. Mais il faut distinguer deux cas selon que a

est de la forme Sn+i ou 8/7 + 5.

i*'. Si a est de la forme 8/2+ i , alors c/ + a sera de la forme

8/2 + 2 et pm de la forme 4/z+i , ce qui ne peut avoir lieu, à

moins que les nombres7J et m ne soient tous deux de la forme 4/z+],

ou tous deux de la forme in— i
; donc alors les formes conju-

guées pj^~\- 7ÇJZ + •2mz''f 0.p
y""

-\- 0. qy z
-T m z'^ appartiennent

toutes deux aux diviseurs 4/2+1 , ou toutes deux aux diviseurs

4 « — 1

.

2**. Si a est de la forme 8/z+ 5
,
pm sera de la forme ^n-^Z

,

de sorte que les deux nombresp et m seront , l'un de forme 4/2+ i,

l'autre de forme 4/2— i. Donc alors les deux formes conjuguées

appartiennent, l'une aux diviseurs 4/z+i , l'autre aux diviseurs

kn— 1. De-là on voit que a étant un nombre quelconque 8n+ 5,

lafornude t'+ au' aura toujours autant de dii'iseurs quadratiques

4n+i que de diviseurs quadratiques 4n— i.

(•2i6) Les diviseurs quadratiques de la formule /° + a//° étant

trouvés par la méthode générale , il sera toujours facile de les

réduire à la forme py'^ + iqj z-\-n mz''^ où q est impair 3 car il n'y

aura à transformer que ceux où q seroit pair, et dans ceux-ci

il suffira de mettre y— z à la place de y.

On peut aussi trouver directement tous les diviseurs quadratiques

d'une formule donnée t' + a u", réduits 4 la forme py"+ '2qyz+ 2mz'.

Pour cela , il faut observer qu'en laissant q impair, on peut tou-

jours faire en sorte que q n'excède m p ni /72. Car en substituant

y— '2az à la place de ^ , si on a q~>p , ou ~

—

cty à la place

de z , si on a ç'^ m , On déterminera aisément le nombre a. de

manière qu'on ait dans la transformée q </> , ou y < ///. Donc par

une ou plusifcurs substitutions de cette sorte , toute formule

pY''J{-'2qyz+ '2 mz"" j dans laquelle Qpm— ç'" = a pourra être ra-

menée à une formule semblable , où q n'excédera ni /? ni //z , de

sorte qu'on aura ^pm— y' > $'% et par conséquent q <Z y' a.

Donc pour avoir toutes les formes quadraùquespy''+ '2qyz+ 2mz'^

qui conviennent aux diviseurs de la formule /'' + o//%il faut donner

à q les valeurs impaires successives 1 , 3 , 5. . . jusqu'à {/a. Chaque
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valeur de q en donnera une pour p m= ; et si celte valeur

peut se décomposer en deiix facteurs ji et m non moindres que q ,

il en résultera les deux diviseurs conjugués py'^-\-'2qy z-^-iniz^^

ipy^-\-iqyz-^mz\

Cette méthode donnera , comme la méthode générale , toutes

les formes possibles des diviseurs quadratiques; elle est plus expédi-

tive, en ce qu'on n'a à essayer que les valeurs de q impaires,

et plus petites que \/a , tandis que par la méthode générale on

doit essayer toutes les valeurs de q paires ou impaires jusqu'à

\/\a; or on a.\\/ a<C\/'\a.

Suiv'ant cette nouvelle méthode ,1e diviseur quadratique j^'^'+ crz*

est représenté par la formule _^''+ 2 j';:+ ('rt-|- \) z^, et son conjugué

est 2j'° + 2j'z+r ji:'. On a laissé dans la Table, pour i)!us

d'uniformité, la forme y''-j-7yz+ (a-'ri)z'', excepté dans la pre-

mière case où l'on n'a pas voulu altérer la simplicité du diviseur

y^+ z"" en mettant à sa place y'-{-7yz-\-2z''.

Dans tous les cas , les formes linéaires ont été conclues des

fjrmes quadratiques par les méthodes du §. précédent , et le nombre

des groupes , ainsi que des termes contenus dans chacun , est

toujours conforme à la loi générale.

TABLE V.

(217) La Table V contient les diviseurs tant quadratiques que

linéaires de la formule t''-\-au-, a étant un nombre ^n— 1 non

quarré , ni divisible par un quarré.

Les diviseurs quadratiques sont restés sous leur forme ordinaire,

lorsque a = 8/z+ 7, mais ils ont subi une modification, lorsque

ar=8«+ 3. C'est ce que nous allons expliquer.

Si a est de la forme 8«+ 3 , et qu'on désigne par P un diviseur

quelconque impair de la formule t'-^-au"^ on pourra toujours sup-

poser t e\. u impairs, et alors i'+ aw'' étant de la forme 8/2+ 4,

le quotient de t''-\-au'' divisé par P sera nécessairement de la même
forme 8«+4, om ^p , p étant un nombre impair : on aura donc

f + au^=^ Pp.
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Dans cette équation, les nombres u et -ip sont premiers entre

«ux 5 car s'ils avoient un commun diviseur , t ç,\.u en auroienl un

aussi, ce qui est contre la supposition j donc on peut faire u^=z

et t=^'2pj-\-qz^ ce qui donnera
Q^+ a

Or cette équation ne peut subsister , a moins que — ne soit

un entier ; soit donc q'-\-a-= ipr ^ et on aura

P=pj^ + qyz-\-rz\

Dans cette formule , il est aisé de voir que les trois coefficiens

Pi q , /"sont impairs; car d'abord puisque t est impair , et qu'on a

t^=2pjr+ qz , il est clair que q est impair ; ensuite §"" étant de

la forme 8«+i , et a de la forme 8n+ 3, q~ + a est de la forme

8/2+ 4; donc ou pr est impair ; donc /? et r sont impairs.

De-là on voit que tout diviseur impair de la formule f'+au'

peut toujours être réduit à la forme pj^' + q y z+ rz' où l'on a

p ) q 1
7" impairs et kpr— q'^=.a. Je dis de plus, que dans cette

formule on pourra supposer le coefficient mo3'^en q plus petit, ou an

moins non plus grand que chacun des extrêmes p et ?•; en effet si

on avoit
,
par exemple, ç'> p , on mettroit y— az à la place dej^,

et le coefficient moyen devenant q— "ïa-p , on pourroit , au moj'en

de l'indéterminée a , rendre ce coefficient plus petit ou au moins

non plus grand que p.

Puis donc quep et r sont plus grands ou non moindres que q^

il est clair que ip r— ç-" sera > Sç'", et qu'ainsi on aura q<^V 'i'o

Donc pour avoir toutes les formes quadratiques qui conviennent

aux diviseurs impairs de la formule t-+ au% il faudra donner à 7

les valeurs impaires successives 1 , 3, 5 jusqu'à \/ : chaque va-

11 1 <7' + <3^ • 1

^eur de q en donnera une pour przi^— , et si cette valeur

peut se décomposer en deux facteurs non moindres que q, 11 en

résultera une des formes quadratiques demandées.
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(218) Soit, par exemple, a = gi, si l'on fait q^=\ ou a
o' + a—7—= 23=1.25, d'où résulte le diviseur ^="+^^-1-23^°.

Si l'on fait ^= 3 ^ on a—~— = 25= 5. 5 , d'où résulte un

second diviseur 5y--\-'5y z-Vbz^.

La limite de q étant \/-7^- on peut faire encore ç'= 5 , ce qui

j
q^ -{ a . , ,

donnera-—-; = 29. Mais ce nombre étant premier , il n'en ré-

sulte aucun nouveau diviseur. Donc les deux formules trouvées

sont les seuls diviseurs quadratiques de r+ gw^".

i63
Soit encore o=i63 , la limite de q étant ï/^— <C9j on pourra

faire successivement 5r= 1 , 3,5^7, d'où résultera p;'=4i , 43,

kj , 53; mais ces nombres étant premiers, il s'ensuit que la for-

mule ^'-|-i63tt' ne peut avoir que le seul diviseur quadratique

(219) La formule py'' -\-qy z\r z-^^ dont les coefficiens sont im-

pairs , représente en général trois diviseurs quadratiques de forme

ordinaire où le coefficient moyen est pair; car dans l'applicatiort

de cette formule, il faudra prendre les nombres^ et z tous deux

impairs , ou l'un pair , l'autre impair; on ne pourra donc faire que

les trois suppositions r = 2«, j/ = 2 z^
,
y^^iu—z , lesquelles

donneront les trois formes

py" -^'i' qy u-\-kru''

ip u" -\- -2 q z u+ r z''

kp lî'-^Çiq— ip) uz -(- (p— q-\-r) s\

Ces trois formes se réduisent à deux , lorsque deux des nombres

p^ q, r sont égaux. Elles se réduisent à une seule , si les trois

nombres p , q -,
r sont égaux entr'eux ; mais ce cas n'a lieu que

lorsqu'ils sont égaux à l'unité , ou lorsque la formule proposée est

(t'+ Sw", et alors le diviseur j'''-|-y 2+^2" se réduit à la seule forme

^^" + 3 2% comme nous l'avons déjà trouvé (n°. i4i). Dans tout

autre cas, les trois formules qu'on vient de développer seront
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essentiellement diflerentes les unes des autres. 11 suit de-là qu'on

diminue beaucoup le nombre des diviseurs quadratiques en les re-

présentant par la formule à coefliciens impairs yjj^'+ 5' j^ z+ rz^
j

il est d'ailleurs facile , ainsi qu'on vient de le voir , de développer

ces diviseurs à coefficiens impairs en diviseurs quadratiques de forme

ordinaire , ce qui en donnera un nombre à-peu-près triple.

(220) Il est utile d'observer que les diviseurs quadratiques

compris dans la Table V, tant pour le cas de a =871+ 5, que

pour celui de a= 8 «+ 7, peuvent toujours être ramenés à la forme

jjj^ + iipjr z + vrz'' , laquelle ne diffère de la forme générale

pj^+ '2çy ^+ rz'', qu'en ce que ^ est pair. En effet , si on a trouvé

d'abord
,
par la métliode générale , tous les diviseurs quadratiques

pj''+ 2(/jz+ rz'' de la formule f' + au'', il ne restera à transfor-

mer que ceux dans lesquels ç seroit impair ; et comme alors l'un

des nombres p et r doit être pair et l'autre impair, si on prend p
pour celui-ci, il suffira de mettre j— z à la place de j , et le

coefEcient moyen 7 ç deviendra 2 j'— 2yj , c'est-à-dire sera de

la forme requise 4 p.

Maintenant
,
puisque tous les diviseurs quadratiques sont réduits

à la forme j^j^'+ ^ipy z+ ttz'', et qu'on ap7r= ip'+ a, il s'ensuit

que pTT est de la forme in— 1 , et qu'ainsi les deux coefficiens

p el TT sont, l'un de la forme in+i , l'autre de la forme in— 1.

On voit par-là que chaque forme quadratique pj/'-f 4 sy^-f-^rz*

contient à-la-fois des diviseurs 4 n+ 1 et des diviseurs in— i ^ mais

il est facile de séparer ces deux formes l'une de l'autre , comme
cela a lieu dans les Tables III et IV. En effet, si p est de la

forme in+i , et qu'on fasse z^=2u, il est clair que la formule

pj^+ Sçiyu+ iTTu'' ne représentera que des diviseurs in+i j au

contraire, si l'on £aity=2u, la formule ijju^+ Sçizu+ T^z'' ne

représentera que des diviseurs in— i.

(221) Quant aux formes linéaires qui répondent aux diviseurs

quadratiques , elles peuvent de même se partager en deux sortes ,

les unes in+ i , les autres 4«-r-i } c'est ce qu'il suffira de déve^

iopper dans un exemple.

Oa
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On volt dans la Table
,
que la formule f+n u* n'a que le seul

diviseur quadratique à coefficiens impairs jj'^+J' 2+ 3 z". Ce divi-

seur en renferme deux autres de forme ordinaire , savoir :

De ces deux diviseurs qu'on auroit trouvés immédiatement par la

méthode générale , l'un a le coefficient mo3''en zéro , et partant

de la forme 4?" 5 pour réduire l'autre à la même forme, il faut

mettre j'— z à la place de z , ce qui donnera pour transformée

Sj''+ ^tjz+ 5 2°. De-là résultent deux diviseurs quadratiques 4« -|-
1

,

savoir :

y+Uz^
Ôj^'+ Sj Z+ 12 z*

,

et deux diviseurs quadratiques 4n— 1 , savoir:

lij'+ iz'

3jK'+ 8y z+2oz'.

Quant aux formes linéaires correspondantes , on les déduira faci-

lement de celles qui sont données dans la Table , savoir , 22X+ 1

,

3, 5f g, i5. Ainsi ^ pour avoir les formes 4/2+ i, on conservera

les nombres déterminés 1 , 5
, g qui sont de cette forme, et aux

deux autres 3, i5 on ajoutera 22 , ce qui fera en tout les cinq

formes 44x + 1 , 5, g , aS , 3/ : on trouvera semblablement les

formes in— 1 qui seront 44.r+ 3, i5, 23, 27, 3i. Donc si l'on

veut séparer dans la Table les formes 4"+i des formes 4n— i,

il faudra substituer l'article suivant à celui qu'on voit dans la Table

concernant les diviseurs de i''+ 11 u''.

Diuiseurs quadratiques. Diviseurs linéaires.

5^«+ 8j/Z+12Z= 5

11^^+42"
? 44^+3, i5, 23,27,31.

OJ'^+ 0/Z+ 20Z- )

Il n'est pas nécessaire de faire observer que l'article tel qu'il est

inséré dans la Table , est beaucoup plus court sans être moins gé-

néral. Mais il est bon, pour l'objet d'une démonstration subsé-

quente , de s'être assuré eu général de la possibilité de séparer

Mm
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les diviseurs 4"+ i «^es diviseurs 4n— i , tant dans leurs formes

linéaires que dans leurs formes quadratiques.

(222) Enfin ) pour ne rien omettre de ce qui peut abréger la

recherche des diviseurs quadratiques , nous ajouterons encore deux

mots sur le cas de a= 8/2+ 7. ^^ donc on a a = 8 «+7, et qu'on

suppose q impair dans le diviseur quadratique /?^*+ 2 5'^^-^+ '"-2%

ce diviseur prendra la forme pj^'+ ^qy z + 8mz% où Ton aura

jjm= -^—x— . Dans cette forme, on peut supposer </ plus petit
o

que 4 m , et non plus grand que r ,• par conséquent q sera moindre

que \/a. On essaiera donc pour q tous les nombres impairs

1 , 3, 5... jusqu'à \/a ; on calculera pour chaque valeur de q

celle de p m =—7^
—

-
, et on verra si cette valeur peut se dé-

o

composer en deux facteurs , l'un p impair et non moindre que q ,

l'autre m pair ou impair , mais > -. Autant de fois celte condi-
4

tion pourra être remplie , autant on aura de diviseurs quadratiques

de la formule ^'+ aw% diviseurs qui pourront ensuite être réduits

soit à la forme ordinaire où 2^ est <Cp et r , soit même à la forme

dont nous avons fait mention où q est pair. Cette méthode est

très-prompte
,
puisqu'elle n'opère que sur des nombres p m tou-

jours moindres que - , tandis que dans la méthode générale p r
4

peut aller jusqu a —

.

O

TABLE VI.

(223) La Table VI contient les diviseurs tant quadratiques que

linéaires de la formule f+ ^au'', a étant un nombre de la forme

in+ 1
,
qui n'est ni quarré, ni divisible par un quarré.

Les diviseurs quadratiques sont réduits à la formepj'^ + 4(fj^z+ 2mz^,

où l'on a /:)7?z= 2 ?°4-û- Or il est aisé de voir que sans changer

cette forme , on peiU supposer 2 9 moindre ou non plus grand

que p et 7n, ce qui donnera p m > 4 ?' et ip < /t a j donc si d'après

ces conditions on satisfait de toutes les manières possibles à l'équa-
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lion p m= 2 ip'+ a , on en déduira immédiatement tous les divi-

seurs quadratiques de la formule i^ + 2aw% réduits à la forme

pj'+ 4:pjz+ 2mz''. Ce procédé est beaucoup plus court que la mé-
thode générale, puisque yZ-^a est plus petit que \/ja.

Chaque forme pj^+ i^yz -f ^mz" et sa conjuguée ipj'' -\- ^/pyz+ mz'^

résultent à-la-fois d'une même valeur de yjw qui satisfait aux con-

ditions requises.

Si le nombre p est de la forme 8«+i ou 8/z-f-3, le diviseur

quadratique pj'-t-

4

<?)J'j: + 2 TOz' ne comprendra que des nombres
de ces mêmes formes Sn-\- 1 ou 8/2+3 5 car comme y est toujours

impair, si z est pair, le diviseur dont il s'agit sera toujours de

Ja forme p-\-Bk ^ c'est-à-dire de la même forme que^j. Si z est

impair, le diviseur quadratique deviendra, en omettant les mul-

tiples de 8
, p + 4 ? + 2 m. Soit d'abord p^=%n-\- 1 , à cause de

p77î= 2î°-ha, on aura (toujours en omettant les multiples de 8)

/ra= 2 ?"" -[- a , et par conséquent /> + 4p-t-2OT=i + 4?+ 4?°+ 2a =
i-|-2a= 3j donc le diviseur quadratique deviendra de la forme

8«+3. Soit en second lieu jo = 8/z+ 3, on aura 3m=2(p^+ a,

6m=4(p'+2a, et jo+ 4f + 2 /7z= 3 + 4?— 4a''— 2a = 3— 2a=i
j

donc le diviseur est de la forme 8/z+ 1.

On démontrera de même que si p est de l'une des formes

8n+ 5, 8 7i-l-7, le diviseur quadratique pj/''+ 4 ?jj'z+ 2 /;zz° ne
contiendra que des nombres de ces mêmes formes 8 «+ 5, 8/24-7.

Donc tous les diviseurs quadratiques de la formule i"+ 2aw% a

étant de la forme 4 /z+ 1 , se divisent en deux espèces , l'une con-

tenant tous les diviseurs 8/2+1, 8/z+ 3, l'autre contenant tous

les diviseurs 8/2+ 5 , 8/2+ 7.

(224) Chaque diviseur quadratique , tel qu'il est inséré dans la

Table , contient deux formes à-la-fois ; mais elles peuvent être

facilement séparées , ainsi qu'il résulte de la démonstration pré-

cédente.

Soit la formule proposée f^ + 42 m" , et considérons d'abord le

diviseur quadratique^'' + 42-2", auquel répondent les formes linéaires

i68a;+ 1, 25, 43, G7, 121, i63. Ce diviseur quadratique appartient

,

comme on voit , aux formes 8/2+1 , 8/2+ 33 pour les séparer l'une

Mm 2
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de l'autre ,

j'observe que si z est pair , ou si à la place de z on

met 2^, le diviseur deviendra j'°+i68z% et ne contiendra plus

que les formes 8«+i. Si au contraire on suppose j^ et z impairs

à-la-fois 5 ou si
,
pour exprimer cette condition , on met iy-\-z à

la place de ^ , le diviseur deviendra ij'-\-ij z + ^i^z", et ne con-

tiendra plus que des formes 8n+ 5. Traitant donc semblablement

les trois diviseurs quadratiques de la formule proposée r-i-42u''j

on aura les résultats suivans :

Diviseurs 872+1.

Quaclralignes.

jK"+i68z'

Linéaires.

i6Sx+ 1 , 25, 121

168a; 4- 17? 4:1 , 8g

Diviseurs 8 «-1-3.

43/4-43 -1-4^' i68.r-f-43) 67, i63

168 j;+ 5g , 83 , i3i

Diçiseurs 8n-f-5.

•ny^+ ^z'

iZj^+ ziyz-Vifkz'-

168a' 4-29 , 53 , i4g

i68x-|- i3 , 61 , i57

Diviseurs ^n+j.

7j/'+24~^

^'5y^-^8jz-\-%z'-

i68a;4-3i , 55 , io3

i68x+23
, 71 , g5

Les diviseurs linéaires sont , comme on voit ,' divisés en huit groupes

de trois termes chacun , ce qui est conforme à la loi générale

(n". 2o3).

T A B L E V I I.

(226) La Table VII contient les diviseurs linéaires et quadra-

tiques de la formule r-l-2az^% dans laquelle a est un nombre de

la forme 4/2— i , non divisible par un quarré.
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Les diviseurs quadratiques sont réduits comme dans la Table

précédente à la forme pj'' + ipyz + 2mz'' , dans laquelle on a

mp= 7 ip'+ a j de sorte que la détermination de ces formes se fait

toujours de la même manière.

Si le coefficient p est de la forme 8^+ 3 ou 8n+ 5 , le diviseur

quadratique jo 7''+ 4<?^y -s+ 2 OT2* ne comprendra que des nombres

87Z+ 3 ou 8/2 + 5 ; si le coefficient p est de la forme 8;z+i ou

8w+ 7 , le diviseur ne comprendra que des nombres de ces mêmes
formes 8;z+i et 8/2+ 7. C'est ce que l'on démontrera comme
nous l'avons fait dans l'explication de la Table précédente.

Il s'ensuit par conséquent que tous les diviseurs quadratiques

de la formule r + 2 a u", a étant un nombre de la forme 4/2— 1
,

se divisent en deux espèces , l'une contenant tous les nombres

8/Z+ 3 , 8 n+ 5 ; l'autre contenant tous les nombres 8 ;?+ i , 8/2+ 7.

Et indépendamment de ces nombres impairs , il est clair que chaque

diviseur quadratique py''+ i(fijz+ 2mz'' contient aussi des nom-
bres pairs

,
puisqu'on peut prendre y pair et z impair

, pourvu

qu'ils soient premiers entr'eux.

On pourra de même séparer les diviseurs tant quadratiques que

linéaires , en quatre espèces qui répondent aux quatre formes

8/2+1 , 8/2+ 3, 8/2+ 5 , 8/2+ 7.
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^. XII. Suite de Théorèmes contenus dans les Tahles

précitées.

(î'iG) Théorème général, ^oit 4cx + a rune des formes

linéaires qui conviennent aux diviseurs de Vdszc u'', je dis que tout

nombre premier compris dans la forme 4cx-|-a sera nécessaire-

ment diidseur de la formule t^'d^cu", et sera par conséquent de

Vune des formes quadratic/ues py^-r2 qyzrtrz'' qui répondent à

la forme linéaire dcx+ a.

Ainsi en prenant dans la Table VII l'exemple de la formule

r-l-3oz/% et choisissant dans cet exemple les formes linéaires qui

répondent au diviseur quadratique i5j^+ -2 z" , on peut affirmer

que tout nombre premier de l'une des formes 1 20 a-+ 1 7, 23 , 47> 1 1

3

esjt diviseur de i" + 30?/", et conséquemment doit être de la forme

Par un autre exemple pris dans la même Table , on peut affirmer

que tout nombre premier de l'une des formes 36 .T+ 3, 5, i3, ig,

27, 45 est diviseur de r-l-i4«% et par conséquent doit être de

la forme 3/- + 4jK~ + 6~'.

La démonstration de ce théorème a été donnée ci-dessus , lors-

que c est un nombre premier ou le double d'un nombre premier}

elle peut être aussi établie sans difficulté pour toute valeur de c
,

si le nombre premier^ de la forme ^cx+ a, est en même temps

de la forme 4?;— 1 , car alors il est nécessaire que le nombre ^
divise la formule T-f r«' ou la formule i°

—

eu'- (n°. 172). Or si

oa cherche les formes linéaires des diviseurs de f"— cw*, ces formes

seront trouvées différentes de celles des diviseurs de i' + cw'j

donc le nombre ^ , s'il est de l'une de ces derinères formes , ne

peut diviser f— eu" ; donc il divisera nécessairement ^°+ ci/% et

sera par conséquent de l'une des formes quadratiques qui répondent

à ces formes linéaires.

Le même raisonnement n'auroit plus lieu si -^ étoit de la forme

4/?-i- 1 5 il est même incomplet dans le cas de ^ = 4 /z—
1 ,

parce
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qu'il suppose le développement effectif des diviseurs linéaires tant

de la formule P + cu' que de la formule t"— eu'', c'est pourquoi il

convient de suivre une autre route pour parvenir à la démonstra-

tion générale de la proposition.

(227) Observons d'abord que la forme linéaire 4c.r-|-a, à laquelle

se rapporte le nombre premier ^
,
peut toujours être censée l'une

de celles qui répondent à un diviseur quadratique. Soit ce diviseur

pj''+ '2çjz:à=.rz% et on pourra su2^oserpj''+ 2çjz:±.rz-=^4.cx + a}

ou , ce qui est la même chose
,

pj^+ 7qfz:àzrz^=^icx+^.
Cette équation multipliée par p , donnera

(pj.i- q zy^icz"" —kpc X+^p ,

d ou Ion voit que -^-^— est un entier 5 donc , a plus

forte raison , si 9 est un nombre premier qui divise c , l'équation

a-"—p^ -, 1, , CP^\= e sera résoluble , et par conséquent on aura l -7— )
= '

»

ou (-7- j • (^)= ' ) mais en général on a T— j = + 1 ou — 1
,

donc (^) . (y)= 1 , et par conséquent (y)= (y)-
Nous pourrions considérer le cas particulier de p = 1 , et celui

de^= à un quarré , dans lesquels on conclut aisément que _^ doit

être un diviseur de la formule proposée V'zàz.cu' (1) ; mais il vaut

mieux suivre la démonstration dans toute sa généralité.

(228) Nous avons vu ci-dessus que les diviseurs 4/z+i et4/z—

i

sont distingués par des formes quadratiques particulières , et même
lorsque la formule proposée est ^'' + 2a«% les diviseurs se subdi-

visent en quatre formes 8 ?z-|- 1 , 8 «+ 3 , 87?+ 5 , 8/2+7 , et ceux-

ci sont contenus chacun dans des formes quadratiques distinctes. On
pourra donc supposer que le diviseur quadratique yjj' \- 7cjYz±i7nz^

qui répond à la forme linéaire 4c ar+ a ou icx-\-^ ne contient que

des nombres de la même espèce que ^, c'est-à-dire tels que la

( 1 ) Le double signe indique seulement que la formule proposée peut élre

t'^-\-cu^ ou t'

—

cm'; mais d'ailleurs il ne laisse aucune indclennination.
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différence de ces nombres avec^ est divisible par 4 et même par 8

,

si la formule est /'+ 2 a u"^ ou si l'on ^ ip m^q'' =^na. Par consé-

quent p qui est l'un de ces nombres , sera tel que ~ est un

entier , ou même que —-— en est un, si c= 2 c.
o

Nous supposerons de plus que le coefficient p est un nombre

premier 5 s'il ne l'étoit pas , on chercheroit un nombre premier

compris dans la formule py'^ -\-iqy zdszi mz^. Soit ce nombre

p'=^p [j.'' \- 2 q iJi-v d=. 2 mv"-^ si l'on détermine ju° ç\.v° d'après l'équation

[j.v"— //";'= 1, et qu'on fassej/ = fi
j^' + z^x^z', z ^= v

y'
-{- v" z\ on aura

pour transformée le diviseur quadraliquep'jy + 25'yz'=t:2 /«'sV,

dans lequel le coefficient du premier terme est un nombre premier.

Ainsi , en regardant celte préparation comme déjà faite , il est

permis de supposer/» un nombre premier.

Reprenons maintenant l'équation déjà trouvée i-r) = \~ùJ '

où 9 désigne un diviseur premier quelconque de c; soient «,«',<*", &c.

les diviseurs premiers 4«4- 1 » et ê", é", C" . . . les diviseurs premiers

4/1—^1 , nous aurons, en mettant ces nombres au lieu de 9,

(") = (f). (") = (f). ë) = 6).^«-

(T) =œ' (y) = (f). ë) = (f).^=-
De-là on déduit par la loi de réciprocité , et parce que ^4 ei p
sont tous deux de la forme 4/2+ 1 , ou tous deux de la forme in— 1,

(3ù = (7) • Q = (7) • G) = (7) '
^=-

G = (7)' (^) - (7) • (5) = (7) '
^"-

Donc 1°. si c est impair, il sera égal au produit de tous les

nombres premiers a, a', a".... C, é", é'",... et on aura

G) = G)-Q-G)-Q-(5)-(5>-
(7) = (7)-(7)-(7)-0-(7)-(7>-

Et
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Et puisque les facteurs de ces expressions sont égaux chacun à

chacun, on aura (^)= (— )•

2°, Si c est pair , outre les facteurs précéclens , c contiendra le

facteur 2 j mais puisque p et ^ sont de même forme par rapport

aux multijîles de 8 , on a (^j = (— j, donc on aura encore

Mais p étant diviseur de q'^zh. c , on a f j ^^ ' 5 donc on a

aussi f j= 1 ; donc le nombre premier ^ est toujours divi-

seur de la formule proposée r-dt^cu'. Donc il doit être de l'une

des formes quadratiques qui répondent à la forme linéaire ^cx-\-a,

(229) La proposition que nous venons de démontrer , est sans

contredit l'une des plus générales et des plus importantes de la

théorie des nombres ; la démonstration que nous en avons donnée

suppose seulement qu'il existe un nombre premier compris dans

le diviseur quadratique pj''-\-2qyz-\-rz''. Or cette supposition

n'a rien que de très-admissible , et elle se vérifie aisément à l'égard

de toutes les formes quadratiques renfermées dans nos tables ; il n'y

a même aucun doute que la formule pj"" -I- Cfc/j z-\- /• z" ne contienne

une infinité de nombres premiers , excepté seulement dans le cas

où les trois nombres p ^ q, r auroient un commun diviseur 9 3 mais

ils ne peuvent en avoir
,
puisque c ou pr— q'' est supposé n'avoir

aucun facteur quarré.

On pourroit néanmoins rendre la démonstration tout- à -fait

indépendante de la supposition que p est un nombre premier j il

faudroit pour cela examiner dilférens cas , selon le nombre des

facteurs dont c est composé.

On a déjà examiné les cas où c est un nombre premier ou le

double d'un tel nombre : supposons donc maintenant c= a £, a et ^

étant deux nombres premiers impairs à volonté ; soit en même
temps pj'^-\-'2qj z-\-2 mz'^ la forme quadratique qui répond à la

Nu



282 THÉORIE DES NOMBRES,
forme linéaire icx + a ou ^cx-{-^ , de sorte que p et ^ seront

tous deux de l'espèce 4«+i , ou tous deux de l'espèce in—i.

On aura donc par hypothèse

pj'+ 2 çy z + 2 m z"" = i c X +^
et en multipliant par p ,

(pj+ Ç ^T+cz'= Acp x+^p.
(On ne considère ici que le cas de c positif, celui de c négatif

pouvant être traité d'une manière semblable, )

Maintenant puisque c= etS^ on aura successivement
,
par rap-

port à CL et S , les équations f

—

—j = i , (—^j = " j lesquelles

donnent

(T)=(f) . (r)=(f>
Soit p = V 7r' tt" -tt'" &c, , -y, tt", tt"", &c. étant des nombres pre-

miers 4/2+1 , et 7r', tt"', &c. des nombres premiers in— i ; si p
étoit divisible par des quarrés , on les omettroit entièrement

,
pouB

ne conserver que les facteurs inégaux. On aura donc

(t) = (-.)•©•©• ^-

(f) = (D-(y)-(T)-^-
Mais l'équation 2/)ot— q' = c= u^ ^ donne

et ainsi par rapport à tout facteur de p. On aura donc

©=-©' ©=-(?)'*-
De-là on déduit par la loi de réciprocité (n°. i64)

e = (y) . (t) = (t) ' (v) = (^) '
^^-
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Ces dernières seulement ont besoin de quelqu'explication : or la loi

générale donne (— J = (
— \) » * » . {—j) î et parce que

—;— est impair, cette équation devient (

—

)^^(— '^ * K^j '

on aura de même (— J = (
— \)~^ (~^) ' ^^^^ puisque {—

;)

=— \i) > ^ ^"^ résulte (— j =C

—

1)~^
\~f)'> ^^ ^'"^^ ^^^

autres relatives à tt"', Tr"", &c.

Multipliant entr'elles les deux suites d'équations qui précèdent

,

on aura (—)= (— \) * * ( ; ; ^ étant le nombre des facteurs

5»-'^ it"', &c. de la forme kn— i.

Soit d'abord ^, et par conséquent p de la forme 4/z+i , il

faudra que le nombre k soit pair , et ainsi on aura f— j = (y »

donc aussi i— )= (—)jil s'ensuit réciproquement \~^^=\—^i

ouf—j= 1 , donc ^ est diviseur i^ + «Ê'w'.

Soient en second lieu ^ et p de la forme 4 n— i , le nombre k

sera impair, et on aura (— ) = (— \- ) ^ \7) > donc ( —
j

= ('

—

\) " (— ). De-là on déduit par la loi de réciprocité

^-'^' b)=^-^^^ ' b)
ce qui se réduit à

(-J)
= (—\f (—')

, ou (•^) =— (—). Donc

T—-^j= 1 ; donc A est encore diviseur de t'^-\-a.Cu'.

La conclusion que ^ est diviseur de f-^-c u'^ a donc lieu
,
quel

que soit le coefficient p , et il n'y a pas de doute qu'elle ne se

vérifiât égalemeut , si c étoit le produit de plus de deux nombres

premiers.

Nn 2
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(23o) On voit maintenant que chaque article de nos Tables

fonrnit plusieurs théorèmes qui donnent des rapports entre les

formes linéaires des nombres premiers et leurs formes quadrati-

ques. Voici les plus mémorables de ces théorèmes , ou ceux qui

s'appliquent aux formules les plus simples.

D'après la Table III.

1. Tout nombre premier 8.r-f i ou 8.V+7 est de la forme j/*—22^

2. Tout nombre premier iix-\-\ e^t de la forme v""
—Tyz'^.

Et tout nombre premier i2a-+ 1 1 est de la forme '6jr'^—z'-.

3. Tout nombre premier de l'une des formes îo.r-fi, 20j;+ 9}
zox-\-\\, 2oa--f-i9, est de la forme j' — 5 ~^.

4. Tout nombre premier 24:r+ 1 ou iix-\- 19 est de la forme

y"— 6z% et tout nombre premier 24.V+ 5 ou 24x+ 23 est de

la forme Gjj/*

—

z'.

5. Tout nombre premier 28.r+i
, 9, 25 est de la forme y''— 7^°,

et tout nombre premier 28x+ 3, 2807+19, 28^+ 27 est de

la ft)nne 7 >
''— z".

6. Tout nombre premier 4o.r+ i ,g, 3i, 39 est de la formejy*— ioz%

et tout nombre premier 4oa'+ 3, i3, 27, 37 est de la forme

',y^-5z\

7. &c.
D'après la Table IJ^.

1. Tout nombre premier 4.r+i est de la forme j/^'+ s".

2. Tout nombre premier 2o;c+ 1 ou 20^+ 9 est de la forme y^'+ Bz'f

et tout nombre premier 2oar+3 ou 20x-r7, est de la forme

'iy+ -2jz+3z\

3. Tout nombre premier 52X-(-i
, 9, 17 , 26 , 2g , 49 est de la

forme j/°-t- 13^", et tout nombre premier 52.r-h7, ^^» ^^»

19 ,
3i , 47, est de la forme 2j'"+ 2_y 2+ 72°.

4. &c.
D'après la Table V^.

1. Tout nombre premier 6j;+ 1 est de la forme y''-\-y z-\-z'., ou,

ce qui revient au même , de la forme j'"+ 3z''.
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2. Tout nombre premier lix+i^g, ii est de la forme j'' + 7^\

3. Tout nombre premier 22.v+ 1 , 3 , 5
, g , i5 , est de la forme

4. Tout nombre premier 3ox+i ou So.T+ig est de la forme

j'''+i5=% et tout nombre premier 3o.r+i7 ou 3o.v+ 23 est

de la forme Zy'^ -\- 5 z''

.

5. &c.
D'après la Table VI.

1. Tout nombre premier 8.T+ 1 ou 8x+ 3 est de la forme y°+ 2ir°,

2. Tout nombre premier 400;+ 1, g^ 11, ig est de la forme j/""+ io^%

et tout nombre premier 40X+ 7 , i3, 23 , 37 est de la forme

2j''+ 5z",

3. Tout nombre premier 104^'+!, 3
, g, 17 , ib , 27 , 35 , 43 , 4g

y

5 1, 75 , 81, est de l'une des formes j^'H- 26 z% 3jk''+ .0'z+ 10 s';

et tout nombre premier io4x-|-5, 7, i5 , 21, 3i , 37, 45,

47, 63
, 71 , 85, g3, est de l'une des formes ny'^-\- i3z%

6j=+ 4/2 + 5z\

4. &c.
D'après la Table VII.

1. Tout nombre premier 24^ + 5 ou ù.^x\-\\ est de la forme

2j''+ 3z% et tout nombre premier 24x+ i ou 24^^ + 7 est de

la forme y" -^ 6z\

2. Tout nombre premier 56a7+ 3, 5, i3 , ig , 27, 45 est de la

forme 3 j''"+ 4 j/ z+ 6 z% et tout nombre premier 5ba-+i, g,
i5 , 23 , 25, 3g est de l'une des formes j''+ '"i-s'} 1y"" -\-

'] z""

.

3. Tout nombre premier 88x+ i3 , ig , 21 , 2g , 35 , 43 , 5i , 61

,

83, 85 est de la forme 2j/°4-ii2% et tout nombre premier

88^+1, g , i5 , 23 , 25 , 3i , 47 , 4g , 71 , 81 est de la forme

4. Tout nombre premier 120X-I- 1 1 , 2g , 5g , 101 est de la forme

5_y' + 6z\

Tout nombre premier 120 J?+ i3 , 37 , 43 , 67 est de la forme

ioj^^4-3^%
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Tout nombre premier laoar+x , 3i , 49 , 7g est de la forme

Tout nombre premier lao.r+i/, 23, 47 , ii3 est de la forme

2y+i5z\
5. &c. , &c.

Lagrange est le premier qui ait ouvert la voie pour la recherche

de ces sortes de théorèmes (Voyez Mémoires de Berlin 1775).

Mais les méthodes dont ce grand Géomètre s'est servi , ne sont

applicables que daijs très-peu de cas aux nombres premiers 4^^+ ij

et la difficulté à cet égard ne pouvoit être résolue complètement

qu'à l'aide de la loi de réciprocité qui a été donnée pour la première

fois dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris , année

^785.

1
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§. XIII. AUTRES Théorèmes concernant les formes

quadratiques des nombres.

(aSi) 00 IT P un nombre quelconque diviseur de la formule

i'zkicu' ^ et comme tel, renfermé dans le diviseur quadratique

pj'^-^ziqjzi^tirz'', on pourra supposer P ^=pa.''-\-2q a.C:±zrC\ Si

ensuite on détermine a." et S^ d'après l'équation a.C— «"frr^i
, et

qu'on mette !i.j-\-cl°z e\.Cy-\-Cz à la place dejK et z, le diviseur qua-

dratique py''-\-2qyz:±zrz'' deviendra delà forme Py^+ o.Qyz+ Rz''.

Soit P' un autre diviseur contenu dans la même formule

joj°+ i2^ji:±rz% ou dans son équivalente P^= + 2 Qjyz + /?s'

,

on pourra faire P'= Pi^' + 2Qi/.v+ Iiv^^ et ainsi on aura P P'^^

(P lj.-\-Qv)'':±zcv''. Donc si P elF' sent deux diviseurs de la for-

mule t'zfccu', tous deux compris dans une même formule qua-

dratique p3'°+ 2qyzri=rz% leur produit PP' sera toujours de ta

forme t'=fc:cu\

Réciproquement si les deux nombres P et V sont tels qu'on

ait PP'= t''=fc:cu'' , t et u étant premiers entr'eux ^ je dis que

ces deux nombres appartiendront à un même diviseur quadratique.

En effet
,
puisque t e\. u sont premiers entr'eux , il faut que u

etP le soient aussi ; on pourra donc faire t^=Py + Qu
,
j- et Q étant

des indéterminées , ce qui donnera P'=Pjy'+ 2 Çj«-j — u'^

.

Dans celte expression , u eX. P n'ayant pas de commun diviseur
,

on voit que Q'^zàzc doit être divisible par Pj ainsi faisant Q^^i^c=^PR,

on aura. P'=Py' + 2 Qy u+ Ru''. Le second membre _, en regar-

dantj et u comme des indéterminées , représente l'un des diviseurs

quadratiques de la formule f°± cm'', et il est évident que ce diviseur

contient à-la-fois P et P'. Donc si les deux nombres P et P', ftc.

(aSs) Tout nombre premier A qui divise la formule t''±cu'',

ne peut appartenir qu'à un seul diviseur quadratique de cetls

formule.
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Car si le nombre premier ^ appartenoit à deux diviseurs qua-

dratiques difFérens, on pourroit transformer ceux-ci en deux autres,

dans lesquels ^ seroit coefficient du premier terme ( n°. 23i )•

Soient ces deux diviseurs

on pourra supposer en même temps ^^iB et 2i5'; car si on

avoit 2 5>-^, il faudroit substituer j^

—

mz à la place dej',

et déterminer m de manière que le coefficient à.Q y z ne fût

pas plus grand que ^. Cela posé , on auroit toujours 5'

—

^C
= -S'^

—

^C r:^zkLc ,• donc -~ seroit un entier, et puisque A
est premier, il faudroit que -^ divisât l'un des facteurs B+B\
B— B'. Mais B et B' étant l'un et l'autre plus petits que j^,
!es nombres B+ B', B— B' seront tous deux plus petits que --^j-

donc ils ne seront ni l'un ni l'autre divisibles par ^ , à moins

qu'on ne suppose B'^=B. Mais alors les deux diviseurs quadrati-

ques dont il s'agit , seront identiques ; donc le nombre premier ^
qui divise la formule f^ticu''^ ne peut appartenir qu'à un seul divi-

seur quadratique de cette formule.

Remarque. Le même raisonnement auroit lieu , si ^ étoit le

double d'un nombre premier , et en général , si ^ étoit une puis-

sance quelconque d'un nombre premier , ou le double de cette

puissance 5 car l'équation
^- ——= e n'admet qu'une seule solu-

tlon , lorsque ,4 est de la forme mentionnée , ou même plus géné-

ralement , lorsque ^= tt"9 , ou 2a"9 , â étant un diviseur de c,

et et un nombre premier (Voyez n". 191). Donc dans tous ces cas,

qni sont fort étendus , le nombre ^ ne pourra être compris que

dans un seul diviseur quadratique de la formule if' ±c^^°.

( 233 ) ^u contraire , si A est im nombre composé , il pourra

y avoir plusieurs diviseurs quadratiques de la foi-mule V dz c u''

qui contiennent le nombre A.

En effet le diviseur quadratique qui contient ^ peut se représen-

ter par la formule ^y^+2By z+ C z\ où l'on a 2B<^^ et

B'
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B^—^1/ C=:d=.c. Or ^ étant connu, on peut prendre pour B

tout nombre qui satisfait à l'équation —— = e
,

pourvu que

celte solution soit comprise entre zéro et j ^. D'ailleurs lorsque^
a des facteurs premiers inégaux et non communs avec c , on a

déjà TU (n*. 191) que cette équation admet un nombre 2'~' de

solutions, i étant le nombre de ces facteurs ( 2 excepté). Donc
il y aura pareillement un nombre 2'~^ de diviseurs quadratiques

u4j^ + 2Bjz+Cz', ou de formes de diviseurs quadratiques , ren-

fermant ^- Il pourra arriver cependant que plusieurs de ces divi-

seurs , réduits à l'expression la plus simple , ne diffèrent point

entr'euxj de sorte qu'en vertu de la limite assignée, le nombre

des diviseurs quadratiques qui contiennent ^ ne peut excé-

der 2'~', mais il pourra être plus petit. Cela est d'autant plus

manifeste
,
que le nombre des diviseurs quadratiques d'une même

formule f'±ctt" est souvent très-petit, et se réduit quelquefois

à un ou deux , tandis que si l'on prend un nombre ^:^ composé

de plusieurs facteurs ,1a quantité 2'"' qui représente le nombre des

valeurs de B peut devenir aussi grande qu'on voudra.

Jusqu'ici nous avons considéré les diviseurs des deux for-

mules t^+ cu", r

—

eu"" indistinctement j dans le reste de ce para-

graphe , nous ne nous occuperons que de la première formule

£*+c«% et de ses diviseurs quadratiques.

(234) Tout nombre premier A qui est de la forme 3^"+ az%

a étant un nombre positifs ne peut être qu'une seule fois de cette

forme , en sorte qu'on ne pourroit avoir à~la-fois A= f "^+ a g" et

A = f''+ ag'% g' étant différent de g.

Supposons , s'il est possible
,
que ces deux formes aient lieu à-la-

fois, et qu'en conséquence onaity''-f<3^''=y"'-}-a^'-, ouy'''

—

f "=
oCg""—g'')

, il faudra quef+f soit divisible par un facteur de a et

y^—/"' par l'autre facteur. Soitdonca=/ra72^?«et «étant deux facteurs

indéterminés ,• et on auraf+f = mh
, f—f= 7i k , ce qui don-

nera hk=^g'''— g''. Soit ? le plus grand commun diviseur de h

et deg-'-fg-, on pourra faire h^=iJ.p, g+g=^<Py et il restera à

satisfaire à l'équation !>.&:= (g—g)v. Or puisque i^. et v sont pre-

Oo
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niiers enlr'eux, il faudra qu'on ait k=:^v4-, g'—gT=ju4

, 4 étant

une nouvelle indéterminée. De là résulte

Doncf'+ ag'' OU ^=-^(iniy.^+ 71V'') COTip'+«4'^.Et puisque ^ est

un nombre premier , il faudra que l'un des facteurs du second

membre
,
par exemple mf^'+ nr, soit égal à 4 ou à 2.

Soit d'abord fn t^' -\- ii v'' = 2 , on ne peut supposer ;w= o ni r = o

,

parce que l'une ou l'autre supposition rendroit identiques les deux

£ormes f' + ag^, f'+ ag''; donc la seule manière de satisfaire à

cette équation , est de supposer tous les nombres m ,n,!J-,v égaux

à l'unité. Mais alors on auroit a= i
, /=^('(p+ 4^ ,

§'=^('9—4^ ,

/'= ^^<p— 4; ,
^'= jr?+ 4; , donc p+ ag^ et f'+ ag'^ ne se-

roient qu'une seule et même forme ^(<P+ 4)''+ i(P— 4)% contre

la supposition.

En second lieu, soit my-'+ nv""= i ; comme on ne peut faire

encore jU= o , ni r = o , il n'y aura que deux manières de satis-

faire à cette équation, l'une en faisant m =«=2, ijl^=v=:ï^

l'autre en faisant m= i , 7Z= 3, // = i/ = i. Le premier cas

donneroit ^/ =^ 2 ip° + 2 4" , et ainsi ^ ne seroit pas un nombre

premier.

Dans le second cas, on aura ^= ip°+ 34''* f=iCip+ ^4-)i
o-=4^('(p— 4) j mais ces dernières valeurs ne peuvent avoir lieu,

à moins que ?» et 4 ne soient tous deux pairs ou tous deux impairs
,

et dans les deux hypothèses (^''-1-34° ou ^ seroit divisible par 4.

Donc, dans aucun cas, le nombre premier ^ ne pourra être

exprimé de deux manières différentes par la même formule

j/'+ az".

Remarque. Si un nombre yi peut être exprimé de deux ma-

nières par la formule y''-\-az'' ^ ce nombre sera nécessairement

un nombre composé , et on pourra même
,
par l'analyse précé-

dente , en déterminer les deux facteurs. Mais il est à observer

que ce théorème ne seroit plus vrai si a étoit un nombre négatif,

car l'équation ^= 7'

—

az"- étant supposée avoir une solution
,

elle en a dès- lors une infinité.
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(Ï65) Nous avons déjà eu occasion d'observer que le produit

des deux formules semblables x'+ aj", p^+ aq'' donne un produit

semblable , lequel est susceptible des deux formes

(px—aqj)^+ a(py-irqx)''

(px+ aqy)'+a(pf—qx/.
C'est ce dont on peut s'assurer par le simple développement de

ces quantités. Mais on peut trouver directement la forme de ces

produits , en considérant que les deux facteurs x^+ ajx*? p''+ «?'

équivalent aux quatre suivans

x+j\/—a, x—y\/—a, p-\-q\/—a. p— q\/—a.

Or si on multiplie les deux facteurs x+y[/— «, p + q{/— cr
y

l'un par l'autre , le produit sera px— aqy-\-(py + qx) y'— a ;

les deux autres facteurs auront de même pour produit px—aqj—
(pj + qx)y^— <3 / 6t le produit de ces deux produits sera

(px—aqy)'+ a(py -\- qxy. Le résultat seroit le même, en

changeant le signe de ç' , et ainsi une autre forme du produit est

(px+ aqyy+ a(py—qx)"". Ces formules ont lieu ,
quel que soit le

signe de a; tout ce qui suit suppose que a est positif.

(236) Si la formule x' + ay" représente un nombre composé iV,

lequel soit m fois de la forme a;*+ aj% et que p''-\-a.q'^ représente

un nombre premier ^ , on voit
,
par le n°. précédent

,
que le

produit NA sera susceptible de 2/7î formes semblables àx^+ oj'",

pourvu toutefois que iVne soit pas divisible par^ : on verra tout-

à-l'heure pourquoi nous mettons cette restriction.

Si le nombre premier ^ est de la forme p^ + 05-% le quarré

du nombre ^ sera une fois de la forme a;% et une fois de la forme

x^-\-ay''\ car on a, suivant les formules précédentes,

^ ^-=(p'-^aq^y et ^"-= (pp— aqqT+ a(ipq)\
Donc si le nombre composé N est m fois de la forme .T'+ oy%
et que le nombre premier ^ soit aussi de la forme p'^-^aq'', le

produit N^^ sera susceptible de 3to formes semblables X^^+ aT'^

parmi lesquelles il y aura 2 m formes où X et Y n'auront point

de commun diviseur A , et m où ils l'auront. On suppose encore

que^ n'est point diviseur de N.
Le nombre premier -A étant toujours de la forme p' + a^'^j

Oo 2
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le cube de ^ sera deux fois de cette même forme ; car ^= est

de la forme (p p— aqqy-\-a('2p g)' ; et cette quantité multi-

pliée par j9°+ a5?° fournit les deux formes

(p'—'àapq^y-^aCiifq— aciy
(p' + ap q^y + a (p^q + a q')\

La dernière étant représentée par X° +oZ% on voit queX et T ont

pour commun diviseur^ , et qu'elle se réduit à (pAy-\-a(qA)\
la même que si on eût multiplié simplement ja'+ 05'* par ^^
En général , A étant un nombre premier de la forme p' + aq'',

on peut faire ^' =F^+aQ% et on aura, pour déterminer P et Q,
l'équation C/j + ^r ^/

—

a^^P+Qy/—a, dans laquelle , après avoir

développé le premier membre , il faut égaler la partie ration-

nelle à la partie rationnelle , et la partie imaginaire à la partie

imaginaire.

On aura aussi ^'=:^' . A'~% de sorte que si on fait

.A''~''=P'P'+ aQ'Q', on aura une nouvelle valeur de ^ qui sera

(A P'y-\-a(^q)\ On en tirera une semblable de ^+.^'—*, &c.

Donc autant il y aura d'unités dans 1 +- , autant on aura de for-'
2

mes diverses X.^-\-aY'' pour la puissance A" ; mais parmi ces

formes , il n'y en aura qu'une seule dans laquelle ^ et 1^ seront

premiers entr'eux ; dans toutes les autres , ^et y auront succes-

sivement pour commun diviseur ^ , A""^ A^, &c. Donc la valeur

de A" sera

lorsque 72= 2 , une fols A^ et une fois de la forme X^'+ aY'
,

lorsque 7z= 3
,

deux fois de la forme X^'+ aY"
,

lorsque «= 4, une fols -^* et deux fois de la forme X^'+ aY^
,

lorsque «= 5, trois fois de la forme X'+ aY"
,

ainsi de suite.

Et comme chaque facteur X'^+ ol^' multiplié par un nombre de même
forme j produit deux résultats de cette même forme , tandis que-X*

seul n'en donne qu'un j on peut conclure en général que le produit

d'une formule /'+ (7g-' par A" sera susceptible de n+i formes

semblables x'+ aj'', lesquelles seront toutes différentes entr'elles,

pourvu que A ne divise point /" + og-%

Donc si on a N^^oTC" y"" &c. , «, €", >,&c. étant des nombres
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premiers, tous de la forme /;"+ a y% le nombre iVsera autant de fois

de la forme x'+ aj^ qu'il y a d'unités dans le produit

^(n+i) (n'+i)(n"+i) (n"'+i) ^c.

Ce nombre coïncide avec la moitié de celui des diviseurs de iV_,

ou avec celui qui indique en combien de manières on peut par-

tager N en deux facteurs.

Dans le cas où (n+\) (n'+i) &c. seroit impair , le résultat

seroit toujours vrai
,
pourvu que la fraction restante j fût comptée

pour une unité.

Lorsque «=i , ou que la forme dont il s'agit est :v'+j'% le

facteur 2 ni ses puissances n'entrent point en considération , et

ne changent pas le nombre des formes du produit. Car en mul-

tipliant X' +j' par 2 , on n'a qu'un produit de la même foi-me
,
qui

est (x+yr+ (x—y)\

(237) Pour appliquer la formule générale j considérons les trois

nombres 5 , i3 , 17, qui tous sont de la forme p°+ y'', on trouvera :

1°. Que le produit 5. i3. 17 sera 7.2.2.2 , ou quatre fois de la

forme /?°+ 9'^

2°. Que le produit 5*. i3 sera {.5. -2 , ou trois fois de la même
forme.

3°. Que le produit 5% 1 3". 17 sera Y« 3.5.2 , ou neuf fois de cette

forme.

4°. Que le produit S^.iS"^ sera 7.5.5, ou treize fois la somme
de deux quarrés ; toutes propositions qu'il est facile de vérifier.

Le problême inverse
,
qui au premier abord auroit pu paroître

fort difficile, se résoudra très- simplement , en faisant attention

au résultat trouvé dans la solution directe.

Par exemple , soit proposé de trouver un nombre qui soit trente

fois de la forme p^' + aq''. Les nombres les plus simples de cette

forme sont les nombres premiers 3,17, ig
, 41 ? ^3 , &c.

,
je

les désigne par e ,
€"

, ^ , &c. et le nombre cherché par a" C" ' >" " &c.
j

il faut donc faire en sorte qu'on ait 3o=7('ra+ \)(n' +\) (n"+i)&ic.

Pour cela, décomposez 60 en facteurs, premiers ou non, tels

que 3.4.5 j diminuez chaque facteur d'une unité, vous aurex

2,3,4 pour les valeurs de n , n, n". Donc «^ C"^ >* sera l'un des
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nombres cherchés; ainsi 3^.17^.19' doit satisfaire à la question.

Fermât a indiqué cette solution , sans en donner de démonstra-

tion , dans une de ses notes sur Diophante
, page 128.

Le théorème du n". 2?^4 dont nous venons de donner diverses

applications , renferme une propriété essentielle et très -remar-

quable des nombres premiers , mais il est susceptible d'être rendu

beaucoup plus général , ainsi qu'on va le voir dans les proposi-

tions suivantes.

('^38 ) Tout nombrepremier A compris dans la formule my' -j- nz',

où m et n sont positifs (1) , ne peut être exprimé de deux manières

différentes par cette formule , en sorte que si Von a A = mP + n g',

on ne pourra avoir en même temps A^mf'' -j-ng'", g' étant diffé-

rent de g.

Si on avoit t.-la-fois ^ =:^ m
f'^ + n g" ^= mf^-^-ng'"".) il en résulte-

roit =
j équation dont chaque membre doit être

n m
un nombre entier

,
parce que m et n n'ont point de commun divi-

seur. Soit donc n= <i.S
, mz^yS" , on pourra faire en général

f+f'^'tMN g'^g^yMP
f^f^CPQ g'-g^s^JVQ,.

ce qui donnera 2f=a.MN+CPQ , -îg— y 31P— i-N Q ; Aonc

imf'+ ing' ou ^^^(cLyM^-lCS'Q') . (ctS^N' + CyP').

Maintenant, puisque^ est un nombre premier , cette équation

ne peut subsister , à moins qu'un des facteurs du second membre

ne soit égal à 4 ou à 2.

Soit 1°. a.yM'^ + CS'Q''^=-2 : j'observe qu'aucun des nombres

M, N, P, Q ne peut être supposé égal à zéro, parce que

cette supposition rendroit identiques les deux formes mf'^+ ng',

mf'^-i-ng^ i on ne pourra donc satisfaire à l'équation précédente

qu'en faisant a.CyS-^=:i-^ M=Q=i. Mais alors le nombre ^

(1) Les nombres m et 71 doivent être premiers entr'eux ,
puisque mp-\-ng^

est égal à un nombre premier; mais on peut supposer de plus que m et n n ont

aucun facteur quarré : car si on avoit m^^m'a." , il est clair que la formule

my^-\-nz' seroit comprise dans ni'y^-\-nz^.
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seroit de la forme ^y'+ c% et par conséquent il ne pourroit être

qn'une fois de cette forme (n°. 2'5't).

Soit 2°. a. y M' -^ C S- Q"" =: î , cette équation ne pourra avoir lieu

qu'en faisant etyC $^="5 , Tîi = Q = i , alors le nombre ^ seroit

de la forme j'^ +3 -s'', ce qui rentre dans le cas déjà examiné

n°. 234.

Donc dans tous les cas le nombre premier ^ ne pourra être

exprimé que d'une manière par la formule /raj'°-l-nz\

(•23g) Le double d'an nombre premier A ne peut être exprimé

non plus de deux manières différentes par la même fornnde

my^+ nz", en sorte que si Von a 2 A=mf°+ng% on ne pourra

avoir en même temps n A = mf'^ + ng'°, g' étant différent de g.

Car toutes choses restant comme dans la proposition précédente
,

on sera conduit de même à l'équation

^Ar=(ct'i]Sr-\-e^q-) (a S-N'+ Çy PV-
Or pour que cette équation subsiste , il faut que l'un des facteurs

du second membre soit égal à 2 , ou à 4 , ou à 8 , sans cependant

qu'aucun des nombres 31 ^ N , P, Q soit zéro.

Soit 1°. a.yM^-^C SQ' ^= 2 5 cette équation ne pourra avoir lieu

qu'autant qu'on aura aÊ'><r= i , iJi= (>= i. INIais alors 2^4' seroit

de la forme j°+ ^% et si on avoit 2 ^=/°-|-g-' =/-+§•'% il en

résulteroit

Donc le nombre premier ^ seroit deux fois de la forme j'"+ ~% ce

qui est. impossible (n°. 234).

Soit 2". a y M'' -\- C SQ'^ ^= i ; la seule manière de satisfaire à cette

équation (sans supposer M om Q égala zéro ,m nCyS' divisible par

un quarré), est de faire a.CyS'^='5 ^ 31= 1, Q=i- mais alors

on auroit -2^4 ^^f'+ Sg' équation impossible
,
parce que le pre-

mier membre est de la forme 4n+ 2 , tandis que le second sera

toujours, ou impair, ou multiple de 4.

Soit 3°. a.y3I^+ CS-Q''= 8, il est aisé de voir d'abord que <x f> <^

ou mn ne peut, dans ce cas, être un nombre pair; car, par

exemple, si l'on fait a>rr=2, a=3,on aura l'équation 2^1' •f-3iV-=8^
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à laquelle on ne peut satisfaire qu'en faisant N=o. Les autres

valeurs paires de mnne pourroient être que 2 ou 10 j mais on recon-

noîtra de même qu'elles sont inadmissibles.

II reste donc à examiner les valeurs impaires de mn ou de

aCyS" , au moins celles qui ne donnent pas plus de 8 pour la somme
des deux facteurs a.y+ CS', car la quantité a. y M"" + S S'

Q'' est au

moins égale à cette somme
,
puisqu'on ne peut faire ni M m Q

égal à zéro.

Le cas de mn^=v ayant été déjà examiné, soit 7ra/z=3, oa

aura iJi''+ 3Q' = 8 , équation dont l'impossibilité est manifeste.

Soit m/z=5, on aura iJf^ + 5 Ç^ =^ 8 , équation pareillement

impossible.

Soit mn^=-i , on aura 7^P + 7Q''=::8, équation possible j mais

alors on auroit 2^ =/'"'+ 75') équation impossible
,
parce que le

second membre est ou impair ou multiple de 8.

Onne peut faire /««r=g à cause du facteur quarré , ni m72==i)j

ou m «= i3
,
parce que 1 + 11 ou 1 + i3 surpassent 8.

Soit enlinm«= i5, a.y — '5^CS-= 5, l'équation 3Ji'+5Q"=8
sera possible; mais alors on auroit 2^^=/'"+ i5g-° ou 2^=3/°+ 5^%
équations toutes deux impossibles

,
parce que le second membre

est ou impair , ou multiple de 8,

Donc , dans aucun cas , le double d'un nombre premier ne peut

être compris de deux manières dans la formule niy'^-\-n^'''

(2 4o) Tout nombre P premier , ou double d'unpremier
,
qui est

compris dans laformule quadratique py''+ 2 q y z-l-27rz°, ne peut

être exprimé que dJune manière par celte formule , en sorte que

« ort « P = p f ''+ 2 q fg+ 2 TTg^, on ne pourra avoir en même temps

P=pf '^+2 qf'g'+ 27rg'°. (On suppose toujours/» impair et ip-Ti—q^

égal à un nombre positif c.
)

J'observe d'abord que le cas où P est double d'un nombre pre-

mier se ramène aisément à celui où P est un nombre premier j

car si on a

2^=pp-\-iqfg-]r'i'^g''

•2A=pj'-^-k-2qj'g''Vi-^8'%

il
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il faudra que j' Gif soient pairs. Ainsi faisant /= 2 /i
, / == 2 h\

on aura

Donc s'il est impossible qu''un nombre premier, 'A soit compris

de deux manières dans une même formule quadratique , il sera

pareillement impossible que son double 2^ soit exprimé de deux

manières par la formule quadratique qui contient 2 ^. Récipro-

quement si la proposition étoit démontrée pour le cas de P=2^,
elle le seroit pour celui de P^^^4 ; c'est pourquoi il suffira de

considérer l'un de ces cas.

Soit donc ^ un nombre premier compris dans la formule

py"^ 4- 'iqyz H- 2t2* qu'on pourra considérer comme l'un des diviseurs

quadratiques de la formule r+ cm'. Si l'on fait^=/j/'^ + 2ç[^+2'^^,

et qu'après avoir déterminé /"" et ^^ par l'équation y^^'

—

f'g^=^ »

on substitue fy-\-f z et gy-\-g''z à la place Ae j el z dans la

formule py'^-l-iqy z-\- i^tz'^ cette formule deviendra de la forme

.^j^+2 5j'z+Cs% où l'on aura ^ C—B^=c.
Donc si le nombre ^ est compris de deux manières dilTérentes

dans la formule proposée /)jk'' + 2 qyz^ 1 -tt z^^ il faudra qu'on puisse

satisfaire à l'équation A^==-ydty'^-\-'iBYz-\-Cz'', sans supposer

;s=-o. Cette équation étant multipliée par^ donne A-^=^(Ay \-Bzy-

+ cz', ou ^°

—

(Ay+ Bz)'=:cz'', Soit c^=.mn ^ ni et n étant

deux facteurs indéterminés , on pourra faire

^\-^y^-Bz—mM
^—Ay—B z= nN^ ^

et l'équation à résoudre deviendra MN =^z''. Or on satisfait géné-

ralement à cette équation , en prenant iIi'= A//c% iV^= av*, z = a//i'j

u. ely étant premiers entr'eux; on aura donc

^\-^y+ B>^t/.v=^m^fj.''

^—^y—Bh^A vz=nKv'^
^

d'où l'on tire 1A = h( mf^^'-^-nv'').

Ce résultat
,
qui a lieu quel que soit^

,
prouve que si un nombre

quelconque^ est compris de deux manières différentes dans une

même formule quadratique /j/'-f- 2 5'j'~ + 2 ^i:' , son double lA
Pp
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sera le produit de deux facteurs ^
,

ce , l'un w de la forme nij^' -\- n z*

(où Tim^=^c) , l'autre a moindre que .

\'^ c

Maintenant si ^ est un nombre premier , comme on peut faire

abstraction du cas de c= 1 , on ne pourra faire ni x = ^, ni

^= 2^ ; donc puisque a est diviseur de 2 ^ , il faudra que a

soit 1 ou 2 , et ainsi on aura soit ^=^mfy' + nv^^ soit 7^=mi^''+ ni'''.

1°. Si on a u<^= m y." + n v'' , le nombre premier ^ sera comjiris

dans la formule mj^+ ^z"
,
qui est l'un des diviseurs quadratiques

de la formule P-\-cu''. Mais comme un même nombre premier

ne sauroit appartenir à deux différens diviseurs quadratiques d'une

même formule f° +c«% il s'ensuit que la formule fjij^' + nz'' doit

coïncider avec la formule donnée py" + 2 qj^ z+ ^'tt z''. Or on a

prouvé (n°. 238) que le nombre premier -^ ne peut être qu'une

fois de la forme my^'+ nz'", donc il ne peut être qu'une fois (1) de la

forme équivalente py''+ -2 çyz-\-2vz''.

2°. Si on a 2^ = mj'^+ 7Zi% le nombre 2^ appartiendra au

diviseur quadratique mj''+ nz^. Mais de ce que le nombre ^ est

compris dans le diviseur py''+ 2çjz + 2 7rz''j il s'ensuit que 2^
est compris dans le diviseur conjugué 2 pj^'+ i çy z-^-ttz". Donc

comme 2 -^ ne peut appartenir à deux diviseurs quadratiques

différens, il faut que la formule 2pj''+ 2qjz-\--!r z'^ soit identique

avec mj'+ nz^. Mais s'il y avoit deux solutions de l'équation

^= pj'' + 2qyz + 2CTi;' , il y en auroit deux de l'équation

2^^=^2py^-\-2qyz-\-'7Tz'"y et partant deux de son identique

^j2^=mj' + nz% ce qui est impossible (n". 23g).

Donc le nombre premier ^ ne peut être exprimé de deux

manières différentes par la même formule py" + 2qy z -Y 2-77
z'^

-^

donc tout nombre P , &c.

(241) Remarque. Cette proposition générale est cependant su-

jette à deux exceptions, lorsqu'on a q=^p ou q=7r.

1°. Si le nombre Pest compris dans la formule /y° + 2jtjyz+ 2^-2",

(1) Celte conclusion est sujette à une exception dont il sera fait mention dans

la Remarque suivante.



s E C O N D E P A R T I E. 299

on pcmrra , sans changer z , mettre —y— iz à la place de j, et ainsi

il y aura toujours deux solutions Je l'équation P=pj°+ s/ys + 277-».

Mais alors on peut réduire la formule dont il s'agit à la forme

my'' \- n z^
; et dans celle-ci les deux solutions se réduisent à une

seule, de sorte que l'exception n'est qu'apparente , et peut être

totalement évitée , en mettant la formule proposée sous une forme

plus simple.

2°. Si le nombre P est compris dans la formule py'^+ "iqyz -j- iqz^^

en pourra , sans changer y , mettre —y—z à la place de z , ce qui

donnera deux solutions de l'équation P =^py^ -\-2qyz+ 2qz'. Mais

j'observe que selon que P est égal au nombre premier ^ ou à

son double, les nombres 7^ o\x^4 se réduiront à la forme my'^^nz^y

et les deux solutions à l'égard de cette dernière forme coincideront

en une seule.

Un troisième cas où l'on auroit P=^py''+ "iqyz -\-pz~ paroît

devoir faire exception
,
puisqu'il est évident qu'on peut permuter

y et z entr'eux , sans changer la valeur de P ,• mais ce cas est com-

pris dans le précédent
,
parce que si à la place de y on met

y— z , la formule py''^ 2 qy z -\- pz* aura pour transformée

py^— ('ip — iq)y z-\-(ip—2q)z^, où le coefficient dejz est égal

à celui de z%

On voit par conséquent que les exceptions à la proposition gé-

nérale se réduisent au seul cas où l'on a P ^^^py'+ iq yz-\-iq z'y

et cette exception est encore limitée , de manière que des deux

nombres ^ , 2^ , l'un seulement exprimé par cette formule y
sera compris de deux manières , tandis que l'autre compris dans

la formule mj^+ nz* ne sera susceptible que d'une seule forme.

(342) Tout nombre premier A compris dans la formule qua-

dratique py°+ qyz+rz* dont les coejfflciens sont impairs, n^j peut

être compris que d'une seule manière , excepté dans le cas évident

où deux des nombres p , q , r sont égaux. (On suppose toujours

^pr— q'^ égal à un nombre positif c.)

On a déjà vu, n°. 219, que la formule py''-\-qj z-^-r z'^ ren-

ferme les trois suivantes :

py^-\-2qyz-\-irz*

Ppa
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4py'+ 2 çy z-\-rz^

(p— ç+ r)y+ (4p-~7ç)yz+ ipz\

donc il faudra que le nombre premier ^ appartienne à l'une de ces

formules. Mais celles-ci étant réduites à la forme ordinaire , où

deux coefficiens sont pairs , il suit du théorème précédent
,
que

le nombre ^ ne pourra être compris que d'une seule manière dans

la formule à laquelle il appartient; donc il ne pourra être exprimé

que d'une manière par la formule proposée py'+ çy z-\-r z^, sauf

les cas prévus qu'il faut examiner.

i^.Si l'on a 5^=/7, les trois formules comprises dans çy''+ çyz-\-rz^

se réduisent aux deux suivantes ;

çy' + jqyz + irz''

iq y^+7qy z+ j-z'.

Mais la première peut se réduire ultérieurement à la forme

qy''+ (ir— ç Jz" , donc alors le nombre _^ sera ou de la forme

çy''-\-(ir— çjz", onde la forme i ç y' +"2 fjy z+ rz'' y el dans \e&

deux cas, il ne peut être représenté que d'une manière par ces for-

mules
,

quoiqu'il le puisse être de deux par la formule proposée

9y''-'rçyz + rz\
2°. Le cas de ^= r donnera un résultat semblable.

3°. Si l'on a p=/-, les trois formules comprises dans /jy"+ 5^-2+^2*

se réduisent aux deux suivantes :

py' + z qy z+ip z"

(2p—q)y"-+ (ip—2 q)yz + ipz\

La dernière est la seule qui puisse donner lieu à exception ; mais

comme elle peut être mise sous la forme (2p — q)y''+ ('zp-^q)z''j

il s'ensuit que le nombre ^
,
qui doit être compris dans l'une ou

l'autre de ces deux formes , n'y pourra être compris que d'une

seule manière.

On voit par ces détails, que les cas d'exception résultans de

l'égalité entre deux des coefficiens p, q y r , n'existent plus lors-

qu'on réduit la formule proposée aux formes les plus simples dont

elle est susceptible ; de sorte qu'alors le nombre premier ^ ne

peut s'exprimer que d'une manière par celle des formules réduites

à laquelle il appartient.
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Par exemple, le nombre -ib résulte de la formule ûj-'-fSjz-f^.c',

soit en faisant i; = i
,

j- = 2 , soit en faisant ^ = 1
, j =— 3

9

mais le même nombre iZ n'est compris que d'une seule manière

dans la formule i2j'°+ 6j' »+ 5 j3% l'une des deux dans lesquelles

se résout la formule donnée S^y'+ Sj -s+ Sz".

Nota. Les théorèmes précédens concernant les nombres P=^,
P^=2^4

^
premiers ou doubles de premiers , s'appliquent également

aux nombres de la forme P = -</*j P = 2 ^*, k étant un exposant

quelconque j car dans ces formes , comme dans celles où A = i
,

le nombre P ne pourra appartenir qu'à un seul diviseur quadra-

tique de la formule f''H- cz/' (Voyez n°. 232).

(243) SoitV un nombre composé , impair ou double cVun impairs , i

Von suppose que P soit diviseur de la formule t°+ cu% et qu'en

conséquence P soit compris dans un ou plusieurs diviseurs quadra-

tiques de cette formule , je dis que P sera toujours exprime par

ces diviseurs quadratiques de 2'~^ manières différentes , i étant

le nombre des facteurs premiers inégaux qui divisent P sans

diviser c.

En efifet
,
puisque P est diviseur de la formule r + c«°, il le sera

de la formule x-+ c , et l'équation =— ^=e aura autant de solu-

tions qu'il y a d'unités dans 2'~' (voyez n". 191). Soient Q, Q',

Q", &c. , ces dilïérentes valeurs de x moindres quefP, et soient

en même temps i?, i?', R", &c. les valeurs correspondantes de la

x"" + c
quanlue -

P -, on pourra avec ces noi

mules
Py^+ ^Qyz+ Rz^
Py^ + ^Q'yz + R'z^

Py^+ 2Q"yz + R"z^

&c.

dans lesquelles P est constamment le même , et qui seront toutes

des diviseurs quadratiques de la formule t' + cu''.

So\l py^-\-2qy z-\-rz'' un des diviseurs de la même formule,

réduit à la forme la plus simple , et dans lequel le nombre P soit
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contenu, on pourra donc supposer P^ipf-^-zqfg-irrg*. Si ensuite

on détermine f" et g° d'après l'équation fg''—f°g= i , et qu'on

mette fj-\-f°^ au lieu de j , et gy+g''z au lieu de z , la formule

py+ 2qyz+ rz^ deviendra par cette substitution Py'+ 2Myz+ Nz'',

et on aura

M^pff+ çCfg'+rgJ + rgg"

N=pf^+2qf^g'' + rg°\

D'ailleurs on pourra toujours prendre/" et^g-" de manière que jM soit

moindre ou non plus grand que ^P. De-là on voit que pour que 31

puisse être successivement égal à chacun des nombres Q ,
Q»',

Q", &c. ( comme cela est nécessaire
,

puisque chaque diviseur

quadratique Pj'+a Qyz+ Rz-, après avoir été réduit à la forme

la plus simple , doit coincider avec l'un des diviseurs représentés

par pj^''+ 2q y z+ rz") il faut que les valeurs dejTet g- puissent

être variées en autant de manières qu'il y a de nombres Q , Q\
Q", &c. , c'est-à- dire en un nombre de manières 2'~', i étant le

nombre des facteurs premiers, inégaux et impairs, qui divisent P
sans diviser c.

Donc le nombre P sera compris de 2'~' manières différentes dans

les diviseurs quadratiques de la formule f-r-cu".

(244) Si le diviseur quadratique py' + 2q y z + j-z"", est le seul

afFecté à un même groupe de diviseurs linéaires , il faudra que les

2'~' formes dont il vient d'être question soient comprises dans ce

seul diviseur, et ainsi il y aura dans ce cas 2'~' manières de satis-

faire à l'équation P ::=^pj'''{~2 çy z-\-rz''. Résultat remarquable^

et qui mérite d'être confirmé par un exemple.

La formule r + 6g«^ a pour diviseurs , d'après la Table IV,

les nombres premiers S^y, i3, 17, ig, &c. 5 donc le produit

5.7.19, par exemple , ou 696 , est un diviseur de la même formule.

Ce diviseur étant de la forme 2 76.1;+ 43 , la même Table fait voir

qu'il doit être compris dans le diviseur quadratique loy^'+ ^yz+ jz^y

et parce que ce diviseur est seul de son espèce , et qu'en même
temps le nombre compris 5g5 est composé de trois facteurs im-

pairs , inégaux , il faudra , d'après le corollaire précédent
,
que 5g5

spit compris de 2'"' ou 4 manières dans la formule ioj/'+ 2^2+ 7-?'.
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En efFet , si on met l'équalion 5g5=: loy^+ Jj z+ j z^ sous cette

forme (ioy+ zy==^5c)5o— 69 z", et qu'on donne à z les valeurs,

successives o , 1 , 2, 3, &c. , on trouvera les solutions suivantes ;

z = 3, ior+ ~ = =±=73. ^=7
r 6

z = 5, ioj'+ z = rfc65, j= J_
r=9, ioj'+s==fci9,j = i.

Donc il y a trois valeurs de z dont une répond à deux valeurs

àe j , et ainsi il y a quatre solutions de l'équation proposée, con-

formément au théorème.

(245) Remarque I. Les mêmes exceptions qui ont été obser-

vées n". 24 1 , lorsque P est premier ou double d'un nombre pre-

mier , ont également lieu lorsque P est un nombre composé ; mais

on peut les éviter de manière que le résultat réponde exactement

à l'énoncé du théorème.

Ces exceptions se réduisent aux deux cas où l'on auroit

P= çy^-\-2cjfz+ rz', ou P = pj""+ 7 cjj z+ 7 ç z""; or dans le pre-

mier cas on peut mettre P sous la forme P = çj" + (r— q) =' , et il

n'y a plus lieu à exception. Dans le second , on peut écrire

2P= (7p-^q)j' + çz^, si P est impair, et P=: 7(çz''+ (ap—çjy")

si P est pair 5 dans ces dernières formes , il n'y aura plus que le

nombre de solutions désigné par 2'"'. On peut aussi , dans le

second cas, ne pas regarder comme différentes la solution j;' = ">

z^=C, et la solution j= a.^ z^=— a — C.

Remarque II. Si un nombre impair P est diviseur de la for-

mule i'+cw", où c est de forme 8ra+ 3, et qu'en conséquence P
soit compris dans le diviseur quadratique py'-\-qjz^rz'^ dont

les coefficiens sont impairs , on prouvera , comme ci- dessus
,
que le

nombre P sera compris, de 2'~' manières différentes,, dans les

diviseurs quadratiques de la formule t^-\-cii^, i étant le nombre

de facteurs premiers inégaux qui divisent P sans diviser c.

L'exception qui auroit lieu , si on avcit r^=q , peut être évitée

de deux manières , 1°. en considérant comme une même solution

celles qui donnent les'mêmes valeurs tant pour jj' que pour (y-^zj^^

2°. en considérant , au lieu des valeurs de P , celles de 4/" com-

prises dans la formule 4i'= ('4/7— Ç[)y'' + <jf ^"r
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§. XIV. Sur les moyens de trouver un nombre premier

plus grand qu'un nombre donné.

(246) ooiT M un nombre contenu deux ou plusieurs fois dans la

formule /?j°+ 2Ç'jK-s+ ''2% en sorte qu'on ait

ilf =^j a=+ 2 y a é"-!- r f'= /? >"+ 2 ç' > <r-|- /• cT'

;

multipliant tout par p , et faisant à l'ordinaire pr—q^=c , on aura

(pcL^qCy.^cC'=(py+ qS')^+ cr.

Supposons que c ou 7 c soit un nombre premier , où qu'au moins

vsi 1,'un ou l'autre est le produit de deux facteurs , l'un de ces

facteurs soit commun avec p el q j alors l'équation précédente ne

peut avoir lieu , à moins que p<t->rq ^^^(py+ qS') ne soit divisible

par c. Soit donc p's -\-qS' =^zà^(p a.-^-q C— ex), on aura, après

avoir substitué et divisé par c , l'équation

€'-\-2(pa+ qC)x— cx" = é\ (a)

Toutes les fois que cette équation sera possible , c'est-à-dire, toutes

les fois qu'on pourra trouver une valeur de x autre que zéro, par

laquelle le premier membre devienne un quarré parfait, il s'en-

suivra que le nombreM ou sa moitié n'est pas un nombre premier,

(247) Si l'équation (a) n'est possible qu'en faisant x = o , il ne

faudra pas encore en conclure que le nombre M ou sa moitié est

un nombre premier. Cependant si dans ce même cas le diviseur

quadratique /> y^ + 3 qj z+ rz"" relatif à la formule T + c u'', est seul

de son espèce , en sorte qu'un nombre qui y est contenu ne puisse

appartenir à aucun autre diviseur quadratique de la même for-

mule <^-fcM°j ou en d'autres termes, si le diviseur quadratique

py'^-\' iqj z + rz'' est seul alfecté à un même groupe de diviseurs

linéaires , comme on en voit des exemples multipliés dans les

Tables IV, V, VI et VII, je dis qu'on pourra conclure que le

jiombre Jf ou sa moitié est un nombre premier, sauf une excep-

tion dont il sera f^ùt mention.

En
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En effet , i°. si le nombre M , compris dans la formule

pj'+ 2ÇJZ+ rz", est divisible par deux nombres premiers différens

non diviseurs de c , on a déjà vu (n", 244) que 31 sera compris

de deux manières différentes dans la formule pf^+ ^çj z + rz'',

puisque celle-ci est seule de son espèce. Donc alors l'équation (a)

auroit au moins deux solutions.

2°. Si le nombre M est égal à une puissance paire du nombre

premier a , ou si l'on a M=a.'"', alors le nombre M appartiendra

au diviseur quadratique j'^+ cz'; car si dans ce diviseur on fait

j^ = a." et z = à un nombre pair , on obtiendra la même forme

linéaire 4c.r+ a qui convient au nombre 31. Mais on suppose que

les formes linéaires dans lesquelles -M est compris ne répondent

qu'à un seul diviseur quadratique pj'^-\-2çj z+ r z''
; donc ce

diviseur, dans lequel M est contenu, n'est autre que j^'+ c z^,

ou son équivalent y"+ -2 y z + (c-'r\)z''. J'observe maintenant que

le nombre 31 qui sera exprimé par
f^'+ cg",/ et g étant premiers

enlr'eux
,
pourra l'être aussi par la simple formule >% en faisant

y= j'= tt", z= o j et quoique cette dernière expression ne soit pas

régulière
,
puisqu'on doit toujours supposerj et z premiers entr'eux

,

cependant il n'en est pas moins vrai qu'on pourra faire /'+ cg'= >%
et qu'ainsi l'équation (a) , outre la solution x=^o , en aura une

autre qui donne (T^o.

3°. Si le nombre 31= «,"""''',
a. étant un nombre premier , alors

il est aisé de voir que a. et 31 appartiendront au même diviseur

quadratique. Car soit ay'+ 2 Cy z -\- y z'' le diviseur quadratique qui

contient a. , si l'on fait j= «£"" et z égal à un multiple de 2 c
,

alors ce diviseur devient de lamême forme linéaire icx+ a dont est

a''"'*'' ou 31. Mais il n'y a par supposition qu'un seul diviseur qua-

dratique qui réponde au groupe de formes linéaires dans lequel 31

est compris , donc ce âWiseur p y''+ 2 çy z + r z- sera identique

avec le diviseur a.y^+ 2Syz+ yz'-. Or celui-ci offrira toujours deux

manières de représenter 31 , l'une où ^ et i: seroient premiers

entr'eux , l'autre où l'on feroitjK^a"", z =0. Donc, en vertu de

ces deux expressions , l'équation (a) auroit encore deux solutions.

4°. Si on a 31^ a^'" , on prouvera, d'une manière sem-

blable, que le nombre 31 appartiendra au diviseur quadratique

Qq
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/ c+ 1\ . . c

2j'+2j^ -f ( )-=% SI C est impair , ou au diviseur 2j)/'+ -^%

si c est pair. Dans les deux cas, le nombre M pourra être exprimé

de deux manières par ce diviseur, et ainsi l'équation (a) aura

deux solutions.

5°. Si le nombre Jf=2 a.°
"'"*', on prouvera encore de la même

manière
,
que le nombre M appartiendra au même diviseur qua-

dratique que 2 st , et qu'ainsi ce diviseur pourra être représenté

par •2a.y'--\-nCy z^yz". Il y aura donc au moins deux manières de

satisfaire à l'équation ikf=ji;j^°+ 2 yj^^i+ z-^" , et par conséquent

au moins deux solutions de l'équation (a).

Il paroît , par l'examen de tous ces cas , que si le premier

membre de l'équation (a) ne peut devenir un quarré que lorsque

a;= o, on peut conclure que le nombre M ou \M est un

nombre premier. Il faut néanmoins excepter le cas où ISl auroit

un facteur premier a. non commun avec c , et plusieurs autres

x^ A- c
C

, y 1 &c. communs avec c, car alors l'équation ——— =e

ne seroit susceptible que d'une solution ^ et le nombre Jll ne pourroit

être représenté que d'une manière parla {"ormule pj^+içyz+ rz'.

Mais si d'une part le diviseur quadratique p^y'+ 'z çj'z+ rz' qui

contient M est seul de son espèce 5 si d'autre part M n'a aucun divi-

seur commun avec c, et que la quantité ^"+ 2 (pa+ çC) x— ex'',

formée d'après la valeurM=p a°+ 2 ^r a C-\- r £', ne puisse être égale

à un quarré que dans le seul cas de x=o, on pourra conclure

avec certitude de ces conditions réunies
,
que le nombre M ou

sa moitié , s'il est pair , est un nombre premier.

(248) Cela posé , si on prend pour * et f des nombres quelcon-

ques premiers entr'eux , on pourra regarder comme autant de

Théorèmes les résultats suivans choisis entre plusieurs autres sem-

blables qui sont contenus dans nos Tables. Ils indiquent diverses

formules générales dans lesquelles tout nombre compris sera pre-

mier ou double d'un premier, si la formule condiLionneile ne peut

être un quarré que lorsque x=o, et si en même temps Melc
sont premiers entr'eux , ainsi que « et ^.
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Formule conditionnelle. Formule de nombres premiers.

e'-[-'2(a + c)x— \'5x^ ar + 2ctC-\-liC'

^+2('a+^;.v— 37.V* a' + 2<ï^+38Ê'='

€'^Ç>(^+ C)x— 57x' 3=1^+ 6 a ^+ 22 é-^

f'+ 6(^^ + f;x— qSx' 3a"-}-6«f+34f"

r + 6f5a+ Ê';.r— i4i x"- l5a'+ 6aé'-f loC^

^+ 2 ('11 A-\-jC)x— igSx'' 1 ict'-l- 14*^+22 r-

C'-\-2(2cL-\-C)x—\lX^ «= + «£4-3^^

^-+ 2('2*+ô3x— igx' a'+ af+5f^

^+ 2('2cJ+^;x— 43x' a'+ aé'+iU"
Ê^+ 2('2a+é';a;— 67.T'' «^ + «^"+17^^

^+ 6('2*+ Ê';.r— i23«" 3a=+ 3aé'+ 11 r
ê'=+ 2('2«+ C;j:— 163.1;' a^+ a^+4ir
£•'+ 1 f2 a -4- ?; .1-— 235 .v^ 5a''+ 5aê'+ l3^'

C^-\-2at.X lOx" a^+lO^^
^^-{•.•2 ax— 2 2 j;^ a'+ 22 C'

r+2*a,— 58^;" =t=+ 58e
£^+ 10 a. X— 70 a;' Ôa^'+lif"
ë"^+ 6a.r— 1020.-' 3a= + 34C'
€'+ loa.r— igoa-" 5a' + 38f'

(24g) Si l'on supposoit les nombres é", ^ , c pris au hasard, il

seroit facile de trouver combien il est probable que la formule

C+ 2yx— ex" deviendra un quarré , en prenant pour x un nombre

entier quelconque positif ou négatif , excepté zéro. En effet
,

puisque n'^ est le seul quarré contenu entre les limites /z^

—

^+ ii

Tf+ n+l, il s'ensuit que ——
• est la probabilité qu'un nombre

L^ pris au hasard sera un quarré. Et d'après ce principe , on trou-

vera aisément que la probabilité de ne rencontrer aucun quarré

dans toutes les valeurs de C^+^yx— cx% est égale au produit

de toutes les quantités 1 -— formées en don-
2V/( f°+ 27-X ex J

nant à x toutes les valeurs en nombres entiers
,
positifs ou négatifs

(zéro excepté) comprises entre les deux racines de l'équation

Qq2
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é"+ 2>A;— c.T°= o. Donc si le nombre Ê'^ + i-yx— ex"" reste tou-

jours assez grand (i) , la probabilité contraire , ou celle de ren-

contrer un quarréj sera sensiblement égale à la somme de toutes

les quantités . ,^,
,

,. Mais au moyen du cercle dont
2\/ (ë'+ 2yx— c X-) "^

, ,

,

.
^' 2 y X

1 équation est j>'°= 1 x% il est facile de voir que cetteCe
somme est à-peu-pres —-;- , cr désignant îe rapport de la circon-

"y c

férence au diamètre ; donc —'-—- sera une valeur approchée de la
2 v^c

probabilité dont il s'agit (s).

Ce résultat dépend seulement de c , et il est d'autant plus

petit
,
que c est plus grand. De-là il est facile de juger quelles

sont les formules qui sont les plus propres à donner des nombres

premiers.

Par exemple
,
pour que la quantité C+ 'z (•2it+ C)x— i63:c'' de-

vienne un quarré , la probabilité est — ou à-peu-près j. Donc

il y a environ 7 à parler contre 1
,
que le nombre a' ~\- a. S -{- i 1 C^

sera un nombre premier , a. el £ étant pris au hasard parmi les

nombres premiers entr'eux.

Il y auroit près de 8 à parier contre 1
,
que la formule 5 a"+ 38 C

donnera un nombre premier , ou le double d'un tel nombre , a et f

étant pris à volonté premiers entr'eux , et en supposant que a. n'est

point divisible par ig , ni ê" par 5.

Ces deux formules , et sur-tout la dernière , sont celles de toute

(1) Les résultats que nous indiquons ne seroient pas exacts, si la quantité

€'^-\-2yx— cjc* pouvoit être égale à zéro. Mais dans la formule dont il s'agit,

où l'on a yr=p a. \- qZ , cette égalité ne peut avoir lieu, parce qu'il en résul-

leroit cxr=p cL-\-qZ±y'pM , donc il faudroit que pM fût un quarré. Or ce

cas est l'un de ceux qu'on peut vérifier d'avance , et mettre à l'écart , comme

ne pouvant donner pour M ou ^ M un nouibre premier.

(2) Cette estiaiation ne doit pas être prise à la rigueur ,
elle n'est employée

ici que comme un moyen grossier de comparer deux formules quant à leur aptitude

à contenir des nombres premiers.
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la Table qui présentent le plus d'avantages pour la détermination

d'un nombre premier plus grand qu'un nombre donné.

(260) Pour s'assurer si la quantité ^'-[-^(paL-irr/ Cx— cxx ne

peut être un quarré que lorsque x= o , il faudra essayer pour a-

toutes les valeurs en nombres entiers comprises entre les deux

racines de l'équation C^' + ^Cpu+ c^e) x— ca-x = o. Le nombre des

essais est donc en général - \/pM, Aï étant le nombre /»a°+ 2yaf+ rC''

dont on veut déterminer la nature. La formule la plus avantageuse ,

ou celle qui exige le moins d'essais , est donc celle où , toutes

choses d'ailleurs égales, p sera le plus petit , et c le plus grand.

Par exemple, si on considère la formule a^'+af + dié', ou

plutôt 2a°+ 2aÊ'+82^% afin de l'assimiler à la formule générale

/y°+ 25yz+ /-z°, le nombre des essais
,
pour s'assurer si le nombre

iV=a°-faé'+4i f- est un nombre premier, sera——— , ou à-peu-

près -— 1/ iV.
4i

La formule 5a^+ 38C^, qui répond au nombre c=igo, est encore

plus avantageuse , au moins en prenant a. impair ; car si l'on fait

2v/5iV" 2 4
JV":=5a°-}-38Ê'^, le nombre des essais sera ^

—

ou-r—\/N<i \/N,
igo 85 i63

Si l'on suppose déplus dans cette seconde formule
,
que le nombre C

soit impair, le nombre des essais se réduira encore à moitié. En
effet , si C est impair , ainsi que a , la quantité é°-|- 10 a.r— igox'

ne pourra être de la forme 8 7z-|- 1 , ni par conséquent devenir un
quarré , à moins qu'on ne suppose x de la forme 4Z' ou 4Â:— a,

et ainsi les formes ik-\-2 , kk—a étant exclues , le nombre des

essais se réduit à ~— y/N.

(261) Enfin on peut observer que plus * sera petit, plus la

limite de x sera petite. D'après toutes ces considérations , voici la

manière qui paroit la plus simple de trouver un nombre premier

plus grand qu'une limite donnée L.

Ayant fait a =r 1
,
prenez pour g un nombre impair > y/— et
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non divisible par 5, vous aurez le nombre impair iV=: 5+ 38 -!"

plus grand que la limite donnée L ; ce nombre n'a point de diviseur

commun avec igo ; donc pour savoir si N est un nombre premier,

il restera à examiner s'il y a une valeur de x autre que zéro qui

puisse rendre la quantité ë"'+ 10.1;— igo:i-^ égale à un quarré. Les
valeurs de .v à essaj^er seront tous les nombres de forme 4Ji: ou

4/t— 1 , tant positifs que négatifs, moindres que : si au-
V/190

cun de ces nombres ne rend la quantité dont il s'agit égale à un

quarré , on en conclura que le nombre 5+38='' est un nombre

premier.

Soit proposé
,
par exemple , de trouver par cette méthode un

nombre premier plus grand que 1000000 ; on prendra ^ impair

1000000 rr, -y r -t
• • r

et > y —
. Soit é'= i63 , il faudra voir si on peut satisfaire

à l'équation

26569+ '^'^^— ''90''''^=J'''-

Les valeurs de x à essayer seront seulement — 1 ,3,r±:4, — 5,7,
rtS, — 9, 115 et comme aucune d'elles ne rend le premier

membre égal à un quarré, il s'ensuit que le nombre 5+ 38C== 1009627

est un nombre premier.

(252) Dans des exemples plus compliqués , on parviendroit facl-

l-ement à diminuer encore le nombre des tentatives , en obser-

vant quels sont les restes des quarrés divisés par 3, par 7 , ou

par quelqu'autre nombre premier , et excluant les valeurs de x

qui ne peuvent donner ces restes. Ainsi, en prenant C:='5h, or»

trouveroit que x ne peut avoir aucune des quatre formes 9 A+ 3,

c)A+ 4, 9j(-+ 6, 9X-+ 7J ce qui réduit le nombre des essais aux l

du nombre total. Si l'on avoit S=22/i±i , les formes exclues

seroient .x'= 11 A:+ i , 6,8,9, 1 o , et le nombre des essais seroit

réduit aux ~. Donc par la combinaison de deux semblables suppo-

sitions, c'est-à-dire en prenant S = 66ir±:2i , le nombre des va-

leurs de X à essayer se réduiroit à f .7^ ou ^ du nombre total

qui est environ ^\/L^ et deviendroit seulement —[/L.
Soit, par exemple , é'=68i ; pour savoir si le nombre 5+ 38r'
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— 17 6;2 923 est un nombre premier , il faut voir si on peut ialis-

fdire à l'équation 463761 + loa-— 190^= =^.' j et d'après ce que
nous venons de trouver , les valeurs de x à essaj'er se réduisent
aux suivantes :

11,27,35,56,44,47,—4,—8,—g,
— 17,—28,—37,—4o,—44.

Or la valeur 35 donnejK= 48i , donc le nombre dont il est ques-
tion n'est pas un nombre premier.

Soit encore S=jiy
, on aura la quantité 558oo9+ lox— igox'

dans laquelle il faudra substituer pour x cbacun des nombres
suivans :

11,^7,35,36,44,47,—4,—8,—9,— ,7,-28,—37,—40,-44,-52,-53.

Et comme on trouve qu'aucun de ces nombres ne rend la quantité
dont il s'agit égale à un quarré , il s'ensuit que le nombre 5 + 38^'
= 21 2o4 347 est un nombre premier.

(253) On peut, d'après ces principes , expliquer d'une manière
satisfaisante

,
pourquoi certaines formules renferment une suite de

nombres premiers assez étendue. ( Voyez Introd. n". XVI.)
Par exemple

,
on trouve dans la Table (n°. 248) que la formule

tt'+ a+ 4i doit être égale à un nombre premier , toutes les fois que
la ^quantité i + (ia+ 7)x— iS^x'^ ne pourra devenir un quarré
qu'en faisant x = o. Or on voit au premier coup d'œil

, que cette
quantité ne pourra être un quarré, ni même un nombre positif,
tant que 4ct+ 2 sera <i63, ou a <4o. Donc si on fait successii
vement a= o

, 1,2,3... jusqu'à Sg , toutes les valeurs qui en
résulteront pour a='+ a+ 4i , doivent être des nombres premiers.

^

On trouve également , dans la Table du n". 248, que la formule
a=+ 58 désigne un nombre premier ou son double , toutes les fois
que i+2a.r— 58:r' ne pourra être un quarré (excepté en faisant
x— o). Or il est manifeste que celte quantité ne peut être un
quarré tant que et sera au-dessous de sg. On voit donc a priori
que les

^29 premiers nombres contenus dan.s la formule <t' + 58
doivent être premiers ou doubles de premiers.

Il en est de même des ig premiers nombres contenus dans la
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formule 5 a^+ 38
,
parce que la quantité i + io=ta-— 190a;' ne peut

devenir un quarré , tant que a est au-dessous de 19.

Remarque. Le problême de déterminer un nombre premier plus

grand qu'un nombre donné , n'est pas résolu complètement dans

ce paragraphe. On a indiqué seulement diverses formules
,
dans

lesquelles prenant au hasard un nombre plus grand que la limite

assignée , il y a déjà une probabiUté assez grande que ce nombre

sera premier. Mais pour s'en assurer entièrement , il faut faire des

essais qui sont d'autant plus longs
,
que le nombre dont il s'agit

doit être plus considérable jet si cette grandeur passe certames

limites , il pourra être plus avantageux de suivre les méthodes

indiquées dans le paragraphe suivant.

§. XV.
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|. Xy. Usage des Théorèmes précédens pour reconnoitre

si un nombre donné est premier ou s'il ne l'est pas.

(254) JLiE s Tables cle nombres premiers qu'on a construites jusqu'à

présent n'étant pas fort étendues , il seroit à désirer
,
pour la perfec-

tion de la théorie des nombres
,
qu'on trouvât une méthode praticable

au moyen de laquelle on pût décider assez promptement si un
nombre donné qui excède les limites des Tables est premier ou
s'il ne l'est pas. En attendant que cette méthode soit trouvée

,

nous allons faire voir quels secours on peut tirer des théorèmes

exposés jusqu'à présent, pour la solution de ce problème particulier.

On a déjà vu que si le nombre proposé ^ est de la forme

a^dt: 1 , ou s'il est seulement diviseur de cette formule , tout

nombre premier qui divise ^ doit être de la forme nx+i ou

27ZX+ 1 lorsque n est impairj car s'il n'étoit pas de cette forme , il di-

viseroit le nombre plus petit a ±i , r étant un diviseur impair de n.

Ayant donc examiné tous les nombres a ±1
,
qui remplissent cette

condition , si aucun de leurs facteurs premiers ne divise ^, on sera

assuré ^ue les diviseurs de^ ne peuvent être que de la forme men-

tionnée nx-\- 1 on 2nx+ 1 ; et si ra est impair , il faudra non-seule-

ment que les diviseurs de ^ soient de la forme "znx + i , mais

qu'ils soient aussi de l'une des formes linéaires qui conviennent

aux diviseurs de t'^d^au'^. Ces formes étant connues par nos Tables

(au moins lorsque a ne passe pas leurs limites ) , on pourra
,
par la

combinaison de ces deux conditions , réduire beaucoup la multitude

des rvombres premiers moindres que \/^ par lesquels il faut essayer

de diviser ^. Nous avons déjà donné des exemples de cette mé-

thode dans le §. V ; nous ajouterons encore les deux suivans.

(255) Considérons i". le nombre 2'^— 1= ('2^—0, io824oi j et

proposons-nous de trouver tousles diviseurs du facteur io824oi=^;

comme ce nombre n'est pas divisible par 2^—'i =3i , il ne peut

Rr
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avoir pour diviseur que des nombres de la forme 5oa;+ i. De plus,

le nombre ^4. étant diviseur de la formule 2"^—2 qui est de la forme

i=— 2 z^% il faudra que les diviseurs de u4 soient de la forme 8«+ 1,

ou de la forme ^«+7. Mais la forme bQx-\- 1 renferme les quatre

ioox-\-\ , b\ , 101 , i5i
5

excluant donc la seconde et la troisième qui ne s'accordent pas

avec les formes 8«+i et 87^+ 7, il ne restera pour les diviseurs

de ^ que les deux formes

20oa;+i , 20oa;+i5i.

Les nombres moindres que \/^ compris dans ces formes sont :

i5i, 201, 35i, 4oi, 55i, 6oi, ySi ^ 801, 961, looij

d'où excluant ceux qui ne sont pas premiers , il reste les quatre

seuls nombres i5r , 4oi , 601
, 761 ,

par lesquels il faut essayer

de diviser vi.

La division ne réussit ni par i5i , ni par 4oi , mais elle réussit

par 601 , et on a pour quotient 1801 ; donc le nombre ^ n'est

pas un nombre premier. Et quant au quotient 1801 , il est néces-

sairement premier, car s'il ne l'étoit pas, il admettrolt la divi-

sion par un nombre moindre que ^/i8oi , ce qui n'est pas pos-

sible
,
puisque le moindre nombre premier qui divise ^ est 601.

Donc on a simplement ^= 601 . 1801.

Considérons 2°. le nombre 2°'— 1 = ('2-

—

\) . 262657 , et soit

proposé de trouver les diviseurs du nombre ^=2626675 il est

facile de s'assurer que ce nombre n'est divisible par aucun de

ceux qui divisent 2^— 1 ou 2'— ij donc ses diviseurs, s'il en a,

sont de la forme 54 .r+ 1. D'ailleurs ^ étant lui-même diviseur

de 2''— 2 , les diviseurs de ^ sont aussi de la forme i°— 2z/% et

par conséquent de l'une des formes 8;z+i ou Sn+j. Si on com-

bine donc ces deux formes avec la forme ôix+i , on aura les

deux formes 2i6a^+i , 216.r-1- 55, lesquelles ne comprennent, au-

dessous de v^^ = 5i 2
,
que les cinq nombres 55, 217, 271, 433,

487. Retranchant de ceux-ci les nombres composés, il ne reste

à essayer que les trois nombres premiers 271, 433 ,48/5 et comme

aucun de ces trois nombres ne divise 262657 , on en conclura avec

certitude que 262657 est un nombre premier.
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(206) En général , étant proposé un nombre quelconque ^,
on tachera de ramener ce nombre ou un de ses multiples , à la

forme t' + au", a étant un nombre le moins grand possible , et qui

ne passe pas les limites des Tables. Pour cela , il faut extraire la

racine quarrée tant de ^ que de quelques-uns de ses multiples

2^, 5^ , i^ , &c. , et on fera en sorte que le reste, positif

ou négatif, soit de la forme a«% u" étant le plus grand quarré

par lequel ce reste est divisible.

Dès qu'on aura mis -r^, ou en général Jc^ sous la forme <'d=a«%

on sera sûr que les diviseurs de ^ sont compris parmi les formes

linéaires des diviseurs de la formule r±«?^%et comme ces formes

linéaires excluent la moitié des nombres premiers , autant on aura

trouvé de formes différentes i' ±a «° pour A ou h^ ^ autant de

fois on aura réduit à moitié le nombre de diviseurs à essayer pour

le nombre ^. Si donc il y a m nombres premiers compris depuis 1

jusqu'à \/^ 1 et que i soit le nombre des formes t'^-±iau'^ dont

il s'agit, on n'aura plus à essayer que (7)'. '« nombres premiers
,

pour s'assurer si ^ est premier , ou s'il ne l'est pas.

Si ^4 étoit un diviseur de la formule a"±i , ou a"±b\ a et b

étant premiers entr'eux , on auroit de plus les conditions dont

nous avons déjà parlé
,
qu'on combineroit avec celles qui résultent

de la forme ^±a«^

(257) Enfin on peut encore indiquer un moyen qui le plus souvent

aura du succès. Il consiste à convertir en fraction continue \/^ ^

OM. \/iA^ \/3^, &c. Car si en général — est un

quotient-complet provenant du développement de y/ h^ ^ et que

- soit la fraction convergente qui répond à ce quotient , on aura

{n''.'ôo)d^D=f—kAq\ ovi k^q^=p^^ç:D. Donc les divi-

seurs de^ sont diviseurs de ja'qrZ? , ou en général de f'z^Du*^

savoir de t'^-\-Du'^ lorsque le quotient-complet est de rang pair,

et de f— TDu'' lorsqu'il est de rang impair.

Dans cette opération, le nombre D n'excède jamais •2\/kA

^

et le plus souvent il est beaucoup plus petit 5 ainsi on pourra

Rr2
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connoitre
,
par ce moyen , des formules assez simples t''d=.Du^

dont les facteurs de u^ doivent être diviseurs. Et s'il arrivoit qu'on

trouvât deux formules 1^+ 011"", f— Du" contenant la même
valeur de Zî , il s'ensuivroit que ^ qui divise l'une et l'autre ,

divise f+ t'", et par conséquent, que ses propres diviseurs doivent

être aussi de la forme j^^+ z^ et de la forme linéaire 4ar+i, ce

qui abrégercit les calculs.

(258) Appliquons ces principes au nombre 333567=^. On
trouvera d'abord, par l'extracuon de la racine , ^ = Syy'+ Sa.S'j

donc ^ est de la forme ^'-(-82?^% et ses diviseurs doivent être

du nombre de ceux qui conviennent à cette formule. Pour trouver

d'autres formes, j'essaye de décomposer des multiples de -^ ,
je

trouve par exemple 3^=^ 1001001 =('1001^°— io('ioJ'', quan-

tité de la forme f'— loz^"; donc les diviseurs de ^ doivent être

de l'une des formes qui conviennent aux diviseurs de f^— 10 w*.

Ces deux formes réduiroient déjà au quart seulement les nombres

premiers qui sont à essayer pour diviseurs de ^ , et qui doivent

être moindres que \/^ ou 677. Mais comme l'opération seroit

encore longue , nous chercherons de nouvelles formes par le dé-

veloppement de \/^ en fraction continue. Ce développement

donne les quotiens-complets qui suivent :

j/^+o y/.^+577 v/^+161 v/.^+256 v/.^+587
\

'

^38 ' 4l^ ' 643 ' 286 '

V^^+471 v/^+ 3ii v/^+295 \/^+5iQ 1/^+429
391 ' 606 ' 407 ' i58 ' 947

V/^+ 5i8 t/^+5i7 y'^+U5 v/^+542
, &c.

69 ' 962 ' i4i ' 288

De-là on voit que les diviseurs de ^ doivent diviser les formules

<*+ 738w' ou t'+82u^^ i*—417^% i«'+ 643z/% &c.

Les plus simples sont ^+ 82^*, P— 69^% et r+ 2w=', car c'est

à cette dernière que se réduit la formule t'-^'iSBu^ donnée im-;

médiatement par le terme Z>^288.
Si à ces formes on ajoute celle qui a été déjà trouvée i°— \ou*,

on sera en état de diminuer beaucoup le nombre des essais quî

I
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restent à faire. Et d'abord les diviseurs de T-f 2;/* étant de Ja

forme 8«+i ou Sn+ 5; et ceux de t'— 10^^ étant 4oa-fi ,
3-

9, i3, 27 , 3i , 5j , 39 : si on rejette parmi ceux-ci les formes

qui ne sont pas 872+1 ou 8/z4-3, il ne restera que les formes

4ox+i , 3, 9, 27.

Maintenant si on développe tous les nombres premiers compris

dans ces formes jusqu'à 5yj qui est y'^ , on trouvera

1, 3, 4i, 43, 67, 83, 89, 107, i63 , 227, 24i , 281, 283,
• • • • •

347 , 4oi , 409 , 443 , 449 , 467 , 48i , 52 1 , 523 , 547 , 563 , 5fig.

Éliminant parmi ceux-ci ceux qui ne peuvent être diviseurs de'

i"

—

Gqu", ce qu'on reconnoîtra facilement (Table III) par les-

formes 276.T+ a qui conviennent à ces diviseurs, il restera

• • •

1, 83, 89, 107, i63, 227, 281, 4oi, 409, 467, 52 1,

547 , 563, 569.

Enfin rejetant demême parmi ces derniers ceux qui ne peuvent être

diviseurs de la formule i'-|-82z-s% ou qui ne sont pas de la forme
SzSx+a qui convient à ces diviseurs (Table VI), il ne restera-

â essayer que les sept nombres premiers

83, 107, i63, 4oi, 4og , 467, 56g.

Or aucun dé ces nombres ne divise 333667 , ainsi on est assuré

que 333667 est un nombre premier.

On auroit diminué beaucoup le nombre des tentatives , si on

eût observé que 3 -<^ étant 1001001 = 10''+ lo'+i =:—

.

les
1 o *— 1

diviseurs de ^ doivent diviser lo^— i , et par conséquent doivent

avoir la forme 18.T+ 1. Mais nous avons voulu faire voir comment
on doit procéder lorsqu'on n'a aucune donnée sur la nature du
nombre qu'on examine.

(259) Proposons -nous encore le nombre jo 091 4oi=^ : il

faudroit , suivant le principe général , essayer la division par tous
les nombres premiers moindres que \/^ , c'est-à-dire moindres
que 3176. Mais pour diminuer le nombre de ces tentatives, nous
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chercherons tout d'un coup , par le développement de \/A en

fraction continue , les diverses formules V-dt^Du^ dontA doit être

diviseur. Soit — 1 expression générale du quotient-complet,

on trouvera que les valeurs de D fournies par cette opération

sont successivement

JD= \ , 4425= 177.5% 1928=482.2% 170g, 218g, 3033=337.3%

2872= 718.2% 25ii = 3i.9% 3755, 384= 6.8% 5585, 437,

3548= 57.8% 2619, 24g5, i83, 201g, 720=5.12% 2963,

i52=38.2% 2061 = 229.3% 365, 48o=:3o.4% 1119, 34i5,

2712=678.2% 2525=101.5% 3789=^42 1.3", 184=46.2% &c,

De-là on déduit déjà plusieurs formules assez simples, desquelles yt

doit être diviseur. Ces formules sont :

r-|-3w/% r+ 6«% r— 57 z/%i!'+ 5 ;/%i^ + 38 «%r—3oK% /=—46«%

Mais il est à observer que la formule V—3ow' n'apprend rien de

plus que les deux précédentes i^+ 6«% r+ 5w°jcar si un nombre

premier est diviseur de f-^-Çiu- et de i-+ 5M% il sera diviseur de

é"—3o «% de même la formule ^"+ 38?^^ est censée comprise dans

les deux précédentes ï°+ 6 «% t^— biu". Il ne reste par conséquent

des sept formules précédentes
,
que cinq qui soient distinctes les

unes des autres , et qui pouvant chacune réduire le nombre des

essais à moitié
,
pourront par leur combinaison réduire ce nombre

à sa trente-deuxième partie. Par ce moyen , le nombre des essais
,

ou celui des nombres premiers moindres que y/-^^ ,
qui aurolt été

environ 454, se réduit à i4, et l'opération devient praticable.

On auroit pu encore prolonger davantage le calcul des valeurs de Z?,

et il en seroit résulté les nouvelles formules i^— bbu^.^ t'— 97 «%

i-+ 3«% dont A doit être diviseur. Avec tous ces secours, voici

comment on trouvera les formes linéaires qui conviennent aux

diviseurs de A.
i'^. Les diviseurs de i°-f-3w' sont en général de la forme 6^-1- 1

,

laquelle contient les quatre formes "iix+i, 7, i3, 19.

2°. De ces quatre formes , il n'y en a que deux qui peuvent

diviser ^-[-6;/% ce sont 24a;-t-i, 24a;-|-7.



s E C O N D E P A R T I E. 319

3". Ces dernières , considérées par rapport aux multiples de 5 ,

contiennent les huit formes I20.r4-i, 7, 3i, 4g, yS, 7g, g7,
io3, parmi lesquelles écartant celles qui ne peuvent diviser i'+ ôw',

il restera les quatre formes

i20.r+i, 7, 49, io3.

Les nombres premiers contenus dans ces formes diviseront donc à-

la-fois les trois formules r+ 3z/% i- + 6u^, f' + 5«°.

4°. Si les quatre formes précédentes sont développées par rap-

port aux multiples de 1
1

5 c'est-à-dire , si au lieu de * , on met
successivement 1 1 a- , n .r+ 1 , 1 kv+ 2 , &c. , et qu'on rejette les

multiples de 1
1 , il en résulte les quarante formes suivantes :

l32o:«:-f-i, 7 , 4g , io3 , 127, 169, 223, 24i , 247, 28g,
343, 36i , 567 , 409, 463 , 48] , 487 , 629 , 601 , 607 ,

703, 721, 727, 76g, 823, 84i , 88g, 943, 961, 967,
1009, io63, 1081, 1087, 1 12g, ii83, 1201, 1207, 124g, i3o3.

Parmi ces formes , il ne faut conserver que celles qui peuvent

diviser t'— 55 u""; pour cet effet, on prendra dans la Table III

les formes 2 20.r+ a qui divisent t''— 55 u''; et la comparaison faite,

on trouvera qu'il ne reste que les vingt formes :

i32oa;-f-i, 4g, io3, 16g, 2235 247, 28g, 36i, 367, 463;

487, 52g, 727, 823, 84i ; 88g j 961, io8i, 1087, ]3o3.

Maintenant si l'on prend les nombres moindres que 3176 compris

dans cette formule , et qu'on en exclue les nombres composés , ils

se réduiront aux suivans :

io3, 223, 367, 487, 727, 823, 1087, i32i, i423, i48g

i543, i6og, 1783, 2i43j 2161, 2281, 268g, 3ooij 3i6g.

Excluant encore de ceux-ci les nombres qui ne peuvent diviser

i'4-3i m', il restera les onze suivans :

io3, 727, 1087, i32i, i423, 1489, 1609, 1783,

2i43 , 2281 , 3169.

Enfin si on exclut de même ceux qui ne peuvent diviser ^^+ 38^^%

on n'aura plus que les six nombres

727, 1087, i423, 1489, 1783, 22813
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et la condition qu'ils soient diviseurs de t^-^iGu", les réduira de

uouveau &ux trois nombres

727, i423, 2281.

Il est inutile d'aller plus loin dans la réduction de ces nombres^

et on auroit pu même se dispenser d'aller aussi loin j or on trouve

qu'aucun de ces nombres ne divise 10 ogi 4oi , on pourra donc

conclure , avec certitude
,
que 10.091 4oi est un nombre premier.

Euler est parvenu au même résultat, en s'assurant que 10091 4oi

Ee peut se décomposer que d'une seule manière en deux quarrés ,

ce qui est un caractère essentiel des nombres premiers é:?i+i,

(Voyez le Tom. IX des Noui Comm. Petrop. Voyez aussi les

Méjxioires de Berlin, année 3771.)

TROISIEME



TROISIEME PARTIE.

THÉORIE DES NOMBRES CONSIDÈRES COMME
DÉCOMPOSAS LES EN TROIS (lU ARRÉS.

§. I. Définition de laforme trinaire. Nombres et diviseurs

quadratiques auxquels cette forme ne peut convenir.

(260) JNIous appellerons, pour abréger, forme trinaire d'un

nombre , toute manière d'exprimer ce nombre par la somme de trois

quarrés. Ainsi 69 pouvant se représenter par 25 + 26 + 9 , et par

49 + 9 + 1 , chacune de ces expressions sera une forme trinaire

de 59.

Une forme trinaire est composée en général de trois quarrés
,

mais elle peut ne l'être que de deux ou même que d'un seul
,
parce

que , dans ces cas , zéro sera regardé comme quarré complétif.

On peut donc dire que 45 est susceptible de deux formes trinaires,

savoir 36+ 9 et 26+ 16+ 4; de même le nombre g en comporte

deux, qui sont 9 et 4+ 4+ i.

Lorsqu'un nombre est divisible par un quarré , la forme trinaire

qui convient particulièrement à ce nombre , est celle dont les trois

termes ne sont pas divisibles par un même quarré. Ainsi 4^ a pour

forme trinaire propre 25+ 16+ 45 l'autre forme 36+ g, ou 9(^4+ Oj
dépendante du facteur 5 , est en quelque sorte étrangère au

nombre /^5. De même la forme trinaire caractéristique de 9 est

4 + 4+1 , celle de 25 est i6 + g,ou 16 + 9+ ( dont les trois termes

ne sont pas divisibles par un même nombre ) , et ainsi des autres.

(261) u4ucun nombre 811+ 7 , ^zi ^^ produit d'un tel nombre par

une puissance paire de 2 , ne peut être de forme trinaire.

Car tout quarré pair étant représenté par 4//ï , et tout quarré

Ss
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impair par 8»+ i , la somme de trois quarrés , si elle est impaire,

ne peut être que de l'une des deux formes

8j9+ 1+85^+1 + 8/-+ ir=8X-+ 3

4/j + 45r+8r + i=4^+ïj
lesquelles ne renferment pas la forme 8 7z + 7 ; et la somme de

trois quarrés , si elle est paire , ne peut être que le produit d'une

puissance paire de 2 par un nombre de l'une des trois formes

8p+i + 8ç'+i + 8/-+i =8/^+ 3

8p+i+85f+i + 4r= 4-4'+ 2

8j3+ i + 4ç'+ 4r=4iî:+i.

Donc jamais la somme de trois quarrés n'est de la forme (?>n-\- 'j)i'"
j

encore moins les nombres de cette forme peuvent -ils être com-

posés de un ou de deux quarrés seulement.

Quant aux nombres qui ne sont pas de la forme ('S/z+ yJ 2'%

non-seulement on ne voit rien qui empêche qu'ils soient compo-

sés de trois quarrés, mais on s'assurera par l'expérience qu'ils sont

composés ainsi , et qu'en conséquence ils sont tous de forme Irinaire.

(262) On trouvera également que parmi les diviseurs quadra-

tiques d'une tnême formule i'+cz/^, où c n'est pas de la forme

(Sn+j) 2", il y en a toujours un ou plusieurs qu'on peut décom-

poser actuellement en trois quarrés j de sorte qu'alors le diviseur

pj^'^+ 7çjy z + j-z" pourra être mis sous la forme

(my+ nz)''+(m'j+ nz)''+ (my+ n"z)\

Cette décomposition ^ qui a lieu indéfiniment pour toutes valeurs

des indéterminées y et z , fournit un caractère particulier de ce

genre de diviseurs : nous appellerons divisaiirs quadratiques tri-

naires , ou simplement diviseurs trinaires , ceux qui jouissent de

cette propriété.

Par exemple, la formule V" 4-65^'' a un diviseur quadratique

trinaire , lequel est

gj/=+I0jJ/Z+10^'=:(^37 +3z/+4j'+O— ^y""-

La même formule a un autre diviseur quadratique 4«+ i ? ^1"' ^^^

i8j^+ioj^z+5^% mais celui-ci n'est pas de forme trinaire j car

on tenteroit inutilement de le décomposer en trois quarrés comme

le précédent.



T R O I s I È M E P A R T I E. SaS

(263) Nous observerons qu'il est certaines classes de diviseurs

quadratiques qui ne peuvent jamais être de forme trinaire.

1°, Lorsque c est de la forme in+i , les diviseurs quadratiques

de la formule f+ cu'^ sont de deux sortes , l'une contenant les

nombres i/z+i, l'autre contenant les nombres 4/z— 1. Ceux-ci

renferment indistinctement les diviseurs 8 n+ 5, Sn+ y, et comme
aucun nombre 8n+j n'est la somme de trois quarrés, il s'ensuit

qu'aucun diviseur quadratique ^i/i— 1 , ne sauroit être de forme

trinaire.

2". Lorsque c est de la forme 8/^+ 7 , il n'y a absolument aucun

diviseur quadratique de la formule f+ CM^ qui puisse être de forme

trinaire. La raison en est que chaque diviseur quadratique con-

tient indistinctement les diviseurs 4;î+i et 4«— 1 5 il contient

donc aussi les diviseurs 8n+ y dont aucun n'est décomposable en

trois quarrés j donc le diviseur quadratique en général ne peut

être de forme trinaire.

3". Lorsque c est de la forme S n + 5 , il ne peut non plus y
avoir aucun diviseur quadratique de forme trinaire

,
par la même

raison qui vient d'être apportée. Cependant il pourra arriver que

le double d'un diviseur quadratique soit de forme trinaire. Par

exemple, y''+yz+ 5z^ représente tout diviseur impair de la for-

mule ^^+ igs" j ce diviseur considéré ainsi en général , n'est point

décomposable en trois quarrés, mais son double 2j'' + '2j z-\- loz*

se résout en ces trois quarrés j^' + g s^ + fj^+ zj -.

4". Etant proposée la formule t^+ 2au'', dans laquelle a est de

la forme in+ 1 , les diviseurs quadratiques de cette formule sont

de deux sortes j les uns contenant les nombres 8n+ 5 , 8/2+ 7,
les autres contenant les nombres 8/1+1 , 8ra+ 3. Il n'y a donc

que ceux-ci qui puissent être de forme trinaire.

5°. Enfin lorsque a est de la forme 4 /z— 1 , les diviseurs qua-

dratiques de la formule f^ + iau" sont de deux sortes, les" uns

contenant les nombres 8«+i, 8/2+ 75 les autres contenant les

nombres 8n+ 3 , 8;z+ 5. Il est évident que c'est seulement parmi
ces derniers que peuvent se trouver les diviseurs de forme
trinaire.

Ss 2
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(264) Étant donnée une forme Irinaire a°+ Z)=+ c' du nombre^,
on pourra le plus souvent trouver

,
par son moyen , une ou plu-

sieurs autres formes trinaires du même nombre.

Car 1°. si des trois quarrés donnés il en est deux dont la somme
a^-\- If ne soit pas un nombre premier , ou le double d'un pre-

mier , cette somme pourra se changer (n°. 236) en une sommé
semblable y' +^" j de sorte qu'on aura ^=y°+g'^+ c°.

CL '\~ h —1" o
2°. Si l'on fait ;- = m , on aura en général

^— a"'-\-b^+ c'' — (2Jn— ay-\-(2m— by + (2m—cy;

et comme on peut prendre à volonté les signes de a , b , c , on

pourra presque toujours faire en sorte que m soit entier , ce qui

donnera une seconde forme trinaire du nombre ^. Il faut cependant

excepter le cas où deux des trois nombres a, b, c seroient divi-

sibles par 3, et le troisième non-divisible , car alors m ne pourroit

être un entier.

Il faut aussi excepter le cas où l'un des trois nombres a^ b ^ c

seroit égal à la demi-somme des deux autres. Car si l'on a
,
par

exemple, Z' + c=2a, cette relation particulière donnera OT = a,

et alors la forme (1 m— ay-\- (zm— by-\- (2 m— c^° sera iden-

tique avec la forme donnée a°4-3''4-c°.

(266) Pour donner un exemple de ces transformations, soit le

nombre S9 = g°+2^+2°j en faisant a= g, i:=2, c= — 2,

a+b+c
,

on aura m= —

—

:=o,et par conséquent (/im—a) +(-2m—y^°

-j-('27«— 2/= 3°+ 4'+ 8% seconde forme trinaire de 8g. Celle-ci

fournira semblablement une troisième forme 7°-t-6°+ 2% puis la

troisième une quatrième 5° + o'+ 8'. On trouve donc par ce moyen

les quatre formes trinaires dont 8g est susceptible.

La même transformation pourra quelquefois être appliquée à

des formules quadratiques indéfinies. Si l'on a, par exemple, la

formule ('tj + z)' + (y—z/+4z% et qu'on fasse a= iy + z,

a+b+c
, p

b=— r+ r, c=— 2^jOn aura m= =j , et la lorme
o

Irinaire proposée sera changée en cette autre forme :

(2j+zr+(5y—zr+(2j'+2sr'
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§. IL TuÉCRÉMES relatifs aux diviseurs trinaiies.

(266) Théorème I. Ooit c icn nombre impair ou double cVun

impair ^ composé des trois quarrés f*+ gV°+ g°»'% où {j. et v sont

premiers entr'eux , je dis que le nombre z^'+ t-' sera diviseur de

Réciproquement si Von a c=f''+ '^g°, et que ir soit diviseur de

t*+cu'' , et en même temps premier à c
,
je dis que tt sera la

somme de deux quarrés premiers entr''eux.

Car 1°. en faisant /u' + f'='T, les diviseurs premiers de t ne

sauroient être que des nombres premiers 4/z+i ou 2. Soit &> un

de ces diviseurs, puisqu'on a 77^°= c—y", m sera diviseur de

c—^jT", et par conséquent il le sera aussi de a:°-|-c (n°. 171). Mais

si chaque diviseur de tt est diviseur de la formule T+ cm", il s'en-

suit que le nombre -rr lui-même est diviseur de i^+ c«°.

2°. Si on suppose que ir est diviseur de l--\-cu'', et qu'on ait

c=y'+ 7rg°,il faudra que tt divise t-^-fu'^Ar'^g'u''^ ou simple-

ment ^+y^^/^ Mais t et u sont premiers entr'eux. Quant k t et fy
s'ils avoient un commun diviseur a , ce nombre a. ne pourroit divi-

ser TT, sans quoi il diviseroit c, et ainsi c et t ne seroient plus

premiers entr'eux, comme on le suppose. Donc en faisant ^= ai!%

f^=±f\ ce qui donne t'' -\-f'-'u''
= a.'' (t'^+f'^u'') , les nombres t'

ç\. f'u seront premiers entr'eux ; et comme ^ n'a point de diviseur

commun avec a, il faudra que tt divise la somme des deux quarrés

premiers entr'eux t'"" -[f'-u-; donc tt sera une somme semblable

^''-f-i'% ce qui est la seconde partie du théorème.

Corollaire. Si le nombre c est de la formeyV-~''°+5''>''''^^ + A°^V%
dans laquelle les termes pris deux à deux ont pour communs divi-

seurs a", ,1/.'', •;= , il suit de la première partie du théorème
,
que les

trois nombresyV +ê"°'^% g'''i''+A>% h'h^-^-fv'^ composés cliacim

de deux quarrés premiers entr'eux, seront diviseurs de la formule

/'+ c^^^ On verra de plus , n". 274, qu'ils appartiennent tous trois

à un même diviseur quadratique.
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(267) Théorème II. Soit c un nombre premier ou le double

d'un tel nombre, et supposons qu'on ait à -la -fois c = f°+7rg*

t=r^+ 7r'g"j si les nombres tt et v' sont diviseurs de t''+ cu%ye

dis qu'ils ne poun'ont appartenir à un même diviseur quadratique

,

à moins qu'on n'ait 7r= y^ + v', 77'=^'+ »''*, et que les trois quarrés

f " + /^'g' + ''°g'' ns soient les mêmes , à Vordre près , que les trois

quarrcs V
^+ IJ. g -{-v g°.

En effet , si les nombres tt et t' appartiennent à un même divi-

seur quadratique , il faudra qu'on ait (n". 23i)

TT Tt' ^=z j"" -\- c Z'^

.

Cette valeur étant substituée dans le produit des deux valeurs

de c , on aura

c'=rr+ - (pg-+rt) +gT(r+ cz^ ,•

d'où l'on conclut d'abord que chacun des termes ff , gg'y est

moindre que c. On aura ensuite (c—f^) (c—f"')^:i7rv'g'g''' =
g'g'"(f'+ (^zV, ou

^'^—f^^=8-g"z^+r+r-c, (.)

il faut donc que le premier membre se réduise à un entier. Cela

posé , nous examinerons successivement les deux cas mentionnés

dans le théorème.

Premier cas. Si c est un nombre premier , il faudra qneff ~\-gg'y

ou ff— g§y soit divisible par c. Mais on a déjà vu que chacun

des termes yy, gg'y est moindre que c , ainsi l'on ne peut faire

que l'une ou l'autre des deux suppositions suivantes :

ff'+gg'j = c

ff—gg.y ^^ °'

La première donneroit

fT-g-g'y ^
^j-f,_ ^ _ ^^..^. ^j. _^f,._ ^

^

ou(f-^f'f+g''g'z''^^Oj ce qui est impossible, La seconde sup-

position donne

c=f'+f^+g^g"z\
Comparant celte valeur avec les deux supposées c =f'+ 7rg''f

.c=/'^4-7r'^'^, on en tire

^ê'^^f'+ê'g'-'
7r'g'^=f^+g'g'z\
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ce qui prouve que '— et — doivent être des entiers. Soit donc

f'=g^y f^^S'^'^ o" aura

valeurs telles que le développement des deux quantités /'^ + '^^'%

f'^'
+ Tr'g' donne les trois mêmes quarrés ou la même forme trinaire

D'où l'on voit 1°. que les nombres vr et t' sont chacun la somme

de deux quarrés conformément au théorème J ;
2°. que les trois

quarrés résultans de la formey+ TTg-' sont identiques avec les trois

quarrés résultans de la formey'°+ 7T'^".

Second cas. Si l'on a cr=i a , a étant un nombre premier , il

faudra que l'un des {diClexirs ff +gg'y ^ ff—gg'y soit divisible

par a ; et comme on a toujours ff -\-gg'y<i'ic ou <4ct, on ne

pourra faire que les deux suppositions suivantes , k étant < 4 :

ff'+gg'y= ka

Ces deux équations reviennent à la même
,
parce qu'on peut sup-

poser y positif ou négatif j ainsi il suffira d'en examiner une. Or

la seconde donne /°/"

—

g''g"'y'^='^ff'^<^— A"«% quantité qui
,

d'après l'équation (1), doit être divisible par <; ou par na. De-là

on voit que k doit être pair , et qu'ainsi il faut faire /i;= 2 ou A :=o.

Mais alors on retombe sur les deux suppositions y/'

—

gg'j:=ia=:^c ,

ff—gg'y^=o, les mêmes auxquelles on a été conduit dans le

développement du premier cas. On en tirera donc encore la même
conclusion conforme à l'énoncé du théorème.

(2,68) Théorème III. Si im diviseur quadratique de la for-

mule t" -\- c u* est décomposable en trois quarrés , tels que

Cmy-t-nz/+ ('m'y+ n'z/+ ('m"y+ n"z/, je dis que cette forme

trinaire du diviseur en fournira une correspondante du nombre c ,

laquelle sera c=('mn'— m'nJ^ + Cm'n"— m"n'J°-l-('m"n—mn"J^
Car en représentant le diviseur dont il s'agit par la formule ordi-

naire /'j' + 2 qy z-\- rz-, on aura
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cj ^= mn-\- m'n + m'n"

r =^ n -\- ji -'r n .

Or ces valeurs étant substituées dans l'équation c^=pr— ^% on

en tire

c = (m II!— m'ny- + (m'n"— m'ny-\- (m'n— m n'y.

Donc il y a toujours une forme trinaire déterminée de c qui

correspond à une forme trinaire déterminée du diviseur quadra-

tique ^jjk"+ 2 §'JK -=+
'^ -^

(269) Remarque I. Lorsque c est de la forme 8/{-+ 3, au lieu

du diviseur quadratique à coefficiens impairs , lequel ne pour-

roit jamais être de forme trinaire , on considérera son double

l'py'^-Y'iqy z-rir z" où l'on a kpr— q'^ z=c. Si donc ce double

diviseur impair , ou ce diviseur 4/z + 2 , est décomposable en trois

quarrés , il y aura toujours une valeur correspondante de c expri-^

mée aussi par la somme de trois quarrés déterminés, c'est-à-dire

en d'autres termes que chaque forme trinaire du diviseur quadra-

tique 4 7^-4- 2 en fournit une correspondante du nombre <?. Et celle-ci

est toujours composée de trois quarrés impairs , car il n'y a aucune

autre supposition qui puisse donner une somme 8^+ 3,

Remarque 11. La décomposition d'un diviseur quadratique ou de

son double en trois quarrés , ne sauroit avoir lieu lorsque c=8 k-\-j-j

car si cette décomposition étoit possible , il résulteroit du théo-

rème précédent
,
que c est la somme de trois quarrés 3 ce qui est

impossible à l'égard de tout nombre 8 ^-+ 7.

Remarque III. Les trois quarrés trouvés en général pour la

valeur de c se réduisent à deux ou même à un seul dans des cas

qu'il est facile de prévoir.

Il ^^" ^
1°. Pour qu on ait m n —-mn = o , ou —^ = —;- , il iaut que

n n

le quarré (m y-\-n' ~y ait un rapport constant avec le quarré

(my -\- n ~T •) et réciproquement, si le diviseur quadratique a est

de la forme

ù.^(my^nzy-\- ^(My-VNzy-\- C'(3Iy-VNzy,
la
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la valeur correspondante de c ne contiendra que deux quarrés,

et sera

De plus, ces deux quarrés seront afFectés d'un commun diviseur

(mN— nM)', ou s'il n'y a pas de commun diviseur, il faudra

supposer mN— n Jll ^=^=i=. i . jVIais alors si l'on fait my+ nz=:y

^

3Ijy-\-Nz^=z', on ne nuit en rien à la généralité des valeurs àe y^

et s (n°. 45) , et le diviseur devient /"+ (a.^-\-C^)z'- ou jj/^+ cc".

Donclorsque cn'a point de facteur quarré,et qu'on n'a point c=a.'+ S'»,

le cas que nous venons de développer ne pourra avoir lieu , et

il faudra que tout diviseur trinaire de la formule i*+ cz/% donne

une forme trinaire de c composée de trois quarrés dont aucun ne

pourra être nul.

2°. Pour que les trois quarrés qui composent la valeur de c se

réduisent à un seul , il faut qu'on ait à-la-fois m ri'— to"//=o,

m'n— m n = o , ce qui donne m' r= o ^ n'= o. Donc alors le divi-

seur quadratique dont il s'agit seroit (my+ nz)''-[-(m'j/'-i-nz)''j et

le nombre correspondant c= (mn'^^m'n)'',

(270) Théorème IV. Réciproquement étant donnée une forme

trinaire du nombre c , on pourra toujours trouver un diviseur

quadratique de la formule t" + c u*, lequel répondra à la valeur

donnée de c et sera également de forme trinaire.

Soit la forme trinaire donnée c= i^^+ ('G" + iï'^'J) 9% où l'on

pourra supposer G et /i^ premiers entr'eux j si on détermine ë' et *

d'après l'équation F=GC— Ha., le diviseur quadratique corres-

pondant à la valeur de c sera

A= (Gy+ <iz)'+ (Hf+Cz)^+ S'z'.

En effet, si on compare cette quantité à la formule (my+ nz)^

+ (m'y -k-n zy+ (m"y -{-n"z)'', et qu'ensuite on substitue les valeurs

de /n, n, m\ «', &c. dans la formule c-=-(mri—niny + (m'n"—m"n y
•\-(m"n— m n'y., on en déduira

c = (GS—Hay+ H'6'+ G'Q'=F'+ (G'+H') 9^
j

ce qui est la forme trinaire donnée.

Donc toute valeur trinaire du nombre c fournit un diviseur qua-

dratique qui répond à cette valeur , et qui est lui-même de fornje

Tt
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trinaire. Ce diviseur se réduit à la forme otàmaire pj""+ 2qjz+ rz^

en prenant

q^Gct +HS
r = ^-\-C'+ ^\

Pour faire une application de ces formules , soit la valeur

donnée i256+ 49+ i6= 32i =c, on fera i^= 16, G:=y, H^=i

^

6=1, et d'abord il faudra résoudre l'équation 16= 7 C— 4 et , la-

quelle donne 6'= 4, a= 3. Donc le diviseur quadratique qui ré-

pond à la forme donnée est ('jj+ '5z)'^-\-(^j-\-i\z)^-rz'-. Ce divi-

seur se simplifie , en mettant z—y à la place de -s , et il devient

Prenons pour second exemple le nombre 33i = c, et sa forme

trinaire 25+ 8i + 225; celle-ci étant comparée terme à terme à la

forme générale F'+ (G'-\-H')^% on aura i^=5 , G = 3 , fl"= 5,

ô = 3 ; résolvant ensuite l'équation 5= 3 é'— 5 a , on en tire é'=o,

«=— 1. Donc le diviseur cherché A = C3j/— zj''+ 25j>'°-f-g z" =
54^/"— 6j/z+ioz°. Dans ce cas, ainsi que dans tous ceux où c

est de forme 8/2+ 3, on trouve pour résultat le double d'un divi-

seur quadratique impair ; car c'est ce double , et non le diviseur

simple
,
qui peut être de forme trinaire (263).

La démonstration que nous venons de donner
,
prouve qu'il existe

toujours, à l'égard de laformule V'-rcu"^ un diviseur quadratique

correspondant aune forme trinaire donnée du nombre c 5 mais comme
cette proposition est la base d'une théorie importante , il est néces-

saire de rechercher par une analyse directe et rigoureuse , s'il n'y a

qu'un de ces diviseurs , ou s'il peut y en avoir plusieurs. Cet objet

,

et quelques autres accessoires , seront traités dans le $. suivant.
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§. III. Méthode directe pour trouver le diviseur trinaire

de laformule t^-l- cu% correspondant à une valeur trinaire

donnée du nombre c.

(271) JNous supposerons d'abord que la valeur trinaire donnée

c=^°+5'+ C" est telle, que les trois quarrés ^',5% O ne

sont pas divisibles par un même facteur. Ces quarrés pourront

néanmoins
,
pris deux à deux , avoir des diviseurs communs ; c'est

pourquoi si on appelle xle plus grand commun diviseur de B et C,

fi celui de^ et C , et i- celui de ^ et 5 , la valeur trinaire donnée
^"+ ^'+ 0" prendra la forme /V>''+é-'''''^'+ A°'^V, où Ton doit

regarder comme premiers enlr'eux //w et^A
,
jv et hh^gv et /?/",

Soit A un diviseur trinaire quelconque de la formule i'+cw%
en sorte qu'on ait

A = (31y+Nzy + (M'y+ N'z)'+ (M'y+ N"z)^;

la. valeur correspondante de c sera

c = (MN'—M'N'/+ (M'N'"—M"N'X+(3î"N~MN")\
Et pour que celte forme trinaire coïncide avec la valeur donnée

de c , il faudra qu'on ait

M'N"—31"N'^ft^ V

M'N—MN"=gvK.
Ces trois équations doivent servir à trouver les valeurs des coeffi-

ciens M , N , 31', &c. , en laissant toutefois l'indétermination qui

convient à la nature des diviseurs quadratiques. Elles donnent

d'abord par leur combinaison , les deux suivantes qui sont linéaires :

ff^v 31+gvK3r-i-hh(A31" = o

fijLvN + gvKN' -{h^liN"= Oi
ou j ce qui revient au même

,

^ M 31' ^ M"

^ N N' ^ N"/.-+g-.—+^.— =0.

Tt 2
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Mais on a déjà observé que a ne doit avoir aucun diviseur commun

, , r^'J -,

avec /" m avec v , donc le terme / — doit se réduire à un en-

lier j et puisqu'en même temps f et ^ sont premiers entr'eux , il

faut que — soit un entier. On prouvera de même que les cinq

. ,
31' 31" N N' m , . „ ,

autres quantités -— , , — ,
—

, , doivent être des en-

tiers 3 soit donc

et le diviseur quadratique qui répond à la forme trinaire donnée

deviendra •

A = A= (my+ nzy+ t^^ (m'y ^-rizy \-v'' (m'y -\-n z^
;

d'où l'on voit que les trois termes de ce diviseur sont divisibles

respectivement par les mêmes quarrés a", jw", ^% qui divisent deux

à deux les termes de la valeur trinaire donnée f^i^^v'- -\- g'v^K' -\-h''h^i^^

.

(272) Maintenant pour déterminer les nouveaux coefficiens m
,

n j m' , &c. , on aura les équations

m n'— m'n= h

fm-\-gm'-\-h m!' = o

fn + é*""-^ ^* n' = o.

Mais il est inutile d'entrer dans le détail de la résolution de ces

équations j car si l'on fait my A- nz=x , m'y+ n z=^x', m'y + n"z^=x'\

on aura
A = A°^"+ /^V"+ 1/

V''%

et les équations précédentes donneront entre x , a;', x"^ cette relation

o = fx +gx' -\-]i x".

De cette manière les coefficiens m , 7z , m', ti , to", n", disparoissent

tous du calcul , et il ne reste plus qu'à satisfaire à l'équation

fx-\-gx'-^hx"^= o , au moyen de laquelle les trois indéterminées

X , x', x" se réduiront à deux , et le diviseur A , toujours de forme

trinaire , se réduira aussi à la forme accoutumée jdj)'°+ 25^2+ /" -3^

Pour ne laisser aucun doute sur l'exactitude du résultat pré-

cédent 5 il faut faire voir que les valeurs de y et z exprimées
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au moyen de celles de .v, x', x", seront toujours des entiers : or on a

71 X— nx n X— ri x

mn—m n n
On a en même temps

fn+gn' + hn" =o
fx \-g x'+ h x" = o.

De ces deux dernières xés\x\lef(nx— n x' )-\-h (nx"— ri'x') = o
;

il faut donc quey('.v'.v— nx') soit divisible par h ; mais /"et h

sont premiers entr'eux , donc ii'x—nx' est toujours divisible par h ;

doncjK est toujours un entier.

(273) De-là résulte une méthode pratique fort simple pour trou-

ver le diviseur quadratique de la formule t^-\-cu'' qui répond à

une valeur trinaire donnée de c. Soit cette valeur donnée

c =/'>'i''+g^i'V"+AVV, il faudra former l'équation

fx'\-gx'+hx"=: o
,

d'après laquelle on cherchera les valeurs des trois indéterminées

.T , x' , x\ exprimées en fonctions de deux autres seulement. Ces

valeurs étant trouvées , on les substituera dans la formule

qui sera le diviseur quadratique demandé.

Exemple. Soit la valeur donnée c= 26+ 81 + 226, en comparant

cette quantité terme à terme à la formule f'i^''v'--\-g''v^K'-\-Jf><'iJ^^

on aura /= i,g-=3,/i=i, i' = i,// = 5,At=3
5 donc il faut

faire.v+ 3j:'+ .r"=o, et le diviseur cherché sera Ar=gA;°+ 25^"'-(-Ar''".

Dans ce cas on obtient immédiatement , en éliminant .r ',

A = ga;= + 25^''+ ('.i7+ 3.T'/ = \ox''-{-Ç)Xx'-\-'5ix'\

C'est le diviseur quadratique de la formule f^+ cu"- qui réponde

la valeur donnée c = 20 + 81 + 225 ^33i , et ce diviseur se trouve

accidentellement réduit à la forme la plus simple dont il soit sus-

ceptible. Si dans le même cas on eût éliminé x , le diviseur a

auroit pris la forme

A = ^9 x' + 3 x")^ +25 x"-+ a-"' = 1 06 x'^+ 54 x'x"+ 1 -t"^
,

laquelle se simplifie par les mo3'ens ordinaires , en mettantj'— 3.r'

à la place de .r", et devient

A = 9jK°+ s5a-'=+ Cj/
— 3.v'/ = lojj''— 6jka;'+ 34.v'%

résultat conforme au précédent.
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(S74) Par la forme même des équations a = x'a^ + /x=x'^+ c'x''%

0=/.^+,^.^'+ ^^", on voit que les lettres/, g, h peuvent être

échangées entr'elles
,
pourvu qu'on échange dans le même ordre

les lettres f, g, h , ce qui donne toujours la même forme Irinaire

c= />"'''' +iÇ°''''^H/î''^V°- Il paroît donc que de quelque manière

qu'on s'y prenne pour réduire les trois indéterminées a- , x' , x" à

deux , on parviendra toujours à une seule et même forme pour le

diviseur quadratique A , de sorte qu'il n'jr aura qu'un seul diviseur

quadratique qui puisse répondre à la forme trinaire donnée. Mais

cette proposition a besoin d'être mise dans un plus grand jour.

Puisque les nombres g et h sont premiers entr'eux , on pourra

toujours en trouver deux autres f et â qui satisfassent à l'équation

f=g^+hS.
D'ailleurs puisqu'on a o=fx+gx'+ hx", la valeur de/étant subs-

tituée dan? celle-ci donnera o= g(x'+ ^x) + /i (x"+ S x). Soitu une

Bouvelle indéterminée , on pourra faire en général

x' =— ^ a:— h V

x"=— S^'+g""}

et par le mo5''en de ces valeurs on aura

A = ^'x' + y.'(^x+ h u/+ r= (5 X —gv)'^ ;

de sorte que si l'on fait a =p u^ -l- 2 çf u or -f /' J;" , on aura

p=f^^h^+ v^g^

ç = l^'^h—v^6g

r— ^^-H/xV^+ v^g».

Dans cette réduction on a conservé l'indéterminée x , et éliminé

les deux autres x', x'\ en introduisant une nouvelle indéterminée v.

On peut de même conserver x' et éliminer x et x". Pour cela , soit

et on parviendra de même au résultat

A = f^''(7rx'+ hv')'-\-f^"'x''+ y^ (mx'—fv')\

Comparant ce résultat au précédent ^ on fera d'abord ^':=fx+Au,

TT x' + /j u'= A- , ce qui donnera u'= ( '—\ x— ttv. Mais des deux

équations f—g(-\-]i 9 ^g=f'7r-\-h(o , on tire/fi— ^f^ = h (^+ t^().

Donc puisque / et h sont premiers entr'eux , on pourra faire

i-—7T(= h(r, ô-i-M^=ya- j et on aura v'= (rx— tv. De-là résulte
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a,x'—f^'^=(<^(
—fT)x-\-(ah-'rf-7T)vr=— âx+^u.Donc le divi-

seur K^('?ix'-\-hv')''-\-iA\x"' + v''(a x'—fv'y est identique avec le di-

viseur k'x- + 1^""
(

^

X+ hv )''
-yv'- C^ X—g^T- Donc il n'y a qu'un seul

diviseur quadratique py"" -\- 2. qj ;:i -\- r z^ qui réponde à la forme

trinaire donnée c=yVf^+g-V^A'+ Zi^AV^ et on voit que ce divi-

seur contiendra à-la-fois les trois nombres />°-l-g-''^%/'i'°+ A'A%

(275) Il reste à examiner quels sont les cas où le diviseur qua-

dratique A pourra se décomposer de plusieurs manières en trois

quarrés , sans cesser de correspondre à la valeur trinaire donnée

de c. Et d'abord on s'assurera par plusieurs exemples que la chose

est possible ; car en faisant c = i64-4+ 1 , le diviseur correspon-

dant de la formule ^°+ 2 1 u^ est 5j ' + 6j' ^ + 6 ;:% lequel se décom-

pose en trois quarrés de ces deux manières :

(ay-Vzr-{-(y-^zy+ liz^

0' — z)^+ z'+ (2y+ 2z)^;

et de chacune de ces décompositions on déduira , d'après la for-

mule du n". 268, la même valeur trinaire c:= 16+ 4+1. H s'agit

donc de déterminer quels sont les cas qui donnent lieu à cette

multiplicité de formes trinaires d'un même diviseur quadratique.

Soit py'^+ zçyz-'rrz'' l'expression la plus simple du diviseur

quadratique a , et soit conformément à la forme générale (n°. 271)

i^ = ^' (/ny+ nz)''+ H-'' C^y+ n'^X+ v'' (m"y + n"z/, on aura

p = x^m'+ nx^m'^+ rW"
ç = ?.^m Ji+ i^'m'n +v'm"n"

Et pour que la forme trinaire supposée corresponde à la valeur

donnée de c , il faut de plus satisfaire aux équations

m 7i'— m'n= h

fm-T-gm'+ h?n"=^o

fil +g- 7z'+ h n" = o.

Soit comme ci-dessus y=jg^+^ 9 , les deux dernières équations

donneront, en prenant deux nouvelles indéterminées M , N

:

m'^— (m+hM n'=— ^n+ /iN-

m"=— 9 m—gM «"=— 9 n—g JV,
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Ces valeurs étant substituées dans la première inn— m'n^= h , il ne

restera plus qu'à satisfaire à la condition

mN~-nM— i
j

et tout ce qui concerne les coefficiens m ^n^ ni ^ ri ^ 7n'\ n" sera censé

déterminé. Maintenant si l'on substitue les valeurs de ces coeffi-

ciens dans celles de p ^ q , r , et qu'on fasse pour abréger

on aura
p—^ nû— 2 B mM+ CM"
g= ^ ?nn— B (mN+nM)-\-C3IN
r ^ ^ n^—2 B n N+CN\ .

Mais comme on a déjà exprimé la condition pr— q^ ^=c ^ on peut

faire abstraction de la seconde équation , et ne considérer que les

deux autres :

;j = ^ irf— iBm M-V CM^
r =: ^ 71'— zBn N+ CN\

I! faudra donc qu'on puisse satisfaire de plusieurs manières à celles-

ci , s'il y a plusieurs formes trinaires du diviseur A qui répondent k

la valeur trinaire donnée de c.

(276) J'observe que la formule indéterminée '^j'^— sSjz+Cz*.

satisfait à la condition ^C— B"^ =c ; elle représente donc un

diviseur quadratique delà formule T+ cw". De plus , cette formule
,

ainsi qu'on le voit par les valeurs de ses coefficiens (conformes

à celles dep
, ç , r dans le n". 2/4 )

, est le diviseur qui répond à la

forme trinaire donnée de c ; elle doit donc avoir pour expression la

plus simple pjv''

—

zqjz+ rz''.

Mais un même nombre ne peut être représenté de deux manières

par la formule ^j""— 2 By z + C~% sans l'être aussi de deux ma-

nières par la formule équivalente py''— 2 qy'z' \-r z". Car de la

première on passe à la seconde, en faisant y^=a.y' + a." z\
z = Qy'^Q=~'^ et supposant a C— «" é'= 1 . Donc s'il n'y avoit qu'une

-pianière de satisfaire à l'équation K=py"— 2çy'z'+ rz'% il n'y

auroit non plus qu'une solution de l'équation K^^y'-^^Byz + Cz"".

Donc



T Px O I s I È M E P A R T I E. 33;

Donc si le diviseur quadraùque pj^'+ zçj z+ r z^ se décom-

pose de plusieurs manières en trois quarrés , et qu'en même
temps ces diverses formes trinaires répondent à une même forme

donnée du nombre c , il faudra que l'une au moins des deux

équations p =/)j'°

—

zçy z+ rz'', r=pj^—aqyz + rz'' admette

un pareil nombre de solutions. Et il faut remarquer que comme

on peut changer à-la-fois les signes de j^ et de z , on ne doit

regarder comme solutions différentes que celles qui donneroient

y
pour - des valeurs différentes.

Mais puisque le second membre est réduit à l'expression la plus

simple , il n'y aura qu'un nombre de cas très-limité où l'on pourra

avoir deux solutions et jamais plus. Ce sont i°. le cas de p= r où

l'on peut faire j^= o, z= i , ou j^ = i , -^= o; 2°. le cas de i'=2q

où l'on peut avoir de deux manières p^^pj^—^qj z+iq z^^ l'une

en faisant j^= 1 , z = o , l'autre en faisant jj/= i , -^ = 1 j
3°. le

cas de p^=2q qui est semblable au précédent.

Au reste , on peut voir immédiatement , dans ces diffërens cas

,

qu'il y a , ou qu'il peut y avoir deux formes trinaires du diviseur

quadratique , lesquelles correspondent à une même valeur de c.

En effet , 1°. sil'onajo^/", les indéterminées j' et z pourront

être échangées entr'elles , et le diviseur pj'^ -\- "i qy z -{-p z"" qui se

décompose en ces trois quarrés a" (mj -\- nz^ + /^^ (rrîy \- n' z)*

+ V' (m"y+ n"z)^ , se décomposera également en ces trois autres
,

a' (mz+nyy + y.'- (m'z+ n'y)'' -}- v' (m"z+ n'y)^ , seconde forme qui

pourra être différente de la première , et qui cependant répon-

dra à la même valeur trinaire de c. C'est ainsi que le diviseur

\oy''-\-Ç)yz-]r 10 z^ qui appartient à la formule f'-f g w^% se décom-

pose en trois quarrés de ces deux manières :

j'^+ g^^+ ^SjK+^r
z^ + ç^y^ + (5z-\-y)\

lesquelles répondent à la même forme trinaire c=8i-fg+i,
2.°. Si l'on a /•=^2(7, on pourra dans le diviseur quadratique

py^'+^qy z-\-2qz'' changera en — z—y ; donc si ce diviseur est

de la forme h''(my-\-nz)^-\ry.\m'y-\-nzy->rr"(ni"y^n"z)\ il sera en

Vy
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même temps de la forme ^''(my—nj—nzX-\-ijr(rn'y—n'y— n'zy

+ v'(my— n"y—n"z)\

2°. Le cas de yj= 2 ^ est semblable au précédent , et on pourroit

y ramener aussi le cas de p= r , car en substituant y— z à jk , la

formule py'+ 2çyz+pz^ devient pj^+ ('2q—'^pJf^+ C'ip—iqjz'.

Enfin à ces différens cas , il faut joindre celui où le diviseur

quadratique A seroit de la forme py''+ 2py z+ rz'', ou simplement

PJ^ + ^^"i c'est-à-dire le cas de cj =p ou ç = o. Car lorsque ç=o
,

il est clair qu'on peut changer le signe de'-sj donc le diviseur/7y'+ /-;3''

qui est delà forme ^^(my+ nz)"- +i^''(niy-\-nz)'' \-v''(m"y+ n"z)^^

sera en même temps de la forme >^^(my— nz)"" +i^''(m'y— n'z)''

+ v''(m"y— n'zy^ et ces deux formes trinaires répondront toujours

à la même valeur trinaire de c.

(277) Il résulte de tout ce qu'on vient de démontrer, qu'étant

donnée la forme trinaire c =/">"(''' +g^i'^A^+ /iVV.° , dont les trois

termes ne sont pas divisibles par un même quarré , si l'on veut

trouver le diviseur trinaire correspondant de la formule T+ ci^";

1°. Ce diviseur sera donné par la formule a^o;^ + />'At'^ -l-
i/"^"-*

,

où les indéterminées x , x ^ x" doivent être réduites à deux d'après

l'équation fx-Vgx'-^hx"^^ o.

2°. De quelque manière qu'on fasse cette réduction , le résultat

,

ramené à l'expression la plus simple , sera toujours le même

,

il ne pourra donc y avoir qu'un seul diviseur quadratique

py''-\-iqyz-^rz''^ qui satisfasse à la question.

3°. Ce diviseur ne pourra se décomposer en trois quarrés cor-

respondans à la forme trinaire donnée de c
,
que d'une seule ma-

nière , excepté dans les cas ci-après désignés où il pourra y avoir

deux décompositions.

Lorsque çr = o , on pourra , dans la forme trinaire du diviseur,

changer le signe de z.

Le cas de q'=p revient au précédent
,
parce que la formule

py''-\-ipy z-\-rz'' se réduit à p }'"" + (/•—p) z"" ; il est donc aussi

susceptible d'une seconde solution , laquelle se trouve directe-

ment , en mettant —y— 2z à la place de y dans la valeur de

py'+ 2pyz + rz\
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Lorsque p^=r, les quantités y et z pourront être écliangées

l'une dans l'autre.

Lorsque 2 q:=f, on pourra mettre —y— z à la place de Zy

et lorsque 2ç =p, on mettra —y— z à la place dey.

Dans ces cas
,
par conséquent , Il pourra y avoir deux formes

trinaires du diviseur cherché , lesquelles répondront à la valeur

donnée de c. Mais comme on a supposé que les trois termes com-

posant la valeur de c ne sont pas divisibles par un même nombre

,

on peut , en ayant égard à cette condition , déterminer d'une

manière précise les cas où le diviseur cherché aura nécessairement

deux formes trinaires , et ceux où il n'en aura qu'une.

( 278 ) Soit d'abord le diviseur trinaire dont il s'agit :

A =py^+ 2çyz+pz°= {My+ iVs)='+ {3î'y+ N'z) ' + (3î"y + N'zY,

je dis qu'en changeant y et z l'un dans l'autre , on aura toujours

une nouvelle forme trinaire de A correspondante à la même valeur

trinaire de c.

Car si la forme trinaire du diviseur a restoit la même , malgré

le changement des indéterminées , il faudroit que les trois quarrés

(My-^Nz)^+ (M'y+ N'z)'+ (M"y+ N"z)' fussent identiques

avec les trois (Mz+Ny)'+ (M'z +N'y/+ (Al"zi-N"y)\ Or
la seule combinaison dans laquelle cette identité seroit possible

,

donne
A= (My+Nz)'+ (3Iz+Ny)'+ (lî'y^M'z)'-,

et il en résulte pour valeur correspondante de c :

c=(MM—N'N/+ (MM'^NM'y-\- (MM'^NM')\
Mais comme les trois termes de cette expression sont divisibles

par (MzpNX, il faut, pour ne pas sortir de notre hypothèse,

faire M=pN=i , et alors on aura

Si l'on fait en même temps z= z'zi^y , on aura

i. = (y^31z'r + (y+Nzr+ 3î'"-z'^-=^2r=^'2yz'+ ^z"'.

Or cette forme ne peut s'accorder avec la forme primitivement

supposée py^'+iç y z-\-p z'', à moins de faire c=3 , cas dont ou

peut faire abstraction. Donc toutes les fois que le diviseur qua-

V V 2
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dratique A sera de la forme /)j^ + 2 çr^^ z+pz% il y aura toujours

deux formes Irinaires du diviseur a ,
lesquelles répondront à la

même valeur trinaire de c.

Le cas où le diviseur quadratique seroit pj^+ 2 ^rjr + 2 5'^%

mène à une semblable conclusion, parce qu'en mettant j— s à la

place dejK , il prend la forme py^-^(ip— iq)y~-VV- semblable

à celle qu'on vient d'examiner. Il y aura donc alors deux formes

trinaires du même diviseur correspondantes à une même valeur

trinaire de c; il faut excepter seulement le cas où y= 1 ;
car le

diviseur jif + 7yz + 7z^ décomposé en trois quarrés , ne peut être

que de la forme

laauelle ne change pas en mettant _;:_j à la place de z.

h ne reste plus qu'à examiner le cas de q==o, auquel se ra-

xnèneroit le cas de y= p; alors le diviseur ;,j^ + ..= sera à-la-fo:s

des deux formes ri>ij + ^-r+ (M'r+N'zr+ (M'y+N z)^ et

CMy-Nzr+(M'j--N'zr+ (My-N"z)% lesquelles repon-

dront à une même valeur trinaire de c ; et ces deux formes seront

touiours différentes l'une de l'autre , à moins que le diviseur dont

il s'agit ne soit (31y-VN zT-V (My- Nzy+ (M'yT. Dans ce

cas particulier , on aura c=(.MNT+ (M'Nr+ (M'Nr,et pour

éviter le facteur commun il faudra faire i^= 1 ,
ce qui donnera

c:=iM^+ 2M'% et pj= + r^°- = 2 x;' + ^J%- de sorte qu'il y a ex-

ception seulement lorsque p = 2.

(.79) On peut donc établir
,
pour conclusion générale, que la

forme' trinaire donnée du nombre c ne répondra qu'à une seule

forme trinaire du diviseur quadratique qui en est déduit, tant qu on

n'aura pas une des égalités ^= ou 7^,7) = '', ^9=P ou r. Mais

.i l'une de ces égalités a lieu , et qu'en même temps le momdre

des deux nombresp et r ne soit ni 1 ni ., il y aura deux formes tri-

naires du même diviseur p^+ .çyz + rz^, lesquelles repondront

à la valeur donnée de c.
,. . ,

Remarque. 11 est bon d'observer que le même diviseur quadra^

lique peut avoir diverses formes Irinaires correspondantes a diverses
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formes trlnaires du nombre c : mais la même fcrrme Irinaire de c ne

répondra jamais à plus de deux formes trinaires du même diviseur

quadratique , et cela n'aura lieu que dans les cas précités.

Par exemple, la formule t^-\--]j u" a pour l'un de ses diviseurs

quadratiques i3j'+ 2ji;+ 6 i", lequelse décompose en trois quar-

rés de ces deux manières :

(ôj—zr+('2j+2zr+z^;

or la première forme répond à la forme trinaire 77 = 5'-l-6°+ 4%

et la seconde à la forme trinaire 77 = 8"-!- 3°+ 2".

De même le diviseur 5j'-r2iz% l'un de ceux de la formule

i'+ io5«'', se décompose en trois quarrés de quatre manières, dont

deux répondent à la forme Irinaire io5= i0-+2°-l-)°, et les deux

autres à la forme trinaire io5= 8'+ 5°+ 4\ Voici cette correspon-

dance :

C=10=+ 2=+l' Ar=f2J+ ^zX+Cf—iz^ + Z^

rr=10^+2'+l' A = (2J—2zX-+(f+iz)"-\-z'

cr= 8=-t-5= + 4' A = (-2f + zX+Cy—2zX--\-i(5z''

C— 8=+ 5='+ 4" A= fsj—z/ +0 + 2^/-t-l6^^

(280) Tout ce qui précède suppose que les trois quarrés compo-

sant la valeur donnée de c n'ont point de facteur commun ; nous

examinerons aussi succinctement le cas où ces trois quarrés au-

roient un facteur commun 4''j alors toutes choses restant les mêmes
,

on pourra représenter la valeur donnée de c par la formule

Soit toujours le diviseur quadratique correspondant

A 1= K' (mj + n z)' +1/.'' (m'y+ n'zy -\- v° (m'y+ n"z)-
,

et^il ne s'agira plus que de satisfaire aux trois équations

m n'— m n= h 4-

fm+g m'+ h m"= o

fn+ g7î' + Iin"=0.

On pourroit , comme dans le cas précédent j réduire la valeur de a

à la forme
A = ?v" X'+ y.'' x'^+ r x"'

,
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et déterminer l'une des quantités x , .v', x" par l'équation

o =fx+gx'+ h x".

Mais cette condition ne seroit pas suffisante , car il faut que les

valeurs dey et z tirées des équations mj+ ?iz :=^x , mj-l-nz = x\

soient des entiers j ces valeurs sont :

71 x 71 x' 77ix' ?7l X

m 71—m 71 mn— m /z

Or on prouvera comme ci-dessus que les quantités tÎx— nx' et

mx— 7n!x sont divisibles par A; mais il faut encore qu'elles le

soient par 4 ,
puisque 7n 7i'— 771' 7i= h-]. ; nouvelle condition qui exige

qu'on poursuive la résolution des équations en m , n ^ m ^ &c.

Soit comme ci-dessus y=^('+ /t â , on pourra faire de même
(U", 2 75)

n^^— i77i^hM r^^— P^n^hJSr

m"=— 9m—gM 72"=— 9 71—gN

,

et on aura l'équalion de condition 77iN— 7z7>f= 45 ^^ laquelle

seule dépendent les indéterminées restantes //z , 7Z, iW, N. Soit

\-=.<3.Q , si l'on fait 771=^ a. M', 7z= aiV', l'équation de condition

sera M'N— N'M= C^ et comme 3Ï et N' peuvent maintenant

être considérés comme premiers entr'eux , on pourra faire

ce qui donnera M— B C-\-M'<t , N=A C+N'a- ,
a- étant une nou-

velle indéterminée. Au moyen de ces valeurs on aura

771J + 7lZ = ct (My+ N'z)

m'j-Vn'z^(h<y--^a)(M'y+ N'z)-\-hC(By+Az)
7ji'y+ 7i"z=— (g ^+ ô «; (3ry+ N'z)—gC(By+Az).

Mais on peut faire M'y+N'z—z' et By+^z—y', parce qu'ayant

M'^—N'B^=y , les valeurs dey et z exprimées eny' et z' seront

des nombres entiers; donc enfin le diviseur cherché sera (après

avoir effacé les accens
)

^^KU-z^+l^^{(h^— (cl)z^hCyy^v^{(g<^^^cL)z+gSyr'

Cette forme générale contient autant de formes particuHères qu'il

y a de manières de partager 4- en deux facteurs a et S; de plus,

chaque forme particulière pourra se subdiviser en plusieurs autres
,

il cause de l'indéterminée a- qui y est contenue.

On prouvera aisément par la formule du n°. -268 qu'en effet
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l'expression générale du diviseur quadratique qu'on vient de trou-

ver reproduit la forme donnée c— ('/>°f''+^^°A"-l- A^aVj4% ainsi

il ne peut y avoir de doute sur la solution précédente, et on en

conclura qu'il existe toujours plusieurs diviseurs quadratiques tri-

naires qui répondent à une forme trinaire donnée du nombre c
,

lorsque les trois quarrés qui composent cette forme ont un div'i-

seur commun 4-°. Résultat qui établit une différence essentielle

entre le cas où les trois quarrés donnés ont un commun facteur

,

et celui où ils n'en ont pas.

(281) Soit par exemple la forme donnée 81 +36+36= i53= r
,

on aura 4 = 3, /=3, ght^v=z 1 ,
a= 2 , et l'équation pour dé-

terminer f et â sera 3= ^+9 , laquelle donne 9=3
, f = o. En-

suite , comme on a 3 ^= a é", il n'y a que deux suppositions à faire,

l'une =t := 1 ,
é'= 3 , l'autre a= 3 ,

£= 1 5 de-là on lire les deux
formes suivantes du diviseur quadratique cherché :

La première se réduit toujours
,
quel que soit cr , à la seule forme

A — (j+ 5z)''+(j— iz/+ 56z^ = 2y'+ 2jz + yyz\

La seconde fournit les deux formes

A= iz'+ C5z +5j/+ (5jr/ = ï5z^+i8j^z+i8y
A= iz''+ C2z+ 5j'/+ (z—5j/ = gz''+ 6jz+i8j\

Il y a donc en tout trois diviseurs quadratiques différens qui répon-

dent à la forme trinaire donnée 81 +36+ 36.
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6. IV. Suite des Théorèmes relatifs aux diviseurs trinaires.

(282) Théorème V. Si le diuiseur quadratique Tpy^+iqjz+ ^^z'

est trinaire ou décomposable en trois quarrés , le double de son

conjugué sera également décomposable en trois quarrés.

Car soient a le premier diviseur et r son conjugué -ipj'+ 2qyz-\- 7rz%

on aura 2r=47:.j^+ 45rj^+2^i:% quantité qui n'est autre chose que

la fonction A =pjK*+ 2yj^+ 2 ^-" <lans laquelle au lieu de 7 on

rnetlroit 2j'. Donc si l'on a

A = (my+ 72^/ + (m'j + 72'^/+ (tii'y+ n"z)' ,

il s'ensuivra

îT = (2my+ nzy-\-(2 m'y+ nz^-V (1 m"y+ n"z) »

,

et ainsi 2 r est décomposable en trois quarrés.

Il résulte de-là différentes conséquences. 1°. 51 le nombre c est

de forme 8Z^+ 5, on a déjà vu (n*. 216) que le diviseur a doit

être compris parmi les diviseurs 4a-+i , et son conjugué r parmi

les diviseurs 4x— 1. Donc autant il y aura de diviseurs quadra-

tiques ix+i décomposables en trois quarrés ,
autant il y aura de

diviseurs quadratiques 4.v-i , dont le double est décomposable

aussi en trois quarrés.

2°. Si le nombre c est de forme 8^+ 1 ,
les deux diviseurs con-

jugués A et r se trouveront à-la-fois parmi les diviseurs 4a;+i.

Donc si un diviseur quadratique 4x+i est de forme trinaire, il y

aura toujours un autre diviseur quadratique 4-v+ i dont le double

sera d'une semblable forme.

(283) Théorêbie VI. Sic est un nombre premier, ou le double

d'un tel nombre , la formule t'+ cu= aura autant de diviseurs tri^

naires qu'ily a déformes trinaires du nombre c.

Car chaque forme trinaire du nombre c fournit un diviseur trinaire

de la formule r + cu\ et n'en fournit qu'un (n°. 277), pmsque c

»'est divisible par aucun quarré. D'un autre côté, deux formes

trinaires
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trinaires différentes du nombre cne peuvent conduire à une même
forme de diviseur trinaire , tant que c ou 7 c est un nombre pre-

mier. Car soient deux formes trinaires différentes

dans lesquelles ," et v sont premiers enlr'eux , ainsi que /u' et /; si

ces deux formes conduisoient à un même diviseur quadratique

,

ce diviseur(n°. 274) contiendroit à-la- fois les deux nombres /"''+i'°,

/^''H-/'. Or d'après le théorème II cela ne peut avoir lieu , à moins

que les trois quarrés f^+g^H-^+g'^' ne soient les mêmes , à l'ordre

près, que les trois quarrés /'"+ g"'V + ;^' '">''', et alors ces deux

formes coincideroient en une seule , contre la supposition. Donc

les diverses formes trinaires dont c est susceptible donneront un

pareil nombre de diviseurs trinaires de la formule t^+ cu'' j tous

différens les uns des autres. D'ailleurs il ne peut y avoir ( n". 268)

aucun diviseur trinaire qui ne réponde à une valeur trinaire de c.

Donc si c est premier , &c,

(284) Théorème VII. Si le nombre c est premier ou double d'un

premier , tout diviseur trinaire de laformule t^'-j-cu', nepourra se

décomposer en trois quarrés que d'une seule manière.

Car si un diviseur quadratique étoit décomposable de plusieurs

manières en trois quarrés , il faudroit , d'après la démonstration

précédente
,
que ces diverses décompositions répondissent à une

même valeur trinaire de c. Maison a prouvé (n°. 27g) que deux

valeurs trinaires de c ne peuvent répondre à une même forme trinaire

d'un diviseur quadratique, à moins que celui-ci ne soit de l'une

des formes pj-'-f ;-5% j)j/*-f 2^jKZ+pi;% pj'^-\--2qyz-]-'2qz'-^ et

qu'en outre les coefEciens extrêmes soient l'un et l'autre plus

grands que 2. Or , dans ces différens cas , il est facile de voir que le

nombre c , représenté successivement par pr , p'

—

q''
, "ipq— ç'%

ne peut être ni premier , ni double de premier. Donc si c est pre-

mier ou double d'un premier , il n'y aura jamais qu'une manière

de décomposer en trois quarrés tout diviseur trinaire de la formule

Xx
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Remarque. Cette proposition présente une propriété qui con-

vient exclusivement aux nombres premiers ou doubles de premiers,

et qui peut servir à distinguer ces nombres de tous les autres.

En effet , dans tous les cas où c sera un nombre composé , autre

que le double d'un nombre premier, on trouvera que le diviseur

py^'+ iqj z+ rz"", s'il est trinaire ou décomposable en trois quarrés

,

le sera toujours de plusieurs manières. Par exemple , la formule

i^+ 32);i' a pour diviseur trinaire 17jk°+ 22J'z+ 26^% et ce divi-

seur, parce que 32 1 est le produit de deux nombres premiers 3,107,

se décompose en trois quarrés de ces deux manières :

17 r +22y^-r2fa-s = <
Uiy-VZzr+ C^y— zr^C^y+ izr

où l'on observera que la première forme trinaire (iy+ 5 z )''
-\-

(y— z)^+ iz'' du diviseur répond (n°. 268) à la valeur trinaire

321 =7'+ 16° + 4% et la seconde forme trinaire du diviseur à une

seconde valeur trinaire de 3qi , savoir, 22i = ii° + 2°+ i4\

(285) Théorème VIII. 6"/ le nombre N est compris dans un

dii^iseiiririnaire de laformule t'+ cu°, réciproquement le nombre c

sera compris dans un diviseur trinaire de la formule t"-[-Nu\ De
plus , les valeurs trinaires de N et de c ^ déduites de l'un ou de

l'autre diviseur , seront identiques.

Pour bien faire saisir le sens de la seconde partie , considérons

la formule Z°+ 65w^ et son diviseur quadratique ^y''+ ioyz-\- ioz%

dont une forme trinaire est C2^+3z/ + ('2 v/+ ('7— zj^ Si dans

ce diviseur on fait jj/ =^ 3 , z = 2 , on aura le nombre compris

181= i2='+ 6'+i'j cette même forme trinaire (^y + 'i zy-\-(2j)^

+ (j
— z)^ donne pour la valeur correspondante de c (n°. 268},

55= 6''-l-2'+ 5°. Réciproquement parmi les diviseurs quadratiques

de la formule i^ + 1 8 1 u% on en trouve un 5 jv'+ iyz -\- 5y z" qui con-

tient le nombre 65 , et duquel 65 résulte en faisant y= 2j ^=i.

Or ce diviseur peut se mettre sous la forme y' -\r(Qz)'+ C-2 y+ zX,

de laquelle on déduit ^ tant pour 181 que pour 65 , les valeurs tri-

naires 65=2'+ S'' + 5% 181= 12^+ 6°+ i%enlièrement semblables à

celles qui ont été tirées du premier diviseur.
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Cela posé , soit en général a un diviseur quadratique de la formule

t^+ cu% lequel se décompose en trois quarrés de cette manière :

A= (my+ nz)^+ (m!y-\-nzy-^ (in"j-\-n'z)\

la valeur trinaire de c correspondante à cette forme sera

mn— mn)'-\- (tnn — m n ) -\- (m n— mn ) .

SoitN un nombre quelconque compris dans le diviseur a
, on pourrif

supposer

K= (mx+ nC)^+ (met+ n'C)''+ (mU+ rî'Çy
;

et telles sont , dans le sens du théorème , les valeurs trinaires de iV

et de c déduites du diviseur A.

Cherchons maintenant , d'après cette valeur de iV", le diviseur

correspondant delà formule f'+ iV^^", et pour cela nous supposerons

d'abord que les trois termes composant la valeur de N ne sont pas

divisibles par un même nombre. Nous ferons donc , suivant la

méthode développée dans le §. précédent

,

m oi+ n C ^=ffj^ y

m'a.+ n'Cz=zgv K

m'a.+ 71 'C= A A /Lt

,

ce qui donnera iV"=yVi''+g-%V'+ /i'AV, et le diviseur trinaire de

la formule f+ Nii" correspondant à cette valeur, serar=A\x-^ +
lA^x'^'-^v^x"'^ : formule où les indéterminées .r , x', x", doivent satis-

faire à la condition fx+gx+h x" = o. Il reste donc à prouver que

le nombre c est compris dans le diviseur r, et qu'il y est compris sous

la forme trinaire déjà trouvée. Or les équations ci-dessus donnent :

(m n— m'n) a.:=.v (fi^n'
—g>^n)

,
(m n— m!n) é" = v (g'>^''n—-ff^m')

(m!n"—m!'n')a.=^ Kg^^'—hi^ri) ,
(n^rï'—m'r^)C^=^K(hij.m—gvm"

)

(m"n—mn) a.= ii.(li k n—-fvn') , (m!'n—m n')S=ijx(fvm"—hhni)^

et comme on suppose toujours a et €" premiers entr'eux , on pourra

déterminerait et5 d'après l'équation *^

—

CB^= 1
j

puis faisant

pour abréger

,

k^=^(gv n"— h(J.n')— B(ht/.m'—gv m")

k'= ^(hKn —fv n')— B ( fy m"— h k m )

k"=^ (ffj. ri—gK n)— B (gf^m—fi^ m')
,

on aura

Xxa
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m n!— m'n ^= v h"

min —m"n'=^ k k

m'n —m n =^ y.k' -,

de sorte que la valeur trinaire de c deviendra c=\*y{-='+ j[x°yt" + i''A"°.

Enfin il est aisé de voir que les valeurs de k , A', k", substituées

dans l'équation yA -f-^F -[- /i A"= 0, la rendent identique j de plus,

les trois nombres k , A', A" ne sont pas divisibles par un même
facteur 4; car si cela étoit , les trois quarrés qui composent la

valeur de c seroient divisibles par -4-% contre la supposition. Donc

le nombre c est compris dans le diviseur A^^'+ /^^a''''+ i'°A;"'' qui appar-

tient à la formule i'-l-iV"zz% et il y est compris sous la même forme

trinaire qu'avoit déjà donnée le diviseur a de la formule r+ cr/\

(286) Nous avons supposé dans la démonstration précédente
,

que les trois quarrés qui composent le nombre iV n'ont pas de

commun diviseur j s'ils en avoient un , on feroit

m a + 72 ^ =y /-c l" 4
m' a. + n'S= ^ r X 4
m"cL -\- nC= /î A /u 4 5

et toutes choses restant d'ailleurs les mêmes , on auroit

m 7z'— mn = y 4 '^"

m!iï'— m"n'= ^4 A

711 n — nin = f^ 4 A;
,

les quantités A, A', A" ayant toujours les mêmes valeurs que ci-dessus

j

d'où l'on voit qu'alors la valeur de c seroit

c = 4ya-"/{:=+,u'X-'=+i.=a'";
,

et qu'ainsi les trois quarrés qui composent c auroient Te même
diviseur commun 4"" que les trois quarrés qui composent N. Donc

lorsque les trois quarrés qui composent c , et d'après lesquels le

diviseur quadratique de T+ cw" est déterminé, n'auront pas de

diviseur commun , il arrivera toujours que les trois quarrés qui

composent N n'auront pas non plus de diviseur commun. Car si

ceux-ci en avoient un , on voit que le même commun diviseur se

retrouveroit dans la valeur de c.

Au reste , dans le cas même où les quarrés qui composent iV ont

un diviseur commun 4° qui divise en même temps les trois quarrés
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composant c , il sera toujours vrai de dire que si N est compris

dans un diviseur trinaire de i'+ c;/% réciproquement c sera compris

dans un diviseur trinaire de f + Nu''. Car alors faisant iV"=4°A'' et

c= 4' c', il est clair que si N' est diviseur de T + c';^% il s'ensuit que

iVest diviseur de <'+c;/; et si en même temps c' est diviseur de

t''-\-N'u-, il s'ensuivra également que c est diviseur de f -\-Nu''

.

Toujours est-il nécessaire , si les trois quarrés qui composent r

ont un facteur commun 4% que les trois quarrés qui composent N
aient le même commun diviseur , sans quoi il ne pourra se faire

que c divise t^'+Nu". Mais on voit en même temps que les facteurs

communs, lorsqu'il yen a, sont en quelque sorte étrangers à la

propriété dont il s'agit , et qu'ils n'apportent aucun changement

à la proposition principale , dans laquelle on peut supposer cons-

tamment que les trois quarrés composant c n'ont point de facteur

commun. Et de cette supposition il s'ensuivra nécessairement que

les trois quarrés composant iV" n'auront pas non plus de facteur

commun.

Il est à remarquer , au reste
,
que cette supposition n'exclut

pas le cas où le nombre c seroit quarré ou divisible par un quarré.

Car rien n'empêche qu'un nombre qui est quarré ou divisible par

un quarré, ne soit composé de trois quarrés qui n'ont pas de com-
mun diviseur; tels sont 9:=4+ 4+i, 45 = 25+16+ 4, et ainsi

des autres. D'où il suit qu'il n'y a non plus aucune valeur de N
exclue. Voici des exemples qui ne laisseront là-dessus aucun doute,

(287) Le nombre 1
1
7 étant mis sous la forme trinaire 1 00 + j G + j

le diviseur de r+117 z/° correspondant à cette forme est

Je prends à dessein le nombre 9 compris dans ce diviseur, et

comme g se trouve en faisant jk= 1 , z= o
,

je substitue ces va-

leurs dans la forme trinaire du diviseur indéterminé, et j'ai la

forme trinaire 4+ 4+1 pour le diviseur déterminé g. Je cherche

ensuite , par les méthodes précédentes , le diviseur de r+ g«' qui

répond à cette forme
,

je trouve

2y + 2yz + 5z"-=y+ Cji-z/ + iz\

Ilfaut donc réciproquement que le nombre 1
1
7 se trouve compris dans
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ce diviseur. En effet, si l'on forme l'équation i iy:=7j'"--ir 7jz+ 5z*,

et qu'ensuite on la multiplie par 2 , on aura 234= (^j-^z^+ ^z^^j

OU 26 = ( -^— )
+z . boit donc z= i , on aura—::--— ==b5 ,

\ o y 3

ce qui donnera JK=7 ou — 8, valeurs d'où résulte également

^j"+ 2 j' z+ 5 ^'^= 1
1 7= 8'+ 7"+ 2'. Cette valeur n'est pas la forme

trinaire donnée j mais on peut obtenir une autre solution en faisant

z = 5 ,
-~—

- =± i , ce qui donnera y=— 1 ou — 4 , et alors

2j^+ '2j -2 + 52''=: 117 = 10* + 4"+ 1% forme proposée.

filtre exemple. Le nombre 45 étant mis sous la forme 25+ 16+ 4,

le diviseur de ^"+ 45^^^ qui en résulte est

5y+ioyz+i^z' = (-2y+ '5z)'+ (y^zy--\-iz\

Soit j/ = 5 , z = 8 , on aura le diviseur particulier

i42i =34^+ 3^+ 16\

Si d'après cette forme trinaire on cherche le diviseur de ^''+ 1 42 1 w%

on trouvera

45jM-34jir+38^*=r4j+6^/+r5jK-^r+r2j-^;%
dans lequel il est visible que /\5 est compris. Et comme pour avoir

45 , il faut faire _/= 1 , s =0 , la forme trinaire qui en résulte est

45 = 4^ + 5^+2%
la même que celle d'où on est parti. Ainsi on voit que quoique 45

et i42i aient des facteurs quarrés et inégaux (car 1421 = 29.4g) ,

la proposition est toujours vérifiée , et la forme trinaire 4°+ 5°+ 2'

est tellement liée avec la forme trinaire 34'+i6'+ 3% que l'une

sert à faire retrouver l'autre.

(288) Théorème IX. SI le diviseur quadratique ^^^'' \-ig^z-\-xv'

relatif à la formule t'+ cu°, est susceptible de plusieurs formes

trinaires , et que dans ces diversesformes on substitue pour y et z

les valeurs déterminées y= a , z = é", ye dis que lesformes trinaires

qui en résulteront pour le nornbre déterminé p a^+ 2 q a é'+ r é"'= N
,

seront différentes entr'elles , au jnoins tant que N sui-passera | c.

Eu effet , si l'on cherche par une analyse directe quels sont les

cas où deux formes trinaires du diviseur A ,
appliquées à un nombre

particulier iV", donnent une même valeur trinaire de ce nombre

,



T R O I s I È M E P A R T 1 E. 35i

on trouvera que N ne peut surpasser fc. C'est ce que nous allons

développer avec l'étendue nécessaire.

Supposons que le diviseur quadratique py'+ 2 qy ^ -f r ^"= A se

décompose en trois quarrés de ces deux manières :

A = (my -^-nzy-^- (m'y+ n'z/+ (m"y+ nz)"

^=-(f^y+ v zy+ (i^y+ v'zy + (i^'y+ /'^/,

en sorte qu'on ait

q=.mn-\-Tnn -^-m n ^=(av-\-(/.v +/!^ v

r — n" + n'^ -{ n"' — i/^+ v'=' + / ^
5

si les valeurs particulières de j et de ^ qui rendent le diviseur a

égal à N sont telles que les deux formes trinaires de a se réduisent

à une seule de iV , il faudra qu'on ait

y V— n v'— n' v"— n"

z m—," m'— i^' m"— y-"

(car on peut supposer alors que les trois quarrés composant les

formes trinaires de a sont égaux terme à terme , et leurs racines

de même signe ).

Mais comme y et z doivent toujours être premiers entr'eux,

y
il est clair que - est l'expression la plus simple de ces fractions

égales , et qu'ainsi en prenant trois nouvelles indéterminées a, a', a",

on pourra faire

m— y. =ia z , m'—y = a'z , m'— y"= a"z
,

/ / f II II ^"
V — « = ay , V — n =ay j v — n = a j.

Tirant de ces équations les valeurs de y, v
, y', v', y", v", et les suLs-

tituant dans les quantités égales à p , q , /• , on aura après les

réductions,

kzia'^- a^+ a'";— ma— m'a— m'a" — o

^y(a'+ a"+ a"-)+ na + n' a+n" a'^o

y z(a''-\- a'"+ a"'') \- (na+ n'a'+ n"a") 2 ?

/ 1 ' I \ If II \ V— {ma-^ni a -{-ma jy )

]
(A)

où l'on voit que la troisième équation est une suite des deux autres

et qu'ainsi il suffit de satisfaire à celles-ci.
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(289) De quelque manière qu'on satisfasse aux équations (A)
,

les valeurs de j et z qui en résulteront , donneront nn nombre

iV^= /7j/°+ 2^j^+ r^% tel que les deux formes trinaires du divi-

seur A se réduiront à une seule forme pour le nombre iV". Il s'agit

donc présentement de trouver la plus grande valeiir de N qui donne

lieu à cette coincidence.

Observons d'abord que la somme a'+ a'^+ a"'- ne peut être un

nombre impair , car si elle en étoit un , les valeurs de j et a

déduites des équations ( A ) seroient nécessairement des nombres

pairs : ces valeurs ne seroient par conséquent pas admissibles
,

parce qu'on suppose toujours quejK et 3 sont premiers entr'eux.

On ne pourra donc faire a==a' =^ a"= 1 , et les plus simples valeurs

qu'on puisse attribuer à ces quantités sont a = 1 , a=i, o"=2.

Kous commencerons par examiner celte hj'pothèse , laquelle

,

comme on le verra ensuite ^ est celle qui satisfait plus particulière-»

ijient à la question.

Cela posé , nous aurons les équations

p = ni- 4- rn'^ -f ?7i'^ iV"= pj* + syj z+ rz''

q z=i mn -{- m n + nî'lî' 3z= m-^m'+ 2 m"

r —7i' + n" + n" 3y=—n—n'—^-2 n"

,

^ans lesquelles il faut supposer p , q ^ r donnés , et chercher les

valeurs de m , ni ^ m", n , n\ n\ telles que y et z soient les plus

grandes possibles. Désignons par 5 le rapport de m" à m' qui convient

au maximum cherché j jious aurons m"==: 9 m', 3<s== OT+ ('2 9-i- O'"'»

p :^m°+ ('i + 9'jm'\ Si d'après ces deux équations on cherche le

rapport de ni! à m qui rend z un maximum , on trouvera par les

règles ordinaires m == —— , ce qui donnera

m'= }/p .

v/f2-f49+ 5 9'; ' " 3 ' i/('i + 9V

29+1
/(i + s^; . yY2 + 49 + o9=;

9 . (^29 +
7c-i + 9'; . v/ ^2+49 + 5 9=/

Les
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Les rapports de m , m', m' étant substitués dans l'équation

q-=^mn-\-mn -^mn., il en résulte

ni 2 0+1
Combinant cette équation où 5-, m\ 9 sont censés donnés, avec

les équations

r — ra' + «'^ + n"-

3y = — n— n— 2 71"
,

on trouvera que la condition j= max. donne

n"Q + n=n(i + 2 6).

De-là résulte

q r=n yp . ; -—

3jr=(9— 2)n"—2n(i + 6)

r—(i + 6')n"^—2 6 ( 1 + 2 S) n n"+ (2 + iS -<ri 5') n\

Ces trois équations donneront en éliminant n" et n
,

_ ^/c 9— 2 ç ^(^2 + 49 + 59=;

^ " Vp * /ru- 9^; 3p" • '»/ri+9"-; *

Et enfin si l'on substitue les valeurs trouvées de j et z dans l'équa-

tion N=py''-i-2 çy z + rz", on aura le maximum cherché iV= |f
,

résultat qui, comme on voit , est indépendant de la valeur de 9,

ainsi que de celles de /j , q et j\

(290) Si , sans se conformer aux rapports qu'on vient de trou-

ver , et qui le plus souvent seront irrationnels , on en approche

jusqu'à un certain point , le nombre iV qui en résultera sera très-,

peu différent de |c.

Par exemple , le diviseur quadratique 261 y^ + 22y z+ 6ij z'' qui

appartient à la formule t^+ i54746«% se décompose en trois quarrés

de ces deux manières :

(5y— 5z/+ (y— 2iz)^+ (i5y+iz)'

(7r—2z)^+ (iiy-t-i'/z)^+(gy— i8z/;

et si l'on fait j/ = 7 , z = 12 , ces deux formes trinaires se rédui-

ront à une seule 25^-281^ + 1 53' égale au nombre 102995 = iV;

or on voit qu'en effet le nombre N diffère très-peu de f c.

Yy
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(291) Si on revient maintenant aux équations (A) , et qu'on

ne suppose plus aucune valeur particulière aux nombres a , a', a",

on trouvera par une analyse semblable
,
que le plus grand nombre N

pour lequel les deux formes trinaires sont identiques , est générale-

4c ... .
,

ment iV= -, ; amsi si on supposoit c= i , a = 2 , a"= 3,

on auroit N=^^^c. Et comme il faut toujours que a^ + a'''+ a"'' soit

un nombre pair (afin que jk et z n'aient pas de commun diviseur)
,

il s'ensuit que l'h3rpotlièse qui donne le plus grand résultat possi-

ble , est celle que nous avons examinée en détail , et qui donne

iV= y c , conformément à l'énoncé du théorème.

(292) Théorème X. SI le nombre N est compris de m manières

différentes dans un ou plusieurs diviseurs quadratiques de la for-

mule f'+ cu'j si en outre chacun de ces diviseurs peut se décom-

poser en trois quarrcs de n manières différentes , et qu'en consé-

quence le nombre N reçoive , comme diviseur de laformule t^-t-cu°,

m n valeurs trinaires , je dis que toutes cesformes trinaires seront

différentes les unes des autres , excepté toutefois dans les cas

où N étant plus petit que c^ , on pourrait satisfaire à l'équation

c'— y'+Nz\
En effet , l'une des formes trinaires de N peut toujours être

représentée par la formule N :=k"^'' -\-i/-'B^-\-i'0, en supposant

que la valeur correspondante de c soit f''fj."v'+g^v''K''-\-h^>^''i^'' ^ et

qu'on ait entre les nombres ^^, B, C, la relaùon f^+gB -\- hC=o.
Une seconde forme trinaire de iV^ pourra de même être repré-

sentée par la formule iV= A"^"-t- n^'°i3"+ /°C'% en supposant sem-

blablementc=/'>'^/^+5-'^/V'+//Vy% el f'^' + g'B' -'rh'C=o.

Maintenant si l'on veut que ces deux valeurs trinaires de iV

soient identiques , il faudra faire ^^=^'^', A^i5= ;^'^, vC=v'C'.

Tirant de ces équations les valeurs de ^-^'j B', C, et les subs-

tituant dans l'équation y'^^M-§"'-S'+ ^'C' = , on aura

ff^'v'.^^ +g'v'K' .i^B+ h'^'y.' .V C = 0.

Celle-ci étant combinée avec l'équation f^<ï+gB+ hC=^o , il

en résultera
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t^B _ /VV. hKlM— h'K'y!.f(JLV

Ku4 h'h'fji.' . gvK— gv'^'. h^i^

V c g'v'h! . ffj. V—/y/ . gv K

^^ h'>^'^' . gvK— g'v'\' , h^y.

Soient pour abréger f/j-v= a.
,
gvK= é", /ik/a = )-f'iJi.'v'=z «', gv'h'r^e'y

Ti'f^'lJi-'= y', en sorte que les valeurs trinaires de c qui répondent

aux valeurs identiques de iV", soient c= *'+ f °+ ? % c'=: a'^+ é"='+^

%

on aura
//5 a'y— uy' v C C'ct—Caf

K^ y € -y C A^ y C y C

Mais les trois nombres a^, /"-S, v C ne peuvent être divisibles

par un même facteur ; donc si on appelle p le plus grand nombre

qui puisse diviser à-la-fois les trois quantités n'y— a.y', C'a.— Ca'y

y'C— yë'j on aura nécessairement

<p A^ = y C— y C

<p fÀ. B = a y ety

<p V C = S' (t— C a. ,

De-là on déduit ^Y'^^^'^- />'°5'+ "' C^ , ou (p"" N= (y' C—yCy
+ (ci'y— ay')''-j-(S'a.— é"a'J^ Or, par une réduction qui se présente

fréquemment dans ce genre d'analyse , on sait que le second membre
de celte équation est la même chose que

(a'+ C'+ y') (^'^+ c'^+ y'^)— (^a!+ cc'+y y T' ;

de sorte que si l'on fait pour abréger a.a.' -\-C€' -\-yy' =^^
, on aura

9'iV= c'— 6% ou c^= e=+ iV(p\

Donc deux formes trinaires ne sauroient être identiques , à moins

que le nombre N ne soit plus petit que c", et tel qu'on puisse

satisfaire à l'équation c'' =^ y""+N z'^

.

Donc si N est plus grand que c", ou si iV, sans être plus grand

que c"", est tel que l'équation c° z=j''-\-Nz'' soit impossible , toutes

les valeurs trinaires de iV, déduites des diverses formes des divi-

seurs trinaires de la formule f'4-cz^°, seront différentes les unes

des autres.

(293) On a déjà prouvé (n°. 243) que s'il y s. i nombres pre-

miers différens qui divisent N om. ^N sans diviser c, il y aura 2'~'

manières de satisfaire à l'équation N =py^-\-2qy z+ rz"", ou aux

Yy2
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équations semblables dont le second membre est un diviseur qua-

dratique de la formule t' + cu'. Donc si chacun de ces diviseurs

quadratiques se décompose de K manières en trois quarrés , et

qu'en outre l'équation c° ^y'+ Nz"- ne puisse avoir lieu , il faudra

que le nombre N reçoive , comme diviseur de la formule i^+ cu',

K.2'~' formes Irinaires difTérentes. Multiplicité qui, comme on

voit
,
peut être fort considérable , et qui cependant pourra ne

faire qu'une partie de toutes les formes trinaires dont N est sus-

ceptible.

Pour confirmer ce résultat par un exemple , considérons la for-

mule /5^-|- 21 «% et son diviseur quadratique 5y+ 6y z+ 6z^, lequel

est susceptible de deux formes trinaires , savoir :

^ ^
l (J — Zr- + (2J+2Z/+ Z\

Dans ce diviseur est compris le nombre 17765 , composé de quatre

facteurs 5 . 1 1 . 17 . ig 5 et parce que 17765 est de la forme

84x + 4i , on trouve aisément à l'inspection de la Table IV
,
que ce

nombre ne peut être contenu que dans la formule 5y--r6jz-\-6z''^

il doit d'ailleurs y être contenu de huit manières
,
puisqu'étant

formé de quatre facteurs , non diviseurs de f , on a / ==4 , et

2'~'= 2^=8. Eneffet, si on résout l'équation 1 y y65:=5y'' -\- 6jz+ 6z'^

ou 88825 = ('5jK+ 3^^''+ 21 z% on trouvera ces huit solutions:

595 49, —67, 4i , 37, —71 ,20, i3.r

1, i5, i5, 24, 28, 3i , 4o , 47.

On en trouveroit même huit autres , mais qui ne produiroient aucun

nouveau résultat, parce qu'on doit regarder la solution jk = «
,

z^=S, et la solution j = a, z=— a— ë"
, comme n'en faisant

qu'une. Cela posé , les huit solutions trouvées donneront chacune

deux formes trinaires de 17765; et par conséquent ce nombre,

comme diviseur de ^"+ 21?/", aura les seiie formes trinaires sui-

vantes , toutes différentes les unes des autres :

102 "+ 65'+ 56°

9''+i3o=+ 28'

111' + 40^+ 62°

io2' + 8o' + 3k

ii9° + 6o°+ 2°

58'+ 120"+ 1'

ii3° + 64=+ 3o

34=+i28=+i5

ii9°+ 52"+ 3o=

82' + io4'+]5=

106*+ 65'+ 48"

i7'+]3o' + 24=

86' +63=+ 80»

i7°+i26'+ 4o=

73'+ 6o'+ g4'

34'+i2o'+47'
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Remarque. Si N est pair et plus grand que \c' , l'équation

c*= 9''+ JV9'' ne pourra avoir lieu, et la proposition générale ne

sera point sujette à exception.

En effet , dans ce cas , la valeur de (? ne peut être que i _, et

ainsi on auroit N'= c'— û^
; mais iV" étant pair, il faudra que les

nombres c et 9 soient tous deux pairs ou tous deux impairs , et

dans les deux cas, c'— S" seroit divisible par 4, tandis que le

nombre iV^, comme compris dans un diviseur quadratique, ne

peut être que le double d'un impair. Donc il est impossible alors

que l'équation iV=c°— â^ ait lieu, donc toutes les formes tri-

naires de iV" déduites des diviseurs de la formule P+ cu^, seront

différentes entr'elles.

Dans la même supposition de -ZV">> ^ c°, l'équation iV=: c'— 5" ne

pourra encore avoir lieu , si iV étant de la forme 4 «+ i , c est pair

,

ou si iV" étant de la forme 8/z+ 3, c est impair. Donc dans tous

ces cas, qui sont fort étendus, la proposition générale ne sera

sujette à aucune exception
, et toutes les formes trinaires de N

seront différentes entr'elles.
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f y. Explication des Tables VIII, IX, X et XL

T A B L E V I I I.

(594) Cjette Table contient les diviseurs quadratiques 4/z+i

de la formule f'+ cu", pour tout nombre c de forme in+i depuis

c^=\ jusqu'à c=2i3, sans excepter les nombres quarrés ni les

nombres divisibles par des quarrés.

Chaque diviseur quadratique , dans son expression ordinaire
j

est mis sous la forme p
y"

-\- u qj z -\- 2 jn z'' , laquelle , comme nous

l'avons déjà remarqué , a l'avantage d'en faire connoître une autre

z py- ->r 2 qj z -^m z''
. Mais celle-ci n'appartient aux diviseurs 4wi- 1,

les seuls qui soient compris dans la Table
,
que lorsque c est de

forme 8;z+ 1.

L'objet principal qu'on s'est proposé dans cette Table , est de

développer les diverses formes trinaires dont chaque diviseur qua-

dratique est susceptible , et de montrer la correspondance de ces

décompositions avec les diverses formes trinaires du nombre c
,

lesquelles sont placées dans la première colonne à gauche.

Dans cette disposition , on a été conduit a distinguer trois espèces

différentes parmi les diviseurs quadratiques in+i de la formule

i''-{-cu\

(2g5) Le diviseur quadratique pv^'-V-'iqy^-Trz'' appartient à la

première espèce , s'il est décomposable en trois quarrés , et si parmi

les formes trinaires dont il est susceptible , il y en a au moins une

(mj+ « r;/ -|- (m'y -J- n'z)'" + (m'y+ n'z)" telle que la valeur corres-

pondante de c,savoirc=r('m;z'

—

rr^ny-\-[in'n'—ni'n'Y ^{m"n—mn"y^
n'ait pas ses trois termes divisibles par un même quarré.

La seconde condition aura lieu nécessairement , lorsque le nom-

bre c n'a aucun facteur quarré 5 ainsi dans ce cas tout diyiseur

quadratique trinaire est de première espèce.

Mais lorsque le nombre c est divisible par un quarré , le diviseur

py''-\-2qy z-\-rz'- pourra être trinaire ou décomposable en trois
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quarrés , sans satisfaire à la condition mentionnée , et alors il ne

sera pas de première espèce. C'est ainsi que le diviseur quadra-

tique 13^"+ i8jz+ \8 z"" de la formule T f lôSu", quoiqu'il se dé-

compose en trois quarrés 'i:j''+ ^z''+ g(j-\-z)^, n'est cependant

pas de la première espèce
,
par deux raisons , i°. parce que la va-

leur der qui résulte de cette décomposition, savoir c=8i 4-36
-i- 36,

a ses trois termes divisibles par g; 2°. parce que ce diviseur n'est

susceptible d'aucune autre décomposition ou forme irinaire ; de

sorte qu'il n'est pas possible de lui donner une forme qui ait la con-

dition requise pour la première espèce.

La même formule t'+iôdu'' offre un autre diviseur quadratique

2j'°+ 2jzH-77z'', qu'on peut mettre sous la forme (j-\-5 z)'-{-

(y— 4 2^^+ 36 z°
j d'où résulte encore c= 81 +36 + 36 , valeur qui

ne convient pas à la première espèce ; mais ce même diviseur

peut aussi se décomposer en ces trois quarrés (y+ Z z)''-\-(y—nzy

+ 64 2", d'où résulte c = 64+ 64+25 , valeur dont les trois termes

ne sont pas divisibles par un même nombre. Donc le diviseur qua-

dratique 2jj/"+ 2jK-E^+77-s° appartient à la première espèce.

Les diviseurs quadratiques de la seconde espèce sont ceux qu'on

r.e peut décomposer en trois quarrés , et qui par cette raison sont

marqués dans les Tables non dëcomjposables . Tels sont le diviseur

y''-\-iyz-\-'i>k.z'^ pour la formule r+ 33«°, le diviseur i8j''+ iqy2+ 52°

pour la formule i'^+ ôS^", et une infinité d'autres.

Enfin les diviseurs quadratiques de la troisième espèce sont ceux

qui peuvent bien être décomposés en trois quarrés , msis dont

toutes les formes trinaires sont telles que les valeurs correspon-

dantes de c ont chacune les trois termes divisibles par un même
quarré j d'où l'on voit que tout diviseur trinaire qui n'est pas de

la première espèce sera nécessairement de la troisième ; ainsi le

diviseur 133'"+ i8y 2+ i8z% dont nous avons fait déjà mention,

appartient à la troisième espèce.

(?g6) Nous avons compris dans une même colonne les diviseurs

de la première, deuxième et troisième espèces. On peut cependant

distinguer au premier coup-d'œil les trois espèces; savoir , la pre-

mière , en ce que les diviseurs qui lui appartiennent sont au premier
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rang

,
qu'ils sont actuellement décomposés en trois quarrés

,
que

chaque décomposition répond à une valeur trinaire du nombre c,

et que parmi ces valeurs
,
placées dans la première colonne , il

y en a toujours au moins une dont les trois termes ne sont pas

divisibles par un même nombre.

La seconde espèce se reconnoît immédiatement , en ce qu'elle

n'est point décomposée en quarrés , et qu'elle ne répond à aucune

forme trinaire de c. On a ajouté à chaque diviseur de celte espèce

l'expression non decomposable qui le caractérise.

La troisième espèce
,
quand il y a lieu , vient à la suite de la

première ou des deux premières : elle est séparée de celles-ci par

tin trait , et distinguée par un caractère d'impression différent. On
remarquera aussi quelestrols quarrés composant la valeur correspon-

dante de c ont toujours un commun diviseur. Dans cette troisième

espèce , la décomposition en trois quarrés est souvent possible de

plusieurs manières , mais nous nous sommes contestés d'indiquer

une décomposition.

Il est inutile d'observer que cette troisième espèce ne peut avoir

li«3U que lorsque c est divisible par un quarré. Si on eût omis
,

comme il a été pratiqué dans les Tables générales des diviseurs

quadratiques et linéaires ^ toutes les formules où c est quarré ou

divisible par un quarré , on n'auroit point rencontré cette troisième

espèce de diviseurs quadratiques. Il a été nécessaire cependant de

comprendre ces formules avec les autres
,
parce que la suppression

de ces intermédiaires auroit nui à l'enchaînement des propositions,

et rendu plus difficiles leurs démonstrations.

Remarquons que les trois espèces dans lesquelles nous avons

distingué les diviseurs quadratiques 4 ;z + i
, s'excluent mutuelle-

ment^ et renferment cependant tous les cas possibles ; de sorte

qjie tout diviseur quadratique i/z-f i appartient nécessairement à

l'une des trois espèces , et ne peut appartenir qu'à une seule.

(-297) Voici maintenant diverses propriétés générales qui se pré-

sentent à l'inspection de la Table , et qu'on observeroit également

SI la Table éloit prolongée beaucoup plus loin.

i . Quel que soit le nombre c de forme 4«-f-i , il existe tou-

jours
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jours un ou plusieurs diviseurs de première espèce pour la formule

/" + <?;/% ce qui suppose que tout nombre 4/z+ i est décomposable

en trois quarrés , et que de plus il y a une décomposition telle,

que les trois quarrés n'ont pas de diviseur commun.
2°. Lorsque le nombre c est premier , tous les diviseurs qua-

dratiques 4 7i+ 1 de la formule t'+ ciir sont de la première espèce

et par conséquent de forme trinaire. Chacun d'eux répond à une

valeur trinaire de c, différente pour les différens diviseurs.

3". Lorsque le nombre c est divisible par un quarré , la formule

t'^-{-cu' a toujours un ou plusieurs diviseurs quadratiques de troi-

sième espèce , et dans ce même cas, elle peut en avoir aussi de

la seconde. On en voit un exemple à l'égard des diviseurs de la

formule f+iiju^.
4°. Lorsque le nombre c est composé de facteurs premiers iné-

gaux , la formule t'-\-cu'' a toujours un ou plusieurs diviseurs qua-

dratiques de la seconde espèce , c'est-à-dire, non décomposables

en trois quarrés.

5°. Lorsque c est un nombre premier , les diviseurs quadrati-

ques qui sont tous trinaires , ne le sont chacun que d'une seule

manière , conformément à la proposition du n". 284. Mais lorsque c

est un nombre composé , chaque diviseur quadratique de la pre-

mière espèce est autant de fois trinaire ou décomposable en trois

quarrés
,

qu'il y a de manières de former c du produit de deux

facteurs.

T A B L E I X.

(298) La Table IX renferme les diviseurs quadratiques in+ o.

delà formule /° + cw% pour tout nombre c de forme 8«-F3, depuis

c = 3 jusqu'à c = 2i9. Les diviseurs sont réduits à la forme

zpy''-{-7qj z-{-2 rz^^ où l'on a p , 7 j r impairs
, q <p et r, et

/if-pr— q'^-c.

On distingue encore ici trois espèces de diviseurs. La première

est toujours décomposable en trois quarrés , auxquels répond une

valeur de c exprimée en trois quarrés impairs qui n'ont pas de com-

mun diviseur.

La seconde espèce n'est point décomposable en trois quarrés

,

et ne répond par conséquent à aucune forme trinaire du nombre c,

Zz



5G2 THÉORIEDESNOMBRES.
Enfin la troisième espèce est décomposable , mais les trois quar

rés qui en résultent pour la valeur correspondante de c ont tou-

jours un commun diviseur. Va ainsi cette troisième espèce ne peut

avoir lieu que lorsque le nombre c est divisible par un quarré.

(299) Voici maintenant les remarques que présentent les divi-

seurs selon la nature du nombre c.

1°. Lorsque le nombre c est premier, les diviseurs quadratiques

4/2-1-2 sont tous de la première espèce , et de plus , chaque divi-

seur n'est décomposable en trois quarrés que d'une seule manière.

2°, Lorsque le nombre c est composé, et qu'il n'a que des fac-

teurs simples , comme 35 , 5i
, 91 , &c. , il y a toujours un ou

plusieurs diviseurs de la seconde espèce 5 il ne peut y en avoir de

la troisième.

3°. Lorsque le nombre c est divisible par un quarré , il y a tou-

jours un ou plusieurs diviseurs de la troisième espèce. Il peut y
en avoir en même temps de la seconde.

4". Dans tous les cas , il y a des diviseurs de la première espèce ,

ce qui suppose que tout nombre 8«-t- 3 est la somme de trois

quarrés, conformément au théorème de Fermât (n°. i55) 5 mais

ou voit, de plus
,
que la décomposition en trois quarrés peut tou-

jours être faite de manière que ces trois quarrés n'aient pas de

commun diviseur.

5". Lorsque c est un nombre composé , tout diviseur quadra-

tique de première espèce se développe en autant de formes tri-

iiaires qu'il y a de manières de former c du produit de deux fac-

teurs.

Dans cette Table , ainsi que dans la précédente , les diviseurs

trinaires de la première espèce sont développés en trois quarrés

de toutes les manières possibles, et on a mis en même temps,

vis-à-vis de chaque forme trinaire du diviseur, la forme trinaire

correspondante de c. Quant aux diviseurs de la troisième espèce ,

on a indiqué seulement une de leurs formes trinaires.

T A B L E X.

(300) Cette Table contient les diviseurs quadratiques S/z-f- 1 et

872+ 3 de la formule ^=-h2aî/% a étant un nombre de la forme
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4/2+1 j elle est calculée pour toutes les valeurs de a depuis a=i
jusqu'à a= 1 17.

Chaque diviseur quadratique est représenté par la formule

py''+2çyz-\-7mz'' dans laquelle ç est pair, p et m impairs et

çr<Cp Gt m. Cette forme est toujours accompagnée de sa conju-

guée 2pj'' + 2qy z+ mz'^ mais celle-ci ne se trouve parmi les

diviseurs 8n+i, 8n+ 5, que lor.^que a est de la forme S/ï+i.

On distingue les diviseurs compris dans cette Table eu trois

espèces analogues à celles des deux Tables précédentes , et ces

diverses sortes donnent lieu aux propriétés suivantes.

1°. Lorsque le nombre a est premier , les diviseurs quadratiques

8/2+ I , 8n+ 3 sont toujours de la première espèce , et il n'}' en a

aucun de la seconde.

Dans ce même cas , chaque diviseur se décompose en trois quarrés

d'une manière seulement , et ne répond non plus qu'à une seule

forme trinaire du nombre 2 a.

2°. Lorsque le nombre a est composé , et qu'il n'^a que des

facteurs simples , il existe toujours un ou plusieurs diviseurs qua-

dratiques de la seconde espèce.

3°. Lorsque a est divisible par un quarré, il existe toujours un

ou plusieurs diviseurs quadratiques de la troisième espèce. Il peut

aussi y en avoir de la seconde espèce,
;

4°. Quel que soit le nombre a , il existe toujours un ou plusieurs

diviseurs quadratiques de la première espèce , ce qui suppose que

tout nombre 8n+ -2 est la somme de trois quarrés, et, de plus
,

qu'on peut faire la décomposition de manière que les trois quarrés

ne soient pas divisibles par un même nombre.

5°. Lorsque a est un nombre composé , chaque diviseur de la

première espèce prend autant de formes trinaires qu'il y a de

manières de former a du produit de deux facteurs.

Dans cette Table , comme dans les deux précédentes , on a

mis ^toutes les formes trinaires de 2 a qui répondent aux divi-

seurs trinaires. Les diviseurs trinaires eux-mêmes sont développés

dans toutes leurs formes possibles , lorsqu'ils sont de la première

espèce
;
quant à ceux de la troisième espèce , on en a indiqué seule-

ment une décomposition.

Z z 2
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TABLE XL

(Soi) Celte Table contient les diviseurs quadratiques 877+ 5,

8«+ 5 de la formule i''+ 2a«% a étant de la forme in— i. Elle

est calculée pour toutes les valeurs de a depuis a=3 jusqu'à

0:= 123.

Ces diviseurs se distinguent en trois espèces comme ceux des

Tables précédentes. Ils offrent semblablement les propriétés sui-

vantes.

1°. Lorsque a est un nombre premier, les diviseurs quadratiques

872+ 3 , 877+ 5 , sont tous de la première espèce , et il n'y en a

aucun de la seconde.

De plus, chaque diviseur ne se décompose en trois quarrés que

d'une seule manière , et ne répond non plus qu'à une seule forme

trinaire du nombre -20.

2°. Lorsque le nombre a est composé , et qu'il n'a que des fac-

teurs simples , il y a toujours un ou plusieurs diviseurs quadrati-

ques de la seconde espèce.

3°. Lorsque le nombre a est divisible par un quarré , il y a

toujours un ou plusieurs diviseurs de la troisième espèce.

4". Quel que soit le nombre a de forme 4/2— 1 , il existe tou-

jours un ou plusieurs diviseurs quadratiques de la première espèce,

ce qui suppose que tout nombre 8/2— 2 est la somme de trois

quarrés non-divisibles par un même facteur.

5°. Lorsque le nombre a est composé , chaque diviseur de pre-

mière espèce peut se développer en autant de formes Irinaires

qu'il y a de manières de former a du produit de deux facteurs.

Ces formes sont toutes indiquées dans la Table , ainsi que les

valeurs trinaires correspondantes de 2 a. A l'égard des diviseurs

de troisième espèce, on n'a indiqué qu'une de leurs formes tri-

naires
,
quoiqu'ils puissent quelquefois en avoir plusieurs.

Remarque. On pourroit réunir en une seule Table , suivant

l'ordre des nombres c , tous les diviseurs de première espèce con-

tenus dans les Tables VIII , IX, X et XI j mais alors il seroit bon

d'omettre celles des formes trinaires des diviseurs, dans lesquelles

la valeur correspondante de c a ses trois termes divisibles par un



T R O I s I È M E P A R T I E. 363

même quarré , attendu que ces formes n'appartiennent qu'impro-

prement , ou même sont étrangères aux diviseurs de la première

espèce. Par cette disposition , l'enchaînement des différentes for-

mules exprimé par le théorème VIII deviendroit plus sensible , et le

nombre des formes trinaires de chaque diviseur quadratique seroit

en général 2'"', / étant le nombre de facteurs premiers , impairs

et inégaux qui divisent c.

Dans la Table ainsi formée , on observera encore que tous les

diviseurs quadratiques d'une même formule t'^-\-cu'', répondent à

un même groupe de divis^rs linéaires. Or suivant une propriété

des diviseurs de première espèce qui sera démontrée ci -après , si

N est un nombre quelconque compris dans ces diviseurs , il faut

réciproquement que c soit diviseur de t'+ Nu'". De-là il est facile

de trouver o priori les formes linéaires des diviseurs de première

espèce ; pour cela soient a ,
é"

, ^ , &c. les nombres premiers , iné-

gaux et impairs, qui divisent c, il faudra d'abord satisfaire aux

équations (
j = i ,

( —— j = i , (
j = i , &c. Ensuite

, par

la combinaison des solutions , on obtiendra toutes les formes linéaires

cherchées j et il sera bon de réunir dans ces formes linéaires, non-

seulement tous les diviseurs impairs , comme on l'a fait jusqu'à

présent, mais aussi tous les diviseurs doubles d'un impair. (Voyez
ci- après , n". 3o5.

)
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§. VI. Théorèmes comprenant la démonstration des

propriétés observées dans les Tables.
•

("âoi) Théorème XI. Ooit p
y''+ 7 qyz~\-rz'' un dipiseur çua-

dratique de la formule f' + cu'', et soient p et c premiers entr'eux ;

si l'on suppose que c est diviseur de t^'+ pu', je dis que c sera

diviseur de t'^+ Nu^, N étant un nombre quelconque renfermé dans

la formule ^py"^-^ 2 qyz-rTZ^.

En effet, soit N=p=^''+ -2qctC+rS'', on aura pN=(pa.+ q€)'-+ cC^.

Mais par hypothèse , c est diviseur de t'+pu", donc il existe un en-

. , ,
!^"'+p

. r^ Nl^-'+Np
tier A- , tel que est un entier. Donc ^ sera aussi un

c c

T j »7- 1 Cpa+ qCj'+ Nk'
entier:mettantauheudepiv savaleur^onaura -i

—

c

Or c et l- sont premiers entr'eux ; car s'ils avoient un commun

diviseur 9 , l'expression ^ étant un entier , il faudroit que p

et c eussent le même commun diviseur 9, ce qui est contre la

supposition. Donc on peut [aire pa.-\-q C^= &x+ cu , et on aura

A-"- + N= c. Donc c est diviseur de x^+N , ou en général de la
c

formvde t'^ + N'u''.

Remarque. La même proposition aura lieu , en supposant seu-

lement que le diviseur quadratique pj/^- 2 çr_y ^ -1- /• ^° renferme un.

nombre p premier à c , et tel que c soit diviseur de V-^-p'u"". Car

on pourra toujours
,
par une transformation , faire en sorte que

ce nombre p' tienne la place du premier coefficient p (n°. 23i)*

Donc si un seul nombre p premier à c , et contenu dans le

diviseur quadratique pjj'''-|- 2 ^'jK -2+ ''-5;% est tel que c soit diviseur

de t^-\-p'u", tout nombre N compris dans ce même diviseur qua-

dratique jouira de la même propriété j de sorte que c sera toujours

diviseur de la formule i'-^-Nu".
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(3o3) Théorème XII. u4u contraire , si un seul nombre p'

renfermé dans le diviseur quadratique p 3'^ + 2 q y z + r z° est tel

que c ne divise pas V { p'u% je dis que tout nombre N renfermé

dans le même diviseur est tel aussi que c n'est pas diviseur de

t'+ Nu", au moins en supposant N e^ c premiers entr'eux.

Car puisque c et JV sont premiers entr'eux, si c divisoit f'+ Nu',

il faudroit , en vertu du théorème précédent
,
que c divisât aussi

f+p'u-, ce qui est contre la supposition.

(3o4 ) Nous appellerons
,
pour abréger , diviseur réciproque tout

diviseur quadratique de la formule f^+ cu"^, dont la propriété est

telle
,
que iV" étant un nombre quelconque compris dans ce divi-

seur , réciproquement c soit diviseur de f'+ Nu'^.

Nous appellerons par opposition diviseur non réciproque , tout

diviseur quadratique qui ne jouit pas de cette propriété , ou qui

n'en jouit que par rapport à quelques nombres particuliers N qui

ont un commun diviseur avec c.

Les conditions pour qu'un diviseur quadratique soit réciproque

ou ne le soit pas , sont tellement précisées par les deux théorèmes

précédens
,
qu'on pourra toujours décider promptement , et pres-

que à la seule inspection , si un diviseur quadratique donné est

réciproque ou non.

Prenons pour exemple la formule ï^ + Cgw' et son divisenr qua-

dratique b y'^
-\- 1y z -\- \ Iif z^ : pour savoir si ce diviseur est récipro-

que
,
j'observe que le coefficient 5 est premier à 6g ;

je cherche

donc si 6g est diviseur de t'^-Ybu''. Or il est manifeste que 6g

divise 8^ + 5j donc le diviseur quadratique dont il s'agit est un divi-

seur réciproque j c'est-à-dire que si N est un nombre quelconque

compris dans ôj'^ + s^^-l- i4~% on peut être assuré que 6g est

diviseur de f'-^-Nu'".

La même formule t \-Ç>c^u' ayant un autre diviseur quadratique

i3j''-f-6jrz+ 6z% pour savoir si celui-ci est réciproque
,
je cherche

si 6g est diviseur de /'-H i3f<i\0r on voit immédiatement que 3 n'est

point diviseur de r+iSr/^j donc à plus forte raison 6g ne peut

l'être 5 donc le diviseur quadratique 13/" + 6/;; + 6 -s" est un divi-

seur non réciproque.
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Considérons encore la formule ^"+ 45?^ et son diviseur quadra-

tique _;)/''+ 2 y z4-'i6z\ Pour déterminer la nature de ce diviseur,

je prends le coefficient 1 du premier terme , et je cherche si 45

divise f'-f-i"''. Mais on voit tout de suite que 3 ne divise point

r+ w^ , donc 45 ne peut le diviser ( car on suppose toujours f et M

premiers entr'eux). Donc le diviseur dont il s'agit est un diviseur

non réciproque.

Remarque.

(305) Les propriétés contenues dans ces deux théorèmes , et

celles qui font le sujet de tout ce paragraphe , ne concernent pas

tous les diviseurs quadratiques de la formule t'^+ cu^, mais seu-

lement ceux qui sont dç nature à entrer dans les Tables f^Ill
,

IX , X et XI. Sur quoi ilfaut se rappeler
,

I °. Que la Table VIII , lorsque c= 8 /z + 1 , contient les diviseurs

4 ;z+ 1 , et les diviseurs 8 /z+ 2 de la formule i' + cw".

2°. Que la même Table VIII , lorsque c = 8/^ + 5, contient les

diviseurs in+i et les diviseurs 8/2+6 de la formule f^'+ ci^'.

3"^. Que la Table IX, où c= 8 7^4-3, contient généralement

tous les diviseurs 4;z+ 2 de la formule Z^+ cw^.

4°. Que la Table X , où c=8/z+ 2 , contient les diviseurs 8n+ 1

,

8n-t-3,etles diviseurs 16/2+ 10, 16 ;z+ i4 de la formule r + c//,

5". Que la Table XI, où c=^Sn+ 6 , contient les diviseurs

8n-\-5, 871+ 5, et les diviseurs 16/^+ 2 , i6«+i4 de la formule

f^+ cu-.

Ces Tables n'offrent, ni dans les nombres c, ni dans les divi-

seurs particuliers de la formule /°-l-c«% aucun nombre divisible

par 4, ni aucun nombre 8n-i-j.

(306) TiikorêmeXIII. Si le nombre c estpremier ou double

d'un premier , tout diviseur quadratique de la formule t' + eu'

$cra un diviseur réciproque . ( On ne parle ici que des diviseurs

compris dans les Tables VIII, IX, X et XI).
II y a quatre cas à examiner, selon que le nombre c se rap-

porte à l'une des quatre Tables citées.

1°. Si c est un nombre premier de forme 4;j+ 1 , il a déjà été

démontré
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démontré (n". ig6) que N étant un diviseur quelconque in+i

de la formule t~-\-cu', on a ( — )
"^ ^ 5 donc c est diviseur de

t^+ Nu". Donc le diviseur quadratique qui renferme iVest un divi-

seur réciproque.

2°. Si c est un nombre premier 8/z+ 3 , et P un diviseur quel-

(p—
J
"^ ^'

On a en même temps, par la nature du nombre c ( n". i48)
,

(— j=— 1; donc ( j =— ij donc c est diviseur de r+ 2P«*

ou de t^'+ Nu^f iV étant un diviseur quelconque in+2 de la for-

mule t^ + cu\ Donc tout diviseur quadratique 4«+ 2 de cette

formule est un diviseur réciproque.

3°. Si le nombre c= 2a , a étant un nombre premier in+i
,

il a été déjà démontré, n°. 198, qu'on a (— )=i) iV" étant un

diviseur quelconque 8;z+i ou 8 /z+ 3 de la formule f'+ cu^ ou

f'+ iau^. Donc a est diviseur de t^'+ Nu'
;,
donc 2 a ou c Fest aussi.

Donc le diviseur quadratique qui renferme N est un diviseur ré-

ciproque.

4°. Si le nombre c = 2a, a étant un nombre premier in— i,

on a prouvé , n°. 198, que i\r étant un diviseur quelconque 872+ 3

ou 8n+ 5 de la formule t'-\-2au% on a ( — J ^— 1. Donc a est

diviseur de la formule t' + Nu''; donc 2 a ou c l'est aussi. Donc
le diviseur quadratique qui renferme N est un diviseur réciproque.

(307) Théorème XIV. Si le nombre c ou sa moitié est un

nombre composé , la formule ^^+ cu'' aura toujours au moins un

dii^iseur quadratique récipi'oque ; elle aura aussi au moins un

diviseur quadratique non- réciproque.

Nous nous contenterons de démontrer cette proposition pour

la Table VIII , attendu que le raisonnement est le même pour

les autres Tables.

Soit donc c un nombre composé 4/2+ 1 , si l'on peut prouver

A aa
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qu'il existe un nombre premier N également de forme 4 /2 + i

,

tel que c soit diviseur de t*+Nu^ , il s'ensuivra (n°. 196) que

T—J = 1 ou que N est diviseur de t'+ cu", et qu'ainsi le diviseur

quadratique qui contient iV est un diviseur réciproque , ce qui est la

première partie du théorème.

Pour cet effet j décomposons c en ses facteurs premiers égaux

ou inégaux : soient « ,
a', a", &c. les facteurs 4/z+ 1 , et ^ , ^', ^', &c.

les facteurs 4/z— 1 , ceux-ci étant en nombre pair
,
puisque c est

de forme 4 7z+ i- On aura donc c= a.(t'a.". . . CC' C"£'"- et pour que c

divise la formule r+ iV?/% il faut qu'on ait les diverses égalités

conditionnelles

\ a. y (^) = ' ' b)='' ^'^

(y)=-^ ' (1)=-' ' (f)=-^ &c.

Or chacune de ces conditions (rapportée à un dénominateur

différent ) fournit en général plusieurs valeurs linéaires de N
(n". ig3), et ces valeurs étant combinées entr'elles

,
pour satis-

faire à toutes les équations , donneront un grand nombre de for-

mules dont chacune contient une infinité de nombres premiers j

il n'y a donc aucun lieu de douter qu'on ne puisse trouver un

nombre premier N qui satisfasse à la condition requise ; et ce

nombre premier N déterminera à lui seul (n°. 222) un diviseur

quadratique de la formule r+ cw% lequel sera réciproque (n". 3o4),

puisque c divise t'+ Nu^.

Venons maintenant à la seconde partie du théorème, et prouvons

que la formule f+ cu' a aussi un diviseur quadratique 4/ï+ i non

réciproque.

Soit c=:^c'S , 6 étant un nombre premier que nous supposerons

d'abord de forme 4«+i- On clierchera (1) un nombre premier iV

(1) Pour faire voir comment on peut trouV'€r la forme générale des nombres N
qui satisfont à ces conditions

,
prenons un cas particulier , et supposons que c' est

(a.Sy\
—

)v— y
^^^

—

^

pourra être remplie de plusieurs manières. Par exemple , on pourra supposer
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de la même forme 4« + 1 , tel qu'on ait à-la-fols (-rp) = — '
»

f— J=;— 1. Le nombre ainsi trouvé ^ iV" sera diviseur de la formule

f+ cu'', puisqu'on aura f-r^) ^= ("^j ^^ ' > mais la propriété réci-

proque n'aura pas lieu j car ayant ( "^j =— 1 » il s'ensuit que

f—)=— ij donc 9 n'est pas diviseur de /'+ iVM% ni à plus forte

raison c'a ou c. Il existe donc un nombre premier iV de forme

4/Î+) qui divise ^^-f- CM*, sans que réciproquement c divise Z' + iVu*,

et ainsi N doit être contenu dans un diviseur quadratique non

réciproque de la formule /'+ c//^.

S'il n'y avoit aucun nombre premier de forme in+ i qui divisât c,

alors il faudroit supposer 9 de forme 47Z— 1. Dans ce cas , on cher-

cheroit le nombre premier N de forme 4n+ 1 , tel qu'on eût à-

lafois f— j= 1 , f— j= 1. Ce nombre N diviseroit <* + c«*,

puisqu'on auroit (-rf) = (-rp") = ' > mais l'équation (-r^) = »

donnant T— j=i, il s'ensuivroit que 9 n'est point diviseur de

i'A-N'W; donc à plus forte raison c'9 ou c n'est point diviseur de

cette formule. Donc il faudra encore que le diviseur quadratique

de la formule t'-\-cu' dans lequel iV" est compris , soit un diviseur

non réciproque.

Remarque. La démonstration de cette seconde partie ne pourroit

plus avoir lieu , si c étoit lui-même un nombre premier. Car alors

il faudroit faire 9 = c , et c'= 1 , on auroit donc (-j^) = 1 , et

( -— )= 1 , ( —r J
= 1 , ( -— ) =— 1 , et ces conditions , j ointes à la dernière

,

/ ô N ^ , . fN\ fN\ fN\
A — )

=— 1 , donneront réciproquement l — ) = i. vT"/ ^^* ' V
—

J^^— ' '

/^ A' \
l
-—- )=— 1. Il est facile maintenant de résoudre chacune de ces équations (igS)

,

et en combinant ensemble les quatre résultats , on aura plusieurs expressions géné-

rales du nombre N , lesquelles contiendront uue infinité de nombres premiers.

Aaa 2
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ainsi on ne pourroitplus satisfaire aux deux conditions (— ) =-^ i

,

f— j =— I , résultat qui s'accorde avec le théorème XIII.

(3o8) Théorème XV. Tout diuiseur quadratique de première

espèce est un diviseur réciproque.

Car soit a un diviseur quadratique de première espèce , il y aura

toujours une forme trinaire de a telle que les trois termes com-

posant la valeur correspondante de c ne seront pas divisibles par

un même quarré. Cela posé , il a été démontré , n°. 286
,
que si iV

est un nombre quelconque compris dans le diviseur a , récipro-

quement c sera diviseur de f-^Nu"". Donc le diviseur a est un

diviseur réciproque.

( 309 ) On trouve dans les Tables quelques exemples de diviseurs

quadratiques dont tous les coefficiens sont divisibles par un même
nombre impair. Ces diviseurs

,
qu'on auroit pu omettre sans in-

convénient , ne sont jamais de la première espèce. En effet, soit

A =pj'''4-2 ^'jKs + r^' un de ces diviseurs, et 9 un nombre premier

qui divise tous ses coefEciens ; de sorte que pr— q^ ou csoit divi-

sible par S^ j soit en même temps ,
/>"*'" + g''^''^'' + /i'^V la valeur

de c correspondante à l'une des formes trinaires de ce diviseur

supposé de première espèce. On a prouvé , n°. 274, que />^+g'A''

doit être compris dans le diviseur A , et comme tout nombre con-

tenu dans la fonction A est divisible par 9 , il faudra que f^'t^^+g'"
^^

soit divisible par 6=. Mais le nombre total vYf>"+g'>^") + h'^''t^''est

divisible par ô°; donc la partie 7t°A°//.^ sera divisible aussi par fl'. On
prouvera de même que /'^i'' et g^'f^'A' sont divisibles chacun par â°

j

donc les trois termes composant la valeur de c ont un commun

facteur â\ Donc le diviseur a ne sauroit appartenir à la i^"^^ espèce.

(3io) Le MME. Si on a à-la fois p<\/yc, et q<îp, le divi-

seur quadratique py^'+ s q3'z + rz" ne pourra se réduire à une ex-

pression plus simple.

Car la réduction ne seroit possible qu'autant qu'on auroit /•< iq\

or en vertu des suppositions faites , on a au contraire r~^iq.

En effet, l'équation 7?
/•

—

q'^^^^^c donne (r— 7q) p^=c-\-q''— 7pq



T II O I s I È M E P A R T I E. 573

= c

—

jP^+Î(p— 2^J) (5p— 2q), quantité positive clans ses

deux parties, puisqu'on a c>{p% et /7>2çr. Donc r est >2<7;
donc le diviseur quadratique proposé est réduit à sa plus simple

expression.

Corollaire. Si on a plusieurs diviseurs quadratiquespj'"+ "^çjz + rz",

py^+ "2 q'y z -]~ r'z" , &c. dans lesquels p soit le même, et où l'on

ait7;<\/yc, q <.{p , q'<.\p » &c. , tous ces diviseurs seront

essentiellement différens les uns des autres, et ne pourront se

réduire à un moindre nombre.

(3i 1) Lemme. Si Von désigne par i le nombre de facteurs pre-^

miers, impairs et inégaux qui divisent c, tout diviseur quadratique

de première espèce de ia formule t" + c u", ne pourra avoir plus de

'i^~^ formes trinaires , telles que les trois termes de la valeur cor-

respondante de c ne soient pas divisibles par un même quarré.

Car soitP un nombre premier plus grand que }c% contenu dans

ce diviseur , et soit K le nombre de forme trinaire dont ce divi-

seur est susceptible ; le nombre P aura donc , comme diviseur de

la formuler H- cz/% informes trinaires , lesquelles seront différentes

les unes des autres (n°. 288 ) ,
puisque P supposé plus grand que - c%

est à plus forte raison >>fr. Or chacune de ces valeurs trinaires

de P fournit un diviseur trinaire de la formule t" -\-P u''., lequel com-

prendra nécessairement le nombre c (n°\ 270 et 280) ; et ces divi-

seurs seront différens enlr'eux
,
puisque les valeurs trinaires de P

sont différentes, et que le même diviseur quadratique de t" -\- P u^

ne peut répondre qu'à une seule forme trinaire de P , P étant

premier. Donc la formule f + Pu'^ aura K diviseurs quadratiques

différens , tous renfermant le nombre c , et tous par conséquent

de la forme cj'^-\-2byz-'raz'^j dans laquelle c est coefHcient du
premier terme. Mais puisque c est <\/yPj et que dans chacun

des X diviseurs cy''+ '2bjz-]raz'^, on est maître de supposer 2b<ic^

il s'ensuit (n°. 3io) que ces 7C diviseurs sont essentiellement diffé-

rens les uns des autres. D'un autre côté , il a été démontré (n". 233)

que le nombre des diviseurs quadratiques de la formule f-^Pu'
dans lesquels c est contenu , ne peut surpasser 2'~'. Donc K

, qui

est le nombre des formes trinaires da diviseur de première espèce
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py + "^çyz + rz\ ne pourra jamais surpasser 2'-', si toutefois

on exclut les formes trinaires pour lesquelles la valeur correspon-

dante de c auroit ses trois termes divisibles par un même quarré.

En effet, sans cette exclusion, on a déjà observé que le nombre
des formes trinaires dont il s'agit peut être plus grand que 2'~',

puisqu'on général il est égal au nombre de manières qu'il peut y
avoir de former c du produit de deux facteurs.

(3 12) THÉor.:fcME XVI. Tout diviseur réciproque de la formule

V + N u" est un diviseur de première espèce , et ce diviseur aura

autant de formes trinaires qu'il y a d'unités dans 2'~', i étant le

nombre des facteurs premiers itvpairs et inégaux qui divisent N.

Il est facile de s'assurer que ce théorème a lieu dans les Tables

VIII, IX, X et XI, au moins jusqu'à la limite où elles sont cal-

culées. En effet , on observe d'abord que les diviseurs réciproques

ne se trouvent dans aucun exemple , ni parmi les diviseurs de la

seconde espèce , appelée ?ion décomposahle , ni parmi ceux de la

troisième; ils appartiennent donc exclusivement à la première

espèce , ce qui d'ailleurs s'accorde avec le théorème XV, où l'on

a démontré que tout diviseur de première espèce est un diviseur

réciproque. Si l'on parcourt ensuite les différentes formules i'+ cw*

renfermées dans les Tables , et qu'on fixe particulièrement son atten-

tion sur les diviseurs quadratiques de première espèce , on verra,

comme nous l'avons déjà remarqué
,
que chacun de ces diviseurs se

décompose en trois quarrés , d'une seule manière, si c ou ^c est

un nombre premier , et en général de 2'~' manières s'il y a i

nombres premiers inégaux qui divisent c ou \c. On trouve à la vérité

une sorte d'exception lorsque c est divisible par un quarré; car

alors le nombre des formes trinaires de chaque diviseur de pre-

mière espèce est égal au nombre de manières qu'il peut y avoir

de former c ou |c du produit de deux facteurs quelconques; nombre

plus grand que 2'~', qui exprime (n°. XIII) combien il y a de ma-

nières de former c ou \c du produit de deux facteurs premiers

entr'eux. Mais cette exception n'est qu'apparente, car nous avons

déjà remarqué (n°. 3oi) que si on omet, comme n'appartenant

pas à la première espèce, toutes les formes trinaires dans lesquelles
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la valeur correspondante de c a ses trois termes divisibles par un

même facteur , le nombre des formes restantes sera toujours 2'~',

comme dans le cas où le nombre c n'a aucun facteur quarré.

Par exemple , le diviseur ^j^+6yz+ liz", relatif à la formule

r+iiyw", est décomposable en trois formes Irinaires qu'on voit

dans la Table VIII j mais l'une de ces formes ('Sj + zj'-f 92^ + 42%
répondant à la valeur trinaire c= 8i +36+ o , dont les trois termes

sont divisibles par un même quarré 9 j on doit regarder cette forme

comme étrangère à la première espèce , et en l'omettant , il ne

restera que deux formes trinaires pour le diviseur dont il s'agit
j

nombre qui s'accorde avec la formule 2'"', puisque 117 étant divi-

sible par deux nombres premiers inégaux 3, i3, on a i=2 et

a"— = 2.

De même la formule i'+ Siu^ offre trois formes trinaires pour

chacun de ses diviseurs de première espèce; mais de ces trois formes

deux doivent être écartées , comme ne donnant pas pour cune va-

leur exemple de diviseurs communs ; il ne reste donc qu'une forme

trinaire propre à la première espèce , ce qui s'accorde encore avec

la formule 2'"'^ où l'on a i;= 1
,
puisque 3 est le seul nombre

premier qui divise 81.

La proposition étaât ainsi vérifiée dans les Tables VIII, IX , X
et XI , ou dans celle qui les comprendroit toutes, jusqu'à leur

limite actuelle , ou telle autre , à laquelle on pourra parvenir

par un calcul ultérieur , il s'agit de prouver en général que

la formule f" + Nu'
,
placée immédiatement après la limite des

Tables
,
jouira des mêmes propriétés qui ont été observées dans

les précédentes , conformément à l'énoncé du théorème. Pour cela

,

il paroît nécessaire dé diviser la proposition générale en dilférens

€as , suivant les différentes hypothèses qu'on peut former sur la

nature du diviseur proposé cj'^+ ^byz+ az'.

I" Cas. Diviseur proposé cy' + a z". (1).

(3i3) Dans ce premier cas, on a ac:=N , et ainsi c est divi-

(l) Dans la Table VIII, tous les diviseurs qiiadraliques qu'on auroil pu ex-

primer par cy^~\-az'', le sont par c}/*-{-2cy z-\-{a-'[-c)z^, ce qui est une forme

cquivalente.
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seur de iV; soit i' le nombre de facteurs premiers impairs et iné-

gaux qui divisent c,"on a déjà appelé i le nombre de semblables

facteurs qui divisent N , ainsi on aura i—^& pour le nombre de

facteurs premiers impairs et inégaux qui divisent N sans diviser c.

Cela posé
,
puisque le diviseur proposé cj^'+ az'' est un diviseur

réciproque, il faudra que le nombre N soit diviseur de la formule

t'-i-cu^; donc le nombre N sera compris de 2"~*~' manières dans les

diviseurs quadratiques de cette formule. Mais chacun de ces divi-

seurs , suivant la loi générale déjà constatée pour toutesles formules

qui précèdent i' + Nu^, doit avoir, puisqu'il est réciproque, 2''"'

formes trinaires. Donc le nombre N aura , comme diviseur de la

formule r+ cz.'% s''"'
X2'~*~' ou 2'""' formes trinaires. Ces valeurs

trinaires qui sont toutes différentes les unes des autres (i) , doivent

,

suivant le théor. VIII , correspondre aux diverses formes trinaires des

diviseurs quadratiques de la formule t'+ Nu", dans lesquels c est

contenu. Or , suivant le n". 262 , cj^'+ az^ esile sen\ diviseur qui

puisse contenir c ; donc ce diviseur réunira à liii seul 2'"° formes

Iririaires , dont chacune répondra à une des 2'""° valeurs trinaires

de N. Mais par la nature du diviseur cj° + a^^, on sait (n". 27g)

que la même valeur trinaire de N correspond à deux formes tri-^

naires du diviseur, excepté le cas de c = 1 et celui de c=2 j

donc le diviseur cy'+az'^, aura nécessairement 2'"°X 2 ou 2'~'

formes trinaires , conformément à l'énoncé du théorème.

Hemarque. L'exception qui semble avoir lieu lorsque c= 1 ou

c= 2 , vient de ce que dans ces deux cas particuliers , le nombre

désigné par s*""' se réduit à 2~' ou \ j fraction à la place de laquelle

on doit prendre l'unité , ainsi que nous en avons déjà prévenu

(n". 191). Au reste, bien loin que ces cas fassent exception à la

règle générale , ils en sont au contraire une confirmation très-

satisfaisante. Car 1°. si l'on a c=i , le diviseur jk'+ û^'' ouj/°+ iVz%

étant supposé un diviseur réciproque de la formule f°+ iV"«°, il

faudra que iVsoit diviseur de f° + i 3 donc tous les facteurs premiers

( 1 ) Il ne peut y avoir d'exception ( n°. 292) que dans le cas où on auroit

«^= Ç'+ JV4''= 9''+ac4'', mais alors on auroit e>a; ce qui est contre la

supposition.

impairs

I
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impairs de N seront de la forme p^ + q""
; donc le nombre N lui-

même sera autant de fois de la forme /j° + y% oùp et 9' sont premiers

entr'eux
,
qu'il y a d'unités dans 2'"'

; mais en faisant iV"=p''+ §''>

le diviseur j'^'+ iV"-'' prend la forme trinairej'' +/>'-' + 7''-", laquelle

répond à la valeur trinaire N= p''
-\-

q'- et appartient à la première

espèce
,
puisque p et ç sont premiers entr'euxj donc le diviseur

proposé j'^+ iVz^ aura 2'"' formes trinaires.

2°. Si l'on ac= 2,iV=2a, le diviseur proposé 2j° + a ^' étant

réciproque , il faudra que iVsoit diviseur de ^+ 2 ; donc tous les

facteurs premiers impairs de N seront de la forme p^+ zq"". Donc

le nombre N lui-même sera 2'~' fois de la forme /j'+2y% p et q
étant premiers entr'eux. Orsi on considère la valeur N=f''- + zg'r^^a^

et qu'on fasse /"= 2 m , on aura a = 2 m"" + g" , et sj'' + c z' =
2y + 2m'z^+g'z''= (f+ mz)^+(j— mz/+g''z''; d'où l'on voit

que chaque valeur trinaire de N, telle que f''+g''+g'', donne

une forme trinaire pour le diviseur 2j" }- o z'^ ; donc ce diviseur

aura encore 2'^' formes trinaires différentes , et propres à la pre-

mière espèce.

IP Cas. Diviseur proposé 2 by*+ 2 by z+ a 1-.°.

(3i4) Dans ce cas , on aura iV"= 2a/^— bb , et b sera encore

diviseur de N. Soit toujours /t le nombre des facteurs premiers

et inégaux qui divisent b , on aura i— k pour le nombre des fac-

teurs premiers , inégaux qui divisent iV" sans diviser b ; mais puisque

le diviseur proposé est réciproque , il faudra que N soit diviseur de

r + 2bu''; donc le nombre iV" sera contenu 2'^*"''
fois dans les divi-

seurs quadratiques de la formule t^+ abii'', et comme chacun de

ces diviseurs se développe en 2*"' formes trinaires , il s'ensuit que

le nombre iV" aura , comme diviseur de la formule r+ ibu"
^

£*"'X2''''~' ou 2'"' formes trinaires (1). Ces valeurs doivent par

( 1 ) Ces valeurs trinaires sont toutes différentes entr'elles ; car s'il y avoit

exception, il faudroit qu'on eût ( 2 6)'=ç'+ jV,}-' = ?''+ {p- ah— h h) \.'^. Or

comme on doit avoir a^h , cette équation donne d'abord \^ i, ensuite (^^h,

J=i et a=2 : on tombe ainsi dans le cas de JV=;3 , où le diviseur av^-j-ajz-l-aa'

îi'a qu'une forme trinaire _y''-l-«''+ (y + ^ )^ conformément à la fi)rmule i''~'.

Bbb
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conséquent résulter aussi des diverses formes trinairps dont est

susceptible le diviseur zbj'+ zbjz+ az'', le seul qui contienne

2i parmi les diviseurs quadratiques de la formule T + iV?/; d'ailleurs

par la nature du diviseur 'idj^'+ 'ibyz + az^^n". 27g) la même
valeur trinaire de N répond à deux formes trinaires du diviseur.

Donc ce diviseur aura en tout 2'"' formes trinaires, conformément

à la loi générale.

Remai-que I. La démonstration qu'on vient de donner de ce

second cas, ne suppose autre chose que la condition ordinaire a'^b
;

elle est donc aussi applicable au cas où le diviseur proposé seroit

o_y'+ 2by z-^az" , car celui-ci peut se mettre sous la forme

aj^^'+C'^a— 2 b)jz + (2 a— ^bjz", laquelle rentre dans le cas

qu'on vient d'examiner.

Remarque II. La démonstration précédente paroît encore pré-

senter une sorte d'exception lorsque b=i , ou lorsque le diviseur

proposé est 2j^+ 2y z+ az^'.M.ah comme alors le nombre iV" doit

être diviseur de r+ 2, il faudra que ce nombre soit 2.'~' fois de

la forme /)°+ 2 §'°
; soit une de ces valeurs iV"=/'"+ 2g^= 2 a— 1

,

onauraa=:^(7'+i;4-g% et2f + 2jz + az'=(j^+ ^(f+i)z)^+
[j— ^(f-—0-]°+ g""-^"? donc le diviseur proposé aura encore 2'~'

formes trinaires.

IIP Cas. Le plus petit coe^cient c du dwiseur cy^+ 2h y z-r a z'

est supposé premier ou double d'un premier.

(3i5) Si le nombre c ou ^c étoit diviseur de iV", ce cas renlre-

roit dans l'un ou l'autre des deux précédens , ainsi nous pourrons

supposer que N n'est divisible ni par c ni par ^c. Cela posé j puis-

que le diviseur cy'+ 2 byz+ az'' est réciproque , il faudra que N
soit diviseur de r + Ci/", et par conséquent que iV" soit contenu 2'"'

fuis dans les diviseurs quadratiques de la formule t' + cu". Mais

ces diviseurs dans lesquels iVest contenu devant être réciproques,

ils seront tous de première espèce , et auront chacun une forme

trinaire
,
puisque la proposition générale a été vérifiée pour toutes

les formules qui précèdent t' + JVu''; donc le nombre N, comme

diviseur de t''+ cu\ aura 2'~' formes trinaires, lesquelles seront

différentes enlr'elles , sauf le cas où l'on auroit c' = f°+ iV4%
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Mais c'- étant plus petit que \N, si l'exception a lieu , il faudra

qu'on ait 4=1 etc'=p'+ iV. Dans ce cas particulier, cy- + 7pyz+ cz^

seroit aussi un diviseur quadratique de la formule t' + Nu'', et ce

diviseur contiendroit , comme on voit, le nombre c; mais le nom-
bre c premier, ou double d'un premier , ne sauroit appartenir à

deux diviseurs quadratiques diiTérens. Il faudra donc que le diviseur

proposé cy'+ a bjz+ az'' coïncide avec le diviseur cy'+ 7<fjz+ cz''.

Or celui-ci pouvant se mettre sous la forme cf''+ (2c— 2p)j z-i-

(2 c—2 f) z", laquelle rentre dans le deuxième cas , il s'ensuit que le

nombre des formes trinaires du diviseur proposé sera égal à 2'~\ II

ne reste par conséquent à examiner que le cas principal dans lequel

les 2'~' valeurs trinaires de N sont différentes les unes des autres.

Alors chacune de ces valeurs devant répondre à une forme tri-

naire du diviseur cj'''+ 2 by z + a z* j il faudra que celui-ci ait

encore 2'"' formes trinaires , conformément à l'énoncé du théorème.

IV' Cas. On suppose que le diviseur proposé contient un nombre P
premier ou double d'un premier , et moindre que N.

(3 16) La démonstration sera la même que dans le cas précédent

,

parce qu'on peut toujours ,
par une transformation , faire en sorte

que le premier coefficient c du diviseur proposé cy^-\-2by zArdz^

soit égal au nombre P , ainsi on pourra encore supposer que c est

premier ou double d'un premier; mais au lieu d'avoir c <i\/^N ^

on aura seulement c <^N i et il reste à examiner quels peuvent

être les cas d'exception contenus dans l'équation c'= ?>'+ iV'^*.

Soit d'abord 4 impair, et en général 4 = a^î " et é" étant deux

facteurs indéterminés; soit en même temps N ^=^ B , ^ et B
étant de semblables facteurs, l'équation c'

—

(p' = N^4-' ne pourra

ee décomposer que de cette manière :

c + <p = -^ a'

c— q>
— B £%

d'où résulte 20=:^ «.'-{-BS* car toute autre décomposition ren-

droit c divisible par un facteur impair de ^ , ce qui ne peut s'ac-

corder avec la supposition que c est premier ou double d'un pre-

mier. Maintenant puisque N=^B t on voit que ^j' + Bz'' est

Bbb 2
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un diviseur quadratique de la formule f+ Niâ ; ce diviseur con-

tient 2C
,
puisqu'on vient de trouver 2c^ ^ a'+ BC'' ; douce doit

être contenu dans le diviseur conjugué de ^y'^+ Bz'' : or j'observe

que les nombres^ et5 ne peuvent être qu'impairs d'après l'équa-

tion 2c =^^ a'^+ BC'' ; car si ^, par exemple , étoit pair , il fau-

droit que B le fût , et ainsi^B ou iV" seroit divisible par 4 , ce qui

ne peut jamais avoir lieu. Soit donc ^>5 et ^ -\-B= aC, le divi-

seur ^y^ -\-Bz- étant le même que (y4'\-B)y''-\-iByz-YBz''^ ou

'2.Cy''-\-iBy z-\rB z'^ ^ son conjugué sera Cy' -{-i Byz-\-iB z^
-y

de sorte que le nombre c doit être compris dans la formule

Cy^'+ a By z-\-iB z"". IVIais le nombre c
,
qui est premier ou double

d'un premier , ne peut pas être contenu dans deux diviseurs qua-

dratiques dilïérens ; donc le diviseur proposé cy'^-\-2byz-\-az'',

lorsqu'il aura été réduit à l'expression la plus simple , sera identique

avec Cy--\-2 By z-\-zB z'^. Et puisque celui-ci est compris dans

le deuxième cas, il s'ensuit que le diviseur proposé cy°+ 26yz+ az*

aura 2'"' formes trinaires , conformément à la loi générale.

En second lieu , soit 4 pair, si l'on fait 4 = 2 aé" et iV^=^5,
l'équation c'— (p^^iV-^" ne pourra se décomposer que de l'une

de ces deux manières :

La première combinaison donne 2 c= ^a.°-l-45é'% et il faudra ,

dans ce cas
,
que l'un des nombres ^, a. soit pair. Soit i°. ^=2 C,

et on aura c= Ca''+ 2 5ê'°, d'où l'on voit que le nombre r est com-

pris dans le diviseur quadratique Cy'^+ nBz''; donc le diviseur

proposé doit être identique avec Cy''-\-i Bz""; mais celui-ci rentre

dans le premier cas général (n°. 3i3)
,
puisqu'on a ^BC^^ N

;

donc le diviseur proposé aura encore , dans ce cas particulier, 2'"'

formes trinaires. Soit 2°. « = 2> , on aura c =: 2^ y'' ]- 2 B S' ;

de sorte que le nombre f c est compris dans le diviseur quadra-

tique ^y"" + 5~', donc le nombre c sera compris dans son conjugué.

Or si l'un des deux nombres ^ et B est pair
,
par exemple ^:/,

le diviseur conjugué de u^y^-^-Bz"" sera -^y^
-\- 1 B z^

^ ce qui

rentre dans le Cas premier j et si les deux nombres y/ et B sont

l\
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impairs, le diviseur conjugué de ^y^-\-Bz'' if.rQ.\(^-\-B) y'^-^-

'i By z-\-iB z^^ ce qui rentre dans le deuxiènre Cas.

Enfin la seconde combinaison donnant 2 c = 2^/a^+ 25 f", ou

cz=^ tt^+ B^"^ le nombre c est compris immédiatement dans le

diviseur quadratique ^j''-\-Bz'', ce qui retombe dans le Cas P^
Donc pourvu que le diviseur proposé cy'^+ 2 bj z-\-az'^ contienne

un seul nombre premier ou double d'un premier , moindre que iV,

ce diviseur aura nécessairement 2'"' formes trinaires
,
propres à la

première espèce.

Remarque, Ce quatrième Cas est tellement étendu
,

qu'il n'y

a aucune formule des Tables qui n'3^ soit comprise ; et les excep-

tions paroissant devoir se présenter le plus facilement dans les petits

nombres , il est probable qu'il embrasse de même toutes les for-

mules ultérieures.

V^ Cas. On suppose que le diviseur proposé cy°+2byz + az*

contient un nombre c <] N , dont tous les facteurs premiers , à

Vexception d'un seul , sont diuiseurs de N et inégaux entr'eux,

(317) Soit alors c= 9c', iV"=:âiV, 9 étant le plus grand divi-

seur commun entre c et iV, et c' étant un nombre premier ou

double de premier. Soit k le nombre de facteurs premiers , impairs

qui divisent c : on a déjà appelé / le nombre de f^icleurs premiers

et inégaux qui divisent N ; donc i— k-\- 1 sera le nombre de fac-

teurs premiers qui divisent iVsans diviser c. Cela posé , le nombre iV

devant être diviseur de i'+ cw', sera compris de 2'"'' manières diffé-

rentes dans les diviseurs quadratiques de cette formule 3 de plus
,

comme chaque diviseur réciproque de la formule r + cr/° doit avoir
2*~' formes trinaires , il s'ensuit que le nombre iV, comme divi-

seur^de f'-Ycu^^ aura 2*~'.2'~* ou 2'"' valeurs trinaires. Or cha-

cune de ces valeurs doit correspondre à une forme trinaire de l'un

des diviseurs quadratiques de la formule f' +N u"" dans lesquels c

est contenu; et comme dans l'hypothèse de ce cinquième Cas
,

le diviseur proposé cy'^-\--2byz-^az'^ est le seul qui puisse conte-

nir c, il s'ensuit que ce diviseur aura nécessairement 2'"' formes

trinaires.
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Remarque. Ce Cas, qui est encore plus général que les précé-

dens, n'est sujet à aucune exception. En effet, si on avoit

c' = (p'^+ iVI", comme on suppose que â qui divise c et iVn'a que

des facteurs simples , il faudra que ? soit divisible par 9 , et alors

JV].' doit l'être par â". Mais on fera voir dans une note du Cas

suivant
,
que N ne peut être divisible par le qnari é a."

, si c est

divisible seulement par a ; donc iV^-" ne peut être divisible par fl",

à moins que \ ne soit divisible par â. Faisant donc p= 6 /, 4-= H'j

on aura c'"— ç'^^iV^". Dans cette équation d est un nombre

premier ou le double d'un nombre premier j ainsi on démontrera
,

comme dans le Cas précédent
,
que c' appartient soit au diviseur

quadratique Ay'' \-B z" ., soit à son conjugué '-(^y'^-\-Bz'). Or
ayant ^B—N= N'^, si l'on fait N'=FQ,6= yS', on pourra

supposer ^=Py, B^=^QS^, et on aura c' ^Pyj^+Q S'z", ou

c' r=l(Pyy' + QS-z' ) i donc y S'a' =zP S'y'y^ + Q y r z' , ou

y S' c' := -^ (P S-yy+ Q y S'^z'') . De-là on voit que c est compris soit

dans le diviseur quadratique P S'y'+Q y z'^, soit dans son conju-

gué représenté par ^ (P Sy' + Qyz'). Mais comme c ne peut être

compris que dans un seul diviseur quadratique , il s'ensuit que si

on avoit c""= p' + N4-^ , le diviseur proposé rentreroit dans les Cas I

ou II , et ainsi il auroit toujours 2*~' formes quadratiques, con-

formément à l'énoncé du théorème.

VP Cas. On suppose que le diviseur proposé cy' + 2byz + aa*

contient un nombre c moindre que N , lequel n'a aucun facteur

quarré commun avec N.

(3i8) Pour ne pas revenir inutilement sur les Cas déjà examinés,

nous supposerons que c ou y c n'est ni un nombre premier , ni un

diviseur de N , ni le produit des deux ; il y aura donc plusieurs

diviseurs quadratiques de la formule f-^-Nu'' qui contiendront c.

Soit k le nombre de facteurs premiers impairs et inégaux qui divi-

sent c , soit e le nombre de ces facteurs qui sont communs entre N
et c , et par .conséquent h— e le nombre des facteurs premiers

qui divisent c sans diviser N (i) , la formule 2*-'-" représentera

(1) Lorsque c ett compris dans un diviseur quadratique de la formule ï'-fiVu'',

^

^J
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le nombre des diviseurs cy+2 bj z + az' qui ont c pour coelTi-

cient du premier terme ( n". 243). Or on va prouver que tous ces

diviseurs sont de première espèce , et que chacun d'eux a néces-

sairement 2'~' formes trinaires.

Puisque le nombre iV" est divisible par /nombres premiers diflT-

rens dont e sont communs avec c- , il y a i— <:? facteurs premiers

impairs qui divisent N sans diviser c. Donc
,
puisque JV est diviseur

de la formule t' + cu'', le nombre N sera contenu de 7'~''~' ma-

nières dans les diviseurs quadratiques de la formule t^+ cu". Ceux-

ci ont chacun 2^"' formes trinaires , en vertu de la proposition

générale qui est constatée pour toutes les formules f'+ cu' où c est

moindre que iV , et qui sont de nature à être comprises dans les

Tables. Donc le nombre If, considéré comme diviseur de la formule

f+ cu", aura 2''~'.2'~'~* formes trinaires , lesquelles seront diffé-

rentes les unes des autres , sauf quelques cas particuliers qu'on

peut éviter en changeant la valeur de c , comme il sera dit ci-

après. Mais de chaque valeur trinaire de iV on peut déduire une

forme trinaire pour l'un des diviseurs quadratiques de la formule

f+Nu' dans lesquels c est contenu. Donc le nombre des formes

trinaires de tous les diviseurs €^"+2 bj z i- az"" ^era également
2*"'. 2'-'-'.

Maintenant on a déjà vu qu'il exisie 2*""''"' diviseurs quadra-

tiques cy^'-^-^hy z-^-az"" dont c est coefficient du premier termej

et puisque les formes trinaires réunies de tous ces diviseurs com-

posent le nombre total 2*~'.2'~''~",
il s'ensuit que si ces diviseurs

ont chacun un égal nombre de formes trinaires , ce nombre sera

a*-' 2'-"

2*-'-' ou 2' '. Donc s'ils n'avoient pas tous le même nombre

et réciproquement JV dans un diviseur de t'^-\-cu^, si les deux nombres c et JVsont

divisibles par un même nombre premier 9 , il faudra qu'aucun d'eux ne soit divi-

sible par fi" ou qu'ils le soient tous deux par ô". Car iV' J", par exemple , ne peut

être diviseur de t^-\-c^ , à moins que c' ne soit aussi divisible par 0. Donc puis-

qu'on exclut dans ce V' Cas les facteurs quarrés communs entre c et JV , il faudra

que le plus grand commun diviseur entre c et JV n'ait que des facteurs premiers

inégaux. C'est par cette raison que k—e représente le nombre de facteurs premiers

qui divisent c sans diviser N.
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de formes trinaires , il faudroit qu'un ou plusieurs d'entr'eux eussent

plus de 2'"' de ces formes. Or on a prouvé (n°. 3ii) qu'aucun

diviseur quadratique cy'+ 2 bj z + a z" ne peut avoir plus de 2'""'

formes trinaires , propres à la première espèce ; donc enfin le

diviseur proposé cj^+ ^bfz+ az" et tous ceux qui contiennent

]e même nombre c, auront chacun 2'"' formes trinaires. On voit de

plus quetous ces diviseurs doivent être différens les uns des autres (1).

( 1 ) Pour rendre ces raisonnemens plus sensibles par un exemple , soit

ti.iy^-{- 26 y z -{- ijhz'^ un diviseur proposé de la formule t- -\- 3^S5u' , lequel

est réciproque
,
parce qu'il est facile de s'assurer que 3485 ou 5 . 1 7 . 4i est diviseur

de t^-\- 21 u^. On aura , dans ce cas , JV= 3485 , c^ 21 , et parce que N est

composé du produit de trois facteurs dont aucun ne divise c , on aura i= 3, e=o;
de même puisque c est le produit de deux facteurs 3 . 7 , on aura it =; 2. Or on

voit d'abord que N doit être contenu de 2^—^ ou 4 manières dans les diviseurs

quadratiques de la formule «''-["2iu% ou seulement dans le diviseur 5y'-\-6yz'\-6z'^,

parce que celui-ci est seul de son espèce ; d'ailleurs ce dernier diviseur se dé-

compose de 2''~' ou 2 manières en trois quarrés ; donc le nombre N , comme

diviseur de la formule f°-(-cu^, aura 4 . 2 ou 8 formes trinaires différentes , les-

quelles sont en effet

,

Si^+^S^+io" ,
53 ^+24»+ 10* , 5i'4-20'^-(-22" , 34='-}-27=-l-4o' ,

i8^+56"+ 5"
,

34''+ 48»+ 5"
, 42^+ 4o^+ii» , i3»+54''+20».

Il faudra donc que les diverses formes trinaires de tous les diviseurs de la formule

<*-J-3485u^, dans lesquels c est contenu, répondent à ces 8 formes trinaires de A'.

Les diviseurs dont il s'agit, au nombre de 2*^"^"'= 2, sont le diviseur proposé

•jiy^-{- a6 y z -\- iji z'' , et un aulre a'y^-\- -ly z -\- 166 z'^ ; or cliacun d'eux ne

peut avoir plus de 2»—' ou 4 formes trinaires; donc les 8 formes trinaires dont

il s'agit, réparties entre eux deux , en donneront nécessairement 4 à cliacun. En

effet, on trouve ces quatre formes et les valeurs correspondantes de JV, comme

ii suit :

4o°-[-42-+ ii'
^

(4y+62)»4.(2y—72)H0'-9^)"
56=+i8"-t- 5^ f

, , , , rfi
,\(.iy-6^y+ (i2y+iizy+{Y+3zy

40^-1-34^+ 27= (
^^^' +2y-+i'Jba _

j (4y_2z)>-f-(2y+9z)H-(y—9?)'

5i^+28='+io' \ / i'iy+zy+ {'2y—2zy+{y+i3zy

5i^+ 20"+ 22" r ^^y''''^^^y''^^'>^'''—i{iy+';zy-lr{2y—2zy+{y—lizy

54='+20'+i5" ) ( (iy-^jzy-\-(i2y—iozy+ (y+ 5zy

La démonstration eût été plus simple pour le diviseur 2iy''-jr2yz-{-i66z'' en par-
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(Sig) Ce VP Cas est d'une très-grande généralité, puisqu'il

suppose seulement que le nombre c contenu dans le diviseur qua-

dratique proposé est moindre que iV, et n'a aucun facteur quarré

commun avec N. Mais pour mieux juger de cette généralité, il

est nécessaire de déterminer d'une manière précise combien il

peut y avoir de semblables nombres contenus dans le diviseur qua-

dratique proposé cj'' 4- 2 bj z + a i;^ = a.

Ayant donné à z une valeur déterminée z= A , si l'on veut avoir

toutes les valeurs dej^ qui rendent A moindre que iV", il faudra

résoudre l'équation iV'= cj'^ + 2 Z>/ â: -f a A', laquelle donne les

limites de y , savoir ;

„bk— y/(cN—k^N) —bk-^ \/(c JSr— l^^N)y^ , y^ .

La différence de ces deux limites — . y/(c—h'') exprime donc

le nombre de valeurs qu'on peut donner à j , tandis qu'on fait

z^k • elle apprend en même temps que la plus grande valeur qu'on

puisse donner à z est \/c ou l'entier compris dans \/ c. De-là on

voit que le nombre de tous les diviseurs moindres que N compris

dans le diviseur quadratique A sera donné par la formule

x=-^[v/c+v/r^—o+zr^—4;+\/r^— 9;+&c.],

cette suite devant être continuée tant que les termes en sont réels.

J'observe maintenant que si on décrit un cercle qui ait pour équa-

tion jK°= -S''

—

x""^ et que R soit un nombre un peu grand, l'aire

du quart de ce cercle sera à très-peu près égale à la somme de la

suite iî-l-t/fiî^— O+V/f-S'— 4; + \/Yiï^ — 9>f &c. continuée

tant que les termes sont réels. Donc comme on sait que l'aire

du quart de cercle = ;î^ :r i?" , t étant le rapport de la circonfé-

rence au diamètre , il faut que la somme de cette dernière suite

soit T-S', valeur d'autant plus approchée
,
que R sera plus grand.

Cela poséj si on met simplement c à la place de Rs, on aura

liculier , si l'on eût considéré iV comme diviseur de *'-j-i66 u*, car alors on seroit

retombé dans le IV^ Cas.

Ccc
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X= — . -cr=.-y'N ; résultat remarquable, en ce qu'il n&

dépend plus des coefficiens a, è, c , et qu'il est le même pour

tous les diviseurs quadratiques d'une même formule t' + Nu'' (i).

La valeur de X qu'on vient de trouver , suppose qu'on a pria

indifféremment pour y el z toutes les valeurs qui peuvent rendre

cj''+ 2 bj z+ az^ moindre que N, mais il faut se rappeler que

les seuls résultats admissibles sont ceux où j' et z n'ont pas de

commun diviseur. Or les cas où jk et ^ sont tous deux pairs for-

ment le quart de tous les cas possibles ; ceux où j' et z sont à- la-

fois divisibles par 3 , forment la neuvième partie de la totalité
,

et ainsi de suite. Donc en général le nombre trouvé X doit se

réduire à X(i — ^) (i— ^) ( i — -^J (i — -^J &c. , les dénomina-

teurs de ces fractions étant les quarrés des nombres premiers suc-

cessifs. Mais on sait que le produit ( i—^) (i— ^J ( i

—

^) (i—^) &c.
p

continué à l'infini = — (Voyez. VIntroduct. in udnal. d'Euler ,

n". 277 ). Donc si on appelle Y le nombre des diviseurs particuliers
,

moindres que N ^ compris dans le diviseur quadratique proposé

r r' + 2 6 y i; -h o ~% on aura Y ^=^ -\^N .— = - \^N. Formule très-

simple , et qui dans les applications donne des résultats fort proches

de la vérité.

(32o) Soit maintenant a un nombre premier dont le quarré est

diviseur de iV, en sorte qu'on ait N= a' N'. Si l'on suppose c

divisible par «, il faudra que h soit aussi divisible par a, puis-

qu'on a ac— b'=Nj mais les deux termes b'^ et N étant alors

divisibles par «'', on voit que ac doit être aussi divisible par a.'-,

donc comme on ne peut supposer a divisible par a
,
puisqu'alors

(1) Ce résultat devroit être réduit à moitié , si la formule proposée éloit de

l'une des formes cy*+ az'^, cjy'-f aty s+ fcr^, cjy^+ abyi + cz", parce qu'a-

lors le même nombre résulte de deux suppositions différentes dans les valeurs

de y et de z. On retrouve donc ici les mêmes exceptions auxquelles ces formules

donnent lieu dans d'autres occasions..
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les trois termes du diviseur quadratique proposé seroient divisibles

par a , il faut que c soit divisible par a^, ce qui s'accorde d'ailleurs

avec la note du n". 3 18. Dans ce cas, si on donne à y une valeur

déterminée h, et qu'on fasse successivement :: = o, 1, 2,3, &c.

aussi bien que z =— 1 ,
— 2, — 3, — 4 , &c. , la suite provenant

du terme général ch''+ 7bhz+ az'' sera telle, que sur a termes

consécutifs, il y en aura un divisible par a*, La même chose aura

lieu, quand même c ne seroit pas divisible par a; car on peut

trouver aisément une valeur de z telle que ch''+ 2 b /i z+ az"" soit

divisible par a."; pour cela, supposant ch''+ 2bhz-\-az'=::ci''P^ et

multipliant cette équation parc , on aura (c h+ bz)^+ N'z''=ca''P;

donc il suffit de déterminer z de manière que ch+ bz soit divisible

par *. Cette valeur de z étant trouvée et désignée par k , si l'on fait

en général z= /t+az', toutes les valeurs de z contenues dans cette

formule rendront la quantité ch''+ 2bhz + az'' divisible par a=
;

donc sur a. termes consécutifs de la série dont le terme général

est ch'-+ 2 b hz + az'', il y en aura toujours un qui sera divisible

par a.\

De-là on voit que si on eût conservé tous les termes dont JC

est le nombre , il auroit fallu multiplier le nombre de ces termes

par 1
, afin d'en retrancher les termes divisibles par a'; mais

a.

pour supprimer les termes où y et z sont divisibles par a , on a

déjà employé I3 facteur 1 -, par lequelXa été multiplié 3 donc
a,

il reste encore à diviser le résultat par 1 +- , ou à le multiplier par
et

, afin de faire disparoître dans Y tous les termes divisibles
«+

1

pai; a'.

Soient donc «, é", 7., &c. les dlfférens nombres premiers dont

les quarrés peuvent diviser iV,- si on appelle z le nombre des divi-

seurs qui étant contenus dans la formule proposée cj- + '2bjz-\-az',

sont moindres que N , et n'ont aucun facteur quarré commun avec

Ar .'1^3 \/N Ci C y ^
Jy , on aura en gênerai Z= . • . . . &c,

,

^
77- X+l C+l y+l '

CCC 2
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ou bien faisant N^^M.ct'C'y"^ &c.j on aura Z = .

,

—— . &c. D'où l'on voit que Z est un nombre qui aut?-
C+i ) + !

^ Ho
mente en même temps que N , et qui a) ira. toujours un rapport

notable avec y N.

Par exemple , si on propose le diviseur quadratique i8gy'+ '3oyz

+ 502'' appartenant à la formule ^"+ 9:225;^% et qu'on veuille savoir

combien dans ce diviseur il y a de nombres plus petits que 92^5,

et qui n'ont aucun facteur quarré commun avec 9226, on fera

iV= 9225 =:3''.5'.4i , ce qui donnera a=:3,é'=5,iJi= 4i} d'où

l'on conclura le nombre cherché Z= .-.-— = 67 1; et
•2S- 4 o

ce résultat est très-près de la vérité ; car on trouve que le diviseur

proposé contient les Sg nombres suivans qui ont les conditions

mentionnées :

209, 269, 329, 449, 7465 866, 869, 1109, 1289, 1689;

1661 , 1706, 1721 , i84i , 2081 j 2i4i , 23o6, 2429 , 2601 , 27865

(2849), 2861, 2954, 3i4g, 31945 34oi , 352 1 ^ (3626), 362g,

3674; (4i8i), 4634, 4781, 4874, 4889; 5489, (6621), 58oi,

5909 , 61 i6 j 63i4 , 6569 , 6674 , 6761 , 7034
5 (7154) , 7466

,

7601, 7754, 7994; (8249), 8426, 8741, (8964), 8981; 902g,

9o4i, 9101 ,
9221.

(32 1) On voit maintenant que le VP Cas renferme la démons-

tration générale de la proposition
,

puisqu'il y aura toujours un

nombre assez considérable de valeurs de c qui pourront servir de

base à la démonstration. Or il suIEt qu'il y ait parmi ces valeurs

un diviseur de iV^ou 2 iV" ( Cas I et II
) , ou un nombre premier ou

double d'un premier (Cas IV), ou le produit d'un tel nombre

par un diviseur de iV" (Cas V) , ou enfin un nombre quelconque

qui ne satisfasse pas à l'équation c^ = <p'+ iV"4''. Il pourroit cepen-

dant arriver que tous les nombres c compris dans le diviseur pro-

posé , satisfissent à l'équation c" =^ ip" + N-i% mais alors (n°. 5i6)

ce diviseur seroit de la forme cj^+ a z"", ou jCcy'+ a z'') , et ainsi

il retomberoit dans les Cas I ou II
,
qui sont les plus simples de tous.
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L'exemple que nous avons apporté flu diviseur quadratique

iScjj^+ doj z + Soz' est un des plus désavantageux, parce que

les nombres 18g et 5o , ont l'un et l'autre.un facteur quarré commun
avec iV"= g225 ; néanmoins nous avons trouvé 69 nombres , entre

lesquels on peut choisir pour avoir une valeur convenable de c. Or
la suite de ces nombres présente immédiatement des nombres

premiers ou doubles de premiers , tels que 269 , 44g ,
7fD , 866 , &c.

D'où on conclura aussi-tôt (par le Cas IV) que le diviseur pro-

posé 1 89 y " + 3ojj' z+ 5o z* se décompose de 2^~' ou 4manières en

trois quarrés. Et la même conclusion se déduiroit aussi (parle Cas VI)

de tous les autres nombres 209, 329 , &c. , excepté seulement ceux

qui satisferoient à l'équation c'^ip'+ iV^vj.'. Or ceux-ci, qui sont dis-

tingués par des parenthèses , ne sont qu'au nombre de septj de sorte

qu'il reste Ô2 nombres difFérens , également propres à être pris

pour c , et dont un seul suffit pour établir la démonstration.

(322) Dans l'exemple cité, la formule i'-fiV^' a cinq diviseurs

quadratiques réciproques , savoir :

gj/°-f- 1025-s'

225^/°+ 4l 2*

i75y + 6oyz + 8iz^

i'25y^+ loy z+ yiz''

i8gjK°+ 3o_rz + 5o2'.

Les deux premiers étant de la forme cy'-i-az", sont relatifs au

Cas I j le troisième contenant le nombre i25—6o + 8i= i46, double

d'un premier, est compris dans le Cas IV ; le quatrième est compris

dans le même Cas
,
puisque yi est un de ses coefficiens ; enfin le

cinquième est celui que nous avons examiné spécialement , et où

d'ailleurs on trouve immédiatement le nombre premier 1 89 -(- 3o 4- 5o

= 269. Ainsi un examen très-superficiel des diviseurs proposés,

dans cet exemple comme dans tous les autres qui pourront se

présenter , suffit pour décider que ces diviseurs sont de première

espèce , et que le nombre de leurs formes trinaires est conforme

à la loi générale. On voit de plus
,
par le nombre et la nature de tes

diviseurs , combien le nombre iV doit avoir de formes trinaires.

Les deux premiers supposent chacun deux formes trinaires dis-
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tinctes , les trois autres en supposent chacun quatre ; ainsi le

nombre 9226 doit avoir en tout 2X2 +3x4 ou 16 formes trinaires,

résultat facile à vérifier. Ces seize formes d'ailleurs doivent être

propres à la première espèce, c'est-à-dire, telles que leurs trois

termes ne soient pas divisibles par un même quarré.

Les cinq diviseurs quadratiques précédens , et en général le

système des diviseurs de première espèce pour une formule quel-

conque i^-f-iVw% répondent à un groupe particulier de diviseurs

linéaires , lesquels pourront toujours être déterminés a priori , ainsi

qu'on l'a expliqué n°. Soi ; il convient en même temps de faire

entrer dans le développement de ce groupe , non-seulement les

nombres impairs
,
premiers à iV", mais généralement tous les nom-

bres impairs ou doubles d'un impair donnés par les équations du

n". cité , et même les nombres qui ont un commun diviseur aveciNT,

pourvu que ce diviseur ne soit pas un quarré. (Car il faut excepter

le cas où les nombres dont il s'agit pourroient être compris parmi

les diviseurs de la troisième espèce.) Cela posé , s'il est possible

qu'un nombre c pris dans le diviseur a satisfasse à l'équation

c'=
(f'^

\- N-\-' , il faudra que le même nombre c appartienne à un

diviseur quadratique de forme ^j^+B z"" ou^ (^y^+ Bz^), lequel

sera également compris dans les diviseurs de première espèce ;

car le nombre c , à raison de sa forme linéaire , ne peut être com-

pris dans aucun autre groupe
,
que celui qui appartient à la pre-

mière espèce. Or les seuls diviseurs quadratiques dans lesquels tout

nombre compris c satisfait à l'équation c^^^'-fuiV^vl-'jSOnt de la forme

^'iy^+ Bz'' ou de la forme ^(^y'+ Bz''). Il est facile maintenant

de séparer parmi les nombres c ceux qui ne sont pas propres à la

démonstration.

(323) Dans l'exemple précédent, si l'on considère que le divi-

seur "i-id
y'^{ i\ z", contient un nombre premier 389 dont le quarré

est de la forme (p'-f g2 254" , si l'on considère de même que le

diviseur ç^y^ -{- 1026 z^ contient un nombre io34, double d'un pre-

mier , dont le quarré est également de forme p^+ iV^-", on en con-

clura que tout nombre c appartenant à l'un ou l'autre diviseur,

satisfait à l'équation c'^a'-hiV^vf-*. Donc les nombres qui seroient
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communs entre le diviseur proposé i8<.)j'+ :]oyz-\-5oz'', et l'un

oul'autre de ces deux derniers diviseurs, doivent être rejetés comme

satisfaisant à l'équation c"" = f' -\- N-l" . Or le diviseur g/'+i025^'

contient les 34 nombres suivans , moindres que iV", et n'ayant pas

de facteur quarré commun avec N :

io54 , 1061 , 1 106 j 1 169 , i3ig ; i466 , 1601 , 1754 , 21 14
,

2321 ; 2546 , 2789 , 3329 , 3G26 , 3941 ; 4109 , 4i8i , 4274 , 454 1
,

4(S29 ; 4994 , 5189 , 538i , 5621 , 57863 6209, 6701
, 710g , 70^9 ,

758658069,8081,8594,8861,

L'autre diviseur 225j*-h4i;:'' contient pareillement les 29 nom-

bres suivans :

4

1

j 266 , 389 , 881
, 941 ; 2066 , 2 189 , 2234 , 2681 , 2849 ?

2909 , 364i , 4o34 , 464g , 5i86; 5609 , 5666 , 5789 , 586i j 6281
,

6986 , 7154 , 760g , 782g} 8i4i , 824g , 8261 , 856i , 8g54.

Comparant ces deux suites avec celle des 69 termes qui résultent

du diviseur proposé i89jk° + 3ojz+ 5oz% on trouve qu'il n'3^ a

que sept termes communs , savoir, 284g, 3626 , 4i8i , 51)2 1
,

7154, 8249, 8g5'i ; lesquels ne sont pas la huitième partie da

nombre de toutes les valeurs de c dans le diviseur proposé.

Au reste
,
quoiqu'il soit probable que le nombre des valeurs

communes entre deux diviseurs quadratiques donnés sera toujours

très-petit, comme il l'est dans cet exemple, il n'en seroit pas

moins utile de déterminer généralement la proportion dans laquelle

ces valeurs communes peuvent être avec toutes les valeurs com-

prises dans chaque diviseur quadratique , et la solution de ce pro-

blême particulier conlribueroit beaucoup à perfectionner la théorie

précédente.

On doit observer à ce sujet que tousles nombres moindres que A^,

compris dans un diviseur proposé cj^-l-^by z+ az'^, seront difFé-

rens' entr'eux , c'est-à-dire que le même nombre ne peut résulter

de deux suppositions différentes dans les valeurs dej et z. En effet

on a prouvé , dans la démonstration du Cas VI
,
que tous les divi-

seurs quadratiques <?jy° + •2byz-\- a z"" qui contiennent le même
nombre c<CN , sont nécessairement différens entr'eux. On peut

aussi prouver directement la même proposition pour les diviseurs

quadratiques de forme wj/°-j~/2z' (voyez n\ 238)3 car toutes les
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Ibis (ju'uii nombre ^</ est contenu de deux manières diiTérentes

d:ins celte formule, il faut, qu'en faisant n^:^a.C^ m-=yS', on

ait i^==(<^yB'+CS'0) (ct-S-D^+CyE^). Or la quantité /+ g-

étant en général plus grande que ay^fg, on aura uy B'+ CS'C'

^' iBCy/ aCyS' ; par la même raison , l'autre facteur sera

y> 2 D E[/a.CyS', et ainsi on aura ^^BCDE. a.SyS' ^ et à plus

forte raison A'y- a.Qy S- ou A^ N (car le diviseur quadratique

niy^-\-nz^ étant supposé appartenir à la formule V--\-Nu' ^ on a

ttCy ^ =z mn:=: N). Douc si le nombre^ est < iV", il ne pourra être

contenu de deux manières différentes dans la formule my''-\-nz^.

(024) Théorème XVII. Toute formule t^+ Nu*, comprise dans

les Tables V III , IX, X et XI ^ aura nécessairement un ou

plusieurs diviseurs quadratiques de première espèce.

Car suivant le Théorème XIV" , la formule f -\-Nu'' aura toujours

au moins un diviseur quadratique réciproque j ce diviseur , d'après

le Théorème XVI , doit être de la première espèce ; donc la formule

f'-\-Nu'^ aura au moins un diviseur de première espèce.

Kemarque. On voit par les Théorèmes XV , XVI et XVII
,
que

les diviseurs réciproques sont absolument identiques avec ceux

de première espèce , et qu'il en existe toujours au moins un dans

toute formule i--\-Nu"- de nature à entrer dans les Tables. Il est

bon en outre d'observer que la définition des diviseurs réciproques

donnée n°. 3o4 , est susceptible d'une plus grande latitude j car il

résulte de la démonstration du Théorème XVI , et sur-tout du

•Cas VI de ce Théorème
,
qu'un diviseur quadratique de la formule

'r+ iV;/!° sera réciproque et de première espèce , s'il contient un

seul nombre c , tel que N divise r + cw% et n'ait en même temps

aucun facteur quarré commun avec c. D'où l'on voit que les fac-

teurs communs non quarrés entre c et N, n'empêchent pas le divi-

seur dont il s'agit d'être réciproque et de première espèce.

(325) Théorème XVIII. SiY^ est premier ou double d'un pre-

mier , tout diviseur quadratique de la formule t° + Nu*, sera un

diviseur de première espèce.

Car suivant le Théorème XIII, tout diviseur quadratique de la

formule
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formule l''-\-Nu'^, est un diviseur réciproque ; et suivant le Théo-

rème XIV' , tout diviseur réciproque est de première espèce ; donc

si N est premier ou double d'un premier, tout diviseur quadra-

tique de la formule T+ c"", c'esl-à-dire tout diviseur qui est de

nature à entrer dans les Tables VIII, IX, X et XI, ou dans leur

prolongement , sera un diviseur de première espèce , et ainsi sera

décomposable en trois quarrés.

Corollaire. Puisque dans le cas dont il s'agit , chaque diviseur

quadratique répond à une forme trinaire de iV, et ne répond qu'à

une seule ^ il y aura nécessairement autant de diviseurs qua-

dratiques de la formule ^-t-iV'w^, qu'il y a de formes trinaires du

nombre N.

(326) Lorsque N est premier ou double d'un premier, la dé-

monstration de la Prop. XVI, sur laquelle celle-ci est appuyée,

ne souffre aucune difficulté. En effet, soit cy'' -{• iby z -\- a z^ un
diviseur réciproque proposé de la formule r+ iVi'^% il faudra que N
soit diviseur de la formule f -^-cu^ y mais par la nature du nombre c

,

il ne peut y avoir qu'un diviseur quadratique de la formule /"-fca*

qui contienne iV, et N n'y pourra être contenu que d'une seule

manière. Soit donc k le nombre de facteurs premiers impairs et

inégaux qui divisent c , et il est clair que le nombre N aura
,

comme diviseur de la formule CArCu^^ i''^' formes trinaires , les-

quelles seront différentes (n". 288) ,
parce que iV plus grand que Cj

est à plus forte raison plus grand que fc. Cela posé, les 2'''

l

formes trinaires de iV feront connoitre autant de diviseurs qua-

dratiques de la formule t^ + Nu', dans chacun desquels c sera con~

tenu ; et comme ces diviseurs doivent être différens les uns des

autres
,
puisqu'ils sont correspondans à des valeurs trinaires de N

différentes 5 comme en même temps il ne peut y avoir plus de 2''''

diviseurs quadratiques de la formule t' + Nu" qui contiennent c,

il s'ensuit que le diviseur proposé sera nécessairement compris

parmi les 2*"' diviseurs quadratiques qui répondent aux 2*'' valeurs

trinaires de iV. Donc ce diviseur sera de première espèce , ou dé-

composable en trois quarrés.

La démonstration est , comme on voit , extrêmement simple
y
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lorsque iV^est un nombre premier ou double d'un premier^ et quoi-

qu'elle soit toujours appuyée sur les propriétés déjà constatées des

formules i'^ + cu'' où c est moindre que iV, elle ne suppose cepen-

dant aucun choix dans les valeurs de c , et tout nombre compris

dans le diviseur proposé cy^+ 2 Z/j/z + az^, pourvu qu'il soit moindre

que iV, peut être pris pour c, et conduira toujours à la même
conclusion.

Mais comme dans le diviseur proposé il y a toujours un nombre c -

plus petit que y/^N; si les Tables sont prolongées jusqu'au nom-

bre c, la démonstration actuelle , indépendamment de celle qui a

été donnée dans le Théorème XVI , étendra la proposition concer-

nant les nombres premiers ou doubles d'un premier jusqu'au nom-

bre JV= |c°, de sorte qu'en faisant c=22o, qui est à-peu-près

la limite de nos Tables, on aura iV"=:363oo pour la limite jus-

qu'à laquelle le Théorème XVIII est démontré par le seul secours

des Tables existantes.

(327) II seroit à désirer qu'on pût démontrer généralement le

Théorème XVIIl à l'aide d'une Table particulière qui ne contien-

droit que les nombres premiers ou doubles de premiers ; mais

pour cela , il faudroit prouver que tout diviseur quadratique de la

formule i' + N'u' (on entend tout diviseur qui est de nature à entrer

dans les Tables ) , contient au moins un nombre
,
premier ou double

d'un premier , moindre que iV". Or quoique cette proposition soit

très-simple en elle-même , très-vraisemblable en général , et déjà

constatée dans toute l'étendue des Tables , et beaucoup au-delà ,

cependant sa démonstration paroît présenter des difficultés. Voici

quelques réflexions à ce sujet.

Supposons que la Table qui contient les diviseurs quadratiques

de la formule f + cu", pour tout nombre c premier ou double d'un

premier , soit continuée jusqu'à la limite c= 363oo , ou telle autre

qu'on voudra ; ajoutons maintenant au-delà de la limite de la Table

la formule immédiatement suivante i'-|-iV«% on pourra, par les

méthodes données , chercher tous les diviseurs quadratiques de

cette formule , c'est-à-dire tous ceux qui sont de nature à entrer

dans la Table (voyez n°. 3o5
) ; si ces diviseurs sont en nombre
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égal avec les formes trinalres du nombre c , chaque diviseur qua-

dratique répondra à une valeur trinaire de c , et sera également

trinaire , ou de première espèce j la Table seroit donc avancée

d'une formule de plus , et il n'y auroit rien à démontrer. Si les

diviseurs dont il s'agit étoient en moindre nombre que les valeurs

Irinaires de c , il y auroit omission , et en cherchant a priori les

diviseurs correspondans aux diverses valeurs trinaires de c, on en

trouveroit autant que de valeurs de c , ce qui rétabliroit les divi-

seurs quadratiques omis 3 la Table seroit donc encore avancée d'une

formule de plus conforme à la loi générale. 11 reste enfin à exa-

miner le cas où pour la première fois, dans la construction de la

Table , on rencontreroit plus de diviseurs quadratiques de la formule

f'+ Nti", qu'il n'y a de valeurs trinaires de N. Alors il faudroit

que chaque diviseur qui ne répondroit pas à une valeur trinaire

deiV", ne contînt aucun nombre premier ou double d'un premier

moindre que iV" , car s'il en contenoit seulement un , on démontre-

loit im.médiatement que ce diviseur est trinaire , et par conséquent

doit coïncider avec l'un de ceux qui correspondent à une valeur

trinaire de N. Soit cle moindre nombre composé compris dan? un

de ces diviseurs , iV devant être diviseur de i' + cu^^ il faudra donc

que les diviseurs réciproques de la formule i' + cu'' (où c est

<iy^jN) ne soient pas de première espèce , et ainsi l'infraction

à la" loi générale se seroit manifestée beaucoup plutôt dans la

Table qui comprend les formules i'4- c«° oùc est un nombre quel-

conque.

Nous ne pousserons pas plus loin ces raisonnemens
,
qui font assez

sentir la nécessité de recourir , comme nous l'avons fait , à la Table

générale , au lieu de considérer simplement celle où les nombres c

seroient premiers ou doubles de premiers. Nous observerons cepen-

dant encore que si par une voie quelconque on pouvoit démontrer

directement le Théorème XVIII pour les nombres de l'une des

Tables VIII, IX, X et XI , il seroit facile d'étendre la démons-

tration aux autres Tables. En effet , supposons
,
par exemple

,
qu'on

a prouvé que les diviseurs quadratiques sont trinaires pour toute

formule ^-f-c^^' delà Table IX , oùc est un nombre premier 8 «4- 3.

Soit proposé ensuite le diviseur quadratique a-j^ + iCy z+ yz* de

Ddd 2
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la formule / + 2a^^% où a est un nombre premier. Ce diviseur,

soil qu'il se rapporte à la Table X ou à la Table XI , est un diviseur

réciproque ; et par conséquent sa doit erre diviseur de f + iV/i',

JV^ étant ua nombre quelconque compris dans la fonction oj)/^-|-2f>'^

+ '5z\ Soit pris parmi les nombres iV" un nombre première de forme

Stz+ S, et puisque ia divise r+ c;^'', il faut que 2a soit compris dans un

diviseur trinaire de cette formule , lequel donnera une valeur trinaire

de ia. Si ensuite, d'après cette valeur, on cherche le diviseur

correspondant de la formule V'-\-iau'^, ce diviseur contiendra à

son tour le nombre premier c ; il sera donc le même que le diviseur

proposé a.y'' -\-o.Sy z-\-yz^ ^ d'où il suit que ce dernier est décom-

posable en trois quarrés.

Un semblable raisonnement , appliqué à la Table VIII, prouvera

que les diviseurs quadratiques de toute formule i--\-cu'^ où c est un

nombre premier déforme 4/2+1 , sont trinaires. Car ayant pris

dans un de ces diviseurs le nombre 2 a double d'un premier , il

faudra que c divise f^ -\-:i.aiû'. Et cette formule étant contenue dans

les Tables X ou XI , on en conclura de même que le diviseur pro-

posé est trinaire.

(328) Le Théorème XVIII étant établi d'une manière quelcon-

que , il est à remarquer qu'on en déduit avec une grande facilité

la démonstration du Théorème XVI considéré dans toute sa géné-

ralité. En effet , soit cjv^+ s èjs+ az'' un diviseur réciproque pro-

posé de la formule V Ar N u^
^ et soit ^4 un nombre premier ou

double de premier > |iV"% contenu dans ce diviseur, il faudra que

le nombre iV soit diviseur deT + ^w", et comme tel contenu dans

2'~' diviseurs quadratiques de V-Y Aiî". ( On déîigne toujours par i

le nombre de facteurs premiers impairs et inégaux qui divisent iV".)

Ces 2'"' diviseurs sont trinaires, puisque^ est premier ou double

d'un premier; de plus , ils sont tous dilTérens les uns des autres ,

puisque N est <i\/ -^A , donc le nombre iVaura , comme diviseur

de la formule i'+ Au'', 2'"' valeurs trinaires. Et il importe peu que

ces valeurs soient toutes inégales ou qu'il y en ait quelques-unes

d'égales, car chaque valeur trinaire de N, et la valeur corres-

pondante de^^, doivent se retrouver ensemble, lorsqu'on consi-
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dère à son tour ^ comme diviseur de C \-Nii^ (1) ; d'où il suit qu(3

comme les 2'"" valeurs trinaires de ^ sont différentes, il faudra

que le diviseur proposé cy"' -\- iby z-\-a z' qui contient _-4^ , réunisse

2'~' formes trinaires différentes, conformément a l'énoncé du

Théorème XVI.

(329) Théorème XIX. Tout diviseur quadratique de seconde

espèce contenu dans les Tables VIII , IX ^ X j X.I , et dans leur

prolongement , est un diviseur non réciproque.

Soit jyj'"-\-'2qy z\-r z'' un diviseur quadratique de la formule

i'+ cu", lequel , suivant la définition des diviseurs de seconde es-

pèce (n°. 2g5) ne soit point décomposable en trois quarrés : je

dis que ce diviseur sera non réciproque , c'est-à-dire que N étant

nn nombre quelconque premier à c , contenu dans ce diviseur , c ne

pourra diviser T-f iV«°. Car soit pris pour A'' un nombre premier
j

si on nie la proposition, il faudra que c divise r-l-iV/<;% alors c

sera contenu dans un diviseur Irinaire de la formule t'' + Nu"", puif-

que celle-ci ne comporte pas d'autre espèce de diviseurs ; donc

réciproquement iV" doit être compris dans un diviseur trinaire de

la formule t" +cu'. Mais puisque iVest premier , il ne peut y avoir

deux diviseurs quadratiques de la formule /'-fc/i° qui contiennenl iV;

donc le diviseur proposé py'^-hs qy z + rz"^ seroit trinaire , ou dé-

composable en trois quarrés , contre la supposition que ce diviseur

est non décomposable. Donc on ne peut supposer que c divise

f^-^-Nu'; donc tout diviseur quadratique de seconde espèce est un

diviseur non réciproque.

Kemarque. Tout diviseur de seconde espèce , relatif à la formule

f^+ cu", est non - réciproque , même pour les nombres contenus

qui ont un commun diviseur avec c 5 c'est-à-dire que si N est un

nombre contenu dans le diviseur dont il s'agit
,
quand même N

et a auroient un commun diviseur , c ne pourra diviser r + iV"/^°.

(1) Cetlo observation , appliquée à la démonstration da 'I héorûine XVI
,
peut

servir à lever toute diïïiculté dans le cas où on a c° :=«}"-!- iVI". C'ett ce 'pii sera

développé ci-après dans les supplémens.
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il laut excepter seulement le cas où N est multiple de c , car alors il

est évident que c divisera toujours t'+ Nu''.

(33o) ThÉobÊme XX. Tout diviseur quadratique non réci-

proque ne saurait être irinaire , à moins qu'il ne se rapporte à

la troisième espèce.

Car un diviseur quadratique non réciproque ne peut être de la

première espèce , suivant le Théorème XVj il ne peut être non plus

de la seconde espèce , s'il est décomposable en trois quarrés
j

puisque les diviseurs de celte espèce ont pour caractère de n'être

point décomposables j donc les diviseurs
,
qui sont à-la-fois non

réciproques et trinaires , ne peuvent être relatifs qu'à la troisième

espèce. Ces diviseurs sont réciproques par rapport aux nombres

compris qui ont un facteur quarré commun avec les trois termes

de la valeur correspondante de c; ils sont non réciproques par

rapport à tous les autres nombres.

( 33 1 ) T H É o Px Ê M E XXI. Tout nombre impair , excepté seule-

ment les nombres ^n-^-j , est la somme de trois quarrés.

Cette proposition est maintenant un corollaire très-simple de la

théorie précédente. Car tout nombre impair c qui n'est pas de la

forme 8/z-}- 7 , sera soit de la forme 4'^+ 1 j soit de la forme 8/z-f3j

la formule t''-[-cu^ se rencontrera donc, soit dans la Table VIII,

soit dans la Table IX. Mais il a été démontré (Théorème XIV)
que toute formule prise dans ces Tables doit avoir au moins un

diviseur quadratique réciproque , et ensuite par le Théorème XVI
on a fait voir que ce diviseur est de première espèce , et qu'ainsi il

y a au moins une valeur correspondante de c , exprimée par la

somme de trois quarrés. Donc tout nombre impair de la forme

4/z-l- 1 , ou de la forme 8;z-f 3 , est la somme de trois quarrés.

// résulte en même temps de la théorie précédente
,
que quand

même le nombre c serait divisible par un quarré , on pourra tou-

jours supposer que les trois quarrés composant la valeur de c ne

sont pas divisibles par un même nombre.

C'est ainsi qu'on a 8i = 8"--|-4'+ i% 225= i4=-t-5°-f2% et ainsi

des autres. D'où l'on voit que chaque nombre 4n-}-i ou 8« + 3,
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a tout au moins une valeur trinaire qui lui est propre , et qui est

indépendante de celles des nombres inférieurs.

Corollaire. De ce que tout nombre 8/2 + 3 est de la forme

Jj' + /" + /% il s'ensuit (n". i55
) que tout nombre entier est la somme

de trois triangulaires , ce qui est le fameux théorème de Fermât

dont nous avons déjà parlé,

(332) Théorème XXII. Tout nombre double d'un impair est la

somme de trois quarrés.

C'est encore une conséquence immédiate des Théorèmes XIV et

XVI appliqués aux Tables X et XI. Et on voit de plus par celte

théorie
,
que quand même le nombre dont il s'agit seroit divisible

par un quarré , on pourra toujours en avoir une valeur exprimée

par trois quarrés qui n'auront pas de commun diviseur.

Corollaire I. Un nombre quelconque double d'un impair , étant

désigné par 4a + 2, on pourra toujours satisfaire à l'équation

4a+ 2 =x^+j'+ s". Or par la forme du premier membre , on voit

que deux des nombres x
, jj' , z doivent être impairs et le troisième

pair, on peut donc faire .r^^j+ ^r
, j =p— ^r , ;; = 2;-, et on aura

2a+ 1 =p- + ^'-f-2 /•''; donc tout nombre impair est de la forme

p^+ q=+ 2r=.

Cette proposition avoit été avancée par Fermât , comme étant

particulière aux nombres premiers Sn-\-j; mais on voit qu'elle

s'étend généralement à tous les nombres impairs 5 et on sait de

plus
,
par la théorie précédente

,
que dans le cas où le nombre

proposé 2a+ 1 seroit divisible par un quarré , il est toujours possible

de trouver pour ce nombre une forme p^'^ y"-!- 2 /% telle que ses

trois termes ne soient pas divisibles par un même facteur; c'est-à-

dire qu'en général on peut satisfaire à l'équation (nb^ \)k''=
.t'+j'°+ 2 z", sans supposer que X

, j, z aient un diviseur commun..

Corollaire II. Un nombre entier quelconque peut toujours être

représenté par l'une des formules (^2 a+ 1^ 2°', ('4 « + 2 j 2'"
5 or s'il

appartient à la première , il sera, suivant ce qu'on vient de démon-

trer , de la forme /?° -1-
y''+ 2 r°, et s'il appartitmt à la seconde for-

mule , il sera de la forme p' + q'-\-r'. Donc tout nombre entier , ou

au moins son double y est la somme de trois quarrés.
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(3?")) Théorème XXIII. Svit N un nombre quelconque de Vune

des formes 4 n + i , 8 n + 5
, 4 " + 2 , lesquelles comprennent tous

les nombres impairs et doubles d'un impair , excepté seulement

les nombres 8 n^- 7 ; si on désii^ne par i le nombre de facteurs pre-

jiiiers impairs et incgaux qui divisent N
,
je dis que le nombre N

aura au moins 2'~^ formes trinaires dijfcrontes.

Car dans ces rlifFércns cas , la formule t'^-\-Nu'' appartiendra à

l'une des Tables Vill, IX, X , XI : or on a prouvé que toute for-

mule comprise dans ces Tables doit avoir au moins un diviseur

quadratique de première espèce. On a prouvé en même temps que

ce diviseur se décompose en 2'"' formes trinaires différentes, dont

chacune répond à une valeur trinaire de iV , et quant à ces valeurs,

il ne peut arriver que deux cas ; ou elles sont toutes inégales entre

elles, et alors leur nombre est 2'"'
j ou elles sont égales deux à

deux (ce qui a lieu lorsque le diviseur est de l'une des formes

rj'' + o~', cy- -^iby z^nbz' ^ cy'^ {- -i by z \- c z^ ^ et qu'en même
temps le moindre des coefficiens extrêmes n'est ni 1 ni 2) , et alors

le nombre des valeurs inégales de iV^est i^~"'. Donc dans tous les

cas le nombre N aura au moins 2'"'' ibrmes trinaires de première

espèce , ou dont les trois termes ne sont pas divisibles par un même
facteur.

Ainsi le nombre 3. 5. 7. 1 1 , i3.
1
7. ig , composé de sept facteurs

inégaux , et qui , comme on le voit aisément , est de forme 8/2 + 5,

doit avoir au moins 1'' ou 32 formes trinaires différentes. Il peut

aussi en avoir un beaucoup plus grand nombre 3 et c'est ce qu'on

détermineroit exactement , en cherchant le nombre de diviseurs

de première espèce qui conviennent à la formule T+ iV«% pour cette

valeur particulière de N.
De-là on voit qu'il est facile de trouver un nombre qui ait tant

de formes trinaires qu'on voudra
j
problême analogue à celui di*

îi". 237,
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QUATRIEME PARTIE.

METHODES ET RECHERCHES DIVERSES.

§. I. Théorèmes sur les puissances des Noml7-es.

J_i A mélhode dont nous allons donner diverses applications , mé-
rite une attention particulière, en ce qu'elle est jusqu'à présent

la seule par laquelle on ait pu démontrer certaines propositions

négatives sur les puissances des nombres. Le but de cette méthode

est de faire voir que si la propriété dont on nie l'existence avoit

lieu pour de grands nombres , elle auroit lieu également pour des

nombres plus petits. Ce premier point étant établi , la proposition

est démontrée , car pour que le contraire eût lieu , il faudroit

qu'une suite de nombres entiers décroissans pût être prolongée à

l'infini , ce qui implique contradiction. Fermât est le premier qui

ait indiqué cette méthode dans une de ses notes sur Diophante,

où il prouve que l'aire d'un triangle rectangle en nombres entiers ( i
)

ne sauroit être égale à un quarré. Euler en a depuis étendu les

applications , et l'a exposée avec beaucoup de clarté dans le Tom. II

de ses Élémens d'Algèbre.

(334) Théorème I. TJaire d'un triangle rectangle en nombres

entiers ne sauroit être égale à un quarré.

Puisqu'on a (a''-\-b')'' = (a''—b''y-^(-2ab)\ il est clair que les
'

trois côtés d'un triangle rectangle peuvent être représentés par les

nombres a^'+ è", a"— Z>° , lab ; c'est aussi l'expression générale

qu'on déduiroit de la résolution directe de l'équation x"" =y''-\-z'^

(i) Trois nombres tels que le quarré du plus grand équivaut à la somme des

quarrés des deux autres , sont ce qu'on appelle un triangle rectangle. On peut donner

pour exemple les nombres 3,4,5, lesnombresS, 12, i3, et une infinité d'autres.

Ee e
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(n°. 17). Ces trois nombres pourraient de plus être multipliés par

un facteur commun 9 ; mais nous ferons abstraction de ce facteur,

qui est inutile pour notre objet , et par la même raison , nous sup-

poserons a el b premiers entr'eux. En effet , si les trois côtés d'un

triangle sont divisibles par 9 , l'aire sera divisible par 9*
; donc si

cette aire est un quarré
, elle le sera encore après avoir été divisée

par son facteur 9\

Cela posé , appelons ^4 Taire du triangle dont il s'agit , nous

aurons A=^ ahÇa"— Z»'j j et comme les facteurs a et ô sont pre-

miers entr'eux , ils le seront également avec a°— V j donc pour

queA soit un quarré ,il faut que cbacun des facteurs a , è, a"— b^

en soit un. Soit à.onc a = m'', b=^n'^, il restera à faire en sorte que

o'— Z»" ou m^— n^ soit égal à un quarré.

Cette quantité m^— n^ est le produit des deux facteurs m'+ n*,

m'— 72°
: or m et n sont premiers entr'eux

,
puisque a et 6 le sont.

De plus , ils doivent être supposés l'un pair et l'autre impair j car

s'ils étoient impairs tous deux^ a et 6 le seroient aussi , et ainsi les

trois côtés a'' + b", a''— b'', 2 ab seroient divisibles par 2 , ce qui est

contre la supposition. Donc les facteurs m'' + yi- et m'— lî" sont

premiers entr'eux ; et puisque leur produit doit être un quarré
,

il faudra que chacun d'eux en soit un.

Faisons en conséquence TO''+ 7z°=xp% ni'— 7z''= ç'% nous aurons

n'-\-q'^ =w% et iit-\-q'^ =P"' ^or\Q sil'aire d'un triangle rectangle

est un quarré , on pourra trouver deux quarrés q^, n°, tels que cha-

cune des deux quantités q^ + n", q'^+ an^ soit égale à un quarré {i).

(1) Voici le passage de Fermât que nous suivons assez strictement , en ajoutant

seulement les développeraens nécessaires pour rendre la démonstration plus claire

et plus complète :

« Si area trianguli esset quadratus darenfur duo quadrato - quadrati qucrura

>) differenlia esset quadratus : Unde sequilur dari duo quadrata quorum el siimma

» el differentia esset quadratus. Datur itaque numerus compositus ex quadralo ei

» duplo quadrati œqualis quadrato , ea conditione ut quadrati eum componentes

» faciant quadratum. Sed si numerus quadratus componitur ex quadrato et duplo

» alterius quadrati, ejus latus similiter componitur ex quadrato et duplo quadrati,

» ut facillime possumus deraonstrare.

ji'Unde concluditur latus illud esse summam lalerum circa rectum trianguli rec-
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Puisqu'on a /)'= </'+ 2/2% il faut (n°. 1 4 1) que jt? soit de la forme

f'+ '2g- : or on satisfait à l'équation q"+ "2 Ji''= (f'+ -2 g'')^ en fai-

sant ç+nx/— 2 = (y+_g-\/— 2j% ce qui donne

et cette solution est d'ailleurs aussi complète qu'on peut le désirer,

comme on peut s'en assurer par lés formules du n". 17. Il reste

donc à satisfaire à l'équation q" \-n^ = m", dans laquelle substituant

les valeurs trouvées pour ç' et n, on auray++4^' = m\
Cette dernière équation

,
qui doit être possible si l'aire ^'4 est

un quarré
, présente un nouveau triangle rectangle formé avec

l'hj'pothénuse m et les deux cotés f", 7 g' : or l'aire de ce triangle

étant y'j§^, et par conséquent égale à un quarré , il s'ensuit que si

l'aire ^ du triangle rectangle proposé est égale à un quarré , on

pourra
,
par le mo3-en de ce triangle , en découvrir un beaucoup

plus petit , mais non pas nul , dont l'aire sera pareillement égale à

un quarré.

(335) Pour juger de la petitesse de ce second triangle rectangle en

comparaison du premier , il faut exprimer la valeur de ^ enfet g:

or on trouve

^ = (m^—n^)m^n^= ifYCf—ig^T (f'+ 'igV' Cf+ ig')-

D'ailleurs y^

—

ig"" ne peut être moindre que 1 , et on a toujours

(f'+ 2 g')- > 8fg'',f^+ ig^'> ^if^g') donc l'aire^ est plus grande

» taiiguli et unum ex quadratis illud componentibus eiScere basem et diiplum qua-

» dralum asqnari perpendiculo.

j) Illud ilaque triangulum rectangulum conficietur a dnobus quadralis quorum

» "suraraa et differentia erunt quadrati. At isti duo quadrati minores probabuntur

» primis quadratis suppositis quorum tam summa quam differentia faciant quadra-

» tum. Ergo si denlur duo quadrata quorum summa et differentia faciunl quadra-

» tum , dabitur in integris summa duorum quadratorum ejusdera naturx priore

» minor Eodem ratiocinio dabitur et miner ista inventa per viam prioris et semper

» in infinitum minores invenientur numeri in integris idem pra^stanles : quod im-

u possibile est
,
quia dato numéro quovis integro non possunt dari iniinili in inte-

» gris illo minores ». Ed. cit. de Dioph. pag. 33().

E ee 2
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que 128/'^% donc/'^% qui est l'aire du second triangle, étant

nommée ^^', on aura -^'< \/—-.

120

De-là on voit que s'il existe un triangle rectangle en nombres

entiers , dont l'aire ^ soit égale à un quarré, il existera en même

temps un triangle rectangle dont l'aire ^' , plus petite que y—-
,

1 28
sera encore égale à un quarré , et cependant ne sera pas nulle , car

l'un des nombres / et g ne peut être nul sans rendre ^= 0.

Mais par la même raison , du triangle rectangle dont l'aire ^' est

égale à un quarré , on pourra déduire un troisième triangle dont
A'

l'aire ^4.'\ plus petite que \/' —-, sera égale à un quarré , et ainsi
1 20

à l'infini. Or il implique contradiction qu'une suite de nombres

entiers yl , .A\ A\ &c.
,
quand même ils ne seroient pas quarrés

,

soit décroissante et prolongée à l'infini. Donc il n'existe aucun

triangle rectangle dont l'aire soit égale à un quarré.

Corollaire. La même démonstration prouve que la formule m^—n}

ne peut être un quarré , non plus que la formuley*4- 4g-^, excepté

seulement dans les cas évidens, l'un de m^=n ^ ou«= 0} l'autre

de y ou g-= 0.

On peut aussi en conclure que l'équation x*+j^ = 2p'' est im-

possible , hors le cas de x=y ; car de cette équation on tireroit

p^— x^j'^^f ) ; or on vient de voir que le premier membre

ne peut être un quarré.

(336) Théorème II. La somme de deux biquarrés ne peut être

égale à un quarré , à moins que l'un d'eux ne soit nul.

Soit , s'il est possible , a^+ ô^= c° ; il faudra d'abord qu'on ait

a' ^^p''— y% b'^=^7pq, c=p''+ q'. J'observe ensuite que a et b

pouvant être supposés premiers entr'eux, p et q seront pareille-

ment premiers entr'eux , et même ils ne pourront être tous deux

impairs ; car s'ils l'étoient ^ a et b seroient tous deux pairs. On ne

pourra non plus supposer j9 pair et q impair
,
parce qu'alors />''

—

q^

seroit de la forme ii-— 1 , laquelle ne peut convenir au quarré a'.

Donc il faudra qnep soit impair et q pair , et ainsi
,
pour satisfaire
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à l'équation b'^-=ifq ^ on prendra pz^ni^
.^ (^ = 2 «% valeurs qui

étant substituées dans l'autre équation a'=p''— q'' , donneront

Cette dernière équation exjnimànt que le quarré m^ est égal à la

somme de deux autres quarrés in^, a% le seul moyen d'}'' satisfaire

est de prendre jn''=:f-+g^, 1 7i^= ifg-, a =/''— g''. Or l'équation

72* =y^ où y et ^ doivent être premiers entr'eux , donne y=a'',

ç=f°, et par ces valeurs, l'équation m°=/'°+g''' devient a* + é''=m''.

D'où l'on voit que s'il existe deux biquarrés a\ b^ dont la somme

$oit égale à un quarré c^, il existera en même temps deux autres

biquarrés beaucoup plus petits a*, C* dont la somme sera pareille-

ment égale à un quarré.

(337) Et pour rendre seusible la petitesse de ceux-ci en com-

paraison des premiers , on déduira des valeurs précédentes

,

a — aà— C^

ce qui donne a^+ é'^ r=\/[^a''-|-^V/(''^^+ ^') ] >
^t par conséquent

oi^ -^ C'<^y^ (a'' -\-
b-^ ) . On remarquera d'ailleurs que a ni fne peuvent

être zéro
,
parce qu'il s'ensuivroit é = o , cas exclu.

S'il existe donc un quarré c^ égal à la somme de deux biquarrés ,,

on connoitra par son moyen un second quarré c''', pareillement égal

à la somme de deux biquarrés , et dont le côté c sera <C[/ c ^ sans

être nul ; mais par la même raison , le quarré c'' en fera connoître

un troisième c"^ jouissant de la même propriété , et dont le côté c"

sera <iy c' sans être nul j ainsi de suite. Or il implique contra-

diction qu'une suite de nombres entiers c , c', c", &c. dont chacun

est plus petit que la racine quatrième du précédent , sans être nul

,

puisse être prolongée à l'infini. Donc il est impossible qu'un quarré

se décompose en deux biquarrés.

Corollaire. La même démonstration prouve que la formule

m^— 4 n^ ne peut être égale à un quarré , si ce n'est lorsque n=z o.

(338) Théorème III. La formule x^-\- 2 y^ ne peut être égale

à un quarré , si ce n'est lorsque y=o.
Car si l'on fait x^ + 2j*=i", il fau dra d'abord supposer z=p^+ jq'',
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x'^=p"— 25-% ^"=1 2/» y ,-ensuile l'équation x"" := p"— 27' donnera

x:=nf— in''; p^^m'+ ^n", ç= -2mn. Ces valeurs étant substi-

tuées dans l'équation j)/''= 2p5r j on aura j''= ^mn (m'+ 2n').

Pour satisfaire à cette dernière équation
,
j'observe que les nom-

bres m et n sont premiers entr'eux ; car s'ils avoient un comnnun

diviseur
^ p el q en auroient un aussi , et par suite x et j' , ce

qu'on doit ne pas supposer. Donc si ni n(nt'-\-'2rf) est un quarré
,

il faudra que ses trois facteurs w , n , nf + 1 jf soient chacun un

quarré. Soit donc m ^/% " ^â''
? et il restera à faire en sorte que

f^-\-ig^ soit égale à un quarré.

Cette formule est semblable à la proposée , et il est visible qu'elle

est exprimée en nombres beaucoup plus petits, car on a 07"*^- 2/*>p^,

et par conséquent p ouy++ y n g' <i( x"^ -\- ij^ ) ; d'ailleurs les

nombres/'et^ne sont nuls, ni l'un ni l'autre, puisque s'ils l'étoient

,

ils rendroient j nul , ce qui est un cas dont on fait abstraction.

De-là il suit que si on a un quarré ^^ qui soit de la forme 'x^ + "^J^^

on pourra en déduire un second quarré ui'" qui sera de la même
forme , et dont le côté ^' sera <C^^ : mais par la même raison

le quarré ^'° en fera connoître un troisième ^'"' de même forme
,

et ainsi de suite. Or il est impossible qu'une suite de nombres

entiers ^, ^', ^', &c. soit décroissante et prolongée à l'infini;

donc il est impossible que la formule x^-\-ij^ soit un quarré, à

moins qu'on n'ait j^= o.

Corollaire. Il suit de cette proposition
,
que la formule x'^—8j/**

ne peut non plus être égale à un quarré; car si on avoit x^—8j'*:=c%

il s'ensuivroit que z''-\-'2 (ixy)^ est égale au quarré ('x* + 8j/''^% ce

qui ne peut avoir lieu que lorsque j ^=0.

(33g) Théorème IV. ^ucun nombre triangulaire^ excepté

l'unité , n'est égal à un hiquarré.

Soit, s'il est possible, ^x(x-\-\)^=y''^ ou j:('^+ i^ = 2jK^> ^^

l'on fait y^= mn ., ni et n étant deux indéterminées , cette équa-

tion ne pourra se décomposer que de l'une de ces deux manières;

, .r = 2 OT^ } , V X -\- 1 ^= 2 nà f , ~.

.+.= n^\^'^ x= .^r'^'
ksijuelles donnent soit 1 =72''— 2ot^j soit j = 2 W*— n*.
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La seconde combinaison donneroit m*— /z' =(m'^— 1 j", équation

impossible
,
parce que le premier membre est de la forme p'—cj'j

laquelle ne peut être un quarré
,

que dans le cas évident de

La première combinaison donne i + '2TO^=n\ équation égale-

ment impossible
,
parce qu'en vertu du Théorème précédent , le

premier membre ne peut être un quarré. Donc aucun nombre trian-

gulaire , excepté 1 , n'est égal à un biquarré.

(34o) Théorème V. La somme ou la tlijférence de deux cubea

ne peut être égale à un cube.

Soit, s'il est possible, .T'=tj'^=j:\ on pourra supposer à l'ordi-

naire que les deux nombres x et y sont premiers entr'eux , et alors

j eX. z seront également premiers entr'eux , ainsi que x et z. Cela

posé , des trois nombres .r
, j, z , il y en aura toujours deux impairs

et un pair j soient a; et _y les deux impairs, qu'on peut toujours

placer dans un même membre 5 si l'on fait xz±zj= ip , .t=fj' = 2 ^,

ou bien x=p-\-q , :±zj^=p— q , on aura par la substitution

ap (p^-'r'5q'^) ^= z^
-y

et on observera ultérieurement, que puisque

p-{-q et p— q doivent être impairs^ il faut que p et q soient l'un

pair, l'autre impair; de sorte que p^~\-'5q^ sera toujours impair.

• Mais 7p(p'+ 5q' ) devant être un cube, il est clair que 2p sera

divisible par 8 , et ainsi p sera pair et q impair. Maintenant il y a

deux cas à distinguer, selon quep est ou n'est pas divisible par 3.

(54i) Premier Cas. Si p n'est pas divisible par 3 , les facteurs

2p, p''+ ''6q'' seront premiers entr'eux , et si leur produit est un

cube , il faudra que chacun d'eux en soit un. Soit donc p'+ 35''=/-^5^

alors r sera de la forme m°-|-3 7z% et on pourra faire P'V<2\/— 3-

=^(m+ n\/— 3/', ce qui donnera

p = m^— 9 m 11"

q = '5 nfn— 3 n?.

Ces valeurs satisfont à l'équation p°+ 3^°= r^, mais d'ailleurs

elles ont toute la généralité nécessaire, ainsi qu'on peut s'en assurer

par la résolution directe de cette équation. Il ne reste donc plus

qu'à faire en sorte que 2_p ou 2 ni (m + 3 n) (m— 3 n) soit un cube»
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Or il est aisé de voir que les trois facteurs de cette quantité sont

premiers entr'eux, et ainsi chacun d'eux doit être un cube ; soit

en conséquence m+ 5n= a^ ^ m— 3/z= 6% 2ot= c'', on aura

0^+ 6" :=c\ De-là on volt que si l'équation x^d^y^ = z'^ est pos-

sible en nombres entiers, l'équation a^ + ^" = c'' semblable à la

première et exprimée en nombres beaucoup plus petits , sera éga-

lement possible.

Soit ^ = x":àzy=2p(jf + 5ç''), el^'=a^+ b\ on aura par

la substitution des valeurs précédentes
,

et à cause de a^+ £^> 20^i\cette formule donnera^> (a^+ i')a"ô".

Mais (excepté dans le cas de a:= 6 = 1 qui ne peut jamais avoir

1- X . ,,, a' + ^>'
, ^

Jieu ) on a toujours (3^ô'>
j donc — est plus grand que

{ ) ou ( ) : donc <i/ — . Mais par le même raison-
\ 2 y \ 2 y 2 2

nement on déduiroit du cube ^' un troisième cube ^" tel que^^"
seroit <C.^j^', et ainsi à l'infini : or il est impossible qu'une suite

de nombres entiers ^ ,
^',^", &c. soit décroissante et prolongée

à l'infini ; donc il est impossible que la formule 2 p(p''+ 5ç'') soit

jin cube , au moins lorsque /; n'est pas divisible par 5.

(342) Second Cas. Si p est divisible par 3, on fera jo =3r, et

la formule 2p(p''+5q'') deviendra i8r(ç'+ 5 r"" ). Maintenant

comme les facteurs 18 r, ç'''+ 3 /' sont premiers entr'eux , il faudra

que chacun d'eux soit un cube. Faisant donc d'abord q'+ 5r'=:

C/H-35'=/,j0u plutôt g'+r/— 5 = (f+gV'—^)\ ce qui donnera

il restera à faire en sorte que 18/- ou '2'j-2g(f+g) (f— g) soit un

cube. De-là on déduira comme ci-dessus /"+ ^= a', _/"

—

g'=^^
1

•xgr^c'y et par conséquent a^ \-b^ r=.c^. Or on fera voir de même
que le cube c" égal à a^ + 6^, est beaucoup plus petit que le cube z

égal à 2p(p'^-\-'5q'') ; on retombera donc encore sur une suite de

ïjoaibres entiers qui devroit être décroissante et prolongée à l'infini;

d'pù
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d'où l'on conclura que l'équation x^zt:y = z^ est impossible, à

moins que l'un des termes ne soit zéro.

(343) Théorème VI. La somme ou la différence de deux

cubes inégaux ne peut être double d'un cube.

Soit , s'il est possible , x^zi^y"= 2 z% les nombres x et jy qu'on

peut supposer premiers entr'eux seront tous deux impairs ; ainsi

on pourra faire x:=p+ ç-, :±:y=p—ç, ce qui donnera p(p''+ 3^"j=z%
et il faudra distinguer deux cas , selon que p est ou n'est pas divi-

sible par 3.

1°. Si/> n'est pas divisible par 3 , les deux facteurs p ,
p'-\-'5q^

seront premiers entr'eux , ainsi il faudra que chacun d'eux soit

un cube. Or en faisant j9*+ 3
c'''
= (m" -\-'5 n""f ^ ou plutôt pH- y y/—

3

= C/7«+ /7\/

—

"5)^, on aura comme ci- dessus ,/> = //z'

—

C)mn'^ =
m(m-\-'in) (m— "in). Donc puisque ce produit est un cube, et

que ses trois facteurs sont premiers entr'eux , il faudra faire

77î+ 3n==<3\ m— 3/z= i% m=^c\ ce qui donnera a' + Z)'=2c^,

équation semblable à la proposée , mais exprimée en nombres beau-

coup plus petits.

2°. Si /7 est divisible par 3 , soit /j=3r, on aura grfor'+ y'^i^z',

de sorte que gr doit être un cube aussi bien que S/"'+ 5?°. Celui-ci

devient un cube en faisant q+ ry^— 3=('/«+ 7iv/—3/', ce qui

donne r = 5m''n— 3 7Z% partant Qr= 7y n(rn-\-n) (m— 77^. Cette

quantité devant être un cube , on fera comme ci-dessus m+ nz=:a^y

m—n= b^, n= c', ce qui donnera de nouveau a^ + b^ = 2c' j équa-

tion encore semblable à la proposée , mais exprimée en nombres

beaucoup plus petits.

De-là on conclura, comme dans les théorèmes précédens
,
que

l'équation proposée x^:dzy^= 2z^ est impossible , à moins que .a;

ne soit égal à y.

(344) Théorème VII. ^ucun nombre triangulaire j excepté 1
y

n'est égal à un cube.

Car supposons pour un moment qu'on ait ^x(x-{- i)=y^, ou

x(x+i)= -2^ j si on fait _y =^ m « , //i et /î étant deux indétermi-

Fff
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nées , cette équation ne pourra se décomposer que de l'une de ces

deux manières :

}+x = zm^ ) . . 1 + X = n^ }

a: = 7Z ) X = 2 m' )

lesquelles donnent ji^ ri=: i = z m^ . Mais suivant le théorème pré-

cédent , celte équation ne peut avoir lieu , à moins qu'on n'ait

n = i , donc , excepté les cas de x =o et a;r=: i , il ne peut y
avoir aucun nombre triangulaire égal à un cube.

Corollaire. L'équation j^x (x+ i) =j^^ peut être mise sous la

forme Sj" -\- i ^z" ; donc celle-ci n'est possible que pour les seuls

cas de j' = o et j= 1

.

Remarque. Nous avons démontré dans ce paragraphe
,
que

l'équation x^dtz.y'^=zz^ est impossible, ainsi que l'équation x'rb)'''=2',

et à plus forte raison a;'±j/'*=;z^ Fermât a assuré de plus (Ed. cit.

de Dioph. pag. 6i) que l'équation a:''+j'" =:: z", est généralement

impossible , lorsque n surpasse i ; mais cette proposition
,
passé le cas

de ra= 4 , est du nombre de celles qui restent à démontrer , et pour

lesquelles les méthodes que nous venons d'exposer paroissent in-

suffisantes. Au reste , il est aisé de voir que la proposition seroit

démontrée en général , si elle l'étoit pour le cas où n est un nombre

premier.
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§. II. TiiÉOR ÊjVes conceTuant la résolution en nombres

entiers de l'équation :ii.''-^h=ay,

(345) Si l'on satisfait à l'équation proposée en faisant :<; = 9 , on

y satisfera plus généralement , en faisant .r = 9 + ar_, i; étant

un nombre indéterminé. Or dans la suite formée d'après lé

terme général 9 + az, il y aura toujours un terme compris entré

— ^9 et Y 9 j on peut donc regarder ce terme comme une solutioti

ou racine de l'équation proposée ; et la question est de trouver

toutes les solutions ou racines de cette sorte dont l'équallon pro-

posée est susceptible. Voici diiférens Théorèmes qui remplissent

cet objet dans le cas où a est un nombre premier j nous consi-

dérerons ensuite le cas où a est un nombre composé.

x"— b
(346) Théorème I. TJéquation = e,dans laquelle à

a

est un nombre premier , et b un nombre non dii^isible par a , ne
a—

l

L a

serapossible qu'autant qu'on aura = e , « étant le commun
a

diviseur de n et de &— i. Si cette condition est remplie , l'équa-

tion proposée aura un nombre a de solutions qui seront comprises

dans l'équation = e , où t est le moindre entier positifqui
a

satisfait à l'équation -rrn— ?(a— i) =w.
Si l'équation proposée est résoluble , on aura , en rejetant les

multiples de a , x" = b ; on a en même temps
,
par le Théorème de

Fermât (n". 129)07"-'=!. Les deux nombres n et a

—

i aj'ant pour

commun diviseur « , si l'on fait n = non , a— 1= dc^ , il sera facile

de trouver deux autres nombres positifs ^r et ? tels qu'on ait

-3- 7z'— ? a'= 1

.

Maintenant des équations x""° = b , x"'"= i j on tire Z»'^ = «*'"'

=A- =« , donc X =6 , ou

x"—b''
^-es

a
Fffs
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d'où l'on voit que l'équation proposée ne pourra avoir qu'un

nombre « de solutions (n°. iSs) ; et pour qu'elle ait effectivement

ces solutions, il faudra que les deux équations x"''°= by x"'" = i

puissent s'accorder entr'elles. Or ces dernières donnent x"'"'" = 6"',

x"''''°'= r'= 1 j donc il faudra qu'on ait b"'=i , ou

b" — i

a

Cette condition est la seule nécessaire , et toutes les fois qu'elle

sera remplie , l'équation proposée aura un nombre u de solutions

X — b
contenues dans l'équation = e. Or on s'assure que celle-ci

a

a effectivement un nombre « de solutions, en observant que x"— b~

est facteur de x"'"— b"'"^ qui revient à x"~'^— i + aR.

Remarquez que si dans l'équation proposée n est plus grand que

a— 1 , on peut ôter de cet exposant les multiples de a— i , et

ne conserver que le reste positif. En effet a;"-' divisé par a , laisse

le reste i ; donc a-'""''""^" divisé par o , laissera le même reste

que x",

x" 3
( 347 ) Il suit du Théorème précédent , que l'équation = e

aura toujours une solution, quel que soit b, lorsque /i et a— 1

seront premiers entr'eux ; soit alors ^ le plus petit nombre positif

qui satisfait à l'équation •^ n— z(a— = i j cette solution sera

x = b'^.

En général , ce Théorème a l'avantage d'indiquer tout à-la-fois

si l'équation proposée est résoluble , combien elle a de solutions,

et quelle est l'équation la plus simple qui contient toutes ces solu-

tions. Dans l'équation réduite , l'exposant de x sera toujours divi-

seur de a— 1 ; ainsi il ne s'agit plus que de trouver les solutions

x" b
de l'équation-^ - = ^> t^l^^s la supposition que n soit diviseur

Je a— 1 . Or il est facile de voir que si on connoît une des valeurs

de X , on les aura toutes en multipliant la valeur connue par les

x"— 1 ., • 1

différentes racines de l'équation = <?; d convient donc avant
a

tout , de s'occuper de la résolution de cette dernière équation.
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\" —
•

'

(v^48) Théorème II. Etant proposée l équation = ^1

dans laquelle a est un nombre premier , ctw un diviseur de a— i
,

en sorte quon ail a— i :=a'n >

1°. On aura x= u"', u étant im nombre quelconque non divisible

par a.

2°. Si 9 est une valeur de x, 9"" c/z sera une aussi j quel que

soit l'exposant m.
n

5°. Si le nombre 9 est tel que 9'— i ne soit pas divisible par a
,

y étant un diviseur premier de n , la formule x = 9™ contiendra

toutes les solutions de l'équation proposée , lesquelles seront i ,

9, 9\ . . 9"~', ou les restes de ces quantités divisées par a.

4°. Non- seulement il y a plusieurs nombres 9 qui- jouissent de

cettepropriété, mais le nombre en estn (i j( i ;)(^ rj&^c.,

V , /, v", &c. étant les différens nombres premiers qui peuvent di-

viser n.

Car 1°. si l'on fait .r= w"', on aura x"— i =:u"''— i = ;/'''

—

i
,

quantité toujours divisible par a.

2°. Si a-=9 , on aura, en rejetant les multiples de a , 9''=i :

faisant donc a- =9"', on aura pareillement x''=^S""' ^=i
,
quel que

soit m.

0°. L'équation proposée devant avoir n solutions , la formule

.T= 9" les donnera toutes, si dans la suite i, 9, ô\f\..Q'~\ il

n'y a pas deux termes égaux (en rejetant toujours les multiples

de a). Or supposons 9'"= 9 ', il en résultera 9 = i ,
o- étant !>—a

ou A— /-t , et par conséquent moindre que n. Mais comme on a

déjà 9" = 1 , si on appelle i le commun diviseur de <r et de n , et qu'on

résolve l'équation 7iy— <r z = i , on aura ù"^ ^=5 '
; le premier

membre j à cause de 9^ = i , se réduit à i j le second , à cause

de 9 = 1 , se réduit à 9'j ainsi on auroit 9' = i ; soit 72 = 5/2', et

72'= «'V, V étant un nombre premier; puisqu'un a 9 =i,on aura

aussi 9 = 1 , ou 9'= 1 , équation impossible , puisqu'on a sup-

posé dans l'énoncé du Théorème^ que la quantité 9 '— 1 ne peut
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être flivisil)le par a; donc la formule a:= S"' renfermera Impllclte-

inent toutes les solutions de l'équation proposée.

4°. Soit c l'un des diviseurs premiers de n ; de même qu'il n'y a

qu? n valeurs de x qui satisfont à l'équation — z= e il n'y a

n
n

aussi que - valeurs de S qui donnent fl'= i. Donc sur n valeurs

que doit avoir 6 dans l'équation 9" = i , 11 y en a » qui ne

donnent pas fl''= i. Raisonnant de même à l'égard des autres fac-

teurs premiers dont n peut être composé , on conclura qu'il y a

un nombre ji(\ j (\ ;j (i -^ , &c. de valeurs de 9
,

71 n n

telles qu'aucune des quantités 9'— i ,
9'— i ,

9' — i, &c. , n'est

divisible par a,

(54g) Donc si n est un nombre premier , il suffira d'avoir une

valeur de x autre que l'unité , et cetle valeur étant nommée 9
,

la formule a- =^9'" contiendra toutes les valeurs de x.

Si n est une puissance d'un nombre premier v
,
pour que la valeur

A- = 9 qui satisfait à l'équation .r" = i , en donne la solution com-
n

plète , il faudra que 9 " ne soit pas égale à +i, et alors on aura

x = r.

Enfin si n est de la forme ^* v"° /> &c. comme on peut toujours

Je supposer, je fais v'^^^i^, v'^= ij.'^ v"y = iJ.", &c, , et je résous

séparément les équations

x"— 1 x^—i xf^'—i= e , = ^ j Sec.
a a a

Soient x^a"", ^r^A'^j x= a"'", &c, les solutions complètes de

ces équations, je dis qu'en prenant 9=aàV &c. , la formule a,-=9"'

sera la solution complète de l'équation proposée. C'est un moyen
qu'on pourra mettre en usage , lorsqu'on n'aura pas rencontré tout

d'un coup
,
par la formule a;:=z,j"', le nombre 9 propre à donner

toutes les solutions.

H
M
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Exemple I.

(35o) On demande les sept valeurs que doit avoir .r dans l'équa-

tion = e P

Puisque S-g— i =7.5!, on aura .t= z/^, u étant un nombre

quelconque non divisible par 379. Soit «= 2 , on aura , en reje-

tant successivement les multiples de 37g , z/^ = 64, ?<!"'=— 73 ,

L5'*= 23 , m''= i5o , r^^'= 125. Donc x= 126, et comme l'expo-

sint 7 est un nombre premier , toutes les valeurs de x seront com-

prises dans la formule x= 125"", laquelle donne les sept nombres

suivans 1, i25, 86, i38 , — 184, 119, gi. La moindre valeur

de X étant 86 , on voit qu'il auroit été fort long de chercher les

valeurs de .r par le tâtonnement , en faisant successivement .v=^ i

,

± 2 , ±3 j &c.

Exemple II.

(35i) Étant proposée l'équation-^ = ^5 on peut d'après le

•t"^-~ 1 x"— 1

n''. 349 résoudre les équations -^-^^ = e ,
— = e. Celles-ci

^79 ^79

ayant pour solutions complètes .1:= 180'", x= inS" , on en con-

clura celle de la proposée .r = (180. i25)'"= iSg™ 5 et comme le

quarré de i3g, divisé par 37g , laisse le reste — 8, on a plus sim-

plement .T= (— 8)"'.

La même équation auroit donné immédiatement
,
par la pre-

mière partie du Théorème 11 , x= «^ Soit z/= 2 , on aura x= 64
j

et comme les diviseurs premiers de 7z= 63 sont 3 et 7 , il faut

voir si 64" et 64' ne donneront, pas pour reste +i- Or on trouve

que ces puissances ne donnent pas le reste + 1 ; donc 64"' eût été

encore la solution complète de la même équation.

(352) Théorème III. Étant proposée féquation — • = £
,

dans laquelle a est premier et 4n diviseur de a.— 1 , o/z résoudra

l équation = e qui sera toujours possible. Soit x :^ 9'" la
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sp'uîicn coinplètc de celle-ci , je dis que la solution complète de

la proposée sera x= 9""*"'^
i elaiit un nombre quelconque.

x— i

Car 9"' étant une valeur quelconque de x dans l'équation —= e,
a

x^"^ 1

fi""
" sera aussi une valeur quelconque de x dans l'équation — 3= e.

a

Reslcnt donc les puissances impaires de 6 pour résoudre l'équation

= e.
a

Exemple.

^"+ 1 . '
,

(353) Soit proposée l'équation —-^-— =e, qui est résoluble,

parce que 433— i divisé par ."56
, donne le nombre pair 12.

Je me servirai poui cela de l'équation ——=e, qui donne

A- = u^. Soit 1/ = 5 , on aura u^ ou a;= 5y. Cette valeur étant nom-

mée 9, on a 6^'^=— 1, 9='= iCj8j donc suivant les parties 1^"'° et 3"""

x'"-—

1

du Théorème 11, 9"" est la solution complète de l'équation———^=^,

et par conséquent fl""^' est celle de la proposée — = e. Voici

les trente-six solutions qui en résultent.

X = 37 '"'^' = ±37 =t 8 =b I27=h203 rtygdb 99 rh-jrfc i4o± i5g

dbi28zt:i33±2i6d=35±i48=t3-2=h75±54=bii7.

Les mêmes valeurs seroient renfermées plus simplement dans la

formule a;
=2*'"*"'.

x"' h
(354) THÉORiME IV. Étant proposée l'équation = e

dans laquelle b™= db 1 , m étant dii>iseur de ,

n

1°. 6'/ m <?/ n sont premiers entr'eux , et qu'on cherche les nom-

bres positifs -jr et (p tels que ^-n— 9 m = 1 ^je dis qu'on aura x= b }'',

y"— (±1)^
y étant une racine quelconque de l'équation = ^ i

2°. 6'/ va. et n ont un commun diviseur w ; soit n=na)
et
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I „ , _ 3^ — b y
et an— ?> m= 1, o/z aura x = b 3^, ou = e , y étant une

a
y"' ("dri)**

racine quelconque de l'équation- ^^ — = e.
a

Car en faisant dans le second cas x" = è'j-, on a -v"'" ou
a:"= ô'^'y"' = 6 '"*"*" (±i)' = ô. Le premier cas est d'ailleurs une
suite du second.

Ce Théorème offre déjà un grand nombre de cas où l'on

peut rappeler immédiatement l'équation -^^ = e à la forme
a

= 5. Il indique en même temps une infinité d'autres cas

x"— b
où l'équation = e se décompose d'elle-même en un nom-

bre n d'équations de degré inférieur ^= e.
a

Exemple I.

x^ \- 4q
(355) Soit l'équation —^ = e, qui est résoluble (Th. I),

2 .2 «1/

parce qu'on a (— 4g)'^ = 1. Les nombres 3 et ji étant premiers

entr'eux , on aura , suivant le Théorème précédent , x = (

—

i^Y^y
V^— 1=— 66y , y étant une racine de l'équation -——= ^,

Kemarquez que si on eût proposé l'équation —= <? , il eût

été facile de voir qu'une de ses racines est a;= 6, Or il suit de-là que
x^ 4- 4q

dans l'équation — = <?, on a x=— 36. En effet, les trois

racines de cette dernière sont a: =— 36, — 66, 102.

x"— b
En général , si a. est une solution de l'équation =^) **

x" è*

en sera une de l'équation = e.
a

Exemple IL

( 356) Etant proposée l'équation
"

—

= ^, où l'on a è=— 20,

il faut d'abord
,
pour que cette équation soit possible (n°. 346) ,

G gg
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qu'on ait , en négligeant les multiples de 61 , Z)'°=.i. Or on trouve

è^r=— 1 , et par conséquent i'° = i j donc l'équation est possible.

Ensuite
,
puisque les exposans 6 et 5 sont premiers entr'eux , on

aura , suivant le théorème , .X- ==— sojk, et -—— = e. Or l'équa-

tion ^^-— = e a pour solution complète jk = 29* 5 donc x=—20

.

2g°'"^'= 3o. i3'. Les nombres qui en résultent sont ri=7rt24rt3o.

ExempleIII.

(357) Soit l'équation — = e, on trouve i=— 1; mais
' boi

comme 10 et 6 ont pour commun diviseur 2 , on fera , suivant la

r'—

1

seconde partie du théorème , x'^^^by et -^ = e. Celle-ci donne
00

1

y = ('— 169^^3 ainsi l'équation proposée peut se décomposer en

cinq autres du second degré
,
qui sont :

a:=_i20 x'—\5i a;=+ i83 jc^— 276 x'—iM
6i 001 601 001 001

Mais cette décomposition est peu avantageuse , car il suffit d'avoir

une valeur de x qu'on multipliera par les racines de l'équation

Z- ^e; on peut donc n'employer qu'une de ces équations,
601

^'4-28"
et la troisième ,

qui est la même que — = ^ 5 est celle d'où
001

l'on tirera le plus aisément une valeur de .r ( n". 286).

X"— h
(358) Théorème V. Soit l'équation à résoudre = e

Si

a ^^ 1

dans laquelle b"= 1 , « étant diviseur de j soit x= â° la so-

x"" 1

lution complète de l'équation = e j b devant être un des

nombres fl", ô"", 9'". . . 9 ("'-•''•,7e suppose b = 9'"'
; cela posé , je dis

que la solution complète de l'équation proposée sera x=9"''"*"'".

En effet cette valeur de x donne x''—b
,
quelle que soit m ; il suffit
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donc de faire voir que b se trouvera toujours parmi les nombres
6", S'", &c. Or puisque S"" est la solution complète de l'équatioa

il 1 .1: — 1

• = <? , on aura 9"'" pour celle de l'équation = e , et
et et

puisque ^1''=
1 , il est clair que b doit être un des nombres repré-

sentés par 9""".

x" b
Cette méthode pour résoudre l'équation -^^ ^<?5 n'est sujette

à aucune exception ; mais il peut être plus ou moins long de cher-

cher b dans la suite 9", 9", &c. , et pour qu'elle réussisse com-
pletlement, il faut que le nombre « ne soit pas bien grand. Si l'équa-

tion è"=i résultoit de l'équation i^'^.— 1 ^ il ne faudroit cher-

cher b que dans la suite 9", S'", 9^", &c.

Exemple.

x'" 5
(359) Soit l'équation'—p = ^j tléjà traitée (SSy) , mais qui

n'a pu se décomposer qu'en facteurs du second degré. On aura
,

en rejetant les multiples de 601, è= 5, b^=— 1, i''=i, et

ainsi &)=.i2. Maintenant la solution complète de l'équation

x'""' 1
*— = ^j trouvée par le Théorème II, est x= (— i4or: et
001 V -- 7

x'" 1

par conséquent celle de l'équation — = e est x= ('— i4o^'°'"

ou 120"
5 donc b doit être compris dans la formule 120'", en prenant

pour f^ un nombre impair : or on trouve qu'il faut pour cela faire

(Ltr=5. Donc la solution complète de l'équation proposée sera

x= (— i4o/'"^'"" ou x:=iï\.(iÇ)(^)"'. Les valeurs qui en résultent

sont =b 2 14 j
=t 106 ,

:=b 1 16 , ± 22g ,
=t 237.

(360) Ayant trouvé un nombre 9 tel que 9"

—

b est divisible par

le nombre premier a , il est facile de trouver une valeur de x telle

que x"— b soit divisible par une puissance quelconque a" de ce

nombre premier. Pour cela , soit 9'

—

b=^31a , si l'on fait

1°. x^=^'^^a, et qu'on détermine ^ et 31' par l'équation

4i?+«9''~'_-^= a Ji', il est clair que x"— b sera divisible par a'.

Ggg 2
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Si on fait 2°, e' = S +^^a, x = 9' +^V, et qu'on détermine

^'et M" par l'équation 3i'+ 7z
9'"--.^'= a"iîi ",1a quantité je"— /5»

sera divisible par a^.

Si on fait 5°. S"~S'+ ^^'a% x = S"+^"a\ et qu'on détermine

'^"el M'" par l'équation M"+ nQ""-'^"^a'M'% le binôme x'—b
sera divisible par a'.

On continuera ainsi jusqu'à ce que x"— b soit divisible par a";

et si a n'éloit pas un terme de la suite 2
, 4 ? 8 , 16 , &c. , on

voit aisément quel changement il faudroit apporter à la dernière

des équations indéterminées. Ainsi si on avoit a = 7 , au lieu de

la troisième équation M" + n&""~' ^"= a^ M'" , on prendroit

iî/"+ «Ô""-^^" = a^iJi", etla valeur .r= r+^V rendroitx'—

6

divisible par o'.

Nota. Si l'exposant n éloit divisible par a , il pourroit arriver

que quelqu'une des équations qui servent à déterminer ^ ,
_-^',

^", &c. , fût impossible ; mais alors on auroit acquis la preuve

que x"— b ne peut être divisible para*.

(36i) Maintenant si l'on veut que x"—5 soit divisible par un

nombre composé quelconque ^=0" b'° t>, &c. dont a", b^, c^, &c.

sont les facteurs premiers , élevés à des puissances quelconques ; il

faudra
,
par ce qui précède , déterminer les nombres '^ , f^ j '' , &.c.

,

tels que les quantités

K^— B i^^ — B v^— B
~^^ ' ~¥~

' ~^r- '
^^-

soient des entiers. Ensuite on combinera ensemble les équations

x — K+a''z= iJ^+b'z'= v+ cyz" = &ic.

Et on obtiendra de cette manière toutes les valeurs de .r , moindres

que 7^ ,
qui rendent x'—B divisible par ^^ , ou. qui satisfont en

général à l'équation x"—B= u4y.

Si on avoit à résoudre l'équation Cx'—B=^y , on pourra sup-

poser que C et ^ n'ont point de commun diviseur
5
(car s'ils en

avoient un, on le feroit disparoître par la division). Soit donc

CjU

—

^^v= 1 , si l'on fait y=iixy— vx", l'équation à résoudre

deviendra x"—Bi^= u4y\ et ainsi sera ramenée au cas déjà traité.
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§. III. Méthode pour troupe?' le diviseur quadratique

qui renferme te produit de plusieurs dii'iseurs quadratiques

donnés.

(36i) Problème I. XLrJifT donnés deux diviseurs quadrati-

ques Aj a', d'une même formule V+ au.^, trouver le diviseur qua-

dratique qui renferme leur produit A a'.

Nous distinguerons deux cas , selon que les diviseurs proposés

sont de la forme ordinaire -p
y'^ \- 1 qy z \- r z^ ou de la forme

py''-\-qyz-\-rz' dont 1rs coelKciens sont impairs.

Premier Cas. Soit AT=py'' -\- iqyz+ rz" et A'=p'y'- + iq'y'z -^-r z'^y

nous supposerons que les co'efficiens p et p' sont premiers entre

eux, ou que du moins ils ont été rendus tels par une préparation

convenable. Cela posé , si l'on fait py-\-qz^=^x^ p'y'+ q'z'=^x\

CE aurapA=x*-i-a2% p'A' =.r'''+ c~'% donc

PP'a a' ^ (x x' zi^az z'X + a (x z =j= x'zy.

Mais puisqu'on veut que le produit A a' soit contenu dans un divi-

seur quadratique de la formule t''-\-au'' •, puisque d'ailleurs ce pro-

duit , considéré eu général , doit contenir le produit particulier jo/;',

on pourra supposer AA'^pp'Z'+ î (fYZ + ^Z'' et pp'4-— !p''= a ,

ce qui donnera

pp'AA' = (pp'r+^zy+aZ\
Comparant cette valeur à la précédente , on aura

pp'y+ (pZ=xx'dt:azz'
Z = X z'^x'z.

Mettant au lieu de a sa valeur pp'4— <P% la première de ces deux

équations donnera

pp'r=(x±çz) (x'— ^z')^pp4^z'

;

et en substituant de nouveau à la place de .r et x' leurs valeurs

py-\-qz et p'y \-q'z\ on aura, après avoir divisé par pp\
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Cette quantité doit être un nombre entier , indépendamment de

toutes valeurs de z et de z', il faut donc que et soient
P P'

des entiers. Soit en conséquence

(pz= pnz^q=z p'n + q' ; .
(a)

on pourra toujours déterminer/zet^z' parl'équation/>/2qry=p'n'-{-y'j

puisque j> et p' sont premiers entr'eux ; on aura ainsi la valeur de ç ,

?" + a
laquelle donnera un nombre entier pour -4-= -,— • Car ayant

PP
:p :=p n ^:f: q j et q--{-a^=pr, il s'ensuit que f' + a est divisible

parp; ayant de même ? =/j'n' + 7' et y'° + a = p'/-' , il s'ensuit que

p''-i-a est divisible parjs'; donc puisque /j et p' sont premiers entre

eus 5 il faudra que (p°+ a soit divisible parpjj'.

Les nombres n .^ n, ip
, 4- étant déterminés comme on vient de le

dire , si l'on fait

r=--(j=iz?2z) (j-n'z')±^zz'
Z = xz'^ x'z = (pj ^rq~) z-^^ (p'j'+ q'z') z

,

on aura le produit cherché

^^'=pp'r'+ 2^YZ+ iZ';
de sorte que ce produit sera contenu dans un nouveau diviseur

quadratique de la même formule r+ az/\

(363) On doit remarquer ^ à cause de l'ambiguité du signe r±:

dans l'équation (a)
,
que le problême consiiléré en général a deux

solutions. Mais il ne peut en avoir plus de deux. En effet , on

peut supposer les nombres p et p' premiers l'un et l'autre ; et le

diviseur quadratique
,
quel qu'il soit

,
qui renferme A a', sera tou-

jours de la forme pp'y'+ 2 PJ z + -lz^, où l'on a p"+ a=/j/j'4. Mais

lorsque les nombresp etp' sont premiers , iî n'y a que deux valeurs

de ç , moindres que ipp', qui rendent ?° + a divisilile par p/?'. Donc

il n'y ' au plus que deux diviseurs quadratiques différens qui ren-

ferment le produit A a'. Je dis au plus
,
parce que dans quelques

cas parlicuHers les deux diviseurs quadratiques réduits à l'expres-

sion la plus simple
,
pourront coïncider en un seul , lequel con-

tiendroit A a' dans deux combinaisons différentes. Cela doit arriver,

^iasi qu'on en verra un exemple , lorsque la formelle t'-rau' ne



QUATRIÈME P A Tx T 1 E. iï.^

contient qu'un seul diviseur quadratique correspondant aux form s

linéaires dans lesquelles p
p' est compris.

(364) Second Cas. Si le nombre a est de forme 8 /z+ 3, et qu'en

conséquence le diviseur quadratique A
,
qu'on supposera impair,

soit de la forme py^'+ qyz+ rz'', dans laquelle les coefFiciens />, ç, r

sont impairs, et où l'on a ipr— q'' = a , on pourra encore ffiire

usage de l'analyse précédente
,
pour avoir le produit A a'. En elli't

comme on a 2^= 2py''-\-'2qjz+7rz'', 2a'= 2py^ + -2(/yz'+'2r'z'''

il suffira de mettre dans les formules trouvées 2p et 2r à la place

de p et r. On aura donc
,
pour déterminer n et «', l'équation

pn—p'n=\(q'z±zq); (b)

d'où on déduira les valeui's de ? et 4- , savoir <? ^=z o. jj n^^

q

(p" -\- Ci

•4- = r~- Faisant ensuite Y =:: (yzéz/iz) (y — n'~' )-^J. ~ -'

_

pp -^ > r ?

Z=(ipy-\-qz) z'^:ç:('2p'j' ]rq'z')z , on aura

4AA'=4/j/7'r^+ 2?rZ+ 4Z".

Or on voit que Z étant toujours pair ^ on peut mettre iZ kla.

place de ^ , et alors si l'on fait de nouveau

Y = (j^nz) (j— n'z')±4,zz'

Z =pjz'::ppyz+ ^(qrpq')zz'
,

le produit cherché sera

àA'=^pp' Y' + <pYZ + 4'Z\

Exemple I.

(365) Scient proposées les deux formules A:=i4j'''+ 10^^^+ 212%
a'= gj/'°+ 2 y'z'+ 3o z'% lesquelles représentent deux diviseurs qua-

dratiques de la formule r+ 269?^'. Pour avoir le produit aa' exprimé

par une formule de même nature
,
j'observe que les coefficiens i4

et g étant premiers entr'eux , on peut , sans aucune préparation

,

appliquer à cet exemple les formules du n°. 362. Faisant donc

p= i4,§'= 5,p'=g,^'= i, on aura l'équation i4«q=5^g7z'-r 1,

laquelle donne deux résultats différens , selon qu'on prend le signe

supérieur ou l'inférieur.
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1°. Avec le signe supérieur on aura /z=3 , 7/=4 ^ ?=37 ,
4=i3

,

de sorte qu'en faisant

Y =^yy-\-5zy— ij^z'+ zz'

Z = liyz'-^Qj'z + izz'

,

le produit cherché sera

aa' = 1261^+ 74 YZ+i5Z\
2°. Avec l'autre signe , on trouve «= i , n'= z, ip = ig , 4.= 5

j

donc en faisant

Y=jy—zy— "iyz'— 5zz'

Z= i4j^z' + gzj/' + 6z^',

le même produit sera de nouveau

aa'=i26 Y'+ '68 YZ + 5 Z\
Maintenant

,
pour réduire ces produits à l'expression la plus simple

,

il faut faire dans le premier cas Z=17— 2 Y, et dans le second

^=:Z7— 41^, ce qui donnera finalement ces deux résultats:

?7 =; 7y y'+ Ç>y z —6y z \- 6 z z'

(1) <( J^=jj'+ 3yz— djz'+zz'
A a' = i3 i/' + 22 r/ r + 3o Y\

U= 4yy + Bj'z -\- 6yz'— 6 zz'

(2) .^ Y= yy—yz—nyz'—'bzz'
aa'= 5i/'— 2 Z7r+ 54 r\

ExempleIL
(366) Soient proposés les diviseurs A =j^'' +^z + 4i z*

,

a' = j^'°+j''z' + 4iz"', tous deux appartenaus à la formule /'+ i63«'.

Pour avoir leur produit exprimé d'une manière semblable , on

suivra les formules du u°. 364 , lesquelles donneront les deujp

résultats que voici :

Y ^=yy \- z y'+ iizz'

(0 «^ ^=J2'—j/'z

aa' =^ Y'+ YZ-^ iiZ\

Y^yy'— 41 zz'
I

(2)^ Z :=y z' +yz + zz' ^

aa'= r'+ YZ + iiZ\
Dans
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Dans les deux cas , le produit est de même forme que les deux

facteurs ; et en effet il ne peut être de forme différente
,
puisque la

formule t^+ i63«° n'est susceptible que d'un seul diviseur quadra-

tique.

(367) Problème II. Trouucr le produit de deux diviseurs

(fuadrati^ues semblables ô.=py'^+ -jqy 7. + rz'',W^=py"+ '2C[y'z'+ rz'^.

On pourroit
,
par une transformation , réduire ce problême au

précédent ; mais il est plus simple de procéder à la résolution

directe de la manière suivante :

Soit py+çz= Xf py+ q z'= x', on aura.

AAyz=(x''+ az'') (x"~+ az'') = (x x' drzazz'X+ a(xz'—x'z)\

Si dans les signes ambigus du second membre on prend le signe

inférieur , et qu'on remette les valeurs de x et x' ainsi que celle

de a, on aura xx'+ azz':=pyy +pq (j z'+j'zj+prz z' , et

xz— x'z r=p (y z'—yz) / d'où l'on tire , après avoir divisé par p°,

l^ ^'^ (pyy' ^rqr
^'
-Vqy'~-\-r z z y ^a(y z'—yzT

.

C'est la première valeur du produit a a', laquelle est de la forme

Pour avoir une seconde valeur de ce produit , supposons

AA'=p''jr^+2? rZ+4^% et à l'ordinaire /)= 4— ?»' = a; nous

aurons a a'/»'= (p^Y-\- ?> Zy-\-aZ'^j de sorte qu'en comparant cette

valeur à la première , on aura

Z =^ X z' -^ x'z

j)'F+ ^Z — xx'd!=.az z',

substituant dans la dernière équation la valeur de a , ainsi que

celles de a; , x', et ^ , on en tire

r=(^H-?|i.)(y+?=î.0-4-.'.

Donc pour que Y soit entier , indépendamment de toute valeur

particulière de z et z', il faut que et -—- soient des entiers :

P P
de-là on voit que dans les signes ambigus on doit prendre seu-

lement le signe inférieur ; c'est pourquoi faisant ? ^=q-\-p n , on aura

^~(y— '^^) (y'— nz')—izz'

Z—p(y ^'+y''^) +2qzs'.

H h h
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Mais il reste à déterminer n de manière que 4- soit un entier: cr on a

4=: = ' -^ = 1- «\ Donc SI Icu
p= P" P

cherche les plus petites valeurs de m et n qui satisfont à l'équation

r ^=p m— 2. q n
,

toutes les conditions seront remplies; on aura ip-=^q-\-pn^ ^r=m-\-n'^.

et le produit demandé sera dans sa seconde forme
,

(368) L'équation r^=pm— nqn dans laquelle m et tz sont des-

indéterminées, sera toujours résoluble tant que p el 2 q seront

premiers entr'eux ; elle le seroit encore , si jo et aç» ayant un

commun diviseur 9 , r étoit aussi divisible par 9. Ce cas cependant

importe peu à considérer, ou même doit être entièrement écarté y

parce qu'alors la formule pj^ + 7qy z+ j-z"" ne pourroit représen-

ter que des nombres divisibles par 9.

Enfin il peut arriver que p el q aient un commun diviseur 9

,

lequel ne soit pas commun avec r , alors l'équation r=pm— 2^?2

seroit impossible. C'est ce qui aura lieu dans les deux cas ci- après.

1°. Si a est divisible par 9 et non par 9^, car alors /? divise bien

i'4-««% mais p'' ne peut diviser cette formule qu'en supposant

que t et u ne sont pas premiers entr'eux.

2°. Si 9 étant diviseur commun de jd et ^ , les nombres p et a

sont divisibles par ô''; car alors l'équation pr— q'^:= a pourroit avoir

lieu , sans que r fût divisible par 9. Dans ce cas , une simple trans-

formation du diviseur p^'+ aqj z + ?-
z'' préviendroit la difliculté;

ou bien , comme ce diviseur est alors delà formep'9^^='+ ^q'^jz + rz''^

tandis que la formule qu'il divise est f + a'Q'u", on peut mettre jj/ à

la place de 9y , et ii à la place de 9m , et on aura p'y''+ -2qyz+ rz''

pour diviseur de f'+ u'u". Or dans cette dernière forme , il n'y a

plus lieu à difficulté.

(36g) Si le nombre a est de forme 8n+ 5 ,et qu'en conséquence

les diviseurs quadratiques proposés soient ù.=pj°^ + qjz + rz'-

^' —py+ yj'-' + ''-'% on trouvera par une analyse semblable à
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la précédente , deux formes du produit A a'. La première qui se

présente immédiatement est

où l'on aura

r^pyy+ l(q—l)j.'+L(ç+,)yz + rzz'

Z := Y Z -^ Y Z,

Pour avoir la seconde forme , il faut chercher les moindres valeurs

de m et n qui satisfont à l'équation

r :=^ p m— q TU

Faisant ensuite les constantes ^ := q -\- -2p n ^
-i^ =. m -\- jf , et les

indéterminées

Y= (j—nz) (y'—nz) — '^zz'

^ =P (jz+yz)+ q z z
;

on aura

aa' =p'r'+prZ+4Z\

( 370) Il est manifeste que le problême général qu'on vient de

résoudre comprend , comme cas particulier , celui où il s'agit de

trouver le quarré d'un diviseur quadratique donné. Mais alors le

produit n'est susceptible que d'une seule forme ; car ayant

j'
z'—j/'z = G , la première valeur de a a' n'est pas de la forme

d'un diviseur quadratique.

En général
,
puisqu'on peut exprimer le produit de deux divi-

seurs quadratiques donnés , égaux ou inégaux , par une formule

de la même espèce , laquelle est aussi un diviseur quadratique , il

s'ensuit qu'on pourra toujours trouver un diviseur quadratique égal

au produit de plusieurs diviseurs quadratiques donnés.

Et si on s'occupe seulement de la forme des produits , sans

s'inquiéter de la valeur des indéterminées qui y sont contenues
,

le problème devient beaucoup plus simple
,
puisqu'il suffit d'opérer

sur les coefficiens , lesquels n'offrent qu'un nombre de combinai-

sons limité.

Ayant donc désigné
,
par exemple

,
par ^ , J? , C, Z? , &c.

,

les différens diviseurs quadratiques qui conviennent à une formule

donnée r + ai/°, on cherchera
,
parles principes précédens, quelles

doivent être les formes des différens produits deux à deux -:/^/

,

Hhh 2
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^B , _^C, BB , &c. Si l'on trouve que le produit ^B peut être

à-la-fois de la forme C et de la forme D , on écrira ^B= < „ , et

ainsi des autres. Or on conçoit que les produits deux à deux étant

trouvés , on en déduira aisément les produits trois à trois
,
quatre à

quatre , &c. j de sorte qu'on connoîtra en général les diverses formes

du produit qui résulte de tant de diviseurs quadratiques qu'on;

voudra.

Dans cette notation , il convient de distinguer BB de 5%- l'ex-

pression BB désigne le produit de deux diviseurs quadratiques

semblables à B , mais dont les indéterminées sont différentes
;

l'expression B^ désigne le quarré du diviseur B , et suppose par

conséquent que les deux facteurs B et B sont identiques , tant dans

les coefficiens que dans les indéterminées; celte circonstance apporte

une modification au résultat , car nous venons de voir que B^ n'est

susceptible que d'une forme , tandis que B B en a toujours deux.

Une pareille différence se fera sentir dans les expressions BBB,
B'B , -S\ et autres semblables : il est donc nécessaire de cher-

cher à quelle forme doit répondre une puissance quelconque d'un

diviseur quadratique donné. C'est l'objet du problême suivant.

(371) Problême III. Étant donné un diviseur quadratique A

de la formule t^ + au', trouver le diviseur quadratique de la même

formule
,
par lequel la puissance A° puisse être exprimée.

Premier Cas. Soit le diviseur donné à.-= pj'' -\-2 qy z-\-r z'', et

supposons
,
pour éviter toute difficulté , que ce diviseur a été pré-

paré de manière que le coefficient p est un nombre premier non

diviseur de a.

On peut d'abord démontrer qu'il n'existe qu'un seul diviseur

quadratique dans lequel a" puisse être contenu. En effet
,
quel

que soit le diviseur quadratique qui contient A", il devra contenir/;".

Or on a déjà prouvé (n". 282
)
que p étant un nombre premier

,

la puissance p" ne peut appartenir qu'à un seul diviseur quadra-

tique. Donc il n'y a aussi qu'un seul diviseur quadratique qui puisse

contenir A".

Cela posé, puisqu'on s. pr ^= q''
-\- a , si l'on fait en général
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\^ç^y/:Z.a)' = F+G\/—a , (q—y'—ay^F— Gi^/'^-a , on

aura (ç''+ a)' ou p'' /•"= -F' + « 6'\ Or je dis que G et jj sont pre-

miers enlr'cux , car si G étoit divisible par p , F le seroit aussi

, . , , . 77. n— 1 _
d après la dernière équation. Mais on a x' = q" ç-" " a +

n.n—\ .71— 1.71
—

"5 „_, , o . ^^ -, 1 -, 1—

;

.a *a — occ. , et si on néglige les mullipies dep,
1.2.3.4

/ n.7l 1 «.« \.7l 'i.71—

3

\
on aura a=—9% et F^^g" [ i -\ \- — \- &c. }

\ 1.2 1.2. 5.

4

/

= 2"~'§'". Donc q , et par conséquent a , seroit divisible parp
, ce

qui est contre la supposition.

Puis donc que G et p sont premiers entr'eux , on pourra faire

F= 9 G+p"H , <p et fl^étant des indéterminées , et en substituant

cette valeur dans l'équation pV= F'^-f- a G% on en conclura que

q>'' + a est divisible par jo", et qu'ainsi on peut faire 'p''-\-a =j»"4-

Ayant déterminé de cette manière les quantités <? et 4 5 on aura

le diviseur quadratique jfY^ -[-2 (pYZ ^\- Z\ lequel appartient à

la formule f^-^-ait^, puisqu'on ap"4— 9°= a. Ce diviseur est celui

qui contient généralement la puissance a", puisqu'il contient le

nombre p"j mais il faut voir comment on déterminera X el Z en

fonctions de j et z.

Soit donc ^"=p''Y'-\-7<pYZ+\Z% ou ^''p"^(p''Y+^Zy^a^' :

on Sià'aÀWevirs ii.p^:=^(pj-\-qzy -\- a z'; donc si l'on fait/i7-l-ç'z= x,

p"Y-\-p Z =^X ,on aura X^+ a Z^ = ('.t" + 02°/'. Or on satisfait gé-

néralement à cette équation,en prenantX+ 2' \/

—

a^={x-Yz\/—a)",

d'où l'on lire

n.n— I 77,72— 1.77—2.77—

3

X= x" x''-'a z^+ -— «"-^a'z'— &c,
1.2 1.2.3.4

^ ,_, n-rt 1.77 2 „ „ , 77.72 1.77 2.77 3. 77 4Z= nx 'z -— x-'az^^ :t'-Vz'>-&c.
i'2.o 1.2.3.4.5

La valeur de Z est déjà exprimée par une fonction entière de a- et

de Z
, ou par une de y e\. ile z ; quant à Y ^ on a Y =^' '—

;

or X'—rZ'^X'+ aZ'—p^Z' =pY^''—4Z') , donc il faut que
X""—?"Z^ soit divisible par j5". Mais on voit par l'équation p"-!

—

^'—-a
que <? ne peut être divisible par p , puisqu'alors a seroit divisible
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aussi par p , contre la supposition. On ne peut supposer non plus

que Z soit divisible indéfiniment par p , car alors X seroit aussi

divisible par p , ainsi que .r^+ a^"; donc en omettant les multi-

ples àe p , on auroit az' = — :c% valeur qui étant substituée dans

.celle de X^ donne
%/ n.n— 1 n.ji— \.n—i.n—d . \X= x"(l^ .

J- +&C.)=2'-X%-
V 1.2 1 .2.0.4 /

donc il faudroit que p divisât x , et par suite z , ce qui ne peut avoir

lieu
,
puisque _y et z sont des indéterminées à volonté.

Puisque la quantité X"— (^''Z'' est divisible par p", et que ses

deux facteurs X+tp Z , X— <pZ ne peuvent avoir p pour commun
diviseur , il s'ensuit que l'un de ces facteurs est divisible parp". Et

comme le signe de ? est arbitraire , on pourra supposer que X—?2'

représente celui des deux facteurs qui est divisible par p". Donc

la valeur de Y développée en fonction de_/ et z , sera un nombre

.entier
,
quels que soient y et z. Donc le diviseur quadratique

P"Z"='-f-2 ? YZ -r-iZ'' ainsi déterminé , sera égal à la puissance n du

diviseur proposé p f''
-\-

"^i qJ z -\- r z""

.

(372) Second Cas. Soit la formule donnée A^pj^' + ç'j'z + rs',

où l'on suppose p , q .,
r impairs et 4/J'"— q''=^a.

On préparera encore , s'il est nécessaire, cette formule de ma-

nière que le coelRcient p soit un nombre premier , et on démon-

treroit d'ailleurs , comme ci-dessus, qu'il n'y a qu'un seul diviseur

quadratique qui puisse contenir la puissance demandée a".

Représentons ce diviseur par la formule p"Y''-\- <{'YZ + 4^% il

faudra qu'on ait 4p'''4.=;?^ + a. Or comme on a déjà 4j3r=<^°n-a ,

si l'on fait f^y + i-^Z—o/ = ^ F+i G/— a , les nombres i^et G
seront toujours entiers (n". 67) ,

parce que a étant de la forme

8/2+ 3, — a est de la forme 4"+^ • o" aura en même temps

G 7— î v/— o)" = Y F— { G [/— a , et par conséquent ( ^——

)

ou pV =^ (F'-\-a G'). Or on prouveroit , comme ci-dessus
,
que

F et G sont premiers entr'eux , ou qu'ils ont seulement 2 pour

commun diviseur ; donc on pourra faire i^=e G + 7])" H, c'est-

à-dire qu'on pourra toujours déterminer le nombre impair 9 <Cp"
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F— ? G .

tel que soit un entier. Cette valeur ile F étant substi-

tuée dans l'équation kp'r" = E'^-\-a G% on en conclura que ^

—

doit être un entier; et comme 9°+ <3! est delà forme 8/2 -(-4 , on

aura en même temps ;;— égal à un entier. Soit donc 3°+ «=4/' "4?

et il est clair que par le moyen de ? et 4- , on aura entièrement

déterminé le diviseur quadratique qui contient p"
, lequel sera

Maintenant
,
je dis que ce diviseur contient en général A", en sorte

qu'on peut supposer />"1'° + ?1'.Z'+ 4-2'" =; a''=: (py'-Vqy z-\-r z')" -,

c'est ce qui sera évident , si de celte équation on peut tirer des

valeurs entières de Y e\. Z
^
quelles que soient les indéterminées j'

et z de la formule proposée.

, Or de l'équation précédente on tire 4 A"/>''=('2p°^-t-® Zy -\-a Z""

/' (iw \- (I zY a z^s"— 4 { ,
— +-7-) • Soit pour un moment 2/)"r+?Z=A',

2pj + g z = X , on aura l'équation X^-fwZ" = 4 (^x^-\-'^ az^)". Or

on satisfait généralement à cette équation en prenant

ri ^ + i^S/— "T = {X+ \ZV— a ;

et on sait que les nombres -X" et ^ tirés de celle-ci seront tou-

jours entiers; il reste donc à démontrer (jue l^est aussi un entier.

Or on a 2p''Yz=X— <p Z et X^ + a Z'-= i A"p'' ; substituant dans la

seconde, au lieu de a , sa valeur ,
4p''4— Ç)% on aura X°— f'Z''

= ip''(A"— 4Z'^). Or on prouvera, comme ci - dessus
,
que les

facteurs X— ip Z , X+(pZ n'ont point de commun diviseur autre

que 2; donc puisque X''— p'Z" est divisible par/)", il faut que

l'un des facteurs X— <pZ , X+ipZ soit divisible parjO", et comme
on peut prendre à volonté le signe de ?> , on pourra représenter

par X— <^Z celui des deux facteurs qui est divisible par p"; il le

sera en même temps par 2;e>'', parce que ? est impair ; donc la

. , ^ X—pZ . ,
. . .

quantité Jr =
;;

sera toujours un nombre entier , ou plutôt

sera une fonction entière des indéterminées j et z. Donc la for-

mule p'Y' + fYZ-'r-l-Z" représentera en général la puissance n

de la formule proposée p^'-^-qj z-i-rz".
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Remarque. Si l'on veut simplement savoir à quelle forme des

diviseurs quadratiques appartient la puissance n d'un diviseur qua-

dratique donné A, l'opération se réduit à déterminer les coelTiciens ?

et l, comme on l'a expliqué dans les deux casj ensuite on ramènera

à l'expression la ^-ius simple la formule /;''jj/''+ 2 «jKxr+ 4-s°
, ou la

formule p'y'' -{- <^y ~ -f- 4 -''
( si a est de la forme 8 /z + 3

) ,
qui contient

la puissance désignée.

11 est facile maintenant d'évaluer dans les produits des quantités

^, B^ C, &c. (n°. 370 ) les termes qui contiennent des puis-

sances de ces quantités.

Exemple I.

(373) Soit "la formule r + 4iM' dont les cinq diviseurs quadra-

tiques sont :

B =^ ^y^'-l-ij z-\-2i z" E =- 6j' -]- 2 jK z+ 7 z'.

C = 5j''+ 6jz+ioz''

Si on multiplie entre eux deux diviseurs , tels que C et D (en

distinguant par des accens les indéterminées de l'un des deux )

,

on trouvera (n°. 362) que le produit CD, réduit à l'expression

la plus simple , est à-la-fois de la forme D et de la forme E. On
trouvera semblablement les autres résultats suivans qui renferment

les formes des produits de deux diviseurs semblables ou dissem-

blables , dans toutes les combinaisons possibles : on y a joint les

quarrés de ces mêmes diviseurs trouvés par les formules du n°. 367,

ou par celles du n". 371 :

AB=B
AC = C

AD=D
AE^E

BB^A
BC^C
BD^E
BE = D

A
B

4f

DD==

DE.

\A
C

B
C

EE={C

De-là on déduira la forme du produit de tant de diviseurs qu'on

voudra
, où l'on pourra faire entrer des puissances supérieures à 1^

seconde ,
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seconde , en chercliant la valeur par les formules du w". 5ji. Par

exemple , les produits des trois diviseurs semblables seront :

BBB =AB^n
CCC

DDD =

—
l BC^l C EEE

D
(E

E(^E_\^
i^'E'JE

d'où l'on voit que le produit B BB se réduit à la seule forme B ;

que le produit CCC se réduit de deux manières différentes à la

forme C; que le produit DDD se réduit de deux manières à la

forme D , et d'une manière à la forme E , &c. Dans le cas où

les trois facteurs seroient égaux , les produits se réduiroient a

une seule forme, et on auroit (n°. 'ôji)

A' =A,B=B^ C-^C, D'=E , E==D.
Exemple II.

(374) Considérons encore la formule t^ + Sc^u" qui a sept diviseurs

quadratiques , savoir :

F:=5y+ '2JZ + 50Z''

G^Gy+ iyz+iôz"C = gj^+ sj-z+io^*

D — \%y'--\-iy z-ir^z^

Les combinaisons de ces diviseurs multipliés deux à deux, donnent

les résultats suivans , auxquels on a joint les quarrés de ces mêmes

diviseurs :

EE=\^^

C

A'^A
B'=^

=Z>

D' =£>

E' =B
F- =C
G' =C

AB^B
AC^C
AD=D
AE =E
AF=F
AG=^G

BB=A
BC^D
BD=^C

BE=E
BF=G
BG=:F

:E
C

CE^{1

CF^il

CG={1

DF=
[

DG={

F
G
E
G
E FF={'^

GG={'^

lii
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De-là on déduira aisément les formes des produits de tant de divi-

seurs qu'on voudra , aj'^ant soin de prendre pour les puissances

supérieures à la seconde les formes déterminées n°. 371. Par exem-

ple , si on veut avoir toutes les formes des produits u4^B , BC,
OD , &c. , on trouvera

A"A-~=A
u4''B--=5
u4'C -=C
A'D--=D
A^'E--=£
A'F--=F
u4-G-.=G

B'A=A
B'B=B
B'C =C
B'D=D
BE =E
B'F=F
B'G^G

Z)'G=-[

Au moyen de ces développemens , on peut voir tout d'un coup

quelles sont les combinaisons qui peuvent produire une forme

déterminée. Ainsi on voit que A résulte également des sept' combi-

naisons ^'^, B'A , OA , D'D , E'B, F"-C, G'C ; de sorle

que si on avoit à résoudre l'équation t' -jrS^u^ ^^ x'x', cette équa-

tion auroit sept solutions.

De même ayant trouvé A^=^ » B^= B , C^ = C , D^=A

,

E^=E,F^=E, G^=E, on en conclura que réquatlonj>'=-t-8gs'=.'r'

a deux solutions
,
que l'équation 7y°4-6^z+ i4z*= ar^ en a trois,

que l'équation iSy'+ ^yz + dz"" =x^ n'en a aucune, et ainsi des

autres.
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§. IV. Résolution en nombres entiers de Véquation

L y ^-h M y z -h N z '= b n , n étant le produit de plusieurs

indéterminées ou de leurs puissances.

(376) Soit LN-^^M'^a, si M est pair, ou iLN—3P=a,
si M est impair , il est aisé de voir que le premier membre de

l'équation proposée sera un diviseur quadratique de la formule

*'+ a k'', et cette équation elle-même étant multipliée par Z ou 4Z/,

deviendra de la forme i°+ (7w°=:cn, c étant Zi ou 4 Li^. De-là

il suit que tout facteur de n doit diviser la formule t^'+ au^, et

par conséquent pourra être représenté par un diviseur quadratique

de cette formule. C'est de ce principe , et de la théorie exposée

dans le §. précédent
,
que nous déduirons la solution générale de

l'équalion dont il s'agit ; mais d'abord il convient de débarrasser

le second membre du facteur constant c.

Si dans l'équation t''+ au'= cU , on suppose t et u premiers

entr'eux , il faudra que m et c le soient aussi , et alors on pourra

faire t= nu+cx , ce qui donnera , après avoir substitué et divisé

par c,

i ju'^+^nux + c A'= n.

Or « et c sonLpremiers entr'eux , donc il faut que ?z^+ a soit divisible

par c j et en faisant ra''+ a= /ra c , on aura

mu"" + 2nu X + ex'' = n
^

équation dont le second membre est dégagé du facteur constant c,

et dont le premier est encore un diviseur quadratique de la formule

/'+ a z^°, puisqu'on a OTc— 72'" =a.
On aura donc autant de ces équations à résoudre

,
qu'il y aura

de valeurs de n, moindres que fc, telles que n^'+ a soit divisible

par c.

Soit fy"+ 7gj z+ Il z'' = u l'équation ou l'une des équations qui

restent à résoudre. Le premier membre étant un diviseur quadra-

lii 2
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tique rie la formule f + au', il faudra d'abord chercher tous les

diviseurs quadratiques de cette formule
, que l'on désignera par

les lettres --^ , i? , C ^ D , &c. Ensuite comme n est supposé le

produit de plusieurs indéterminées , on cherchera
,
par les méthodes

précédentes , toutes les formes auxquelles se réduit le produit n
en supposant que les indéterminées sont représentées par les lettres

^ , B , C , D , &c. , suivant toutes les combinaisons possibles , et

en observant que différentes indéterminées peuvent être désignées

par la même lettre. Cela posé
,
parmi toutes ces formes on distin-

guera celles qui donnent pour résultat la lettre correspondante au

diviseur quadratique du premier membre fy''-\--2gjz-\-7iz''; et il

est clair qu'autant on trouvera de ces formes , autant il y aura

de solutions de l'équation fj'' + 7gyz+ hz'' = n. 11 faudra ensuite,

pour obtenir réellement les solutions , faire le développem2nt suc-

cessif des produits suivant les règles que nous avons données dans

le §. précédent , et alors les indéterminées y et z s'exprimeront

fnialement en fonctions des indéterminées analogues qui entrent

dans les dlfférens facteurs du produit n. Tout cela s'éclaircira suffi-

samment par des exemples.

Exemple I.

(376) Soit proposée l'équation f + ii 21^ ^= iiZx^; je développe

d'abord tous les diviseurs quadratiques de f+'n u" , lesquels sont

,

comme on l'a déjà Vu ( n". 5y5 )

,

^= y''-i-'2yz+ i2Z'' D =5j/'+ 2yz-\- liz'^

C =5y+ 6yz+ioz^
Parmi ces diviseurs, il n'y a que ^, B , C qui comprennent les

nombres /(n+i , et dans lesquels on pourra trouver ii3. Or si le

diviseur ^d! contenoit ii3, il faudroit que ii3 fût de la formule

r + 4i w% ce qui n'a pas lieu , comme on le voit au premier coup

d'œil
;
pareillement si le diviseur B contenoit 1 13 , il faudroit que

2Xii3 ou 226 fût de la forme t^'+iiu"; c'est encore ce qui n'a

pas lieu. Comme cependant on peut voir, par le caractère (•p;^)= i,

que 1 13 est diviseur de r+ 4i u"", il s'ensuit que ii3 est nécessaire-
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ment compris dans le diviseur quadratique C ; et en effet on a

5. 1 15= 565 = i4N- 4ri.3-. Puisque i4°+ 4i.3' est divisible par

1 1 3, si l'on fait 14 = 3/2

—

ii3/?z, il faudra que m' + 4 1 soit divi-

sible par 1 13. Orla valeur de n tirée de cette équation est ra:=— 33.

On connoît donc ainsi , d'une manière directe et presque sans tâ-

tonnement , la valeur de n qui rend /i''+ ii divisible par 1 13. Cette

méthode
,
que nous venons d'exposer avec quelque détail , est un

développement de celle du n^. 187.

Cela posé j soit t= 55u+ii5t', on aura , après avoir substitué

et divisé par 1 13
,

10 li""+ 66 u t' + i }5 t't' =x\
Pour réduire le premier membre à une expression plus simple , soit

u^^u— 3/', on aura

5 t't' + 6 t'i^+ 1 ih^ = x"".

Le premier membre étant de la forme C, il faut chercher parmi

les valeurs de -^^, 5% &.c. celles qui peuvent être de la forme C ;

or on trouve (n°. 3/3 ) que D"^ et -E° sont de cette forme ; donc

l'équation proposée est susceptible de deux solutions , selon que

l'on supposera x ^= D ou x^=E.

Soit 1°. .r= 3j>'° + 2 y s+ i4s% on trouvera par les formules du

n°. 371 , x' ^ 5 Y' + 6YZ + 10 Z% les valeurs de F et Z étant

1^=

—

j^-\-'iyz+ 6z''y Z ^=^ y"" -\- 2 y z— 4^", de sorte qu'on aura

en même temps t' = Y, u'=Z.
Soit 2°. X = 67"+ T-j z + 'j z'", le résultat de celte seconde valeur

pourra se déduire facilement du précédent ( en mettant 2jj/ à la

place de y , et divisant par 2 tant la valeur de x que celles de Y
et Z) j on aura ainsi x^=5Y-'+6YZ+ \oZ\ Y=—'2y'+ iyz+ diz%

Z^=aj^+ 2y z— 2z% et on fera de nouveau t'= Y, a' = Z.

11 reste à substituer les valeurs de t' et u dans celles de t et u ce

qui, donnera les deux solutions suivantes de l'équation proposée

x—5y''+ 7yz+iiz%t=iç)y + i77jz—i8z\u=ij''—ioj'z—'2'2z^

x~6y''+ 2yz+ 'jz'' , /=38j/=+ i2'2yz—24^;% «=8y-

—

loyz— 1 iz".

Exemple II.

(oyj) Proposons-nous maintenant l'équation /' + 4i u''=ï iTkv'.

L'opération préliminaire pour diviser chaque membre par ii3.
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éianl falle comme dans l'exemple précédent, on aura^=33u'+ iit',

u= i/— ai', et la transformée sera

5 t'i' + 6 /'// + 1 o u'u' — .v\

11 faudra donc chercher les difTérentes formes des quantités ^%
B', C, &c. , et voir si la forme C y est comprise. Or on trouve

(n''. 37-3) que la forme C ne peut résulter que de C", et ainsi

l'équation proposée n'est susceptible que d'une solution.

Maintenant si on fait .r = C=: 5j/'+ 6j/ z+ io-s% on trouvera
,

d'après les formules du n". 371 , <p=±47, 4= 18 et^^=i25Jr'

r±z(^/\YZ-\- i8Z\ Quant aux valeurs de 1" et Z , elles doivent être

déduites des équations i2bY^ïzi'jZ=^x'^— 123.t.-s% Z=^'àx''z—4i^',

où l'on a x=:5j-\-'5z ; or pour que Y soit une fonction entière
,

on trouve qu'il faut dans les signes ambigus prendre l'inférieur, et

alors on a

Y=y + Zoyz-V'5oyz^—%z'
Z = 'j5y^z-\-C)ojz'— i4z''

.T'= 175Y'— giYZ+ 18 Z\
La valeur de x"' se réduit à l'expression la plus simple 5 1'

t'
-\- 6 1'1/

+

lou'u! en faisant Z^'ôY—u\ puis Y=t' -\-nu\ de sorte qu'on aura

r/=3r—Z=3y+ 1 57=^—1 oz\i'=2Z—5r=—5y + 3oj'z=+ 1 2z\

D'elle enfin la solution de l'équation proposée est comprise dans

les formules
X =5 j^ + Gjz+ios'
t = zcjy^ + 'iCj5y''z+ i-20jz''— 1622'

^i = iSf^ + i5j^z— Çjoyz"— 46 5".

Exemple III.

(378) Si on propose en général l'équation i' + 2 ;/' = 1 1 3 x", la

manière la plus simple de la résoudre , est de faire xr=j' -{-2z',

] 13=^ 9= + 2.4' 3 et on aura r-+ 2u^ ~ (c)^+ 2Ji') (y'+ 7z')"\ Or
on satisfait généralement à cette équation , en prenant

t+ iJ\/—2 = (g:±:iY/—a)Cy+ z\/~2)'".

Soit donc (y+ z\/—7)"' = Y~\-Z\/-^2, on aura t + u{/—2 =
(f(j±4v/— sJCr+Zv/— 2;, partant

t = 9 Y^ 8 Z
uz=^ZdziY.
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C'est la seule solution dont l'équnllon proposée soit susceptible
,

parce que .r , comme diviseur de f" + 2 u^^ ne peut avoir que la seule

forme j''-\-2 z'^.

Exemple IV.

(37g) L'équation ^" + 89 ii" = .r% doit avoir deux solutions , ainsi

que nous l'avions déjà remarqué à la fin du n". 37 4. L'une des solu-

tions où l'on aura a-=j''-l-8g^'', se trouve immédiatement par

l'équation r+ 89 «"=: (3'°+ 8g s''^^ à laquelle on satisfait en faisant

t+ uy/— 8q=^ Cj+ z\/— 8g^^ j et ainsi on aura t=y"— 267^^»%

u = 5y'z— 8g z^. La seconde solution , fondée sur ce que D^=^:/,

se trouvera comme il suit.

Aj'ant fait x ^ D := ôj'^+aj z+iSz' ; si l'on applique à ce

cas particulier les formules du n°. 371 , on aura p = 5
, ^ = 1

,

r=i8, ?iz=6,4=i, ce qui donnera

x'= ï75Y'+ 12YZ+ Z'

r= y'—5y^z—i2yz'+ 2z^

Z = 7oyz-t5ojz'—86z\

Or on peut me ttre la valeur de x' sous la forme x^^Z-\- 619°+ 8gl^%

laquelle étant comparée à l'équation proposée , donnera t^=Z+ 6Y,

u = Yi donc enfin la seconde solution de cette équation seia

donnée par les formules

X = 5y+i jz-\- 18 z""

t =6j^ + 5jf'z— 42jKz=— 74-s'

u =^x'— "^y""^— 1 2 j ^'+ 2 2'.

Exemple V.

(38o) On a déjà remarqué (n''.374) que l'équation f'' + 8g/^°=A7V

doit avoir sept solutions , attendu que la forme A résulte des sept

combinaisons A'A , B'A , OD , D'D , E^B , F'C , G'C. Pour

développer une de ces solutions
,
prenons la combinaison C^'D , et

faisons en conséquence x=9j'+ 7fz+ 1 0-', x=5y^+ zj'z'+ 1 82",

on trouvera d'abord par les formules du n". 367, ou par celles

du n°. 371
x' = 5T'+ 2Tf^+i8r'-
T =y—8y z+2z'

J^~ 2y^-{-2y z—2z\
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Si ensuite on mnUiplie la valeur de a-' par celle de x' , on trouvera

par la première des deux formules du n°. 36/ ,

x'x'= (5 Tf + Tz' + r'y+iS Vz'y + 89 (Tz'—pyy.
Comparant ce résultat avec l'équation proposée r + 89a°= .r''a-',

on aura

t =roTy'-VTz'^Ky'^i2>Vz'
u = Tz-Vy' i

d'où l'on voit que les quatre indéterminées t , u ^ x , x sont expri-

mées eu fonctions de quatre autres indéterminées indépendantes

JK > -2
j y ) ^ 1 ce qui constituera la première solution. On trouvera

par des calculs semblables les six autres solutions dont l'équation

proposée est susceptible.

Remarque. Pour peu qu'on y fasse attention , on verra que cette

tliéorie s'étendroit facilement au cas où le premier membre de

l'équation proposée seroit un diviseur de la formule i"— au^. On
])ourroit aussi résoudre

,
par les mêmes principes , le cas où les

indéterminées du premier membre seroient supposées avoir un divi-

seur commun ; mais nous n'avons pas cru devoir entrer dans tous

ces détails
,
qui n'offrent maintenant aucune difficulté.

§. V,
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§. V. Démonstration d'ime propriété relative aux

diviseurs quadratiques de la formule t--t-au% a étant un

nombre premier 8 n H- 1

.

On a déjà remarqué, n", 2i5, que si dans la formule i'-f-a:/,

a est un nombre de forme 8n+ 5, deux diviseurs conjugués de

cette formule , tels qne pj''-^- -2 c/j z+ 2 mz*, syj j'+ 2 yj/ s-f-wz" ,

appartiendront toujours l'un à la forme 4"-f i ? l'autre à la forme

4/2— 1 j de sorte qu'alors il y a autant de diviseurs quadratiques

4;z+i que de diviseurs in— 1 , et ce résultat a lieu quel que soit

le nombre a
,
pourvu qu'il ne sorte pas de la forme 8 « 4- 5.

Au contraire , lorsque a est de forme 8/z-|- 1 , les deux diviseurs

conjugués dont il s'agit sont tous deux de la forme 4;z+i , ou

tous deux de la forme in— 1 , de sorte qu'on ne peut plus rien

conclure sur le nombre relatif des uns et des autres , et en effet

l'inspection de la Table IV fait voir qu'il y a à cet égard une

grande irrégularité. Mais lorsque a est un nombre premier , on

remarque dans cette même Table que le nombre des diviseurs

quadratiques i7i+ 1 surpasse constamment d'une unité le nombre

des diviseurs 4"— i- Ainsi on voit que la formule t' + ii u^ a trois

diviseurs quadratiques 4/2+ 1 , et seulement deux 4/2— i
5
que la

formule ^°+ 89«' a quatre diviseurs quadratiques 4/2-fi ^ et seu-

lement trois 4"— 1 ) &^c.

On s'assurera aisément de cette propriété dans beaucoup d'au-

tres cas particuliers ; mais il n'est pas aussi facile de l'établir d'une

manière générale et rigoureuse. Voici la série de propositions que

cette démonstration semble exiger : elles offriront en même temps

divers résultats remarquables qui contribueront à étendre et per-

fectionner les théories précédentes.

(38i) PropositioîI I. Soit a. un nombre premier in+i , et soit

p y ° + 2 q y z + 2 m z'' un dlviaeur quadratique 4 n+ i , de la formule

Xkk
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t'+ au% je dis que Véquation Z7'= py'4-2 qy z-h 2 m z° sera tow-

joui's résoluble.

Car si l'on multiplie celte équation par -p , et qu'on fasse

p_y + 5rs = x, on aura p£/'= A-'-t-ax;% éq'uation toujours possible

(Voyez n°'. 27 et 196).

Il est inutile d'observer que si pjK°+ 2 qy z+ 2 mz^ étoit un divi-

seur 4 71—
1

, l'équation U''=:zpj' 4- 2 qj z-\-im z'' seroit impossible^

puisqu'aucun quarré ne peut être de la forme in— i.

(382) Proposition II. a étant un nombre premier 8n+i ^

îa formule f+ au^ aura toujours un diviseur quadratique de la

forme £y'+ 'igy'^ + 2.£/.'.

Car on peut toujours (n°. 147) satisfaire à l'équation a=2/'°

—

g'y

laquelle étant posée , il s'ensuit que fy" -\- agjz -\- -2fz% ou l'expres-

sion la plus simple de cette formule, est un diviseur quadratique

de la formule t'' + au\

Remarquez que le diviseur fy"" + 2 gy z + "ifz"^ ne difTère pas de

son conjugué j dans ce cas
,

par conséquent , les deux diviseurs,

conjugués se réduisent en un seul
,
qu'on peut appeler diviseur

singulier,

(383) Proposition III. a étant un nombre premier %n-{-i y

il y a toujours une infinité de valeurs de f et de g qui satisfont à

l'équation 2 f'— g''= a , néanmoins il nen peut résulter qu'un seul'

diviseur quadratique de la formaile t°+ a u'.

Car on trouvera aisément (n°. 38) que la série des valeurs

de /et g" qui satisfont à l'équation if^— g"" ^= a ^ est telle que

si f'elg suivent immédiatement/"et ^, on a

f'.= 5f+^g,g' = 5g+if.

De ces nouvelles valeurs résulte le diviseur quadratique singulier

(5f+ -2 g)y+ 2 (3g+ 4f)f^+ ^ r3/+ 2 g) z\

Or si dans ce diviseur on fait y = 7z'—y', z=^y'— z', (ce qui

ne restreint pas la généralité des variables jk et ;s
) , on aura pour

transformée ^'"+ 2 g;j'V+ 2/^'°
5 d'où l'on voit qu'en effet le

diviseur quadratique
J'^"" + 2g'y z + 2/'^° n'est pas difiérent de

fy'+ 2gyz+ 2fz'^
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Corollaire. De-là il suit que a étant un nombre premier Bn-\- 1 ,

les diviseurs quadratiques de la formule t''-{-au' seront composés de

plusieurs couples de diviseurs conjugués et d'un diviseur singulier.

Le nombre total de ces diviseurs sera donc toujours impair , et

ainsi il est impossible que le nombre des diviseurs 4/2+ i soit égal

au nombre des diviseurs in— i.

( 384 ) Proposition IV. Le quarré (Tun diviseur quadratique

p y"+ 2 q y z+ 2 TT z", et celai de son conjugué 2py'-|-2qy7. + tz°,

sont compris dans un même diviseur quadratique p°y'+ 2(y/^-[--4.s%

Car suivant la méthode du n°. 367 , si l'on détermine /^ et v par

l'équation 7r=p,w

—

qv
^
qu'ensuite on fasse ? = (/+i'/7,

^f.= y''^-2//,

Y^^j''— 21'j's— 2/"z', Z^=-2z(py+ qz), on aura

(py'+ 2qyz-^i7rz'y-=p^Y'-\-2^YZ+ ^Z\
Dans cette équation

,
qui doit être identique , mettons 2j' à la

place de j , et comme alors Y devient pair , ainsi que Z , fai-

sons y=2l^', Z=2Z', ce qui donnera I^'=2j'°

—

ivjz— /"-s',

Z'=^z('îpy-\-qz) , nous aurons par la substitution, et après avoir

divisé par 4
,

(2py'+ -2 qj Z+ 7T z^y ^ p-Y'^^l ((Y'Z' ^-i Z'\

Donc le même diviseur quadratique p'y°+2 ?j2 + 4 -*, qui con-

tient le quarré du diviseur p y'-t- 2 j'y s+ 2 tz", contient aussi le

quarré de son conjugué 2pj''-\-2qyz-{-7rz'^.

Corollaire. Étant proposée l'équation U''=PY^ + zQYZ{RZ\
si on en connoît uae solution comprise dans la formule £^=7^°+
'îqy z-\-i7i z'' , il y aura toujours une autre solution donnée par

la forme conjuguée U^^ 2 pj''-{-2qj z-^-tz^. Ces deux solutions

se confondent eu une seule , si la valeur de U est égale au diviseur

quadratique singulier , c'est-à-dire si l'on a U-=^fy'^-{-7gyz-\-2fz''j

mais alors le second membre de l'équation proposée seroit de la

forme aY'^-2YZ+(^^^Z\

(385) Proposition V.
i»
étant un nombrepremier, ainsique a.

^

si Von a p° = ]VP-t-aN'jye dis que p (v^ 2p sera nécessairement

Kkk 2
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de la même forme l^ + au", de sorte que p apparliendra soit an

diviseur quadratique y°+ 2yz + (a+ 1)2"} soit à son conjugué

En efFet, l'équation supposée 7J°=i>f=^+ <7iV% donne p'

—

M'=a]Sf''y

donc puisque a est un nombre premier , il faut que l'un des facteurs

p +M , p— 31 soit divisible par a , et comme le signe de M peut

être pris à volonté , on pourra [aire p+ 31 ^^ a P
, p—M= Q , ce

qui donnera PQ =iV^^. Or on satisfait généralement à celte der-

nière équation , en faisant , avec de nouvelles indéterminées
,

P — 7r'R, N=7ro>R, Q = u,'R. On aura donc -2 p =^ a P + Q
= M (u" -\- a rr'^) , d'où l'on voit que II ne peut être que 1 ou 2 :

si i? = 2 , on aura jo = w° + a7T%- si i^= i , on aura 2j3= M''+ a w°.

Donc p ou '2/) est nécessairement de la forme t' + au''. INIais si p est

de la forme i'-ra//% il est contenu dans le diviseur quadratique

y^-^az", qui est le même que y^'+ ij z-\-(a+ i) z", et il ne peut

par conséquent appartenir qu'à ce seul diviseur. De même si 2/j

est de la forme t' + au'',p appartiendra au diviseur quadratique

'2j'' + '2y z-\-( jz% et il ne pourra appartenir qu'à ce seul divi-

seur. Donc si on a p''= M' + a iV-, il faudra que/j appartienne à l'un

des diviseurs conjugues y"" -y- 7yz -j- (a+ ijz'^, •zy'' -\- iyz -^ { js".

(386 ) PRorosiTiON VI. p étant un nombre premier quelconque ^

etSiun nombrepremier dia-\- 1 , si/'o/Z(2p'=2M° + 2MN+ r^ jN",

c'est-à-dire «f 'ip' est de laforme V-^-a^'', je dis que'p appartiendra

nécessairement nu diviseur quadratique singulier fy °+ 2gyz + afz',

en sorte qu 'on aura j) = f //°+ 2 gw i- + 2 f c''.

Car a étant un nombre premier S/z-f 1, on peut faire 0=2/°

—

g^y

et cette valeur étant substituée dans l'équation a p' =P'+ aN',

il en résultera 2 (p^—/"N'-J^P^—g'N\ Or j'observe que les

nombres P
, N doivent être impairs , ainsi que /, gj d'où il suit

que non-seulement les deux facteurs 7; +/iV", p

—

fN sont tous

deux pairs, mais que leur produit />'

—

f'-^' ^^^ divisible par 8.
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Il faut donc que l'un de ces facteurs soit divisible par 4, & l'autre

par 2 seulement : car s'ils étoient tous deux divisibles par 4 ,
leur

somme ip seroit aussi divisible par 4 » ce qui est impossible

,

p étant un nombre premier impair. Maintenant comme le signe de^

est arbitraire, nous pourrons supposer que le facteur p
—flS est

celui qui n'est divisible que par i. Un semblable raisonnement

ayant lieu à l'égard des facteurs P+gN, P—gN ^ on supposera

de même que P—gN est divisible par 2 seulement. Or de l'équa-

tlon 1 (p^ -rN^ ) = P'-g' N% on tire ^-Jr^=4^V^ '

soit - l'expression la plus simple de l'une et l'autre fractions j ^ et 7
y

seront impairs , et il faudra qu'on ait , en prenant deux nouvelles

arbitraires « , c^,

P — gN=i<tC 2(p+fN) = is^

p ^f^^ 2cty P+gA^-= éyS".

De-là on {irep^= zy+CS", ensuite /iV"= CtT—a^, gN'=2yS'—aif
;

donc f(iyS^— a.S)=g(CS^— a-y) , OU

C _ 2 fS'-\-ga.

c ,

La fraction - étant déjà réduite à ses moindres termes , cette
y

équation ne peut subsister à moins qu'on n'ait 2 fi'+ga.^=CH
^

fci.-\-gS'^=yH, fl" étant une indéterminée. De-Ià on tire , à cause

de a = 2f'—g\
acL= H(2fy—gC)
aS = n(fS— gy).

Or a et J'sont premier? entr'eux , sans quoi ny-'rS S' onp ne seroit

pas un nombre premier ; donc on peut satisfaire à l'équation

ma.— nS'^=ï. Mais en vertu des deux équations précédentes, ua
et a cT étant divisibles cliarun par //, la quantité niaet— naS"

,

égale à<7, sera aussi divisible par H. Donc II ne peut être que 1 ou a.

Soit i". //:=! , on aura S='2fS+gci, y = fu {- g S" ; donc

ay+ CS- ou p^=fa.''-\- 2 gn S' -\r
"î fS'''

. Douc p cst compria dans le

diviseur singulier
_/
j ° + 2 gyz -1- 'ifz'^.
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Soit 2". H= a, on aura a.=z-2fy— gC, S'=fC— g-)- donc

a.y+ CS' OU p =/^''

—

2gCy+ 2fyi doncp est encore compris dans

le diviseur singulier fy + -?gjz+ 2fz\

(387) Proposition VIL Je dis maintenant que les deux divi-

seurs conjugués qui pris pour U salisfont à Véquation proposée

v° = P Y° + 2 Q Y Z +R Z'', sont les seules solutions dont cette équa~

tion soit susceptible.

Pour démontrer cette proposition , cherchons en général les con-

tlitions qui doivent avoir lieu pour que deux valeurs différentes

de TJ savoir :

U =py''-\-iqy z-\r'2-'7^~^

U =p'y'-^iq'yz^-2 7r'z'

satisfassent également à i'équalion proposée Z7" = P l^'+ s Ç J'^

-\-RZ'' où I^et -Z" sont des indéterminées qui doivent être fonc-

tions des indéterminées y et z.

Nous supposerons que les deux valeurs de V sont préparées de

manière que p el p' soient des nombres premiers; cela posé , on

trouvera d'abord que les quarrés de ces valeurs sont compris dans

deux formules de cette sorte :

p'y--'r2çyz-\-4-z'

p'y'+ 2ç'jz+ 4'z%

lesquelles doivent se réduire , l'une et l'autre , à la forme donnée

Py^'+zQy z+ Rz^. De-là on voit que p^ doit être compris dans

la formule p''j>'°-l- 2 ?j/^ + 4'>=% et réciproquement p'" dans la for-

mule 2fy"'-\-2 (^y z-\--\z''. On peut donc faire tout à-la-fois

2»"= 7''''°+ 2 <P
a ^+ 4 ^'.

Soit p'a+ ? Ê" =: 7- ,
/>'V+ (p'C — y\ on aura

py'^ = y^+ ae^^y'^+ aC'\

partant >'— /'=afr°

—

C). Mais puisque a est un nombre pre-

mier , et qu'on peut prendre à volonté le signe de y et celui de C
,

on satisfera généralement à cette équation , en faisant

y+y' = a^ B C'-\-Cz=^C

y— y'= CD €'^C=BDf
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^,B, C,D étant des indéterminées. De là on tire i-)T=zau4B+ CD,

2 é'=^ C—BD , et par conséquent iy'+ i a£^, ou

4py ^ = (a^'+ D") (a B'+ 0).

Par la forme du premier membre , on voit d'abord que le second

doit être divisible par 4- Or on ne peut faire que deux suppositions

par rapport aux deux facteurs a ^^ + Z?% a 5''+ C; ou l'un d'eux ,

par exemple a^'+ D'', sera divisible par 4 , et alors il faudra

que les deux nombres ^ et Z? soient pairs ; ou les deux facteurs

a^^+D", aB'+C'' seront divisibles l'un et l'autre par 2 , ce qui

suppose les nombres ^^ , B , C , D tous impairs. Dans le premier

eas , si l'on fait A^^iA'^ D=^2D\ on aura

Dans le second cas , soit D= A+2M , C= B-\-2 N , on aura

Enfin puisque p et p' sont des nombres premiers , ces deux équa-

tions ne peuvent se décomposer ultérieurement que suivant un
certain nombre de combinaisons , lesquelles se réduisent à six

,

savoir :

PY' =(^1 3I'+2^M+^^A'^ (2xV' + 2i?iSr+^±-^5').

0:

(^)

(4)

(5)

(6)

p' = aB' + C', p'^ —aA'^-VD'^

p=^aB' + C\ pp'^ = a^'-\-D''

pp'=aB'+ = a^''^D'^

2 2

p = iM'^23IA-\-^^ ^'
,
pp"^ 2N' + 2NB+ "-^ B'

pp = 2M'^23I^-\-^^^'= 2N'-^2NB-^'!~^B\

Dans la première combinaison , il faut , suivant la Prop. V
,
que/?

etp' soient compris dans le diviseur quadratiquej°+ 2/z + ('a+ i)z',

ou dans son conjugue 2y'' -\-2y z + ( \ z^ ; mais comme ils ne

peuvent appartenir tous deux au même diviseur quadratique , narce
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qu'alors les deux valeurs de U se réduiroient à une seule , il s'en-

suit que les nombres 77 et 7/ sont compris, l'un dans le diviseur

quadratique y^ -\- ^y z \- (a -^^ \) z\ l'autre dans son conjugué

"^y + ^J^+ iC^+O ~°.oiron observe d'ailleurs que le nombre/?,
qui est supposé premier, ne peut appartenir qu'à un seul diviseur

quadratique
, et qu'il en est de même du nombre ;j'

, on verra que
cette première combinaison suppose que les deux valeurs de U qui

satisfont à l'équation proposée sont :

U=y+ 2yzi-( a+i)z-

l/^-iy^ +zyz+Ç^y^
Alors l'équation proposée seroit de la forme C/' = 1^' + 2 I^Z
+ Ca-{-i)Z\

Dans la deuxième combinaison, on voit i". que le nombre p
appartient à la forme j'^ + 2/2 + ('a + 1 ^z^; 2°. que puisque

pp''^ a^'^'+ D"' , il faut que p et p'"- appartiennent à un même
diviseur quadratique (n°. 23 1) : mais /;'' et /;' sont compris aussi

dans le même diviseur quadratique , donc il faudra que p et p*

soient compris dans-le même diviseur
,

qui par conséquent ne

pourra êlre que y'' + 2yz + (a+ i)z''. Quant àp', son quarré devant

être compris dans celte même forme , il faudra que p' ou 7p' y soit

aussi compris. Or// ne peut l'être
,
parce qu'alors p et p' seroient

compris dans un même diviseur quadratique , et par conséquent

les deux valeurs de 17 se réduiroient à une seule , ce qui est contre

la supposition. Donc il faudra supposer que 7p' est compris dans le

àWïàeur y" -{- 7y z + (a -\- 1 ) z" ; c'est-à-dire que/»' est compris dans

le diviseur 2j)/°+ 2 jz+ ('a+ 1^ z''. On retombe donc dans le même
résultat qu'a déjà présenté la première combinaison.

Dans la troisième combinaison , les nombres p et p' appartien-

droient à un même diviseur quadratique , et ainsi les deux valeurs

de U coincideroient en une seule, ce qui est contre la supposition.

Dans la quatrième combinaison , on voit , d'après la Prop. VI
,

que les nombres p et p' appartiendroient à un même diviseur qua-

dratique
,
qui seroit le diviseur singulier /j'°+ 2 ^jyz+ 2/i°; donc

les deux valeurs de Z7se réduiroient encore à une seule, ce qui est

contre la supposition.
Dans
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Dans la cinquième combinaison , on voit i". que le nombre p

appartient au diviseur quadratique 2y" + 2yz-\ z'j 2". que les

nombres 7p et p'^ appartiennent à un même diviseur quadratique;

mais /j'% ainsi que jj% appartient au diviseur j'-\--2jz-\-(a+ i^-s',

et alors ip appartient à ce même diviseur. Donc pour concilier ces

. . a-f-

1

conditions , il faut que p appartenant au diviseur 2j'' + zyz -\ z",

p' appartienne à son conjugué^^^+ sj x; + ('a+ 0-=% ce qui rentrera

dans la première combinaison.

Enfin , dans la sixième combinaison , il faut que les nombres p
et 2/j' appartiennent à un même diviseur quadratique ; cela prouve

que le diviseur quadratique qui contient p et celui qui con-

tient jo' , doivent être deux diviseurs conjugués. En effet, soit

py'+ zçy z+ s-Tz"" le diviseur quadratique qui contient 77 ; comme
ce diviseur doit contenir aussi 2 p', 11 pourra être mis sous la forme

zp'y'+ '^kjz+ hz^^mais alors son conjugué, qui estp^'-t- •zkyz + zliz^j

contient p'. Donc comme p' ne peut appartenir qu'à un seul divi-

seur quadratique , il appartiendra nécessairement au diviseur con-

jugué de pj^'+ zçjy z+ 2 7r z"" , lequel est sous une autre forme

2py<' + 2çjz+ 7j-z\

De la considération de tous ces cas , il suit manifestement

qu'étant proposée l'équation U^ :=PY'+ 2 QYZ+ RZ\ dans la-

quelle le second membre est l'un des diviseurs quadratiques de

la formule 1"+ au", où a est un nombre premier 8 ;z + 1 , cette

équation n'admettra jamais que deux solutions , ou deux valeurs

de U , lesquelles seront représentées parles deux diviseurs conju-

gués U=py' + -2qyz+ 2':Tz'' , U =-2py''-\-'2qyz-{-7rz''. Et ces deux

valeurs se réduiront même à une seule U ^^fy'-Arigy z-^ifz'^, si

l'équation proposée est de la forme Z7'= 2 F^+ al'^+ T \Z^.

(388) Proposition VIII. Le nombre des diviseurs qua-

dratiques 4 n+ 1 de laformule t"+ a u*, où a est un nombre premier

8n+ 1 , surpasse toujours d'une unité le nombre des diviseurs qua-

dratiques 4n— 1 de la même formule.

En effet , soit M le nombre des diviseurs quadratiques in-\- 1

,

LU
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et iV le nombre des diviseurs quadratiques 4«— i ; si on désigne

par^ , B , C , D , &c. la suite des diviseurs quadratiques in+ i ,

les équations £/"''=^
, U''=B , U'^^C, &c. admettront chacune

deux solutions distinctes, àl'exception de l'équation U'=2Y^+2YZ
a-\- 1

4- Z''
,
qui n'en admettra qu'une. Donc le nombre total des

solutions sera 2M— i. Mais ces solutions qui doivent être toutes

distinctes les unes des autres , comprennent nécessairement tous

les diviseurs quadratiques , tant 4«+i que in— i, de la formule

*"+ a«'. Donc on auraaili— 1 =iîi+ iV", ou N— M—i : c'est la

proposition qu'il s'agissoit de démontrer.
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$. V I. Méthodes pour compléter- la résolution en nombres

entiers des équations indéterminées du second degré.

(389) JNous avons donné dans la première partie les méthodes

nécessaires pour résoudre en nombres entiers les équations indé-

terminées du second degré, qui sont de la forme ay'--\-hYz-\-cz''=H;

c'est en effet à cette forme que peut être réduile toute équation

proposée du second degré j mais il reste une condition à remplir

lorsque l'équation dont il s'agit contient des termes du premier

degré.

Soit en général ay" + by z +cz'' \- dy -\-fz + g =^ o l'équation

proposée
j
pour faire disparoître les termes où les indéterminées

Bont au premier degré
,
je iais y= —r—

, z = ——- , et j ai la
9 9

transformée

o = ay"'-\-by'z' ^cz'''-\-iaaiy' ^j-cCz \-aai'\d^ 9

+ bÇy' ^rh OL z ^rbaLQ-\-fC^

+ fZ9y+/9 z' + cr+g-9\

Supposant donc 2 <2a+ ié'4- J9 =0 j 2cf+6a+y9=o, on aura

et icd—fb e laf—^db ,, , ,, . . , ,,,-= ,— —
,
-:=——^^ ,• d ou 1 on voit que si dans 1 equa-

Ô bb—^ac ' 9 bb^iac
tion proposée on fait immédiatement

y'-\-icd—fb z-\-iaf— db
^' ~ bb— iiac ' * ~ ~'bb—iac '

la transformée sera

ay'''\^^y'z'-\-cz'^ =—(op—bdf^cd') (bb—iac)—g(bb—iacT.

Je remarque maintenant qu'on peut stipposer que les coelEciens

« , A , c des termes du second degré dans l'équation proposée
,

n'ont pas de diviseur commun ; car s'ils avoient un commun divi-

seur w , il faudroit que dy-\-fz-\-gïxxi aussi divisible par u> ; or

celte condition est facile à remplir , eai introduisant une indéter-

Lll 5
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minée nouvelle à la place de j' ou de ^ , et alors toute l'équation

devient divisible par &>.

Je remarque aussi qu'on peut faire abstraction du cas où bb—iac
est une quantité négative

,
parce qu'alors le nombre des solutions

de la transformée étant toujours limité , le procédé le plus simple

est de substituer successivement les valeurs trouvées de y et z

y'-^icd—fb z-\--2af—db
dans les formules y = , ,

;

—

-—
, z= —;-;

—

, afin de
bb— 'tac bb— 4ac

voir quelles sont celles qui donnent pour j eX. z des nombres

entiers.

On peut se dispenser encore de discuter le cas où b""— iac y

quoique positif , seroit égal à un quarré
,
parce qu'alors la trans-

formée n'a encore qu'un nombre de solutions limité (n°. 70). Il

ne reste donc à examiner que le cas où bb— iac est un nombre

positif non- quarré.

(Sgo) Alors la transformée , si elle est résoluble , aura toujours,

une infinité de solutions renfermées dans un ou plusieurs systèmes ^

et chaq^ue sj'^stême pourra être représenté par les formules

z' =iF+ {G
[(!>+ 4[/Cbb—iac)J:^F+G^Cbb— iac).

Pour éviter la considération des cas particuliers , nous suppose-

rons que ces formules sont préparées de manière que les nombres

7 , iT, £
,
(, 9 , 4 sont des entiers , et que l'exposant n est un

nombre à volonté. Quelquefois la solution immédiate donnera
,

pour ces coefficiens , des nombres affectés de la fraction ^ ; il pourra

arriver aussi que l'exposant n soit d'une forme désignée paire ou

impaire. Mais dans tous les cas , il est facile de réduire les formules

à la forme que nous supposons , où tous les nombres sont entiers

et l'exposant n à volonté : il faut de plus se rappeler qu'on aura

toujours (p"—4T^°

—

iac}=\.
Cela posé , il s'agit de trouver eu général la valeur de n telle que

les quantités

_ yF+S'G+* _ ^F+fg+g
•^" bb— iac' * ^~~bb— iac
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soient des entiers. Or on a

i^=e" +
^'"~%""4' (bb—iac)+ &c.

1. 2

1 . 2.0

Ainsi en substituant les valeurs de F et G , on voit que la ques-

tion se réduit à déterminer n de manière que les quantités

—-
;

—

'—— , T—, ;
, soient des entiers, ronr cela ,

bb— iac bb— 4flc

nous distinguerons deux cas , selon que n est pair ou impair.

Soit 1°. 7z = 2OT, l'équation ?°

—

A-''^ (b''— 4ac^=i, donne , en

négligeant les multiples de b"— 4ac, ?""= i ; on peut donc, au

lieu de a et <r, mettre a ?°'" et ^ ?"", et alors supprimant le facteur ?°"'

qui ne peut avoir aucun diviseur commun avec b'"— 4ac, on

trouve que la détermination de m ne dépend plus que des équations

du premier degré

(a. -f- >9 ? -1- 2 <r4 ^ (s-\- ?+ 2 f4 '«

bb— iac bb— iac '

lesquelles doivent s'accorder entr'èlles
,
pour que l'équation pro-

posée soit résoluble en nombres entiers.

Soit 2". 72=2/71+ 1 > alors , en négligeant les multiples de

bb— 4ac, on aura encore a=a?"' et é'=é'?°"', et la détermi-

nation de m dépendra des équations du premier degré

•>.? + tt+ ('277î+ l^cT^ ilf-\-S-\-(2m-\-\)(-i= e
bb— iac bb— 4ac

r

lesquelles doivent encore s'accorder entr'èlles.

Donc dans tous les cas on trouvera les valeurs convenables de

l'exposant n par la simple résolution d'une équation indéterminée

du premier degré , et la valeur de n qui résultera de cette solution

étant en général de la forme v-\-(bb— 4ac^/t, où k est une in-

déterminée
, il s'ensuit qu'on aura une infinité de valeurs de n

qui satisferont à la question ^ de sorte qu'on aura aussi une infi-

nité de solutions de l'équation proposée en nombres entiers. On
doit d'ailleurs observer que les nombres F et G peuvent être pris

chacun avec le signe qu'on voudra, ce qui donnera quatre combi-

/

/
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naisons à examiner séparément , et d'où pourront résulter dilFé-

rentes jolutions.

(jgi) Soit proposé maintenant
,
pour compléter cette théorie,

de résoudre la question suiv^ante :

Les nombres F <?Z G eta/it donnés par la formule (? + 4\/A)''

z—'p-\-Gy\/A.^ dans laquelle V&pcposant n est indéterminé ^ et où

Von a ?'— •J-^A = 1 , trouver toutes les valeurs de n telles que la

quantité kV -Y jj-Cj -\- V soit divisible parun nombfe premier «
,
qui

ne divise pas A 4-.

Voici une méthode qui a été indiquée pour cet objet parLagrange

(Mém. de Berlin , 1767).

Je suppose d'abord qu'on connoisse une valeur de l'exposant n

qui ,satisfait à la question 5 soit celte valeur/?, il faudra qu'en

faisant (?+ 4v'-^^)'' —f+g\/ -^ , la quantité -^^^ — soit un

entier. Je cherche ensuite un exposant, q, tel qu'en faisant

('?j-4v/^J' ==/'+§' V/-^, le nombre^' soit divisible par u>. Il est

certain que cet exposant existe
,
puisqu'on peut toujours satisfaire

à l'équation .r'

—

^ cû''j^ = 1. Cet exposant étant trouvé ., on peut

supposer en même temps que/'— 1 soit divisible par u> ; si cela

n'éloit pas , on doubleroil l'exposant q ; et faisant (p-^-lv'^T^ on

Cf'+g'y'^r=f"+gy-^, on auroit/'=/'^+ ^^'==^i+2^â-'%

et §•"=
'2f'g\ de sorte que/ — 1 et g*' seroient à-la-fois divisibles

par u>. Donc en faisant les préparaiioiis _cQnyenables , on trouvera

toujours un exposant ç-.tei qu'en faisant (?-{-'^\/-^y^:i±f' -\-g \/^

,

les nombres /''— i et g soient l'un et l'au^tre divisibles par «.

Je dis maintenant qu'en prenant n^^q-x-^p ^ la quantité pro-

posée A F-J-/X G -|- v sera divisible par &),'qael que soit l'entier a;*

Car soit (f^ g'V -^y— >F' ^ G' \/^4 .,. on aura -F^ G s/Jé

— (f-^ÈV^i) ff^+GV^^v tV'où l'on tire F^fF'-^g^G's
G =/G'+.g-F',i et A i^+/^ G+ t/—i^A/4-^^j jF/4-Y%^+m/;G'+ v>.

Mais les valeurs- développées de F' et G' étant F' =/'-'

+

~~f'^"g''^i-^o., G' ^nf'^-'^Jr!^!^^:S'^^^^és^ '^^

mijhip'es. de «, on aura G'= o , et F' =f"^=?=j^i-jâonfi,en nésgii-
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géant les mêmes multiples, la quantité aF+ijl G-'rv se réduit à

^f+t^g-h' i
donc elle est divisible para.

Puisque toutes les valeurs de n comprises datis la formule

n^=q X +p satisfont à la question , il y aura toujours une 'de ces

râleurs qui sera moindre que ç , de sorte qu'on pourra toujours

supposer^? <ç'. Donc pour avoir l'exposant p qui donne la pre-

mière solution , il faut élever <p-\--\.\/^ à ses puissances successives

o, 1,2, 3— q— 1 , et essaj^er, pour chaque puissance repré-

sentée par/+^V/^, si la quantité Kf-\-ixg-\-v est divisible par «/

On peut aussi former directement la suite des quantités Kf-\-(ig').

en observant que cette suite est récurrente , et qu'elle a pour

échelle de relation 29, — i j d'où il suit qu'au moyen des deux

prefliiers termes connus ^ , Kip-\-fj.-\. , on formera aisément tous les

autres. Ces calculs sont d'autant plus faciles
,
qu'on peut rejeter

les multiples de « , à mesure qu'ils se présentent , et si le problême

est possible , il faudra que dans les q premiers termes de la suite,

dont il s'agit , on trouve une ou plusieurs fois t^f-\- ^g-^ v = o.

(3g2) Connoissant l'exposant le plus petit /) qui rend ^^f-^-yg+ v

divisible par un nombre premier &>
, voici la méthode qu'on peut

suivre pour trouver a priori une valeur de n , telle que }^F-{- y.G -\-

v

soit divisible par une puissance donnée de &>.

Nous observerons d'abord
,
qu'on peut résoudre généralement

1 équation —-

—

— — =:;e., dans Isquelle Li-
0)

et JI4 sont des nombres donnés , et iV, P, Q, &,c. des fonctions

quelconques entières de x. Pour cela , il faudra délermincr x de

L + Mx . . , , ,

manière que —— soit un entier j aj^ant trouve ar^Z+ wx,

si on substitue cette valeur dans l'équation proposée , elle devicn-

. ^ ,
_ /y+ii./v+/A.+pv+Qv+ &c.' ''",,:,

lira de la lorme ^
-' ^^ë semblablem—

1

à la proposée , mais dont le dénominateur est d'un degié moindre

d'une unité. On aura donc
,
pnr une suite de procédés semblables,

X ^= l-\'(tx' f x' T:^l-{-i' x" , x" ;=L/'-f £dx"', &.C. ; d'où Fon conclura
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jc z= /+/'« + /"&)=+ /"&.^-}- &c. jusqu'à un terme de la forme «"'a;''"'

dans lequel a''"' sera une nouvelle indéterminée.

Cela posé , si l'on veut , par exemple , déterminer la valeur de n

telle que la quantité >^F-\-ij.G+ v soit divisible par «% on fera comme
ci -dessus n =: qx-\-p , et toutes choses étant d'ailleurs les mêmes

,

faisant de plus hf+iy.g=\', KgA + iJ-f— fj.' , on aura ^i''+fi G + i/

== ^'i^'+ fi'G' + >'- Dans cette quantité, qui est déjà divisible par w,

quel que soit x, il faudra substituer, au lieu de F' et G' leurs

valeurs développées , en omettant la troisième puissance et les

puissances supérieures de g j ces valeurs sont :

F'=f^+''-^r'^g^.4 , G'=xr'^g'.

On distinguera ensuite deux cas , selon que x est pair ou impair.
X

i". Si .T est pair, on pourra, à la place de r, mettre v(f'''
—g'^^y

|

et développer cette quantité , en omettant les termes qui con-

tiennent ^if'^ et les puissances supérieures de^-'. Par ces substitutions,

,,. ,. . a'F'+ /G'+ .
, . -

i équation proposée -^
=; e deviendra

^'(r
+ -^r^rs"^) +/-<'-y+ "(r- 7-r"V'-^) =«.

0\'f n'étant pas divisible par «, puisque y— i l'est, on peut

supprimer du numérateur le facteur commun /'"^~% ce qui fait

disparoître la variable en exposant ; si de plus on fait §•'= w A',

a'+i'=.-wZ, l'équation à résoudre deviendra

e.

Et celle-ci pouvant se traiter parla méthode précédente , on aura

le résultat de la forme x = /+/'&)+ &)V, où il faudra prendre l'in-

déterminée x" de manière que x soit pair.

2°. Si X est impair , il faudra , à la place de v , mettre

v('/'°

—

g'^y:/) '
, et d'ailleurs le calcul sera entièrement semblable

à celui du premier cas.

On voit maintenant le procédé à suivre, pour faire en sorte

qu'une



Q U A T R I È M E P A R T I E. 45;

qu'une quantité de la forme >^F + i/.G+v soit divisible par un

nombre quelconque P. Ayant décomposé P en ses facteurs pre-

miers , soit a"' un de ses facteurs , on cherchera les valeurs de ?z

,

telles que la quantité proposée soit divisible par &>"', et ainsi suc-

cessivement par rapport à chacun des autres facteurs. Ou aura

diiférentes valeurs particulières de n qu'il faudra combiner ensem-

ble , afin d'avoir une valeur générale qui satisfasse à toutes les

conditions , et le problême ne sera résoluble qu'autant que toutes

ces conditions pourront être remplies.

(SgS) Nous remarquerons que la valeur de q dont on a besoin

dans la solution précédente (n°. .^gi
) ,

peut être donnée directe-

ment par le théorème suivant.

Si l'on a (p"— A'4-'=i -, et qiJon cherche un exposant q , tel que

(^p+ 4v/A^'— 1 soit divisiblepar un nombrepremier w non diviseur

/ A\
de A-^j.

j
je dis qu'onpeut faire q =: w— i si Von a f— ) = + i

j
et

q=&>+l si Vouai— j =— i.

En effet on trouvera , comme au n". 12g ,
que la quantité

(f + 4-\/-^)''— (9+ A.\/^) , divisée par &> , laisse le même reste

qu'une quantité semblable ("?— l'+ 'lV'^)"— (P— k+4-V^^) j

dans laquelle i est un entier quelconque. Soit A= p , on aura ainsi

,

eu omettant les multiples de &>

,

a—

t

et le second membre, à cause de •|*;='4-, devient •4-\/-^(^-^~^~

—

1)

—j=T, on aura('?+4v/^/— r?+4\/^J'=o» ^^^^

('ip4-4v/^J"~'— 1 est divisible par û) , donc on peut faire ç^= «— 1.

—j = — 1 , on aura (f? + 4-/--^/= ?— 4/-^ , donc

('p + 4\/^/'^' = p^—^4'=i , donc on peut faire ^= «+ 1.

Mmm
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<5. VII. Méthode de Fermât pour la résolution de l'équation

y''= a-l-bx-hcx^-hdx''-t-ex+ eii nombres rationnels.

(394) Ayant été conduits à traiter fort au long de la résolution

des équations indéterminées , nous devons faire mention d'une mé-

thode indiquée par Fermât pour résoudre en nombres rationnels

l'équation jy°= a+ i^+ f a;°+ <^x^+ ex* , dont le second membre

est un polynôme rationnel où la variable ne passe pas le qua-

trième degré. Voici les cas principaux dans lesquels la résolution

est possible.

1°. Si le nombre a est égal à un quarré positif/", les valeurs

xz=o , y =y donneront immédiatement une solution de l'équation

proposée. Pour avoir une autre solution , on supposera a-^bx-^r

c x" -\-d x"'
'\- e x'' = (f-{-gx-\-hx'^)''^ ce qui donnera , en développant

et ordonnant

,

o =f'-\-'2fgx-f-2fhx^-\-'2ghx^-\-h'x^

— a — 6 + g^ — d — e

Or on a déjà f^= a; si pour faire disparoître les deux termes

suivans , on fait zfg— b = y ^fh+g"— c= o, on en tirera les

b c—fi^

valeurs des coefficiens g et h , lesquelles seront g= — , h= —— •

Alors l'équation étant réduite aux seuls termes qui contiennent x^

2fi'/i

—

d
et A'*, il en résultera une valeur rationnelle de x , savoir x= -—

.

Cette valeur donnera donc une nouvelle solution en nombres ra-

tionnels de l'équation proposée j si toutefois on n'a pas 2gh^=df
ni e=A°.

La nouvelle solution étant désignée par x=^m, si l'on fait gé-

néralement a;= m+ x', et qu'on substitue cette valeur dans l'équa-

tion proposée _, le second membre deviendra de la forme a' + è'^'

-tc'x'^ + dx'^ + e'x"'', dans laquelle a' sera encore un quarré positif.
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On procédera donc de la même manière pour trouver une nouvelle

valeur de x', et ainsi à l'infini. D'où l'on voit qu'une première

valeur connue de x suffit pour en faire trouver une infinité d'au-

tres , sauf quelques cas particuliers qui ne peuvent guère avoir

lieu que lorsqu'il est absolument impossible de résoudre l'équation

proposée autrement que par les premières valeurs données.

2°. Si le coefficient e du terme ex"^ est égal à un quarré posi-

tif ^% on fera a+ bx+ cx" + dx^ + ex^=^(f+gx+hx'')'', ce qui

donnera , en développant et réduisant

,

o= f''-\-ifgx-^'2fhx''+ '2ghx^

— a — b + 5* — d
— c

Maintenant on peut faire disparoître les x^ et x' , en prenant

§•= —
, f^= -p— , et alors l'équation réduite au premier degré

,

a f^"

donne x=——-—-. Cette solution en fournira ensuite une infinité
ifg—b

d'autres comme dans le cas précédent , mais il faut qu'on n'ait pas

2/^—^= 0.

3". Si l'équation proposée est de la forme j/'= /^+ ^ A' -f c x°+
dx'^-\-h''x* , en sorte qu'elle tombe à-la-fois dans les deux cas pré-

cédens , on pourra faire usage de chacun des moyens indiqués.

On peut aussi tout d'un coup faire y=f+gx^±:hx''f ce qui

donnera j en substituant, développant et réduisant,

o= •2fgx:à=.ifhx'':±i'îghx'^

— b +g' —d
— c

Or on peut satisfaire à celle-ci de deux manières , soit en faisant

g^= —>, ce qui donne x =^ ^—

—

^l^— soit en faisant e-=±—-,°
2/

^ Z^-}gh— d 2/t

,, , „ . 2 fp-

—

b
d ou ion tire x= ^-2 —

-.

c—g'^apifh
4°. Si on a une solution désignée par x=^m, on fera x=^m+ x'y

et l'équation sera ramenée au premier cas.

Nous pourrons ajouter un grand nombre d'applications de cette

Mmm 2
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méthode tirées des problêmes d'anal3^se indéterminée , dont Euler

'a donné les solutions dans plusieurs de ses Mémoires, et dans le

second volume de son Algèbre. Nous nous bornerons à un ou

deux exemples de ce genre , afin de donner une idée de cette

branche d'anal3'se
,
qui exige une grande sagacité dans le choix

des moyens de solution , mais qui n'a qu'un rapport éloigné avec

notre sujet.

(3g5) Proposons-nous de trouver trois nombres x,j^ z, tels

que les trois formules

x''+y+-2z^, x^+z'+2y, y+z^'+^x"

soient égales à des quarrés.

Comme on peut supposer que ces nombres sont premiers en-

tr'euxj il est aisé de voir qu'ils doivent être tous trois impairs:

on peut donc faire j' = x+^p, z= x+ 7 çf, et on aura

x'+y''-\-2z' = ix''+i(p+ 7ç)x-iri(p''+ '2ç').

Je fais cette quantité =4 ('a; + fY, et j'en tire x = —p.— '—.

-if—p—zcj

La seconde formule donnera semblablement ar= ,ng—q— ip
et pour faire accorder ces deux valeurs

,
je fais

jy" + 2y'—/"=y^+2;9=— ^"-
, 2f—p— 7q^2g—q—2p;

j'en lire des valeurs rationnelles de /et de ^, savoir/=^('55'+ 3/?^,

g=^\(5p-\-^q) j au moyen desquelles la valeur de x deviendra

8(p + q)

Cette valeur satisfait déjà aux deux premières conditions : on aura

d'ailleurs les valeurs correspondantes de y et z par les formules

y^x+ip, z^:=x+ '2q; de sorte qu'en supprimant le facteur com-

mun , on pourra faire

x = yp''— ^opq + yq"

y = zôp''— i4j'5' + 7^°

z^jp^— lipq + i'àq\
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Substituant ces valeurs dans la formule j'-\- z" -f- sx" , et faisant

-=i + 9, il restera à satisfaire à la condition

1 + 2 9 + '2 S= + 9' + ^ 9^ = à un quarré.

Or on trouve immédiatement â = o,ou 9=— i, ou 9=— 25 mais

il ne résulte de- là aucune solution. Soit donc , suivant la méthode

précédente

,

1 4. 2 9 + 2 9' + 9' + f^^ 9^ = O + a 9 + fj 3=;^
;

si l'on développe cette équation , et qu'on prenne a= -^, on aura

6= 208} donc p= 2og
,
ç= i

, ce qui donne cette solution :

X = 1871g , y = 62609 5 ^ = 18929.

Il seroit facile d'en trouver plusieurs autres , mais elles seroient

probablement plus composées
,
quoique la méthode dont nous

avons fait usage ne prouve pas que les nombres trouvés sont les

moindres possibles qui satisfont à la question.

(096) Soit proposé encore de trouver trois quarrés inégaux

a;', j'^'jz", tels que les trois formules x'^+y'— z^ , x' -\-
z'"—j°,

j/'+ z"— x", soient égales à des quarrés.

On trouve aisément que les deux premières conditions sont

remplies , en faisant

X ^ ?' + s'

jy ^^ r"" + rs— 5"

z = r'— rs— 5°.

Il reste donc à satisfaire à la troisième , laquelle devient
,
par

la substitution de ces valeur* , r*— 4 /•"a''+ **== à un quarré. Soit

r^=S s j la question se réduit à faire en sorte que 9*— 4 9'-j- 1 soit

un quarré. On pourroit prendre 9 = o , ou 9 = 2, mais il ne résulte

de -là aucune solution convenable
j
pour avoir d'autres valeurs,

soit 9 = 2 + ?, on aura 1 + 16?+ 20?'' + 8 ?i^ + ?i*= à un quarré. Je

fais cette quantité =(i-{-8<p+ a.f')'' ; prenant ensuite a = i, je

trouve 9=—^j donc 3=— -^, r=i5,s = 4j d'où résulte celte

solution :

x = 24i
, jK = 269 , z= 149.

Ce sont vraisemblablement les moindres nombres qui satisfont à
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la question. On auroit pu faire encore a=— 22 , ce qui auroit

donné ?={j7 j ^ =777 » ou r= 442 , s = i6i : mais de-là résul-

tent des nombres beaucoup plus considérables que les précédens.

On peut suivre un autre procédé pour faire en sorte que la quan-

tité 1+ i6(p+ 20(p°+ 8(p'' + ?* soit égale à un quarré. Représentons ce

quarré par (i+rnç-^nç)'/, nous aurons j en comparant et déve-

loppant
,

— 16 + m' —8—1
— 20

_, . 16— 2m 8— 2mn .,,
boit <p = =

, on aura entre m et «1 équation
2 « + 171 — 20 n"—

1

(S + m) n^-\-(m^— 20 m— 8^ n— im^+m+ 'j2= o.

Maintenant pour avoir une valeur rationnelle de n-, soit to =— 8 ,

on aura ?i=— 7^,- , a =^ , ce qui est la seconde des deux solutions

trouvées par l'autre méthode.

Nota. Nous nous proposions d'ajouter à cette partie quelques autres objets

inlcressans , tels que le traité de parlitione numeroriim , composant l'un des plus

beaux chapitres de Vlntrod. in Anal. inf. , les Reclierclies de Lagrange sur les

fonctions indéterminées dont les produits donnent des fonctions semblables , et

un choix des plus beaux problêmes indéterminés résolus par Euler ; mais l'étendue

de cet ouvrage passant déjà les bornes que nous nous étions prescrites, nous sommes

obligés de renvoyer pour ces objets aux ouvrages originaux.

i
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Introduction , art. X.

IjA formule de cet article, corrigée d'une faute qui s'y est glissée,

doit être lue ainsi ;

Cl + a+ :.= . . . . +a-; O +^+^^ • • • +^") O +î +>°- • • • +>'; &C,

On a déjà déduit de cette formule le nombre des diviseurs d'un

nombre composé quelconque JS'= a"' C" y'' . , , Mais il est évident

qu'elle donne aussi la somme de ces mêmes diviseurs , iV^ compris.

Voici une application de cette formule considérée sous ce nouveau

point de vue.

Etant proposé de trouver deux nombres ^ et B tels que cbacun

d'eux soit égal à la somme des diviseurs de l'autre , cherchez parmi

les puissances de 2 un nombre a= 2'" tel qu'en faisant 5 a— 1^= b,

6«— i= Cj 18 a'

—

i= d, les nombres b, c , d, soient premiers
j

cette puissance étant trouvée ( autre que 2° ou 1 ) les nombres

demandés seront ^ ^= 2'^'*''d , jB = 2'""^' 6c.

En effet , soit f^ la somme des diviseurs de .^ , ^ non com-

pris , el/B une somme semblable pour B , on aura, d'après la

formule précédente , et parce que i + 2' + 2^ . .
+2^"*"' = 2'"'^°— i,

/^=(2''+=— i)(i+f/)— 2'-'-^V/=(4a— i)i8a^— 2a(i8a=— 1)= 5
/5=(2''+'—

1) (i +è) (1 +c)—2''+'6c=(ia— 1) 18a'—2a(3«— 1) (6a— 1)=^/.

Donc les nombres ^ et B satisfont aux conditions du problême :

mais celte solution est subordonnée à la possibilité de trouver pour

bf c , d , des nombres premiers. On en a du moins un exemple , ei>

faisant a = 2, ce qui donne ^= 284, .5=220.

. Descartes est auteur de la solution de ce problême. Voyez le

Tome III de ses Lettres , et le discours de Genty , intitulé Infiuence

de Fermai sur son siècle
, pag. 1 23,
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Introduction , art. XXf^I.

Le produit f .y.|.-|-^ . . . . &c. prolongé suffisamment, devient

moindre que toute quantité donnée. Car suivant le n°. 273 de

Vlnirod. in ^nal. inf. on a

^^;-^+^'+^+^+^+ ^'- ^ (i-o(i-i)('-i)(i-i)&c.

Or le premier membre, égala

—

\oq(].-—x) danslecasde x= i,

est infini 5 donc le produit (1— }) (1

—

\) (1

—

\) &c. continué à

l'infini , est infiniment petit ou nul.

De-là et de la formule du n°. XXIV, il suit que s'il y a p nom-

bres premiers compris dans la suite des nombres naturels , depuis i

jusqu'à n , le rapport de p à « diminuera de plus en plus , à mesure

que /z augmente , et deviendra enfin moindre que toute fraction

donnée.

Introduction , art. XXP^II 1,

Si on cherche , d'après les mêmes formules , combien il y a de

nombres premiers de 1 à 10000, on trouvera que ce nombre

= 5oooxo,"240577 + 26= 122g; or le nombre effectif a été trouvé

de i23o , d'après la vérification faite sur une table de nombres pre-

miers. L'accord ne peut être plus satisfaisant , et doit faire présu-

mer que le résultat trouvé pour les nombres premiers de 1 à looooo

est fort près de la vérité.

Première Partie^ $. XII.

Puisque suivant le n". 53 la valeur de Z> a pour limite 2 \/udt , ou

V/fg"— 4f^') } il paroît qu'on peut rendre plus générale la proposi-

tion du §. XII, en l'étendant à toutes les valeurs de Zf depuis zéro

jusqu'à v/fs'

—

^f^O- C'est ce qui mérite d'être examiné.

Seconde Partie ^ n°. 23o,

Fermât ayant avancé que le produit de deux nombres premiers

compris dans les formes 2o.t+ 3 , 20.T+ 7 est toujours de la forme

y-\-5z\ il est facile de vérifier cette proposition par la Table IV.

En
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En effet les deux nombres dont il s'agit sont diviseurs de la for-

mule r+ 5i/% leur produit doit donc être diviseur de celte même
formule j mais ce produit sera toujours de l'une des formes linéaires

20^+1, 200;+ g, donc il sera en même temps de la forme qua-

dratique j'*+5z'. On prouveroit la même chose plus directe-

ment par la formule (2 m- + -2 m n + 5 n^ ) ( 2p^ + ipç i-5q"'

)

= (2pm+pn+çm— nqny -}- 5(qm+pn-\-qny.

Troisième Partie , n°. 2'j'ô.

Les trois équations /}/s'= 5 ,
g''"^= 9j /iA//=ri5, suffisent pour

déterminer à-la-fois les six quantités ^, i-^
,v

, f^g, h. Car a,//, v

représentent les diviseurs communs entre deux des trois nombres

^ , 9 , 1 5 j on a donc d'abord a=:3,//= 5j ^=1, Ou trouve ensuits

Troisième Partie , Théorème X.

Il faut bien observer que l'exception c°=:j/'-l-iV~' doit être limi-

tée elle-même par la condition que z ne soit pas zéro , sans quoi

l'exception comprendroit tous les cas , et le théorème deviendroit

illusoire. En effet z étant la même chose que ce qui est appelé 9 dans

le cours de la démonstration , si on faisoit (î)=o, on auroit -y'C—
•) ê"=o,

eLy— a.y'=o. Dc-là , à cause de c= a"+ f"-i-î.° = a.'H-^'°-f>'% on

concluroit a = a', ê'= €'', >= •)-' ^donc on auroit aussi a= /, /y.=^//,

1» = !>', ^=^', B = 5', C= C; de sorte que les deux formes deiV

que l'on compare , seroient déduites d'un seul et même diviseur

quadratique A°.r^-[-f^°x'''-|-i'V% avec les mêmes valeurs des indé-

terminées. Ces formes ne seroient donc pas , comme on le suppose
,

le résultat de deux combinaisons différentes.

Troisième Partie , Théorème XV 1,

Le Théorème XVI , considéré en lui-même et dans ses consé-r

quences multipliées , est , sans aucun doute, une des plus belles et

des plus fécondes propositions de la théoj-ie des nombres : mais sa

démonstration qui d'abord paroît suivre immédiatement du Théo-

rème VIII, présente successivement des difficultés que nous n'avons

pu lever entièrement , et qui exigent des recherches ultérieures,

Nnii
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On a démon Iré rigoureusement , n°. 3i8

,
que Je Théorème XVT

a lieu pour tout diviseur proposé cj''+ 2 bjz + az'', si parmi les

nombres moindres que iV" compris dans ce diviseur , il y a seulement

un nombre c qui n'ait aucun facteur quarré commun avecN , et qui

en même temps ne satisfasse pas à l'équation c'=j/' + iVs° où z doit

être > 0- La difficulté consiste donc à s'assurer a priori qu'il existe

toujours un pareil nombre dans tout diviseur réciproque proposé.

La première condition est toujours facile à remplir , ainsi que nous

l'avons fait voir n". 320
;
quant à la seconde , il n'est pas nécessaire

qu'elle le soit dans toute son étendue. Car quand même on auroit

l'équation c^=j''-\-]!i z'^, si les deux valeurs trinaires de c qui ont

conduit à celte équation (n". 292) sont différentes , le fondement

delà démonstration dun°. 3i8 subsistera dans son entier, puisque les

deux combinaisons qui donnent les valeurs trinaires correspon-

dantes de iVet de c sont différentes l'une de l'autre , et doivent se

retrouver telles dans les diviseurs de f + Nu". Les seuls cas
,
par

conséquent
,
qui peuvent nuire au succès de la démonstration du

n°. 3i8, sont ceux où le même diviseur quadratique de f^ + cii^,

dans deux formes trinaires qui répondent à une même valeur trinaire

de c , et dans deux suppositions différentes pour les indéterminées

qui le composent , donneroit deux formes trinaires identiques pour

le nombre N.

En poussant plus loin ces considérations, on pourroit peut-être

apporter quelque perfectionnement à la démonstration du Théo-

rème XVI j mais pour rendre cette démonstration absolument

complète , il restera toujours à examiner le cas où le quarré da

diviseur proposé seroil de la forme y' + iVs". Car quoique nous aj'ons

prouvé que ce cas particulier rentre dans ceux des n°* 3i3 et 3i4
,

il faut observer que la démonstration de ceux-ci suppose que le

Jîombre auxiliaire c ou 2b n'a point de facteur quarré j et c'est dans

cette supposition seulement que la note de la page 377 est exacte :

autrement on pourroit satisfaire à l'équation 4 <&'' = ?° -[- iV"4% en

prenant toujours 4-= 1 , et ensuite b = m^ , 7 a = 5 m'— n''
,

iV"= 2a b— b b :=rn^(i m"— 7z'}. Il y auroit donc alors une infinité

d'exceptions à la uémonstration des Cas I et II ,
lesquels influent sur

les autres Cas»
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De là on voit que pour éviter toute diflBcullé , il paroît indispen-

sable de chercher par une proposition subsidiaire , combien de fois le

nombre iV" peut être contenu dans les diviseurs réciproques de la

formule r+ cù% lorsque A'etc sont divisibles par un même facteur

quarré. On sait déjà
,
par le n". 192 , combien de fois le nombre N"

est contenu dans les diviseurs quadratiques de la formule l*-{-cu*i

mais dans le cas dont il s'agit , ces diviseurs peuvent être de la pre-

mière ou de la troisième espèce , et la difficulté est de distinguer dans

le résultat les combinaisons qui appartiennent à la première espèce

seulement. Voici une règle qui remplit cet objet dans un grand

nombre de cas.

Pour chaque nombre premier , simple ou élevé à une puissance
,

qui divise iV" .sans diviser c , mettez 2

Pour chaque facteur simple a. commun entre N et c. . . . 1

Pour chaque facteur double a." commun entre iVet c. . . ^ (0:— 1^

Pour chaque facteur triple aP commun entre A' et c ... . et

Pour chaque facteur quadruple a^ , commun entre iVet c ^a('e

—

1)

Ainsi de suite ; et si un nombre premier a. divise plusieurs

fois iVet c , mais ne les divise pas un même nombre

de fois , mettez à raison du facteur excédent 2

Multipliez ensuite tous ces nombres entr'eux , et prenez la moitié

du produit , vous aurez le nombre de manières dont iV^est contenu

dans les diviseurs réciproques de f'+ cu^.

Soit par exemple iV =^ g225= 3\5\4i , c = 18g ^= 3'. 3. 7 , le

nombre de fois que N est compris dans les diviseurs réciproques de

5 I

i' + c«% sera, suivant cette règle
,
7. .2 .2.2= 4- ^'^ eïïel si

on représente par C)2'25y'' + '2çjy z + rz^ le diviseur de /°+i8gu%
dans lequel 9226 est contenu , on trouvera , conformément au

ff^ + r
n". 192 , six valeurs de q moindres que^iVet telles que ^^f = un

entier = r. Ces six valeurs donnent six formes pour le diviseur qua-

dratique Q225y'+ -2qy z + rz"; mais en supprimant celles qui ne

sont pas reiciiives à la première espèce , il ne reste que les quatre

suivantes ;

Nnn 2
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9225j'+ 3288j/^ + 2g3 5'

92 25^-°+ 90 1 2j/ i; + 2 20 1 ~%

ce qui s'accorde avec la règle précédente.

De même si on a iV= 3^. 1 1. 17 , c = 3^.2 , on trouve par cette

3—1
règle que c est contenu ^.3. ou 1 ^ fois dans les diviseurs

quadratiques de la formule i° + iV/i'; et il faut observer quela frac-

lion jcsti'indice d'un diviseur quadratique dont deux coefficiens sont

égaux. On trouve en effet , dans ce cas , les deux diviseurs quadra-

tiques i62j/' + 54/ z + gSs'j \62y^-i(-i6zj z+ iSiz', où l'on voit

que le second est compté pour ^, parce cju'il ne répond qu'à deux

formes trinaires de iV, tandis que l'autre en comprend quatre (Vo}»".

n°. 279).

La règle précédente à laquelle il faudra apporter quelques modi-

fications pour la rendre absolument générale , indique assez que la

circonstance du facteur quarré , commun entre iV^ et c , ne fait

qu'augmenter dans une même proportion le nombre des formes

trinaires correspondantes de iV et de c , de sorte que l'on trou-

vera toujours 2'~' pour le nombre des formes trinaires de chacun

des diviseurs réciproques dans lesquels c est contenu. Mais pour

pouvoir tirer cette conclusion avec certitude , il faut prouver que

dans tout diviseur réciproque de la formule f+ N'u", il existe tou-

jours un nombre c qui ne tombe pas dans l'exception du Théorème X.

Pour cet effet , soityy"+ 2 gy z + hz" le diviseur proposé réduit à

son expression la plus simple , en sorte qu'on ait 'ig<if el h , et

f'Cx/^Nj si le nombre / est <\/N, l'équation /'^j/'+ iV sera

impossible , et ainsi on pourra prendre c =^/, ce qui est un premier

cas très-étendu où le choix du nombre c n'aura aucune difficulté.

Si on ay"> \/iV, j'observe que les trois plus petits nombres com-

pris dans le diviseur proposé Jj'^+'^gyz+ hz'', savoir/, /i,f—3g-rhy

sont chacun plus petits que 2{/N. Car on a déjà /"< y/ y -^; on a

eu même temps/>v/iV Gi fh <yiV", ce qui donne h^-^y'Ni
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soil f= ( i } a. ) y^ N , h— (\-\-C)x/N, on aura §•' =/A— iV

Mais on a a <

—

i + \/'y , é"< j, donc 2 \/ fa+ £"+ a Ê"^ est plus grand

que !t-rS ; donc /"— 2 n^-}-/; est plus petit que 2 ^/iV.

Les trois nombres jTj ^^ >f— ^5"+ '^*
•>
étant chacun plus petits que

s^/iV^, si on appelle c l'un d'entr'eux , et que l'équation c'=y' + iV«'-

soit possible , il faudra qu'on ait -s= l , ou c=y''^N. Cela posé,

il y adifférens casa examiner selon les diverses formes du nombre N

.

Soit 1". iV" double d'un impair, en sorte que la formule f^-yXit^

appartienne à l'une des Tables X ou XI , l'équation c°==/''+ iV^sera

impossible
,
parce que c"— y° est toujours ou impair ou multiple

de 4. Donc on pourra prendre pour c celui qu'on voudra des trois

nombres/", h ,f— îi^+Zf , et l'exception du Théorème X n'aura

lieu pour aucun d'eux.

2°. Soit iVde la forme 4n-f i , en sorte que la formule i' + iV?/*

se rapporte à la Table VII [, il est évident que des trois nombres

f^h^f— -ig+h, il y en aura au moins un pair. Or je remarque

que si c est pair , l'équation c^=-y'-rN , ne peut avoir lieu
,
parce

que C'—-j'' est de la foime i/i , si j est pair, ou de la forme in—

i

si y est impair, de sorte que cette quantité n'est jamais de la même
forme que N. Donc on pourra prendre pour c le nombre pair ou l'un

des nombres pairs qui se trouvent parmi les trois nombres /, h,

/—2g+ h.

3°. Enfin si le nombre iVest de forme 87z+ 3,ou si le diviseur pro-

posé appartient à laTable IX, il conviendra de mettre ce diviseur sous

la forme 2fjf--\-'zgjz-\-Q.hz', où l'on a à l'ordinaire /"jg", h impairs

et ifh—gg = N. Dans ce diviseur , les trois nombres if, 2 h
,

2/

—

1 g-\-ih seront toujours plus petits que ia\/iV", mais on ne

voit plus , comme dans les cas précédens , rien qui empêche qne ces

trois nombres ne satisfassent , chacun en particulier, à l'équation

c*=j'' + iV. Si cependant l'un d'entre eux a un commun diviseur

avec N , on peut prouver que quand même l'équation c''^=y^-\-N

seroit satisfaite , le nombre c ne tombera pas dans l'exception du
Théorème X.

En effet si les nombres iV et c sont divisibles par un même nombr<3
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premier cr
, et qu'on ait l'équation c' = P + N, il faudra que fl soit

aussi divisible par tt • or on a , suivant le n". 202
,

r=a=-f ^*+/

Ces trois quanlilés étant divisibles chacune par w, ou en conclura

que la quantité /V— 2yyb-\-y''c ^ ou son égale ji

(a.'y a y')'' + (C'y C y')*

est divisible par -tt. On trouvera semblableinent que l&s deux quan-

tités

(.jc—^c'y + (c.'y— ^./r
(a!Q—a C'y 4- (C'y — Cy')'

font divisibles par t. Donc il faut que chacun des nombres ct'C—a^',

et,';— ay\ f'j

—

C y'
, soit divisible par •3-

. Mais d'après l'anah^se du

n". 292 , ces trois mêmes nombres ont pour commun diviseur 9 ,

et au moyen de ce commun diviseur ou doit avoir c'=9''+ iV"(p''j donc

l^uisque dans le cas que nous considérons on a c'=S'+ N', il faudra

que ç> , et par conséquent cr , soit égal à l'unité j donc l'exception

du Théorème X n'aura pas lieu , si c et iVont un commun diviseur,

quand même on auroit c' = S' + iVj donc alors toutes les formes

trinaires de iV", considéré comme diviseur de t'+ cu^, seront diffé-

rentes entr'elles j d'où il suit que le nombre c pourra être employé

à la df'MUonslration du Théorème XVI.
On voit maintenant que si le diviseur proposé est de la forme

'i/y^'+ n gy z + zfz'^, auquel cas on a N = 4:f'
— g*, le nombre

if—''2g peut être pris pour c, parce que sa moitié if—g est di-

viseur de A^. De même si le diviseur proposé est de la forme

2fy''-{-2 gyz+ ?
gz',VMque\cason -^ N^= Afg—g", le nombre 7g

peut être pris pourc, puisque ;§• est diviseur de i\^. Ces cas généraux

sont ceux où le quarré du diviseur proposé pourra être réduit à la

formej/^-l-iVz° j car on trouvera aisément (n^. 367)

(7fr+igyz+2fz'y = (gy'+^fjz+gz'r+N(y-z'r
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et il suit (le ces formules , que tout nombre compris clans l'une ou

dans l'antre , a son quarré de la forme t" -\- Nu"" ; il faut seulement

en excepter les deux cas parliculiers qui font évanouir le coefficient

de N . Ces cas sont dans la première
,
^^=1, -s=i, et j=i, 2=— 1 ;

d'où résultent les valeurs exceptées c = 4/"+2g-, = 4/

—

ig,

dont les moitiés sont diviseurs de N. Dans la seconde , les cas

exceptés sont pareillement ,jyr=o,5=i et y^^ 2 , z =— 1 , d'où

résultent c^^g, c:=8f— 4;» , dont les moitiés sont encore divi-

seurs de iV. On voit donc que le résultat de ces formules s'accorde

parfaitement avec l'analyse précédente et celle du Théorème X;
c'est ce qu'on peut vériiler sur le diviseur '5Sjr''-[-22jz+ 58 z"

,

où l'on trouve deux nombres propres à être pris pour c, savoir

38— 2'i-{-58 ou 5i , et 334-22 + 33 ou gS. Ce dernier satisfait à

l'équation c''= jj^^+ iV" , mais il a un commun diviseur avec N'.

Pour revenir à notre troisième Cas , où le diviseur proposé relatif

à la Ta.b\elX est 2
fj''+ 2gjz -{- 2fiz^, si l'un des trois nombres 2^, z/i,

2f— 2g-\-2 h, pris pour c, ne satisfait pas à l'équation c-=j/" + iV,

ou si l'un d'eux a un commun diviseur avec iV", ce nombre sera celui

que l'on cherche , et toutesles valeurs trinaires deiVconsidéré comme
diviseur de t^-\-cii\ seront différentes entr'elles. Le nombre dont

il s'agit se trouve immédiatement lorsque le diviseur proposé a deux

coefficiens égaux , c'est-à-dire, lorsque son quarré est de la forme

j^-\-Nz''; et celte remarque ajoute le complément qui manquoit à

la démonstration du Cas II (n''. 3i4). Lorsque y, g, h seront

inégaux , il est bien peu probable qu'on ait à-la-fois les trois équa-

tions 4/^z=j^-j-iV", 4A'=yM-^, (2f—2g+2hy^y^-^N , ou
que du moins l'un des nombres s/", aA, 2f— 2g-\-ih^ n'ait pas uu
diviseur commun avec N. Si cependant toutes ces conditions se

trouvoient réunies , il faudroit chercher parmi tous les nombres

moindres que iV" , compris dans le diviseur 2fj'^-\-2gjz+ '2hz\
Tin nombre c qvii ne satisfit pas à l'équation c^ =y'-l-iV"s\ On en
peut trouver d'autant plus facilement

,
que si tous les nombres

compris dans le diviseur '2fy''-\-2gy z-{-2h z'' dévoient satisfaire à

l'équation c' =j° + JV^2% il faudroit que ce diviseur eût deux coefli-

ciens égaux , et qu'il retombât ainsi dans le cas déjà résolu.
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Il n'y a donc plus rien à désirer sur cette ihéorie , si ce n'est la

démoastralion de la règle générale mentionnée ci-dessus , ou d'une

règle analogue qui serve à trouver combien de fois un nombre iV,

qui a un diviseur quarré commun avec c , est compris dans les

diviseurs réciproques de la formule t' -{- eu' ^ il suffit même de

prouver que le facteur quarré , commun entre iV etc , augmente le

nombre des combinaisons dans un rapport égal , soit qu'on consi-

dère N comme diviseur de t" -{- c ir , ou c comme diviseur de

t'^-^-Nu''. Or la question réduite à cet état ne semble plus présenter

de grandes difficulté^.

TABLE
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Expressions les plus simples des formules L y^ + 2 M y z + ]V z*

pour toutes les valeurs du nombre non quarré ^ = M"" L N
depuis ^ =: 2 jusqu'à ^= i36.

NOMBRE^.

2

3

5

6

7
8

10

1

1

12

13

14

5

17
18

20

21

27
28

30

FORMULE REDUITE.

3r;

7fJ'

8f;

j
^.y'

I O £— 5f

11 f;
12 f;
13 f
i4îV

±r3y—

--( r
-( y'

-( y

17 f
18 f;
19 f^
20 f;
21 1')

22

^3

22 f;
13 f;

24

8f;

26 i6f
.13 r

y
--( y

^9f

30 {V

NOMBRE^.

31

3i

33

34

3y

37

38

39

40

42

43

44
45
46

47

48

50

FORMULE RÉDUITE.

±r y~ 31 f;
±r j'— 31 r;
±r ^°- 33 f;

±r y- 34 r;
=*=(r3j''H-2'jî— II f;

±r y- 35^;
±r5y— 7f;

^' - 37

f

3j'' + 2-.y{— 12 f

^r J^— 38f;

^r j°- 39 îV
:C2J=-f-2J'^— 19 f-;

:r y— 40 f;
^r^j^— 8f;

:>'" 41 f

4^V)
-±^(ry— 21 f;

^r y
( y
-(

-(

(

y
y"'

43 f;
44 cV
45 f;
46 f;
47 f;

K' y
(3y"'

48 f;
16 f;

( y-
(ly-

— 5°r— ^5f

5if^
17 r;
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NOMBRE -<^. FORMULE RliDUITE.

5^

53

54

57

59

6o

6i

6z

66

70

7ï

71

73

74

y"'

-( y'

5M^;
53 f
54 r;

5 5 =*=r JK'— 55f>'
= f2jK" + xyi—rjî')

( y— 56 f;

=^r j''— 57 f^

y 58 f
29 f

^^r y'— 59 f^*

^r3y
60 f;
20 f;

61 f
62 f;

63 ±r y— 63 f;
= ^7^°— 9f^

5 y
— 6

13 r

^r3^'

66 f;
22 f;

67 =^r j'— 67 f;
68 d=:f j^— 68 f)
69 =^r j'— 69 f;

70 f;
35 r;

=tr j-'— 71 fj*

NOMBRE^.

=^(4y" + 471— 17 fj

j — 73 r

y— 74?
ij''— 37 {'

75

76

77

78

79

80

83

84

FORMULE RÉDUITE.

-(3 y"
75 r;
^5f;

±r y— 76 f;

±r j''— 77 fj»

^r y' 78 f;
39 r;

^r y'- 79 1')

:( y^- 80 f;

y^— 82 f
2 y= — 41 f
If- -V ^Jl— î7 î'

^r y- 83 r;

=tr7J^
84 f;
12 f;

86

87

3 j'' + i j 1
- 28 f

=i=r y 86 f;

88

90

92

93

94

=tr y'- 87 r;
±r3J'— ^9(')

±( _y^_ 88 f;
±^8^^- II f;

j"' — 89r

90 f;
45 r;

^r y— 91 îV
±r7y- 13 f;

=tr y'— 9M'^

± r j' — 94 1)
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ww^» i, '- i i' u fm-r

NOMBRE^. rORMULE RÉDUITE.

95

97

99

lOI

I02

J03

104

105

106

107
108

109

1 10

1 1

1

I 12

1

1

114

( r — 95 f;

( r- 96 f;
3 M';

y' 97 f
98 f;

(9y'-
(jy^ +

99 1')

y —
4y^ +

lor f
iJÎ— i5f

( y-

dy'
101 f;

34 f;

±^ y— io3f;

ay'-
104 f;

13 f;

NOMBRE--^.

( r- 105 f^*

35 f;

r — 106 {°

53 f

^r y-
y"' —

107 f;
108 f;

109 f

^r^y

—

iiof;
55 f^

( y- III f;
^yi— 55 f;

^r y —
Ciy +

iiif;
^J'î — 37f^

J' — 1

1

3 f

j''

ii4f;
38 r;

"5

116

117
118

119

120

122

123

124

125

126

127
128

129

130

132

133

134

135

1 36

FORMULE REDUITE.

=b(^ j°— 116 (')

d=( y — iiyf;
^( j^_ii8f;

r7.y^

119 ;[=;

17 f;

--( y 120 f;

^4 {"J»

8f;
y"- — 122 f
2j^— 61 f

±r3j^- 41 f;

^r y
y

i24f;
125 f

^r y
C^y"'

116C)
63 f;

( y"—'i^7i°)
.( j^— i28f;
r y"—ï'-9 v)

y
^y
5^'

lOJ'"

i3of
65 f
26 f
13 r

±r y-i3if;

— r X— i3 5fJ'

^( j'— i36r;
±r^y— 17 r;
±0y + 2j;î:— 45^-;
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•

Expressions lesplus simples des formules Ly^'-VMy i + iV{%oùM est impair,

pour toutes les valeurs de J5= M"— 4LN depuisB =
^ jusqu'à 5=3o5.

NOMBRE 5- FORMULE RÉDUITE. NOMBRE 5. FORMULE RÉDUITE.

5 r+yi— f 173 y' -Hj'î— 43f
13 ^°+^î— 3f 177 ±r y^^yi—AAty
17 ^^ + J î — 4 f 181 .y'+jî— 45f
ZI =±=r ^° + J'C— 5f; 185

\

^'^+^'{— 46^
19 J" + J l — 7 f aj"+y{— i3f
33 ± r j^ + j { — 8 ^=; 189 -^ r y° + J^ î — 47 f^

37 J' + j { — 9 f 193 j'^+jt— 48r
41 J^-1- Jî— lOf 197 J' + JK t — 49 f
45 ± r ^' + j î — 1 1 f; iOI =i=r y^ + j'î— 5of^

53

57

^''+J'î — i3f
205 -j

±r y + jKî— 51^;
±r3y + jî 17 r;

61 ^^ + J î — M f 209 ±r y^ + jî— 5M')

6ï .

213

217
-+-r .y' + jt— 53^;
=i=r y + j{— 54f;

.69 =^r j"'-i- j{ — i7f^ '±r y^ + j't 55 r; !

73 ^= +j'i— 18 r
^^'

i:i=r5^^ + jî— "f^
77 ±r jt^'+jt — i9f^ r ^^ + _y^_,7^^

., ]

j'^+j'î— iif 229
-J 3y' + Jî— i9f

3 ^° + j î — 7 f ^33 j-' + jî— 58^
89 7° + Jî — 2-lf 237 =^r j-^ + jî— 59rJ'
93 =fcr r +yi— ri'C) 241 r +j'î— 6of
97

y"' -Vyi 14 f M 5 ±r y^-i- jî— 6ir;
lor :k^ -Hj'C— X5f 249 =tr J^^-Jt— 6ir;

loï :

•^ <^ :>'' + y î — 16 ^=;
2-53 -^r jK^ + jî— 63rJ'

^(fij-' -1-yî — 13 l'y* r j' + 7 î— 64 r
ij'"' + yî— 3if109 J'' 4- 7 t— ^7 C i57 '

Î13 y^ +JÎ — ^8f 261 ±r j" + Jî— 65f;
117

115

119

! '53

=i= r J'' -!- J î — ^9 <:-^

J'' + J î— 3 I {°

±r jK^ +y î 33 f.)

265 -

269

r j^ +rî— 66f
ij"+JÎ— 33f
7^ + 7^— 67^

^rh r 7^ + J î— 68 f

;

.^a.y=-l- jc— 34îV
01 /"„ A.2

1 ''^7

141

jK' +ji— 34r
±r j"+jî— 35r;

273

C J' -l-Jx— 36f 277
A 1 ,m,r^ , 2

145 < iJ^'+JÎ— i8r^ 281

l=fcOy°+3Jt— i3r;149
( Ay"-vyi 9-r

>° -!-J'î— 37f
485

M3 ^( y- +j^— 38r; 293 y + yî— 73f

M7 ^r j= +JÎ— 39f>' 297 =fcr f 'V yi—i^t)
161 =tr J= -'ry^ — 40^; 301 ^( y'+Jî — 75^^»

165 (±r3y +3JÎ— i3îV
305

Cd=r J-" +\>' î — 76 r;

TABLE lU.
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DivisKURs de la formule t"- — o 7/'

FORMULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUES.
DIVISEURS LINÉAIRES.

/=— lu"- y"—^- f 8.r+ 1,7

/"-— 3/.= y -3 r
3 t-r

I2X-(- I

I 2 X+ II

r— fj u- y—^ f 20 x+ 1,9,11, 19

e— du''

6 f-j.^

24 -T -1- I , 19

24-r-i- 5, 23

i'— 7 tt° .r —7 r
7 l'-y'

28^+ I, 9 , 25
28 .v+ 3, 19, 27

e— 10 «= y'—ioc 40 .v+ 1,9, 31, 39
40A-+3, 13, 27, 37

t^— 1 1 a^ y—ut
1 1 i^—y^

44^+ï» 5> 9' -5» 57
44.V+7, 19,35, 39, 43

^=— 13:.= y—n r 52-V+ I, 3 ,9, 17, 23 : 25, x7, 29, 35,
43» 49' 51

i'— 14 w= y—i4i'
14 r—

y

56.v4-i,9, II, 25, 43, 51

56.r-l- 5, 13, 31,45,47, 55

^^— i^u'^

3.y—5f
5i—3y^

60 x4- I, 49
60 x+ II, 59
6oA-4-7,43
6ojr-|- 17, 53

i-— 17//' j—i7r 6Sx+ 1,9, 13, 15, 19: 21, 25,33,35,
43:47M9»537 T5» 59: 67

e— \<)i^

ï9f—J'*

76 A-+ I, 5, 9, 17, 25 i 45, 49, 61, 73
76 x+ 3, 15,27,31, 51: 59,67,71,75

e— iiu"

2 1^—

y

84X+ I, 25,37,43,67, 79
84 .v+ 5, 17, 41,47, 59,83

e 22 K' J/^— 2 2 î^

22 f—^=
88x4-1,3,9,25,27:^9,59,67,75,81
88.r 4- 7, 13, 21, 29, 39: 6 1,63, 79, 85, 87

i°— 23 11^ y'—
'^3 r

i3 f-J'^

92:*^+ 1 , 9, 13, 25 , 29: 41,49, 73 ,77

>

81 :85
92 A- -1-7, 11,15, 19, 43 : 5i,<53,67,79,

83:91
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FORMULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUES. DIVISEURS LINÉAIRES.

e— z6 u- y—26;^^

2j'— I3f•

IO4.T-I-1, 9, 17, 23 , 25': 49, 55,79,
81,87: 95, 103

104 -r+ 5 , II , 19, 21
, 37 : 45, 59, 67,

83.85:93,99

e— 29 ur- J'
—^9 f Ii6^-+i, 3, 5,9, 13 : 23, 25, 33,35.

45: 49>5i? 53» 57, 59-63 » 65,
67,71,81:83,91,93,103, 107:

109 , III, 115

e-— 30 z^"

I5f—2y^

120.V+1 , 19 , 49 , 91
120 x-f 29, 71 , loi , 119
I20:ï-+I7, 83 , 107, 113
120 -v + 7, 13, 37, 103

r — 31 iC^ ^ -3 1 f

3 1
'^'—y'

1 24 -v+i, 5, 9, 25,33:41,45, 49,69,
81 : 97 , 10 1 , 109 , 113 , 121

1 24 ;i-+ 3 , 1 1 , 1 5 , 23 , 27 : 43 , 5 5 , 75 , 79 ,

83 , 91, 99, 115, 119, 125

e — liu^ j—33r

33 r—J"
132.T+i ,25, 31, 37, 49 : 67, 91, 97,

103, 115
1 3 2.r+ 17, 29, 35 ,41 ,65 : 83 ,95, ICI,

107, 131

L-^ — l^u- .r°—34f ^36^+1 ,9' M'^5'33 :47'49. 55.S1.

34f—J'' 3 87:89,103,111,121,127:13^
3JK'+iJî— II f ) 136 ^+3, 5' "'2.7,29:37,45,61,75,
II 1'—^Jî— 3 J'' 3 91 =997 io7> I09' 1^1'^! = ^33

^' — 35«= J' —3 5 r

5J'—7f
7f— TJ'^

140 x-l- 1,9, 29 , 8t , 109 , m
i40.v+i9,3i, 59, III , 131 , 139
I40.r+i3, 17, 33, 73 , 97, 117

i40.v-H23,43, 67, 107, 123, 127

''— 37"' J''—37 C
3J''+ iJ'{— li ê .

-148 A -fi, 3,7, 9, 11: 21, 25, 27, 33 ,

1
41: 47,49, 53,^^3,65: 67,71 ,

73, 7^,, 77:81, 83,85,95,99:
loi , 107, 115, 121 , 123 : 127 ,

137, 139, 141, 145: 147

r — 38 ir y^-38 f

38 i^—y^

152 x-\-i
, 9, II , 17, 25 ; 35 , 43 , 49 '

73,81 : 83, 99, 115, lii, 123:

1^9, 137, 139
i52.r-l-i3, 15, 23, 29, 31:37, 53 , 69,

71,79: 103 , 109, 117, 127, 135 :

141
, 143, 151



T A B L E Iir.

rOR.MULE.

— 39"

DIVISEURS
QUADRATIQUE;

39 i'—y

DIVISEURS LINEAIRES,

•> )
1 5 6 -v + 1 , 2 5 , 49 , 6 1 , III, Il

1^6 x+ i-j, 35, 95, 107, 131, 1^5
156 .v+5, 41, 89, 125, 137, 149

M'*^ •^"H-7, 19) 31» 67, 115 , i^ï

r— 41 u' j'—41 c i64.v-l-i
, 5, 9 21, 23 : 25, 31, 33, 37,

39: 43» 45 ,49) 51 ' 57: 59)<^ï )

73, 77, 81 : 83 , 87 , 91 , 103 ,

105 : 107, 113 , 115 , 119, 121 :

125 , 117, 131 , 133 , 139: 141
,

143» 155) M9) 163

' — 42 /r J-—42 f
41 r—>'^

2j>,=_2lf
2 1 f 2>'^

168 -v+i , 25 , 79, m , 127, 151
168 .V+17

, 41 , J7, 89 , 143 , 167
168 -T+ii , 29 , 53 , 107, 149, u^
168 -v-f 13 , 19, 61 , 115 , 139 , 157

43
"'

16 u-

^ —43 i

43 c-r

46 f-y^

172^+1,9, 13) 17) 2.1
: 15, 41 ) 49) 53 )

57: 81
,
97, loi , 109, 117: 121,

133 ) 145 ' 153) 1*55 : 169
172 x-l- 3, 7, 19,27, 39: 51,55,63 ,71,

75 :9I, 115, 119,123, 13-1:147,

MI) M5' 159) 163 = 171

184 .v+i, 3,9, 25,27:35,41 , 49, 59,
73 ^75) ^i

)
I05) lîi

) 12.3 : 131,
139, 147, 163, 169: 177, 179

184^+5,7,15,21,37:45,53,61,63,
79: 103,109,111,125,135:143,
149) 157) 159)^75) '^i) i^'3

— 47
«" y —47 f

47 x—r

188 A-+T, 9, 17,21,25:37,49, 53, 6r,

65 : 81 , 89, 97, 101,121 : 145,
149)153)157,165:169,173,177

188^+11,15, 19, 23, 31: 35)39)43)67,
87:91 , 99, 107, 123, 127: 135,
139, 151, 163, 167: 171,179, 187

[

5 I u.- r—5if
51 i^—y'
3^'"—i7f
17 {—}y

204 A-+I, 13)15)49, 12,1,145, 157. 169
204 .r+ 3 5, 47, 59, 83, 15 5, 179, 191, 203
204 Ar+ 7, 31,79,91,139,163, 175, 199
204 .v+5, 29, 41,65, 113, 125, 173., 197



T A B L E III.

FORMULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUES. DIVISE irRS LINÉAIRES.

r — 53«'- y-i3i' 21 2.V-l- 1,7, 9, II, 13: 15, 17, 25, 29, 37:

43,47,49» 57» 59-"63,69, 77, 81,
89:9i»93,95»97»99= 105, i07,

113, 115, 117 : 119, 121, 123,

131 , 135 = Hî, 149» M3, M5'
163 : 165, 169, 175, 183 , 187:

195» ^97' 199» 2.01 , 203: 205,
21 1

.'-55^.^ y^'—iic

m—y"

220.v-{-i, 9 , 49, 69 , 81 : 89, 141,

169 ,181 , 201

220A-+i9,39, 51,79, 131 : 139, 151 ,

^y'+^-yi—^7i

^7 C—^jx—^y'

171,211, 219
220.V+13, 17, 57,73, 117: 153» 173'

193, 197,217
220 x+ 3 , 23, 27, 47, 67: 103, 147,

163 , 203 , 207

^=— 57/r y"'— 17 ('

57 c-y

228 x+i, 7, 25, 43 , 49 : 55, 61, 73,
85 , 115 : 121, 139, 157, 163,

169: 175, 187, 199
228^+29,41, 53, 59,65: 71, 89, 107,

i'3, 143 : '55» 167, 173 ,
t79,

185 : 203 , 221 , 227

y-i^^i' 232:^+1,7,9,23,25:33,49, 57,63,
65 : 71 , 81 , 103 , I II, 121 : 129 ,

151 , 161 , 167, 169 : 175, 183 ,

199, 207, 209 : 223, 225, 231

1 y—^ç^ {' 232 .r+ 3, II, 19, 21, 27: 37, 43, 61,

69»75 : 77» ^5» 99» lo^
»
^i =

133, 147, 155 » M7, 163 : 171,

189, 195, 205, 211:213, 221, 229

^'-I9i y—l9i'

59 l'-y

236 x+i, 5,9, 17, 21: 25,29,41,45,
49: 53, 57, 81 , 85, 105 : 121,

125, 133» 137, 145 : Ï53» 169,
181 , 189 , 193 : 197 , 205 ,

213,225
236.%-+ II, 23, 31, 39,43:47» 55» 67,

83,91: 99, 103,111, 115,131:

151, 155, 179, 183 , 187: 191 ,

195, 207, 211 , 215 : 219,227,
^31,235

1

TABLE III.



TABLE Iir.

r
--^-

FORSrULE.
I V I s E u H s

QUADRATIQUES. DIVISEURS LINÉAIRES.

r-^6iu^ r-6ic 244Ar+ 1,5,7,9, 11:13,23,25,31,35:
4i,43,45»49'5i = 55'57,')9'63,
65:67,7i,73,77,79=§î'87,9i,

97,99: 109, III, 113,115,117:
Iii,i25,i37,i39,i4i:i43»'49>

151,155,159:161,169,175,191,
197:205,207,211,215,217:223 ,

225,227,229,241

e— 6x u' y- - 61 -

611'-y

248.V+1 ,9,19,25,33:35,41,49^5^ '

59:67,81,97,103,113:121,129,
131,163,169:171,187,193,195,
211:219,225,227,233,235

248,r+i3, 15, 21,23, ^9 = 37,53, 55»6i,

77:79,85,117,119,127:135,141,
151,167, 181: 189,197,199,207,

213:215,223,229,239,147

e — 6^ «" y-6^C 260 j:+ 1,9, 29,49,51 : 61 ,69,79,81 ,

101 : 121 , 129, 131 , 139, 159:

179, 181, 191, 199,209:211,231,

151» ^59
260 .r+ 7, 33, 37, 47, 57 : 63, 67, 73, 83,

93:97, 123,137,163,167:177,
187, 193 , 197, 203 : 213, 223,
227,253

e — 66 zr y - 66 -

66 f —y''

3:k'
— iif

2-^r — 3/"

264 -v+i, 25, 31, 49, 97 : 103 , 169,

199, 223, 247
264^:4-17, 41, 65, 95, 161 : 167, 215,

133,139^^63
264.r4.5, 53, 59, 125, 155: 179, 203,

221,245, 251

264.r4-i3, 19, 43, 61 , 85 : 109,139,
205,211 ,259

.

r — 67 ir y-67f

67 c-y

268^+1,9, 17,21 ,15: 29,33 , 37,49,
65:73,77,^1,89,93:121,129,
149, 153, 157: 169, 173, 181,

189, 193 : 205, 217, 225 ,237,
241:257,261,265

268:^+3,7,11,27,31:43,51,63,75,
79= 87, 95, 99, "I, "5: "9,
Ï39. 147, 175, 179 =

i^>, '9',

195,203,219:231,235,239,243,
247: 251,259,267



T A B L E iri.

FORM.ULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUES. DIVISEURS LINÉAIRES.

>--_69«" ^^-69^^ 276:>r+i, 13, ^5.3i,49--
5 5,73, 85,

121, 127 : 133, 139, 151, 163,
169: 187, 193, 211, 223,259:
265,271

69 C -y' 276;t+5,xi,i7, 53,65: 83,89, 107,

113, 1^5 • 137, 143 , 149, M5,
191 : 203, 221, 227, 245, 251 :

263,275

e _ 70 ïv" y — 70 c 280X-IT I, 9 , II
, 51 , 81 : 99 , 121

,

169, 179, 211: 219, 249
( 7°V—y" 28o:»:-i+3l ,61 , 69 , loi , I II : 159 , 181

,

199,229,269:271,279
^y'-i^C 280x4-23, 37, 53,93, 127: 183, 197,

207,247, 253: 263,277

35 f-^^^ 280.V+ 3, 17 , 17, 33 , 73 : 83 , 97,
153,187, 227-: 243-, 257

t' — 71 U' y — yir 284.v+i,5, 9,25,29 : 37,45,49,57,
73: 77, 81, 89, loi, 109: 121

,

'^5, 1^9, M5 , 157 : 161 , 169,

185, 217, 221 : 225, 229, 233 ,

237, 245 : 249, 253 , 261, 273,
277

7^c—r 254A-+ 7, II, 23, 31, 35: 39, 47, 51,55 ,

59:63, 67,99, 115, 1^3: 1^7,

139» 155' M9, '63 : 175, 183,

195, 203, 207 : 211, 227, 235 ,

239, 247 : 255, 259, 275, 279,
283

r — 73 u" y' - 73
1' X92.V-I-1 , 3 , 9, 19,23 : 25,27, 35,37,

41: 49, 55, 57,61, 65:67,69,
71,75,77:79581,85,89,91:97,
105 , 109 , III, 1 19 : 121, 123 ,

127, 137, 143: 145, M7, 149,

155, 165: 169, 171, 173, 181,

183 : 187, 195, 201, 203 , 207:

211 , 213 , 215, 217, 221 : 223,

225, 227, 231, 235: 237, 243,

251, 255, 2^7: 265, 267, 269,

273, 283: 289, 291



TABLE III.

FORMULE.

— 74'

DIVISEURS
QUADRATIQUES.

y — 74 1

ij''— 37f

DIVISEURS LINÉAIRES.

296a-+i,7,9» 15, 33:41,47,49,63,
65:71,73,81,95,121:127,137,
M5, MI, M9= 169, 175, 201

,

215, 223 : 225 , 231 , 133, 247,
249: 255, 263,271,287,289:295

296 .r+ 5, 13, 19, 29, 35: 43, 45 , 51,

59,61:69,91,93, 109,117: 125,

ni, 133 , 163 , 165 : 171, 179,
1^7, 203, 205 : 227, 23 5, 237,245,
251:253,261,267,277,283:291

' — 77 " -77f 3o8;c+i,9, 15,23,25:37,53,67,71,
81:93,113, 135, 141,155:163,
169, 177, 179, 191 = ^07, lii,

^^5, ^3U M7: ^55 » ^67, 189,

77 y 291 , 295
308^+13, 17, 19,41, 53 : 61, 73, 83,

87,101:117,129,131,139,14^:
153,167,173,195,2x5:117,237,

^41, ^55 , 2.71 : 183 , 185 , 293 ,

299, 307

78 li' y'' — 78 x^

78 f —y"'

^r-- 39 f

39 f-y

312.V+1 , 25, 43 , 49, m : 139, m ,

117,135, 259:^83,289
311X+13, 29 , 53 ,77, 95: ICI, 173 ,

191 , 263 , 269 : 187, 3 1

1

312X+11, 41 , 59,83, 89: 137, 161,
203, -227, 175:181,305

31-^+ 7, 31, 37, 85, 109 : 151, 175,

223,229,253 : 271,301

— 79"' y'— 79 1' piô-r-

^i— 3r 526 jk" + ly
•i,5,9'i3,ii:i5»45,49,65,73
81, 89, 97, loi, 105: 117, m

79 f —y"

125, 119

189, 209: 213 ,

253 : 257, 269, 273,
289, 301, 309, 313

3i6.v+3,7, 15,27,35

141 : 169, 177, 181
,

22
5 , 2-41 , ^45 ,

277, 28 i:

, . 39^43,47, 59,

63 = 71 ,75,91 , 103, 107: ii7,

135, 139^ 147, 175 : 187, 191,

195, 199, 211, 215, 219, 227,

23 5, 243 : 25 I, 267, 171, 19 15 2.95 :

303,307,311,315



T A B L E ÎV.
D I V I s E TT R s de la formule c' + a m", a étant un nombre de la forme 4 ;z + i

.

FORMULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUES. DIVISEURS LINÉAIRES.

y + f 4 -T -{- 1

t' + 5
«'^

i^ -1- ï^ii'

2 jk' + 2 JK C + 3 1'

iy' -t- 2JÎ + 7f

10 A-+ I, 9
20-V+3, 7

52.^+1,9, 17, 25,29: 49
52.r+ 7,ii, 15,19,31:47

r -[-• 17 u

3 J° + iJî + 6f

}68.v+ 1,9, 13,21,25 = 33, 49» 53

68 .r+3, 7,11, 23, 27:31, 39, 63

r -r 21 u- 1jV" -'r 2.J1+ 22

i.r'' + 2^^ + II f

loj,^ + 6 j^+ 3 f

84.v-i-i, 25, 37
84.v+ii,23,7i
84^+5, 17, 41

84 .r+ 19, 31,55

r +f 29 u' !Of
5J'' + 2,J{ -r 6f

2_y' + 2j^ + i^ ^^

IOJk' + 2J{ + 3 f

}

}

i6.r-l-i, 5, 9, 13, 15 •• 33> 45» 49' 53,

57:65,81,93, 109

1 16.T 4- 3, II, 15, 19, 27:31,39, 43, 47,

55 = 75,79,95,99

+ 33"^ y + ^7i-\- 34 f
xy .^ ^y 1+ 17 f
3y + ^y i + 14 {°

6jy= 4- 6_y ^ + 7^^

132 ^-hi, 25, 37, 49, 97
i32.r+i7, 29,41,65, xoi

132^^+23,47,59,71, 119
I3 2.V-1-7, 19, 43,79, 127

i^ + 37 u- y + ^yi + 3^C

^y + ïyi+ 19 f

148 AT-l- 1,9, 21, 25, 33: 41, 49, 53,65,73:

77, 81,85, loi, 121 : 137, 141,

148.V+15, 19, 23,31,35:39,43,5', 55,

59 = 79,87,91,103,119=131,135'
143

t'- + 41 «' ^164^+1, 5,9, 21,25:33,37,45,49, 57 =

> 61,73,77,81,105:113,121,125,
y + ^ji -i-42f
2j'+ 2.y{-\- 21 f >

5J" + 6y i+ lof ) 133, 141
1 64 a;+ 3, 7, II

,
I 5, 1 9: 27, 3 5,47, 5 5, <^3 =

67,71,75,79,95 = 99, m, 135,

147, 151

jy
6 y-i-

zyi-\- i4f
iyi + 7f

Nota. Les diviseurs quadratiques contiennent, outre les diviseurs impairs mentionnés

dans la table, des diviseurs pairs ; savoir, les diviseurs 8 ;ï+2 lorsque a est de forme 8 m-^- 1 >

et les diviseurs 8 1 -{- G lorsque a est de forme 8m-\- 5-

TABLE IV.



TABLE IV.

FORMULE.

^^+53"'

DIVISEURS
QUADRATIQUES.

DIVISEURS LINÉAIRES.

9J'^ + iJî + 6^'

- 2i2.v+i,9, 13,17, 15:19,37,49, 57,69:

/ 77,81,89,93,97:105,113,117,

}

m, 149 : 153, 165, 169, 197,
201: 105

2i2;c+ 3, 19, 13, 27, 31:35, 39, 51, 5 5,

67 =71, 75^79» 83, 87: 103, III,

117,139» 147: 151,167,171,179,
191 : 107

t'-r 57 '^^ y^ + ij{+ 58 r

i J'' + i J- î + ^9 f

3 J' + 67 £ + 11 {*

6 j' + 6 y £ + I I :j'

2i8x+i, 25, 49, 61, 73 : 85, m, 157,

169
228 .v+ 29, 41,53,65,89:113, 173, 185,

211

228 Ar+ 3 1,67, 79, 91, 103:127, 151, XII,

223
228A-+11, 13,35,47, 83:119, 131, 191'

215

r= + 6i u' jk' + 2j^ + 62 f
5:k'' + 6j:î;+ 14^^ /

244A-+1, 5,9, 13,25:41,45,49, 57,65 :

73,77,81,97,109= "3, 117, m,
125,137:141, 149,161,169,197:

205, 217, 225, 229, 241

iy + iJî+ 31Î' 1144^+ 7,11,23,31,35 = 43,51,55,59,^3:
ioj-^ + 6jK{ + 7r i 67,71,79,87,91:99,111,115,

139, 143:151, i55,M9,ï75> 191:

207, 211,215,123,227

r + 65 u"" JK^ + iy{+ 66 {" )26o.v-|-i, 9, 29, 49, 61:69,81, loi,

97' + lOjy ç 4- lofJ 121,129:181,209
iJ'*+ iJ>'î+ 33 i
i8_y* + 107 { + 5 {

37' + 1JÎ+ 2-1 f

67' + 2J{ + II ^'

-}
26oa;+33, 37, 57, 73, 93 : 97, 137, 177,

193, 197:213,253
260 .v+3, 23, 17, 43, 87: 103, 107, 127,

147, 183:207, 243
i60Ar+ii, 19, 31, 59, 71 : 99, III, 119,

151, 171:119,139

/" + 69 U' 7^ + 2jî+7of ')i76-v+i, 13, 25, 49,73:85, 121, 133,
137^ + 67^+6^ 3 169,193:265
57' + 27^ + i4f J276X+5, 17, 53, 65, 89: 113, 125, r37,

I

149,-11:145
27^ + 27^+ 35 f 1176 ^-+3 5, 47» 59,71,95: "9. 131,1^7,
267^ + 67^+ 3 f S 179,215:239
107» + 27^+ 7î' 176^+ 7, 19, 43, 67, 79 = 91, 1^3, 175,

199,235: 247

^



TABLE IV.

FOKMULE.

^' + 73
«°

DIVISEURS
QUADRATIQUES. DIVISEURS LINEAIRES.

y' + iJl + 74 f
}

jy^ + 10 y 1+ 141"

192 x+i, 9, 25, 37, 41 : 49, ^7, 61, 65,
69 : 77, 81, 85, 89, 97 : 105, 109,
121,13-7, 14^: 149,165,169,173,
181: 201,213,217, 221,225:237,
257,265,269,273:289

292 x+ 7, II, 15,31,39:43,47,51, 59,

63:83,87,95,99, 103: 107, iM,
131, 135. 139=15^159.163,167,
175: 179,1915 199,^39,^47:159,
263, 271,275,279:287

+ 77
"=

+ 85//^

+ S^u'

y^+ iy{ + 7^ f
9J' + 14JÎ+ 14 f
1 3

:>'' + 2, j î + 6 ^^

ij' + iJÎ + 39 f
iHjk" + I4JÎ+ 7f
26 jk' + 2.j î + 3 f

1308 x+i, 9, 25, 37, 53 : 81, 93, 113,

J 137,141:169,177,221,225,289
308 X+13, 17,41,73,89= II3', 117, 1^9,

145,149:173,241,257,285, 293
308x4-39,43,51,79,95= ^07, 113, 12.7,

151, 183:211,219,239,263,303
308 x+ 3, 27, 31, 47, 59:75, 103, m,

115, 159: 199,223,243,251,279

}'

y + ïyi+ B6C

5 y + 10 j:^ + 11 f

ijf" + 1^^+ 43f

10 y^ + ïoyi+ 11 {"

340 .v+i, 9, 21, 49, 69: 81, 89, lox, 121,

149 : 161, 169, 189, 129, 281 :

311

340 -r+37, 57,73,97, 113:133,173, 177,

193,197:233,277,313,317,333,
337

340A-+ 43,47, 67,83,87: 103, 123, 127,

1-83, 203 : 223,247,-263, 287, 307 :

327
340x4- II, 31, 39, 71, 79 = 91, 99, MI,

139,159: 199,211,231,279,299:
311

y' + ^yi+ 9°l
Xy- + 2yi+ 45 ^-

5^ + ^y{ + 18 f
loj' + ij'{ + 9f

3^ 4- ^yl+ 3of
6y' + xjKî4-i5f
7y'-+ ^yi+ 14 f

1356x4-1,5,9, 17, 21 : 25,45, 49, 53, 57:

69, 73, 81, 85,93 = 97, '05, i°5'

121,125: 129,133,153,157, 161 :

169, 173,177, 189,217:225,233,

245, 249, 257 : 2^5, 269, 277, 285,

289:301, 309,317,345
356x4-3,7,15,19,23:27, 31,35,43, 51:

59^63,75,83,95 : 103,115,119,

127, 135: 143, 147, 15», M5' 159 =

163,171, 175, 191,207:211,215,

219,239,243:255, 279,291,295,

315: 319,313.317,343



T A B L E IV.

FORMULE,
DIVISEURS

QUADRATIQUES. DIVISEURS LINEAIRES.

/^ + 93 u^ f' + iJ î + 94 f

^^ J° + i J' î + 47 {'

34.y"+ <5y { + 3r

37i .v+1,25, 49, 97, 109: m, 133, 157,

169, 193 : 205, 153, 289, 349, 361
372a:+i7, 29, 53,65, 77: 89, 137,161,

185, 197:209,269,305,353,365
371 ^+3 5' 47, 59.71. 95:107, 1^,1,143,

191,227:287,299,311,335,359
372^-4-43,55,79, 91,115: 127, 139, 151,

199,223 : 247,259,271,331, 367

t^ + 97 «=

ijk" + i^î+ 491'

ly'' + iJx+ Mî'

}
388 ^+1,9, 25, 33' 49- 53» 61, 65, 73, 81:

85, ^9' 93i loi. 105 : 109, 113, 121,

129,133:141,145,161,169, 185: 193,
197,205,221,225 : 229,237,241,269,
273:285,289,293,297,309:313,341,

345, 353.357: 361,377,385
38S.r-|-7,i5,i9,23,39:5i,5 5,59,63,67:

71,83,87,107,111:123,127,131,135,
139:143,155,171,175,179:187,199,
207,211,215:223,231,235,239,251:
263, 271, 311, 319, 331 : 343, 347,
351.35% 367:371, 375. 383

e+lOl II" j' + i.yi-\- 102 -^

^y" + 6_J-.:[+ 22f
i^y + ajî-i- 6f
9jy" + 10JÎ+ 14 f

T-y" -^ 2y^-t- 5I{'

i-oj-- + 6^î+ ii~^

^4y' + 2JÎ+ 3f
18 j^ 4- iojK^ + 7f

404x4-1,5,9, 13, 17:21,25, 33, 37,45:
49.65, 77, 81. 85 :97, 105, 117, 121,

125: 137,153.157,165,169:177,181,
185,189,193 : 197, 201,221,225,233:
245. 2.49. 2-73, 2-8 1,289: 297, 305, 3 13,

321,329:357,361,373,381,385
404.^4-3,7, 11,15,27:35,39, 51,55, 59:

^h 67,75, 83,91 = 99. i°35 m, 119.
117: 135,139.143,147.151:163,167,
175,187,191: 195, 199,231,243,255:
259, 263, 271, 275,291 : 295,3 1 1,315,

331,335: 343. 347. 351. 363. 375

("+ 105 li" V" -\r -i-y
i_
+ 106 f

2jK'4- 2Jî4- 53 r
io_y' 4- io_y

:5;
4" 13 ^^

5 J' + ^oy l + 2.6 f
3J" + 6y{4- 38 f
6j"4- 6j^4- 19 f
7jy» 4- 14JÎ+ 2.2 f
14 j/" 4- i4y{4- II f

420A--I-I, 109, 121, 169, 289, *36i

420 .V 4-53. "3, 137.197.i33, 317
420x4-13,73,97,157,313, 397
420 X4-41, 89, 101, 209, 269, 341
420 ^4-47, 83, 143, 167, 227, 38J
420 ar4-i9, 31, 139, 199,^71, 391
420 X4-43, 67, 127, 163, 247i 403
420 .r4-ii, 71, 179, 19], 239, 359



T A B L E V.

Diviseurs de la formule r-1- a ;/", «étant un nombre delà forme 4 n— i'.

FORMULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUES. DIVISEURS LINÉAIRES.

t^ + 3 u^ y^-Vyi-V^- 6 .V+ 1

r -Vju' y' +71^ 14.V+1, 9, II

^-^
-f- II II'- j'+J{+3 f 11 Ar+1,3,5,9, 15

t- + I 5 w"

r^ -H 19 ?<:'

30 ^+1, 19
3o.v-(-i7, 23

.y'+jî+5f 38 *•+!, 5,7,9» ": i7'^3,2.5,35

r^-J- 23 u" y"+^Zl' -546 x+i, 3, 9, 13, 25 : 27, 29, 31, 35,

3 j'+iJÎ+Sf / 39:41

^=+31 ir y+3if
5^'+ 4JKî+ 7f }

62«+i, 5, 7, 9, 19: 25, 33,3ï> 39» 41'

45^47» 49' 51» 59

r" + 3 5 /r jK'+j^+ 9f 70-r+I, 9, II, 29, 39,51
7o-r+ 3, 13, 17, 27,33,47

^'+ 39""
fy^J^iy\^ }7^ ^+^ ^5. 43» 49' îï.^i

5y"+i7î+ 8f 78^+5» II, 41, 47» 59' 71

f'+ 43 u" J^'+Jl+ii {" 86a-+i, 9, II, 13, 15: 17,21,23,25,31:

3 5»4i,47, 49>53 : 57, 59><'7»79.
81: 83

i=+ 47K" J'M-47f ) 94*"+ 1,3, 7, 9' «7 = 2.1, 25, 27, 37,49: 5 1,

3j)/'+2j^+i6f V 53,55,59,61:63,65,71,75,79:
7jM-6jî+ 8f ) 81,83,89

/" + 5 I /r

3J>'"+ 3^^+51'
102^+1,13, 19,25,43:49,55,67
102 A,-+5, 11,23,29,41:65,71,95

'=+5 5'^"-

^' + 59"'

5J''+iif
|iio.v-f I, 9, 31, 49, 59 : 69, 71, 81,

S 89, 91
iioA--t-7, 13, 17,43» 57:<'3»73, 83,

87, 107

^+^{+15 f } 18 A.-+i,3, 5, 7, 9: iç, 17, 19, ii»i5 =

27, 29, 35,41, 45 :49, 51, 53, 57,

63:71, 75»79»^'»85 = 87'95»io5'

107

TABLE V.



TABLE V.

FORMULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUE DIVISEURS LINÉAIRES.

t^ + 67 «" j'+jx+i7r 134^+1,9, 15, 17, 19:11, Z3, 25, 29,33 :

35' 37' 39.47, 49:55» 59»65'7^
73 =77, 81, 83, 89, 91 :93, 103,

107, m, 113 : 117, 129, 131

f"+ 7i«= r+7if
3>''+ iJKÎ+i4f

5J''+4J{+i5f

i42Ar+i, 3, 5, 9, 15: 19,25, 27, ^9» 37:

43, 45» 49» 57,73 : 75» 77, 79» ^'^

83: 87, 89,91,95, loi: 103, 107,

109, III, 119: 121, 125, 129, 131,

135

'^+ 79
«" y +79 f

5J'+ îj{+i6î'
j8.v+i, 5, 9,11,13: 19,21,23,25,31:

45,49»5i'55»65 : 67,73,81, 83

87:89,95,97,99» loi : 105,111

115, 117, 119:121, :i3, 125, 129
131: 141, 143, isi, 155

r^+ 83 a'

3y^+yi+7C \

166 --^+1,3, 7,9» 11: 17, il, 2.3, 15» ^7
i9»3i, 33»37,4i =49» 5i, 59» 61

63 : 65,69,75,77,81 :87,93,95
9 : 1

1

1, 113, I 19, 121, 1231099^
117, 131» 147, 151» 153 : 161

e+)iju^ >°+ 87f
7J''+4j{+i3f

3 j'+ 29f
II y^+ 2 r {4-8 {"

}-
74 A-+ 1,7, 13,25,49: 67, 91, 103, 109,

115: lîl, 139, 151, 169
74.r+ii,i7,4i,47,77:89'95»ioi»"3,

119: 131, 137, 143, 155
2_1_ ^ , „2^^+ 91 y'+yi+^z i'

5J'°+ 37{+5f

x8i -r+i, 9, 23, 25, 19 : 43, 51, 53, 79,
81: 95, 107, 113, 121, 127: 155,

165,179
182x4-5, 7, 19, 31, 33 : 41, 45, 47,

59,73: 83, 89,97, III, 125: 145,
167, 171

^'+ 95
«' ^'+ 95^

5J^+i9f
9y''+ 4yî+ii f
3y + iJ{+3if
î3y+ 6jî4-8f

J190

V
90

^+1, 9» "» 39. 49 :
'^i» 81, 99» ^oi»

111:119, 121,131,139,149:159,
161, 169

^-+ 3» 13,^7, 33.37: 53, ^7, 97, 103,

107:113,117, 127,143, 147: 167,

173» 183

f"-+ 103 tt° jy'-fi03 f
i3y+ iy{+ 8f
7J'°+ 6y{4-i6-

206 -v 4-1, 7,9, 13, 15 : 17, -3,2.5,29

33,41,49» 55» 59 : 61, 63, 79, 81,

83:9i»93»97, 105, 107:111, 117,

119,121,129:131,133,135,137,
139:141,149,153,155, 159:161,
163, 167, 169, 171 : 175, 179, 185,

'95: 201 203



TABLE VL
DiviSETTRs de laformule r-\-7au', a étant un nombre tîe laforme 4/2+1.

FORMULE.
D i V r s i; u n s

1 Q TJ A D r. A T I Q U E s

.

t'+iu'

t'4-ïO u-

r + 26 u'

DIVISEURS LINEAIRES.

^= + M^

40.v+i,9, II, 19
40.V+ 7, 13,13,37

l-i6-= > 104 ^+ 1,3, 9, 17,15:27,35,43,49,51,
[ji+ioi" y 75,81

ij-=+i3f )io4A-+5,7, 15,11,31:37,45,47,63,71 :

6y + 4yi+n' 3 85,93

ly'-^^y

r + 34 k'

^^42;^-

4- 5 S/.'

l

/"4-66 u-

j'-f34l' ]i36a,--}-i, 9, 19, 15, 33: 35, 43, 49,

iJ-'+iyf .' 59> 67 : 81, 83, 89, 115, iri :

113

5j' + Sjî+io.;= 136 -v+ 5, 7, 23, 29, 31 : 37, 39, 45.

61, 63 ; 71, 79, 95, 109, 125 :

133

3^+ 141°

G y'' -Vit
ij^ + iif

y-MSf

2J^+29t^

168 A- 4-1, 25, 43,67, 121, 163

168 :>r4- 17, 41, 59, 83, 89, 131

168 .V 4-13, 31,55, 61, 103, 157
168^+23,29,53,71,95,149-

232 A-+I, 9, 25, 33, 35 :49, 51, 57, 59,
65: 67,81,83, 9,1, 107:115, 121,

123, 119, 139:161,169,179,187,
209 : 219, 225, 227

232 -r+ 15, 21, 3 1,37,39: 47, 5 5, 61, 69,77:

79. 85, 95, 101, 119 : 127, 133,

ï35'H3»i57:M9' 189, 191,205,
213 : 215, 221, 229

.>^ + 66f
3 J- + 22^"

iv=+ 33f
6j'' + iiî^

5J'+ 4yî+i4-r

xo f- ArAy l-\-l t

264 x+î, 15, 49, 67, 91 : 97, 115, 163,

169,235
264A'+î7,3^,4i,65,83: 107, 131, i<5i,

2.27,233

264.^+5,23,47, 53, 71 •• "9r ^M. 191,

221, 245
264.V4-7, 13,61,79,85 t 109, 127, 151,

175, 205



T A :B L E YI.

FORMULE.

1

DIVISEURS
QUADRATIQUES.

- -
-

DIVISEURS LINÉAIRES.

f^ + 74z/= r+74i' .

2a6x+I,ç^, II, 25, 27: 33, 41, 49, 65,
3.y"'+ 4Jî+i6f K 67:73,75,81,83,99:107,115,
9J = + 8^'î+iûf ' 121,123,137: 139,145,147,155,

169:195,201,211,219,225:233,

iy-+37r )

243, 249,275,289 :299

296.V+5, 13, 15, 23, 29^31, 39,45, 55, 61:

6>'+ 4.y{+i3f > 69,79,87,93,103:109,117,119,
i8j/= + 8jî+5f \ 125,133:135,143,165,167,183:

191, 199, 205, 207, 237 : 239,

M5, ^53,^61,277: 279

t'+ Sxu' J- + 82f
2y-+4if j

J28.i-+i,9,25,33,43:49, 51,57, 59,73:
81,83,91,105,107:113,115,121,
131,139=155,163,169,185,187:
195,201,203,209,125:241,151,
267, 283, 189 : 191, 197, 305, 307,

323

7y-i-Sj{+i4r 3i8a:+ 7,i3,i5,19,47:53,5 5,63,69,7i:

79,85,93,95,101 :i09,iii,iî7,

Ï35, 149=151,157,167,175,181:
183,191,199,119,131: 239,253,
261,263,293:301,309,311,317,
3^5

t^+ïo6u'' ^'+io6f !.424.v-|-i,9, II, 17,25:43,49,57, 59,81:

S 89,91,97,99,105:107,113,115,
111,113:131,153,155,163,169:
187, 195, 201, 203, 211 1219, 225,

227, 241, 249 : 259, 275, 281, 289,

2^=+53f
22jK=+4JÎ+5f

305:307,529,331,347,355: 361,

377, 387,3955409: 411,417

^4i4.r+ 5, 11, 23, 3 1,39:45, ^5, 61,71,79:

^ 85,87,101,103,109:111,125,127,
133,141: 151,157,167,173,181:
189, 191,207,215,231:239,24^,
147, 253, 263 : 277, 279, 285, 187,

^95 = 341, 349,351, 357^359=373,
383,389' 391,397:405,4^1

t.



TABLE Y 1 1.

Diviseurs de la formule <' + 2 a u-, a étant un nombre de la forme in— 1.

FORMULE.
DIVISEURS

QUADRATIQUES. DIVISEURS LINÉAIRES.

e-\- Gu'^

2j^+3r
24 .r 4-1, 7
24x4-5,11

r-+i^u'

3 y+ 47 {+ 6 f

:56a-4-i,9, 15,23, 25, 39

56 --^+ 3, 5' 13, 19' ^7, 45

^=+22«' J/=4-22f
2^4-11 r

88x4-1,9,15,23,25: 31,47,49, 71, 81

88x4-13,19,21,29, 35: 43,51» 61, 83, 85

r=4-3o^° 7^+30 r

57^+ 6f
10^4-3 f

110 x+i, 31, 49, 79
120x4-17, 13,47, 11}
120x4-11, 29, 59, 101

120x4-13, 37, 43, 67

i'-l-38«^ 7'+38r )ï5z.v-i-i,7,9, 17,23:25,39, 47,49, 55:
6y+4Jt+7f J 63,73,81,87,111:119,121,137

2jM-i9f ) 152 ^4- 3, 13, 2. 1,^7,^9= 37, 5^53. 595 67:

37°+ 4J{+i4f -» 69,75,91,107,109:117,141,147

i'-\-^Gu^ ^'+ 46 f ) i84a;4- I, 9, 25, 31, 39: 41, 47, 49> 55'

ay+2-3f 3 71:73,81,87,95,105:119,121,
127,151,167:169,177

ÎJ°+47î+ior 184^4-5, II, 19, ^i» 37 = 43, 45, 51» 53,

61 : 67, 83,91,99, 107: 109, 125,

i495M5'i57:i7i,i8i

i= + 62 «"

^7^+31 f :

7j'+ii7t+i4r

67'+ 4J{+ii î°

3 7°+ 471+ 2.1 r

^248x4-1, 7, 9, 25, 33 : 39, 41, 47, 49,

63:71,81,87,95,97: 103, III,

) 113,121,129:143,159,169,175,
183: 191,193, 115,^31, ^33

(248^:4-3, II, 13,2-1,17: ^9' 37,43, 53,
1 61 :75,77, 83, 85, 91 :99, 115,

117, 123, 139: 141, 147, 179,181,

189: 197,103, 213,229, 243

t'- + 70 tt" ^=+ 70 f

ioy+7f

57^+i4r

^7^+35^'

280x4-1, 9, 39, 71, 79 • 81, I2-I, 151,

169, 191: 139,249
280x4-17, 33,47,73, 87:97, 103, 143,

153, 167: 223, 257
280x4-19, 59,61,69,101: 131, 139, 171,

181, 229 : 151, 169
280x4-37, 43, 53, 67, 93 : 107, 123, 163,

197,253 : 267,277

TABLE VII.



TABLE VIL

1 DIVISEURS
FORMULE. QUADRATIQUES. DIVISEURS LINÉAIRES.

t' + jSW 7^+ 78 f 312 .v+i, 25, 49, 55,79 : 103, 121, 127.

199,217:289,295
ij'+ 39f 3 12 j:+ 4I, 47,71, 89, 119:137, 161,167,

215,239:281,305

3 y- + 26^' 312^+29,35,53,77,101: 107, 131, 155,

173, 179= ^51^ ^^9

3 12 A-+ 19, 37, 67, 85, 109: 115, 163, 187,6j°+i3f
229, 253:301,307

f^+ 86K' 7^+ 86 r ;)
344;c+i,9, 15,17,23:25,31,41,47,49 =

ioj^+ 4j^+ 9f 57, 79, 81, 87,95: 97, 103, III,

6j=+ 4JÎ+M{' :
121,127:135, 143,145,153, 167:

169,183, 185,193,207:225,231,

239, 255, 271 : 273, 279, 281, 289,

305=311,337 ^ ^
ij''+43f

: 344 :»r+3, 5, 19, 27, 29: 37, 45, 51, 61, 69:

5J'+4J{+i8f 75,77,85,91, 93: 115, 113, 1^5,

3.>'"+4J'î+3or 1
131,141:147, 149, 155,157,163:
171,179,205,211,227:235,237,
243,245,261:277,285,291, 309,

32-3:331,333

«^+ 94/r

i> =+ 47f f

7J'^+ 4JC+I4r '

376 -r+ 1,7, 9, 17,25:49,55,63,65,71:
79,81,89, 95,97: 103, III, 119.

121,143:145,153,159,169,175:
177,183,191,209,215:225,239,
241, 247, 249: 263, 271, 289, 303,

319:335,337, 343,345,353:3<^i

376A-+5, 11,13,19,29: 35,43,45,67,69:

77,85,91,93,99: i°7» 109,117,

123,125:133,139,163, 171,179:

181, 187, 203, 211, 219: 221,227,

^ 229,245,261:275,293,301,315,
317:323,325,339,349,355:373

t^+lOlli'' ^-'+102^ 408^+1,25, 49, 55, 103: m, 127, 145,
1

151,169:217,223,247,271,319:361
6j'+i7r 408^+23,41,65,71,95: 113,143, 167,

209,215:233,311,329,335,377:401
ir+51 r 408-V+ 35, 53, 59,77,83 : loi, 149, 155,

179, 203 :25i,293,34i,365, 389:395

3y-!-34f 408^^+ 37,61,91,109,133: 139,163,181,

211,235:277,283,301,379, 397:403



TABLE V ï 1 1.

Diviseurs 4/;+ 1 de la formule /'+cz/°, (tétant un nombre de la forme in-l- 1.

NOMBRE C. DIVISEURS 4 « + 1.

y+ ijt+if^rj+ î/H-f

4+1

4+ 4+1
9

}^y"+ ^ y {+")€ = rj=+6'+{;'+4f
Uy+^ir+Cy—O'

y°-|-2 y z+ lo z= = (y+ z)' + 9 z'

9 + 4 y+ijî+14 f = rj+{/-+4f +9 f

16+ I

9 + 4+ 4

t^ + 17 //'

y+ijî+i8î^ = rj+îr+f+i6f
1 j=+ zy i+ 9 f = CJ -I- 1 {/'+ Cj— {T + 4 f

/=* - - i I u'

1 6 4- 4 -]- 1

y°+ 2 y î+ 2 2 ^" no7z décomposable.

/= + 25 ^.^

"^ + 9 ")^. , , ^. , ,6,= _;6'+{/+i6f+ 9f

15

^-5

2y=4-2yz+i3 2' = (y+ 3 ^)° + (y— 2.z)°

5y^-l-ioyz+xoz' = (2y+ z)^ + (y-.(-3z)^

15+4
16 + 9 + 4

i'' + 29 «^

j^+2j^+ 30 f = Cr+{/+i5î°+4f
5r+i^î+6r= ô'— î/+rij+î/+4f



TABLE V I I T.

NOMBRE C.

l6+ 16+ I

25+4+ 4

DIVISEURS 4"+l.

e + 33 «^

y°+ 2_)'^+34{° 720 /z décomposa ble.

36+1

/= + 37 u"

y^^xy î+ 38 f = ry+ {/+36 f+ f

25 + 16

16+ 16+ 9
36 +4+1

/= + 41 ic"

^^^+2^^+4 2^ = 6'-i-{r+Mr+i<^r
2^+2^^+21 f = rj-i-i{/+o—{/+i6r
^_y= + 6j^+iof = 4J^+ 6'-t-3{/ + r

25 + 16+4
25 + 16+4
36+9

36+9
36+9

5_y'+IOJ'î+I4f =

z^ + 45 «'

(-2j'+^;^+ry+3{/+4f

9 y=+ 6yz+ 6z' = (2y+ 2z)= + (2y— z)'+ (y+ z)
=

y=+2yz + 46z^ = (y+ z)^+ 36 z= + 9Z=

36 + 9 + 4
49

49
49

}

i" + 49
«°

5J. +2j^,+ io, -|^^^3,;._j.^,._^;.

y"+ 2yz + 50z' = (y + z'/+ 49z"

2yM-2yz+ 25 z= = (y+ 4^)°+ (y— 3z)'

49+ 4
36+16+1

e + 53 a=

j=+ 2j^+54f = fj+ ^/+ 49f+ 4f
9^^+ iyî+ 6f = r2j— î/+ — î7 + riT+ i{/

e + 57 z.^

49+4+4 1, ^. , ,^, ,
,. .._f6'+4îr+rj—3î/+4'r

25 + 16+16 /^-^ +2-JX+19 1 -|^^+ 3^;=+ ^^_i^=4.i6.^

^'"'+ 2^^+58;^'' non décomposable.



T A B L E VIII.

NOMBRE C. DIVISEURS 4«+I.

36+15
36+16+ 9

i' + 61 ur

;/^+ ij^+ 6iî^ = rj+ î/+ 36î=+25^'

^y+ 6^^+x4f = riJ' + i{/+ rj— {r+ 9f

64+1
49 + 16

36 + 25+4

/' + 65 «'

y r ji r j3 { >non décomposahles.i8j"+ioj{+5 f V) ^

64+ 4+1
49+16 + 4

^y"+ ^y {+i4f=

i* + 69 K*

jK^+ zjî+ yof
'non décomposables.

64+ 9
36+ 36+1

f' + 73
«"

j^+ 2jç+74î==:rj+{r+64f+ 9f
2j-+ ij'ç+37^==jK=+ rj+ îJ''+ 36î'

36+15 + 16

64+ 9 + 4

t' + 77 u.^

y'

9y

+ ij;î:+78^^ 1

z-» L . /,, -r j_ T. .2 ) w" décomposables.

49+16+16
36 + 36 + 9

8i

64+ 16+1
36 + 36 + 9

8i

81

8i

81

ij'+ iJÎ+ 4i î'

5r-i-6jî+i8î=

r- + 81 «"

r^+i^r+rj—î;'+36r
rj+scz+cj—4{/

4j'+ rv + 3{/+ 9f
Vij+3 î/ +rj— 3 {/

y"+ iyz+8iz' = (y+ z)^+ 8iz^

9y°+ 6yz+ioz= = (3 y+ z)=+ 9z'

9 y'+iSyz+iSz''^ 9'(y+ z)"-l-9 2'

TABLE VI 11.



T A B L F, VI IL

NOMBRE C. DIVISEURS 4 7i-|-l.

81+4
49+ 36

e + 85 te

ç
j^4- 10 y {+ 2.2. ^^ 7ZO/2 décomposable.

64+25
81+4+4
64+16+ 9
49+36+ 4

£- + 89 IL^

/-i-ij{+9of = Cy+î;'+64f+i5f
i:>''+ ^JÎ+45f = 6'+ 5{/+ rJ— 4t/-+4f
5J^+ iyî+i8f=:rxj'+î/+ Cy— {/+i6f
9:>''+ ^JÎ+ïof =4^' + ^^^— îZ+ rj+ Bî/

64+ 25+4

r- + 93 «^

'^•^+^'^^^^^"ir3^-î/+r^j+î/+rij+2î;'
^-^+ 2^ {+ 94:^" ;zcin décomposable.

81 + 16

36 + 36 + 25

/= + 97 ir

r+2jî+98f= rr+{/+8if+i6f
2j^+ 2jç+49f=0+ 3{r+ — :t{/+ 36f

lOI «

100+ I

81 + 16+ 4
64+ 36 + 1

49 + 36+16

j"+ 2jK^+X02f = f_y+ {/+ioof+f
5J'^+ 6j'î+22f=f2j+3î;' + ry— 3îr+ 4f
i7j'°+ij{+6f =ri.y+{/+r3j+î/+r2j'— 2^;'

9J'+ioJî+i4f = ^7+ 3 {Z+ Cir— {7+ ^^7 + 2 ?/

io< ll~

64+25 + 16

64+ 25 + 16

100+4+ I

100+ 4+ I 1

t- + 105

r2.j+{/+rj+3{/+i6f
,M-io^'r+26.=-/"->'+3?r-+6'-î/+i6f

4;'M-0+5î/+f
y''+iJ'{+io6f ^
2 j*'+ 2 y {+ 5 3

^* > ?zo7z décomposables.

ioy+iojK^+i3f\

100 -1-9

64+ 36 + 9

r + 109?/""

j' + 2j {+ iio f= (>+.;'-+ 100 {-1-9 1^

5J''+ iJ'î+ i2..f = — 3î/ + ^''^7+ iT/+ 9f



T A B L E VIII.

NOMBRE C. DIVISEURS 4 7Z-1-1.

64+ 49
81 + 16+16
100 + 9 + 4

/= + I I 3 ii'

y + zj£+ii4^^= rj+ î/+ 64f + 49f

1 00 -|- 1 6 + I

64+ 49 + 4
81+36

81+36
81 + 36

49+36 + 36
1 11

81 + 36 + 4
121

m
IZI

f + I ij lâ

9j'+6j^+i4ç==^rij+2^/+('2j+^/+(rj— 3^/
(r3J+î/+9f+ 4f

6j°+ 6j;;;+2i ^° non décomposable.

y-'' + 2y2+ii8z'' = (y + z)"+ 8iz'+ 36 z^

9y^+i8yz+i2z'= 9(y+ z)=+ 9z'+ 4z^

;'" +121 u^

3
'-^ ^ •^^'^ ^~K>'+6î?+0-5{;'

5^-^ '^ •^^'^ ^ \(^y-iT-\-(^y+ -hiy

y^ + 2yz+ii2z°^(y+ z)''+i2i z'

26 y =+ 6yz+5Z^ = (5y+ z)=+ (y+ 2z)^

Il I -1-

4

1 00+ X
5

64+ 36 + 25

100+15

1 00 + 16 + 9
1 00+ 2

5

100+ 25

i' + 125 k"

r '
^-^^^ ^^~Kj+ î/+ioof+25f

59-^ ^ •^^^^^"lr:^j+3t;^+r:^j-Hr+0'-{/
Î2iv'+2v^+6r="K4j-t-î;=+6'-îr+rij^-iî/

5y=+ioyz+3oz"=(y+ z)' + (2y+zz)°+ 25z^

64+ 64+ I

121+4+ 4

100+ 25 + 4
64+49+16

f \- 129 «"

'

<; v=+2 yr+ a6?=-S4:>''+ 0'+ {/+ i5 f

j -h 2j ^
-[- 1 3 o { V ;2o/2 décomposaMes.

I3J +iJi+io;['j ^



TABLE VII T.

NOMBRE C. DIVISEURS 4«+l,

81+36+16

II! + I 6

64+64 + 9
100+ 36+ I

+ 133 «^

j'°+ 2j{+ 134^^ Jion dëcomposable.

e + 137 «'

y+aj^+i38f= 6'+ î/+i^if +i6f
i^°+ i^î+69f= 0-t-iî/+ 6'—{/+ <54f

III + 16+ 4
100+25-1-16

144+ I

81+64

100+ 36+ 9

;' + 141 w'^

1 5
y^'+ 6 y ~

-I- 6 f j"^" decomposables.

e + 145 a*

lo^j'^+^'i"^ j ""Jh 17 f 1
"""" decomposables.

100+ 49
81+64+ 4
144+4+1
64+49+ 36

64+ 64+25
81 + 36+ 36m + 16+16
100+ 49 + 4
100+ 49 + 4

144+ 9

144+9
81+36+ 36
81 + 36 + 36

r + 149 u-

y+ij{+i50f = ry+{>+ioo;^^+49 f
9y'+i4J^{+2if =:C2j+ 2ç;'+ ('2j+3 ^/+ (j._3^-
5y+ 2J^+30f=(>+5ç/+(^2J— 2 7/+ ^=

^5r + iJÎ+6{^= f4j+ç/+ ('3jK— {;"-+4f
^" + 153 II"-

\z y'+ zy î+77f =^0+5^/ + ^_y_4^/+ 36^=
) crj+6^;'+0— 5{/+i6f
? „ \('-y-^nr-V4r+(y-îr
J9y+i8j.^+26f =:Jr2j.+4ç7+rij—{/ + 6'+3 •:/

) (r3J+ 3t''+i6f+f

y=+2 y Z + 154 z' = {'y+ z7+i44z=+ 9 2.^

9 y^ + 6 y Z+18 z^ = 4y =+(2y+3z)"+ (y— 37)^
i3y=+i8yz+i8z== 4y^ + 9 (yj-z)"-+ 9 z^



T A B L E Vîir.

NOMBRIi C. DIVISEURS 4 7Z+1.

12I + 36

144+ 9-1-4

e + i57?r

100-1-364-2.5

81+64+16

144+ 16+ 1

121+36+4

/= + 161

^. y= + 6 y 7+34 f -S4j'+6'+3{/+ i5f

10 y +6j,+ i7-t -|^3^+ ,^;.+ ^_j,_3^;. + 4f

100+ 49+ 16

100 + 49+ '^

100+ 64+ I

100+ 64+ I

y'^ -Y- t y 7+ 1 6 "> ''"
1

, v^' -L . V - -î- S' r 'm '^''" décomposables.

1615 ?^

^Qy=+6y^-^6^'-/3->'-K"/ + r4J'-'T/+ r:^J+Mr

a J+Î/+ 7+ {/-i-riJ— i î/
y^+ 2j^+i66f •)

5
j^ + loj) {+ 38 ^ ^non décomposables.

I3j'+ 2.2j'.~+22.;"0

144+25
169

144+ 16 + 9
169

169

169

jM-2.y {+170 l°=-

•î7J°-'ri7x-rior

t" + 169 a"

/y+î/+i44f+ 25f

/y+ î/+l6j=+ 9f
'r4J-K/-l-6— 3î/

2y^+2yz+85z= = (v+ 7z)^+ (y— 6z)^

34y^+ 2yz+-7z^=(5y—z)-f(3y+ iO'

169+ 4
144+25 + 4

1 2 1 -|- 3 6 -1- 1 6

100+ 64+ 9

/= + 173 ï^°

1^^+ 2j^+i74f ==6' +T/+i69f+4f
6^M-2jî+29f =y+r.y+5 î/+^^-^-;^^^

,

i3y+6j'{+i4-f =r3j-{r+ry+3c; -mî
9v^+ioj7,+ 22f = r2j+3î/+ 6'+ 3?/+ r^/— ^xJ

TABLE VIII.



TABLE Vin.

NOMBRE C. DIVISE XTRS 4 7^^-l.

64+ 64+ 49
169 + 4+ 4

2'JK'+2-J{+89 f

c' + 177 «^

'('y+4{/+ r.y— 3{/ + 64f
.rj+7îr+6'— 6îr-+4r

y'-\-iy {;+ 178 {' 720« décomposable.

100+ 81

144+36+1
81+64+36

^^- + 181 a"

jK'+ij'{+i8if =ry-4-î/+ioof +8if
î v"+ 6j.;5;+38f = rij+ ç;=+ + ^;' + 36f

/"+ 185 a"

169+ 16

121+64

144+25 + 16

100+81 +4
100 + 49+ 36

'.v=+ ^ V . 1- 186 .' _ rry+^r+ 169 f + 16 f
|j +2 j Î+186 ^ -|^^,^,^..^ j^, f+ 64f

I iov«+ IOV7-I- 21 7=— /<"''•>'+ ^ {/ + r,y
— -r/'+i^f

I

°-^^'°^^^'^~lOy+î/ + rj+ir/ + i6f .

ioy^+i4y?+ 26f =|('^^+ ^^'+4y + rj+5{/

ij-' + i-jî + çB-f;

i8j'+ 14^^+1 3 f
5
^° + I oj {+ 42 ^- > 7?o« décomposables.

13 f)

169+ 16+ 4
100+ 64+ 25

144+36+ 9
144+ 36+ 9

1 2 1 + 64+ 4
144+36 + 9
121+64+ 4
144+36 + 9

144+36+ 9

144+ 49
121 + 36+ 36

f- + 189 w-

(rijK+3{;'+6'— H/+4t'

cr^jK— 2î/+0'+5{;'+9f
rr4j+{r+rr+3{r+4f

i^y^+i.y^+i,^. ^îr47+M/+6'— î/+9r

fr37+3{/+ri7+{/+rij— i{;'

9 j/* + 6 j { + 22 ^\ non décomposables.

9 J" + 18 jt+ 30f )

33 y^ + 6 y Z + 6 Z'=: (iy+ z)' + (^ y-j.z)'- + (2y— 2Z)'

/= + 103 «°

j^+ 2y.,+ i94f =.rj+;j/+i44f+ 49f
2j.=+ 2j^+ 97f = (>+ 6^;M-6'— 5{/+ 3<5f



TABLE V I I T.

NOMBRE C. DIVISEURS 4 7Z+1.

I96+I
I44-I-49+ 4

1 00+ 8 1 + 1 6

e \- 1 97 «"

?" + 201 ^^^

100+ 100+ 1

169+ 16+ 16

196+4+1
121 +644- 16

loj" + 6 jK { + 21 M"^" decomposables.

196+ 9
169+36

144+36+ 25

/= + 205 u'-

y»+ 2rr+ 2o6î'=K-^+î>''+'96î°+ 9r^ + 2j^+206t -j^_y4.^;.4.,69.,"+ 36f

^^ ^î-^4 î j^^_j,+ 3^;. + ^^_^;^+ 36^'

13 ^°+ï8_y{+22;j;' Tzora décomposable.

100+ 100+ 9
64+ 64+81
169 + 36+ 4
144+49+16
144+ 64+1
196 + 9+ 4

^y''-T-i.yi-\-i 05f =[

/' + 209 ir"

rj+2^/ +rj—î/+I00f

196+ 16+ 1

100+64+49

•ioy=+ 2v?4-2i7"-!<'?-)'-î^'+ ('>'+ 4{?+4floy +2^î+2i^
-i^3_y+ ^;^4.^^_,,;.4.,6r

j't-r i U3J-î/+ a>'+ 4L)^+r
y+ i^î+iio^n
5:)'°+ ^J'{+ 42- {"Vno/z decomposables.
9j<*+iojK{+26f )

r" + 213 u"

17^+10^.^+14^
-U:^j'+ 3î/+rij-M/+('3y+ î/

JK°+ 2 jy r+ 2 1 4 ?° )

3 7j,= 4_ 6^ ^ _}. ô ^« j'zon decomposables.



TABLE IX.

Di VTSETTRs4n+ 2cIelaformule/'+ c7/', cétantunnombrecleIaforme872+ 3.

NOMBRE C. DIVISEURS 4 7Z -i- 2.

I + I + I 2j°+ijî+if = ry+îZ+j^+r

9+I + I

f" + 1 1 tt"

ij°+ijî+6f = rj+M/+0'—{/+f

9+9+1
/' + 27 M*

^^ + ' + ' l2v'+ 2V7+i4r'-(<'-^ + 5î;^ + rj-:^{/+x^
9+ 9 + 9 / -^ +^^î+'4î -t^_y+ ,^;.+ ^^_^;.+ gç^

9+ 9+ 9 6y"+ 6yz+6z= = (2y+ z)'+ (y+ 2z)=+ (y— z)'

2.5 + 9+1

/' + 3 5
'^°

ôj +^^î+^î |rj+M;'+rj+x/+r^j—{/
2_)''4-2y{+i8;^* no77 décomposable.

15 + 9+ 9

/" + 43
«'

15 + 15 + 1

49+1 + 1 }

/=" + 51 «^

•^ ^Î+^M
t^_y+ 4^.;^+^^_3^;^+ -.

^J'^ + '^JÎ+iot* non décomposable.

25 + 25 + 9
49+9+1

i^*+iJ{+3of
ôy+i^î+iof

i= + ^9 «^

r^+M/+rj—î/+i5f
ô^+B^z+rij— îj^+j''

49+9+9

f' + 67 7^'

i>'°+iJ{+ 34{'= rj+ 4î/'+ 0'— 3î/+ 9f



TABLE IX,

NOMBRE C. DIVISEURS 4/Z+2.

t' + 75 «"

49+25 + 1

49 + 25 + 1 Uj^+ 6jç+i4f = /^ij— {J
= + fj+ 3 t/+ Cj + 2î>

25 + 25 + 25 ) ((^y+0'+(y+30'+(j—2.{r
1 _>'''+ I o j 1+ i o c non décoinposable.

L5 + 25 + 25 2y'+ 2yz+38z'=(y+ 3z)=+ (y— 2z)=+ 25z*

8 1 + I + I

49 + 25 + 9

/-' + 83 «^

o I +9+ I

r"" + 9 1 w"

ioy+6^,+ior4^:+^,^^+'^;i9C

2 y''+ 1 y {+ 46 i- non déconiposable.

49 + 49+1
49 + 25 + 25 ^2JK^+2J{+50f
81+9 + 9 >)

^' + 99 «'

\j' + 6' + {/- + 49f
<rj+4?/+6'— 3îr+i5f
aj4-5î/+6— 4{;^+9f

81+9+9
81-1-9+9

ioy^+2yz+ioz° = (y+ z)'+ 9y*+ 9Z^

6y^+ 6yz+i8z^==y^+ (2y + 3z)^+(y— 3z) =

r + 107 «-

49+ 49+ 9
81 + 25 + 1

2j =+2j(+54f =('y+ 2^;"- + (;y—{/+ 49f
6jK°+iJ{-|-i8r= riJ— î;'+0— t7 + 6'+ 4î7

81 + 25 + 9

/= + 1 1 ; ?/'

xoj.^+io^e+i4f-jp-"r^rÇ'+''^^;i'C
2 j'°+ 2j/{+ 58 ~° «0/z déconiposable.

123 K°

49+ 49 + 25
1 2 1 + I -1- I }

y=4-i ^, , 6^,._fr.y + 3c/+r.r— M/+4<•^^ -^^^ ^~)('j+ 6î/+ rj-5L)'+f
6 y" + 6 y ;[+ 22 {;- /zora déconiposable.

TABLE IX.



KOMBRE C.

81+25 + 25
8 1 + 49+ I

I2I+9+I

TABLE IX.

DIVISEURS 4;z +

/" + 131 «^

I2I + 9 + 9
81+49 + 9-

f + 139 «'

2J>''+ ij{+7or=6'+ 6^/ + (j_5^/+ 9ç'
_iojH-2Jç+i4f= JK+ îZ+rj— z {/+ 9 f

/^ + 147 u'

IÎ1 + 25 + 1 ^ (TK+rJ'+r'y—4?)°+r2v4-7 -1'
,.H-25+i [6y+6^,+26r=KA,l^ïrTÎr,A^/+^^'^
49+49 + 49

49+49+49
49+49+49

I2I + 25 + 9
81 + 49+ 25

2y'+ 2yz+ 74z' = (y+ 4z)^ + (y_3z)'+ 49 2»

i4r+i4yz+i4^' = (3y+0'+(iy + 3z)'+Cy— 2:

/= + 1
5 5

«=

6jK=+2j'î+26 f =K^:>'+3{/+6'—4{;'+6'— {;^

irij+î;=+rj + 3{7+6'-4{/
ij°+ ij{+ 78fl ,,

I OjK^+ I oj ^+ 1 8 ff
"'"^ decomposables.

81+81 + 1

/' + 163 u"

2j'+2jK^+82 f =j= + Cj+ ;j;=.t-8i ^.

i-° + 171 II"

121 + 25 + 25
1 69+1 + 1

6'+6{/+ r.y— 5{/+ 25f
^'+^'+9 ) crj+at^^+rj-{;=+8i\
I2I+49+I

^'^^^'+9 5 cr3.r+3î/+rij-{/+0'-2îr
o JK'+ô j- ^+ 30 f no/z décornposable.

81 + 81+9 ioy^+ 6yz+i8z^ = 9y^+(y + 3z)=4.^^.



NOMBRK C.

81+49+ 49
I Z I + 49 + 9
169 + 9+ I

T A B L E IX.

DIVISEURS i n + 1,

/^ + 179?^'

6y^+zy î+3of =(iy—{r+(y—^0+(y+n}

81+81+25
169+9+9

169+15 + 1

121+49+25
169+25 + 1

121+49+25

f' + 187 «^

^r + ^y 1 + 94 1 =f^^.^; ^;= + (-^_6î/+ 9 f

^^y^A-^y ;j+ X4f non décomposable.

169+ 25 + 9
1 2 1 + 8 1 + I

e + 195 u"

roj+iî/+riy-3^r+^^+î^:

lAf+^yl^'^l^^S(\y-^lr+(^y+^lT+(y-^0'
l(iy-ir+(^y^'>0'+(y-^^^'

2 y + 2 j î + 98 f ? ,, ,,

6^^+ 6jk:î+ 34 f >720« decomposables.

loy-" + lojî + 22 f )

e + 203 «°

6j»+ 2yî+34f= f^,;;;iV(;=+Vj+ 4îr-Kj+ 3î/

i j^+ 2 j î+ I o 2 f 1 ^^ decomposables.

/' + 211 Zi°

81+81+49
1 2 1 -f 8 1 + 9

169 + 25 + 25

1 1 1 -f 49 + 49

169 + 49+ I

zy^+2yî+^o'5î' = ^^+ 4î/+ rj-3î;;+8u[

f* + 219 k''

^ ^(yj^'j^j- + (y—6iT+r')l\

>2y+ 2jt+iï0f=|^^_^(5î7 +O— 5Î^'+ 49Î

-f (^, y_,)=4-('y+ 6î/+r:K—
0'

6^=+6y^h38f-f^,;;+3V+rj'+ii)^+rj-5î/

io^> „j- ly ;;;+ 22 f «o« décomposable.



T A B L E X.

DmsErRS 8n+i,Sn+ 5àe\a formule i= + 2 a «% « étant de la forme 4 tî + i

.

NOMBRE 2 a. DIVISEURS 8 n + 1 , 8 n + '5.

i + i

!'' + a u^

y^+ ii' = y' + f+ l'

t- + 10 u"

94-1 Lr+iof =jM-9f + r
e + 18 a"

16+1+1 ],^., ^,=4rj+M/-Kj-M/+r
9-r9

9+ 9

9+ 9

25 + 1

16+9+1

a5 + 9
16+ 9 + 9

y^+i8z^= y= + 9z^+ 9Z°

3
y^ + 6z°=(y+zzy+(y—z)^+(y— z)

=

/' + 26 «^

y + i6f=y+ 2H'+ f

15+ 16 + 1

t^ + 34 «^

j=+ 34f =y +Mf+ 9f
2._y=+I7f= (fj+ 2î/+ Cj—2^7+9 f

/' + 42 «-

j'=' + 42{'' non dccomposable.

25 + 25

25 + M

49+1 1„= , -o,._fy^ + 49f + r+ 5OÎ
-ly^ + 2^f^

49+ 9

y^ + 2^z= = y' + y= + 25 2^

r + 58?^=

j.=+58f=j^+ 49f+ 9f



N0MI3EE 2 a.

T A E L E X.

DIVISEURS 8 7î+i,8n + 3.

/' + 66 u^

49+16+1 6j'+ii i-=Sc^j+{T+(y—-i{T + (y+0'

y -^66f } ,,

3
j" -H 12 f

Ç'^^'' decomposahles.

25+49
49+16 + 9
64+ 9+ I

81 + I

64+ 9 + 9

^' + 74 «'

->''+ 74r=J''+ 25f+ 49f

9J +8j£+IOî«= C2J'+3^/+ ^i_y_^/+j,=

/' + 82 K"

j^+ 82f =^= + --» + 8i^»
2^^-41 {•= 6'+ 4{/+ 6'—4{/ + 9r

/;' + 90 «"

49+M+16 >9j'+i2j'rf-i4f- r2J'+3îr+r2J'+{/+o-M/-
^'+9 )

^ /r3j+Hr+9r+f
3 JK''+ 3 o f 7Z07Z décomposable.

y'+ 90z==y»+ 8iz'+ 9z=
ioy= + 9z'= y" + 9y^+ 9z*

/= + 98 a»

64+25+9 13^^+4^ +3 ._5^j-3î/+rj+Kr+j'
49+ 49 5^ 4^^-t-34i

Jrj+ 3^^+ rj+ 3^/+o_4^;
'1 + 16+1 ^ôj'.^ , , Çy=+r2j-{;'+rj'+4{/

2 7j'

y^+ 98z':=y=+ 49z^-|-49z»
2-y^+49z' = y'+y°+49z'
9y'+i6yz+i8z^ = (2y+ z)' + (2y + z)=+ (y+ 4z)'

TABLE X.



T A B L E X.

XOMBRE 2 a.

Sl + l'i

81 + 16+ 9

DIVISEURS 8 n + i,S n + 5.

r + 106 u'^

10 y' + 4y 1+ Il C= (y—ir+ (} y+ 0^+ 9

C

/^ + 114 II''

49 + 49+16
25 + 25+64

64+ 49 + 1

I o -M "*"^ décomposables.6j^+

1 2 1 -h I

81 + 25 + 16

64+ 49 + 9

e + 122 7z'

JK"+I22f =:jK'+lllf+ f

/^ + 130 «^

121+9
81+49 }

J)/-}-I2lf + 9f
j>.^+ 8if + 49f

2 j'°+ 65 {° Tzora décomposable.

•'+''°î'={>-+8u-+49r

^M+l6+;-l ^..^•+ 8^î+.4f

t^ + 138 tt"

•r3J+M/+ — 3{/- + 04-î/

121 + 25

144+ i + i

81 +64+1
121 + 16+9
81+49+16

^ j
'
^ \ > «o/z c?e''co77z^05a^/^5.

/^ + 146 «'

j'+i46f =j*+i2if+ 25f

3y+ 4JÎ+5o^' = rj+ 4{;^+ 6'+3{/+ 6'— 5î/
6j'+ 4JÎ+i5f= ^'+ riy+ 3î7'+ 6'—47/
93.^+8j ^+ 18 î^ = (-2j+^/+r2^—^/+(-/+4{;'

10



TABLE X.

NOMBRE -20. DIVISEURS 8 n -\- 1 ,8 n + 5,

/= + 154 m'

144+ 9+ 1 \i7y+ 8y,+ io
81+64+ 9 ^ /^ ^ ^ ^^ " i9r-^(^j—0'+(^j+^ir

y+aj+{/+9i

o ,
^>nondécomr)osables

iij/-+i4f3 ^
J'

144+9 + 9 Ji

16 > 1

1

I II -r 2- 5 +
81+81
81+S1

64+ 49+ 49

144+9 + 9

81 + 81

144-1-9 + 9
81+81
8 1 4- 8 1

81 + 81

y^.Vixyi-Vl%l'

e + 162 IL"-

<!9:k'+ (>+ 3 {/+ (y-V 3 U
(y=+j' + 8if

ijK=+ 8i{^=<rjK+ 4{/ + (^r— 4{/+ 49:

.
(Cj+^îZ+Cj—6{/+9f

y'+i6iz== y' + 8i z'+ 8i z^

9y^+i8z^=r(2y + 3z)= + (iy— 3z)^+ y^

9y"+iiyz+ 22z'= (3 y+2z)''+ 9z'+ 9 /'

3y^ + 54z^ = (y + 3z)= + (v + 3z)^+ (y- ,

6y^+27 2-'— (iy+3^)"+(y-^3z'/+(y— 32^)'

• 67)'

170 a°

ioy+i7î Xnondécomposables.
3y+ 4j^+58f/

^

169 + 9
814-81 + 16

144+25 + 9

16

12

1 2 1 -h 49 + 1 6

178 Ji"

^,= 4-178^=^^^+169^+ 9^
2y+89î==rj+2{/+r>'-~^{/+8if
iijM-i6rî+ 2.if =r3,y + 3{/+ rj^3{/+ rj+ iî/

/= + 186 «=

f Cj + {/ + (^—3 î/+ r3^ + 4 î/169+16+1 I ,
,^,,._frj + {/ + (^—3î/+ (3^ + 4îr

, . , ., ,=_frj'—':/+rj'+6{/+rj-5{/

j"+i86f
ioj^ + 4jK^+i9f2 j-720/î décomposablcs.



T A B L E X.

NOMBRE -2 a. DIVISEURS 8 7Z + 1 , 8 n + 3.

169+ 25

144+25+25
I2I+64+9
81 +64+49
I44+49 + I

169+ 16 + 9

I2I + 8I

144+49 + 9

194

v'+ 194 f=r+ 169^+^15 f
-'

'^^+ 97 C = Tj + ô î/+ rj— 6^/ + 25 f
3j^-+ 4y^+66{' = rj+ 7î/+0— 4{/ + 0'—{/
6j'°+ 4J'{+ 33î' = ri^+ î/ + rj+ 4î7+ 6'— 4{/'

9^ + 4:»^ x+ ii f = Tî- J'+ 3 {Z'+ TiJ— 3 {/ + 6'+ i c/
i8y+ 4JÎ+ " f= r4J+ {/+ 6'— 3 î/' + O' + î/

i" + 20i w°

J-'+102{''=JK"+I2.lf +81 f
I7j"+i2r{+i4f = f4j+ {;= + (>+ 2{/+ 9f

r + 210 ?i^

169+ 25 + 16

121 + 64+2 ^
j-35^ +61 -tr5j'=±=(;^+r3j^î/+rj=FMr
j'^+2iof ^-

2j°+ 105 ^^ non décomposables.

7or+3r

169+ 49
1 2 1 + 8 1 + 1 6

t'' -{- 218 ?^=

j'^+ 2i8f=:^y^+i69f + 49f
9v' + 8jç+ i6^^= rij+ 3î7+ riy+î;M-6'^4{/-

225 + 1

81 + 81+64
144+ 81 + 1

169 + 49+16
169+ 64+ I

^= + 226 ?/'

J'=+226f = y= + 225.r + f
2 jK°+ 1 1 3 {' = r^+ 4 î/+ (y— 41/+8 1 .f

iijk'+ 8j;[+22 f = 0:K+ 3î/+ ('/— 3î^' -V(y—^ir

t'"' + 234 ;r

169+64+ 1 >i7:K=+4j'{+i4f = \('3/+>r/+r2-j+{/+rij—3^/
144+ 81 +9 ^ .

((^y-\-rJ^-\.(y—^Tj^^l-

121+64+ 49 T r^^_^^^+(r2j—^;''+ ^2j'+3 {/
121+64+49 UjK^+26f=^o+4:^/+riy+î/+ri^'—3{/

215+9 s (9J'°+Mf+f

225+9
144 + 81 +9

y='+ 234z^ — y= + 225 z= + 9z=

3y=+ 78z" = (y+ 7zr- + (y—5zy+(y— 2z)^

&c. &c. &c.



T A B L E X I.

Diviseurs 8 «4 3, S/z-f 5de la formule ^*
-i- z a u\ o étant de la forme 4 n— i.

•n

NO MB RE 2 a.

4+ i + i

DIVISEURS 8 7Z + 3,8 7Z + 5.

9+ 4+1

9 + 9 + 4

z5+4-(- 1

i^ + 14 u-

3y'+4jî+6f :=o+{r+(:j+M/+rj—î/

i^ + 12 71^

t' + 30 «"

5J +6î -|(-^_iî;^ + ri.y+î/+f
1 jk' -h 3

ç'- 7Zfvz dccomposable.

36-1-1 + 1

2^+9-1-4

36 + 9+1

e + 38 «'

2r' + i9r= (rj+3{/+ rj— 3î/ + f
3>'+4Jî+i4f=(:^+3î/+rj+^/+ry—m;

r^ + 46 M^

5j"- + 4JÎ+iof=riJ + {/+J'°+ 9f

f^ + 54/^"

36+9+9 7, = ,
^-,._frj+3tr+ry-3{;^+9r

25+25+4 r-^ +^7^ -irj+{r+rj-î/+Mf
49+4+1 )

. , o,,, ,
,,,._Kiy+3î/+rj—M/'+f

;t^5+c, |ï^ +8jrH4î -i^2y+îr+rj+Mr+9r

36+9+9

49+9+4
36+25+1

3y'+i8 2==(y+3z)'+ (y—3zy+ y'

i^ + 62 K^

6y^ + 4y^+Ilf= rj+ î/+ rr+3?/+ riJ— î/

3 j' + 4j' î+ ^2. f = C:k+ 3 îZ+Tj— 3 î/+^/+ ^ i-*-

TABLE XI.



TABLE X'I.

NOMBRE 2 a. DIVISEURS 87Z + 3,8/Z + 5.

36 + 25+9

t"- + 70 «"

5JK'+I4{^

2 j'*+ 3 5
^' «o« décomposable

.

49 + 25+4

/^ + 78 ir

6 j'^+ 1 3
{'^ 7Z07Z décomposable.

36+ 25 + 25

81+4+1
49+ 3<5+i

f^ + 86«'

5j'+4jc+i8f=r2j—{/-+rj+4îJ'+f
3 v^+4j î+ 30 f= 0+5 iT+(y—^- O'+Cy—V/

49+36+9
81+9+4

100+ 1 + 1

.•= + 94 M-

ioj^+ 8jKî+iif= 0:K+ {/+ 6'+ î/+ 9f

r -\- 102 u^

._5r7+5c/+rj'—5î/+r
49 + 49+ 4 ^iJ''+5U^-Jc^+ ^/+ ^^_^/+ 49.^

3
^-+ 3 4 {'^ non décomposable.

e + 110 7^''

100+ 9+ I

81 + 25+4
49 + 36+ 25

loj'^+ii i

6y'+4j{+i9{

5JKM-2.iî"

Sr3j+vJ^+rj—3î/+f
1^3 J-x/+ry+3{/+f

r:^j+3 î/+rj— 3 î/+rj— îr

'•^,
!

'^
, o Xnondécomposables.

3^+4J{+38fC '

1 00+ 9+ 9
81 + 36 + .1

e + 1187/^

^-
J'+ 59 f= rj+ 5 {/+ 0"-5 {/'+ 9î'

iiy+i2j^+i4f=r7—{/+rj—i{r+r3j+3î/

II



TABLE XI.

NOMBRp; 2 a. DIVISEURS 87z+3,8n + 5.

121+4+1
I OO+ 2 5 + I

81+36+9

81+36+9

e \- 126 li"

(rj—4{/+rij+3{r+r
5
j'+ 4J{+ i6f= ^^^+ r2j'+ î/+ 25 f

UiJ—{/+ rj+ 4î/+9r
> 2 [f

'^ 'j >non décomposables.

ioy-[-4yz+i3 z°=9y'+ (y + 2z)=+ 92=

49+ 49+ 36
1 2 1 + 9 + 4
100+ 25+9
81+49+ 4

t' + 134"'

2j^+ 67f= rj+3^/+0—3î/+ 49f
ii^^+i6jî+i8f=Oj'+ {/+ 6'+ 4î/+ ry+ î/
5J'+ 8j{+ 3of=6'+i{/+ riJ+î/+ i5f
3 ^"+47 î+ 46 {"= rj—{/+ rj+ 6 {/+ 0'—3 î/

81 + 36415

/' + 142 tt^

iiy+ 20j^+22f-= f3j'+3î/+ + 3ç/ + CjK—2{7

12T + 25 + 4
1 00 -f 49 + I

100+25 + 25

100+ 25 + 25
1 00+ 2 5 + 2

5

100+25 + 25

/° + 150 u''

}
( r 3 j+M/ -(- (y—iT + (y—j iT

)iiy + 4Jî+i4f= '^OjK—x/+ rj+ 3{/-+ 6'+M/
s (r3J+{;'+6'—3{/+o+H/

2y'+ 75z'=(y+5z)^+(y—51)^ + 25 z^

3y^+50z===(y+5 2) =+ (y— 5z)^+ y'

5y'+30z^= (2y+ z)=+(y—2z)'+25z'

100+ 49+ 9
1 21 + 36+ I

e + 158 «^

3y+4j{+Hf=6'+5{/+rj—î^r+rj+i^r
6 j^ + 4j î+ 17 {^= r ij—{/+ rj+ 5 î/+ O'—î/

81+81+4
121+36+9
81+49+36

t" + 166 «°

2^+83 f=o+î;^+rj-{/+8if
^3''+ 4Jî+34f=riJ+ 3î/^6'—4{J''+ 9î'
i3j'° + 8j'î+i4f=Oj+ =^î/+ ^^7—î^'+ 9f



TABLE X T.

NOMBRE 2 a. DIVISEURS 8 7Z + 5 , 8 /Z + 5.

111+49+ 4

100+ 49+ 2^

169 +4+1

e + 174 k'

5^+»y{+3S{
{r2j-^/+rj+6îr+^^

ioj^+ 8jKî-
3 ^ i" 5 _ î

_^ >7zora décomposables.

e + i8ia°

1(39+9+4

100+81 + 1

121 + 36+25

2J-+91 ^ non décomposable.

100+ 81+9

t" -\- 190 u-

lOv'+iof'-K^-^+ ^^^ + ^-^^'^^^'+ ^î'

5
j'°+ 3 8 ^^ raoTZ décomposable.

196+ I + 1

100+ 49+ 49
81+81 + 36

81 + 81+36
81 + 81 + 36

/= + 198 «°

2^=+ 99f=^6'+5î/+6'—5îr+ 49f
('j+3^^+rj—3î/+ 8if

3 _y°+ 66 {'^ 7Z07Z décomposable.

i3y°+i2yz+i8z'=9yM-9z.°+ (2y+ 3
2)'

iiy'+i8z^=(y+ 3z)^+ (y—3z)^+ 9y'

i2i + 8i+4
169 + 36+ I

100 + 81 + 25
196+ 9+1
121+49+ 36

t^ + 206 u-

5.y° + 4y{ + 4if=r2J—{/+ 6'+4{/+i5f
joy^+ 4yi+^H'=(^y+ ^0'+(y—4{r-\-f
iij=+i2jî+22f=r3J+iî/+0—3î/+ rj+3 0'



TABLE XI.

NO MB Ri; 2 a. D I V I S E u II S 8 /z + 3, 8/î H- 5.

196+ 9-J-9

169+ 36-J-9

Xj=+ 107 f= ^_y+ 7 ^/+ fj—7^/+ 9 f

111 + 100+ I 3:v' + 74î

/° + Zil z/*

,._5 6'—7 î;m- (>+ 4 l)'+ rj+ 3 1/
' r^+ 7 {/

+

(y—A iT+ Cj— 3 î/
196+25

\ïfl\ïy7^-V 1
3 f

}"''" décomposables.

t- + 230 w^

225+4,1 j53 U^v -|^,_^_3^„;.+ ^_y.,_6î/+f

196+25+9,^ •> '

Jx-t-^î
?r3j+î/-t-rj+5îr+rj+xî/

100+81+49? c^3j+2îr-+r3j-{/+6'+3{/
I2I + I00+ 9 S'^J- '

^^^ ^^iCiy^^lT-Vi^y-ViT-^iy—iiT
2j''+ii5f

p
3 j°+ 4j ^+ 78 {" > 770/2 décomposables.
i8j'=+ 4jt+i3f )

111+81 + 36
^

225+9+4 y

/'•' + 238//"

1 1 j° + 4j -^+ 22 ^° 7207Z décomposable.

r= + 246 II""

121 + 121 + 4 \

196 + 25 + 25 5

196+49+ I

121 + 1004-25

,j'-+i23 r '\(y-Viiy-V(y—iiT-V^'Si^

5J°-H4J{-{-5°-î

3^^+ 82f

^ ~Ir2j+ 3 {/" -^ 0'—4 {/ +M {=

i^•^ 7",
, .} non décomposables.

nr -fî4JÎ+30î i
^

TABLE XIL



T A B L E X I I.

Fractions les plus simples -^ qui satisfont à l'équation ni" — a n- ==bi

,

pour tout nombre non quarré a depuis 2 jusqu'à \ooo.

N. F R A C T. N. F R A c T. N. FRAC T. N. F R AC T.

i
I

I 39
Il
4 73

I 06 s

I2Î 1C7 96 !

93

3
2

1
40

3 74
4 3

î

io3
13!'
13 =

, 3 2 2 fi 8 S 9 1 S 2

5 t
41 S 75

~ 1C9 Si 1 liï

6
2 42 2 76

ï 7799
663

110
2 I

7 3 43
3482
ï 5 i 77

3? I

40 1 1

1

20?
28

8 1
t 44

99
30 7i^

î 3

6
1 12

1 2 7

1 2

10 2
I 45 2 4 79

80
9

"3 776
73

11 I

3
46

2433Î
3 iSS 80 9

t

114
1 2 Ç

~96

12 7^

2 47
43
7 82 9 115

112 6

13
1 8

48 7;

I 83
82
9

116
98» 1

"<j'i

ï4
4 50

7^

I 84
î!

6
117

649
6°

M 4
I 51 7 85

378
4 1

118
3 6 9 17
2 8 2 ! 4

17
4

I 5^
6 49
90 86

1 04 î

112 2 119
I 20

1 1

18 1 7

4 53
I S 2

2 S 87
28
3

120
1 1

I

19
I 70
39 54

48Î
66 88

t97 122
1 t

t

zo 1
2 55

S_9

89
ï

î 3
123

1 2 2

1 I

21
I a 56

1 5

2 90 i2
2

124
4 6 I 7 9 9

4 1 49 60

22 197
41 57

1 S I

2 91
1 î 74

I 6S
iM 6S2

6'

^3
24

i 58
99
1 3 92

1 1 5 I

I 2
126

449
4

24 1
59

130
69 93

12111
1 2 60 127

4-" 3 0624
41977Î

26 i 60 3

4 94
2 14329Ï
22 I 64

118
5 -7
1 1

17
= 6

61
29718
38<JÎ 95

39
4

129
1 A >! S !

1 4 S4

28 1 27
2 4 62 63

8 96
49
î

130
1
^

î

^9
T

3 63
8
I 97

ï 604
6 9

131
1 fi I

V 2 7

30
I I

2 65
8

1 98
99
1

131
2 3

2

31
I 5 20 66 6i

8 99
1

1 133
2 T S899
2 244 60273

3^
1 7

3
67

48842
<i 967 lOI

I

I 134
14 !92 S

12606

33 4
68 3 3

4
102 1 i

1 135
2 44
2 1

34
1 î

6
69

777Ï
936 103

2275 28
22419 136

3 S

3

3)
i.
[ 70

2 ï I

30 104 137
1 -44

1 4 9

37 I 71
3480
413 105

4 1

4 138
47
4

38
37
6 72.

1 7 106 4 ooî
3 S 9 139

7 -
5 fi 3 2 î S

fi î
-
S S 2 s»

12



TABLE XII.

N. FRACTIONS. N. FRACTIONS, N.
1

FRACTIONS.

140 7 1

6 178
60 1

I 2 215
44
3

141
9 S

8 179
4 I 9 2 I

3 I 3 1 9
216 4« 5

î 3

141
1 4?

1 i i8o
I C, 1

217 3 844063
260'J 52

143
I 2

I
181

I 1 I I 2 2 î 77
32 Î9676 1

2X8 251
1 7

145
I 1.

1
182

2 7

2 219
74
S

146
4 5

I 2 183
487
) 6 220 8 9

6

147
97
S 184

2433Î
1 7 9 4 221 1 66S

1 1 2

148
73
6 185

68
5

222 149
1

149
I 1 3 S S2
93oi 186

7 î 1

S î 223
224

1 5

150 11
4 187

1682
1 2 3 224 U.

I

M'
172S148040
M0634693 188 4 6° 7

3 36 226 1 5

1

i5i 3 7

3 189 4 227
226

' 5 .

M3
2 17 7

76 190
î ' 2

1

3774 228 151
1

154 7 16 191
8 9 9 4

6Î 0783 229
1710

1 1 3

M5
249
2 192

9 7

7
230

91

6

156
2 193

1764132
1 26985 ^31

7 6

5

M7 4S 3 2 1 18
3 8 S 64 i 194

'91
1 4 232

1960Î
12 87

158 7 74 3

6 > 6 195
I 4

l ^33
2 3 i 5 «
1517

M9
1324

1 i 197
1 4

1 234
5201
340

160 7 2 1

î 7
19;^

1 97
1 4 ^35

46
3

161 ! 1 77 ï

923 199
I 62 66 > 96 ! 20

1 1 i 3 8 9 s 236
5 6 1 8 I

3 65 70

162 1 9 .-, 1

j î 40 200 99
7 ^37

228151
1 4 S 2

163
«4080026
î 1 V 1 3 5

201 515095
3 63 32 238 '1663

756 '

164
2049
160 202 3 4 1

2 2 1 239
6 1 9 T 1 20
40072s

165
1079
S4 203

5 7

4 240
2

166 1 7 9 2 î' 6 5

i 3 2 i 5 6 4 1 204 4999
3 50 241 7 ' I 1 068

4 5 7422 5

167 1 (, b

1 3
205 3 9 6 S 9

2 772 242
1^601
1260

168 ' 3

1
206 5 9 5 15

4 148 243
70226
4505

170
I 3

207
1 I 5 I

80 244 17663 1 9049
1 1 3076990

171
1 70

' 3
208 649

4 5 M5 5 T 84 1

3312

172
2 4248647
S48942 209

4 6 5 5 1

3220 246 8S805
5 662

173
> 18

85 210 il
2 247

8 5 2 2

5427

174
145 1

i 1
21 1

2 7 8 3 5 4 3 7 3 6 5

91 62705353 248 4

i75
2^', 4

1 s 5
212 6 i; 2 4 9

4 S 5 249
s 5 5 38 1 5

5 42 07 6

176
1 9 9

1 !
213

194399
13320 250

44 4 3

28 1

177
62423
4692 214 6 95375S<7665

4 7 S 3 4 3 4 5 h 7 6 1
^5'

3 674 89o

I





TABLE XI T.

N.

364

365

366

367

368

369

370

371

37i

373

374

375

376

377

378

379

380

381

382

383

384

385

386

387

388

389

390

391

392

393

394

395

396

397

398

399

FRACTIONS.

4 9 i 4 9 i

150s
I 8 1

9079^

;

474Î 8

I 901 99 9î ;6&
99iS3 i6S7

1 1 ! I

6°
8 3 9 6 8°!
4 3 7 120
3 17

I 7

J_69i
88
I ! I

63 o

i-LJj.
-6Î

liés.
' 74
y 1 14
78"

1111m
1 10532.

^ 3 3

1 2

8749
4 i o

11941 T97î^ew69o
6647446Î J2Î S41

11
2.'

I G IÇî~
6 4998439999
84 42O5460O
8 7 6 8

9S9
4 80 1

24Î
9 t S3i
4884

1 1 1 î î t

i 678
3 4 82

1 77
62S°963}
3 18 8 6 7-6

1282
65

11
4

73 3 8680
371133
99
5

4 6 4 3 7 14}
i 3 4 2444
39502303;

I 990097}
' ^9
'

S

1 99
1 o

20692î722 4a
104710075^
399

N.

401

402

403

404

405

406

407

408

409

410

411

412

413

414

4M
416

417

418

419

420

421

412

423

424

425

426

427

428

429

430

431

432

43 3

434

43 5

436

F K ACTIONS.

4 o I

2 O

6_6 9_S7_8

3336»
201
~7o~

lil
8

5 946809 5

2 9 i 1 3 ï 2

2 663
1 32

1 o I

1 1 1 91 1 796968
5 î 54 1 7668 i

497 3

2 45 3

103 5 3 7 9 S M 6 7

S 1 o 09 5 02 3 2

113 399
5 5 8 o

1±111
1196
184128 04
903349

5201
2 5 5

8 5 32 2647
4 1 7 S26S

3 3 8 5 7

1 6Î6
2"0 I 74970

1 3 1 9 89 1 1

4 1

2

4404244569 682 I 4 1 S

2 1 4649 7463 1 307!ii

70225 o

1

3 4 1 8~î o

4 607
224

1 Ts 7 9 4 5

I 3

8 8 7 5 1

"4300
6 2

3

1 S ;o887
8 9 4 6 6

1 524 095
7 3 î 84

2 8 6 2 2 5
'

I 3 80 3 o

I 5 1 5 6 o •* 2 o

7300423
1351
65

7230660684
3474^3 377

1 2 5

6

1 46
7

5 So"o67 i9S6î49
7570:12227550

N. FRACTIONS.

437

438

439

440

442

443

444

445

446

447

448

449

450

451

452

453

454

455

456

457

458

459
460

461

462

463

464

465

466

467

468

469

470

471

472

473

4599
2 2m
1 4

440
2 1

2 1

1

4 4 2

2 1

lîl
1 4

4 6 62
2 2 1

1 1

O

I 6 6 ° 1

î

5 2 I 6! 1»

148
7

1 27
6

1 8 9 4 7 1 3 3 »

894 1 70s
1960 1

924
4 647 149°
2 1 88 2 5 7

12 043 53
î 6648

1 6 ; 3 •
5 I

I 69 i 60 4oo84i7568ï
795909095494761;

64
3

1025
48~
590899 5 1 5 84
2764 111349

12.L
i

4_9 9_8J_9
23331
2535751

1 1 S 2 3 o

2 4 3 I 4 1 I o

152421
4 3

! 4 7 5 12 7 204 5 6 3 6 8

11502891625161
9 80 1

4 ! î

1 5 87 I

736
9 3 8 3 1 9 4 1 !

4 3 4 66 80S
16 2 5 6 2 6

7 522 S

649
3

13 7215
^4336

1 69'
78 ' -^

7 8 3 s 6 9 î

361188
3 "69 1

7

14127
S7
4

TABLE XIL



TABLE XII.

N.

474

475

476

477

478

479
480

481

482

4^3

485

486

487

488

489

490

491

492

493

494

495

496

497

498

499

500

501

502

503

504

505

506

507

508

509

510

FRACTIONS.
r <) î_5_>_2

SS90
!7799
2 6S 1

^ ^799
13-0

40 19 1 o 6 o o

1 <; 1 71 . 9 î 7799 1 7 4 î

7 397447 î 6i 7SV6
2 9 8944

^4 1

1 I

9 <;4 I 4»
4396'
±11
z z

a 2

ilL
ï~2

î I 9oiço7384or <8
2 3 i 20887H477
14Î

7?9i<;2997T
3 4 3 J ! oî 96

1 0396S I

46968
93^28044(70
422Î37448J
29767
342

6SJ_9_8î_
3080 i

" 303 î

j ; S6

kl
4

4 62079T
207480
120.887

! 39 1 2

79777
80S6

4 490
201
930249
41602

1 12 4 273 19029 7

î

S022S82I8432
3 83 23 32837

7 1046278
2_4_618

1 09i
±*±
2 o

809
}6

±1
2

3 î t

60
44 7?7<0(;8î8 7îl
98S7V7689600

3_9_5_7_2_7_2_!_o

'73 403 3 3

27 ,

N.

5"
512

513

514

5M
516

517

518

5'9

520

521

522

513

5M
5M
526

527

528

530

531

53i

533

534

535

536

537

538

539

540

541

542

543

544

545

546

547

FRACTIONS.
4 1 88 ;4S96°

1 8 ! 2 9 o 4 9
-~

liliil
29427

' 3 771 3 ; I

608020
4 6^_ï
204
1740$
767

liiil
742
Î9096898n99
2 S99O786260
2 3 67
104

éî 192Î

285
1 283772 4»

! 624309
1 9 6 o 3

8!8
8 181030 62 «

3 S 773 I 467!
2 2 i 1 44 99
983 Î470

264
8 4 I T6°9 45 69Î292377;
3 666" '9767224284 1

32'

lli
23

11
I

2J
I

lia.
23

1 12230
6' 8

26S

lé.lllll
1 59 194

I 6' 8S°4
69987

I 4 î 92 5

63 03

9 2 3 4 9 4 6 ?

8300492
69o5 1

2977
lllS.

1 7 1

1 I 9 07 t

~fT2"4

Il 6

5

I 63

'

64692 274 '

5 8 5 3 6 i S 847021 i S S '

'

4293 183
'8441-5
669337
2 8724
244 9

1 =T
I 9 6 '

84

I 60 i77goii64 6 42.
6848699 f-7S673

13



TABLE XII.

N. FRACTIONS. N. FRACTIONS.

548
(^os J 0- 3

î i 9 S S 6
585 3 3 2 8 1'-

1 376

549
1 7 f, 6 3 I 9 4 9
7 S 3 84660 586

4 I 1 5086707
1 6999266Î

55°
30^80901
303974 587

1907162
787 17

551
8 3 So
3S7 588 12.

4
'

55^
£7 fO/A 414231 6666703/^2 I 875 t

2 509 1 "068 11 8^3063746000

553
« 2 4 »; 1 5 8 3 7 4 7
2 6Î 621 1 7704 590

578"
233

554
74293
740i 591

16! 676
681 î

555
I 8 4
77 592

73
3

556
1203211M01124999

5 I 027 S 3 î 84342 î 593
600632
2466Î

557
1 8

! 594
o983or
4 5064

558
7937
336 595

1 8 ï 1 4

759

559
5 06! 6829c
2 142 ! î S 6 596

25801741449
1 05 6880 5 1

560
7 I

3 597
4633 87093 75 I

1 896 1 o78 ! 00

561 5227S5
22072 598

1574351
64 3 So

56z 220938497
9319728 599

246863 79794520
1 oo86i 8 1 3 3 85 1

563
«8122
2 87 1 600 4_9

2

564 il
4 601

i394 6S3o3679!32
5689030769845

565
I 47 S2278
6^063 3

602
687

,

^8

'jSô
9 î 6 9 2 S S

40 1 87 i 8 603
14SS44

1 9 89

567
2024

8 ! 604
597299i2963''6S3i99
2430375690639S17 2

568
41
6 605

930249
37820

569

570

2 894 863 S 3 I

121359005 606
42 18 7499
1713750

1 9 I

3 607
1 6407603 396S
665 9640783

571
iSi i2435!o6i63o786il!'
7S798"S3So6i89S2S!i7 608

2737
I I 1

57i 2S7
609

605695
24544

573
383

1 6 610 7 1 847
2909

574
5 7 î

24 611
536926
9i 85

575
24

612
2177
88

577
24

I 613
4S2 57 3 5 79088 61 S

194S461Ï624065

578
5 77
: 4 614

348291 1S6245
4055888314

579
385
6 615

1 24
5

580
289

2 616
21295
818

58,
152071 1539"!
6308974 548 617

4 1 009 7 I é
650989

58Z 1 9 3

8
618 1 0093

406

583
R 4 2 9 5 4 3

3491 "6 619
5 ! 72

1

36S43S8408330
207 88 s 6907 i

1

Î9439

584
1 4 5

6
620 249

1

1



TABLE XII.

N.

621

612

623

624

626

627

628

629

630

631

631

633

634

635

636

637

638

639

640

641

642

643

644

645

646

647

648

649

650

651

652

654

655

6-^6

657

FHACTIONS.

3 1 2

i S 3 i 04811

2 !

: S

166987 1 87; 1849
• S 6 3 4 S'î 1 4 6 I ' o

S 0°
3 . 3

I S I

1 o

489 6 1 ;-i 3 1199865 °aS s ; <^o

9 49ia9î3757ii5'0364=7
7743
30S
440772^47

1 7 ! 1 9 1 14
1;; 9994 ; 3 I t: ;

I 6 2 I ' 7 3 3 3 3

' ^6
5

3 ;o 5 9 ;

1 3'i020
14 19^7 8 8896°'

! 623 3877040
42283

I 674
24220799
9 î 8 I 6°

I ° ' 9 6 8 1

41097
3 6' ^°83 3468
1426687 145

5 777
22S
I9S89 6 193026
78436933 1 35

11775
,

4 64
1024001
40320

305
,

t 2

1 201 873 68
4725053

19 6 1

770
1 i23^93îî6i 6^199
44104B9109S380

5 1

1735
6S

S 2 I 249946 4 3 2 I 3 ; 1

3216263012V7S10
2291286382
89664965

S 9 1 5 7 6 5

348634
654319209
'5 528884
2049
So

2 2 S 1 2 49
8 ^; o o

N.

658

659

660

661

662

663

664

66^

666

667

668

669

670

671

672

673

674

675

677

678

679
680

681

682

683

684

685

686

687

688

689

690

691

692

693

694

FRACTIONS.
1 69 i

66
5930
2 3 1

I 079
42

286545443542258 7^13
11 14531602963469 oi

1 7 I S 1 o 2 5 o I

66775 950
03
4

i7oo9o 2 565
66067 8i 1

3 7 I 9

532
273^5201

1 O603 S o

1 o7 I 19097
4 1 47668

5 6447
2 . 84
i4226'i7859o54i35
(5001349^618436

57912 1 1

2 2 fTiT'
5 8 6^0
2 263

3 3 7

1 3

48813492 6 1843 6 -

18816-0424025
67 ;

16
26

1

26
1

677
16

1 779161 532a
682818191

3 39
I 3

1 07 43

1

6600341;
4 11679015743

t 19 7 901
45 870

1 70O67682
65 0745 9

5 7799
2210
218 6 23878

8 3 5 3 189
10850138895
414260228

16 5 3 3 7

63o3
2 4 248647
924471

I 05

56
3 1 I iSioo6i75oo578 6 9o

1 1 S454 9173291009383
249 9 849
95030

2 4 64 o 1

V 3 60

6 6°i39i279o3 7 4 64_2j^S^ '^_8_1,

1 V 1 o 6 7 4 ' 6 o 6 83 > 7 6 - 2 1 1 4



TABLE XÎI.

N. FRACTIONS.

695
3 5 /; 3 9

696
145 I

697
1 1 a

i

698
Ï099
93

699
2 2 7 I î

8 î 8 9 9

700 8 1 9 3 . 1 I

3o967a

701
11782
44 i

702
2

703
1 1 5 9 I 7ï
4371^

704
79101
2

'9 8 5

705
237iéi
8932

706 34!9!
1302

707
3 5 1 i

9 i

708 r, 2 4 2 5

2 3 46

709
I S 24 ï 3 I 9

6S î 2 1 7

710 127 9

48

711 80
3

7IZ
6°

713 ! 2 S»; 3 ^7
97976

714 4 1 M
r4

715 7Î64«
2 S 2 9

716 3ïii!7i9«8Si99
3^2336o60i"0

717 £998399
i6 1 3 60

718 8 9 ! 3 1 9 9 7 4 ; i5 ^ 7 9 î I

3333 9 1496474140716

719
4o>45o3 1 0400
1047276489

720 6

6

721 '8^, 32i7(;9432924M
693S9 8i3oi22ii2

721 27 5 8=7
017 i

713
242
9

724
2469<;45423824i8!80i
9 7S3 64934 1 730970

7M
98o I

364

716 485
8

727
723
27

728
27

730
2 7

1

73Ï
73
2 7

N.

73^

733

734

73Î

736

737

738

739

740

741

74i

743

744

745

746

747

748

749

750

751

751

753

754

755

756

757

758

759
760

761

762

763

764

765

766

767

FRACTIONS.
4 87

8

98Si
36!

I 03 94 1 7;
3 8 365 6

244
9

24211
897

2 5 297 5 3 8}
93 18468

1 63
6

9_8 o_i^ 5_6 6_i_02 36 67 il 5 3 8 9o
3 60 5 5 64376Î 645275 867

1

9249
340

7 3 52695
270108

2 6 3 9 1 î 5 I

96 5 83 8»
714024
26 1 9 !

7501
275
1276 90°'
467 820

5 5 34S4 3

2 02645
S2
3

5 6 5 8 2 4 7

206886
10 84616384 89 5

,

3 963 020 I 76

93122
729 3 3 8466 794882424 4 ' 896»
2 66 1 3 69 7067 72060244 5 6 79

3

4607
1 68

3 08 5260278 63
1 3 3 33 1 3484

20457
745
1209
44

5 5

2

.13 6 9 3 2 6

4 9 7 6 9

4 139597)7
5035694-

5 5 1

2 o

52021

800
29
6349
2 3 o

7 I 97 24 >;o I

260 5 5 78o
6 ^784o7 ^9 9 9999
585 3 142302000

2 8 5 7 6 9

1 oj i 2

14593361 19457.1463"(ot5
527279 5 72886S 62 Î208

31212
1127

t̂ ^awwm^mm^.i*

TABLE XIL

i



T A B L K Xir.

768

769

770

771

772

773

774

775

776

777

778

779

780

781

782

783

785

786

787

788

789

790

791

792

793

794

795

796

797

798

799
800

801

8oi

803

804

FRACTION S.

I S8 I 7

679
6 367374077i49t40
S9022I (,0 4844777

I I I

4

3 ooooS M 1

o

I 67 S4S0 3 7

<1I4 3;34 26S49
22401S302020
13 43 ^18
4 S 3 o S

1 C40 ;

374
4 6 2 o 7 9 9

6! 9S4
-Lîi

7

8

^46 I 0169
> 9S 787 3

' 78î4 9^
4ï22 59

39.
1 4

6-6°6i 99
2419140
-ii
-i'

I

il
I

785
2 8

)4f;2 5 ; 94241
1254262007
39 3

1 4

'6' 166672725 7 5

( 7 3 7 6 S 5 4 8 4 9'6

66' 606 6879
23 ! 3 S9o96
22 5

8

'97
7

439;
I 5 6

302 3 5

1073
6626
23 5

529178298454 5 2 02207 9

187 5 6127493 63 5 05 5480
247 15 982

N.

805

806

807

808

809

810

811

812

813

814

815

816

817

818

819

820

821

822

823

824

825

826

827

818

829

830

831

832

833

834

835

836

837

838

839

840

FRACTIONS.

J_5 14868 64 1

53392104
61 96395
217202

5 I S4 I 948
' S249 2 3

9-3 1 763
694 16 1

42203 6 8 86 190
483478983 3

mil
962
i382o72i6'5''S'^'64i
4Si3ii"762292'i9 7~

11
2

2 1 67
76

420599 2174549
14745499V41»
5 6644
5 487

499 9

75
3 4 3

1 2

1±1
5

5 74
5 )

19 689
13 8 6

2 1 2 14 3 670 3918
740Î 865 1 46!

7397
2 î 8

n 3 5 1 70474 9 o 3 64400 6 1 6 !

81975274 3 4976366ÎI
5 9 5 3 5

2 074n
48 5 99

1 692
2222393 4685
77 3 26943 8î

900602
"31317""

1151
40

1 5 4 8 9282
5 379ÔS

5082

lllïllL
3 39948

5 4 2 40 1

29205
9 478647
328416

6 5 52 5 7 870 5

226897244
3 4 3 3 6 3 5 5 S o 6

1 18 8 2 5 8 5 9 1

465 5 1

i6'o
1 21 5 I

4 2
ô"^

42112785797
14 5 476=046

1*2.
29
29

14



TABLE XII.

j\. F 11 A C T I N S. N. FRACTIONS.

842 Il
i

878
9302501
314150

843
S4-!
2 ; 879

1 72 4 5 1 24
361729)

844
1 149(;ï3i466oiA7éî8A44999
î354 0ilS4ÎS738i7i4ii4ÎO 880 89

3

845
12 2 3 8

4 2 I
881

I063i6i7i4î2
358188282!

846
= i43i9î
7 3 6Sb 882

1960 1

660

847
8193151
28 1 S 20 883

3 4 87 847 5 7 5 9 6 1 72 72473 442
1 1737Î4I629363 !7802i 69

848
66149
ÎI7! 884

I 66 !

! 6

849
1 5 1 6 5 4 7 1 2 9 4 S (! 9 T

! 1 5 366i6î3«476 885
1 i9

4

850
1449 8S6

77435245930576558Î1637765
84 26oi4S796464024i948io358

851
S 1 29989
2 88 î S i

887
469224

1 575 !

852
1 9 4 3 9 •;

666° 888
1 49

5

853
io379iéî5Sîoi8

889
i323i9747i78o365 7îi5
44 3 7861 584 1 345 3 S 043ï ï 37!S43V4i

854
1294299
44290 890

1 79
6

8^5
3 04 1

1 04 891
39-0

3 3

856
6 9 5 3 7 S S 6 7 (i fi f

892
T 3 5 I

23767 17283S 3 360

857
8 118 5 68
27732s 893

609143 4999
20384a loo

858
703
2 4 894

299
1

859
20ï884477i97964306<'i24r!ie
70246S77I0389493729I26'* 895

3 59

860 3871
1 32 896

449
i 5

861
; 4 1 60 I So I

1 84 S 7 7 40 897
5 99
1

862
3(8=22î66i473i2i25<o3
12 1942 9 699492166! '2S 898

899
3

863
iS5240266<'S
63 05 6i 1 9-* 899

30

864
4 7 0449

1 600 ï
901

30

865
3 3 83 4 î 1 os
1 1 b 4 4 S 'i

902
' 901

30

866 42435
1442 903

60 I

2

867
7o22é »
2 3 S S 904

4 5 1

1 S

868 3 844065
I 3 0476 905

36.
1 2

869
6019273869875 >

204 I 89880/200 906
3 I

1

870 11 907
I23S23410343 073497682
411148885774 1309517

871
2635178Î2IO
S92896077 908

I 2 I 5 I

3390

87Z
1 2 6003
4 2 67 909

8 s I

26S0

873
6 2 S 9 6 3 î

2 125 784 910
1 81

6

874
3-25
126 911

)7iS32584927S20
1 23 1 9363 1429 53

875
12012g
4061 912

I 5

!

876
10951
370 913

115734143080407
i70683i225i!64

877
24132e
S 149 914

5 593
1 85



TABLE XII.

N.

915

916

918

919

910

9ii

912

913

914

9M
926

927

928

929

930

931

932

933

934

935

936

937

938

939

940

941

942

943

944

945

946

947

948

949

950

FRACTIONS.

; S4 S i j t

93130
s J 3 ^, o 4 ; 9 9
i 7 1 97S20
412 901

1 3 60 1

o

448i6oioio937ii94!i;;'i6 37io
47S34442396) 367S9 7S"499SS9

2J.
3

lliL2-iIli.iiJ.iIlI
Si io462"i394ia

4 I 92 S S 3 07
I iSoSi2 î

63S
2 1

I i ; r

3 80
882
29
3o4 ;>;o297i423i;
10008472361032
22 7 ;28
7475

7^8 ; ^ ^2 1

7

2 î 2 i9o6

1

S I 3 I 7 o 8 6 4
fi
S

266792706!"
£1

£fi i_4£ S S£_i_

2 1 897S é4o
07240 ^73

3 S 12765 2

lll&l
24 64

5 034 î 6;
99294
37 6

4S
S 2 o I

I 7
ô"

49 022 669 i o 1 79/;
1 60 1 î 0080 ; 262

1

17 1^1
s 60
22 69;
4004

4231
> 38
73 1 069390
23832181

1 06 I 3 3

34!8
7 3

"

24
; 6 1 8or
18235
27 5 5 61
8964

4_V_2 2_s_7 8_64_0 o t 4 t

I47 04I7I4S788
3 5 o 7 6 4 5 3 6 2

439004487
_2 2 8 1 î 1

7410
1745 8843 5 5 8 5 90

5 667 3 S044 î 9 3

2 02 5 o t

6570

N. .1' R A C T I o N S.

951

951

953

954

955

956

957

958

959

960

962

963

964

965

966

967

968

969

970

971

972

973

974

975

976

977

978

979

980

981

982

983

984

985

986

987

2242080"6
727044s

' 66 3

378
2746864744
SS979677

3 2 o g 5 I

1 03 S63o
2 09 52 5 62 49
67 800900

7675902362 8 799
2482Î64242480
14849
480
16762 5 2 2 3 3042 5 5 99
54157251404856°

9 6°
3 I

3 1

I

3 1

1

9 62
3 1

10085143557081249
324S20602Î22300

1 4911
4S2

57 499
1850

4 6 495325578I748552S
1495 i88S7i946496 9}

1 9 6 o 1

6 3 o

13 5 88951
4 3 6 5 4

328173
10537

12 479S067S 63 30
4 o o 4 9 6 o 5 8 S 1 3

9863 3 82 15 1

3 1 63 6S 1 3 °

9° 3 22 ?

2 8 9 5 6

liMli 745235215
"5662987185 124
1249
40

176 6 3 1 9049
5 65 3849 5

737674SS6S
2 3 600 3 I o î

_i_i
8J_3_7

3 7 84
3 6 o 4 4 9

115 20
5 I 84 1

165 6
i58o7o67i98 6249'
50468081 5 1700

883 7

282
28408S
906 1

88S0 5

2 8 3 1

403
1 3

1 5 7

5

3 77
1 1



TABLE XIÎ.

N.

988

989

990

991

991

993

994

995

FRACTIONS.

46-879684
_ÎJ_DJ_7j_î_8 8^6069;

I 7 4 9 7 6 8 î 3 4 3 9 6

38
I 8

3J7 9_î I 64oo9°^8 I 1 93 °63 8 o 1459608°
i205î73!79o33i3S9447442i38767
Ai
2

2 647
84

3 ;

36

280120

N.

996

997

998

999
1000

lOOI

1002

1003

TRACTIONS.
8 ^ s 3 8 I ^

27103s •

S4906
2689
9 84 07 6 90 1

3 1 I 1 04 I o

1 o 2 6 8 8 6 î

3148924
3 94804 99
1248483
10 î o 9 o î

~TTTT2
20 6 8 6 9 2 4 7

653 Î248
9026
28!

FIN.
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ABRÉGÉ DU CATALOGUE
Des livres Ji fonds et dassortimcnc de J. B. M. DUFR AT, Librain pour

les Mathématiques , à Paris , quai des Aw^ustins. (Praii ial an vu.)

E LÉ M EN s d'Algèbre de CUlraut , cin-

quième édition , avec des notes et des

additions, tirées en partie des leçons don-
nées à l'Ecole normale

,
par Lagranec et

LapUce , et précédée d'un Traité élémen-
taire d'Arithmétique , t vol. /a-S. lo fr.

Elémens de Géométrie
,
précédés de réflexions

sur l'ordre à suivre dans ces élémens, sur

la manière de le» écrire ec sur la méthode
en matlioniativ,ues , par S. F. Lacroix,
de rinstitvit natioi'.al , ir.S. 4 fr.

Traité élémentaire de Trigonométrie recti-

ligne et sphérique , et d'application de
l'Algèbre à la Géométrii; , par le même

,

«1-8. 4 fr.

Essais de Géométrie sur les Plans et les Sur-
faces courbes , ou Elémens de Géométrie
descriptive

,
par le même , in-S. i fr. 5 déc.

Traité du Calcul diùcrentiel et du Calcul inté-

fral , par le même, 2 vol. £«-4. 33 fr.

t Traité des Différences et des Séries , ijui

sert d'appendice à l'ouvrage précédent , est sous
presse.

Exposition du Système du Monde, par P. S.
Zap/a«, del'lnstit. nstion. 2 vol. ;n-S. lofr.

Traité de Mécanique céleste, parle même,
2 vol. in-4. sous presse.

Essai sur !a Théorie des Nombres, par j4. M.
Legiadre ,àe l'Institut national, ia-4. iSfr.

Mémoire sur les Transcendantes elliptiques,
par le même, «-4. 6 fr.

Dissertation sur une Question de Balistique
,

couronnée par l'Académie de Berlin ,pàr le

même , in-4. 3 fr. 6 déc.
Elément de Géométrie, parle même, j'n-S. 5 fr.

Mécanique analytique, par /. L. Lagrange

,

de l'Institut national, jn-4. 13 fr.

Théorie des Fonctions analytiques
,
par le

même , in-4.
5 fr.

De la Résolution des Ejuations numériques
de tous les degrés

,
par le même , in-4. 9 ff-

Elémens de Statique, par G. Monge , troi-

sième édition, in-S. 3 fr.

Géométrie descriptive , leçons données aux
Ecoles normales, par le même, in-4. S fr.

Réflexions sur la Métaphysique du Calcul
infinitésimal

,
par Carnot , de l'Institut na-

tional , in-%. I fr. 8 j_
Essai sur les Machines engénéral.parlemême,

''"-S.
_

2 fr. ; déc!
Tables portatives de Logarithmes, par Ctlkt

,

édition stéréotype , reliées. 14 fr.
Essai sur les Nombres approximatifs

, par
Massabiau , in-S. i fr. 15 c.

Leçons élémentaires d'Arithmétique et d'Al-
gèbre , par P. Ttdenat, associé de l'Institut
natioiial

,
professeur de mathématiques à

l'Ecole centrale du département de l'Avey-
ron , in-9. ^ fr.

Leçons élémentaires de Géométrie, par le
même , tn-8,

5 fr_

La Langue des Calculs , ouvrage posthume
de CcniiUnc. 4 ^r.

Traité élémentaire de Mathématiques pures,
par E. M. J. Zfmofne (d'Essoies) troisième
édition , 2 vol. i'n-S, 9 fr.

Cours de M-'iiématiques à l'usage de la Ma-
rine ,

par Bd^oue , 6 vol. in- 8. 24 fr.

Cours de Mathématiques à l'usage de l'Artil-

lerie
,
par le même

, 4 vol. in-S. 24 fr.

Théorie générale des Equations algébriques

,

par le même , in-4. 18 fr.

Cours de Mathématiques
, par Ch. Bossue,

de rinsiitut national
, 3 vol. m-S. i; fr.

Traité théorique et expérimental d'Hydrody-
namique , par le inér.e , 2 vol. in%. 10 fr.

Traités de Calcul différentiel et de Calcul
intégral , par le même , 2 vol. in-î. j2 fr.

Leçons élémentaires d'Arithmétique
,

par
Mauduit , in-S. 5 fr.

Leçons de Géométrie théorique et pratique,
par le même. 5 fr. 5 déc.

Introduction aux Sections coniques, par le

même , in-S. 3 fr.

Principes d'Astronomie sphérique
, par le

même , in-8. j fr,

Elémens des Sections coniques démontrées
par synthèse, par le même, zn-S. 6 fr.

Hydrographie démontrée et appliquée àtoutes
les parties du i'ilot.~ge, par£ajja/e, a l'usasçe

des Elèves de la Marine, in-''-. 6 fr.

Essai sur les Ouvrages physico-mathémati- .

quesde Léonurd rie Vinci, avec des fragmens
tires de ses manuscrits apportés de l'Italie,
lu à la première classe de l'Institut natio-
nal

,
par J. B. Venturi , in-4. '2 fr. 5 déc.

Traité de Mécanique
, par Marie

, in-4. 12 fr.

NouvelIeArchitectute hydraulique, parProny,
de llnstitut national , 2 vol. 1/1-4. 60 fr.

Exposition d'une Méthode pour construire
les Equations indéterminées qui se rap-
portent aux Sections coniques

, parle même,
'"-4- 3 fr. 5 déc.

Astro:!omie, fîr J. Latande
, 3 vol. in-4. Goir.

Abrégé d'Astronomie
, par le même , in-8.

Traite analytique de la Résistance des Solides
et des Solides d'égale résistance , par Girard

,

"-4-_ 13 fr.

Récréations mathématiques et physiques
, par

0\(inam
, nouvelle édition totalement re-

fondue par Montuela
, 4 vol. in-S. 20 fr.

Tr.-iité de Trigonométrie rectiligne et sphé-
ri.|ue, par Cagnoli , in-4. 15 f/.

Elémens de Géométrie
, ou les six premiers

Livres d'EucUde , avec le onzième et le

douzième; traduction nouvelle , par E"/-ïj<.

de Castiiion , Berlin , 1777, in-S. 7 fr. 50 c.
Développement de la partie élémentaire des
M»théma:iques

, par Bertrand , Genève
,

177^'. 1 vol. in-4. 33 fr.

Tables dj Jupiter ei de Saturne, déduites du

#



2 ABRÉGÉ DU CATALOG
principe de la pesanteur universelle , sui-

vant la théorie de Laplace , et des meilleures

observations faites sur-tout depuis un siècle,

par Delamtrs ,in-^. 6 fr.

Méthode' anal} tiques pour la détermination

d'un arc du méridien
, fit Delambre et Le-

ecndre , de l'Institut national, zn-4. 6 tr,

La Méridienne de l'Observatoire de Paris
,

vcritiée dans toute l'étendue de la France,
par Cassini et LacailU, in-n. 18 fr.

Exposé des Opérations faites en France en

1787 pour la jonction des Observatoires
de l'aris et de Greenwich

,
par Cassini,

Méckain et Legcndre , i.1-4. 5 fr.

Description des Opérations géodésiques faites

en Angleterre pour fixer la situation des

Observatoires de Greenwich et de Paris

,

. traduite de l'anglais pit Prony , in-4. 30 fr.

Voyage astronomique et géographique dans

l'état de l'Eglise
,
pour mesurer deux de-

grés du méridien , par les PP, Maire et

Boscovich , in-4. la fr.

La Figure de la Terre déterminée par les

Observations faites au cercle polaire
,
par

Maupertuis , in-%. 6 fr.

La Figure de la Terre déterminée par les

Observations de Bouguer et de la Conda-
mine sous l'équateur

, par Bouguer. jo fr.

Journal du Voyage à l'Equateur
,
par la Cort'

damine , in-4. 9 fr.

Mesure des trois premiers Degrés du Méri-
dien dans l'Hémisphère austral

, par le

même , in-4. 9 ^f-

Degré du Méridien entre Paris et Amiens,
déterminé par la mesnre de M. Picard , et

les Observations de MM. de Mauper-
tuis , Clairaut , Camus, Lemonnier ; d'où

l'on déduit la hgure de la terre par la com-
paraison de ca degré avec celui qui a été

mesuré au cercle polaire ,
i/i-S. 6 fr.

Dimensio graduum Meridiani Viennensis et

Hungarici , à /. Liesganig , in-4. ' ) fr-

De la Grandeur et de la Figure de la Terre,

par Cassini ,
in-4. 12 fr.

U E D E J. B. M. D U P R A T.

Essai sur l'application de l'Analyse aux pro-
babilités des Décisions rendues à la pluralité

des voix, par Condorcct , in-4. '5 f'-

Traité desMouvemens apparens «îes Corps cé-

lestes, parDionis du Séjour, 1 vol. in- a,. 48 fr.

Pinacothèque , ou Collection de Tables d'yne

utilité générale pour multiplier et diviser,

par y. P. Gruson. Berlin , 1798. 10 fr.

Adnotationes ad Calculum integralem Euleri

,

auctore L. Mascheronio , in-4. 9 fr.

Géométrie du Compas , par L. Mascheroni,

ouvrage traduit de l'italien , in-S. 5 f^»

Isaaci Newtoni Enumeratio linearum tertii

ordinis ; sequitur illustrati«ëjusd.tractatûs,

auct. /. Stirling, in-S. 7 fr. 5 d.

Principiorum Calculi differentialis et integra-

lis expositio elementaris , auct. S. l'Huil-

lier , in-4. 14 fr. '

Œuvres de Biaise Pascal, 5 vol. £«-8. 24 fr.

Elément! d'Algebra di P.Paoii, 2 vol. in-4. 2 ifr.

Teoria dell' AnalisI da servire d'introduzione

al Metodo diretto ed inverso de' limiti,

opéra del sig. Franchini, 3 vol. in-%. 15 fr.

Mémoire sur l'Intégration des Equations dif-

férentielles ,
par Te même , in-4. 1 fr. { d.

J. A. Tommasini Spécimen de Maximis et

Minimis , xn-8. 6 fr.

De Calculo inteeralium exercitatio Mathe-
matica , auct. P. Ferroni , in-4. ' 5 ^^'

Ejusd. Magnitudinum exponentialium, loga-

rithmorum et trigonometriœ sublimis theo-

ria nova methodo pertractata, in-4. 24 fr,

Elémens de Géométrie, par C/air<iur,(n-S. 5 fr.

Théorie de la Lune
,
par le même , in-4. 9 fr.

Recherches sur les Courbes à double cour-

bure
,
par le même , in-4, rel. 15 fr.

Description et usage d'un nouveau Cercle

de réflexion, pat Borda , in-4. 4 fr. 5 d,

Elémens du Calcul intégral, par les PP. l^

Scur et Jacquier. 2 vol. in-4. 3^ fr.

Traité du Calcul intégral
,
par Bougainville,

2 vol. in-4. ffi'- 27 fr,

Scriptores Logarithmici, eàente F, Maseres

,

3 vol. in-4. 100 fr.

Le Ouvranes sulvans , la plupart Imprimé! che^ l'étranger , oic dont les éditions sont

épuisées ne se trouvent qu'en très-petit nombre dans notre Librairie mathématique. Le

prix en est variable selon la plus ou moins belle condition des exemplaires , leur degré

de rareté le cours des ventes publiques et Us circonstances qui peuvent établir une plus

grande concurrence entre les acquéreurs.

Leonh. Euleri opéra analytica qus extnnt.

Opuscules mathématiques, par d'ALcmhert.

Traité de Dynamique
,
par le même.

Traité de l'Equilibre et du Mouvement des

Fluides
,
par le même.

Essai d'une nouvelle Théorie de la résistance

des Fluides ,
par le même.

Réflexions sur la cause générale des Vents.

Recherches sur différens points iraportans du

Système du Monde ,
par le même.

RechertVies sur la précession des Equinoxes.

Théorie dt la Figure de la Terre , tirée des

principes de l'hydrostatique, pat Clairaut,

Doctrine of chances, by A. De Moivre.

A. De Moivn Miscellanea analytica.

Veteres Mathematici, in-folio.

Methodus incrementorum, iuct. Brook Taylor.

Pappi Alexandriiii Mathematicœ coUectiones.
Diverses éditions à'Euclide, de Diophante,

({'Arckimèdc , û'Apollonius et de Théodose.

Les Œuvres de Tycho , de Copernic
, de

Galilée , de Kepler et à'Hevelius.

Celles de Cavalieri , de Viete , de Descartes ^

de Fermât , de Sluse , de Barrow , de Pascal,

de Huygens , de Newton, de Mae-Laurin,
de Leilnit[ et des Bernoulli.

Les Mémoires de l'Acad. des Sciencesde Paris,

ceux de l'Acad. de Berlin , les Transactions

philosophiques de Londres, les Commen-
taires et les Actes de l'Acad. de Pétcrsbourg,

les Actes de Leipsig, les Mélanges et les

Mémoires de l'Acad. ds Turin , Sec.
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