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ESSAI PHILOSOPHIQUE -

SUR

LES PROBABILITES.

CET Essai philosophique est le développement d’une legon sur les .
probabilités, que je donnai en 1795, aux Ecoles Normales ou je fus
appelé comme professeur, et qui parut dans le Journal des Séances de
. ces écoles. J’ai publié depuis peu, sur le méme sujet, un ouvrage ayant
pour titre : Théorie analytique des Probabilités. Yexpose ici,
sans le secours de P'analyse, les principes et les résultats généraux
de cette Théorie; en les appliquant aux questions les plus impor-
tantes de la vie, qui ne sont en effet, pour la plupart, que des
problémes de probabilité. On y verra, sans doute avec intérét,
qu’en ne considérant méme dans les principes éternels de la rai-
son, de la justice et de 'humanité, que les chances heureuses qui
leur sont constamment attachées; il y a un grand avantage a les
suivre, et de graves inconvéniens a s’en écarter :.ces chances,
comme celles qui sont a Pavantage des loteries, finissant toujours
par prévaloir au milieu des oscillations du hasard. Je desire que
les réflexions répandues dans cet Essai, puissent mériter latten-
tion des philosophes, et la diriger vers un objet si digne de les
occuper. - '



s . ESSAI PHILOSOPHIQUE
De la Probabilité.

Tous les événemens, ceux méme qui par leur petitesse, semblent
ne pas tenir aux grandes lois de la nature, en sont une suite aussi
nécessaire que les révolutions du soleil. Dans l'ignorance des liens
qui les -unissent au systéme entier de l'univers, on les a fait dé-
pendre des causes finales, ou du hasard, suivant quils arrivaient
et se succédaient avec regulante, ou sans ordre apparent; mais
ces causes imaginaires ont été successivement reculées avec les
bornes de nos connaissances, et disparaissent entiérement devant
la saine phllosophle qui ne voit en elles, que Pexpression de l'igno-
‘rance ou nous sommes des véritables causes.

Les événemens actu€ls ont avec les précédens, une liaison fondée
sur le principe évident, qu'une chose ne peut pas commencer d’étre,
sans une cause gui la produise. Cet axiome conuu sous le mom
de principe de la raison suffisante, s’é¢tend aux actions méme
Tes plus indifférentes. La volonté la plus libre ne peut sans un motif
‘déterminant, leur donner naissance; car si toutes les circonstances
"de deux positions étant exactement les mémes, elle agissait dans
Tune et s’abstenait d’agir dans lautre, son choix serait un effet
‘sans cause : elle serait alors, dit Leibnitz, le hasard aveugle des
"épicuriens. L’opinion contraire est wune illusion de Pesprit qui
‘perdant de vue, les raisons fugitives du choix de la volonté dans
‘Jes choses indifférentes, se persuade qu’elle s’est déterminée d’elle-
méme et sans motifs.

Nous devons donc envmager Pétat présent de l’umvers comme
Teffet de son état antéricur, et comme la cause de celul qui va
'suivre. Une intelligence qui pour un instant donné, connaitrait
toutes les forces dont la nature est animée, et la situation respec-
tive des étres qui la composent, si &’ llleurs elle était assez vaste
‘pour soumettre ces données a analyse, embrasserait dans la méme
‘formule, les mouvemens des plus grands corps de Punivers et ceux
du plus léger atome : rien-ne serait incertain pour elle, et Pavenir
comme le passé, serait présent a ses yeux. L’esprit humain offre
dansla paerfection quil a su donner & Pastronomie , une faible esquisse
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de cette intelligence. Ses découvertes en mécanique et en géométrie;,
jointes a celle de la pesanteur universelle, Pont mis & portée de
comprendre dans les mémes expressions analytiques, les états
- passés et futurs du systéme du monde. En appliquant la méme
méthode 4 quelques autres objets de ses connaissances, il est par-
- venu a ramener & des lois générales, les phénoménes observés,
et a prévoir ceax que des circonstances données doivent faire éclore.
Tous ses efforts dans la recherche de la vérité, tendent a le rap-
procher sans cesse de l'intelligence que nous veaons de concevoir,

mais dont il restera toujours infiniment éloigné. Cette tendance
propre a lespéce humaine, est ce qui la rend supérieure aux ani-
maux ; et ses progrés en ce genre, distinguent les nations et les
siécles, et fondent leur. véritable gloire. '
Rappelons-nous qu'autrefois et a une époque qui n'est pas encore
bien reculée, une pluie ou une sécheresse extréme, une cométe
trainant aprés elle une queue fort étendue, les éclipses, les aurores
boréales et généralement tous les phénoménes extraordinaires étaient
regardés comme autant de signes de la colére céleste. On invoquait
1e ciel pour détourner leur funeste influence. On ne le priait point
de suspendre le cours des plandtes et du soleil : Pobservation eut
bientot fait sentir Finutilité de ces pridres. Mais parce que ees phé-
noménes arrivant et disparaissant a de longs intervalles, semblaient
contrarier 'ordre de la nature; on supposait quele ciel les faisait naitre
et les modifiait a sen gré, pour punir les crimes de la terre. Ainsi la
longne queue de la cométe de 1456 répandit la terreur dans Ey-
rope, déja consternée par les suceés rapides des Turcs qui venaient
de renverser le Bas-Empire; et le pape Callixte ordonna des priéres
publiques dans lesquelles on conjurait la cométe et les Turcs. Cet
‘astre, aprés quatre de ses révolutions, a excité parmi nous um
intérét bien différent. La connaissance des lois du systéme du
monde, acquise dans cet intervalle, avait dissipé les craintes en-
fantées par lignerance des vrais rapports de 'homme avec Pumi-
vers ; et Halley ayant reconnu Pidentité de la cométe, avec celles
des années 1531, 1607 et 1683, il annonga son prechain retour
pour la fin de 1758 ou le commencement de 1759. Le monde savant
attendit avec impatience, ce retour qui devait confirmer. Pune des
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plus grandes découvertes que l'on eiit faites dans les sciences, et
accomplir la prédiction de Sénéque, lorsquil a dit en par}ant de
la révolution de ces astres qui descendent d’'une énorme distance:
~ « Le jour viendra que par unc étude suivie de plusieurs siécles,
» les choses actuellement cachées paraitront avec évidence, et la
» postérité s’étonnera que des vérités si claires nous aient echappe »
Clairdut entreprit alors de soumettre a analyse, les perturbations
que la cométe avait éprouvées par laction-des deux plus grosses
_planétes, Jupiter et Saturne; aprés d'immenses calculs, il fixa son
passage au périhélie vers le commencement d’avril 1759, ce que
* Pobservation ne tarda pas a vérifier. La régularité que Pastrono-
mie nous montre dans le mouvement des cométes, a lieu sans
aucun doute, dans tous les phénoménes. La courbe décrite par
une 51mple molécule d’air ou de vapeurs, est reglee d’une maniére
aussi certaine, que les orbites planétaires: il n’y a de différence
entre elles, que celle qu’y met notre ignorance. :

La probabilité est relative en partie a cette ignorance, et en
partie a nos connaissances. Nous savons que sur trois ou un plus
grand nombre d’événcmens, un seul doit arriver; mais rien ne
porte a croire que 'un d’eux arrivera plutét que les autres. Dans
cet état dlindécision, il nous est impossible de prononcer avec
certitude sur leur arrivée. Il est cependant probable qu'un de ces
événemens pris a volonté, n’arrivera pas; parce que nous voyons
pluswurs cas également possibles qm excluent son arrivée , tandis
qu’un seul la favorise.

La théorie des hasards consiste a réduire tous les événemens du
méme genre, a un certain nombre de cas également possibles, c’est-
a-dire, tels que nous soyornségalement indécis sur leur existence; et
a déterminer le nombre des cas favorables a 'événement dont on
cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre a celui de tous les
cas possibles, est lamesure de cette probabilité qui n’est ainsi qu'une
fraction dont le numérateur est le nombre des cas favorables, et
dont le dénominateur est le nombre de tous les cas possibles.

La notion précédente de la probabilité suppose qu'en faisant
croitre dans le méme rapport , le nombre des cas favorables, et
celui de tous les cas possibles, la probabilité reste la méme. Pour
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s’en convaincre, que on considére deux urnes A et B, dont la

" premiére contienne quatre boules blanches et deux noires, et
dont la seconde ne renferme que deux boules blanches et une noire.
On peut 1magmcr les deux boules noires de la premiére urne,
" attachées a un fil qui se rompt au moment ou Pon saisit une
delles, et les quatre boules blanches formant deux systémes sem-
blables. Toutes les chanees qui feront saisir 'une des boules du
~ systéme noir, améneront une boule noire. Si I'on congoit main-
tenant que les fils qui unissent les boules, ne se rompent point;
" il est clair que le nombre des chances poss:bles ne changera pas,
" non plus que celui des chances favorables a extraction des boules
noires ; seulement, on tirera de I'urne, deux boules "a-la-fois ; la
‘ probablhte d’extraire une boule noire de l’urne sera donc la méme
- quauparavant. Mais alors, on a évidemment le cas de 'urne B,
avec la seule différence , que les trois boules de cette derniére urne,
" sont remplacées par trois systémes de deux boules invariablement
unies. Ici les cas également possnbles ne sont pas les extractions
des boules ; ce sont les chances qui les aménent et dont la somme
supposée la méme pour chaque urne, est répartie sur six boules
dans la premiére, et sur trois dans la seconde.

Quand tous les cas sont favorables a un événement, sa pro-
bablhte se change en certitude, et son expression devnent égale a
Punité. Sous ce rapport, la cerutude et la probabilité sont com-
parables , quoiqu’il y ait une différence essentielle entre les deux
états de lesprit, lorsqu’une vérité lui est rigourcusement démon-
trée, ou lorsqu’il apercoit encore une petite source derreur.

Dans les choses qui ne sont que vraisemblables, la différence
des données que chaque homme a sur elles, est une des causes
principales de la diversité: des opinions que l'on voit régner sur
les mémes objets. Supposons, par exemple, que I'on ait trois urnes
A, B, C, dont I'une ne contienne que des boules noires, tandis
que les deux autres ne renferment que des boules blanches. On
doit tirer une boule, de 'urne C, et 'on demande la probabilité que
cette boule sera noire. Si I'on ignore quelle est celle des trois
urnes, qul ne renferme que des boules noires, ensorte que I'on n’ait
aucune rajson de croire quelle est plutdt c 3 que B ou A; ces
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trois hypothéses paraftront également possibles; et comme une
boule noire ne peut étre extraite que dans la premiére, la pro=
babilit¢ de Pextraire est égale a un tiers. Si Pon sait que 'urne A
ne contient que des boules blanches, l'indécision ne porte plus alors
que sur les boules B et C, et la probabilité que la boule extraité
dc I'urne C sera noire, est un demi. Enfin, cette probabilité se change
en certitude, si 'on est assuré que les boules A et B ne contiennent
que des boules blanches.
" Clest ainsi que le méme fait récité devant une nombreuse assem-
blée, obtient divers degrés de croyance, suivant étendue des
connaissanc_es des auditeurs. Si Phomme qui le rapporte, en est
intimement persuadé, et si par son état et son caractére, il inspire
une grande confiance ; son récit, quelqu'extraordinaire qu’il soit,
aura par rapport aux audnteurs depourvus de lumiéres, le méme
degré de vraisemblance, qu'un fait ordinaire rapporté par le méme
homme, et ils lui ajouteront une foi enti¢re. Cependant si quel-
qu'un deux a eu occasion d'entendre le méme fait rejeté par dautres
hommes également respectables, il sera dans le doute; et le fait sera
jugé faux, par les auditeurs éclairés qui le trouveront contraire,
soit a des faits bien avérés, soit aux lois ithmuables de la nature. -
Clest a l'influence de'l’opinion de ceux que la multitude juge les
plus instruits, et a qui elle a coutume de donner sa confiance
sur les plus lmportans objets de la vie, qu'est due la propagation
de ces erreurs qui, dans les tems dlignorance, ont couvert la face
du monde. Lastrologie nous en offre un grand exemple. Ces erreurs
inculquées dans Penfance, adoptées sans examen, et n’ayant pour
base que la croyance universelle, se sont maintenues pendant
trés-long-temps ; jusqu’a ce quenfin le progrés des sciences les
ait détruites dans Pesprit des hommes éclairés, dont ensuite Popi-
nion les a fait disparaitre chez le peuple méme, par le pouvoir de
Pimitation et de Phabitude, qui les avait si generalement répandues.
Ce pouvoir, le plis puissant ressort du monde moral, établit et
conserve dans toute une nation, des idées entiérement 'contraires
A celles qu'il maintient ailleurs avec le méme empire. Quelle indul-
gence ne devons-nous donc pas avoir pour les opinions différentes
des notres ; puisque cette différence ne dépend souvent que des
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points de vue divers ou les circonstances nous ont placés | Eclai-
rons ceux que nous ne jugeons pas suffisamment instruits ; mais
auparavant, examinons sévérement nos propres opinions, et pesons
avec impartialité , leurs prohabihtes respectives.

La différence des opinions dépend encore de la maniére dont
chacun détermine Pinfluence des données qui lui sont connues.
La théorie des probabilités tient & des considérations si délicates,
quil n’est pas surprenant qu'avec les mémes données, deux per-
Bonnes trouvent des résultats différens , surtout dans les questions
trés- compliquées. Exposons ici les pnncxpes generaux de cette
théorie.

~ Principes généraux du Calcul des Probabilités,

Le premier de ces principes est la définition méme de la pro- Ier Principe.
babilité qui, comme on I'a vu, est le rapport du nombre des cag -
favorables a celui de tous les cas possibles.

Mais cela suppose les divers cas, également possibles. S'ils ne Ire Principe.
le sont pas, on déterminera d’abord leurs possibilités respectives
dont la juste appréciation est un des points les plus délicats de la
théorie des hasards. Alors la probabilité sera la somme des possi-
bilités de chaque cas favorable. Eclaircissons ce principe par un
exemple.

Supposons que Pon projette en Pair, une piéce large et trés-
mince dont les deux grandes faces opposées, que nous nommerons
croix et pile, soient parfaiternent semblables. Cherchons la pro-
babilité d’amener croix, une fois au moins en deux coups. Il est
clair qu’il peut arriver quatre cas egalement poesnbles savoir, croix
au premier et au second coup ; croix au premier coup et pile au
second ; pile au premier coup et croix au second ; enfin pile aux
deux coups. Les trois premiers cas sont favorables a 'événement
dont on cherche la probabilité qui, par conséquent est égale ai;
ensorte quil y a trois contre un a parier que cro:x arrivera an
moins une fois en deux coups.

On peut né compter a ce jeu, que trois cas dxﬂ‘érens, savoir,
CToix au premier coup, ce qui dispense d’en jouer un second;
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pile au premier coup et croix au second; enfin pile au premier
et au second coup. Cela réduirait la probabilité a $, si Fon consi- -
dérait avec D’Alembert, ces trois cas, comme étant également
possibles. Mais il est visible que la’ probabilité d’amener croix au
premier coup est 1, tandis que celle des deux autres cas est ;. Le
premier cas est un événement simple qui correspond aux deux
événemens composés, crozx au premier et au second coup, et
crorx au premier coup, pile au second. Maintenant, si conformé-
ment au second principe, on ajoiite la possibilité ; de croix au
premler coup, a la possibilité ; de pile arrivant au premier coup
et croix au second ; on aura 2 pour la probabilité cherchée, ce qui
s’accorde avec ce que I'on trouve dans la supposition ou l’on joue
les deux coups. Cette silpposition ne change rien au sort de celui
qui parie pour cet événement : elle sert seulement a reduu'e les
divers cas, a des cas également possibles. '

Il Principe.  Un des points les plus importans de la Théorie des Probabilités‘,
et celui qui préte le plus aux illusions, est la maniére dont les
probabilités augmentent ou diminuent par leurs combinaisons mu-
tuelles. Si les événemcns sont indépendans les uns des autres, la
probabilité de I'existence de leur ensemble, est le produit de leurs
-probabilités parucnheres. Ainsi la probablhte d’amener un as avec
un seul dé, étant un sixiéme; celle d’amener deux as en projetant
deux dés a~la fois, est un trente-smeme En effet, chacune des
faces de Pun, pouvant se combiner avec. les six faces de lautre:
il y a trente-six cas également possibles, parmi lesquels un seul
donne les deux as. Généralement, la probabilité¢ qu’un événement
simple ct dans les mémes circonstances, arrivera de suite, un
nombre donné de fois, est égale a la probabilité de cet événement
snmple ¢levée a une puissance indiquée par ce nombre. Ainsi les
puissances successives d’une fraction moindre que l'unité, dimi-
nuant sans cesse; un événement qui dépend d’une suite de pro-
babilités fort grandes, peut devenir extrémement pea vraisem-
blable. Supposons qu’un fait nous soit transmis par vingt témoins,
dc manicre que le premier lait transmis au second, le second an
troisi¢me, et ainsi de suite. Supposons encore que la probabilité de
chaque témoignage soit égale a 5: celle du fait sera moindre quwun



SUR LES PROBABILITlﬁS 9

huméme c’est-a-dire qu’il y aura prus de sept a parier contre un,
qu’il est ﬁmx On ne peut mieux comparer celte diminution de la
probabilité, qu’a I'extinction de la clarté des objets, par Finterposi-.
tion de plusieurs morceaux de verre; un nombre de morceaux:
peu considérable, suffisant pour dérober la vue d’'un objet qu'un
seul morceau laisse apercevoir d’'une maniére distincte. Les histo-
riens ne paraissent pas avoir fait assez d’attention a cette dégradation
de la probabilité des faits, lorsqu’ils sont vus a travers un grand
nombre de générations successives : plusieurs événemens historiques,
réputés comme certains, seraient au moins douteux, si on les sou-
mettait a cette épreuve. :
. " Dans les sciences purement mathématiques , les conséquences

les plus éloignées participent de la certitude du principe dont elles
dérivent. Dans les applications de I'analyse a la physique, les con-
séquences ont toute la certitude des faits ou des expériences. Mais .
dans les sciences morales, ou chaque conséquence n’est déduite de
ce qui la précéde, que d’une maniére vraisemblable ; quelque pro-
bables que soient-ces déductions, la chance de Perreur croit avec
leur nombre, et finit par surpasser la chance de la vérité, dans
les conséquences trés-éloignées du principe. .

Quand deux événemens dépendent un de P'autre; la probabilité IVe Priacipe
de Pévénement composé est le produit de la probablhte du premler
événement, par la probabilité que cet événement étant arrivé,
Fautre aura lieu. Ainsi, dans le cas précédent de trois urnes A,
B, C, dont deux ne contiennent que des boules blanches, et dont
une ne renferme que des boules noires; la probabilité de tirer une-
boule blanche de I'urne C est 4, puisque sur trois urnes, deux ne
contiennent que des boules de cette couleur. Mais lorsqu on a
extrait une boule blanche, de Purne C; Pindécision relative a celle
des urnes qui ne renferme que des boules noires, ne portant plus
que sur les urnes A et B; la probabilité d’extraire une boule
blanche, de Purne B est £; le produit de 3 par X, ou § est donc la
probabilité d’extraire a-la-fois ‘des urnes B et C, deux boules
blanches.

On voit par cet exemple, I'influence des événemens passés sur
la probabilité¢ des €événemens futurs. Car la probabilité d’extraire

3
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une boule blanche, de Yurne B, qui primitivement est 2, se réduit
+, lorsqu'on a extrait une boule blanche, de Purne C : elle se
changerait en certitude, si I'on avait extrait une boule noire, de
la méme urne. On determmera -cette influence, au meoyen du
principe suivant, qut est un corollaire du precedent
Si Pon calcuie a priors, la probabilité de Iévénement arrivé,
et la probabilité d'un événement composé de celni-ci et dun autre
qu’on attend; la secoride probabilité divisée par la premiére, sera

la probabilité de Pévénement attendu, tirée de I'événement ob-

V1Ie Principe.

~

servé.

Ici se présente la questlon agitée par quelques phﬂosophgs ’
touchant linfluence du passé sur la probabilité de I'avenir. Sup-
posons qu’au jeu de croix et pile, eroix soit arrivé plus souvent
que pile. Par cela seul, nous scrons portés a croire que dans la
eonstitution de la piéce, il existe une canse constante qui le fa-
vorise. Ainsi, dans la condnite de la vie, le bonheur constant est
une preuve d’habileté, qui doit faire employer de préférence les
personnes heurenses. Mais si par linstabilité des circonstances ,
Nous SOMAIEs ramernrés sans cesse , a état d’une indécision ahsolue;
si, par exemple, on change de pnéce a chaque coup, au jeu de

.croix et pile; le passé ne peut répandre aucume lumiére sur

Pavenir, et il serait absurde d’en tenir compte.
"Chacune des causes auxquelles un événement observé, peut étre

‘attribué, est indiquée avec d’autant plus de vraisemblance, qu’il

est plus probable que cette cause étant supposée exister, P'évé-

' pement aura liew; la probabilité de l'existence d’une quelconque

de ces causes, est donc ume fraction dont le numérateur est la
probabilité de Pévénement, résultante de cette cause, et dont le
dénominateur est la somme des probabilités semblables relatives
a toutes les causes : st ces diverses causes considérées a priori,
sont inégalement probables, il faut au lieu de la probabilité de
Vévénement , résultante de chaque cause, employer le produit de
cette probabilité, par celle de la cause elle-méme. C’est le principe
fondamental de cette branche de l'analyse des basards, qui.consiste
a remonter des événemens aux causes.

Ce principe donne la raison pour laquelle on attribue les évé-
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nemens réguliers, a une cause particuliére. Quelques philosophes
ont cru que ces événemens sont moins possibles que les autres,
et quau jeu de croix et pile, par exemple, la combinaison dans
laquelle cro:x arrive vingt fois de suite, est moins facile a la nature,
que celles ou croix et pile sont entre-mélés d’une fagon irréguliére.
Mais cette opinion suppose que les événemens passés influent sur
la possibitité des événemens futurs, ‘ce qui n'est point admissible:
Les combinaisons réguliéres n’arrivent plus rarement, que parce
qu’elles sont moins nombreuses. Si nous recherchons une cause, -
la ou nous apercevons de la symétrie; ce n’est pas que nous
regardions un événement symétrique, comme moins possible que
les autres ; mais cet événement devant étre Peffet d’'une cause ré-
guliére, ou celui du hasard, la premiére de ces suppositions est
" plus probable que la seconde Nous voyons sur une table, des
caractéres d’imprimerie, disposés dans cet ordre, Coustantmoplc 3
€t nous jugeons que cet arrangement n’est pas Peffet du hasard,
non parce qu’il est moins possible que les autres, puisque si ce
mot n’était employé dans aucune langue, nous ne lui soupgon-
nerions point de cause particuliére ; mais ce mot étant en usage
parmi nous, il est :Lcompamblement plus probable qu’une per-
sonne aura dlspose ainsi les caractéres précédens, qu’il ne lest
que cet arrangement est di au hasard.

Clest ici le lieu de définir le mot extraordinaire. Nous rangeons
par la pensée, tous les événemens possibles, en diverses classes,
et nous regardons comme extraordinaires, ceux des classes qui
en comprennent un trés-petit nombre. Aiunsi, au jeu de croix et
pile, Parrivée de croix cent fois de suite, nous parait extraor-
dinaire, parce que le nombre presqu’infini des combinaisons qui
peuvent arriver en cent coups, étant partagé en scries réguliéres
ou dans lesquelles nous voyons régner un ordre facile a saisir, et
en séries irréguliéres; celles-ci sont incomparablement plus nom-
breuses. La sortie d’'une boule blanche, d’une urne qui, sur un
million de boules, n’en contient qu’une seule de cette couleur,
les autres étant noires, nous parait encore extraordinaire; parce
que nous ne formons que deux classes d’événemens, relatives aux -
deux couleurs. Mais la sortie du n° 79, par exemple, d’'une urne
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qui renferme un million de numéros, nous semble un événement
ordinaire; parce que comparant individuellement les numéros, les-
uns aux autres, sans les partager en classes, nous n’avons aucune
raison de croire que 'un d’eux sortira plutét que les autres.

- De ce qui précéde, nous devons généralement conclure que plus
un fait est extraordinaire, plus il a besoin d’étre appuyé de fortes
preuves Car ceux qui lattestent, pouvant ou tromper, ou avoir
€té trompés, ces deux causes sont d’autant plus probables, que
la réalité du fait Pest moins en elle-méme. Eclaircissons cela par
un exemple.

- On a extrait un numéro, d’'une urne qui en renferme mille. Un
témoin de ce tirage, annonce que le n° 79 est sorti; on demande
la probabilité de cette sortie. Supposons que l’expérience ait fait
connaitre que ce. témoin trompe une fois sur dix, ensorte que
la probabilité de son témoignage soit -Z. Ici, I'événement observé est
le témoin attestant que le ‘n° 79 est sorti. Cet événement peut

.resulter des deux hypothéses suivantes, savoir, .que le témoin
énonce la vérité, ou quil trompe. Suivant le principe que nous
venons d’exposer sur. la probabilité des causes, tirée des événe-
mens, il faut d’abord déterminer a priori, la probabilité de Pévé-
nement dans chaque hypothése. Dans la premiére, la probabilité
que le témoin annoncera le n° 79, est la probabilit¢ méme de la
sortie de ce num¢ro, cest-a-dire ;o5;. Il faut la multiplier par la
probabilité % de la véracité du témoin; on aura donc ;5255 pour
la probabilit¢ de I'événement observé, dans cette hypothése. Si
le témoin trompe, le n° 79 ne sera pas sorti; et la probabilité de ce
cas est 2%%. Mais pour annoncer la sortie de ce numéro, le
témoin doit le choisir parmi les ggg numéros non sortis ; et comme
il est supposé n’avoir aucun motif de préférence pour les uns
plutét que pour les autres, la probabilit¢ qu'il choisira le. n°® 79
est 333 ; en multipliant done cette probabilité, par la précédente,
on aura- ;355 pour la probabilité que le- témoin-annoncera le n° 79>
dans la seconde hypothése Il faut encore multiplier cette proba-
blllte, par la probabilité ;5 de Phypothése elle-méme; ce qui donne
5355 pour la probablhte de l'événement, relative a cette hypo-
thése. Présentement, si on forme une fra.ction dont le numérateur
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soit la probabilité relative a la premiére hypothése, et dont le
dénominateur soit la somme des probabilités relatives aux- deux
hypothéses; on aura la probabilité de la premiére hypothése, et
cette probablhte sera -%, c’est-a-dire la probabilité méme de la véra-
cité du témoin. C’est aussi la probabilité dela sortie du n° 79. La pro-
'bablhte du mensonge du témoin et de la non-sortie de ce numéro,
sera 5.

Si le témoin voulant tromper, avait quelqu’ mterét a choisir le
n° 79 parmi les numéros non-sortis; 8l jugeait, par exemple,
quayant placé sur ce numero une mise considérable, 'annonce
de sa sortie augmentera son crédit; alors la prohablhte qu’il choisira
ce numéro, ne sera plus, comme auparavant, g33; elle pourra
é&tre alors 1, %, etc., suivant Pintérét qu’il aura d’annoncer sa
sortie. En la supposant %, il faudra multiplier par cette fraction,
la probabilité 225 , pour avoir dans ’hypothése du mensonge, la
probablhte de I'événement observé, qu’il faut encore multiplier par
-1 ; ce qui donne ;i3 pour la probabilité de I'événement dans fa
seconde hypothése. Alors la probabilité de la premiére hypothése s
ou de la sortie du n° 79, se réduit par la régle précédente, a
+5- Elle est donc trés-affaiblie par la considération de lintérét que
le témoin peut avoir a annoncer la sortie du n° 79. Le bon sens
nous dicte que cet intérét doit inspirer de la défiance. Mais le calcul
en apprécie linfluence avec. exactitude. .

. "Supposons maintenant que 'urne renferme 999 boules noires et
une boule blanche, et qu'une boule en ayant été extraite, un té-
moin du tirage annonce que cette boule est blanche. La probabilité
de lévénement observé, déterminée a priori, dans la premiére
hypothése, sera ici, comme dans la question précédente, égale a
75255 Mais dans hypothése ou le témoin trompe, la boule blanche
ne sera pas sortie, et la probabilité de ce eas est 2°%. 1l faut la

1000°*
niultiplier par la probabilité % du mensonge, ce qui donne ;232 -
pour la probabilité¢ de Pévénement observé , relative a la seconde
hypothése. Cette probabilité n’était que 5355 dans la question pré—
cédente : cette grande différence tient a ce qu’une boule noire étant
sortie , le témoin voulant tromper n’a point de choix a faire parmi les

999 boules non sorties , pour annoncer la sortie d'une boule blanche-.
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Mainténant, si Pon forme deux fractions dont les numératenra
soient les probabilités relatives a chaque hypothése, et dont le
dénominateur commun soit Ja somme de ces probabilités; on aura
5255 pour la probabilité de la premiére hypothése, et de la sortie
d’une boule blanche, et 2°% pour la probabilité de la seconde
hypothése, et de la sortie d’'une boule noire. Cette derniére pro-
babilité est fort approchante de la certitude : elle en approcherait
beaucoup plus encore, et deviendrait 2°°£2%, si l'urne renfermait
un million de boules dont une seule serait blanche ; la sortie d'une
boule blanche devenant alors beaucoup plus extmordinaire. On voit
ainsi comment la probabilité¢ du mensonge croit, a mesure que le
fait devient plus extraordinaire. -

Nous avons supposé jusqu’ici que le témoin ne se trompait point;
mais si ’on admet encore la chance de son erreur, le fait extraor~
dinaire devient plus invraisemblable. Alors, au lieu de deux hypo-
théses, on aura les quatre suivantes, savoir, celle du témain ne
trompant point et ne se-trompant point; célle du témoin ne
trompant point, et se trompant; l’hypothese du témoin trompant
et ne se trompant point; enfin celle du témoin trompant et se
trompant. En déterminant @ priori dans ohacune de ces hypo-
théses, la probabilité de Pévénement observé, on trouve par le
sixi¢tme principe, la probabilité que le fait attesté est faux, égale
a une fraction dont le numérateur est le nombre des boules noires
de l'urne, multiplié par la somme des probabilités que le témoin
ne trompe point et se trompe, ou qu’il trompe et ne se trompe
point, et dont le dénominateur est ce numérateur augmenté de
la somme des probabilités que le témoin ne trompe point et ne se
trompe point , ou qu'il trompe et se trompe a-la-fois. On voit par
I, que si le nombre des boules noires de Purne est trés-grand,
ce qui rend extraordinaire, la sortie de la boule blanche; la pro-
babilité que le fait attesté n’est pas, approche extrémement dela
certitude. :

En étendant cette conséquence, a tous les faits extraordinaires;
il en résulte que la probabilité de Perreur ou du mensonge du té-
moin, devient d’autant plus grande, que le fait attesté est plus
extraordinaire. Quelques auteurs ont avancé le contraire, en se
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fondant sur ce que la vue d’un fait extraordinaire étant parfaite-
ment semblable a celle d’an fait ordinaire, les mémes motifs doivent
nous porter a croire également le témoin, soit qu’l affirme Pun
ou lautre de ces faits. Le simple bon sens repousse une aussi
étrange assertion; mais le calcul des probabilités, en confirmant
Pindication du sens commun, apprécie de plus, linvraisemblance
des témoignages sur les faits extraordinaires.

Nous n a;outenons point foi au témoignage d’un homme qui nous
attesterait gu’en projetant cent dés en Fair, ils sont tous retombés
sur la méme face. Si nous avions ¢té nous-mémes spectateurs de
cet événement, nous n’em eroirions nos propres yeux, qu’aprés
en avoir scrupuleusement examiné toutes les circonstances, pour
étre bien slirs qulil n’y a poiot eu de prestige. Mais aprés cet
examen, nous ne balancerions point a Padmettre, malgré son ex-
tréme invraisemblance ; et personne ne serait tenté pour Pexpliquer,
de recourir a une illusion produite par un renversement des lois
de la vision. Nous'devons ‘en conclure qae la probalnhte de la cons-
tance des lois de la nature, est pour nous, supérieure a celle que
la chose dont il s’agit, ne doit point avoir lieu; probabilité qui
l’emporte debeaucoup, sur celle des faits historiques les plus avérés.
On peut juger par la, du ponds immense de témoignages nécessaires
pour admettre une suspens;on des lois naturelles; et combien il
serait abusif d’appliquer a ce cas, les régles ordma:res de la cri-
tique. Tous ceux qui sans offrir cette immensité de témoignages,
étayent ce qu'ils ayancent, de récits d’événemens contraires a ces
lois, affaiblissent plutét quils naugmentent la croyance qu’ils
cherchent a inspirer; car alors ces récits rendent tres-probable,
Perreur ou le mensonge de leurs. auteurs. Mais ce qui diminue la
croyance des hommes éclairés, accroit souvent celle du vulgaire ;
et nous en avons denné précédemment Ja raison.

Ly a des choses tellement extraordinaires, que rien ne peut
en balancer Pinvraisemblance. Mais celle-ci, par leffet d’une opi-
nion dominante, peut étre affaiblie au point de paraitre inférieure
a la probabilité des témoignages; et quand cette opinion vient a
changer, un récit absurde admis unanimement dans le si¢cle qui
lui a.donné naissance, woffre aux si¢cles suivans qu'une nouvelle
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preuve de Pextréme influence de Popinion générale, sur les meilleurs
esprits. Deux grands hommes du siécle de Louis X1V, Bacine et -
Pascal, en sont des exemples frappans. 1l est aﬂhgeant de voir
avec quelle complaisance; Racine, ce peintre admirable du cceur
humain, et le poéte le plus parfait qui fut jamais, rapporte comme
miraculeuse, la guérison de la jeune Perrier, niéce de Pascal, et
pensionnaire a I'abbaye de Port-Royal : il est pénible de lire les
raisonnemens par lesquels Pascal cherche a prouver que ce miracle
devenait nécessaire a la religion, pour justifier la doctrine des re-
ligieuses de cette abbaye, alors persécutées par les Jésuites. La-
jeune Perrier était depuis trois ans et demi, affligée d’une fistule
lacrymale : elle toucha de son ceil malade, une relique que Yon:
prétendait étre une des épines de la couronne du Sauveur, et elle
se crut a linstant, guérie. Quelques jours aprés, les médecins et
les chirurgiens constatérent la guérison, et ils jugérent que la nature
et les remédes n’y avaient eu aucune part. Cet événement arrivé:
en 1656, ayant fait un grand bruit, :« tout Paris se porta, dit
» Racine, & Port-Royal. La foule croissait de jour en jour, et Dieu
» méme semblalt prendre plaisir a autoriser la dévotion des peuples,
» par la quantité de miracles qui se firent en cette église.» A cette
époque, les miracles et les sortiléges ne paraissaient pas encore in-
vraisemblables, et 'on n’hésitait point aleur attribuer les smgulamtes
de la nature, que I'on ne pouvait autrement expliquer. :

TIci se présente naturellement la discussion d’un argument fameux-
de Pascal, que Craige, mathématicien anglais, a reprofluit sous une -
forme géométrique. Des témoins attestent qu’ils tiennent de la Di-
vinité clleméme, quen se conformant i telle chose, on jouira,
non pas d’une, ou de deux, mais d’une infinité de vies heureuses.
Quelque faible que soit la probabilité des témoignages, pourvu
qu’elle ne soit pas infiniment petite, il est clair que avantage de
- ceux qui se conforment a la chose prescrite, est infini; puisqu’il
est le produit de cette probabilité, par un bien infini; on ne doit
donc point balancer a se procurer cet avantage.

Cet argument est fondé sur le nombre infini de vies heureuses
promises au nom de la Divinité, par les témoins; il faudrait donc
faire ce quiils prescrivent, précisément parce quils cxagérent
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leurs promesses au -dela de toutes limites ; conséquence’ qui
répugne au bon sens. Aussi le calcul nous fait-il voir que cette
exagération méme affaiblit la probabilité de leur témoignage, au
point de la rendre infiniment petite, ou nulle. En effet, ce cas
revient a celui d'un témoin qui annoncerait la sortic du nu-
méro le plus élevé, d’'une urne remplic d’un grand nombre de
numéros dont un seul a été extrait, et qui aurait un grand intérét
a annoncer la sortic de ce numéro. On a vu précédemment com-
bien cet intérét affaiblit son témoignage. En n’évaluant qua 1 la
probabilité que sile témoin trompe, il choisira le plus grand numéro;

le calcul donne la probabilité de son annonce, égale a une fraction -

dont le numérateur est le double de la probabilité de son témoi-
gnage, considérée @ priori ou indépendamment de Pannonce, et
dont le dénominateur est le produit du nombre des numéros de
I'urne, par l'unité diminuée de cette derniére probabilité. Pour
-assimiler ce cas, a celui de Pargument de Pascal; il suffit de re-
présenter par les numéros de Purre, tous les nombres possibles
de vies heureuses, ce qui rend le nombre de ces numéros, infini;
et d’observer que si les témoins trompent, ils ont le plus grand
intérét pour accréditer leur mensonge, a promettre une éternité
de bonheur. L'expression précédente de la probabilité de leur té-
moignage, devient alors infiniment petite. En la multipliant par
le nombre infini de vies heureuses promises, l'infini disparait du
prodult qui exprime lavantage résultant de cette promesse; ce
-qui détruit Pargument de Pascal.

La probabilité d’'un événement futur est la somme des produits Viie Principe;

de la probabilité de chaque cause, tirée de Pévénement observé,
par la probabilité que cette cause existant, ’événement futur aura
lieu. L’exemple suivant éclaircira ce principe.

Imaginons une urne qui ne renferme que deux boules dont cha-
cune soit ou blanche, ou noire. On extrait une de ces boules, que
l'on remect ensuite dans Purne, pour procéder a un nouveau tirage.
‘Supposons que dans les deux. premiers tirages, on ait amené des
boules blanches; on demande la probabilité d’amener encore une
boule blanche au troisiéme tirage. ‘

On ne peut faire ici que ces deux hypothéses; on 'une des
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boules est blanche, et Pautre, noire; ou toutes deux sont blanches.
Dans la premiére hypothése, la probabilité de P'événement observe
est ;; elle est 'unité ou la certitude dans la seconde. Ainsi, en
regardmt ces hypotheses comme autant de-causes ; on aura par
le sixiéme prmcnpe, % et ¢ pour leurs probabilités respecuves Or
si la premicre hypothése a heu la probabilité d’extraire une boule
blanche au troisiéme tirage est %; elle égale I'unité, dans la seconde
hypothése : en multipliant ces derniéres probabilités, par celles des
hypothéses correspondantes, la somme des produits, ou % sera
la probabilité d’extraire une boule blanche, au troisiéme tirage.

Quand la probabilité d’'un événement simple est inconnue, on
peut lui supposer également toutes les valeurs depuis zéro jusqu’a
Yupité. La probabilité de chacune de ces hypotirses, tirée de
I'événement observé, est par le sixiéme principe, une fraction dont
le numératear ést la.probabilité de 'événement dans cette hypow-
thése, et dont le dénominateur est la. somme des probabilitéa
semblables relatives a toutes les. hypothéses:: Ainsi la probapilitg
que la possibilité de l’evenemem. st CoInpLise. dans ,dpso&mm
données, est la .somme des fractions comprises dams ces limitess
Maintenant, si 'on multiplie chaque fraction, par ia probabilité de
Tévénement futur, déterminée dans I'hypothése -correspondante
la somme des produits relatifs a toutes les hypethéses sera par-lg
sepliéme principe, la probabilité de Pévénement futue; tirée de
. Pévénement observé. On trouve ainsi quun évérement: dmntarrivé
de suite, un nombre quelconque de fois ; la probabilité qu'il arrivera
encore la fois suivante, est égale a ce nombre augaenté de Iunitgy
diyisé par le méme nombre augmeat¢ de-deux unités. Ea fagant,
par exemple, remonter la plus ancienne époque de Fhistoire , &
cing mille ans, on a 1826315 jours, et le soleil s’élant levéeonstam~
ment dans cet intervalle, a chiaque révolution de vingt-quatne lheures;
il y a 1826214 a parier conlre un, qu’il se levera apcoredernain,
. Mais ce nombre est incomparablement plus fort pour celui qui
connaissant par I'ensemble des phénomeénes, le prinoipe régulateas
des jours et des saisons, voit que rien dans le mement actuel, e
peut en arréter le cours.

Buffon, dans son Arithmétique politique, calcule daﬂ"eremment
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'la probabilité précédente. Il suppose qu’elle ne differe de Punité,
que d’une fraction dont le numérateur est 'unité, et dont le déno-
minateur estle nombre deux élevé a une puissance égale au nombre
des jours écoulés depuis 'époque. Mais la vraie maniére de remon-
ter dés événemens passés, a la probabilité des causes et des évé-
nemens futurs, était inconnue a cet illustre écrivain.

De [PEspérance.

- La probabilité des événemens sert & déterminer Pespérance ou
la crainte des personnes intéressées a leur existence. Le mot
espérance a diverses acceptions : il exprime généralement 'avan-
tage de celui qui attend un bien quelconque, dans des suppositions
qui ne sont que probables. Cet avantage, dans la théorie des ha-
sards, est le produit de la somme espérée, par la probabilité de
I'obtenir : ¢’est la somme partielle qui doit revenir, lorsqu’on ne veut
point courir les risques de ’événement , en supposant que la réparti-
tion se fasse proportionnellement aux probabilités. Cette répartition
est la seule équitable, lorsqu’on fait abstraction de toutes circons-
tances étrangéres ; parce qu'avec un égal degré de probabilité, on
a un droit égal sur Ja somme espérée. Nous nommerons cet avan-
tage, espérance mathématique.

Lorsqu’il dépend deé- plusieurs événemens; on Pobtient, en pre- ViitePrincipe.
nant la somme des produits de la probabilité de chaque événement,
par le bien attaché a son arrivée.
~ Appliquons ce principe a des exemples. Supposons qu’au jeu de
croix et pile, Paul regoive deux francs, s'il améne croix au pre-
mier coup, et cing francs, §'il ne Paméne qu’au second. En multi-
pliant deux francs, par la probabilité 3 dupremier cas, et cinqfranes,
par la probabilité } du second cas; la somme des produits, ou
deux francs et un quart sera Pavantage de Paul. C’est la somme
qu’il doit donner d’avance a celui qui lui fait cet avantage; car
pour Pégalité du jeu, la mise doit étre égale a Pavantage quil
procure. o

Si Paul regoit deux francs, en amenant croix au premier coup,
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et cinq francs en Pamenant au second coup, soit qu'il 'ait ou non,
amené au premier; il faut alors distinguer quatre cas, savoir,
crorx au premier et au second coup; croix au premier coup et
pile au second ; pile au premier coup et-croix au second; enfin
pile aux deux coups. Paul regoit sept francs dans le premier cas,
deux francs dans le second, cinq francs dans le troisiéme, et rien.
dans le quatriéme. La probabilité de chacun de ces cas est §; en
multipliant donc par }, la somme correspondante a chaque cas, et
ajoutant ces prodults on aura trois francs et demi pour l’avantage de
Paul, et par consequent pour sa mise au jeu.

Dans une série d’événemens probables, dont les uns produisent
un bien, et les autres, une perte; on aura Pavantage qui en ré-
sultc, en faisant une somme des produits de la probabilité de
chaque événement favorable, par le bien qu’il procure; et en re-

- tranchant de cette somme, celle des produits de la'probabilité de

chaque événement defavorable , par la perte qui y est attachée. Si
la seconde somme Pemporte sur la premiére, le bénéfice devient
perte, et 'espérance se change en crainte.

- On doit toujours, dans la conduite de la vie, faire ensorte d’éga-
ler au moins, le produit du bien que Fon espére, par sa probabilité,
au produit semblable relatifa la perte. Mais il est nécessaire pour
y parvenir, d’apprécier exactement, les avantages, les pertes,
et leurs probabilités respectives. Il fuut pour cela, une grande jus~
tesse d’espnt un tact délicat, et une grande expérience des choses :
il faut savoir se garantir, des préjugés, des illusions de la crainte
et de Pespérance, et de ces fausses idées de fortune et de bonheur,
dont la plupart des hommes bercent leur amour-propre.

L’application des principes precedens ala question suivante,
a beaucoup exercé les géométres. Paul joue a croix et pile, avec
la condition de recevoir, deux francs, ¢il améne croix au premier’
coup; quatre francs, s’il ne 'améne qu’au second ; huit francs,
gl ne Paméne qu’au trmsmme et ainsi de suite. Sa mise au jeu,
doit étre par le huitiéme prmcnpe égale au nombre des coups;
ensorte que si la partie continue a Pinfini, la mise doit étre infinie.
Cependant, aucun homme raisonnable ne voudrait exposer a ce.
jeu, une somme méme modique, cinquante francs, par exemple. .

A T T —
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P'ou vient cette différence entre le résultat du calcul, et Pindica-
tion du sens commun? On reconnut bientdt, qu’elle tenait a ce
que l’avantage moral qu'un bien nous procure, n’est pas propor-
tionnel a ce bien, et qu’il depend de mille circonstances souvent
trés-difficiles a deﬁmr, mais dont la plus générale ct la plus im-
portante est celle de la fortune. En effet, il est visible qu’un franc
a beaucoup plus de prix pour celui qui n’en a que cent, que pour,
un millionnaire. On doit -donc dans le bien espéré, dnsunguer sa
valeur absolue, de sa valeur relative. Celle-ci se régle sur les motifs
qui le font desirer; au lieu que la premiére en est mdependante
On ne peut pas donner de principe général, pour apprécier, cette
valeur relative. En voici cependant un proposé par Daniel Bernoulh
et qui peut servir dans beaucoup de cas. La valeur relative d’une Xe Principe.
somme infiniment petite, est egale a sa valeur absolue divisée par
le bien total .de la personne intéressée. Cela suppose que tout
homme a un bien quelconque dont la valeur ne peut )amals étre
supposée nulle. En effet celui méme qui ne posséde rien, donne
toujours a son existence, une valeur au moins égale a ce qui lui
‘est rigoureusement nécessaire pour vivre.

Si 'on applique I'analyse, au principe que nous venons d’exposer
on obtient la régle suivante.

En desrgnant par l'unité, la parne de la fortune d’un mdmdu mde-
pendante de ses expectatwes si Pon détermine les diverses valeurs
que cette fortune  peut recevoir en vertu de ces expectatives, et leurs
l)robabnhtes le produit de ces valeurs élevées respectivement aux
Jpuissances mdlquecs par ces probabilités, sera la fortune physique
qui procurerait a lindividu, le méme avantage moral qu’il regoit
de la partie de sa fortune, pnse pour unité, et de ses expectatives;

en vetranchant donc Punité, de ce produit; [a différence sera lac-

croissement de la fortune physique, dii aux expectatives : nous-
nommerons cet accroissement, espérance morale. 1l est facile de

voir qu’elle coincide avec lespérance mathématique, lorsque la

fortune prise pour unité, devient infinic par rapport aux variations

qu’elle regoit des expectatives. Mais lorsque ces variations sont une

partie sensible de cette unité, les deux espérances peuvent différer

trés-sepsiblement entre elles.
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Cette régle conduit & des résultats conformes aux indications
du sens comimun. que I'on peut a ce moyen, apprécier avec quel—
qu'exaclitude. Ainsi dans la question précédente, on trouve que si
la fortune de Paul est de deux cents francs, il ne doit pas raison—
nablement mettre au jeu plus de neuf francs. La méme régle
conduit encore a repartir le danger, sur plusieurs parties d’un bien
que lan espere ., plutdt que de I'exposer tout entier au mémedanger.
I cn résulte parcillement, quiau jeu le plus égal, la perte est tou— -
jours relativemnent plus grande que le gain; car le produit de la
fortune prise pour unit¢, augmentée du gain et €levée a une puis-
sance ¢zale a la probabiiité du gain, par cette unité diminuée de la
perte, et dlevee & une puissance egale a la probabilité de la perte,
est tonjours moindre que l fortune du joueur avant sa mise an
jen. En supposant par exemple, cette fortune, de cent francs,
et que le joueur en expose cinquante au jeu de croix et pile 3
sa forlune aprds sa mise au jeu, peut-étre en vertu de son
expectative, ou de cent cinquante francs, ou seulement de. oM<
quante; la probabilité de chacun de ces deu; cas. est 3;, quggj
fortune est doue par ka nigle préeddente, égale a. la racine carrée;
du produit de cent cinquante, par cinquante; elle est ainsi réduite
& quatre-vingt-sept francs, Cest-i-dire que cette derniére somme
pmcm‘ermt au joueur, le n\cmc avantage moral, que Pétat desa:
fortune apros sa mise. Le jeu est donc deaavantageux, daas le cas,
méme ou la mise est c;.llt, au produit de la somme esperee par
sa probabilité, On peut juger par ki de Pimmaoralité des jeux dans
lesquels la somme espérde est au-dessous de ce produit. Ils ne.
subsistent que par les faux raisonnemens et la cupndn.e quiils fo-
mentent, et qui portant le peuple & sacrifier son nécessaire, a
dvs espirances chimériques dont il est hors d'état d'apprécier lin=
viaisemblance, sont la source d’une infinité de maux. '

Des Méthodes analytiques du Calcul des Probabilités.
L application des principes que nous venons d’cxposer, aux

Al erses qnvsuuns de probablllle exige des méthodes dont la re-
vherehe @ donnd nadssance @ plusieurs branches de l’analyse, et

N\
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speclalement 4 la théorie des combinaisons, et au calcul des dxﬁ'e-
rences finies, '

Si on forme le produit des binomes, Punité plus nne premiére
lettre, l'unité plus une seconde lettre, Funité plus une troisiéme
lettre, et ainsi de suite jusqu'a 7 lettres; en retranchant I'unité de
ce produit développé, on aura la somme des combinaisons de toutes
ces lettres prises une a une, deux a deux, trois a trois, etc. : chaque
combinaison aura pour coefficient, 'unité. Pour avoir le nombre des

" combinaisons de ces 7 lettres prises r a r, on observera que si on '
suppose les lettres égales entre clles, le prodmt précédent deviendra
la puissance némedu binome, un p]us la premlere lettre; etle nombre
des combinaisons des n lettres prises r a r, sera le coefficient de
la puissance r¢m¢ de la premiére lettre, dans le développement de
ce binome; on aura donc ce nombre, par la formule connue du
binome. ~

Bi l'on veut avoir egal‘d a la sitnation respectwe des lettres, dans
chaque combindfison;’ on doit observer qu’en joignant une seconde
lettre a la premlere, on peut la placer au premier et au second
rang; ce qui donne deux combinaisons. Si I'on joint a ces combi-

* naisons, une troisiéme lettre; on peut lui donner dans chaque com-
bmalson, le premier, le second et le troisiéme rang ; ce qui forme
trois combmalsdns relatives a chacune des deux autres en tout, six
combmalsons De la, il est aisé de conclure que le nombre des
arrangemens différens que Pon peut donner a r lettres, est le pro-
duit des nombres depuis P'unité jusqu’a r. 11 faut donc pour avoir
égard a la situation respective des lettres, multiplier par ce pro-
duit, le nombre des combinaisons des n lettrcs prises r a r; ce qui
revient a’ suppnmer le dépominateur du coefficient du terme dg
binome, qui exprime ce nombre.
Supposons une loterie composée de n numéros, et qu’il en sorte

r a chaque tirage; on demande la probablhte de la sortie de s numé-
ros donnés, dans un tirage. Pour y parvenir, on déterminera d’abord
le nombre des combinaisons des autres numéros pris rmoins s, a r
moins s ; car il est clair qu’en ajoutant les s numéros donnés, a cha-
cune de ces combinaisons, on aura la somme de toutes les combinai-
sons des nlettres prises rar, et dans lesquelles les s numéros donnés



24 ESSAI PHIL.OSOPHIQUE

entrent. Si Pon divise ce nombre, par celui des combinaisons de
toutes les lettres prises r a r; on aura la probabilité demandée On
trouve ainsi cette probabilité égale au rapport da nombre:des comh-
binaisons de r lettres prises s a s, au nombre ‘thes ‘combiinaisenside
n lettres prises s a s.

On peut, daprés ce théoréme, calculer les chances de la loterie
de France, et en conclure ses béneﬁces Cette Joterie est, comme
on sait, composée de go numeéros, dontcinq uonent-vi\chqpe
tirage. La probabilité de la sortie' d’'uniextrait.donné, esh, €n;vestu
de ce théoréme, égale a & ou -%; la loterie devphitbplont mlonspdir
Pégalité du jeu, rendre dix-hait fois da mise. Tie ‘nombie-towd des
ecombinaisons deux a deux, de go numeéros est 4005, etil en sort
dixa chaque tirage; ainsi la probabilité de la sortie d’'un ambe donné -
. st ;223; la loterie devrait. donc pour ur ambe sorti, rendreiquatre
cents fois et demie, la mise. On trouve parpilgment. qu’slle devrait
rendre la -mise, 11848 fois pour un, tems; 5170381 folsnpaunyyn
quaterne, et 43g49268.fois pour un quine. La loterie est loin -de
¢ faire ces avantages aux joueurs.

- Supposons encore dans une urne, n boules que l’on puisse, ¢gale-
* mhent extraire une aune, deux.a deux; ouitrois a trois,. etc.; AR, &t

" une de ces extractions, et.l’on demande da prababiljté guede nqm]gre

¢ des boules extraites est:impair. I swit de.ce fui. précéde, ,que;;si
I'on éléve le binome, un plus un, a la. puissance: &;, les mng,
troisi¢me, etc., termes expnrneront les nombres, deﬁ,cnmhm

- des n boules, prises une.a une, deux a deux, etc.; ainsi la.t
des combinaisons sera la pmssance ni¢we de deux, moins Punité ; 5
somme des second, quatriéme, sixiéme, etc. termes du dwelop—
pement du binome, sera le nombre des. combinaisons immpaires :
elle sera. visiblement , la moitio)dela. différence des ni¢mes puissances
des binomes, un plus un,, et up-moins un; ou la moitie de la pime
puissance de deux: En retranchant Punité de cette différence, on
aura le nombre des combinaisons paires; et en divisant ces deux
nombres de combinaisons, par leur somme; on aura les probabl-
lités respectives des ooni)malsons impaires et paires. On voit insi
qu’il y a de Pavantage & parier plutét pour un nombre impair de
boules extraites, que pour un nombre pair, '

'

Y
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Mais la méthode la plus générale et la plus directe de résoudre
les questions de probabilité, consiste a les faire dépendre d’équa-
tions aux différences. En comparant les états consécutifs de la
fonction des variables, qui exprime la probabilité, lorsqu’on fait
croitre ces variables, de leurs différences respectives; la question
proposée fournit le plus souvent, un rapport trés-simple entre les
divers états de cette fonction. Ce rapport est ce que 'on nomme
équation aux dﬁrences ordinaires ou partielles; ordinaires ,
lorsqu’il 0’y a qu'une variable; partielles, lorsqu’il y en a plusaeurs.
Douonons en quelques exemples

Trois joueurs dont les forces sont supposées les mémes, jouent
ensemble aux conditions suivantes. Celui des deux premiers joueurs
qui gagne son adversaire, joue avec le troisiéme, et s’il le gagne,
la partie est finie. S’il est vaincu, le vainqueur ioue avec l'autre ,
et ainsi de suite, jusqu'a ce que P'un des joueurs ait gagné consé-
cutivement les deux autres; ce qui-termine la partie. On demande
la probabilité que cette partie sera finie dans un nombre donné de
coups. Cherchons d’abord la probabilité qu’elle finira précisément &
un coup déterminé, par exemple, au dixiéme coup. Pour cela, le
joueur qui la gagne, doit entrer au jeu au neuviéme coup, et le
gagner ainsi que le coup suivant. Mais si au lieu de gagner le
neuviéme coup, il était vaincu par son adversaire ; comme celui-ci
a déja gagné lautre joueur, la partie finirait a ce coup; ainsi la
probabilité qu’'un joueur entrera au jeu au neuviéme coup, et lo
gagnera, est égale a celle que la partie finira précisément a ce
coup ; et comme ce joueur doit gagner le coup suivant, pour que
la partie se termine au dixiéme coup, cette derniére probabilité ne
sera qu'un demi de la précédente. Il suit de la que si Pon considére
cette probabilité , comme une fonction du numéro du coup auquel
elle doit finir; cette fonction sera la moitié de la méme fonction
dans laquelle on a diminué le numéro ou la variable,, d’une unité.
Cette égalité forme une de ces équations que 'on nomme equatzons
aux différences finies ordinaires.

- On peut déterminer facilement a son moyen, la probabilité que la
partie finira précisément a un coup quelconque. 11 est visible que
la partie ne peut finir au plutot, quau second coup; et pour cela,

o 4 _
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rence nime du coefficient correspondant dans A. .. .. ... . . o

B étant une fonction de la yariable, gt.G étant ung ausre fyactipn
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nouvells! dérivée du'eduffitient tortbspondant dans A';'86rHEk Gue
mours-expriierons put wnetnsuvelle catractdristique Plagke dey »BS
cel dernier-ooeficiont: En' changeant:donc les diverses ‘puiégéldé‘e’
de/0i@axss ettd houvelle caractéristique affectée dlexposans’ égalix
a ceax; de ey puissances, et placée devant le coéfficient correspon-
daht de A ; len muttipliant ensuite par ce' coefficiént , le termie indéJ
petidant de €' datis 1a série précédente; on aura Te coefficient refatit
s prodiitde A par e développement de'B, suivant Tes'pufssanses
de C. Si Poft'dgale ke oefficiént; it celtf quiest relatifan prodiit
8¢ Aipav ), &t gl ‘et exprimé par la premiére caractétistique placée
devant le| ¢dkMeient 'Wortespondant de A; on aura Téxpfession’ d
lh"déﬁtéé’indiqhéé‘ par cétte caractéristique, dans une série or-
doninée ‘Stitvant s "exposans de la nouvelle caractéristique. On
voit que pour former cette série, .c’est-a-dire pour repasser dé%
fonctions géndidtrices'd litrs coefficiens, il suffit de substituer dans,
B cotigidért dottme fonction ‘de €, la nouvelle caractéristique), &
lo/ ptace’ de 'C; “d¢ développer ensuite B, dans une série ordonnde
paf fHpportaux puissances dé cette caractéristique ; enfin d'écrire
Jo esefficient dune puissance indéterminée de la variable dans A,
a la suite de chaque puissance de la caractéristique, et aprés'le
premier terme de la série. Ainsi ce coefficient étant utie fonction,
quéledhite ‘de Pindice de la puissance de la varfablé; 1a transfor-
piation ddne dérivée de cette fonction, indiquée par une premiére
citdactéristique ; dans une série ordonnée par rapport aux exposans
sticceéssifs d¢/la caractéristique d’uné nouvellé dérivée de la méme
fonction, se rédbit-aux opétations algébriques du développement
des fonctions en sérfes. - o '
81 Pon ‘suppes¢ B'€gal-a'Punité divisée parla-variable, et C égal

,
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¥ cette Fravtor moins un; B'sera égal 3TurhtPRISET dt14 gifd-
duitde,A_par'la e piissance e 8y sérn e b produit 8¢ A
pat 1e développement de la putsiarice #imedi Pirfbitle's drP pos €%
ov lo. éoeffivienit d'une piissance queldenque’ 46 1d V4raKRS T a4
1o produil de A par B: devéd la’ nie piiissitity, €8¢ : eonfike $ri td
vu, 1o coeflicient de la puissatite sipéérre de 7 adited Hahexs; at
o6 méme chefficient dans le produit dé'A par e’ afslihée' gt 1€
est la- différerice du méme ordre, du coeficient corttporidart datid
Wi ank: fonction quelconque de Pindice dugtiehtd dén ebl dbhc-&fa
swkicosffiviehs des termes: du déveldppement’ de!tx pifiaficdijilas
dubinome ,: mltipliés respectivement par la fncioy eifdldmas
wt.ges diférences successives; ce qui donne PinterpoldtioH/asyISAEAT
aunioyen des diférences de leurs termes successif$l %6 110751
B étant tedjours supposé égal a Pemité’ divisée par 1 vaffaHe
ot € dtant une fonction quelconque Aé et vitiabte - RN
mdme fonction’du quotient de Fanité divisée’ par 2B87 de it ot
tire: Pexpression de la puitsance ndse de B, ddns “unk-sdie>aevel
loppée suivant les puissances de €; on-avura €n repisssht de¥ foried
tidns géndratrices aux coefficiens, une fonetién qéléotqik'ds M-
dice augmenté de vz, égale a une série dont ¥ preitfier tefnelsérd
Jo premior terme de la sdrie précédente, mutiphié pit daRtetion
elleamdmey €t dont les suivans seront ceux -de 16 théme séfie, -dints
lesquels, au liew dos puissances de C, on-&crit les Hrdtires piissstved
de lu ‘caractéristique’ relative 'a C , svhvies-de 1a fonotiot: “BisPow
suppose un des termes - de cette nouvelle sénie , ‘égal' & 1é797 6189
les termes suivans seront nuls, et la somme des termes Précédens
sera. I'itégrabe compléte de Péquation aux différences, indiquéeipar
cetle ¥galité - On & ainsi la méthiods la plus simple dintégrér ¢
genm.-'d‘équms, o i MO - IO (for &)
+ (Ooncevens présentemant A'soit une' fonction’ de’ deur ey
ritbles, (o6 que wous wlbnd direy s¥tend a ur nombre quelvongud
de varibles ). En ta' développait dans une série’ ordonnéde Parirapo
port aux puissances de'ces variables, et dlears produits j 1 cheffeiede
du produit de:denx puidsanced quelconqués dans st développémefit;:
sera une fonction des indices ‘de-ces paissances, dont' A eerh dd
fom"gén‘mm“.h sool it s s 0L senl 1 aan’d 3ae9llavs

-
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On . Xeftancommne ci-desons, que 16icoesaent oorrespondanh dens
‘s produjt de y\ par ame puissance fle) B i sreo exgirimé

par gette caractéristique., tougoursipraven aevant ¢, coelficient; xela-
fd Ay8hadaguelio on danne pour exposaitt, celui denks pbisshnes
"h.\'_B:rnR#) !‘a,) M@mﬂd@mrm 8 ‘a lmuqlﬁlﬂeﬁt
seladifs, 4 mng senler, variable. On pour pphr-d'sinHtmanidre
sepbiablen, wae foaction ae - qeux dndices. angmenids
respectivement ides nombres 1 eu ', dans. ppe. aérie, oxdomnce par
rapport aux pui ~ istaque, plagées devantla fono-
tiom4ns asuwees; ot dont le prewier tesmeiest clitte
U Stlyn des texmesde getle, séxia, eatégal i zérog
YIS, fesh, tepmEs AWVANS-A8, SeronRY pATelllemasnt , otk aasime:des
leFmes prbeédens » sera Vintegrate.ds Jifguation nul diffécoaess finics
partieles 5 donpse ppr eMte 6galite: g el tne s g
3 gwistentonjoiss  une fopction des variables, telle qwien Jadds
veloppant ep gérie, les coefficiens des produits de lears puissances
aheRiRe CYT, lirelation donnée par une équation:aux diffirences
paviiclles., Cette fouctipn, que jai-nommée fonctaon géndratrice Mo
fot-sonvent facile & obtenir; totites les.manigred

dolajdé ¢ en skrie; donneront Lintégrale: de: cetde équation,
song des: rormes diverses plag.ou meins commeodes aclon Jes pire
VLY R (. : A Gt '

i Pon & une série ordonnde par rappost.aux puissances dune
varigble, et telle que le’ coefficient de chaque puissance soit, par
excmple, la moitié du coefficient de la puissance:préeédente ;. on
ponroa sPncsvoin Lintervalle dos deun. pressiers. tevmes, rempli
dnpadniinié de termes dans lesquels lasisewages de la variable
CPP)QPM -pag ldCQl'és'xiDﬁﬂimemﬂBe.m,» dﬂP“ﬁ‘,ZéfO §usqu’ a Punité ’
ot qurent des_coefficiens arbitraires, l.es. intervalles des termes
copshcutifs suivans, seront pareillcment remplis  d'une infinité
d'autres fermes, mais dépendans.des.premiers, de wanicre que le
coeflicient d’une puissance de la variable, soit jo moiti¢ du coetfi-
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cient de la puissance moindre d’'une unité. Le plus communémént,
on suppose les intervalles des premiers termes de chaque série,
remplis par des ordonnées paraboliques; alors les autres inter-
valles sont remplis d’ordonnées semblables, liées aux précédentes,
par la loi générale de la série qui renferme ainsi toutes les puissances
entiéres et fractionnaires de la variable. .
Supposons maintenant que A soit une série semblable, et que B
soit égal a, moins un plus Punité divisée par une puissance i entiére
_ ou fractionnaire de la variable. En représentant par, un plus C,
Punité divisée par la variable; B sera égal a la quantité suivante,
“moins un plus la puissance i du binome un plus C. Si Fon multi-
plie par A, la puissance ni*m de cette quantité; on aura le produit
de A par la puissance ni¢ms de B. Si I'on développe ces puissances;
onrepassera des fonctions génératrices, aux coefficiens, 1° en chan-
geant la puissance ni¢me de B, multipliée par A, dans la différence
ni¢me de la fonction de Pindice, relative a A,  étant Paccroissement
de Pindice; a* en changeant pareillement le produit dc A par une
uissance de C d’un ordre quelconque, dans une différence du
méme ordre, de la méme fonction de lindice, Punité étant P'ac-
croissement de l'indice. On aura donc la différence ni¢m¢ d’'une fonc-
tion quelconque de Pindice dont i est Paccroissement, exprimée
par une série des différences de la méme fonction, dans lesquelles
Punité est Paccroissement de Iindice. On peut ainsi transformer la
caractéristique relative a un accroissement de lindice, dans une
aérie de caracteéristiques relatives a un autre accroissement.
~ On voit dans tout ce qui précéde, que les opérations algébriques
relatives aux transformations des fonctions, se transportent aux
caractéristiques, en leur donnant pour exposans, ceux des quan-
tités qui leur correspondent. Cette analogie remarquable et féconde
des puissances et des caractéristiques, avait été apergue par Leibnitz
dans les expressions différentielles. Lagrange, en suivant cet apergu
de Leibnitz dans tous ses développemens, en a tiré des formules
aussi curieuses qu’utiles pour I'analyse, mais sans en donner les
démonstrations qu’il regardait comme difficiles. La théorie des
fonctions génératrices ne laisse rien a desirer a cet égard, et de plus
elle étend a des caractéristiques quelconques, P'analogie que ces
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.deux. grands, géométres. yavaient observée .que. J:elauvement aux
puissances et aux, difféxences.
" ..8i Pon,suppasedegaccroissemens des indiges, infiniment petits,;
193‘-"@5“1% relatits.a leurs accroissemens, finis, spbsjsteront tou-
Jours, et; s¢; simplifieront, en;. rejetant, les infiniment. petits . dun
ordre supérieur a celui que: U'op, conserve. Ces.passages du .fini a
Finfiniment petit, ont l’avaptagp d’éclairer les points délicatg de
- Yan alyse y.lﬁmtcsxmale, qui ont £té l’ob]et de grandes discussiong
‘patmi, les géometres, . Cest aingi que jai démontré la possxbl}lLe
.d’;ml:odm:;e des fonctions discontigues; dans les m,tegrales des agqar
“tiens agy; différentielles partielles ; pouryu que la discontinuité n’ajt
liga queipour les différentielles des . fonctions, de l’ordre de ces
egua.&wgs, Les résultats trapscendaps du calcul sont, comme toutes
leg, abstractions de 'entendement, des sngues gepgraux dont on ng
.peut. connaitre la véritable étendye , gu'en.remoptant par l’analyse
siitaphysigye, aux, idées, élémentaires qui y. ont conduit; ce. qui
rPRESCRLG: somvemb g grandes. difficuliés; car l’gsp!'lt humain ep
AProuys MPins encore a se porter en .avant, qua sg, replier sur
Jui-méme.
.. Le,passage du fini a lmﬁmment petit, repand un grand jour sur
Ja . métaphysique du, calcul différentiel. On voit; clairement par ce
cpHsEAge) qua.co.calaul mest que: la,comparaison des coeflicjens de,s
dndmen puissances des difiérenticlies., dang, le développement, op
o9riey des fongtions;des indices augmentés regpectivement, de diffé-
rentielleg indéterminges, Les\quauutes que 'gn péglige comme étant
dun ordre dinfiniment petits, supemeur a celui que P'on conserve,
et qui semblent par cette omission, oter a ce calcul la rigueur
dg L@lg@bre De sont gue des . pujssances dqs dxﬁ'erentlelles d’un
,grdre sqpenepr a celui, des, pulssance§ dont on compare les coefﬁ-
\ciens, gt qwi par la, dolvent el;re re)etee§ de qette compaxalson,,
,pgsortc; qus,le ca}pul dlﬂ’erentnet a toute. quacntude des autres
qpleranqns algqbnqqes M.us dans sps apphcatlons ala geomctrte
£\ a la mécanique, il est indispensable, d’mtreduire le principe des
l.\gntes Par exemple, la, soutapgente d’'une courbe étant la limite
gggmgmquc de la sousécante, oy la ligne, dont, celle-ci approche

AARS. PSS, &, Anpsure, que fes. points dipfersection,de 1; sécante
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et de la courbe se rapprochent ; Pexpression analytique de la sou-
tangente, doit étre parcillement la limite de Pexpression analytique
de la sousécante; elle est, par conséquent, égale au premier terme
de cette derniére expression développée suivant les puissances de
Yintervalle qui sépare les deux points d'intessection:

On peut encore envisager la. tangente, comme la droite dont
Péquation approche le plus de celle de la courbe, prés du point de
contingence. L’ordonnée de cette courbe, étant une fonction de
Pabscisse; si a partir de ce point, on fait croitre labscisse, d’une
quantité indéterminée, et qu'on développe la fonction suivant les
puissances de cette indétermince; il est visible que la somme des
deux premiers termes de ce développement, sera 'ordonnée de la
droite la plus approchante de la courbe; conséquemment, elle sera
‘Pordonnée de la tangente : le cocfficient de 'indéterminée dans le
second terme, exprimera le rapport de Pordonnée a la soutangente.
11 est facile de prouver par le principe des limites, que toute autre
droite menée par le point de contmgence, entrerait dans la courbe
prés de ce point.

Cette maniere singuliérement heureuse de parvenir a 'expression
des soutangentes, est due a Fermat qui I'a étendue aux courbes
transcendantes. Ce grand géométre exprime par la caractéristique E,
Paccroissement de P'abscisse; et en ne considérant que la premiére

uissance de cet accroissement, il détermine exactement comme
on le fait par le calcul différentiel, les soutangentes des courbes,
leurs points d’inflexion, les maxima et minima de leurs ordon-
nées et généralement des fonctions rationnelles, et les centres de

gravité des solides de révolution. On voit méme par sa belle solution
_ du probléme de la réfraction de la lumiére, en supposant quelle
parvient d’un point & un autre dans le temps le plus court, et
quelle se meut dans les divers milieux diaphanes avec différentes
vitesses, on voit, dis-je, quiil savait étendre sa méthode, aux
fonctions irrationnelles, en se débarrassant des irrationnalités, par
Pélévation des radicaux aux puissances. On doit donc regarder
Fermat, comme le véritable inventeur du calcul différentiel. Newton
a depuls rendu ce calcul, plus analytique, dans sa Méthode des
‘Fluxions; etilena slmphﬁe et généralisé les procédés, par son beaa

\
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théoréme dubinome. Enfin presqu’en méme temps, Leibnitz a enrichi
le calcul différentiel, d’'une notation qui en indiquantle passage du fini
a linfiniment petit, réunit a Yavantage d’exprimer les résultats rigou-
reux de ce calcul, celui de donner les premiéres valeurs appro-
chées des différences et des sommes des quantités ; notation qui s’est
adaptée d’elle-méme au calcul des différentielles partielles. La langue
de Panalyse, la plus parfaite de toutes les langues, étant par elle-
méme, un puissant instrument de découvertes; ses notations, lors-
qu’elles sont nécessaires et heureusement imaginées, sont des germes
-de nouveaux calculs. Ainsi, la simple idée qu’eut Descartes, d’in-
diquer les puissances représentées par des lettres, en écrivant vers
lc haut de ces lettres, les nombres qui expriment les degrés de ces
puissances, a donné naissance au calcul exponentiel ; et Leibnitz a
-été conduit par sa notation, a 'analogie singulidre des puissances
et des différentielies. Le calcul des fonctions génératrices, qui,
.comme on I'a vu, dome la véritable origine de cette analogie,
offre tant d’exemples de ce transport des puissances aux caracté-
ristiques, qu’il peut encore étre envisagé comme le calcul expo-
- nentiel des caractéristiques.

On est souvent conduit’' a des expressions qui contiennent tant
de termes et de facteurs, que les substitutions numériques y sont
impraticables. C’est ce qui a lieu dans les questions de probabilité,
lorsque P'on considére un grand nombre d’événemens. Cependant
il importe alors d’avoir la valeur numérique des formules, pour
connaitre avec quelle probabilité, les résultats que les événemens
développent en se multipliant, sont indiqués. 11 importe surtout
d’avoir la loi suivant laquelle cette probabilité approche sans cesse
de la certitude qu’elle finirait par atteindre, si le nombre des évé-
nemens devenait infini. Pour y parvenir, je considérai que les

-intégrales définies de différentielles multipliées par des facteurs
€levés a de grandes puissances, donnaient par Pintégration, des for-
mules composées d’ur grand nombre de termes et de facteurs. Cette
remarque me fit naitre I'idée de transformer dans de semblables
intégrales, les expressions compliquées de P’analyse et les intégrales
des équations aux différences. Je remplis cet objet par une mé-
thode qui donne a-la-fois, la fonction comprise sous le signe inté-
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gral, et les limites de I'intégration. Elle offre cela de remarquable,
savoir, que cette fonction est la fonction méme génératrice des
expressions et des équations proposées; ce qui rattache cette
méthode, a la théorie des fonctions génératrices dont elle est le
complément. Il ne s’agissait plus ensuite que de réduire lintégrale
définie, en série convergente. Cest ce que j’obting par un procédé
qui fait converger la série, avec d’autantplus de rapidité, que la
formule qu’elle représente est plis compliquée; ensorte quil est
d’autant plus exact, qu’il devient plus nécessaire. Le plus souvent,
la série a pour facteur, la racine carrée du rapport de la circon-
férence au diamétre : quelquefois elle dépend d’autres transcendantes
dont le nombre est infini. R

Une remarque importante, qui tient a la grande généralité de

‘Tanalyse, et qui permet d’étendre cette méthode, aux formules

et aux équations aux différences, que la théorie des probabilités
présente le plus fréquemment, est que les séries auxquelles on
parvient, en supposant réelles et positives, les limites des intégrales
définies,, ont également lieu dans le cas ou Péquation qui détermine
ces limites , n’a que des racines négatives ou imaginaires. Ces pas -
sages du positif au négatif, et du réel & I'imaginaire, dont jsifait
le premier usage, m’ont conduit encore aux valeurs de plusieurs
intégrales définies singuliéres, que j’ai trouvées ensuite directement.
On peut donc considérer ces passages, comme des moyens de dé-

- couvertes, pareils a linduction et a l'analogie employées depuis

long-temps par les géométres, d’abord avec une extréme réserve,
ensuite avec une entiére confiance; un grand nombre d’exemples
en ayant justifié Pemploi. Cependant il est toujours utile de con-
firmer par des démonstrations directes, les résultats obtenus par
ces divers moyens.

FYai nommé calcul des fonctions génératrices , ’ensemble des
méthodes précédentes : ce calcul sert de fondement a la. théorie
que je viens de publier sur les probabilités.
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APPLICATIONS DU C‘ALCUL DES PROBABILITES.
Des Jewx. -

Les combinaisons que les jéux présentent, ont été Pobjet des
premiéres recherches sur les probabilités. Dans Pinfinie variété de
ces combinaisons, plusieurs d’entre elles se prétent avec facilité au
calcul : dautres exigent des calculs plus difficiles; et les difficultés
croissant a mesure que les combinaisons deviennent plus compli-
. quées, le desir de les surmonter et la curiosité ont. excité les géo-
métres a perfectionner de plus en plus, cegenre d’analyse. On a va
précédemment que 'on pouvait facilement déterminer par la théorie
" _des combinaisons , les bénéfices d’'une loterie. Mais il est plus diffi-

cile de savoir en comblen de tirages on peut parier un contre un,
par exerhple, que tous les numéros seront sortis. 72 étant le nombre
des numéros, r celui des numéros sortans a chaque tirage, et i le
.nombre inconnu de tlrages Pexpression de la probabilité de la sor-
tie de tous les numéros, dépend de la différence finie nitme de la
puissance Z du produit de r nombres consécutifs. Lorsque le
nombre 7 est considérable, la recherche de la valeur de Z, qui
rend cette probabilité égale a }, devient impossible, a moins qu'on
ne convertisse cette différence, dans une série trés-convergente.
Cest ce que Pon fait heureusement par la méthode ci-dessus indi-
quée, pour les approximations des fonctions de trés-grands nombres.
- On trouve ainsi que la loterie étant composée de dix mille numé-
ros dont un seul sort a chaque tirage; il y a du désavantage. a
parier un contre un, que tous les numéros sortiront dans 95767 ti-
rages, et de Pavantage a faire le méme pari pour 95768 tirages. A la
loterie de France, ce pari est desavantageux pour 85 tirages, et
avantageux pour 86 tirages.

Considérons encore deux joueurs A etB 1ouant ensemble a croix
et pile, de maniére qua chaque coup, si croix arrive, A donne
un jeton a B qui lui en donne un si pile arrive ; le nombre des
jetons de B est limité : celui des ‘jetons de A est illimité; et la
partie ne doit finir que lorsque B n’aura plus de jetons.On demande
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"eif combien de coups’, on peut parier un contre un, que la partie
- serh termmee L’expressmn de la probabilité que la partie sera ter-
minée’ dans ‘un nombre i-dé¢' coups, est donnée par une suite qui
“renferme uni grand nombre de termes et de facteurs, si le nombre
“des jetons de B est considérable; la recherche de la valeur de I'in- -
-connue 7, qui rend ectte suite égale a 1, serait donc alors impos-
.sible, si 'on me parvenait pas & réduire la suite dans une série
'trés-convergente En lui appliquant la méthode dont on vient de
parler, on'trouve une expressmn fort simple de Pinconnue, de la-
quelle il résulte que si, par exemple B a cent jetons;il y a un
‘peu moins d'un contre un a parier que la partie sera finie en
23980 coups, et un peu plus d’un contre un a parier qu'elle sera

finie dans 23781 coups.
Ces deux exemples joints a ceux que nous avons déja donnés ,
suffisent pour faire voir comment les problémes sur les jeux ont
pu contribuer a la perfection de l’amlyse.

Des inégalités incornues qui peuvent exister entre des chances
que lon suppose égales.

Les inégalités de ce genre ont sur les résultats du calcul des
probabilités, une influence sensible qui merite une attention par-
. ticuliére. Considérons le jeu de croix et pile, et supposons qu’il
soit également facile d’amener Yune ou Fautre face de la piéce.
Alors la probabilit¢ €amener croix au premier coup est 4, et celle
de Pamener deux fois de suite, est 3. Mais sil existe dans la piéce,
une inégalité qui fasse paraitre une des faces plutét que l'autre,
sans que Pon connaisse quelle est la face favorisée par cette
inegalne la probabilité ¥amener croix au premier coup sera tou-
jours &; parce que dans ignorance ou Pon est de la face que cette
inégalité favorise, autant la probabilité de I'événement simple est
augmentée, si cette inégalité lui est favorable, autant elle est di-
miouée, si Pinégalité lui est contraire. Mais dans cette ignorance
méme, la probabilit¢ d’amener croix deux fois de suite, est aug-
mentée. En effet, cette probabilité est celle d’amener c¢roix au
premier coup, muyltiplice par la probabilité que layant amené au
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premier coup, on 'aménera au second; or son arrivée au premier
coup est un motif de craire que l'inégalité de la piéce le favorise;
Pinégalité inconnue. augmente done alors la probabilité d’'amener
croix au second,cogp; elle accroit par conséquent le produit des
deux probabilités; Ponr: spumettre cet+objet au calcul, supposons
que cette inégalité augmente d’un vingtiéme , la probabilité de
Pévénement simple qu ‘elle favorise Si cet événement est croix,
sa probabilité sera : plus 5 ou 23, et la pl‘Obablhte de I'amener
deux fois de suite sera le carré de L ou ; “.,. Si l’evenement fa-
vorisé est pile, la probabilité de creix sera § moins ;% ou %, et
la probabilité de amener deux fois de suite sera ;&%;. Comme on
n’a d’avance, aucune raison de croire’ que l'inégalité favorise un
de ces événemens plut6t que Pautre; il est clair que pour avoir la pro-
babilité de Pévénement composé croix croix, il faut ajouter les deux
probabilités précédentes, et prendre la moitié de leur somme; ce
qui donne ;2% pour cette probabilité qui surpasse ; de ;%5;, ou du
carré de Paccroissement - que Pinégalité ajoute a la possibilité de
Pévénement quelle favorise. La probabilité damener pile pile est
pareillement 43%; mais les probabilités d’amener croix pile ou
pile croix ne sont chacune, que 2% ; car la somme de ces quatre
probabilités, doit égaler la certitude ou P'unité. On trouve ainsi
généralement que les causes constantes et inconnues qui favorisent
les événemens simples que 'on juge également possibles, accroissent
toujours la probabilité de la répétition d’'un méme événement simple.

La probabilité d’amener croix ou pile, deux fois en deux coups,
est &, si les probabilités des deux faces sont égales. Mais 8'il existe
entre elles, une inégalité ensorte que la probabilité de l'une d’elles
soit, par exemple, 12, la probabilité de Pautre sera %; la proba-
bilité de croix croix, ou de pile pile sera la somme des carrés
de 1 et %, quelle que soit la face favorisée par linégalité incon-
nue. Cette somme est 122 ou % plus 45; la probabilité d’amener
croix ou pile deux fois en deux coups, est donc accrue par cette
inégalité. En general Pinégalité inconnue favorise celui qui parie
damener croix ou pile, un nombre pair de fois dans un nombre
pair de coups: elle est défavorable au )oueur qui parie de les amener
un nombre impair de fois.
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Deux joueurs dont on suppose les adresses égales, jouent avec

:lqs conditionaquia ahaque coup, celui qui. pqx;d.” donne un jetop

\

a son adversaire, et que la. partie durp, jusqu’a ce que Pun des

‘joueurs n'ait plus de jetons. Le calcul des probabilités nous montre
“que peur légalité du jeu, les mises des jougurs dpivent étre.en raison

inverse de leurs jetons. Mais §’il existe entre leurs adresses, une
petite inégalité inconnue; elle favorise celui des joueurs qui a le
plus petit nombre de jetons, Sa.probabilité de gagner la partie ayg-
mente, si les joueurs coavignnent de doubler, de tripler leu;;s
jatans; et elle devient ; ou la méme .que la,probabilité¢ de l’ggu‘e
joueur, dans le .cas ol les pombres de leurs jetons dgnendralept

.ipfinis, en conservant toujours le méme rapport. _
- \©n peut corriger linfluence de ces inégalités inconnues, en les

goumetfant elles-mémes aux chances du hasard. Ainsi -au jeu de
croix et pile, si I'on a une seconde plece que, 'on projette chaq;qe

‘fois.avec ka premiére, et. que Pon oconvienne de nommper, constam-

-ment crofx, la face-amenée par cette seoondg.pigce; la probabilig
d'amener croix deux fois de suite, avec:las premnére,pwcp, apREGT
chera beaucoup plus d’un quart, que dans le cas d’'une seule piccs.
Dans ce dernier cas, la différence est le. carré du. petit accroisse-
meat de possxhlhte que l'inégalité incomnue donne, & la face de h
_premiére piéce, qu’elle favorise : dans lantre, Gpg, cetle dlﬂ”erqqqe
-est:le quadruple prodmt de ce carré, par le cagyré correspondaptl,
relatif a la seconde piéce.

: Que P'on jette dans une urne, cent. numéros depum un Jusqud cep;,
daus Pordre de la numération, et qu’aprés avoir agité l’urn,e, pour
méler ces numéros, on en tire un; il est clair que si le mélapge
a été bien fait, les probablhtes de sortie des numéros, seront les
mémes. Mais silon craint qu’il 0’y ait eotre elles, de petites d1ﬁ’e-
reuces dépendantes de l'ordre suivant lequel les puméros opt, €té
fetés dans l'urme; on diminuera considérablement;ces différenges,
en jetant dans upe seconde urne, ces numeéros suivant leyr; ordre
de sorlie de la premiére urne, et en agitant ensuite, cette 3gconde
urne, pour méler ces miméros. Une troisiéme .urne, une-qua-
tnéme, etc.; diminueraient .de -plus en plusuoes diff¢rences, de]a
insensibles danslaseconde WK L Ll o
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Des Lois de la Probabilité, qui resultent de la multzﬁltcdtzon
- .indéfinie des evenemens , |
[

Au miliea des causes variables et inconnues que nous compre-

nons sous le nom de %asard, et qui rendent incertaine et irrégu-

_ liére, la marche des événemens; on voit naitre & mesure qu’ils se
multlphent une régularité ﬁ‘appante qui semble tenir a un dessein,
et que 'on a considérée comme une preuve de la providence qui
gouverne le monde. Mais en y réfléchissant , on reconnait bientét
que cette régularité n’est que le développement des possibilités res-
pectives des événemens simples, qui doivent se présenter plus sou-
vent, lorsqu’ils sont plus probables. Concevons, par exemple, une
urne qui renferme des boules blanches et des boules noires ; et
supposons qu’a chaque fois que I'on en tire une boule, on la re-
mette dans Purne pour procéder a un nouveau tirage. Le rapport
du nombre des boules blanches extraites, au nembre des boules
noires extraites , sera le plus souvent trés-irrégulier dans les pre-
‘miers tirages; mais les causes variables de cette irrégularité, pro-
duisent des effets alternativement favorables et contraires a la
marche réguliére des événemens, et qui se détruisant mutuellement
dans Pensemble d’'un grand nombre de tirages, laissent de plus en
plus apercevoir le rapport des boules blanches aux boules noires
contenues dans l'urne, ou les possibilités respectives d’en extraire
une boule blanche et une boule noire & chaque tirage. De 1a résulte
le théoréme suivant.

La probabilité que le rapport du nombre des boules blanches
extraites, au nombre total des boules sorties, ne s’écarte pas de la
probablhte d’extraire une boule blanche a chaque tirage , au-dela d’un
intervalle donné, approche indéfiniment de la certitude par la mul-
tiplication indéﬁnie des événemens, quelque petit que 'on suppose
cet intervalle.

Ce théoréme indiqué par le bon sens, était difficile a démontrer
par lanalyse. Aussi lillustre géométre Jacques Bernoulli qui 8’en
est occupé le premier , attachait-il une grande importance ala

démonstration quil en a donnée. Le calcul des fonctions généra-
6
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trides " appliqué’ & cet objet, non-seulement -démontre avee facilité
ceuﬂzeoréme ;s matd de plus , il donne Ja probabiité |que le rappont
des évenamens observés, ne'g’écartd. qae dans rcdrtmnes hxmm,
&u vrai rupportdeleuts possibilités respectives! -1 -

- Onipeut tirer du théoréme précédent, cette! mmeqpaiceqm doit
6tre regardée comme une loi générale ; savoir, que ded rapports des
effets deila natare, sont a fort peu prés constans, quandices effets
sout censidérés en grand nombre. Ainsi,malgré la variéié des.amées,
Jasonmme des productions pendant un. nombre d’amnées ; tonsidé+
pable-est sensiblement la méme; ensorte que 'homme; par‘ane utile
prévoyanceipeut se mettre & Pabri de'Pirrégularité des saisons, enads
paiidant ¢galement sur tous les temps, les biens que:la natoredistris
bue d’'une maniére inégale. Je n’excepte pas de la loi précddente, les
effets dus aux causes morales: Le rapport des naissances anmuecties
ala .population , et eelui des mariages anx: naissapces dans {Empiss
foamgais, n’dprouvent que.de tnés - petites variatioms: asRarie, e
nombre des naissances annuelies'a toujorrrs. été i méme 4;pewpres 5
eL$mi qui dire gu'a la poste, dans les temps ordiraires,is nonlire
deb Jettres misea au rebut par les défauts ‘des:. adtessee, W
pe\x, chaque année. e

- | suit encore de ae théoréme , gue dans.une dsne d’mm;
ndéfiniment prolcmgee Faction des causes: regulidres et constapies
doit 'emporter & la longwe, sur celle des causes Arnégulidres) Gegt
te. qui: rend les gains des: loteries, aussi, eertains-que, lgal prodyits
de Pagriculture; les chances qu elles s réasrvent sleur assuraiiiun
bénétice dans I'ensemble d’un grand mombre de swises. Aigpi. fles
chances favorables et nombreuses étant comstarunent attachées A
Yobservation des principes éternels de raisan, de justice et dhu-
manité, qui fondent et maintiennent les sociétés;. il ya dans la
conduite de la vie, un grand avanlage a-aa conformer X o¢x phiar
eipes, et un grand deaavantage 4 g'en écarter. Que Lon. consnite
les histoires et sa propre.expérience; ony verra tous les faits venir
a Pappui de ce résultat du calcul. Pareillement, au miligu des ganses
variables qui €tendept ow resserremt les. divers ¢tats ; lea limites
natyrelles, en agissant conrme gauges conatanies, dojvent. togjours
figir par prévaleir; il iwmporte denc alestabilité comume py bephenr
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des empives ,deme. pas les ftendre au-deld de ces. linaises dans lear
Owelips: ils sopt-paieriéa sans oesse par Paction de.aes gauses; pinsi
queé.les eaaxides mels, soulendes par: de violentes: tampétes, reb
tombent dans leurs bassins par da pesanteur. Glest.onocorgun hésultat
du/calout des probabilivis, confirmé par de nombreuses et fynestes
expérienges: Lbistoire traitée sous le point de vue de linflueace des
causes constantes , unirait a l'intérét de la curiosité, celui d'offtip
anx- hommmes,; les plus utiles legons.. Souvent en attribue les: effots
inévitables de ces bauses, a des circonstanees accidentelles qui n'ont
§iit: que développer laur action. 1l est, par exemple, contre i natune
des - choses, qu'an peuple so0it 3 jamais gouwerns par. un autre;
qu'ube vaste ther ou une grande distance en sépare; On peut affir-
mér qu'alla-lopgue , cette cause oonstante se joignant saus cesse
auik causes variables qui agissent dans le' méme sens , et que la suite
destethps develvppe , fimira par em trouver d'assez fortea pour rendre
au peuple soursis, son indépendante naturele, ou rpout lelré-su:
a-un-éat puissamt quilui seit comtigu.

*:iDame un grand. nombre de cas, et ce sont les plus mporta'no
de/fanalyse dés hasards, les possibilités des événemens simples
sont inconnues, et nous sommes réduits a' chercher dans les évé-
nemens passés,' des. indices qui puissent nous' guider dans @os.
cohjectares sur ies causes dont ils dépendent. En appliquant 'ana.
lyse’ des fonctions génératrices, au principe exposé ci-devant, suf
ld probabilité des causes, tirée des événemens observés; om est
oonduit ‘au théoréme swivant.
> [Lersqa’ut éwénement: simple ou composé de plusiears événe-
mens simples, tel qu’one partie de jea, a été répété un grand:
nombre de fois ; les possibilités des événemens simples, qui rendeént
ce qué I'on a observé le plus probable, sont celles que 'obser
vation- indique avec le plus de vraisemblance : 4 mesure que l’évé-
nétirent obsérvé se répéte, cette vraisemsblance augmente et finirait
P 56 oo:ﬁbndre avec-la cerntude, ‘8i le uombre des répéﬁﬁons' :
devenait-infing. - P
*J1-% aici dedx sortes &'approximauom Pune delles est relative
auk: Bmites prises de part et d'autre, des possibilités: qui donnent
au- npaesbg 1o tplus'dwrmmblance Paure approximation se rap-
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Porte ada probahilitd que.ces possibiliésitnmbent dans oo Ligiites.
Xa répétition de-INiyénement compost anevoitifle pius oo plus eette
probahilitd, -lea: limites Fratant lesmémenq oUé Tesgerwelde plass
.0 plus, Kintgrvalle: de cps. limizgn) I probabilitsiresta { baomined :
dans Vinfini,; eet. mtetvalle dexignt sl gk dagro, ) 8¢ change
en _gertityde, - - - 1L oo s covom o0 allosnas zoous
31 Ven, applique .ce théorémey. v, rappoxt, des: Daidonntss;; das
gargoms A gelles des Silles, obseawd dans- les., diverpasspattioside
l’,E,ur,'Opﬁ ; @D Arouve que.ce rapport pastousp ipen. prés:dgalid colyi
de 33834 indique. a¥es ung exiréme prahabilité, wae plusgiaade
feilité,, danscleﬁnnmaqances das . gargons.; En; mnﬁdmnﬁmnibp
qawil.est Je méme 'a Naples, qua Pétersboprg, on, vernaqqusiieat
4gsd, Linfluenee dwglimat est insensible. On (pefdenaeshipgomy-
29 capira Jephaion, commmune , que cette Supérioritées nalssaaets
mascplines subsista dsns Fonieat - manm [Fevais :en, consdquanae
inNite Mea aawans feangais suvoyéq mhgyptm Bivoecuper| de estte
Saeation intgressante ; maia la dificults obsanir-désrenseighemens
précis purlas inaisaancks, ne-letn;a pas pexmiaddlaiésondee.n i b
n J: )rapporn»des paissances dea. ‘BArgoms. angellos dea filles, diffés
gant, trés-pen de l'unité; des nombres méme assez grands de mais~
saBnces obearvées dans un, liewn, pourraient ofxrit: &icet -pand; i
régultat- contraire, p la lei géneérale, sans que: Lon fit en droil den
sonelune que getiedoi n’y oxiste pas. Pour ticen gette Conséquencal
il faut employer. destres-grands , nomboesy; ebislassures guokiennst
indiquée avec une grande probabilité. Buffon cite, par exemple ,
dans son Aritbmetique politigue; - plnsieursmomnmne& -de/Bour-
gogne, ou les naissarices des filles ont surpassé celles des. garcons.
Parmi ces communes celle de Carcelle—le-Gngnon présente sur
2009 naissances pendant cinq années, 1026 filles et 983 gargons.
Qupique ces mpmbres soient considérables , cependant ils oimdiquent
nne plus grandnupgsaibilité dang. les. naissances; des filles ; qu'avec
la- pmmblhhe. s> &t cette probabilité plua petite quemqllorque!pm
amener croix quatre. fois de. spite, au jeu de. croin otipale, nlest
pas suffisante pour rechergher la sause de cetteanpmalie qui, se-
lon toute vraisemblange,. disparaitrait, si lon. suivait;pendant un
Slecle, les nalqsances dags,,cqttc COMIBURL, ;11 1, !)xq 99 Julndinsd
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201lgs Fepimrds ided tinissinces , que Tori tientta¥da woin ‘ponr
assarer Pétat:dep itbyens, petvent servir & déteriniies 1o popu-
- Jation d'uito grandmpire saurs recuurir’ an dénormbrembhit dé d6s
habitans | (opépativ pénible et difficile a-fatre avee éxabtilude. Mads
Aokt poatiodialo spanaitrd 26 tapport de: 1a popudation: aut fiafs-
sances annuelles. Le moyen d’y parvenir, le plus prééi¥}' counsiste
14 2z ehoisiri@ans Peimpire ; des départemens disttibués dPue! ma-
‘midre Aspeen s égale sur toile sa surface, afin de rendre'le
ipbsultab:général ; indépéndant  des ‘circonstances locales ;- 3¢ & 'dé”
shomibrer | (avee’ soinlpour utie iépoque donnde, les' habitans de
plusienss eommunes dans chacun de ces départemensy 3¢ a déterk
miiner ppattle relevé: des naissances: durant plusieurd ahnées ' qui
prévddent sthsuivent cette époque, le nombre moyen correspent
Bam:-des tidlissinces annuelles. Ce mombre divisé par celui des’
~ dnasityns;y dendera le rapport desimaissances annuelles a la popu~
Htionyhd'ue maniére dautant: plus stre, que le' dénombrement
seraplgpzconsidérabie. Le - gowvernement cowvaincu de I'utilité
d’un.:sémblable dénembrement ; a bien voulw'en ordonner Yexécu-~
tidhy a-mia' priére: Pans trente. départemens répandus-également
qiritohte da .Franoce, on a fait choix des communes qui pouvaient
fourhir Jes ivenseignémens:les plus précis. Lears dénombrémens
oab donhé 2064615 individus pour la somme totale de leurs ha<
bitans |au a3 septembre 1802.-Le velevé des naissances dans'tes
tomatiaings petdant-les années 1800, 1801 et 1802, adonné ! i

BT R VAT

-wo@Nalssances. - |- - Mariages. Décés.
eN0yio31a gargors. 4603 103659 hommes.
17 165287 filles. 7 99443 femmes.

Pil st : .
1uJug happort de la population aux ‘naissances annuelles est ‘doné
a8+{3f8% 1l est plus grand qu'on ne Yavait estimé jusqu’ici. En
multipliant par' ce rapport, le nombre des naissances annuelles
8ans Lempive francais;, on aura la- population de cet empire. Mais
quelle. est la:probabilité que la population ainsi déterminée, ne
gicartera passde-favéritable, au-deld d’une limite donnée? En
résolvant ce probléme, e’ appliquant-a: sa-solution, les données
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précédeéntes s, j'#l krouvé due!le nbmbrs des'natssings Anrueiids
1 Fraice | 6ldist stpposé @6 ‘dRinek cent: wlle ;o1 il porte: swo-
pulation; &4 58a¢ 267 Habitardo il y ale 18y a ﬁaﬂa&me TR
Pexretit B ce'iésultat i°bst pas d'aA démivdsiion, =o' 1000 ~ 1R
e rappoft des naisskmees 'des'gai*qouw vellddesAllus; dulehivs
le' relev précélient, est célui'de ga'd oot lésmﬁagesmw
malssalibes, comme trois esta quatorye. ¢ o ol ol
’A Pt des haptémes des enfiins @és deux sexes $écabrent.un e
ra vt de 22 & a1 Depuis 1748, époque il I off & oty
p & distinpticr lés 'sexes sar les regigttes dwmﬁé& wsquw
Fa"ﬁn' 861784, oh abaplisé dans ‘cethe capitale) Bg3586" gatiers!
et 374565 fillds. Le rapport-de ceés denx mombres est & peusprést
celai de 45 & 24;'it parait donc qu'd Paris, umé caise particulidte:
ripproche de: l’egaﬁ(e les baptémies des deux sexes. 8i Fon'apfliqrs
Acét-objet , e caleul ‘des prebabilitds; on trowve dulil'y wHBS ¥
parier contre un, en faveur de lexistence de ¢ette: ¢aiibe; od quil
suffit pour eh ammsevlbnbhetcha ‘En g réfléclissant, ﬂmlp&u
qubla difiéronce observée thent 4 ce ue los parensdd laparapigne
et' des: provinoes ; trouvant quelquavantage d'retenir présd’euk:iok
. garbons, en avaient envoyé a I'hospice des Bufsns-Trouvée!de:
Paris, moins relativement aux filles, quesaivant:le-rapportcdes
naissances des deux sexes. Cest ce que le rolevé des regigtres de
cet ' hospice: wa prouvé. Depuis e commencemen de 1945 jusiialip
la:fin de 180y,il y -est entré ‘18814qg garyols, et 1 5466 filesp
Le'premier de ces nombres n’excéde que d’un trente-huitidme!; led
second qu’il aurait d& surpasser-au moins d’un’ vingt-quatriéme.’
Ce qui confirme l'existence de la cause assignée, c’est qu'en n'ayant:
point egm'd aux enfans trouvés, le rapport des naissances des gar:)
gons a celles des filles, est & Paris, comutie dans le reste ' de lab
Frauoecelmdesdén o oL p
- La constanee dela- supémritédes naiswms ‘s - partyokes sar
celles des filles, & Parlé etéi Londvres, depuis quion:les -observe,:
a paru & quelques Bavans, dtre une preuvede de provildnee sins:
laquelle ifs ont pensé-que les caases irréguliéres guio treublenbsans.
cesse la marche des événemens saurdit -di -plusicers ‘fois’, reudrou
les naissances amnelles dew fillus, 'supéricures d cblfed dos gairgois.
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Mais eatie -preunsicnt-un Bouvel exemple de Labesiqua-Fom a.fi
ah8auveniodaswascsifipalesy q&.dpawmm)WSqmlm
Sxamen: apprefondi des questions iilorsqwenia- lea donndes nécesn
~ saires pour les wésnmdea ke goustance dopy.il slagit, . et wn. pém
sulatidescaupes deunent la supérioritéiay¥ najssances
des, ganons,, ¢4 gk iemparient, sup; les :anomaligs dues an. hasard ,
lorsque le nombre des naissaness annuelles est considérable. La
xecharche ds la prohabilité -gue cetle consiance. se maintigndra
pendant un long espace de temps, appartient a cettebranche. de
Lappizge Aewhasards, qui remonte des £venemens pasian 3 13- pron
babgh{gndgg ggwnemqm fatuxs; et ilien résvite gn en\partanq des
wﬁqams;,oksewm depyis 1745 jsquien. 10845, .Y, a prés:de
Gaaire it perier contre up, qwa Paris les naissances anmdlesde,s
garpo s;surpasseront constamment pendant un sidele, les nai
ﬁﬂes »il. 0’y a done aucune. mqleesktower quc. coda ajt ey
mmmtﬂmmﬂ% SN IR TN N TU R ";.u
v Rqnhens encexe U ;exemplel du.fdcnloppcm dosumgpqm
osmsdans gug 168 - ﬁ!cmmm;presenm, . mestse s ise multir
pigot.: Koneeyans une: sénie . d'urnes: disposéss (cirewiainement /) et.
repfermant | chaowae, fin trés-grand nombre de boulea blanchegs.
et poires;. Lesapporis. des. boules hlanches anx neires, dans ags
wsBes:; pouvanliire krés-{ifirens a lorigine, et tels, par exemple,:
qerine de ces uries N6 reafesme ue.des houleq blaaches, tandis,
guiliie dWne ne; coBtient que..dgs bowles neires. Si,Fon tire wne
hﬂu,lendenh premicee 1 uEne , ' pour la meise dans la secondey
qWapres aNow. agité cette sgcende urne, afin de bien méler la houle
ajoulde, avee lea autues, on en tire une boule. pour la. meitre.
daps la. troisiéme. urne, et ainsi de: sujte jusgw'a la, derniére, wne.
- denbomexirait wee boule, pour la meitre dans Ja premicre ; ok,
gue 'on recommence indéfiniment cette série de tiragas : lanalyse;
des:prabehilités .Doys monite qne lea kapperts desiboules- blanches
aps. n0ifes ; Aans ¢esurnes , finivont par- étre les. mdmes et égaux
ayrappert de da.semsne de toytes les. boules blanches, 4 la somme. .
dectoukes; los -boules. noires contenues dans les urnes. Ainsi par ce.
made régulier .de. changement, Lirnégulerité printitive de ces. rap-
Poniay digpesnis 3 Jo longue,pourfointiplese :londeaile pus:simple.
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Maintenant si entre ces urnes, on én intercale de nouvélles dans
lesquelles le rapport de la somme des boules blanches, 4 la somme
des boules noires qu’elles contiennent, différe du precedent ; en
continuent indéfiniment , sur l’enéemble de ces urnes, les extrac-
tnons que nous venons d’mdlquer Pordre simple etabh dans les
anciennes urnes sera d’abord troublé, et les rapports des boules
blanches aux boules noires devnendront trés-lrreguheres ; mais peu
a peu, cette irrégularité disparaitra pour faire place & un nouvel"
ordre qui sera enfin celui de Pégalité des rapports des boules:
blanches aux boules noires contemiies dans les urnes. On pEut;
étendre ces résultats, a toutes les combinaisons de la natire ,.dans™
lesquelles les forces: constantes qui animent les étres dost-eHes;
sont formées, établissent des.modes réguliers daotloﬂ ‘et d\s dhan
gement. N
Les pbendmédes qm semblent le plus dependmdu'hasatd*, ’p‘nén

sentent donc én se moftipliant, une tendance ‘3 ‘& rapprachercéatios
cesse . de rapports fixés; de maniére que si Pon o1 & darol
et d’autre de chacun de ces rapports, un intervale-bussio ymepht"
que Pon voudra la probabilité que le résultat nmioyst des whsé}-
vations tombe dans cet intervalle,, finira par ne diférer:dd jawets'[
titude, que d’une quantité au—dessous de toute grairdamaoagudhpl
On peut ainsi par le calcul des probabllltes appliqué & v 'grimds
nombre d’'observations, reconnaitre Pexistence de:ides'rappodifup
Mais avant que d’en recheréher les causes, il est nédesshite ;peapv
ne point s’égarer dans de vaines spéculations, desassuter qeilsb
sont indiqués avec une probabilité qui nd permet point’ de lesl
regardér comme des anomalies dues an hasard. La théorie des"
fODCtldns génératrices donne une expression trés-simple ‘de cette!:
probabllite et que‘Pon obtrent en: intégrant le produit de ba diff- -
rentielle de la ‘quaritité dont lé tésultat déduit d'yn grand nombre
d’observations s'écarte .de-lai vérit€., par une constante: maindre
que Punité, dépendante deda niture du probléme, ev'élevée i une
puissance dont Pexposant est'le rapport du carré de cet écart,au
nowmbre des observations. L’intdgrale prise entre fes lintites don- '
nées, et divisée par la méme- 1nteorale étendae a linfini positif et

négatif, exprimera la probabilité’ que légure de! la - verinéy gst com-



-SHBES; BROPABILILES; %,
e ientre-e88 ligiitess Felle est la loigénérale de hprobahktédw
| rmkm mdlqnwmﬂm- mnd mombre d’observations: .
o twhoostg pb oo
-t Mulsxdcf emm, GPPllqM a la reoberclu
Cab L udea»'gbmmm at .de leurs causes. -
. 1-5,1[ N SR N
Les phenoménas dela. naqusqnt.le plus souvent envelappes
-dp, taRkde. cifconstanges €trangéres , un si grand nombrede causes,
pertashatriges .y mélent leur influence; qu'il est trés-difficila, lovgn..
" qilila somt fort:pelits, - det les.reconnaitre. On ne pent alors.y, par-. |
venit, qen muliipliant:les ohservations; afin que les.effets étran-
gess vemaitt a:8p détnuire, les résultats:moyens mettent en évidenge
cas,,phéapmenes. . On congoit par. ce.qui précéda; que cela p'a lieu .
rigoureusement que dans le cas d’'un nombre infini d’observatiom:;
dans tout autre. cas, les phénomenes ne. sont indiqués..par les r¢-
suliats moyenq, (ayec une propabilité dantant plps forte, que,
lov,npaermdions, saut, p phps ﬁrand. poybre, | ptdnn& il lmpom
depprécien Ja valewr, .

Prenons 'pour; exemple, la variation dmrne de Ia pre,ssmq dg,
Ta A Ndquateur ou clle est le plus sensible, et le plus.
facile & recomnpiire, les ohapgemens irréguliers. du barométre y ,
étit plus. aonsidérables. On remarqua bientét dans les hauteurs .
quikdindigue, une potite-ospiliation: dwppe dont le maximym a kien .
vems. neuf: heusen du. matin, et le manimum vers quatre beures,,
du soir ; un second maximum a lieu vers onze heures du soir, et
lo secomd minimum. vers quatre heures. du matin : les oscillations
de la puit sont moindres gue. celles du jour , dout I'étendue est de .
deux: millimétres. L’inconstance de nos climats n’a pas dérobg cette
variation & nos: ohservatewrs , quoigu’elle y 8pit moins muazbl,e
qu'entre: léa tropigues. Enapphquant Lanalyse des. p,mbablhtea, aux |
obsdrvatiens nombreuses et préises; fajtes: par. Ramond, pendart
plasieurs antices consgoutives ; jo. tropye. quelles indiquent 'exis-
tence ' et la quantitd de ce phénopine, de manicre & ne laisser
aucun dose. Laipéripde de .sa variation ¢tant d’un jour solaire, sa
cause . est, evidemment’ la, chalenr .que .. Jg spleil communique aux
divexaescparsics, de. lesmppspheres  quoigiil ot presqwimppsailde .

, 7
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wen calenler-lés' effels: Cet astre agit evicork par son attractiom,
sur ee fluide il y produait’ avec kaluke, des oscillations sémblables
& celfesrdivflux ét dwFeflux-dets mier; oscillatipns didnt Wi déten-
‘mind lea loistdans 1 Mécanigub: ofleste’; et quisepdntj un. jour,,
.recanhaesiopdr. des: abservhtions nombatses” ﬁnm 1 Péquateur
avee diexcellens barométresl -ffn!darr v o oy
- O peut encore par Panalyse des'probabilités; vériﬁef Pexistence
‘ou Fidfluence de eertaines’ causes:dont on a*wwmmarm Paction
‘sur des [étries-organisés. De touk les instruntens gue inous: pouvons
-employbripeur donhalive les agensi imperoeptibles de'ln tattre; tes *
iplus sensiblep dont ey merfy, surteut loreijue des causis pamicu-
liGhes ‘exaitent lebr sehsibitité, Uest par lear moyert, qubt & décod-
vert la faible électricité que développe le contaet: de-detx métav
hétérogines; ce (uia buvert un champ vaste aix' récherched des
-physiciens et 'Geschinistes. Les phénomednes singliordcqul ve-
sultent 'de, Pextrénre sedsibilitéd des nprd dams - divilis;
ont ‘deninénthisskhce it fiverses Spinionsiath) Annea-
-vel agent'que Ton a nommé meagnétssme dninbal) su Pastisd dh
mégnétisme-azdinaire et Vinfuence: da jseleibet -de 1w teme) dats
‘quelques'affiections nerveuses; enfin suth les inaressigus’ ¢us peut
faire paitre la proximité des métaux' bu 'd’aiie caw covruntaxl lest
- naturel de panser que Vaction de ces causss estdrésidble | eb tileie
jpeut étre facilement troublée  pir ' prand hebs: de droois-
tantes. accideditelies. Ainsi| pacrce quielle ne Sest popiic] ianifstde,
datisquelques cas,'ow ne doit pas’'rejesey: ‘soi’ ekistimee s Mods
: sommes si élongnés de connaitre tous les hgeny dé 'R ‘Hatipe) &
- leurs divers: modes d'action;;' quik ne serait pas plﬁlusophw
pier les phénomeéies, nmquemem patce qulils sont inexjlcublés
dans I'état actuel de nos conmaissances. Seulement, nous dsvéfis
'les exaniiner avee une attention' dautant’ plus. scrupultise 4o’k
parait plus difficile de’les  admetbre; et cest’ ie¥ que' Ie dakalls
probabilités devient iridispensable, pour deiemnner jasqia quek
pomt il faut multiplier les observations ou Tes' expétiénces;” afin
d’obtenit en faveur des agend gu’elles ib&iqneﬁt )| ane! prsbabiis
supérieure aux raisons que Yon' peut avblr dallléﬂrs “de né pas
les ad.mettre . : )

\
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-Le calcul des probabilités: peut faire apprécier lés avantages ét
les inconvéniens ides. méthodes ¢mployées dans les séigrices com-
Jeoturales.; Aimai g gioui zecomnaiwe. ke meillos des fraitemeths) an
.usagedans la guérison. d’'une maladie, il ‘suffit diéprauver chacun
A'euxisat o méthe nombre de malades, en.rendantqomasdnm:im
constances parfaitement semblables. La- supériotité:du- traibement
le plus avantageux-se manifestera de plus en plus, A mesure que
ee nombpe s'accroitra; et le. calcul fera connaitre la probabilité
correspondante de son;avantage, Le méme calcul s'étend -ehcore
AuX ebjets e Léconomie politique, pour laquelle les qpqratnons des
-§OUVSRROmMEns sont autant d'expériences -en grand, propres a les
ecla&tcr sur;la conduite qu’'ils doivent tenir dans les cas semblablés

2 oeux gui'.se sent déja présentés. Tant de causes ihprévies ou
owhsqg Ol mappreclables influent sur les institutions humaines,
qn’nl,qast nmpwmble den juger a priori, les résultats. Une longc
8uite, axpe de&eloppe les effets e ces caused, bt indique
Jgg,mw Femiédier a ceux qm sont nuisihles. On a sduvent
fhit:a. 08t égard; des.lois:eages; mais pance: que Nongvait négligé
s¥en conasrvdr Jbs motifs, plusieurs ont été abrogées comme inuties,
®b,# & fally, pur les rétablir, que de facheuses expérietices en aient
it lo, mowyseu, sentir le besoin. Il est donc bien important de

Aowin, dans.chaque branche de l'administration publique, un registre
ewach des resultags quont prodmts les divers moyens dont on a fait
Jenge: Appliquons anx sciesices politiques et morales, la méthode
foprée-sur Vobservation et le calcul, méthode qui nous a si heu-
sreusqment servi dans Jes sciences naturelles. Ne changeons qu’avec
mne glroqnspealon extréme, n@s anciennes igstitutions et les usages
augquels nos opinions et Bos habitudes se sont depuis longrtemps
phees_. Nons cenNaissons ble.npm‘ l’expemence du passé, les in-
copyéniens gu'ils présentent ; mais nous ignorens quelle est 'étendue
des'maux que lear changement peut . produfre. - .

La cons;deranon des probabilités , ‘étendue a lastronomxe peut
servir a reconnaitre 13 cause des anompalies observées dans les
MOUVeImens, celestes, et a déméler les petites inégalités enveloppées
dans les: erreurs- don; Jes observattons sont susceptibles. Ce fut
en comparant entre elles, toutes ses observations; ; que Ticho-Brah¢
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reconnut la necegsm, d’appllqber & 1a Tune? b dquation de- temps,
dlﬁiréhté d¢ céﬁé que Pon apphqué’h’éu soleiPe¢ axfilandtes. Ce
fut encdbe ‘datls le ‘tésultat d’obgeﬁh{m%oﬁﬁ-eﬂées'iq&@bia#er
aperght Eoﬁr la lunq, uné dlmmutlorf"dbnkJlexéoéfﬁcléﬁ?fdé‘mﬂéb
galité de ‘Ja precessxon r&laul’j aux ‘hifres corpis'- oélditbs. 2Miaie
comme cette, diminution ne ‘Semblit 'Pad résultér- -dedageavitation
uniyerselle ; la plupart des astronomnes fa né hg&bﬂtﬂdans leurs
calcyls. Ayant soumis & Panalysé des pfobabihlés an andmombre
d’o'bser'{* UQn’s lunaites choisiés” dins- cette’ vﬂél ‘et queTBeuvard
voultit blcn ca‘féﬁléﬁ‘é” ha H&‘r‘é‘ gle rhe! PHitit inditfaée o ume
si forte %SBaBﬂYt e’ 3 é"ék‘u's devdmwmmmnedmwm :
¥is blcnf IE “qurelle’ ’ile bouv’éit “re quie Tf’ellﬁbhéifedduusplﬂvﬁdq
terrestre, néghigée jj Squ aloré dans la théorie'dd thetvbradm ludairey
commé e dev’an prot {m‘é”que des tekibes mm;lgwn
co‘bclus qye. ‘ces ’tei‘mek ‘Geviennent Yensibles par ‘leu onkégraniotss
suepessnves Aés ’équahdné diffreitictds. Jo Aétermindi domdocBs
termes par une analysepartlcdh&é’ ‘4tjeiddebuvidb ddbdrditiné gdiitd
du mouve'ﬂn‘eat 1una1re ¢n 1atiwde’f’qiﬂ WhprispertipmeReausiitas
de 13 }ongttude de 1a"Itine , et quneun Mtponomentivaid cavin’d
apergue ; je reconnus cnsuite au hoyeh de certindgalits ] ape la
théorie ‘de la esanteur donne en effet, a @hirutivn. inditpuéepair
Mayer, ‘dans l’equatlon de la précession; ipplicableidld-hiep ba
quantité de cette diminttion, et fe’ édéﬁieiém%ﬁmulﬁephcd)
dente en lahtudc'? ‘ot ﬁééLproW%'Cﬁﬂérlwmt(de ik
terre. _Ayant fait part de’ rives redlierclies, 4 Burg quis'ocpopoid
alors a perfectionner les tables de ki ‘lune. ‘parlacomparaison de
toutes les bonnes observa!*ions je le priai de déterminer aviec
soin pamcuher ces deux quanutés Par un accord trés-remarqupble;
les valeurs quil a’trouvées, saccordent & ‘donner iiplaiterre:;
l’aplaussement 5 dplatxssemem qui -d¥fere ped idu miliew Gomeln
des mesures des degrés du méridien et dw pendudoy mais. ghiy b
Pinfluence des erréurs des’ observations et des: comsep pertprkali
trices, sur ces mesuires, me paraut plus eiadtemen; deternimepat '
ces megalites lupaires. " o

Le calcul des probablhtes m’a condmit' rpare:llemem a la ‘cause
des grandes irrégularités de Jupnter et de Saturne. En comparant
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les observations modernes aux anciennes, Halley trouva une acge- '
lération dans. le mouvement d& J uppter, et yn raleqjjlsgogmm; aans

¢slui:de, ﬁagm;egg ]toug;“copg;pendga Oopserv?thns ol BOSHS t)ﬁ;‘c:es)
mouyemens;>didgyx, Sanations  séenlaires. de, %“F? 50859 e?a(et |
croigsanies,comme J$s.CATEES des temps ecqp ¢s dep
ek Lagvange Banmirent 3 L’aTam&mles alqeras\o% ,,}evont pro-
duir¢ dans.ces TAOUNERCRS ‘airaction myutuelle ¢ d,eux planetes
is ¥y wmxvempmps,eqy 8. Mais leugs reﬁqltats etment
$i. diffécens, qus L, apn, s s, devait éire erroné, Je ,
déterminai, i mm;fndse,pc BPOriARt, «i? } meca=
nigue gilesto, ph,is 166PBAYS, HRYpLgyuny ags MOFERS Mouvemens
pliindtaines;, e:quii A disparaitee les ¢quation S,,§ec aifes Tgodulggs
per:. Halley s:deps.les, tables de Jupiter et d,q, a;th,‘ne ne résta{t
aliigi , e sxphiquer, les grandes, 1rregplax;ués, e ces planctes, que
lasoimrgetions des; cometes. M‘N‘?H%eruslﬁm astronqmes eurent
effoctinemenkineesups » Pu-Lesisiense, & u%,wqa%hgn,s gue pé-
piothe., risioduirg, dm;\lsgbmpgvemﬁnﬁ,ﬁqg( deyx. p}agm,eq par feur
action v plEctoR, dessignes gontraires 1 PO, chacune
dallesy Uin Asigoremaa que 8 tronyai sur les megahtes de cg genre >
memdmm infgalité), srés-vraisemblable. Suivant ce t'hqu’gme
abde mquivemens: de Japiter s'accélére, celui de Saturne 8¢ ralentxt
el quiistidéjal honfarme & ce, que Halley avait remarque mais
dooplus: Hacsdléraion; do. duipiter réspltante du méme thépréme,
edt dn tqde;Saturqe‘ ® ,a tres-peu pres daps le raBport
dea;Sqmauuny suusares propeséss par Halley. En consnderan; les
nioyens; MAUGONMDS. de Jupiter et de Saturne, il me fut aisé de
roeconnaitee: que deux fois cehu de Jupiter, ne surpasse que d’une
toddspetite, quantité, cing fois celui de Saturne. La période d’une
inggalité:(qui aurait cet argument serait d’enyiron neuf siécles. A,
kal névité, son coeflicient,serait de I'ordre des cubes des excentmcntes
des arhites; maik jasavais quen vertu des intégrations successives,
iluaoquiert pour diviseur, le carré du trés-petit multiplicateur du
temps.dans Pargument de cette inégalité, ce qui peut lui donner une
grande valeur; il me parut donc trés-probable que cette inégalité a
Heu. Laremarque suivante accrut encore cette probabilit¢. En sup-

posant son argumentnul, vers Pépoque des observations deTzchc»—
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Brahé; je vis que Halley :

0bscTvations MOJETIS AN i i s s e e e

diquées ; tandis que la
elles, devait offrir de
Lambert avait conclt
in<zalité me parut do
point a entreprendre J€ CAICA 100 €L peniDie, DECESIAYT Pour Iy en
assurer. Elle fut enticrement confirmée par le résuliat de ce cajcul
qui, de plus, me fit connaitre un grand nombredautres;mgahteo
dont I'ensemble a porté les tables de Jupiter et de Saturoe. akh
précision des observations meémes. g
. Ce fut encore au moyen du calcal des probablhlu, qne m
connus la loi remarquable des mouvemens moyens dep trois pres

miers satellites de Jupiter, suivant laquelle la longitude woyenng
du prcrmet moins trois fois celle du second, plus depx. fois, cellg

du troisiéme est rigoureusement égale a la demi- cizcopfirence,
L’appronmahon avec laquelle les moyens mouvemens de:

satisfont a cette loi depuis leur découverte, indiguait sqn. ewnﬁg
avec une vraisemblance extréme; j’en cherchai. donc la cange, 4308
J'action mutuelle de ces trois corps L’examen aapx;ofogd; de cettg
action, me fit voir qu’il a suffi qu’a I'o ngme lesrﬁpmrts,da,lgm
moyens mouvemens aient approché de cette loi, dans.certaines
limites , pour que leur acuon mutuelle Fait établie et. lg majntienne:
en rigueur.

On voit par la, combien il faut étre attentif aux mMogs;de
la nature, lorsqu elles sont le résultat d'un. grand nombre d'gbsery
vations; quoique d’ailleurs, elles soient inexplicables par lgs moyeng
connus. L'extréme difficulté des problemes relatifs au. systsme, du,
monde, a forcé les geometres de recourir.a des appro;imauong
qui lansscnt toujours a craindre que les quantités: neglagpe% waient
une influence sensible. Lorsqu'ils ont été avertis, dg getke infiusnces,
par les observations; ils sont revenus sur leyr anajyse : gnla reey
tifiant , ils ont toujours | retrouvé lacause des apomaligs obgervées;
il: cn ont déterminé les lois, et souvent, ils ont dqvanqe Tob-,
scrvation, en découvrant des megahtes qu elle navait pag, encore,
mdlquaa Ainsi Pon peut dire que la mature qlle-meme a_concoury,

RN



SUR LESPROBABILITES. i85

& la perfeoction et 'thbries fortides ur' le prindipe’ de'14 pesimteiir

univerdelié)'et ‘e’es!, a mon‘ s¢bs, uné’ des plds foit cfg‘bretf\fé de
tl véritd- de cotiicipe samditer - o b
L‘iili‘d%s;ﬂ:%ﬂomﬁﬂés les plus Pemarquubibs da sySté‘rm au thotide,
eét’bélhva& tous s ihouvertenis de rotation ct 'de révdlution des
phinéted ‘t’ des datellites }'ddns Ye dehs de la rotation 4l dolell, et
u pré4 datid e plan de soti Squateéur. Un phénomeérie aus'si remarl
quable’tétt ‘pint lu'Baskrd : il indiqire une cause générale

ti a déteri tbdd% Potr avoit la prbbabﬁ abet
laquelic Wette causé &8t  obsérerons qtte 16 stémé_
phnétan‘e tel q ‘nous as alﬂdﬁx‘d i, &t Composé

it Huft sateMlites. On a rédohiiu’ 168 thouvemens
d’e"io&ﬁbﬁ’ha‘ ‘ol de Six- plauetes des’ s?teﬁftéé '3é Iupitef
ﬂ%&ﬂ'&dﬂmume, et dun’ de ses satcHites. ' Ces mouVemehé
fikinéht’ aved’ ceux de révolution’,” unt énsemble ‘de quaran‘le-trbl,é
me*aaus fe isie Y5tl8: ot o fréuive parinalydé ded
propaktit i?l’ﬁ‘#’é’%é‘ nﬁé’r’nﬁhar § § f)iu‘ler ¢onitre
dﬁ”‘"hﬁe’&&’e ad' Peffiér” dirtiasg d’ &é qun forme
iﬁ&f’prbb%ﬂﬂé’! it celle des éVenémens hlstomques
S Tesdfulls Vbt e e ‘pertoet aucun doute. Nous ‘devons ‘donc
Ebite)att HUIAY SWec'Ta- miéme’ eonfiance, qu'urie cause ﬁrmntlve
db‘igé'ﬁs o vefierd fﬂadéta}fes “dirtoutt $i noys'considérons que
IHEARSHEH 8L ilus prihd nbiithrd 8¢ ces moﬂve mens 3" l’equateur
solaire, est fort petite.
obgRodGHe l‘ié’ﬂ’omene"égéleﬁ\ém rer‘darquab’le du systéme so-
el edtie peu ‘déxcentricitélles orbes'des plandtes et des satellites,
ame due ceux des ¢ometéd sont trés-alongés : les orbes de ce
éyht%ﬁie n’offrant point dé'nuances fitermédiaires entré- une grande
&t tine" petite " excentritité. Nous sommes encore forcés 'de Ye-
edvhiditr®’ iei PRt duire’ éase li‘éguhére e hasard’ r’eiit point
dontdlitie ’foﬁhé" réht{ue citéulafre; dux’orbes de tottes les pla-
nltes’ Lt“de 1én1‘s satellités ; il est 'donc’ nécessdire que la cause
quia &efet‘nﬁné les moﬁvémens de ces ¢drp$, les ait rendus presque
circulaires. H ‘fdut entcort: que les grandes excenticités des orbes
des conidtes resultentJdb Fexistetice de Cette causé, sans qu "elle
ait inflaé sur les directibhs de leurs mouvemens ; tar on trouve




56> ROPMI (R OAQPINO TG -
#%5 rétrogradeny @incde amites:
cune ; sie, dous: desrs - oriPs.y | P d
drgit,  comutie: adda: dait éivey oo
ces.-oorpe puh-£4¢ lanods a8 baeard, - ¢ 1sa9v L ucTou supLdo 9b
Kwelle qhe soitla natiye de_la. oauee dost B: anot,npwum
a predaip an dirigé les mouvemens des plandtes , 4l fautgulcle Mg
erpbrassé, tous Ces. corps ; ¢t. Vo dea distances qui les sépanehs, elle -
nepeut syoix. 614 quiun fluide: Qune .isamense étendug zpommu
awmdonné dans. Ja méme -sens, gn. mmmmwma
autmus dw:poleil, il-fout gue co fuidd ait) envirenns -ostueitiresy. >
cqmemes. une, Atmosphéne. La, eonsidération; den INewyeHens, planée v
taines ;noul eonduit donc a. penser iquion ‘werts d'unenhilesnenso
cassive, Yatmosphére da soleil s’est primiivement éitindne su-deald- |
des orbes de toutes les planiiss, et quelle slest vetinée sslcdeapimt-
menllojaaguip/sep linites: actmeles.. -..-i1 1l L eqain- a0l zinqad
Dahy, Adtdt; primitif; o mous supppsons le]qaleil pil; resabroblditi v
awsficbulenses quiel le{ tdl¢scope ndus mémire compondes, Bhnaiogamid
plto on moins | brillant, eatouré d'uneinchilonits quig on fns 4Snsb
demsant & la surface (dn; noyau,: doit. bAmlsformenumﬂxpnn,,iehp
étoflesifii Vel congoit pap analogie, tomies. les qéhoiles formees!de.
cefte thaniére ; on pent imaginer: leur, état. aniérienn de népulositd /i
préidé- Juisméme .par dlautres. étate dans lesquels. lamatidrs ol
blimlsn était do.plus en. plus. diffuse, ks nayan£tast de shains snob
meins lomigeux. On. arrive; ainsi) eB femoptans aussh loin qw'ibietsiv
pogeible,  une. nébulosité: tellemeont diffuse, ., que J’Dw PONTRIL. foa
emelen seupgonner -existencs, : P ot lieeq
el esty en effet . le. premier état dea. mbuleum quelllﬂ'l&cbn
a obdcryépa aves un. soin partwuher, Y moyen :de ses puissansy'|
télesnopes.,. et dans leaquelles il a suivi los progréa de. la loondens>
satibny pom &z we-seuln,-oes progrés ae pourant dgngnly ssmaibion. .
pous nousy, qaRpres, dea siécles, mais sur. m;mwblmm.mouu
prés comme on peul dans ung:Naste forét, swirse lacorgissemant:is
des arbrps sur les individus de divers ages qu'elle aenfermea.. ik
a dabord. obscrvé la mali¢re. nébudevse répandue oniamana divess:, '
dans les différentes. partiesidn ciel dont elle9echpq. une grands i,
¢iendue. Il a yu dans: guelques~uns:de-oes AR JRANA; Matidre s




SUR LES PROBABILITES. 5y
fafiétient bondendée sutour d'on ou de plusicurs; noYuEX peut-
brians: Blans -dlitees hébaleuies; veb toyaux brilamDdivastipe ;
reatvemdint: #ho mébulosité’ qub leiteaviroine. Bes mnvosphires.
de chaque noyau, venant a se épiref par une, condersution whé- -
rieure, ilvegn: Haoitl des nébilsusds multiples frindes'de néyaux
brians fsdsivelsing ; i reifrieohNés, chacan, duné itmosphére :
q&elqum 1 mdﬁél‘b?néﬁ&leﬁsé en se condensant ‘dune manitie
ufiforiife; a produit Iy MébMetdes que Pon nomme planétaires.
. Eafl an phus grandodegréode dondensation transforme toutes
_cesmébulenses)): @tiGloilts. Libs thébulewyes) dhsices dapnés cette
vee phiiesophiqeeisdiquent. avec 'une: txtnédhe  vrdisemblance
lewrstramdfoknmatioh fiture .en  gtoiles j et Pétatindtéiear de-nébu-
lositd; des étoiks kxistantes: Les considérutions snivantes ¥iennent
& Pappri'des prelves: tivéel de -ces. analogiaszoi ¢ fuo) ob aad - -

Depuis long-temps, la dispositiotrpartienlidvede quelqugs-étolles:
visibles 4 4atvine isinple] anifrappp aes abservateurs] philosophes.
- Mitehebaddi -re combiee ibest per pind dblengree led étoiles
des:Piiatlen; pariextmplelaiont 6té resderride dind 'espace éroit
quitoles: irepfepmespui-lus isedlés chanoss :du/ hasardy et il ‘en-a '
camielayquete drooped’étoiles, et les groupes' :semblables que: le ™
ciel nods présdntnosont fes: éffets d’uwe eauseé primitive ; ou.d'une
loi ‘générulerdelllatpure. Ced groupessoni un résultat:nécesdaire
denla vondensation)dés: nébuleuses 'a’ pludipurs dyaai ;icar il est
vidiblé: quelal matiénd wélsuleuss Stant sativ Gessd 'altirée par #0e8..
nolyatndeers; ik -dotvent foAmiel> & ¥ longue un groupe d'étoiles,
pareil a celui des Pléiades. La condensstion des nébuleuses a deux
ndydoxrime scrmblableviieneded Stoiles trés-rapprochées tournant
Putseiautaur: de Pautre' | pareiltes &’ celles dont ‘Herschel a ‘déja
comsiéréles mouvemens tespectifs: Felles sont encore la soixante-
uniéiriede Cyrgnebot wa'saivante -dans lesquelies Bessel vient. de
© recommuitrel @ewameouremens propres) si’conbidérables et si peu

diffinsnsque a lpréximité de' cos astres entre eux, et leur mou-

velnent witour ‘de dBur~ centre' comithun 'deiigravité , ne doivent

laisser ducttidloute) Aiwsi ; 'I'on ‘descend: par les' progrés de con-

densgtion ¥4¥'1# wiatidre ' ndbeleuse; A''la dowsidération du soleil

environné miteefois dune vastd atmosphérd; considération a laquelle
8
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pe AT PRIDGSOPNIQUE 4
suéMmohte; éommne on Fa vu, parFexamin des'phénomomendn
systéane soluire. tind regdontre, awski nemarquable deime: & Hexish
tencedecet état atéricur daseleid, nhepsobabilité Sattiapprochanté
declacontitude. - . -0 oo 2l 2ol casb $ue mnore iR
Mais comment I'atmosphere solaire a-t+elle déterminé lea  pOU-
yemensde;retation et de pévolution des:planttes of dés satellifes ?
Si-0g81¢orps avaient pénétré profondément dans sette atmospherd,
sy @ésistance les- ausait faittomber sur la sqleil ; om ¢st dancroemaduit
& droire;avec Beaucoap de vreisemblanct, que:los. planétes. oms ¥
formeéed o :limites successivesde: 'atmosphére;solaine) qui son B¢
lresserrant) par-ile ‘refroidissementy a .du abandonwer-dansde plon
sd¢i son: équateur des z4nes de vapeurs; que Fattractionmtwélle
rde lenfs amoléoules a changées. en divers sphéroigees. Jnounldiaiic
.»'0hi développé :avec étendue, danssmon Expasiteniiu: Sysidhae
«ShiMontdolodatte hyportidse: quis meiparait satisfaire fp tevsiesphde
NOMENEs! iquk! @t - sysing nous présentec o1 1 Livinsmd1ixo Javioz
wibane/dette Wypathisel; f¢s>cométes isant-éoramgérds aasystime
Planétuire 1 En artachadt ledr formatipn;;a ledle deb ndbulemsed;
oM pEat! lob regarder comme de! petitesi/pébulenses  moydal,
f#antes de systémes en systémes solaires; et Rovmées pak;la oon-
tdensativn de la matiére nébuleuse répandye aveqtanp deprofasion
sdsmsiPunivers.. Les cométes seraieat ainsiipar rappobt jasmotne
sgystériie ce que les-aérolithes| sont - reldtiveimentua latetwes
~ “Juquelte -flb paraissent éiramget's. Lovbque oes: astrpdideviermoht
iyisibles pour mous, ils-offrent une ressemblance si parfsiteb awpc
- 1és 'nébulenses, qu’on-ies confond souvent avéc elles;eqiodb nigst
que parfeur mouvement, ou par fa connaissance detowtes:dgs
Jnébuleuses’ renferinées dans la partie du-ciel ou-ils sé montant,
“a'on parvienit #fes en- distinguer. Cette supposition exptiquod’ue
Ymantiére' Heurbuse; 1o grande extension qae premnentdesddtesiet
“Jes queues'des combtes) a masure qu'elles appriochent duisoleil,
et Pextrémie raretéi de! ces queves qui malgné feur dithmenss pro-
fondeur, naffaiblissent pointisensiblentent-Réckitodes étoiles que
“Pon voit a travers." o tona g esboaedorie |
- Lorsque de petites nébuleuses: parviennerit ddits la' pavtie de
“Pespace ot Wittrietion diF-sokeil @86 preddtibante; 6t gde els
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nommerous dyfeire (Smetivite de cet adtre; il denforce i idéorire
deg Obhes alliptisfues pu: yperboliques. . Mais leud vitesde < tamt) igos
dmanitrpossiblesoiiahttompentes distetions, elles'deivontse nioavoit
indifféremment dans tous les sens et sous toutes lés inolinaidosis
51 1Péeliptiques e quic kst iconforine acbique Von observe, ~i1.14
- - D! grardd: éxcentricité - des orbes ‘coshétaires , -résulbe- encore
de Phypotiiése! prewdeme ‘Bh:effet, si ces arbes sont elliptiqoed;,
ilsi sont) trés+edongés:, 'puisque ledrs grands axes somt au:mpics
gt an! Taylon -db- dapsphéne. Bactivité du soleil. Maisces:iorbad
peuvent; étve byperbbliques, et!si les-axes de ces hyperboles md
soht pastiés+grands par rbpporta da moyeone distance: du soleil
dldastarreilo:motivement des  cométes qui les deorwzqt; paraitfa
sensiblement hyperboligue. Cependant sur cent tomites dont «n
adéivitsdiémens, qudunen’a paru se.houvoir dans un¢ hyperbble;
ibdaut-fenc! que les chances. qui donnent une hyperbole sexﬂihbt)
soient extrémement rarespar rappoxtaux chances confppives. ...
oriilies cométes..gont i petites, wjue- pour dpvenie isibles, fbur
«distanbe ipéribdlie. doit étre fea considérable.. Jusqu’s présent .getie
-distance p’a surpdeaé quadeny; fois, le diamétre de Porbg tesrestxs,
et le.lplug souwent , elle a é&é au~dessous du rayon dp cet orbe.
+Omigonqoit) que: pour. epprocher si prés du soleil, leur vitease
moment ‘de deur entrée daps sa sphere dactivité, doit avpir upe
.grandenn:et une,dérection, icomprises. dans. d’etroptes limites. En
Idéterindot par: analyse des probabilités, le rapport des chagggs
oqui.daris)oes kimites, donnent une hyperbole sensible, aux chances

1epiir donment tn onbe que: Yon pyisse confondre avec une parabole ;
‘Fhidrouré quil y a six mille au moins, a parier contre I'unité ,
quane nébuleuse qui pénétre dans la sphére dactivité .du soteil,
-de’'mamiére & pouvoir étre observée, décrira ou une ellipse trés-
:alengée, lon wne hyperbole qni par.ila, grandeur de. spn .axe , ¢
-bohfondra sehsiblement avec une parapole, dans la. partie. que I'qn
obecryes i n'est;done.pas surprenant que jusqu’ici, oan n’ajt.point
reconny ' de: popvemens hyperboliques... -
L’attraction des planétes, et peut - étre encore la résistance.
" .des milicux #thgrés,, a dd.changer plusieurs orbes cométaires ,

.dams dos ﬂhm dnabﬂmraud axe, egtmoindre -que le rayon de



1a sphére dactivité Bo seldil y.ge quil amménte betschinees Jononheis
elliptiques. {31 peat erdive ‘que €0 /CRangemems |
cométe! de:q 68 1lasenle dentich aiifosquih priée
ila réwodations=d ) =oh 215119 esb edTIeD esb 9mum

o o ui ubdgeor ia D oA wetosl smidm Ll 6 ollv'up vooosst
Des milieux qu’il faut choisir entre les résyltats d’unngwand
21008 b nombre d; Mm 2ol basiq wo'l e

s ol sl ize e suponi . Jy L 29TwEvmm el

-s1%a; Redlemhe de e milioux mt mh-mpmam dans la philg-
. sophie tuburelle; et Vanalyse quielle, exige, et ja plusdélicate atola
, plus €pinense deitoute la théorie: des: probabilis¢acl.as (obsenvsBigns
et lgs nxpérienccs'rle& plus grecises 3qut tbujouns: sujettessh1dgs
195rewss qui influgnt spr la. valeur des ¢iémens quean.veut €0 dé-
s(uire: Pour faire disparaitre. ces: erveurs , .autant, pililiest, ppsibie ,
.eRhea dqawam. les :unea par les autres; op-mulsplie s ehecrib-
tions domt.je résultat.moyen: est.dauthnd plysxsael; spe lobr
- pombre; est. plus-considérahle. Mais smella sty das manisre(lplus

aptagense de fopmer cerésuliat. nibyen hidlegquele axnewibe
pgquuat est-1]. encore susoepuble? Cesties querl anptyisess des: pre—-
.pabilités peut seule faire connailre; et .voici ee.Juighal-nohs
apprend : R SUU RDITH HID BTIB H0UBT193
Pour fixer les ldees, suppasons gue Ean-cherche. &) doterminer
1par Pobservation, la grandeur apparente:djun; disque: vu: diud ogis-
. -#ange donnée. Si I'on a pris un grand nombre deshcsuresdu disghe
-,ayec des instrumens sembiables, et!a une méme :distdineecdaFe
- disque; on aura sa grandeur apoyenne, apparente; ea divisantia
somme de toutes les mesures partielles, par le. nombre :de ogs
mesures. Pour avoir Perreur moyenne a.-craindre en plusduien
meins, sur. ce résultat; nous.observerons que cette erreun; estia
. somme des produits de chaque errear possible, par sa probabilité :
une erreur, seit positive, soil: négative, devant étie- comsidéiEe
~ comme une perte au jeu, on doit évalaer 'errewrmoy.emge, . comipe
on évaluerait une perte moyeare. En déterminant par Yanalyse des
fonctions génératrices, l’expression de cette erreur; ontrouve quielle
a pour facteur, une quantité, dépendante. de la loi: ge. probabitité
des crreurs de. chaque meane. Cotbe :loi moRS-0st dnconmue:: ot~



SUROIESCPROBABIIATIS. @
eleiment) ibestioatvirel dadmetivp guelilds. efrénisiméfatived poxit
sdussi poolidbles cqueoles posiives; shpemble done jmpdssible digiia- -
Ao (oofie, Jepetny saqrennt: Maisceh sdéterminari¥) par) o) anénse

analyse, la somme des carrés des erreurs des obsemvatitmsy ydi
reconnu quelle a le méme facteur. De 13, j’ai conclu la régle
Vgudrante'h Ayt 2ol ythits tiod. st Vrup susilue @
Si I'on prend les différences entreslé résultat moyen de toutes
les mesures, et chacune d’elles; erreur moyenne a craindre en
-pluf] ol enaheitie: surjoe résultat, esviine fraction dont %o rumEra-
stetir stsdilalratig :édrpéege ladbmme des.carkés deltes dificrahges,
eavifottdd déndniinabelrl esy leolproduit idd dombre dos mesurdy,
eplrdacpatipe curégidu rapportzide la cirgonférence wu pyenl 15
" 9b Om Wwainsb Jevwpsaltat: thoyen Jes plus:lavantagsuky eg low peat
. duliapspréeied lexactitude. Pour rapportenongaite eo résultat; dlla
- distanbe Qdniidey i suffit- de e multiplien upar 1d rapport ivferse
7del cette distanceyi§ eells dloulesimesures:dnt étdpries. -i10i)
eul@uppwsonsmaihtenant que Por/aivphis desmesuvby,Jhodifférentes
odistanmoes 9o gue Pon veyille tou)burs en-conokirt lo gradeur appa-
-reqtedwdidque [vavd’ane distance!donnde. Ih estieldir) qaeo Perreir
caleuchalpisjobservation dura d’autant moins d'infudned, euid: Pob-
servation aura été faite plus prés du disque; il est encore fueilpide
wainque chashier mesupe observée, moins-sofv erreur; doit'iétre
~gipale i) la / grapdéurghe ¥oucherche) multiplide: par lo! rapport
odpelh distance donhéeyld Ja tdistance diow la hésure: a dié: prise.
oEmbonsiddrant 1a:grandeur cherchéey tomme wneindonnue; chague
simesureibbservés donppra une: équation du. premier degré dontle
zgrehicn membre serp le produit de linconnue, par ce rapport,
oetidontite ‘second membre: sera:Ja mesure observée i moins sén
sjerreunso8i 'en ajoute toutes ces éqaationsi leur ensemble formera
: niigiéquatjon finple qui, ¢n supposept dulle, 1u.somipe des ereeurs
~géhikoutes-led nbservations,. donmera uné-vylewr do: Pinconwue,
o tpone lasuelleotoutes tes ' observations auront :concouwruy Jetyulpar
zJh pdoita¥oir; wme 1 grande, précision:: Glest: I régle que Yon suit
icommunément ; maisselle: nei donne pas-le résultat de-plas avaiitha-
2genxy cejuiuisle liisse aseraindre gue kplus petite exreur inoyenne.
-Rour,anoir o¢ jeésaktat, 10h .doit abseryer que Soutds 468 manidres
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qssnbl¢s de combiner les équations ppgpedgntpg,,.am f'obteirmne.
qqttatxon ﬁnale du premier degré,. gui.déterming. l’}manme 5 Dexw
v1enncnt ales mulupher, chacune, pan up&aptauv, etia’les ajonter’
ensuite saps avoir égard aux erreyrs des phservetions. En prenant
donc pour ces, facteurs, des constantes. arbitraires, etcherchant
l’expressmn analytique de lerreur moyenne,da résultat donné pae.
Péquation finale; il faut déterminer les comstantes,. epsoste .que
cette erveur soit un minimum. On trouve alers que. chague [cons»
tante est égale au coefficient de l'inconnue, dans 'équation partiglle
gu,elle multlphe la valeur de linconnue, donnee. (e Yéquation
nale ‘est ajnsi exprimée par une, fraction qui a.peur nymEnienn;
(a somme dés produits du coefficient de Yinconnug. dans chagwa
équation partielle, par la mesure observée correspondantéy elponn
denommateur la somme des carrés, de- tops .ceh ccoefficians 1 &
Vor prcp,d ensuite les différences entre les mesnres. ohservess,.ob
lqs px‘oduxts successifs d¢ ce résultat pax les-coefficigns dellineens
nue, dans,les équations partielles ; Perreyr. moyepne! uilinisse
engoro a cra.mdre, sera la racmp carrée d’upq fraption. doptde
numérateur est la somme des carrés de p&s,d;&erqpqm,geq,dqnt le
denommateur est le produit de ces trois quumtes, Wﬂ’f e fembre
des observations, la somme des carrés des coafficiens dg)’;chpq
nye, dans les équations partielles, et la ou‘wnferngp dont le,gmgg
est l’umte RIS D10
11 cst facile de voir que si Pon eléye au car;rqh,l,gxpmgsm ds
Yerreur de chaque mesure, tirée de I'équation partielle, correspons
dante, si Pon rend ensuite, un minimum, la somme de¢ ces par-
rés, en y faisant varier linconnue; 'équation du /ninimum dpnngra
pour cette inconnue, la valeur precedente i “
Dans un grand nombre de cas, et spécialement en aqtﬁqng
les élémens que I'on veut déterminer, sont déja £onnus a fo;gpg;y
prés, et n‘ont besoin que de légéres corrections que Ion. cherehe:
a obtenir par des observations nombreuses et piégisgs.. Poyr oela,
on regarde chaque observatlon, comme ype fonction des ¢lémeps,
En substitdant dans cette fonction , la valeur approchée de chague
¢lément, plus sa correction considérée comme une ipconnue ; en

dévdoppant casuite, .la fonction , dansl %e“qwhogmp par



- SO PROFIRLITRS &
Fpport it ipsfSaciody S w ifroduits de ces THOWHEHEY, of négti.
geant, v dodr P ibede; s UANTeS'BE tes prodiits’ enfit’ erf GaiTant
hesérie, & P6bscriition Aiiite 38'56n erretit'jori Rt ah Equa-
tondu premierdgréentré ved incshinges. Cest ce glie Poh nibthine
dguitsion de tondition. On-sombine énshite ces dquatidns 8 cons
Gitipny' de mdhidre Wiey rédaire & un nombre d’équationy finalég,
égad & iveloi des' invovmies. La résolution de ces équations dofihe
les rvalewts: des iniconnaes, ou les corrections des divers élémetd’”
!l wipnipe % plus générate de former ces équations finales) ¢
siote 1 hultiplier' chicune des équations de condition , 'par”’ ok
fasteur indéterminé i la somme 8¢ ces protuits’, en"y supposant
pul}stout e’ qui est relatif aux ‘etreurs des obsérvations, ‘donnera
iHe: prensidre) duation firfale. Un second systéive de ‘factears dbh- -
riéra tutiel Beconde équation finale, ét ainsi des autres. Lanalyse
des fonictions gériératrices donné Pexpression” de Perreur moyenne
anexiindve wtr-18edrrection de chaqae élément, obténte par la
péshitionide: eés . éqnations finales.‘Si' Pén détermine les facteurs,
phiv W lcoirdition Qi chacuane’de cks expressions soit un ‘minimum ;.
bh'itronve quele: prentiet systéme de facteurs est formé des coeffic
¢ikhs ‘de Yo premiére inconnué, dans chaque équation de conditior;
qie 'le ‘seond systiine &st formé dés coefficiens de la seconde in-
E8ikfive; ete:; POH‘i est factte'de conclure que les corrections des
¢lémens, les plus avantageuses, sont généralement, comme dans
# §44°@utié seuld variable; célles que Pon obtient , lorsqu’on rénd
W' infhimum , la sonmme des carrés des erreurs de chaque obser-=
Vition' ! en -y fidsant’ varier successivement les corrections incon-
iili&‘.“ﬂans*ce ¢as général , Panalyse donne Pexpression de I'erreur
moyenne & craindre encore sur chaque élément; mais quoique
wédisiinple, cette expression ne péut pas étre comprise sans le se-
tourdUdé ralgtbre. . 1 - | '

< Notis avbns’Supposé fort grand, le nombre des observations;
et 14 ‘régle piécddente ést dautant plus exacte, que ce nombre
8% pliis cYnsidérable. Mais' dans le ‘cas néme ou il est petit, il pa-
Al haturel @employer la méme régle qui dans tous les cas, offre
it ‘moyei $imple Pobtenir sans tAtohnement , les corrections que
Von ‘therch®a détermiider. ' ¥ v o '

r
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Cette régle peut servir eneore a comparer la précision de diverses
tables astronomlques d’'un méme astre, Ces tables peuvent tou-
jours étre supposees réduites a la méme forme, ot alors elles ne
différent que par les epoques les meyens mouvemens, ot las coefli-
ciens des argumens; car si Pune d'elles contient un argument qui
ne se treuve point dans les auttes, il est clair que gela rewient
a supposer nul dans celles-ci, le coefficient de cet argument. Main~
tenant, si pour reclifier ces tables, on les comparait a la totalité
des bonnes observations; elles satisferaient, par ce qui précéde,
a la condition que la sgmme des caxrés des elreurs quelleahio‘
seraient encore subsister, soit un minimurm ; les tables qui comg-~.
parées a un nombre considérable d’observations, appracheat le
plus de cette condition, méritent, donc la préférence, ., -

o ' ]

4
Des Tables de mortalité , et des duwe.s .moyennes de fa sp,
des marzages et des a.ssoozamm guelcaqw Co

(R I
RN

La maniére de former les tables de mortahté ut tﬁ&mpb
On prend sur les rogistres des naissances etsdes morts, wr grand
nombre- d’enfans que Fon suit pendant le eours de leur vie, dn
‘déterminant combien il en reste i la fin' de chaqus année de leur
age, et l'on écrit ce nombre vis-a-vis de Pannée finissante. Mals
comme dans les deux premiéres années de la vie, la mortalité est
trés-rapide; il faut pour plus d’exactitude, indiguer dans ce prentier
ige, le nombre des survivans a la fin de chaque demi-année,

Si Pon divise la somme des années de la vie de tous les indjvidus
inscrits dans une table de mortalité, par le nombre de ces individus,
et si de ce quotient, on soustrait une demi-année; on aura Ja durée
moyenne de la vie, que l'on trouve aingsi de vingt-huit ans et demi
a peu prés. Cette soustraction ne doit avoir kieu , que dans Je cas
ou la table n’indique point le nombre des vivans a la fin de la pre-
miére demi-année: elle est fondée sur ce que la mortalité pou-
vant étre supposée uniformément répandue sur la premiére année;
la partie de la durée moyenne de la vie, correspondante a cette
année, m'est que la moitié de celle qui aurait lieu, si la mor§
ne frappait les irdividus qua la fin de lannée. La durée moyenng
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‘ﬂ!%’hﬁ' fedtsoientobe i’ tivre, lorsqwon est parvenu a.'an’ ige
- guaklesniiey swldétermne: eh faisant'une somme- des années qu’ont
_ 9%étu au-dulh \de OM Ade;towus 1ds: imdividus qui Pont atteint; en la
diviganti ‘par b wortibre: docesindividus, et en retranchant une
"denhiatitiés’; de be quotient. Ge nlest point au moment de la nais-
! savew, '{fue %4 durée-moyenne dé'la vie, est la plus grande ; c’est
-JorsquPon & Behappé aux dingerside la premiére enfance, et alors
selle' st 'dienviton quarante-treis ams. La probabilité d’arriver- a
. ﬁh’&gelqtrelconquey en partant' d’'un 4ge donné, est égale au rap-
4ivkt diss' deax nombres Findividus mdlques dans la table a‘ oes
Wndg#,lu T L O N { (LA
1 IRW' prédifion ‘de ‘ees résultats exige que pour Ia» formatzon des
tables, on éwploie un trés-grand nombre de- naissances. L'analyse
donne alors des formules trés-simples pour apprécier la probabilité
. que s> nonbres indiqués dans «ces tables ne s'éearteront de la
vérité, queidune’ didgraites limites> On: voit par ces fermules, que
Yintervalle des limites diminue, et que la probabilité augmente,
dymisebes gae Ponutonsidére plis de naissances ; ensorte: qué les
itablesiwepnésenterhi¢ntrexactement la vraie loi de la mortalitéy si
sie nonbreides naiesances: €mployées devenait infini. :
11+1Usle tuble de;mbrtdité est! donc une table des probabilités de
rlativiestharaaine, Le: rapport des individus inscrits a coté de chaque
Jemnsib,law noshbresdes mniessances ; est Ja probabilité qu'un nouveay-
widnattpindea. oette: abnée. Gomme  on eéstime la valeur de Pespé-
rance,'en faisént une:sosdme des produits de chaque bien espéré
ephr: hiprobebilité: de Fobtenir; on peut. également évaluer la durée -
tbyehne de fa vie, en ayoutant les pfoduits de chaque année
spaeila probebilité d’y arriver. Ainsi en formant une suite de fractions
isdobt le -dénominateur commun .soit le. nombre des nouveau -nés .
:de {a table, et domt Jes numerateurs soient les nombres inscrits
-4°g08é de chaque :amnée ; la .somme de toutes ces fractions sera
-a-.durde! moyenne. ge :la vie, dont. il faut pour plus dexactitude,
«potramoher .ung demi-année; ce'.qui.est identiquement le procédé
ae nous vérions de:donner. Mais. cette. maniére d’envisager la durée
smoyenne de'de vie; a.avantage de faire voir que dans une popu-
- lation statéanbaixk , «ciast-3-dire: telle que le. nombre des naigsances

9
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égale celui des morts ; la durée moyenne de la vie est le rapport mémé
de la population aux naissances annuelles; car la population étant
supposée stationnaire, le nombre des individus d’un 4ge compris
entre deux années consécutives de la tablo, est égal-au nombre des
naissances annuelles, multiplié par la demt-eommé des probabilités
d’atteindre ces années; la somme de tous ces produits sera donc
la population entidre; or il est aisé de voir :qué’ ¢ette somma
divisée parle notibre des naissanees annuelles; toincide: avec la
durée moyenneé de'la vie, telle que nows. venons-delladéfinic.:
ifPestfacile’an moyen d'une tably de mbrtalivé de forier mhle
cdtrespotidhiitei de 1o population supposée stationtire Péur cela,
onprend ded‘hioyennes arithmétiques 'entre les nombms de'la table’.
de mortalité corréspondans aux &ges, zéro et un am | utt étideux
Hns’, aenrx“et‘ trois ans, ‘etc. La somme de toutes cds’ 'ni(rjdbnes
est! N populalmn ‘entiére : on Diécrit & ¢6té de Fage zérp. On're-
tiitihe d¢ eette 'somme, la prétaiére '‘meyenne et ¢ reste eat
le nombre ‘d¢s individus ‘dun an et an-dedsas: oh Néerit-a coeé de
Pannée 1. On retranche de ce premier yiste , ka-seconde moyenne;
ce second reste est le nombre des individus de dews années, et
au-dessus : 6n Pécrit a cOté de Panmée 3} et ainsi de suite.

" Tant de causes variables influent sur ~la'm'0rtaﬁt6, que les tables
qui la représentent , doivent changer suivant leslieux et les temps.
Les divers états de la vie offrent a-leut égard; des différences
eensibles relatives aux fatigues et aux dangers .inséparables de
‘chaque é€tat, et dont il est indispensable de tenir compte dans les
calculs fondés sur la durée de -la vie. Mais ccs différences n’ont
pas -encore ¢té suffisamment observées. EMes le seront, un iour;
alors on saura quel sacrifice de la vie, chaque profession exige, -
€t 'on profitera de ces cdnnaismea pout en diminver les
dangers il
~ La salabrité plus ou moins gmﬂde du sdl s wmperamre les

micears des habitans, et les opérations des gouverhemens ont sur
Ia mortalité¢, une mfluence considérable. Mais ilfaut-toujours faire
précéder la recherche de ka cause des diffirenées ebservées, par
celle de la probabilité avec laquelle cetie wduse st indiquée Ainsi
le rapport de la population aux najesances ‘anonees:; qus Ton'a
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vu s’élever en France, & vingt-huit et un tiers, nlst pas égal a
vingt-cing dans Pancien duché de Milan. Ces rapports établis l'un
et Pautre, sup un grang; nombre de naissances , ne permettent pas
de révequer enjgdoute, Pexistence dams le’ Mxlanms, d'une cause
spéicialer. d;rwt;ahte, qu'il importe au gouvernement de ce. paya,
de.techercher’ et de faire disparaitre. W

1 rapport de la population aux naissances gaccroftrait éncores
8i Pon parverait 3 diminuer ou a éteindre quelques maladies damr-
gereuses et txés—mpandues Cest ce que Pon a fait heureusement
phiir la petite; vérole, d'abord par I'inoculation de cette. maladie;
emsuite d’une manidre. beeucoup plus avantageuse,. par. Finaculation

b la vaccipe,, découverte. inestimable de Jenner qui par la s'est
wenda, Jun, dca plus: graxids bienfaiteurs de Phumanité. -

,¥La petite Nérole a cela de parucuher savoir que le méme individa
n’en;estpas deax fois atteint, ou du moins, ce cas est si rare,
spac ,Lon peut en faive abstraction dans le calcul Cette maladie
a), laguellesipeul de monde échappait avant la découyerte de la
vaccine, est. seuvept mortelle et fait périr un septitme de’ ceux
qu’elle, attague. Qaelquefois, elle est bénigne, et Pexpérience a fait
connajtre qulon lai donpait ce dernier caraetére, en l’inoculant
sur. des pergonnes ‘saines’, préparées par un bon régime, et dans

.spison faverable. Alors le rapport des individus qu'elle fait
pe;jr » QX inonulés, n’est pas 'un trois-centiéme. Ce grand avantage
de Tinoculatios, Jolnl; a ceux de ne point altérer la beauté, et de
préseryver des suites facheuses que la petite vérole naturelle en-
trafne-souvent aprés elle; la fit adopter par un grand nombre de
personnes. Sa pratique f'ut vivement recommandee, mais .ce qui
arrive presque toujoyrs dans les choses sujettes a des inconvéniens,
elle fut;;yivement combattue. Au milieu de cette dispute, Damiel
Bernoulli se proposa de soumettre au calcul des probabilités, I'in-
fluence. dq: 1’moculat1cm sur la durée moyenne de la vie. Manquant
de_données précises sur la mortalité produite par la petite vérole,
aux divers .Ages de la vie; il supposa que le danger d’avoir cette
maladie et celui d’en périr, sont les mémes a tout dge. Au moyen
de ces suppositiens, il parvint par une analyse délicate, a convertir
une table ordinaire de mortalité, dans celle qui aurait lieu, si la
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petite vérole n’existait pas; et il en conclut que Pextinction de
cette maladic, augmenterait d’environ trois ans, la durée moyenne
de la vie; ce qui lui parut mettre hors de doute Pavantage de
linoculation. D’Alembert attaqua cette analyse de Bernoulh d’abord
sur lincertitude de ses deux hypothéses ; ensuite, sur son insuffi-
sance, en ce que I'on n’y faisait point entrer la comparaison da
dau,,el prochain quoique trés-petit, de périr par linocylatien , au
danger beaucoup plus grand, mais plus eloxgne, de¢ succomber a
I petite vérole naturelle. Cette considération qui disparait,. lorsque
l'ou cpusidire un grand nombre d’individus, est panda,indifférente
aux gouvernomeus, et kisse subsister pour ‘eux, les’avantages
de linacwlation; mais elle est d’'un grand. poids pour -un pére de
tunille qui doit .craindre, en faisant inoculer. ses enfuns, de. voir,
biemtot periv co, gwd a. de plus cher au monde, et den; étre.caase.
Beaucunp de prrens ttaient retenus par cette crainte ;. queda décou—
verte de la vageine a heurensement dxssnpee. Parun de ¢esmysieres.
jmpénctrables . da la, nalure,l.lq vaccin . est, un - préservatif | deq da
petite verole, aussi sur que le virus varioliquer, et.il.n'a. augun
donger ; il wexpose 4 aucune maladie, et .ne demande que! trés-pews
do soing, Aussi sa pratique s’est-elle  promptement. répandue ; €8
pour I reudve universelle, il ne reste plus.a vaincre que ligertie
naturalle du peuplo, contre laquelle il faut lutter sans ceasg, méme
lorsquil s'agit do sos plus chevs DWréts, oo, vvroado canplonin
Ly moyen e plussimple. de calc.ulerl’axautage que. pnodmranl,qx,
tinction d'une maladic, consiste A déterminer par observation,y
lo nowdre dindividus d'un dge donne, qulelle fait,périr, chaque.
ke, ¢t lo retrancber du nombre des morts au méme. Ages
Lo vapport de la difRivence, au nombre total dindividus. de lage
donnd, sevait ke prababilite de périva cet dge, si la maladie n'existait
pas. En fhisant done une somme de ces probabilités. depnis la,pais-
sance jusquia uu dge quelconque, et xetranchant cette somme de
Cunitd; lo resto sera la probabilité de vivre jusqu’a cet age,.cor-
vapnmluuw A lextinction de la maladie. La .série de ces proba-
bilitds sova la table de mortalité, rclative a cette hypothése; et
Pon en conclura par ce qui précide, la durée moyenne de la vie.
(est winsi que Duvilard a trouvé laccroissement de la durde
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moyenne de la vie, di a linoculation de la vaccine, de trois ans
au moins. Un accroissement aussi considérable en produirait un
fort grand dans la population , si d’ailleurs, elle n’était pas restreinte
par la diminution relative des subsistances. -

Cest principalement par le défaut des subsistances, que la
marehe progressive de la population est arrétée. Dans toutes les
espéces’'danimaux-jet: de végétaux, la nature tend sans cesse
a augmientér le nombre des individus, jusqu'a ce qu'ils soient au
niveau! dds mqyéns de subsister. Dans 'espéce-humaine , les'causes
moralésont tne grande influence sur la -population. Tsite dol,
par de:fuciles’ défrichemens, peut fournir ane nourrivare abbﬁddhte
a.des’ genéra!uons nouveélles; la certitude de fuire vm‘e 4ne’ nom:
breuse famillé; encourage les mariages, et les rend plus 'précoéés
et phas/ féconds. Sur un sol pareil, la ‘population ‘et les Sabsis!
tances' doivent croitre a-la-fois en progression geoﬂxetlnqﬂé’ 'Mail ,
quand /les- défrichemens deviennent: plus difficilés et plus’ rarés ¢
alors T'dccroissement’ de la population dithinue : efte se rapﬁro‘élié
continuellerient de'I'état.variable des'subsistances, et faisant au-
tour de lui, des oscillations, & peu prés comme un'pendule'dont
on preméne d’un mouvement retardé, le point de suspension; oscille
autour ‘de ce' poiit, par sa pesanteur. Il est difficile d'évaluer’le
maximum d’dcereissement de la population : il parait d’apres
quclques observations, que dans de favorables circonstances, la
population de I'dspéce humame pourrait doubler, tous les quinze
ans. On estime que dans ’Amérique septentrionale la période
de ce doublement est de vingt-cing années. Dans cet état de choses,
la population, les naissances, les mariages, la mortalité, tout cront
suivant'la méme progresslon géométrique dont on a le rapport
constant des termes: consécutifs, par l’observauon des nalssances
annuelles a deux époques. =

Une table de mortalité représentant les probabilités de la vie
"humaine; on'peut déterminer & son moyen, la durée des mariages.
Supposons*pour"shnpliﬁer, que la mortalité soit la méme pour -
les deux 'sexes; on-aura la probabilité que le mariage subsistera
un an, ou deux' o troig, etc.; en formant une suite de fractions
dont le dénominatett chiiniun , soit Je produit des deux nombres
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de la table, correspondans aux ages des conjoints, et dont les
numérateurs soient les produits successifs des nombres corres-_
pondans a ces 4ge§ augmen®és ‘dhune année , de deux , de trois,'evo.
La 'somme ‘deces fractions; atgmentée d'on demi, dera ta - durde
moyehne du n&ariage Patinée -Stant: ‘prise poutt unié 1H esteRicite
d’étendre la méme régle, a la durée moyenne dunechsseeiution
form«;e de trois‘ou dun plus grand nombre d'individas.) - )
| ’Des bénéfices dependans de la probabzhté des événémens
P

-+; Rappelons icive . que -nous avms dit en parlant dei'esparance
On a vu que pour avoir Pavantage qui résulte de’plusicury évet
memens simples; dont:{es uns produisent uti bien, etriesculitres
une perte;: it fant ajouter les produits de ia probabilité-8e-chagie
événement favorable, par le bien qu'fl procure, et retraneker:de
‘cétte jsomme, ‘celle des:prodefts de la probaliilitd de! ehgyaeodvé-
Rt déﬁwr&bie, par la'perte quiy esb attovhés. Mt fuel
que- soit Yavantdge exphme par la! difftrents'de ces sonmds)>un
geut 'évémement composé de tes dvénemiens siinples, me garsinit
poirit'de tx crainte d’éprouver une perte réette:iOn concoit qus
cette crainte doit diminuet lorsque Pon' multiplte Péwénbment vom-
posé. L’analyse des probabilivés ‘condait & ¢p thfereme générdk

Par la répétition d'un-événement avantageur; situpht ou comiposé,
le bénéfice réel devient de plus en plus probable, et vhegroitsans
cessd. Il devient certain, dans Phypethése d’un nombre infind de
répétitions; et en le divisant par leur nombre, le quotientiounilé
bénéfice moyen de chaque événement, est Pespérance mathémas
tique elle<méme, ou l'avantage relatif & Pévénement. 1l en ¢ést de
méme de la perte qui devient certaine 4 la longue pour, pea. que
Pévénement soit ‘désavantageux. ‘ R

Ce théoreme sut 'tes bénéfices et les pertes, bstnhnahgue a'ceux
que nous avons donnés prétédemment sur les rapperts quiindique
la répétition indéfinie des événemens simples on composés; et
comme eux, il prouve que la regularite finit par g'établir dans les
choses méme le plus subordonnées a ce que nous nommons

hasard,
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. Lorsgue les événemens sont en grand nombre, Panalyse donne
encore yne expression fort simple de la probabilité que le bénéfice
réel sera compris dans des limites déterminées, expression qui
rentre dans la loi générale de la probablhte, que nous avens dapnée
ci-dessus, en parlant des probabilités qui résultent de la multiplication
indéfinie des ¢vénemens.

C’est de la vérité du théoréme précédent, que dépend Ia stabilité
des établissemena fondés sur les probabilités, Mais pour qu’il puisse
leur étre.appliqué , il faut que ces établissemens, par de nombreuses
affaires, maltiplient les événemens avantageusx.

‘On a fondé sur les probabilités de la vie humaine, divers éta-
blissemens, tels que les rentes viageres et les tontines. L.a méthode
Ja plus-générale et la plus simple de caleuler les. hénéfices. et les
charges de eea. établissemens, consiste a le&rédnirm e capitaux
astuels) e woyen. de gg principel - ., 0o N

-y Be,cppital  actoel elqmvaleuta Wie sQmme. qui, ne, dmt ﬂre
mbabhman&m:ee qWaprés un gestain, nombre dannées, el egal

#: celte soyne milltiplide par 13 probabilité quelle sera payée, a
mépoquw 4t, divisée. par unité avgmentée du taux de Vintérét,
. #levée a une puissamce égale au nombre de ces anndes : Fintérét

apnuel deLunité est en quie Yon nomme taux de 'intérét.

IL;est; faoile dappliguer oo principe, aux rentes viagéres sur une
ouoplesiours $étes, ef . aux, caisses d’épargne et d’assurance d’une
Dature quelcongue. Supposeny que l'on se propose de former une
tableills ¥entes. viageres, d’aprés une table donnée de mortalité.
Une rendé; viagére payable su.bout de cinq ans, par exemple,

et rédnite en, capital actuel, est par ce principe, égale au produit
des deux quantités suivantes, savoir, la rente divisée par la cin-
qui¢ma; puissance de Punité augmentée du wux de lintérét, et la
probabilité de la payer. Cette probabilité est le:rapport inverse du
nombre des dndividus inacrits dana la table, vis-a-vis de l'age de
eelui qui, censtitue la rente, au nombre inscrit vis-a-vis de cet
4ge augmenté de cinqg années. B formant donc une suite de
fractions dont les . dénominateurs soient les produits du mombre
- de personnes indiquées dans la table de mortalité, comme vivantes
a l'age de celui qui constitue la rente, par les puissances succes-
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sives de Punité augmentée du taux de lintérét, et dont les numé-
rateurs soient les produits de la rente, par le nombre de personnes
‘vivantes au méme &ige augmenté successivement d’'une. année,'de
deux années, etc., la'somme de ces fractions ‘sera' de ‘cajital requis
‘pour la rente viagére a cet 4ge. * - < ‘
Supposons maintenant qu’une personne veuille, au moyen d’une
rente viagére, assurer a ses héritiers, un capital payable a la fin
de Pannée de sa mort. Pour déterminer la valeur de cetfe rente;
on peut imaginer que la personie emprunte ¢n viagef,' cé capital
divisé par Punité augmentée du taux de Pintérét, ‘et qiellé le-place
a intérét perpétuel a la méme caisse. Il est clair ‘que-ce’ capitdl
sera dil par la caisse, & ses héritiers, 3'la fin de Pannée de sa'tbrt;
mais elle n’aura payé, chaque année, que Pexcés de l'intérét viaper
sur lintérét perpétuel. La table des rentes viagéres ‘faft' dént ‘cobn-
flaitre' ce que ‘la personne doit payer' annuellerriént ¥ i éaidbe |
pour assurer ce capital ‘aprés sa mort. "' 1 o it g
Les assurances maritimes, Celles cOfittd!1éd’ Incentdfed ‘ef!hed
orages, ct généralement tous les '6tablissemnéiy db '6¢ genre, sé
calculent par les mémes principes. Ut négotciutit a ded vaisseats
‘enmer, il veut assurer leur valeur et celle'de fety'eargatson, coritrd
les dangers quils peuvent courir : pour ¢ela'it donte 1t sémmeé
a une compagnie, qui lui répond de Ia valéur estimée de séd' card
gaisons et de ses vaisseaux. Le rapport @6 étte valeh fila somme
qui doit étre donnée pour prix de 'pssurance, dépend des dangers
auxquels les vaisseaux sont exposés, et ne ’pént étre apprécié que
par des observations nombreuses sur le sort des vaisseaux paftis
‘du port pour la méme destination. ' ot
" Si Passureur ne donnait & la compagnie d’assurance, que la Sommé
indiquée par le calcul des probabilités, cette compagnie ne pourrdit
pas subvenir aux.dépenses de son étai)[iéscgiént'; il failt 'donic qiril
paie d’'une somme plus forte, le prix de son assurance. Maib’ al rd
quel est son avantage? Clest ici que la considération’ de'ilespé-
rance morale devient nécessaire. On congoit que le ‘jeu le plus
¢égal devenant, comme on la vu précédemment, désavantageux,

parce quil échange une mise certaine, contre un bénéfice incer~

tain; Pagsurance par laquelle on échange l'incertain contre le cer»

'
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tain, doit étre avantageuse. Cest en effet, ce qui'résulte de la.
régle que nous avons donnée ci-dessus pour déterminer P'espérance
mprale, ef par laqyelle on voit de plus jusqu’ ou peut s’étendre le-
saerifice que l'on,doit faire a la compagnie d’assurance, en conser-
vant tou;ours un avantage moral. Cette compagnié¢ peut donc en
procurans cet avantage, faire elle-méme un grand bénéfice, si le
nombre des assureurs est trés-considérable, condition nécessaire
a son existence durable. Alors son bénéfice devient certain, et
ses esper@nces mathématique et morale coincident. Car l’analyse
conduify a)ce théoréme geénéral, savoir, que si les expectatives sont
}gép-nqn;breuses, les deux espérances approchcnt sans cesse 'une
de laptre, et finissent par coincider dans le cas d’'un nombre mﬁm
despectmtives, .,

Parmi, les - établissemens “fondés sur les probabi‘htes deé la" vie
hunsjne, les plus utiles sont ceux dans lesquels , ‘au moyen d’un
léger sacrifice de son revenu, on assure lexistence de sa famille
pour. un Jereps ou I'pn doit craindre de ne plus suffire 4 ses be-
spins.. Autapt lg jen. ,qgt immoral, autant ces établissemens sont
avantagepx Mux ypoeurs, en favorisant les plus doux’ pencbans de
la naturq, Le Gouvernement doit donc les encourager et les res-
pecter: dang sqq(v,lmsnmdes, car les esperances qu’ ils presentent
partant.sur yn,ayepir éloigné, ils ne peuvent prosperer qu'a l’abn
de @outewmqmg;ude Syr leur, duree S |

T N
o Des, o]zozx et des décisions des assemblées. .

La probabilité des décisions d'une ‘assemblée dépend de 1a plu-
ralité des voix, des lamiéres et de Pimpartialité des membres qui
la composent. Tant de passions et d’intéréts particuliers y mélent
souvent lepr influence, quil est impossible de soumettre au cal-
- oul, cette probablhte 1 y a cependant quelques résultats généraux
dictés: pacle sxmple bon sens, et que le calcul confirme. Si, par
exemple, lassemblée est trés-peu éclairée sur I'objet soumis a sa
décision; si cet objet exige des considérations délicates, ou si la
vérité sur.ce point est contraire a des préjugés regus, ensorte qu’il
y ait plus d'un-contre un a parier que chaque votant s’en écar-

- 10
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tera; alors la déeision de la majorité sera probablement mauvaise,
et la crainte a cet égard sera d’autant plus juste, que Passemblée
sera plus nombreuse. It imparte donc a la chose publique » que les
assemblées n'aient a prononcer que sur les objets a la portée du
plus grand nombre : il Jui importe que lipstruction soit gépérale-
ment répandue, et que de bons ouvrages fondés du¥ bx raison. et
Pexpérience., éclairent ceux qui sont appelés a déeider:du sort de
Jeurs semblables ou a les gouverner, et les prémunissent.davance
contxe les fanx apergus et les préventions, de lignorance. Les sa-
wvans ont. de fréquentes- occasions de. remarquer. que les, premiers
apergus tropapent souvent, et que le vrak. n%est pas toujeurs vrax-
semblable. . .. .

11 est difficile de connaitre ot meme de d&ﬁﬂlfulﬁ vneu d’une
assemblée, au milieu de la variété des opinions de.ses, membres.
Essayons de donper sur cela, quelgues régles, en considérant, les
deus cas les plus ordinaires, Pélection entre pluslwrs{candadats,
et celle entre plusieurs propositions relatives aw mséme bjet. .

. Lorsquune assemblée doit choisis. entre plusieurs eandidats qux
se presentent pour une ou plusieurs plavces du 1pémé genre; ce
qui parait le plus simple est de faire écrive & chaque votant sur
un billet, les nois de tous les candidats, suivant:I'ardre du mérite
qu’il leur attribue. En supposant qu'il les classe de-honne fad, l'ins-
pection de ces billets fera connaitre les résultats des élections; de
.quelque maniére que les candidats seient: compareés enie eux ; en-
sorte que de nouvelles élections ne pewvent apprendre rien de. plus
‘a cet égard. Il s’agit présentement d’en’ conclure Pordre de pré-
férence que les billets établissent entre les candidats. Imaginons que
Pon donne a chaque électeur, une urne gui contienne une infinité
de boules au moyen desquelles il puisse nuancer tous les degrés de
mérite des candidats : conceyons encore quil tire de son.urne, un
nombre de boules propomonnel au mérite.de chague. candldat,
supposens ce nombre écrit sur un hillet, a-edté- du. nem du- can-
didat. Il est clair qu'en faisant .ume somme,dn toud les- nombres
relatifs a chaque candidat, sur chaque billet, celti de tous les can- -
didats qui aura la plus grande somme, sera le candiddt que Passem-
blée préfére; et qu'en général, lordre de préférence des candidats,
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aera celui des somes relatives a chacun d’eux. Mais les billets ne
marquent ‘point le nombre ides boules que chaque électeur donne
aux capdidatd:: ils indiquent seulement que le premier en a plus
sue le:secend, de decordiplus fque le troisiéme, et ainsi dé suite.
En supposant donesna’ priemier ;'sur un billet donné',” un' nombire
quelcanque de boules;! toutes: les combinaisons des ndmbres infé-
Tieurs, iqui  remplissent les conditions précédentes, sont également
admissibles ; et:Pon qura le nombre: de boules, relatif a chaque
candidat y en:faisait dme somme de-tous les nombres que chaque
combingisoh ‘i domge, et enlla divisant par le nombre entier des
combinaispnst Siqcés nombresisont trés-considérables;rcbmme on
doit le supposer pour qu’ils puissent exprimer toutes les huances
«du inérite’; Un® asrabysé fort simple fiit voir qué led: nothbres du'it
faut ‘écﬁre sur.chaque billet a c6té’ du dérnier nom, -de Yavant-
-dértilep,late:; peavent dtre représentés parla pwgression arithmé-
tipe 017124016, Piéotivant dono dirisl sur dhaqué- billet les
termbs He estte progeesyion| et ajoutant ips ternyes relatifs 3 ¢haque
repndidat sup chagas!biluty les i divelses “sommes' indiqueront par
deur grandeur:; Pordre de préférence qui doit 8tre’ Sabdli entre les
“eandiddts: Ted et le ‘mode d’élection, quiindique la Théorie des
sProbabilités. 8drs doute, il seérait le metlleur, si chaque électenr
iwsdrivdit sur soh billet, 4es noms des candidats, ‘dans' I'ordre da
anérite quib levir atttibue! Mhis:les intéréts particaliers ct beaucoup
de considérations éprangdres au thérite ;: doivent treubler cet ordep,
- eel faibe rplacer quelprelvis aer dernier rang; le candidat le pludipe-
&nptahleal oeltn qae Pop préfére ; ce gui'donne trop d’avantage aux
un médiecre mérite. Aussi Pexpérience I'a-t-elle fait

'ﬁha'ndoannr dans les établissemens qui 'avaient adopté.

»b Evéledtion asla majorité absolue des suffrages réunit a la eerti-
.tudedeniadmettre aucun des.candidats que cettd majorité rejetterait,
Laymnsaga d’'exprimerile plus sowvent, 1¢ voeu de assemblée. Elle
coincide foujours avec'le mode-préoédent, lorsqu’il n’y a que-deux
~ eandidats: A la;vérité, elle expose a Finconvénient de rendre les élec-
. tioms interminables. Mais I'expérience a fait voir que cet inconvé- -
‘nient est. nul, ‘et que le desir général de mettre fin aux élections,
réunit bientdt la majorité des suffrages sur un des candidats.
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Le choix entre plusieurs propositions relatives au méme objet,
_semble devoir étre assujéti aux mémes reégles , que I'élection entre
plusieurs candidats. Mais il existe entre ces deux cas, cette diffé-
rence, savoir, que le mérite d’'ur;candidat n’exclut point celui de
. ses conourrens; au lieu que si l¢s. propusitions eptre lesquelles il
faut ohgisir, sont contraires, la.vérité de I'une, gxclat la verité des
.autres. Voici comme on doit-alogs envxsager lg.queggon. Yoy
. Donnons a chaque votant, uae urne qui renferme un nompre
infini de boules, et supposons qu’il les distribue/sur, les diverses pror
positions, en raison des probabilités respectives qu'il leur attribue, Il
.est clair que le nombre total des boules, exprimant la gertitude,
et le votant étant par Thypothése, assuré que l'une.des proposmons
doit étre vraie; il répartira ce nombre en entier, sur les proposi-
tions. Le, probléme se réduit donc a déterminer les combinaisons
.dans lesquelles les boules seront réparties, de maniére qu’il y en ait
plus sur la premiére proposition du billet, que sur la seconde; plus
.sur la"seeonde que sur la troisieme, etc.; a.faire les sommes de
tous les nombres de bonles, relatifs a chaque proposition dans ces
diverses:combinaisons; et a diviser cette somme, par le nombre
des combinaisens : les quotiens seront les nombres de boules, que
-Yon doit attribuer aux propositions sur un billet quelconque. Qn
trouve par l'analyse, qu'en partant de la derniére praposition, pour
remonter a la premiére; ces quotiens sont, entre -eux, comme les
guantités suivantes : 1° lunité divisée par le nombre des proposi-
tions; 2° la quantité précédente augmentée de I'unité divisée par
le nombre des propositions moins une; 3° cette seconde quantité
augmentée de l'unité divisée par le nombre des propositions moins
deux; et ainsi du reste. On écrira donc sur chaque billet, ces
quantités a c6té des propositions correspondantes; et en ajoutant
les quantités relatives a chaque proposition; sur les divers billets;
les sommes indiqueront par leur grandeur, Yordre de prefex‘g,pqg
que P'assemblée donne a ces propositions. .

\

-
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Des illusions dans Pestimation des probabilités.

Lesprit a sed iHasions , comme le sens de la vue; et de méme
-que le touchep- rectifie celles-ci,la réflexion et le. ealcul corrigent
‘égalétient s’ premiérés. La probabilité fondée sur une expérience
journaliéré’; ou exagérée par la crainte et l’espérance, nous. frappe
plus gi’une probabilité supérieure, mais qui w'est qu’umisiniple
Iésultat du calcul. Ainsi nous, né cratgnons point - pour - de faibles
‘avantages , &exposer notre vie, 4 des dangers beauocoup 'meins
invraisemblables que la sortie d’un quine ‘¥ la lotetiende Francey
et cepéndant personne ne voudrait se procurer les mémes -avan-
tages, avec la certitude de perdre la vie, si-ce quine arrivait.

Les événemens dont nous sommes témoins, ontsur wos jugemens,
une inflaence qui souvent mous trompe dans' F'appréciation des
‘causes dontils dépendent. L’impression-vive que nous en recevons,
nous laisse & peine rémarquer les€vénernens contraires que d’autres
ont observés. On ne peut pas -apporter trop de soind i se garantir
de cette illusion, 'une’des sources principales de nos erreurs.

La coincidence de quelques événemens remarquables avec les
prédictions des astrologues, des devins et des augures, ayec les
~ songes, avec les nombres ef les jours réputés heureux ou malheu-

reux, etc., a donné naissance a une foule de préjugés encore
trés -répandus. On né réfléchit pas au grand nombre de non-
.coincidences qui n’ont fait auciine impression, ou que P'on ignore.
‘Cependant, cest le rapport seul des unes aux autres, qui peut
donner la probabilité des causes auxquelles on attribue les coin-
cidences. Si ce rapport était connu, expérience confirmerait sans
doute, ce quele bon sens et la raison nous dictent a P'égard de
ces préjugés. Ainsi le philosophe de Pantiquité, auquel on montrait
dans un temple, pour exalter la puissance du dieu qu'on y adorait,
tous les ex-voto de ceux quiaprés 'avoir invoqué, s’étajent sauvés
du naufrage, faisait une question conforme au calcul des probabi-
lités, en demandant combien de personnes, malgré cette invoeation, -
avaient péri. -

Ceest principalement au jeu, qu’une foule d'illusions entretient
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Tageraace . et b soutient contre les chances défavorables. La
poopart e ceex qui meltent aux ,Iq;eme ns.ﬁyﬂnp Pas combien
=2 charoes seat a leur av lage, 13@:91)1(;1; !)em' ', SORt. contraires.
s wexwvsazent que la possil Iité, pour, pne.qnge legqne, ds-gagner
wox somme considérable; et les projets que leyr jmaginatian, en-
faute, exagérent a leurs yeux, la proba ilité de L'abtenir. Iig seraient
sans doute, cﬁ‘rayes du nombre jmmense des mises perdues, s'il
poavaient le connaitre ; mais oh prend soin au contraire.. de
donoer aux gains, une grande pubhcate s i oudin D e
Lorsqu’a la loterie de France, un numc;q DESLPRs som depulg
long-temps ; la foulle sempresse dele eouvrir, de, mise es. Blle j iuge
que le numero reste long-temps sans sortir , dajt au, Pl‘pchamgrage?
sortir de preference aux autres. Une erreur aussy CORURE, fne
parait tenir 3 une 1lluslon par laquelle on se .Feporte. invel
rement a long;pq des. evenemens 1l est, pax; exemy}em,tr,es-,pen
vraisemblable qu'au iep de crpz:q et pile, on ameners croik, dixtois
de suite, Cette mvrawembl;mce qui, nq%,fra;m engoRsy lorsquil
‘est artivé neaf fois, nbus porte 4,,Groipe gi'ay, d e SQup, pife
arrivera. Mais loin de nous faire juger ainsi; le pass¢ , en indiquant
dans la piéce, une plus grande peate pour crozm que. pour pidd,
reud le premier de ces événemens, plus, m‘obal;lplqup 3¢ auige : 3l
augmente, comne on I'a va, la probabilité d’ameper, g wgqpp
spivant. Une lllusmn semblable perguade 3 beaycoyp .de, mende,
que | Pon.peut gagner sirement a la loterie,; en plpgan;‘gbaqpe,m
sur un méme DUMEro jusqua sa sorsie y upe Mise ' dant. le produit
surpasse la somme de toutes les mises. Mais quand méme.dg.qemy
blables spéculations ne seraient pas souvent arrétées pax.Dimpps-
sibilité de les soutenir; elles ne diminyeraient point, le désayantage
niathématique des sppculateurs, et elles accroitraient leur, déshyan~
tage moral; puisqu’ a chaque llrage, ils. expoqetalegt unse, pk&mndp
l“““' do leur fortqne v AR TRNRTAN m S
Par une xllusnon contraire, aux precedantea, opq)qgohe )
los tivages passeés, les numéros. le plug soquvent sortia,- pour)en
former des combinaisons .sur lesquelles on croit placer; sa ,mise
avee avantage. Mais vu la mani¢re dont le mélange ‘des muméros
so fuit & la loterie; le passé ne doit avoir sur lavenir, saucmne

A
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jofluence. Les sorties plus fréquentes d'un numéro ne sont que des
~ anomalies du hasard : j’enai soumis plusieurs au calcul, et jai

constartment trouvé quelley’ étméniﬂfh&rmees dans leslimites que
la supposition d’une égale possibilité de sortie de tous les numeros,
permet d’admettre safd’ iniyraisemblance. '

Dans une lbnbue série d’dvénemens du méme genre’ Tes seules

chances da'hasard dofvent quelquefois offtir ces veines singuliéres
de bonheur ou de matheur, que la plupart d¢s joueurs ne manquent
pas dattribuer a une sorte de fatalité. Il arrive souvent dans.les
jeux qui dependent A-la-fois du hasard et de habileté des j joueurs,
que celui qui perd, troublé par sa perte, cherche & la réparer
par des coups hasardenx qw'il éviterait dans une autre situation :
il aggrave ainsi son propre malheur, et il en prolonge la durée.C’est
eependant alors, que la prudence devrent nécessaire, et qu’il importe
de se convaincre que le désavantage moral attaché aux chances
défavorables, s'accroit par le malheur méme. -
- Le sentiment par lequel Phomme s’est placé long - temps, au
centre de Punivers, en se considérant comme Pobjet spécial
des soins de la mature, porte chaque individu a se faire le centre
d’ane ‘sphére .plus ou moins étendue, et a croire que le hasard
a pour lui des préférences. Soutenus par cette opinion les joueurs
exposent souvent des sommes considérables, a des jeux dont ils
savent que'les chances leur sent contraires. Dans la conduite
de la vie, une semblable opmlon peut quelquefons avoir des avan~
tages ; malsle plus souvent, elle conduit a des entreprises périlleuses
et funestes. Ici, comme en tout, les illusions de Plerreur sont
dangereuses, et la vérité seule est généralement utile.

Un des gmnds avantages du calcul des probabilités, est d’ap- -
prendré a se défier des premiers apergus. Comme on reconnait
qu’ils trompent souvent, lorsquwon peut les soumettre au calcul; on
doit en conclure que sur d’autres objets, il ne faut 8’y livrer qu’avee
une circonspection extréme. Prouvons cela par des exemples.

Une urne renferme quatre boules noires ou blanches, mais qui
me sont pas toutes'de la méme couleur. On a extrait une de ces
boules, dont la couleur est blanche, et que Yon' a remise dans I'urne
pour procéder encore a de semblables tirages. On demande la pro-
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babilite denlextrairaique des hovdes- noires dm‘lemquatﬁumes g
‘Sutvdns. i R TR T alon v neo o

. 8f les -boules blenehes et: nmesmtqent'enummhnec égal; ce,ttp
probabilité’ serait la’ quatridme -puissance de:la probabilisé ¢ d'ax-
traire une boute noire d"chaque tirage; ocedte probabilité serait
donc %/ Mais Pestraction d’urre boule blanche au:premier tirage,
indique une supériorité dans le nombre des boules blanches de
Farne; car si Fon suppose- dams l'urne, trois-boules blanches ek
mné ‘noire;, la probabilité d’en'extraire une boule hlanche.est ;:
- efle est 2, si I'on suppose deux: boutes- blanches et deax noires; _
enfin, eile se réduit-a }, sion suppose trqis houles noires: et qme
blanche. Suivant " le ‘principe de la probabilité ' des: catses, tinée
des événemens, lés probabilités de ces trois stppositions.sont entge
€lles; comme les gquantités -2, 2, 3; elles domt par conséquent:égales -
@ 4, 3, 3 1l y a‘ainsi dinq contre-unm -a -panier gae'lenombre
des boules fioires est inférieur ,vou tout aw: plus:égalid cqluiitdes
blanthes. N semble done que d’a‘pr%s Péxtwaction dime bouledilandlfe
‘au premiér ‘tirage, fa probabilité: Pextraire de:suiterquatra, boules
nobires, doive étre moindre que dans le cap de Vdgalite, des coulgur,
b plits petite'.quun seiziéme. Oependant (oela nMst: pag, ¢t lop’
trouve ‘par un' calcul fort simple, cette: probabiitd:/)phis grande
Ywdn 'quatot"zié‘me. En effet, elle serait:la quatriéme puistamnd:
48, de ¥ €t de 3 dans la:-premiére, ta:sedonde etila-troisit me ndes
su posmons precedentes sur lgs couleurs des boules:deii'urne
Eri multipliant respectivernent chdque 'puiseandé -par li. prdbablhte
de la supposition correspondante, ou'patd;: & et #; la-stintndcdes
‘produits sera la probabilité d’extralre de sutte, quatre boules noipes.
‘Oh'a ainsi pour cette probabilité, 3%, fraction moindre que A0 Ge pa-
radoke s'explique en considérant que lindicationde la supétioriié
des botiles'blanches sur les noires , par le premier! tibage ninzelut
pomt la supériorité des boules'noires sur les blanbhesy: anpotﬁomé
(u’exclut la supposition de 'égalité des couletirs: Orcebte sufieiorité
quoijue peu vraisemblable, deit rendre la probabilité diamened de
suitc, un nombre donné'de boules noires, piws:gramde que’.dans
cettc supposition; 8i-ce nombre est cousidémbles ex:lom vient de
yoir que cela commence, lorsque lc nombredénnd ¢skigal aiqpatre
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Considérons encore une urne qui renferme plusneurs boules
blanches et noires. Supposons d’abord qu’il n’y ait qu'une beule
Flanche, et vtle‘ndire. On péut- alors parier avec égalité, d’extraire
‘dne boule blahche,dans un tirage. Mais si-I'urne-renferme trois
"boutes dorit deux ‘soient noires; il semble que pouri légalité du
pari ,' on doit'donner deux tirages a celui qui parie dextraire la
boule biandhe : -on doit en donndr trois, si I'urne renferme trois
botdes noites ‘et tne: blanche; et ainsi du reste; ensorte que pour
.Cotnpénser ‘par Je nombre des tirages, Pinégalité des chances, i
faut' donnetr autant de tirages qu’il y a de chances contraires : og
suppose toujours . qi'aprés. chaque tirage, la beoule extraite est re-
‘mise danePurne. Mais:il est facile de se convaincre que ce premier
‘aparcuest erroné. En effet, dans le cas de deux boules noires
i une ‘blanche, la, probabilité d’xxtraire de 'urne, deux boules
nowes enl deux tirages ;. est la seconde puissance de 3 ou §; mais
codtte'iprobabilité : d4putée b celle . d'amener une baplg blanche. ¢n
dbun.itirdges!,-est | la. centitude oy l‘amtc, puisquiil est certain que

o -doit | arpensn - deux ‘houles, noires ,; ey au moins une boule
JMhndhe; dal prebabilité de ce dernier cas est donc ' fragtion plus
grdntle que; 1-Iliy ammait plus d’avantage encore a parier d’amener
.ums. boule  blamelve | en) cing tirages, lorsque Purne contient cing
.bemles; noires:et.. ape: blanche ; ce pari est méme avantageux en
«qbatre tirages.:/ib m:mnbalom a nalm dqmcnar Six en quatre coups,
.ayeciun:seal dd. - ! _
. 'kiz.cheyalien de Mare,m de Pasoal, et qui fit naitre le calcul des
tptobalnhtes, en .excitant ge. grand géométre a s’em occuper, lui
disait: ¢ ¢uil avait -trouvé fausseté dans les nombres par cette
-w«raidon. Si l'omentreprend de faire six avec umrdé, il ya de lavaptage
». wilentreptendre en quatre coups, comme de 671 a 6a5. Si 'on
-»! epareprend ide. faire sonnés avec deux dés, il y a désavamtage
& ilegtecpreridne .en 24 coups. Néanmoins, 94 est a’ 36 nombre
:» des faces de .deux dés, comme. 4 est a 6 nomhre des faces d’'un
o dé. Voilh, €crivait.Pascal & Fermat, quel était son grand scan-
» -dale, qui' bai faispdt direchautement, que.les propositions n’étajent
¥, pas wonstantes et'que arithmétique, se démentait..... Ila trés-bon
» esprit; mais il West pas géométre : c’est, comme vous savez, un

11
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» gradd défit.'» Lie chevaker de Meré: trowspd {pan:une - faugse
anatdigie, pensait que :dans le cas'de Pégatité desparis; le nombre des
toups deVait erultre proportionicliewent au nemiiraode. toutes Jes
chiahceb ‘possibles’, ‘ce: qul’ wiedt: pas ' euagt ;. miais cé qui -approehe
@autasit phis de Pétre, que’ de mombre est phis-grand,: . . -
+ J¢'mets-éncore au rang deb illusions, Vapplication que Leibnitz
ét Daniel Bernoulli ont faite du caloul des probabilités a ka sommation
des ‘séries. Si Pon réduit la fraction dont le numératedr est Fugité,
ét dont le' dénominateur est Punité- plus:'une’ vaviablp , dans e
stite-ordorinée par’ rapport aux puissances de céite variable; il esf
filcile-de ‘voii qulen supposant la variable égale & lunité,y la fragtion -
“8évient ¥, ét-ld suitedevient . -5 .. L

YRR

oy v Ve ey

. o . . ' . D bt P

¢ .+ ... Plus un, moins up, plus un, moins un, etc. .
"B djoutant’ les deux ‘premicrs térmes; les' deux: sulvans, iet
dinsi du réste’i oh transforme fa suite dans' iine dutre dont chagme
fetme est 260 Cranidi, jéstite italien; én avait conclu'la possibilipé
¢ Ta création; parce Gue'la suite étant toujouts: égales 2t woyalt
cétte' fraction' naitre d'une infinité de Zérds, ou'du ndant: €& fut
ainsi ‘qué Leibhitz crut voir Pimtage de 1a ‘eréatioh ; dans sou arithi-
métiqde binaire bu il n’employait que les deux catuctéres: zéro et
Pinité. 11 fmagina qué Tunité pouvait représinter- Dieu, ¢t zéros,
I¢ héant; ¢t que PEtre Supréme avait tiré du néatit} tous les étnesy
tomme Yunité avec le zéro, ‘exprinie tous les nombres dankinge
systéme. Cette idée plut tellement % Leibnkz ;| quil en fit partien
jésuite Grimaldi, président dutribunal des mithématiques ila Chine,
dans Pespérance que cet embléme de la création convertiraitiag
christianisme , Pempereur d’alors qui aimait- particuliéremeht des
sciences.Je ne rapporte ce trait, que pour montrer jusqu’i quel poidt
Ics préjugés de I'enfance peavent égarer les plds grands omines. - -

Leibnitz toujours conduit par une métaphysitjue ‘singalidpe. et
trés-délice, considéra que la suite, plus un, mgins un, phis un, ete.
devient I'unilé ou z€éro, suivant que on Sarréte a un nombre de
termes, impair ou pait'; et comme d4ns Pinfini, ikn’y a audan6raibon
de préférer le nombre pair 4 Pimpair, on deit , saivant les régles
des probabilités, prendre’ la meoitié des vésultats pelutifs asges dews
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espdces de mombpesyetquisdnt zéro ¢t l'unité ; e qui donos 3 pewr la
valeur de la série: Dari¢l Bevgoullia ¢tendu. dgpuis. ge; smngpmt.,
la-sommation diza eéries forméesdeitgrmea periodigues, Maks 1oty
vds: épjes wiont: point,; & ipreprement.parier, de valems i elles pam
prennent que daps I cas ou leurs;termas sont muliplies, par; Jeg
puissarices’ successives d’'une. variable moindre que,Lynjté,, Algrs,
ces séries sont toujours. convergentes,. quelque. petite: qug,.Kon
suppose la différence de la. variable 8 Iunité; et.il est facile dg
démontrer. qiie les: valeurs assignées par Bemoulli, en, verty, Q¢ lq
régle dés probabilités; sont les valeurs mémes, des fragtigns gsnen
. rattiees Ldemsénbs, larsque. Pon suppose: dana ges frastions, Ja

- variable égale a l'unité. Ces valeurs sont engone lgs limites, doxrt
les séries approchent de plus en plus, & mesure que la variable
approche de l'unité. Mais lorsque la variable bst éxaclément égale
#ul'unitéles séries cessant d'étre convergentes : ¢llesn’ont de valeyrs,
qwaeutant: qu’on. les, arréte. La coincideppe. yemarquable da_ cette
applicatian;du; calenl. des, probabilités, ayec leg limites: des valeurs
des séries pégipdiques., (SUppese que les termes de ces séries spnt
miukipliés par doutgs les puissances consécutives de la, va,rlahlg,
Miais; pes; séries peuvent résplter du developpcment d’une infinité
de.fractions différentes, dans lesquelles cela n'a pas liew, Ajngi a
sérig, .plus. um, moips wp, plus un, etc. peut naitre du devclop-;
pement d'ung fraction dont le numérateur. est Yunité plus Ja vag
mbla ,et dont Je déngminateur est ce numérateur augmente d)q
garre:; qlella variable.. Kn supposant la variable égple a Punité, ce
développemant se change dans la série proposée, et la fractlon
géndiratrice devient égale a §; les régles des probabilités donne-
gdient donc alors un faux résultat; ce qui prouve combien il serait
' dangqx;ggu; d’employer de semblables raisonnemens, surtout dans
les soignees: max,hemanques, que la ugueur de leurs procédés dout
soujouns distingper, ;. o o

7 U res dibbrs moyens d’appmclzer de la' certitude.

VR TR R T,

- I/indootion ; Fandlogie, des hypomgs;s fopdt.es sur les ﬁnts et
rec,uﬁees samsroesseipar de nouvelles ebservations, un tact beyreux

- doninéopas i mdatuns kL. Sorsifs  par. deq copparaisons nombreuses
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de sepjindications avec lexpérience; tels. sontley pripeipaex moyens

dg*mrvqmr‘):a\'lan!.érjt’é' . ¢ P'.) Pt —H’,! filll‘,)lSi':.’ o ba - .
©,Si-Fon gonsidére. avec. attention,ila,5¢ri¢ desabigts) do méme
pature ; QrPEIoit entre.qux ot .dans leurs, sudes rap+

ports g1 des lois qui .se manifestent. de.plug eniplus, & mesure,que
la série, 6. prolonge , et qui,.-en s'étopdant. cf, s¢, géneralisant
sans cesse, conduisent enfin gu principe; dontils. dépendent, Mais
souvent ces lois et ces rapports sont enveloppés dg:tant, dg.cirr
senatapees, Etrangéres, quiil faut une grandq‘sag;cit,ég.pmqles‘;qlé-
%gﬁrz £h peur Er,expop.lz?r a,ce principe - cesten ) Cﬁ_l%qtlﬂlqmslm
le, wéritable. génie dgs sciences.-L'analyse. et la philosephis natiselle
doivent leyrs plus imporfantes découvertes, a ce mexyen fcopdug
Von nomme induction. Newton luia été redevable.de sop, théoréme
du binone, et du principe de la gravitation upiverselle. ILest diffigilg
dapprégier la probahilité- de ses résultats. Eile go. fonde surice qua
les rapports et les lois les plus sipples, sont.les. plas, communess
gest ce qui se vérifie, dans les formules de Fapalyse, ot ce.qym
I'on retrouve dans les phénoménes, naturels, daps la cristallisation,
et dans lgs combinaisons chimiques. Cette. simplicité de lpjs gtde
rapports ne paraitra point étonnante, si Lon considére que. tons
les effets de la nature, ne sont que les résultats mathématigues dium
peti, nombre de lois immuables. . oyl g
. Gependant Pindaction , en, faisant décowvriz. les pringipes, gdnéh
rapx des. sciences , ne suffit pas pour. les établir en, rigngpr, 11 fang
toujours les confirmer par des démonstrations,. ou par des,gxpé-
riences décisives; car Ihistoire des sciences .nous meontre qug;
Pinduction a quelquefois conduit a des résultyts inexacts. Je citegai
pour exemple, un théoréme de Fermat sur les~nombms.prqq;ig5§9
Ce grand géomeétre qui avait profondémept médite, sur leyr théor,
rie, cherchrit une formyle qui ne renfermant. qug des nembies
premiers, donnit directement un nombre . premier. plus:.grisd
quaucun nombre assignable. Lfinduction le condyisis 2! peneprique
deux élevé a une puissance qui ¢tait elle-méme ung. ppissance, des
deux, formait avec l'unité, un nombre premies,. Ainsi donx dleve;
gu carré, plus un, forme le nombre premier cing; dewy ¢laxésa
la seconde puissance de dgux, on selag Sormq avse, oy fy ngrREe

N~
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prewiur /A sdpt] I souvalqne-cete Suiit cncol®e Pl HoF 18 hit)-
tiéme et la seiziéme vuissance de deux, abgin&bwe"ﬂé’ Pdhnt'@
ot 'eaite!indag denpitisiifrs’ ConsIRIER e
tigpues ) Hut fp résultde, 4ohinre' pénéral | €¢
avoue quil! pe-Puvait pas-encore démowtié.” En effel, H.... . ..-
commu que-ceta cesse 'dlavoir lieu’poirr la trente-deuriéimd puisssnde
de deux, qui augmentée de l’umte, donne 4294967297, nombte di-
visiblé pari641.” ' oo
. Lé chancelter Bacort’, promoteut si éloquent de la vraie HElhdde
philoéophique, = fadt’ de Finduetion, un abus bien’ ett‘éngb 'p
protrver Pimivobilité de ' la- terre. ‘Volci comme il raisontie’ da
le':Nupurm 'Orgenum , son plus bel ouvrage. Le ‘mouvement dei
astres, @otient en occident, est d’autant’ plth prompt,’ qu'ils son
plusféloignéé de la terre. Ce mouvement est le plus rapide pot?
Jes Stoiles : i 'se ralentit un peu pour Saturne, un peu plus’ poutt
Japiter, et ainsi de'sdite, jusquti'la lune et aux cométés les moin'
&eénées. ‘M est encore percepﬁbl’e dans 1'atthosphéte ) sattout entre
ley tropiques ; & caude des grands cercles que les molécutes de Pait
y’déc,ri\*ent enfin il' est ‘presquinsensible pour POcéan; il est donc
nul 'pour la’ terre. Mais cette induction prouve sealement que les
astres ont des’mottveinens propres, contraires au'mouveinent reél
ou apparent qui emporte toute la sphére célesté d'orient en occi+
dent; et que cés mouverhens paraissent plus lents pour les astfes
pis élongnes' ce'qui est confornie aux lois de Ioptique. Bacon at!
raigdi étre frappé de I'inconcevable vitesse qu'il faut supposer dux
astres'pour accomplir leur révolution-diurne dans Phypothése dé
Iu'terre immobile; et de Pextréme sxmphcnte avec laquelle sa rotation
expligue comnrent des corps aussi distans les uns des autres, que les
étoiles ‘et les planétes, semblent tous assujétis a cette revolutnon.
Quaht“a' POdéan et & Patmosphere, il ne devait pomt assimiler leur
Mouvementt i 'eélii des astres, quisont détachés dela terre ; au lieu
que Tair ‘et la mer fiisant partle du globe terrestre, ils dowent par-
tidiper ‘4" son’' mouvement ou a son repos. 11 est singulier que ce
phitosaphe peué atix'plus grandes Vues, par son génie, nait point
été -entratnél'par Vidée fnajestueuse que le systéme de Copernic

ol de Yuni¥ers! A pouivait cepondait  trouver en fiveur de ce
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systéme, de fortes analogies, dans les découvertes 'de Galilée, qui
lui étaient connues. I a donné pour la recherchie de Ta vérité, lé
précepte , et non l'exeniple. Mais, quoique les sciétiees nie lui'soiénit
redeyables d’aucune 'découverte; comme il 'a'jiskté sans cessd’
avec toute Pautorité de la raison et de Péloquence, sar 1a nécessitd
d’abandoriner les subtilités insignifiantes de'la scholastique, pour sé
livrer a l'observation et aux expériences; il a’contribué atx ‘im-
menses progrés de Pesprit humain dans le beau “sitcle "01'1; il @
yveeu., ' . l {’:,
.. L’analogie est fondée sur la probabilité que les choses settiblubléd
ont des causes du méme genre, et produisent ‘les’ mé&mes eﬁ‘éi%f
Plus la similitude est parfaite, plus grande est cette probabilité]
Ainsi nous jugeons sans aucun doute, que des étres’ pourvis' 8&3
mémes organes, exécutant les mémes choses, et communiqiint
ensemble, éprouvent les mémes sensations, et sont mus par Yéd
mémes desirs. La probabilité que les animaux qui se'i‘:ippl‘o’cﬂéﬂ'f
de nous par léurs organes, ont des sensations analogucs aux TiotHés;
quoiqu’un peu inférieuré a celle qui est relative aux 'individus’dé
notre espéce, est encore excessivement grande; et il a fallu mﬁt’&
Pinfluence des préjugés religieux, pour faire penser & quelques hi-
losophes, que les animaux ne sont que de purs automates. La proba<
bilité de l'existence du sentiment décroit, a mesure goe la simi¥itedd
des organes avec lIés ndtres, diminue; mais elle ‘est tonjours ‘trégh
forte, méme pour les insectes. En yoyant ceux d’une méie éspéctd
exécuter des choses fort compliquées, exactement de Ta miéfisg’
maniére, de générations en générations, et sans les 4voir apprises;
on est porté a croire qu'ils agissent par une sorte d’affinité , im¥d
logue a celle qui rapproche les molécules des cristaux, mais” gt
se mélant au sentiment attaché a toute organisation amimale, pro
duit avec la régularité des combinaisons chimiques, des ¢dtubi-
naisons beaucoup’ plus singulicres : on pourrait peut-&tre, néfitict?
affinité animale, ce mélange des affinités électives et Hu’ seriti"
ment. Quoiqu’il existe beaucoup d'analogie” entre’ Porgabésation®
des plantes ct celle des animaux; elle ne me paraft pas cépénddht’
suffisante pour étendre aux végétaux, la Bicultd dé sextir’; copime’
rien n'autorise ala leur'remser. O IS SR IR VT uu.l.'- Jud
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Le solei) faisant_ ¢clore par laction bienfaisante de sa lumiére
et de sa chaleyr, [es animaux et les plantes qui couvrent la terre;
nous jugepps, pax; Panglogie, quil produit des. elff'ets' scrrjnb.!'ablles
sur les autres, planétes; car il n’gst’ pas r}aturel de penser que Ta
.mﬁﬁért?!?lgpt,&l’oug Yoyons Tactivité se développer en tant de fa-
gons , est sterile sur une aussi grosse planéte que Jl'l%:i,ter qui,
comme le globerterresire, a ses jours, ses nuils et ses années, et
" sug lequel les observations indiquent des changemens qui supposent
des forces trés-actives. Mais ce serait donner trop d’extension a
Lapalogie, que den conclure la similitude des habitans ges ‘plaz
ngtes, et de la terre. 'L’homme fait pour la ',températ' 't'jéf nt
il jouit, et pour Pélément qu'il respire, ne pourrait pas, seldn
towte apparence, vivre sur les autres planétes. Mais e doit-il pas
Y, #YQir ung infinité d'organisations relatives aux diverses con’s’ﬁtl‘ir
tion ‘&es globes de cet univers? Si la seule différence des élémens
¢l des climats, met tant de variété dans les productions terrestrés;
- combienplus dgivent différer, celles des diverses planétes et de leurs
satellites, L’imagination la plus active ne’ peut s’en former aucune
idée ;, mais Jeur existence est trés-vraisemblable. o

,Nous, sommes cqnduits par une forte analogie, a regarder les
étgiles, commge, autant de soleils doués ainsi que le ndtre, d'un
PoRYeir, attractif proportionnel a la masse et réciproque au carré1
dgs, distanges, Car ee, pouyoir étant démontré pour tous les corps
dy. systéme solaire, et pour leurs plus petites molécules; il parait
appastenir a topte la matiere. Déja, les mouvemens des petites
étojles, que 'op a nommées doubles & cause de leur rapproche-
ment, paraissent lindiquer : un siécle au plus d’observations pré-
GisgS, gn constatant lears mouvemens de révolution les unes autour
des autres, mettra hors de doute, leurs attractions réciproques.

I analogie qui nous porte a faire de chaque étoile, le centre dun
sysi¢me, plapétaire, est beaucoup moins forte que la précédente ;
mais elle acqpiert de la vraisemblance, par I'hypothése que nous
avons proposée sur la formation des étoiles et du soleil; car dans
cette hypothése, chaque étoile ayant été comme le soleil ; primi-
tivement enyironnée d’'une vaste atmosphére ; il est naturel d’attri-
buer a cette atmosphére, les mémes effets, qu'a 'atmosphére solaire,
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et de supposer qu’elle a produit en se condensant des planétes et
des satellites.

La méthode la plus stire qui puisse nous guider dans la recherche
de la vérité, consiste a s'élever par la voie de Pinduction, des phé-
noménes particuliers, a des rapports de plus en plus étendus , jus-
qwa ce que l'on arrive enfin a la loi générale dont ils dérivent.
Ensuite on vérifie cette loi, soit par dés expériences directes,
lorsque cela est possible, soit en examinant si elle satisfait aux
. phénomeénes connus; et i par une rigoureuse analyse, on les voit
tous découler de cette loi, jusque dans leurs moindres détails; si

ailleurs ils sont trés-variés et trés-nombreux; la science alors
acquiert le plus hdut degré de certitude qu elle puisse atteindre.
Telle est devenue Pastronomie, par la découverte de la pesanteur
universelle, Mais Ihistoire des sciences fait voir que cette marche
lente et pénible de l'induction, n’a pas toujours été celle des in-
venteurs. L’'imagination impatiente de remonter aux causes, se
plait a créer des hypothéses ; et souvent, elle dénature les faits,
pour les plier & son ouvrage : alors, les hypothéses sont dangereuses.
Mais quand on ne les envisage que comme des moyens de lier
entre eux les phénoménes, pour en découvrir les lois; lorsqu’ en
¢vitant de leur attribuer de la réalité, on les rectifie sans cesse,
par de nouvelles observations; elles peuvent conduire aux véritables
causes ; ou du moins, nous mettre a portée de conclure des phé-
noménes observés, ceux que des cu‘constances données doivent
faire éclore,

8i Pon essayait toutes les hypothéses que Pon peut former sur
la cause des phénoménes; on parviendrait par voie d’exclusion,
a la véritable, Ce moyena été employé avec succes. Mais quelque-
fois on est arrivé a plusieurs hypothéses qui expliquaient également
bien tous les faits connus, et entre lesquelles les savans se sont
partagés, jusqu'a ce que des observations décisives ayent fait con=
naitre la véritable. Alors il est intéressant pour Phistoire de Pesprit

humain, de revenir sur ces hypothéses, de voir comment elles’

parvenaient & expliquer un grand nombre de faits, et de recher-
cher les changemens qu’elles doivent subir, pour rentrer dans celle
de la nature. Cest ainsi que le systéme de Ptolémée, qui n'est que la
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nénlisationles hpparspsta oélestes, seitransforme, dans Khypothese.
du mouvement des planétes autour du soleil, en y repdant égaux,
qf paralléles.adgnbe splaire, lgs cercles ot les, cpwm;les que Ptolémge
fait- dégrire, annygllement, et dont.il laisse Ja grandeur, indétery,
minée. 3. suffit, epsuite.; pour changer .cefte hypothése dans le
vrai gystépe du monde, de transporter en sens contraire, & la
terre,, le, mouvement apparent du soleil |

. 11 gst;presque .toujours unpossnble de so'umettre au calcul, Ia
prpbahhm des resultats obtenus par ces divers moyens : clest ce
qui 31 lien pareillemgnt .pour les faits historiques. Mais l’(:nsemblel
a8, phe,pomé;nqq e);phques ou des témoignages, st quelquefms tei
que 88, peuYoIr ¢n apprécier la probabnhte on ne peut raxson-
mblement se permetire aucun doute a leur egard D; sles autres
qm;,,,u,, est prudent de ne les admettre quavee beaucoup dg
WFW" e : . ot .

07 e 0P T .
‘,m Note, kiatonque wn le Calcul des .Plobqbzktcs
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Depuslongdnmps, om a detemmne dnns les jeux lesplus slmplgs,
les rgppofts des chances favorables ou contraires.aux joueurs; les,
cnjenx et les patrinétaient réglés d’aprés ces rapports. Mais personne
avdit Paseal ot Fewmat, n’avait donné des principes et des méthodes
poulrjseuimetivt ced objet au calcal, et n'avait résolu des questions’
d¢:cegenre ;: un' peu compliquées. ‘Cest donc a ces deux grands..
géométres qu'il faut rapporter les premiers élémens de la science
dus- probabilités, dont la découverte peut étre mise au rang des -
choses 'remarquables qui ont .illustré le dix~septiéme siécle, celui
detous. les siécles qui fait le plus d’honneur a I'esprit humain. Le
principal probléme qu'ils résolurent tous deux par. des voies diffé-
Tentes ; vcomme, comme on I'a vu précédemment, a partager équi- .
tablenrent I , entre des joueurs dont les adresses sont égales, ct
qui-eonviénnent de quitter une partie, avant qu’elle finisse; la con-
dition dujew étant que-pour gaguer-la partie, il faut atteindre le
premier, un mombre donné de points. Il est clair que le partage
doit se falre proportionnellement aux probabxhtes respectives des

joueurs; -de. gagner -ekitg partie, probabx}m.s qui dépendent des
13
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nombres de points qui leur manqaent encore. La méthode de Pascal
est fort ingénieuse, et n’est au fond, que 'emploi de Péquation aux
différences partielles relative a ce probléme , pour déterminer les
probabilités successives des jouewrs, en allant des nombres les plus
petits aux suivans. Cette méthode est limitée au cas de deux joueurs:
celle de Fermat, fondée sur les combinaisons, s’étend a2 un nombre
" quelconque de joueurs. Pascal crut d’abord qu’elle devait étre,
comme la sienne, restreinte a deux jouewrs; ce qui établit entre
eux, unediscussion a la fin+e laquelle Pascal reconnut la généralité
de la méthode de Fermat.
. Huyghens réunit les divers problemes que 'on avait déja résolas,
et en ajouta de nouveaux, dans un petit Traité, le premier qui ait
paru sur cette matiére, et qui a pour titre De Ratiociniis in ludo
al/ece. Plusieurs géométres s’en occapérent ensuite; Haddes et le
pensionnaire Wit en Hollande, et Halley en Angleterre, appliquérent
le calcul, aux probabilités de la vie humaine; et Halley publia
pour cet ebjet, la premiére table de mortadité. Versle méme temps,
Jacques Bernoulli proposa aux géométres , divers problémes de
probabilité dont il donna depuis, des solutiens. Enfin il composa
son bel-ouvrage intitulé _#rs conjectandi, qui ne parut que sept
ans aprés sa mort arrivée en 1706. La science des probabilités est
beaucoup plus approfondie dams eet ouvrage, que dans celui
d’Huyghens; I'auteur y donne une théorie générale des combinai-
sons et des suites, et lapplique a plusieurs questions difficiles,
eoncernant les hasards. Cet ouvrage est encore remarquable par
la justesse et la finesse des vues, par 'emploi de la formule du
binome dans ce genre de questions, et par la démonstratien de ce
théoréme, savoir, quen multipliant indéfiniment les observations.
et les expériences; le rapport des événemens de diverses natures,.
qui doivent arriver , approche de celui de leurs possibilités respec-
tives, dans des limites dont l'intervalle se resserre de plus en plus, -
et devient moindre qu’aucune quantité assignable. Ce théoréme est
trés-utile pour reconnaitre par les observations, les lois et les
causes des phénomeénes. Bernoulli attachait avec raison, une grande
importance a sa démonstration quil dit avoir méditée pendant
vingt années. .
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Dens lintervalle de la mort de Jacques Bernoulli, a la publica-
tion de son ouvrage ; Montmort et Moivre firent paraitre deux traités
sur le calcul des probabilités. Celui de Montmort a pour titre
Essar sur les Jeux de hasard : il contient de nombreuses appli-
cations de ce calcul, aux divers jeux. L'auteur y a joint dans
la seconde édition, quelques lettres dans lesquelles Nicolas Ber-
noulli donne des solutions ingémieuses de plusicurs problémes dif-
ficiles, de probabilité. Le trait¢é de Moivre, postéricur a celuj
de Montmort, parut d’abord dans les Transactions Philosophiques
de l'année 1911. Ensuite Pauteur le publia séparément, et il I'a per-
fectionné successivement dans les trois éditions qu'il en a données.
Cet ouvrage est principalement fondé sur la formule du binome;
et les problémes qu’il contient ont, ainsi que leurs solutions, une
grande généralité. Mais ce qui le distingue, est la théorie des suites-
récurrentes, et.leur usage dans ces matiéres. Cette théorie est
¥intégration des équations linéaires aux différencesfinies a coefficiens
constans, intégration a laquelle Moivre parvient d’'une maniére trés-
heureuse. Comme il est toujours intéressantde connaitre la marche
des inventeurs; je vais exposer celle de Moivre, en l'appliquant.
a une suite récurrente dont la relation entre trois termes consé-
.cutifs est donnée. D’abord , il considére la relation entre les termes
consécutifs d’'une progression géométrique, ou Péquation a deux
termes, qui Pexprime. En la rapportant aux termes inférieurs d’'une
unité, il la multiplie dans cet état, par un facteur constant, et
il retranche le produit, de I'équation primitive. Par la, il obtient
une relation entre trois termes consécutifs de la progression géo-
métrique. Moivre considére ensuite une seconde progression géo-
métrique dont la raison des termes, est le facteur méme qu’il vient
d’employer. Il diminue pareillement d’une unité, I'indice des termes,
dans l'équation de cette nouvelle progression : dans cet état, il
la multiplie par la raison des termes de la premiére progression,
et il retranche le produit, de Péquation primitive; ce quilui donne
enire trois termes consécutifs de la seconde progression, une re-
lation enti¢rement semblable a celle qu’il a trouvée pour la premiére
progression. Puis il observe que si 'on ajoute terme a terme, les
deux progressions ; la méme relation subsiste entre trois quelconques
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de ces sommes consécutives. Il compare les coefficiens de cette
relation, -a ceux de la relation des termes de la suite récurrente
proposée; et il trouve pour déterminer les rapports des termes
consécutifs des deux progressions, une équation du second degré
dont les racines sont ces rapports. Par la, Moivre décompose la
suite récurrente, en deux progressions géométriques multipliées,
chacune, par une constante arbitraire qu’il détermine au moyen
des deux premiers termes de la suite récurrente. Ce ptocédé est
-exactement celui que Lagrange a depuis employé pour Pintégration
des équations linéaires aux différences a coefficiens constans..

- Trés-peu de temps avant ces recherches de Moivre, Taylor avait
donné daris son excellent ouvrage intitulé Methodus incrementorum,
la maniére d’intégrer Péquation linéaire aux différences du premier
‘ordre, avec un coefficient variable, et un dernier terme fonction
du seul indice. C’est donc a ces deux illustres géométres, que on
est redevable de la considération et de lintégration de ce genre
d’équations. A la vérité, les relations des termes consécutifs des
progressions arithmétiques et géométriques, ne sont que les cas
Ies plus simples des équations linéaires aux différences. Mais on
ne les avait pas envisagés sous ce point de vue, Pun de ceux qui
se rattachant a des théories générales, ont conduit a ces théories,
et sont par la, de véritables découvertes.’

Moivre a repris dans son ouvrage, le théoréme de Jacques
Bernoulli sur la probabilité des résultats donnés par .un grand
nombre d’observations. 1l ne se contente pas de faire voir, comme
Bernoulli, que le rapport des événemens qui doivent arriver,
approchera sans cesse de celui de leurs possibilités respectives ;
il donne de plus une expression élégante et simple de la probabilite
que la différence de ces deux rapports, sera contenue dans des
limites données. Pour cela, il détermine le rapport du plus grand
terme du développement d’une puissance trés-élevée du binome,
a la somme de tous ses termes; et le logarithme hyperbolique
de Pexcés de ce terme, sur les termes qui en sont trés-voisins.
Le plus grand terme étant alors le produit d’un nombre considérable
de facteurs; son calcul numérique devient impraticable. Pour Pob-
tenir par une approximation conyergente, Moivre fait usage d’un
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.beau théoréme de Stirling sur le terme moyen du binome élevé
a une haute puissance, théoréme remarquable, surtout en ce qu’il
introduit la racine carrée du rapport de la circonférence au rayon,
dans une expression qui semble devoir étre étrangére 4 cette trans-
cendante. Aussi Moivre fut-il singuliérement frappé de ce résultat,
Pun des plus curieux et des plus utiles de Panalyse des suites.
Plusieurs savans parmi lesquels ou doit distinguer Deparcieux,
Kersseboom, Wargentin, Dupré de Saint-Maure, Simpsen, Sulmich,
Price et Duvillard, ont réuni un grand nombre de données précieuses
sur les naissances, les mariages et la mortalité. Ils ont donné des
formules et des tables relatives aux rentes viagéres, aux tontlnes,
aux assurances etc. Mais dans cette courte notice, )e ne puls
quindiquer ces travaux estimables, pour m’attacher’ aux idées
originales. De ce nombre, est la distinction des espérances mathé-
matique et morale, et le principe ingénieux que Daniel Bernoulli
a donné pour soumettre celle-ci a l'analyse. Telle est encore P’a
plication heureuse quil a faite du calcul des probabilités, a I'ino-
culation. On doit surtout, placer au nombre de ces idées originales,
la considération directe des possibilités des événemens, tirées des
événemens observés. Jacques Bernouli et Moivre supposaient ces
possmlhtes, connues; et ils cherchajent la probabilité que le résultat
des expériences a faire, approchera de plus en plus de les représenter.
Bayes, dans les Transactions Philosophiques de I'année 1763, a
cherché directement la probabilité que les possibilités indiquées par
des expériences déja faites, sont comprises dans des limites données ;
etil y est parvenu d'une maniére fine et trés-ingénieuse, quoiqu’un
peu embarrassée. Cet oblet se rattache a la théorie de la probabilité
des causes et des événemens futurs, conclue des événemens ob-
servés; théorie dont j’exposai quelques années apres, les principes,
avec la remarque de linfluence des inégalités qui peuvent exister
entre des chances que I'on suppose égales. Quoique l'on ignore
quels sont les événemens simples que ces inégalités favorisent;
cependant cette 1gnorance méme accroit souvent, la probablllte
des événemens composés. En généralisant 'analyse et les problémes
concernant les probabilités, je fus conduit au calcul des différences

finjes particlles que Lagrange a traité depuis, par une méthode

v
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fort simple, et dont il a fait d’élégantes applications a ce genre de
problémes. La théorie des fonctions génératrices, que je donnaj
vers le méme temps, comprend ces objets, parmi ceux qulelle em-
brasse, et s'adapte d’elle-méme et avec la plus grande généralité,
aux questions de probabililé, les plus difficiles. Elle détermine encore
par des approximations trés-convergentes, les valeurs des fonctions
composées d’'un grand nombre de termes et de factenrs; et en
faisant voir que la racine carrée du rapport de la circonférence
aurayon entre le plus souvent dans ces valeurs, elle montre qu’une
infinité d’autres transcendantes peuvent également 8’y introduire,
Plusieurs savans géométres ont appliqué le calcul des probabilités,
aux votes et aux décisions des assemblées électorales et délibérantes;
mais jusqu’ici, leurs recherches n’offrent aucun résultat bicn re-
marquable, sur cet objet que compliquent tant de passions et Qimé-'
réts divers qui trop souvent agitent ces assemhlégs. Linhe des plus
utiles applications du calcul des probabilités, cbn@pme les iilieux
quil faut choisir entre les résultats des obsérvatiq’ngl Plusieurs
géométres 8’en sont oocupés, et Lagrange a publié dang les Mémoires
de Turin, une belle méthode pour déterminer ces mﬂxéuzﬁ,'fgiué'ﬁd
la loi des erreurs des observations est connue. Jai donné poux
le méme objet, une méthode fondée sur un artifice singulier. qui.
peut étre employé avec avantage dans d’autres questions d’analyse,
et qui en permettant d’étendre indéficiment dans tout le cours
d’un long calcul, les fonctions qui doivent étre limitées par la
nature du probléme, indique les modifications que chaque terme
du résultat final doit recevoir, en vertu de ces limitations. Mais
ces méthodes supposent connue, la loi des erreurs des observations; .
ce qui n’est pas. Heureusement , j’ai trouvé que si les observations
sont en grand nombre, la recherche des milieux que Pon' doit
choisir, devient indépendante de cette loi. On a vu précédemment,
que chaque observation fournit une équation de condition, du
premier degré, qui peut toujours étre disposée de maniére que
tous ses termes soient dans le premier membre, le second étant
zéro. L’'usage de ces équations est une des causes principales de
la grande précision de nos tables astronomiques; parce que l'on
a pu ainsi Rire concourir un nombre immense d’excellentes oh-
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servations, a la détermination de leurs Qémens. Lorsqd’l 'y a
qu’un seul élément a déterminer , Ctes avait prescrit de préparer
les équations de condition, de sorte que le coefficient de 'élément
inconnu fit positif dans chiacune delles , et d'sjouter emsuite toutes
ces équations, pour former une équation finale d’otr Pon tire la
valeur de cet élément. La régle de Cites fut suivie par tous les
ealculateurs.’ Mais quand il fallait déterminer plusieurs élémens;
on n’avait aucune régle fixe pour combiner les équations de con-
dition, de maniére a obtenir les équations finales nécessaires : seu-
lement, on choisissait pour chaque élément, les observations les
plus propres a le déterminer. Ce fut pour obvier a ces tdtonnemens,
que Legendre et Gauss imaginérent d’ajouter les carrés des premiers
membres des équations de condition, ¢t d’en rendre la somme un
minimum, en y faisant varier chaque élément inconnu : par ce
modyen, on obtient directement autant d’équations finales, qu’il y a
d’élémens. Mais les valeurs déterminées par ces équations , méritent-
ellesla préférence sur toutes celles quel'on peut obtenir par d’autres
moyens? Cest ce que le calcul des probabilités pouvait seul ap-
prendre. Je Pappliquai donc a cet objet important, et je fus conduit
par une analyse délicate, a la régle que je viens d’indiquer, et qui
réunit ainsi a Pavantage de faire connaitre par un procédé régulier,
les élémens cherchés, celui d’en donner les valeurs les plus avan-
tageuses, ou qui ne laissent a craindre que les plus petites erreurs
possibles. :

Jai rassemblé tous ces objets dans Pouvrage que jai publié
sous ce titre , Théorie analytique des Probabilités, et dans lequel
je me suis proposé d’exposer de la maniére la plus générale, les

principes et 'analyse du calcul des probabilités, ainsi que les solutions
 des problémes les plus intéressans et les plus difficiles que ce calcul
présente. '

On voit par cet Essai, que la théorie des probabilités n’est au
fond, que le bon sens réduit au calcul : elle fait apprécier avec
exactitude, ce que les esprits justes sentent par une sorte d’ins-
tinct, sans quils puissent souvent s’en rendre compte. Si Ion
considére les méthodes analytiques auxquelles cette théorie a
donné naissance, la vérité des principes qui lui servent de base,
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- lalogique fine et délicate quexige leur emploi dans la solution des
problémes, les établissemens d’utilité publique qui s’appuient sur
elles, et P'extension qu'elle a recue et qu’elle peut recevoir encore,
par son application aux questions les plus importantes de la philo-
sophie naturelle et de J'économie politique ; si Yon observe ensuite
que dans les choses mémes qui ne peuvent étre soumises au calcul,
elle donne les apercus les plus siirs qui puissent nous guider dans
nos jugemens, et qu'elle nous apprend a nous garantir des illusions
qui souvent nous €garent; on verra qu’il n’est point de science
plus digne de nos méditations, et dont les résultats soient plus
utiles, <

FIN, >
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