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MEMOIRE SUR LES PROBABILITES

Mémoires de I’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1798 1781,

Je me propose de traiter dans ce Mémoire deux points importants
~ de I'analyse des hasards qui ne paraissent point avoir encore été suf-
fisamment approfondis : le premicer a pour objet la manikre de cal-
culer la probabilité des événements composés d'événements simples
dont on ignore les possibilités respectives; l'objet du second est
I'influence des événements passés sur la probabilité des événements
futurs, et la loi suivant laquelle, en se développant, ils nous font con-
naitre les causes qui les ont produits. Ces deux ohjets, qui ont beau-
coup d'analogie entre cux, tiennent & une métaphysique trés délicate,
et la solution des problemes qui leur sont relatifs exige des artifices
nouvecaux d’analyse; ils forment une nouvelle branche de la théorie
des probabilités, dont 'usage est indispensable lorsqu’on veut appli-
quer cette théorie a la vie civile. Je donne, relativement au premier,
unc méthode géneérale pour déterminer la probabilité d'un événement
quelconque, lorsqu’on nc connait que la loi de possibilité des événe-
ments simples, et, dans le cas olt cette loi est inconnue, je détermine
celle dont on doit faire usage. La considération du second objet me
conduit & parler des naissances : comme cette matiére est une des
plus intéressantes auxquelles on puisse appliquer le Calcul des proba-
bilités, je fais en sorte de la traiter avec tout le soin di 4 son impor-
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38% MEMOIRE SUR LES PROBABILITES.

tance, en déterminant quelle est, dans ce cas, U'influence des évé-
nements observés sur ceux qui doivent avoir lieu, ¢t comment, en se
multipliant, ils nous découvrent le véritable rapport des possibilités
des naissances d'un garcon et d’une fille. En généralisant ¢nsuite ces
recherches, je parviens 4 une méthode pour déterminer, non seule-
nent les possibilités des événements simples, mais encore la proba-
bilité d’un événement futur quelconque, lorsque I'événement observé
est tres compose, quelle que soit d'ailleurs sa nature. Je donne, i cette
occasion, la solution de quelques problemes intéressants dans Ihis-
toire natureile de I'homine, tels que celui du plus ou moins de facilité
des naissances des gargons relativement & celles des filles dans diffé-
rents climats : ¢'est ici surtout qu'il est nécessaire d’avoir une méthode
rigoureuse pour distinguer, parmi les phénomenes observés, ceux qui
peuvent dépendre du hasard, de ceux qui dépendent de causes parti-
culitres, et pour déterminer avec quelle probabilité ces derniers indi-
quent I'existence de ces causes. La principale difficulté que 'on ren-
contre dans ces recherches tient i 'intégration de certaines fonctions
différentielles qui ont pour facteurs des quantités élevées a de trés
grandes puissances, ct dont il faut avoir les intégrales approchées par
des suites convergentes : j'ose me flatter que I'analyse dont je me suis
servi pour cct objet pourra mériter 'attention des géométres. Enfin
je termine ce Mémoire par quelques réflexions dans lesquelles je pre-
sente ce que le Calcul des probabilités m’a paru fournir de lumiéres
sur le milieu que I'on doit choisir entre les résultats de plusieurs

observations.
1.

Dans I'analyse des hasards, on se propose de connaitre les probabi-
lités des ¢vénements composés, suivant une loi quelconque, d'événe-
ments simples dont les possibilités sont données; celles-ci peuvent étre
déterminées de ces trois maniéres : 1° a priori, lorsque, par la nature
méme des événements, on voit qu'ils sont possibles dans un rapport
donné; ¢'est ainsi que, au jeu de croiz et de pile, st la piéce que I'on
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jette en I'air est homogene et que ses deux faces soient entierement
semblables, on juge croiz et pile également possibles; 2° a posterion,
en répétant un grand nombre de fois I'expérience qui peut amener
I'événement dont il s’agit, et en examinant combien de fois il est
arrive; 3° enfin, par la considération des motifs qui peuvent nous
déterminer 4 prononcer sur l'existence de cet événement; si, par
exemple, les adresses respectives des deux joucurs A et B sont incon-
nues, comme on n'a aucune raison de supposer A plus fort que B, on
en conclut que la probabilité de A pour gagner une partie est ;. Le
premier de ces moyens donne la possibilité absolue des événements;
le second Ja fait connaitre a peu pres, comme nous le ferons voir dans
la suite, et le troisiéme ne donne que lcur possibilité relative a I'état
de nos connaissances.

Chaque événement étant déterminé en vertu des lois générales de
cet univers, il n’est probable que relativement a nous, et, par cette
raison, la distinction de sa possibilité absolue ct de sa possibilité rela-
tive peut parailre imaginaire; mais on doit observer que, parmi les
circonstances qui concourent i la production des événements, il y en
a de variables & chaque instant, telles que le mouvement que la main
imprime aux dés, et c’est la réunion de ces circonstances que nous
nommons Aasard : il en est d’autres qui sont constantes, telles quo
I'habileté des joucurs, la pente des dés i retomber sur une de leurs
faces plutot que sur les autres, etc.; celles-ci forment la possibilicé
absolue des événements, et leur connaissance plus ou moins étendue
forme leur possibilite relative ; seules, clles ne suffisent pas pour les
produire : il est de plus nécessaire qu'elles soicnt jointes aux circon-
stances variables dont j'ai parlé; elles ne font ainsi qu'augmenter Ia
probabilité des événements, sans déterminer nécessairement leur
existence.

Les recherches que 'on a faites jusqu'ici sur I'analyse des hasards
supposent la connaissance de la possibilité absolue des événements,
ct, a Pexception de quelques remarques que j'ai données dans les
Tomes VI et VII des Memoires des Savants étrangers, je ne sache pas

OEuvrer de L. — |X. -’49



386 MEMOIRE SUR LES PROBABILITES.

que I'on ait considéré le cas olt I'on n'a que leur possibilité relative.
Ce cas renferme un grand nombre dec questions intéressantes, et la
plupart des problemes sur les jeux.s'y rapportent; on peut donc croire
que si les géometres n'y ont pas fait une attention particuliére, cela
vient de ce qu'ils I'ont regardé comme susceptible des mémes meé-
thodes que celui ol I'on connait la possibilité absolue des événe-
ments; cependant la différence essenticlle de ces possibilités ne peut
manquer d'influer sur les résultats du calcul, en sorte que 'on s'ex-
poscrait souvent a des erreurs considérables en les employant de la
méme maniére : c'est ce dont il est aisé de se convaincre par 'exemple
suivant,

Supposons que deux joueurs A et B, dont les adresses respectives
sont inconnues, jouent a un jeu quelconque, et proposons-nous de
déterminer la probabilité que A gagnera les » premieres parties.

S'il ne s’agissait que d'une seule partie, il est clair que, A ou B
devant nécessairement la gagner, ces deux événements sont égale-
ment probables, en sorte que la probahilité du premier est ;; d’ou, en
suivant la régle ordinaire de I'analyse des hasards, on cenclut que la

ege s .y . .. -L. .
probabilité de A pour gagner les » premiéres parties est — . Cette con

séquence serait exacte si la probabilité } était fondée sur une égalité
absolue entre les possibilités des deux événements dont il s'agit; mais
il n'y a d’égalité que relativement 4 I'ignorance ol nous sommes sur
les adresses de deux joueurs, et cette égalité n'empéche pas gue I'un
ne putsse étre plus fort que l'autre. Supposons conséquemment gue

4+ & , . I .
—— représente la probabilité du joueur le plus fort pour gagner une

partie, et ';:—f celle du plus faible; en nommant P la probabilité que

A gagnera les n premitres parties, on aura

{ |
P:a—,-l-(l-i-a)" ou pP= F(l-—-a)",
suivant que A sera le plus fort ou le plus faible : or, comme on n'a

aucune raison de le supposer plutot I'un que I'autre, il est visible que,
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pour avoir la véritable valeur de P, on doit prendre la moitié de la
somme des deux valeurs précédentes, ce qui donne

i
a'l-!-'

(14 a)r 4 (1—a)*],

i
- -

En développant cette expression, on a

p____:_|"+ n(n—l)“,+ n(n-—l)(n-—-a,){n—3)a‘+“.]'
1.9 1.2.3.4%

Cette valeur de P étant plus grande que ;‘;, lorsque n est plus grand

que l'unité, on voit que I'inégalité qui peut exister entre les adresses
des deux joucurs favorise celui qui parie 1 contre 2" — 1 que A ga-
gnera les n premiéres parties, pourvu que I'on ignore de quel coté se
trouve la plus grande adresse. Cette remarque, que j'ai déja faite ail-
leurs, est, si je ne me trompe, trés utile dans I'analyse des hasards,
non seulement en ce qu'elle montre la nécessité d’avoir égard a I'iné-
galité inconnue des adresses des joueurs, mais encore en ce que I'on
peut souvent déterminer si cette inégalité est favorable ou contraire
a celui qui parie d’apres le Calcul ordinaire des probabilites,

I,

(Considérons encore deux joueurs A et B, chacun avec un nombre
donné de jetons, et jonant ensemble de maniere que, i chaque coup,
celui qui perd donne un jeton & son adversaire; supposons que la
partie ne dotve finir que lorsqu’il ne restera plus de jetons a I'un des
joueurs, et déterminons, dans ce cas, leurs probabililés respectives
pour gagner cette partie.

Pour cela, nommons généralement p I'adresse de A, 1 — p celle de
B et v, la probabilité de A pour gagner la partie, lorsqu’il a  jetons;
il peut arriver au coup suivant qu'il gagne un jeton a B, et dans cc
cas sa probabilité se change en y,,; il peut arriver qu'il en donne un
a B, ce qui réduit sa probabilité a y._, : or la probabilité du premier
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de ces deux événements est p, et celle du second est 1 — p; on aura
donc V'¢quation aux différences finies

J':::p)‘x.pl -+ (l _ 1))}'1- e
Pour 'intégrer, soit y, = CaZ, on aura
a=pa*+1—p;

. ’ . 1 — .
les deux racines de cette équation sonta =1 eta = Tp; partant, si

C et €' représentent deux constantes arbitraires, I'expression compléte
de v, sera

— P "l.:g -f.
ye=C- C( 2 )

Pour déterminer ces deux constantes, on observera : 1° que, x étant
nul, on a y,= o, et que, = étant ¢gal au nombvre total des jetons de A
et de B, on a y,=1: soient n ce nombre, 7 le nombre des jetons de A
au commencement de la partic, et par conséquent 2 — m celui des

jetons de B, on aura
o=0C+ (',

r=(C + C’(‘l—_—e)n,
P

d'ou l'on tire

C = l-l =1
: = (%)
P

!

C —
e v — e —

(=Y

r /

partant

Y2= ——= =L
()
P

On aura la probabilité y,, de A pour gagner la partie, en changeant
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dans celte expression z en m, ce ui donne

fl ___,)‘\ i
| —] ———
( r

_)'m: I_(!:‘._f_}-)" ;
[J

et, en changeant m ¢n n — m, p ¢n 1 — p, et réciproquement, on aura
la probabilité de B pour gagner la partic, et I'on trouvera 1 -— y,, pour
cette probabilité; c'est ce dont il est facile de s'assurer d’ailleurs en
considérant que, A ou B devant nécessaircment gagner la partie, la

somme de leurs probabilités doit étre égale 4 'unité.

Maintenant, si I'on suppose les adresses des deux joucurs égales, e,
par conséquent, p=!, l'expression précedente de y, devient 3, ee qui
ne fait ricn connaitre; mais, en différentiant le numerateur et le déno-
minateur de cette expression par rapport 4 p, on trouve que dans ce

m STV '
cas y, = --» cn sorte que les probabilités des deux joucurs A et B

sont en raison du nombre de leurs jetons : leurs mises respectives
doivent donc étre dans le méme rapport. Examinons présentement le
changement que doit occasionner dans leur sort une inégalité quel-
conque entre leurs adresses.

Soicnt l—i;-f la plus grande et '—3—3 la plus petite; on changera

. . l -t “ l — .2
successivement, dans 'expression de y,,, pen -T"— et — %; on aura

ainsi deux valeurs qui auront licu suivant que A sera le plus fort ou le
plus faible : la véritable expression de y,, sera donc égale a la moitié
de la somme de ces deux valeurs; d’olt I'on tire

L.(.!__ti)ﬂ-in+ (! — I)H-MJ_[.(_[.:'E-:_._CF)'"T (l "_'_“)"'J,
(r1+a)'—(1— a)* 3

[

Ym =

on peut mettre cette expression sous celte forme

gty L) — (1 a)nmim ]
(' a’) (l-«b-d)"-—-(:-—o:)"

1
3

, ___'
)m-——g
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. m
Dans le cas de 2 = o, nous venons de voir que y,=-; en sorte
que, alors,

el )" — (1 —a)-2m)  p—am,
(t=a) (14 a)?—(1—a)n — " n

M L) . n v .
or, si l'on suppose m moindre que 2’ il est clair que, « augmentant, la

(I +a)ﬂ-’m___(‘_ a')n-lm
(r+a)*—(1—a)r

on aura donc, dans la supposition de « plus grand que zéro,

diminue, ainsi que le facteur (1 —a?)™;

fraction

[(l—-}-a)""‘""—-— (I—-d)"“'”‘] _h—1m

(14+a)yt—(1—a)" —n = ah,

(1—=at)m

h étant nécessairement positif, Partant,
m
ym: "";' -+ /!;

d’oir il suit que l'inégalité des adresses de A et de B est favorable a

celui des deux joueurs qui a le plus petit nombre de jetons.
z restant le méme, si m et n augmentent en conservant toujours le

méme rapport, il est clair que

(1 - .‘!)""m—- (I _a)n-sm]
(t+a)f— (1—a)”

(t__al)m [

deviendra plus petit, et que I'on peut tellement faire croitre n et m,
que cette quantité soit plus petite qu'aucune grandeur donnée; donc,
si les deux joueurs conviennent de doubler, de tripler, ete. leurs
jetons, leursort, qui, dans le cas o les adresses sont égales, n'en sera
point changé, deviendra trés différent s'il ¥ a une inégalité quel-
conque entre leurs adresses; la probabilité de celui qui a le plus petit
nombre de jetons augmentera de plus en plus, jusqu'au point de dif-
férer infiniment peu de 3, et par conséquent de la probabilité de sun

adversaire.
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1v.

In général, si, dans un probleme quelconque relatif aux deux

. ' I+
joueurs A et B, on représente par ——3-—3 I'adresse du plus fort, et par

1= 2 celle du plus faible, le sort P du joucur A supposé le plus fort
2

sera exprimé par une fonction de «, qui, réduite en série, aura la

forme suivante :
l’l'_'a+ala+a,“=+a3“’+- [

En changeant @ en — a, on aura, pour l'expression de P, dans le cas
ou le joucur A est le plus faible,

P=a-—-agara,d—aad+....

On aura donc la véritable valeur de P en prenant la moitié de la somme
des deux séries précédentes, ce qui donne

P=a+aat+a,at+. ...

Lorsque « est tres petit, on peut s'en tenir aux deux premiers termes
de cette série, et I'on a sensiblement

P=a+ a,at;

on connaitra donc alors, par le signe de a,, si P est plus grand ou
moindre que dans le cas ol les adresses sont égales; il sera plus grand
si a, est positif, et moindre s'il est négatif.

De ce qu'il ne reste dans la valeur de P que des puissances paires
de %, il résulte que le cas de 2 = o indique toujours un maximum ou
un minimum pour cette valeur; mais il est possible qu’'elle soit sus-
ceptible de plusieurs maxima ou minima, et c'est ce qui aura lieu si
la différentielle de P, prise par rapport 4 a et égalée a zéro, donne
pour « une ou plusieurs valeurs positives, comprises entre les limites
dans lesquelles « peut étre renfermé; dans ce cas, on cherchera si la
supposition de z = o donne le plus grand de tous ces maxima, ou le
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plus petit de tous ces minima; si cela est, on pourra s’assurer que le
sort P de A est ou n'est pas plus avantageux que lorsque les adresses
sont egales; mais, si cela n'cst pas, il sera impossible de prononcer
sur cet objet, & moins que de connaitre la loi de possibilité des
adresses respectives,

V.

[l est facile d'étendre les remarqgues précédentes i un nombre quel-
conque de joucurs; supposons, par exemple, ¢ joueurs A, B, C, D, ...,
et que P'on propose de déterminer la prohabilité P que les r joucurs
A, B, C, ... gagneront les » premiéres parties. Il est elair que, si leurs
adresses ctaient égales, la probabilité de chacun des joueurs pour
gagner une partie ou, ce qui revient au méme, leur adresse respective

o1 T . . r\n . o
serait = en sorte que la probabilité cherchée P serait (;) ; mais, s'1l
existe une inégalité quelconque entre les adresses des joueurs, en

P+ P+ 2 .
nommant —— la plus grande, ——- la deuxieme dans I'ordre dc

P+ v e . . .
grandeur, -—-— la troisicme, ct ainsi de suite, on aura d'abord

gt =", =0,

puisque la somme de toules ces adresses doit étre égale a 'unité,

Si I'on nomme ensuite s, 8, 5%, ... les différentes sommes que 1'on
peut former en ajoutant un nombre r des adresses précidentes, on
aura autant de valeurs correspondantes de P, qui seront P =",
P =y P==s" ...; le nombre dec ces valeurs est égal & cclut des
combinaisons de ¢ quantités, prises r i r, et, par conséquent, égal a

He = 'l) = '3(' ",_r * 1. on aura donc la véritable valeur de P, en divisant

par ce nombre la somme des valeurs précédentes, ce qui donne

5 _ .23 PN
l_'z'(c’~—:)(¢'—a)...(;’——r—;—:)(‘s - § AT L),

Il est aisé de voir que chaque adresse se trouve répétée dans la somme
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§+$'—+s"+ s"+... autant de fois que I'on peut combiner { — 1 quan-
tités r— 1 i r—r; d'olr il suit que cette somme cst indépendante de

/

a, &y 27y ... et égale d

(= ({—=2)...({—r+)
1.2.3...(r=1) .

Or on prouvera facilement que, dans ce cas, la somme

LU S L T S, U S,

est la plus petite possible lorsque s =s'=s"=..., cc qui suppose
z=a'=ua"==,..=o; donc la valeur de P est la plus petite lorsque
les adresses des joucurs sont égales, en sorte que I'inégalité de ces
adresses favorise celui qui parie que les n premicres parties seront
wagnees par les rjoueurs A, B, G, ...

[l est visible que I'on peut faire des remarques analogues sur les
jeux dans lesquels on fait usage de polvedres, tels que le jeu des dés;
car, avec quelque soin qu'on ait formé ces polyedres, il s’y rencontre
nécessairement entre leurs différentes faces des inégalités qui résul-
tent de 'hétérogénéité de la matiere qu'on emploic et des défauts iné-
vitables dans leur construction. En général, ces remarques ont lieu
pour tous les événements dont la possibilité est inconnue et peut va-
rier dans certaines limites; et, si dans la suite nous considérons par-
ticulierement les événements du jeu entre plusieurs joueurs dont les
adresses sont inconnues, ce n’est que pour nous rendre plus clair, en
fixant les idées sur un objet déterminé.

VL.

Il est infiniment pcu probable que les adresses de deux joucurs A
ct B soient parfaitement égales; mais, en méme temps que 'on ignore
de quel cote so trouve la plus grande ou la plus petite adresse, on
ignore également la quantité de leur différence; ainsi, tout ce que I'on
peut conclure de la théorie précédente, c'est que le sort de tel ou tel

OBuvres de L. — IX, Ho
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joucur est plus favorable que suivant le Calcul ordinaire des probabi-
lités, sans que I'on soit en état d’assigner de combicen il est augmenté.
Cependant, si Pon connaissait la limite et la loi de possibilite des
valeurs de &, rien ne serait plus facile que de résoudre exactement ce
probleme; car, si I'on nomme ¢ cette limite et que I'on représente par
$(«) la probabilité de «, on voit d’aberd que, a devant nécessairement
tomber entre o et ¢, la fonction ¢ () doit étre telle que I'on ait

S dag(a)=1,

I'intégrale étant prise depuis 2 =o jusqu’s 2 =g¢. On multipliera
done¢ par da(a) les prohabilités déterminées par ce qui précéde, et,
en intégrant ces produits depuis a = o jusqu'a « = ¢, on aura les pro-
babilités cherchées; on trouvera de celte maniere, pour la valeur de P

dans I'article 11,

_ (day(=x)

P= YT [(1 4 )+ (1 — x2)"].

Si, par exemple, 4 (2) est égal i une constante /, en sorte que toutes
les valeurs de « soient ¢galement possibles, I'équation fd: b(a) =1

1
donnera [ = 7 ct 'on aura

~ (n+ l;q-i“*' [(r+g)tt=(1—g)*],

L.a quantité « est une fonction du rapport des adresses absolues des
deux joueurs; au lieu donc de supposer la loi de sa possibilité immé-
diatement connue, il est beaucoup plus naturel de la déduire de celle
qui représente la possibilité de 'adresse absolue d’un joueur quel-
conque. Pour cela, comparons les adresses de tous les joueurs b celle
d'un joueur unique, que nous prendrons pour unité d'adresse; et, en
représentant par I'abscisse « tous ces rapports, concevons, élevées
sur chaque point de l'abscisse, des ordonnées y proportionnelles au
nombre supposé infini de tous les joueurs dont I'adresse est x : nous
aurons ainsi une courbe renfermée entre'les limites A et A’, A étant la
plus petite adresse et A’ la plus grande; et il est visible que le rapport
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de I'ordonnée y a la somme de toutes les ordonnées, ou, ce qui revient
au méme, a P'aire enticre de la courbe, exprimera la probabilité que
I'adresse d'un joueur quelconque est @, Cela posé, pour en conclure
la loi de possihilité des valeurs de @, soit y = ¢(z), et nommons
a Pintégrale fd:rq:(:c), prise depuis = A jusqu'a 2 = A’; soient,
de plus, x P'adresse de celui des deux joucurs A et B qui est le plus
faible, et x + u celle du joueur le plus fort; on aura

x  1—u

= y
X —+- U 1+ 2

ce qui donne
1+

S

|

X+t = Ze

R

Or la probabilité que I'adresse de I'un des joueurs étant x, celle de
I'autre sera & + u, cst égale au double du produit des probabilités
de x et de & + u, et par conséquent égale a

2v(w)?('+“r)

19(x) p(r+u) _ l— &
a? - at

1 flx?(x) ?SE _)

pour la probabilité entiére de «, I'intégrale étant prise depuisx =4
&

. . """ ] ) v . 1
jusqu'a o = ——/'. Quant a lalimite ¢ de , on observera que, 4 étant

la plus petite adresse et &' la plus grande, on a

)

on aura donc

Ll
h = 1 — ,/’
d'olt 'on tire
_ W=
7= W+

Lorsque la fonction 9(x) est inconnue, il est impossible de con-
naitre exactement le sort des deux joueurs A et B, ct F'on est réduit i
choisir les fonctions les plus vraisemblables. Nous nous occuperons
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de cet ohjet dans la suite; mais auparavant nous allons exposer une
méthode générale pour déterminer le sort respectif d’'un nombre quel-
conque de joueurs, lorsqu’on ne connait touchant leurs adresses que
laloi de leur possibilité : cette matiere présente quelques difficultés
assez considérables d’analyse, dontla solution est renfermée dans celle
du probléme suivant,

VII.

ProbLEve. — Soient n quantites variables et positives t, ¢, ty, ...\ 8, _,y,
dont la somme sott s et dont la lot de possibilité soit connue; on propose
de trouver la somme des produits de chagque valeur que peut recevoir une
fonction donnée Y (¢, t,, t,, ...) de ces variables, multipliee par la proba-
bilite correspondante a cette valeur.

Solution. — Supposons, pour plus de généralite, que les fonctions
qui expriment la possibilité des vartables ¢, ¢,, ¢,, ... soient discon-
tinues, et représentons par ¢ la plus petite valeur de ¢; par (2) la
possibilité de ¢, depuis ¢ = ¢ jusqu'a t = g'; par 2'(t) + (¢) sa pos-
sihilité, depuis ¢ = ¢' jusqu’a ¢ = ¢"s par ¢"(¢) + ¢'(1) + 9(¢) cette
possibilité, depuis ¢=q" jusqu'a ¢=g¢", ot ainsi de suite jusqu’i
¢t = oc. Désignons ensuite les mémes quantités relatives aux variables
s Ly Ly, ... par les mémes letires, en écrivant au bas les nombres 1,
2, 3, ..., cn sorte que q,, ;. ¢s, ... cXpriment les plus petites valeurs
det,, ts, 15, ..., que ¢, (¢,) exprime la possibilité de ¢,, depuis ¢, = ¢,
jusqu’a ¢, = ¢q,, et ainsi du reste; dans cette maniére de représenter
les possibilités des variables, il est clair gue la fonction ¢(¢) a licu
depuis ¢ = ¢ jusqu'a ¢ =0, que la fonction <'(¢) a licu depuis ¢ = ¢/
jusqu'a ¢ = oo, ainsi de suite. Pour reconnaitre les valeurs de ¢, ¢,
t;, ..., lorsque ces fonctions commencent & avoir licu, nous multi-
plicrons 4(¢) par &; ¢'(¢) par I; 9,(¢,) par &, ...; les exposants des
puissances de / qui multiplient chaque fonction indiqueront alors ces
valeurs; il suffira ensuite de supposer { =1 dans le dernier résultat
du calcul : ¢'est a ces artifices tres simples que nous devons la facilité

avec laquelle nous allons résoudre le probleme proposeé.
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La probabilité de la fonction (¢, ¢,, ¢,, ...) est ¢videmment égale
au produit des probabilités de ¢, ¢,, ¢,, ..., en sorte que, si I'on sub-
stitue pour ¢ sa valeur s — ¢, — ¢, — ... que donne Féquation

t'l'tl_i- {1-1’"0 oo::S,
[e produit de la fonction proposée par sa probabilité sera

s (s — i —ta—. iyl gy L)

> [[79(3—-:,—-5,-...)-:-lq'g.’(s_zl-_. “—'"')'i'""l
(N <[P+ Froi(e)+-...]
> [t 04(ts) + T 0 (4s) +... |

On aura donc la somme de tous ces produits : 1° en multipliant I
quantité priécédente par dt, et en l'intégrant pour toutes les valeurs
dont ¢, est susceptible; 2° en multipliant cette intégrale par de, ot en
I'intégrant pour toutes les valeurs dont ¢, est susceptible, et ainsi d¢
suite jusqu’a la derniére variable ¢,_,; mais ces intégrations succes-
sives exigent quelques attentions particulieres.

Considérons un terme quelconque de la quantité (A), tel que

(D g i, - i
T st — ) P (s — = f= ) 9 (6) 47 (1)

n le multipliant par d¢,, il faut l'intégrer pour toutes les valeurs pos-
sihles de ¢,; or il est clair que la fonction ¢¥(s— ¢, —-¢t,—...) n"a
licu que lorsque ¢ ous — £, — ¢, — ... est égal ou plus grand que ¢*:
la plus grande valeur que ¢, puisse recevoirestdoncs —g¥—¢,—t,— ...,
De plus, 3{'(¢,) n'ayant licu que lorsque ¢, est égal ou plus grand
que ¢7’, cette quantité est la plus petite valeur que ¢, puisse recevoir:
il faut donc prendre I'intégrale dont il s’agit depuis ¢, = ¢\ jusqu'a
ty=8—q%—1t,—t,— ... ou, ce qui revient au méme, depuis
{,—gi'=ojusqudt, —q\'=s—¢q—q"—t,—.

On trouvera de la méme maniére que, en multipliant cette nouvelle
intégrale par dt,, il faudra l'intégrer depuis ¢, — ¢ = o jusqu'a

th—qy'=s —q—q'—q{"'—t;—. ..
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ki continuant d’opérer ainsi, on arrivera & une fonction de
s—ql—gP—g7— ...,

dans laquelle il ne restera aucune des variables ¢, ¢, 4,, .... Cette
fonction doit étre rejetée si s — ¢ — ¢" — ... est négatif; car il est
visible que, dans ce cas, le systeme de fonctions ¢“(¢), %V"(¢,),
2s'(8,), ... ne peut étre emplové; en effet, les plus petites valeurs de

i)

liv by, ... €tant, par la nature de ces fonctions, égales & ¢4, ¢}, ...
la plus grande valeur que ¢ puisse recevoir est s — ¢ — ¢, —
partant, la plus grande valeur de ¢ — ¢ est s—g' —¢q}'— ¢} — ...
Or la fonction ¢(¢) ne peut étre employée que lorsque ¢ — ¢* est
positif,

Au lieu de rejeter la fonction dont il s’agit, il est égal de supposer
alors dans tous les termes de cette fonction s — ¢ — ¢/ — ... con-
stamment égal & zéro; car, en ne considérant, par exemple, que les
trois variables ¢, ¢,, ¢,, la derniére intégrale relative a d¢, devant étre

prise depuis 1, — ¢ = o jusqu'i

L]

L FL "
h—qy' =s— g —9{" — 9",

il est visible que cette intégrale sera nulle toutes les fois que f'on
SUPPOsery |
s—q0—g'—gy'=o.

Il résulte de ce que nous venons de dire une méthode tres simple
pour résoudre le probleme proposé.

Que 'on substitue : 1° au lieu de ¢, ¢ + u dans ¢(t), ¢’ + u dans
2'(t), 9"+ u dans ¢"(¢), ... 2° au licu de ¢,, ¢,+ u, dans ¢,(¢,),
7.+ u, dans @, (¢,), ...: 3° au lieu de ¢5, ¢, + u, dans 9,(¢,), ..., et
ainsi de suite, les quantités

g(t) + Z"'q;'(t) + ...,
o)+ ei(e)+...,

LI B T NN N BN B DL R R B B ) ‘.'l-l’

qui représentent les probabilités de ¢, ¢, ..., se changeront : la pre-
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mitre, dans une fonction de u«; la seconde, dans une fonction de
t,, .... Nous désignerons ces fonctions par (), I1, (w,), (), . ...
Que l'on change ensuite, dans $(¢, ¢y, 75, ...). ¢ en k+u, ¢, en
k 4+, ..., on aura unc fonction de &, ¥,, #,, ..., que nous repre-
senterons par I'(u, u,, u,, ...); cela posé, on prendra l'intégrale

J'dU.l'(s—— My Uy— ooy tlyy gy oo Y (s — 0y —2eg— o )T (0 Hy(uy). o

depuis u, = ojusqua u, =s — t; — Uy —....

On multipliera cette premiere intégrale par du,, ct on lintégrera
depuis u; = o jusqu'a u, = s — uy —...; on multipliera cette seconde
intégrale par du,, et onl'intégrera depuisu;=o jusqu'a uy=s—u,—....
n continuant ainsi, on arrivera a une fonction de s seule, que nous
désignerons par 'I(s), et cette fonction sera la somme demandée de
toutes les valeurs de ¥ (¢, ¢,, ¢,, ...), multipliées par leurs probabilites
respectives; mais, pour cela, il faut avoir soin de changer, dans un
terme quelconque multiplié par ['m*"'”*"""'*“', ken g k en ¢l &, en
g, ...1 de diminuer s de P'exposant de / et, par conséquent, d'écrire,
au liew des, s — ¢ — ¢’ — ¢ — ... de faire cette derniére quantité
e¢gale a zéro toutes les fuis qu'elle sera négative; enfin, de supposer
[=1.

Sil(u, u,, sy .., W), I, (u,), M(u,), ... sont des fonctions
rationnelles et entieres des variables «, u,, u,, ..., d'exponentielles,
de sinus et de cosinus, toutes ces intégrations successives seront pos-
sibles, parce qu'il est dans la nature de ces quantités de ne reprodutre
par les intégrations que des quantités du méme genre; dans les autres
cas, ces intégrations pourront n'étre pas possibles, mais la iméthode
précédente réduit alors le probléme aux quadratures des courbes.

ViH.

Le cas de fonctions rationnelles ct entitres offre quelques simpli-
fications qu'il n’est pas inutile d’exposcr. Pour cela, soit v'u|u;. ..
un produit quelconque des variables «, u,, u,, ...; si, apres y avoir
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substitué pour u savaleur s-—u, —w, — ..., on le multiplie par du,, il
est facile de s’assurer que P'intégrale

J ditg (s =ty — uy— .. )y

prise depuis «, = o jusqu'd w, =s — u, — ... cst

(s —tg—ttg— . )=+ ytd

en multipliant cette intégrale par du, et en l'intégrant depuis «, = o
jusqu’h w,=s — wu; — ..., on aura pareillement

i

. ; N
.23 0w 30000 2,30 (5— tty—. . Jivssiter

t.2.3. 4. .. ({-+{+1"4+2)

ot ainsi de suite; donc, si 'on suppose

H(u)=A+Buv +Cewer+...,
0, () = A+ Byuy+ Cad+. .,

3(ey) = Agt- Byug+ Cyeed 4. . .,

ot que 'on désigne par Hu'u| u un terme quelconque de
T(u, w, uy, ...),
la partie correspondante de T(s) sera

1.2.3...6.1.2.3...80,1.3.3. .8 Hs+i+iwie 1

XA+ +DBs+(({+1)(f +2)C s2+...]

(B) XA+ +O)Bys 4+ (C+ 1) (' +2)C s, ]
XIAg+ (1) Bys o+ (1) (" 2) Cysr 5. L )

pourvu que, dans le développement de cette quantité, au lieu d'une

)
puissance quelconque c de s, on écrive ————.
1.2.3...¢

On aura ensuite la partie correspondante de la somme entiere des
valeursde ¢(¢,¢,,¢,, ...), multipli¢es par leurs probabilités respectives,
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en changeant un terme quelconque, tel que HX /s, en HA(s — )<, et
¢n substituant dans H, au licu de #, la partic de I'exposant u qui est
relative & ¢; au lieu de 4,, la partic relative a ¢, et ainsi du reste.

Si, dans la formule (B), on suppose H=1¢eto=i=i==...,
on aura la somme des valeurs de l'unité, multipliées par leurs proba-
bilités respectives : or il ¢st visible que cette somme, n’étant autre
chose que la somme de toutes les combinaisons dans lesquelles I'équa-
tion

bty . .=
a lieu, multipliées par leurs probabilités, exprime conséquemment la
possibilité de cette équation elle-méme. Si, dans les hypothises précé-
dentes, on suppose de plus que la loi de possibilité est la méme pour
les r premikres variables ¢,¢,, ..., t,_,, et que pour les n ~ rdernibres
elle soit encore la méme, mais autre que pour les premibres, on aura

A= :‘( e Ar—],

=B, =...=8B,.,
\l — -'\r-!-l —t - An—l!
B: — BJr‘-l-l e — Bn-—lp

et la formule (B) se changera dans celle-ci

("' < (A +B s+aCs? 4, .. )0-r
(C) |

X (Ae+B,s+2C.s'+...)r;

cette formule servira & déterminer la probabilité que la somme des
erreurs d'un nombre quelcongue d'observations dont la loi de facilité
est connue scra comprise dans des limites données, ce qui peut étre
utile dans plusieurs circonstances, et particulicrement lorsqu’il s'agit
de prévoir le résultat d’un nombre quelcongue d’observations. Comme
ce probleme est d’ailleurs le plus simple auquel on puisse appliquer la
méthode précédente, il est tres propre a I'éclaircir, et, dans cette vue,
nous allons considérer les exemples suivants.

QFuvresde L. — IX. 51



502 MEMOIRE SUR LES PROBABILITES.

IX.

Supposons n — 1 observations dont les erreurs puissent s'¢tendre~
depuis = A jusqu'a + g et que, en nommant = I'erreur de la pre-
miere, sa facilité soit exprimée par @ + bs + cs?; supposons ensuite
que cette facilité soit Ia méme pour les crreurs z,, 3,, ..., 3,-, des
autres observations, ct cherchons la probabilité que la somme des
erreurs de ces obscrvations sera comprise entre les limites p et p + e,

Si I'on fait

::t""‘," :l:zl_’," v oey :’I—’:tﬂ"”_—,l’

il est clair que ¢, ¢,, ¢,, ... seront positifs et pourront s’étendre depuis
zéro jusqu’a A + g3 de plus, on aura

5+3|"'r' 3"5—---'1."' z,,-,:t+£l+t,+...+£,,_,—(n—l)h.

Done, la plus grande valeur de la somme 5 4- 5, +.. .+ 5,_, étant, par
la supposition, égale & p + e, ¢t la plus petite étant égale a p, la plus
grande valeurde ¢ + 1, -+~ ...4- ¢,_, sera (n — 1)k 4- p + ¢, et la plus
petite sera (n — 1) + p; cn faisant ainsi

tn-, S€ra toujours positif et pourra s’étendre depuis zéro jusqu'a e.
Cela posé, si I'on applique a ce cas les formules des deux articles preé-
cédents, on aura

g=0  ¢=[f+g;
d’ailleurs, la loi de facilité de I'errcur s étant a + bz -+ ¢3?, on en
conclura la loi de facilité de ¢, en changeant s en 2 — %; soit

a'=a— bh+ cld, O'=b—aclh,
on aura
a'+ bt + ct
pour cette facilité : ce sera donc la fonction 9(¢); mais, comme, depuis
t = A +- g jusqu'a ¢ = =, la facihité des valeurs de ¢ est nulle par I’hy-
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pothése, on aura
(&) + () =0,

ce qui donne
Pi()=—(a'+ bt +ct?);

donc, si 'on fait
@W=a+ bh+g)+clh+g),

O'=0b+a2c(h+ g)
la quantité que nous avons nommée 1I(«) dans I'article VII sera ici

a' + b'u+ cud— A48 (a" + b"u + cu?),
et I'on aura ‘
H|(ll|), nl(at)r * ey nn—!(un—!)v

en changeant, dans cette quantité, u successivement en u,, u,, ...,
un-n' '
Quant a la variable ¢,_,, on observera que la possibilité de I'équa-
tion
z+5|+.-.+=n_’:[$
étant, quel que soit p, égale au produit des possibilités de s, 5,, ...,
42 la possibilité de I’équation

‘+‘l+-oo+tu-‘—_—s—tn—|

sera égale au produit des possibilités de ¢, ¢,, ..., ¢,_,; mais cette
méme possibilité est évidemment égale au produit des possibilités de
lytyy ...y tyy. Laloi de possibilité de ¢,.., est donc constante et égale
al'unite, et, comme cette variable ne doit s’étendre que depuis ¢,_,=o
jusqu'a ¢,_, =e, on aura

Qn-1=0, Oy = €, Pa-t(lry) =1, Pu-t (tacy) + Pa—1(lney) =0,

partant
(?::-i (tamy) =—1,

d'ol il est aisé de conclure

oo (Unay) =1 — 1
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la formule (C) de I'article précédent se changera conséquemment dans
celle-ci
st=a’ + b's f-aest — {448(a" - b7s -+ aesh) P11 — ),
Soit
(@' = b's -i- aes?)n=? =al hiVs sty .,
(@' - b's -+ aes?)~¥a" - b"s + 2¢8?) = a™ 4- bVs - cWst+ ..,

(' +b's-+acs')¥a "+ b?'s+acs!) = a'¥ 4 bVs Vst . .,

et cette dernidre formule prendra la forme suivante

aVgh=1+ Hish 4 clligh+la
— (@ sh=1 4 Hllsa 4 cMigh+t )

~ (n—1)lh+re (aMgn—t 5o pgn iy )
-k (e — 1) lrEre (@ gn=t o Ddgh . oitignrl )

_‘._(n—l)(n—-n)

[Ah+2g (afs)sn-t “+...)
LI

— !ﬁ _ l) (I! - 2) [2/:4—234-:(“(3)34—! -+ .. .)

on en conclura la probabilité cherchée en y changeant un terme quel-

conqjue tel que Al¥s© en %L:-—}“—):. ce qui donne, pour cette probabi-

lite, I'expression suivante
! L)
a(”[sﬂ—l__ (s___e)l'l—l]_'_ " [sﬂ_(s_e)ﬂ]

clh
T G el $—e a1 C
n(n-i-—l)[ ( il

—(n — l),am[(s —h—g)'—(@=~h—g—e)n]

1.3.3.. . (R—1) +ff:_:_,[(s--h——-g)"—-(s-—*h—-g——E)"]-l—--"

N (n —1)(n—

a) .
— la® (s —2h—ag)*-!

—(s—3h—ag—ey-1]+...|

..............................................

en observant de rejeter les termes multipliés par (s — )7, dans les-

¥
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quels  est plus grand que s. On peut, au moyen de cette formule,
résoudre un probléme que je me suis proposé aiileurs, sur les incli-
naisons des orbites des cométes; en supposant toutes les inclinaisons
i I'écliptique également possibles, il s'agissait de déterminer la pro-
babilité que l'inclinaison moyenne des orbites de = — 1 cometes sera
comprise dans les limites 9 et 0’ ou, ce qui revient au méme, que la
somme de leurs inclinaisons sera comprise dans les limites (r — 1)0
et (n —1)¥. En nommant ¢, ¢,, &3, ..., ,—, ces inclinaisons, comme
elles peuvent s’étendre depuis zéro jusqu'a go®, on aura

I
Jf=o ct & ==9o° ou !

= exprimant le rapport de la demi-circonférence au rayon ; de plus, leur
possibilité dans cet intervalle ¢tant constante, la fonction @'+ b'¢ + c2?
se réduit a la constante @', d'ou il est ais¢ de conclure

alll—qg'h " '=at=qld) = o=0N=pHp® =, o=c =M=, .

LN N ]

D'ailleurs, la valcur de ¢ étant nécessairement comprise dans les

. . T ¥ . . . .

limites o et > fa’ dt =1, I'intégrale ¢tant prise pour toute l'étendue
. M ] § [ . 2 ’ »

de ces limites, d'ot I'on tire a’'= = la formule précédente donnera

ainsi pour la probabilité demandée

(s1=1— (s — e)1=t= (n —1) [(3 - ;—:)’M_ (5— o E)’H]

gn=-t N (n —1{(n— 2_) [(.s—-,-)"-‘—(s—c—r)""]

(n—1)(n—2a)(n—3)
\ - 1.3.3 )

ot I'on doit observer ques=(n— )V ete=(n—1)(1"'=10).

N

3, S, 5o ... Peprésentant toujours les errcurs de » — 1 observa-
tions, supposons quc la loi de facilité, tant de Perreur positive s que

[(s—3m)r=1— (s — o — dmys=1] ..

T e = e e an
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de ['erreur négative — 3, soit & — z, et que A et — /4 soient les limites
de cette erreur; supposons, de plus, que cette loi soit la méme pour les
erreurs 3,, 3,, ..., 3,—, des autres observations, et que 1'on cherche la
probabilité que la somme des erreurs sera comprise dans les limites p
et p +e.

Si 'on fait 3=¢—h, 5,=t,— A, ..., il est clair que ¢, ¢,, ...
seront toujours positifs et pourront s'étendre depuis zéro jusqu'a 24;
la loi de facilité de ¢, depuis ¢ = o jusqu'ad ¢ = A, sera exprimée par ¢;
cette méme loi, depuis ¢ = A jusqu'a ¢ = 24, sera 2A — ¢; elle sera
nulle depuis ¢ = 24 jusqu’h 7 = %, On aura ainsi dans ce cas

q = o, g=h, qg'=13h,
¢ (&) =¢,
Q(t)+@ (t) =ah—1,
¢(¢) +9'(¢) + 9(8) =0,

d’ou I'on tire
o'(t) =ah — 2,

(Y=t —ah.

La fonction que nous avons désignée par T (u) dans l'article V1l sera
donc (1 — ), et I'on aura les fonctions

nl(ul)’ sy “n-—!(un—:)t

en y changeant u successivement en &, i,y ..., ty_y.
Présentement, on &
SH S+ i+ Syl byl g— (N — 1)t}
donc la somme des erreurs 3, z,, ... devant, par I'hypothese, étre ren-
fermée dans les limites p et p + e, lasomme des valeurs de ¢, ¢,, ¢;, ..

sera comprise dans les limites (n — 1)k +p+cet (n — 1)k +p, en
sorte que, si l'on fait

(n~Nh+p+e=s et L e T e e 7 I I A

tn-, pourra s’étendre depuis zéro jusqu'a e, et I'on prouvera, comme
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dans I'exemple précédent, que sa facilité doit étre supposée constante
et égale a l'unité dans cet intervalle, et qu'elle doit étre supposée nulle
depuis ¢,_, = e jusqu’a ¢,_, = »; d’olt on conclura, comme dans ce

méme cxemple,
"n-—l ( "n--l) =11,
La formule (C) de I'article VIII deviendra ainsi

sln—l(, — [h):n-'(l -— [c’)’

et I’on aura la probabilité cherchée en changeant dans le développe-
ment de cette quantité un terme quelconque tel que Al*s?-? en

A(S—P.)”'“ . ' o g
a3 (an—a) °€qul donne pour {'expression de cette probabilité

stn—!_ (3 - e)!n—! \
' —(an—a)[(s—A)"-r— (s — h —c)!n~?] (
1.2 .3?.(2 n -—35 = (""?_’l)_(:i_‘,’) [(s —al)th-t— (s —a2h — e)1n-1] g’

en ayant soin de rejeter les termes multipliés par (s — w)*"~? lorsque
s — u est negatif.

Je dois observer ici que M. de la Grange a déja résolu le probléme
ol I'on se propose de trouver la probabilité que la somme des erreurs
de plusieurs ohservations sera comprise dans des limites données,
lorsque la loi de facilité de ces erreurs est exprimée par une fonction
rationnelle et entiere dc ces erreurs, d'exponentielles, de sinus et de
cosinus (voir le Tome V des Mémotres de Turir, p. 221); sa méthode
est tres ingénicuse et digne de son illustre auteur; mais la précé-
dente a, si je ne me trompe, I'avantage d'étre plus directe et plus
générale, en ce qu'elle réduit la solution du probleme aux quadra-
tures des courbes, quclle que soit la loi de facilité des erreurs des

observations.
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AL

Voyons maintenant 'usage que I'on peut faire de la théorie précé-
dente dans la solution des problémes relatifs & un nombre » — 1 de
joucurs dont on nc connait que la possibilité des adresses. Soient

1y 0y «ovy ly_y los adresses ahsolues des joueurs;

hy hy, by .. les plus petites valeurs de ¢, ¢y, ..

k, kA&, ... leurs plus grandes valeurs;

si I'on fait .
W+ hi+hi+...=5

et
t+t|+"‘+tﬂ"‘=$_tn“l’

la variable ¢,_, pourra s’é¢tendre depuis zéro jusqu'a
h'—‘,t"l"h"‘—hl"i-n ll;

la loi de sa possibilité doit étre supposée constante et égale i I'unité
dans cet intervalle, et nulle au deld jusqu'a ¢,_, = =; de plus, il est
clair que les adresses respectives des joucurs seront

4 t| tl

e — T m——y ar e h

}
§ — Lney S — ln-y S$—~ 1y

On cherchera donc, par les méthodes connues de I'analyse des hasards,

la solution du probleme proposé, en partant de ces adresses respec-
tives, ¢t 'on arrivera i un résultat qui sera une fonction de

4 ¢
7‘r+ h!' "':_u -a—tn_.l’ ,‘I-‘_ lt,l+cot'—tﬂ_!

y LI 2N I ]

En y substituant, au licu de s, sa valeur, cette fonction sera celie que
nous avons désignéce par ¢(¢, ¢, ¢, ...) dans le probleme de 'ar-
ticle V1I; il ne s’agira plus ensuite que de chercher par la méthode
de ce probleme la somme de toutes les valeurs dont cette fonction est
susceptible, multipli¢es par leurs probabilités, et cette somme sera le
résultat demandé : il ne reste plus, comme on voit, dans ce geare de
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problemes, que les difficultés inévitables de Panalyse, difficultes qui
deviennent heaucoup moindres si l'on suppose que la loi de possibi-
lité des adresses est la méme pour tous les joneurs,

XIt.

Cette loi ne peut étre connue que par une longue suite d'observa-
tions, et le plus souvent les circonstances ne permettent pas de les
faire; on ne peut suppléer i cette ignorance gue par le choix des fone-
tions les plus vraisemblables; I'analyse des hasards, qui n'est en elle-
meéme que l'art «'apprécier les vraisemblances, doit donc nous guider
dans ce choix : examinons ce qu'elle peut nous fournir de lumiére
sur cet objet.

Nous observerans d'ahord que, s'il est difficile de connaitre par Uob-
scrvation la loi de facilité des adresses des joueurs, il est heaucoup
plus aisé d'en connaitre les limites; car supposons que I'on ait observé
la plus grande inégalité de ces adresses, et que 'on ait trouvé que le
rapport de l'adresse du joueur le plus fort au joueur le plus faible
est m, en nommant /4 la plus petite adresse des joueurs et £ la plus
grande, on aura '

I
WM
or, si 'on nomme 1 'adresse movenne ot 2 l'exces de A sur cette

adresse, on aura

1+ R, L --x s g
done
|+ .2
------ n,
{ — .1
d'ot I'on tire
_ m ---1
Tma
parlant
9 am
h—= ——— ct h o= ==
n -1 m -+

Maintenant, la loi de possibilité des adresses étant nulle au deli des

-

OFuvresde 1. — |IX, D2
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limites & et A, il est trés vraisemblable qu’elle va en croissant depuis
ces limites jusqu'au milieu de I'intervalle qui les sépare et qu’elle est
la méme de chaque coté de ce milieu. Voila donc une condition a
laquelle on doit assujettir la fonction dont on fera choix; mais cette
fonction reste encore trés indéterminée, et, comme, parmi celles qui
peuvent satisfaire & la condition précédente, on n'a aucune raison
d'en préférer une, il faut prendre une fonction moyenne entre toutes
ces fonctions : la question est ainsi réduite 3 déterminer cette fonc-
tion moyenne. |

Pour cela, soient 2a l'intervalle compris entre les deux limites etz la
distance du milieu de cet intervalle 3 un point quelconque pris de I'un
ou de I'autre coté de ce milieu; si 'on éleve & ce point une ordonnée y,
qui représente la probabilité de x, on aura une courbe renfermée entre
les deux limites, et, la valeur de z devant nécessairement tomber dans
cet intervalle, la surface de cette courbe sera égale a 'unité, en sorte
que, depuis le milieu jusqu’a 'une des limites, cette surface scra §; on
peut donc concevoir cette quantité ; partagée dans un nombre infini
de parties égales distribuées au-dessus des différents points de I'inter-
valle @: par la condition du probleme, cette répartition doit étre telle
qu'il ¥ ait d’autant moins de ces parties au-dessus de chaque point
qu'il s’é¢loigne davantage du milieu; toutes les combinaisons dans les-
quelles cela existe sont également admissibles, et I'on aura I'ordonnéce
moyenne qui en résulte pour I'abscisse @, en prenant la somme de
toutes les ordonnées y relatives a chaque combinaison et en la divi-
sant par le nombre de ces combinaisons.

Supposons d'abord le nombre des points de I'intervalle a fini et
cgal & n, ¢t nommons s le nombre infini de parties qu'il faut distri-
buer au-dessus de ces points, en observant la condition précédente;
soient, de plus, 5 'ordonnée relative au "¢ point; s+ 3, l'ordon-
née relative au (7 — 1)*™ point; 5+ 3, - 3, I'ordonnée relative au
(n — 2) point, et ainsi de suite, en sorte que l'ordonnée rela-
tive au premicr point ou au point du milieu de l'intervalle 2a soit
5+ 3, 4+ ...+ 3., ¢ il est visible que s, 5,, 5,5, ..., 35,-, seront né-
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cessairement positifs et que l'on aura
ne+(n—0)3+(n—2)sy+...+ 5,28,
Soit
ns =—={, (n—1)3,=2t, (n-3)35=ty, Cey Speri=Ll

I'équation précédente deviendra
[ el Tl ol ] R a s el 7 P =R 1

les variables ¢, ¢, ¢,, ... pourront s’étendre depuis zéro jusqu'a s, et
I'ordonnée relative au 7™ point sera

t t’ en -

-  — — - —————— ‘.‘—+— — ——
*

nooon—1  on—2

Il faut conséquemment déterminer la somme de toutes les variations
que peut recevoir cette quantité et la diviser par le nombre de ces
variations : or il est visible que ce probleme rentre dans celui de I'ar-
ticle VII; que la quantité que nous y avons nommée $(¢, ¢, 4,,...)
est el

¢ &L , ta-r,

-t — =, T ’

H "n—1I r

que les quantités ¢ et ¢’ sont ici o et s, et que la loi de facilité des
variations de ¢ doit étre supposée égale & une constante b et la méme
que pour ¢, {,, .... On aura donc, dans le cas présent,

A ' Kn_. T u tH,_
l‘({!’ (‘l, “" --c): -_— —l— ""'l"-" "'*"'-.-+ n ! _— ' . “ r
n n -1 r T "no— |

M) =MW, (u)) =W () =...== b(1 — &);

mais, comme il faut distinguer les limites o et s, qui appartiennent aux
variables ¢, ¢,, ..., t,_,, afin d’assignera &, &,, ..., &,_, les valeurs qui
leur conviennent, nous représenterons par ¢, §', ¢, 5", ¢, 5", ... ces
limites. Cela posé, la formule (B) de Particle VIII donnera pour "I(s)

,\. A'l A."I . ’l' n--r I l I

- + —_——- ————— +. . 9 T T —— - -4- = +¢ L I + -

n n--—-1 n—1 noon—1 }

————— . R et -— - §n
1.2.3...(n—1) 1.2.3... 40

¢ bR (1= ) (I {2) (I -- 0") . .,
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Il faut ensuite, dans le développement de cette quantité, substituer
pour & la partie de I'exposant de / qui dépend de ¢ et de s'; pour £, la
partie de cet exposant qui dépend de ¢ ot de s”, ete.; diminuer s de
I'exposant enticr de /, ¢t rejeter ce terme toutes les fois que cet expo-
sant, ainsi ditninue, sera négatif; enfin supposer

o=z "=, .., s=s ==L el -y,

La quantité précédente se réduira ainsi i cette formule trés stmple
b

hngn I 1 [ i
R et T S s it i CINIIP TP
1.2.3...n\n n—\ no-- 1 r

)

en divisant cette quantité par le nombre de toutes les combinaisons,
qui ne peut étre une fonction de 2, on aura, pour l'ordonnée moyenne
correspondante au riv point,

S [ I
l\ .- -;.' Temm—— +O L] O-i_ - ’
) n- ot r

N étant fonction de n.

Supposons maintenant que les nombres 2 ¢t r deviennent infinis,

que le o™ point réponde i I'abscisse @ et le a'“° point & I'abscisse a,

on aura, comme ’on satt,
b

-+ c'-lo an---togr-=lo ’ lo
n T a8 By =108 7 -

a

» ' . N . . " 1
done Fordonnée moyenne y qui répond a Pabscisse  est Nlog—; on

. . ' . . '
déterminera N, ¢n observant que 'on doit avoir fN dxlug-‘; = -

'
I'intégrale etant prise depuis == o jusqu'a & == a, ee qui donne

. i
:\ —_— m===)
aa

partant

. lo*a
)= aq {’.z.-

Il faut observer que celte équation doit étre supposér la méme, z étant
positif’ ou négatif, cc qui revient a supposer ici les logarithmes des
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quantités positives égaux aux logarithmes des quantités négatives,
c'est-a-dire log = log(— w).

\IIL

Telle est I'équation dont il faut taire usage lorsqu'on n’a, relative-
ment & la possibilit¢ des valeurs de o, d’autres données, si ce n'est
qu'elle cst d’autant moindre que ces valeurs sont plus grandes ¢ or
c’est ce qui a lieu dans un grand nombre de circonstances. Suppo-
sons, par exemple, qu'il s'agisse du véritable instant d'un phénomene
observé par plusieurs observateurs; chacun d'cux peut aisément fixer
la plus grande erreur dont son observation est susceptible, soit en
plus, soit en moins, en prenant pour cette limite la moitie du plus
grand intervalle qu'il peut supposer entre deux abservations sembla-
hles, sans les rejeter comme mauvaises; cet intervalle est ce que nous
avons nomme 2a; il dépend de I'adresse de I'observateur, de la bonté
de ses instruments et de la précision dont Vobservation dont il s'agit
est susceptible, et il doit étre supposé le méme pour tous les observa-
teurs, st I'on n’a aucune raison de préférer, sous ce point de vue, une
observation @ une autre. Maintenant, il est naturel de penser que les
mémes erreurs, en plus et en moins, sont également probables et que
leur facilité est d’autant moindre qu'etles sont plus grandes; si I'on
n'a aucune autre donnée, relativement 4 leur facilité, on retombe évi-
demment dans le cas du probleme précédent : il faut done supposer
alors la possibilité, tant de I'erreur positive a2, que de l'erreur néga-
tive -- &, égale i 2—'-a logg; ct ¢'est cette loi de possibilité dont il faut
partir, dans la recherche du milieu que Fon doit choisir entre les
résultats de plusicurs observations,

Lorsqu’il s’agit des adresses des joueurs, ona(art. XII) 2a = — A;
{'adresse ¢ d'un joueur quelconque est égale i 1:: 2 : la possibilité
de ¢, depuis ¢ == A jusqu'a ¢ == &', sera done représentée par

I I h
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pourvu que I'on fasse les logarithmes des quantités négatives égaux
aux logarithmes des quantités positives. En appliquant a ce cas les
formules de I'article Vi1, on aura

q-=h, q'-= k',

I A —h
W= g loe ooy

! _{t'-—— I

)~y =0 ou ()= —slog——;

on doit supposer d'ailleurs cette loi de possibilité la méme pour les
adresses de tous les joueurs : on aura ainsi toutes les données néces-
saires 4 la solution des problémes que I'on peut se proposer relati-
vement a4 un nombre quelconque de joueurs; ct, en appliquant i ces
données I'analyse de I'article VII, on parviendra au seul résultat qui
convienne & I'état d’ignorance ol nous nous supposons relativement i
fa facilité des adresses des joneurs,

X1V,

I.a théorie precédente suppose que 'on n’a aucune raison d'attri-
buer a {'un des joueurs plus d’adresse qu'aux autres, ce qui est vrai
lorsque le jeu commence; mais, 4 mesure que fes parties se succedent
et que les événements du jeu se multiplient, on acquiert de nouvelles
lumieres sur leurs forces respectives, en sorte qu'elles seratent exac-
tement connues si le nombre des parties était infini, comme nous le
démontrerons dans la suite : les adresses des joueurs et, plus généra-
lement, les différentes causes des événements sont ainsi liées i leur
existence par des lois qu'll est trés important de hien connaitre, ct,
sous cc point de vue, on ne peut douter que les événements passeés
n’influent sur la probabilit¢ des événements futurs. Examinons cette
influence et la mani¢re dont on doit cn tenir compte.

Pour cela, nommons E I'événement déja passé; e I'événement futur
dont on propose de calculer la probabilité P; E 4+ ¢ un événement
composé de 'événement E arrivant le premicr et de 'événement e
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arrivant ensuite. Si I'on détermine par la théorie précédente et sans
avoir égard aux événements passés la probabilité de I'événement E et
celle de I'événement E + e: que I'on nomma V la premiere de ces pro-
babilités et ¢ la seconde, il est clair que cette derniére probabilité ¢
sera égale a la probabilité de I'événement E, multipliée par la proba-
hilité cherchée P, que, E ayant déja eu lieu, I'événement ¢ lui succé-
dera; on aura ainsi PV =- ¢, ce qui donne

v
L ER
La méthode précédente s’applique donc également au cas ot I'on a ¢gard
aux événcments passés, etil n'en résulte qu'un calcul plus composé.
Lorsque la possibilité des événements est connue a priord et par la
nature méme des causes qui les produisent, comme la possibilité
d’amener une face donnée d’un dé dont la matiere est homogéne et
dont les faces sont parfaitement égales, la probabilité v de I'événement
E + ¢ sc détermine en calculant séparément les probabilités de E et
de e, ct en les multipliant I'une par I'autre, en sorte que la valeur de P
est égale a la probabilité de e. 1l suit de i que les événements passex
n'ont alors aucune influence sur la prohabilité des événements futurs;
on peut s’en assurer d'ailleurs, en observant que, quels que soient les
événements déjd arrivés, leur possibilité absolue reste toujours la
meéme, ce qui rend la considération du passé entierement inutile
lorsque cette possibilité ost exactement connue; mais il n'en est pas
ainsi quand clle ne I'est pas; car il est visible que les événements
passés doivent rendre plus ou moins probables les différentes valeurs
qu’on peut lui supposer, suivant qu'elles leur sont plus ou moins favo-
rables. Cette remarque nous conduit naturellement a déterminer la

probabilité des causes prise des événements.
XV.

Supposons qu'un événement donné ne puissc étre produit que par
les n causes A, A', ..., A" " soient & la probabilité qui en résulte
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pour I'existence de A; &' celle de I'existence de A’; 27 celle de I'exis-
tence de A”, ete. Si 'on nomme a, @', a”, ... les probabilités que les
causes A, A', A", ..., étant supposces exister, produiront I'événement
dont il s’agit, il est clair que la probabilité d'un second événement
semblable au premier sera ¢gale au produit de a par la probabilite «
de la cause A, plus au produit de @' par la probabilité 2’ de la cause A’,
plus ete.; d’olt il suit que I'on aura

ar-+~a '+ a"x"4. ..
pour cette probabilité; on trouvera, de la méme maniere,

e+ 82+ atx 4. ..

\

pour la probabilité de deux événements consécutifs semblables au
premier;
a’r +a"2'+ar'+. ..

pour la probabilité de trois événements consécutifs semblables, et
ainst de suite. On aura, par 'article précédent, ces mémes probabi-
lités, en cherchant a priori les probabilités de deux, de trois, de
(quatre, etc. événements consécutifs, et en les divisant par la probabi-
lité du premier; or la probahilité d'un premicr événement esta ou a’,
ou @”, etc. suivant que la cause A ou la cause A’, ou ete. existe; ce qui
donne

|
"—‘(tf -!—(?’-%—(!'—I—...)

pour cette probabilité. Pareillement, les probabilités de deux, de
trois, elc. événements semblahles sont

I I .
;-(a’ﬂ-n’*-&—a”-i—...), -’;(a’—i-a"—ka“-é—...), cos
[

donc les probabilités qu'un premier événement ayant déja cu lieu, il
sera suivi d'un ou de deux, etc. événements semblables, sont

A+ at+a't4... a@+a'+a+...

e e e e Ll LI A 3

= u ’
. a+a+a +... a+a+ad—+...
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En ¢galant ces probabilités aux précédentes, on aura

o e al+-a'lg-a"ty ..
ar +axy 4-@a axr =4...= ; - il
t-+-a-+a-+...

3 b ] L
alz + atz'+ a"tr' ., = L8 ’~+-a’ +"'—.;
a+a+a+..,

on formera n — 1 équations scmblables, et, en les combinant avee

I'équation
z4+2'4+ 2"+, . =1,

L

qui résulte de la supposition que I'événement ne peut étre produit que
par les n causes A, A’, A”, ..., on aura en tout n équations du premier
degré, qui serviront a déterminer x, 2, a”, ...; or il est visible que
I'on v satisfera en faisant

a
X = — S —s -
a—+—a-+ a’' <+
, a’
T = -—y

d’otr il suit que, pour avoir la probubilité de I'existence d'une cause
quclconque A" résultante d’un événement donné, il faut déterminer
la prohabilité a” que cette cause ayant licu produira cet événement,
et diviser cette probabilité par la somme des probabilités semblables
a,a’,a’, ... relatives i toutes les causes qui peuvent le produire,

XVI.

Pour appliquer cette théorie et pour faire sentir par un exemple
fort simple l'influence des événements passés sur la probabilite de
ccux qui suivent, considérons deux joueurs A et B dont les adresses
soient inconnues; il est infiniment peu vraisemblable qu’elles seront
1+ I— 2

— la plus grande et —— la plus

parfaitement égales. Soient donc

petite; si I'on cherche la probabilité P que A gagnera les deux pre-

OFuvres de 1. — 1X. 33
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mieres parties, on aura, par Farticle I,

i -2 o3

P= —5
en sorte qu'il ¥ a de Favantage & pavier 1 contre 3 que cela aura licu;
mais, sil'on cherche la probabilité que B ayant déja gagne la premiire
partie, A gagnera les deux suivantes, il est visible que la valeur pre-
cédente de P est trop considérable, puisqu'il v a une raison de croire
que Padresse de B est La plus grande, Eo effet, si l'on considére chaque
adresse comme une cause particuliére de I'événement, la probabilité

' - . P . .
que Padresse de B est ~——= sera, par l'article précédent, égale i la
probabilité que B ayant cette adresse gagneva la premiere partie,

divisée par la somme des probubilités qu'il la gagnera en avant suc-
cessivement les adresses -'—'i-'—f ot '"3, d’ot P'on tire '—;G‘ pour cette
probabilite.

Pour déterminer, dans ce cas, la valeur de P, on observera que

'événement que nous avons nommé B dans 'article X1V est ici le
gain de la premivre partie par B, et que Pévénement e est le gain des
deux parties suivanies par A; la probabilité V de Pévénement E est

I +4- 2 [ —Z . .
done —-— ou » suivant que la plus grande ou la plus petite

adresse appartient & B, ce qui donne, en prenant la moitie de
somme de ces deux valeurs, ¥V =31; pareillement, la probabilité ¢

2 2

- . . b= /14 2\? - -2\
de I'événement K + e est ¢gale a - (————) ou i —-— ),
partant |

done
N R L

P=g=-7%;
il'y a donc du désavantage & parier t contre 3 que A gagnera les deux
parties suivantes, cn sorte que U'inégalite des adresses qui, dans le
premier cas, favorise celui qui paric conformément au Caleul ordi-
naire des probabilités, lui est defavorable dans celui-ci.
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On trouvera de la méme manicre que, B ayant déja gagné la pre-

miere partie, la probabilité P que A gagnera les # suivantes est

| —- o

P = --9-.’.':"—![(1 +2) e (1= 2)* )

Nt 2 est peu considérable, on a & trés peu prés

=R Rl s g
2" | 1.2 I

T \ [t’n-——s')(n----ﬂ T

o1y toulbes les fois que n surpassera 3, cette quantité sera plus grande

LE B ’ l L Bt ’
que la probabilité =. que donne Ia supposition des adresses égales:

o
Foit il résulte que, dans ce cas, quoiqu’il soit probable que A est
le joueur le plus faible, cependant la probabilité qu'il gagnera les
n partics suivantes est plus grande que si 'on supposait A et B de
forces égales.

XVIL.

Lorsqu’on n'a aucune donnée a priori sur la possibilite d'un éve-
nement, il faut supposer toutes les possibilités, depuis zéro jusqu’a
I'unite, également probables; ainsi, 'observation pouvant seule nous
straire sur le rapport des naissances des garcons et des filles, on
doit, & ne considérer la chose qu'en elle-meme et abstraction faite des
événements, supposer la loi de possibilite des naissances d’un gargon
ou d'une fille constante depuis zéro jusqu'a I'unite, et partir de cette
hypothése dans les différents problémes que I'on peut se proposer sur
cet objet,

Supposons, par exemple, que 'on ait observe que, sur p+-¢ enfants,
il est né p garcons et g filles, et que 'on cherche la probabilité P que,
sut m + n enfants qui doivent naitre, il y aura m gar¢ons et n filles;
si I'on nomme x la probabilité qu'un enfant gui doit naitre sera un
garcou, et 1 — x celle qu'il sera fille, en désignant

1.2.3...(p+q)
1.2.3...p.1.2.3..,.9
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par A, on aura

dzr(1—a)?
pour la probabilité que, sur p + ¢ enfants, il y aura p garcons el
¢ filles; cet événcment est celui que nous avons nominé E dans 'ar-
ticle XIV. Pareillement, si I'on désigne par y le produil

1.2.3.. .{m+n)
t.2.3,..m.1.2.3,..n

'

0Nl aura
YILPHM (1 — p)1+n

pour la probabilité que, sur p + ¢ enfants qui naitront d’abord, il y
aura p garcons et ¢ filles, et que, sur m + n cnfants qui naitront
ensuite, 11 y aura m garcons et n filles; cet événement est celui que
nous avons nommé E + e dans 'article cité. Maintenant, x étant sus-
ceptible de toutes les valeurs depuis x = o jusqu'a & =1, el toutes
ces valeurs étant @ priori également probables, il faut, pour avoir la
véritable probabilite de E, multiplier Az”(1 — x)? par adz, a étant
constant, et prendre I'intégrale R/'aa:P(I — x)dx (depuis r =0
jusqu'a @ =1); la valeur de « sc déterminera ¢n observant que, a
devant nécessairement tomber entre o et 1, on a

‘/‘ad.r:r,

I'intégrale étant prise depuis x = o jusqu'a z =1, ce qui donne e =1.
On aura semblablement

by f.-rf”'"'(l ~ 2)t*r dr

pour la probabilité entiére de I'événement E + e; donc la probabilité
cherchée P, que, sur m + n enfants qui doivent naitre, il y aura m gar-
cons et » filles, sera, par I'article XIV,

v [xpem(1 — 2)1*r dr
P= /‘/

b

J"xp(l —z)7dr

les intégtales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
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@ == 0 jusqu’a x = 1. Celte condition donne

1.2.3...9
(p-i-:)(p-'r-z)...(p+r1-+~1)’

f.-r!’(l —x)dr =

1.2.3. . g4y
(P+m+0)(prm-+3).. (p+qr+m-+n+1)

fanrtm(y . p)i+rdr =

ce qui change I'expression de P dans celle-ci

() pP—. (4+1)(g+2). (g-+n)(p-+1)(p+12)...(p+m)
T g (prg ). (prgrme i)

Or on a, comme |'on sait,

1
_-‘v- -!- ——— — — —
log(1.2.3.. . «) =}logar + (u+ ) logu — u + " 3o T

ce qui donne & trés peu prés, lorsque u est considérable,

)
1+ =
1.2.3...u=yaru te 4,

= étant le rapport de la demi-circonférence au rayon et e le nombre
dont le logarithme hyperbolique est 'unité; donc, si I'on suppose p
ot ¢ de trés grands nombres, on aura

1
r]+n+ -

1.2.3.. .(g+-n +n :
(g+0(g+a). (g ny= S22 IE R 2B Do
vdade s qq+;
p+M+!
4
(p-i-l)(p-—:-—2)...(;:»-&-»:)=(P+m)1 e—"™,
P
i
p+q+?ﬂ+fl+i
(P+q+l)...(p+q+m+n):(P+q+m+n) = e=m-n,

En substituant ces valeurs dans U'expression de P, ot en observant que
I'on a a trés peu pres

p-rg+i . p+q
p-+-q+m+n+1_p+q+m+n’

elle deviendra
p+m+i

| 3
(g+m) " ip g p 4+ m)

p+q+n+n+=

(@) P=y T
Prig W prg4+-man)
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St 1 et s sont de tres petits nombres par rapport ki peta g, on a

log(p 4- &)P'=(p + ) [logp+ Iog(: -+ %)J

= (p + s)(; -+ lngp) =g+ (p+s)logp;
done

(p+ p)pri=prtick;

partant, si m et n sont trizs petits relativement a p et g, on a

|

q+n -+ il+n
(q+n) =t g 1,
1
+m+ - p+m+ -
(p +m)p t—=eMp L

3
p+qiem-+n 7+3

3

(P+g+m=+n)
d’ott 'on tire
I}m qﬂ .
+ q )m-i-n

Y —
P=1o

XVIIlL.

Cette valeur de P est 1a méme que celle 4 laquelle on parviendrait
e supposant les possibilités des naissances des garcons ot des filles
dans le rapport de p & ¢; d’olr il est naturel de conclure que ces possi-
bilités sont & trés peu pres dans le méme rapport, et qu'ainsi la vraie

possibilitée de la naissance d'un garcon est tres approchante de --2—;
P+q

ce n'est pas que, absolument parlant, elle ne puisse avoir une valeur
hien différente, mais I'expression Ff_—;] ct celles qui en sont trds voi-
sines sont incomparablement plus probables que les autres, et 'on
peut énoncer ainsi la conclusion précédente ¢

Si I'on désigne par 0 unc quantité fort petite et par P la probabilite
que la possibilité de la naissance d’un garcon est comprise dans les

limites —£— — 0 et —£— 4.0, la valeur de P différera d’autant moins

P = P+

de la certitude ou de Funité que p et ¢ scront de plus grands nombres,
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ct1on peut tellement faire eroitre p et g que la différence de Pa l'unité
soit moindre qu'aucune grandeur donnée, quelque petit que 0 soit
'atlleurs.

On voit par Ih comment les événements, en se multipliant, nous
indiquent d'une manicre de plus en plus probable leur possibilite
respective; mais, comme le théortme précédent n'est vrai que dans
Uinfini et que la valeur de Pdiflere toujours un peu de I'unité lorsque
;2 et ¢ sont des nombres finis, il est intéressant de connaitre cette dif-
férence, et pour cela nous allons donner Pexpression de P par une
suite tres convergente que nous verrons se réduirve i 'unite, lorsque
p et g sontinfinis, et qui nous fournira, de cette maniere, une démon-
stration directe ct rigoureuse du théoréme dont il s’agit,

Soient « la possibilité de la naissance d'un garcon et 1 — a celle de
la naissance d'une fille; [a probabilité que, sur p + 4 enfants, il y aura
p garcons et g filles, sera, comme on 'a vu dans I'article précédent, égale
i AP (1 — x)7; or, si I'on regarde 22 comme une cause particulivre de

o /'J?f’(l — )de o . L
cet eévenement, ¥~ — ———-——. sera, par 'article XV, la probabilité de

cette cause, pourvu que I'intégrale du dénominateur soit prise depuis
& =0 jusqu'i 2 = 1; donc la probabilit¢ P, que @ sera contenu dans

o ' aP(1-- r)7dr Lo
des limites données, sera *—-———-——, pourvu que l'intégrale du
faxr(r--.r)tde '

numérateur ne soit prise que dans I'étendue de ces limites; la ques-

tion est ainsi réduite & déterminer, dans ce dernier cas, la valeur de

fa:’(: — x ) dz, lorsque p ct g sont de tres grands nombres.
Soit y = x?(1 — a)9, on aura

x(r--.a)

dy,
p=(p+qnazd

ydr =

et si l'on fait p = i, g = i, « étant une fraction extrémement petite,

puisque p et g sont tres considérables, on aura

ydr=wasdy,
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- .' ' ’ [} .T(l—.‘zf) . Ly 1 ) -
s etant égal a T de la on tirera, quel que soit z,

| ds d(sds) dizd(sdz)} )
(}) "/‘]d.E:C'I-G!]u"l-—d‘E -+ a’—mf;‘—" '—3‘-—'—%-5—--- “+ . ..‘-,

(: ¢tant une constante arbitraire qui dépend de la valeur de Jyy dz, i
I'origine de l'intégrale. Cette suite, qui est d’un grand usage dans ces
recherches, se démontre factlement en ohservant :

1° Que
f.ydx::fazdy::ay:—-afyd:;

2° Que I'équation
ydx_: asdy donne y= 25—
ot gu'ainsi

i sds,  zds - d(sdsz)
fyd._ot de—ayw_ajy dv '’

3° Que

[-:’_d(z ds) a‘/-zd(:d:)dy: ays d(sds) a‘/-‘)_d[: d(sds )]‘

. dr ot

ot atnsi de suite.
La série précédente cesse d’étre convergente lorsque le dénomina-
teur de 3 est trés petit de U'ordre de o, et c'est ce qui a lieu lorsque 2

ne differe de T:;-L;I que d'une quantité de cet ordre; il faut donc n'em-

ployer cette série que dans le cas ol cette différence est trés grande
par rapport & «. Mais cela ne suffit pas encore : chaque differentiation
augmentant d'une unité les puissances des dénominateurs de s et de
ses différenticlles, 1l est visible que le terme de la série multiplié
par 2 a pour dénominateur celui de s, élevé a la puissance 2/ —1;
done, pour Ia convergence de cette suite, il est nécessaire que & soit
beaucoup moindre, non seulement que le dénominateur de s, mais
encore que le carré de ce dénominateur,

Il suit de la que la suite (A) donnera, par une approximation rapide,
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Pintégrale [ ydx prise depuis @ - o jusqu'a 2 == -~ 0, pourvu

i A
que a soit heaucoup plus petit que 025 et si 'on observe que 'on a
¥ oets. o lorsque . - o, on trouvera, pour la valeur de /y dx,

dians ce cas,

_ , / TR A
T7CAR e fi =1 . . o] )
- ud 1+ m)a]r (1 S J) \ alp (1< pito) ’
/-‘ . I e Z-I _:;__ “{1.97 ol t -t T .'l s —_- _-” "':7!_—- =L \l‘
t M) 7 ! (b--p)d

Cette suite a 'avantage de donner les linites entre lesquelles la valeur
de [y dx est resserrée; en offot, cette valeur est moindre que le pre-
micr terme et plus grande que la somme des deux premiers termes,
Pour le démontrer, nous donnerons a s cette forme

14 . T L

1- . L [

T L RS T &

(4]

¢t nous aurons
dr wdr

({ﬂ - - == T T
=t

¢ ———

:_”I-I-i"lu.bll Ce i e pia

On voit ainsi que s et ds augmentent & mesure que x augmente depuis

: ' i o ds d(sds)

roLojusquiae oo - los quantites 3, - - et - .- sont done tou-
L+ dr .t i

jours positives dans cet intervalle, ainsi que les intégrales /lv s ot

St w] . |
7eom 3 orona, par ce qui préctde,

f‘,}’ el (

]"}' dr  2ys .- 2 /} s,
Partant [ ydx est moindre que 2ys; pareillement

v ds disds)

. y ds g
ct, par consequent, _/y(l:: est moindre (que o:“v:d‘;; done /y dr est
moindre que zyvz et plus grand que ays{1 - « s Cette remargue
’ ] ) L ~ ’ p g ¢ ] ! L ~ (Iv‘l . ) ¢ q ”

Y

peut servir lorsque, sans chercher la valeur exacte de f yde, on
veut s'assurer si elle est plus grande ou plus petite qu’une quantité
donnée,

OFrwvres o L. - N, I N
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La suite (A) donnera encore l'intégrale /’_y(lx. depuis a -= |-.I-',l + b
jusqu’a & — 1, ct si 'on considére que, a étant 1, ona y::oets -:o,
on verra facilement que la valeur de‘/:yrl.-z:. dans ce dernier cas, est
la valeur méme de fy dx dans le premier cas, prise en moins, et dans
laquelle on change 0 en --0; done, si I'on nomme & Vintégrale entiére

fy dx, prise depuisa -- 0 jusqu’i\ & == T, 0N aura, aux quantités pres

de 'ordre 22, pour cette méme intégrale, prise depuis & = l T 0
jusqu’ar = :'_7 +8,0u, ce quirevient au méme, depuisx: - ---p ’,-nﬂ
N
jusqu'a o = piaries 0,
_ alp -+ (1 - 63 )
q-+1 -
b — S TR
(1= )#rde3y
g+i
t— (i p)dle+ (s — #9) )
| w0 (14 2
> , ' g41 Iy
+-[t—k(l-+-F)0]p*'(l-“ 1§iif9) \
ce qui donne
vy alm (s wrg];
P U ’ R
o (1 -+ ;.L)PHI“OA
! Wt
| =G+l 1 -~--o)" ’
=X { g el
( +[I+(l+p)9]?--"|( _l";“r) 6

[l ne s’agit plus maintenant que d’avoir la valeur de 4; or on a, par

Particle précédent,
t.a.3...p.5.2.3. ..

T radl . (ptg )

et, quel que soit «,

. — u+1 1
1.2.3.. N"::\/)‘nu -l —— ... ),
il
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ol il est aisé de conclure, en faisant p - = et ¢ = £,
e g
e varap * | - d[(t - @) - 13;1] ‘ ;
- pry+d! 13p{1 + u)
(1-+ ) ‘

3
On aura done, en négligeant les quantités de l'ordre o7,

a;#;' R QL2+ () (1 g+ #’W’]£

P=1— A
\/é}(l-i-p)%f} '3l-‘"+}1)’0’

i [1= (1 pra]p+'(.4— --f“a)'“')
> ¥

+ [ (rr ) 0]er 1——---—P—L
( (=35

’
+1

sur ¢uoi 'on doit observer que la quantité
[1— (1 -?-H)G]P(l + 1-—::5 OY

est 4 son maximum lorsque 0 == o3 d'od il suit que la plus grande va-
leur du facteur
14w\t
[v—(1+ p)‘}]"f'(l - -F- 0)

/ 14w \7+t
s (1 p)o]Pt 1 — —— 1
[+ (1 +p)6] (\ m )

est trés prés de 2, et qu'il est beaucoup moindre pour peu que 9 soit
plus grand que zéro.

Dans la question présente, ce facteur est toujours extrémement
petit; pour le faire voir, nous mettrons la quantité

e +h
[r— (1 + p)O]P-*‘(I + -‘—%9)({

sous cette forme

et nous ohserverons que, 6 étant fort petit, on a, par des suites conver-
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gentes,
log[y (o %) 02wy - ;:(l-i-,u',-" 4 .;U- pith )
NI P DI R A W e A W
'"E(" p )~ w ﬂ( " ) 0 3( B )J K

v : . t . 1 .
d'ol, en substituant au lieu de p, -, et aulicu de ¢, -, on tire
A 4

- U
Jogfe- (-1 )9:!(..;.5..:.35
e #)9) B )

(1 4-p)* 4% .I('u.'-:‘l)(l-l-p)" m
e X 3u a 7

partant

1 - 4 of ety ol =il =l
[‘l -1 --{J,.‘j’]l'([ i -...jr) ¢ R i a
\ 2
% ¢tant, comme nous 'avons supposé, beaucoup plus grand que =, ot
ey logavithme hyperbolique de I'unité, étant plus grand que 2, il est
clair que le second membre de cette équation est triss petit et décroit

tris rapidement lorsque 2 diminue; d'ol il suit que la quantite

/ ) R A
fre=c o w53 L 'J-U)
' /

. i+

est elle-méme tros petite, ce qui est également vrai de la quantité

4 | -i- 18 '.I:I.I

[ m..e-p;o_p-'(". " 9.)

dans laguelle se change la précédente en faisant O négatif.
On voit ainst que, § restant le méme, quelque petit qu'il soit 'ail-
Jeurs, la différence de P i Punité devient d'antant moindre que 2

Yo T
diminue, non sculement parce que le tactewr 2° qui multiplie cette
différence diminue, mais encore parce que le facteur

‘ P-som\7e Y
SERTETT) A (R
) L

)

N e fr e )G "'(l : -l---!_-'u’f)q-l

L
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est trés petit et diminue avee une grande rapidité; ct il est visible que
I'on peut tellement augmenter p et ¢, et, par conséquent, diminuer «,
que cette différence de P i l'unité soit moindre qu'aucune grandeur
donnée, ce qui est le théoréme dont nous avens parlé au commence-
ment de cet article.

XIX.

Ln des principaux avantages de la théorie précédente est de fourntr
une solution directe et générale d'un probleme intéressant, dont I'objet
est le plus ou moins de facilite des naissances des gar¢ons et des filles
dans les differents climats., On a observé qu’a Paris ¢t & Londres il
nait constamment chaque année plus de garcons que de filles, eot,
quoique la différence soit peu considérable, il serait assez extraordi-
naire que cela fut 'effet du hasard, et il est bien plus naturel de penser
que, en France et en Angleterre, la nature favorise plus la naissance
des garcons que celle des filles. A la vérité, les naissances observees
pendant quatre ou cinq ans dans quelques petites villes de France
semblent y indiquer une moindre facilité pour la naissance des garcons
que pour celle des filles; mais il est trés possible que, sur un petit
nombre de naissances, tel que quatre ou cing cents, il y ait plus de
filles que de garcons, quoique la facilité de la naissance de ceux-ci
soit plus grandes il faut emplover & cette recherche délicate de beau-
coup plus grands nombres, vu surtout le peu de difféerence qui existe
entre les facilités des naissances des garcons et des filles, ¢l ce n'est
que lorsqu'on sera bien assuré que le nombre observé des naissances
dans un licu quelconque indique, avee une tres grande probabilité,
que les naissances des gargons ¥ sont moins possibles que celles des
filles, qu'il sera permis de vechercher la cause de ce phénoméne. Lu
inéthode de l'article précédent donne un moyen fort simple pour
obtenir cette probabilité Torsqu’on a un nombre suflisant de nais-
sances; nous allons 'appliquer & celles ui ont été ohscrvées i Paris,
et déterminer combien il est probable que les naissances des garcons
dans cette grande ville sont plus pussibles que celles des filles.
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Pour cela, nous ferons usage des naissances qui ont eu lieu depuis
1745 jusqu'en 1770, et dont on peut voir la liste dans nos Memoires
pour I'annéc 1771, page 857. In rassemblant toutes ces naissances,
on trouve que, dans I'espace de ces vingt-six années, il est né & Paris
251527 garcons et 241 945 filles, ce qui donne i trés peu prés 122 pour
le rapport des naissances des garcons a celles des filles. Cela pos¢, la

probabilité que la possibilité de la naissance d'un gar¢on est égale on

' L) !, : APy A [ : . .
moindre que ; est, par Particle précédent, égale i ~—— l'intégrale

[ y dx étant prise depuis & == o jusqu'a x == &; d'ailleurs cette inté-

. . . . ! ..,
grale, prise depuis x == 0 jusqu'd & : = —— — 0 et divisée par £, est,

par le méme article, égale &

t )

?,.2 -+
‘_:'Ot “E““.i- [t-- (1 +p)7]rt (1 4.1 0)q 1
Van(i-=p)td H

sl i g2 ey (e
12t )t
: ¥ L AR e TR
En supposant donc Py ) == ; ¢, par consequent, VES ey

on a, pour I'expression de la probabilité que z est égal ou moindre

que ,,

/s
V_(+pm (.'_“.'fr.&)”“' (_'.J- e)"“'
|- 4 A

< I'I _ 3689’-1-3}1(1—14')’-}- (1 - R . ]
PR ) (5 — @)

Dans le cas présent,
p == adidan,

7 == 341945,

g

u == - == 0,9619047,
= 9019047
l—---

" 351537’

2 =

<1~
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ce qui donne & peu prés 0° == 24, en sorte que la série

_ LB 3p (1 - p)

I - - - _‘_l:ﬂj : 12
VB ) (0 — )
est trés convergente, et 'on trouve, par le caleul, que le second terme
est environ 555 on peut ainsi s'en tenir au premier terme : or on a,
en logarithmes des Tables,

;-

T aap

log .\/. (_l_”_l- P'}T.E - 5’4660039’

Y

le nombre 2 indiquant une caractéristique négative: on a ensuite, en
portant la précision jusqu'a douze décimales,

logp == §,4100384610947,
logq = 5,383716651469,
log(p—+ q) = 3,693263515480,
log2 := 0,301029995664,
d’ett I'on tire

— + |
log('_}}'l)p s 73616,6879714,
1 -+ 1
log(”—jl-'-'l)’ .. %1803,383613g,
logar+7+? =. 148550,4760803;
parlant L
f_dap
log(liﬁl)ﬂm| (,'l—ieu "~ ._V.-E.’_:"_!-E)_’_' 42,0615089
2 ) ) [ ) '

En repassant des logarithmes aux nombres, on aura, pour la probabi-
lité que x est égal ou moindre que i, une fraction dont le numérateur
est peu différent de 'unité et égal & 1,1521, ct dont le dénominateur
est la septieme puissance d'un million; cette fraction est méme un
peu trop grande, et, comme clle cst d'une petitesse excessive, on peut
regarder comme aussi certain qu'aucune autre vérité morale, que la
différence obscrvée i Paris entre les naissances des garguns et celles
des filles est duc & une plus grande possibilité dans la naissance des
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warcons. On voit, au reste, que la petitesse de la fraction précédente
vient principalement du facteur

(’ .- 'l‘\ ’1"' (“ + “ 9 )
-_— — . f
2 ) . 2

N

ce qui confirme ce que nous avons dit dans I'article précédent sur la
convergence de la valeur de P vers Punité.

On a observé que, dans l'intervalle des quatre-vingt-quinze années
ccoulées depuis 1664 jusqu'en 1757, il est né, a Londres, 737 629 gar-
cons ot 668958 filles, ce qui donne environ ;; pour le rapport des
naissances des garcons 2 celles des filles; ce rapport étant plus grand
que celui de 105 2 rot qui a lieu & Paris, et le nombre des naissances
observiees # Londres ¢tant plus considérable, on trouverait pour cette
ville une plus grande probabilité que les naissances des gargons sont
plus possibles que celles des filles; mais, lorsque les probabilités dif-
ferent aussi peu de I'unité, elles peuvent étre censées égales et se con-

fondre avee la certitude.
\\.

La constance avee laguelle les naissances des garcons & Paris Pont
ciporté chaque année sur celles des filles, depuis 1745 jusqu'en
1770, est encore un de ces phénomeénes que Pon ne peut attribuer au
hasard. Déterminons sa probabilite en partant des données précd-
dentes; pour ccla, soit 2a le nombre moyen des naissances des gar-
cons et des filles dans I'espace d'une année; supposons, de plus, que
sur ce nombre il y ait iz garcons et, par conséquent, 2a — m filles : la
formule (0) de article XVI donnera, pour la probabilité P de cot évé-

nement,
P _______q.ntl3.._.qa__ _II:'.'!'..B._.'.”([).—i-f/ 1)
Eohe Qe e\ om0 20 - 1) 1,23, . 012,300y
2.3 (g --2a -miy 123, (p-+-m)
’ TR O TR 7y T T 2.3 .om ]

L]

on aura donc la probabilité que les naissances des gar¢ons ne I'empor-
teront-point sur celles des filles, en prerant la somme de toutes les
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valeurs de P, depuis m = o jusqu’a m = a. Soit

1.2.3.. .(q—!-aa—m).l.a.S...(p-;.”Q_ '
1.2.3...(Qa—m),[.g.g.”"! = Y

et cherchons l'intégrale finic Zy,,, depuis m = o jusqu'a m=aq, la
caractéristique Z servant a désigner les intégrales finies; on a visible-

ment
_(m+1)(g+2a—m)
T (aa—m)(p+m+1)

m+4 9
donc

(m+1)(g+3a—m)] _ (m+1)(qg+2a—m)
ym[l-—- (2@ —m)(p-+m~+ :')] (2@ — M) (2 A = A¥n

T (aa—m)(p 4 m+)
ou

_(m+nlgr3a—m)
m= aap—p—mip+gq) ™

la caractéristique 4 étant celle des différences finies. Supposons géné-

ralement
Ym=—3m A)’mo

nous aurons, en intégrant,
zym =Ymém-1— 2(._‘ym Azm—l )i
or, si I'on substitue pour y, sa valeur 5,4y, on a

E(J'm A-:'m-l — E(zm A:m—i A.ym)
=Y *m— A-:m-l - z[}’m A(Sm_| A3m—y )]'
Parcillement,

Z{ymd(Zm-1 A2p-4)]
= Ymém-y A(zm-l Azm-!) -2 t.ym A[:m"l A(:m"’ A:m"l)] !'

at ainsi de suite: on aura donc

1 — A&Spm-y+ A(3m-y B5my)

EVm=0C 4 ¥psm-
(Y) Y J i —A[:m—:A(sm-'A:m"‘)] —+...

C étant une constante arbitraire. Cette suite est, dans les différences
finies, cc qu’est la suite () de l'article XVIII, dans les différences
QRuvres de L, — 1X, 55
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infiniment petites : pour déterminer dans quel cas elle est conver-
gente, nous ohserverons que, si la dimension de 5,,_,, en p, ¢, @ et m,
estr, celle de As,,_, sera r — 1, celle de A(3,,.5 A3,,s) s€PQ 27 -- 2, 6l
ainsi du reste; or la convergence de la série exige que ces dimensions
aillent en diminuant, ce qui suppose que r est moindre que 'unité,
Dans la question présente, ol

m{q+aa-+1—m)

sap—|—t7—-m(p+:/)

“m-1—

les dimensions du numérateur et du dénominateur sont égales a 2, et

par conséquent r=: o; la suite sera donc convergente, pourvu quc le
==
dénominateur ne soit pas extrémement petit, ¢’est-d-dire que --a -

differe sensiblement de £ giore "est ce qui a lieu, lorsque m est ¢gal ou

moindre que a, p étant supposé plus grand que q.

m(q +~aa+1—nm)

dap +q—m(p+1q)
G

E+-Fm-+- e
:zap-l-q-—-m(p q)

On peut mettre la quantité sous cette forme

en faisant

E— 9P +9)—3a3—p

———

(p+9)°
F:‘:—-‘——
P—q
a= 2 +q)lg{p+g)--3a9-+p],
(p+q) ’
on aura ainsi
G(p+q)

Azpmy=F+ BT 2k ) E—
' l3ap+—qg—m(p-rp)l2ap +p+ag—m{p=-g)|

Or, F et G étant positifs, il est clair que As,_; est toujours positif tant

m—1 .
(que ———- est moindre que ’E’; on voit de plus que, dans ce cas,

Sm—183,,-, Va toujours en augmentant, en sorte que A(5,,-,43,,.,) est
encore une quantité positive; donc Zy,, étant égal &

J’m‘m-l""ﬂ(.}'m Sm-1)s
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est moindre que H + yn3,_,, H ¢tant unc arbitraire. Pareillement,
Z(ymAsn-,) étant égal i

J”m ‘3":-] A(sm--!) - E[J’m A[( zm—t Azm-—!)]

est moindre que H' + v,,3,,-, A5, H' étant une nouvelle arbitraive ;
donc l'intégrale Zy,, est moindre que C -+ y,,5,—, et plus grande que

C+ )'m:m—l(' — Az, ).

Si I'on détermine, au moyen de la formule (y), l'intégrale Zy,
depuis m = o jusqu'a m = a, la constante C sera nulle; si I'on sup-
pose ensuite qu'il nait 20000 enfants chaque année, ce qui donne
a == 10000, On trouvera, en cmployant pour p et ¢ les valeurs de I'ar-
ticle précédent relatives i Paris,

Sa-y == 26,23,
;d'—’ — 26.09-
Partant,
Az, =0,13;

on aura amnst
Eyn.<26,23y,

et
LY m>206,23 y,(1 — 0,13).

En faisant donc
Zyn=16,22y,,

cotte valeur de I y,, ne surpassera que de % environ la véritable va-
leur; il suitde lia que, si 'on nomme P la probabilité que sur 20000 en-
fants 1l y aura autant de garcons que de filles, la ‘probabilité que le
nombre des gargons ne I'emportera pas sur celui des filles sera un peu
plus petite que 26,22P.

On déterminera la valeur do P par la formule (=) de I'article XVII;
pour cela, on y supposera m =n =a, ct on la mettra sous cette
forme

e (P+9)%WP+G)(?+G)[I+ a(p—q) ]m[l_ a(p—q)
(p-rq)t y/'ﬁ(p+q+aa)% g{p~+q-+aa) p(p+q+-1a)

-
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On ohservera ensuite que

v = (l'.2.3..'.a)‘

d’odi I'on tire, par l'article XVII,

2!0
/_‘/“z'r}!
on a d'ailleurs
L _a{p—q) Tjrre_ [ a(p—1q) 1 alp—q)
b e ~| =g P - S+
L 7(p+g+aa) g(p~+q-+3a) 2qip—+q+3a)
[ —_ qJp+a — _— ] — 3
L __alp—gq) :’-'(P"Pa)[ alp—gq) 1 ‘a(p 7) -
. Pp+g+aa) pPip+q+aa) app-+q-+3a)

a étant peu considérable par rapport i p et p différant peu de g, ces
suites sont trés convergentes, et 'on peut s'en tenir aux deux pre-
micrs termes; en ajoutant donc ces logarithmes, on aura

105'[1+ ___a__(qp—ql ]9+a [!_ a(p—-q) ]p-m
pip-+qg=+2a)

T B _rp’q+q'p-_l-a(p‘-+v_’)]_
=ai(p—1q) [p.-,(p-;—-q-}-aa) 2 ply¥(p+q -+ aa)

On peut supposer i tres peu prés a(p? + ¢?) = 2apy, ce qui réduit le

1 _— T
‘ (p, . ce loga-
2pt(p+q—+ia)

rithme est hyperbolique, et, pour le convertir en logarithme des
Tables, il faut, comme l'on sait, le multiplier par 0,43429448. En
appliquant des nombres & ces formules, on trouvera que le logarithme
tabulaire de

[H—_“(P—q) ]”*“[.._. a(p—q) ]"*“
P(p—+q--aa) plp+q-+3a)

est 0,0638041; on a cnsuite, en portant la précision jusqu'a dix déci-
males,

seccond membre de I'équation précédente i

loga == 0,3010299954,
logp = 3,4003846109,
logg = 5,3837166515,
log(p + ¢) == 5,6932625156,

—

1
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ce qui donne

de plus,
logyan = 3,3485950,

3 e im———————
1 —
IOg(ptﬁ \/(__l’-i-ﬂ)('?_;‘ @) _ 1,9913591:
VPg(p+q-+2a)
on aura donc
logP =1, 1688342,
d’olt I'on tire
16,23 P = 0,0038678 = —— .
239
La probabilité que, dans une année, les naissances des gargons ne
seront pas en plus grand nombre a Paris que celles des filles, est donc

. ] ’ 5 M .
moindre que 255 omen la supposant égale a cette fraction, on aura, i

trés peu pres, le nombre d’années dans lesquelles on peut parier un
contre un que cela n’arrivera pas, en multipliant son dénominateur
25¢ par le logarithme hyperbolique de 2, c'est-d-dire par 0,6931472,
ce qui donne pour produit 199 : on peut donc parier avec avantage un
contre un que cela n'arrivera pas dans l'intervalle de cent soixante-
dix-neuf années.
Relative ment & Londres,
p = 737639

ct
q = 6g8g38,

ce qui donne
34—y = 18,3000

et
A34-4=0,0694%;

en sorte que, si I’on suppose la probabilité que les naissances des gar-
cons ne I'emporteront pas sur celles des filles égale 4 18,3 P, cette pro-
babilité ne surpassera que d'un quinziéme environ la véritable. On
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trouve ensuite
- “(8_:.9_)...._ 74 — ___f_g.P_:_?_)-___]pm..- L0t ot
log[' ! f!(P""’I-r-'Jﬂ)] [' Plp+gaaqy] CCO0wRn

TSI =)
log (p+ ”)___\f__(ﬁ_'_"ﬁ)_.(.?__’;_ﬁl == 1,0970010,

VP (p+q-1a)
On a de plus, en portant la précision jusqu’a dix décimales,

logp = 5,86783598a9,
logg = 5,8444510800,
log(p 4~ ¢) = 6,15373319321,
d’ou I'on tire

on aura donc

partant
. .

La probabilité que les naissances des gargons, 2 Londres, ne 'empor-
teront pas sur cclles des filles, dans une année déterminée, est donc

un peu moindre que ;—2-!"-1—6, en sorte que l'on peut parier avec avantage
1 contre 1 que cela n'arrivera pas dans Vintervalle de huit mille six
cent cinq années; ce phénoméne est, comme l'on voit, beaucoup
moins probable a Londres qu'a Paris, ce qui vient de ce que, dans la
premiére de ces villes, le rapport des naissances des gargons a celles

des filles est plus considérable.
XXIL

I.a théorie précédente suppose que I'on connait le nombre de fois
que chaque événement simple est arrivé; mais, quoique cette suppo-
sition s’étende a un grand nombre de problemes intéressants, cepen-
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dant elle n'est encore qu'un cas particulier de cette partie de F'ana-
lyse des hasards, qui consiste 2 remonter des événements aux causes.
Nous allons exposer, dans les articles suivants, unc méthode générale
pour déterminer les possibilités des événements simples, quel que soit
I'événement composé dont on a observé 'existence.

Considérons d'abord deux joucurs A et B, jouant aux mémes condi-
tions que dans 'article II1, c'est-a-dire que, A ayant m jetons au com-
mencement de chaque partie, B en ait n — m; qu’a chaque coup celui
qui perd donne un jeton a son adversaire, et que la partie ne doive
finir que lorsque I’un d’eux aura gagné tous les jetons de 'autre, Sup-
posons ensuite qu’ils aient joué de cette manierc un trés grand nombre
de parties, dont p aient été gagnées par A ct ¢ par B, et que I'on
veuille déterminer leurs adresses respectives, ou, ce qui revient au
méme, leurs probabilités de gagner un seul coup. 11 est clair que le
nombre des coups gagnés ou perdus par chaque joueur est inconnu,
puisque chaque partie peut étre composée d'un nombre plus grand ou
moindre de coups : on ignore donc ici le nomhre de fois que chaque
événement simple est arrivé; mais il est facile d’étendre 4 ce cas et &
tous les autres semblables la théorie des articles précédents, en obser-
vant que, si p ct ¢ sont de trés grands nombres, les probabilités des
deux joueurs A ct B pour gagner une partie seront i trés peu pres dans
le rapport de ces nombres : or, ces probabilités étant connues, on aura
facilement leurs adresses respectives ou leurs probabilités de gagner
un seul coup; car, en nommant X la probabilité du joueur A pour
gagner une partie, ct x son adresse, on a, par I'article 111,

(l —— ‘r)"l
I — -
X= z .

(l —_— ‘z-)u

] —
x

La scule racine utile de cette équation est celle qui est positive et
moindre quc I'unité; or il est aisé de voir a priori qu'il ne peut y en
avoir qu'une qui satisfasse i ces conditions, puisque V'adresse z ne
peut augmenter ou diminuer sans quo la probabilité X augmente ou
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diminue; la valeur de @ que P'on tirera de cette équation jouira donc
du mémo degré de probabilité que X; or, si I'on suppose p et ¢ tres
considérables, il sera extrémement probable, par I'article XVII1, que

1 P, L . el
X différe trés peu de e done, si I'on nomme a la racine positive et

moindre que l'unité de I'équation
(a) o=qxP+ p(1—x)"—(p+q)x*"(1 —z)™,

il sera trés probable que I'adresse x est trés approchante de a, en sorte
que, si p et g étaient infinis, il serait infiniment probable que la diffé-
rence de x et de @ est moindre qu’aucune grandeur donnée. Cette va-
leur de 2 a d’ailleurs I'avantage de nous faire connaitre le rapport des
coups gagnés aux coups perdus par le joueur Aj car, sil’'on nomme r le
nombre des premiers et s celui des seconds, I'adresse « doit étre tres

peu différente de ——. en sorte que I'on a, a trés peu prés,
r—+—s

’l

r+s

—

a,

d'ou l’on tire
a

—— s, W

1—a

r_
s
Supposons encore que A et B ont joué p parties avec la condition
précédente, et ¢ parties dans lesquelles A avait m’ jetons et B n'— m’
au commencement de chaque partie. Supposons ensuite que, sur ces
p -+ g parties, A en ait gagné r; cela posé, pour déterminer les adresses
de ces joueurs, nous nommerons x celle de A, et v le nombre inconnu
de parties qu’il a gagnées sur les p premieres: I'éguation (a) donnera

dans cc cas
o=(p—v)z"+v(i1—x)*— px*"(1 —x)™,

Le nombre des parties que ce joucur a gagnées sur les ¢ derniéres est
r — u; on aura donc encore, cn vertu de I’équation (a),

O=(¢g —r+wzT"+ (r—v)(1—)¥—qz* =" —z)™.

En éliminant v de ces deux équations, on aura une équation en z,
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dont la racine positive et moindre que l'unité est celle qu’il faut
choisir; or on prouvera, comme ci-dessus, qu'il ne peut y en avoir

qu’'une de cette nature. Sil'on nomme a cette racine, sera a tres

I— d
peu pres le rapport du nombhre des coups gagnés au nombre des coups
perdus par le joueur A. On aura ensuite

e @t —=(1—a)"
p T ==y

et ce sera le rapport du nombre des prémieres parties gagnées par le
joucur A au nombre total p de ces parties,

XXIL

Yoici maintenant une méthode direcle et générale pour déterminer
les possibilités des événements simples, quel que soit I'événement
observe.

Si I'on désigne par & et 1 — x les possibilitées des deux événements
simples, et que I’on cherche, par les regles ordinaires de I'analyse
des hasards, la probabilité de I'événement composé dont il s’agit, on
aura pour son expression une fonction de @, multipliée par un coeffi-
cient constant quelconque; si I'on nomme y cette fonction ct a la va-
leur de x, positive et moindre que l'unité qui la rend un maximum,
non sculement cette valeur sera la plus probable, mais elle sera encore
trés approchante de la véritable possibilite x : par exemple, si I'événe-
ment observé est la naissance de p garcons et de ¢ filles sur p + g en-

fants, en nommant x la possibilité de la naissance d'un garcon ct, par
conséquent, 1 — & celle de la naissance d’une fille, on aura

1.2.3...(p+q)

1.2.3...p.:.g..’i...r/‘ﬂ('_‘r)q

pour la probabilité de cet événement; dans ce cas y =x?(1 — &), el

son maximum a lieu lorsque & = ;—f_—-&; cctte valeur de 2 est donc,

a trés peu pres, la véritable possibilité de la naissance d’un gar¢on,
lorsque p et ¢ sont de trés grands nombres.
OEuyvres de L. — IX, 26
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Supposons encore que I'on tire trois boules d'une urne qui ren-
ferme une infinité de boules blanches et noires dans une proportion
inconnue, et que A et B jouent a cette condition que A gagnera la
pactic si suv ces trois boules il y a plus de blanches que de noires,
et qu'il la perdra s'il y a plus de noires que de blanches. Supposons
ensuite que, sur p + ¢ parties, A en ait gagné p et perdu ¢; cela posé,
si I'on nomme z la probabilité d'amener une boule blanche, on aura
x?(3 —2x) pour I'expression de la probabilité que A gagnera une
partie, et (x — ) (1 + 2x) pour la probabilite qu’il la perdra; la
probabilité de I'événement observé sera done

1.2.3...(p=+9q)

1.2.3. ..p.;.a.s...,,-“"”(3—“)”(1 —z)(1+27)7;

dans ce cas,
y=xW (3 —22)P (1 — ) (t+ 22\,

et son maximum donne

o=p(r— )P (1t+2xr)—q21(3—ar);

d'oir il suit que, st 'on nomme « la racine positive et moindre que
I'unité de cette équation, le rapport des boules blanches aux boules

noires de I'urne sera & tres peu pres égal & —.

Le maximum de y n'indique d'une manicre apprachée la véritable
valeur de & qu'autant que les valeurs de y voisines de ce maximum
sont incomparablement plus grandes que les autres; car il est visible
(que l'intégrale fyd.fv, prise dans un trés petit intervalle de part et
d'autre de ce maximum, est alors tres approchante de cette méme
intégrale prise depuis & = o jusqu'd £ ==1: or le vapport de la pre-
miere de ces intégrales i fa seconde exprime la probabilité que la
valeur de 2 est comprise dans cet intervalle. Les valeurs de y voisines

du maximum surpasseront considérablement les autres, lorsque y
r i * L I *
aura des facteurs élevés a de grandes puissances de I'ordre > « étant

un coefficient trés petit et d’autant moindre que I'événement observé
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est plus composé; si I'on prend, dans ce cas, le rapport de dy a ydr,
on sera conduit & une équation de cette forme

dy _ 1

ydzr  as
s étant une fonction de &, qui ne renferme plus de puissances de

1 . . , , . . , .
Pordre _- Ainsi, toutes les fois que I'on parviendra & une équation

semblable, les valeurs de 2 décroitront avec une grande rapidité en
s'¢loignant du maximum, ct la valeur de 2 correspondante i ce
maximum sera trés approchante de la véritable.

On voit par la que les événements composés ne sont pas tous propres
a faire connaitre Ies possibilités des événements simples: par exemple,
A ct B jouant aux mémes conditions que dans I'article 111, si A gagne

I _ L m
l — — —
&€ .

la partie, en nommant x son adresse, on aura ——7 pour la
-(5%)

>
probabilité de cet événement. Or, sil'on suppose m et 2 de tres grands
nombres, I'événement observé sera composé d'un grand nombre de
coups; mais, comme les valeurs de » correspondantes i z plus grand
que ; sont trés peu différentes de 'unité, cet événement ne peut faire
connaitre d’'une maniere approchée la valeur de x : tout ce que I'on en
peut conclure, c'est qu’il est extrémement probable que A est plus fort
que B, parce que les valeurs de y correspondantes i @ plus petit que ;
sont incomparablement moindres que les autres.

XXIIIL

L.a connaissance des valeurs approchées des possibilités des événc-
ments simples qui résultent d’un événement composé serait trées im-
parfaite si I'on n’était pas en état d’appricier combien il est probable
que, en prenant pour ces valeurs celles qui répondent au maximum
de y, on ne se trompera pas, soit en plus, soit en moins, d’'une quan-
tité donnée; pour cela, il est nécessaire, comme on 1'a vu dans I'ar-
ticle XVII, de déterminer le rapport de I'inlégrale'/:vda‘, prise dans
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un petit intervalle de part et d’autre de ce maximum, a cette méme
intégrale prise depuis x = o jusqu'a ¢ =1, et ¢’est ce que nous avons
fait, dans l'article cité, pour le cas oli y = aP(1 — x), p et ¢ étant
de trés grands nombres. Nous allons présentement généraliser ces
recherches et les étendre a toutes les valeurs de y qui conduisent &
une ¢quation de cette forme

yda:::a: d_y,
5 étant une fonction de = qui ne renferme point de puissances de
I'ordre = -
1« 4
Reprenons I'équation (A) de 'article XVIII,

(R) fyd.r::C+ af:;‘““% +a’d————gﬁz) _a,d[zi(;dz)] +...€;

st I'on nomme

a la valeur de & correspondante au maximum de y;
Y et Z les valeurs de o et de 5 correspondantes d x = a — 8;
Y' et —Z les valeurs de ces mémes quantités correspondantes i

x=a-+0:

si I'on observe d’ailleurs que, les deux événements simples étant sup-
posés avoir cu lieu, on a y = o lorsque = o et lorsque * =1, l'inté-
gralcfyda: prise depuis x = o jusqu'a x = @ — 0 sera
, d?. d(7 dZ.)
el s e L

cette méme intégrale, prise depuis £ = a + 0 jusqu'a & =1, sera

dl! d(zrdzt) _ -
do g b

aY'Z'[l-—a—-—- + ot

En nommant done & I'intégrale j}'da:, prise depuis x = o jusqu’i
x =1, on aura cette méme intégrale, prise depuis * =a — ) jusqu'a
x =a + 0, en retranchant de £ les deux intégrales précédentes; en
divisant ensuite ce reste par £, on aura la probabilité que x sera com-
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pris dans cet intervalle. Cette probabilité sera, par conséquent, égale a

«YZ d7 d(7.d7) d[7,.d (7 dl)] ;
= e e gt e GRS
aY'7' d/.’ d(Z'd7’) d{Z' d(1' dl')) ).
— A AT g A

la question se réduit ainsi & déterminer £. Nous y sommes parvenu
dans I'article XVIII obt, ¥ = x?(1 — )7, au moyen du beau théoreme
de M. Stirling sur la valeur du produit 1.2.3...4, lorsque « est un
tres grand nombre; mais ce procédé est indireet, et il est naturel de
penser qu’il existe une méthode pour déterminer directement £, quel
que soit y, et dont ce théoreme cst un corollaire : celle que je vais
exposer m'a paru remplir cet objet de la maniére la plus générale.

Puisque la valeur de y conduit, par la supposition, 4 une équation
de cette forme ydr = 2sdy, ona

t {"drx
logy = ;f—z—:

cn sorte que logy est tres grand et de I'ordre de -;; d’ailleurs, a élant

la valeur de a correspondante au maximum de y, si l'on fait z = a + 0,
ct que I'on nomme A la plus grande valeur de y ou sa valeur lorsque
) = o, on aura, en réduisant en série,

alogy —alogA = (f+ 0+ f"00+...),

le terme multiplié par 0 disparaissant, parce que I'équation £ = a ou
0 = o rend y un maximum. On aura ainsi
y:Ac-—gtf-q-j'Off"ﬁ‘-h...;

et
I

Sydz=A [ 700,
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est I'unité. Soit

(S +S0+f100+..)=al®
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ou, ce qui revient au méme,

logA —logy = ¢,

on aura par la méthede du retour des suites

' ] 3
4 = a'z(h = Mgttt + AN+ AV 2t Py, .),

partant
h } !
d9 = addt(h +ahVatt +3A0 a0 4. ),

ce qui donne

j'yd.r:a}":\j'e“"dt(h + :lhf”a%t-i—‘?hf’?at‘-i-.. ) =k

L'intégrale '/'ydx doit étre prise depuis = o jusqu'a x =1; or, x
¢tant nul, on a y =o et logy = — @ : donc ¢*=o0. Lorsque = = a,
on a § = o, partant ¢ = o; d’ailleurs, lorsque 0 change de signe, ¢ en
change pareillement, en sorte que les valeurs de ¢, correspondantes &
celles de @, depuis = == o jusqu'd x = a, ont un signe different de
celles qui correspondent aux valeurs de x, depuis x=a jusqu’a
x=1; or, x étant 1, on a y = o, ce qui donne = %; les valeurs
de ¢ s’étendent conséquemment depuis = — 0 jusqu'a ¢ = =. Dans

¢ ¢as, on a ,
/t”""e"’"dt =0,

parce que, £*"'e* se changeant en — ¢*~'e~" lorsque ¢ est négatif,
la somme de ces deux quantités est nulle; on a, par une raison sem-

blable, _ :
/t’“ e~ dt — aj t1re=t dy

(la secande intégrale étant prise depuis £ = o jusqu'a 2 = =); or celle
supposition donne

. 20— p
J tre-dl = -%-—-‘-J {in-te~t'efy.

pareillement

. an—3 ’
tn--t - _— tn—=b o—{1
jt e-t'dt = 2——-—f¢ e—'dt,
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et ainsi de suile: donc

'r’ crnq-un _"'l
ft”'e-"dt: 3.5.7 2,‘(2" )fe—"rlt.

On aura ainsi

1 (1) 1) {¢! )
A:Qz‘[\(,z—i-lo:ia!i— 4-“'-3-5&,,‘;’ +l.3.5-7a3£7 -E_-oo)/e_l'{{‘l
2 2 2 '

Il ne s’agit donc plus que d'avoir l'intégrale Je“'dt depuis 7:= 0
jusqu’a £ ==, Pour cela, considérons la double intégrale

/:j'e-‘“"'“" dsdu,

et prenons-la depuis s =o0 jusqu'a s == et depunis « =0 jusqu'i
u=x; en l'intégrant d’abord par rapport a s, on aura

ot

J:j emitien dsdu :fl - ur

Or on a, comme on sait,
f de =
#’ — —’
I+ i 2

= ¢tant le rapport de la demi-circonférence au rayon; donc

—_—
i

jjk"“*"'-‘dvdu = —;
Si l'on prend cette double intégrale d’abord par rapport 4 «, en fai-
~ . d ' ' . ’ ] ).
sant 1 \'s = ¢, elle deviendra fe"‘\%]e“ de; soit [ et dr =B (Vin-
5 .
Légrale étant prise depuis £ = o jusqu'a ¢ = 2¢), on aura

els

Jf6“1(1+u')dsd“ = B./jed\—/;‘.

Or, en faisant s =52, 0n a

ft"‘?:..afe"'ds'zall

3
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(Uintégrale étant prise depuis s’ = o jusqu’a s'= »); donc

j'fe“'f'+"”ds du = aR= 5

d'ols 'on tire B ==} y=, partant

— (1)  AM) 3/,
($) A*:Avm(h-l-lﬁf‘—,;—-— +r.3.5a:: +1.3.5.7ah !+...).

Si on met I'équation
logA —logy =2

s 6!
7= t\/loga\ —Tlogy'

on aura, pour déterminer les coeflicients &, A%, A, .., de la séric

sous cette forme

1 4
b= ate(h+hValt + hitar .. ),
I'expression générale

" J1n

(3) 2 pem=

: N
_6’n+'(|DgA _ logy)—""i]
1.2.3...(an+1)dss '

pourvu que l'on suppose d0 constant et 0 = o aprés les différentia-
tions. | Vour sur cela les Memoires de I’ Acadeémic pour Pannée 1997,
p. 115 (").]

Lorsque n = o, ona

alh = 9(logA — logy)":;
or

e o, dy G [ dty dy?
logy = logA + ojd-ﬂ “+ l.a(yda* — y’d‘.’:’) +.. .,

¥y dy, d*y, ..., dans le second membre de celte éqguation, étant ce que

deviennent ces quantités lorsqu'on y suppose ) = o; cette supposition

donne

»=A et —= = 0;

(1) GBuvres de Laplace, T. 1X, p. 3ag.
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on aura donc

Partant on aura & trés peu pres, lorsque « est tres petit,

AVar

—dYy
V

k=

ou, ce qui revient au méme,

I'tntégrale [y dx étant prise depuis o =: o jusqu’h o == 1, et les quan-
" at ST
tités y et &;;— du second membre de cetie équation étant ce gqu’elles

deviennent lorsqu’on y suppose x == a.

XXI1V,

En substituant @ + 0 au lieu de « dans logy et en réduisant en
série, la condition du maximum de y fait disparaitre la premiere puis-
sance de 0 dans cette série; mais cette condition peut, comme 'on
sait, faire disparaitre la premiere, la deuxieme et la troisiéme puis-
sance de 0 ou la premiere, la deuxiéme, la troisieme, la quatrieme ot
la cinquiéme puissance, ct ainsi de suite, pourvu que le nombre des
puissances qui disparaissent soit impair. Voyons ce que devient alors
I'intégrale fy dx, prise depuis £ == o jusqu'a a =1, -

Supposo‘ns que la premiére, la deuxiéme et la troisiéme puissance
de 0 disparaissent, on aura pour « logy une suite de cette forme

alogy = alogA —#(f+/"9+f"5+...);
done, si 'on fait

DL f O 0. ) = 2l
OFusres ofe L. -- |X.

-
it |
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on aura
logA --logy=1¢

et
) ' l 3 _
g .- a‘t(lc - eVab e = NGV - ¥ O by ..),

d'ot1 I'on tire

[yde-aiA fe-tde(h+abivas e+ 3am o, ).

On prouvera, comme dans P'article précédent, que I'intégrale relative
i ¢ doit étre prise depuis ¢ == -- = jusqu'h ¢ == 2¢; or on a dans ce cas

fonte-tdi=o
et , .
[!’"L’"'d{ bt '.‘lJ (et dt,
I'intégrale du second membre étant prise depuis ¢ == o jusqu'a ¢ = =,
Si P'on y suppose ensuite n == 2¢, on aura

: 1.9.9...(4f---3
/ (e dt - ---._9___,(__!_______)‘ e"“dt,

ﬁ"‘ .

¢t, st n=- 28+ 1, on aura

b g st 41
/ tep-tde - —___4‘.____.] et d!;

en supposant done _
PP fe”"dt = G,

[-tzc’""d! N M

on aura

n A 1.3 1.5, .G 1!

v dx = :m‘AC( o+ ——ah'V+ -w—;?—c-’ a4 -’----’--,?—lé a'h“”-{-«...)
. 4 A 4

3. 3.7.11005

S N} ‘.
}7",:,.'— ot 1M 4 iy a‘fz-”’—i—...).

! S K
+ 2a :\C’(&iz"m:— a4
3

4
ct il estaisé d’en conclure, par analogie, les valeurs de ch!a; dans le
cas olt la condition du maximum de y ferait disparaitre un plus grand
nombre de puissances de 0, .

Tout se réduit donc & déterminer les valeurs de C et de €' @ nous
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observerons d'abord que, C ¢tant connu, C’ le sera parcillement, car,
si I'on prend la double intégralcj:fe"’?'"""ds du, depuis s == o jusqu'a
s == 30 et depuis == o jusqu'a u = =, on aura, en intégrant d'abord
par rapport a s,

j"f.e-’f'"“"" du ds -::f— du = =T
| = H 2\3-_!

L} [ L . ‘.-
Si I'on fait cnsuite «ys == ¢, on aura

f/c-““'""dsdu fc" s fe Yt x: f o s

o~

{s
Soits == s'*, et 'on aura

donce
jfe" t+utidsdu .= §CC == S
\ )
ce qui donne
y 7

SL\!

Quant & la valeur de C, il ne m'a pas encore ¢té possible, malgee
plusieurs tentatives, de la ramener aux arcs de cercle ou aux loga-
rithmes; mais j'ai trouvé qu’elle dependait de la rectification de la
courhe élastique rectangle ou, ce qui revient au méme, de Pintégrale
/‘--—‘.f'_f‘::- » prise depuis = o jusqu’a & == 15 si I'on désigne par =’ la
Vi—- o
valeur de cette intégrale, on a trouve
7' =1,31102877714603987 ().

Cela posé, considérons la double intégrale j/ e~ -"ids du, prise
depuis s = o jusqu'a s == % ¢t depuis u == o jusqu'a u == =; en faisant

wuys == t, elle deviendra

e’"'ig. fe“'dt ou llfe“"‘—l:--
\Vs® V'S

(1) Foir lo Traité de M. Stirling, D¢ sommatione ct ténterpolatione sericrum, p. 8.
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Soit s == s'2, ¢t 'on aura

fc"“ dj =afeds - a(,
: Vs

ffe sfi+ut ds du =: a(32,

-._-.-..

Supposons maintenant sy'1 + «' = ¢, el nous aurons
/Ta"‘“"‘“‘lds du == -d,“_._ e tds' = 1\/x y riu:___’
L Vo ut V1 0

R du
cn nommant donc E l'intégrale f =z:znos Prise depuis u = o jusqu'a
\ I -

partant

i ==, on aurd
1C - YEyR,

ce qui donne o
C=:} \-/E_\_f’ﬁ".

- ¥ | ] L ‘
Si I'on fait —----- = s*, on aura
I -+ 0

"odu ds
Lol = T ——y
YESs vy

, (v-— 5%

I'intégrale relative & s étant prise depuis s == 1 jusqu’a s == 0, en sorte

du o ds
e = o= T —?
Joy i el if—- %)

I'intégrale relative 2 s étant prise depuis s =~ o jusqu'a s = 1.

que

Considérons présentement la double intégrale ff d”—!—"---;,
(1-~-23%-— z.b)'t'
prise (') depuis = o jusqu'h & =1 et depuis 5= o jusqu’a 5 =1}

(1) 1l faut sans douto comprendre que cctte intégrale doit &tre étenduo A toutes les
valeurs positives de .z et do 2 vérifiant I'indgalité

1-—-2--2xv >0,
()
do sorte que, pour une valeur donnée de s, x varie de o a (1 — 3*)*; .z augmentant
encore jusqu'd 1, I'élément différentiol doviendrait imaginaire.

™~

( Note de V'éditeur.)
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v T .
en faisant — - == &', elle se changera dans celle-ci

(1-- 31}
/’ d.
Vi f(l - r"

ces intégrales étant prises depuis == 0 et 5 == 0 jusqu'da o=t et
5 ==1, ce qui donne

on aura donc

Si 'on fait ensuite —_;--‘!e.-.fT = 8, oNn aura
\ I — &

d.T dau f . .___“#31__ .
ff(l {"l - 1.5/ _ 3”)%!

orona

D'ailleurs, sil'on suppose 1 — 372 == ¢', on aura

az' f dat
- —— i T - q -
“____;fz)'ii \l—*f‘

I'intégrale relative i ¢ étant prise depuis 2 == 1 jusqu'i ¢ = o; cette in-
tégrale est évidemment égale & -- =’ : donc

ee qui donne

partant
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d’ou l'on tire

(D %\ ™ V'JT-I et C=- r=orrTr

XXV,
Pour appliquer la théorie précédente i quelques exemples, soit

y=ah(-—a);

. I 7 .
en faisant p-:: = ¢t ¢ == =, on aura, dans le cas du maximum de y,

partant (art. XXIII)
A= —- M

— e —

(1 p)r

|
clogA - Iog(l—-}_—ﬁ) ~+ log (T*T-_F);

alogy -~ loga -+ mlog(r—r),

et

on a d’atlleurs

ot, si l'on fait

T = —--l-— + 4,
~+
on aura
#logy == pelog (- - o)+ log ;- +9);
donce
by |+
logA — log“r::-;log[1+(|+,.¢)o]__filog(,__ _;_!_f )
O (), (1) (1 ),,+f1+m‘(t+p ) 44

gF- 7 dzp faw

d'olt I'on tirera, en vertu de la formule (3) de l'article XXIII,

!/‘ ¥ R i

lllllllllllllllllllllllllllllllll

+I'.
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La formule (s) de I'article XXIII donnera donc

!
Maamp Py e[+ p)—a3p]

\
f' ' lnp't] :i——;.ll \'

/= ,
prig+y

(1+p)

ce qui est conforme & ce que nous avons trouvé dans Particle XVIII,

Si w==1, ou, cc qui revient au méme, si p==q, on déterminera
plus simplement de la maniere suivante les coefficients de la série
en ¢, qui exprime la valeur de 0; pour cela, on observera que, dans ce

cas,
logA - logy == — g—:h)g(l — 45 = ¢,
ce qui donne gt e
ct
2= (1 — e"’“’)%.
Soit

! 1
(1-—e-2 )3 ccaalp(l = Va4 U230 - "2 0+, . L),
en prenant les différenticlles logarithmiques des deux membres de
cette équation et multipliant en croix, on aura

alte= 2 ({4 lat U2t v ) = (L4 302+ 30 a . ) () — o3y

oron a
b R I et .
1.1 1.2.3

1]
=+

Si I'on substitue cette valeur dans I'équation précédente, on aura
entre les cocfficients 4, 2, 7, I, ... les équations suivantes

4
al'4 -— o,
1.2
/! 2!
W— —— -T2 =0
N .2 1.7.3 '

et généralement

t=1) (=1
Oz aflhf - (ag-- 3)!—'-——— (2l —6) -Q-—-—-
' .2 113
) INEEY ) L
e 3 e (o T I ) e e R TINN
( )’ RTINS ( 1.2.3.4.D !



456 MEMOIRE SUR LES PROBABILITES.

en continuant cette suite jusqu'a ce qu'on arrive au cocefficient £, On
déterminera donc facilement 2, &, 7, ... lorsque ce coefficient sera
connu; or, si I'on néglige les puissances de ¢ supéricures i l'unité,
on a

1 1
(1—e-3") =gty

donc /= ;; la formule (s) donnera ensuite, en observant que dans ce
]

cas A = .=
2l

'.""': i q
oo VI I—+-|.3.a-l- —~:-|.3.59‘---l--!—... .
q# 3 y?

On a généralement

e o oop . 1.3.3...p.1.2.3...q.
A / P (1 — ) da == R Ry etk

lia supposition de p == ¢ donne

deadeep o
(Lo o) 7T (ap -0k

or le premicr membre de cette équation est le terme moyen du binéme
(1 +1)*"; on aura donc la valeur de ce terme par une suite tres con-
vergente, lorsque p est un tres grand nombre. Si I'on compare la
maniere dont nous y sommes parvenu avec celles qu’ont employées
MM. Stirling et Euler, le premier dans son OQuvrage De transforma-
tione et interpolatione scrierum, et le second dans ses [nstitutions de
Calcul differcntiel, on trouvera, si je ne me trompe, que, indépendam-
ment de sa généralité, clle a I'avantage d’étre plus directe, ¢n ce que
les procédés de ces deux illustres auteurs supposent que 'on connait
d’avance I’expression, en facteurs, durapport de la demi-circonférence
aw rayon, cxpression que Wallis a donnée; celui de M. Euler est, de
plus, fondé sur la valeur en série du produit 1.2.3...p, lorsque p est
un grand nombre; cette valeur est encore trés facile & déterminer pav

notre methode. Pour cela, soit

. y = &te T,
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on aura, en intégrant depuis x = o jusqu'a x = =,
‘/'xPc"-*'d.r = pfxp“'e--"d.r,
d'ol1 il est aisé de conclure
‘/11‘!’8“(1.1.‘:1.2.3. P

Le maximum de y a lieu lorsque & = p, ce qui donne pPe=7 pour ce

. . 1 I
maximum; soient donc p = -~ et @ = ~ +-0, on aura

logy — logpPe~r= i-log(: + af) —§;

done
. -‘-Iout-wxﬂ}-ﬂ
j)’dl‘: pJ"c"‘"‘/‘egt df.
St I'on fait
log(t =+ aft) — 2f = — a},
on aura
agl a!gl . E-ng _t’.
2 3 A =0
s01t
: ) )
0= = (h+Nalt+ W alt+ ka4 . .),
Va
on trouvera
~ 2 . Va
h=\/a, = 5 lz::\-;/_.;, Ceny
ct I'on aura
dt 1
d9== S (hallatt4- 30 art + .. )
e 4
donc

1
j'y d.r :;Jp+ie-Pj'dt(l¢ + ah':z%t +3hatt+. .. )e s,

L'intégrale en a doit étre prise depuis & = o jusqu'a & = »; or, x étant
l » r [ Y
nul, on a § = — -, ct par conséquent "= x; z étant égal & =, on a

0 = =, partant (? = =; on doit donc prendre U'intégrale relative i de
depuis ¢ == — = jusqu'a ¢ = =, d'oit I'on tire, par I'article XXIII,

. ath'

1 "
fyd.r:pp ’e-P;/n(la+l.3§—:f-+n.3.a o -+-...),

mui’r“ d' Ll — lx- 58
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partant
1

1.2.3...p=pp+ie""\/;1_:(1+:—aa +)

Nous pourrions appliquer cette méthode a beaucoup d’autres exem-
ples, et par [x étendre ct perfectionner la théorie des suites; mais
cette digression nous écarterait trop de notre objet principal.

XXVI.

La méthode précédente donne une solution fort simple d'un pro-
bleme intéressant, qu'il serait peut-étre trés difficile de résoudre par
d’autres méthodes : on a vu (art. XIX) que le rapport des naissances
des garcons & celles des filles est sensiblement plus grand & Londres
qu'a Paris; cette différence semble indiquer & Londres une plus
grande facilité pour la naissance des garcons : il s'agit de déterminer
combien cela est probable.

Pour cela, soient

u la probabilité de la naissance d’un garcon a Paris;

p le nombre des naissances des garcons observées dans cette ville;
g celui des filles;

u — x la possibilité do la naissance d’un gargon a Londres;;

P’ le nombre de naissances des gargons qu'on y a observées;

g’ celui des filles.

On aura, pour la probabilité de ce double événement,
Hup(t — u)?(u—2)P' (1 — u + 2)7,

H étant un coeflicient constant; donc, si I’on nomme P la probabilité
que la naissance d'un garcon est moins possible 4 Londres qu’a Paris,

on aura

ffuP(l —u)? (e —x)P (1 —u+ x)drdu

- ./:/"‘P(' — u)7(u— 2 (1—u + ) dz du

I'intégrale du numérateur étant prise depuis u = o jusqu'a u = et
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depuis « = o jusqu'a @ ==1. Celle du dénominateur doit étre prise
pour toutes les valeurs possibles de x et de u; or, si l'on fait u — =5,
ce dénominateur deviendra

ff'ul’(l — )75 (1 —$)? du ds,

la double intégrale étant prise depuis u = o jusqu’a u =1 et depuis
s==o0 jusqu'a s =1: on aura ainsi

ffuf’(l — W) (0 —2)' (1 —u+ 2)drdu

P : .
f]uP(l-— w)?sP' (1 — )" dsdu

Déterminons d’abord I'intégrale du numérateur.
En nommant y la quantité

bl (1 —w)?(u — )P (1= u+x)7,

on aura a tres peu pres, par la formule (@) de I'article XX1II,

en substituant pour «, dans le second membre de cette équation, sa
valeur en , qui rend y un maximum; soit X cette valeur, on a

oy . (p__9__. _r_ _ __ 49
du 7 ‘ { - I

et
_Oy e 9 P /A
gt Y d T G=—uy T (=) " —w )
__S’.-Z(E_ 9_ . r 9\,
du \u l—u @ u—a l— it + X

Si I'on substitue X au lieu de «, on a, par la condition du maximum

dv
d’:} = o, partant

!

_Py e, 1 L 7
du? '”'y[X’ ' (1—-X)'+(X--x)§+(l*-x'*-~r)’.l’
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d’ol I'on tire

5 o=X(1—=X)[(p+p )1 —X)=(7+¢)X]
(¢ +z{(p'+ )X =X)+ (1 —2X) [¢X — p(1— X)}]|
’. + 29X —p(1—X)).

Soit, pour abréger,

Y R N A A
A=\ =X

X—z)p " (1=X+az)

la question est réduite & déterminer intégrale V2= Y42 fepnis
q 8 RUP

x =0 jusqu'a x ==1. Au licu de cette intégrale, on peut considérer
. — !sl: v ' [ » . » .

celle-ci y2= -ﬁ:ﬁdh, x étant regardé comme fonction de X; mais

il faut prendre cette derniére intégrale depuis la valeur de X qui «

lieu lorsque @ = o jusqu'a celle qui a lieu lorsque & = 13 or, en fai-
sant & = o, l'équation (¢') devicnt

o=(p+p)1—=X)~(¢-+7)X,

partant
X--__P+P
prprqg+q

L]

En faisant =1, cette équation denne X = 1; on doit donc prendre
' e y dr R ’ SR TR T
I'intégrale fl_i 254X, depuis X == S g Jusquia X=1.

Supposons —l’-{'g—% =y’ : la condition du maximum de y’ donne
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I'équation

cette équation se réduit, en vertu de I'équation (¢), a celle-ci

dr . _ade _plar _ (ﬁ - )
y 1—X+xz X—z \X 1-X '

Maintenant, p et g étant de tres grands nombres, il est visible que %}’

(l d:z:)
d| = =<
est incomparablement plus grand que AL, V! qu'ainsi on peut
’ ) 1 dx ' '
R dX
négliger la seconde de ces deux différenticlles par rapport & la pre-

mitre; on aura donc, a trés peu prés, dans le cas du maximum de v,

_P_ 1
o= i — l—__-—x"
partant
X — __
P+1q
Cette valeur de X est moindre que A — lorsque =P est,
p+p+q-+q P'+q

comme nous le supposons ici, plus grand que —£—; les deux limites
pP+q

dans lesquelles il faut prendre I'intégralejzy'd'a: sont, par conséquent,
au dela de la valeur de X qui rend ' un maximum; ainsi l'on doit,
pour déterminer cette intégrale, faire usage de la suite (%) de l'ar-
ticle XVIIL.

On a, i tres peu prés,

dy' _dy _(p ¢ ) .
3Ty TAX =X ol
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d'ailleurs, en différentiant I'équation

R N SN
X X "X-2 1=X+2=z
on trouve
dr R? :
dX = p g ’
X=z)p —X+az)
donc
dy’ R? p—{(p--qX
— = ] ! ' d\
y .__.._P__.——-.-i- q \(!—‘)
(X—2z) (1—X—+2)?
Soient
_.' — ! ¢ . !
p=5 9=5» p=o. q's=

la quantit¢ que nous avons nommée 3 dans l'article XVII1 sera ici

. ¢ , ) v’ .
X(r—X) [(x —z¢ " (1—X —+--1?)’_|

r 7 T ¢! ' L
[ﬁ*f:ﬁﬁ*wx_xy+u:i+wﬁhW*“+Nx|

X ¢tant la variable principale dont = est fonction; si I'on observe
ensuite que, X étant égal a l'unité, on a y'=o, la suite (y) de I'ar-
ticle cité donnera

, ;o ds d(zds) JAd[sd (s ds)
f_y d.v-_-—-aty:.sl-—-aﬂ-i-a N — ad [ dv_']"'_""
en substituant, apres les différentiations dans le second membre de

. [ 4
ette equation, ———’1 AR (A— . pour X ct en y faisant ¢ = o.
cette eq Prprgrqg P y

Si 1'on suppose X = —£— + 0, 0 sera égald — PP, P_.
P+q p+p +g+4q P"*"?
et l'on aura
¢ o
o )F(l—k) |-(X—-~-2?)' (l-—-x—i—x)‘] .
(14 p)9 oz A + VS ; ]
X=X (X—xp  (—Xs5-z2)

or, f étant tres petit, les différences successives de 5 croissent princi-
palement par la différentiation du facteur 0 qui se trouve au dénomi-
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nateur, en sorte que, si I'on suppose
XU——X)[“'i——-F’*—F' ]
F e TUX—a)y =X +a2)!

| Y
hils lX’ (1-—X)’+ X—.r)’_‘_u—x-'r-.r)’J

b

on aura, a trés peu pres,

diX ~ 0
d(zdz) 3"
7y G
partant
"t xy'F «F 3K
‘/)’ .I'—T l‘—"{ﬁ'—l‘-—'?f;—-—... )

y’ et F étant ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y suppose
x=-0et X ——E—., ce qui donne
p+p gy
(T (g )T
y’ F - _-E_-. E— ._.....-..._..__--’7_.-._._().-._.___.._._..._—-- L]

(4-p)(pr g g TP

[l est aisé de voir par l'analyse de P'article XVIIL que [y'dx est

. ay'F . ay'F «F :
moindre que =7—> plus grand que "6“(' — -;3,—) et moindre que
R F x1F? ’ ..
i'f-)-,;—-!'-(: ~- ——-‘Z, + j;_bf_), en sorte que l'on a par ce moyen les limites

dans lesquelles la valeur defy’ dx est resserrée.
Cherchons présentement la valeur de la double intégrale

j:fm’(l — u)7sP (1 —8)? ds du.

l.a formule (@) de Uarticle XXIII donne, & trés peu pres,

l‘p+| (l —_— 'l)q+|

{tp(l — u)? du = V'-lﬂ ——— T T - = =t
J VIp(r— u)t-+gut)]?

¢en substituant pour u la valeur qui rend «? (1 — u)? un maximum; or
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)
cette valeur est —2—; on a donc
P+y

1
- frz

PT 3 ’
fuP(l-—-u)'ldu—_-m g4

|
(p+o) "1

En changeant p en p’ et ¢ en ¢, on aura
pry g
. — Y T 1
JsP'(l — $)Tds = \/ﬂr P ! =
(g TH

partant
p-!-; q+; 'p'+; ’q'-'l—;
/1fllp(l---M)”SP'(I—'S)?'({S([M:QT!' p__% Jp q — ==
(P-i-Q)PdHMi(}?'+q")’w(”i

St 'on suppose cette quantité égale 4 &, on aura pour la probabilite

cherchée P

Gt "+ &b

p:gy’l"\/n__r_r_(l__al? 3a'F'_'”);

il ne s'agit plus maintenant que de déterminer les valeurs numeériques
des difféerents termes de cette expression, en partant des données pré-
cédentes. Ces données sont
p = 251533, p' = 73762y,
q =251943,  q'=698938;
d'oti il est facile de conclure
logF = 12,9767111,
logh = 3, 4457598,
loga = 6,5994154
et, par conséquent,

%'QE =0, 04837-,4:

3alF?

6

=0, 0070120.
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On a ensuite, en portant la précision jusqu’d douze décimales,

logp = 5,4003846109)7,
logy = 3,383716651469,
log(p + g) = 5,0693262313580,
d'ot 'on tire

On a parcillement
logp' = §,8658370827133,

logy' = 3,8%443 1080009,
log(p'+q') =6,157331932083,
d'ou on tire

.p} 4 —_— s ’
log (]J’ T q,) 213340,8696364%,

!

_9 Y — 5i%60T. 495
log(p,+(j,) = 218691,4333961.,

On trouve encore
log(p -+ p') = 35,999264741371,
log(q -~ ') == 5,973554853243,
log(p + p'~+ q + ¢') == 6,2835570583161,
d'ou l'on tire

Iog(_ IZ;_—%-P ’)pw = 287158,2327801,
p+p—q+4q

log(-— ak ,)'Hq = 293586,0327611.
p+p+qty

On a enfin
log(1 +- 1) = 0.2916769,
logar =0,7981799,
partant

log ——;;-— = 3807d1,4993273,

log & == 380743,0042543,

ce qui donne
.___i.l'_.\_""/—j = 0,0000035414 ;
Gk

OFuvres de L. — IX. a9

R
~

5635
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donc
P = 0,0000033414 (1 — 0,0483%4 -i- 0,007020 — .. .),

Si I'on prend les trois premiers termes de la série, on aura

P '

[

ql0458’

cette valeur de P est un peu trop grande ; mais, comme en ne prenant
gque les deux premiers termes de la série on aurait une valeur trop
petite, il estaisé d'en conelure que la précédente ne peut différer de
la véritable de la ;{; partie de sa valeur, en sorte qu’clle est fort ap-
prochée : il y a done plus de quatre cent mille & parier contre un que
les naissances des garcons sont plus faciles a2 Londres qu'a Paris.
Ainsi I'on peut regarder comme une chose tres probable qu'il existe,
dans la premitre de ces deux villes, une cause de plus que dans la
seconde, qui y facilite les naissances des gargons, et qui dépend soit

du climat, soit de la nourriture et des macurs.

XXVII

Il est tacile d'é¢tendre la théorie des articles précédents au cas de
trois ou d'un plus grand nombre d’événements simples.

St l'on nomme, en effet, x la possibilité du premier événement
simple, ' celle du deuxiéme et, par conséquent, 1 — z — &’ celle du
trotsitme; en cherchant, par les méthodes ordinaires, la probabilité de
I'événement observé, on aura pour sa valeur une fonetion de z, 2’ et
t —a —a, multiplice par une constante quelconque. Soit y cette
fonction, pour que l'événement observé puisse indiguer d'une maniere
approchée les possibilités des événements simples, il faut, comme on

Jdy Jdy

L] ’ ] . -)—.b:, . N
Ia observé dans I'art. XXII, que —df et -'};— soient des fonctions de

' ' 1 , v s .
trés grandes de Pordre -, « étant un coellicient d’autant moindre que

I'événement observé est plus composé; cela posé, si I'on integre
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fyd:c', depuis ' = o jusqu’a &' ==1-— 2, on aura pour résultat une
fonction de z, que la méthode de 'art. XXIHI donnera par une suite
trés convergente. Soit « la valeur de 2’ en x qui rend y un maximum,
x étant supposé constant, et que I'on représente par Y ce maximum,
on aura, par l'article cité, pourf.y dx', une expression de cette forme

[y da' -Ym(h SHR BN N 3 k)

Y, A, A", 1Y, ... étant des fonctions de x. La valeur de @& qui rend l¢
second membre de cette équation un maximum sera trés approchante
de la véritable possibilité du premier événement; soit a cette valeur,
on aura pour l'expression de la probabilité P que « sera compris dans
les limitesa — O cta -+ 0

o’ at 'Y )

J\dx(c—-l 3=--+1.3.5-— =~ ..,
2 2

Pz Y Y g
ij.r(I¢+13-—‘-~—|3;—--'—+ )
2 3!

I'intégrale du numérateur étant prise depuis x == a — 0 jusqu'a
=a + 0, ct celle du dénominateur étant prise depuis & = o jus-
qu'h & = 1; oron déterminera facilement ces intégrales par la méthode
de I'art. XXIII.
La valeur @ se détermine en égalant & zéro la différence de

Y (/e + 1. “f -+ .. .), ce ui donne

dht -1, 3Et--d-l‘

e e = s

bt 3‘.’..".

0'_: AT

dY
Y

dY o (e ordre & e
S est, par la supposition, une quantité trés grande de Pordre Sien

négligeant donc, vis-a-vis d'clle, la quantité

dh <1329
- - )'___...._._’
he1. 3?—11— =

a
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on aura, pour déterminer @, I'¢quation

Or on g
Y _dy + dy dr
Jdr = odr oz dr

en substituant dans le sccond membre de cette équation, au lieu de

| . -
z’, sa valeur u en 2; mais cette valeur rend nulle la quantité 3=

on aura donc les deux équations

dy dy
ix—° ¢ 57

= 0.

[l suit de la que @ est, aux quantités pres de 'ordre &, la valeur de
qui rend y un maximum, en faisant varicr & la fois « et &'; on peut
done prendre, sans erreur sensible, la valeur de 2 correspondante ace
maximum, pour la possibilité du premier événement simple, et il est
clair que l'on peut faire des remarques analogues sur les possibilités
des deux autres événements simples.

Supposons, par exemple, qu'il y ait dans une urne une intinité de
houles blanches, rouges et noires, dans une proportion inconnue, ¢t
que sur le nombre p + ¢ + r de tirages on ait amenép boules hlanches,
7 boules rouges et r boules noires; ecn'nommant z la tacilité d’amener
unc boule blanche, ' celle d’amener une boule rouge et, par consé-
quent, 1 —x — &' ¢elle d'amener une boule noire, on aura, pour la
probahilité de I'événement observé,

1.3.3...(p+qgxr)
1.2.3...p.1.2.3...9.1.2.3.. 1

b1 — o — 2')"

Dans ce cas particulier,
y=zPri(1—x —2'),

w oy, a3 qaaaa3.r P
J)du!‘ = l.‘)..{l..((]-}-f‘*{*lj.xp(l-‘r)q r+

: . ' )
la valeur de 2 qui remlf_y dx un maximum cstﬁ-_—q-i-;;—:l; cette frac-
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tion est conséquemment la valeur la plus probable de z. Lorsque p, ¢
ct r sont de grands nombres, elle se réduit i tres peu pres i celle-ci

p—_—;fq—m_l-_-;, qui correspond au maximum de y.

XXVII.

Jusqu'ici nous avons supposé la loi de possibilité des événements
simples constante depuis zéro jusqu'a 'unité, ct cette supposition
est, comme nous I'avons observé dans 'article XVII, la seule que 1'on
doive adopter, lorsqu'on n'a aucune donnée relativement i ces possi-
bilités; mais, sileur loi était exactement connue, on pourrait encore
y appliquer les recherches précédentes. Pour cela, ne considérons
que deux événements simples, et nommons x la possibilite du pre-
mier et 1 — z celle du second; on calculera la probabilité de I'événc-
ment observé, en partant de ces possibilités, et Yon aura pour son
expression unc fonction de #, que nous désignerons par y; si l'on
représente ensuite paru la facilité de la possibilité z du premier événe-
ment, « ¢tant fonction de @, et par s la facilite de la possibilité 1 —

‘s Y e Hsydr
du second événcment, on aura, par l'article XY, -=-"--"= pour la pro-

'/'us;y dx
habilité que I'événement observé est du aux possibilités © et v — x,
I'intégrale du dénominateur étant prise depuis z == o jusqu'ad o =1;
done, si 'on nomme P la probabilité que la valeur de x est comprise
dans des limites données, on aura

.f'us_y dx
N j'us‘y dx ,

pourvu que 'intégrale du numérateur ne soit prise que dans I'étendue
de ces limites. On voit ainsi que ce cas rentre dans ceux que nous
avons considérés dans les articles précédents, et que la valeur de P se
déterminera facilement par la méthode de ces articles.

La valeur de @ qui rend usy un maximum sera trés approchante de
la véritable, si I'événement observé est tres composé et si 'on a

P
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ydr=uazdy, « étant un coefficient trés petit; or on a, en égalant a
#éro la diflérentielle de usy,

d(us) dy
z e it
is y
partant

- — -

|
us -

Ou aura donc, en négligeant les quantités de I'ordre 2, 0 = =, d'ou

il suit que la valeur de = qui rend y un maximum cst & trés peu prés
la véritable, quelle que soit d'ailleurs la loi de facilité des possibilités

des deux ¢vénements simples.
XXIX.

Apres avoir détermin¢ les possibilités des événements simples qui
réesultent d'un événement composé propre 2 les faire connaitre, il nous
reste i considérer l'influence de cet événement sur la probabilité d'un
¢vénement futur quelconque, ct la manitre dont on doit calculer cette
probabilité. Si 'on nomme « ct 1 — x les possibilités de deux événe.
ments simples, s la facilité de x, et s’ celle de 1—z, on calculera les
probabilités, tant de I'événement observé que de 'événement futur, en
partant de ces possibilités, et 'on aura pour résultat deux fonctions
de x, dont nous représenterons la premiére par y et la scconde par u;
cela posé, si I'on nomme P la probabilité cherchée de I'événement
futur, on aura, par les articles XIV et XV,

- ‘f'ss' uydzx

J ss’ );/;: ’
les intégrales du numérateur ¢t du dénominateur étant prises depuis
x =0 jusqu’a x = 1. Lorsque I'événement observé scra tres composé,
la méthode de Particle XXHI donnera ces intégrales par une approxi-
mation trés rapide, ce qui montre 'étendue de cette méthode et son
utilité dans ces matitres.
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Sil'on n'a aucune donnée sur la loi de possibilité des deux événe-
ments simples, ce qui est le cas le plus ordinaire, on doit supposer
(art. XVIl) s et s’ égaux a l'unité, ce qui donne
'/‘uyd.z:

po: T "

j'ydz ’

or on a, a trés peu pres, par 'article XXIII,

(f.}’dx)'z 5!_71’_(;%’

dx?t

( f wy d.z:)’_: -i:;-?(%f-;)’

l' » . L3 » +
Yy ot ;T}f’ étant ce que deviennent ces quantités lorsqu’on y substituc
& laval i rend i te,y ot T étant ¢
pour x la valeur qui rend y un maximum, et &', y' ¢t -~ etant ce que
: d* : :
devicnnent u, y et T lorsqu’on y substitue pour x la valeur qui rend
dx .

wy un maximum; on aura done

A
o WO a2
) U @
AP

Supposons que I'événement futur dont on calcule la probabilité soit
tres peu composé, en égalant & zéro la différenticlle de ey, on aura

o = dy | du
 oydr T udz’

mais on a, par la supposition,

dy 1

ydzx =23

en faisant - = 3'; I'équation précédente deviendra ainsi

(TR
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Soit @ la valeur de x qui rend y un maximum, ct par conséquent s’
nul; la valeur de @ qui rend «y un maximum pourra donc étre repre-
sentée par a -+ ak, A ¢tant un coeflicient quelconque, et 'on aura

d_}' allt d*y atld Py
dr = t.a d.z"+l_.a.3 drx?

——
7

LI )

yY=y-+ah -~

iy d* ‘ . Lo ' .
J,;’ ’ Tz’ -«- 6tant ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y fait

a ==da; on a ensuite

7 L
de — a’l®?
dy _ (' L ds
dzt 7\ gt a dx
Ay _ (1 3 _,d;’ 1 dis’!
a2 —J(;i" Tatdr T 27:5*‘)’
La supposition de = a donne 5'= o, ct, par conséquent, .
dy
de 0,
ath dly ah s’
1 a det T naldr’
/3 'y al/li’ d"'

[

——— —— -y

1.a3de 13 dl

on aura done, cn négligeant les termes multipliés par =,
. y=r.
On a d'ailleurs
diu'y'y ! ydry' adu' dy' ,dr
det c!.c’ drdz Y d

* o ) P 1!
or il est visible, par ce qui précede, que i—-’-’,— est heaucoup plus grand

f

que - dy et que ¥/, cn sorte que 'on peut supposer, i trés peu pres,

a(u'y Ay

e -

dJ:‘ T dax?
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. , p7
ct 'on prouvera, comme nous venons de le faire pour y', que —=

eut ¢tre suppose égal i .y arlant
l; ’ blp.. g .(I.I""’p

La tormule (2) deviendra done

P -y

mais, si 'on nomme ¢ ce que devient « lorsqu’on v fait 2 == a, on
aura, en negligeant les quantités de 'ordre %, «':= ¢; done

=

d'oi 1l suit que l'on peut calculer la probabilit¢ P de Pévénement
futur en employant pour z la valeur qui rend y un maximum.
Ce théoreme cesserait d'étre exact si I'événement futur dont il s’agit

o .. . . i e
otait lui-méme tris composé, car alors — . Serait tres grand, et la va-

leue de oy que donne Péquation
du ,

0= & —— -+ 3,
wde

ne pourrait plus étre représentée par « -~ ah; on ne pourrait plus
daillenes supposer CEX) duala 0 C2. Si Pon représente, en géné-
) *supj ' et i dei © pres » U gene

ral, par w -+ «"A la racine de P'équation

n étant un exposant moindre que I'unité, on aura

dy a«htdly

l'._-_‘ b li,___v__ ——— e = ¥ Chey
Yy =) :x ,d.r F .o drt T
et 'on trouvera
arh (_1__)/ = 0,
da
atht dly  aln-tht ds
T de T Y dag

OFurres de I.. — IX, 6o
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g - )r I i l ” ‘- (1...,
) e I_.2 v dJ’

Cette valeur de ¥’ ne se réduit & y, dans le cas de x infiniment petit,
(que lorsque 27 -- 1 est positif, ce quisuppose n >4, et il est aisé de

ol ' 'os . . " 'y
voir parcillement que ce n'est que dans cette supposition que S

cp g s HdYy - . SRRT
se réduit a —(—,:1;,)—; le théoreme précédent ne peut done avoir lien que

dans le cas ot 2 est plus grand que Punité.

Soit l}-‘i;‘; = ;i?—i;-., A étant fonction de a, I'équation

xdu ,
0 e ob- 5
udr
deviendra
SIEEE Sl AN
ce (i donne pour .x une nxprcssion de cette forme

Tora4 a4

or la vérité du théoréme précédent exige que 'on ait 2'--1>> §, et, par
conséquent, 1 — ' << -- }; done, afin que ce théoréme subsiste, il est
nécessaire que I'événement futur sait assez peu composé relativement
T : du \* . : :

a I'événement observé, pour que ( .= ) soitune fonction de @, trés

’

petite relativement & —_','-f—?{;

St 'événement futur est exactement le méme que 'événement ob-
serve, en sorte que « - = y, la valeur @ de o, qui rend y un maximum,
rendra parcillement 2y un maximum, en sorte que I'on aura y'=- y et
' ¢, On aura ensuite

Pley) oy adyt

- e

Cdrt

. —_— d
mais la substitution e @ pour £ donne (—J-’E .= 0, partant

diu'y’y dly

det T T Ay
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La formule (%) deviendra donc

v’
-2

]

‘I! —

¢ etant ce que devient « ou y lorsqu'on y fait @ == a; de la résulte ce
théoréme assez remarquable :

La probabilité d’un événement futur, pareil a celut que {'on a observe,
est @ cette méme probabiité, deéterminde cn employvant pour les possibi-
lités des evenements simples celles qui résultent de Uévcnement observe,
comme 1 est d 2.

Si 'on a observe, par exemple, que sur p + ¢ enfants il est ne
p garcons et ¢ filles, et que Von cherche la probabilité P, que sur
p - g enfants qui doivent naitre il ¥ aura p garcons ct ¢ filles, on
aura
133, (p+9q)

P — - T ___.P.I.JQL_
Cadopra 3o gy (po gy

c'est ce qui résulte pareillement de la formule (=) de article XYIL

En général, si l'on cherche la probabilité P que l'événement observé
sera suivi d'un nombre n d'événcments paveils, on aura w==y”, ot 'on
trouveri

v étant ce que devient v, lorsqu’on y substitue pour z la valeur a qui
rend y un maximum, ct cette équation a également lieu, n étant frac-
tionnaire. On s'exposerait donc alors & des crreurs considérables, en
cmployant, dans le calcul de la probabilité des événements futurs,
les possibilités des événements simples qui résultent de I'événement
observé : en effet, il est visible que la petite erreur que 'on peut com-
mettre, en faisant usage de ces possibilités, s’accumule en raison du
nombre des événements simples qui entrent dans I'événement futur,
et doit occasionner une crreur sensible lorsqu’ils ¥ sont en tres grand
nombre. Au reste, quel que soit cct événement, on peut en déterminer
la probabilité au moyen de la formule (2), qui est toujours vraie, &
tros peu pres, lorsque 'événement observé est tres compose.
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XXX.

Un des problemes les plus utiles de cette partic de Panalyse des
hasards, qui consiste & remonter des événements aux causes qui les
ont produits, est celui de la détermination du milieu qu’il faut choisir
entre les résultats de plusicurs observations. )ai donné, dans le
Tome Y1 des Mémoires des Savants étrangers ('), les principes sur les-
quels il me semble que la solution de ce probléme doit étre fondée;
trois itlustres géometres, MM. de la Grange, Danicl Bernoulli et Euler,
se sont depuis exercés sur cet objet : le premier dans le Tome V des
Mémoires de la Société royale de Turin, ct les deux autres dans la
I*e Partie des Mémotres de Pétershourg pour Fannée 1777 mais leurs
principes ¢tant différents de ceux dont je me suis servi, cette con-
sidération m'engage & veprendre ici cette matiére et @ présenter mes
résultats de maniere & ne laisser aucun doute sur leur exactitude.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d’'un phénomine qui
a ¢té apercu par plusicurs observateurs a des instants différents:
chaque observation a pu s'écarter en plus ct en moins de la vérité ot
fixer ainsi instant du phénoméne plus tot ou plus tard qu'il n'est
arrivé, Nous supposcrons, ce qui est tres naturel, que les facilites des
mémes errcurs, soit en plus, soit en moins, sont égales entre elles, et
nous déstgnerons par 3(z) la facilité tant de errcur positive 2 que
de 'erreur négative — .z, relativement au premicr observateur; par
o'(x), §'(x), ... ces mémes facilités pour les deuxieme, troi-
sieme, ... observateurs. En nommant ensuite premiere ohservation
celle qui fixe le plus tot le phénomene, deuxieme, troisiéme obser-
vations, ctc. les différentes observations dans Uordre de leurs dis-
tances i celles-ci, nous nommerons p, p', p*, ... ces distances; en
supposant donc  I'errcur de la premiere obscrvation, les erreurs des
observations suivantes seront p -, p'-- 2, p"—a, ..., ¢t la pro-

(1 CEneres de Laplace, T. VUL, p. 25,
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babilité quc toutes ces observations auront entre elles les distances
respectives p, p'y p", ... sera

GiT)(p- XYy (p' -y, L

or les probahilités des différentes valeurs de &z sont entre elles, par
I'articte XV, comme les probabilités que, ces valeurs avant licu, les
obhservations s'écarteront entre elles des quantités ohservées p. p,
p’s «... Done, si Pon construit une courbe dont I'équation soit

yzio()gip-—x)d(p - x), ey

les ordonnées v de cette courbe seront proportionnelles aux probabi-
lites des abscisses correspondantes o, el par celte raison nous la nom-
merons courbe des probabulites.

Maintenant, on peut entendre une infinité de choses differentes
par l¢ miliew ou le résultat moyen d'un nomhre quelconque d'observa-
tions, suivant que l'on assujettit ce résultat i telle ou telle condition.,
Par exemple, on peut exiger que ce milicu soit tel que la somme
des erreurs & craindre en plus soit égale a la somme des erreurs
a craindre en moins; on peut exiger que la somme des erreurs a
craindre cn plus, multipli¢ées par leurs probabilités respectives, soit
egale 2 la somme des crreurs a craindre en moins, multipliées par
leurs probabilités respectives. On peut encore assujettiv ce milicu
¢tre le point olt il est le plus probable que doit tomber le véritable
instant du phénoméne, comme M. Daniel Bernoulli I'a fait dans les
Mémoires cités : en général, on peut imposer une infinité d'autres
conditions semblables qui donneront chacune un mtlicu différent;
mais clles ne sont pas tdutes arbitraires. Il en est une qui tient i la
nature du probléme et qui doit servir & fixer le milicu qu'il faut
choisir entre plusienes observations : cette condition est que, en
fixant 2 ce point l'instant du phénomene, 'erreur qui en résulte soit
un minimum; or comme, dans la théorie ordinaire des hasards, on
évalue 'avantage en faisant une somme des produits de chaque avan-
tage a espérer, multiplié par la probabilité de I'obtenir, de méme ici
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I’erreur doit s’estimer par la somme des produits de chaque erreur i
craindre, multipliée par sa probabilité; le milieu qu’il faut choisir
doit donc étre tel que fa somme de ces produits seit moindre que pour
tout autre instant.

Supposons présentement que, dans la courbe des probabilités dont
I'éguation est

Y@ @p- o).,

la valeur de x puisse s'étendre depuis -- fjusqu'i e - f, en sorte que
I'intervalle dans lequel & peut varier soit ¢; si Pon fait @ == 3 -~ f, il
est visible que s pourra varier depuis s = o jusqu'a z = ¢, et que les
probabilités des différentes valeurs de z seront proportionnelles i y
on a 3(s—/)9(p—3s+/f). .., cn sorte qu'on pourra les repré-
senter par Ay, £ étant un cocllicient constant. Soit A la valeur de s
que Yon doit prendre pour le véritahle instant du phénoméne, on
aura & [ (A -- 3)vds pour la somme des erreurs 2 craindre depuis
5=:0 }usqu'h s == h, multipliées par lcurs probabilités respectives,
intégrale précédente étant prise pour toute ’étenduc de ces limites;
on aura ensuite £ [ (s - A)y ds pour la somme des erreurs i craindre
depuis z:- A jtls}]u’ix s ¢, multipliées par leurs probabilites, le
S1gNe j servant & indiquer que Pintégrale doit étre prise pour toute
étendue de ees dernivres limites. On aura done

l."/'l fo - yvds -k /”( s--hYrds

pour la somme entivre des crreurs i craindre, multipliées par leurs
probabilités, et & doit étre tel que cette somme soit un minimum.
Or, si I'on fait varier £ de la quantité infiniment petite ¢k, il est
clair que la variation de .f(le — 5)y ds sera é\lz'/’:yd:: et que celle

vy ! + . [ .
de [ (s-~h)yds sera -2k [ yds; lavariation de la quantité pre-

cedente sera done
hohi [:y ds - /.'J" ds).

kEn égalant eette quantité i zéro par la propriété du minimum, on aura

. 'j.)'(::-.-._/"yd;.
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I'ordonnée correspondante a P'abscisse 4, qui détermine le milien
qu'il faut choisir, doit donc diviser en deux parties égales l'aire de
la courbe des probabilités, comprise depuis s := 0 jusqu'h 5 -z ¢, ce
qui donne un moyen trés simple de déterminer ce milicu, et I'on voit
qu'il a encore la propriété d'étre tel, qu'il est également probable que
le viritable instant du phénoméne tombe au-dessus ou au-dessous, en
sorte qu’on pourrait le nommer milicu de probabilite.

AXXL

Toutes les fois que les fonctions ¢(x), /() ¢"(x), ... qui expri-
ment les lois de facilité des erreurs des observations seront connues,
la détermination du milieu qu'il faut choisir entre plusieurs obser-
vations sera réduite, par I'article précédent, a partager une surface
donnée en deux parties égales, ce qui est un probleme de pure Ana-
Iyse. Mais, ces fonctions étant le plus souvent inconnues, c’est au
Calcul des probabilités a fournir les moyens de suppléer i cette igno-
rance; or on a vu, dans l'article X111, que si, dans ce cas, ta,
+a, 2=a’, ... sont les limites des erreurs de la premitre, de la
deuxitme, ... ohservation, on doit supposer

{ " log - T | log
() = =~ 10g-- QL) = —; - T
AT R ‘ T aa’ P

1l ne reste plus ainsi, dans la recherche du résultat moyen de plu-
sicurs observations, que les difficultés inévitables de F'Analyse; mais
il faut convenir qu'elles rendent la méthode précédente d'un trés dif-
ficile usage : aussi mon objet, en 'exposant, a été plutot de faire con-
naitre tout ce que l'analyse des hasards peut donner de lumiéres sur
cctte matiére, que de présenter aux observateurs unc méthode pra-
tique et d'un usage commode; on pourra, cependant, Femployer dans
des occasions trés délicates, telles que eelles du passage de Vénus sur
le disque du Soleil, dans lesquelles il est nécessaire d’obtenir la plus
grande précision. Le moyen le plus simple pour cet objet est’ de
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carrer par partics la courbe des probabilités et de déterminer ainsi
Pordonnée qui divise sa surface en deux parties égales.

AXXIL

La régle ordinaire des milieux arithmétiques se déduit de cette
methode, en supposant ¢ =a =¢a"=:,.. ==, comme il est facile
de s'en assurer; mais nous allons démontrer un théoreme beaucoup
plus général en faisant voir que cette rvegle a licu toutes les fois :
1> que la loi de facilité des errcurs est la méme pour toutes les obser-
vations; 2° que les mémes erreurs, sott en plus, soit en moins, sont
¢galement possibles; 3¢ qu'elles peuvent étre infinies et que la fone-
tion qui exprime leurs facilités ne décroit d’une quantité finie que
lorsque 2 est infini, mais qu'alors elle va toujours en diminuant
jusqu’au point de devenir nulle.

Pour cela, soit o (ax) la loi de facilité des erreurs des observations,
« etant une guantite mfiniment petite; soit de plus ¢ la valeur de
=(xrx), lorsque aax = o ot, par conséquent, torsque & est une quan-
tite tinie. Il est évident que ordonnée de la courbe des probabilités,
depuis - 2 = o jusqu'h - @ = =, sera

yoigiaz)e(ap -+ xa)siap - axr)...,

n supposaot le nombre des observations égal i a2 ot en négligeant les
quantités de 'ordre 2%, on aura

, o . , sy deiar)
y=glar)' +a(p+p-=p .. .+ p"l)g(ar) '77(.1.;-:, ;
.c [} L B -’ . * . _lff?(atl‘) . v‘ I
or, si l'on prend Pintégrale fag(zz) ey dr, depuis 2 == 0

jusqu'a @ = =, et que I'on se rappelle que ¢ (zx) = ¢ lorsque & =0
et que ¢(ax) = o lorsque x -= %, on aura

g d - I

J x ?(3‘1')‘7"' ..?(a‘rz de e -

(flu
dia.r) " 73

soitdonc A l'inlégralch.(aa;)” dz, prise depuis a == o jusqu'h 2 — =,
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et l'on aura
A- FIZ(P +p'p .+ pth g

pour I'intégrale fy dx correspondante aux valeurs négatives de a.
Cette méme intégrale, prise depuis @ = o jusqu's @ = p»-", est
p"="'q", parce quc I'on peut, dans cct intervalle, supposer

plar)=s(ap~ax)=.,,..=q,

par conséquent 'ordonnée y = ¢",
Depuis & = p”~" jusqu’a x =, on a

y=9(lar)¢(ar—ap)e(ar —ap')...

ou

yezp(ae) —a(p - plpioe e pttt) g (aa )t S
* Pintégral /"oc"(ar\""'(-{-?-—————-(a‘r)dr yise depuis 2= p"=* jusqu'i
or Fintégrale foag(aw)™" —io=r-dr, prise depuis 2= p"~" jusqu'a
: ' ) e » '
v =%, est — -g". De plus, Uintégrale ufg;(a:x)"dm, prise dans le

méme intervalle, est évidemment égale & A — p™="¢"; on aura done
A ._]Jfﬂ—‘”(jﬂ..}_ ._l.. (p . P"+ s _I..P('l-‘”)
]

pour la valeur de [ ydx, prise dans cet intervalle. Partant, Vaire
entiere de la courbe des prohabilités est égale & 2A. Or, en nommant
h P'abscisse dont P'ordonnée divise cette aire en deux parties égales,
la partic de I'aire qui est i gauche de cette ordonnée sera visihlement
egale i

A— = (Pt ' PP+ Pl g o g

en l'égalant & A, on aura
h= -:;(p + pl Pl 4 pinmh)y,
. R -~ ' vy . .
ce qui donne pour £ la méme valeur que la regle des milieux arithme-

tiques. Les suppositions qui nous ont conduit i ce résultat étant hors

OFuvrcade .. — IX, 61
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de toute vraisemblance, on voit combien il est nécessaire, dans les
occasions délicates, de faire usage de la méthode que nous avons
proposée.

XXXIIH.

Il est facile d'appliquer la théorie précédente & la correction des
instruments; pour cela, supposons que, en vérifiant un instrument
¢t en répétant un grand nombre de fois la méme vérification, on ait
trouvé n différentes erreurs p, p', p”, .... Soient ¢, ', ¢, ... les
nombres de fois que chacune d’elles a été répétée; en représentant par
x,x’,x’, ... leurs facilités respectives, on aura kz'x’"z"".. ., ... pour
la probabilité de I'événement ohservé, % étant un coeflicient constant;
la probabilité de ce systeme de facilités sera done

x‘x"'x,‘.. L dbr dx’d‘r’ L B |

— — — i —

- — -—

fn-?-“.r"'.r""'. drdx' dx’. ..

les intégrales du dénominateur étant prises pour toutes les valeurs
possibles de z, &', ”, .... Pour en conclure la probabilité de a, on
intégrera la fonction z‘z ', . .dx dx’ dz’... d'abord par rapport
a ', depuis ¥’ =o0 jusqu’'h &'=1—2x — 2" —..., cnsuite par rap-
port & ', depuis &’=o jusqu'a ’=1—-2 —x"— ..., et ainsi de
suite, ce qui donne pour derniére integrale

Y] . t 4
1:2-3..-‘.'-2.3...‘ .l.zla.l‘! ¥ & a x‘(‘ x)"'+"'+".+...+n—lda.
1.3.3.4 A o '

[ [ l:-.liol(l +‘ +‘ .+.||a)

On aura donc, pour la probabilité que la facilité x sera comprise dans

des limites donnécs,
/..I"(l — x)i'+u"+l"‘+...+—ﬂ-l dr

— )
j'xt(‘__ ) +i+TH kA=t gy

I'intégrale du numérateur étant prise dans I'étendue de ces limites et
celle du dénominateur étant prise depuis = o jusqu'a  =1; orcetlte

probabilite se déterminera par la formule de 'article XVIII en y chan-
geantpentetgent-+-i"+...+n—1,
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Examinons présentement la correction qu'il faut faire 4 une nou-
velle observation faite avee cet instrument : supposons qu'il soit u»
quart de cercle et que, en prenant un grand nombre de fois une méme
hauteur apparente a, on ait trouvé entre cette hauteur et la hauteur
réelle n différences qui s'étendent depuis @ — = jusqu'a a + «'. Sup-
posons de plus que, en partageant I'intervalle & +a’ en n-- 1 parties

tri:s petites, on ait trouvé que 'erreur — a a été répétée ¢ fois; que l'er-

“ + 5!; ’ » [ ’ Fl l, . q a + a;
a été répétée ¢ fois; que l'erreur — « + ot 2)
n-—1 n—1

a été répétée o' fois et ainsi de suite; soient enfin x, 2/, &', ... les faci-

lités de ces erreurs. On aura, par 'article XIV,

b
gl il ot 'dr"
[Tt drdz'da’. ..

———— o —— ——

" . .
f 'V 2", .drdx'dx’. ..

reur — « +

pour la probabilité que I'erreur d'une nouvelle hauteur a, observée
avec ce quart de cercle, sera — %, les intégrales du numérateur et du
dénominateur étant prises pour toutes les valeurs possibles de x, 27,
x’, ..., ce qui revient i intégrer I'un ct I'autre, d'abord par rapport
4 2, depuis * = o jusqu'a @ =1 — o' — 2" — ..., ensuite par rapport
a 2', depuis &' =o0 jusqu'a &'=1— 2" —..., et ainst du reste. On
trousera de cette manitre que la fraction précédente se réduit i

i+t ‘o : .
T T a5 telte quantité exprime donc la probabilité qus

I'erreur de Vobservation sera -- z; en y changeant ¢ successivement
end, ', ..., et réciproquement, on aura les probabilités que Uerreur

a -+ & (x4 o)
oy — ¥4 r——m
n—i n—1

cevra done élevées sur les extrémités et sur chacune des divisions de
P'intervalle « +- o' des ordonnées égales ou proportionnelles a ces
probabilités et dont les extrémités, a cause de la petitesse des divi-
sions, formeront sensiblement une ligne courbe; cola posé, I'abscisse
dont 'ordonnée partagera l'aire de cette courbe en deux parties égales
sera, par 'article XXIX, celle dont il faut faire usage, en sorte que, si
I'on nomme £ cette abscisse comptée depuis Vorigine de l'intervalle

..». On con-

de 'observation sera — a +
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% + o' qui répond a l'erreur — %, la correction qu’il faudra faire i Ia
hauteur ohservée a sera & — a ct, par conséquent, il faudra supposer
la hauteur réclle égaled a +~ A — «,

De la résulte cette régle fort simple pour corriger I'instrument :
Ajoutes continuellement les quantites i+t + 2,0+ "+ 2,0+ "+ 2, ...
Jusqu’a ce que vous soyes parvenu d une somme egale ou immeédiatement
plus petite d’une quantite quelcongque p. que la mowié de la somme

2l a2l +...4- 38" 4 fin=1) L an — 1,

Satent r le nombre des guantites v 4+ ¢ + 2, U 41" + 2, .., que vous aures
I

. * - ] ' O! ‘i" C!
ainst ajoutees; | le nombre des parties ——= contenues dans a; la cor-

rection qu'il faut faire a la hauteur a ou, ce qui revient au méme, la
quantité qu’'il faut lwi ajouter sera, a tres peu pres,

!
(r—t+ sy ) e

R AL B S I A TRy

Si, au lieu de fixer la véritable hauteur au point de 'abscisse dont
I'ordonnée divise l'aire de la courbe en deux parties égales, on la
fixait au point dont I'ordonnée passe par le centre de gravité de cette
aire, on aurait la méme correction que donne la méthode des milicux
arithmétiques : cette méthode revient done, dans ce cas, & prendre
pour milicu le point ol la somme des errcurs en moins, multipliées
par leurs probabilités, est égale i la somme des erreurs en plus, mul-
tipliées par leurs probabilités.

Lorsqu’une fois on connait la loi de facilité des erceurs d’un
instrument, on peut en conclure celle des erreurs d'un résultat quel-
conque déduit d’observations faites avec cet instrument, tel que le
midi conclu par deux hauteurs correspondantes. En cffet, si I'on
nomme s, 3, 5%, ... les erreurs des observations que nous suppose-
rons ici tres petites, la correction qu'il faudra faire au resultat sera
Az + A+ A"3"+..., A, A, A, ... étant des coeflicients constants
dépendant de la nature du résultat que I'on déduit des observations.
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Si I'on suppose cette correction egale a x, on aura
As+A Y+ AN+ =a,

H ne s’agira plus ensuite que de déterminer, par la méthode de I"ar-
ticle VII, la probabilité de cette équation au moyen de la loi de faci-_
lité des erreurs s, =', 3”; on aura ainsi pour cette probabilité une
fonction de a, que nous désignerons par ¢(x), en sorte que 'équa-
tion de la courbe des probabilités des valeurs de = sera y = @(x).
Maintenant, si l'on prend l'intégrale ./:ydx pour toute I'étendue des
limites dans lesquelles = peut varier, 'abscisse / qui divisera en deux
parties ¢gales la surface que représente cette intégrale sera-la-cortec- .
tion qu’'il faudra faire au résultat proposé. |

FIN DU TOME NEUVIEME.
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