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MEMOIRE

sUn

LA PROBABILITE DES CAUSES

PAR LES EVENEMENTS (V).

Mémoires de U’ Academic royale des Scicnices de Paris (Savants étrangers),
Tome VI, p. 62r1; 1771. .

.._._.-.__..-__‘_’.0.._-""""_"_ - —

l.a théorie des hasards est une des parties les plus curieuses et les
plus délicates de I'Analyse, par la finesse des combinaisons qu’clle
exige et par la difficulté de les soumeltre au caleul; celui qui parait
I"avoir trailée avec le plus de succes est M. Moivre, dans un excellent
Ouvrage qui a pour litre : Theory of chances; nous devons i cet habile
geometre les premieres recherches que on ait faites sur 'intégration
des équations dillérenticlles aux différences finies; la méthode qu'il a
imaginée pour cet objet est [ort ingénicuse et il I’a trés heurcusement
appliquée a la solution de plusicurs problemes sur les Probabilités; on
doit convenir cependant que le point de vue sous lequel il a envisagé
cetle matiere est indirecl. Les équations aux différences finies sont
susceptibles des mémes considérations que celles aux diflférences inli-
niment pelites, ct doivent étre traitées d’une maniere analogue; Ia
seule différence qui s’y rencontre est que, dans le cas des diflérences
infiniment pelites, on peut négliger certaines quantités qu’il n’est pas

(') Par M. de la Place, Professeur 2 I'Ecole royale militaire.
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permis de IC]C(OI dans le cas des cquallons aux dilférences finies, o
qui rend I’ llltE“I.lllOll de celles-ci plus cpincus'c, I'illustre M. de La-
grange est 1 plonnci*(ﬁli les ait cmlsngecs sous cc 1appoi*t, dans un
heau Mémoire qui se trouve dans le preniier Volume de ceux de Turin;
cette lllCOl'lO des cqualmm aux (Ilffe|011ccs ﬁlll(}b est du plus g grand
usage dans la suencc des Probabilités) ¢t ¢ce n'est qu'a son ﬁio{on
que 'on pcut espérer une méthode g,oncmlc de les ﬂssu]e[tn' al \n't-
Iyse. | :
Iin cherchant i résoudre de celle maniere plUbIDlll" plohlemcs sur
les hasards, je suis tombé [réquemment dans une cspece ' cquallonq
aux différences finies, (res dillféréntes de celles | quo I'on a considérées
jusqu’ici; on peut les regavder comme des cquallons finies aux diffe-
rences partielles; leur importance dans I'Analyse des hasards m’a dé-
terminé i les considérer 'une maniere particuliere dans un Mémoire
Sur les swites récurro-recurrentes, imprimé dans ce Volume ('); mais,
avant repris cetle matiere, je me suis apercu qu'elle était d’une tres
grande utilité dans lascience des hasards, et qu’elle donnail un moyen -
de la traiter beaucoup plus généralement qu’on ne P'a fait encore; celte
considération m’a porté i approfondir davantage, ainsi que (oute la
‘théorie de 'intégration des équations finies dilférenticlles; c’est ce que
je me suis proposé dans un Mémoire que j’ai lu a I'Académie, el qui a
pour litve : Kecherches sur U'tntégratiorn des équations différenticlles aix
différences finies, ct sur lewr usage dans la Théorie des hasards; ce Me-
moire devant paraitre dans le Volume de l'Académice pour U'année 1773,
j'y renvoie le lectear (?); I"objet de celui-ci est tres différent : jc me
propose de déterminer la probabilit¢ des causes par les événements,
matiere neuve 2 bien des ¢gards et qui mérite d’autant plus d'étre -
cultivée que c’est principalement sous ce point de vue que la science
des hasards peut étre utile dans la vie civile. | Y

(1) Vour p. 5.
(1) Jor p. 67.
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- L'incer l|lude des connaissances humaines porte sur les ¢vénements
ou sur les causes des c\enemenls' S lon esl assure, p.'_u c\cmplu,
qu’une urne ne rcnl'm me que des billets’ blaiics et noirs dans un rap-
port donné, et {[lIL I’on ‘demande Ia"[ﬁbl)alnhtc qu'en prenant au hasard
un de ces billets il sera blane, 'événement alors est incertain, ‘mais la
cause dont (lepcml la plolmlnlllc de son existence, c'est-i-dive le rap-
port des billets blanes aux noirs, est connue.

Dans le probleme suivaut : Une urne étant supposce renfermer un
nombre donné de billets blancs et noirs dans un rapport inconnu, st U'on
tire un billet et qi'il soit blance, déterminer la prolbabilité que le rapprt des
billets blancs aux notrs est celue de p « g5 'événement est connu et la
cause inconnue.

On peut ramener a ces deux classes de problemes tous ceux qui
dépendent de la théorie des hasards; nous ne discuterons 1ci gue
ceux de la seconde classe, et pour cela nous élablivons le principe sui-
vantl :

Prixciek. — St an évenement peut étre produit par un nombre n de
causes differentes, les probabilites de extstence de ces causes prises de
U'éeénement sont entre elles comme les probabilites de Uécénement prises
de ces causes, et la probabilité de Uexistence de chacune d’elles est égale a
la probabilite de [écénement prise de cetie cause, divisée par la somme de
toutes les probabilités de Uécénement prises de chacune de ces causes.

La question suivante éclaircira ce principe, en méme temps qu’elle
en fera voir N'usage :

Je supposc que U'on me présente dewx urnes A et B, dont la premicre
contienne p billets blancs et g billets nowrs, et la seconde conticnne py bil-
lets blancs et g’ billets notrs; je tire de Uune de ces urnes (J'ignore de
luquelle) [ 4 & billets, dont [ sont blancs et h sont nows ; on demande,
cela posé, quelle est la probabilité que Uurne dont j’ai tire ces billets est A

ou qu’elle est 13.
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IXn supposant (|ue cefte urne soit A, la probabilité d’en tirer fbillets
blancs et & billets noirs est

(f+0(f+2)...(f+D)pp—0). . (p=—S+1)glg—1).. (g—h+1)
| 1.2.3...lz(p+q)(p+q—|)...(p+q—_/'——h+|)

Jl-ﬁ- .J"—-— 3

Soit K cette quanllle st 'on qupposc mamlemnt qucl urne (lonlj al
liré les billets st B, la plohahlllte d'en luerfblllels I)Iancs et / lnllcts
noirs se déterminera en changeant, dans K, petgen p et ¢'s soil K ce
que devient alors celte expression. Cela posc, les plobablhlés que
I'urnc dont j"ai tiré les l)l”blS est AouB sont entre elles, par le prin-
cipe énoncé ci-dessus, comme K est 2 K’; la probabilité que cette urne

L rl

!

K+ K’
Nous allons présentement appliquer ce principe & la résolution de

. . R
est A est égale & —— etcelle quelle est B est égale &

quelques problemes.

1.
\
Proeuise |. — St une urne renferme une infinité de billets blancs et
notrs dans un rapport inconnu, et que lon en tire p + ¢ billets dont p
sotent blancs et q sotent noirs ; on demande la probabilité qi’en tirant un

nowseatt bitlet de cette urne il sera blanc.

Solution. — Le rapport du nombre des billets blancs au nombre {otal
des billets contenus dans 'urne peut étre un quelconque des nombres
fractionnaires compris depuis o jusqu’a 1; or, si 'on prend un de ces
nombres az pour représenter ce rapport inconnu, la probabilité de tirer
de I'urne p billets blancs et ¢ billets noirs est, dans ce cas, a?(1 — a)7;
partant la probabilité que @ est le vrat rapport du nombre des hillets
hlanes au nombre total des billets est par le principe de 'article préce-
aP(1 —ax)dr

/-U’(l— ) dr

dent ¢gale i

» Pintégrale ¢tant prise de maniere qu'elle

soit nulle lorsque a* = o, ct qu'elle linisse lorsque @ =1; or, dans la
supposition que x est le vrai rapport du nombre des billets blancs au
nombre total des billets, la probabilité de tirer un billet blane de
I"'urne est @:; si 'on multiplic maintenant celle (quantit¢ par la proba-
_ .

T
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hilité de la supposition, on aura, pour la probabilité de tirer un billet
TPHi(1 — x)dx
| [ xP(1—r)tde |
ment, si 'on nomme E la probabilité entitre de tirer un billet blane
de I'urne, on aura

‘Dblanc de I'urne en vertu du rapport @, » ¢t conséquem-

/..'I-‘P"'l (1—x)?dr

E

/.;I‘P(l —x)dr

—o el de les

en observant de faire commencer les intégrales lorsque
lerminer ldi:Sq(lb r=1.
Il est facile, d’apreés ces deux conditions, d’avoir une expression forl
simple de I, car ona
Node 1 — Y dr = _T7_ TP — Y-V
[ 2P —2) p+3f (1 — )

. 9(¢ —1)
(p+12)(p-

3) ./..ITPH([ — )i tdr,

ct ainsi de suile, partant

. ' 2.3, ..
ppt+i _‘.q,_._____ 1.2 /
~/.‘" N Y Vs NV e,
parcillement
.-. 1.2.3...¢q
P11 — .Y de — .
J E)m‘(p+0~4p+v+n'
donce
F— p-+-r .
‘_p+q+'_1

St 'on cherchait la prohahilité de tirer de 'urne 7 bhillets blanes
ct n billets noirs, on trouverait

fdrf' rm(y — )9+

E—=

[ xr(n — 2) da
) LY 1 - » .'/
d’ou l'on tire

p_(g+0(g+2)...(g+n)(p+0)(p-F3)...(p+q-+T1)
_ (pP+m+0)(p+m+2).. (pH+qg-t+-m+n-ri)

p el ¢ étant supposés fort grands, on peut simplifier cette expression de
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la maniecre suivante : pour cela, j'observe que I'on a

. o L
4+ l24+-13+.. . +le= 24+ (x+ Dz — a4 - — .,
: z 3 12.U

c\prlmant ¢ rapport de Ia deini- cn'conlcwncc hil ra\ on (w:r les In-
stitutions du Calcul differentiel de M. Luler)' dc la il ‘suit que, si I’on
nomme ¢ le nombre dont le log.mlhme hyperbolique est I'unité, on
“aura, en supposant p et de tres grands nombres,

” 1
1.2,3...(q -+ n Yttt
(45 1) (g +3)...(g 4+ m) = L2 M )l
| _ N oyt
parcillement |
o r!+qr+';£
(1’+')---(1’+f1+l):(p—{dl.—{—l,l.
Tt pli™e
el

)p +q I—H.I‘+n-+-%

) 7 - N n -+1
(p-{»-m+|)...(p-‘r-(/—l—m+n+l)::£-[+, * 1
e?*+a+(p 4+ m )P+”‘+i

Donce |
(P g+ 0" T T (p £ )" (g e )T

i =

pPHym-en 4+ :;

ar s et
f/“'lp‘”_! (p -+ o + m -+ n -} l)
nous observerons ici que

(p g+ (ot gyt

| pq+y
1+ - . —e,
P+

ch supposant p + ¢ infiniment grand. Semblablement, si nous suppo-

- parce que

sons m ¢l n fort petils par rapport & p et A ¢, nous aurons

p+mn+d

Pyt "
T—e"p z,

(p+m)

grardi -

(q-+ n) 1 en q'”"+1f

el

3 )
. (P__i_q_l__’"__I_"_Fl)pl-q-rm—l-ni-’__ cnl+n+|(p+q)pi-q-l'-m+n+,,_
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donc alors nous aurons
E L P!!‘I‘qﬂ .
_' (P -}- q)nl+n

De 1a on pcut conclure g quc p ot g ¢tant supposcs fort ﬂrr.an(ls tant
que 2 el n seront beaucoup’ mmn(lres on pourra, sans craindre aucune
crreur sensible, calculer la probalnhlv de tirer de I'nrne des Inllolc.
blancs ¢t noirs, en qupposanl (que dans éelte urne le rapport du nombro
des billets blancs est i celu des billets noirs comme p est A ¢; mais
celle snpposition devient fautive lorsffuc m et n sont fort grands, ce
quil me parait essentiel de remarquer. Pour le faire voir, supposons
m=p el n=¢q, NoUs aurons |

v I [J” f} pm "I"
I = /'_‘ — 0.507 ’
\ (I, —+ (l).rn+ll Q) ,”; 1 (I) 4 (])"l-!--_'[

expresston, comme l'on voit, dillérente de celle-ci

I.‘ ,)HI,I'I'
4 ([f—l‘ q)mwa ?
a laquelle on pavvient en représentant par —2— le ranport du nombre
I |
P +1q

des billets blanes au nombre total des billets contenus dans "urne.
Lasolution de ce probleme donne une méthode directe pour déter-
miner la probabilité des événements futurs d’apres ceux qui sont déji
arctvés; mais, celle matitre étant fort étendue, je me hornerai ici &
donner une démonstration assez singuliere du théoreme suivant :

On peut supposer les nombres p ety tellement grands, g’ il devienne
(AUSSt approchant que Uon voudra de lu certitude que le rapport du nombre

de billets blanes awe nombre total des billets rmfc’rmc's dans l'urne est com-

) ) .
{ m cl / =W, W poucant clre st -
pP+q L /|

pose moindre que auetne grandeur donnee.

pris entre les dewa limites

Pour démontrer ce théoreme, j'observe que la probabilité du rap-
port  est, par ce qui précede, égale i

(p-+=0)(p+2)...(p-+qgd-)
1.2.3...¢

2P (1 — ) dr,

Ur

OFcvres de I.. — VI,
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. - ) . - i
Soit v = piL!} =, ¢t nous aurons

. __rry /‘ Pra NP p+q )
2P — x)7de = - 3 s ) ds.
/l (11 t)7dr (P q)Pre. (l—l— > ) (l y o

Si l'on integre celle quantité depuis = = o jusqu’a s = w, en multi-

plhant celte intégrale par (p+1)...(ptq+r)

L 8

,» on aura la probabilité

1.2.3...q o - .
que le rapport du nombre des billets blanes au nombre total des billets
PR - « . 2 ]
est compris entre les limites —£— et —£— 4 . -

pP+q  prq
Pareillement, si I’on integre

p!'(]'f L p_*_(,- r L ,)_F{,- ‘?i-
(p+q)rve ) \° p 7 Ty )

depmis =0 jusqud s =, en multipliant cette intégrale par
(p+-1)...(p+qg+1)

. - on aura la probabilité que le rapport du nombre
1.2.3...¢q .

des hillets blanes au nombre total des hillets est compris entre les

. . ) ) ., ;
limites 4 el ! m. La somme de ces deux guantilés exprime
]
p-rq p+yq

done la probabilité que ce rapport est contenu entre les limites

) ' 1 oy . . .
ppH, o cl pi-q -- 0. Nommons I cetle probabilité; supposons

d"ailleurs p et ¢ inliniment grands, et que o, ou Ia plus grande valeur

.. . . | . -
de =, soit infiniment moindre que == el Infiniment plus grande
_ Vip 4

l | - ’ L I »

—=—> (uelle soit ¢gale, par exemple, & v o ctant plus
) 4 ¢ , 2

e _ (p+aq)

grand que 2 ¢t moindre que 3.

quec

Pt _

Iy , .
I’ ) = i, On aura, ¢n reduaisant

St I'on fait présentement l(l

en series,
(pq) st (p +'7)1.:’—-...'.

H—=-—(p+nq)s 2p 3
Donc |
, _ pkgi
(l prq ;)’:c":c_‘P+ql'- *p T
F
T - - ) Yo :
Nous pouvons négliger 1ci le terme (’ ;;,q) s? el les suivants, car la
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. T ot ’ . s " T 1
plus grande valeur de = ¢tant par la supposition égale i — 5 01
(p-t-q)
aura
ip+qg.*' | lp+q)'_'-'
e 3P T —pe 3P

_.5_‘1 S mT . -

dans le cas ol ¢ aura le plus grand exposant négatif; or, puisque » esl

moindre que 3, cet exposant est visiblement infiniment petit, et par-
'(P+t];"
S A By

tant on peut supposer e 7' 77 éeal A l'unité. On aura pareille-
ment

. i.ﬂ+-n'
{ g, —
(l : ,’+(/ ;) _CIPT"'P‘" 19
f

De i on conclura facilement

I} — (!l —{*l).-.([)+q+l) I*'Pf[? /-20_(p+,’:

— tpy oz
1.2.3...q (p+q)ri. ’
or on a
]
(p-—i—l)...({l-{-r] +l) . (p—[-(])p LA
1.2.3...q o '.,4_! 7 ,_-
p' g en
Done
3 ' " gn
l'::-(!ij—q)z‘/:]e P::: dz.
Varypy
3
Soit — LD o Vi, et I'on aura
201
UL A L
[l:w vy s = — 1Y = / /_(_!_H_;
‘ (p+qy/ N—lp

le nombre u. peut ici vecevoir tous les accroissements possibles depuis
o jusqu’a 1, et, en supposant I'intégrale commencer lorsque v. =1,
nous avons ici hesoin de sa valeur lorsque 1= o. Voici maintenant
comment on peut la délerminer; pour cela, nous ferons usage du théo-
reme suivant. (Vour le Caleul intégral de M. Luler.) En supposant que

|’ llllcgl'{llﬂ commence IOI'S([lIC (L =0 el finisse lOl'S([ll['. =1, 0n 2

" dp u’”'dp I m
/\/l_;,__ﬂl' Vi — pt t(n -4-1) 2’
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quels que soient n el f. Supposons conséquemment 2 = o et 7 infini-

ment pelil; nous aurons

t—p?
27 =l

car le numérateur et le dénominateur de cette quantité devenant nuls
par la supposmon de { = o, si I'on différentic 'un ct 'aulre en regar-
dant 7 seule comm¢ variable, on aura

partant 1 — v?*= — 271u; on aura donc dans ces suppositions

Toumdy. tpnr lu . dv. j dre I
j \f P_!f \/l / f\/._ lJ. / \/;i\/_ IlU. o [ 2’

p;u'lanl

du
/ g

en supposant I'intégrale commencer lorsque p.=o et finir lorsque

(. = 1; mais comme, dans le cas précédent, celte mlegrnlc cominence
lorsque w. =1 el linit lorsque @ =: 0, nous aurons

' 47
—— e - ‘/E
j \[-—- g7

Done
g Ipg Vo
f:w iry ;’d:--_.-\p(l\‘!f:
) (p-+7)
d’oti nous obtiendrons I¥ = 1; on vott done gqu'en néghigeant les quan-

tités infiniment petites, nous pouvons regarder comme certain que le
rapport du nombre des billets blanes au nombre total des billets est
I

P twel L w, o ¢tant ¢gal i ;77—
pPt+q P+ \//J—f—r/

n élant plus grand que 2 et moindre que 3, et & plus forte raison »

compris entre les limites

étant plus grand que 3; partant o peut étre supposé moindre qu’an-
cune grandeur donnée.
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Supposons maintenant que ’on propose de déterminer errenr (ue
I'on peut commeltre en faisant £ = 1, lorsque 'on donne i = une tris

‘‘‘‘‘

petite valeur »; voici un moyen fort simple d’y parvenir.
Il faut intégrer d’abord

. - ’
f(l ; L q;) (l P+ :-)qd:.
i Vi

depuis = = o jusqu’a s = w. Pour cela, je suppose que K soit Uinté-

) -l‘ - - . [ ] '- r ( " I} - . [

arale enticre depuis = =o jusqua z = —’; celte intégrale est visi-
| P-+q O

blement trop grande pour I'objet que nous nous proposons; il faut en

retrancher Uintégrale

/‘(l : ,,+,,:>1-('I ,’_‘_q:)qd;,
. P 7

f, .
P:—fl; soIt = == w -~ /, ¢l 'on aura

- . g
/(|+p+'l:)p(| P_'_(I:) s
. Iz f

tp+qg1terf —--

P 3 v -
— (v 21, — 1, /L’ PE= QPP = —OUP 2
I 1 .

depuis z = o jusqu’a s =

Fobserve que w doit, par ce qui précede, étre supposé infiniment plus

1 . » - -
———; supposons / infiniment moindre que

y afin
Vp+y

rand que
5 ! Vo 1

de pouvoir négliger les termes aflectés de /2, /2, ... dans le développe-
ment de P'exposant de e, ¢l nous aurons

. (p+aqitef
‘/ c_ PY—w(pp—qgy)—w i p+g ([f

ip+aq)i/
__PYy—=olpp—qq) —o'(p +q)* (: —e rr;—mu-npﬂrn*m'u*ﬂﬁ) _
(p+q)o

Supposons ensuile /" d'un ordre infiniment plus grand que -—,

{ip+g)lwf
ce qut est possible; alors e rr-wtrr—gp—ofr+9¥ devient négligeable par

- vapport & l'unité, et I'intégrale précédente deviendra, par la supposi-
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nq
w+vf

_ ((I L p—{-q:)l‘(l_— p+q;)‘?d;
. P 7,
— { 14 p+?m) I p—l—qmq P )
» i °) v

I"intégrale étant supposée commencer lorsque s = o et finir lorsque

tion de o tres pelilt; cgalc i ; MOUS aurons ainsi

| ey ) o I N -
5= n_ctan 3 &I —- Or k 'ne etle
F e e it plus grand que ~- Or la dilérence de cette

- ’ : y X r 5 a = - . . - (
intégrale avee I'intégrale entiere prise depuis z = jusqu’'a s = p_f_(l

est infiniment moindre; pour le démontrer, ]ol)sene que si l'on

r +
nomme, pour abréger, y la quantité (1 I A :) (l L9 ::) . on
I’ /]

n étant plus erand que =
ﬂ, N1 p D C l 2'.'

(p-+q)

aura, Iorsquc T — W -}-

ip+4gi' "w

y — (l + 13_:{__-___(_’ I'J)) (l ,) + (] {,)) ¢ P.—, :E‘-‘["i—'l‘?']—fﬂ’lp-i-(’-’.
) r ¢

St 'on donne & = une plus grande valeur, y devient moindre, partant

) " ' a | R Y (I [
vz depuis z = w -4- USU i est moindre que
J' [ (p+ o 1T 0y '
B {p+tq.! " .
P -t (p+q)!

)
(p-+q)°

» la quantité précédente est infiniment moindre que - .
(p+q)w

or, pulsque nous avons supposé infiniment plus grand que

[
P

1
car, en général, e ">»", m ¢l n étant des nombres finis quel-

conques,

Nous aurons done

) ( —= l)_‘:l“"(—, d) f{::

— K ___( p+q )P(l P+ m) Py , -
I q (p-+aq)o

cn supposant I'intégrale commencer lorsque s =o et finir lorsque
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= = w. Semblablement nous aurons, avee les mémes conditions,

f(l P+ :)P(H— -I-L_l—_-i;)qd:
r q

P/ . q
:K’—(l P+4a m) (l { P+ m) rq T
P q (P+q)o

K’ étant ce que devient K lorsqu’on y change p en ¢ et ¢ en p; nous

L

aurons, par conséquent,

(1) ptg ) P { K—(' i IJ_quji)P(l I %-qm\.f P9
1.2.3...¢ (pH-q)P*7 | 4 o ) (P -t+q)m

P /] (p2-9) o

(p0). APyt PPy’ g,

1.2.3.. .9 (p-+q)pP+T

Mais on a visiblement

d’ou 'on tireva facilement

E—=1 '—\/P’] [ (l ! Prq m)p (I P m)q
! f

3
V3T (p+ )7 ,
NP _ 7
+(.-J’+7f,,) (.+/'*’ff,.) .
{’ S 4 ]

On peut juger par cette formule de 'erreur que 'on commet en [ai-

sant 1§ == 1.

* 1V,

Proniene H. — Deux joueurs A et B, dont les adresses respeclives sont
inconnues, joucn! a un jeu quelconque, par cxemple au piquet, a cette
condition que celut qui, le premier, aura gagne le nombre n de parties,
obtiendra une somme a deposce au commencement du jeu; je suppose quce
les deux: joueurs sotent forces d'abandonner le jeu, lorsqu'd manque
J parties au joueur A, et h parties au joueur B; cela posé, on demande

comment on dott partager la somme a entre les deux Joueurs.

Solution. St les adresses respectives des deux joneurs A et B

¢tarent supposées connues, et qu’elles fussent dans la raison de p a g,
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on lrouverait, en supposant p + ¢ =1, la somme qui doit revenir & B
egale &

,,,,_mf_.[,_l_ D(f ) (f+h—0(f+h—2)

q’ 1.2

p/! (f}/a—l)...(/:+l)1.
q/! 1.2.3...()/—1)

Celte proposition est démontrée dans plusicurs Ouvrages; elle se déduit

N L

fort aisément de la méthede des suites récurro-récuiiéntes, comme on
le verra dans le Mémoire cité au commencement de celui-ci; on v trou-
vera pareillement une solution générale du probleme des partis, dans
le cas de (rois ou d'un plus grand nombre de joucurs, probleme qui n’a
encore ét¢é résolu par personne, que je sache, bien que les géometres
qui ont travaillé sur ces matieres en aient désirvé la solution. (l’(;r'r la
scconde édition de iAnalvse des jeur de hasard de M. Montmort,
page 247.)

Présentement, puisque la probabilité de A pour gagner une partie
est inconnue, nous pouvons la supposer un des nombres uelconques,
compris depuis o jusqu’i 1. Supposons ¢u’un de ces nombres a-vepré-
sente celte probabilité; dans cette supposition, la probabilité que, sur
an — [—h parties, A en gagnera n—f, et B, n— A, sera

At (f R o Lot
d’ou il vésulte, par le principe de Article 1, que la probabilité de la
supposition que nous avons faite pour a esl

LS (1 — r)i Nl

/-lz"'"f(l -—~a2)" " hde

I'intégrale élant prise de maniere qu’elle commence lorsque @ = o el
qu’elle finisse lorsque @ = 1. Maimntenant, @ étant supposé étre la pro-
babilité de A pour gagner une partie, on trouvera que la somme qui
doit revenir i 3 est |

ati— eyt S (e e LA )

L]

xSt (f--h—1)...(h=2-1)
(r—2)-' a3 (f—) 1

I-. ..

-
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Donc la somme qui doit véritablement revenir nu'jou'é'ﬁi‘ B est

C - . +n-—l- — - “.I" : | ﬂﬂf;l ( +,-—- /t—{—)

/'.i*"-'f(l —~x)*de .

i

les deux intégrales élant prises de manitre qu’elles soient nulles
lorsque a: = o el qu’elles finissent lorsque 22 =1. De I3, on conclura
facilement

1.2.3...(n— 1) _
(nrf_/'—l—l)...(fuz f i +1)°

/-.r” ~J(1 — )Y Nde =

parcillement
r.2.3...(f+n-1)

(lt——_f+l)...112-,

fan=S (1~ x)rtde =

ot ainsi du reste.
'oit I'on aura, pour la somme qui doit revenir i B,

a(n—h—+1).. (n—l—f—l) /+l¢—-l{z_:/'—}—|
(200 --f—N—=2)...2n [

1 J+n—i
LAy h—2) (n = fr)(n— S+ 2)
.2 (/—!—n—-l)(f—l—n—:)

(f i—lz—l) A0 4) (H——-‘f-}«l)...(n—l)-.
A1) (fA-n—1)..(n-t-1)

‘
V.

On peut, au moyen de la théorie précédente, parvenir a la solution
du probleme qui consiste i déterminer le milicu que 'on doil prendre
entre plusicurs observations données d'un méme phénomene. 11y a
deux ans que j'en donnai unc i I'Académie, i la suite du Memoire sur

. les scries récurro-récurrentes, imprimé dans ce Volume ('); mas le peu
d’usage dont elle pouvait étre me la it blll)lllllllcl' lors de I'tmpression.
V'ai appris depuis, par le Journal astronomique de M. Jean Bernoulli,
que MM. Danicl Bernoulli et Lagrange se sont occupés du méme P'ro-
bleme dans deux Mémoires manuscrits qui ne sonl point venus i ma

_(l) Voir p. 5
OFusres de I.. — VIII. 6



42 SUR LA PROBABILITE DES CAUSES
connaissance. Cette annonce, jointe i l'utilité de la matiere, a réveillé
mes idées sur cet objet; et, quoique je ne doule point que ces deux

- B ._ﬂ

illustres aéombtres ne I’aient Lraité heaucoup plus houlcusunent quc
moi, je vais cependant exposer ici les réflexions qu i m'a fait naitre,
pt-rsua(l(- (que les dilférentes manieres “dont on peul I'envisager produi-

lrl: ra

ront une méthode moins hy polhcthué:ct plus sire, pour “déterminer le

L N n.n.‘l"

milicu que I'on doit prendee entre lllU‘\lClll‘b obscrvations.

Pnonrevwe . — Deternuner le mideu que ["on dott prcm[rc enlre trots

observations donnces d'un méme p/w'réomﬁnc.
Solution. — Représentons le temps par une droite indéfinie " AB

(fig. 1), et supposons que la premitre observation fixe I'instant du
phénomene au pomt a, la seconde au point & et la (roisiecme au

Fig. 1.
-_'__‘_r—"h';__--—_'—“--—.__‘__
/ . ‘\\“‘\\
00 R ™~
W~ ___f"""'_'-_ﬁ— T \\L'
" \l.

-—
[ ]
f—
-
-r
Q"
-
=)

point ¢; supposons de plus que Funité de temps soit une sceonde, en
sorle que Pinlervalle de « & b soit p secondes, ct celui de b ae, ¢ se-
condes; cela posé, on demande i quel point Vde la droite AB on doit
lixer le milicu que I'on doit prendre entre les (rois observations «, &

\

¢t e .

Pour cela, on doit observer qu'il est plus probable qu’une observa-
tion donnée s'éearte de la vérité de 2 sccondes que de 3 secondes, de
3 secondes que de 4 sceondes, ete.; mais la loi suivant laquelle cette
vraisemblance diminue 3 mesure que 'observation s'éloigne de ‘la
vérite nous esl inconnue. Qllppoqohq done (fig. 2) quc!'lc poilil V soil
le véritable instant du phcnonwno les plolmlnlllcs que I'obscrvation
5 LlOlUllO de la vérite, aux distances VP, VI, ..., peuvent étre représen-

tées par les ordonnées d’unc courbe RMM, qui décroissent suivant une
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loi queleonque, et dont, en nommant - abseisse VP, et v 'ordon-
née correspondante PM, nous représenterons I'équation par celle-ci:

y = o(x). Or voici les proprictés de cette courbe :
y=g( |

(© Llle doit étre partagée en deux parties enticrement seinblables
par la droite VR, car il est toul aussi probable que I'observation s’écar-

tera de la vérité a droite comme a gauche;

i 2.
.
/
/’l i “___‘[
- T
b i v ror

2¢ Elle doit avoir pour asymptole la ligne KP, parce que la proba-
bilité que 'observation s’éloigne de la vérité i une distance infinie esl
évidemment nulle;

30 L'aire entitre de cette courbe doit étre égale a unite, puisqu'il
est certain (que l'observation tombera sur un des points de la droite KD,

Supposons maintenant (fig. 1) que le véritable instant du phéno-
mene soit au point ¥, 4 la distanee 2 du point a; la probahilité que les

(rois observations a, & ¢l ¢ s'¢carteront aux distances Va, VO et Ve
Sera

¢e)e(p—)z(p-+q—.);
et, S nous supposons le véritable instant au point V', en sorte (ue

aV'==a’, cette probabilité sera
?(.z") o(p — &) Q(p -t — £

d'oir il résulte, par notre prineipe fondamental de 'Artele 1, que les
probabilités que le véritable instant du phénomene est anx poinls ¥

ou V' sonl entre clles comme
() e(p—e)o(p+qg—a)ie(@)e(p—)e(p--qg—a).

St done on construit une courbe HOL, dont I'équation solt

y=9(r)e(p—x)o(p+qg—ux),
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les ordonnées de cette courbe pourront représenter les probabilités des
points correspondants de Fabscisse. Cela posé :

Par le milicuque 1’on doit choisir entre plusicurs observations, on
peut entendre deux choses qu'il inﬁ;()'rlc également dé considérer.

La premiere est 'instant tel qu'il soit ég alcmeﬁ[‘plblnhlc que le
véritable instant du’ phcnomcne lombe avant ou apres; on pourrait ap-
peler eet instant milicw de probabilite.

"La seconde est I'instant tel qu’en le prenant pour milicu, la somme
des erreurs i craindre, multipliées par leur probabilité, soit un mint-
mum; on pourrait Uappeler miliew d’erreur oun nmulicu astronomique.

comme ¢lant celur auquel les astronomes doivent s'arréter de preéfe-
rence. .

Pour avoir le premier milieu, il faut déterminer 'ordonnée OV, qui
divise I'aire de la courbe IIOL en deux parties égales; car il y a visi-
blement alors autant de probabilité que le véritable instant du phéno-
mene tombe i droile comme a gauche du point V.

Pour avoir le second milieu, il faut choisir (fig. 3) un point V sur

Fig. 3.
0o
l/’l’ A\L

\ Yu - 1

I'abscisse, tel que la somme des ordonnées de la courbe HOL, multi-
plices par leurs distances a ce point V, soit un minimum. Or je dis que
ce second milicu ne dilfere point du premier. Pour le faire voir, me-
nons 'ordonnée ou, infiniment proche de OV. Soient

Vi == dx, OV = y;

O le centre de gravité de la partic wol. de la courbe;

M celte partie elle-méme;

z la distance du point Q a I'ordonnée OV;

I’ le centre de gravité de la partie VOII;

N cette partic elle-méme;

3" la distance de P a I'ordonnée OV.
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Cela posé, en prenant le point V pour milicu, la somme des orvdon:
nées multipliées par leurs distances a ce point sera

Mz 4+ N3+ Ly de?,

et, si I'on prenait ¢ pour ce milieu,’ la somme des ordonnées multi-
plices par leurs distances au point u sevait

M(s—dv) + N+ dv) -+ Lydet;
d’olt I'on voit que la dilférence de ces deux quantités seva
Nde — Mde, .

¢laguelle doit étre égale 2 zéro dans le cas du minimum. On aura done
dans ce eas M = N, c’est-a-dire que 'ovdonnée ) partagera l'aive de
cette courbe en deux parties égales. On voit done que le milicu astrono-
migue ne diflere point de celui de probabidicé, et que U'un et Uaulre se
déterminent par 'ordonnée OV qui divise I'aire de la courhe 1OL en
deux parties ¢gales.

Pour trouver cette ordonnée, 1l est nécessaire de connaitre z(v);
mais, dans le nombre infint de fonctions possibles, laquelle choisirons-
nous de préférence? Les considérations suivantes peuvent nous déter-
niner dans ce choix. H est certain (fig. 2) que, s'il n'y avait pas plus
de raison pour supposer le point P plus probable que le point 1, on
devrail supposer ¢(a) constant, et la courbe ORM’ serait une ligne
droile infiniment proche de I'axe KP. Mais celte supposition doit étre
rejetée; car, si l'on supp_os:lil, exister un tres grand nombre d'observa-
tions du phénomene, il est i présumer qu'elles deviendraient d’autant
plus rares qu'elles s'éloigneratent de la vérité; on sent lacilement
d'ailleurs que cette diminution ne peut étre constante, et qu'elle
devient d’autant moindre que les observations s’¢ecarlent de la vérité:
ainsi, non sculement les ordonnées de la courbe RMM’, mais encore les
différences de ces ordonnées doivent aller en décroissant it mesure
qu'elles s’éloignent du poimnt V, que nous supposons loujours étre
dans celle figure le véritable instant du phénomene. Or, comme nous
n’avons aucune raison de supposer une autre loi aux ordonnées (u’a
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leurs diffévences, il suit que nous devons, conformément aux regles
“des probabilités, supposer le rapport de deux différences consécutives
et infiniment pelites égal i celui des ordonnées correspondantes. On

AUra aINSsi -
- do{x + drx) 1 Q(;F -} dlv)

)

) d?(fl-l). T o ()
parlant
do(.r) -
g = % (),

ce qui donne
- - (J.) — Sc-—m.r_

TeHe est (lom, la' valeur que nous (lc\0n~. chmsu pour 7(x). La con-

vBatd

stante' 6 doit so (Iclcumnu' par celle supposnllon que I'aire enticre de®
la courbe ORM soit cwllc A 'unité qui représente la certitude, ce qui

donne

- - n
£ == lm, partant o ()= — ¢c="1r,

= 3
|2
e ¢tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Puniteé.

On peut ohjecter contre cette loi qu’en supposant . extrémement
grand 2 () ne serait pas nul, ee qui répugne; mais, i cela, je réponds
que, bien que e ait une valeur réelle, quel (ue soit v, celle valeur
cependant est si pélilc lorsque v devient extrémement grand, qu’elle
peut étre l'cg:u‘tléc'conl'nw nulle.-

Maintenant, en admetlant cette loi, déterminons 'aire de la courbe
HOL (fig. 1), ' -

Depuis a jusqu’en &, 'ordonnée de 1a courbe 1101, exst
|

) '_|
nm?

V= —— ¢

3

—-mtIpi-g—a

Partant, 'aire de la courbe dans cet intervalle sera

" -
——p—mAp i—q)((.mr l).

3

2¢ Depuis b jusqu'en ¢, Fordonnée de la courbe sera

md
L= —- ¢ rrty)

: 8
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et Pare de la courbe dans cet intervalle sera

2
f’__‘_ c—mnq (L.-mp - {.—m:)_

O
i

3¢ Depuis ¢ jusqu’a Pinfini, aive de la courbe sera

" omt

3.8

P )

oo

4° Depuis a jusqu’a Vinfini, du coté de A, Paive de la courbe sera

2
L

3.8 !
I'aire entiere de la courbe sera done

-

mn-

o p=mm{p+g) _ Yo-imp_ V-
- C (11— e P e M),

S

On peut observer que le point V, (el que l'ordonnée OV partage
I'aire de la courbe en deux paities égales, doit nécessairement tombher
cntre les points a et b, en supposant p > ¢q; ou entre les points 4 et «,
en supposant ¢ > p; car aive de 1a courbe i gauche de Povdonnée 4R
¢si - |
%:c—mtﬁw(,-_ To-mp),

laquelle est visiblement plus grande ou meindre que Ia moitic de Iaire
entiére, suivant que p est plus grand ou moindre que ¢; nous le suppo-
serons plus grand dans la suite du caleul. Celn,pos(-., pour deéterminer
la distance a- du point « au pomnt V ot 'on doit fixer le véritable n-

stant du phénomene, on aura Péquation suivante
Mie=Mm Iprg—x —- gy ta—m(p Lq‘!(l -1 :I‘C—mp____ }u""'!),
d’olt Pon lLire

|
T=p o — [(1-+2e=mp — Le—ma),
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ltemarque sur la methode des milteux an'r/mze'n'(/u(’s.

La méthode en usage parmi les observateurs consiste & prendre un
milicu avithmétique entre les trois observations, ce qui donnerail
- — ap-+q
= g ie revien _
préeédentes, 722 = o ou infiniment petit; car alors on a

Or cette méthode revient i supposer, dans les formules

' I(l 4 %c—mp__ _:!..e--mq) —- E:_C,-.mp___ %c—mq.

Or
1 ,—mp— 4§ 1 )y p—mg — 1 1 .
Je P = — mp cl JCTMT = 3 — Yy,
donc
1 .
;;l(l"l";C_mp'_";li,'f_mq):_‘}]”i‘%“7,

pﬂl'l:lnl

] 2 1) -+~ ¢
‘T:I’ - _’;;l(l_]_%c---mp__%e-—mq): 1 3 _/_,

la méme valeur que donne la méthode des milicux arithmétiques.

La supposition de 2 inliniment petit donne (fig. 2) tous les points
de la droite KP également probables, au moins jusqu’a une distance
extrémement grande; ce qui est hors de (oute vraisemblance par la
nature méme de la chose el par le résultat du caleul, comme on va le
voir dans un moment. On sentl par li combien cette supposition esl
peu naturelle, et combien 1l est nécessaire dans des eirconstances déli-
cales de faire usage de la méthode suivante.

Si /e élait connue, il serait factle par ce qui précede d'avoir la va-
leur de a; nais, celle quantité élant inconnue, il faul nécessairement
recourir & d'autres moyens pour ohlenir cctte valeur.

Yapres le prineipe fondamental de PArticle 1, les probabilites des
différentes valeurs de m sont centre clles comme les probabilités que,
ces valeurs avant lieu, les trois observations auront les distances res-
pectives qu’elles ont entre elles. Or les probabilités que les trois ohser-
vations a, b et ¢ (fig. 1) s'éloigneront les unes des autres aux distances
7 el ¢ sont entre clles comme les aires des courbes 1I0L, correspon-
dantes aux dilférentes valeurs de m, comme il est facile de s'en assurer.
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D'ol il résulte, par le principe de I'Article I1; que la probabilité de 2
est proportionnelle i

mle—"p=) (1 — Ye=mr_— Ye—myy dm;

on voil par la quc‘In"ﬁl:bhhhililé de e = o ou infiniment petit, suppo-
sition que donne la méthode des milieux avithmétiques, est infini-
ment moindre que celle de m égal une quantité finie” quelconque.

Présentement, si 'on nomme y la probabilité, correspondante i e,
que le véritable instant du phénoméene tombe i la distance @ dn
poinl @, la probabilité enticre que cel instant tombera a cette distanee

scra proportionnelle i

/ ‘.,-”z! C_f:‘r!j"‘l?](l - _-l’__c"-’!]ll I _.:_Lj"’lllf) ([’}*‘

I'tntégrale étant prise de maniere qu'elle commence lorsgue ne = o, ¢l
finisse lorsque n = ; si donc on construit sur 'axe AB une nonvelle
courhbe KL dont les ordonnées soient proportionnelles a cetle quan-
tité, ordonnée KQ qui divisera Paire de cette courbe en deux parties
¢gales coupera 'axe au point que 'on doit prendre pour milieu entre
les trois observations. .

[’aire de cette nouvelle courbe sera ¢évidemment proportionnelle i
I"intégrale du produit de 'aire de la courbe HOL par

mico-mipt '”(I . “: c-Mmp__ ; ¢—"7) iy

Done, puisque, pour délerminer & dans une supposttion particuliere
pour 2, on a

’}!!c-"J.,l':ifl }—’I"I): ”,!C—HI'I'P%?J(I _i‘ : c-‘]'l!l__ _-IIL' "“l"!)’

O1 aul'a

/ ’"lc—m(lp+!q-1)(l _ _:Il_camp__ _:Il_c—mq) i

— / mte—ma R (g de=—mp__Le=may (g — Le-Mr_— Le-m4) dm,

en intégrant de maniere que les intégrales commencent lorsgue

m = o, ct [inissent Iorsquc m == .

OFuvres de .. — VI]II.

~ ]
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Pour intégrer ces quantités, on doit ebserver que

* . I
/m‘e—"”'dm — — hm Voe—hmn +fl\ nie—Mt i

I ]
—— —mle "k __

K

L 8

. m c*"'”'+/ mre-bridne,

el ainsi de suite. Partant,

/7
- - I 1'. -
/ mre ¥ dm =0 — - mbe P — ——!m’c""”
: K K
] I -
‘1 1,—hm 2'3'4 -hm 1'3'3'1", —Rkm
—_— - — Nt - me — -— o C
W3 W' k3

Paisque cette intégrale doit s’¢évanouir lorsque 7 = o, on a

1.2.3.4.9 )
3 ?

b |
‘4:

d'ailleurs, comme clle doit finir lorsque 7 =, on a dans ce cas

mte-hm—o, mie-km—o,

par[anl.

/ mie-v m — — —

On aura ainsi, pour obtemr v, I'équation suivante :

I 1 l
() ; GBp+2q—0)y 3Gptraqg—2)F 3B3pr3g—o)
") ‘

] . 1 | I
= - - - . -1 ——— .
( (2p--aq)  3(2p-3q)  glhp+29)  9lap-+hq)

Cette équation monte au quinzieme degré et donne quinze valeurs

pour a; mais on doit observer que, dans le cas du probleme préeédent,

1 doil étre positive et moindre que p, ce qut rend un grand nombre de

ces valeurs inutiles; s'il y en avait cependant plusicurs qui satisfissent

3 ces deux conditions, il serait impossihlc de déterminer laquelle est

préférable. Heurcusement cela n’arrvive point ici, et nous allens faire

voir qu'il n'y en a qu’une scule qui y satisfasse, ce qu'il est essentiel de

remarquer pour 'usage de eette méthode.
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Supposons qu'une des racines de 2 soit p — f, el nommant, pour
abréger, K le second membre de Péquation (w), nous aurons

I I I
(2p -+2q-+ [) J(3p + 2:/-_}_ 1)y 3‘(.2[) + 3y -1*])—'

— k;

-.uppoc.0ns (|uc' p— J — u soit une seconde racine de a, J+ w élani
positif et moindre {ue p; nous aurons

(2p -+ ?.f/—l—f)"'(l-k " .—-)'JI

gl)+‘lf]+_f
!
3(3p+2q- L)1+ ; |
3/ [ - 31)—}—2'/*‘./:
I - — kK.
3(a2p -+ 3r/4—f)5("" 5 |
| 2/ o B ap+3q 4+ f
Soll
. (1]
I r A
) o ; ’f”*"”/+f) 1)
(2ap 4+ 2g+ /) ('+ ,P-_qri—}—f)
I +
1 -2 I
i (14 S CEETEY ’)
(.5,J+.3r[+f) ('+ ;I,_J‘_n/ l—f)
| - ; (I-—'—- l)'
¥ 30 - s{ 1y t o(ep3q+ PN T
(_,!J—I—-.';f/ }‘f) (l J 5{, _{_'_,)(! —{—.l-)

{, { et {"serontl positils ou négatils, suivanl que « sera positil ou né-
aalif; de plus, on aura /< et 1<, ensutle on aura

[ I ! _
((ap ¥ g+ [P 3U@prag+ Jy 300p+3q+ ) 0
mals on a ‘
i l I B 1 R I‘_
l(2pA-2g4- ) 3U@Bp+-a2g+ ) 3l(ap+ 39+ 1) [’

done

h ! LY ! (1_1)_0
(+ 3_(3;)—}-:1:,—}-_/)5(7'—F) ’ d(qp-}—dq—z—f) '] —
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Or, K éfant nécessairement positif, cette ("qilalimi est visiblement im-

- [ e

I - 1 : .
possible, & ‘moins qu’on ne suppose 7 =0, t' =o0 el 3 =0, ve qui

donne «=o. Il 0’y a donc qu’une seule racine de x qui satisfasse aux
condilions prescrites ci-dessus.

La difficulté de tiver de I'équation (w) la valeur de @ rend forl
pvnlhlc lllwﬂo de la méthode précédente; mais on pcul lemplowl
dans des circonstances délicates, ot il s agil d’avoir avee préeision le
milieu que 'on doit plemllc entre plusicurs observations; el, quoique
dans le probleme précédent nous n’en ayons considéré que trois, il esf
visible que la solution est entierement la méme pour un nombre quel-
conque. .

. h .

'our donner un exemple de la méthode précédente et de la maniere
’en faire usage, supposons (fig. 1) que les observations b et ¢ coinei-
denl, en sorle que ¢ = o; cela posé, si I'on fait @ = pz, I'équation (w)

aonne
) I 1.d2ag

33 — =¥ 3(4—s3) " 3.

- y . l‘ I :
¢l, st 'on Il —-—- =, on awa

p-o— _ 3 —
i

I
I H)S
aura une premicre valeur de w qui, substituée dans l'équallon. don-

St dans une premiere approximation on néglige y 0N

nera une seconde valeur de w plus approchée, et ainsi de suite. De
cette maniere, J'at trouve (1 =1,00697, ce qui donne = = 0,860; par-
tant, @ = 0,860 p. Tel est, conséquemment, le Il]lll(‘ll que 'on doit
prnn(he entre trois observations, dont deunx coincident; par exemple,
st la premiere donne Pinstant du phénomene a #"30™ 08, et les denx
autres i m*30" 10%, on doil supposer le véritable instant du phénomene
3 mh30™8%, 6 survant la meéthode usitée par les astronomes, on le sup-
poscrail @ "30™6*3. On voil done que la méthode précédente rap-
proche plus I'instant du phénomene des deux observations qui coincei-
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dent, et, en cela, clle est bien plus conforme aux probabilités, car on
senl aisément quc ce milicu doit étre pris plus pres des deux observa-
tious qui coincident que ne le donne la méthode des milicux arithme-
Ligues. _ .
~ YVoici maintenant une pelllc Table que j'ai LOIIS[I[II[O pour l'usage
les observateurs. Comme la valeur de ¢ ¢ a ¢1é supposée dans nos cal-
culs mouuhc que celle de p, Je lai il successivement ¢gale v o,op;

A pi 0,2p; 0,3 p; .. jusqui p; jai caleulé ensuite les valeurs de

roqui v LOIIC‘%])OI]II(‘II[ Si la valeur de ¢ lomlmll entre deax de cos

décimales, il serait facile de conelure a: par interpolation.

On doil observer, pour usage de cette Table, que a exprime la dis-
tance de celle des deux observations extrémes qui s'éloigne le plus-(lv
I"observation intermédiaire, au milieu que 'on doit choisir entre les

[rois observations.

 =0,0 . 0ottty = 0,860 p
7B I O = 0,891 p
§=02p....... e . 2r=0,016 p
Gg=0,3pP. . 2r==0,932p
=0 P 222 0,900 p
W=0,3pP. . 2r=0,00) p
q=0,0p...... .. ... ... ... 2= 0,900 p
7 =N T B T ==0,972 P
qg=0,8Sp. ... .. ... ... r=0,084p
7 == s X« Y £ T ==0,002 ]
7 A== P r=p
VI.

l.a théorie précédente m’a conduit aux considérations suivantes, qui
peavent n'étre pas inutiles dans la Théorvie des hasards, et par les-

quelles je terminerai ce Mémoire.

Je suppose que \ joue avee B a croiv ou pile, a ces conditions : savotr

que, si X amene croty au premier coup, B lut donnera deux écus; qu'il lui
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en donnera quatre s'tl ne l'amene qu'au second, huit s'il ne U'amene qu’ au

(roisteme, et ainst de suite Jusqu’au nombre @ de coups.

Il est facile de déterminer I’ cspclance de A, ou la somme qu’il doi
donner a B, avant que de commencer le jeu; cav en ‘nommant Y cette
qommc. si I'on suppose que le nombre des coups, au lieu d'étre v,

vienne a augmcnlcr ('une unité, il est visible que I'espérance de A
sera augmentée du nombre 27+ (’éeus, multiplié par la probabilité

de I'obtenir au coup @ + 1. On dura done

,.r+l

J'.r—i-l T ,)-.l' — 1,

"ol 'on tire, en intégrant,
Yr=a -+ (.,

( étant une conslante arbitraire; or, posant @ =1, ye=1;done C=
Ainsi A doit donner & B le nombre 2 d'écus.

Nous supposons dans celte solulion que la pitee qui, jetée en I'air,
doit amener croix ou pile, n’a pas plus de pente pour amener 'un
plutot que Pautre; or celte supposition n’est admissible que mathé-
matiquement, car physiquement 1l doit y aveir une inégalité; mais,
comme les deux joueurs A et B ignorent en commengant le jen de (quel
coté est celte plus grande pente, on pourrait croire que cellte incerti-
tude n’augmente et ne diminue point leur avantage. On va voir cepen-
dant que rien n'est moins fondé que eette supposition; d'olt il résul-
tera que la science des hasards exige d’étre employée avec précaution,
et demande i étre modifiée lorsqu’on passe du eas mathématique au
physique. |

Examinons ce qui résulte de la supposition que la pibcc a unc plus

“grande pente a tomber d’un coté que de 'autre; soil T la proba-

bilité qu’en jetant la piece en I'air croix ou pile (on ignore lequel des

4leu\) arrivera. Supposons d’abord que la probabilité pour croix soit
I— W

» Pespérance de A sera dans cetle supposilion égale i

(I+ o)1+ (1 — o) + (I.—EJ)‘—I—. o (11— m)I—I]_—_.(I - m_),[(L;"’)I_ '];
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1 -

supposons ensuite que la probabilité pour croix soit » I'espérance

(1 —m)[(l'%—tii)r— 1] Or

)

de A sera égale comme il est aussi naturel

.y - . . \ .y - e, 10 -y B
d’attribuer & croix comme a pile la probabilité » st I'on nomme K

>

I’espérance de A, on aura

E=1+4 l_:mm‘ [-(_l-+ IU)I"I-"(I-—IU)I*'-];

. : T } ek, L . - T 1 .
st 'on regarde & comme fort petit, on aura, lant que a ne sera pas
considérable, |

- .

L [(.zr-hl)(;z.-__?)(l.__g,) P

1.2.3 I

Ainsi 'espérance de A est moindre que a, si @ est au-dessous de 5 cl
plus grand que 1; elle égale @ si w = 5. Apres un plus grand nombee
de coups, P'espérance de A devient plus grande que @, et, posant a
infinie, elle est inliniment plus grande.

Comme la valeur de & est inconnue, il n'est gubl;c possible d’évaluer
ainsi Pespérance de A pour un nombre # de coups; cependant, st 'on

est assuré que @ ne peut excéder une certaine quantité, par exemple,

I . ,- i . , . i .
o7 Mais qu il puisse étre également un des nombres fractionnaires

- I . "y ’
compris entre o et S0 on peut calculer de cette maniere U'espérance
(lo A‘\-

T - : - 1 . c vt :
Sit 'on concoit la fraction - parltagée dans une infinité de parties
f

¢gales, représentées par do, il est clair que I'¢lément de Pespérance
de A sera égal i Eg dw, et I'espérance totale sera

/.l‘lq oy — /‘(](l—‘- —I— r'j!)[(l +w)*F'— (1 -—IEJ)""_'](fm

(en intégrant el ajoutant la constante convenable)

s (n—1)(n—2)(n—3) n-——lJ RS

R | 1.2.3 | 3q
| (n—1)...(n—3H) (n—0)...(n—3)} 1
| o 1.2.3.4.5 1.2.3 5
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Si nous supposons ¢ fort grand, cetle quantité se réduit & ses deux
premicrs termes, tant que n est assez petit, ct lcspemncc de A sl

alors

(n——l)(n——g)(n—-.i) n—i|
o [lrmttems s Es

C’est une chose remmqunblc quc celle espérance soil momdn- (quc 2
lorsque le nombre des coups est au-dessous de 5 el plus erand que 1,
qu'elle luai soit ¢gale lomquc n =75, ct qu ‘enfin clle soit plus grandc
Ionsquc n est plus gmml que 5.

£ —_— L] ' 1 [ 3 L l'I : ——  _ !
bl_:pposons n =2 cl ;] = —; P'esperance de A sera égale & 2 — 0,
d’écus; d’oln il résulte que A joue avee désavantage en donnant it B
2 ¢eus, puisqu’il ne doit lut donner que 2 — 525" d’écus.

Si |'on cherchait par cette méthode la probabilité d’amener eroix en

‘ ‘ e ’ a1 : ; ,
deux coups, on la trouverait égale & 7 » plus grande consé-
N | B ]
|

quemment que ;; on se tromperait par conséquent en caleulant cexs

probabilités suivant la méthode ovdinaire, ¢’est-a-dire sans faire atten-

tion aux inégalités qui peuvent avoir licu entre les deux faces de la

plece.

Ceci donne licu & un nouveau genre de probleme sur les hasards,
fort utile dans Papplication du Calcul des probabilités; car, bien que
I'on ignore de quel coté est la plus gra'mle probabilité, on voit cepen-
dant que cetle incertitude rend le sort de I'un des joueurs plus avin-

“tageux que celui de I'autre; 1l est done tres intéressant de connailre,

dans les différents cas, de quel coté est le plus grand avantage.

Mais c'est principalement dans 'application de la scienee des pro-
habilités au jeu des dés que cette théorie a hesoin d'étre modifice, vu
(que souvent entre les faces d'un dé¢, qui semble parfaitement cube, 1l
exisle une inégalité de pente tres sensible, en sorte que, sur un forl
grand nombre de coups, unc des faces arrive plus souvent que I'autre,
ce qui vient et de 'hétérogénéité de la matiere du dé et de ce que s
ligurc n’est pas exaclement cube; c’est ce que j'ai observé sur les dés
les plus véguliers et les plus homogines qu'il m’a élé possible de
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trouver, cl p'ullcullcrcmcnt sur les dés que I'on nomme dés anglais ;

examinons prcsonlemcnl les changémenls que ces inégalités doivenl
apporter dans la solution des Problemes sur le jeu “des dés.

Ae BB jomwt ensemble, & cette condition que st A ameéne dans un
nombre n de coups une face donnce d’un dé, B lid donnera la somme a;
on demande ce que A doit donner a 3.

Par la théoric des hasards, on trouve que I'espérance de A esl

"
4 — G s el c’est la somme qu |l doit donner & B; cetle solution sup-

pose toutes les faces du dé p'nﬁltcmcnt égales, ce qui n'est vrar que
m.lllwmallqucmcnl parlant.

Soicent

| + & . N L _
la rolmlnlllc qu'une des faces du dé (on 1gnore la-

G |

1+w 14-©° |-}

‘j ’ —___‘j__'_—!"')'__"j_""
celles que les autres ont pour ¢tre amenées pareillement au premier

quelle) a pour étre amenée au premier coup;

coup; on aura

l—+—'m+|+m' +|+t;3"
. e e e =
O 6 L '
pavtant
wA-w+e'4-... B =o.
. F r . LN PR I—""m
Or, si I'on suppose que la face donnée du dé ait la probabilité —;

pour étre amenée dans un scul coup, la probabilité qu'elle n'arrivera
pas dans un nombre » de coups sera

O+ -+t ...+ )" (O-—8u)"
1% 6 !

I’espérance de A est done alors

' o 52

Parcillement, si la probabilité qu’a la face donnée pour élre amencde

’

. 1+ )
au prenver coup est —g——, on aura, pour Fespérance de A,

, -. (5 —w')"
' G" b}

OFuvres de I.. — VIII. 5
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clainsi de suite; d’ou il suit que la véritable cépérance de A est

G—w) (G- o)
a—a 6n+| a 6n+l R 6n+l
Fat h.l‘ii-r s AR -. - . :—._'l. . Lt o
9| lon supposc o, &, ", ... fort petits et 2 peu considérable, on

L |

_____

5n n(n—u) 5 e , _
a— a0t ),

|f.i

Lot il suit que, si @, o, ... ne sont pas nuls, c¢ qui serait])ln’si(juti-

ment unpossnl)lc. I'espérance de A est moindre que « — g L\ccplc
' v : ) . ) 3 x )’I
dans le cas de » =15 de la il résalte que A en donnant & B a -- ({'7"

joue avee (Iéé:l\'ilil'lﬂl:
Si n élait un nombre considérable, on trouverait lespcmncv de A

coale i

a" n(n-—ri1) 571
T — a a(o-+w'?4+... -+ o'
Hn 1.2 G +! ( L + r )

n(n—l)(u—-z) )3
' 2.3 | (o

a(&a+ w3+ ..+ ')

Or, wmmc s il cblauqm nalmcl de supposer o, &', ... négatifs comme
poslllfs. 1 csl visible que 'on doit lC](‘l(‘l‘ les termes ot ils se trouvent

¢levés i des puissances impaires; ainsi Uespérance de A sera

2" n(n—ri) a1
« a— -——- - a(m-+o''+... .+ oV
Gn 1.4 Gu+l ( -+ + + )
n(n—ny(n—a)y(n—3) o .
1.2.3.4 6"+'a(m‘+'”+ =)
. . 3 ) C
laquelle est toujours moindre que « — = a, quel que soil «.
St les quantites ©, &', ®@”, ... sonl inconnucs, mais qu on soil assure
, - i - . 1
gu'clles ne peuvent étre plus grandes que -, nt mowndres que — —, on pro-
o/ /

pose de trouver dans cette supposttion Uesperance de A.
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Ce probleme présente quelques diflicultés et exige des consulc ra-
lions particulieres, en ce que les (I-ll-ti’lllllie-ﬁ o, w, &, ... (lepcndcnl
mutucllement les unes’des” autrcs ce (ui rend les differentes valeurs
qu'on peut leur donner plus ou moms probahles, pour blll]l)llﬁ(}l' le

caleul, au licu du dé, j uingiﬁe un prisme triangulaire (ui ne puisse
retomber que sur ses trois faces rectangulaires; cela posé, en suppo-

sant o fort petit et  peu considérable, I'espérance de A est

20 n(n-—ri) a"? , .
a— o a ('.2 3ﬂ+la(m*+m’+m”);
présentement, puisquel'on a @+ &'+ 8"=0, on UM "= — 5 — o'

done 'espérance de A est

2" n(n-—i) an-t ,
A= T g a(et o o),

je suppose d’abord o posilif et constant, et je cherche dans cette sup-
position 'espérance de A. Pour cela, je multiplie la quantité préce-
dente par de, ce qui donne, apres avoir intégrs,

2" n(n—i) 2"t /i 1+m’m* 'y .
(AT ~— — A® . al - o + o )+ (.
3" 1.2 370 \3 2

- . . [
Ov la plus grande valeur positive (ue puisse avoir @ est - — @'

q
ainsi, en supposanl 'intégrale nulle lorsque ® = o, on aura C = o, ¢l

I'intégrale qui convienl i & positif esl

2" ! , n(u—-l)z"“'a L RS S ALY S _
(H_:F")(a_im 1.2 37+ |3 q__m +?(;;Hm) o (a-—m)J

Pour avoir I'intégrale qui convient i & négalif, je fais & négatif dans

la valeur donnée ci-dessus de 'espérance de A, laquelle devient alors

an n(n—r) gn—!
R Ui 1.2 3n+|a(m'-—-m'm+m").

St I'on multiphie cette quantité par de, et que 'on integre, on aura

an n{n—u) a1 1 I
a— —alw . a| -8'-- -o'elt+- o'}
( 3n ) 1.2 3nH (5 2 + )'
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or la plus gl'?mulcé'\alclll que pmsse avoir o (lans ce cas ‘3515 On aura

o .J.l-rJ:
donc, pourl intégralc compluc (qul convient i @ ncuallf

| 2" | n(n—ri) 'z"—' ‘ ——I——lm 1 1y 1
AT 3 a2 R C\3p TR AL

Si I'on’ ajoute celte lnlcﬂral a la prcculcnle il est visible quc leur

somme e\pmnela la somme de ‘toutes les espérances de A, qui con-
viennent a celle \‘1lcur (l(, @', el conséquemment i toules les variations

|
de &, depuis — = jusqu’a - — &’; celle somme ser
q 7

o 2 , n(n——'-'i) an-l ' '_[ I,. oy L- o't [ ., T
TR }Hm (.2 3193 q 2 A 307 2 \gq )I
Si Fon multiplie cette quantité par dar’, et que I'on intégre, on aura

S PR P O () It DU STy A s S L N U [
@ 33 q 0 1.2 3% ragt  1a\y ') 3¢ 8 3$-+ )

[, faisant commencer I'intégrale au point ot @' = o, el la supposant

1 - 1 - ’ ) .
linme IOI'SqllC o' — —, celte lnlcgl'ﬂlc (IC\'ICIII
q

( 2" ) 3 n(n—i) 3,27}
a——a)-— — a ———:

20/ 1.2 Jn+igh?

cette quantité exprime la somme totale des espérances de A, (qui con-
viennent & toules les variations possibles de &' posilif; et, pour avoir
Nk esperance qui en vésulte pour A, il est visible qu'il faut diviser cette
somme par le nombre total des variations qui conviennent i & posilif.
Or le nombre de toutes les variations qui convicnnent i &’ est, par ce

r

(qui plCCO(lC 7 — o’ mulliphant par de’ et intégrant, on trouve

241
your le diviseur de la quantité précédente. Ainsi Pespérance de A, qui
| l

convient i @’ positif, est

. z"a n(n—i1) a"3 da
{T »
3n [ I L

Or I'espérance qui convient & &’ négalif est visthlement la méme: de



PAR'LES EVENEMENTS. 61

plus, il y a autant i parier pour &' négatif que pour o' positil; I'espé-
rance totale de A est done

21 n(n—1i) 273 Ha
ﬂ—g—nﬂ 1.1 Ja-+2 q‘l;

en suivant le méme procédé, on parviendrait a résoudre le probleme
précédchtfdahs le cas ol le corps aurait 4,5, 6, ... faces. Il n’y a
d'autre difficulté que dans la longueur du calcul.

* Ces exemples sullisent pour faire voir avec (uelle précaution on doit
appliquer aux OI)]O[S ph)qlqucs les considéralions malhelmllqucs sur
le Calcul des probabilités. On suppose dans la théorie que les diffe-
rents cas (ui aménent un événement sont également probables, ou,
s'ils ne le sont pas, que leur probabilité est dans un rapport donne.
Quand on veut ensuite faire usage de cette théorie, on regarde deux
evénements comme également probables, lorsqu’on ne voil aucune
raison (ul rende I'un plus probable que Paulre, paree que, quand bien
méme il y aurait une inc¢gale possibilité entre cux, comme nous igno-
rons de quel coté est la plus grande, cetle incerlitude nous fait regar-
der 'un comme aussi probable que I'autre.

Lorsqu’il n'est question que de probabilités simples, il parait que
celle inégalité de probabilités ne nuit en rien & la justesse de Pappli-

cation du calcul aux objets physiques; si B, par exemple, s’engage o
donner deux écus a A, a celte condition que ce dernier aménera croix
au premicr coup, suivant la théorie, c’est-a-dire en supposant croix ef
pile également possibles, A doit donner & B un écu avant que de com-
mencer le jeu; et la méme chose a lieu, comme il est f'u ile de s'en
assurer, quand on supposerail une inégale probalnlllc pour croix el
pour pile, pourvu qu’on ignorat de quel ¢oté est la plus grande; mais,
lorsqu'il s’agit de probabilité composée, il me semble que 'application
que P'on fait de la théorie aux événements physiques demande a étre
modifiée. Par exemple, si au jeu de croix et de pile, B paricavee A que
ce dernicer, sur deux coups, n'ameénera point croix, la probabilité de B
pour gagner est visiblement composée, puisqu’elle résulte de la pro-
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habilité que croix n'arrivera pomt au plcmler coup, ¢t de celle qu'il
n"avrivera point au sccond, nmlllpllccs I'une par I'autre. Or, dans ce
cas, la prolnlnlllo de B par la lhcorlc ordinaire est &, au licu’ que, pour
peu que P'on suppose cron: et pile inégalement possibles, cette proba-
hilité est plus grande que . |

-Colle aberration de la théorie ordinaire,” qui n’a’encore é16 ohservée
par personne,” que je sache,’ m’a paru digne de I'attention des géo-
metres, ct il me seinble que 'on ne peut trop yavoir égard, lorsqu’on
applique le Calcul des probabilités aux différents objets de la vie civile.

VII.

Quoique les théoremes suivan(s n'aient aucun rapport avec la ma-
tiere précédente, cependant i cause de I'utilité dont ils peuvent étre
dans PAnalyse, j'ai eru pouvoir les communiquer ici aux géomitres.

Sur les solutions particulicres des équations différenticlles.

On sail que les équations différentielles ont des solutions particu-
lieres quine sont point comprises dans I'intégrale générale, de quelque
maniére que I'on détermine les constantes arbitraires: je les nomme,
pour cette raison, solutions particulicres, 1l esl donc nécessaire d’avoir
une méthodo pour trouver toutos ces solutions; or voici, pour y par-
venir, un théoreme géncéral : | |

lmom 3|I- _ Sm( [ cqualwn différenticlle dr = p da, p étant fonction
d(’ el de ¥; tomc solution particuliere de celle cquation différentielle est

e jac!mu ummum mm' deur qmmm('s

I '
— J.r dy ol r
, o , : ()’p‘ dp
: R T 0)

‘el reciproquement, toul facteur commun a ces deux quantites, égalé
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sero, est une solution particulicre de l'équation differentielle

dy —= pdur.

On trouvera la démonstration’ de ce théoreme ct de plusicurs autres
mmlogiles sur les équaliéhs différentielles du second ordre, dans un
Mémoire intitulé : Recherches sur les solutions particulicres des équations
différentielles, qui paraitra parmi ceux de I'Académic” pour I'année
1772 (")

Sur les cquations awx differences partielles.

Turoneye 1. — Lwniégrale d’une cquation lincare aux differences
particlles de Uordre n renferme n funcﬁqhs arbitratres; ces fonctions
peuvent entrer dans Uintégrale avee leurs différences premicres, deuxiemes.
(rotsicmes, cle., mais ces fonctions et lewrs différences ne peusvent y entrer
que sous une forme lneaire; cinst, Uéquation geéncrale linéaire  du
dewriéme ordre, |

A Jz L Jds ds

0= ;)Lrl X Jr f’_}' - © ;)j._z +7 Z)T -+ 0 f); -i- ).-‘.-:.—I"Tv

., ~ ’ . i , v
%, &, ¥, 6, A et = clant des fonctions de v et de y, a nécessairement wune

integrale de cette forme

s=+Ay(@)+ Do (m)+Co"(w) + ...
v PO QU (9) + RY(H) - ...,

(@) et Y(0) clant deux fonctions arbitraives, o' (@) représentant

! 32“): (@) = ‘ 'i!;m_), el ainsi de sutte; et U, A, B, C, ..., P,Q, R,...

ctant fonctions de . et de y.

Les quantt'l("s @ ct ) se determinent en cherchant des valeurs qut saliy-

(') La méthodo dont jai fait usago vient de paraliro dans les Aetes de Leipsig pou
I'annéo 1771, Mais, comme il s'est glizsé, duranl I'impression, plusicurs faules assez consi-
dérables, ct que d'ailleurs j'ai eu depuis occasion d’approfondir davantage celte matiére, jo
prio lo lecteur de suivre mes recherches sur cet objet, dans le Voluino de I'Acalémie pour
'année 1772.
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[fassent aux équations

cquations que l'on peut toujours resoudre. En general, il est toujours facile

d’tntégrer cette equation

Jds Jds
0o=22 4L KE 1 v
dv dy '
K étant fonction de x et de y, et V etant fonction de x, y ¢ z. On obser-
cera ict que, par intégrer, j'entends ramener aux différences ordinaires

['équation awer differences partielles.

De la résulle cetle remarque assez singuliere : savoir, que pour
déterminer la vitesse du son, 1l est inutile d'intégrer I'équation aux
différences particlles dont elle dépend; et, quoiqu’on ne I'ait pas encore
intégrée dans le cas o air n’a que deux dimensions, on peut assurer
cependant que celle vitesse estla méme que dans les hypotheses d'une
el de trois dimensions,

Du théoreme précédent, suit cet autre théoreme, savoir :

Tueoneve 1. — Il existe des équations lincaires awe différences partielles
du second ordre dont Uintégrale est impossible cn termes finis. De ce genre
st Uéquation des cordes vibrantes dans un miliew résistant comme la
vitesse, el toule fois que Uintégrale est pbssible en (ermes finis, on peut la
trouver par une methode qui peut cgalement s appliquer aux équations

lineaires de tous les ordres.

Nous supposons, dans les deux théoremes précédents, que les fonc-
tions arbitraires cxistent dans l'intégrale débarrassées de Lout signe
d’'intégration; ct ce n esl, A proprement parler, que dans ce cas que
cetle intégrale est possible en termes finis. Mais, lorsque I'équation
n'est pas susceplible d’une pareille intégrale, il importe souvent d’en
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avoir une en termes finis, quoique les fonctions arbitraires y soient

»
CfebaaE

eI, : . y- ’ » e ’
enveloppées sous le signe d'intégration. Cela pose,

TuconeMe . — L'expression de = aura dans ce cas la_ forme swuvante
!

s=Il+Ao(m)+ D ['C ?(m)f!m-i-. ..
+ B [Clo(a)do+. ..

SR +S [V S()ds+. ..
+8' [V $(8)dl +. ..

dont on peut toujours determuner les coeffictents 11, A, B, G, ..., R, 5,
V. ....

Vorr pour la démonstration de ces théoremes les Mémoires de U Aca-

demie pour Uannee 1773.

—_— g —————

OFuvrer de 1.. — VIIL. 0



