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JLes Principes du Calcul différentiel, dégagés de toute considération

d'infiniment petits, d'évanouissans , de limites et de fluxions,

et réduits à l'analyse algébrique des quantités finies.

Par J. Li Lagrange, de l'Institut des Sciences, Lettres et ^irls,

et du Bureau des Longitudes ; Membre du Sénat- Conservateur,

Grand-Officier de la Légion-d'Honneur, et Comte de l'Empire.
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AVERTISSEMENT

Cette seconde Édition a plusieurs avantages sur la première

qui a paru en i797; elle est plus correcte; on a mis plus

d'ordre dans les matières; et on les a divisées par Chapitres,

ce qu'on n'avait pu faire d'abord, cet ouvrage ayant été

composé, comme d'un seul jet, à mesure qu'il s'imprimait.

Enfin on y a fait différentes additions dont les principales

se trouvent dans le Chapitre XIV de la seconde Partie, et

dans le Chapitre V de la troisième.

On avait pensé à refondre dans la première Partie de ce

Traité les Leçons sur le Calcul des Fonctions w, qui

servent de commentaire et de suite à cette Partie; mais

comme elles forment un ouvrage à part qui peut être lu

séparément, et indépendamment de la Théorie des Fonctions,

on s'est contenté de les citer dans tous les endroits sur lesquels

elles peuvent offrir des éclaircissemens et des développemens

utiles.

C*3 Ces Leçons ont paru d'abord dans le Recueil des Leçons de l'École normale ;

mais la seconde Édition , publiée en i806 chez Courtier, est beaucoup augmentée;

c'est celle-ci qu'on a citée.
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DES SÉANCES

DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES.

SÉANCE DU LUNDI 17 AVRIL 1837.

PRÉSIDENCE DE M. MAGENDIE.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS

DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L'ACADÉMIE.

mathématiques. — Observations de M. Poiwsot, relatives à une note présen

tée par M. Poisson , concernant un passage de la Théorie des fonctions

de Lagrange.

« On trouve au commencement du Compte rendu de la dernière séance

de l'Académie, un petit article ainsi conçu :

« M. Poisson présente une note sur un passage de la Theorie des Jbnc-

» tions de Lagrange, inséré dans le Journal de M. Liouville, et qui a pour

u objet de réfuter un article du dernier numéro du Journal de M. Crelle,

» dans lequel M. Jacobi a considéré comme erronnées les propositions que

» ce passage renferme. Selon M. Poisson , la méprise de M. Jacobi vient de

» ce qu'il a attaché à ces propositions un sens qu'elles n'ont pas , et que La-

» grange n'a pas voulu leur donner. »

» En ne lisant que la note de M. Poisson , on pourrait croire que M. Ja

cobi n'a fait réellement qu'une méprise, et que sa remarque n'est point du

tout fondée. Mais en lisant la note même de M. Jacobi, on est forcé de

changer d'opinion. Car on voit que cette note porte en premier lieu, non

pas sur le chnpitre IX de la Théorie des Fonctions analytiques , où les

R. 1837, I" Semestre. (T. IV, N« 16.) . 77
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expressions de l'auteur pourraient être interprêtées de deux manières;

mais bien sur le n° 35 du chapitre VII, où il ne s'agit point de sphères o*- '.

culatrices , mais uniquement de cercles oscillateurs, et où il ne peut y

avoir aucune espèce d'équivoque.

»0r, il est certain que, dans cet endroit de l'ouvrage (page 229, n° 35),

M, de Lagrange cherche la condition analytique nécessaire pour qu'une

courbe à double courbure puisse avoir une véritable développee, c'est-à-dire

pour que les rayons oscillateurs de la courbe proposée soient tous tan

gents à la courbe des centres. Il est encore certain que M. de Lagrange

trouve cette condition , et la donne exprimée par l'équation suivante r

m' (y—b )-\-n' ( z—c)= o.

«Actuellement l'auteur dit très bien (art. 36) :

« La condition que nous venons de trouver, pour que la courbe ait une

» développée, a évidemment lieu lorsque m et n sont constantes; et dans ce

» cas, la courbe sera toute dans un plan déterminépar ces constantes.» Mais

il est clair que l'auteur, n'allant pas plus loin dans l'examen de cette condi

tion analytique, parait supposer qu'elle pourrait être remplie sans que m

et n fussent constantes, et par conséquent, dans d'autres cas que celui

d'une courbe plane, car immédiatement après cette phrase que je viens de

rapporter, l'auteur ajoute :

» Si ces quantités [m et n) ne sont pas constantes , elles détermineront le

plan tangent de la courbe ; et lorsque Téquation précédente aura lieu les

rayons osculateursformeront une courbe développable.» Ce qui ne serait pas

faux, s'il était possible que l'équation eût lieu dans le cas de m et n va

riables; mais ce qui ne peut jamais avoir lieu dans ce cas, parce que la

courbe serait alors à double courbure, et qu'il est évident, par la seule

géométrie, qu'une courbe à double courbure ne peut jamais avoir de véri

table développée formée par ses rayons osculateurs.

» L'erreur, ou plutôt le défaut de l'analyse de M. de Lagrange, vient

donc de ce que l'auteur n'examine pas le sens complet de la condition

analytique qu'il donne, et ne voit pas que cette condition ne peut être

remplie que dans le seul cas de m et n constantes, et par conséquent,

dans le seul cas où la courbe est plane.

» C'est ce qu'il aurait trouvé d'ailleurs par un calcul assez simple, et

qu'il n'est peut-être pas inutile d'indiquer ici.

»La condition donnée par Lagrange est l'équation

^(jr-*)+«'(*-c) = o,
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où m' et n' désignent les fonctions primes des variables m et «. Si dans

cette équation, on met, au lieu de m' et n', leurs valeurs tirées des deux

équations

et qu'on développe le calcul, on trouvera que la condition dont il s'agit

se réduit à cette équation du troisième ordre :

<yV"—»»y") [(z--c)/-(jr-£)z']=o,

équation qui se dédouble et peut être satisfaite par l'une ou l'autre des deux

suivantes : ,

y>z'"—z"y"=:o,

(z— c) /— (y— b) z'=o,

» Or, il est aisé de voir que la première y"z"'— z"y"' = o, intégrée trois

fois de suite, donne z = A/ -f- B.r -f- C (A, B,C étant trois constantes

arbitraires) : ce qui est l'équation d'un plan.

» Reste à examiner la seconde équation (z — c)y'— (/— b) z' = o. Or,

en y mettant, au lieu de ( z — c) et (y — b ), leurs valeurs

(m—r')d , ,. (n—z')d , x

*—c= * (jr-4>=~- g^- (page 229),

elle revient à »y' -(- «z' —j^* — s'* = o, laquelle, à cause de l'équation

i -f- my' -f- nz' = o ( page 227), se réduit à

i+y-r-2'«= o,

équation évidemment impossible.

» Ainsi, la condition donnée par Lagrange étant bien développée, fait

voir qu'il n'existe point de courbe à double courbure qui puisse avoir

ses rayons osculateurs tangents à la courbe des centres.

» Il n'y a donc, au fond , dans ce passage de la Théorie desfonctions ana

lytiques j qu'une simple omission de calcul. Mais cette omission laisse du

doute sur ce que l'auteur pense dans ces articles 35 et 36 du chapitre VII ,

et par cela même, sur ce qu'il entend au chapitre IX, dans les deux propo

sitions que M. Jacobi a citées.

» M. Poisson fait bien voir que ces propositions peuvent être entendues

dans un sens relatif où elles sont vraies : mais comme elles en présentent

un autre où elles ne le sont pas, il est bon qu'elles aient été considérées

77..
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de ce côté où elles font une erreur; car on peut voir, et M. Poisson lui-

même doit reconnaitre , que c'est précisément de cette erreur de géomé

trie que provient celle qui lui est, dit-il , échappée à la page 3oo de son

Traité de Mécanique. »

Remarques sur un article du dernier numéro du Journal de M. Crelle ;

par M. Poisson.

« Par suite des observations verbales qu'un membre de l'Académie a

faites sur la note relative à cet article du Journal de M. Crelle, que j'ai in

sérée dans celui de M. Liouville, j'ajouterai quelques mots à cette note.

» L'article dont il s'agit a pour titre : Nota de erroribus quibusdam

geometricis , qui in theorid fonctionum leguntur. Parmi ces erreurs ,

on cite textuellement deux passages du IX" chapitre de la seconde partie

de la Théorie des fonctions analytiques. Or, j'ai dit dans ma note et je

maintiens, que ces deux passages sont parfaitement exacts ; et je pense que

c'est en se méprenant sur leur véritable signification, qu'on a pu les

croire erronés. Bien entendu , je suis loin d'attacher une grande impor

tance, soit à cette méprise d'un illustre géomètre, soit à la remarque que

j'en ai faite.

» Avant de citer, dans son article, ces deux passages du chapitre IX,

l'auteur avait d'abord rappelé le numéro 35 du chapitre VII. Mais ce qui

est contenu dans ce numéro, exact ou non, n'a aucun rapport avec les

propositions du chapitre IX. Celles-ci sont relatives aux lieux des centres

des sphères osculatrices d'une surface, suivant la direction et dans toute

la longueur d'une ligne tracée sur cette surface; dans les numéros 35 et 36

du chapitre VII, Lagrange considère, au contraire, les lieux des centres

fies cercles osculateurs d'une ligne plane ou à double courbure; et ces

deux lieux géométriques, sont en général, essentiellement distincts, et ne

coïncident, pour une même ligne donnée , que dans des cas très particuliers.

» Ayant seulement voulu montrer dans ma INote, qu'il n'y a aucune er

reur dans les deux passages cités du chapitre IX, je n'ai point eu à m'occu-

per du numéro 35 du chapitre VII , et je me suis dispensé d'en parler. Mais

il est vrai de dire que l'analyse contenue dans ce numéro et dans le suivant,

présente quelque chose d'incomplet et même d'équivoque : Lagrange dé

termine la condition pour que les centres des cercles osculateurs d'une

courbe donnée forment une développée proprement dite, c'est-à-dire une

ligne dont les tangentes coupent à angle droit la courbe proposée; puis il dit
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que les courbes planes satisfont toujours à cette condition ; mais il n'ajoute

pas qu'elle n'est remplie que pour elles seules; et cette omission pourrait

faire croire qu'il ne serait pas impossible qu'une ligne à double courbure

eût pour développée le lieu de ses centres de courbure. Or, non-seulement

on voit, par des considérations géométriques très simples, que cette pro

priété n'appartient qu'à des courbes planes, mais Lagrange pouvait aussi

le conclure de différentes manières, de sa propre analyse, et, par exem

ple , en montrant , comme M. Lacroix dans son Traité du calcul dif

férentiel (*) , que l'équation différentielle du troisième ordre, qui doit

être satisfaite pour que cette propriété ait lieu, revient à celle qui

exprime que trois éléments consécutifs quelconques de la courbe pro

posée sont dans un même plan, ou que cette courbe est plane. A la fin du

chapitre VII , Lagrange se borne à renvoyer, pour de plus grands détails

sur ce qui concerne les développées , au Mémoire de Monge où leur

théorie est exposée dans toute sa généralité. »

chimie organique. — Esprit pyrocitrique.

« M. Robiquet présente à l'Académie un flacon d'esprit pyrocitrique.

Ce produit avait été annoncé par M. P. Boullay ; mais il n'avait indiqué

ni le moyen de l'obtenir ni aucune des propriétés de ce composé. Malgré

tout l'intérêt qui se rattache nécessairement à un corps si peu connu et

qui offre autant d'anomalies que l'acide citrique, aucun autre chimiste

ne s'était occupé depuis M. P. Boullay , de l'étude de ce nouveau corps ,

et cela sans doute, à cause de la difficulté de l'obtenir, M. Robiquet, qui

en a récemment recueilli une petite quantité, n'est pas encore entière

ment fixé sur la vraie composition de cette liqueur spiritueuse, mais il

présume, d'après quelques expériences, qu'elle a les plus grandes analogies

avec l'acétone. Au reste M. Robiquet, ^îi examine en ce moment tous les

produits delà distillation sèche de l'acide citrique, se propose de publier

prochainement les résultats d'un travail assez étendu sur cet objet. »

chimie organique.— Carbovinate de potasse.

M. Dumas communique la note suivante.

« En faisant passer du gaz carbonique sec dans une dissolution de baryte

dans l'esprit de bois, nous avons obtenu, M. Péligot et moi, le carbo-

(*) Voyez la première édition publiée en 1797, ou le n° 353 de la seconde édition.



C 564 )

 

méthylate de baryte dont il a été question daus l'une des séances précé

dentes.

»Ce produit nouveau étant obtenu, nous avons conçu l'espoir que les

carbovinates ne seraient pas aussi difficiles à préparer qu'on l'eût supposé

à priori. Cependant, lorsqu'il a été question de soumettre cette vue à

l'expérience , nous avons été arrêtés par une difficulté particulière. L'es

prit de bois dissout la baryte anhydre, et l'alcool ne possède pas cette

propriété. Nous avons cherché si, à défaut d'un oxide métallique anhydre

soluble dans l'alcool, nous ne trouverions pas quelque utilité dans l'emploi

d'une solution alcoolique d'ammoniaque. En faisant passer du gaz carbo

nique sec dans une solution d'ammoniaque sèche dans l'alcool absolu , nous

avons obtenu un sel, mais un sel qui ne nous a pas offert les propriétés

du carbovinate d'ammoniaque.

» Nous avons essayé alors l'action de l'acide carbonique sec sur une dis

solution alcoolique de potasse, faite avec de la potasse chauffée au rouge,

et de l'alcool absolu et très concentré. Comme l'action s'opère avec cha

leur, on a eu soin de la rendre lente, et de refroidir le vase où elle se

produisait.

» La matière cristalline qui se forme est bientôt assez abondante pour

faire prendre la liqueur en masse. Nous ajoutons alors un volume d'éther

anhydre égal à celui de la liqueur, et nous jetons le tout sur un filtre.

En lavant le produit avec de l'éther anhydre , il reste un mélange de carbo

nate de potasse, de bicarbonate de potasse et de carbovinate de potasse.

» Pour extraire ce dernier sel, il suffit de laver le résidu avec de l'alcool

absolu qui le dissout , et d'ajouter à la liqueur filtrée de l'éther anhydre

qui le précipite. Le liquide filtré sur-le-champ donne un produit qui, sé-

i ché dans le vide , consiste en carbovinate de potasse pur.

» L'analyse de ce sel a donné très exactement la formule suivante :

KO, C-O'; %H», C'O', H*0.

s Ce sel est nacré , comme gras; il se décompose au feu en donnant du

gaz carbonique, un gaz inflammable, un fluide éthéré, du carbonate de

potasse et du charbon. Dissous dans l'eau, il se change rapidement en

bicarbonate de potasse. Dissous dans l'alcool faible, ou contenant seulement

quelques traces d'eau, il éprouve le même changement, et laisse déposer

ce sel sous forme de lames nacrées, que l'on confondrait avcte celles que le

carbovinate fournit; mais ce bicarbonate renferme très exactement

KO, C'O'; H'Oç C'O*.
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THÉORIE

DES

FONCTIONS ANALYTIQUES,

CONTENANT

Les Principes du Calcul differentiel, dégagés de toute

considération d'infiniment petits , d'évanouissons , de

limites et de fluxions , et réduits à l'analyse algébrique

des quantités finies.

INTRODUCTION.

Des Fonctions en général. Des Fonctions primitives et dérivées.

Des différentes manières dont on a envisagé le Calcul diffé

rentiel. Objet de cet Ouvrage.

On appelle fonction d'une ou de plusieurs quantités, toute expres

sion de calcul dans laquelle ces quantités entrent d'une manière quel

conque, mêlées ou non avec d'autres quantités qu'on regarde comme

ayant des valeurs données et invariables, tandis que les quantités de

la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans

les fonctions, on ne considère que les quantités qu'on suppose va

riables, sans aucun égard aux constantes qui peuvent y être mêlées.

Le mot fonction a été employé par les premiers analystes pour

désigner en général les puissances d'une même quantité. Depuis ,

on a étendu la signification de ce mot à toute quantité formée

ï
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d'une manière quelconque d'une autre quantité. Leibnitz et les

Bemoulli l'ont employé les premiers dans cette acception générale ,

et il est aujourd'hui généralement adopté.

Lorsqu'à la variable d'une fonction on attribue un accroisse

ment quelconque , en ajoutant à cette variable une quantité in

déterminée, on peut par les règles ordinaires de l'algèbre, si la

fonction est algébrique , la développer suivant les puissances de

cette indéterminée. Le premier terme du développement sera lu

fonction proposée qu'on appellera fonction primitive; les termes

suivans seront formés de différentes fonctions de la même variable ,

multipliées par les puissances successives de l'indéterminée. Ces

nouvelles fonctions dépendront uniquement de la fonction primi

tive dont elles dérivent, et pourront s'appeler fonctions dérivées.

En général , quelle que soit la fonction primitive , algébrique ou

non , elle peut toujours être développée ou censée developpée de

la même manière , et donner ainsi naissance à des fonctions déri

vées. Les fonctions considérées sous ce point de vue , constituent

une analyse d'un genre supérieur à l'analyse ordinaire , par sa géné

ralité et ses nombreux usages ; et l'on verra dans cet ouvrage que

l'analyse qu'on appelle vulgairement transcendante ou infinitésimale ,

n'est au fond que l'analyse des fonctions primitives et dérivées , et

que les calculs différentiel et intégral ne sont , à proprement

parler , que le calcul de ces mêmes fonctions.

Les premiers géomètres qui ont employé le calcul différentiel ,

Leibnitz, les Bemoulli, VHopital, etc. l'ont fondé sur la considération

des quantités infiniment petites de différens ordres, et sur la suppo

sition qu'on peut regarder et traiter comme égales, les quantités qui

ne diffèrent entre elles que par des quantités infiniment petites à leur

égard. Contens d'arriver par les procédés de ce calcul d'une manière

prompte et sûre à des résultats exacts, ils ne se sont point occupés

d'en démontrer les principes. Ceux qui les ont suivis, Euler, RAlem-

bert , etc., ont cherché à suppléer à ce défaut, en faisant voir, par des.

applications particulières, que les differences qu'on suppose infini

ment petites, doivent être absolument nulles, et que leurs rapports,

seules quantités qui entrent réellement dans le calcul, ne sont autre

chose que les limites des rapports des différences finies ou indéfinies.
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Mais il faut convenir que cette idée , quoique juste en elle-même ,

n'est pas assez claire pour servir de principe à une science dont

la certitude doit être fondée sur l'évidence , et surtout pour être

présentée aux commençans ; d'ailleurs , il me semble que comme

dans le calcul différentiel, tel qu'on l'emploie , on considère et on

calcule en effet les quantités infiniment petites ou supposées infi

niment petites elles-mêmes , la véritable métaphysique de ce calcul

consiste en ce que l'erreur résultant de cette fausse supposition est

redressée ou compensée par celle qui nait des procédés mêmes

du calcul , suivant lesquels on ne retient dans la differentiation que

les quantités infiniment petites du même ordre. Par exemple , en

regardant une courbe comme un polygone d'un nombre infini de

côtés chacun infiniment petit, et dont le prolongement est la

tangente de la courbe , il est clair qu'on fait une supposition er

ronée ; mais l'erreur se trouve corrigée dans le calcul par l'omis

sion qu'on y fait des quantités infiniment petites. C'est ce qu'on

peut faire voir aisément dans des exemples, mais dont il serait

peut-être difficile de donner une démonstration générale.

Newton , pour éviter la supposition des infiniment petits , a

considéré les quantités mathématiques comme engendrées par le

mouvement , et il a cherché une méthode pour déterminer direc

tement les vitesses ou plutôt le rapport des vitesses variables avec

lesquelles ces quantités sont produites ; c'est ce qu'on appelle ,

d'après lui , la méthode des fluxions ou le calculfluxionnel , parce

qu'il a nommé ces vitesses fluxions des quantités. Cette méthode

ou ce calcul s'accorde pour le fond et pour les opérations , avec

le calcul différentiel, et n'en diffère que par la métaphysique qui

parait en effet plus claire , parce que tout le monde a ou croit

avoir une idée de la vitesse. Mais, d'un côté, introduire le mou

vement dans un calcul qui n'a que des quantités algébriques pour

objet , c'est y introduire une idée étrangère , et qui oblige à re

garder ces quantités comme des lignes parcourues par un mobile ;

de l'autre, il faut avouer qu'on n'a pas même une idée bien nette

de ce que c'est que la vitesse d'un point à chaque instant , lors

que cette vitesse est variable ; et on peut voir par le savant

Traité des fluxions de Maclaurin , combien il est difficile de démon
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trer rigoureusement la méthode des fluxions , et combien d'artifices

particuliers iî faut employer pour démontrer les diflerentes parties

de cette méthode.

Aussi Newton lui-même , dans son livre des Principes , a pré

féré, comme plus courte , la méthode des dernières raisons des

quantités évanouissantes ; et c'est aux principes de cette mé

thode que se réduisent en dernière analyse les démonstra

tions relatives à celle des fluxions. Mais cette méthode a, comme

celle des limites dont nous avons parlé plus haut , et qui n'en est

proprement que la traduction algébrique , le grand inconvénient

de considérer les quantités dans l'état où elles cessent, pour ainsi

dire , d'être quantités ; car quoiqu'on conçoive toujours bien le

rapport de deux quantités tant qu'elles demeurent finies, ce rap

port n'offre plus à l'esprit une idée claire et précise , aussitôt que

ses termes deviennent l'un et l'autre nuls à-la-fois.

C'est pour prévenir ces difficultés, qu'un habile Géomètre anglais,

qui a fait dans l'analyse des découvertes importantes , a proposé

dans ces derniers temps , de substituer à la méthode des fluxions

jusqu'alors suivie scrupuleusement par tous les géomètres anglais,

une autre méthode purement analytique , et analogue à la méthode

différentielle , mais dans laquelle , au lieu de n'employer que les

différences infiniment petites ou nulles des quantités variables, on

emploie d'abord des valeurs différentes de ces quantités, qu'on

égale ensuite, après avoir fait disparaitre par la division, le facteur

que cette égalité rendrait nul. Par ce mojren , on évite à la vérité

les infiniment petits et les quantités évanouissantes ; mais les pro

cédés et les applications du calcul sont embarrassans et peu natu

rels , et on doit convenir que cette manière de rendre le calcul

différentiel plus rigoureux dans ses principes , lui fait perdre ses

principaux avantages , la simplicité de la méthode et la facilité

des opérations. Voyez l'ouvrage intitulé : the residual analjsis a new

branch of the Algebric art, bj John Landen , Loridon, i764, ainsi

que le discours publié par le même auteur , en i758 , sur le même

objet.

Ces variations dans la manière d'établir et de présenter les prin

cipes du calcul différentiel, et même dans la dénomination de cë
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calcul, montrent, ce me semble, qu'on n'en avait pas saisi la vé

ritable théorie, quoiqu'on eût trouvé d'abord les règles les plus

simples et les plus commodes pour le mécanisme des opérations.

On trouvera de nouvelles considérations sur cet objet dans la

première leçon sur le Calcul des fonctions.

Dans un mémoire imprimé parmi ceux de l'Académie de Berlin ,

de i772, et dont l'objet était l'analogie entre les différentielles et

les puissances positives , et entre les intégrales et les puissances

négatives, j'avançai que la théorie du développement des fonc

tions en série , contenait les vrais principes du calcul différentiel ,

dégagés de toute considération d'infiniment petits ou de limites ,

et je démontrai par cette théorie le théorème de Taylor , qui est

le fondement de la méthode des séries, et qu'on n'avait encore

démontré que par le secours de ce calcul, ou par la considération

des différences infiniment petites.

Depuis , ArbogasL a présenté à l'Académie des Sciences , un

Mémoire où la même idée est exposée avec des développemens

et des applications qui lui appartiennent. Mais l'auteur n'ayant encore

rien publié sur ce sujet (*) , et m'étant trouvé engagé par des

circonstances particulières à développer les principes généraux de

l'analyse , j'ai rappelé mes anciennes idées sur ceux* du calcul

différentiel , et j'ai fait de nouvelles réflexions tendantes à les con

firmer et à les généraliser; c'est ce qui a occasionné cet Ecrit,

que je ne me détermine à publier que par la considération de

l'utilité dont il peut être à ceux qui étudient cette branche impor

tante de l'analyse.

Il peut, au reste, paraitre surprenant que cette manière d'en

visager le calcul différentiel ne se soit pas offerte plus tôt aux

géomètres , et surtout qu'elle ait échappé à Newton , inventeur de

la méthode des séries et de celle des fluxions. Mais nous observe

rons à cet égard qu'en effet Newton n'avait d'abord employé que

la simple considération des séries pour résoudre le problème

(*) L'ouvrage que feu Arbogast a donné en i800 , sous le titre de Calcul des

Dérivations , a un objet différent, comme l'auteur en avertit lui-même à la fin

de sa préface.
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troisième du second livre des Principes , dans lequel il cherche la

loi de la résistance nécessaire pour qu'un corps pesant décrive

librement une courbe donnée , problème qui dépend naturellement

du calcul différentiel ou fluxionnel. On sait que Jean Bernoulli

trouva cette solution fausse , en la comparant avec celle qui ré

sulte du calcul différentiel ; et son neveu, Nicolas, prétendit que

l'erreur venait de ce que Newton avait pris le troisième terme

de la série convergente dans laquelle il réduisait l'ordonnée de la

courbe donnée , pour la différentielle seconde de cette ordonnée ,

et le quatrième pour la différentielle troisième, au lieu que, suivant

les règles du calcul différentiel , ces termes ne sont , l'un que la

moitié, l'autre que la sixième partie des mêmes différentielles.

(Voyez les Mémoires de l'Académie des Sciences, de 17ii , et le

tome I des Œuvres de Jean Bernoulli.) Newton, sans répondre ,

abandonna entièrement sa première méthode , et donna dans la

seconde édition des Principes , une solution différente du même

problème, fondée sur la méthode même du calcul différentiel.

Depuis , on n'a plus parlé de l'application de la méthode des séries

à ce genre de problèmes , que pour avertir de la méprise dans

laquelle Newton était tombé, et faire sentir la nécessité d'avoir

égard à l'observation de Nicolas Bernoulli. ( Voyez l'Encyclopédie ,

aux articles différentiel , force.) Mais nous ferons voir que cette

méprise ne vient point du fond de la méthode , mais simplement

de ce que Newton n'a pas tenu compte de tous les termes auxquels

il fallait avoir égard ; et nous rectifierons de cette manière sa

première solution, dont aucun des commentateurs des Principes

n'a fait mention.

L'objet de cet Ouvrage est de donner la théorie des fonctions,

considérées comme primitives et dérivées ; de résoudre par cette

théorie, les principaux problèmes d'analyse, de géométrie et de

mécanique , qu'on fait dépendre du calcul différentiel ; et de

donner par là, à la solution de ces problèmes, toute la rigueur

des démonstrations des Anciens.
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EXPOSITION DE LA THÉORIE, AVEC SES PRINCIPAUX USAGES

DANS L'ANALYSE.

CHAPITRE PREMIER.

Développement en série d'une fonction d'une variable, lorsqu'on

attribue un accroissement à cette variable. Formation succes

sive des termes de la série. Théorème important sur la nature

de ces séries.

i. Nous désignerons en général par la caractéristique f ou F,

placée devant une variable, toute fonction de cette variable , c'est-

à-dire , toute quantité dépendante de cette variable , et qui varie

avec elle suivant une loi donnée. Ainsi îx ou Fx désignera une

fonction de la variable x; mais lorsqu'on voudra désigner la fonc

tion d'une quantité déjà composée de cette variable , comme x%,

a-\-bx, etc., on renfermera cette quantité entre deux parenthèses.

Ainsi îx désignera une fonction de x, f(.r"), f(a-f-&r), etc. dé

signeront des fonctions de x\ de a -J- bx , etc.

Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes ,

comme de x, y, nous écrirons î(x, y) , et ainsi des autres.

Lorsque nous voudrons employer d'autres caractéristiques pour

marquer les fonctions , nous aurons soin d'en avertir.

Considérons donc une fonction îx d'une variable quelconque x.

Si à la place de x, on y met x-\- i, i étant une quantité quel

conque indéterminée, elle deviendra î(x-\-i) , et parla théorie
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des séries , on pourra la développer en une série de cette forme

fie -f-/»-f-^*+ri3-f~ etc. ,

dans laquelle les quantités p, q, r, etc. , coefficiens des puissances

de i, seront de nouvelles fonctions de x, dérivées de la fonction

primitive x, et indépendantes de l'indéterminée

a. Mais pour ne rien avancer gratuitement, nous commence

rons par examiner la forme même de la série qui doit représenter

le développement de toute fonction fie, lorsqu'on y substitue x -+- i

à la place de x , et que nous avons supposée ne devoir contenir

que des puissances entières et positives de t.

Cette supposition se vérifie en effet par le développement des

différentes fonctions connues ; mais personn^ , que je sache , n'a

cherché à la démontrer à priori; ce qui me parait néanmoins

d'autant plus nécessaire , qu'il y a des cas particuliers où elle ne

peut pas avoir lieu. D'ailleurs, le calcul différentiel porte expressé

ment sur cette même supposition , et les cas qui font exception ,

sont précisément ceux où ce calcul a été accusé d'être en défaut.

Je vais d'abord démontrer que dans la série résultante du déve

loppement de la fonction f(.r-H)j H ne peut se trouver aucune

puissance fractionnaire de i, à moins qu'on ne donne à x des valeurs

particulières.

En effet, il est clair que les radicaux de t ne pourraient venir

que des radicaux renfermés dans la fonction primitive fie, et il

est clair en même temps que la substitution de x -Kx au lieu

de xt ne pourrait ni augmenter ni diminuer le nombre de ces

radicaux , ni en changer la nature, tant que x et i sont des quan

tités indéterminées. D'un autre côté, on sait par la théorie des

équations , que tout radical a autant de valeurs différentes qu'il y

a d'unités dans son exposant , et que toute fonction irrationnelle

a par conséquent autant de valeurs différentes qu'on peut faire

de combinaisons des différentes valeurs des radicaux qu'elle ren

ferme. Donc si le développement de la fonction f(x-H) pouvait

m

contenir un terme de la forme uin, la fonction serait néces

sairement
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sairement irrationnelle, et aurait par conséquent un certain nombre

de valeurs différentes , qui serait le même pour la fonction f(jr H- 1),

ainsi que pour son développement. Mais ce développement étant

m

représenté par la série fir -f- pi-+- qi*-\- etc. + ui "-f- etc. , chaque

valeur de £c se combinerait avec chacune des n valeurs du ra-

n
dical \/im; de sorte que la fonction f(a;+() développée, aurait

plus de valeurs différentes que la même fonction non développée ,

ce qui est absurde.

Cette démonstration est générale et rigoureuse , tant que x et i

demeurent indéterminées ; mais elle cesserait de l'être , si on don

nait à x des valeurs déterminées ; car il serait possible que ces

valeurs détruisissent quelques radicaux dans fr, qui pourraient

néanmoins subsister dans f( x 4- i ). Nous examinerons plus

bas ( chap. IV ) ces cas particuliers et les conséquences qui en

résultent.

Nous venons de voir que le développement de la fonction

f(jc -f-i) ne saurait contenir en général des puissances fraction

naires de i ; il est facile de s'assurer aussi qu'il ne pourra con

tenir non plus des puissances négatives de i.

Car si parmi les termes de ce développement , il y en avait un

de la forme ;- , m étant un nombre entier positif, en faisant j = o,

ce terme deviendrait infini; donc la fonction î(x-\-i) devrait

devenir infinie lorsque i = o ; par conséquent il faudrait que ùc

devint infinie , ce qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs par

ticulières de x.

5. Nous étant ainsi assurés de la forme générale" du dévelop

pement de la fonction f(x-t-i), voyons plus particulièrement

en quoi ce développement consiste, et ce que signifie chacun de

ses termes. . , .

On voit d'abord que si on cherche dans cette fonction ce qui

est indépendant de la quantité i, il n'y a qu'à faire i■=so, ce qui

la réduit à fx. Ainsi £r est la partie de f(a: + i), qui reste lors

2
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que la quantité i devient nulle ; de sorte que f( x-f- i ) sera égale

à £c , plus à une quantité qui doit disparaitre en faisant i — o , et

qui sera par conséquent, ou pourra être censée multipliée par

une puissance positive de i : et comme nous venons de démon

trer que dans le développement de f(x-f-0> il ne peut entrer

aucune puissance fractionnaire de i, il s'ensuit que la quantité

dont il s'agit, ne pourra être multipliée que par une puissance

positive et entière de ij elle sera donc de la forme i'P, P étant

une fonction de x et i, qui ne deviendra point infinie lorsque

i = 0.

On aura donc ainsi

f(x+i) =£x-\-iP;

donc f(x-î-i) — £r = i'P, et par conséquent divisible par i; la

division faite, on aura

p f(x +0 — fr

Or, P étant une nouvelle fonction de x et t, on pourra de

même en séparer ce qui est indépendant de i, et qui par consé

quent ne s'évanouit pas lorsque i devient nul. Soit donc p ce que

devient P lorsqu'on fait * =o , p sera une fonction de x sans i ;

et par un raisonnement semblable au précédent, on prouvera

que P =/>-f- 1Q , i'Q étant la partie de P, qui devient nulle lorsque

i=o, et Q étant une nouvelle fonction de x et i, qui ne devient

pas infinie lorsque i=o.

On aura donc P—p=iQ, et par conséquent divisible par * j

la division faite , on aura

i

Soit q la valeur de Q , en y faisant iso, q sera une fonction

de x sans i, et la partie de Q, qui devient nulle lorsque i devient

nul , sera comme ci-dessus de la forme ï R , R étant une fonction

de x et if qui ne deviendra pas infinie lorsque t= o, et qu'on

trouvera en divisant Q — q par i , et ainsi de suite.
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On aura , par ce procédé ,

f(.r-H)= Cr-f-iP, Psf+tQ, Q=zq+iR, R=/-+t'S, etc.;

donc, substituant successivement

î(x+i) =£r+ iP= fx+ip+itQ=fx+ i>+ +t3R= etC. ;

ce qui donnera pour le développement de f( -f- t ) , une série de

la forme que nous avons supposée au commencement.

4. Soit, par exemple, £r = i, on aura

donc

r ~- 7+7 x — x(x-H') ■ x(x+ 0' P **

ty— x(x +O ^" x'(x+O » x'(x+i)' * x3'

R i _i_ i « i i

"l— x*(x +0~V~~ + — x3(x+ i)' r--

etc.;

ainsi on aura

i i i i i , i*

x -J- i -~~ x x (x -(- t) x x* x* (x+ ') '

i i , t* t3 .

— x x* x3 — x3(x+0 ~" elC' »

comme il résulte de la division actuelle.

Prenons encore pour exemple, la fonction irrationnelle y/x. On

aura donc

£c = l/x, f(jc +i)= \/(x-\-î) = y/x+ iP;

donc
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i ; — aj 4- 2 \/x Xt/i+t

— 2V/xX ^[V(^+O + l/xy

_ * v t/(i+[)+3^_.

2\/x ^ 4x [^(x + i■) + v/xj"

v — 8xy/x [\/(x +0 + (/x]3 ' îbxVx '

etc.

De sorte qu'on aura , de cette manière ,

_ ./„ . j L_ . y/(x + Q +3t/x

—* v*^r2i/x 8xv/x ^ 8xv/x[V/(x+i)+\/x]1

i i* ?
= alTx 87Px■ + T6xVx~ etc*

Cette dernière série est celle que l'on trouve par l'extraction

actuelle de la racine quarrée ou par la formule du binome.

5. Il serait difficile d'exécuter ces opérations sur des fonctions

irrationnelles plus compliquées ; mais en faisant disparaitre les irra-

tionnalitcs par rapport à la quantité i , l'application de la méthode

n'aura plus de difficulté.

Ainsi, en reprenant l'exemple précédent, on partira de l'é

quation

|/(* + i)=/*+ *P,

qui étant élevée au carré pour dégager l't de dessous le signe
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radical , devient après la division par i ,

1 =2p\/a:-f. iP%;

faisant i= o, P devient p , et l'on aura

i = zpy/x; d'où p=~rx.

On fera donc P=/,4-l'Q, ce qui étant substitué, on aura, après

la division par i,

Faisant i=o, Q devient q; donc on aura

d'où l'on tire

On fera donc Q— q 4- *R, et ainsi de suite.

On peut , à la vérité , trouver les valeurs de p , q , r, etc. d'une

manière plus expéditive , en faisant tout de suite l'équation

\/{x -f- i ) = \/x 4-pi + <jfi* 4- r*3 4- etc. ;

l'élevant au carré pour dégager la quantité i de dessous le signe ,

et comparant ensuite les termes affectés des mêmes puissances

de l , pour que cette quantité puisse demeurer indéterminée ,

comme on le suppose ; mais la méthode précédente a l'avantage

de ne développer la série qu'autant qu'on veut , et de donner la

valeur exacte du reste. En effet , si on voulait , par exemple ,

s'arrêter au second terme pi , on aurait Qi* pour la valeur du reste,

et on pourrait déterminer Q par la résolution de l'équation en Q.

Dans l'exemple ci-dessus , cette équation est

'•Q'+Q(V*+ ^) + è= °,

et pour la résoudre de manière que l'expression de Q ne présente
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pas la quantité i au dénominateur , il n'y a qu'à faire Q = y *

ce qui réduira l'équation à cette forme ,

V*4- 4V(*x\/x-\-i\/x) -+- 4xi*=o,

d'où l'on tire

V=— Axy/x-—2Îy/xdz^xy^(x -+- i) ;

et comme Q ne doit pas devenir infini lorsque t=o ( art. 3 ) ,

il faudra que V ne devienne pas nul dans le même cas; par

conséquent , il faudra prendre le signe inférieur du radical ; on

aura ainsi

V =— 2V.r ( a.r -f- 1' ) — kx\/(x-\- i),

et de là

O— ï = !

comme plus haut. On en usera de même dans tous les cas sem

blables.

6. Mais le principal avantage de la méthode que nous avons

exposée , consiste en ce qu'elle fait voir comment les fonctions

py q, r, etc. résultent de la fonction principale ïx, et surtout en

ce qu'elle prouve que les restes t'P, i-Q, t'R, etc. sont des quantités

qui doivent devenir nulles lorsque i= o ; d'où l'on tire cette con

séquence importante, que dans la série ïx -\-pi-\-qi*-\-ris-\-e\.c.

qui nait du développement de î(x-\- i) , on .peut toujours prendre

i assez petit pour qu'un terme quelconque soit plus grand que

la somme de tous les termes qui le suivent ; et que cela doit avoir

lieu aussi pour toutes les valeurs plus petites de /'.

Car, puisque les restes iP , i'Q, iR, etc. sont des fonctions de i

qui deviennent nulles, par la nature même du développement,

lorsque i = o , il s'ensuit qu'en considérant la courbe dont i serait

l'abscisse , et l'une de ces fonctions l'ordonnée , cette courbe cou

pera l'axe à l'origine des abscisses ; et à moins que ce point ne

soit un point singulier , ce qui ne peut avoir lieu que pour des

valeurs particulières de x, comme il est facile de s'en convaincre
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avec un peu de réflexion , et par un raisonnement analogue à celui

de l'article 2 , le cours de la courbe sera nécessairement con

tinu depuis ce point ; donc elle s'approchera peu à peu de l'axe

avant de le couper, et s'en approchera par conséquent d'une quan

tité moindre qu'aucune quantité donnée ; de sorte qu'on pourra

toujours trouver une abscisse i correspondant à une ordonnée

moindre qu'une quantité donnée; et alors toute valeur plus petite

de i répondra aussi à des ordonnées moindres que la quantité

donnée.

On pourra donc prendre i assez petit, sans être nul, pour que

iP soit moindre que £r , ou pour que iQ soit moindre que p , ou

pour que iR soit moindre que q , et ainsi des autres ; et par con

séquent pour que i*Q soit moindre que ip , ou que PR soit moindre

que etc.; donc, puisque ( art. 3),

iP= i/?+i'*7+ i3/-f-etc, i'*Q=/*<7+ i'V-f-etc., i'3R=/3r+etc,

il s'ensuit qu'on pourra toujours donner à i une valeur assez petite

pour que chaque terme de la série ùc -\-ip-\- i3r-t- etc. de

vienne plus grand que la somme de tous les termes suivans; et

alors toute valeur de i plus petite que celle-là satisfera toujours à

la même condition.

On doit regarder ce théorème comme un des principes fonda

mentaux de la théorie que nous nous proposons de développer :

on le suppose tacitement dans le calcul différentiel et dans celui

des fluxions; et c'est par cet endroit qu'on peut dire que ces calculs

donnent le plus de prise sur eux, surtout dans leur application

aux problèmes géométriques et mécaniques. Les doutes qui pour

raient rester sur la démonstration de ce théorème , parce que le

procédé que nous avons employé pour trouver les restes i'P, i'Q ,

i'R, etc. n'est applicable qu'aux fonctions algébriques, seront levés

dans le chapitre V, où nous donnerons l'expression générale de

ces restes, et la manière d'en déterminer les limites.

7. Il faut remarquer au reste que la méthode que nous venons

de donner pour trouver successivement les termes de la série qui
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représente une fonction de x -+- i, développée suivant les puissances

de j, ne peut s'appliquer en général au développement d'une fonc

tion de x et de i, qu'autant que cette fonction est susceptible d'être

réduite en une série qui procède suivant les puissances positives

et entières de t. Carie raisonnement de l'article 2, par lequel nous

avons prouvé que toute fonction de x + i est , généralement

parlant, susceptible de cette forme, ne pourrait pas s'appUquer

à une fonction quelconque de x et i. Mais dans les cas où cette

réduction est possible , on pourra toujours appliquer à la série

résultante du développement suivant les puissances ascendantes

de t, la conséquence que nous en avons tirée dans l'article précé

dent, savoir, que la quantité i pourra être prise assez petite pour

qu'un terme quelconque de la série soit plus grand que tous ceux

qui le suivent, pris ensemble.

CHAPITRE
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CHAPITRE m

Fonctions dérivées ; leur notation et leur algorithme.

8. Nous avons vu que le développement de f(x+i) donne

naissance à différentes autres fonctions p, q , r,etc, toutes déri

vées de la fonction principale fie , et nous avons donné la manière

de trouver ces fonctions dans des cas particuliers. Mais pour éta

blir une théorie sur ces sortes de fonctions, il faut rechercher la

loi générale de leur dérivation.

Pour cela , reprenons la formule générale

f (jf-f-.t) = ïx-\-pi-\-qï-\- 7-1?+ etc. ,

et supposons que l'indéterminée x devienne x-\- o , o étant une

quantité quelconque indéterminée et indépendante de i; il est visible

que f( x~\- 1) deviendra f(x-f-f'+o),et l'on voit en même temps

que l'on aurait le même résultat en mettant simplement t'+ o à la

place de i dans f (x -f- i ). Donc aussi, le résultat doit être le même,

soit qu'on mette, dans la série fie + -f- ri3 -f- etc., i -f-o à la

place de i , soit qu'on y mette -c+o au lieu de x.

La première substitution donnera

fie-}-/? (i + o ) + q (i'-+-o)'+r(i-f-o)3+ etc.;

savoir, en développant les puissances de i+o, et n'écrivant, pour

plus de simplicité , que les deux premiers termes de chaque puis

sance , parce que la comparaison de ces termes suffira pour les

déterminations dont nous avons besoin,

fie -J- pi -f- qi' + ri3 -f- si*-\- etc. ;

-f- po -f- 2qio -f- S/t'o -f- 4»'o 4~ etc.



18 THÉORIE DES FONCTIONS.

Pour faire l'autre substitution, soient ïx+ï'xo-l-etc.,p-\-p'o-+-etc^

q^.q'o-\- etc. , r + iJo -f- etc. , ce que deviennent les fonctions

£r,/?,y,r, etc. en y mettant x-\-o pour x, et ne considérant

dans le développement que les termes qui contiennent la première

puissance de o , il est clair que la même formule deviendra

£r+ pi +7** + ri3 -f- si* -f-etc.

-\-i'xo-\-p'io-\-q'i*o-\-r'i3o-i-etc.

Comme ces deux résultats doivent être identiques, quelles que

soient les valeurs de i et de o , on aura , en comparant les termes

affectés de o , de io, de i*o , etc.,

p= ['x , 2(j=p' , 3r—(j', 4s = r', etc.

Maintenant , de même que Px est la première fonction dérivée

de £r, il est clair que p' est la première fpnction dérivée de p, que

q' est la première fonction dérivée de q, r' la première fonction

dérivée de r, et ainsi de suite. Donc , si , pour plus de simplicité et

d'uniformité , on dénote par ï'x la première fonction dérivée de Cr,

par f'x la première fonction dérivée de î'x , par i"'x la première

fonction dérivée de ï"x , et ainsi de suite, on aura

p — fx, et de là p' = f"x ;

donc a = - = — , etdelà a'—— ,

donc r= |r = ^-f , etdelà ^=^,
3 2.Û ' 2.0

donc s = — = —=— , 5' = —5-7 ;

et ainsi de suite.

Donc , substituant ces valeurs dans le développement de la

fonction f(x + i) , on aura

f(.r+0=£r+f'.rI+Ç*«+gi»H-i^r«H- etc.

Cetle nouvelle expression a l'avantage de faire voir comment les

termes de la série dépendent les uns des autres , et surtout comment,
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lorsqu'on sait former la première fonction dérivée d'une fonction

primitive quelconque , on peut former toutes les fonctions dérivées

que la série renferme.

g. Nous appellerons la fonction £x , fonction primitive , par rap

port aux fonctions f\r, ï"x, etc. qui en dérivent, et nous appelle

rons celles-ci , Jonctions dérivées , par rapport à celle-là. Nous

nommerons de plus la première fonction dérivée Fx , fonction

prime; la seconde fonction dérivée F'x, fonction seconde ; la troi

sième fonction dérivée f'"x , fonction tierce , et ainsi de suite.

De la même manière , si y est supposée une fonction de x, nous

dénoterons ses fonctions dérivées par y', y",y'", etc., de sorte que

y étant une fonction primitive , y' sera sa fonction prime , y" en

sera la fonction seconde ,y"' la fonction tierce, et ainsi de suite.

De sorte que x devenant x 4- i , y deviendra

Ainsi , pourvu qu'on ait un moyen d'avoir la fonction prime d'une

fonction primitive quelconque , on aura, par la simple répétition des

mêmes opérations, toutes les fonctions dérivées, et par conséquent

tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonc

tion primitive.

Au reste, pour peu qu'on connaisse le calcul différentiel , on doit

voir que les fonctions dérivées y', y", y'", etc. relatives à x ,

coïncident avec les expressions ^ , ^, ^ , etc.
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CHAPITRE El.

Fonctions dérivées des puissances, des quantités exponentielles

et logarithmiques , des sinus, cosinus, et des expressions

composées de ces fonctions simples. Équations dérivées.

10. Puisque tout se réduit à trouver la première fonction

dérivée d'une fonction donnée, nous allons donner des règles

générales pour la formation des fonctions dérivées des principales

quantités qu'on emploie dans l'analyse.

Par ce que nous venons de démontrer , on voit que la fonction

dérivée f'x d'une fonction donnée ïx de la variable x , n'est autre

chose que le coefficient de i dans le premier terme du développe

ment de cette fonction, après la substitution de x i à la place

de i. Ainsi il ne s'agit que de trouver ce premier coefficient.

Soit donc d'abord tx — x", on aura

f(j? + /)=(x+0";

or, il est facile de démontrer, soit par les simples règles de l'arith

métique, soit parles premières opérations de l'algèbre, que les

deux premiers termes de la puissance m du binome x~\-i, sont

xm-t-mxm-*i, soit que m soit un nombre entier ou fractionnaire,

positif ou négatif; ainsi on aura

fx= mxm-\

De là on tirera de la même manière ,

S"x=m (m—i) xm—, ï'"x ;= m (m—i) (m—a) xm-3t etc. j
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de sorte qu'on aura , par la formule générale de l'article 8 ,

H- "("-O0»--») etc. ,

ce qui est la formule connue du binome , laquelle se trouve ainsi

démontrée par toutes les valeurs de m.

ii. Soit en second lieu fx = ax, on aura

f(x + i ) = ax+>= «V;

ainsi tout se réduit à trouver les deux premiers termes de la série

de a1, développée suivant les puissances de i.

Soit, pour cela, a = i -h b, alors

o'= (i i +i/> + -^-^—î + —— io3+ etc. ,

par la formule que nous venons de démontrer. Développant les

produits de i, i— i, i—2, etc., et ordonnant les termes suivant

les puissances de i , on trouvera que les termes multipliés par t

forment cette série i (b — 7 + ^— etc.^.

Donc , faisant pour abréger ,

les deux premiers termes de la valeur de a1 en série, seront

i -f- Aj -, on aura par conséquent

ï'x= Aax.

On tirera de là , par la même opération répétée ,

fx= A x Aax = A'a% î"'x= A3a', etc.

On aura ainsi ,

f(*+0 = fl~1= a■ C1 + At" + + 4ï+ etc-}
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Divisant par «*, et changeant i en x, on aura la série connue

ax— i Ax H H + etc.

1 a 1 a. 3

la. Si dans cette formule on fait x= i, on aura

a = i4-A + ^ + ^+etc,

et si on fait .r = ^ , on aura

i

aA= i -f-i + - + -î= + -4-? + etc.

1 1 a 2.3 1 a.3.4

1

Ainsi la quantité a est égale à un nombre constant , qui est la

valeur de a , lorsque A= i ; et par la série précédente , on

trouve

1

aA = 2,7i828 i8284 5go45

C'est le nombre qu'on désigne ordinairement par e; de sorte que

la relation entre « et A se trouve exprimée d'une manière finie

par l'équation aA= e , laquelle donne a — eA.

Donc, si ùc = e?n', on aura a=d",A=m, et par conséquent

f'x=mem*, f'x=//j'<r"x, ï"'x=m3emx, etc.j

d'où l'on tirera comme ci-dessus ,

em*= i -f- mx H =- , etc.

a a. 3 7

Or, dans l'équation^ ==ax, x est ce qu'on appelle le logarithme

âej, a étant la base du système logaritlimique , c'est-à-dire, le

nombre dont le logarithme est l'unité ; de sorte que cette équation

1

donnex=log/ pour la base a. Par la même raison, l'équation aAz=e

donnera ^ = log e pour la base at et A=log a pour la base e.
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Dans le système des logarithmes ordinaires , la base a a été

prise = i0 , parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le

calcul arithmétique ; mais dans l'analyse, on préfère , comme plus

simple , le système dont la base est le nombre e ; c'est le système

des logarithmes de JVeper, qu'on nomme communément loga

rithmes hyperboliques , parce qu'ils sont représentés par l'aire de

l'hyperbole équilatère entre ses assymptotes , et on les désigne par

la simple caractéristique 1. Ainsi on a A = la ; par conséquent la

fonction prime de la fonction ax, est exprimée par ax\a (art.précéd.).

Au reste , comme a = <?A , on aura az=eu, et par conséquent

axz=ze*u; moyennant quoi on peut réduire toutes les exponen

tielles à la même base e.

i3. Soit donc, en troisième lieu, £c = Iog.r, on aura, par la

nature des logarithmes , a:= atx. Or, x devenant x-\- i , Cr devient

f ( x + 1 ) =£r+ if'x -f- j P'x+ ete.

Faisant , pour abréger , o = iî'x -f- - f"x + etc., l'équation x—a**-

deviendra , en y mettant x -f- i pour x , et £r + o pour îx

x + i= afx+'=afl X a",

et divisant cette équation par la précédente, on aura

m i

£ ' A'o*

i -f-- = a" = i-f-Ao-J—-—f- etc. (art. précéd.)

Effaçant l'unité de part et d'autre, et divisant par i, après avoir

substitué la valeur de o , on aura , en ordonnant suivant les puis

sances de i,

i = APx .+- \ (Af"^+ A*f* ) 4- etc.

La quantité t étant et devant demeurer indéterminée , il faudra que

cette équation se vérifie indépendamment de cette quantité ; par

conséquent tous les termes affectés d'une même puissance de i r

devront se détruire d'eux-mêmes, et former autant d'équations à



24 THÉORIE DES FONCTIONS,

part. On aura donc ainsi

-==Af'.r, A£"x -h A'fV= o ,
x ' '

et ainsi de suite.

Donc, £r étant = log .r , on aura en général,

î'x=— = A--
Àx xla '

et de là, par la formule générale de l'article i0, on tirera

valeurs qui satisfont , comme l'on voit , aux différentes équations

trouvées ci-dessus. Ainsi , par la substitution de ces valeurs dans

la série Cr -f- iPx -}- - f'x-\- etc. , on aura sur-le-champ,

log (*+ i)= log x+ ^ -^+ -g^- - etc.

Faisant x = i , et changeant / en a:, on aura la formule connue

X* . X3

a
x f--= etc.

3

log (i+x)= ^

Pour les logarithmes hyperboliques où le=i , on aura simplement

fie = Ix , f'x == - , f"jî = — , etc.

i4. Les sinus et cosinus d'angles considérés analytiquement, ne

sont que des expressions composées d'exponentielles imaginaires j

ainsi on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces

exponentielles.

£oit donc , en quatrième lieu , £r = sin x : comme on a

6inx= — , cos x= ^ ,

011
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on fera

Lr == ,
a y—i

et l'on aura ( art. i2 ) , en mettant db y/—i au lieu de m dans e™*,

IX = — =cos X.
2

De même en faisant

tr= cos x = — ,
a

on trouvera

r.r= 1/— i = — sm jj.
a r

Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions sin x, cos x,

on en déduira facilement toutes les autres fonctions dérivées.

En effet , puisque fx = sin x a donné î'x— cos x , et que

£r = cos x a donné î'x — — sin x , on aura , pour £r=sin xy

Fxz=cosx, f"x——sinx , Ç"x——cosx, f'\z= sinx, etc. j

et pour £r =r cos x , on aura

ï'x=—s'mx, f"=—cos x, f"x=sina:, P*x=cosx , etc.

D'après ces formules , on aura sur-le-champ les séries

i* i3
sin (xA-i)=sin o>f-i cosx— - smx = cos x-4—5—; sin x-f-etc.

v 1 ' a a.o 2.0.4

i* i3 . »*

cosCx+i)= cosa:—i sina: cosx-\—= sm x ~\ =—; cos x—etc.
v 1 ' a a.o a. 3. 4

d'où , en faisant x = o , et changeant i en x, on tire les séries

connues

sm^ar-^+j^-ete., cos*=i-Ç + jj^-etc.

i5. Les fonctions r, a*, lx, sinx, cosaque nous venons de

considérer, doivent être regardées comme les fonctions simples

' 4
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analytiques d'une seule variable. Toutes les autres fonctions cle la

même variable se composent de celles-là par addition, soustraction,

multiplication ou division ; ou sont données en général par des équa

tions dans lesquelles entrent des fonctions de ces mêmes formes.

Ainsi connaissant les fonctions primes des fonctions simples que nous

venons d'examiner , on trouvera aisément les fonctions primes des

fonctions composées , et par les mêmes opérations répétées , on

aura successivement les fonctions secondes , tierces , etc.

Soient p,q,r, etc. des fonction» simples de x , dont p', q', r', etc.

soient les fonctions primes, connues par les règles précédentes , et

qu'on demande la fonction prime,/' d'une fonctiony composée de

p , q , r , etc. ; on considérera que x devenant x -f- '' , y devient

en gênerai j-H/'t+ ^ +etc.,(art.9). Or p, «7, r, etc. deviennent

en même temps p+ p'i-\- etc. , q + q'i-\- etc. , r + r>i+ etc. , et

ainsi des autres. Il n'y aura donc qu'à substituer ces valeurs dans

l'expression de^, développer les termes suivant les puissances de 1,

et le coefficient de i sera la valeur cherchée de y'.

Ainsi , si y— ap -+- bq + etc. , a, b , etc. étant des coefficiens

constans quelconques , on aura sur-le-champ

jr' = ap' + bq' -f- etc.

Si y — apq , la quantité pq deviendra

(p + ip'+ etc.) ( q -f- ùf + etc.) =pq+i (p'q+7» + etc ;

donc

y= ap'q + aq'p.

Si yz=apqr, on trouvera de la même manière ,

j' = ap'qr+ aq'pr -f- ar'pq ,

et ainsi de suite.

Si y == 22 1 la quantité - deviendra

P + </'' + etc.

q -f" '<?' + etc. '
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Développant le dénominateur en série par les règles connues,

on aura

Q-£+etc.) = £ + i (£- &)+ etc.

donc

J q .

i6. Soit en général y=- fy , en regardant fp comme une fonction

primitive de p, sa fonction prime sera î'p • ensorte que p devenant

p -f- o ( j'emploie ici la quantité indéterminée o , à la place de la

quantité indéterminée i, qui désignera toujours l'augmentation indé-

déterminée de x) , ip deviendra ïp + oPp + — f"p + etc. ( art. 8 ).

Or, p étant une fonction de x , lorsque x devient x-\-i , p devient (ibid.)

p -f- ip' 4- + etc. ; donc faisant o = ip' + - /?" + etc. , ïp de

viendra, par la substitution de x-\-i à la place de ,

fp +ip>Fp + ; (p'Tp+p'Tp) + etc. ;

par conséquent, on aura

* —

D'où résulte ce principe : que la fonction prime d'une fonction

d'une quantité qui est elle-même une fonction d'une autre quantité ,

est égale au produit des fonctions primes des deux fonctions.

Supposons maintenant que y soit une fonction de p et de q ,

que nous désignerons par ï(p,q), il s'agit donc de substituer

x _j_ i à la place de x dans les deux fonctions p et q. Or, il est

visible que l'on doit avoir le même résultat , soit qu'on fasse ces

deux substitutions à la fois ou successivement , puisque les quan

tités p et q sont regardées comme indépendantes.

En substituant d'abord x + i à la place de x dans la fonction/?,

la fonction ((p, q), regardée seulement comme fonction de p ,

devient ï(p, q) + ip'i' (p)+etc. ; j'écris simplement f (p) pour

désigner la fonction prime de ï(p , 7), prise relativement à p
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seul, q étant regardée comme constante. Substituons maintenant

x-\-i pour x dans q, la fonction f(/,, q) deviendra pareillement

f(p, q ) -f■ iq'F (q) + etc. , où f' (q) représente la fonction prime de

f(p,q), prise relativement à q seul,/? étant regardée comme

constante. Quant au terme ipT(p), il est visible que par cette

nouvelle substitution , il se trouverait augmenté de termes multi

pliés par t'*, P, etc. Ainsi les deux premiers termes de la série

provenant du développement de f(p , q), après la substitution de

ac■+- ipour.r, seront simplement f(piq)-+-i[p'(\p)-\-qT(q)};ûs

sorte qu'on aura

Si jr était une fonction de p, q, r, représentée par f(p, 7, r),

on trouverait de la même manière

f=p'i'(p)+q,f,(q)+rt,(r)}

et ainsi de suite.

D'où il est aisé de tirer cette conclusion générale : que la fonc

tion prime d'une fonction composée de différentes fonctions par

ticulières , sera la somme des fonctions primes relatives à chacune

de ces mêmes fonctions , considérées séparément et indépendam

ment l'une de l'autre.

Ce principe , combiné avec le précédent, suffira pour trouver

les fonctions primes de toutes sortes de fonctions, ainsi que les

autres fonctions dérivées des ordres supérieurs.

Ainsi, en supposant X une fonction quelconque de x, les fonc

tions primes de Xm , IX , ox, sin X , cos X , etc. seront mXm-' X',

X'
, axX'lo, X'cosX, —X'sinX, etc., et leurs fonctions secondes

mX"—X" -f- m ( m— 1 )X—X" X"la + *XX'» ( la )*,

X" cos X— X'â sin X , — X" sin X — X'* cos X , etc. , et ainsi de

suite.

17. Mais la fonctiony pourrait n'être donnée que par une équa

tion quelconque entre x et y.
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Représentons cette équation en général par F (x, y)= o, on

aura, par la résolution ,y égal à une certaine fonction de x, qu'on

pourra désigner par £r; de sorte qu'en substituant îx poury dans

la fonction F(x,y), elle deviendra F(x, (x), fonction de x seul

que nous désignerons par <px. Cette fonction de <px devra donc

être nulle , quelle que soit la valeur de x. Donc elle le sera aussi

en mettant x-\- i pour x, quelle que soit la valeur de /'. Mais par

cette substitution, %x devient <px -f- i<p'x + - <p"x -f- etc. ; donc ,

pour que i puisse être une quantité quelconque , il faudra que l'on

ait séparément les équations <px = o, <p'x=o, <p"x=o, etc. dont

la première est l'équation donnée, la seconde est sa fonction prime ,

la troisième sa fonction seconde , etc.

Or, puisque <px= F(x, ix) = F(x,y), <p'x sera la fonction

prime de F(x,y), y étant regardée comme fonction de x, et

par le principe établi -dans l'article précédent, cette fonction prime

sera exprimée par F' (x) -f- y1F' (y ) , en désignant par F' (x) et

F' (y), les fonctions primes de la fonction F(x,y), prises relati

vement à x seul et ày seul.

Donc l'équation F(x,y) 7=0 donnera

F' Cr) = o;

d'où l'on tire

r/ F'(x)

J — F' (y y

Ayant ainsi la valeur de la fonction primey' en fonction de x ety,

on aura celle dey, en prenant la fonction prime de cette fonction ,

et ainsi de suite.

Il résulte de l'analyse précédente , ce principe :

Lorsqu'on a une équation quelconque entre deux variables x,y,

l'équation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses

termes , ainsi qu'entre leurs fonctions secondes , etc. Nous appelle

rons ces nouvelles équations, équations dérivées ; et en particulier ,

équations primes , équations secondes , etc. , celles qu'on obtient en

prenant les fonctions primes , secondes , etc.
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Si l'équation ne contenait qu'une seule variable qui dût de

meurer indéterminée , ce qui a lieu dans les équations identiques ,

le même principe subsisterait, et l'on aurait également une équa

tion prime , une équation seconde , etc. qui seraient aussi iden

tiques.

Les leçons III , IV, V, VI et VII sur le calcul des fonctions ,

renferment un commentaire sur les principaux points que nous

venons de traiter dans ce chapitre ; on y trouvera des développe-

mens utiles et importans , et des applications nouvelles.
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CHAPITRE IV.

Digression sur la manière de déduire les séries qui expriment'

les exponentielles , les logarithmes , les sinus, cosinus, et les

arcs, de simples considérations algébriques.

18. Les séries qui représentent les quantités exponentielles et

logarithmiques , ainsi que les sinus et les cosinus , ont été trouvées

d'abord par le calcul différentiel. Halley est , je crois , le premier/

qui ait imaginé de déduire celles des exponentielles et des loga

rithmes de la formule de Newton pour les puissances du binome

[Transact. philosoph., n* ai6) , en employant la considération de

l'infini ou de l'infiniment petit. Cette méthode a été suivie par

Euler, et étendue aux sinus et cosinus, dans les chapitres VII

et VIII du premier tome de son Introductio in analysis , etc. Mais

quoiqu'elle puisse être admise en analyse , on ne saurait discon

venir qu'elle n'a pas l'évidence , ni même la rigueur qu'on doit

desirer dans les élémens d'une science ; et nous croyons qu'on

nous saura gré de nous écarter ici un moment de notre marche ,

pour donner une démonstration des mêmes formules , fondée aussi

uniquement sur celle du binome , mais dégagée de toute considé

ration de l'infini. Nous donnerons même à ces formules une sé-

néralisation qui servira à rendre les séries aussi convergentes qu'on

voudra dans tous les cas.

Considérons l'équation générale y = ax, dans laquelle x est le

logarithme de y pour la base a ; mettons à la place de a ,'1 -f-a—.1 ,

ce qui est la même chose , et ensuite à la place de ( 1 -f- a— 1 )x,

[(1 1)"]", ce qui est encore la même chose que a*; on aura
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n étant une quantité quelconque qui disparait d'elle-même dans la

valeur de y.

Je développe maintenant le binome ( 1 4- a— 1 )* dans la série

i+»(«-*i)H —' («— ^ (a—i)M-etc.,

et j'ordonne les termes suivant les puissances de n , j'aurai

(i+fl — i)Bs=i+Aji+Ba*+ etc.,

les coefficiens A, B, etc. étant donnés en a; et il est aisé de voir

qu'on aura d'abord

cette quantité A étant la même que celle de l'article 1 1 ; à l'égard

des autres coefficiens, nous n'aurons pas besoin de les chercher,

puisqu'ils disparaitront du calcul, comme on va le voir.

Faisant cette substitution, nous aurons

X

y= (i + Are + Bn*H- etc.)",

et développant à la manière du binome , il viendra

y= i + x ( An-f-Bre» + etc. ) + x(*~n) (An+ B/** -f- etc.)*

+ XiX~n*.L*~*n) ( An + B«-+ etc.)' + etc. ,

savoir , en effaçant les puissances de n communes aux numérateurs

et aux dénominateurs ,

■r=i+a:(A + Bn+etc.)4-j(xa"- -(A-fBre-fetc.)*

+ y(x~nfl)^~ara)(A4-Bn+ etcO' + etc.

Maintenant, comme la quantité n est arbitraire, et doit par la

nature même de la fonction y , disparaitre de l'expression de cette

fonction^ il faudra que tous les termes multipliés par chaque puis

sance de n , se détruisent mutuellement. Ne tenant donc aucun

compte
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compte de ces termes qui doivent disparaitre d'eux-mêmes, quel

que soitn, on aura simplement

comme plus haut ( art. 1 1 ).

1g. Cherchons de la même manière la valeur de x en y. Pour

cela , nous mettrons l'équation a* =j sous la forme

qui est identique avec la précédente , et où n est encore une quan

tité quelconque à volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur

de x en y.

Développant les deux membres à la manière du binome , on

aura

^1+^-l)+^0 (j-a^+etc. ;

savoir, en effaçant l'unité de part et d'autre, et divisant par n :

x + (a - 1)' + ^Zpp^l(a_ 1)3+ etc■

=r - 1+^ (J - * )*+ ("-^ (7-x y+ etc.

Or n étant , comme nous l'avons déjà dit , une quantité entière

ment arbitraire et qui ne doit pas entrer dans l'expression de x

en y , il faudra que les termes multipliés par les différentes puis

sances de », se détruisent d'eux-mêmes, ensorte qu'il ne reste

que ceux où n n'entrera pas. On aura ainsi , en ne tenant compte

que des termes sans n, l'équation suivante, dans laquelle j'emploie }

pour abréger , la quantité A déterminée ci-dessus ,

JfA =jr— 1 — l)*-K(/—1 )*— etc.;

d'où l'on tire

,. — lo~ r_r-i-ily-O*-M(r-0,--ctc.

5
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formule connue, et qui s'accorde avec celle de l'article i3, A

étant= la.

20. Mais cette formule n'est convergente que lorsque le nombre

jr, dont elle donne le logarithme , est peu différent de l'unité. Aussi

n'est-elle d'aucune utilité pour le calcul des logarithmes ordi

naires. Voici un moyen de la rendre convergente pour tous les

nombres.

Il est évident que l'équation fondamentaley— a* peut se changer

en celle-ci jm s= amI, m étant un nombre quelconque entier ou

fractionnaire. Employant donc cette dernière formule à la place

de l'autre, il n'y aura qu'à changer dans celle-ci^ en/" et x

en mx. On aura ainsi en général ,

. _ y-,-i(y— (y-,)*- etc.

où l'on pourra prendre pour m une fraction ^ , telle que \/j soit

toujours un nombre aussi peu différent de l'unité qu'on voudra.

Supposons , ce qui est toujours possible , que la racine r de^ ne

contienne que l'unité avant la virgule , et qu'après la virgule , il y

ait s zéros, alors si on s'arrête à as décimales, il est visible que le

terme — 1 )% et à plus forte raison les termes suivans, ne don

neront rien; de sorte qu'on aura simplement, dans ce cas,

°*/ mA A

De la même manière, on aura aussi, sous les mêmes conditions,

T

A= la = r (y/a — 1 )j

et par conséquent

' r

logj= ^li.

y/a — 1

C'est par cette formule que Brigs a calculé les premiers loga

rithmes. Il avait remarqué qu'en faisant des extractions succes

sives de racines carrées d'un nombre quelconque , si on s'arrête
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dans une de ces extractions, à deux fois autant de décimales qu'il

y aura de zéros à la suite de l'unité , lorsqu'il n'y a plus que

l'unité avant la virgule , la partie décimale de cette racine se trouve

toujours la moitié de celle de la racine précédente , ensorte que

ces parties décimales ont entre elles le même rapport que les

logarithmes des racines mêmes ; c'est ce qui résulte évidemment

des formules précédentes.

Ainsi, en prenant r=. a6*, on trouve pour a = 10 ,

r

\/a = 1,00000 00000 00000 00199 7174a 08125 5o527 ,

^ = 0,00000 00000 00000 00086 73617 37988 4o354.

De sorte que

1

r

tfa — 1

11 867361 75yq884o354 ... //0 _ -

z X =—-—r » r r r = o,4o4aq 448iq o3a5i .
r /, 199717430812550527 ' 3 s

Si maintenant on veut avoir, par exemple , le logarithme de 3 ,

on fera y — 3 , et employant de même 60 extractions de racines

carrées , on trouvera

r

y/y =s 1 , 00000 00000 00000 00095 28942 64074 5893a. .

et de là

i 199717420812550537...

- ss ,ar477X2 ia547 19662

Cette méthode est , comme l'on voit , très-laborieuse , par le

grand nombre d'extractions de racines qu'elle demande pour avoir

un résultat en plusieurs décimales ; mais la formule générale que

nous avons donnée ci-dessus pour l'expression de x en y , sert à

la simplifier et à la compléter ; car quel que soit le nombre y ,

il suffira d'en extraire quelques racines carrées , jusqu'à ce qu'on

r

parvienne à un nombre^™ ou \/y, qui n'ait que l'unité avant la
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virgule ; alors les puissances de^m— 1 seront des fractions d'autant

plus petites , qu'elles seront plus hautes , et par conséquent la série

deviendra assez convergente pour qu'il suffise d'en prendre un

petit nombre de termes.

21. On peut appliquer la méthode précédente à la recherche

des séries qui expriment le sinus par l'arc . ou l'arc par le sinus ,

et pour lesquelles on emploie aussi ( comme l'a fait Euler dans

le même ouvrage ) la considération de l'infiniment petit et de

l'infini.

En effet, en partant de la formule connue pour la multiplication

des angles cos nx + sin nx V— 1 = (cos x -f- sin xy/— 1 )", on a

reciproquement

i

cos .r-f- sin x\/— 1 = (cos nx + sin nx\/— 1}",

où le nombre n peut être quelconque.

Maintenant , quelle que soit l'expression de sin x en série de

l'arc x, elle ne peut être que de la forme Ajr + Rr*+etc; car ,

puisque le sinus devient nul lorsque l'arc est nul , il est visible que

cette expression ne doit contenir aucun terme sans x. Or, comme

cos x v/[i — ( sin x% )] , on aura

cosJc=t/(i — A*x*— aABx3— etc.) = i — ^1-f-etc.

Les coefficiens A, B, etc. sont censés indépendans de l'arc x; par

conséquent, ils seront les mêmes pour tout autre arc. Substituant

donc nx pour x, on aura pareillement

sin /w;= nAx4-«*Bx*+ etc. et cos nxz=\ — W*A*X* etc.

a

Donc l'équation précédente deviendra

cos x+sin* t/—i =^\-+-nAx y/—i+»*^B \S—i— ^x*-f-etc.^j".

Développons le second membre à la manière du binome , en fai

sant, pour abréger,

, • Xs=Aj?i/-i+n(B)/-i-y) «*-h etc..
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on aura

cos x -f- sin x y'— 1 = 1 + - ( nX ) + ' . ( «X )*

(,-,)(,-»») (^y = f +X + X•

■ a.o.n3 .

+ (l~n)3(5~an:>X3 + Ctc.

Comme les valeurs de sin x et de cos x doivent être indépen

dantes du nombre arbitraire n, il s'ensuit que tous les termes du

second membre qui se trouveront multipliés par une même puis

sance de n , doivent se détruire d'eux-mêmes. Ne tenant donc

compte que des termes où n ne se trouvera pas après le déve

loppement , il est aisé de voir que la quantité X se réduira à son

premier terme Kxy'— 1, et que les coelficicns des puissances

de X se réduiront à 1 , ~ • ^ , etc. De sorte que l'on aura sim

plement

cos x + sin x j/— 1 = 1 + kxy"— 1 -\-'-(Ax\/— 1)»

, +~{kx\/— i)3+etc.

En effectuant les puissances de y1— 1 , et comparant les parties

réelles des deux membres ensemble, et les imaginaires ensemble,

on aura •' ■.

. AV . AV

sin x ==Ax =- -f- g — etc.2.0 1 2.3.4.5

cosx= 1 5-7. — etc.
2 2.3.4

22. Pour avoir de même la valeur de a- en sinus et cosinusde x,

il n'y aura qu'à reprendre la formule fondamentale

cos nx 4- sin nx y"— 1 = ( cos x -f- sin ar \/— 1 )",

dans laquelle on mettra , à la place de sin nx et cos nx , leurs valeurs

en serie nkx-^-n^x", etc.; 1 1- etc., et on développera
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la puissance n du second membre. On aura ainsi

(A'\
Bj/— 1 — —J .r, + etc.

= (cos *> [i+n— v/- i+-4—J te 0 + etC'J

Or

^=tangx, cosx= sinx*) j

donc

n

(cos o-)"= (î — sin x*Y = î— - sin x*+ "(n "~a) sin ^— etc.

Substituant ces valeurs , la quantité n ne se trouvera plus que dans

les coefficiens , et ordonnant les termes suivant les puissances

de cette quantité , le second membre deviendra de cette forme

i+ /zP-f- "*Q+ etc. ; en faisant pour abréger,

P= tangxy/—î—| (tang x \/—1 )* -+- § tang x \/—1 )3— etc.

—îsinx'—^ siQ .r<— i sin ^6-r-etc,

Q= { (tang aV— 0'+ etc. ;

effaçant l'unité des deux membres, et divisant toute l'équation

par n, elle deviendra

Ax\/— i -f-n (B/— i — ^)jr'+etc. = P -+- nQ+ etc. ;

et comme elle doit avoir lieu indépendamment de la quantité n , qui

doit demeurer indéterminée, il faudra que les termes qui con

tiennent les différentes puissances de n se détruisent d'eux-mêmes;

ce qui la réduira d'abord à Ax\/—i=»P, savoir, en développant

les puissances de tang x y/—1 ,

hx\/— a = (tang.r—f tang x3-hj tang x5— etc.) y/— i

+ ^ tang x*— ^tang^+j tang xe— etc.

—£ sin x*—\ sin — £ sin x*+ etc.

Comme on peut prendre le radical y/— i en plus ou en moins ,

il est visible qu'en le prenant successivement en plus et en moins,
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et soustrayant les deux équations l'une de l'autre , on aura , après

avoir divisé par 2A y/— 1 ,

tang x — tang x3 -f- 3 tang x5 — etc.

X — Â~

Au reste , il est visible que l'équation trouvée dans l'art. 21 ,

cosor-p-sin.r^/— 1 = 14- kx\/— 1 + - (Ax{/— x)*

H-^CA^iZ-i^ + etc.,

se réduit directement à celle-ci,

cos x 4- sin x\/— 1 =

par la formule de l'art. 11, en prenant pour a une quantité dé

pendante de A , comme nous l'avons déterminée dans ce même

endroit, c'est-à-dire, ensorte que e étant un nombre donné

qui est la base des logarithmes hyperboliques.

De cette formule on tire tout de suite , en prenant le radical en

plus et ensuite en moins, les expressions connues de sin x, cos ar,

en exponentielles imaginaires,

sinx= —, , cos x= — ,

et passant des exponentielles aux logarithmes ,

la X x y/—1 = /(cos x-\- sin x 1/—1 )= l cos .r 4- / ( 1 +tangx j/—ri ),

ou bien , en prenant successivement le radical en plus et moins , et

soustrayant une équation de l'autre,,

x= 1 y î i l -f tangj^— 1 ■

la' — 1 '1 — tang x y/— 1'

d'où l'on peut déduire les séries trouvées ci-dessus , en employant

les développemens des exponentielles et des logarithmes exposés

dans les articles 18 et 19.
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Mais il y a ici une remarque importante à faire; c'est que dans

les formules que nous venons de trouver, la quantité A, ainsi que a,

étant arbitraire , le système de logarithmes peut être pris à volonté ,

au lieu que dans les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle,

le module -r est égal à l'unité, ce qui donne pour la base le nombre

e , dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Ainsi , celles-ci ne

sont qu'un cas particulier de celles que nous avons trouvées, mais

cette particularisation est nécessaire pour qu'elles soient applicables

au cercle , comme nous Talions démontrer.

a5. Tout se réduit à prouver que dans l'expression de sin x en

série , le premier terme doit être simplement x , au lieu que nous

l'avons supposé en général Ax (art. 2i). En employant la considé

ration des infiniment petits , cela est évident ; car on voit que dans

le cercle, le sinus, à mesure qu'il diminue, s'approche de plus en

en plus de l'arc, jusqu'à s'y confondre dans l'infiniment petit.

Ainsi, en supposant l'arc x infiniment petit, on a sin x—x; par

conséquent A=i,

Mais comme nous avons cherché à rendre notre analyse in

dépendante de la considération des infiniment petits , nous devons

aussi en affranchir la démonstration du point dont il s'agit.

Pour cela, nous ne supposerons que le principe établi par

jivchimède , que le sinus, qui est la moitié de la corde de l'arc

double , est moindre que l'arc auquel il répond , et que la tangente

est plus grande que ce même arc. Nous aurons ainsi sin x < x ,

• ' . , sin a; fin x

et tang x>x; or, comme tang x = — = y(i__,in x,y on aura

- - sin *—rr > x , et de là sin x > . . 00 . . Employant donc

— sin x") V\ +x* r J

l'expression de sin x en série trouvée dans l'art. 2i, il faudra que

l'on ait, quelque petit que soit l'arc x,

. Alt3 . A5*5 ^ ^ x

Ax - + ÏX4T5 ~ elc- < *i > TÔT^-

Donc
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Donc aussi , en divisant par x,

A-^+ ^3^-etc-<i'>yô+?)-

Comme v^V^ 88 ' et qUe v/(i + ^t)>i5 « est

clair que . *— ^ > ~ — , et en même temps on voit que

7_j. xt > i — car la difference est - g ; ainsi la quantité qui

est plus grande que +x*) ' sera * P^us *°rte ra^son P^us grande

que î — jc*, de sorte qu'on pourra réduire l'espèce d'équation d'iné

galité ci-dessus , à cette forme

. A3x* . A5x* , . .

A--^3-+-0^5—etC'<i'>i-^

Or , en prenant a- tel que —y soit < î , il est visible que la serie

A3x' Aar*

A — —g- -+- etc. sera convergente et < A, mais >A — "jy*

parce qu'en ajoutant ensemble le second et le troisième terme , le

quatrième et le cinquième , et ainsi de suite , on n'aura que des

quantités toutes négatives , et qu'au contraire en ajoutant le troi

sième et le quatrième , le cinquième et le sixième, etc., on n'aura

que des quantités toutes positives. Donc x étant supposé < ,

on aura à plus forte raison,

A^r*

A ^-j < î et A>i— x*i

par conséquent,

A > î — x* et < î + ^-j ;

ce qui devant avoir lieu , quelque petite que soit la valeur de

il s'ensuit que l'on aura nécessairement A=i. En effet, si A=i-H,

i étant une quantité quelconque très-petite positive, il n'y aurait

qu'à prendre x tel que —g-<', et alors la condition de A< i

6
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+ -^-j n'aurait plus lieu. De même , si À= i — * , il n'y aurait qu a

prendre a:*< i, et l'autre condition A>i<—jc' serait en défaut.

Donc on a nécessairement A= i dans le cercle ; par conséquent

a—e, nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité (art. i2) ;

ce qui ïuit rentrer nos formules dans les formules connues pour

les fonctions circulaires.
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CHAPITRE V.

Du développement des fonctions, lorsqu'on donne à la variable

une valeur déterminée. Cas dans lesquels la règle générale

est en défaut. Des valeurs des fractions dont le numérateur

et le dénominateur s'évanouissent en même temps. Des cas

singuliers où le développement de la fonction ne procède

pas suivant les puissances positives et entières de l'accroisse

ment de la variable.

i

a4. Les méthodes que nous venons de donner pour le déve

loppement de la fonction f(x+ i), supposent que ce développe

ment est de la forme

îx+ ifx + j F'x -f- etc. ;

il est donc nécessaire , avant d'aller plus loin , d'examiner quand

et comment cette forme pourrait être en défaut.

Nous avons déjà démontré plus haut (art. 2 ) , que cela ne peut

arriver que lorsqu'on donnera à x une valeur déterminée, telle

qu'elle fas^e disparaitre dans la fonction fx et dans toutes ses déri

vées , quelques radicaux. Or, un radical ne peut disparaitre dans une

fonction que de deux manières, ou parce que la quantité qui

multiplie le radical devient nulle, ou parce que le radical lui-même

devient nul.

Dans le premier cas , il est clair que le radical disparaissant

dans £x, il pourra ne pas disparaitre dans Fx, F'ar, etc., ou bien

que disparaissant à la fois dans ïx, î'x, il ne disparaitra pas

dans i"x, ï"'x, etc., et ainsi du reste, parce que le radical ac
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quérant des coefficiens différons dans les fonctions dérivées , ces

coefficiens ne peuvent pas devenir tous nuls par la même valeur

supposée de la variable.

Dans le second cas, au contraire, il est évident que le radical

disparaitra nécessairement dans toutes les fonctions £r, f'x, f'x,Gtc.

à l'infini, puisque c'est la quantité radicale elle-même qui est sup

posée s'évanouir pour une valeur donnée de la variable x. Mais

^évanouissement du radical ne pouvant plus avoir lieu dans

la fonction î(x-\-i), où i est une quantité indéterminée et

indépendante de x , il s'ensuit que la série îx+iPx+ - F'x -f- etc.

qui représente le développement de cette fonction , deviendra fau

tive par l'absence du radical qu'elle doit contenir.

Donc cette série sera légitime dans le premier cas, et ne le sera

pas dans le second.

25. Soit y= îx, et par conséquent, en prenant les' ionctions

prime , seconde, etc, y= î'x ,y"— î"x, etc. Supposons que pour

une valeur donnée de x , il disparaisse dans îx un radical , lequel

ne disparaisse pas dans f'x ; il est clair que pour cette valeur de x ,

la fonction î'x devra avoir un plus grand nombre de valeurs diffé

rentes que la fonction îx , à raison du radical qui se trouve dans î'x

et qui a disparu dans îx; d'où il s'ensuit que la valeur de^-' ne,

pourra pas être -donnée par une fonction de x et y qui ne con

tiendrait pas ce radical. Cependant, si dans l'équationy—îx on

détruit ce même radical par l'élévation aux puissances, et que l'équa

tion résultante soit représentée par 1?(x,y ) =o , son équation prime

donnera généralement, comme nous l'avons vu dans l'art. 17 ,

J — r (y y

Donc cette expression sera en défaut dans le cas où l'on donne

rait à x la valeur en question, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant

que les quantités F' (or) et F'(/) seront l'une et l'autre nulles à

la fois. Ainsi, dans le cas dont il s'ajit, l'expression de y' devien

dra égale à zéro divisé par zéro; et réciproquement, lorsque cela
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arrivera, ce sera une marque que la valeur correspondante de x

aura détruit dans Cr un radical, sans le détruire dans Cx.

Pour avoir dans ce cas la valeur de y', il ne surlira donc pas

de s'arrêter à l'équation prime de F (x,y ) = o , laquelle étant

yF' (y) + FA(jf) = o, aura lieu d'elle-même, indépendamment

de la valeur dey' ; mais il faudra passer à l'équation seconde , qu'on

trouvera par les mêmes règles de cette forme

yV (y )+y'F" (y ) + a/F" (y ) (x) + F" (x) = o ,

en désignant par F" (y) et F" (x) les fonctions primes de F' Çy)

et F'(x), prises, la première relativement à y seul, et la seconde

relativement à x seul , c'est-à-dire les fonctions secondes de

F (y, x), prises relativement aux mêmes variables isolées, et par

F' (y) (x) la fonction prime de F' (y), prise relativement à x,

ou la fonction prime de F' ( x ) , prise relativement à y ( ces

deux fonctions étant la même chose , comme il est facile de s'en

convaincre , et comme nous le démontrerons plus bas , lorsque

nous traiterons des fonctions de plusieurs variables), c'est-à-dire

la fonction seconde de F(/ , x ), prise relativement à. y et à x.

Cette équation donne généralement la valeur dey"; niais dans

le cas proposé , la quantité F' (y ) devenant nulle , le terme qui

contient y" disparaitra , et l'équation restante sera une équation

du second degré en y', par laquelle on déterminera la valeur de y',

qui sera par conséquent double.

26. Soit, par exemple, £e=(jc—a) {/(x— b), ensortc qu'on

ait l'équation

y = (x — a) \Z(x—b), , . ,

on aura .

•,*-/-^«-*)+ ïçÇ=Iîi ' •'.

faisant x= a , on a

y = o, y'= y(x — b)—V/(a— b) ,

où l'on voit que le radical disparait dans la valeur de^-, mais non

pas dans celle de y', ensorte que la valeur de y est simple , et

celle de y' double.
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Maintenant , si on réduit l'équation proposée à cette forme ra

tionnelle y%— (x — a)* ( x — b), et qu'on en prenne l'équation

prime , on aura

3j/=a(x— a) (x — £)-f-(x — «)•;

d'où l'on tire

,_3(x-a) (x— 6) + (*-a)*

faisant x = on a/'= ^ ; passant donc à l'équation seconde,

on aura

3y*+3r/"=f.4(x— a) + a(x— *),

Ici x = a donne , à cause de /= o dans ce cas ,

ay*=r=,a(x^-^)= 2(a— b); donc y=* y'Ça—b),

comme plas bant.

Il serait possible, au reste , que la même valeur de x qui détruit

les termes de l'équation prime, détruisit aussi ceux de l'équation

seconde j alors il faudrait passer à l'équation tierce, laquelle, par

la destruction des termes qui contiendraient y" ety, deviendrait

une simple équation en y', mais du troisième degré , et ainsi de

suite. Cela, dépend de la nature du radical qui aura été détruit

dans £r, et qui doit être remplacé par le degré de l'équation d'où

dépend la valeur de y' ; mais nous n'entrerons dans aucun détail

sur ce point, pour ne pas trop nous écarter de notre sujet.

27. Supposons en second lieu que la même valeur de x, qui fait

disparaitrc un radical dans £r, le fasse disparaitre aussi dans fx,

sans le taire disparaitre néanmoins dans f"x, alors les valeurs cor

respondantes de £r et de f'x seront en même nombre ; mais celles

de f"x seront en nombre plus grand. Si donc on détruit ce radi

cal dans l'équation j=£r, la valeur de y" qu'on en déduira, se

trouvera = ^ , et il faudra passer aux équations dérivées d'un

ordre supérieur pour avoir la valeur de/".
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Soitj = (o?—a)* }/(x— b) , on aura ,

... y=i{x-a)v!{x-b)+^0^r

y^x °> 4(X—by

faisant x= a} on a

y = o, y= o et y=.2[/(x— b) = a \/{a— b).

Mais si on réduit l'équation proposée à cette forme rationnelle

' ■ y*==z{x—ay.{x—b),

on en tirera l'équation prime

ajy'— & (x— a)3 (x — b) 4- (x— a)*,

laquelle donne , lorsque x = a , i

- o

S = ô>

à cause de y = o , à moins qu'en substituant la valeur de ^ ,

on ne divise le tout par (x— «)*, et qu'ensuite on ne fasse x=a ,

ce qui donnera = o^ •

Passant à l'équation seconde , on aura

S>+jy,=6(x-aY(x-b)+A(x-ay,'-. ■ '

faisant x=a, on aura jr'~o comme ci-dessus. Mais pour avoir la

valeur de y'', il faudra avoir recours à l'équation tierce et rriêftie

à l'équation quarte. Celle-là sera

,\ . ..

3ry  f-j/"= 18 (x — 12 (.r— a) (x— b),

où tous les termes disparaissent lorsque x.=a. La suivante sera

3r'"+4yy"+jj,T =48 (x—«)+ 3 2 —

Faisant ar = a , et par conséquent j' = o et = o, on aura

comme plus haut. ' ' i . 1 .
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Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse , qui d'ailleurs

n'a plus de difficulté d'après les principes établis. Nous nous conten

terons de remarquer que si on construit la courbe dont x serait

l'abscisse , et y = fx l'ordonnée , cette courbe aura ce qu'on ap

pelle un point multiple dans l'endroit correspondant à la valeur

donnée de x , qui fera disparaitre un radical dans fx , sans le faire

disparaitre en même temps dans f'x ; qu'elle aura un point d'attou

chement, si la même valeur de x fait disparaitre à la fois le radical

dans fx et dans î'x ; que ce sera un point d'osculation , si le radical

disparait en même temps dans fx, et ainsi de suite. On enverra

la raison lorsque nous appliquerons la théorie des fonctions à celle

des courbes.

28. A l'occasion de la difficulté que nous venons de résoudre ,

nous allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur

d'une fraction , dans le cas où le numérateur et le dénominateur

deviennent zéro à la fois.

Soit y une pareille fraction , fx et Fx etant des fonctions

de x, telle que la supposition de x = a les rende toutes les deux

milles à la fois , et qu'on demande la valeur de cette fraction

lorsque x =0.

fx
On fera y= p^, et par conséquent ^Fx = £r. En supposant

a:=fl, cette équation se vérifie d'elle-même, indépendamment de

la valeur de y, qui demeure par conséquent indéterminée ; ainsi

elle ne peut servir dans cet état à la détermination deyr lors

que x= a. Mais en prenant l'équation prime, on aura

y'Fx +/F'x= f'x ;

Ja supposition de x = a fait disparaitre le terme y'Fx , et le reste

fx

de l'équation donney— j^. S'il arrivait que les fonctions primes

fx, F'x devinssent aussi nulles par la même supposition, alors

on trouverait par le même principe , en substituant dans l'équation

£i-dessus fx, F'x, pour fx, Fx, cette nouvelle expression de y,



PREMIÈRE PARTIE , CHAP. V. 4g

f'x

^ = P^i et ainsi de suite. On pourrait aussi la déduire directe

ment de la même équation prime , en considérant que , comme

elle se vérifie de nouveau d'elle-même, elle ne peut pas servir non

plus à la détermination de y ; que par conséquent, il sera néces

saire de passer à l'équation seconde , laquelle sera

y"Fx+ay'F'x +yF"x= f'x.

Comme la supposition de x—a rend nulles les fonctions Fx etF'a:,

les termes qui contiennent y' et y" s'en iront d'eux-mêmes , et les

fx
termes restans donneront y = ^ , comme plus haut.

H n'est pas à craindre que les fonctions fx, f'x, ("x, etc.,

Fjc, ~F'x,F'x, etc. à l'infini, puissent devenir nulles en même

temps par la supposition de x = a, comme quelques géomètres

paraissent le supposer; car puisque f(x+i)z=fx+ifx-\-1- f"x, etc.,

en faisant x = a , on aurait f ( a -f-i ) = o , quel que soit i, ce qui

est impossible; il en serait de même de F (x + i). Mais il peut

arriver que ces fonctions deviennent infinies par la même suppo-

' fx fx'
sition de x=a , ce qui rendra également les fractions p^, etc.

indéterminées : la solution de cette difficulté dépend de l'examen

du second cas de l'art. 24, dont nous allons nous occuper.

ag. Ce cas a lieu lorsque la supposition de x=a fait disparaitre

dans ïx un radical en le rendant nul , auquel cas elle le fera dispa

raitre de même dans les fonctions dérivées ; mais ce radical restant

dans la fonction f ( x + ' ) > il doit rester aussi dans le dévelop -

pement de cette fonction ; par conséquent ne pouvant affecter

la valeur de x, il faudra qu'il affecte l't; d'où il suit que ce déve

loppement doit contenir nécessairement des puissances irration

nelles de i. Il est clair, en effet, que si fx contient la quantité

m ,

l/X , X étant une fonction de x, qui devient nulle lorsque x=a,

en mettant x-\-i à la place de x, X deviendra X-f- «X'rf-- X"+etc. ,

- -
, - - " ' * *

1
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et faisant x =a, on aura simplement t'X'H— X"-f- etc. pour la valeur
m g

de X ; de sorte que i/X deviendra y/i^X'+^X"-)- ctc.^ ; donc la

fonction f (x -f- *) contiendra, dans le cas de a!= a , le radical

m

|/t, qui devra par conséquent se trouver dans son développement

suivant les puissances de ». Voyons donc ce que donnera alors le

développement fautif ïx-\-ifx-i-1- f'j:+etc.

Pour cela, j'observe que les fonctions f'(x-f-i'), ï"(x-\-i), etc.

sont également les fonctions primes , secondes , etc. de la fonction

f(a:-M), soit qu'on les prenne relativement à x, soit qu'on les

prenne relativement à i, ce qui est évident, puisqu'en augmentant

soit x, soit i d'une même quantité quelconque, on a le même

accroissement de la quantité x + i. D'où il suit que l'on aura éga

lement les valeurs de î'x> ["x, etc., quel que soit x, en prenant

les fonctions primes, secondes, etc. de f(.r + i) relativement à i,

et faisant ensuite » = o.

Or, si on suppose que le développement de f(.r-f- i) doive con

tenir , lorsque x—a, un terme affecté de im, tel que A/m, A étant

une fonction de a, et m n'étant pas un nombre entier positif, en

prenant les fonctions primes, secondes , etc. relativement à i, il

faudra que les développemens de f (x-}- i) , F' (x +i) , etc. con

tiennent les termes mAim-t, m(m— i) Aim-% etc. (art. i0). Donc

faisant iso, on en conclura que les fonctions £r, f'x , f"x, etc. ,

lorsquex=fl, contiendront respectivement les termes Ao^/mAo"-',

m(m —i)Aom-*, etc.

Si m est un nombre quelconque négatif, il est clair que tous ses

termes seront infinis.

Si m est un nombre positif non entier , soit n le nombre entier

immédiatement plus grand que m, il est visible que le terme

m(m—i ). . .(m—n-f-i ) Aom-"sera infini , ainsi que tous les termes

suivans , et que tous les précédens seront nuls.

Donc en général la fonction î"x et toutes les suivantes ï"+'x,

ï"*'xt etc. à l'infini (n, n -f- 1 , etc. étant des indices) , seront in



PREMIÈRE PARTIE, CHAP. T. 5i

finies , n étant le nombre entier positif immédiatement plus grand

que l'exposant m.

30. On conclura de là que le développement îx-\-iî'x-\- - F'a;+etc.

ne peut devenir fautif pour une valeur donnée de x , qu'autant

qu'une des fonctions £r , î*x, P'x, etc. deviendra infinie, ainsi que

toutes les suivantes pour cette valeur de x. Alors si n est l'indice

de la première fonction qui devient infinie , le développement dont

il s'agit devra contenir un terme de la forme im , m étant un

nombre compris entre n — i et n.

Et si toutes les fonctions £r , î'x , î"x , etc. devenaient infinies

pour la- même valeur de x , le développement de ï(x+ i) contien

drait dans ce cas des puissances négatives de i.

Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant

les puissances ascendantes de i, il faudra faire d'abord dans la

fonction f ( x + i ) , x égal à la valeur donnée , et développer ensuite

suivant les puissances croissantes de i par les règles connues , en

ayant égard aux puissances fractionnaires ou négatives de i qui

se trouveraient dans la fonction même.

Au reste, nous remarquerons qu'en faisant y — £r , et prenant

a: et / pour les coordonnées d'une courbe , cette courbe aura

dans le point où l'une des fonctions/,/',/", etc. devient infinie ,

ainsi que toutes les suivantes , un rebroussement dont l'espèce dé

pendra de l'indice n , pourvu que l'exposant fractionnaire m ait

pour dénominateur un nombre pair ; et l'on déterminera la nature

du rebroussement par la forme du développement de f ( x+ i )

dans ce cas.

3i. Dans l'exemple de l'art. 27, où/= (x—à) \/(x—b), on voit

que la supposition de x= b détruit le radical dans/r et doit par

conséquent le détruire aussi dans les fonctions dérivées /', /", etc.

Donc le développement fx+ tî'x -f- - F'x -f- etc. > de f( x + * ) , en

supposant /= fx= (x— a) \/(x — b), sera fautif dans le cas
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de x=.b. En effet, on aura dans ce cas ,

x étant =b , et on trouvera de même

f= 00, y=oo, etc.

Donc le développement dont il s'agit devra contenir alors un terme

de la forme i'm, m étant entre o et î .

Soit en effet, a;= £ -f- i , £c deviendra ( b — a-\- i) y/i , de sorte

que le vrai développement de cette fonction sera (b— a) ^/i-f-i*.

3a. C'est aussi de la même manière qu'on résoudra la difficulté

proposée à la fin de l'art. 28, sur les fractions qui demeureraient

toujours indéterminées , en prenant à l'infini les fonctions dérivées

du numérateur et du dénominateur. Nous y avons vu que cela ne

saurait arriver que dans le cas où la même valeur de x rendrait

ces fonctions successives infinies. Il faudra donc alors supposer

x= a-\-i (a étant la valeur de x qui rend ces fonctions infinies)

dans l'expression générale de la fraction, réduire ensuite cette

expression en série , suivant les puissances ascendantes de i , et

le premier terme de la série , en faisant i=o, donnera la valeur

cherchée de la fraction pour le cas de x—a.

Ainsi , si l'on avait la fraction —— p^^r^f ~ ~ • > qui de

vient - lorsque x=a, et dont les fonctions primes, secondes, etc.

du numérateur et du dénominateur , deviennent toutes infinies par

la même valeur de x , en y mettant a -f- i au lieu de x , et ré

duisant le numérateur et le dénominateur en série , elle deviendra

t/i H l— -f- etc. ..

^2C" +^+ etC-

de sorte qu'en faisant i = o , on aura ~j pour la valeur cherchée

de la fraction , lorsque x= a.

.
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En effet , si , suivant la méthode de l'art. 28 , on prend les fonc-

' tions primes du numérateur et du dénominateur , on aura

a\/x — 2^(x — c) V(P<? — a*) '

quantités qui deviennent infinies lorsque x= a ; mais en les multi

pliant l'une et l'autre par — a), la nouvelle fraction sera

yx +i

V(x+a)

laquelle, en faisant x=ta, devient , comme plus haut.

Nous avons donc résolu les difficultés qui peuvent se rencontrer

dans le développement de f(x-+-i); et quoique nous n'ayons

considéré que des fonctions algébriques, il n'est pas difficile d'étendre

nos solutions aux fonctions transcendantes. Comme ces difficultés

n'ont lieu que pour des valeurs particulières de .r, il est clair

qu'elles n'influent en rien sur la théorie des fonctions dérivées

f'x , ï"x, etc. ; mais il était nécessaire de les examiner, et de donner

les moyens de les lever, pour ne laisser aucun nuage sur cette

théorie. Voyez aussi la leçon VIII du Calcul des Fonctions.
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CHAPITRE VI.

Résolution générale desfonctions en séries. Développement des

fonctions en séries terminées et composées d'autant de termes

qu'on voudra. Moyen d'exprimer les restes depuis un terme

quelconque proposé. Théorème nouveau sur ces séries.

33. Nous avons vu jusqu'ici comment on peut trouver directe

ment tous les termes du développement de la fonction ?(x-i-i),

suivant les puissances de i ; on peut , de la même manière ,

développer une fonction quelconque , suivant les puissances as

cendantes d'une des variables contenues dans la fonction.

En effet, si on reprend la formule

f( x + i) = Sx+ iS'x + 1 Cx+ ~ ï"'x+ etc. ,

puisque x et i sont deux quantités indéterminées, on y peut substi

tuer x— là la place de x , ce qui donnera

£r=f(jc— 0 + iF(x— 0 + 5 F'(«— 0 +e^.

De plus, on pourra mettre xz à la place de i, et l'on aura

ïx = f(x— xz) -+- xzî' (x—xz)-\- —— f" [x— xz ) -f- etc. ,

où z est une quantité arbitraire quelconque.

Ici ïx représente , comme l'on voit , une fonction quelconque

de * , et f (x — xz) , f" ( x —xz ) , etc. représentent les fonctions

primes, secondes, etc. de ïx , en y substituant x (i—z) à la place
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de x. Mais quoique £r ne représente qu'une fonction de x relati

vement à ses fonctions dérivées , il est clair qu'elle peut représen

ter en général une fonction quelconque de x et d'autres quantités

quelconques , pourvu que ces quantités y soieat regardées comme

constantes dans la formation des fonctions dérivées f'x, f'x , etc.

Si dans la formule précédente on fait z = o, l'équation devient

identique £r=£r, et si on fait s = i, la quantité x— xz s'éva

nouit; de sorte que si on dénote simplement par f, F, f", etc.

les valeurs des fonctions îx , ï'x , P'x , etc. , lorsque x = o , on

aura

ïx = f+ xP -f- Ç f' + etc.

Ainsi , lorsque £r sera .une fonction donnée de plusieurs va

riables x ,y, etc., il n'y aura-qu'à chercher par les règles géné

rales , les fonctions dérivées par rapport à x seul , et y faire en

suite x— o, on aura tous les termes du développement de la

fonction suivant les puissances ascendantes de x ; et il est clair

cfue les valeurs des quantités f ', f", etc. , seront des fonctions

àejr, etc. sans x , toutes dérivées de la fonction primitive , suivant

une loi dépendante de la manière dont la quantité x entrera dans

cette fonction.

34. On pourrait trouver ce développement d'une manière plus

simple , en supposant tout de suite

Cr = A+ Bx+ Cz•-f- Dx3 -f- etc. ,

A , B , C , etc. étant des quantités indépendantes de x. Pour les

déterminer , on considérera que cette équation devant être iden

tique , doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x. Donc , i°. en

faisant jc = o, on aura f=A; 20. en prenant les fonctions primes

de tous ses termes (art. 10, 17), on aura encore l'équation

identique

f'x s= B -f- aCx -f- 5T)x> -+- etc. ,

où, faisant de nouveau x= o, on aura f' = B ; 3°. en prenant
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de nouveau les fonctions primes , on aura

f"x = 2C -f- 2 . 3Bx+ 3 . 4Ea:*+ etc. ,

où , faisant derechef x = o , on aura f" = 2C. Continuant de la

même manière , on trouvera

f'"=a.3D, f"= 2.5.4E, etc.;

d'où l'on tire

A=f, B=f, C=if, D = ^f", etc.,

ce qui donnera , par la substitution , la même série pour ùc que

ci-dessus. Mais cette méthode est moins directe que la précé

dente, et elle suppose déjà la théorie des fonctions dérivées; elle est

d'ailleurs moins rigoureuse , en ce qu'elle suppose de plus que la

somme de tous les termes alfectés de x devient nulle lorsque

x— o , quoique les coefficiens de ces termes augmentent à l'infini

dans les équations dérivées; mais le grand avantage de la méthode

précédente , consiste en ce qu'elle donne le moyen d'arrêter le

développement de la série à tel terme que l'on voudra , et de juger

de la valeur du reste de la série.

Ce problème , l'un des plus importans de la théorie des séries ,

n'a pas encore été résolu d'une manière générale. On pourrait,

à la vérité , le résoudre pour chaque fonction en particulier , par

les méthodes exposées dans le chapitre premier ; mais il serait

impossible de parvenir par cette voie à une solution générale pour

une fonction quelconque.

35. Reprenons donc la formule générale trouvée ci -dessus

( art. 33 ) ,

îx = f ( x—xz ) ~\-xzî' (x — xz) -f- -— f" (x — xz) + etc. ,

et supposons qu'on veuille s'arrêter au premier terme ï(x—xz).

Comme tous les termes suivans sont multipliés par x , nous sup

poserons

tx = f(x—xz) 4- xP ,
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P étant regardé comme une fonction de z , qui devra être nulle

lorsque z = o, puisqu'ulors f(x—xz) devient £r.

Comme cette équation doit avoir lieu , quelle que soit la valeur

de z , qui est arbitraire , son équation prime, relativement à z ,

aura donc lieu aussi (art. i7). On prendra donc les fonctions primes

relativement à cette variable , et il est facile de voir que la fonc

tion prime du terme f(x — xz) sera — xP (x—~xz); car on a

démontré (art. i6) que sijr= f/> , p étant une fonction de x , on a

ainsi en rapportant les fonctions dérivées à la variable z et faisant

p=x—xz, on aura

p' =— x et y =—xî'p=z-—xf'(x— xz).

Donc , à cause que £r ne renferme point z , l'équation prime

relative à z de l'équation ci-dessus, sera

o =— xî' ( x — xz ) + jcP',

P' étant la fonction prime de P relativement à z ; d'où l'on tire

P'=f xz).

On aura donc la valeur de P, en cherchant une fonction de z dont

la fonction prime soit égale à P (x—xz) , et qui de plus soit telle,

qu'elle devienne nulle lorsque z = o. Cette valeur de P ainsi trouvée,

si on y fait z= 1 , on aura

fx = f.+ o7P.

Supposons , en second lieu ,

£r= f(x —xz ) + xzf (x—xz )+x*Q,

Q étant une fonction de z, qui devra être nulle, comme l'on voit ,

lorsque z = o.

En prenant, comme ci-dessus, les fonctions primes relativement

à z , on aura cette équation prime

o =— x? (x~xz) +*f(x—xz}— jc'af' (*—xz) +*'Q',

8
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où les fonctions désignées par f, f" sont les fonctions primes et

secondes de £r relativement à et dans lesquelles on a mis

ensuite x — xz pour x. On tire de là , en effaçant ce qui se

détruit ,

Q'=zf'(a?—xz);

de sorte qu'on aura la valeur de Q en cherchant une fonction de z ,

dont la fonction prime ait la valeur qu'on vient de trouver pour Q',

et qui ait la condition de devenir nulle lorsque z= o. Si ensuite on

fait z sa i , on aura

rx = L-\-xî'.+x*Q.

Soit en troisième lieu,

îx = f(*—xz) +arzF xz) -\-^f f"(x—az ) + x3R,

R étant une fonction de z, qui s'évanouisse lorsque z=o. On trou

vera , en prenant les fonctions primes relativement à z , et effaçant

les termes qui se détruisent mutuellement ,

R',= £F"(*-*z),

la fonction représentée par f" étant la fonction tierce de îx re

lativement à x , transformée par la substitution de x — xz à la

place de x.

Il faudra donc, pour avoir la valeur de R, trouver une fonction

primitive de z , dont la fonction prime soit la valeur précédente de

R', et qui soit telle , qu'elle s'évanouisse lorsque z= o. Cette fonc

tion étant trouvée, on aura, en faisant z sa i ,

fr sa f.+xî' .+f f" . -f a?R ,

et ainsi de suite.

En continuant ainsi , on aura la formule de l'art. 33 ,

for s= f.+ xî' + - f' . + f" • + etc.
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Mais l'analyse précédente a l'avantage de donner la manière d'avoir

les restes xP, x*Q, x*&, etc. de la série, lorsqu'on veut l'inter

rompre à son premier , second, troisième , etc. terme.

36. Voilà le problême résolu analytiquement ; mais comme les

quantités P,Q, R, etc. ne sont connues que parleurs fonctions

primes , il reste encore à remonter de ces fonctions aux fonctions

primitives ; ce qui peut être souvent fort difficile , et même im

possible. v

Cependant, si on connaissait la quantité P, on en pourrait

déduire toutes les autres par les simples fonctions dérivées; car

la comparaison des valeurs de ïx donne

P = zf .zz) + xQ,

et l'on a trouvé f' (x — xz) e= P' ; donc substituant , on aura

P = 2P' + xQ,

d'où l'on tire
 

On a ensuite

Qss£P(x— xz) + xR,

et l'on a trouvé if' (x — xz) ta Q'; donc Q= \ Q' -f- xK ; d'où

l'on tire

x

On trouvera de même
 

et ainsi de suite.

Si on fait P= zp, Q = z»<7, R=zV, etc., on aura
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et la fonction îx deviendra, en remettant i à la place de xzr

îx = î(x— i) -4- ip ,

c=f(x— O+^C*—O + 'V,

-3 f i) + if ( 1\) + f' {X - i) + Pi-,

etc.

Ainsi connaissant le premier reste ip, on pourra connaitre tous

les autres restes ïq , Pr, etc., par les simples fonctions dérivées

relatives à z— et si on prend simplement les fonctions déri-.

yées relativement à i, on aura

9 = —p, »■=—*., 3-, etc.

Par exemple, en faisant îx='- comme dans l'article 4, on aura

f( x— i) a= J ^ , et prenant les fonctions dérivées par rapport

à x, on aura

f(— 0~fl5=7?, f■'(--0 = rré7T, etc.,

or on trouve ,

fx— f(x — i ) I

P i x(x—• i) *

de là en prenant les fonctions dérivées par rapport à * , on tirera

tout de suite

^ — ~p'= x(x-i)^ r=:~" f■ = — x(x-ly ' etc-

Donc si on fait ces substitutions dans les expressions de îx. et

qu'on y mette ensuite x+ i à la place de x , on aura

; i £ 1 i_ , i*

x + i x x(x-J-i) x x* x*(x + i) — elc.,

comme dans l'article cité.

Soit encore îx= y/x , on aura f( x — «) = y/.* — *, et prenant
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les fonctions dérivées par rapport à r ,

f r(*_/)== ! j, etc.

Ici on aura

r) Z

et de là en prenant lés fonctions dérivées relatives à t,

9 =
2 l/x—i X (l/x+ Vx—ï)* '

r — 3 " H

= _ t etc.

8(x— ;)° X (l/x+y/x—0'

Par ces substitutions dans les expressions de £c, on aura, en

mettant x -+- t à la place de a: ,

v/jr-W = v/^H—7=^ 7==^+ 7= -pL= t=-

= V —7= — r—7= +
a/x 8xV/x 8xV/x(\/x+t+\/x)3

= -77= — Ht= + "+* etc>

aV'x 8xy/x ibx'V^x

comme dans le même article cité.

37. On peut aussi tirer directement de la formule de l'art. 3 ,

f (<r + 0 = fx-fiP,

la loi de la série et l'expression des restes , en prenant alterna

tivement les fonctions dérivées par rapport à x et à i-t nous mar

querons ces dernières par un trait placé au bas.

On a d'abord par les fonctions dérivées relatives à x, f (.r-f-j)

= Fx -f- iP' ; ensuite par les fonctions dérivées relatives à 1,

f' (x -f- i) = P -f- tPy; car il est visible que relativement à i, la dé

rivée de f(x-f- i) est la même que relativement à m. On aura donc

ex+iP'^V+iPji d'où l'on tire P = î'x+i (P'— P;).
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Faisons

Q= F-P„

on aura , en substituant la valeur de P ,

f ( x 4- i ) = ix+if'x H- ïQ.

Prenons de nouveau les fonctions dérivées par rapport à x et

par rapport à i , on aura

P(x+t)=f*+'f'*+'*Q' et r«-H)=srx+aiQ4.t«Q/,

donc

f'x + *'Q' = aQ+ iQ, , d'où Q = f'x+/(Q,-<H

Donc si on lait

R=£=£,
a

on aura en substituant ,

f( x+0 = £r 4- if*+ ^* f + ^R.

On trouvera de même , en faisant

c R' — Ri

S~—3— »

f(x + 0 = + /fx+ - f'x+ f'"* + i<S ,

et ainsi de suite.

Si on fait, par exemple , £rs= - , ce qui donne

on aura

donc

P' — 1 i . 1 p i

Q =
x* ( x 4. i ) '

ensuite ,

Q'=— 2 1 o 1
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et de là

on trouvera de même

g— i

— (x + O '

et ainsi de suite , ce qui redonnera la série déjà trouvée.

Mais pour notre objet, il importe moins de connaitre les restes

exacts de la série développée jusqu'à un terme quelconque, que

d'avoir des limites de ces restes pour pouvoir apprécier l'erreur

qu'on peut commettre en ne tenant compte que de quelques-uns

des premiers termes.

38. Pour cela , nous allons établir ce lemme général :

Si une fonction prime de telle que f.r, est toujours positive

pour toutes les valeurs de x , depiùs x = a jusqu'à x— b, b étant

> a , la différence des fonctions primitives qui répondent à ces

deux valeurs de x , savoir , fô— fa, sera nécessairement une quan

tité positive.

Reprenons la formule f(x+ i)s=£r + /P, dans laquelle P

est une fonction de x et i, qui, en faisant t=o, devient f'.r

( art. 3 , 8 ) ; il est évident que si î'x est une quantité positive , la

valeur de P sera nécessairement positive depuis i=o jusqu'à une

certaine valeur de i, qu'on pourra prendre aussi petite qu'on

voudra. Donc lorsque la valeur de la fonction prime i'x est posi

tive , on pourra toujours prendre pour i une quantité positive et

assez petite, pour que la quantité f(a:-f-ï) — fa soit nécessaire

ment positive.

Mettons successivement à la place de x les quantités a, a + i,

a -f- a/ , a4-3i, etc. , a -f* ni , il en résultera que l'on peut prendre i

positif et assez petit pour que toutes les quantités f(a-f- i ) — fa,

f (a -f- 2 1) — f( a -f- i ) , f(a 5/') — f(a+ 2 i) , jusqu'à f[«+ (n -f- 1 ) /' ]

— f(a -\- ni) , soient nécessairement positives, si les quantités

P«, F (a-H), f'(«+2t')> etc. jusqu'à f'fa-f-m) le sont. Donc

aussi , dans ce cas, la somme des premières quantités, c'est-à-dire,

la quantité f(a + ( « +i ) '] — fa sera positive.
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Faisons maintenant a -f- (« + 1 ) i = b , on aura

. _b—a

1 — n + i '

et l'on en conclura que la quantité f&—-fa sera nécessairement

positive, si toutes les quantités Fa, f (a 4- , f (a + .

f'^a etc- jusqu'à f + - ^qpp^) , sont positives ,

en prenant » aussi grand qu'on voudra.

Donc , à plus forte raison , la quantité fZl — & sera positive , si Fx

est toujours une quantité positive, en donnant à x toutes les va

leurs possibles, depuis x=za jusqu'à x—b, puisque parmi ces

valeurs se trouveront nécessairement les valeurs a, a -f- b ~ a

n+ i •

a H „ + 1 , etc. , a -\ n + i , en Prenant 71 aussi grand qu'on

voudra.

5g. A l'aide de ce lemme , on peut trouver des limites en

plus et en moins de toute fonction primitive dont on connaît la

fonction prime.

Soit la fonction primitive Fa dont la fonction prime F'z soit

exprimée par zmZ, Z étant une fonction donnée de z. Soit M la plus

grande, et N la plus petite valeur de Z pour toutes les valeur?

de z comprises entre les quantités a et b, en regardant comme

plus grandes les négatives moindres , et comme moindres les né

gatives plus grandes , ce qui est conforme à la marche du calcul -

puisque , par exemple , — i> — 2 , — 5> — 7, et de même

-.-2 < — 1, et ainsi des autres. Donc les quantités M— Z et

Z— N seront toujours positives depuis s = a jusqu'à z—b, et il

en sera de même des quantités zm ( M — Z ) et zn (Z— N ).

Donc, i°. si on fait f'z = zm(M — Z), on aura par le lemme

précédent ïb — fa>o; or zmZ étant F'z, sa fonction primitive

sera Fz , et comme M est une quantité constante , la fonc-

tiom
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tion primitive de Ma" est —:— : donc on aura

fz = — Fz :
771+i '

et faisant successivement z = a et z = b, l'équation fô—-fa > o

donnera

—— Fô j f- Ffl > o ;

d'où l'on tire

' 771 -)- i

a°. Si on fait f'z = zn ( Z — N) , on aura aussi (b — fa > o , et

l'on trouvera comme ci-dessus,

TV?1"-*-'

fz = Fz —

donc faisant successivement s = a et = £ , l'équation {b — fa > o

donnera

F* — Fa H -7— > o ;
771 -}- i , 771 -f- i

d'où l'on tire

F* > Fa+ W(* ° l

1 77» -f- i

Appliquons ces résultats aux quantités P , Q , R , etc. de

l'art. 35.

Comme ces quantités sont regardées comme des fonctions de z ,

nous supposerons d'abord P = Fz , et par conséquent

F= F'*s=f (a:— xz) ;

donc , puisqu'on a supposé F'z=z"Z, prenant m=o, on aura

. Z—i'(x—xz).

Faisons maintenant a=o et è = i, la condition de la fonction

9
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P , qui doit être nulle lorsque z = o , donnera Fa= o , et alors F£

sera la valeur de P répondant à z = i.

Donc , si M et N sont la plus grande et la plus petite valeur de

f (x—xz) , relativement à toutes les valeurs de z, depuis z= o

jusqu'à z s i , on aura

F*<Met>N. lUP&^AA

Par conséquent M et N seront les deux limites de la quantité P, en

y faisant z — i.

Supposons en second lieu , Q= Fz , on aura

Q' = F'z= zf"(.z — xz);

donc faisant m = i , on aura

Z = f"(x— xz).

Soit pareillement a = o et b = i , on aura aussi par la condition

de la fonction Q , qui doit être nulle lorsque z est nul, Fa=o,

et alors Fb sera égale à la valeur de Q, répondant à^= i.

Donc, si Mi et Ni sont la plus grande et la plus petite valeur

de f" (x— xz) pour toutes les valeurs de z , depuis z= o jusqu'à

s = i , on aura

F» <— et > —•

Mi Ni

de sorte que — et — seront les limites de la valeur Q lorsque s

y est = î.

Supposons, en troisième lieu, R = Fz, on aura

R'=F'z=^ P(x — xz);

donc faisant m = 2 , a= o, b=i ,on trouvera de la même ma

nière que si Ma et N2 sont la plus grande et la plus petite valeur

de^fm(x— xz), en donnant à z toutes les valeurs depuis zérQ
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Jusqu'à l'unité, on aura et pour les limites de la valeur de

la quantité R , lorsqu'on y fait z = i .

Et ainsi de suite.

Maintenant il est clair qu'en donnant à z , dans une fonction

de x(i — z) , toutes les valeurs depuis z = o jusqu'à z = i , les

valeurs que recevra cette fonction seront les mêmes que celles

que recevrait une pareille fonction de u , en donnant successive

ment à u toutes les valeurs depuis u = o jusqu'à uz=x; car fai

sant x ( i — z) = u , z = o donne u= x, z = i donne u = o ,

et les valeurs intermédiaires de z donneront des valeurs de u

intermédiaires entre celles-ci. D'où il est aisé de conclure que les

quantités M et N seront la plus grande et la plus petite valeur de

de Pu, relativement à toutes les valeurs deu, depuis u=o jusqu'à

u = x ; et que par conséquent toute valeur intermédiaire entre

M et N pourra être exprimée par ï'u, en donnant à u une valeur

intermédiaire entre o et x. Donc la valeur de la quantité P relative

à z = i pourra être exprimée par Cu , u étant une quantité entre

0 et x. On en conclura de même que la valeur de Q répondant à

s = i , pourra être exprimée par - Pu, en donnant à m une valeur

intermédiaire entre o et.z. Et on en conclura pareillement, que

la valeur de R relative à z = i pourra être exprimée par ^-g î'"u^

en prenant pour u une quantité entre o et a:.

Et ainsi de suite.

4o. D'où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par

sa simplicité et sa généralité , qu'en désignant par u une quantite

inconnue , mais renfermée entre les limites o et x, on peut déve

lopper successivement toute fonction de x et d'autres quantités

quelconques suivant les puissances de x, de cette manière ,

£r = f. + XÏ'u

= f. + x('. -h - f". + -4 f'"«,
' 2 a. 3 »

etc. ,
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les quantités f., P., f"., etc. étant les valeurs de la fonction £c

et de ses dérivées f'x, F'x, etc., lorsqu'on y fait x=o.

Ainsi pour le développement de f(z-f-.r), suivant les puis

sances de x, on aura

f. = fc, f'. = f'z, P.bsPs, etc.,

où l'on remarquera que les quantités f'z , f"z , etc. sont également

les fonctions primes, secondes, etc. de fz, ce qui est évident, car

il est visible que f'(z-f-.r),f"(z-HJc), etc. sont également les

fonctions primes, secondes, etc. de f(z+x), soit qu'on Les

prenne relativement à x ou relativement à z, puisque l'augmen

tation de z +x est la même , en changeant x en x + i , ou z

en z + i.

Prenant donc fz, Pz, etc. pour les fonctions dérivées de ù,

on aura

f(z-f-x) =3 fe -f. Xf(z-f.«),

= fis + xfz + yf"(z-f-Il),

B- fe + *P* + ~ ft + £j P'(*-f-«),

etc. ,

où « désigne une quantité inconnue , mais renfermée entre les

limites o et x.

En changeant z en x et x en i , on aura le développement de

f(x+i) suivant les puissances de *j et l'on voit que dans ce

développement la série infinie, à commencer d'un terme quel

conque , est toujours égale à la valeur de ce premier terme , en

y mettant x-\-j à la place de x, j étant une quantité entre o

et i; que par conséquent la plus grande et la plus petite valeur

de ce terme , relativement à toutes les valeurs de j , depuis o

jusqu'à i, seront les limites de la valeur du reste de la série con

tinuée à l'infini.

Si on fait fz=zm, on aura le développement du binome (z -\-x )m,

et on en conclura que la somme de tous les termes, à commencer
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d'un terme quelconque

m ( m — 1 ) ( m — n + 1 )

Z'
1 . 1 n

sera renfermée entre ces limites

m ( m — 1 ) (tm — n + 1 )

1 .a

et
m (m — 1 ) ( m — 7l+ 1 ) (z + .r)m~"x";

1 .2 71

car il est évident que la plus grande et la plus petite valeur

de (2 + u )m~" seront (z+a:)m-" et zm~".

La perfection des méthodes d'approximation dans lesquelles on

emploie les séries , dépend non-seulement de la convergence des

séries , mais encore de ce qu'on puisse estimer l'erreur qui résulte

des termes qu'on néglige ; et à cet égard on peut dire que presque

toutes les méthodes d'approximation dont on fait usage dans la

solution des problèmes géométriques et mécaniques, sont encore

très-imparfaites. Le théorème précédent pourra servir dans beau

coup d'occasions à donner à ces méthodes la perfection qui leur

manque , et sans laquelle il est souvent dangereux de les employer.

On trouve dans la leçon IX du Calcul des Fonctions, ime méthode

plus simple d'avoir les limites du développement d'une fonction ,

avec de nouvelles remarques sur ce sujet. Voyez aussi un Mé

moire de M. Ampère, dans le tome VI du Journal de l'Ecole

Polytechnique.
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CHAPITRE ML

Des Équations dérivées et de leur usage dans l'analyse pour

la transformation des fonctions. Théorie générale de ces

équations et des constantes arbitraires qui y entrent.

4i. Jusqu'à présent nous n'avons considéré les fonctions déri

vées, que comme pouvant servir à la formation des séries; mais

ces fonctions, considérées en elles-mêmes, offrent un nouveau

système d'opérations algébriques, et fournissent des transforma

tions qui sont d'un usage immense dans toute l'analyse.

Nous avons déjà vu (art. 17) , que si on a une équation quelconque

en x et y, ou simplement en x , laquelle doive avoir lieu quelle

que soit la valeur de x, les équations dérivées qu'on obtiendra,

en prenant les fonctions dérivées de chaque terme de la proposée -

auront lieu aussi. Chacune de ces équations , et même une com

binaison quelconque de ces équations , pourra donc tenir lieu de

l'équation primitive ; et on obtiendra souvent par ce moyen des

équations subsidiaires plus simples ou plus faciles à résoudre que

les équations principales.

Nous avons nommé équations primes , secondes , etc. , les équa

tions dérivées qu'on obtient en prenant les fonctions primes , se

condes , etc. de tous les termes de l'équation primitive donnée ;

mais nous nommerons en général équations dérivées du premier

ordre, du second ordre, etc., les équations qu'on pourra former

par une combinaison quelconque de l'équation primitive et de

son équation prime, ou de celles-ci et de l'équation seconde, et

ainsi de suite.

Ainsi l'équation primitive contenant x et l'équation dérivée



PREMIÈRE PARTIE , CHAP. VII. 71

du premier ordre contiendra x , y et y, l'équation dérivée du

second contiendra x,j, f ety ; et ainsi du reste.

i

4a. Nom allons montrer, par quelques exemples, l'usage des

équations dérivées pour la transformation des fonctions. Et d'abord

nous remarquerons que par la combinaison d'une fonction avec

sa fonction prime , on peut faire disparaitre un exposant quelconque.

Soit l'équation^. = Xm, X étant une fonction quelconque de x,

en prenant les fonctions primes, on aura (art 16),

y' = mXm— X';

donc , divisant cette équation par la précédente , on aura

•2- = ^, savoir, X/—mX'j=o,

équation dérivée du premier ordre où la puissance Xm ne se trouve

plus , et qui dans cet état , est bien plus commode pour déve-

opper la valeur dejr en série, par la méthode usitée des coefficiens

indéterminés.

En effet , si on a , par exemple ,

X = a + bx + ex* -f- dx3 -f- etc. ,

et qu'on suppose

y = A + Bor+Cx•-f.Dx3+ etc. ,

on aura , en prenant les fonctions primes ,

X'= b -f- 2cx Zdx* -f- etc. ,

y= B -f- nCx 4- 3Dx»+ etc. ;

donc , substituant et réunissant les termes affectés de la même

puissance de x , on aura

aB —■ mbk -f. [aaC + bB — m (sicA -f- bB)] x

+OD+ 26C + cB —m (3dAH- scB + bC)]x*

4- etc. =jpj&t
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équation qui devant être identique , c'est-à-dire avoir lieu quel

que soit x, pour que l'expression supposée dey soit vraie, donnera

autant d'équations particulières qu'il y a de différentes puissances

de x , et on tirera de ces équations ,

BmoA.

a

q amcA -f- (m — i ) bB

o. a

U Ta *

etc.

On aura ainsi successivement tous les coefficiens B , C, D , etc.

par des formules dont la loi est visible , et qu'on pourra par con

séquent continuer aussi loin qu'on voudra.

Mais le premier coefficient A demeure indéterminé ; il faut ,

pour le déterminer , recourir à l'équation primitive jr= Xm ; fai

sant x=.o, on a d'un côté X=a, et de l'autre y=:A; donc

A == am.

43. On peut de même, par les fonctions dérivées, faire dispa

raitre les logarithmes, les exponentielles et les sinus et cosinus.

En effet, si ^ = 1X, on aura l'équation du premier ordre

y'X.— X' = o; si jr=ex, on aura celle-ci,^'— X^=o; mais

pour faire disparaitre les sinus ou cosinus , il faudra aller à une

équation du second ordre.

Soit donc y= sin X , X étant toujours une fonction quelconque

de x, en prenant les fonctions primes, on aura (art. i4) ,

y=x'cosx,

et, prenant de nouveau les fonctions primes ,

ysa X" cos X— X'* sin X j

donc, éliminant de ces trois équations sin X et cos X, on aura

cette équation dérivée du second ordre,,

X'y—Xy+X'^sso,

où
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où il n'y a plus de transcendantes ; on trouvera la même équation

en faisant y = cos X.

Si on fait ici pour X et y les mêmes sùbstitutions que ci-des

sus ( art. 4a ) , et qu'après avoir ordonné les termes suivant les

puissances de x , on égale à zéro la somme de tous ceux qui se

trouveront multipliés par la même puissance de x , on aura autant

d'équations particulières qui serviront à déterminer les coefficiens

indéterminés de l'expression supposée de y par les deux qui pré

cèdent. A l'égard des deux premiers, ils demeureront indéterminés ;

mais il faudra les déterminer de manière que l'équation primitive

et l'équation prime aient lieu en faisant x= o. Or l'équation

y—sin X devient alors A=sin a , et l'équationy—X'cosX devient

B zss b cos a.

44. Non-seulement l'équation dérivée du second ordre que nous

venons de trouver, peut servir à développer en série la valeur

de sin X ou cos X ; elle peut servir aussi à trouver une autre

transformation de cette valeur , au moyen des exponentielles.

Supposons , en effet , y= ev, e étant le nombre dont le loga

rithme hyperbolique est l'unité (art. i2), et V une fonction indé

terminée de x ; en prenant les fonctions primes et secondes, on

aura

y' = V'eV , y= (V"-H V" ) f

et ces valeurs étant substituées dans l'équation dont il s'agit , on

aura, après la division par la quantité ev qui en multiplie tous

les termes,

X' ( V"-f- V") — X"V' -f- X'3 = o.

J'observe qu'on peut satisfaire à cette équation en faisant

V'= mX',

m étant un coefficient constant , ce qui donne V"= niS."; car

substituant ces valeurs, l'équation se réduit à

(1 -J-/»*)X'3 = o;

donc

1 -f- m* = o et m — \/— * -

i0
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Ainsi on aura

V'=XY-i;

et de là , en remontant à l'équation primitive ,

V = X |/— i + a ,

a étant une constante arbitraire ; donc

en faisant e* = A pour plus de simplicité.

On aura donc

= AexV-> f

et comme le radical \/— i peut être pris également en plus et

en moins, on aura également

B étant une autre constante arbitraire ; en effet , il est aisé de

voir que chacune de ces deux valeurs satisfait à l'équation

; xy'-xy + x^ = o;

et on voit aussi facilement que leur somme y satisfait encore ,

parce que les quantités y , y', j" n'y sont que sous la forme

linéaire. De sorte qu'on aura en général,

A et B étant de nouveau deux coefficiens indéterminés comme

ci- dessus.

Cette expression de^ convient également à sin X et à cos X ;

la différence consiste dans les constantes A et B qui doivent se déter

miner par la comparaison des valeurs de^ et de^' pour une valeur

quelconque de X. Ainsi , puisque sin X doit devenir nul lorsque

X = o par la nature des sinus , il faudra que l'on ait A-r-B=o;

de plus ,y étant =X' cos X, et l'expression précédente dey donnant

y= X' ( AexV-< — B<r-X V-> ) y/— j } 0n aura

cos X= ( Aex V-' — B<r-X V— ) |/— ij



PREMIÈRE PARTIE, CHAP. VIL- 7^

faisant X = o, on sait que cosX= 1 ; donc (A — B) i/— 1 = !•

Ces deux équations donnent

A——)— et B= 7— ;
a \/— i a y/— i

donc enfin,

sin X :

On trouvera de la même manière ,

cos X = ,

expressions connues , et que nous avions déjà trouvées par une

autre voie ( art. aa ).

45. Dans les exemples précédens, nous avons cherché l'équa

tion dérivée , et nous avons ensuite déterminé par cette équation

la valeur de la fonction primitive jr. Cette dernière opération est,

comme l'on voit , l'inverse de celle par laquelle on descend de la

fonction primitive aux fonctions dérivées ; elle peut toujours s'exé

cuter par le moyen des séries, en employant, comme nous l'avons

fait, une série avec des coefficiens indéterminés, et faisant des

equations separees des termes affectés de chaque puissance de x.

De cette manière , on détermine les coefficiens les uns par les autres,

et on a souvent l'avantage d'apercevoir la loi générale qui règne

entre ces coefficiens.

Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient

par la méthode des art. 33 et suivans ; car il n'y a qu'à chercher

successivement les valeurs des fonctions dérivées, et si on désigne

Par (jr)} (y)} (y") j etc-, les valeurs de j., y, y", etc. lorsque

ï = o,onaen général

.Cette formule a l'avantage de faire voir la raison pourquoi il reste
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des coefficiens indéterminés, comme nous l'avons trouvé ci-dessus.

En effet , si on veut déterminer la valeur de / par une équation

dérivée du premier ordre , cette équation donnera la valeur dey'

en x et / , et de là on trouvera une équation du second ordre en

/", /',/, x, une équation du troisième en/"', y', y ,x, et ainsi

de suite ; de sorte qu'en substituant successivement dans ces équa

tions les valeurs de y', y", etc. données par les équations précé

dentes, on aura en dernière analyse/', y", y'", etc. exprimés en x

et/. Donc , faisant x=o , on aura (y' ) , (y" ) , (y'" ) , etc. exprimés

en (y ) qui demeurera indéterminé.

De même, si on ne fait dependre la détermination dey que d'une

équation dérivée du second ordre en x, y, y1 ety", on en tirera

successivement une équation tierce entre x ,y,y', y", y'", et ainsi

de suite ; et par des substitutions successives , on aura en dernière

analyse,/",/'", etc., donnés en x, y, y'; de sorte qu'en faisant

x = o, on aura les valeurs de (/"), (/"')? (/'T), etc., expri

mées en (/) et (/') , ces deux quantités demeurant indétermi

nées ; et ainsi de suite.

Ainsi , lorsqu'on part d'une équation dérivée du premier ordre ,

il reste une indéterminée (/); lorsqu'on part d'une équation du

second ordre, il reste deux indéterminées (/) et (/') , et ainsi

de suite ; et l'on voit que ces indéterminées sont constantes , puis

que ce sont les valeurs de / ,/',/", etc., lorsque x=o.

46. Quoique la conclusion précédente soit fondée sur la théorie

des séries , il n'est pas difficile de se convaincre qu'elle doit avoir

lieu généralement , quelle que soit l'expression de / , puisqu'on

peut toujours regarder une expression en série comme le déve

loppement d'une expression finie. Mais comme c'est là une pro

priété caractéristique des équations dérivées entre deux variables ,

il est important de l'établir sur la nature même de ces équations.

Considérons donc en général l'équation à deux variables

F(o*,/) = o, et désignons simplement par F{x,y)'t=o son

équation prime, par F (x,/)" = o, l'équation seconde, et ainsi

de suite } en regardant x et / comme variable à-la-fois. Soient
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a, b, c, etc. des constantes quelconques contenues dans la fonc

tion F(x,y), ces constantes seront les mêmes dans les fonctions

dérivées; ainsi , puisque les équations F(jc,j)=o et F(.r,^.y=o

ont lieu en même temps , on pourra en éliminer une constante a ,

et l'équation résultante sera une équation du premier ordre entre

x,y et j', qui renfermera une constante de moins que l'équation

primitive, et qui aura par conséquent lieu en même temps que celle-

ci. De même les trois équations F(jc,j)=o, Y(x,j)'=o, F(jc,j)"=zo,

avant lieu à la fois , on pourra en éliminer deux constantes a , b ■ et

l'équation résultante sera une équation du second ordre entre

x ? J, y et j"i renfermera deux constantes de moins que

l'équation primitive, et qui aura lieu en même temps qu'elle ; et

ainsi de suite.

Donc , puisque dans les équations à deux variables , une équa

tion du premier ordre peut renfermer une constante de moins

que l'équation primitive, une équation du second ordre peut ren

fermer deux constantes de moins que l'équation primitive , et ainsi

de suite , il s'ensuit réciproquement que l'éqUation primitive doit

contenir une constante de plus que Féquation dérivée du premier

ordre, deux constantes de plus que l'équation dérivée du second

ordre, et ainsi de suite, constantes qui seront par conséquent

arbitraires ; et il est visible en même temps qu'elles ne sauraient

en contenir davantage , puisqu'on ne pourrait pas les faire dispa

raitre toutes par le moyen des équations dérivées.

Donc , si l'on n'a pour la détermination d'une fonction qu'une

équation du premier ordre , ou .du second , ou etc. , l'équation pri

mitive, prise dans toute sa généralité, devra contenir une cons

tante arbitraire, ou deux, etc., suivant l'ordre de l'équation donnée:

et on déterminera ces constantes par des valeurs particulières don

nées de la fonction ou de ses dérivées.

Si donc on trouve d'une manière quelconque une équation en

x ety qui satisfasse à une équation donnée d'un ordre quelconque ,

et qui renferme autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unités

dans l'indice de cet ordre , on en conclura que cette équation sera

l'équation primitive de l'équation donnée , et pourra , dans tous les

cas', être employée à la place de celle-ci.
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47. Au lieu d'éliminer à la fois les deux constantes a et b des trois

équations j)=o, F(x,y)' — o, F (x ,y)"= o , on peut

n'éliminer d'abord que la constante b ou a des deux premières ;

on aura ainsi deux équations du premier ordre , dont l'une ne ren

fermera que la constante a, et l'autre la constante b. Si maintenant

on élimine de chacune de ces équations la constante a ou b par

le moyen de son équation prime , on aura deux équations du second

ordre sans a ni b, qui devront coïncider avec l'équation résultante

de l'élimination simultanée de ces constantes , par le moyen des

trois équations F (x , y) — o , F (x ,y)'=o , Ffx^f=o,

parce que la valeur de y" que ces équations du second ordre

donneront , et qui sera exprimée en x , y et y", sans a ni b , ne

peut qu'être la même , de quelque manière qu'elle soit déduite de

l'équation primitive.

D'où l'on peut conclure qu'une équation du second ordre peut

être dérivée de deux équations différentes du premier ordre , ren

fermant chacune une constante arbitraire de plus.

Et l'on prouvera de la même manière, qu'une équation du troi

sième ordre pourra être dérivée de trois équations différentes du

second ordre , renfermant chacune une constante arbitraire ; et

ainsi de suite.

En même temps on voit que si pour une équation donnée du

second ordre, on en trouve deux du premier ordre qui satis

fassent chacune à cette équation , et qui renferment chacune une

constante arbitraire a ou b , on en pourra déduire immédiatement

l'équation primitive ; car il suffira de chasser de ces équations la

quantitéy', et l'on aura une équation en x et y , avec deux cons

tantes arbitraires a et b.

Il en sera de même pour les équations du troisième ordre ; car

si on trouve trois équations du second ordre qui satisfassent cha

cune à une équation du troisième ordre , et qui aient en même

temps les constantes arbitraires a, b, c, on aura, en éliminant^-'

ety", une équation en x ,y et a, b, c, qui sera par conséquent

l'équation primitive de l'équation donnée ; et ainsi de suite.

48. Mais si pour une équation du second ordre on en trouve



PREMIÈRE PARTIE , CHAP. VII. 79

deux du premier ordre qui y satisfassent , et dont une seule reu-

ferme une constante arbitraire, alors en éliminanty\ on aura une

équation enx ety, qui ne renfermera qu'une constante arbitraire,

et qui ne sera pas Féquation primitive complète de la proposée du

second ordre ; mais cette équation satisfera également aux deux

du premier ordre , puisqu'elle satisfait à celle du second ordre ,

qui est également dérivée de ces deux-ci; donc elle pourra être

regardée comme l'équation primitive complète de l'équation du pre

mier ordre qui ne renferme point de constante arbitraire. D'où je

conclus qu'étant proposée une équation du premier ordre en x , y

et y', si on en déduit d'une manière quelconque une équation du

second , soit en éliminant une constante ou non , et qu'ensuite on

trouve une autre équation primitive du premier ordre , avec une

constante arbitraire a , on aura , par l'élimination dey' entre celle-

ci et la proposée , une équation en x et y qui contiendra la cons

tante arbitraire a, et qui sera par conséquent l'équation primitive

complète de la proposée.

On prouvera de la même manière que si de la proposée du

premier ordre on déduit une équation du troisième ordre , et

qu'ensuite on trouve pour celle-ci une équation primitive du second,

avec une constante arbitraire dans laquelle la proposée ne soit pas

renfermée , il n'y aura qu'à éliminer les y" et y' au moyen de la

proposée , et l'on aura une équation en x ety qui renfermera une

constante arbitraire, et qui sera par conséquent l'équation primi

tive complète de la proposée ; et ainsi de suite.

On peut appliquer le même raisonnement aux équations des

ordres supérieurs au premier , et en tirer des conclusions sem

blables.

Le sujet de ce chapitre est traité avec plus de détail dans les

leçons X, XI et XII du Calcul des fonctions, où le lecteur trou

vera une analyse complète des sections angulaires.
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CHAPITRE Vin,

Où l'on examine les cas simples dans lesquels on peut passer

des fonctions ou des équations dérivées du premier ordre

aux fonctions ou aux équations primitives. Des équations

linéaires des dijfèrens ordres, et de celles qu'on peut rendre

linéaires.

4g. Une équation du premier ordre enar,/ et^' étant donnée,

si on peut , par des opérations quelconques , la ramener à la forme

ï(x ,jr)'z=zo, oùf(x,y)' désigne la fonction prime d'une fonc

tion de x,y, marquée par f(x,y), on aura sur-le-champ

l'équation primitive f (x , y)=a, dans laquelle a sera la constante

arbitraire.

Par exemple, l'équationy'=o donne sur-le-champy—a; l'équa

tion xy'-—y= o étant divisée par x*, se réduit à ^ )= o ; j'en

tends par (£ ^ la fonction prime de la quantité ^ renfermée entre

les deux crochets ; d'où l'on tire = a , ou bien , en divisant la

même équation par xy, elle devient

 

dans laquelle les variables x ,y ne sont plus mêlées ; prenant donc

la fonction primitive de chaque terme, on aura

\y — \x = la ,

la caractéristique l indiquant les logarithmes hyperboliques ; d'où

l'on tire - = a , comme plus haut.

En
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En général , si on peut réduire l'équation à la forme

£c+/Fj= o,

où les variables sont séparées , il n'y aura qu'à prendre les fonc

tions primitives de £x et de y'Fy , et faire la somme égale à une

constante arbitraire a ; et la même chose aura lieu si on peut ra

mener la proposée à cette forme , par une substitution quelconque.

Soit , par exemple , une équation de la forme

je fais ^ = u ; donc y = xu , y' = xu' u ; et l'équation devient ,

par ces substitutions,

xu' -f- u = £u ,

laquelle peut se mettre sous la forme

I , u'

- H 7- = o,
X U — tu '

qui est comprise dans la précédente.

Si on avait l'équation y —xîf, au lieu de la réduire à la

forme précédente , j'en prendrais les fonctions primes , ce qui me

donnerait

équation réductible à la forme

x + fy-y -°'

et qui, en faisant f= «, rentre encore dans le cas précédent.

Ayant trouvé ainsi une équation primitive entre x et u avec une

constante arbitraire, c'est-à-dire entre xety'j on chassera y' par

le moyen de la proposée , et l'on aura une équation entre x ety

avec la constante arbitraire, laquelle sera, par conséquent,

11
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l'équation primitive complète de la proposée. Cette dernière mé

thode est , comme l'on voit , une application de la théorie de

l'article précédent.

5o. De cette manière on ramène , comme l'on voit , la recherche

des fonctions primitives de deux variables, à celle des fonctions

primitives d'une seule variable ; mais comme on n'y parvient or

dinairement qu'en employant pour x et y d'autres variables ,

comme t et «, c'est-à-dire en substituant pour x et y des fonc

tions données de t et u, il faut observer, à l'égard de ces substi

tutions, que u devenant fonction de t en vertu de l'équation qui

a lieu entre x et y , ces deux variables devront être aussi re

gardées comme fonctions de t. Donc, ayant supposé /=fr, on

aura , en regardant maintenant x et y comme fonctions de t ,

y'— x'Cx (art. i6) ; mais lorsqu'on regarde simplement comme

fonction de x, on ay'=f'x, comme nous l'avons fait jusqu'ici;

donc , pour passer de cette hypothèse à celle où x ety sont fonc

tions de f, il faut mettre à la place dey', la quantité 3L.

Ainsi, ayant à transformer l'équation y'= F (x, y) , on com

mencera par la changer en y'= x'F (x, y), ensuite on y subs

tituera pour x , y , x', y' leurs valeurs en t, u et u', où u' sera

la fonction prime de u regardé comme fonction de t.

De même, puisque^" est la fonction prime de^', regardé comme

(£>'
fonction de x, il faudra substituer poury la quantité , - , c'est-

v* v'x" .
à-dire pi — ~^r> e* a,nsi de suite.

Donc, si dans une équation, au lieu de regarder y comme fonc

tion de x, on voulait réciproquement regarder x comme fonction

de y, alors la fonction prime de y deviendrait l'unité, et l'on y

substituerait simplement -, pour y, — — pourj"j et ainsi de suite.

5i. Il y a , au reste, une manière générale de trouver l'équation

primitive d'une équation dérivée d'un ordre quelconque; elle con
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siste à rendre le premier membre de l'équation, dont le second

est zéro, une fonction dérivée exacte par le moyen d'un multiplica

teur. On trouvera dans la leçon XIII du Calcul des Fonctions , une

démonstration de l'existence de ce multiplicateur , dans toutes les

équations dérivées; mais la recherche en est le plus souvent très-

difficile , ce qui rend cette méthode plus curieuse qu'utile.

52. Quant à la manière de trouver les fonctions primitives des

fonctions d'une seule variable, comme de Fa: ou de^'Fj-, on sait

que si Fx est une fonction rationnelle de x, on peut toujours la

décomposer en différens termes de la forme xm ou ^ ^m ,

m étant un nombre entier positif, et a -f- bx un facteur du déno

minateur de la fonction , s'il en a un. Ainsi la fonction primitive

de Fx sera composée d'autant de termes de la forme m_^_l et'—— ou lx si m =— 1 , et v ' - si m= 1 : et il en

0(1 — m ) ' ' 0 '

sera de même de la fonction primitive deyF? (art. 3a ).

Si Fx contient des quantités irrationnelles, on les fera dispa

raitre par des substitutions , ce qui n'est possible en général

par les méthodes connues , que pour les radicaux de la forme

y/(a -f-fcc-f- cx%). Quand il y a dans Fx des radicaux plus com

pliqués , ou même quand il y a plus d'un radical de cette forme , la

recherche de la fonction primitive devient impossible en général

par les méthodes connues; et on ne peut l'obtenir que par le moyen

des séries , soit en faisant disparaitre les radicaux par leur résolu-

tion en série , soit en employant la méthode générale pour le dé

veloppement en série de toute fonction de a: (art. 33). Pour cela,

on supposera fx = For ; de là on aura

ï"x= F'x , î"'x = F"x , etc.

Donc la valeur de £r , fonction primitive de Fx , sera représentée

ainsi.

X

2
îx = f. + *F. + f F'. +0 F"' etc. ,'
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les quantités f., F., F', etc. étant les valeurs de ïx,Tx,T'x, etc.,'

lorsque x = o , où l'on voit que f. sera une constante indéterminée.

55. Si , pour une équation proposée d'un ordre quelconque , on

parvient à trouver une équation d'un ordre inférieur qui ne ren

ferme point de constantes arbitraires , ou qui n'en renferme pas

autant qu'il peut y en avoir , alors cette équation ne pourra pas

être regardée comme une équation primitive complète , mais elle

ne sera qu'un cas particulier de cette équation , dans lequel on

aurait donné aux constantes arbitraires des valeurs particulières.

Mais il y a un cas très-étendu , dans lequel il suffit d'avoir plu

sieurs valeurs particulières de y en x pour pouvoir en obtenir la

valeur complète ; c'est celui où l'équation d'un ordre quelconque

ne renferme les y , y\ y", etc. que sous la forme linéaire.

Soit , en effet , proposée l'équation

Ar+B/+ C/'+ D/" -f- etc. = o ,

dans laquelle A , B, C, etc. soient des fonctions données de x seul.

Soient p, q , r, etc. des fonctions différentes de x , qui, étant substi

tuées pourj-, satisfassent chacune en particulier à cette équation,

je dis que l'on aura en général

y~ aP +h -f- cr+ etc. ,

a,b, c, etc. étant des constantes arbitraires; ce qui est evident;

car cette expression de y étant substituée dans la même équation ,

y satisfera indépendamment des constantes. D'où il suit que si

le nombre des valeurs particulières p, q, r, etc. est égal à celui

de l'ordre de l'équation proposée , c'est-à-dire à l'indice de la

fonction dérivée y"'etc- la plus élevée , on aura l'expression

complète de y. L'analyse de l'article 44 fournit un exemple de

cette méthode.

Mais il y a plus : on peut alors trouver aussi la valeur com

plète de y , qui satisfera à l'équation

Ar+B/4-Cy+ etc.=X,

X étant aussi une fonction quelconque de x.
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Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce genre d'ana

lyse , je crois devoir l'exposer ici en peu de mots.

54. Supposons que l'équation proposée soit du troisième ordre ,

on verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quel

conque. Soit donc l'équation

Ar+B/+cy+y'=x5

et soient p , q,r trois valeurs différentes et particulières de/ et x ,

qui satisfassent à l'équation

A/ +B/+C/'+/"=o;

ensorte que l'on ait

Ap + Bp' + Cp" +p'"= o ,

A7 + %'+(Y'+ /" = o,

Ar + B/-' + Cr" -f- = o.

Supposons y= ap -+- bq + cr , et regardons a , b , c comme

trois fonctions inconnues de x qu'il s'agira de déterminer ; en

prenant les fonctions primes , secondes et tierces de y , on aura

d'abord

y' = ap' -f- bq'-\- cr' +pa' -f- qb' -f- rc'.

Je suppose pa'-\- qb' -f- rc' = o , j'aurai simplement

y' = ap' ~\~ bq' -f- cr1 .

De là en prenant de nouveau les fonctions primes, j'aurai

y"=a/>" + bq"+ cr"+ a'p' + b'q'+ cV.

Je suppose derechef a'p' -f- b'q'+ c'r1 = o, j'aurai simplement

y" = ap'' + bq"+cr";

d'où je tire , en prenant encore les fonctions primes ,

y'"-=ap,"+bq">+ cr'" + a'p"+ b'q"+ c'r".
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Je substitue maintenant les valeurs de y, y', y" et y"' dans l'équa

tion proposée , il est visible que par la nature des quantités p, <j, r,

les termes qui contiendront a, b} c se détruiront , et il ne restera

que l'équation

qui étant combinée avec les deux équations supposées

a'p -f- b'q -f- c'r = O ,

a'p' + +cV=o,

servira à déterminer les trois quantités a', V, c\ les quantités p,

q , r et leurs fonctions primes et secondes étant connues , ainsi que

la quantité X.

Supposons donc qu'on ait trouvé a' = P, V ■=. Q, c' = R, ces

quantités P , Q , R étant des fonctions connues de x , il n'y aura

qu'à les regarder comme des fonctions primes et en chercher les

fonctions primitives , qui contiendront chacune une constante

arbitraire qui pourra lui être ajoutée. On aura ainsi les valeurs

des inconnuès a, b, c , qu'on substituera ensuite dans l'expres

sion de y.

55. Lorsque l'équation n'est que du premier ordre, on n'a besoin

que d'une valeur p , et on peut toujours la trouver ; car on a alors

l'équation Ap-\- p'= o, à laquelle satisfait cette valeur p —e—* .

M étant la fonction primitive de A , de manière que M'= A , et e

dénotant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est

l'unité; en effet, on aura, en prenant les fonctions primes,

p' =— M'e-™ =—Ap.

Pour les équations d'un ordre supérieur au premier , il n'y a pas

de méthode générale pour trouver les valeurs de p,qy etc. , à

moins que les coefhciens A, B, C, etc. ne soient constans. Mais,

dans ce cas , il est aisé de les trouver ; car il n'y a qu'à supposer

p — emz, m étant une constante indéterminée , on aura

p' = niemx , p" = ;»*emx, etc. j
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donc l'équation

Ap -f- R»'+ Cp" + Dp"' + etc. = o

deviendra

A -f- Bm + Cm" -f D/»3 -f- etc. = o ,

laquelle sera, généralement parlant, d'un degré égal à l'ordre de

l'équation proposée. Elle aura donc autant de racines qu'il y a

d'unités dans ce degré ; et si on désigne ces racines par m, n, etc. ,

on aura

p= emI , q = enx , etc. ;

de sorte que dans ce cas, la difficulté est réduite à la résolution

des équations.

56. On peut souvent rendre linéaires des équations qui ne le

sont pas, par le moyen des substitutions; et comme cette trans

formation est toujours avantageuse , voici deux cas très-étendus

où elle réussit :

Le premier est celui de l'équation

y = xfy' + Tj',

qui est plus générale que celle que nous avons traitée ci-dessus

(art. 54). J'en prends d'abord les fonctions primes, j'ai

je fais j'= z , et par conséquent j" = z', j'ai

z=xz'Pz+k+z'Fz,

équation du premier ordre en x et z , où z est censé fonction de x.

Maintenant je regarde x comme une fonction de z ; il faudra

mettre -g à la place de z'(art. 5o), et il viendra l'équation

xî'z + ( fz — z) x'+ F'z = o ,

qui est, comme l'on voit, du premier ordre, et linéaire en x. On

pourra donc, par la méthode précédente , en trouver l'équation
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primitive en or et z ; mais la proposée , par la substitution de 3

au lieu de y', devient

y = xùz+ Fz ;

éliminant donc z de ces deux équations , on aura une équation en x

et y , qui sera l'équation primitive de l'équation proposée.

Le second cas est celui de l'équation

y+M^+N= o,

M et N étant des fonctions de x. Ici je faisj= ^ , ce qui donne

y — Ms Ma* M'a '

substituant ces valeurs et multipliant par Mz , l'équation devient

f

qui est, comme Ton voit, du second ordre, mais linéaire par rap

port à z.

Supposons qu'on ait trouvé d'une manière quelconque deux

valeurs particulières de^ en x, c'est-à-dire sans constante arbi

traire , que nous dénoterons par p et q. Pour la valeur p , on aura

^j— =/?, d'où l'on tire z =ep, en dénotant par P la fonction pri

mitive de pM ; on aura de même pour la valeur q , z = eQ ,

Q étant la fonction primitive de qM. Ayant ainsi deux valeurs

particulières de s , on aura la valeur complète ( art. 53 ) ,

z= ae? -f- beQ ,

r

aetb étant deux constantes arbitraires ; donc , puisque y =s j^- et

que P' = pM. , Q' = qM, on aura cette valeur complète dey,

npeP -f- bqeQ

c'est-à-dire ,
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c'est-à-dire, en faisant - = c,

_ P + cqeQ-V

J— 1+eeQ-P'

où c est la constante arbitraire.

Par exemple , si N=— mM , m étant une constante , il est aisé

de voir que l'on satisfera à la proposée en r , en faisant y= Vm \

et à cause de l'ambiguité du radical, on aura

P — Vm, q — —\/m;

donc , nommant L la fonction primitive de M, on aura.

P = L \/m , Q 3=—L y/m , .

et la valeur complète de y sera

Au reste , dans ce cas , l'équation proposée peut se mettre sous

la forme

-r^— -+M =0,

où les variables x et y sont séparées , et dont on peut trouver

l'équation primitive , comme nous l'avons montré plus haut.

57. Lorsque l'équation proposée n'est pas linéaire eny,y',y", etc.,

ou qu'elle n'est pas comprise sous la forme précédente, je ne con

nais aucune méthode générale pour compléter les valeurs particu

lières de y qu'on aurait trouvées ; mais on y peut toujours parve

nir par le moyen des séries.

Supposons en effet que , pour une équation du premier ordre

en x, y et y', la valeur complète de y soit f(x,a), a étant la

constante arbitraire. En donnant à a une valeur particulière h , la

quantité î(x, a) deviendra une valeur particulière de y , que nous

nommerons p , et que nous supposerons connue d'une manière

quelconque. Faisons maintenant a 1= h -f- i, et développons lu



go THÉORIE DES FONCTIONS.

fonction f(x, h+i) en série ascendante suivant les puissances

de i, le premier terme sera f(x, h)=p, et les autres termes

seront de la forme yt+n^+etc. , q, r, etc. étant des fonctions de x.

Si on substitue cette expression de y dans l'équation donnée du

premier ordre , il faudra qu'elle se vérifie , indépendamment de la

constante * qui doit demeurer arbitraire.

Soit donc7.'=F ( x, y) l'équation du premier ordre, à laquelle

satisfait la valeur particulière^=p, on aura, d'après cette condition,

Substituons pour^ la série p -f-iy+ tV+etc., et développons

aussi la fonction F (x, y) en série suivant les puissances de i; si

on dénote simplement par F'(^), F"^), etc. les fonctions

primes, secondes, etc. de F ( x, y) prises relativement à y seul,

et qu'on fasse , pour abréger , o — iq -f- ïr -+- etc. , on aura , par

la théorie exposée plus haut sur le développement des fonctions ,

F {x , y)= F (x , p) +oF' ( p) + £ F'(p) + etc.

D'un autre côté on aura , en prenant les fonctions primes ,

f=p' + q'i + r'i* -f■ etc. ;

donc , substituant ces valeurs dans l'équation y' = F (x ,y) ,

et ordonnant les termes suivant les puissances de t, on aura, à

cause de p'=F(x, p),

iq,+ *V4-etc,S='7F'(/0+ f Qff'fa) + -*.>(/,) + etc.] ;

d'où l'on tire , par la comparaison des termes affectés des mêmes

puissances de *, les équations suivantes,

q,=qF(p), S=tf(p)+ £rip), etc.

qui serviront à déterminer successivement toutes les inconnues

q , r, etc.

Comme les quantités F' (p), F'(p) , etc. sont des fonctions don-
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nées de x, il est visible qu'on n'aura pour ces inconnues, que des

équations linéaires du premier ordre , susceptibles de la méthode

de l'art. 55 ; il ne sera pas même nécessaire d'avoir les valeurs

complètes de y, r, etc. , il suffira d'avoir des valeurs quelconques

qui satisfassent à ces équations de condition.

, Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités q, /• , s , etc. ,

on aura cette valeur complète de y ,

y=p-\- ixr -f- etc. ,

dans laquelle i sera la constante arbitraire qui manquait à la valeur

particulièrey —p. Cette valeur sera à la vérité exprimée par une

série, mais la convergence de cette série ne dépendra que de la

valeur de la constante i.

Cette méthode est aussi applicable , avec l'extension convenable,

aux équations des ordres supérieurs au premier ; mais les équa

tions qu'on trouvera pour la détermination des fonctions incon

nues , seront du même ordre , et par conséquent on ne pourra

tFouver en général les valeurs de ces fonctions que dans le cas

où les coefficiens seront constans.

Au reste , cette méthode est le fondement des solutions des prin

cipaux problèmes de la théorie des planètes. Comme les excentri

cités et les inclinaisons qu'on doit regarder comme des constantes

arbitraires, sont fort petites, et que l'effet des attractions est aussi

très-petit, le cercle fournit d'abord des valeurs particulières, et on

complète ensuite ces valeurs par des séries qui procèdent suivant

les puissances de ces constantes très-petites.
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CHAPITRE IX.

Des valeurs singulières qui ne sont pas comprises dans les

équations primitives complètes. Des équations primitives

singulières.

58. La méthode que nous venons d'exposer pour trouver l'équa

tion primitive par le moyen des séries, est fondée sur la suppo

sition que toute fonction F (x,y) de deux variables x , y , puisse

toujours , par la substitution de p -f- qi-\- ri* + etc. à la place de^. ,

se développer en une série ascendante , suivant les puissances

entières de i ; mais comme cette série résulte du développement

d'une fonction de y -+- o , en faisant o — qi->r rï-\- etc., et donnant

à y mie valeur particulière p , il s'ensuit de la théorie que nous

avons donnée dans le chapitre V , que ce développement pour

rait contenir des puissances fractionnaires ou négatives de o,

auquel cas la série dont il s'agit contiendrait nécessairement de

pareilles puissances de i. Alors la série qui doit représenter la

valeur de y , pourra ne plus avoir la même forme ; mais comme

y= î{x, a), et qu'on suppose a = h + i et p — î(x , h), le pre

mier terme sera toujours p , et le second pourra encore être sup

posé de la forme qi; car s'il était de la forme qin, n étant un ex-

i

posant quelconque , il n'y aurait qu'à substituer i" à la place de i ,

,

et supposer que a devienne A+ j", ce qui est indifférent, puisqu'on

regarde i comme une constante arbitraire ; mais les termes sui-

vans pourront être de la forme rim-\- si" -f. etc. , où m devra être

> i , »> m, etc. par l'hypothèse.

Substituant donc , dans F (x, y) , pour y , la série

p + qi + rim + si* + etc.,
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et développant suivant les puissances ascendantes de i , on aura

une série de cette forme

T(xfp) H-P/'+Qi'+etc.

ix étant différent de l'unité , v > ft, etc., et P , Q étant des fonc

tions, données de x. Donc l'équationy= F (x,y) deviendra, par

ces substitutions,

4. 4. tV + etc.= Vf + Qi + etc. ,

laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de i.

Donc si /a > i , on pourra faire q' — o , m —]& et /■'= P , en

suite n = v , *'= Q, etc. Ainsi on aura d'abord q = à une cons

tante , ou plus simplement q = 1 ; ensuite , comme P ne dépend

que de q et de x , on trouvera la valeur de r en prenant la fonction

primitive de P; et ainsi de suite.

5g. Mais si < 1 , alors il sera impossible de satisfaire à l'équa

tion , de manière que i demeure une constante arbitraire ; et l'on

devra en conclure que la valeur particulière p ne pouvant pas

être complétée ainsi , ne saurait être contenue dans l'expression

générale £(x , a) qui représente la valeur complète de

Maintenant il est visible que quel que puisse être le premier

terme P t du développement de F ( x , y ) par la substitution

de p-\-qi' -\- rim+ etc. à la place de^, il ne peut venir que des

termes p-\-qi, de sorte qu'il sera le même que si on substituait

simplement p + <7* à la place de y. Donc le développement

de F (x, y) par la substitution de p 4- o à la place de y , sera

F(x,p)-\ 4-etc.j donc, puisque la série résultante de ce

développement contient un terme affecté de </*, où est > o et

< x , il s'ensuit de la théorie donnée dans l'article 2g , que la

fonction prime F'(j.) devra devenir infinie, lorsque y = p.

De là on tire cette conclusion , que la valeur particulière p

ne pourra pas être contenue dans l'expression complète de y , si
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cette valeur rend la fonction F' (/ ) infinie , c'est-à-dire, la fonction

Fiyy nu,Ie-

Réciproquement donc , l'équation F, * = o donnera toutes les

valeurs de y , qui , pouvant satisfaire à l'équation y' = F ( x , y )

comme valeurs particulières, ne seront pas renfermées dans la

valeur complète. On pourra appeler ces valeurs, valeurs singu

lières , pour les distinguer des autres ; et en général , on pourra

appeler équation primitive singulière , toute équation en x ety qui

satisfera à une equation du premier ordre entre x , y et y', ou à

une équation d'un ordre supérieur , et qui ne sera pas comprise

dans l'équation primitive complète , c'est-à-dire , qui ne sera pas

un cas particulier de cette équation.

60. Nous venons de voir qu'il y a une espèce d'équations qui

peuvent satisfaire à des équations d'un ordre supérieur , et qui

ne satisfont pas aux équations d'où celles-ci peuvent être déri

vées , parce qu'elles ne sont pas renfermées dans les équations

complètes d'un ordre inférieur à celles-ci. Ces équations ne forment

pas une exception à la théorie générale exposée plus haut (art. 46);

mais elles résultent d'une considération particulière dans la manière

dont les équations d'un ordre supérieur sont dérivées par l'élimi

nation des constantes. En effet, on y a vu que les deux équations

¥(x,y)=o et F (x, y )'=0 donnent, par l'élimination d'une

constante a , une équation dérivée du premier ordre entre x , y

et j', dont F (x, y) = o sera l'équation primitive.

Or, il est évident que le résultat de cette élimination serait le

même, si la quantité a, au lieu d'être constante, était une fonction

quelconque de x; mais dans ce cas, la fonction prime de F(x,y)

ne serait plus simplement F (x , y )', elle contiendrait de plus une

partie provenant de la variation de a ; et si on désigne par F' (a) la

fonction prime de F (x,y) , prise relativement à la variable a , on

aura a'F'(a) pour la partie dont il s'agit, a' étant la fonction prime

de a regardé comme fonction de x.

Ainsi, dans le cas où a serait fonction de x, l'équation prime de
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T(x, y ) = o serait F(a:, y)'+ a'F'(a) = o; donc, pour qu'elle se

réduise à F («c,^)'= o, comme dans le cas de a constante, il

faudra que l'on ait F' (a) = o , équation qui servira à déterminer

la valeur de a , et qui n'est autre chose , comme l'on voit , que

l'équation prime de l'équation primitive , prise relativement à a.

D'où il s'ensuit que si on substitue cette valeur de a dans l'équa

tion primitive F ( x ,y) = o , on aura une équation en x etjr, qui

satisfera également à l'équation du premier ordre, et qui ne sera

pas renfermée dans l'équation primitive où a est la constante

arbitraire.

On pourra appliquer la même théorie aux équations des ordres

6upérieurs, et en déduire des conclusions semblables.

61. Pour voir maintenant si l'équation qui résulte de cette

considération est la même que l'équation primitive singulière,

déduite de l'analyse précédente ; supposons , comme plus haut

( art. 58 ) , que l'équation du premier ordre soit réduite à la forme

y' = F ( x , y ) , et que son équation primitive complète soit

y=f(x , a) , a çtant la constante arbitraire. Pour en déduire

l'équation primitive où a est variable , on prendra l'équation prime

relativement à a seul ; et si on désigne par <p ( x, a) la fonction

prime de f(jf, a), prise relativement à a, on aura <p(x,a)—o;

d'où l'on tirera a, qu'on substituera dans ï(x, a), et l'on aura

une valeur particulière de y , qui satisfera aussi à la proposée du

premier ordre. Nous appellerons p cette valeur particulière, comme

dans l'article cité.

Maintenant , puisque la valeur complète f ( x , a) de y doit

satisfaire à l'équafion y' = F (x ,y) , quelle que soit la constante

a, il s'ensuit qu'en faisant la substitution, l'équation résultante

f'(x, a)z=Y[x, î(x, a)] devra avoir lieu, quelle que soit la

valeur de a. Par conséquent son équation prime, prise relativement

à a, regardée comme seule variable, devra avoir lieu aussi, quelle

que soit la valeur de a (art. 17).

Puisque f (x, a) est la fonction prime de f(x , a) , prise relative

ment à x, la fonction prime de celle-ci, prise relativement
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à a, sera donc la fonction seconde de f(or, a), prise d'abord

relativement à x , et ensuite relativement à a , laquelle est la

même chose , comme nous le démontrerons plus bas , que la

fonction seconde de f ( x , a ) , prise d'abord relativement à a , et

ensuite relativement à x. Ainsi, ayant désigné par <p (.r, a) la'

fonction prime de î(x, a) par rapport à a, on aura <p' (x, a) pour

la fonction prime de F (x , a ) , prise également par rapport à a ,

les traits appliqués aux caractéristiques f et <Q ne se rapportant

qu'à la variable x.

A l'égard de la fonction ~F[x, f(x,a)], comme elle résulte de

la substitution de f(x , a) à la place de y dans F (x, y) , sa fonc

tion prime relativement à a, sera exprimée par F'(y) x <p (.r, a) ,

( art. i6) , puisque nous avons désigné par F (j ) la fonction prime

de F (x ,y ) relativement à y ; et par <p ( x , a) la fonction prime de

f(x, a) ou. y, relativement à a.

Donc l'équation prime de l'équation f (x, a) = F (x,y), prise

relativement à fl , sera

p'(.r, a) = F'(j) x

d'où l'on tire

^ "-*(*, a)-

Or , nous venons de trouver que pour avoir la valeur particu

lière p, il faut substituer dans £(x,a) la valeur de a, tirée de

l'équation <p ( x , «)= o. Dénotons par X cette valeur de a, qui sera

une fonction de x, la fonction <p(x,a) aura cette forme

<p(xy a) =Y(X-a)~,

m étant > o, et V étant une fonction de x, qui ne deviendra ni

nulle ni infinie lorsque a= X - on tirera de là

<p' ( .r , a) =V (X — a )-+ ™VX' ( X — a )— .

Donc on aura

Mais y devient p lorsque a = X ; donc F' (y ) deviendra infini

lorsque
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lorsque f = p, comme dans le cas de l'article 5g. Ainsi les deux

méthodes des articles 58 et 60 conduisent aux mêmes résultats

et donnent les mêmes valeurs singulières ; mais la seconde a l'avan

tage d'être plus directe et de donner la vraie métaphysique de

cette espèce de paradoxe.

62. Supposons, pour donner un exemple, que l'équation pri

mitive soit

X*— 2ay — a*— £*=:o,

en prenant les fonctions primes , on aura l'équation prime

x — aj' — o ;

éliminant a par le moyen de l'équation primitive , on aura l'équa

tion du premier ordre

dont celle-là sera l'équation primitive complète, a étant la cons

tante arbitraire.

Maintenant , si on prend la fonction prime de la même équation

x*—~ aaj- — a* — = o, relativement à la quantité a regardée

comme une fonction de x , on aura . '

— a(j-f-fl) a' = o,

ce qui donne

J + a— °, "= —Ji

et substituant cette valeur dans la même équation primitive, on

aura

x* -f-J" — b*= o.

Cette équation satisfera par conséquent aussi à la même équa

tion du premier ordre , ce qui est aisé à vérifier ; car elle donne

j*— b* — x* et jj'= —. x ,

valeurs qui étant substituées dans la quantité

* +jf—yv( +r— h* ) t

i3
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la rendent identiquement nulle. Ce sera donc l'équation primitive

singulière.

En effet , suivant la théorie de l'art. 6i , on aura dans le cas

présent ,

donc en prenant les fonctions primes relativement à y seul , on

trouvera

quantité qui devient infinie, comme l'on voit , par la supposition de

65. Supposons maintenant que l'on ait l'équation du premier

ordre y' = J?y , et que la fonction Yy t\vy soit telle qu'elle devienne

nulle lorsque y est égal à une constante donnée b • il est visible

que cette valeur dey satisfera à l'équation ; car y= b donne aussi

y = o. On demande si cette valeur de y est une valeur particu

lière comprise dans la valeur complète , ou bien si ce n'est qu'une

valeur singulière. On prendra la fonction prime de F;- , et si F'y

devient infini lorsquey=b, la valeur b ne sera qu'une valeur sin

gulière , sinon elle sera une valeur particulière.

Soit Yy= K(y— è)m, m étant > o et K une constante, on

aura

¥'y = /wK (y — b )—

quantité qui devient infinie lorsque m < i 5 donc la valeury= b

sera une valeur singulière, si m > o et < i , et une simple valeur

particulière, si m = ou > i. En effet, l'équation y'—K(y—b)m.

étant divisée par (y— b)m et mise sous la forme

Cr -*)-/- K = <>,

a pour équation primitive

i — m '
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a étant la constante arbitraire ; d'où l'on tire

y = b + [(m- 1) ( a + ILr)],-m.

TV , _J

Donc pour que l'on v\\y=. b , il faudra que la quantité (a-f-Ka?)1■""*

devienne nulle. Or , si m > o et < 1 , l'exposant —7^. sera po

sitif, par conséquent il sera impossible de donner à a une valeur

qui fasse évanouir la quantité dont il s'agit. Mais si m > 1 , alors

r

l'exposant ■ J_ — devenant négatif, la quantité (a -\-TLx)l-^m de

viendra nulle lorsque a sera infinie ; car taisant a = ^ , cette

quantité deviendra

(i -f Kcx)m~l

laquelle devient zéro lorsque c— o.

La même chose a lieu lorsque m = 1 , alors l'équation primi

tive contient des logarithmes ou des exponentielles , car on a

et divisant par y — b ,
 

dont l'équation primitive est

l (y— b ) — Kx = la , d'où l'on tire y = b-\- aeKx,

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et

a la constante arbitraire. Ici il est évident qu'en faisant a égal à

zéro, on aura y = b.

Supposons encore Fy = j/Y , Y étant une fonction de y qui

devienne nulle lorsque y= b , on aura
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donc , puisque Y devient nul lorsque j= by si Y' ne devient pas

nul en même temps , T'y deviendra alors infini , et la valeurj= b

ne sera qu'une valeur singulière. Donc, pour que cette valeur soit

une simple valeur particulière , il faudra que Y' devienne nul en

même temps que Y, en faisant Y=4.

Cette théorie des équations primitives singulières , est présentée

d'une manière plus générale et avec de nouveaux détails, dans les

leçons XIV, XV, XVI et XVII sur le Calcul des Fondions ,

auxquelles nous renvoyons les lecteurs qui desireraient appro

fondir davantage ce point d'analyse.
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CHAPITRE X.

De l'emploi des fonctions dérivées dans l'analyse , et de la

détermination des constantes arbitraires. Application à la

sommation des suites et à la résolution des équations du

troisième degré.

64. Par les principes que nous venons d'établir à l'égard des

constantes arbitraires, oh voit que ces constantes forment la

liaison entre les équations primitives et les équations dérivées :

celles-ci sont par elles-mêmes plus générales que les équations

d'où elles dérivent, à raison des constantes qui ont disparu ou

qui peuvent avoir disparu ; elles équivalent proprement à toutes

les équations primitives qui ne différeraient entre elles que par les

valeurs de ces constantes.

On peut donc toujours passer d'une équation regardée comme

primitive , à une de ses dérivées d'un ordre quelconque , et ré

ciproquement revenir de celle-ci à celle-là , pourvu que cette der

nière opération introduise toujours des constantes arbitraires , et

qu'on ait soin de déterminer ces constantes d'une manière con

forme à l'équation primitive, comme nous en avons déjà donné

des exemples (art. 4g et suiv.). Avec cette attention, on pourra

employer dans l'analyse les opérations relatives aux fonctions ,

comme on y emploie les opérations ordinaires d'algèbre.

Ainsi , ayant une équation en x et y , on pourra immédiate

ment en déduire des équations dérivées d'un ordre quelconque ;

mais pour revenir de celles-ci à une équation en x et y , il faudra

tenir compte des constantes arbitraires, et les déterminer de ma

nière que les valeurs de^ et de ses dérivées y', y", etc. soient les
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mêmes pour une valeur donnée de x, comme x= o, que celles

qui résultent de l'équation donnée.

Si l'équation proposée n'était que du premier ordre en x , y,jr',

alors cette équation ne pouvant fournir que les valeurs dey',y, etc.

en x ety , ces valeurs, pour a: = o, contiendraient la valeur in

déterminée de y ; par conséquent les constantes arbitraires dépen

draient alors de cette valeur , qui serait elle-même une constante

arbitraire ; de sorte que dans ce cas , toutes les constantes arbi

traires se réduiraient à une seule. Elles se réduiraient à deux , par •

la même raison , si l'équation proposée était du second ordre en

x,y,y' et y'; et ainsi de suite.

65. Pour faire mieux sentir l'esprit et l'usage de ces opérations ,

nous allons les appliquer encore à quelques exemples qui servi

ront en même temps d'exercice de calcul.

Soit proposée la série

, + ™x+m<-m + O * + "0» + O ("» + ») x3 + et

dont on demande la somme.

Supposons-la égale à^-, ensorte qu'on ait une équation en x

ety; je multiplie cette équation par x"-t, co qui donne

_ , . . . 771 _ . 771 ( 771 -f- i ) .
va* ' = x* 1 H— x* -\ )—-P—~ x*+t -f- etc.

J n n ( /» + i ) '

Je prends les fonctions primes de tous les termes , j'ai

fx"-' + (n — i )yx'-* =- ( n— i ) x"-* +mx"-t + m (m + O x„

m(m + Q(m+ «) ^

n ( n -f- î ) 7

où l'on voit qu'il a disparu un facteur du dénominateur de chaque

terme.

Je multiplie maintenant l'équation précédente par xm-") j'ai
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celle-ci,

fx"-1+(n— i) jxm-*= (n—i) xm-' + mr-' -f- m(m+ g»

m(m+i)(m + fl) ^ ^

Je fois le premier membre = p', p' étant la fonction prime de p, et

je prends l'équation primitive , j'ai

p = x* ' -f- xm-^— xm+" H—7—7—^ * + etc.

Je n'ajoute point de constante arbitraire ici , parce qu'elle peut être

censée renfermée dans p.

Maintenant , en comparant cette nouvelle série avec la proposée

qu'on a supposée égale à y , il est visible qu'on aura l'équation

p — n-^zzi •*m~" + *y >

prenant les fonctions primes , et substituant pour p' sa valeur

yjc*-' _|_ ( n— i ) y^—*^ on aura cette équation du premier ordre

linéaire en y,

(n — î) xm-* -hyx^-hmxm-y =y'xm-t -f- ( n— i ) yxm-*,

laquelle se réduit à cette forme,

, n — i — mx n — î

f "T" X ( i — x) ? X( i —x)'

Cette équation étant susceptible de la méthode de l'art. 55, on

pourra donc trouver la valeur / ena:, qui sera par conséquent

la somme de la série proposée. Mais cette valeur devra contenir

une constante arbitraire , qu'on déterminera de manière que y

soit =1 lorsque x=o, comme il résulte de la série donnée.

Si la série n'avait contenu que des facteurs simples , comme

i + - x H—-f- x* H—7— x3 -f- etc. ,
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on eût trouvé , par les mêmes opérations ,

p = ^^-i x"-'+xm+r+I •+- xm+*-i- etc.

Or, on sait que

i -f- x + x* -f- etc. = —-— ;
i —X

donc on aurait , dans ce cas ,

n — i . . xm
p = a" î H ;

' m— î i — x

prenant les fonctions primes , et substituant la valeur de p't on

aurait

y**-1 + (n —i)yx—*= (n— i ) •rm— + (l ,

savoir ,

vi j_ Lg_ Or _ " — i _i_ m . *

y T x x ^ i —x ^ (i — xy '

équation également linéaire du premier ordre.

Cette méthode s'applique à des séries plus compliquées , et peut

conduire à des équations linéaires d'un ordre supérieur au premier.

J'ai cru devoir au moins l'indiquer , étant presque la seule méthode

générale pour la sommation des suites.

66. Soit maintenant proposée l'équation

7 = A^+Bx*+ xs,

dans laquelle on demande l'expression de x et y. Cette expression

peut s'obtenir par la formule connue pour la résolution des équa

tions du troisième degré. Voici comment on y peut parvenir par

la théorie des fonctions.

En prenant les fonctions primes et secondes , on aura

y= A+ aBJ: + 3x,, y= aB-h 6x;

si
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si donc je forme la quantité

y-\- (m+ nx)y' -\- (p + qx + rx*)ytt,

oùm,B,jj,y,r sont des coefficiens arbitraires , j'aurai un qua-

trinome qui contiendra les puissances x, x* et x3, et je pourrai

faire évanouir les termes multipliés par chacune de ces puissances ;

j'aurai ainsi une équation du second ordre de la forme

jr+ (m+nx)y+ (p+ qx-\-rx*) f== C,

où C sera une quantité constante ; et cette équation renfermera

encore deux coefficiens indéterminés.

Je pourrai donc encore faire ensorte qu'étant multipliée par a/',

elle ait une équation primitive ; car pour cela , il suffira de faire

y = 2m, /•=», et l'équation primitive sera

y*-i- (p-t-amx-\-nx*)j>J* = aCjr -f-a,

a étant une constante arbitraire qu'on déterminera , comme nou3

l'avons dit , en supposant x = o , et mettant pour y et y', leurs

valeurs tirées de l'équation proposée. Or elle donne dans ce cas ,

y = o , y— A; donc, faisant ces substitutions dans l'équation pré

cédente, elle donnera pA*z=a.

Ainsi on aura cette équation en y , du premier ordre,

où x ne monte qu'au second degré ; circonstance sans laquelle on

n'aurait rien gagné pour la détermination de x eny.

Mais avant d'aller plus loin , il faut satisfaire aux conditions néces

saires pour que la quantité y+(m-\~nx)y-j-(p-h2mx-\-nxt)y't

après la substitution des valeurs dey, y',y", devienne égale à une

constante C. Cette substitution donne la quantité

Ax+Rr*+ x3 -f- (m + nx )!(A + aRr .+• 5x*)

-f- (p -\-nmx-\-nx*) (2B + 6-r);

développant, ordonnant les termes suivant les puissances de x,

i4
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et égalant à C le terme sans x , et les autres à zéro , on aura

mh. apB= C , ( i -f- ») A -f- 6wxB -f- 6p =o ,

(i + 4«)B + i5m=;o , i-f-gn= o,

d'où l'on tire

i B B* —4A , „ p.B^— qAB

n= m = , b = — et C = —.
g 7 27 ' r 27 27

Retenoas, pour plus de simplicité, les quantités p et C, et substi

tuons celles de m et n dans l'équation ci- dessus, elle deviendra,

en tirant la valeur de y',

Il faut maintenant en déduire l'équation primitive en x ety; mais

pour éviter les imaginaires , on doit distinguer deux cas, l'un où les

radicaux sont réels, l'autre où ils sont imaginaires; car puisque

toute valeur réelle de x donne pour y et y' des valeurs réelles ,

il est visible que les deux radicaux de l'équation précédente seront

réels ou imaginaires ensemble.

Supposons donc en premier lieu que \/(pA* + sCy —y*) soit

une quantité réelle, il faudra donc que />A*-f-C* > — C)* ; par

conséquent on pourra supposer

y — C= v/CM'+C*) sin

ce qui donnera

t/(/>A* + aCy —y*) = V( pA* O) cos z ,

et prenant les fonctions primes ,

y' = /(y»A*+ C ) z' cos 2

substituant ces valeurs dans l'équation précédente, elle deviendra,

en divisant par 5 ,

/ 2B A * »'
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dont l'équation primitive peut être mise sous la forme

a étant une constante arbitraire qu'il faudra déterminer , ensorte

que .r = o donne y= o , conformément à la proposée. Soit a la

valeur de z lorsque y — o, on aura donc les deux équations

—C= \/(pk*+ C* ) sin a ,

et |=v/(^+ 7)8inG+»)*

par lesquelles on déterminera d'abord a , ensuite a. Après quoi on

déterminera z par l'équation

s _ .y— c

et l'on aura

Et comme au même sinus de a répond aussi l'angle z , augmenté

d'une ou de deux circonférences, on aura les trois valeurs de

en prenant pour z ces trois valeurs z, z-f-c, z-f-ac, c dénotant

la circonférence du cercle.

C'est le cas qu'on appelle irréductible , et où les trois racines sont

réelles.

Supposons en second lieu que le radical \/(pA* + stCy—y%) soit

imaginaire , il n'y aura qu'à multiplier le numérateur et le déno

minateur de l'expression de f par y/— 1 , et l'on aura

y — 5l/(-pA*— flty+y) ;

quantité toute réelle.

Ici j'observe que si on fait

Y=-C-f-./4-t/(-M"— 2Cj+^),
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et qu'on prenne les fonctions primes, en regardant toujours y

comme fonction de x, on aura

de sorte qu'on pourra réduire l'équation précédente à cette forme

IL — ïl

X — 3Y *

dont les deux membres ont pour fonctions primitives IX et j 1Y

On aura donc cette équation primitive

b étant une constante arbitraire ; et passant des logarithmes aux

nombres, on aura

X = *t/Y.

Pour déterminer b , on fera de nouveau .r = o et/ = o. Or ,

X devient \/— §p , et Y devient — C-f- y/—pk* ; donc on

aura

V/-C+v/-pA*

Maintenant, ayant la valeur de X en a:, il est aisé d'en tirer x;

car en en quarrant l'équation

v/(- 9/> + f = X '

on en déduira sur-le-champ

a: '

par conséquent , en mettant pour X la valeur trouvée eu y, savoir

b^ÇY), on aura

X — —5 .

26V/Y
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Cette expression ne peut donner , comme l'on voit, qu'une seule

valeur réelle de x ; c'est le cas où l'équation a deux racines ima

ginaires.

Si on fait B=*o, les formules qu'on vient de trouver dans les

deux cas, se simplifient beaucoup, et se réduisent aux formules

connues pour la résolution des équations du troisième degré ,

privées du second terme ; mais nous ne nous arrêterons pas da

vantage sur ce problème , qui appartient proprement à l'algèbre ,

et que nous n'avons traité ici qu'en passant , et pour montrer ,

par différentes applications., la manière d'employer l'algorithme des

fonctions.
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CHAPITRE XI,

Où Von donne l'équation primitive d'une équation du premier

ordre , dans laquelle les variables sont séparées > mais où

l'on ne peut point obtenir directement les fonctions primi

tives de chacun des deux membres. Propriétés remarquables

de ces fonctions primitives.

67. irenons pour dernier exemple l'équation du premier ordre

.j _ Vj A + By + Çy»+ Dy3 + Ey4 )

J \/(A+Bx + Gr« + Dx3-*- E.c*) '

en la divisant par le radical en y , on aurait une équation où les

variables x et y seraient séparées; mais il serait impossible d'obte

nir ainsi l'équation primitive , parce que les deux membres ne sont

point réductibles en particulier à des fonctions primes.

Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des

fonctions dérivées.

Je suppose d'abord que x e\.y soient fonctions d'une autre va

riable il faudra pour cela substituer .^'à la place de^' (art. 5o);

x1 et y' seront alors les fonctions primes de x et y , regardées

comme fonctions de t. En supposant que x soit une fonction

quelconque de t , l'équation donnera poury une fonction déterminée

de t ; ainsi je puis supposer que x soit une telle fonction de t, que

l'on ait l'équation

x/z= /(A+B.r+Gr*+Dx'+Ex*),

l'équation précédente , où l'on a mis —, pour y, donnera pareil
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leraent

y= ✓(A+Br+Qr'+Dr'+Er*).

Qu'on fasse disparaitre les radicaux dans ces deux équations ,

qu'ensuite on prenne les fonctions primes, on aura, après avoir

divisé l'une par xi, l'autre par^',

nx"= B -f- aGr + 5D.r* + Œx3,

a/'s B 4- 2 + + 4Ej3.

Faisons x+jr=p, x—y=q , ce qui donne

r—L±J Y—P—<1.

les deux équations précédentes ajoutées et retranchées , donneront

4

= B+ 4- 5 ( ^+ 7 (/>3 4-W) ,

De plus , comme p'q' = a/*—y*, si on substitue les valeurs de x1

et de y, tirées des premières équations, on aura

p'q> = b9 4- Cpq+ 5 ( 3/,v 4- y3 ) + 1 ( fi+Pi3)-

Maintenant je fais cette combinaison :

if— P'i' = 7 13 + W>

multipliant les deux membres par ^ , ils deviennent les fonctions

primes de y— et de Dp 4- E^* j de sorte que j'aurai d'abord cette

équation primitive du premier ordre

£s=Dp+ Ep'+a,

où a est une constante arbitraire.

Pour la déterminer, soit m la valeur dej lorsque x= o, on aura
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dans ce cas , par les équations ci-dessus ,

x'==yA, f= >/(A-f-Bm+C/?j*-|-D/n3+E/7i<),

je fais cette dernière quantité = », pour abréger.

Ainsi , puisque p s= x-j-y , qz=.x—y , p'= x'-\-f, q'—x'—f,

on aura , lorsque xz=o ,

p = m , q =— /M, j/A+ tz, 7'= y/A—n.

Faisant ces substitutions dans l'équation qu'on vient de trouver,

on aura

. >

où l'on voit que puisque tm est une quantité indéterminée, la

constante a demeure aussi indéterminée ; mais les déterminations

précédentes seraient utiles , si par d'autres combinaisons on trou

vait de nouvelles équations primitives avec des constantes arbi

traires.

Nous avons donc l'équation

p' = qs/(a + -Dp + Ep'),

qui, quoique du premier ordre , peut néanmoins donner tout de

suite l'équation primitive en x et y de la proposée , puisque la

valeur de p', qui est x'~j-y\ est déjà connue en x et y. En effet ,

substituant les valeurs de p, q et p', on aura

^/(A+B^+Cj:*-f-Dx3-+-E^)+t/(A+B/ -I- Çr'-f-DrM-Er*)

= (x—y ) ✓[«+ D (*+y ) -f- E ( x +y)*] ,

où a est la constante arbitraire.

Cette équation en x et y est, comme l'on voit, sous une forme

assez simple, et la méthode par laquelle nous y sommes parvenus

est fort remarquable ; mais cette équation n'est pas la seule qu'on

puisse obtenir par les formules que nous venons de trouver.

En effet, si on substitue la valeur précédente de p' dans l'équa

tion
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tion trouvée plus haut , qui donne la valeur de p'q', on en tirera

, _ B + cP +1 D (V+ «y*) + j e ) .

Ici remettant pour p et q leurs valeurs x et ar-— et pour q*

sa valeur a/—f=. ^(AH-Bx4-Gr,+ D.r3-r-D.r<)— v/(A+ B/

H~ 0" H- Dr+E^4) , on aura une nouvelle équation en-retjp,

avec la constante arbitraire a , qui sera également l'équation

primitive de la proposée , mais qui ne sera qu'une transformée

de l'équation précédente.

68. L'équation du premier ordre dont nous venons de trouver

l'équation primitive , peut toujours , par des transformations conve

nables, se réduire à la forme

, v/( A + B cos z ) , .! . . '

Z Î/(A + B cos u) '

z étant ici une fonction de u. Comme cette équation , traitée direc

tement de la même manière, est susceptible d'une analyse beaucoup

plus simple et plus élégante , j'ai cru qu'on ne serait pas fâché de

la trouver ici.

On regardera u et z comme fonction d'une autre variable t ; et

z' <

après avoir substitué en conséquence,^ a la place de z' (art. 5o),

on fera ces deux équations séparées,

«'=V/(A-f-B cosu) , z'= \/(A+ Bcos z) ;

après les avoir carrées , on en prendra les fonctions primes , on

aura, en divisant l'une par u' et l'autre par z', ces deux-ci du

second ordre ,

2m"= —Bsinu, 2z"=—Bsinz.

Soit maintenant z 4- u = ap, z — « = 27 , les deux équations

précédentes, ajoutées et retranchées, deviendront par les théorèmes,

connus ,

2//'=— Bsin/?cos<7, 27"= — B cos p sin q.

i5
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Il est d'abord visible que si on ajoute ces deux équations après

avoir multiplié la première par q', et la seconde par //, le premier

membre deviendra la fonction prime de ap'q', et le second la fonc

tion prime de —B s'mp sin<jr; de sorte qu'on aura d'abord cette

équation primitive du premier ordre ,

ap'q' == —B sin p sin 17-f- a ,

a étant la constante arbitraire.

Pour la déterminer, supposons que m=o donne z=/n, on aura

donc dans ce cas ,

«'= y/(A+B) , z'= i/(A-f-Bcos m), p=q=:^t

, z' -\- u' , z' — u'

donc

, , z'1 — u'* B ( cos m — i)

. . / . m\' i — cos m

sin p sin 7 = (sin -J = ;

de sorte que l'on aura

a = ip'q'-\- B siu p sin y = o.

On aura donc simplement l'équation

np'q' s=— B sin p sin q ;

d'où l'on peut conclure que cette équation primitive ne renfer

mant point de constante arbitraire, doit être comprise dans les

équations du premier ordre en z et « , d'où nous sommes partis.

En effet , ces équations donnent , en substituant les valeur»

de p et q ,

ip'q'zsz-^—^—- = — (cos z — cos u) — — B s\np sin q.

Divisons maintenant par cette équation du premier ordre , les
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doux équations ci-dessus du second en/? et q, on aura ces deux- ci,

■ i.

p" cos q q' cos p

p q sin q p q sin p

dont la première étant multipliée par q', et la seconde par p', donne

ront ces équations primitives ,

\p' =l sin</ + l« , \q' =\ S)np-+-\b}

ou bien , en passant des logarithmes aux nombres,

p'z=a sin q; q' = £ sin p ,

a et b étant des constantes arbitraires , qu'on déterminera par

les mêmes suppositions que ci- dessus ; d'où l'on aura

y/(A + Bcosm)-f-t/(A -f B) ,

— •
. m

a un —
a

j y/( A + B cos m) — y/( A 4- B )

m.
a sin —

Les deux équations qu'on vient de trouver , pourraient donner

chacune une équation primitive en u et z par la substitution des

valeurs de p , q, p', q' ; on aurait ainsi,

V/( A -f- B cos z ) + i/( A -f> B cos u) = aa r~ 2 -- "

i/(A + B cosz) — i/(A+B cos«) = 2isin

Comme les valeurs de a et £ renferment l'indéterminée m , chacune

de ces valeurs pourra être regardée aussi comme indéterminée en

particulier ; ainsi dans chacune de ces équations à part, on pourra

regarder a ou b comme constante arbitraire ; mais si on voulait

faire une combinaison quelconque de ces équations, il faudrait

employer les valeurs de a et b trouvées ci-dessus , et alors la quan

tité m serait la seule constante arbitraire.

Ces dernières équations étant compliquées de radicaux , il sera
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à propos de chercher encore une autre équation primitive d'après

les mêmes équations du premier ordre

p' = a sin q 7 q' = b sin p ;

or, en divisant l'une par l'autre, on a

p' a sin q .

q' -~ b un p '

et multipliant en croix,

bp' sin p — aq' sin q ,

d'où l'on tire tout de suite l'équation primitive

b cosp = a cos q -f- c ,

c étant une nouvelle constante arbitraire qu'il faudra déterminer

comme ci-dessus. Or, en faisant m=o etz=/n,oua

m

donc l'équation précédente donnera

V/(A+B)cos —

c = ( o — a ) COS — = .

. sin —
a

Substituant les valeurs de a, b, c, ainsi que celles de p= *-^u

et q=zZ ~u dans la même équation, et faisant les réductions

des sinus et cosinus , elle prendra cette forme très-simple,

z « , . z . u t/( A -f- B cnsm) m
cos - x cos - -f sin - x sin - x ■ ... \ . K> -■ = cos — ;

a a a a l/(A-r») 2

c'est l'équation primitive de la proposée du premier ordre en u ,

z et z', et l'angle m en est la constante arbitraire.

6g. On peut regarder les angles -, - et Ç comme les trois côtés

d'un triangle sphérique; il est visible qu'alors, dans l'équation pré

cédente , la quantité ^^^^.^"-^ sera le cosinus de l'angle coin
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pris entre les côtés ^ et ^ , et par conséquent opposé au côté

— , par les formules connues de la trigonométrie sphérique ; c'est

la valeur de z' lorsque «=oetz= m. Ainsi cet angle sera cons

tant en même temps que le côté — , tandis que les deux autres

Varient.

Soit M cet angle constant , on aura donc

y/(A+B cos m) _ M

A +~B) — COS ftl '

d'où l'on tire

(sin —\Q

a ]

sinM /

Si on fait cette substitution dans l'équation proposée en u , z et z',

et qu'on suppose , pour abréger , = elle se réduira à cette

forme sin ?

S = y- —— :

dont l'équation primitive sera la relation entre les côtés ^ , ? et -

d'un triangle sphérique, dans lequel /x, sera le rapport des sinus

des angles aux sinus des côtés opposés, rapport qu'on sait être

le même pour tous les angles et les côtés opposés ; de sorte

que ce rapport seul étant donné , il restera l'angle ou le côté pour

arbitraire.

La considération du triangle sphérique peut servir à faire voir

plus facilement comment l'équation entre ses trois côtés satisfait

à l'équation précédente du premier ordre. Cette équation étant

Z U . -.r . z . u m

cos - cos - + cos M sin - sin - = cos - ,
2 2 2 2 2

si on prend les fonctions primes > en regardant z comme fonction
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de u , et m , M comme constantes , on aura

(cosM cos | sin^ — sin *- cos jj) z'

-f- cos M sin - cos - •— cos \ sin - = o;

substituons à la place de cos M , sa valeur tirée de la même équa

tion , il viendra celle-ci ,

r m U U m S
cos -cos cos- cos- cos-— cos-

3 3 — -M 2 2 - = o.

sin sin -
2 3

« * mMaintenant , si dans le même triangle sphériquc, dont B , - , — sont

les trois côtés , et M l'angle opposé au côté — , on désigne par V

et Z les angles opposés aux côtés - et - , on aura également

cos - = cos - cos —f-cos V sin - sin — ,
a a a ' a a '

et cos - = cos - cos — — cos Z sin - sin — :
a a a a a

je donne à cos Z le signe — , parce que je suppose l'angle Z obtus.

Donc, faisant ces substitutions, et divisant toute l'équation par

sin - , elle deviendra

z' cos V — cos Z se o , d'où z'= 008 ?..
' cos V

Mais par la propriété générale des triangles sphériques, on a

sin V sin Z sin M

. u . z ! m ^* *
sin - sm - sin —

a a a

donc

sin V= fi sin ~ , sin Z = fju sin - ,

et de là,

cos V= y/ï—/A*(sin 0 , cos Z= y/i —/*^sin ÎY ;
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substituant ces valeurs , on aura la même équation dit premier ordre

en u et z.

Si l'angle Z que nous avons supposé obtus , était aigu , ainsi que

cos Z
l'angle V , alors au lieu de l'équation s' = ~^ , on aurait celle-ci

z'-h ~^ = o, qui ne diffère que par le signe de z', et dont l'équa

tion primitive sera la même.

70. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes

d'équations : l'équation de l'art. 68 étant mise sous cette forme

z' 1

V/(A+Bcosz,) y( A + B cos »)'

supposons que îu soit la fonction primitive de y(A cosu j »

z'

fz sera pareillement la fonction primitive de p^X+B^ôs zy z étant

regardé comme une fonction de u dont z' est la fonction prime.

Ainsi , en repassant aux fonctions primitives , on aura sur-le-champ

cette équation primitive

fz = fa-f- k,

k étant la constante arbitraire.

Cette équation devra donc coïncider avec l'équation primitive que

nous avons trouvée dans l'article 68, et où la constante arbitraire

est m ; par conséquent sa constante arbitraire ne pourra être qu'une

fonction de la constante arbitraire m. Soit donc A = F/«, on aura

fz ss fm -H Ym •

mais m est la valeur de z lorsque u = o , supposant donc, pour

plus de simplicité, que la fonction fm soit prise de manière qu'elle

soit nulle lorsque «= o, il faudra qu'en faisant «=o, on ait aussi

z=m,par conséquent on aura ùn=Fm; donc l'équation primitive

qu'on vient de trouver deviendra

fi; = îu -+- £71 ,
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à laquelle satisfera cette relation algébrique ,

z u , . z . u //A + B cos m\ m
cos - cos -+ sm - sm - ' /( —L.—-- „— ) = cos —.

a a 1 a a y \ A-f-B / a

Ainsi , quoiqu'on ne puisse pas trouver la forme algébrique des

fonctions £u, fz, fi», on peut néanmoins trouver une relation algé

brique entre trois quantités z,u, m, telle que l'on ait

fz = îu + îm.

Donc aussi , si dans l'équation précédente on change z en y, et a

en z, on aura

y z , . y . z //A -+- B cos m\ m .
cosJ- cos - -f-sin-i sin - */(—. , ., — ) = cos — ,

a a 1 a a y \ A + B / a

et fy = fz -f- îm.

En changeant encore^ en x, z en y, ce qui donnera

cos - cos^ + sin - smz » / ( — . , D— ) = cos - ,

a 21 a a y \ A + B / a'

on aura de même

fo = f/+f/n;

et ainsi de suite.

On aura donc successivement

fz=îu-\~ùn, f/==f« -f- 2f/n, £r= f«+5f/n, etc.;

et les relations entre y, u et m; entre x , u et m, etc. se tireront

des relations précédentes , en éliminant d'abord z , ensuitey, etc.

On peut appliquer cette théorie à la forme générale de l'équation

que nous avons considérée dans l'art. 67 , et en tirer des conclu

sions semblables ; mais si on rapporte , comme dans l'art. 6g , les

formules précédentes aux triangles sphériques, il en résulte une

construction élégante que voici :

Soit formé un triangle sphérique , dont les trois côtés soient

z, u, m (pour éviter les fractions, je substitue les quantités 2Z,

2«, 2m à la place de z , «, m dans les formules de l'article cité) ,

et
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et où l'angle entre u et m soit obtus ; l'angle compris entre les

deux côtés u et z demeurant constant , qu'on transporte alternati

vement la base m le long de ces mêmes côtés prolongés , de ma

nière qu'il en résulte une suite de triangles , dont chacun ait tou

jours un côté commun avec le triangle précédent , et qui aient tous

la même base m , et l'angle commun M au sommet ; alors , si les

côtés qui comprennent cet angle sont successivement pour ces

différons triangles u et a, z ety , y et x, etc. , on aura

£z= fu-+-fm , îy = fii -f- uùn , £x sas ïu -f- 5fm , etc.,

fu étant la fonction primitive de la fonction —— , dans
r y{ i — sin u*) '

laquelle u, = ^— , et ainsi des autres fonctions semblables en

z,j,etc.

Par cette construction , on peut trouver facilement les valeurs

des côtés y,x, etc. des nouveaux triangles ; car en considérant

les triangles isoscèles qui ont pour côtés la base m transpor

tée alternativement, les perpendiculaires abaissées de leurs som- .

mets sur leurs bases respectives, couperont ces bases en deux

parties égales, et les triangles rectangles formés par ces perpendi

culaires et par les côtés qui comprennent l'angle commun M,

donneront tout de suite , par l'analogie connue pour les triangles.

rectangles , ces équations

tang = cos M tang z,

tang = cosM tangj.,

etc.

Et si on fait u=m, ensorte que le premier triangle soit isoscèle ,

ayant z pour base , on aura de plus l'équation

tang | = cos M tang m ,

et l'on aura alors

fz =3 afr/i , îy= 5Gn , îx— kïm , etc.

Nous remarquerons ici que cette construction est pour les

16
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triangles sphériques, ce que la construction du problème 29 des

questions géométriques de l'Arithmétique de Newton, est pour les

triangles rectilignes.

En effet , si on rend rectilignes les triangles sphériques dont les

côtés sont u, z, y, etc. , et les bases /«, les équations ci-dessus

deviennent

i =2m cosM, u -\-y = 2z cos M , x-\-zz=z stjr cos M, etc.;

et il est facile de prouver qu'alors la fonction fm devient propor

tionnelle à l'angle dont le sinus est "S^M , parce que sin m et sin m

se changent en u et m ; de sorte qu'en prenant la base m pour le

sinus de l'angle opposé M, on aura , à cause de m= m,

z = sin 2M , j s= sin 3M , etc.

71. Nous nous sommes un peu étendus sur les propriétés des

fonctions de la forme fm, parce que les géomètres s'en sont beau

coup occupés , et que ces fonctions se présentent dans la solution

de plusieurs problèmes.

Si on demande , par exemple , le mouvement d'un pendule qui

oscille d'une manière quelconque , et qu'on nomme r la longueur du

pendule, 4 l'angle dont il est éloigné de la verticale dans un instant

quelconque , a la plus grande valeur de 4 j /3 la plus petite, en

prenant l'unité pour la gravité , et faisant

//COS j8 — cos J,\ .
Sin m = • /( 2 ) ,

y \cos /S — cos a/

// COS/3* COS tf* \ ,

" V \(cos fi + cos a )M-sin a.*/ *

y // a(co5^ + cos«) \

V \(cos &+ cos*)*+»in *V*

on aura X\/r x fm pour l'expression du temps depuis le point le

plus bas, dans laquelle on suppose comme ci-dessus,

f- 1

La vitesse angulaire de rotation autour de la verticale , sera
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exprimée par

|/2.sin et sin fi

VrX ain 4*Xl/(cos<t + cos,S) '

et sera par conséquent nulle lorsque le pendule passera par la verti-

ticale, dans lequel cas on a j3=o; c'est le cas des oscillations

ordinaires.

7a. On peut appeler analyse directe des fonctions, la manière

de trouver les fonctions et les équations dérivées, parce qu'elle

n'est fondée en effet que sur des méthodes directes, et qu'elle

n'emploie que des opérations qu'on peut toujours exécuter par les

règles que nous avons exposées. Mais la manière de revenir de

ces fonctions et de ces équations à celles d'où elles peuvent

être dérivées , et qu'on peut regarder comme leurs primitives ,

forme une autre partie de l'analyse des fonctions, qu'on peut

appeler analyse inverse, parce qu'elle dépend des mêmes méthodes

et des mêmes règles, mais prises inversement, et qui, par cette

raison , ne s'appliquent pas toujours avec la même facilité ni le

même succès. Il en est de ces deux parties de l'analyse des fonc

tions , comme de celles de l'arithmétique et de l'algèbre qui ont

pour objet les opérations directes de la multiplication et de l'élé

vation aux puissances , et les opérations inverses de la division

et de l'extraction des racines. Les opérations de la première es

pèce sont toujours possibles par les règles connues, et donnent

toujours des résultats exacts ; celles de la seconde espèce , au con

traire , ne le sont que dans certains cas, au moins rigoureusement,

et dans tous les autres , elles ne peuvent donner que des résultats

approchés.

L'analyse directe des fonctions est donc renfermée dans les

règles que nous avons données pour trouver les fonctions déri

vées , du moins pour ce qui regarde les fonctions d'une seule

variable. Quant à l'analyse inverse , elle dépend aussi des mêmes

règles ; mais la difficulté consiste dans leur application aux difie-

rens cas.

Nous avons indiqué les méthodes connues pour les principales

formes de fonctions ou d'équations, et nous nous sommes sur
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tout appliqués à bien établir les principes généraux de cette analyse

inverse.

Comme notre dessein n'est pas d'en donner un traité complet ,

nous n'ajouterons point ici d'autres détails ; mais ceux qui savent

le calcul différentiel , ne peuvent manquer d'apercevoir la confor

mité de l'analyse des fonctions avec ce calcul , et la correspon

dance des analyses directes et inverses avec les deux parties de

ce calcul qu'on appelle calculs différentiel et intégral. Ainsi , il

leur sera aisé, s'ils le jugent à propos, de transporter aux

fonctions les différentes méthodes d'intégration trouvées jusqu'à

présent.
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CHAPITRE XSL

Du développement des fonctions de deux variables. De leurs

Jonctions dérivées. Notation de ces fonctions et conditions

auxquelles elles doivent satisfaire. Loi générale qui règne

entre les termes du développement d'unefonction deplusieurs

variables, et ceux qui résultent du développement de ces

termes eux-mêmes.

rfh. Nous n'avons encore traité que des fonctions d'une seule

variable ; il n'est pas difficile d'étendre la théorie de ces fonctions

aux fonctions de deux ou de plusieurs variables.

Soit f ( x , y ) une fonction quelconque de deux variables x et r.

qu'on regarde comme indépendantes l'une de l'autre. Si , dans

cette fonction, on met à la fois x -f- i à la place de x, ety-\-o

à la place de y, i et o étant deux quantités indéterminées , qu'en

suite on développe la nouvelle fonction f(x -f- i' , y -f- o ) , suivant

les puissances ascendantes de i et o , il est clair que le premier

terme, sans i ni o, sera f(a:, y); et que les autres seront de

nouvelles fonctions de x et de y, multipliées successivement par

i, o, i% io, o', P, etc. 5 ces fonctions dérivent de la fonction pri

mitive ï(x,y), et c'est la loi de cette dérivation qu'il s'agit de

déterminer.

Pour y parvenir de la manière la plus simple , on commencera

par supposer qu'il n'y ait que la variable x qui devienne x+ i,

la variabley demeurant la même. Dans ce cas, désignant, comme

on l'a fait jusqu'ici , par f, f", f", etc. les fonctions primes , se

condes, tierces , etc. relativement à x seul, on aura
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Substituons maintenant partout y + o à la place dejr , on aura

Or , si on désigne par f, , f/, , 1^ , etc. les fonctions primes ,

secondes, tierces, etc. relativement à y, il est clair que la fonc

tion f ( x , y -f- o ) , considérée comme fonction de y -f- o , et indé

pendamment de x, deviendra

f(*> j) + of/(*^r)H-^Ç,(*>7)+^f,,/(*, y) + etc.

De même , en supposant toujours que les traits appliqués au bas

de la lettre f , indiquent les fonctions primes , secondes , etc. re

lativement à y , des fonctions déjà désignées par f, f", etc., on

aura

V(x,y+o)= {'{x,y) + of't(kxty) + £r.(*,.r)+ ete.

f'(^,jr+o)= f"(x,7)4-of;(x,r) + ^r(x,jr) + etc.,

et ainsi de suite

Faisant donc ces substitutions, et ordonnant les termes par rap

port aux puissances et aux produits de i et o, on aura

f(*+ i , J+ o ) = f( * y /) + if ( x , y ) -+- of, (x ,y )

+i>(x,ï)+"r(x,y)+ ^ïlXx,y) + ±F«(x,y)

où la forme générale des termes est

( i.9.3... .m) (i.a.3....n)\-(X ' )-

y4. Dans le procédé que nous venons de suivre pour avoir le
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développement de f * 5 y+°) > nous avons commencé par

substituer dans t(x,y), x+i pour x, et nous avons développé

suivant i, nous avons ensuite substitué dans tous les termes

de ce développement , y •+- o pour y , et nous avons dé-

loppé suivant o. Or, il est visible qu'on aurait identiquement le

même résultat , si on commençait par la substitution de y o

pour y, et par le développement suivant o , et qu'on fit ensuite

la substitution de x -f- i pour x , et le développement suivant i.

De cette manière, on aurait d'abord les fonctions primes, se

condes, etc. relativement ày, savoir, [t(x,y) , ïtt (x , y), etc. ;

ensuite on aurait les fonctions primes , secondes , etc. de celles-ci

relativement à x, qui, suivant la notation que nous venons

d'établir, seraient représentées par î't(x,y), f',(x,y), etc.,

r(jc,^), f'l(x,y) , etc.; et on obtiendrait ainsi la même for

mule que ci - dessus , comme cela doit être. Or , dans le premier

procédé, la fonction f ' (x,y) s'obtient en prenant d'abord la fonction

prime de î(x,y) relativement à a?, ce qui donne f'(x,y), et

ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à y ; et dans le

second procédé , la même fonction s'obtient en prenant d'abord la

fonction prime def (x,y) relativement a y, ce qui donne f/x, y),

et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à x.

D'où il suit qu'il est indifférent dans quel ordre se fasse la

double opération nécessaire pour passer de la fonction primitive

f(.r, y) à la fonction dérivée î't(x,y); et comme on doit

dire la même chose des autres fonctions marquées par des traits

placés au haut ou au bas de la caractéristique f, on en peut con

clure en général que les opérations indiquées par ces traits ,

sont absolument indépendantes entre elles et qu'elles conduisent

aux mêmes résultats, quelqu'ordre qu'on suive en prenant les

fonctions primes relativement à * et kyt indiquées par chacun des

traits supérieurs ou inférieurs. Ainsi , par exemple , on aura éga

lement la valeur de f" ( x , y ) , en prenant la fonction seconde

de £(x,y) relativement à x, et ensuite la fonction prime de

celle-ci relativement à y , ou en prenant d'abord la fonction prime

de ï(x,y) relativement h y, et ensuite la fonction seconde de

celle-ci relativement à xt ou bien en prenant la fonction prime



128 THEORIE DES FONCTIONS.

de f(x, y) relativement à x, ensuite la fonction prime de celle-ci

relativement à y , et enfin la fonction prime de cette dernière re

lativement à x ; et ainsi des autres.

Il est évident que cette conclusion a lieu en général , quelles que

soient les variables x , y , indépendantes ou non.

75. Soit, par exemple,

on aura la fonction prime , relativement à x ,

\

r (*, x)= V{ **y +r) + ^+y) .

et sa fonction prime relativement hy sera

ensuite la fonction prime de i'(x, y) relativement ày, sera

ç, , \ x -f- y x*y

et la fonction prime de ^(xyy) relativement à x sera

Quoique ces deux expressions de î'.(xyy) paraissent différentes,

elles sont cependant identiques; car elles se réduisent l'une et

l'autre à

3x*y + 5xy*+ y3

Ensuite, en prenant la fonction prime de P(x,y) relativement

à x, c'est-à-dire la fonction seconde de f(x,y) relativement

à a;, on aura

1 "; i**+y> (aW (^+^*

et prenant maintenant la fonction prime de celle-ci relativement
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A y , on aura , après les réductions ,

De même, en prenant la fonction prime def^x, y) relativement

à a?, on trouvera

f,(*,./) =— V.

et ainsi de suite.

Il résulte de là qu'afin que des fonctions données de x et ^

puissent être prises pour des fonctions dérivées d'une même fonc

tion primitive , il faut qu'elles satisfassent à certaines conditions.

Ainsi, si F(.r,j') et <p(x,y) représentent des fonctions don

nées de x, y; pour qu'on puisse supposer F(.r , y) = f (x ,y)}

et <p ( x, y)= f) (x , y ) , il faudra que l'on ait

Et en général, pour qu'on puisse supposer F (x, jk) = fm (x , j }

et <p (x , y) = ff (x, j'), il faudra que l'on ait

cr(*,jO=rç(*,jO=*:(*,jo.

Par exemple, si F (x,y) = -^j„ <p (x, r) =— on

pourra supposer F(ar, y) = f (x,^), <p(x, ^) = f)( .r,^) ; car

on trouve Fy (x,y)= ^+yy==^' ('*, J0, ma^s on ne pourrait

pas supposer F(ar,.y) = f' (a?, et <p (x, ^)=f y); car

alors il faudrait que F' (x , y) = py ( x, y) , ce qui n'est pas.

76. En général , quel que soit le nombre des variables qui entrent

dans une fonction , si on donne un accroissement à chacune de

ces variables , et qu'on développe la fonction suivant les dimensions

formées par ces différens accroissemens , qu'on développe ensuite

de la même manière les fonctions produites par le premier déve

loppement, et ainsi de suite , il règne entre ces différens dévelop-

n
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pemens, une loi que nous allons exposer d'une manière générale,

parce qu'elle peut être utile dans quelques occasions.

Soit ï(x,y , z. . .) une fonction de plusieurs variables indépen

dantes x, y , z, etc. ; supposons que par la substitution de x + a,

y-\-@, z-hy, etc., à la place dex,y,s, etc., et par le dévelop

pement suivant les puissances et les produits de a, ^, y, etc.,

cette fonction devienne

î(x , y, z. . .) + f(i) -K(a) +f(3) + etc.

Je dénote par f(1) la somme de tous les termes où les quantités

a , /3 , y, etc. seront à la première dimension, par f (2), la somme

de tous les termes où ces mêmes quantités formeront deux dimen

sions , et ainsi de suite.

Supposons de plus qu'en faisant la même substitution et le

même développement dans les fonctions f(i), f (2) , f(3), etc.;

elles deviennent

f(i) -f f(i,i) 4- f(i,2) -f- f (i,3) + etc. ,

f(a) + f(3,i) + f(2,2) -f- f(2,5) + etc. ,

f(3) + f(3,i) + f(3,2) -f- f(3,3) + etc. ,

etc. ,

où je dénote par f(i,i), f(i,a), etc., les rangs successifs des

termes du développement de f(i) , de manière que , puisque les

quantités a, /3, y, etc. sont à la première dimension dansf(i),

elles formeront deux dimensions dans f(i,i) , trois dimensions dans

f(i,2) ; et ainsi des autres. Par cette notation , on voit qu'en général

la quantité désignée par f (m,n) renfermera tous les termes du dé

veloppement de f ( m ) , où les quantités * , /S , y , etc. formeront

m + n dimensions.

Cela posé, si on substitue d'abord x-^-a^ y -\- (&t z -f- y , etc.

dans la fonction f (x,y, z. . .), elle deviendra

f(* > JT, *. • .)•+ f(i) +f(a) -4- f(3) -f etc. ;

et si on substitue ensuite dans cette quantité, x~$-m%,y-\-mP ,



PREMIÈRE PARTIE , CHAP. XII. i3t

2 -f- my , etc. à la place de x , y , z , il est clair qu'elle deviendra

f(x}jr, *...)+ f( i )+ f(a)+ f(3)+etc.,

+wf( i )+wi*f( 2 ) -+-m3f( 3 ) +etc,

-f-mî( i , i ) -f- ™»f( i , a) + /»sf( i , 3) + etc. ,

+mf(2, î) -t-7»*f(2,2) + m3f(2,3) +etc,

+ mî(3, i) -f- m»f(3, 2) + m3f(3, 3) + etc.,

4- etc.

D'un autre côté , il est visible que ces deux substitutions succes

sives équivalent à une substitution unique qu'on ferait dans la fonc

tion f(x,y, a. . .) , en mettant

x-h{ 1 +m) et, 7+ + m) @, z -f- (1 +/n ) y, etc.

à la place de x , y , a, etc., et qui donnerait , par le développement,

f(x,y, z. . .) + (i+m) f(1) -f- f(2)+ (i+m)* f(3) + etc.

Ainsi, il faudra que ces deux développemens soient identiques,

et que par conséquent les termes qui renferment les mêmes di

mensions a., fi, y , etc. soient égaux de part et d'autre , quelle

que soit d'ailleurs la quantité m. On aura donc les comparaisons

suivantes :

f(i)+/nf(i)=(i-H»)f(i),

f(a) + wf(a)+ mf (1,1) = (i-Hn)*f(a),

f(3)+msf(3) +m*f(1,2) + mf (2,1) = (i+m)' f(3),

f(4)+ m*f(4) +ra3f (i,3) -f" mT(a,a) +mî(3,i) = (i+m)4 f(4) ;

et ainsi de suite.

Et comparant encore les termes affectés des mêmes puissances

de 771 , on tirera ces valeurs

f(i,i) = af(2),

f(i,a)=3f(3), f(a,i) = 3f(3),

f(i,3) = 4f(4), f(2, 3)^(4), f(3,i) = 4f(4),

etc.

1
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Donc par les termes du premier développement général, on pourra

avoir immédiatement ceux de tous les développemens partiels

suivans.

77. A l'imitation de ce que nous avons pratiqué pour les fonc

tions d'une seule variable , si on regarde 2 comme une fonction

de x et y , on pourra dénoter par z, z, , 2", z', , zn , etc. ces diffé

rentes fonctions dérivées , en appliquant à la lettre 2 les mêmes

traits qu'on appliquerait à la caractéristique f de la fonction f(x, y)

qu'on suppose représenter la valeur de 2, et on nommera ces

fonctions de la même manière.

Ainsi, x devenant x+ i , et y devenant y-\- o, la quantité zj

fonction de x , y, deviendra ( art. 73 ),

le terme général de cette série étant, comme dans l'endroit cité,m

(i .a.3. . .m) (i .a.3. . .n) "*

A l'égard de la manière de trouver ces différentes fonctions , 3

est clair qu'il n'y a qu'à suivre les mêmes règles que pour les

fonctions d'une seule variable ; les traits supérieurs de la carac

téristique indiquant l'ordre de la fonction dérivée relativement à

x seul, et les traits inférieurs indiquant l'ordre de la fonction déri

vée relativement à y seul.

Ainsi, en prenant les fonctions primes de z, selon x et y, on

aura les valeurs de z' et z/, et de là, en prenant encore les fonc

tions primes relativement à x et à y , on aura les fonctions dérivées

du second ordre z" , s^,2A; et ainsi de suite.

Il est bon de remarquer ici que pour les fonctions de deux va

riables , il y a deux fonctions dérivées du premier ordre z' et zt ,

trois du second ordre 2", z\ , 2„, etc. , de sorte que pour l'ordre mitm',

il y aura un nombre m -f- i de fonctions dérivées.

Comme nous distinguons ces fonctions dérivées par des traits supé
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rieurs qui se rapportent à l'une des variables x, et par des traits infé

rieurs qui se rapportent à l'autre variable y, nous nommerons fonc

tions primes , secondes , etc., selon x ou y, les fonctions marquées

par de seuls traits supérieurs ou inférieurs , et nous nommerons

simplement fonctions primo -primes , secundo -primes , primo -se

condes , les fonctions marquées à la fois par des traits supérieurs

et inférieurs, en énonçant le trait supérieur le premier et l'inférieur

le second.

On trouvera plus de détails sur ce sujet, dans la leçon XIX du

Calcul des Fonctions.
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CHAPITRE XIII,

Où l'on donne la manière de développer les fonctions d'un

nombre quelconque de variables en séries terminées , compo

sées d'autant de termes qu'on voudra, et d'avoir la valeur

des restes.

78. Pa r une méthode analogue à celle du chapitre VI, on peut

aussi avoir le développement d'une fonction quelconque de xeljr

suivant les puissances de x et y , et déterminer les restes de la

série lorsqu'on veut l'arrêter à des termes quelconques. En chan

geant dans la formule de l'article 73, x et y en x— i,y— i; en

suite i et o en xz, yz, on aura

f(*, y)= f(*— xz , y—yz)+ xz? (x ■— xz , y—y*)

-KMC*— xz^y—yz) -f- ~ f'(.r—xz,y—yz)

H- x^z*f; (•*—xz,y—yz) î,l (x—xz,y—^s)-|-etc.,

où z sera une quantité quelconque indéterminée qui étant supposée

égale à zéro , rendra l'équation identique , et qui étant faite = 1 ,

donnera

f(x, y) sssf.+jrf'+jrf., + f l»+xyf.''+£ f.„ + etc.,

formule générale du développement de la fonction f(x, y) , sui

vant les puissances de x et y, dans laquelle les quantités désignées

par f. , f.', f.; , etc. dénotent les valeurs des fonctions dérivées sui

vant x et y, en faisant 1= 0 et y=o.

Supposons maintenant qu'on ne veuille faire ce développement

que par parties , et arrêtons-nous d'abord au premier terme , nous
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Ferons

f(^,r) = f(jf — xz, y—jz)+P,

P étant une fonction de z qui devra être évidemment nulle lors

que z=o. Puisque la quantité z peut être quelconque , nous pouvons

prendre l'équation prime relativement à z , et par les principes et

la notation établis , il est facile de voir que la fonction prime de

f(x—xz,y—yz), prise relativement àz, sera

—xf (x—xz, y—yz)—yf, (x—xz, y —yz);

donc , désignant par P' la fonction prime de P, prise aussi relati

vement à z , on aura , pour la détermination de P, l'équation du

premier ordre

P'= xF (x—xz, y—yz) -f-^f, ( x— xz , y—yz).

Considérons , en second lieu , les trois premiers termes du déve

loppement de f(x, y), et faisons

f (*, y ) = f(* — xz-> y —yz ) + xzF(x—xz, y —yz)

+jzf/ (x— xz,y —jz)+Q,

Q sera une fonction de z qui devra , par la nature même de cette

équation , devenir nulle lorsque z = o. A cause de l'indétermina

tion de z , on pourra prendre l'équation prime relativement à z ;

et désignant par Q' la fonction prime de Q, on trouvera, après

avoir effacé les termes qui se détruisent dans l'équation prime ,

cette équation du premier ordre pour la détermination de Q,

Q' = x%z?'(x— xz, y —yz) + zxyzF (x—xz, y —yz)

-\-y%zî,i (x — xz, y—yz) ;

et ainsi de suite.

Pour déduire de ces équations les valeurs de P, Q, etc. , il faudrait

chercher les fonctions primitives des quantités P', Q', etc. relati

vement à z, et les prendre telles qu'elles soient nulles lorsque

a= o. Mais comme nous n'avons pas besoin des expressions gé

nérales de ces quantités , mais seulement de leurs valeurs relatives

à z = 1 , que même il suffit d'avoir des limites de ces valeurs , on

-
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pourra faire usage de la méthode employée dans le chapitre cité ,

pour parvenir à des conclusions semblables à celles de l'article 3g.

Ainsi , en désignant par X un nombre indéterminé , ou plutôt

inconnu, toujours compris entre o et i , et qui devra être par

tout le même dans la même fonction , mais qui pourra être

différent dans les différentes fonctions , on trouvera les expressions

euivantes :

V=xP(Xx, A^)-hrÇ(**>*r)»

Q= i [*f' ( KÇ, Xy )+ 2XJrf ; (X*,Xy) +y% (XX , Xjr )] ;

et ainsi des autres.

Donc , enfin , substituant ces valeurs de P , Q, etc. dans les déve-

loppemens de f(x,y), et faisant z=i, on aura ces formules

générales qui renferment une extension du théorème de l'art. 4o.

f(X ,J) = f. + XÎ' (XX , Xy ) -h/fy Xy ) ,

t= ï. + xî.'+jî., + f f (Xx, Xy )

+^f; (XX, Xy) +•£ f„ ( Xx , Xj ) -

+^r'(xx,xj)+^r(xx)xJ)

+ ^r(Xx,Xj)+^ (Xx,Xy),

s=etc.

Donc , si l'on a la fonction f(jj -f- 1, y-\-o) à développer sui

vant les puissances de i et de o, il n'y aura qu'à mettre t et o

à la place de x et j dans les formules précédentes , et les quantités

f., f.', f./, etc. deviendront f(x,y), f (x,y), ft(x,y), etc., où

les fonctions dérivées peuvent être prises relativement à x ety ,

puisque la fonction î(x + i , y-\-o) est telle que ses dérivées

relativement k x et y , sont les mêmes que les dérivées relati

vement à i et o. Ainsi , on aura

î(x
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f(x -f- i,y + o) as f(X, j) + if ( x+ Al,j+Ao )

+ of, (*+ At',jr+Ao),

BSf(*,.r)+a'(*,^) + rf/(*,^)

+ 5 f'(x+>U,./+Ao) + iof; (x+Ai^+Xo)

+ 7Ç, (•*+*<,/+*<>)

= f(*,^) +^(*,^) + of.(*,^)

+ J f" (* ,jr) + < (* , y )+ J f„ (x, y )

+ -F f: (*+ /+ )+ -5 fw jr+Ao) ,

= etc.

La quantité Ai répond , comme l'on voit, à la quantité que nous

avons désignée par j dans l'article 4o ; nous préférons ici l'expres

sion Ai , parce que le même coefficient A se trouve dans la quantité

Ao. De ces formules qu'il serait maintenant aisé d'étendre aux

fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de variables, on peut

déduire la conclusion suivante :

Lorsque dans le développement d'une fonction suivant les puis

sances et les produits de certaines quantités , on veut s'arrêter aux

termes d'un ordre donné, c'est-à-dire, dans lesquels ces quantités

forment des dimensions d'un degré égal à l'exposant de cet ordre ,

on peut supposer le reste du développement égal aux seuls termes

de l'ordre suivant, mais en y conservant ces mêmes quantités

sous les fonctions, et les multipliant toutes par un coefficient A

dont la valeur sera entre les limites o et 1 , et qui sera la même

dans la même fonction, mais qui pourra être différente dans les

différentes fonctions.

79. Au reste , on pourrait aussi appliquer au développement de

la fonction f(*+t, 7+ 0) la méthode de l'article 5j, en pre

i8
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nant les fonctions dérivées par rapport à i et o. En effet, soit

î{x +i, y+o)= f (x,y) + iV + oQ.

En prenant d'abord les fonctions dérivées par rapport à x et y,

on aura

f'(x+i,y+o) = ('(x,y)+i?'+oQ',

f) (*+ t',7+0) = fy (x,7) -HP,+oQ,.

Ensuite si on prend les fonctions dérivées par rapport à i et o , et

qu'on les désigne par des traits placés au haut et au bas, mais en

arrière des lettres, on aura aussi

f'(x -f /, jK-t- o) = P+ 'T+ o'Q,

f, (^+i,7+o) = Q-t-I/P+ 0/Q;

puisqu'il est évident que les fonctions dérivées de ï(x-\-i, y+o)

sont les mêmes par rapport à x et *, et par rapport à. y et o. De

là on aura

P = f (* ,jr ) + ; (P- T)+ ° (Q'-X})

QBa$(*,j)+ i(P,-lP)+ o(Q--Q).

Donc si on fait

R=P'-T, S=Q'-Q+P- P, T=Q4—,Q,

on aura , en substituant ces valeurs ,

f(^4-*,/+o) = f(x,/) + & (x,y)+o$(xiy)

+ i*R + ioS + o*T,

et l'on pourra de la même manière pousser le développement

aussi loin qu'on voudra ; de sorte qu'en connaissant les expres

sions analytiques des premiers restes P, Q, on trouvera tous les

suivans par les simples fonctions dérivées de ces restes.

80. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se forment

de la même manière , et par les mêmes règles que celles d'une seule

variable , en considérant chaque variable séparément et successi

vement, il s'ensuit que tout ce que nous avons démontré sur les
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fonctions d'une seule variable , peut s'appliquer de même aux fonc

tions de deux variables.

Ainsi, il sera facile d'étendre aux fonctions de deux variables ,

les remarques que nous avons faites dans le chapitre V, sur le

développement des fonctions , lorsqu'on donne aux variables des

valeurs déterminées , et d'en déduire des conséquences et des ré

sultats semblables.

Enfin , il est visible qu'on pourra traiter aussi par les mêmes

principes , les fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de va

riables, puisqu'il ne s'agira que de répéter les mêmes opérations

séparément pour chaque variable.
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CHAPITRE XIV.

Des équations dérivées d'une équation entre trois variables.

Des fonctions arbitraires qui entrent dans les équations

primitives complètes entre trois variables.

81. Lorsqu'une fonction z n'est donnée que par une équation

entre x , y , z , on considérera que comme cette équation doit

avoir lieu , quelles que soient les valeurs de x et y , il s'ensuit

qu'elle aura lieu aussi en y mettant x-\-i et y -f- o à la place

de x et^, quelles que soient les quantités i et o; de sorte qu'en

développant, après cette substitution, l'équation suivant les puis

sances et les produits de i et o , il faudra que les termes multi

pliés par une même puissance ou produits de i et o , forment des

équations séparées. Mais nous venons de voir que dans le déve

loppement d'une fonction de x et y , les termes multipliés par i

donnent la fonction prime selon x, ceux multipliés par o donnent

la fonction prime selony , ceux multipliés par - donnent la fonction

seconde selon x , etc. Donc , ayant une équation quelconque entre

x,y, z, et regardant z comme une fonction de x et y donnée par

cette équation , on pourra , en prenant les différentes fonctions dé

rivées de tous ses termes , en déduire autant d'équations dérivées

de différens ordres, qu'on appellera de même , équations primes, se

condes, etc. selon x o\iy, équations primo-primes, secundo-primes, etc.,

et en général, équations dérivées dupremier ordre, du second ordre, etc.

Ces équations serviront à trouver les valeurs de z', z, , z", z', zu, etc.

Si donc on représente par F(x,j, z) = o l'équation proposée

pour la détermination de z,et qu'on désigne simplement parF'(^r),

F' ( J') , F' ( z) les fonctions primes de F (x ,y , z) , prises relative



PREMIÈRE PARTIE, CHAP. XIV. i4i

firent à x,y,z, considérées séparément, et comme des variables

indépendantes , il est aisé de voir , par les principes établis

pour les fonctions d'une seule variable, que i [F'(x) -{- z'F (z)]

sera le terme affecté de /, et o [F'(/) + zF (z)] le terme affecté

de o dans le développement de F (x , y, z) , après la substitution

de x -f- i et y+ o pour x et/, z étant regardé comme fonction

de x et y.

Ainsi , F' (x) -f- z'F' (z) sera la fonction prime relative à x , et

F' (7")+z/F'(z) la fonction prime relative ky de F (x,y, z) ; de sorte

qu'on aura ces deux équations primes . .

F'(*)+z'F'(z) = o, F'(jr) + 2/F'(Z)=oj

d'où l'on tire

2 F'(z)> *' ~~ F'(z)'

Ayant ainsi les valeurs de z' et zt , on en déduira celles de z",

z', z/,, etc. , en prenant de nouveau les fonctions primes de celles-ci

relatives à x ety ; et ainsi de suite.

82. On peut aussi rappeler immédiatement cette théorie à celle

des fonctions d'une variable, en regardant z comme donné en x

et y , et y comme une fonction indéterminée de x. Ainsi , en re

gardant d'abord y et z comme fonctions de x , la fonction prima

de F (x, y, z) sera,

¥'(x)+fF'(y) + zT(zy,

mais z étant considéré comme fonction de a: et y , et y comme

fonction de x, la fonction prime de z sera représentée par z'-f-j-'z,;

mettant cette valeur à la place de z', on aura

F'(x)+z'F'(z)+/ [F (y) + *,F(z)]

pour la fonction prime de F (x,y, z).

Donc, ayant l'équation F(x,y, z) = o, on aura l'équation

prime

F' (*) + z'F' (z) +/ [F' (y) + Z/F (z)J= o.
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Mais y étant regardé comme une fonction indéterminée de x ,

l'équation précédente doit avoir lieu , quelle que soit la fonction

y'- elle se décomposera donc en ces deux-ci,

F'(*) + z'F'(z)=o, F'(7) + Z/F'(z) = o,

comme plus haut.

On pourrait trouver de la même manière les équations dérivées

des ordres supérieurs.

83. Cela posé, considérons en général l'équation

F(jf,.r, z) = °;

elle donne les deux équations primes

F(*)+àT'(*)=o et F' (y ) + z,F' (z) = o,

qui auront par conséquent lieu en même temps que la proposée.

Donc une combinaison quelconque de ces trois équations aura

lieu aussi, et pourra par conséquent tenir lieu de l'équation

primitive.

Soient a et b deux constantes quelconques contenues dans la

fonction T (x,jr ,z) , ces constantes seront les mêmes dans les

fonctions dérivées F' (x) , F' (jr) , F' (z) ; ainsi on pourra , au moyen

des trois équations dont il s'agit, éliminer ces deux constantes ,

et l'équation résultante sera une équation du premier ordre entre

x,y, z, z' et z, qui renfermera deux constantes de moins que

l'équation primitive. Donc, réciproquement, si on n'a pour la

détermination de z en x et y qu'une équation du premier ordre

entre x,y , z, z' et z, , l'équation primitive entre x , y et z devra

contenir deux constantes arbitraires.

Ceci est analogue à ce que nous avons vu relativement aux

fonctions d'une seule variable ( art. 46) ; mais nous avons vu aussi

(art. 60) que la quantité arbitraire qui doit se trouver dans l'équa

tion primitive, peut n'être pas constante, et donner cependant

par l'élimination, la même équation du premier ordre. La même

chose peut donc avoir lieu ici ; et il est aisé de concevoir qu'on
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aura encore la même équation du premier ordre par l'élimina

tion des deux arbitraires a et b, quoiqu'elles ne soient pas cons

tantes , pourvu que les deux équations primes soient encore de la

même forme.

Désignons simplement par F' (a) et F' (b) les fonctions primes

de F ( xyy, z), prises relativement aux quantités a et b conte

nues dans cette dernière fonction ; il est aisé de voir par les prin

cipes établis , que si a et b sont regardés comme des fonctions

de x et y, la fonction prime de F (x ,j , z) relative à x , devra

être augmentée , à raison des deux nouvelles variables a et b, de

la quantité <i'F'(a) -f- b'F' (b), et que la fonction prime , relative kj ,

devra être augmentée pareillement de a,F'(a) •+-btF'(jb).

Supposons 4 = fa, on aura, en prenant les fonctions primes

relativement à x et j ,

b' = aTa b^af'a;

donc les quantités à ajouter aux deux fonctions primes seront

a'[F»-r-f'aXF'(*)] et a, [ F' (a)+ fa X F' (b)] ;

par conséquent, elles disparaitront à la fois en prenant a telle

qu'elle satisfasse à l'équation

F(«) +f«xF(J)= oi

la fonction fa de a, qu'on a prise pour b, demeurant absolument

arbitraire.

De là résultent donc ces conclusions importantes :

i°. Que l'équation primitive qui satisfait en général à une équa

tion du premier ordre , doit renfermer une fonction arbitraire ;

52°. Que si pour une équation donnée du premier ordre, on

trouve une équation primitive F (x, jr, z)=o, qui renferme deux

constantes arbitraires a et by il n'y aura qu'à faire £=fa , et prendre

a de manière qu'elle satisfasse à l'équation

F' (a) + fax F' (*)=o;

la fonction désignéo par fa sera la fonction arbitraire ;

/
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3'. Qu'ayant une équation quelconque entre x,y, z qui ren

ferme une fonction donnée , on en peut déduire une équation du

premier ordre où cette fonction ne se trouve plus. En effet , si

<pp est la fonction qu'on veut faire disparaitre , p étant une fonc

tion donnée de x,y,z, il n'y aura qu'à prendre les deux équa

tions primes , suivant x et suivant j-, de l'équation proposée , on

aura trois équations qui renfermeront <pp et <p'p , en désignant par

<p'p la fonction prime de <pp prise relativement à p; d'où, éliminant

ces deux fonctions, il résultera une équation du premier ordre où

la fonction fp ne se trouvera plus.

84. Soit, par exemple , z—ax — by — c=o une équation don

née ; les deux équations primes seront

z' — a = o, zt — £= o j

éliminant a et b de ces trois équations, on aura l'équation du

premier ordre

z—xz'—yz, — cz=oT

dont z — ax— by— c = o sera l'équation primitive, a et b étant

les constantes arbitraires.

Maintenant , en supposant z — ax — by — c = F (ar ,y, z),

on aura

r(a)=-x, F(b)=-y.

Donc, faisant b == fa , l'équation pour déterminer a sera

— x—yPa = o ; d'où l'on tire f'a =— ? ;

ce qui donne

"=*(!)•

? désignant la fonction inverse de f. Ainsi la fonction f étant in

déterminée , la fonction <p le sera aussi ; donc a et b seront deux

fonctions indéterminées dej^, ou plutôt dépendantes d'une même

fonction indéterminée de - ; et b -f- — sera par conséquent une

fonction
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fonction indéterminée de -. Désignant donc cette fonction simple-

ment par <p , l'équation primitive deviendra

Si on prend les deux équations primes de celle-ci, on aura

-<p(J0= o, et (pX^= o.

Eliminant de ces trois équations les deux inconnues <?(J) etf'

on aura , comme plus haut ,

z—xz'—yzj— c = o

pour l'équation dérivée du premier ordre, délivrée de la fonc

tion <p (p.

*9
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CHAPITRE XV.

Formule remarquable pour le développement en série d'une

fonction quelconque de l'inconnue z de l'équation z=x+yf.z.

85. Cette propriété des équations primes de pouvoir servir à

faire disparaitre une fonction quelconque, est très-utile dans beau

coup d'occasions , et surtout pour les développemens en série.

Pour en donner un exemple , soit proposée l'équation

Z = JC-f-/fz

pour la détermination de z , fz étant une fonction quelconque de s,

et supposons qu'on demande la valeur de z en série suivant les

puissances de y ; il est visible que les deux premiers termes seront

x -t-jfa ; et si , pour trouver les termes suivans , on suppose

z = x -f-j£r -f- Ay* ■+- By3 -f- etc. , il faudra développer la fonction

fz suivant les puissances de y , et comparer ensuite les termes

pour pouvoir déterminer les valeurs de A , B , etc. ; mais, de cette

manière , on n'aurait pas la loi de ces valeurs ; il y aura donc de

l'avantage à employer, au lieu de l'équation proposée , une équation

du premier ordre où la fonction fz ne se trouve pas.

Prenant donc les équations primes suivant x et suivant y , on

aura

z'= i -f-/f'z x z', et zy=fz -hyf'z X z, ,

en dénotant par f'z la fonction prime de fz relativement à z ; d'où

éliminant f'z , on tire d'abord

z, — z'fz = o.

Mais l'équation primitive donne
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donc , substituant cette valeur dans la dernière équation , on aura

cette équation du premier ordre , délivrée de fz ,

z' (z — x) .—yz, — o.

Comme le premier terme de l'expression de z en série de y est

évidemment x, nous supposerons en général ,

z= x+ Ay -f- B/s+ Cyt-\- etc. ,

A , B , C , etc. étant des fonctions-de x, nous aurons

z'= i + A> + By+Cy + etc,

A', B', etc. étant les fonctions primes de A , B , etc. , regardées

comme fonctions de x; ensuite

z, =A + 2B7 -f- 5Cy'+ 4Dy*+ etc, ) j

donc on aura , en substituant ces valeurs ,

( i + A'y + B>'+ C'y3 -h etc.) (A + By + C/*+ etc.)

—A—2By— 3Çp*— etc.=o;

savoir,

( AA'— B )y+ (BA' -f- AB' — aC)/-

+( CA' + BB'+ AC— 3D )y3 + etc. = o ; . .• .

d'où l'on tire tout de suite

B = AA', C = i(AB' + BA'), ,

D= i ( AC + BB' + ÇA') , etc. : '

Ici la quantité A demeure indéterminée ; mais nous avons déjà

vu que les deux premiers termes de z dans l'équation proposée

sont x-\-y(x, par conséquent, on aura A = £x , et de là

A' = f'.r, B=£rf'*, B'= fcf'a; -f- ( f'.*)* ;

donc

C = 1 ( zîxî'x* + ïx*?'x ) , etc.
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Mais en examinant les expressions de B, C , etc. , on voit d'abord

qu'elles peuvent se mettre sous cette forme ,

b=(t)', c«»i<ABy,

Di=g(AC+^B*)', E = ^(AD+BC)', etc.,

en dénotant en général , par le caractère ( )', la fonction prime

selon x , de la quantité renfermée entre les deux crochets ; et si

on fait les substitutions successives , on trouve que ces expressions

sont réductibles à celles-ci plus simples ,

. Rs»i(À% C= ^(ÀT, D=^(AT, etc.,

en marquant par un trait, deux traits, etc. les fonctions primes,

secondes , etc. des quantités renfermées entre les crochets , relati

vement à la variable x; de sorte qu'en substituant la valeur de A ,

on aura enfin

z == x ( fc»)'+^ ( Ér»)"+^(£**)'"+ etc.

©ù les exposans de x indiquent des puissances de for.

86. Supposons maintenant qu'on demande la valeur d'une fonc

tion quelconque <pz de z , développée de même suivant les puis

sances de jr; on fera u = <pz , et prenant les équations primes pour

faire disparaitre la fonction <p, on aura

u' = tp'z x z' et u, = <p'z x z, y

d'où l'on tire . ; .

... .. ","■"*/

Substituant la valeur de — , tirée de l'équation s' (s — x ) —yz,=o

de l'article précédent , on aura cette équation du premier ordre

«' ( z — x ) —yu, — o. ■ 1 •

Supposons ici

u=P+Qr+ Ry+ Sj* + etc.,
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P, Q, R, etc. étant des fonctions de x : substituant cette valeur,

ainsi que celle de z trouvée ci-dessus , on aura

(P'+Qy+Ry.-l^y+etc.) (to+Z (£*■)'+^ (ùc> )«+ etc.)

—Q— 2R7—3S/»— etc. = o;

d'où l'on tire

Q = P'Cr , 2R= Q'Cr 4. £ ( £r»)',

3S = R'£r + Ç(fe7+ ^(^3)";

et ainsi de suite.

Or, en substituant successivement les valeurs de Q, R, etc. , il

est aisé de reconnaitre que les expressions de ces quantités peuvent

se réduire à cette forme simple

Q=P'f.r, R= i(P'£r»)', S=^ ( P'Er3)", etc.

La fonction P demeure indéterminée , à cause de l'élimination de la

fonction <p; mais puisque u= qlz=<p (x-}-yfx -\- etc.), il est visible

qu'on aura P = <px, et par conséquent P'= ç'x.

Donc enfin, on aura

<pz= <px +y<p'xSx +.Ç (<p'*£r3)'+ ^ (<p'xïx})"+ etc. ,

formule très-remarquable , et d'un grand usage dans l'analyse , sur

tout pour le retour des suites.

87. On pourrait parvenir immédiatement à ce dernier résultat

par la formule de l'art. 33 ; car il n'y aurait qu'à regarder u comme

une fonction de y, et chercher les fonctions primes , secondes, etc.

de u relatives ay, c'est-à-dire les valeurs de un uin etc. ; Faisant

ensuite y= o, on aurait

», un \uh, etc.

pour les coefficiens P , Q, R , S , etc. de la série.



i5o THÉORIE DES FONCTIONS.

Tout se réduit donc à trouver ces fonctions dérivées , et à les

mettre sous une forme simple et régulière. Pour cela , nous repren

drons les deux équations primes trouvées ci-dessus (art. 85, 86) ,

z. — ziz = o et — = — ,
' HZ

é I

lesquelles donnent celles-ci ,

u, ■=. u'ïz et z; = z'fz.

On aura donc, i°.

u, — u'îz ;

a*. en prenant les fonctions primes selon y ,

uh= u'fz + u'zfi'z,

î'z dénote la fonction prime de z relativement à z ; or , de la pre

mière équation, on tire aussi cette équation prime relative kx,

donc , substituant , on aura

un— u"fz»+ au'z'f'zfz = ( u'h" )' ;

y. en prenant encore les fonctions primes relatives à y, on aura

um = («Tz» ); ; or ( u'fz» ),= r/fz*+ zu'zpk ;

substituant les valeurs de u\ et de zn données ci-dessus, on aura

( u'& ), = u"fz3 -f- Su'zTzfc= ( u'ù>3 )' ;

donc , prenant les fonctions primes relatives à x , on aura

(m'fc3 )" «i^j

et ainsi de suite.

Donc , puisque «= <pz, on aura «' = z'<p'z, par conséquent ,

«/=:z'<p'zfz, H//==(z'<p'sfz*)', «^(z'p'zfz3)", etc.,

<p'z étant la fonction prime de pz relativement à z seul, et les

exposans de s indiquant les puissances de fz.
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Faisons maintenant y = o, l'équation proposée a = j?+jli

donnera z = x ; donc

z' = 1 , <pz = <p,r, <p'z = (p'x et fz = £r ;

donc enfin

P=px, Q= <p'x£r, R«i(^*fo% S = —% (<f>'xfxs)", etc.

comme ci-dessus.

Pour montrer , par une application , l'usage de cette formule ,

soit proposée l'équation

Z=X-\-JZm,

x et y étant des quantités données, et qu'on demande la valeur

de z" en série suivant les puissances dejjonfera donc

fz= zm, <pz = z";

donc aussi

£r = xm, <px= x" , <p'x = nx"~' ,

et l'on aura sur-le-champ

P =x%

Q = nxm**-',

r= ? (x™+»-*y =n{2m + n~n x™+"-%,

ô Ve > — a. 3 —X.,

etc.;

de sorte qu'on aura

H ■ — ^ « xSm+n-sys-{- etc.

Voyez aussi sur ce sujet , la note XI du Traité de la résolution

des équations numériques , seconde édition.
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CHAPITRE XVI.

Méthode générale pour trouver l'équation primitive d'une

équation du premier ordre entre plusieurs variables , lors

que les fonctions dérivées sont linéaires]; et pour trouver

l'équation primitive d'une équation quelconque du premier

ordre entre trois variables.

88. Nous avons vu comment on peut faire disparaitre une

fonction arbitraire contenue dans une équation donnée, au moyen

de ses équations primes ; mais il y a , pour y parvenir, un moyen

plus simple à quelques égards, fondé sur la considération que

nous avons employée plus haut (art. ,8a).

Considérons en général l'équation F ( x ,y, z, <pp) = o, dans

laquelle p soit égale à ï(x,jr,z), les deux fonctions désignées

par les caractéristiques F et f étant données , et la fonction mar

quée par la caractéristique <p étant arbitraire ; on peut supposer^ une

fonction de x, telle que la fonction prime de p soit nulle ; alors p

pourra être traitée comme constante dans la fonction F (x,y, z, $p) ,

pourvu qu'on détermine y' par la condition que la fonction prime

de f(x, y, z) soit nulle.

Désignons simplement par F' (x), F'(^), F' (z), et de même par

f ' (x) , f (y ) , f (z) les fonctions primes de F( x , y , z, <pp), et de

f(jc,j, z), prises relativement à x, y, z isolées et regardées

comme indépendantes , on aura , comme dans l'endroit cité , les

deux équations primes

F'(*) + z'F (z) +/ [ F'Cr ) + *,F' (*)] = o,

f {x) + z' f (z) +/ [ f' (y)+ *, f'(,)]= o ,

dont
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dont la première contiendra <pp, et dont la seconde ne contiendra

point p ; celle-ci servira à éliminer l'inconnue y'; la première,

jointe à son équation primitive, servira à éliminer l'inconnue <Pp.

Cette méthode a l'avantage de pouvoir s'appliquer aux équa

tions qui contiendraient plusieurs fonctions arbitraires de la même

fonction p.

En effet, si l'on avait l'équation (x,y} z, <pp, °\p) = o, on

trouverait d'abord, comme ci-dessus, une équation du premier

ordre sans la fonction <pp , mais qui contiendrait encore la fonction

4/?; ensuite, appliquant à cette équation le même procédé, et éli

minant de nouveau la fonction y' qui paraitra dans son équation

prime par la même équation ci-dessus , on aura une équation du

second ordre qui contiendra *\p , et d'où on éliminera cette fonc

tion par le moyen de l'équation du premier ordre ; et ainsi de suite ,

quel que puisse être le nombre des fonctions arbitraires de la

même quantité p.

Mais si l'équation proposée contenait les fonctions qlp et .v^y,

p et q étant des fonctions différentes de o;,/, i, on ne pourrait

pas parvenir à une équation du second ordre , débarrassée des

fonctions <pp et *\p , et de leurs dérivées ; il faudrait alors passer à

des équations d'un ordre supérieur..

8g. Considérons les équations du premier ordre qui peuvent

résulter de l'élimination d'une fonction arbitraire <pp, et supposons,

pour plus de simplicité, ce qui est toujours possible , que l'équa

tion primitive soit de la forme

F(x,jr,z)= <pp, p étant=f(x,j,2),

on aura alors les deux équations primes

F'(.r) + zT'(s) ■+•/ [F'OO -f- z,F'(3)] = o ,

f' (x) + z'î' (z) +/ [ f' (y) 4- z, f' (z)] = o ,

qui seront délivrées de <pp ; et il ne s'agira plus que d'éliminery.

Le résultat de cette élimination est *

f (*) + z'f (s) — £ (y) + *,f (*) '

ao
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d'où résulte cette équation de premier ordre

F'Wxf Cr)-F'oo x f(ï)+x'[P(a) xfCr)-F'(/) xf'C*}]

+ a, [F' (x) x f'(z) - F' (s) x f (*)]= o ,

qui ne contient que x, y, z avec les fonctions primes z' et z,.

Cette équation pourra donc être mise sous cette forme

d'où l'on peut conclure ,

i0. Que toutes les équations du premier ordre entre x, y , z*

et zl qui ne seront pas réductibles à la forme précédente , ne pour

ront pas être 'dérivées d'une équation primitive entre x,y, z et

çp , p étant une fonction de oc, y, z;

52°. Que toutes les équations du premier ordre réductibles à

la forme précédente , pourront toujours avoir pour équation pri

mitive une équation de la forme supposée F (x,y , z) = <pp , p étant

s=f(x, y,z).

Car les valeurs des coefficiens M et N étant données en fonc

tions de x ,y y on aura deux équations par lesquelles on pourra

déterminer les deux fonctions marquées par les caractéristiques F

et f; et la fonction marquée pour <p demeurera arbitraire.

Ce problème étant l'un des plus intéressans de la théorie des

fonctions , je vais en donner ici une solution directe,

go. Regardons , ce qui est permis , y et z comme des fonctions

de x , dont les fonctions primes soient y' et z', et considérons les

deux quantités z'+N et Mz'-f-Np'; ces quantités deviendront, par

la substitution des expressions précédentes de M et de N ,

en faisant

z' + Mz/+N= o7

M=

N=

F'(i)xf(a)-F'(*)Xf(x) .

F'WXf())-F'(y)XfW*

F'(x)xf OQ— F'(y)xf (g),

F'(*)xf O0-F'O0xf (»)•
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Si on ajoute et qu'on retranche en même temps du numérateur de

la première , la quantité F' (jr ) x f (7 et du numérateur de

la seconde , la quantité F' (x) x f' (x) , et qu'on fasse attention

que F'(a:) + F'(7)y -f- F' (z) z' est la fonction prime de

^(xt z) > que nous dénoterons simplement par F(x,y,zyt

que de même f (x) + f (y )f 4- f' (z) z' est la fonction prime

de f(x,jr, z) , que nous dénoterons pareillement \>arî(x,jr,z)'t

on aura

,'-1 N — f'OQXFÇx. y, 2y-F'(y)xf(x,y,gy ,

^" *"0)Xf(.y)-F'(y)xf'0)

> . . . - -

Donc si on fait les deux équations

z'+N=o, Mz'+N/= o,

ces équations seront équivalentes à ces deux-ci

F(^J,2)'= 0, et £(x,jr, z)'=.o,

dont les équations pvimitives sont évidemment

F(*,7,z) = A, t(x,jr, z) = B,

A et B étant des constantes arbitraires ; de sorte que ces équa

tions primitives seront complètes à cause des deux constantes ar

bitraires A et B.

Mais il est possible qu'en cherchant les équations primitives

des équations

z'-f-N = o, Mz'-f-N/=o,

où M et N sont des fonctions données de x,jr, z , on ne les trouve

pas sous la forme précédente. Cependant, sous quelque forme

qu'elles puissent se présenter, si elles renferment deux constantes

arbitraires a et Z», elles doivent être comprises dans les précédentes ,

et les constantes A et B ne pourront qu'être fonctions des cons

tantes a jÇ.t b. Si donc on tire de ces équations primitives les va
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leurs des constantes a et b en x, y, z, et que ces valeurs soient

PetQ, ensorte que les équations dont il s'agit soient réduites à

la forme P = a, Q=b, il s'ensuit que les fonctions F (x,y, s)

et f(x,y,z) ne pourront être aussi que des fonctions de F etQ.

Donc, puisque l'équation primitive d'où l'équation du premier

ordre z' -f- Mai -f- N = o est dérivée, est de la forme

z) = <p/?=<p [f(x, j, *)],

cette équation primitive deviendra

fonct. (F , Q) (fonct. P, Q),

la fonction marquée par <p demeurant arbitraire : d'où il résulte que

P sera une fonction quelconque de Q; de sorte que l'équation pri

mitive de l'équation du premier ordre

z'+Mz/+N= o,

pourra être réduite en général à cette forme très-simple ,

P = <PQ,

la fonction marquée par la caractéristique <p étant arbitraire. Cette

méthode réduit , comme l'on voit , la détermination de la fonction

de deux variables à celle de deux fonctions d'une seule variable ;

et elle est surtout remarquable par la simplicité et la généralité du

résultat.

■. * i

91. La méthode précédente peut s'étendre aussi aux fonctions

de plus de deux variables. Ainsi , si u est une fonction de trois

variables x,y,z, déterminée par l'équation

T(x,y,z,u) = <p(p,(j),

p et q étant des fonctions données de x,y, z , u, et <p (p , q) étant

une fonction quelconque de p, q, on trouvera , par une analyse

semblable à celle de l'art. 89 , et regardant y et z coinnie des
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fonctions de x , dont on déterminera les fonctions primes y' et z',

par la supposition que p et q demeurent constantes ; on trouvera ,

dis-je , une équation du premier ordre , dérivée de la fonction <p ,

de la forme suivante , -

uf-t■L»J-f-M/u-i- N = o,

L, M, N étant des fonctions données de x,y,z,u,etu',uniu

étant les fonctions primes de u relativement h x,y et z; de sorte

que toute équation entre x ,y, z, u et les fonctions primes de u ,

qui ne serait pas de cette forme , ne pourra pas être dérivée d'une

équation primitive de la forme ci-dessus.

Pour les équations du premier ordre réductibles à la forme

précédente , on trouvera aussi , par une analyse semblable à

celle de l'article précédent , que si on regarde y , z, u comme

des fonctions de x déterminées par ces trois équations du premier

ordre

ît' + N = o, Lu'+N/= o, M«'+]NV= o,

et qu'on en cherche les équations primitives qui devront renfermer

trois constantes arbitraires a,b, c, qu'ensuite on tire de ces équa

tions les valeurs de ces constantes , de manière que l'on ait

a=V, è=Q , c = R,

P , Q, R étant des fonctions données de x, y, z, u, on aura

sur-le-champ

P = <P(Q,R)

pour l'équation primitive de l'équation proposée, dans laquelle

? (P, Q) sera une fonction arbitraire de P et Q.

Cette méthode est présentée d'une manière plus simple et plus

directe dans la leçon XX du Calcul des Fonctions , à laquelle nous

nous contentons de renvoyer.

92. Mais si l'on avait , pour la détermination de 2 en fonction

de x ety, une équation quelconque du premier ordre entre x, y,

z, z' et z, non réductible à la forme de l'article 89, la même
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méthode ne servirait plus. Cependant on peut toujours, quelle

que soit la forme de l'équation proposée , la ramener à la forme

de l'art. 91 , en y introduisant une variable de plus.

Soit donc proposée l'équation

s'a F («,.?, z,s,),

la fonction indiquée par la caractéristique F étant donnée ; je sup

pose z,= u, et comme z est fonction de x , y, il est clair que u

sera aussi fonction de x,y; donc prenant les fonctions primes

relativement à x seul, on aura z\ =«'. Maintenant l'équation pro

posée deviendra

z' = F(x,y,z, u);

prenant les fonctions primes relativement à y seul , et observant

que z et u sont fonctions de x,y, on aura

où les quantités F' (y ) , F' (z) , F' (u) dénotent les fonctions primes

de T(x,y , z , u) , prises relativement aux variables isolées^, z, «,

ainsi que nous l'avons pratiqué jusqu'ici ; donc , substituant a et«'

pour z, et z\, on aura l'équation

«'=«F'(7)4-»F'(a)+«/F(«),

dans laquelle les quantités F' (j), F' (z) , F' (m) seront des fonctions

données de x ,y, z et u.

Cette équation serait donc susceptible de la méthode précédente,

si u était une fonction des variables x , y, z , regardées comme

indépendantes entre elles ; mais rien n'empêche de les regarder

comme telles , et de regarder en même temps u comme une simple

fonction de x,y, z , pourvu qu'on exprime , d'une manière con

forme à cette supposition , les fonctions primes «' et u, qui se

rapportent aux seules variables x ety.

Qu'on dénote par u', u, et ,u les fonctions primes de u relative

ment à x , y , z, il est facile de voir, par les principes établis

pour la formation des fonctions primes , que , puisque z est essen
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tiellement une fonction de x et y , dont z' et z, sont les fonctions

primes relativement à chacune de ces variables isolées, la valeur

complète de la fonction prime de u relativement à x, sera u'-\-,uz',

et que la valeur complète de la fonction prime de u relativement

à y, sera ces valeurs sont celles qui, dans l'équation

ci-dessus , sont représentées simplement par u' et «/ ; mais on a

supposé z,—u, et par l'équation proposée , on a z'= F ( x,y , a , m);

donc les valeurs à substituer à u' et u, seront m'-f- pEÇx}j, z,u)

et «,-f-yu«. Faisant donc ces substitutions , dans la dernière équa

tion en u , u', u, , et ordonnant les termes suivant les quantités

uy et ,u, on aura

«'-«,F(«)+/«[F(a:,7,Z,M)-»F'(«)]-F(j)-«F'(z)=o,

équation qui , étant comparée à la formule générale de l'art. 91 ,

donne

L = — F'(«), M=f(x,y,z,u)—uF'(u)

et N=— F(/) — uF'(2)j

de sorte que les trois équations par lesquelles il faudra détermi

ner y, z, u en fonctions de x, seront

il'—F'OO — uF'(z)=o,

«'F' («) +f [ F' (j) + «F' (*)]= 9 ,

1*' [F(.r,7, s, m)- "F' («)] - z' [F' (7) +«F' (z)] = 0.

Ainsi la difficulté est réduite à trouver les équations primitives

d'où celles-ci peuvent être déduites; mais il suffira d'en trouver

une , et il serait même inutile de trouver les deux autres.

g3. En effet , supposons qu'on ait trouvé les trois équations

primitives avec les trois constantes arbitraires a, b,c, et soient

P, Q , R les valeurs de ces constantes qui en résultent , on aura

P = <p(Q,R) pour la forme générale de l'équation primitive

en u ( art. 91 ).

Cette équation, où la caractéristique <p désigne une fonction ar
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binaire , satisfera dans toute son étendue à l'équation du premier

ordre en u , dans laquelle u est regardée comme fonction de x , y , z j

mais u a été supposée égale à s,, et z doit être, d'après l'équation

proposée, une fonction de x et y; donc l'équation P = <p (Q, R)

est trop générale , et il faudra encore chercher les limitations qu'on

doit donner à la fonction arbitraire relativement aux deux quan

tités P et Q, pour que cette équation réponde exactement à

l'équation proposée.

Mais, sans entrer dans cette recherche, j'observe que, quelle

que puisse être la vraie forme de la fonction arbitraire , on peut

la supposer égale à une constante; de sorte que P=a, c'est-à-

dire, une des équations primitives des trois équations ci-dessus ,

avec une constante arbitraire , donnera une valeur de u, qui sa

tisfera à l'équation en u.

Maintenant , en remettant zt pour u dans cette équation, on aura

une équation du premier ordre entre x, y , z cts, , dans laquelle z

devra être regardée comme fonction de a; et y; mais puisque

cette équation ne contient que la fonction prime zn relative ay,

on pourra regardera comme constante, et z comme une simple

fonction de y ; on trouvera donc son équation primitive par l'ana

lyse des fonctions d'une seule variable , et puisque x est regardée

comme constante, la constante arbitraire qui entrera dans cette

équation primitive pourra être aussi une fonction quelconque de x,

que nous nommerons p.

On aura ainsi une valeur de s en x et y avec les deux quan

tités a et p , qui satisfera à l'équation proposée. La constante a

demeurera arbitraire ; mais la fonction p devra être déterminée

conformément à cette équation. Pour cela, il n'y aura qu'à y

substituer l'expression de z dont il s'agit ; tous les termes qui ren

fermeront y se détruiront , et il ne restera que des termes qui

contiendront x,p et p' ; de sorte que l'on aura de nouveau une

équation du premier ordre entre les variables x et p, dont l'équa

tion primitive donnera la valeur de p en x , avec une nouvelle

constante arbitraire b.

De cette manière , on aura enfin une valeur de a en a; et y ,

avec
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avec deux constantes arbitraires a et b , qui satisfera à la proposée

indépendamment des constantes. Cette valeur ne sera que par

ticulière ; mais on pourra , par la méthode de l'article 85, trouver

la valeur générale de z, qui contiendra une fonction arbitraire.

En effet, si f (.r.,/, z, a, b) = o est l'équation trouvée pour la

détermination de z, on fera b—<pa, et on égalera à zéro la fonc

tion prime de f(.r, y, z, a, <pa), prise relativement à la quan

tité a , regardée comme seule variable ; on aura une équation qui

servira à déterminer a, et l'équation ï(x,y, z, a, <pa) = o sera

l'équation primitive cherchée de la proposée du premier ordre , la

fonction marquée par la caractéristique <p demeurant arbitraire.

J'ai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail né

cessaire pour la faire bien entendre , parce qu'elle est nouvelle et

qu'elle réduit toute l'analyse inverse des fonctions de deux va

riables qui ne passent pas le premier ordre , à l'analyse des fonc

tions d'une seule variable.

g4. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul

soit assez simple , supposons que l'équation proposée soit de cette

forme

z's=Ar+Bs+î{x, z,),

A et B étant des constantes, et f(jc, z, ) une fonction quelconque

donnée de x et de zr En rapportant cette équation à la formule

générale de l'article précédent, on aura

F(*,/,z,zy) = Ay+Bz+ î(x, z/);

donc

V{x,y, z, u) = Ay-t-Bz + ï(x,u),

et de là , en prenant les fonctions primes relativement à y et z ,

F'(7) = A, F'(z) = B;

de sorte qu'en faisant ces substitutions dans les trois équations

du premier ordre entre oc, y, z, u, la première d'entre elles

deviendra

u'—A — Bu = o ;

21
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laquelle ne contenant que la variable «, qu'on suppose fonction de jt,

aura une équation primitive indépendamment des deux autres. En

effet, si on multiplie cette équation par e~Bx, e étant le nombre

dont le logarithme hyperbolique est l'unité , son premier membre

Ae—Bx

deviendra la fonction prime de ue~hx H g— , comme il est

aisé de s'en assurer , en cherchant la fonction prime de cette

quantité par les formules du chapitre III.

Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant

aux fonctions primitives (u +^ e-Bx= a , a étant une constante

arbitraire. Cette équation donnera donc

et substituant pour u sa valeur z, , on aura l'équation prime

dans laquelle z, étant la fonction prime de z relativement ày seul,

on pourra regarder x comme constante, et z comme fonction dey.

Ainsi, comme le second membre ne contient niy ni z, sa fonction

primitive dans cette supposition sera simplement t— ^ -f- a^*\y ;

donc , passant des fonctions primes relatives à y seul, aux fonc

tions primitives , on aura l'équation primitive

p étant une fonction quelconque de x qui peut être ajoutée comme

constante , puisque sa fonction prime relativement ày est nulle.

De cette expression de z on tirera celles des deux fonctions

primes z' et z, relatives à x et y ; et l'on aura

z' = dBe*'y+p't
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ces valeurs étant substituées dans l'équation proposée, elle deviendra

aBe^j +/>'= A7+B (—£ + œB*)/+ B/> + f(x , — £+ aé**) ,

laquelle se réduit à

où l'on voit que les y ont disparu, de manière qu'on pourra déter

miner p en fonction de x seul.

Qu'on multiplie cette équation par e-Bx, et qu'on suppose

elle deviendra

et passant aux fonctions primitives , on aura

^g-Bx = -f- ^ ,

& étant une constante arbitraire. De là on tire

donc , substituant cette valeur dans l'expression de z trouvée ci-

dessus, on aura

z= (— ~ + «eB*)j + ( Fx-f-i ) eB*.

Cette valeur de z n'est que particulière , mais comme elle con

tient les deux constantes arbitraires a et b, elle donnera la valeur

générale , si on fait b = <pa, et qu'on détermine a par l'équation

en désignant par F' ( a ) la fonction prime de F.c prise relative

ment à a.

Si B = o, le calcul devient plus simple, et l'on trouvera, en fai
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sunt f (x , Ax -f- a)z=F'x , les deux équations

z= ( Ax+ a) y+ Fx + Ça ,

J+F'(a)-f^= o,

d'où il faudra éliminer

g5. Cette dernière méthode est néanmoins sujette à quelque»

difficultés que nous avons résolues complettement dans la même

leçon XX déjà citée , où cette matière est envisagée d'une manière

plus générale que nous ne l'avons fait ici.

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce qui regarde les

fonctions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le calcul

qu'on appelle aux différences partielles, pourront aisément le rap

procher de l'analyse de ces fonctions, et donner par là à cette

analyse les développemens qu'on y pourrait encore desirer.

Notre objet , dans cette première partie , n'a été que d'établir la

théorie des fonctions et des équations dérivées, d'une manière

purement analytique et indépendante de toute supposition ou con-

«dération étrangère.



SECONDE PARTIE.

APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS A LA GÉOMÉTRIE,

CHAPITRE PREMIER.

Des differentes manières dont on a considéré les tangentes.

Théorie des tangentes et des contacts de différens ordres ,

d'après les principes de la géométrie ancienne.

i . Les opérations ordinaires de l'algèbre suffisent pour résoudre

les problèmes de la théorie des courbes , qui ne consistent qué

dans des rapports de lignes tirées d'une certaine manière et ter

minées aux courbes ; mais la détermination des tangentes , des

rayons de courbure , des aires , etc. dépend essentiellement des

opérations relatives aux fonctions.

Suivant les anciens géomètres i une ligne droite est tangente'

d'une courbe , lorsqu'ayant un point commun avec la courbe , on ne

peut mener par ce point aucune droite entre elle et la courbe ;

c'est par ce principe qu'ils ont déterminé les tangentes dans le

petit nombre des courbes qu'ils ont considérées. Mais depuis que ,

par l'application de l'algèbre à la géométrie , les courbes ont été

soumises à l'analyse , on a envisagé les tangentes sous d'autres

points de vue; on les a regardées comme des sécantes dont les

deux points d'intersection sont réunis , ou comme le prolongement

des côtés infiniment petits de la courbe considérée comme un

polygone d'une infinité de côtés, ou comme la direction du mou

vement composé, par lequel la courbe peut être décrite ; et ces
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différentes manières de considérer les tangentes ont donné lieu

aux méthodes algébriques fondées sur l'égalité des racines des

équations, et aux méthodes differentielles fondées sur le rapport

des différences infiniment petites, ou des fluxions des coordon

nées. Ces méthodes ne laissent rien à desirer pour la généralité

et la simplicité; mais ceux qui admirent avec raison l'évidence et

la rigueur des anciennes démonstrations , regrettent de ne pas

trouver ces avantages dans les principes de ces nouvelles mé

thodes. La théorie des fonctions que nous avons développée dans

la première partie , nous met en état de traiter le problème des

tangentes, et les autres problèmes du même genre, d'après les

notions et les principes des anciens , et de donner ainsi aux résul

tats de l'analyse le caractère qui distingue leurs solutions.

a. Pour considérer ces questions d'une manière générale, soit

y = ïx l'équation d'une courbe quelconque proposée , et q= Fp

l'équation d'une ligne droite ou d'une autre courbe qu'on veut

comparer à celle-là; x et y sont l'abscisse et l'ordonnée de la pre

mière courbe , p et q sont aussi l'abscisse et l'ordonnée de l'autre

courbe , rapportées aux mêmes axes que x ety.

Pour que ces deux courbes aient un point commun relatif à

l'abscisse x , il faut qu'en faisantp= x , on ait q =y ; doncy—Yx,

et par conséquent Fx = fr.

Pour comparer maintenant le cours de ces courbes au-delà de ce

point, on mettra dans leurs équations x-f- i à la place de x et de p,

et l'on aura t\x+ i) et F(.r-f- i) pour les ordonnées répondant

au même point de l'axe des x, et éloignées de la quantité i de

l'ordonnée qui passe par le point commun. Donc la différence de

ces ordonnées sera f(.r-f- i) — F(x-$-i), savoir, en développant

les fonctions et observant que l'on a déjà Sx—Fx=o,

*(F*—F*) (i"x—F'x) +^(P"x—F'"x)-f-etc,

et cette différence exprimera la distance des points des deux courbes

qui répondent à la même abscisse x-\- i.

On voit d'abord en général que cette distance sera d'autant plus
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petite et que par conséquent les courbes se rapprocheront d'autant

plus qu'il y aura plus de termes qui disparaitront au commence

ment de cette série.

Ainsi le rapprochement sera plus grand , si l'on a ï'x = T'x ,

c'est-à-dire , si les fonctions primes des ordonnées des deux courbes

deviennent égales pour la même abscisse x ; il sera plus grand

encore si de plus les fonctions secondes P'x et F"x des mêmes

ordonnées deviennent aussi égales , et ainsi de suite.

5. Mais pour voir de plus près en quoi consistent ces différens

degrés de rapprochement, nous considérerons une troisième courbe

quelconque , rapportée aux mêmes axes par les coordonnées r et s ,

et dont l'équation soit s = <pr, et nous supposerons d'abord qu'elle

ait aussi avec les deux autres un point commun pour Ja même

abscisse x , ce qui exige que les ordonuées à cette abscisse soient

égales, et par conséquent que l'on ait aussi <px = îx= Tcx.

Soit D la différence des ordonnées des deux premières courbes

pour la même abscisse x -f- i , et A la différence des ordonnées de

la première courbe et de la troisième pour cette même abscisse

x -f- 1' , on aura

D = f(x+0~ F(.r+ 0,

et de même ,

A = fO-f-i)— <p (.r+ i).

Il est clair que la troisième courbe ne pourra passer entre les

deux premières , à moins que pour une valeur quelconque de i ,

aussi petite qu'on voudra , la valeur de D ne surpasse celle de A ,

abstraction faite des signes.

Développons les fonctions î(x -f- ') , F ( x+ ï) , $ ( x -4- i) par

tiellement , suivant la formule de l'article 4o de la première Partie ,

et arrêtons-nous d'abord aux deux premiers termes. Nommant j

une quantité indéterminée , mais renfermée entre les limites o et i,

on aura par cette formule ,

f ( x+ 0 =. £c -f- iî'x+ 1 f" (* +,■) ,
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et de même

où la quantité j pourra n'être pas la même dans les trois fonc

tions, pourvu qu'elle soit renfermée entre les mêmes limites.

Faisant ces substitutions dans les expressions de D et A , on

aura, à cause de ïx= fx = <px, en vertu du point commun aux

trois courbes,

D= .'(f'x-F'x)-+-^[f'(x+/)-F"(x+y)],

A= i (Px - <p'x ) + ? [f" (x +J)- <p" (x +;)]•

Supposons maintenant que les deux premières courbes soient

telles que l'on ait Px z= F'x , la valeur D se réduira à

D = ^[f'(^+y)-F"(x+y)];

et il est aisé de se convaincre que tant que le terme affecté de ;

dans l'expression de A ne sera pas nul , on pourra toujours prendre

i assez petit pour que la quantité A devienne plus grande que

la quantité D, abstraction faite des signes. En effet, en divisant ces

deux quantités par i , il suffira que la quantité f'x — <p'x soit plus

grande que ^ {x -f-j) — F"( x +j) ] , ce qui est évidemment

toujours possible, en prenant i aussi petit qu'on voudra; et il est

visible aussi qu'aussitôt que cette condition aura lieu pour une

valeur déterminée de *, elle aura lieu, à plus forte raison, pour

toutes les valeurs plus petites de i.

Donc, la troisième eourbe ne pourra, dans ce cas, passer entre

les deux premières , à moins que la quantité f'x — <p'x ne devienne

nulle, c'est-à-dire, qu'on n'ait <f,'x = î'x, auquel cas la conclusion

précédente cessera d'avoir lieu.
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4. Supposons ensuite que l'on ait à la fois F'x= î'x et F"x=f"x ;

en prenant trois termes dans le développement des fonctions, nous

aurons par la même formule de l'art. 4o , ( Part I.) ,

f(x+0'= & + *'f*+ l f'x + ^ f" +j ) ,

F (x+0 =Fx+iF'x + ?F'x+^ F'"(x -fy) ,

<p (or+i)= <p* -f- iip'x + J <p"ar -f- ^ <P"'(* +y>

Ces valeurs étant substituées dans les expressions générales de D

et A , à cause de îx = Fx= <px , et î'x= F'x , f'.r =3 F"x , don

neront

D = ^[P(^+»-F'"(x+y)],

A BH;(*r*-f*)+ï (rx-T*)+^ [r"(x+y)-<P'"C^+y)]-

Ici , il est aisé de voir que , tant que les termes affectés de * et

de dans l'expression de A ne seront pas nuls, on pourra prendre

i assez petit pour que la quantité A devienne plus grande que D ,

abstraction ■faite des signes. Car divisant ces deux quantités pan',

il suffira que la quantité î'x — $'x-\- - (î"x —<p"x) soit plus grande

que —g [ <p"' ( x +j ) — F'" ( x +y ) ] , ce qui est évidemment pos

sible lorsque î'x— tp'x n'est pas nulle; et si fx-— <p'x est nulle ,

alors, en divisant encore par t, il suffira que î"x — <p"x soit une

quantité plus grande que ^ [<pw (x-4-y) — F'" ( x -f-y')] ; ce qui est

encore visiblement possible , en diminuant la valeur de i tant qu'on

voudra , pourvu que f'x — <p"x ne soit pas nulle.

Donc , dans ce cas , la troisième courbe ne pourra passer entre

les deux premières , à moins qu'on n'ait à la fois î'x = <p'x et

<ç"x = î"x.

On prouvera de la même manière , que si l'on a pour les deux

premières courbes

fx = F'x, f'x 5= F'x et f"x = F"'x,

22
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la troisième courbe ne pourra passer entre les deux premières,

à moins que l'on ait aussi

<p'*=fa:, <p"xs=f"x, f'xz=î"'x;

et ainsi de suite.

5. On peut conclure de là en général , que si l'on a une courbe

quelconque , et qu'une autre courbe donnée ait un point commun

avec celle-là , ce qui exige que leurs ordonnées pour la même

abscisse soient égales ; que , de plus , les fonctions primes de ces

ordonnées pour la même abscisse commune soient aussi égales ,

alors il sera impossible qu'aucune autre courbe qu'on mènerait

par le même point commun , passe entre les deux courbes , à

moins que la fonction prime de son ordonnée pour la même abs

cisse, ne soit aussi égale à la fonction prime de l'ordonnée com

mune aux déux courbes.

Et si , outre les fonctions primes de ces ordonnées , leurs fonc

tions secondes pour la même abscisse étaient aussi égales , alors

il serait impossible qu'aucune autre courbe qui passerait par le

point commun , passât entre les deux courbes , à moins que les

fonctions prime et seconde de son ordonnée ne fussent respec

tivement égales aux fonctions prime et seconde de l'ordonnée

commune aux deux courbes , et ainsi du reste.

A proprement parler , ces courbes ne coïncident que dans le

point où les ordonnées sont égales, et l'égalité des fonctions primes,

secondes, etc. de ces ordonnées ne les rend pas plus coïncidentes

dans d'autres points, mais elle les fait approcher de manière qu'au

cune autre courbe pour laquelle la même égalité n'aurait pas lieu ,

ne puisse passer entre elles.

C'est là l'idée nette qu'on doit se faire de ces différens degrés

de rapprochement des courbes, que l'on appelle communément

contact , oscillation, etc. , et que la manière ordinaire de concevoir

le calcul différentiel fait regarder comme des coïncidences plus ou

moins rigoureuses , ou plus ou moins étendues.
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CHAPITRE IL

Des lignes droites tangentes , des cercles tangens et du lieu de

leurs contacts. Des cercles osculateurs et du lieu de leurs

contacts. Analyse générale du contact des courbes planes.

Du contact dans des cas singuliers, et des lignes assymptotes.

6. Soit proposée une courbe quelconque représentée par l'équa

tion y= fx , comparons-la d'abord avec une ligne droite quel

conque. Puisque nous avons représenté en général par q = Fp

l'équation de la courbe à laquelle on veut comparer la proposée

( art. 2 ) , on aura , pour la ligne droite ,

Yp = a -f- bp ,

a et b étant deux constantes qui déterminent la position de cette

droite.

La condition d'un point commun donne d'abord

£x = Fx es a -f- bx;

et on pourra y satisfaire au moyen d'une des indéterminées a ou b.

Supposons ensuite fx t= F'x , il est clair qu'en changeant dans

a-f- bp, p en x, et prenant la fonction prime, on aura

Far = b , donc Fx= b.

Ainsi les valeurs de a et b seront déterminées par ces deux con

ditions ; car on aura

b =: ï'x et a = tx — xî'x.
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Donc l'équation à la ligne droite deviendra

q = îx— xî'x -\- pî'x ,

p et q étant les deux coordonnées , et l'abscisse x étant regardée

comme constante.

Je dis maintenant que cette droite a la propriété qu'aucune autre

droite ne pourra être menée entre elle et la courbe.

Car, soit s = <pr=:g -\-hr l'équation d'une autre droite quel

conque, pour qu'elle passe par le même point commun, il faudra

que l'on ait aussi <px = fx; et pour qu'elle puisse passer entre la

courbe et la droite que nous venons de déterminer, il faudra

de plus que l'on ait <p'x=. f'x (art. 5); ces deux conditions donnent

g + hx= ix et h = f'x j

d'où l'on tire pour g et h les mêmes valeurs que nous venons de

trouver pour a et b-, de sorte que cette dernière droite coïncidera

avec la première.

Donc la droite déterminée par l'équation q = a -f- bp , où

«= fr — xî'x et b = Fx sera tangente de la courbe représentée

par l'équation y — £r , au point qui répond à l'abscisse p — x.

Puisque^= £r , on aura, suivant la notation employée dans la

première partie ,

donc les expressions de a et b seront plus simplement

a =jr — xy' et b —y'.

Dans l'équation de la ligne droite q = a + bp , il est aisé dô

'voir que b exprime la tangente de l'angle que cette droite fait avec

l'axe, et que — ^ est l'abscisse qui répond au point où la même

droite coupe l'axe. Donc cette droite étant tangente à la courbe

au point où p = x,f sera la tangente de l'angle qu'elle fait

avec l'axe , et x -f- ^ = sera ce qu'on appelle la soutangente.

7. Représentons par s = a-f- /3r une autre droite qui passe par
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le même point de la courbe , r et s étant les deux coordonnées

de cette droite, on aura pour ce point,

r=p=x, S = q =y ;

donc a-f- bx= * -f- fix.

Pour que cette droite coupe la première sous un angle dont la

tangente soit m , comme b et /3 sont les tangentes des angles que

ces deux droites font avec le même axe, on aura par les formules

connues de la trigonometrie ,

0 = È±JÏ. donc cL = a-x(i+Pm;

i 0771 ' i—0771 '

où il n'y aura qu'à substituer les valeurs de a et b.

Si l'on veut que cette seconde droite soit perpendiculaire à la

tangente , on fera /»= oo , c'est-à-dire , — = o, et l'on aura sim-:

plement

et /3 =-i=-l.

Ainsi — — sera la tangente de l'angle que cette perpendicu

laire qu'on appelle communément normale, fera avec l'axe, et

jc-f-^=—yy' sera la partie de l'axe comprise entre le point où

elle coupe l'axe et l'ordonnée, c'est-à-dire, la sounormale.

Si les deux coordonnées x, y de la courbe étaient exprimées en

fonctions d'une troisième variable quelconque , alors prenant x'

et y' pour les fonctions primes de x et y relativement à cette

autre variable y il n'y aurait qu'à mettre partout dans les formules

précédentes y—, à la place de 7-' (art. 5o, par. I).

Il serait superflu d'appliquer ces formules à des exemples ; car

pour peu qu'on sache les premiers élémens du calcul diflërentiel,

on ne peut manquer d'apercevoir l'identité des formules précé



ï74 THÉORIE DES FONCTIONS.

dentes avec les formules differentielles connues. Il suffit de mettre

^ à la place de la fonction dérivéey.

8. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avec la

courbe proposée. L'équation générale du cercle rapportée aux

coordonnées rectangles p et q , est

(P-.ay+(9 — by = c\

où a et b sont les coordonnées qui répondent au centre , et c est

le rayon du cercle. De là on tire

donc

F*= *+ v/[c•-(*-«)*] et F'*=-^*-a._ay3.

Faisons donc

Fx = £x=j et F'x = î'x =y ,

et tirons de ces équations les valeurs de a et b, la seconde donne

d'où l'on tire

■y *

ensuite la première donne

donc

Si on regarde le rayon c comme donné , il ne reste plus d'arbi

traires dans l'équation ; et l'on en conclura que le cercle donné ,

dont le centre est déterminé par les coordonnées a et b , est tel

qu'on ne pourrait mener entre lui et la courbe aucun autre arc de

même rayon, mais placé différemment.
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I

Car pour un autre cercle du même rayon c , rapporté aux coor

données r et s , et dont les coordonnées du centre seraient g et h ,

on aurait l'équation.

S=<pr=h+ (r— g)*];

et pour que ce cercle eût le même point commun avec la courbe

proposée , et pût passer entre cette courbe et le cercle déjà déter

miné, il faudrait que l'on eût aussi

<$x = îx —y et p'x = î'x —y' ,

équations qui serviraient à déterminer les deux quantités g et h ;

or, il est visible que ces équations sont de la même forme que les

précédentes , les quantités g et h étant à la place de a et b ;

donc, elles donneront pour g et h les mêmes valeurs que l'on a

trouvées pour a et b; par conséquent le nouveau cercle se con

fondra avec le cercle déterminé par ces valeurs.

Donc , suivant la même notion des tangentes , le cercle de rayon c ,

dont le centre sera déterminé par les coordonnées a et b , sera tan

gent à la courbe proposée dont x et y sont les coordonnées.

Comme cette Conclusion a lieu, quelle que soit la valeur du

rayon c, on peut regarder c comme indéterminé dans les expres

sions de a et b ; alors ces coordonnées a et b appartiendront à

une ligne droite dont l'équation résultera de l'élùnination de c ,

et qui sera par conséquent

t i x — a

* = T+-y-'

Cette droite sera donc le lieu des centres de tous les cercles

qui peuvent être tangens de la courbe ; elle sera donc normale

à la courbe ; en effet , on voit que l'équation de cette droite , où a

et b sont les coordonnées, coïncide avec celle de la normale

trouvée plus haut (art. 7), en y changeant r et s en a et i.

• ï

9. Maintenant, parmi ces dififérens cercles qui satisfont aux

conditions Fjt= £r =y , F'x = ï'x —y', on peut en trouver un

qui satisfasse de plus à la condition F"a:=f"a;=y.
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Eu effet , ayant trouvé ci-dessus

on en deduira

F"X= £

auisi, on aura 1 equation

,,_ c*

or, on a déjà trouvé dans le même endroit

x — a
l/[c»— (jf — «)*] =

donc on aura

yl=sii±ÏXi et de là c=H±^i

c J'

Substituant cette valeur dans les expressions de a et b} on aura

Les trois constantes a,b , c qui entrent dans l'équation générale

du cercle étant ainsi déterminées, on en peut conclure qu'aucun

autre cercle ne pourra passer entre la courbe proposée et celui

qui est déterminé par ces valeurs de a, b, c. En effet, pour qu'une

autçe courbe quelconque rapportée aux coordonnées r, s , et re

présentée par l'équation s = <pr, pût passer entre la courbe et le

cercle dont il s'agit , il faudrait que l'on eût

<px=:£x=j , <p'x = f'x —f et <p"a:=f'x=y' (art. 4);

or, si cette courbe est un cercle, prenant les quantités g, h, /t,à

la place de a , b , c , on aura pour <px , <p'x , <p"x les mêmes ex

pressions que pour Fer, F'x, F"x, en substituant seulement dans

celles-ci, g, h} k au lieu de a , b, c; donc les trois équations

que l'on aura pour la détermination de g , h , k, seront les mêmes

que
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que celles par lesquelles on a déterminé a, b, c; donc les valeurs

de g ,. h , k seront nécessairement les mêmes que celles de a , b , c •

par conséquent le nouveau cercle qui devrait passer entre la

courbe et le cercle déjà déterminé, coïncidera avec celui-ci, et

n'en formera qu'un avec lui.

Donc ce cercle aura , relativement aux cercles , la même pro

priété que la tangente à l'égard des lignes droites ; ce sera ce que

les géomètres appellent cercle oscillateur ou cercle de courbure ,

parce qu'il sert à mesurer la courbure de la courbe.

La quantité c sera le rayon de ce cercle , qu'on nomme simple

ment rayon de courbure, et les quantités a , b seront les coordon

nées de la courbe qui sera le lieu de tous les centres de ces

cercles.

Si l'on veut transporter ces formules au calcul differentiel, il

n'y aura qu'à substituer ^ à la place de/', et ^à la place dey.

10. On peut maintenant présenter cette théorie d'une manière

plus générale.

Soient x , y les coordonnées de la courbe proposée , qui peut

être quelconque ,ctp,q les coordonnées de la courbe qu'on veut

lui comparer , et qui est supposée donnée.

Supposons que l'équation de cette courbe renferme, avec les

variables p et a, des constantes indéterminées a, b} c} etc., et

représentons-la par

F(p , q, a, b, c. . .) = o.

Si dans cette équation on change p en x , y en/, on a

F( a, b, c. . .) = o,

équation qui donne la condition nécessaire pour que la courbe

donnée ait un point commun avec la courbe proposée.

Dénotons par F(x,y,a,b,c )' la fonction prime, par

f?(x,y,a,b,c...)" la fonction seconde, etc. de la fonctionT(x,y, a,b, c...),

en regardant/ comme fonction de x , et a,b} c, etc. comme des

constantes.

33
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Cela posé , s'il n'y a que deux constantes indéterminées a et b,

et qu'on les détermine par les deux équations

V(x,y,a,b) = o, F(x,j,a,i)'s=o,

alors la courbe donnée , dont l'équation est F (p , 7, a , b ) = o , sera

tangente de la courbe proposée , au point où p^=x.

S'il y a trois constantes indéterminées a, b , c, et qu'on les dé

termine par les trois équations

T(x,y,à,b,c)= o, Je(x,jr>a,b, c)'=o, F (x , y, a, £,<?)"=o,

la courbe donnée , dont l'équation est F (p , q , a , b , c) == o , sera

osculatoire de la courbe proposée ; c'est à-dire , aura même cour

bure , au point qui répond à l'abscisse p = x ; et ainsi de suite.

Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus , car

l'équation prime F(x,y , a, b , c...)' = o, donne la valeur de^'

enxty, <*>b, c...; l'équation seconde FÇx,y,a, b, c. . .)"=:o

donne celle dey en x,y,y' et a, b, c. . . ; et ainsi de suite.

On peut en général appeler contact du premier ordre le rappro

chement de deux courbes qui se touchent dans un point ; contact

du second ordre , lorsqu'elles ont de plus la même courbure ; et

ainsi de suite.

On peut appeler aussi les constantes at b,c, etc. qui déterminent

le contact, élément du contact.

Ainsi, le contact d'un ordre quelconque m dépendra de m-\-\

élémens a , b , c , etc.; et la détermination de ces élémens se tirera

de l'équation

F (x,y, a, b, c. . .)= o

de la courbe donnée qui forme le contact, et des équations déri

vées de celle-ci jusqu'à celle de l'ordre mimt.

La propriété analytique de ces contacts est donc que , lorsque

deux courbes ont entre elles un contact d'un ordre donné, leurs

ordonnées et les fonctions primes, secondes, etc. de ces ordonnées

jusqu'à l'ordre du contact, sont les mêmes ; et leur propriété géo

métrique consiste en ce qu'une autre courbe , qui n'aura pas avec
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elle un contact du même ordre , ne pourra être menée entre l'une

et l'autre (art. 5).

ii. La courbe donnée qui forme le contact étant, par exemple,

une ligne droite dont l'équation la plus générale est

y — a—. bx= o ,

ne sera susceptible que d'un contact du premier ordre, puis

qu'il n'y a que deux élémens a et b ; et l'on aura pour la déter

mination de ces élémens , les deux équations

y — a— bx=zo, f — b = o,

a ou 1 on tire

b =j' et a=y— xy',

comme ci-dessus (art. 6).

Prenons pour la courbe du contact un cercle dont l'équation la

plus géuérale est

elle ne sera susceptible que d'un contact du second ordre , puis

qu'il n'y a que trois élémens a, b , c. On déterminera donc ces

élémens par les trois équations

(x — a)'-\-(y— b)*— c*=o , x — a-\- (y— b)y'=o,

dont la seconde et la troisième sont les équations prime et seconde

de la première. De ces équations on tire tout de suite

r_b i±y* x a-o+y)/ c=sii±pi
y O — y7— , * « yi t c y »

comme plus haut (art. g).

Si on prenait l'équation à la parabole y= a +&r-f- ex*, qui n'a

aussi- que trois constantes arbitraires, on aurait de même, pour la

détermination de ces constantes, regardées comme élémens d'un

contact du second ordre , les équations

y—a— bx— ex*= o , y'— b— 2or=o, y— 2c = 0 ,
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lesquelles donnent

c=y-, b=y'— xy", a=y— xf-ï-^i

Mais si on prenait l'équation à la parabole cubiquej=a-f-^■

-f- dxs, elle pourrait avoir un contact du troisième ordre , dont les

élémens seraient a, b , c, d, et se détermineraient par les équations

y— a— bx— ex*— dx3= o , y'— b— 2ex— 5c7x* = o ,

y_ 2C — 6dx as o , y'" — 6d=o,

on aurait ainsi

a=y— xy'-\—j g-.

Et ainsi de suite.

i2. Enfin, si on demande la courbe la plus simple qui aura avec

une courbe proposée, un contact d'un ordre quelconque m, pre

nant x et y pour l'abscisse et l'ordonnée de la proposée , p et q

pour celles de la courbe cherchée, et regardant y comme fonc

tion de x, q comme fonction de p , on fera

9 =x+ (?-*)f+ *£j=r^V'+ iETr1yn+ etc. „

en prenant dans le second membre autant de termes qu'il y a

d'unités dans ro + i.

Car en prenant les fonctions dérivées relativement à p , et fai

sant p = x , on aura ==/ , 7' —y' , q"t=.y", etc. jusqu'à qm=ym -

donc ces deux courbes auront dans le point commun qui répond

hp = x , les conditions nécessaires pour un contact de l'ordre m1"1'.

(art. i0 ).

La courbe représentée par Féquation précédente, et qui est,

comme l'on voit, du genre parabolique, aura ainsi dans le point

commun à la courbe proposée , le cours le plus approchant de

celui de cette courbe , de manière qu'aucune autre courbe du
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même genre ne pourra passer entre ces deux , si elle n'est pas

d'un degré plus haut.

i3. La théorie que nous venons de donner sur le contaet des

courbes , n'est qu'une suite de la théorie générale du développe

ment des fonctions, exposée dans la première Partie. Mais nous

avons vu (art. 29 et suiv., 1" P.) qu'il y a des cas particuliers où ce

développement échappe à la forme générale , et que ces cas sont

ceux où une valeur donnée de x rend infinies les fonctions déri

vées Fx , f"x , etc. Alors le développement de f ( x -j- i ) contien

dra nécessairement , pour cette valeur de x , d'autres puissances

de i que les simples puissances i , etc. , et l'analyse des articles 3

et 4 se trouvera en défaut. Quoique ces exceptions ne portent

aucune atteinte à la théorie générale , il est nécessaire , pour ne

rien laisser à desirer , de voir comment elle doit être modifiée dans

les cas particuliers dont il s'agit.

Supposons donc qu'en faisant x = m , la fonction f(x-\- i ) déve

loppée en une série ascendante de i' , soit de la forme

fa -j. + B?+ft + CiA+'<+' + etc. ,

fi,v, etc. étant toujours des nombres positifs.

Je remarque d'abord qu'on peut trouver les coeflficiens A , B ,

C , etc. , ainsi que les exposans X , ft , v , etc. , par une méthode sem

blable à celle de l'article 3 de la première partie. On fera d'abord

f(m+t)=sfo+'AP,

et on prendra pour t la plus haute puissance de i qui divisera

f ( m+ i ) — ùn , après les réductions convenables , de manière que

le quotient P ne devienne ni nul , ni infini en faisant i = o. Lors

que m= o, l'exposant A pourra être négatif ; dans tout autre cas,

il sera évidemment toujours positif. On fera ensuite

A étant la valeur de P lorsque i ss o, et on prendra pour f la

■
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plus hante puissance positive de i, qui divisera P— A, de ma

nière que le quotient Q ne devienne ni nul, ni infini lorsque i = o.

On continuera en supposant

Q = B+ t'R,

B étant la valeur de Q lorsque i' = o , et i* la plus haute puissance

positive de i' qui divisera Q — B, ensortc que le quotient R ne

soit ni nul , ni infini lorsque i = oj et ainsi de suite. On aura, de

cette manière,

f(m+ 0= f/n + *P = C/i + * A + Q

=fin+^À + i^B + ^+'R=etc.

On a, pour trouver les termes successifs d'une série, des mé

thodes plus courtes ou d'un calcul plus facile , mais la précédente

a l'avantage de ne développer la série qu'autant que l'on veut, et

de donner la valeur du reste. Nous n'aurons pas besoin, pour

notre objet , de connaitre ces restes , il nous suffira de savoir

qu'ils peuvent toujours s'exprimer par des quantités de la forme

que nous venons de trouver.

Cela posé , considérons la courbe représentée par l'équation

.y = £r, x étant l'abscisse , et y l'ordonnée; supposons qu'elle ait

un point commun avec une autre courbe dont l'ordonnée soitFx,

et que ce point réponde à l'abscisse m, ensorte que l'on ait Fm= ùn.

Au-delà de ce point , les ordonnées des deux courbes seront

f + i), F (/» + i) pour une abscisse quelconque m + i; et leur

différence , que je désignerai par D , sera f(/»-f-i) — F(/»-f-t).

Développons la fonction F (m-j-i) comme la fonction f(m-f-i),

et soit

F (m +t ) = F/?i-f- ifp, p = ct + "<j , y = /3 +/.'*/•, etc.,

<r , t , etc. étant des nombres positifs , et « , j8 , etc. étant les

valeurs de p , 7 , etc. lorsque i =,o ; on aura d'abord , à cause de

F/n s=s ïm ,

D= iAA —U+ i^Q— + etc.
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Les deux premiers termes du développement de f(/« + '") étant

fm -f- *A , et ceux du développement de F (m + i ) étant Fm-f- i'pa,

supposons qu'ils deviennent égaux , ensorte qu'on ait aussi p = x ,

et a = A3 la première de ces deux conditions dépendra de la nature

des fonctions désignées par f et F , mais la seconde pourra tou

jours être remplie comme la condition de Fm= îm par le moyen

des constantes arbitraires a, b, c, etc., qui entreront dans la

fonction Fx. On aura donc, dans ce cas,

D^+'Q-i' + 'f+etc.:

et il sera impossible qu'aucune autre courbe passe entre les deux

courbes dont il s'agit, dans le même point qui répond à l'abscisse

m, à moins que les deux premiers termes du développement de

P(jm+ i), <px étant l'ordonnée de cette autre courbe, ne soient

aussi les mêmes que ceux du développement de f(m-f- 1).

Car s'ils sont différens., ils ne pourront pas se détruire dans

l'expression de la différence A des deux ordonnées f ( m -f- 1 ) et

f (m + i) , et l'on aura en géneral

A = t-AA — /«+ ^Q—i'+'y+ etc. :

â cause de <pm — Cm par la condition supposée de la coïncidence

des courbes dans le point qui répond à x=m. Cette expression

de A étant comparée à celle D = i'^rtt'Q — if^~Tq, il est facile

de voir qu'à cause que les exposans jut,, a-, 7r sont nécessairement

positifs par la nature du développement , il sera toujours possible

de prendre i assez petit pour que la valeur de A surpasse celle

de D, abstraction faite des signes, tant qu'on n'aura pas p = JV et

a= A , comme dans les deux premières courbes. Donc , dans tout

autre cas, la troisième courbe passera nécessairement en dehors

des deux autres.

En poussant plus loin le développement des fonctions f(m -f- î)

et F ( /«-f- 1'.) , on prouvera de la même manière , que si les trois

premiers termes du développement de ces fonctions sont les

mêmes, aucune autre courbe rie pourra passer entre elles, à moins
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qu'elle n'ait aussi les mêmes termes communs avec celles-là ; et

ainsi de suite.

On pourra donc appeler aussi , comme dans l'article i0 , contact

du premier ordre , du second , etc. , le rapprochement de deux

courbes pour lesquelles les deux premiers termes, ou les trois

premiers , ou , etc. seront les mêmes dans les développemens des

fonctions qui représentent les ordonnées.

Ainsi, la courbe dont l'équation est y= îx étant donnée, la

courbe la plus simple qui aura avec elle un contact du premier

ordre au point où x= m, sera représentée par l'équation

y = fm+ A(x— mf;

et celle qui aura un contact du second ordre , le sera par

y= f/n ~\-A(x — m)*-\-B (x—mf"*"*1;

et ainsi de suite. Car en substituant m -+- \ pour x , on aura sim

plement les deux premiers termes fin -+- A^A, ou les trois premiers

f/;ï_|_ AtA -f- B* » ou, etc. du développement de f(/H-f-i). Ces

courbes auront donc aussi dans le même point le cours le plus

approchant de celui de la courbe proposée, et pourront par con

séquent servir à en faire connaitre les propriétés comme les points

singuliers , les points de rebroussement , etc. ; sur quoi voyez

XAnalyse des lignes courbes de Cramer.

i4. Supposons maintenant que, dans l'équation y= £r de la

courbe proposée , on substitue j à la place de x , et qu'on déve

loppe la fonction fj en une série ascendante de la forme

A^+ B^+C^+'+ etc.

Si on fait la même chose pour l'équation y — Fa? d'une autre

courbe , et que les premiers termes du développement de F i

soient
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soient les mêmes que ceux du développement de f j , on pourra

prouver, par un raisonnement semblable à celui qui a été fait

ci-dessus , qu'on pourra toujours prendre i assez petit pour qu'au

cune autre courbe , représentée par l'équation y =Qx , et dont la

fonction <p l developpée de même en série ascendante , n'aurait

pas autant de termes identiques avec ceux de ces courbes, ne

puisse passer entre ces mêmes courbes dans les points qui répom

dront à l'abscisse x= l , et à toutes les abscisses plus grandes à

l'infini , puisque dès que la condition qui peut empêcher que cette

courbe ne passe entre les deux autres , aura lieu pour une certaine

valeur de i , elle aura lieu , à plus forte raison , pour toutes les

valeurs de i plus petites.

D'où l'on peut conclure que la courbe dont l'équation sera sin>

plement

y = Ax~x , ou y=:Ax~*+ Bx~x~**, ou etc.

ira en s'approchant continuellement de là courbe proposée , à

mesure que les abscisses x deviendront plus grandes , mais sans

pouvoir jamais l'atteindre , de manière qu'elle parviendra à un terme

passé lequel aucune autre courbe du même genre parabolique ou

hyperbolique, qui ne sera pas d'un degré plus haut, ne pourra

passer entre les deux courbes. Cette seconde courbe sera donc une

assymptote de la première; et cette idée de l'assymptote me parait

la plus simple et la plus générale qu'on en puisse donner , en même

temps qu'elle est aussi la plus propre à caractériser la nature du

rapprochement qui constitue le vrai assymptotisme.
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CHAPITRE El.

Problèmes directs et inverses sur le contact des courbes. Analyse

des cas où l'on propose une relation entre les deux élémens

du contact du premier ordre. De la courbe représentée par

l'équation primitive singulière d'une équation du premier

ordre. ' .

■ • it i ••

1 5. Les problèmes qu'on peut proposer sur les tangentes , les

rayons do courbure , etc. , et en général sur les contacts des

courbes, sont de deux sortes, directs ou inverses. Les problèmes

directs se réduisent toujours à trouver quelques-uns des élémens

du' contact d'un certain ordre; et comme ils ne dépendent que

de l'analyse directe des fonctions, ils sont toujours résolubles

analytiquement. Dans les problèmes inverses, on suppose qu'il y

a une relation donnée entré quelques-uns de ces élémens et les

coordonnées x,y, avec les fonctions dérivéesy\ y", etc. ; et cette

relation , en y substituant les expressions générales des élémens

en x, y , y', y", etc., devient une équation dérivée d'un certain

ordre , dont il faut trouver l'équation primitive pour avoir celle

de la courbe cherchée en x et y. Ces problèmes conduisent donc

immédiatement à des équations dérivées, et leur solution dépendant

essentiellement de l'analyse inverse des fonctions, se trouve sujette

à toutes les difficultés de cette analyse.

Il y a cependant des cas où l'on peut les résoudre directement

par des considérations particulières, qui méritent d'autant plus

d'attention, qu'elles tiennent à des finesses d'analyse qu'il est inté

ressant de connaitre.
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Ces cas sont ceux où la relation donnée n'est qu'entre les

élémens mêmes du contact , sans que les coordonnées x , y

y entrent.

Pour donner d'abord, par un exemple, une idée de ces sortes

de problèmes , supposons qu'on demande la courbe dont chaque

tangente coupera deux ordonnées (prolongées s'il est nécessaire )

répondant aux abscisses données x = m et x — n, de manière que

le produit des parties de ces ordonnées comprises entre la même

tangente et l'axe des abscisses , soit toujours constant et égal à K.

Puisque l'équation à la tangente est

qz=za-\-bp (art. 6),

en faisant successivement p = m et p — n, on aura les deux

valeurs de q, dont le produit devra être égal à K; on aura donc

entre les élémens du contact a et b , l'équation

(a -f- mb ) ( a -f- nb ) = K.

La marche naturelle et directe serait donc de substituer à la place

de a et b , leurs valeurs y — xy' et y' (art. cité) , on aurait alors

cette équation du premier ordre

[7 + (/»-*)/][jr + («-*)/]= K,

dont il ne serait pas aisé de trouver l'équation primitive par les

méthodes ordinaires.

Mais si on prend les fonctions primes de cette équation, il

vient celle-ci,

Lr-K«—*)/] {m-.x)y"+[y+(m— x)y1} {n-x) y"= o,

dont tous les termes se trouvent multipliés par y'; de sorte qu'elle

peut se décomposer dans ces deux

/— o et [y+ {n—x)y'] (m—x) -f- [y -f- {m—x)y'] (n~x) = o.

La première , qui est du second ordre , donne sur-le-champ celle-ci

du premier
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où A est une constante arbitraire ; ainsi par les principes établis

dans l'article 46 et suivans, de la iire Partie, on aura l'équation

primitive complète de la proposée , en y substituant simple

ment cette valeur de y'.

Cette équation sera donc de la forme

{y— Ax -f- mA ) (y— Ax~{- nA )— K j

savoir , en développant les termes

(y — Ax)*-\- (y — Ax) (wj-f-») A-f- m«A*— K= o ;

d'où, en extrayant la racine, on tire

y =Ax -f-B,

en prenant pour B la racine de l'équation

B* -f. (m + n) AB + mnA*— K= o.

D'où l'on voit que l'on n'a de cette manière, qu'une équation à la

ligne droite.

En effet, l'équationy = o ayant donné/'=A, celle-ci donnera

l'équation primitive

y = Ax+ B,

A et B étant deux constantes arbitraires ; mais par la théorie des

articles cités ci-dessus, ces-deux constantes ne peuvent pas être

arbitraires à la fois ; car il faut que l'équation trouvée coïncide avec

la proposée , pour une valeur de x; or, faisant x=o, on a

y = B, y'= A;

donc on aura entre A et B cette équation de condition

(B + /nA)(B + »A) = K,

qui est la même que celle que nous avons trouvée ci-dessus , pour

la détermination de B en A.

Venons maintenant à l'autre équation qui n'est que du premier

ordre. Celle-ci servira également à trouver une équation primitive
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de la proposée par l'élimination de f. En effet, elle donne

y' — (vx — m—n) y

J 2(771 — x) (n — x) '

Valeur qui étant substituée dans la proposée , la réduira à celle-ci ,

v» -J £ ( m — x \ { n — 00 ^' — n

J H (m—ny °'

équation à l'ellipse ou à l'hyperbole, suivant que K sera une

quantité positive ou négative. Le grand axe sera m —n, le petit

axe |/K, et les deux sommets seront aux points où x~m et

où x = n.

La propriété des tangentes qui nous a conduits à cette équation ,

est démontrée dans la proposition XLIIm° du troisième livre des

coniques Apollonius ; mais l'analyse précédente a l'avantage de

Êiire voir que cette propriété appartient uniquement aux sections

coniques.

16. Si on examine maintenant les deux solutions qu'on vient de

trouver , il est facile de voir que la première ne donne que la ligne

droite même qu'on a supposée tangente, en regardant les deux

élémens a et À comme constans ; car l'équation y = Ax+ B ne

diffère point de l'équation q = a-\-bp de cette tangente , l'équa

tion entre les deux constantes A et B étant évidemment la même

que celle que l'on a supposée entre les quantités b et a.

En effet , il est visible que toute droite peut résoudre Nle pro

blème , pourvu qu'il y ait entre ses deux constantes , la relation

donnée par les conditions du problème ; et comme il reste une

constante arbitraire, il s'ensuit que l'équation de cette droite doit

être l'équation primitive complète de l'équation du premier ordre

donnée par le problème. Donc, analytiquement parlant, le problème

est résolu complètement par l'équation même y = a + bx , a et b

étant deux constantes , dont l'une est arbitraire , et l'autre en dépend

par l'équation

( a + mb ) ( a+ nb) = K.

A l'égard de la seconde solution , comme elle ne contient point
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de constante arbitraire , elle est à la rigueur moins générale que la

première, et ne peut être qu'un cas particulier de celle-ci , ou bien

une solution singulière provenant de la considération que nous

avons développée dans l'article 60 de la première Partie.

Il est d'abord facile de se convaincre que cette dernière solution

ne peut être un cas particulier de la première ; car il faudrait pour

cela que l'équation y=a■+. bx de la première, put satisfaire à

l'équation y* -f- ^K ^-7~~^r ~—= 0 de la seconde, en détermi

nant convenablement sa constante arbitraire , et par conséquent ,

qu'en éliminant^ de ces deux équations, la résultante ne contint

plus que des constantes , ce qui n'est pas.

Elle ne peut donc être qu'une solution singulière ; et en effet , nous

avons vu (iire Partie, art. 59) que le caractère de l'équation pri

mitive singulière de toute équation du premier ordre de la forme

y'= F (x , y ) est de rendre infinie la fonction F' (y) , c'est^.à-dire ,

la fonction prime de F(x,y) prise relativement à y seul. Or,

l'équation de notre problème

[j+(m—*)/] X !> + (»—*)/]=K,

étant mise sous la forme précédente, donne

Vfnr vl (^—m—n) + j/^K (m—r) Qi—x) + (m—n)y

^X'^>— a (m—x) {n—x) '

d'où l'on tire

Y(y\— (m—nYy ± (ax—m—n) y/4K(m— r) (n—x)+Q—n)y

KJ ' 2 (m—x) X («—x) (m—x) X (n—x)+ (m_„)y] »

où l'on voit que F' (y) devient infini par l'équation

4K (m — x) (n — x)-i-(m—n)*y%= o }

qui est celle de la seconde solution.

17. En examinant la manière dont nous sommes parvenus à

cette solution , on verra qu'elle dépend de cette circonstance , que
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les fonctions primes de a et b regardés comme fonctions de x, y,y',

sont entre elles dans un rapport qui ne contient pas la fonction

seconde y"; en effet, ayant b=y' et a=y-~- xy', on a

b'=zy" et a' = — xy",

ce qui donne

w— — x>

de sorte que prenant la fonction prime de l'équation

(a + mb) (a+ n£) = K,

et divisant par b', on a une équation qui est également du pre

mier ordre , et le résultat de l'élimination de y' entre ces deux

équations, donne l'équation aux sections coniques trouvées plus

haut. Or, je considère que les quantités a et b sont données par

les équations

y = a -+- bx et /' = i ( art. i 1 ).

Ainsi l'équation dont il s'agit, est le résultat de l'élimination de

o, b ety' entre les équations

y = a-±-bx, y' = b, ( a -^-mb) (a + nb ) = K,

et l'équation prime de cette dernière divisée par b'. On obtiendra

donc aussi le même résultat, en éliminant d'abord une des deux

quantités a oxx b entre les deux équations

y = a + bx et (a-\-mb) (a ~\-nb) == K,

et ensuite éliminant l'autre par le moyen de l'équation résultante

et de son équation prime prise en faisant varier cette dernière

quantité. Ainsi éliminant d'abord a , on a l'équation

[>+(«•—*) *][>+ (»-*)*]= K.

Prenant l'équation prime relativement à b , et divisant par b', on a

Cy+ (m—x) b](n — x) + [y + (n—x)b] (m—x) = o,
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d'où l'on tire

^ ( 2x — m— n)y

2 (tti — x ) ( n— x ) '

valeur qui , substituée dans l'autre équation , donnera comme ci-

dessus l'équation

(m— n)y*-\- 4K(/n— x) (n—x) = o,

qui renferme la seconde solution.

On peut encore considérer que l'équation ( a -+- mb) (a+7ii)=K

qui contient la relation entre a et b, dans laquelle consiste la

condition du problème , donne , par la résolution , a = îb , valeur

qui étant substituée dans l'équation yz=a -+- bx , la réduit à celle-ci

y = (b + bx , qui ne contient plus que la constante arbitraire b,

qu'on éliminera par l'équation prime prise relativement à b , savoir,

î'b+x—o, ce qui donnera encore le même résultat. Or, par ce

qu'on a vu ci-dessus , l'équation y= îb + bx est l'équation primi

tive complète de l'équation du premier ordre donnée par le pro

blème ; donc l'équation résultante de l'élimination de b entre celle-ci

et l'équation î'b-\-x = o, sera précisément l'équation primitive

singulière , d'après la théorie de l'article 60 de la i*rc Partie.

D'un autre côté, comme l'équation y = fô -f- bx est l'équation

générale des tangentes de la courbe cherchée (art. i5), on en

peut conclure que pour avoir l'équation de cette courbe , il n'y a

qu'à regarder la constante arbitraire b qui différentie les tangentes ,

comme variable , et la déterminer par la condition que l'équation

prime relative à cette seule variable, ait heu en même temps. Et

de là on voit aussi que l'équation primitive singulière que nous

avons trouvée pour l'équation du premier ordre donnée par le

problème , n'est autre chose que l'équation de la courbe formée par

l'intersection continuelle des droites représentées par l'équation

primitive complète de la même équation du premier ordre.

i8. Après avoir ainsi éclairci la matière par un exemple , nous

allons la traiter d'une manière générale. Soit, comme dans l'ar

ticle i0, Y(x,y, a,b) = o l'équation de la courbe du contact ,

que



SECONDE PARTIE , CHAP. III. i93

que nous avons supposée ci-dessus une ligne droite , et sbit

p (a, b)=.o l'équation qui détermine la relation entre les deux

élémens a et b , donnée par la nature du problème proposé; sui

vant la théorie donnée dans ce même article , il faudra déterminer

a et b par les deux équations

«, b) — o et F (or, y, a, b)'=o.

Or , nous avons vu dans la première Partie (art. 46) que si on

élimine a et b des trois équations

F(*;^, a, b)=:o, F(x,jr,a,b)' = o et F(ij,fl,4y'=o,

on a une équation du second ordre entre x,y,y' et y", que nous

désignerons par V=o, et dont F(x,y, a, b)z=o sera l'équa

tion primitive complète , a et b étant les constantes arbitraires ;

nous y avons vu aussi que si on élimine a ou b des deux pre

mières, les deux résultantes seront des équations primitives du

premier ordre de la même équation V = o , et dont celle-ci sera

le résultat , en prenant de nouveau les fonctions primes et élimi

nant la constante qui y était restée ( art. 47 ). Donc , si de ces

deux premières équations on tire les valeurs de a et b, que nous

désignerons par P et Q, ensorte que l'on ait <i= P, £=Q,

P et Q étant des fonctions de x,y et y'; qu'ensuite on prenne

les fonctions primes de ces équations , en y regardant toujours a

et b comme constantes, on aura les équations du second ordre

P' = o, Q'= o, qui devront coïncider avec l'équation V = o; de

sorte qu'on aura nécessairement

P' = MV, Q'=NV,

M et N étant des fonctions de x, y et y' sans y"; car si, par

exemple, M contenait encore y", alors l'équation P'=o donne

rait , outre V = o , cette autre équation du second ordre M= o ,

qui ne serait pas comprise dans la même équation V= o ; ce qui

ne se peut.

Substituant donc ces valeurs de a et b dans l'équation du pro

blème <p (a, b)=o, on aura
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prenant ensuite l'équation prime , on aura

P'<P'(P) + Q'<P'(Q)=o,

en dénotant par <p'(P) et <p'(Q)les fonctions primes de <p(P, OJ

prises relativement à P et Q isolés ; donc mettant pour P' et Q'

les expressions ci-dessus, cette dernière équation deviendra

V[M?'(P) + N<p'(Q)f] = o,

laquelle se décompose naturellement en ces deux-ci ,

V=o et M<p' (P) + Np'(Q)= o.

La première V=o, sera du second ordre et aura pour équa

tion primitive complète ,

F(xfjr, a, b)=Oj

c'est-à-dire l'équation même de la courbe du contact, dans

laquelle une seule des deux constantes a et b sera arbitraire ,

l'autre étant déterminée par l'équation même du problème

<p ( a , b ) — o.

L'autre équation M<p' ( P ) -f- N<p' ( Q ) = o ne sera que du pre

mier ordre et sans constante arbitraire ; mais étant combinée

avec l'équation <p (P, Q) = o, elle donnera, par l'élimination dej',

une équation entre xetJ qui sera l'équation primitive singulière

de cette dernière <p ( P, Q) = o.

Cette équation sera donc le résultat de l'élimination des quan

tités a, b et y entre les quatre équations

F(x,j,a,b)= o, F(x,j, a,b)'=o ,ç(a, b)=o et Mp'(«)+N<p'(£)=o.

Or , en regardant a et b comme des fonctions de x et y , les équa

tions a = P, b=Q résultant des deux premières , donnent ces deux

équations primes

a'=P'=MV et b'=:Q';=W,

donc

N b'
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de sorte que la dernière équation se réduira à celle-ci

/ \ . *V (fc)
ip' (a) -f.-^=0,

qui n'est autre chose que l'équation prime de <p (a , b ) = o , divisée

par a'. D'un autre côté , dans la supposition de a et b variables ,

il est évident que la fonction prime de F (x ,jr , a, b) n'est pas

simplement F(x,y, a, b)', mais qu'il y faut ajouter les termes

dus à la variation de a et b, qui sont a'F' (a) -\-b'F' (b), en dési

gnant par F' (a) et F' (b) les fonctions primes de F (x,y,a,b)

prises relativement à a et à b regardés comme seules variables.

Donc prenant les fonctions primes de l'équation F(x ,j}a,b)=o,

on aura

V(x,f}a,by+a'Et(a)+ b'F'(b)=So}

mais on a déjà l'équation

F(x,jr, a, *)' = o;

on aura donc nécessairement , dans la supposition de a et b va

riables , l'équation

«'F'(a)+i'F (b) = o,

d'où l'on tire

V __ F'Ja)

a' ~~ F' {b) '

N
c'est la valeur de ^ , qu'on peut trouver directement de cette

manière, et qu'on voit clairement ne pouvoir être une fonction

du premier ordre , puisqu'elle ne contient que les quantités x,

y et a, b.

Donc l'équation dont il s'agit sera, en dernière analyse, Iç

résultat de l'élimination de a, b, et-, entre les quatre équations

F(a:,j,fl,i)=o, <p(a,b)=o, »

' .F(»)+yP(»)ao, f.(«) + ?*' W»;■'

dont les deux dernières sont les fonctions primes des deux pre
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mières , prises relativement à a et b , et divisées par af ; l'éqna-

tion F(x,j, a,b) — o n'est plus nécessaire ici; et se trouve

remplacée par l'équation F' (a) ~f- -, F' (£) = o, qui en est une

suite. Donc , si on réduit d'abord les deux premières en une seule

par l'élimination de b , il ne s'agira plus que de prendre l'équation

prime de celle-ci relativement à a seul, et d'éliminer ensuite a

par le moyen de ces deux, le résultat sera nécessairement le

.même qu'auparavant.

Si donc- on tire de l'équation <p(<z, b) —or donnée par les con

ditions du problème entre les élémens du contact a , b , la valeur

de b en a, cl qu'on suppose b = -\a (4 étant aussi la caractéris

tique d'une fonction ) , qu'on substitue cette valeur dans l'équatioa

F ( x,y, a, b) x= o de la courbe du contact, qu'ensuite on prenne

la fonction prime de F (x,y, a, 4«) relativement à a seul, fonction

que nous désignerons par a'F' (a , 4fl), a' étant la fonction prime

de a regardé comme fonction de x , on aura ces deux équations

F(x,j, a, 4«) =o et F'(a,4«) = or

d'où il faudra éliminer a - et il est visible que le résultat ne sera

autre chose que l'équation primitive singulière de l'équation du

premier ordre, dont F (x ,j, a, 4«)=o sera l'équation primitive

complète (art. 60 , première Partie).

La courbe représentée par cette équation singulière, sera pro

prement celle qui résout le problème, et qui aura la propriété

d'être touchée dans chaque point par une des courbes représen

tées par l'équation

F (x,j, a,^a)— o ,

a étant constant pour la même courbe , mais variable d'une courbe

à l'autre. .

i9. La manière dont nous sommes parvenus à cette dernière so

lution, est la plus directe, analytiquement parlant; mais on y peut

parvenir plus simplement par la considération suivante. Puisque

le problème consiste à trouver la courbe qui aura, dans chaque

point, un contact du premier ordre avec la courbe représentée
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par l'équation

a étant un paramètre indéterminé , il s'ensuit (art. 10) que l'équa*-

tion de la courbe cherchée doit donner pour y et pour y' des

fonctions de x de la même forme que celles qui résultent des

équations ■•

en désignant par F (x,y,a, .\a)' la fonction prime de F (x,y, a, ^a)

relative à x et y. Or, a étant une quantité indéterminée, on peut

la supposer telle que la courbe cherchée soit représentée par la

même équation

F(*,.r, a, 4«) = °,

pourvu que l'équation prime de celle-ci soit aussi de la même

forme

F(«,7, a, 4<ï)' = °-

Mais si a est une quantité variable r la fonction prime complète

de F (x,y, a, 4«) sera , comme nous l'avons vu ci-dessus ,

Donc la condition dont il s'agit sera remplie si on détermine a par

l'équation

F'(«, 4«) = o;

ce qui donnera la dernière solution que nous venons de trouver.

Toute équation entre x , y et un paramètre indéterminé a, que

nous dénoterons, pour plus de simplicité, par f(x,y, a) =0 ,

représente , en donnant successivement à a toutes les valeurs pos

sibles , une famille d'une infinité de courbes qui varient de forme

ou de position , ou de l'une et de l'autre à la fois , à raison des

variations du paramétre; et si on élimine ce paramètre par

le moyen des fonctions primes , l'équation résultante du premier

ordre appartiendra à toute cette famille de courbes. Elle appar

tiendra donc aussi à la courbe formée par toutes ces courbes , et

qui les enveloppera , ayant avec chacune d'elles un contact du
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premier ordre. La même équation î(x ,y, a) — o, ainsi que son

équation prime f(x,y, a )'= o, prise relativement à x ely seuls,

devront donc avoir lieu aussi pour chaque point de cette courbe

enveloppante, en regardant le paramètre a comme une quantité

variable. Or , dans cette hypothèse , la fonction prime complète

de î{x,y, a) est î(x,y, a )' + a'f' (a) , en dénotant par f'(a) la

fonction prime de f( x ,j, a) prise relativement à a seul , et par d

la fonction prime de a , regardée comme une fonction quelconque

de a:; donc il faudra que la valeur de a soit telle que l'on ait

f' (a) = o , ce qui donnera l'équation primitive singulière de l'équa

tion du premier ordre qui répond à l'équation

dans laquelle a est regardée comme une constante arbitraire

( art 60 , première Partie ).

D'où l'on peut conclure, en général, que l'équation primitive

singulière d'une équation du premier ordre , représente toujours

la courbe enveloppante de toutes les courbes qui peuvent être

représentées par son équation primitive complète , en donnant à

la constante arbitraire toutes les valeurs possibles.
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CHAPITRE IV. ,

Des contacts du second ordre. Théorie et construction des

équations primitives singulières dans les ordres supérieurs.

Exemple contenant la théorie analytique des développées.

20. Considérons maintenant les contacts du second ordre, et

prenant F ( x,y, a, c) = o pour l'équation de la courbe du

contact, supposons qu'il y ait entre les trois éléinens a,b,c la

relation donnée par l'équation <p ( a , b, c ) = o. Comme les valeurs

de ces élémens doivent se tirer des trois équations

F(x,7,tf,i,c)=o, F(*,^,a,£,c)' = o, F(jr,.y,fl,4,c)"=o(art.io),

si on désigne ces valeurs par P, Q , R, l'équation du problème sera

*(P,Q,R) = o,

qu'on voit être du second ordre. Les trois équations a= P, b=Qi

c— R donneront , en prenant les fonctions primes dans la suppo

sition de a,b, c constantes, la même équation V=o du troisième

ordre, qui sera le résultat de l'élimination de a, b, c, au moyen

des trois équations précédentes , combinées avec l'équation tierce

F ( x , jr, a , b , c )"'= o ( art. 46 , première Partie ) ;

par conséquent on aura nécessairement

P' = MV, Q'=NV, R' = LV,

M,N, L étant des fonctions de x,jr%y' ety sans jrm\ de sorte

qu'en prenant les fonctions primes de l'équation <p ( P , Q, R) =0,

on aura

py (p) + Qy (Q)+ Ry ( R) = o ;

savoir :

V [ M<p' (P) + Np' (Q) + L*' (R) ] = o ,
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équation qui se partage naturellement dans ces deux-ci,

V=o et M?'(P)+N<p' (Q) + L?>'(R) = o,

dont la première est du troisième ordre , et dont la seconde n'est que

du second.

L'équation V= o a , comme nous l'avons déjà vu , pour équa

tion primitive complète , l'équation même

F(.r,7, a, b,c) = o

de la courbe du contact , dans laquelle a , b , c sont les trois cons

tantes arbitraires; mais comme l'équation du problème <p(P,Q,R)=o

n'est que du .second ordre , il doit y avoir une relation entre ces

trois constantes , qui les réduise à deux arbitraires ; et cette relation

est donnée par l'équation <p (a, i, c)= o qui résulte de la précé

dente , en substituant les valeurs de P, Q , R , tirées des équations

a=P, b = Q, c = R.

L'autre équation étant du second ordre, on pourra, par son

moyen , éliminer la fonction y" de l'équation p(P, Q,R) = o,et

la résultante sera une équation primitive de celle-ci du premier

ordre , mais qui ne contiendra point de constante arbitraire. Cette

équation sera donc le résultat de l'élimination des quantités a, b, c

et y, au moyen des équations

F(.r,^, a,i,c) = o, T(x,y, a, c)'=o, F (or, c)"=o,

<p (a , b, c) = o et M<p' (a) + N<p' (b) + L<p' (c) = o.

Or, en regardant a,b, c comme des fonctions de x,y} la fonc

tion prime de F(.r, y , a, b, c) sera

F ( x, y ; a , b, c )' + a'F' (a)+ b'F (b) + c'W (c) ,

en dénotant simplement par F' (a) , F' (b) , F' (c) les fonctions primes

de F(x,j, a , b , c ) prises relativement aa,b, c, regardées comme

seules variables; donc les deux équations

F(x,jr,a,*,c) = o et F(x,jr, a,b}c)'=o

emporteront
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emporteront celle-ci

a'F' (a) + b'F' (b) + c'F' (c') = o.

De plus, la fonction prime de F {x,j , «, by c)' sera , par la même

raison,

F (« , jr, a, b , c)" + a'F' («)' + A'F' (£)'+ c'F' (c)',

en dénotant de même par F'(a)',F'(£)', F'(c)' les fonctions primes

de F( x,j, a,b, c)', prises relativement à a, b} c, regardées comma

seules variables ; et comme dans la formation de ces fonctions dé

rivées on regarde les quantités a, b, c comme indépendantes de

x ety, il est aisé de prouver , par les principes établis dans la pre

mière Partie (art. 74) , que les fonctions F' (a)', F'(b)', F' (c)' seront

la même chose que les fonctions primes des fonctions F' (o), F'(b)}

F'(c), prises relativement à x etj. Donc les deux équations

FC^jJ, a, b, c)' = o et T(x,jr,a,b, c)" = o

emporteront encore nécessairement cette autre-ci

a'F' (a)'+ b'F' (b)' + c'F'(c)' = o.

Si donc on combine les deux équations

F'(a) + £F'(Z0+£F'(C)=o, ■

avec l'équation

*'(«) + ^(*) + ^'(0 = o. ' ■

qui résulte de <p(a, b,c) = o, en prenant les fonctions primes ,

on aura , par l'élimination des quantités —, et -r , une equation en

a, b , c et x,y,f sans j", laquelle sera équivalente à celle qu'on

aurait déduite des deux équations

F(x,y,a,b, c)"=o et M<p' («) -h N<p' (*) + Lp' (c) = o ,

26
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par l'élimination de y. Ainsi, il n'y aura plus qu'à éliminer a, b, c

au moyen des équations

F(x,jr,a, b,e) = o, F(x,jr, a, b , c)'= o et <p(a , b, c) = o ,

et le résultat final sera la même équation primitive du premier

ordre de l'équation

?(P,Q,R) = o,

laquelle ne contenant point , par sa nature , de constantes arbi

traires , ne pourra être qu'une équation primitive singulière.

En effet, si pour simplifier la solution on commence par tirer la

valeur c de l'équation <p ( a , b , c ) = o , et qu'on la repré

sente par 4 (a, alors la solution se réduira à éliminera, b et

^ entre les deux équations

et les deux équations primes de celles-ci, prises relativement à

a et b seuls et divisées par a' , procédé analogue à celui de l'ar

ticle 18.

ai. En général, si l'on a une équation en x , y et deux constante»

arbitraires a et b , que nous représenterons par f( x ,j , a , b)=o ;

en éliminant ces deux constantes par le moyen 'des deux équations

dérivées ï(x,j, a, £)'=o et ï{x,y, a, £)"= o, on aura une

équation du second ordre V= o, qui appartiendra à toutes les

courbes représentées par l'équation

f(x,y, a, b) = o,

en donnant à a et b des valeurs quelconques , et dont par consé

quent celle-ci sera l'équation primitive complète.

Donc elle appartiendra aussi à la courbe , ou aux courbes for

mées par toutes ces courbes , et qui les envelopperont de manière

qu'elles aient avec chacune d'elles un contact du second ordre,
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c'est-à-dire dans lequel les y, y' et y" soient les mêmes. Mais les

quantités a et b étant constantes dans chaque courbe enveloppée ,

et variables dans les courbes enveloppantes, pour que les^■,^.'

et y" soient les mêmes dans les deux hypothèses, il faudra que

les équations d'où elles dépendent soient aussi les mêmes. Or , dans

la supposition de a et b variables, l'équation f(x,y, a, ô) = o

donne l'équation prime

f( x ,y , «, b )'+ «T (.) + bT (b)= o ;

donc , pour que cette équation se réduise à

f(*,.r, «, i)'=°,

comme dans le cas de a et b constantes, il faudra que l'on ait

a'î'{a)-\-b'f'{b) = o.

De la même manière, l'équation î(x,y, a, = o donne, dans

le cas de a et b variables, cette équation dérivée

f(x , y , a, b)"+ a'P {a)'+ b'î' (b)' = o ;

laquelle ne peut se réduire à f(x, y, a, b)" = o, comme dans le

cas de a et b constantes , qu'eu supposant

a'P (a)' + bV (b)' =zo.

Ayant ainsi les quatre équations

f(x,y, a,b)=zo, î(x,y,a,b)'=o,

f'W+^f'W= o et f'(«)'+ £f'(*)' = o,

V r

il n'y aura qu'à éliminer a} b et -7, et l'on aura une équation du

premier ordre entre x , y et y', qui sera celle des courbes enve

loppantes , et qui sera en même temps l'équation primitive singu

lière de la même équation V= o.

On voit par là comment la théorie des équations primitives sin

gulières peut s'étendre au second ordre et aux ordres supérieurs.
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On voit en même temps que ces équations représentent toujours

des courbes enveloppantes, et qui ont des contacts d'un ordre

donné avec les courbes enveloppées, représentées par les équa

tions primitives complètes , dans lesquelles les constantes arbitraires

varient'd'une courbe à l'autre. Ceci peut servir de supplément et

de complément à la théorie des équations primitives exposée dans

la première Partie (art. 60).

Au reste , de même que les quatre équations ci-dessus

f(x, jr, a, i) = o, ï(XjjTy a, b)'= o,

donnent, par l'élimination de a, b et ^7, une équation du premier

ordre en oc, y et y, ces équations donneront également, par l'éli

mination de ces trois dernières quantités, une équation en «, i

et —, , qui renfermera les relations que doivent avoir entre elles les

deux variables a et b ; d'où l'on voit que ces quantités qui sont

indépendantes entre elles dans chacune des courbes enveloppées,

ne le sont plus lorsqu'elles se rapportent à la courbe enveloppante.

On trouvera des résultats semblables pour les équations et les

courbes des ordres supérieurs.

22. Supposons qu'on demande la courbe qui aura dans chacun

de ses points un contact du second ordre avec un cercle repré

senté par l'équation

(x—ay+{y—by=c%

et dont les élémens du contact a , b} c aient entre eux la relation

déterminée par l'équation

<P (a, b , c) =3 o.

La marche naturelle pour résoudre ce problème, serait de

substituer dans cette équation , les valeurs des élémens a, b, c

trouvés plus haut (art. 11), ce qui donnerait une équation du

second ordre, d'où il faudrait remonter à l'équation primitive..
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Mais , sans chercher cette équation du second ordre , on peut

d'abord conclure de ce que nous venons de démontrer , que l'on

aura son équation primitive complète , en supposant les quantités

a, b, c constantes , ce qui redonnera la même équation au cercle.

On en conclura ensuite que la même équation admettra aussi une

équation primitive singulière du premier ordre , qu'on obtiendra

en faisant varier les quantités a, £, c, de manière que les équa

tions primes et secondes de l'équation au cercle soient les mêmes

que si ces quantités étaient regardées comme constantes ; et que

cette équation primitive représentera alors la courbe ou les courbes

formées par la réunion de tous les cercles représentés par la même

équation, c'est-à-dire, qui envelopperont ou embrasseront tous

ces cercles.

Cette équation sera donc , par les principes établis ci-dessus , le

V c'

résultat de l'élimination des quantités a>b, c et ^, ^, entre les

trois équations

û)'-K.r— x—a+f{y—b)=zo, <p(«,£,c) = o,

et les équations primes de celles-ci, prises relativement aux seules

variables a , b , c ; savoir ,

Mais comme cette équation en x et y pourrait se présenter

sous une forme assez compliquée , il sera plus simple de cher

cher à déterminer les valeurs mêmes de x et y par une troisième

variable.

Pour cela , on éliminera d'abord y', au mojcn des deux équations

(f — b)= o et i+-7y=o,

<on aura celle-ci,

a' (v — b)
■x— a == o,
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qui étant combinée avec la première

— + — = c%

donnera sur-le-champ

, ca' , , cb'

l/(a'*+b'*y J — " V(a'* + b'*ï

De plus , si on substitue ces mêmes valeurs de x et y dans

l'équation

x— — b) = cir>

on aura celle-ci

laquelle étant combinée avec l'équation <p (a, b, c) = o donnée

par le problème , servira à déterminer deux des trois variables

a, b , c par la troisième , moyennant quoi , les valeurs de x ety

seront aussi exprimées par cette seule variable.

23. Comme les quantités a et b sont les coordonnées de la courbe

qui est le lieu de tous les centres des cercles osculateurs ( art. 9 ) ,

si on suppose cette courbe donnée, on aura une équation entre a

et b, par laquelle on pourra déterminer b en a. Soit donc

on aura

b'= a'fa, et de là c' =1 aV[ * + (?'«)'] ;

ainsi en désignant par A la fonction primitive de «'l/Ci +

on aura

c =A+ h,

h étant une constante arbitraire ; ces valeurs de b et c étant subs

tituées dans les expressions de x,y , on aura la courbe cherchée.

Nous remarquerons maintenant que , quelle que soit la courbe

des centres , l'équation c' — ^/(a'*-f- b'*) fait voir que le rayon c

est égal à l'arc de cette courbe (voyez ci-après l'art. 29); de sorte

que si on nomme s cet arc, on aura

c = s + h.

Nous remarquerons de plus que le rayon c sera nécessairement

tangent à la même courbe ; car l'angle que la tangente de cette
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courbe fait avec l'axe, a pour tangente la quantité ~ (art. 7) , et

comme le rayon du cercle osculateur est perpendiculaire à la

courbe dont les coordonnées sont x et y (art. 8), la tangente de

l'angle qu'il fait avec l'axe sera = — —, (art. 7 ) = -7, en vertu

de l'équation 1 + = o , et par conséquent la même que celle

de la tangente à la courbe.

Mais , quoique cette propriété soit démontrée de cette manière ,

il est bon de faire voir qu'elle est une conséquence nécessaire de

l'analyse employée dans la solution de la question. Pour cela , nous

reprendrons les deux premières équations

(x— a)*-\-{y— b*— c* et x—«+/'(/— b) — o ,

lesquelles donnent

et nous observerons que ces expressions de a et b peuvent repré

senter à la fois les coordonnées de la perpendiculaire à la courbe

dont x ety sont les coordonnées, en regardant x et y comme

constantes , et c comme une variable , ainsi qu'on l'a vu dans

l'article 8 , et les coordonnées de la courbe des centres , en

regardant x et y comme variables, et c comme donnée en x

et y ( art. 9 ).

Donc la perpendiculaire dont il s'agit sera tangente de cette

dernière courbe , si la fonction prime de b , regardée comme fonc

tion de «, est la même pour la droite et pour la courbe (art. 10) ; ou ,

en général, si les valeurs de a' et de b', regardées comme fonctions

d'une troisième variable , sont les mêmes , et par conséquent aussi ,

si les valeurs de -y et sont les mêmes , soit que les quantités x

et y soient traitées comme variables ou non, c'est-à-dire, si dans

ces valeurs les parties dépendantes des variations de x ety sont

nulles ; or , c'est ce qui a lieu en effèt^ comme on le voit par les
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équations de l'arlicle précédent ,

a'(x— a)+l>'(j — b) = ccf et a'+by'z=:o,

qui servent à la détermination de % et de et qui sont les équa

tions primes de

(x —ay+iy — by = c* et X—«+y(7—i) = o,

en y traitant a: et / comme constantes , et a , b comme seules

variables.

Donc , puisque le rayon osculateur d'une courbe est partout

tangent à la courbe des centres , et est en même temps égal à

l'arc de cette courbe , il s'ensuit qu'il peut être pris pour ce même

arc étendu en ligne droite, et qu'ainsi toute courbe peut être regar

dée comme formée par le développement de celle qui est le lieu

des centres des cercles osculateurs. C'est en quoi consiste la théo

rie des développées ÏÏHuyghens , qui n'avait été démontrée que par

des considérations géométriques. L'analyse précédente fournit en

même temps l'explication d'un paradoxe qui se présente, lorsqu'on

cherche, par les formules connues, la courbe formée par le déve

loppement d'une courbe donnée.

Si on substitue dans l'équation de cette courbe les expressions

de ses coordonnées a et b eu x , y, y' et y", on a évidemment

une équation du second ordre , d'où il parait s'ensuivre qne l'équa

tion en x ety de la coui'be cherchée devrait contenir deux cons

tantes arbitraires , tandis que la génération de cette courbe , par le

développement de la courbe donnée, n'admet qu'une seule constante

arbitraire dépendant du point où commence le développement.

La raison de cette différence consiste , comme nous venons de le

démontrer, en ce que l'équation de la courbe engendrée par le déve

loppement , est proprement l'équation primitive complète d'une

équation du premier ordre, qui n'est elle-même que l'équation

primitive singulière de l'équation du second ordre , donnée par les

conditions du problème, et qui , par sa nature, ne peut point avoir

de constante arbitraire ; de sorte qu'il ne peut y avoir qu'une cons

tante arbitraire , à raison de la première équation primitive.

CHAP. V.
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CHAPITRE V.

Des plus grandes et des moindres valeurs des fonctions

d'une variable.

24. Il y a un genre de questions qui , quoiqu'indépendantes de

la considération des tangentes, peuvent néanmoins s'y rapporter.

Ce sont celles qu'on appelle de maximis et minimis , et qui con

sistent à trouver pour une fonction donnée d'une variable, la

valeur de cette variable qui rend celle de la fonction la plus

grande ou la plus petite. Comme les courbes ne sont que la re

présentation ou le tableau de toutes les valeurs de la fonction de

Fabscisse , représentée par l'ordonnée , il est visible que la ques

tion de trouver la plus grande ou la plus petite valeur d'une fonc

tion donnée d'une variable , revient à déterminer la plus grande ou

la plus petite ordonnée de la courbe dont cette variable serait

Fabscisse , et la fonction donnée serait l'ordonnée.

Or, l'inspection seule de la courbe suffit pour faire voir que ces

ordonnées ne peuvent être que celles qui répondent aux points

dont les tangentes seront parallèles à l'axe des abscisses. Si la

courbe est convexe à l'axe , l'ordonnée sera alors évidemment

un minimum ; et si la courbe est concave , l'ordonnée est un

maximum.

Nous avons vu ( art. 7 ) que la tangente de l'angle que la tan

gente d'une courbe fait avec l'axe , est exprimée en général par,/',

y étant l'ordonnée qu'on suppose fonction de Fabscisse x; donc,

pour que cette tangente devienne parallèle à l'axe , il faut que l'on

ait^'=o; or, si l'on fait^' = o dans les expressions des coor

données a et b (art. 9), qui déterminent le lieu du centre du

cercle oscillateur, on a

a = x, b =J + y ,

*7
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d'où l'on voit que siy est une quantité positive , ce centre tom

bera au-delà de la courbe , qui sera par conséquent convexe vers

l'axe ; et que siy est une quantité négative, le même centre tom

bera en-deçà de la courbe , c'est-à-dire du côté de l'axe , et que

par conséquent la courbe sera alors concave vers l'axe. Donc la

fonction y sera un maximum ou un minimum , lorsque sa fonction

prime/' sera nulle; et, en particulier, elle sera un minimum, lors

que la fonction seconde y" sera en même temps une quantité

positive, et un maximum, lorsque y" sera une quantité néga

tive : c'est en quoi consiste la méthode connue de maximis et

minimis.

25. Mais il n'est pas inutile de faire voir comment cette méthode

peut ae déduire directement de l'analyse des fonctions , sans la

considération intermédiaire des courbes.

Soit îx la fonction de x , dont on demande le maximum ou le

minimum. Soit a la valeur de x, qui répond au maximum ou au

minimum , il faudra que la valeur de fa soit toujours plus grande

ou toujours moindre que la valeur de f(a+t), quelle que soit

la quantité i , positive ou négative , et quelque petite qu'elle puisse

être. Je dis quelque petite que la quantité t puisse être , car une

quantité est censée devenir un maximum ou un minimum, lors

qu'elle parvient au terme de son accroissement ou de sa diminu

tion ; de manière qu'en-deçà et au-delà de ce terme , elle se

trouve moindre dans le cas du maximum , ou plus grande dans le

cas du minimum , que dans le même terme. Concevons x à la place;

de a, la condition du maximum sera

f(x+i)<£r ou f(*+0—£c<o,

et celle du minimum sera

.f(x+i)>fe ou f(x+ ») —£r>o,

quelque petit que soit i, positif ou négatif.

Développons la fonction f(.r-{- i) en série, par nos formules

(art. 4o, première Part.) , et arrêtons-nous d'abord aux deux premiers
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termes, on aura ainsi

/ étant une quantité renfermée entre les limites o et i. Il faudra

donc que l'on ait iFx+ - f' ( x -f-y ).< o pour le maximum , et > o

pour le minimum.

Or, nous avons déjà vu (art. 3) qu'on peut prendre i assez

petit pour que la valeur absolue du terme iFx soit plus grande

que celle du terme - f" (x -f- j ) » ce qui étant vrai pour une

valeur de t, aura lieu aussi pour toutes les valeurs de i plus petites.;

donc la quantité if'x -f- - f" (•*+/') deviendra alors positive ou

négative , suivant que la quantité iî'x le sera ; mais celle-ci change

de signe avec la quantité i ; donc il sera impossible que la con

dition du maximum ou du minimum ait lieu, à moins que l'on n'ait

f'x= o.

Prenons maintenant dans le développement de f(.r-f-i) un

terme de plus , nous aurons

f(x+ i) =i îx H- ff*4- \ F'x + ^P (* +7 ) ;

donc, à cause de Fx=o,il faudra que l'on ait- Pir-f-—gP(a>f/)<o

pour le maximum, et >o pour le minimum. On peut aussi prendre

i assez petit pour que la valeur absolue du terme - F'x soit plus

i3

grande que celle de F"(x-\-j ) j alors la quantité

sera positive ou négative , suivant que celle de - F'x le sera. Donc,

puisque la valeur de i1 est toujours positive , il faudra , pour le

maximum , que l'on ait F'x < o, et que , pour le minimum , l'on

ait f'x>o.

Si l'on fait F'x es o , alors reprenant le développement de
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f(x + i), et employant un terme de plus, on aurait

f[*+0= £r+ ffx+ ?f'*-f-^ +^f" +/) ;

donc, puisqu'on suppose f'^ = o et ï"x=, o, on aurait pour le

maximum, la condition

et pour le minimum, la condition opposée. Or, on peut prendre i

assez petit pour que la valeur absolue du terme ^ f'"jc surpasse

celle du terme jy^f" alors la valeur de

i3

sera positive ou négative suivant celle de ^ F"x; mais celle-ci

change de signe avec la quantité i ; donc il sera impossible que

la condition du maximum ou du minimum ait lieu, à moins qu'où

n'ait ï"'x == o.

Employons encore le terme suivant dans le développement de

f {x-\- 1), on aura

f (x+ i ) = ùc -f if* H- j + ^

et les conditions du minimum ou du maximum deviendront

à cause de f'x =o, fa: =t= o et i'"xz=. o. On prouvera ici, comme

plus haut , que l'on pourra prendre i assez petit pour que le terme

affecté de i*, pris absolument, c'est-à-dire, abstraction faite du

signe , devienne plus grand que l'autre terme affecté de *5, et que ,

par conséquent, la somme des deux termes soit nécessairement
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positive ou négative , selon que le terme - g f1Tx le sera. D'où

il est aisé de conclure, à cause que i* est toujours une quantité

positive, qu'il faudra , pour le maximum , que l'on ait f'\r < o, et

pour le minimnm , f'yx > o • et ainsi de suite.

a6. Donc , en général , si y est une fonction quelconque de x ,

on aura d'abord, pour le maximum ou le minimum, la condition

jr' = o, laquelle donnera la valeur de x ; ensuite y" < o ou > o ,

ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus (art. a4)■

Mais nous venons de trouver de plus que si/"= o, il faudra que

l'on ait aussi en même temps y'"= o , ensuite /,T<o pour le

maximum , et y"> o pour le minimum ; et ainsi de suite. Eu gé

néral, si une fonction dérivée d'un ordre quelconque pair dispa

rait , il faudra que la fonction de l'ordre impair suivant disparaisse

aussi , et que la suivante de l'ordre pair soit négative pour le

maximum , et positive pour le minimum.

Si la fonction/- n'est donnée que par une équation F ( x ,y) == o,

il n'y aura qu'à prendre l'équation prime

V(x)+y'W(y) = o,

et faire/' = o , ce qui la réduira à celle-ci

F' C*)=o,

laquelle combinée avec F(.r,/)=o, servira à déterminer les

valeurs de x et y répondant au maximum ou au minimum. Ensuite

on prendra l'équation seconde, et faisant de même y' = 0, on aura

la valeur de y", dans laquelle on substituera les valeurs trouvées

de x et/, et on pourra juger, par cette valeur, du maximum ou

du minimum; et ainsi de suite.

Si la fonction /" ou î"x devenait infinie, c'est-à-dire, si

i;=o, ce serait une marque que le développement de î(x-\-i)

contiendrait , pour la valeur trouvée de x , un terme de la forme

Atm,m étant entre i et 2 (art. 3o, I*re Part.) ; et en considérantla courbe

de l'équation/ s=fx, on pourrait connaitre par la forme de son
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cours dans le point donne , si la fonction y est un maximum ou

un minimum (art. a4). On pourrait même donner pour cela des

règles générales, mais qui nous écarteraient trop de notre objet.

Nous ne nous arrêterons pas à donner des exemples des règles

précédentes pour la détermination des maxima et minima; comme

elles s'accordent en tout avec celles que l'on connait d'après le

calcul différentiel, on pourra en faire les mêmes applications. Il n'y

aura qu'à changer les simboles

f, /', /"etc. en g, g, % etc.
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CHAPITRE VI.

De la mesure des aires , et de la longueur des arcs dans les

courbes planes. De la mesure des solidités et de celle des

surfaces des conoïdes. Principe général de la solution analy

tique de ces questions.

07. Jk viens maintenant à la détermination des aires des courbes,

qu'on appelle communément quadrature des courbes. Considérons >

en général, la courbe représentée par Yécp\.a\.\OTijr—îx, y étant

l'ordonnée rectangulaire correspondante à l'abscisse x dont elle

est une fonction donnée. L'espace terminé par cette courbe , par

l'axe des abscisses , et par une ordonnée quelconque^-, sera donc

aussi déterminé par une fonction de la même abscisse x , que nous

désignerons par Fx. Supposons que jt devienne a:-f-«',cette fonc

tion deviendra F (x + i) , et il est clair que F (x+ 1' ) — Fx sera

alors la portion de l'espace correspondante à la partie i de l'axe ,

et terminée par les deux ordonnées £r et £(x -f- i) répondantes

aux abscisses x et x -f- i. Or , quelle que soit la courbe proposée ,

il est aisé de se convaincre , même sans figure , que si les ordon

nées vont en augmentant ou en diminuant, depuis ïx jusqu'à

f (x + i) , l'espace dont il s'agit sera , dans le premier cas , plus

grand que l'espace rectangulaire /£r,et moindre que l'espace rec

tangulaire tf(ar-f" i), et dans le second cas, plus grand que ce

dernier , et moindre que le premier. Donc il sera toujours né

cessairement renfermé entre ces limites iùc et if( x-j- i ) , lesquelles

seront par conséquent les limites de la quantité F (x-f-i)—-Fx

qui doit représenter ce même espace.

Développons les fonctions ï(x-\-i) et F(or-f-i) suivant notre for

mule (art. 40, Fre Part.), et arrêtons-nous au premier terme pour la
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première , et aux deux premiers pour la seconde, on aura

f(jr+i) = £r ■+-

et

F (x+ i) =Fx4- -f- i F" (x +7 ) ,

où / est une quantité indéterminée qui peut n'être pas la même

pour les deux fonctions , mais qui doit toujours être renfermée

entre les limites o et i. Il faudra donc que la fonction Fx soit telle ,

que la quantité /F'x-f- - F" (x -+■/' ) soit renfermée entre les li

mites ifx et i£r+ ïï' (oc-\-j), quelle que soit la valeur de t', et

par conséquent en prenant i aussi petit qu'on voudra. Or, l'inter

valle entre les deux limites étant t'»f' (|x -f-/ ) ., la différence de la

quantité dont il s'agit et de l'une des limites, savoir,

i(F'x— £r) + i*F"(x+y)

devra être moindre que ^'(x+y), abstraction faite des signes

de ces quantités. Mais il est aisé de prouver que cette condition ne

peut avoir lieu pour une valeur de i aussi petite qu'on voudra ,

à moins que le terme affecté de i ne disparaisse ; car autrement

on pourra toujours prendre i tel que la première quantité soit

plus grande que la seconde , puisqu'il suffira que i soit plus petit

que r,, , ..—;-pr7—j-tt. On aura donc necessairement

F'x = fx ;

et cette condition suffira pour la détermination de la fonction Fx ,

puisqu'on voit qu'elle ne sera autre chose que la fonction primi

tive de fx.

Donc, en général, la fonction prime de la fonction qui exprime

faire d'une courbe par l'abscisse, est la fonction qui représente

l'ordonnée de cette courbe ; et réciproquement , la fonction qui

exprime l'aire ne peut être que la fonction primitive de celle qui

exprime l'ordonnée. Ainsi , l'équation d'une courbe étant donnée ,

pour.
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pour avoir l'expression de l'aire, c'est-à-dire, la quadrature de la

courbe , il n'y aura qu'à chercher la fonction primitive de celle

qui représente l'ordonnée , et on pourra ajouter à cette fonction

primitive une constante arbitraire ( art. 4g , première Part. ) , qu'on

déterminera par la condition que l'expression de l'aire devienne

nulle au point où l'on voudra la faire commencer.

Nous avons supposé dans l'analyse précédente, que les ordon

nées allaient en augmentant ou en diminuant depuis £r jusqu'à

f(x + t); cette condition n'aurait pas lieu s'il y avait entre ces

deux ordonnées un maximum ou un minimum; mais comme on

peut prendre l'intervalle i aussi petit que l'on veut , il est clair

qu'on pourra toujours faire tomber la seconde ordonnée f(x + i )

en-deçà du maximum ou du minimum; et que par (conséquent la

conclusion que nous en avons tirée demeurera toujours la même.

Si la fonction £r exprimait l'aire de la section d'un solide, faite

perpendiculairement à l'abscisse x , on prouverait de la même

manière que la solidité serait exprimée par la fonction primitive de

fx. Car désignant par Fx la solidité , la différence F ( x -j- 1' ) — Fx

exprimerait la portion du solide comprise entre les deux sections

f(x-t-i) et £r, et cette portion serait nécessairement intermé-,

diaire entre les deux solides prismatiques i£x et if{x -j- i) , en

prenant la quantité i aussi petite qu'on voudrait ; d'où l'on con

clurait , comme ci-dessus,

Fx = Er.

Ainsi, en faisant tourner une courbe autour de l'axe des x,

on a un conoïde dont la section perpendiculaire à l'axe et répon

dante à l'abscisse x , est un cercle du rayon .y, et dont l'aire est

où 7r est la circonférence du cercle dont le rayon = 1. Or ,

•a

par la nature de la courbe , on aj= ix ; donc l'aire de la section

sera ^(fo)*; et la solidité Fx du conoïde sera donnée par la

fonction prime

Fx = i7T(ùcy.

a8. Le problème de la quadrature des courbes est , comme l'on

voit, le problème le plus simple de l'analyse inverse des fonctions,

28
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puisqu'il ne consiste qu'à trouver la fonction primitive d'une

fonction donnée. Nous avons indiqué, dans la première Partie

( Chap. VIII ) , les moyens par lesquels on peut faciliter cette

recherche ; nous ajouterons ici une observation essentielle.

Comme il est souvent avantageux de substituer d'autres va

riables à la place de celle qui entre dans la fonction , pour sim

plifier ou décomposer cette fonction en d'autres plus simples , il

ne faudra pas oublier alors de multiplier la fonction dont il s'agit

par la fonction prime de sa variable. En effet, nommant u l'aire

de la courbe dont^ est l'ordonnée, et regardant j et u comme

fonctions de x, nous venons de voir que l'on a u'=y; mais si

on suppose x fonction d'une autre variable , et qu'on désigne

par x' et u! les fonctions primes de j: et u prises relativement

à cette nouvelle variable , il faudra substituer ~ à la place de u'

(art. 5o, première Part.) , ce qui donnera u' =yx' ; et ainsi des

autres formules semblables.

Au reste, comme suivant le calcul différentiel, «' est équiva

lent à j^, l'équation u's=zjr donne du=ydu, et intégrant, u—f/dx,

formule connue pour la quadrature des courbes.

29. Après le problème de la quadrature des courbes , se présente

naturellement celui de leur rectification, c'est-à-dire, de la déter

mination de la longueur même de la courbe.

Nous partirons , pour la solution de ce problème , du principe

ftArchimède , adopté par tous les géomètres anciens et modernes ,

suivant lequel deux lignes courbes , ou composées de droites ,

ayant leurs concavités tournées du même côté et les mêmes

extrémités , celle qui renferme l'autre est la plus longue. D'où il suit

qu'un arc de courbe tout concave du même côté , est plus grand

que sa corde , et en même temps moindre que la somme des deux

tangentes menées aux deux extrémités de l'arc, et comprises

entre ces extrémités et leur point d'intersection. De là on peut

tirer cette autre conséquence, que la longueur du même arc se

trouvera comprise entre celles des deux tangentes menées à ses
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deux extrémités , et terminées aux deux ordonnées qui répondent

à ses extrémités, prolongées, s'il le faut, au-delà de la courbe.

En effet , ayant mené la corde qui joindra les deux extrémités

de l'arc , il est aisé de voir que l'une des deux tangentes rencon

trera les ordonnées parallèles sous un angle plus aigu que la corde,

et que l'autre les rencontrera sous un angle moins aigu , et que

par conséquent la corde sera moindre que la première de ces tan

gentes , et plus longue que la seconde; donc celle-ci sera, à plus

forte raison , moindre que l'arc de la courbe. De plus , si on con

sidère les deux triangles opposés au sommet, et formés par l'inter

section des deux tangentes , il est visible que les deux parties de

la première tangente seront respectivement plus longues que celles

de la seconde , parce que les côtés formés par ces parties-là , se

trouvent opposés à des angles plus grands que les côtés formés

par celles-ci. Donc la première tangente entière sera plus longue

que la somme des deux portions de tangentes comprises entre leur

point d'intersection et les extrémités de l'arc. Donc elle sera aussi

plus longue que l'arc.

Cela posé , £r étant l'ordonnée qui répond à l'abscisse x , f'jc

sera (art. 7) la tangente de l'angle sous lequel la tangente de la

courbe à l'extrémité de cette ordonnée , est inclinée à l'axe des

abscisses; par conséquent iPx sera la partie de l'ordonnée f(x -f- 1)

prolongée s'il est nécessaire, comprise entre la tangente et une

parallèle à l'axe , menée par l'extrémité de l'ordonnée £r ; donc

|/[»*+(iïf.r)*]s=i|/[i-j-(Fjc)'] sera la partie de cette tangente

comprise entre les deux ordonnées , éloignées l'une de l'autre de

l'intervalle De la même manière , on aura f' (x+i) pour la tangente

de l'angle sous lequel la tangente de la courbe à l'extrémité de l'ordon

née f(*+.*) est iuclinée à l'axe, et on trouvera *V{H-[f' (w+OÏ}

pour la partie de cette tangente comprise entre les mêmes ordon

nées îx et f ( x 4- 0-

Soit, pour plus de simplicité,

on aura i<px et i<p(x-\-i) pour les deux tangentes menées aux
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deux extrémités de l'arc de la courbe compris entre les ordonnées

£r et f(x-)-i), et terminées à ces mêmes ordonnées; donc la

longueur de cet arc devra être renfermée entre les deux quantités

i<px et i<p ( x + 0 , en donnant à i une valeur aussi petite qu'on

voudra. Donc si <bx est la fonction de x qui exprime l'arc de la

courbe , il faudra que la quantité <S> ( x + i) — <5x, expression de

l'arc compris entre les ordonnées fx et f(x-\-i), soit comprise

entre ces deux-ci i<px et ip (,r+0> quelque petit que soit i;

d'«ù, par un raisonnement semblable à celui de l'article 27, on

conclura Q'x= <px. Donc , pour avoir la longueur indéfinie de la

courbe , il faudra chercher la fonction primitive de la fonction Qx,

où \/[\ -hCf'^)*]; et comme on peut ajouter une constante arbi

traire à la fonction primitive , il faudra déterminer cette constante

de manière que l'expression de l'arc s'évanouisse au point où l'on

voudra le faire commencer.

Donc , si on nomme s l'arc de la courbe dont les coordonnées

sont x et y , on aura , en regardant y et * comme fonctions de x 3

à cause de fx =y , fx ==/' , l'équation

Et si x et y étaient données en fonctions d'une autre variable ,

comme *, alors, en désignant par x', y', s' les fonctions primes

relativement à cette variable , il faudrait substituer-^-, et —, à la place

XX

dey' et *' (art. 28), ce qui donnerait cette équation

entre les coordonnées et Parc.

Suivant le calcul différentiel , les fonctions dérivées et yf se

raient exprimées par j^et^, et l'équation i' = y/i de

viendrait

ds = \Jdx*-\- dy*,

formule connue des rectifications.

3o. Si on imagine que la courbe proposée tournant autour de
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l'axe des abscisses engendre un conoïde, il est visible que les deux

ordonnées îx et f (x-\-i) décriront en même temps deux cercles

dont ces coordonnées seront les rayons , que l'arc de la courbe

compris entre ces deux coordonnées décrira une zone conoïdique ,

et que les deux tangentes menées aux extrémités de cet arc dé

criront des zones coniques.

Mais quoique l'une de ces deux tangentes soit toujours plus

grande, et l'autre plus petite que la longueur de l'arc, comme nous

venons de le démontrer , néanmoins comme elles tombent toutes

les deux du même côté de l'arc , il est possible que les zones co

niques qu'elles décrivent soient à la fois plus grandes ou plus,

petites que la zone conoïdique décrite par l'arc. Pour éviter cet

inconvénient, il n'y a qu'à transporter parallèlement à elle-même

la seconde tangente qui répond à l'extrémité de l'ordonnée f (.r-f-t),

de manière que le point où cette tangente est terminée par la

première ordonnée fx , tombe à l'extrémité de cette ordonnée , et

devienne sécante de la courbe. Alors cette sécante et la tangente

au même point , tomberont l'une d'un côté et l'autre de l'autre

côté de l'arc, et même la plus longue tombera toujours en dehors

et la plus courte en dedans de l'arc , comme il est facile de s'en

convaincre par la construction ; de sorte que la zone conoïdique

décrite par l'arc , se trouvera nécessairement renfermée entre

les zônes coniques décrites par la tangente i<px , et par la sécante

i<p(x+i).

Or , on sait par la géométrie , que la surface convexe d'un cône

tronqué est égale à son côté multiplié par la demi-somme des cir

conférences des deux bases. Donc , si on désigne par k la circon

férence du cercle dont le rayon = 1 , la surface de la zône co

nique décrite par la tangente i<px sera

ilpx X (îx -f- j f'*) *f

puisque les rayons des deux bases sont, l'un îx , et l'autre îx+iîrx;

et la surface de l'autre zône , décrite par la tangente ou sécante
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i<p ( t -j- * ) , sera

ùp(x -f- i) x [jx-f- ^f'(^+ Oj.^i

car il est facile de voir que les rayons des bases de ce tronc de cône

seront îx et îx -+- îT ( .r + i).

Si donc on désigne par <bx la fonction de l'abscisse x qui ex

prime la surface du conoïde , il est clair que la zone conoïde sera

exprimée par la différence <b ( x+ 1' )— <Dx , et que cette différence

devra être renfermée entre les deux quantités

irtQx (îx + 1% î'x^ et iV<p ( a?+ * ) Qfr+ i f (x -f- i)^J,

en donnant à t une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra.

D'où l'on pourra conclure , par un raisonnement analogue à celui

de l'article 27, que cette condition ne pourra avoir lieu, à moins

que l'on n'ait

$'x= 7Ttpxïx = 7TÎX }/\_ 1 + ( Î'X )* ].

Donc on aura la surface du conoïde proposé, en prenant la fonction

primitive de la fonction

*£ri/[i + (F*)»] ou ?rn/(i+/*).

3i. En général, supposons que l'on cherche la fonction Yx par

cette condition , que la différence F (x + *) — Tx doive être ren

fermée entre les deux quantités iî(x, *) et i<p(x, t), f et <p déno

tant des fonctions données de x et i telles qu'en faisant * = o , on

ait îx = <px , et que cette condition doive avoir lieu en donnant

à i une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra

En employant notre théorème, on réduira la fonction F(.r 4- t') à

Yx+ iTx -f- £ F'(x +j) ,

et les fonctions î(x , i) , <p (x , i)k

îx+iî'(x,J), px-hty(x,j),

la quantité j étant indéterminée , mais comprise entre les limites
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o et t, et pouvant être différente dans les différentes fonctions;

les fonctions dérivées, marquées par F', F", se rapportent à la

variable x , et les fonctions dérivées , marquées par f, <p', se rap

portent à la variable i. Donc , puisqu'on suppose £r = tpx , la

condition dont il s'agit se réduira à faire ensorte que la quan-

f*

tité iF'x -h - F"(jr+y) soit comprise entre les deux quantités

j'fr-f- i"f (x,J) et iîx i'<p' (x ,/) , quelque petite que puisse être

la valeur de i. Donc il faudra que la difference

i ( F'x- £r ) + »* [ | F" (x +y) - f' (*,/)]

ne soit jamais plus grande que la différence

mais tant que le terme multiplié par la première puissance de i

ne sera pas nul , on pourra toujours prendre i assez petit pour

que la première quantité devienne plus grande que la seconde ,

car il suffira pour cela de prendre i moindre que la quantité

-^^—rr r—rz——tt, abstraction faite du signe de cette quantité.

Donc, la condition proposée emporte nécessairement celle-ci

F'x—£r = o, et par conséquent F'x= îx-

c'est-à-dire , que la fonction cherchée ¥x devra être la fonction

primitive de £r ; et pour avoir la valeur complète de Fx , il faudra

y ajouter une constante arbitraire, qu'on déterminera par les

conditions de la question.

-
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CHAPITRE VIL

Ttworie du contact des courbes à double courbure. Du rayon

osculateur , des centres de courbure , et du lieu de ces centres.

Des développées des courbes à double courbure. Quadrature

et rectification de ces courbes.

5a. Les courbes planes appartiennent à la géométrie de deux

dimensions , et ne dépendent par conséquent que de deux coor

données. Les courbes à double courbure doivent appartenir à la

géométrie de trois dimensions , puisqu'elles ne peuvent être tra

cées que sur la surface des corps solides ; aussi dépendent-elles

de trois coordonnées perpendiculaires entre elles , dont deux sont

fonctions de la troisième , de sorte qu'elles ne peuvent être repré-*

sentées que par deux équations entre trois indéterminées. '

Soit donc pour une courbe quelconque à double courbure,

x, y, z étant les trois coordonnées rectangulaires. Soit de même

pour une autre courbe donnée ,

p, q, r étant pareillement ses trois coordonnées rapportées aux

mêmes axes que les précédentes. Si on veut que ces deux courbes

aient un point commun pour l'abscisse x, il faudra qu'en faisant

p=x , on ait aussi

q —y et r = z ; donc y=Ix et z=$x.

Pour un autre point quelconque répondant à l'abscisse Jf-f-t,

les
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Pour ave'es/ et a seront f(x + i)> 9 ( ^H- ') , et les ordonnées

d'un cercle J?(x + i), <tt(x-\-i); et faisant pour abréger,

M-cle comme _ .

a= i r^r-, .0 — F(x+i), <T =<p (.r-f- *) — 1),

il est facile de concevoir quT*^ distance D entre -les points des

deux courbes qui répondent à la même abscisse x+ i, sera ex

primée par

D= !/(</* + <T*).

De là , par une analyse semblable à celle qui a été développée au

commencement de cette seconde Partie , on prouvera que si

î'x— Fx, ç'x — Q'x, Usera impossible qu'aucune autre courbe

donnée qui ne satisferait pas aux mêmes conditions , puisse passer

entre les deux courbes dont il s'agit.

Si l'on avait de plus

î"x=F'x et <p"x—<b"xt

on prouverait , de la même manière , qu'aucune autre courbe pour

laquelle ces équations n'auraient pas lieu , ne pourrait passer entre

les mêmes courbes ; et ainsi de suite.

Ainsi, en appliquant aux courbes à double courbure les mêmes

notions des difîerens ordres de contact des courbes ordinaires, on

en conclura que les deux premières conditions détermineront un

contact du premier ordre , que les deux suivantes détermineront

un contact du second ordre ; et ainsi de suite.

En général, en nommant x,y, z les coordonnées d'une courbe

proposée, et p>q, r les coordonnées de la courbe donnée, pour

laquelle on demande les conditions du contact d'un ordre donné

avec la courbe proposée, si V(p, q, r) = o, et 4>(ptf,r)s=iO

sont les deux équations de la courbe donnée , on aura pour un

contact du premier ordre , les quatre équations

F(*,JK, z) =o, F(x,y,z)' = o,

®(x,j,z)=o, <S>(x,y,z)' = o-y

pour un contact du second ordre, on aura de plus les deux

a9
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équations

*(oc,y,z)"=o, *(x,y,z)"= o; l

et ainsi de suite , en regardant, dans ces fonctions ivees , y et s

comme fonctions de Jf-'Oa-^V,^-^^ c?s équations par le moyen

des constantes arbitraires a , b , c , etc. , qui entreront dans les

fonctions données F(p,q,r) et <p(p,q,r), et qu'on pourra

appeler , comme ci-dessus (art. 10 ) , élémens du contact , lorsqu'elles

seront déterminées en fonctions de x, y , z,y', z', etc.

53. Prenons pour la courbe donnée une ligne droite déterminée

par les deux équations

q = a -f- bp , r= c -f- dp ;

pour qu'elle ait un contact du premier ordre, c'est-à-dire, pour

qu'elle soit tangente d'une courbe quelconque proposée et rap

portée aux coordonnées x,y3 z, on aura ces quatre équations

y= a-\-bx, z—c-\-dx, y'z=by z'z^d,

d'où l'on tire

az=y—y'x , cs=z — z'x.

De sorte que les équations de la tangente rapportée aux coordon

nées p} q, r, seront

q =y —y'x-\-y'py r=z — z'x -f- z'p.

H est facile de voir que ces deux équations représentent les deux

tangentes des courbes planes qui forment les projections de la

courbe proposée sur les deux plans des x et y et des x et z

( art. 6 ) ; de sorte que pour mener une tangente à une courbe

à double courbure, il suffira toujours de mener les tangentes à ses

deux projections, et la droite dont ces deux tangentes seront les

projections , sera la tangente cherchée.

34. Supposons qu'on demande le cercle oscillateur d'une courbe

à double courbure.
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Pour avoir , de la manière la plus simple, les équations générales

d'un cercle tracé sur un plan quelconque , nous considérerons le

cercle comme formé par l'intersection d'un plan qui passe par

le centre d'une sphère ; le rayon et le centre de la sphère de

viendront alors ceux du cercle , et le plan sera le plan même du

cercle.

L'équation générale d'une sphère rapportée aux trois coordon-,

nées p, q, r, est

(p— + J)«+ (r— cy=d%

où a, b, c sont les coordonnées du centre , et d est le demi-dia

mètre ou rayon. L'équation d'un plan rapporté aux mêmes coor

données , et passant par le point qui répond aux coordonnées a 9

b, c , est en général

p — a -f- /tj (7 — b)-{- n (r— c) = o ,

m et n étant deux constantes arbitraires, qui déterminent l'incli

naison du plan à l'égard des plans fixes des coordonnées. Le sys

tème de ces deux équations représentera donc un cercle dont le

rayon sera d, dont le centre sera déterminé par les coordonnées

a , b , c , et dont le plan dépendra des quantités m et ».

Si donc on change dans ces équations les quantités p, q , r en

x,y,z, et qu'on en prenne les équations primes et secondes, on

aura ces six équations:

X— a -\-m(y— b)-\-n(z— c) = o ,

X— a+f (y—ô)-+-z'(z— c)=o,

1 -f- my' -\-nz' = o ,

i+y•+2"+/(7-i)+2"(^-c)=<'»

my" -f- nz"= o ,

dont les quatre premières renfermeront les conditions nécessaires

pour que le cercle dont il s'agit ait un contact du premier ordre

avec toute courbe à double courbure , dont x , y , z seront les coor

données ,y cl z étant données en fonctions de x; et si on y joint
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les deux dernières , on aura les conditions nécessaires pour un

contact du second ordre, c'est-à-dire, pour que le cercle devienne

osculateur de la courbe.

Comme il y a dans ces équations six quantités indéterminées

a , b , c, d, m et n, on pourra satisfaire à toutes ces conditions ,

et le cercle osculateur sera déterminé de grandeur et de position.

Mais si on ne demande qu'un cercle tangent , il restera deux in

déterminées , pour lesquelles on pourra prendre le rayon d, et une

des deux quantités m et n. Dans ce cas donc , l'équation

"+y'(y— b) + z'(z—■ c) = o

déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous

les cercles qui peuvent être tangens; et comme le rayon du cercle

tangent est nécessairement perpendiculaire à la courbo, cette équa

tion sera celle d'un plan perpendiculaire à la courbe , en prenant

a, b, c pour les coordonnées du plan.

Considérons maintenant le contact du second ordre. Les trois

premières équations donneront

(„y-mz')d , (n-z')d (m-y')d

x—a— R , JK— ^— r , z—c— —^ ,

en faisant , pour abréger ,

r= vw—"»')•+ («— *')•+ (m—syi

Ces valeurs étant substituées dans la cinquième équation, on

en tirera

d= (i 4-y-f *")R

(71—»')/ — ("» —y) ?*

Enfin, la quatrième et la sixième équation donneront

— *" — y'

"-"•y-y*" "~ «y-/»"

valeurs qu'on substituera dans les expressions précédentes.

On trouvera d'abord , après quelques réductions ,
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et de là

i/y+ »".+-( »y—y»" )• '

g— r (i-f-y,+ »,,)(.yV+ aV)

—y -r j.• + a.,+ ^-y _ya» j,

y-h + ( »y -/»•)■

La quantité d sera le rayon osculateur de la courbe propo

sée , et les quantités a, b , c seront les coordonnées de la courbe

des centres de tous les cercles osculateurs ; mais cette courbe ne

sera pas pour cela une développée , comme dans les courbes à

simple courbure.

55. Pour s'en assurer et trouver en même temps les conditions

nécessaires pour qu'elle devieiine une développée de la courbe à

double courbure , il n'y a qu'à employer des considérations sem

blables à celles de l'article 23.

Reprenons les valeurs de «, b, c, tirées des trois premières'

équations , nous aurons

(«y'—mz')d

*= R

0 —y t- R

(m-y')d

C— 2 R

Ces expressions, en regardant les quantités x,y, s, y, z', ainsi

que met n, comme constantes, et la quantité d comme seule va

riable , donnent les coordonnées de la droite dans laquelle est placé

le rayon osculateur; mais en regardant toutes ces quantités comme

variables, et m, n, d comme données en x, puisque y et z sont

censées données en x , ces mêmes expressions représentent alors

les coordonnées de la courbe des centres. Or, pour que la même

y

droite devienne tangente de celte courbe, il faut que les valeurs de -g
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et -7 , en regardant b et c comme fonctions de a , ou en général ,

a, b, c comme fonctions d'une autre variable quelconque, soient

a' b' c'

les mêmes dans les deux cas. Donc les valeurs de -j, , -g , -^ devront

être aussi les mêmes, soit que les quantités a, b, c, d soient seules

variables , soit que les quantités x , y, a, m et n varient aussi en

même temps ; par conséquent , il faudra que les équations qui dé

terminent ces valeurs , aient lieu également dans les deux hypo

thèses.

Or, si on considère les équations qui ont servi à déterminer les

quantités a,b, c, d , /n et n en x . y ,y', y", et qu'on regarde toutes

ces quantités comme variables à la fois, il est clair que les deux

équations

{x— by+(z—c)*=d* et x— b)+z'(z—c)=o

emporteront encore celle-ci

—a' (x— a ) — b' (y— b) — c'(z — c) = dd',

qui n'est que l'équation prime de la première, en supposant a, b ,

c , d seules variables. De même les deux équations

x— a +/(y— b) + z' (z — c) = o

et

i z*+/'(y— b) + z" (a — c) = o

emporteront celle-ci,

+ z'c' = o,

qui est également l'équation prime de la première , en ne prenant

que a,b, c pour variables. Ces deux équations ont donc la condi

tion demandée ; mais comme elles ne suffisent pas pour la déter-

a' b' c'
mination des trois quantités ^, ^ , ^, il faudra trouver, de la même

manière , une troisième équation qui contienne les fonctions primes

a, b\ c'; or, les deux précédentes ayant été déduites de l'équation
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de la sphère , il faudra tirer la troisième de l'équation du plan

x — a-\- m(j— b)-+-n(z — c)= o,

laquelle , en faisant tout varier , et ayant égard à l'équation

1 -j- mf -\-nz'=o,

donnera celle-ci

— a'—mV— nc'-\-m' (j.~b)-\-n'(z — c) — o,

qui est, comme l'on voit, l'équation prime de la précédente, en

supposant a,b, c, m, n variables à la fois; par conséquent, cette

équation n'aura pas la condition demandée , à moins que la partie

dépendante de la variation des quantités m et n , ne disparaisse ,

c'est-à-dire, à moins qu'on n'ait

m' {y— b ) -f- n' ( z — c ) = o.

Si cette condition a lieu , alors l'équation restante

a' -{- mb' -f- ne' — o ,

combinée avec les deux équations qu'on vient de trouver, don>

nera les valeurs de ^ , j, , , qui seront les mêmes , soit que les

quantités a, b, c, d soient seules variables, soit que x,y, z, m

et n varient aussi à la fois. Par conséquent , la droite dans laquelle

est placé le rayon osculateur , deviendra tangente à la courbe des

centres : donc aussi ce rayon sera tangent de la même courbe ,

puisqu'il est terminé à cette courbe. Dans ce même cas , les ex

pressions précédentes de a, b, c donneront sur le-champ ces fonc

tions primes

a_ _ , o — ^ , c — R ■

d'où l'on tire

et de là
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Or, nous verrons ci-après (art. 37) que cette équation montre

que d est l'arc de la courbe dont a, b, c sont les coordonnées.

Donc le rayon osculatcur sera non-seulement tangent à la courbe

des centres, mais encore égal à l'arc de cette courbe. Il ne sera

donc autre chose que le développement de cette même courbe ,

laquelle sera, par conséquent, la développée de la courbe propo

sée, dont Xjjr, z sont les coordonnées.

56. La condition

m' (y— b ) -f- nf ( z —• c ) = o

que nous venons de trouver pour que la courbe ait une dévelop

pée , a évidemment lieu , lorsque m et « sont constantes ; et dans

ce cas , la courbe sera toute dans un plan déterminé par ces cons

tantes. Si ces quantités ne sont pas constantes, elles détermineront

le plan tangent de la courbe ; et lorsque l'équation précédente aura

lieu , les rayons osculateurs formeront une courbe développable,

Car en ajoutant u cette équation l'équation

i -f- mj' -f- nz' = o ,

qui est une de celles de l'article 34, on aura celle-ci,

i H- mjr'+nz' +m' (y — b)-\-n' (z — c) = o7

qui n'est autre chose que l'équation prime de l'équation du plan

x —a-\-m(y — b) ~\- n(z — c) = 0,

en regardant les coordonnées a, b, c du plan comme constantes,

et la quantité x qui sert ici de paramètre, et dont les autres quan

tités j, z,m, n sont supposées fonctions, comme seule variable ; ce

qui constitue le principe des surfaces développables , comme on le

verra plus bas.

Au reste , il y a une manière plus générale de concevoir les

développées des courbes , laquelle consiste à prendre le rayon de

la développée dans une position inclinée .au plan tangent , et qui

donne lieu à plusieurs belles propriétés des courbes et des surfaces.

Comme
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Comme les bornes que nous nous sommes prescrites ne nous per

mettent pas d'entrer dans ce détail , nous ne pouvons qu'inviter

nos lecteurs à voir cette nouvelle théorie dans le tome X des Mé

moires présentés à l'Académie des Sciences.

37. Si on trace la projection d'une courbe à double courbure

sur le plan des x et^, on peut regarder cette courbe de projec

tion comme l'axe curviligne de la courbe à double courbure; de

sorte qu'en nommant s l'arc de la courbe de projection , dont

les coordonnées sont x , y , et supposant que cet arc soit étendu

en ligne droite, on aura i et 2 pour les coordonnées rectan

gulaires de la courbe à double courbure supposée appliquée sur

un plan.

Cette considération nous offre le moyen d'appUquer immédiate

ment aux courbes à double courbure , les formules de la quadra

ture et de la rectification des courbes planes (art. 27, 29). Pour

cela, îl n'y aura qu'à substituer s au lieu de x , et 2 au lieu de y,

dans les expressions deyx' et x/i^*-hy'*), on aura zs' et V{s'*^-Z'*\

et comme l'arc s est déterminé par l'équation

en faisant cette substitution , on aura les deux formules

et \/{ +2"),

dont la première sera la fonction prime de l'aire , ou de la sur

face du cylindre droit qui a pour base la projection de la courbe

à double courbure, et qui est terminé par le contour de cette

courbe, et dont la seconde sera la fonction prime de l'arc de la

même courbe.

5o
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CHAPITRE VIE.

Des surfaces courbes et de leurs plans tangens. Théorie du,

contact des surfaces courbes. Des contacts des différens-

ordres.

38. Les surfaces courbes se determinent aussi par trois coor

données rectangulaires, comme les lignes à double courbure, mais

avec cette différence , que pour les surfaces , deux des coordonnées

sont indépendantes entre elles , et la troisième est fonction de ces

deux; de sorte qu'une surface n'est représentée que par une seule

équation entre les trois coordonnées. Ainsi les deux équations qui

déterminent une courbe à double courbure, représentent chacune

en particulier une surface courbe, et la courbe représentée par

le système de ces deux équations , est formée par l'intersection

des deux surfaces. La théorie des surfaces dépend donc de l'ana

lyse des fonctions de deux variables , et peut être traitée comme

la théorie des courbes , et par les mêmes principes. Ainsi , de

même qu'une ligne droite peut être tangente d'une courbe, un

plan peut être tangent d'une surface, et on déterminera le plan

tangent par la condition qu'aucun autre plan ne puisse être mené

par le point de contact entre celui-là et la surface.

Soient x, j, z les trois coordonnées de la surface donnée, et

p , q , r les coordonnées du plan tangent rapportées aux mêmes

axes rectangulaires , on aura , par la nature de la surface r

zx=î(x,Jr),

et par la nature du plan ,

r= a -f- bp -f- cq ,
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« , b , c étant les trois constantes qui déterminent la position du plan.

D'abord , pour que le plan ait avec la surface un point com

mun, il faut que son équation subsiste, en supposant que les

coordonnées p,q t r deviennent x , y, z ; ce qui donnera cette pre

mière équation,

z= a + bx -f- cy.

Considérons maintenant un autre point de la surface répondant

aux coordonnées x+ i,y + o, l'ordonnée perpendiculaire z de

viendra f(-r-f- * ,J+o). Faisons aussi dans l'équation du plan#

P — x+ i, y =7 + o,

l'ordonnée perpendiculaire r deviendra

a + b(x+ i) + c(7+o),

et la distance entre les points correspondans de la surface et du

plan, sera exprimée par

f(a:+ i,y+ o) — a— b(x-\- i)—- c(/ + o)-

La fonction f ( x -f- i, y -f- o) peut se développer dans cette

série (art. 73, Ire Partie)

î(x,y) + iî'(x,y) + oît(x,y) + i{î"(x,y)

4-iof; (*,/) + °jf;i(a;,/)+ etc. ;

donc, à cause de

f ( x , y ) = z = a -f- bx + cy ,

la distance dont il s'agit , que nous désignerons par D , sera ex

primée ainsi :

D^/Lf'C.r^-^ +oCfX^^-^+HfW)

+ ioK (x>j)+°^Ax>y)+ etc.

où l'on voit d'abord que les quantités i et o demeurant indéter

minées , la valeur de D deviendra la plus petite, si on détermine
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les quantités b et c de manière que les termes multipliés par i et g

disparaissent , ce qui donnera

è = r(x,y) = z', c=f/(*,j)= z, (art. 77,1" Part.);

et comme on a déjà trouvé

a + bx -\- cy— z i

on aura les valeurs des trois constantes a , b , c de l'équation du

plan en fonctions de x , y , z. Ces valeurs seront donc

a= z — xz' —- yzt , b = z' , c= z/ ;

et la position du plan sera entièrement déterminée.

Par l'évanouissement des termes multipliés par les quantités i et

l'expression de la distance D ne contiendra plus que des termes

multipliés par des puissances ou des produits de ces mêmes

quantités. Si on faisait passer un autre plan par le même point qui

répond aux coordonnées x et y, on trouverait pour la distance

que je nommerai A , entre les points de la surface et du nouveau

plan correspondans aux coordonnées x-\-i et^ = o, une expres

sion semblable à celle de D , mais où les termes multipliés par i

et par o ne se détruiraient plus. Or, il est facile de voir qu'on peut

prendre lès quantités i et cassez petites pour que les termes mul

tipliés par les premières puissances de i ou de o deviennent plus

grands que les autres termes multipliés par des puissances ou des

produits de plusieurs dimensions ; ce qui porterait d'abord à con

clure que l'on peut toujours donner à i et o des valeurs assez

petites pour que la distance A surpasse la distance D ; ensorte qu'il

soit impossible que le dernier plan passe entre le premier et la

surface.

3g. Mais cette conséquence qui serait légitime si les expressions

de D et A n'étaient composées que d'un nombre déterminé de

termes , pourrait souffrir des difficultés à raison des suites infinies

qui entrent dans ces expressions. On peut néanmoins les éviter

en employant le développement que nous ayons donné dans le
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cliapitre XIII de la première Partie , et en s'arrêtant aux termes-

du premier ordre. On aura ainsi

f(jrH-t,^-H-o)s=f(.r,iy)-f»f(*,,y) + ot,(x,y)

Hr ^ f y 4-Ao)+ tof; (a: -+* Ai , j^-f- Xo )

et la valeur de la distance D se réduira à

D= | f" (x+ Xi , r -f Ao) + iof; ( x H- Xi ,j> -f Ao )'

Pour tout autre plan représenté par l'équation

ef ayant le même point commun avec le premier plan et la surface>

cette distance, que j'appellerai A, contiendrait, outre les termes

précédens , encore ceux-ci du premier ordre

d'où il est facile de conclure qu'on pourra toujours prendre i

et o assez petits pour que cette distance A surpasse la distance D.

Donc il sera impossible que ce dernier plan puisse passer entre

la surface et le plan représenté par l'équation

r == a -{- bp -f- cq ;

par conséquent celui-ci sera tangent de la surface donnée, en fai■r

sant, comme ci-dessus ,

a = 2— xz'—jzt , b = zr, es: zt.

D'où l'on voit que la position du plan tangent dépend des deu*

fonctions primes z' et zr

En effet, il est facile de trouver, d'après l'équation

rt= a-\-bp-\- cq r
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que si on nomme a l'inclinaison du plan représenté par cette

équation sur le plan des coordonnées p et y, et /3 l'inclinaison

de la ligne d'intersection de ees deux plans à l'axe des abscisses/»,

on aura

b = sin ]S tang a , c = cos j3 tang oc ,

d'où l'on tire

tang a + c*) et tanê fi = ^

Donc , puisque les axes des coordonnées jc , y , z sont les mêmes

que ceux des coordonnées p , q , r, les angles a et /3 , relative

ment au plan tangent , seront pareillement déterminés par ces

formules

tang a = + O» tang/3=~.

*/

4o. En général, zssrç.r,^) étant l'équation de la surface pro

posée ,et r= 'F(ptq) celle d'une surface donnée, si on veut que

ces deux surfaces aient un point commun qui réponde aux coor

données x,y, z, il faudra que l'équation r=F (p, c/) ait lieu aussi

en faisant p—x, ç =y , ce qui donnera

Ensuite, si on considère les points des deux surfaces qui répondent

aux mêmes coordonnées et y+-o, et qu'on nomme D la

distance entre l'un et l'autre, c'est-à-dire la partie de l'ordonnée

qui se trouvera comprise entre les deux surfaces, il est visible

qu'on aura

D=f(.r+/,.yH-o)— F(*-fW,/H-o).

Développons ces deux fonctions par les formules de l'article 78,

première Partie , en nous arrêtant d'abord aux termes du premier

ordre , nous aurons , en mettant z , z' et zt à la place de f [x , y ) ,
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D= — F(x,jr)] + o[*,— F,(*,.r)]

H- *0 [f;(x+A* )■r+ Ao) — F; (*+ Ai ,y + Ao)]

+ J Un + Ao) — Frt(x+A*,jr + ho)].

Supposons que les termes multipliés par t et par o disparaissent,.

ee qui a lieu en faisant 2' =F'(x,j) et z, = F/ (x, y) , l'ex-

pression de D ne contiendra plus que des termes d'un ordre su

périeur; et il est facile de prouver qu'on pourra toujours prendre

i et o assez petits pour que cette valeur de D devienne moindre

que la valeur d'une pareille quantité pour une autre surface donnée ,

dans laquelle les termes multipliés par i et par o ne se détruiraient

pas. Donc si l'équation /. = F(^,<7)dela surface donnée contient

trois constantes arbitraires a, o, c, et qu'on les détermine de ma

nière à satisfaire aux trois équations

2= F(*,jr), z' = Y'(x,y), *, = F,(*,.r),

il sera impossible qu'aucune autre surface qui ne satisferait pas.

aux mêmes conditions, puisse passer entre cette même surface et

la surface proposée dont les coordonnées sont x , y, z.

Il est visible que les trois équations précédentes ne sont autre

chose que l'équation même de la surface donnée , en y changeant

les coordonnées p ,<j, r en x,y, z, et les deux équations primes.

de celle-ci, prises suivant x et suivant y. D'où l'on peut con

clure, en général, que si F(/?, q , r) = o est l'équation de la

surface donnée , les trois équations dont il s'agit seront renfermées

dans celles-ci

F (x,y,z)=o, F' (x,y, z) = o et F,(x,y, z)z=o.

en regardant z comme fonction de x et y; de sorte que si on dé

signe simplement par F'(x) , F'(^), F'(z) les fonctions primes de

F (x, y, z), prises relativement à x,y, z seuls, les deux dernière*

équations deviendront ,

F' (x)+ z'W (*)=Oj F{y) + *F (z) = *
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Donc , si la surface proposée est représentée par l'équation

f(jc,y,z)= o, et que la surface donnée qui doit avoir un point

de contact avec celle-là , soitreprésentée par l'équation F(x,j, z)=o,

la première donnera, en prenant les fonctions primes relatives à

x et j , ces deux ci

f (a:) + 2T(Z)=o, ff/j +i^ijm

Ces deux équations combinées avec les deux précédentes, de

manière à en chasser les dérivées z' et zt , on aura ces deux-ci

f'(*)__f'(0 f'(y)_f'(z)

d'où il s'ensuit que les trois fonctions dérivées F (.r) , f'(^ ) , f'(z)

doivent être respectivement proportionnelles aux fonctions dérivées

F(x),F'(r), F' (.).

4i. Si dans l'expression générale de la distance D, on déve

loppe les deux fonctions qu'elle contient, en poussant le déve

loppement jusqu'aux secondes dimensions de i et o, et qu'on

suppose que les trois équations ci-dessus aient déjà lieu, on aura

simplement

D =4 [z"-F'(x ,jr)] + io [z;-F; (x, j)] +£ [z, -F,, (x J

JL A'" -4- — A"-4- — A'O-— A

en faisant , pour abréger ,

A'= f (x+At,jr-r-Ao) — F*(x + Pu, r + *<>),

A? = f; (x Ao) — F;(x + Xi,^ + Ao),

etc.

Donc, Si l'équation r= F(/?, y) de la surface donnée, est telle

qu'on puisse encore satisfaire aux trois équations

z"=F"(*,j), .>F;(*,j), ^F,(*,jr)f

les termes jdu second ordre disparaitront aussi dans l'expression

de
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deD, et on prouvera aisément qu'il sera toujours possible d«

prendre les quantités i et o assez petites pour que la distance D

soit plus petite que la distance A pour toute autre surface donnée

qui ne satisferait pas aux mêmes conditions ; d'où il suit qu'il sera

impossible que cette surface passe entre la surface donnée dont

l'équation est

et la proposée dont l'équation est

. Z=f(x,j);

et ainsi de suite.

Si on représente en général par F(/>, ^,r) = o l'équation de

la surface donnée , qui doit avoir un point de contact avec une

autre surface dont les coordonnées sont x , y , z , les trois der

nières équations seront renfermées dans celles-ci :

T'=(x,j, z) = o, F:(x,y,z) = o et F„(*,7,*)=o,

en regardant z comme fonction de x ety ; et ainsi des autres.

On pourra donc étendre aux surfaces la tbéoric des contacts de

difFérens ordres que nous avons exposée relativement aux lignes

courbes, et en déduire des résultats semblables. Ainsi, pour le

contact du premier ordre , on aura l'équation

avec ses deux équations primes suivant x ety; pour le contact du

second ordre , on aura , outre les trois équations précédentes ,

les trois équations secondes de

F(.r, y, z) = o,

suivant x, suivant j , et suivant x et y ; et ainsi de suite.

4a. Prenons , pour la surface donnée , la sphère dont l'équation

la plus générale est

(^-a^-K?— by + (r-cy= d%

3i
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p , ^ , r étant les trois coordonnées d'un point quelconque de sa

surface , a , 4, e les trois coordonnées qui déterminent la position

du centre, et die demi-diamètre, ou le rayon.

En changeant dans cette équation p, q, r en x , y, z, et prenant

ensuite les deux équations primes suivant x et^- , on aura ces trois

équations.

(X—ay+ (jr—by+ (z— cy— *==o ,

a: — a -\-z' (z— c) = o ,

y— b -J-Z/(z— c)=o ,

par lesquelles on pourra déterminer d'abord les trois constantes

a, b,c-f on trouvera ainsi

* . dz.

i/o •

d

et le rayon </ sera encore arbitraire.

La sphère déterminée par ces élémens sera donc tangente de

la surface, et par conséquent son rayon sera perpendiculaire

à la même surface. Ainsi en regardant la valeur de ce rayon

comme indéterminée, les trois quantités a, b, c seront les coordon

nées de la perpendiculaire à la surface , d étant variable, et x,y,z

constantes.

Si l'on veut avoir ces élémens a, b,c, ainsi que les angles a et /3

de l'article 3g , exprimés en différentielles , il n'y aura qu'à re

présenter les fonctions dérivées z', z, par les différences partielles

dz dz

di' 3y

43. Pour que la sphère devienne osculatrice de la surface , on

aura encore trois autres équations , qui seront les trois équations

secondes de la première équation ci-dessus; mais comme il ne

reste plus qu'une arbitraire d , il est clair qu'on ne pourra pas sa

tisfaire à toutes ces équations ; d'où il suit qu'il est impossible de
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trouver en général une sphère osculatrice d'une surface , comme

on trouve le cercle osculateur d'une courbe.

Si , au lieu d'une sphère , on voulait employer la surface formée

par la rotation d'un arc de cercle autour de sa corde ; comme on

aurait dans l'équation de cette surface six constantes arbitraires ,

on pourrait alors déterminer ces élémens de manière que le con

tact du second ordre eût lieu en général avec une surface quel

conque. Il en serait de même pour toute autre surface dont l'équa

tion renfermerait au moins six constantes arbitraires.
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CHAPITRE IX.

Des sphères oscuïatrices.Des lignes de plusgrande et de moindre

courbure. Propriétés de ces lignes.

44. Nous venons de voir que parmi toutes les sphères touchantes,

il ne peut y en avoir aucune qui devienne proprement osculatrice de

la surface, mais on peut toujours déterminer celle qui sera osculatrice

d'une courbe quelconque tracée sur la même surface. Pour cela, il

n'y aura qu'à supposery fonction de x, comme dans les courbes

à double courbure , et prendre , dans cette hypothèse , les équations

primes et secondes de l'équation de la sphère

(a:— a)*-f- (y— by+(z—.«r)•— ^ = 0.

L'équation prime sera

*— a-\-y'(y— £)+ (2' (2 — c)= o,

en regardant toujours 2 comme fonction de x et y , dont les deux

fonctions primes sont z' et z, , et ensuite^ comme fonction de x ,

dont y' est la fonction prime. On trouvera , de la même manière,

cette équation seconde

L'équation prime est déjà remplie par les deux équations primes

de l'article 4a ,

x — a + z'(z — c)= o, y — b-\- zt(z— c ) = o.

Ainsi , il ne reste qu'à satisfaire à l'équation précédente , laquelle ,

à cause de y — b+ zt(z — c) =0 , se réduit à celle-ci
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Si donc on substitue dans cette équation la valeur de c trouvée

ci - dessus ( article cité ) , on en pourra tirer la valeur de d , et

l'on aura

Connaissant ainsi le rayon d de la sphère osculatrice, on aura , par

les formules du même article, les valeurs des coordonnées a, b,o

du centre.

45. La quantité f qui entre dans les expressions précédentes ,

dépend de la courbe qui est la projection de celle qu'on suppose

tracée sur la surface. Cette courbe étant arbitraire, on peut cher

cher celle dans laquelle le rayon de courbure d sera un maximum

ou minimum; et pour cela, il n'y aura qu'à égaler à zéro la fonc

tion prime de l'expression de d, regardée comme fonction de

jr' ( art. 26 ). Mais pour simplifier le calcul , nous observerons que

puisque d= (z— c ) \/( 1 -f- z'* -f- z' ) , le maximum ou minimum

de d, relativement à y, répondra au maximum ou minimum de c j

ainsi, il n'y aura qu'à prendre l'équation prime de la dernière équa

tion ci-dessus entre c et y', en supposant nulle la fonction prime de ct

c'est-à-dire , en ne regardant que y comme variable. On aura de

cette manière l'équation

/+*,(«'+/«,) -K«>hAJ o,

qui , étant combinée avec la même équation , servira à détermi

ner^' et c

Si on multiplie cette équation par y' et qu'on la retranche de

l'équation dont il s'agit, on aura celle-ci plus simple,

1 + + ( *"+/*: ) (2 —c)= o,

qu'on combinera avec la précédente.

Par l'élimination de z — c , on aura une équation eny de cette

forme :

A/"-B/'-C = o,
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en faisant , pour abréger ,

a ==

B = (n-a")Z/|— (i +*',)*"

c = (i+z")z;-2V;

et la résolution de cette équation donnera

„f_B±j/( B'-MAC) ,

* — aA '

équation du premier ordre en ety, puisque z étant , par la

nature de la surface , une fonction donnée de x et y , les quantités

A , B , C seront aussi des fonctions données de x ety. Donc l'équa

tion primitive en x et y renfermera une constante arbitraire, et

représentera une infinité de courbes qui seront les projections

des lignes de plus grande et de moindre courbure de la surface

proposée.

Si on combine les deux équations ci-dessus de manière à faire

disparaitre les termes oùjr' et a — c se trouvent ensemble, on e»

tirera

Donc, substituant la valeur dey', et faisant de plus

E = «V:- ( i+ z") V-(H- <) *\

on aura

E± ^(B'-MAC)

2 °— a («'..-«;•) '

Ct clô ld

, ÇE± V(B'+4ACyjy/(i + »*+«;) .

a— - a(^,-.;,) *

d'où l'on voit que les deux valeurs du radical donnent , l'une le

maximum, et l'autre le minimum du rayon d.

Il y a dono, à chaque point de la surface, deux branches qui se

coupent et qui répondent , l'une à une ligne de plus grande , et

l'autre à une ligne de moindre courbure j et l'angle sous lequel elles

se coupent, dépend de la double valeur de la quantité^', qui est
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egale à la tangente de l'angle formé par la tangente de la courbe de

projection sur le plan des a; et/ avec l'axe fixe des x. Or, comme

la position de ce plan est arbitraire , on peut la prendre de ma

nière qu'il coïncide avec le plan tangent de la surface, alors la

projection de la courbe se confondra avec la courbe même , et les

deux valeurs de f deviendront les tangentes des angles que les

tangentes des deux branches de plus grande et de moindre cour

bure feront avec une même ligne; par conséquent la différence de

ces angles sera l'angle cherché sous lequel ces branches se coupent ;

donc , nommant a et /3 les deux valeurs de y, la tangente de cet

angle sera , par les formules connues ,

m— fi y/(B* + 4AC)

i+«/3 A—C

Mais il est facile de voir , par les formules de l'article 38 , que ,

pour que le plan tangent d'une surface coïncide avec le plan des

x et y , il faut que les valeurs de a' et z, soient nulles. Faisant

donc dans les expressions de A , B, C ,

z' —o , z/ = o,

on aura

A = *;, B= z,_s", c = <,

ce qui donne

A — C= o.

Ainsi la tangente de l'angle dont il s'agit sera infinie, et par con

séquent l'angle sera droit. D'où l'on doit conclure , en général , que

les lignes de plus grande et de moindre courbure d'une surface

quelconque se coupent toujours à angles droits.

46. La propriété du maximum et du minimum n'est pas la seule

qui caractérise ces lignes , elles sont encore distinguées par rapport

à leurs développées. En effet, si on cherche les conditions néces

saires pour que le rayon de courbure soit partout tangent à la

courbe des centres, on trouvera, par des considérations sem

blables à celles de l'article 35, appliquées aux expressions des

coordonnées a, b, c de celte courbe (art. 4a), que ces conditions
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se réduisent à ce que les valeurs des fonctions primes a', V, é

soient les mêmes, soit que la quantité d soit seule variable, ou

que les quantités x , y, z varient en même temps que d. Ainsi, si

on prend les équations primes des trois équations

(x — ay+(y—by+(z— cy=:<f%

x— fl+z'(z — c)=o, y— b-+-z,(z—c) = o (art.42),

d'où résultent les valeurs de «, b, c, il faudra que la partie due à la

seule variation de x,y, z soit nulle. Or, il est visible que la se

conde et la troisième équation rendent nulle cette partie dans

l'équation prime de la première équation ; donc il suffira de prendre

les équations primes des équations

x — a -f- z' (z — c) = o, y— £+z,(z —. c) = o ,

en regardant a, b et c comme constantes. Ces équations seront

donc , eu regardant comme ci-dessus ( art. 44),^ comme fonction

de x, et z comme fonction de x ety,

i + *" (z"+/z;)(z-c),= o,

y' + %/i +y'z*, + « +y\) (z-c)= o;

et si on les compare aux deux équations de l'article précédent , qui

déterminent le maximum et le minimum de d , on voit qu'elles son?

identiquement les mêmes ; d'où il suit que les lignes suivant les

quelles le rayon de courbure sera tangent de la courbe des

centres , sontles mêmes que celles de la plus grande ou de la moindre

courbure.

Mais les expressions de a , b , e de l'article 42 donnent , en ne

faisant varier que d ,

a':
d'z'

V(i + »" +0'

b'= ^ ,

I/O +

d'où l'on tire

a»+ b"+c"=d",

et
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et par conséquent

d'où l'on conclura (art. 37 ) que la quantité d sera égale à l'arc

de la courbe dont a, b, c sont les coordonnées. Ainsi cette courbe

sera la véritable développée des lignes de plus grande et de moindre

courbure; et réciproquement il n'y aura, sur une surface quel

conque , que ces lignes qui puissent avoir une développée formée

par les rayons de courbure.

Ces propriétés des surfaces sont très-curieuses , et méritent toute

l'attention des géomètres ; elles donnent lieu surtout à des applica

tions importantes pour les arts. Voyez les Mémoires de Berlin

pour l'année i760, les tomes IX et X des Mémoires présentés à

l'Académie des Sciences, et Yapplication de l'Analyse., a la Géo

métrie , par M. Monge.

Au reste, pour traduire ces formules en calcul différentiel, il

n'y aura qu'à changer /,/' efc^.jgE, et/, zn z", z't) zn en

dz dz d*z d"z. d*z . .

Sx' fy> dx^' dxdy*^ •'• Ji'

. • . ; ; .> .:. ' y • . . •; '. -*i

,.1 1 ,: , .' . 1 i ' ii ; " .• - • • '

. ~ !j . .-. . ' . 1 .' . < j '• ' • ;'i;>'1 • :,..•) .1 .

;-; tui i ; .1 c A 'ii, , ,c ç'\ . >. 'i .') \\ . /.V

• . -" • .■.".' :f ;".-'.•.} ï .i)-";";' , i

. ,.; ! ; -jj.':-::,-'. .-A . >wcû ;>>> y i» S. .' • 7- -; :<i ,r"'l

.- • .'.'>: .>rrr? ;'.(•> . ' i i ; : -> J.c;. . u ;s ) <•» a '. ;i l'i' i . '. \ fc -'il

...» ..' :j> i!r.;,';:i, )•/;>;.,:[> t 'rj. ;i 'i r ■•' Vrr.

.. ; uv* . ; yJ ..' i-: !" . > , ' , v> .> > */V •! /,< . ijM.V". :

•h ;:b u .;; ..•.'.!.> : !.. ï.vh: i. ;.:/<.•:. ' •> , v\ -v> eVi'. ;!;;> ;

.yj u/I y. /Il: y\ , ) ïi> .'• -'• À-''M\ ;

5a
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CHAPITRE X.

Solution des questions dans lesquelles on propose une relation

entre les élémens du contact du premier ordre des surfaces

courbes. Construction de cette solution. Équation des surfaces

développables.

Âf. On peut proposer sur les différons contacts des surfaces ,

des problèmes analogues à ceux qui nous ont occupés, relative

ment aux lignes courbes ( cliap. III ), et les résoudre par des

principes semblables., Nous nous contenterons ici de considé

rer 1«3 contacts du premier ordre. .

Suivant les formules de l'article 4i , si l'équation F (p , q , r) = o ,

de la surface donnée, contient trois constantes arbitraires a, by c,

pour que cette surface ait un contact du premier ordre avec une

surface quelconque rapportée aux coordonnées x yjy z, il faut

déterminer a,b, c en x, y, z, par les trois équations

F (x,jr,z) — o, F'(x,7,a)=o, F, (x,^, z) =o ,

dont les deux dernières se réduisent à la forme

F'(jc)+a'F'(»)=o et F'(/) -f zf'fôsso.

Donc, si la question est de trouver la surface pour laquelle les

trois élémens du contact a, b, c auront entre eux une relation

déterminée , il faudra substituer , dans l'équation qui exprime cette

relation , les valeurs de a , b , c , et si cette équation est entre

les quantités a , b , c et x , jr, z , on aura une équation du premier

ordre en x ,jr, z , z' et z, , qu'on pourra traiter par la méthode

générale de l'article 92 de la première Partie.
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Mais si l'équation dont il s'agit n'était qu'entre les trois quan

tités a,b , c, la solution du problème serait beaucoup plus simple.

En effet , il est clair qu'on peut alors supposer que les quantités

à } b , c soient constantes ; et dans ce cas , l'équatioa

■ ... , <

sera l'équation primitive de l'équation du premier ordre donnéé

par les conditions du problème , en y substituant pour une des

trois constantes a; b , c, sa valeur tirée de l'équation donnée ; où

aura ainsi une équation primitive qui ne sera que particulière ;

mais comme elle renferme deux constantes arbitraires , on pourra*

par la méthode de l'art. 83 de la première Partie, trouver l'équation

primitive générale qui donnera la solution complète du problème.

On fera donc, suivant cette méthode, i=<pa, si a et b sont les

deux constantes arbitraires ; et on éliminera a au moyen de l'équa

tion F ( xf jry z ) = o et de son équation prime , prise relativement

à la seule quantité a, équation représentée par ■ ::' . i. ^

F' + xF'(*) = o,

en dénotant par F' (a) et F' (b) les fonctions primes de F (a:,./, z),

relativement aux variables isolées a et b.

48. Pour voir comment le système de ces deux équations satisfait

au problême , on observera d'abord que l'équation F ( .r , ^ , z)=o

représente là courbe donnée avec laquelle la proposée doit avoir

un contact du premier ordre ; ainsi cette équation résout le pro

blème, quelles que soient les constantes arbitraires a et b. Mais

comme le contact demandé par le problème , exige seulement que

les valeurs de a et de ses deux fonctions primes z' et z, soient

les mêmes pour les deux courbes , il s'ensuit qu'il aura également

heu en supposant a et b variables , pourvu que ces fonctions primes

soient encore les mêmes. Or, c'est précisément ce qui résulte du

système des deux équations dont il s'agit , comme on peut s'en con

vaincre par l'article cité.

Nous observerons ensuite que la surface représentée par le

*
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système de ces équations , ne sera autre chose que la surface

formée par l'intersection continuelle des surfaces représentées par

la même équation F (x, = o, en y faisant varier le para

mètre a ; de manière que cette surface touchera ou enveloppera à

la fois toutes ces différentes surfaces particulières. En effet , si on

représente , ce qui est permis , cette surface enveloppante par

l'équation

F (,*,./, z) = 0, .;,

dans laquelle a soit une quantité variable quelconque, et qu'on

cherche à déterminer cette quantité, de manière que la même

surface touche successivement toutes les surfaces données, il fau

dra satisfaire à l'équation

. F(«) + ?'«xF(})=:o

pour que les valeurs de z' et z, soient les mêmes que celles des

surfaces envelopppes. Ceci répond à ce qu'on a trouvé plus haut

( art. 19 ) , relativement aux lignes courbes.

4g. Puisque l'équation F (x,y , z) =0 renferme les trois arbi

traires a, b, c qui doivent être déterminées par la combinaison de

cette équation avec ses deux équations primes prises relativement

à x et y, en regardant a, b,c comme constantes (art. 47) ; si on

regarde maintenant ces quantités comme des fonctions de x et j,

il est clajr qu'on aura aussi séparément les deux équations primes

de la même équation relativement à ce» quantités. Ainsi , eu dé

signant par F' (a), F'(£), F'(<?) les fonctions primes de la fonction

F(x ,j, z ) prises relativement aux seules quantités a, b, c consi

dérées séparément , on aura encore ces deux équations primes

a,F (a)+b'F {b) + cT' (c) = o ,

«/F'(a) + ^F'(6}+c/F'(C) = o.

Soit c = f( a , b) l'équation qui exprime la relation donnée entre

les quantités a,b,c,en prenant de même les deux équations primes,

on aura

c'= a'f'(a)+£ï'(£),
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îJ(a) et F(b) étant les deux fonctions primes de F (a, b) prises

relativement à a et b isolées. Substituant ces valeurs de c' et c.

dans les deux équations précédentes , on aura

a' [F' (a) + F(a) X F'(c)] + V \_Y{b) + f (b) X F'(c)] = o,

«, [F'(«) + f'(«) X F'(c)] + i/[F(i) + f(ij x F'(c)] = o,

d'où l'on tire cette équation

a'b,— b'al = o ,

où la fonction désignée par la caractéristique f n'entre plus.

Si donc on substitue dans cette équation a'bl — Va,= o les va

leurs de a , b en x ,jr , z , z' etz/ , on aura une équation du second

ordre, dont l'équation primitive du premier ordre sera

c = f<a, b),

la fonction désignée par f étant arbitraire ; et l'équation primitive

de celle-ci, entre x,y, z sera le système de l'équation

F(.r,^, z)=o,

et de son équation prime prise relativement à a , après y avoir

substitué f ( a , b ) pour c , et <pa pour b , la fonction <pa étant la

seconde fonction arbitraire. Ainsi on pourra, de cette manière ,

trouver l'équation primitive de toute équation du second ordre

réductible à la forme

db,— b'al= oj

les quantités a, b étant déduites d'une équation quelconque

F (x, jr, z, a, b, c)= o,

entre les quantités x,y, z, a, &,c, et de ses deux équations primes

prises dans l'hypothèse de a, b, c constantes; ce qui fournit une

méthode importante pour les progrès de l'analyse inverse des

fonctions de deux variables.

ho. Appliquons la théorie précédente aux plans tangens. Nous
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avons trouvé plus haut que les élémens a , b , c du contact d'un

plan représenté par l'équation

r = a -f- bp -f- cq ,

sont exprimés ainsi :

a=z— xz' —jrzt , b = z', cz= zr

Donc , si l'on a une équation quelconque entre ces trois quantités,

laquelle donne , par exemple ,

c = f(a, b),

l'équation primitive de cette équation du premier ordre sera repré

sentée par le système de ces deux équations

z = a + x$a -f-jrî(a , <pa) ,

i + xtp'a +jf (a)' = o ,

en dénotant par <p'a et f(«)' les fonctions primes de <pa et de

f(a, <pa) relatives à a. La quantité a devra être éliminée pour

avoir une équation en x,y , *j et la fonction <pa sera la fonction

arbitraire.

Cette équation sera donc celle de la surface formée par l'inter

section continuelle de tous les plans représentés par l'équation

s sas a-\-x<pa +^f(a, <pa),

en faisant varier successivement le paramètre a • ce sera par

conséquent une surface développante , puisqu'on peut conce

voir que le même plan tangent , supposé flexible et inextensible ,

s'applique et se plie sur la surface , sans duplicature ni solution de

continuité, et réciproquement, que la surface s'applique et se

développe sur le même plan sans se briser ou se repUer.

Puisque a=z—xz1—jrzn et b=z', on aura

u'=—xz"—jrz'i, a^—xz'—yz,^ b'=z"t bt = z%

donc l'équation dbl— aft = o (art 4g) deviendra

(xz"+r<) < -(xz:+jzn)z"=: o;
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savoir ,

z]'—z\=zo.

Ce sera Pécpiation générale des surfaces développables , dont par

conséquent l'équation primitive sera le système de ces deux-ci

z =5 a+x<pa -\-y£a et i + atp'a -\-J?a= o ,

<pa et dénotant deux fonctions arbitraires de a. Voyez le tome X

des Novi Commentarii de Pétersbourg , et les ouvrages déjà cités

à la fin du chapitre précédent.
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CHAPITRE XL

Des plus grandes et des moindres ordonnées des surfaces courbes.

Solution générale des questions de maximis et minimis.Manière

de distinguer les maxima des miaima dans les fonctions de

plusieurs variables.

5i. Si on demande les plus grandes et les moindres ordonnées

d'une surface donnée, il est aisé de concevoir qu'elles ne peuvent

répondre qu'aux points où le plan tangent devient parallèle au plan

des x et j ; donc on aura dans ces points , tang a =o , et par

conséquent

a'»-f-z; = o (art. 3g),

ce qui ne peut avoir lieu qu'en faisant à la fois z'—o et zl=:o.

Ce sont là les conditions nécessaires pour que l'ordonnée z devienne

un maximum ou un minimum.

Puisque z peut représenter une fonction quelconque de x et /,

on en conclura en général, que pour qu'une fonction de deux

variables devienne un maximum ou un minimum , il faut que ses

deux fonctions primes relatives à chacune de ces variables, soient

nulles.

Mais on peut parvenir directement à cette conclusion par la

considération des fonctions d'une seule variable , suivant la théorie

de l'art. 524, et trouver en même temps les conditions nécessaires

pour que le maximum ou minimum ait lieu. En effet , z étant fonc

tion de x et/, on peut supposer d'abord x donné , et chercher

le maximum ou minimum de z relativement à j ; on aura pour

cela l'équation z, — o , et ensuite zh < o pour le maximum, et > o

pour le minimum. Si donc on substitue dans a la valeur dej- tirée

de
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de l'équation ^=0, cette quantité z deviendra une simple fonction

de x, et sera déjà un maximum ou minimum relativement a y. Il

n'y aura donc qu'à la rcudre encore un maximum ou minimum

relativement à la quantité x qui avait été supposée constante ;

ov ,y devant maintenant être regardée comme une fonction de x

donnée par l'équation zt = o , il est clair que la fonction prime de z

relativement à x, ne sera pas simplement z', mais z'-f-j'z,; et sa

fonction seconde relative aussi à x, sera z"+q^'z| -\-y'"zn-\-y"zt>

en désignant toujours parj' ety", les fonctions primes et secondes

de y relativement à x. On aura donc

et comme on a déjà z,= o, cette seconde équation se réduira à

z' = o. De sorte qu'on aura pour la détermination de x ety, les

deux conditions z';=o , z/ = o , comme plus haut.

Maintenant il faudra de plus que l'on ait z"+2f'z'/-+-y''zh-±y"zt<Co

pour le maximum, et > o pour le minimum; mais comme / doit

être déterminée par l'équation z/ — o , y' le sera par son équation

prime

laquelle donne

Ainsi on aura pour le maximum

z"-zt<o,

et pour le minimum,

ou bien , puisque zH doit être aussi < o dans le premier cas , et

> o dans le second, il faudra que l'on ait, tant pour le maximum

que pour le minimum ,

z\—z';>o.

D'où l'on peut conclure que les valeurs de x et y tirées des équa

tions z' = o et s/=o, donneront un maximum ou un minimum,

33
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suivant que l'on aura z„ < ou > o, pourvu que l'on ait en même

temps

z%— z';>o,

ce qui emporte , comme l'on voit , la condition que z" et zn soient

dé même signe.

Donc , si z\— z'* — ou < o, il n'y aura ni maximum ni mi

nimum , à moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi ,

auquel cas le jugement dépendra des fonctions quartes , et ainsi

de suite.

Il ne suffit donc pas pour l'existence du maximum ou minimum,

que l'on ait z" < o et ztt < o , ou z" > o et zh > o, comme on

pourrait le conclure du chapitre XI de la seconde partie du calcul

différentiel d'Euler.

• • . - • r

6i. 11 est facile d'appliquer la méthode précédente aux fonctions de

trois variables. Supposons que u soit fonction des variables x, y, z ;

regardant d'abord x ety comme constantes, et z seul comme va

riable , on aura , suivant la notation déjà adoptée (art. 92, Ire Partie) ,

^= 0 pour la condition du maximum ou minimum, et ensuite yj«<o

pour le maximum et hu > o pour le minimum. L'équation // == o

donnera la valeur de z en x et qu'on substituera ou qu'on sup

posera substituée dans la fonction u, moyennant quoi cette fonction

ne contenant plus que les deux variables x etjr, retombera dans le

cas que nous venons de résoudre.

Pour construire des formules générales , on remarquera que si u

n'était qu'une fonction de x et y , on aurait pour le maximum et

minimum les conditions u' — o et ut = o; ensuite pour le maximum

utt <o t et pour le minimum un > o , et enfin u"uh— u* > o pour les

deux cas. Mais puisque u contient de plus s qui est elle-même une

fonction de x cty, les valeurs des fonctions désignées par u',ut1

u", etc., ne seront pas simplement exprimées par ces quantités,

mais il faudra y ajouter les termes qui doivent provenir de la

quantité z, regardée comme fonction de x cl y. Ainsi, en prenant

les fonctions primes et secondes de u, on trouvera que la quantité

u' devient «' -f- ,uz', que la quantité ut devient ut -\- utzt , que la
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quantité u" devient u"-j- 2 y2'+ ,mb"4- ,/«»'", que la quantité utt

devient un -f- 2 tutzt -f- tuzn -f- /,uz" , et que la quantité devient

u' -f- /«/z' -f- ,«'z/ -f- yuz' + ^««'Z;.

Donc on aura d'abord pour le maximum ou minimum, les deux

conditions

u' tuz' =s o , ^+^= 0;

de sorte qu'à cause de tu= o, on aura ces trois équations

u'= o , u/= o et (ubo;

c'est-à-dire les trois fonctions primes de u relatives à x,j, z, cha

cune . égale à zéro.

Ensuite , à cause de = o , on aura

pour le maximum, et > o pour le minimum; et pour l'un et

l'autre ,

Mais comme la valeur de z en x et j- dépend de l'équation

«=o, on prendra ses deux équations primes suivant x ctj-, pour

avoir les valeurs de z' et de zt; on aura donc

tu -H nuz' = 0 et ^+ = o ;

d'où l'on tire

s' =— et z.=—
7/ * tr

On substituera donc ces valeurs , et comme l'on a déjà trouvé

u < o pour le maximum, et > o pour le minimum , en multipliant

la première condition par /,u , on aura une quantité qui devra tou

jours être > o. Donc les conditions pour le maximum ou minimum

se réduiront à ces trois-ci

tiu < o pour le maximum et > o pour le minimum,

et („"«''— ,«") («"«/,—X ) > (,/«*; — X />'/)'• .
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On voit par la marche de cette méthode, comment elle peut

s'étendre à un plus grand nombre de variables , et on en peut

d'abord conclure en général , que l'on aura les équations du maxi

mum ou minimum d'une fonction quelconque de plusieurs variables,

en égalant à zéro les fonctions primes de cette fonction, prises

relativement à chacune de ces variables ; ce qui donnera autant

d'équations que de variables. A l'égard des autres conditions né

cessaires pour l'existence du maximum ou minimum, on les trou

vera successivement par les principes et les formules que nous

venons d'exposer.

53. Pour donner un exemple de la méthode de maximis et mi-

nimis , supposons qu'on demande la plus courte distance entre deux

lignes droites données de position dans l'espace. Soit pour l'une

des droites l'abscisse x, ses deux ordonnées seront de la fonne

« bx et c -\-dx; soit pareillement pour l'autre droite l'abscisse/

prise sur le même axe, les deux ordonnées rapportées aussi aux

mêmes axes que celles de la première droite, seront de la forme

A + Bj et C-f-Dy; donc, le carré de la distance entre les deux

points qui répondent aux abscisses x ctj , sera exprimé par cette

formule

(x •—./)*+ (a _A+&r— B/)*+ ( c—C -f- dx— Dj)%

que nous ferons , pour plus de simplicité, égale à az.

En prenant les fonctions dérivées, on aura

s'= x — j +b(a—A+bx— By)-t-d(c—C + dx—'Djr),

Zl=—(x—j)— B(a—A -+• bx — B/ ) —D ( c— C + dx—Dj) ,

*„= i -+-B'+D»,

a>=— i — bB — dD.

Donc, i°. on aura, pour la détermination des deux inconnues x

et y, les équations

x—-J+ b{a— A-r-fcr— By) + d(c— C+ dx—T>y) =o,

x—y+B (a— A+ bx — Bj) +D (c— C + dx— Dj) = o.
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2*. Puisque la valeur de z" est nécessairement positive , il ne

pourra y avoir que le minimum, mais il faudra de plus que Ton ait

la condition

savoir,

(1 + ^)(i+B*+ D*)— (i + £B + <fl))*>o.

Or, c'est ce qui a lieu, quelles que soient les valeurs de b, d,

B , D ; car la condition précédente peut se mettre sous cette

forme

(b —B D)*-H*D— o.

Comme les équations en x et y sont linéaires , la détermination

de ces quantités n'a aucune difficulté ; nous ne nous y arrêterons

pas , d'autant que ce problème est susceptible d'une solution géo •

métrique fort élégante.

54. On peut encore, dans la recherche des maxima et minima

des fonctions de plusieurs indéterminées, considérer toutes les va

riables à la fois ,' ce qui est plus direct et plus lumineux. Soit , en

effet, ï(x ,y, z,u. . .) la fonction proposée, si on suppose que

les quantités x ,y, s , u, etc. aient déjà les valeurs convenables

pour le maximum ou minimum , il faudra qu'en substituant x + p ,

y -t- g, z + /•, u ■+- s, etc., à la place de x , y , z , u, etc. , dans la

fonction dont il s'agit , sa valeur devienne toujours plus petite dans

le cas du maximum , et toujours plus grande dans le cas du minimum,

quelles que soient les valeurs de p, g , r , s , etc., et quelque petites

qu'elles soient ; c'est ce qui résulte de la nature même du maximum

OU minimum.

Développons la fonction î{x-±-p,y+q , z-\-r, u-\-s. . .) suivant

les puissances et les produits des quantités p,q,r,s , etc. , par les

formules du théorème général (art. 78,1" Partie), et arrêtons-nous

aux premiers termes de ce développement.

Si on désigne simplement (ainsi que nous l'avons pratiqué j usqu'ici)

par f'(.r) , f (y), F (z), f (u), etc. les fonctions primes de la fonction

ï(x,y, z, «...), prises relativement h x ,y , z, u, etc. considérés
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séparément , et qu'on désigne de plus par f' (x) , P'( x ,y ) , F' (y) ,

F(jc, z) , f'C/, z) , f" (=) , etc. les fonctions secondes de la fonction

prises relativement à ar seul, à x et/ , à7 seul, à x et z , à y et s,

et ainsi de suite , on aura

f(x-hp,y-hq, a+ r,«+j...)

= f(x ,y , z , u . . . )-+- pP(x) + yf' (y ) H- /f (s)+ sP («) -f- etc.

-f-y/f"(^,z) + ete.

Le coefficient X désigne un nombre indéterminé compris entre

o et 1 , et qui sera le même dans la même fonction, mais pourra être

différent dans les différentes fonctions.

Donc , il faudra que la quantité

pî' (x) + ?f' (y ) + rï' (z) + sP (u) + etc.

+ i " (x) +pyF' (x,y)+ i 9*f" (7 ) + etc.,

soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum,

en donnant ap,q, ;.,etc. , des valeurs quelconques aussi petites

qu'on voudra. D'où l'on conclura d'abord , par un raisonnement

analogue à celui de l'article 2 5 , que cette condition ne pourra être

remplie , à moins que les termes multipliés par les premières puis

sances de p, g, r, etc. ne soient nuls chacun en particulier, ce qui

donnera les équations

F(*) = o, f'(j)=o, f'(*)=o, f'(i*)»o, etc.,

qui sont communes au maximum et au minimum , et qui étant en

même nombre que les indéterminées x,y, z,u, etc., serviront à

déterminer leurs valeurs.

55. Mais pour que ces valeurs donnent en effet un maximum ou

un mininmm , il faudra encore que la quantité restante

ip>P' (x) +paP' ( x , y ) + 1 ri" (y ) + prf» (x , z)

H-frf* Cr, ■) H- i + etc.,
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Soit toujours positive pour le minimum , et négative pour le maxi

mum, quelles que soient les valeurs de p, q, r, etc., et quelque

petites qu'elles puissent être.

Comme les fonctions ï"(x), î" (x ,y), etc. , qui multiplient les

carrés et les produits des quantités p , q, /•, etc., renferment elles-

mêmes ces quantités , il pourrait être difficile , et peut-être impos

sible de déterminer les caractères nécessaires pour que la condi

tion dont il s'agit ait lieu rigoureusement ; mais j'observe que si

on suppose A = o, ces fonctions deviennent indépendantes de p ,

q, r, etc., et ont des valeurs déterminées; et l'on trouve alors,

comme on le verra dans un moment , des conditions entre ces

mêmes fonctions, qui ne consistent que dans des inégalités entre

des quantités composées de ces fondions. Ces inégalités étant sup

posées avoir lieu pour des valeurs déterminées de x, y , z , etc.

auront lieu encore pour les valeurs peu différentes x-\-7^p , y-\-Xq ,

3-}- A/-, etc., tant que les quantités A/?, A7, Ar, etc. ne passeront

pas certaines limites qui pourront être aussi peu étendues qu'on

voudra. Donc , puisque la condition exigée pour le maximum ou

minimum , n'a besoin d'être remplie que pour des valeurs quel

conques de p, q, r, etc., aussi petites qu'on voudra , il s'ensuit

qu'd suffira de satisfaire à cette condition dans le cas de A = o ;

par conséquent on peurra supposer tout de suite A=o, ce qui

réduira les fonctions £"(x) , f" (x , y ) , f'(jr), etc., qui entrent

dans la quantité ci-dessus i p*£" (x) pqP' (x,y)-\- etc. , à n'être

que les fonctions secondes de la fonction donnée f( x,y, ztu. . .)

prises relativement à x seul, à x et y, etc.

56. Tout se réduit donc à trouver les conditions pour qu'une

quantité de la forme

A^-f- Bpf-r-C^-j-D^+Efr-f- Fr'-f-etc.,

dans laquelle A, B, C, etc. sont des quantités données , et p, q ,

/•, etc. dénotent des quantités indéterminées , soit toujours néces

sairement positive ou négative , quelles que soient les valeurs de

p,q,r, etc.
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Supposons qu'elle doive être toujours positive , il est évident

que , pour le cas contraire , il suffira de prendre négativement les

coefficiens A, B, C, etc. Puisque cette quantité ne doit jamais

devenir négative, il s'ensuit qu'elle doit avoir un minimum positif;

et réciproquement, si elle n'a que des minima positifs, elle ne

pourra jamais devenir négative. Il n'y a donc qu'à chercher les

conditions nécessaires pour que la quantité dont il s'agit ait des

minima tout positifs.

Suivant l'esprit de la méthode exposée ci-dessus ( art. 5a ) , on

prendra les fonctions primes et secondes de la quantité proposée

relativement à une seule variable , comme p , et on supposera la

fonction prime égale à zéro, et la fonction seconde positive. On

aura ainsi l'équation

zAp-{- B7 •+■ Dr-f-etc. =o,

et la condition A > o.

On substituera la valeur de p , tirée de l'équation précédente ,

dans la quantité proposée , laquelle deviendra ainsi de la forme

L?* M</r+ N/.% -f- P<js -f. etc. ,

en faisant

L=C-g, M=E-Î2, N =F-g, etc.

On prendra, de la même manière, les fonctions primes et secondes

de cette transformée relativement à une seule variable q, et Élisant

la fonction prime égale à zéro , et la fonction seconde positive , on

aura de nouveau l'équation

zLq + Mr-f- Ps -f- etc. = o ,

et la condition L > o.

On substituera pareillement dans la transformée précédente la

valeur de q, tirée de cette équation; on aura la nouvelle trans

formée

T/'+V/v+Xi*+etc.,

dans laquelle les coefficiens T , V, X , seront donnés en L, M, N, etc.,

comme
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comme ceux-ci le sont en A, B , C, etc. ; et continuant le même pro

cédé , on aura l'équation

2TV -f- Ys + etc. = o ,

et la condition T > 05 et ainsi de suite.

Maintenant il est aisé de voir que la dernière de ces transfor

mées, celle qui ne contiendra plus qu'une seule des indétermi

nées p , q , r , etc. , et qui sera par conséquent de la forme Zs%

sera elle-même le minimum de la quantité proposée ; d'où il s'en

suit que les conditions pour que cette quantité ait un minimum

positif, seront

A>o, L>o, T>o Z>oj

et comme les équations qui déterminent les valeurs de p, q , r, etc.,

sont toutes linéaires, on en conclura que ce minimum sera le

seul qui puisse avoir lieu. Ainsi , le problème est résolu rigou

reusement.

Au reste , il est facile de voir que par ces différentes transfor

mations, la quantité proposée deviendra de la forme

*fr "*)'+L(? +Mr+tl+ *). , \

+T(,+Ï£±^)'+etc.,

laquelle sera évidemment toujours positive ou négative , suivant

que les coemeiens A, L, T, etc. le seront tous à la fois; et l'on

voit en même temps par cette forme , que les quantités A , L ,

T, etc. pourront être nulles, pourvu qu'elles ne le soient pas toutes

à la fois.

Les conditions que nous venons de trouver deviendront donc

celles du maximum ou minimum de la fonction [Çx , jr , z , u. . . .) t

en faisant pour le minimum ,

A=ir'(x), B= f"(*,j), C = if'(j), etc.,

et pour le maximum ,

A=-;f'(*), B
as— r(*,j), C = —if'OO» etc.

34
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Il est facile de voir l'accord de ces résultats avec ceux de l'ar

ticle 5a; mais la méthode précédente a l'avantage de fournir un

moyen simple d'étendre ces résultats à un nombre quelconque de

variables.

57. Les principes exposés jusqu'ici sur la théorie des maximis

et minimis, conduisent à cette conclusion générale : Si dans une

fonction quelconque des variables x,jr, z, etc., on substitue à la

place de ces variables les quantités x-\-p yj -\- q , z-\- r, etc. , et

qu'on développe la fonction suivant les puissances et les produits

des quantités p, q, r, etc., les termes où ces quantités ne se trou

veront qu'à la première dimension , étant égalés chacun séparément

à zéro , donneront les équations nécessaires pour que la fonction

proposée devienne un maximum ou minimum ; ensuite on considé

rera la quantité composée de tous les termes où p , q , r , ete. for

meront deux dimensions , et il faudra pour le minimum que cette

quantité soit toujours positive , et pour le maximum toujours néga

tive , quelles que puissent être les valeurs de p, q, r, etc.

Si tous ces termes s'évanouissaient à la fois , il faudrait alors

pour l'existence du maximum ou minimum , que tous les termes où

p , q , r, etc. formeraient trois dimensions , disparussent aussi à la

fois, et que la quantité composée des termes où p, q, r, etc. for

meraient quatre dimensions , fût toujours positive pour le minimum

et toujours négative pour le maximum , p , q , r, etc. ayant des

valeurs quelconques ; et ainsi de suite. Ce qui répond , comme l'on

Voit , au théorème de l'article a5.

Nous avons donné ci-dessus un moyen simple pour trouver les

conditions qui rendent une quantité de la forme Aj9*-f- Bpq -+- etc.

toujours positive ou négative ; on pourrait , de la même manière ,

chercher celles qui rendraient toujours positives ou négatives des

quantités de la forme Ap4 -f- Bp3q + etc. ; mais l'application de la

méthode générale à ce cas , serait sujette à des difficultés de calcul

qui pourraient la rendre impraticable ; et c'est là un problème

d'algèbre dont il serait à desirer qu'on pût avoir une solution

complète.

58. Notfs avons supposé jusqu'ici que les variables qui entrent
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dans la fonction , sont indépendantes les unes des autres ; mais

s'il y avait entre elles une ou plusieurs équations , il faudrait com

mencer par éliminer , au moyen de ces équations, autant de va

riables dans la fonction proposée , on chercherait ensuite la condi

tion du maximum ou minimum par rapport aux variables qui seraient

restées dans la fonction. C'est la méthode qui se présente natu

rellement ; mais on peut la simplifier beaucoup, en conservant

toutes les variables , et réduisant l'élimination aux seules quantités

p,q,r, etc.

En effet, supposons qu'on ait entre les variables a:,^,z,etc

l'équation de condition

ç (x,jr,z...) = o;

comme cette équation doit avoir lieu quelles que soient les valeurs

dex,jr,z, etc., elle aura donc lieu aussi en mettant x-\-p,

y-î-q, z+r, etc. à la place de x,y, z, etc.; par .conséquent

on aura, par un développement semblable à celui de l'article 78,

première Partie , l'équation

Ptf (*) + 7*' (j ) + r<p' (z) + etc.

+7 P*<ï" (*) >7) + ï f<P" (J ) + etc. = o ,

d'où l'on pourra tirer la valeur de p en série, qu'on substituera

dans le développement de la fonction qui doit être un maximum ou

un minimum; ou bien on ajoutera simplement à ce développement

la quantité qui forme le premier membre de l'équation précédente ,

multipliée par une quantité quelconque indéterminée qui pourra

même être de la forme

a+ + cq -f- dr + etc. -f- lp*-\- mpq -f- etc. ,

les coefficiens a, b, c, etc. étant indéterminés , et on égalera à zéro

tous les termes qui contiendront la quantité p , ce qui servira à

déterminer les inconnues a, b , c, etc.

Comme les équations du maximum ou minimum résultent de

l'évanouissement des termes où les quantités p , q, r , etc. ne sont

qu'à la première dimension , il suffira d'égaler à zéro chacun de

ces termes, ce qui donnera sur-le-champ les équations

r(x)H-a?'(jc)=o, f(7)+«<p'(j)=o, f'(z)-M<p'(2)=o, etc.,
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qu'on réduira ensuite à une de moins par Pélimination de l'inconv

nue a. A l'égard des termes où les quantités p , q , r, etc. for

meront deux dimensions , on déterminera , par les méthodes expo

sées ci-dessus , les conditions qui doivent avoir lieu entre les

coefficiens de ces termes, et on cherchera à satisfaire à ces con

ditions de la manière la plus générale, au moyen des quantités

arbitraires b, c, d, etc.

Nous ne faisons ici qu'indiquer ces procédés dont il sera facile

de faire l'application; mais on peut les réduire à ce principe gé^

;néral : lorsqu'une fonction de plusieurs variables doit être un

maximum ou minimum , et qu'il y a entre ces variables une ou

plusieurs équations, il suffira d'ajouter à la fonction proposée les

fonctions qui doivent être nulles , multipliées chacune par une

quantité indéterminée, et de chercher ensuite le maximum ou mini

mum comme si les variables étaient indépendantes ; les équations

qu'on trouvera combinées avec les équations données, serviront

à déterminer toutes les inconnues.

5g. On peut résoudre , par les mêmes principes , les questions

où il s'agit de trouver des courbes qui jouissent dans chacun

de leurs points , de quelque propriété donnée de maximum ou

minimum.

Supposons , par exemple , qu'on demande la courbe dans laquelle

la quantité que nous avons nommée K dans le problème de l'ar

ticle i5 , soit un maximum ou minimum à chaque point de la courbe.

Cette quantité est exprimée par la fonction

etla question consiste à trouver la valeur dey en x , qui rendra

cette fonction un maximum ou minimum. Si les deux quantités y

et y1 étaient indépendantes l'une de l'autre , on pourrait déter

miner le maximum ou minimum relativement à chacune de ces va

riables; mais comme ces quantités dérivent l'une de l'autre, et

que leur relation demeure inconnue tant que l'une d'elles n'est pas

une fonction déterminée de x, on ne peut chercher le maximum
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ou minimum que par rapport à l'une de ces quantités ; et il est na

turel de prendre pour variable la quantité y' qui détermine la

position de la tangente, en regardant les coordonnées x etj comme

données pour chaque point de la courbe.

On prendra donc les fonctions primes et secondes de la fonc

tion proposée, relativement à la quantité f regardée comme

seule variable ; et égalant à zéro la fonction prime , on aura sur-

le-champ l'équation

|>-K»—x)jr'1 {m — jf)+[/+ (m—x)f] («—x)=o,

laquelle donne , comme dans l'article cité ,

y' — (a* — m— n)y .

J a ( m. — x)(n — x)*

pour l'équation de la courbe cherchée.

Ensuite on aura la fonction seconde a (m—x ) («—x) , laquelle4

fait voir que le maximum aura lieu dans toute la partie de la

courbe pour laquelle les deux quantités m— x et « — x seront

de signes difiérens, et que le minimum aura lieu pour la partie

où m— x et n — x seront de même signe ; de sorte que le maxi

mum aura lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre les

limites m et n , et le minimum pour les valeurs de x qui tomberont

hors de ces limites.

L'équatjon trouvée pour la courbe étant du premier ordre , elle

est susceptible d'une équation primitive avec une constante arbi

traire ; et si on la met sous la forme

 

on en déduira sur-le-champ cette équation primitive,

2log/=5log {x— w)-r-log(x — n) + logA ,

et passant des logarithmes aux nombres,

j■* = h (x — m) (x—n)}
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où h est une constante arbitraire. Cette équation est de la même

forme que celle que nous avons trouvée dans l'endroit cité;

ce qui doit être , puisqu'elles viennent l'une et l'autre de la même

équation du premier ordre. En effet , l'équation trouvée ci-dessus

pour le maximum ou minimum, étant multipliée par/", a pour équa

tion primitive

[/+ (" -x)/ ] [/+ (n - x )/] = K ,

K étant une constante arbitraire; et celle-ci combinée avec la

même équation pour en éliminer/', donnera le résultat trouvé dans

le même endroit.

Donc, rapprochant cette solution de celle de l'article i5, on en

conclura en général, que les sections coniques ont non-seulement

la propriété déjà trouvée , que chaque tangente coupe sur les per

pendiculaires élevées aux deux extrémités de l'axe, des parties

dont le produit est constant, mais encore celle-ci, que la position

de la tangente à chaque point de la courbe , regardé comme donné,

est telle que ce même produit est un maximum pour l'ellipse , et

un minimum ou plutôt un maximum négatifpour l'hyperbole.

60. En général , si on demande la courbe dans laquelle une fonc

tion donnée de x,jr,y,y, etc. sera un maximum ou minimum , on

pourra chercher le maximum ou minimum relativement à chacune

des quantités y , etc. , ce qui donnera autant de solutions

différentes ; et l'on aura toujours , généralement parlant , pour

la courbe cherchée , une équation du même ordre que la fonction

proposée.

Si cette fonction était une simple fonction des élémens a,b,c, etc.

du contact (art. 10) , en cherchant le maximum ou minimum relati

vement à la dernière des quantités/, y, y, etc., on trouverait

nécessairement la même équation que l'on aurait pour le problème

dans lequel on supposerait cette même fonction égale à une cons

tante ; c'est de quoi il est facile de se convaincre par l'analyse des

articles ao et 18. En effet, en égalant à zéro la fonction prime

de f(a} b, c. . .), prise relativement à la plus haute des fonctions
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dérivées y", etc., on aura la même équation que si on prenait,

en général , la fonction prime de l'équation

f(a, b, c. . .)= const.

relativement à x, y, y, etc. D'où l'on voit que ces deux genres de

problèmes , quoique fort différens dans le fond , conduisent néan

moins aux mêmes résultats , et sont par conséquent susceptibles

des mêmes solutions. Ainsi, on pourra appliquer ici tout ce

qui a été dit dans les endroits cites. L'exemple de l'article pré

cédent est , comme l'on voit , un cas particulier de ces mêmes

problèmes.
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CHAPITRE XII.

Des questions de maximis et minimis qui se rapportent à la

méthode des variations. De l'équation commune au maximum

et au minimum ; et des caractères propres à distinguer les

maxima des minima.

6i • Si le maximum ou minimum, au lieu d'être une fonction don

née de x,J,y,y"i etc., devait être la fonction primitive de celle-

ci, regardée comme une fonction prime, alors il ne serait plus

permis de traiter les quantités y ,y', y", etc. comme indépendantes

et isolées , parce que la fonction primitive d'une fonction de ces

quantités dépend elle-même de la relation qu'elles peuvent avoir

entre elles. Les problèmes de ce genre sont ceux qui se rapportent

au calcul connu sous le nom de calcul des variations; ils ne de

mandent pas une analyse nouvelle, mais une application spéciale

de l'analyse des fonctions que nous croyons devoir exposer ici ,

à cause de l'importance de la matière.

Soit donnée la fonction f(x , y, y',y" . . .), dans laquelle / est

supposé une fonction de a:, il est évident qu'on ne peut, géné

ralement parlant, avoir la fonction primitive de cette fonction

donnée, sans connaitre la valeur de y en x. Mais on peut cher

cher quelle devrait être cette valeur , pour que la fonction primi

tive de f (x , y, y', y",. . .) fût un maximum ou un minimum, en

supposant que cette fonction soit nulle lorsque x aura une valeur

donnée fl, et qu'elle devienne un maximum ou un minimum lorsque

x aura une autre valeur donnée b. Il est évident qu'en prenant

y pour la valeur cherchée , il faudra , par la nature du maximum

ou minimum, que la fonction primitive de la fonction

f( x, y + « , y'+ . .)

qui
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qui résulte de la fonction donnée, en mettant^ -f-&> à la place de y,

soit toujours , entre les mêmes limites de x, moindre dans le cas du

maximum, et plus grande dans le cas du minimum, que la fonc

tion primitive de f( x , y , y', y" . . . ) , quelle que soit la valeur de a ,

qu'on pourra regarder comme une fonction quelconque de x , et

quelque petite que cette valeur puisse être.

La fonction f(x,y-±-a, y' a',y"-\- a'. . .) étant développée

suivant les puissances et les produits de où, où', ce", etc., d'une ma

nière semblable à celle de l'article 78 , première Partie, deviendra

f(x,s,y,S- . 0+«f Cr)-f-»'f'(/) (/')+etc.

+ i *>*f" Cr) + »»'f" Cr,y ) -H i + etc. ,

où les quantités F (j-) , f (j') , f (^) , etc. dénotent les fonctions

primes de f ( x, y , y . . .) prises suivant y, y', y", etc. , et les

quantités (y) , f" (y, y' ) , f" (y') , etc. dénotent les fonctions

secondes de la fonction î(x,y + \a, f -\- W, y -f- Xeo". . .),

prises relativement à ^ seul , àjp et à y' seul , et ainsi de suite;

le nombre X est indéterminé ou plutôt inconnu , et peut être diffé

rent dans les differentes fonctions , mais il doit être le même

dans la même fonction , et il doit toujours être renfermé entre les

limites o et i.

Donc il faudra que la fonction primitive de la quantité

*>f ' (J) + (y') + »"f" (y") + etc.

+ » f'Cr) + (/,/') + T f'(y ) + etc.

ait toujours une valeur négative pour le maximum , et une valeur

positive pour le minimum , quelque valeur qu'on donne à la fonc

tion a, et aussi petite que cette valeur puisse être, en prenant cette

fonction primitive de manière qu'elle soit nulle lorsque xs=a, et

y faisant ensuite x—l.

Or , sans connaitre la quantité eo , on peut prouver qu'il est

toujours possible de la prendre assez petite pour que la fonction

primitive de la partie qui ne contient que les premières dimensions

de a , a', où", etc. , ait une valeur plus grande, positive ou négative,

que la fonction primitive de l'autre partie. Car en substituant ict à

v

35
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la place de (ù , a étant une quantité variable quelconque , et i vû

coefficient constant, la première partie se trouvera toute multi

pliée par i , et la seconde le sera par i% et leurs fonctions primi

tives seront aussi multipliées par i et par i"; et il est visible qu'on

pourra toujours donner à i une valeur assez petite pour que la pre

mière de ces fonctions surpasse la seconde, du moins tant qu'elle

ne sera pas nulle. D'où l'on conclura qu'on pourra toujours prendre

la quantité a, assez petite pour que la valeur totale de la fonction

primitive dont il s'agit , soit nécessairement positive ou négative ,

suivant que celle de la première partie de cette fonction le sera.

Mais il est visible que celle-ci doit changer de signe , en changeant

le signe de la quantité a,. Donc , il sera impossible que la fonction

totale soit constamment positive ou négative, indépendamment

de la valeur de a, à moins que la fonction primitive de la

partie qui ne contient que les premières dimensions de ta, u'7

u", etc. ne soit nulle, quelle que soit la valeur de a,. Donc, le maxi

mum ou minimum ne pourra avoir lieu , à moins que la fonction

primitive de la fonction

«f (y ) + »T (/ ) + »T (/' ) + etc.

ne soit nulle , quelle que soit la valeur de a.

Cette fonction étant nulle , il faudra alors que la fonction primitive

de l'autre partie

iVF (y) + »«ï" {y, y') + | »"f' (/) + etc.

Soit positive pour le minimum, et négative pour le maximum, en

donnant à a> une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra.

62. Pour satisfaire à la première de ces conditions dela manière

la plus générale , nous remarquerons que , puisque la quantité »

doit demeurer indéterminée , la fonction primitive de la fonction

»P(y)+ m'f (f ) + co'T (f) + etc.

ne peut être que de la forme

a+ u0+ u'y -f- a,"£ + etc. ,
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où la plus haute des fonctions dérivées a', a", etc. sera d'un ordre

moindre que dans la fonction proposée ; c'est de quoi il est facile

de se convaincre avec un peu de réflexion sur la forme des fonc

tions dérivées. Prenant donc la fonction prime de cette quantité ,

en regardant a, /3, y, etc. comme des fonctions de x , jr étant

supposé aussi fonction de x, on aura

tt'+ »jS'+ a>' (/3+>') -f- a,"{y -f- *f ') + etc.,

et comparant avec la fonction proposée , on aura

a'=o, /3'= f'(j), /3+5/=f(/), etc.

La première équation donne a égal à une constante arbitraire ;

les autres équations serviront à déterminer /3 , y , , etc. ; et

comme il est facile de voir que le nombre de ces quantités est

nécessairement moindre d'une unité que celui des équations , il en

résultera une équation de condition, qui devra être satisfaite pour

que le maximum ou minimum ait lieu.

Pour cela, il n'y a qu'à mettre ces équations sous cette forme

/3'=f'(7), p+y*=tr(S)y, >"+<r=[f'(/')]", etc.,

en prenant les fonctions primes de la seconde, les fonctions

deuxièmes de la troisième, et ainsi de suite ; retranchant ensuite

alternativement l'une de l'autre , on aura

f (7) - [ f (/)]'+ C f (/')]"- Cf (/")]"'+ etc.= o ,

où les traits appliqués aux parenthèses dénotent les fonctions

primes, secondes, etc. des quantités renfermées entre ces pa

renthèses.

Cette équation sera donc commune au maximum et au mini

mum , et servira à déterminer la valeur de y en fonction de x ;

elle sera , comme il est aisé de le voir , d'un ordre double de celui

de la fonction f(x , jr, y,j". • •)•

63. Les mêmes équations

0+y=:r(/), >+«r=f(/'), etc.



a7G THÉORIE DES FONCTIONS.

donneront, par un procédé semblable,

0 = f(/) - [F (y )y+[f (/")]"- ^c,

3, = f (/' )_[f (/")]' + etc.,

= f'(/") — etc. ,

etc.

Soit, pour abréger,

£1 = w/3 + fis'j/ + ©"«T-f- etc. ,

la fonction primitive de la quantité ù>î' (y ) 4- »'f (j' ) + etc. sera

a + et comme cette fonction doit être nulle lorsque x= ar

si on dénote par A la valeur de XI qui répondra à x= a, on

aura, puisque a est une constante arbitraire, a+ A = o, et par

conséquent a = — A. On aura donc £1 — A pour la fonction

primitive , qui doit être nulle en vertu du maximum ou minimum,

lorsque x= b. Si donc on dénote encore par B la valeur de 12,

qui répondra à x = b, on aura l'équation

B —A= o,

à laquelle il faudra satisfaire par le moyen des constantes arbi

traires qui entreront dans l'expression dey qu'on déduira de l'équa

tion trouvée ci-dessus, en ayant égard d'ailleurs aux conditions

spéciales du problème.

Ainsi , par exemple , si la valeur de y est donnée pour les

valeurs a, b de x, alors la valeur de a sera nulle dans les deux

quantités A et B ; si, de plus, la valeur de y' était aussi donnée

pour les mêmes valeurs de x, les valeurs de a' seraient aussi

nulles dans A et B ; et ainsi de suite.

Les quantités a , a', a", etc. étant réduites au plus petit nombre

possible , tant dans l'expression de A que dans celle de B, on

égalera à zéro le coefficient de chacune de celles qui resteront

pour satisfaire à l'équation B — A= o , indépendamment de ces

quantités.

64. Ayant ainsi satisfait à la première condition , il ne restera plus

qu'à remplir l'autre^ condition, qui consiste en ce que la fonction
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primitive de la quantité

1 »t 00 +wf (y , y) + 1 »'*r (y )+ etc.,

doit être entre les mêmes limites a et è de x toujours positive pour

le minimum, et négative pour le maximum, en supposant que la

valeur de a soit quelconque et aussi petite qu'on voudra.

Je remarquerai d'abord ici que, quoique les fonctions f" (y),

f" ( y, j' ), etc. renferment essentiellement les quantités 00 , a', etc.

( art. 6i ) , on peut prouver par un raisonnement semblable à celui

de l'article 55, qu'il suffira pour le maximum ou minimum, que la

condition dont il s'agit soit remplie en supposant le coefficient A

égal à zéro , ce qui fait disparaitre ces quantités des fonctions dont

il s'agit, ensorte que ces fonctions ne seront plus alors que les

fonctions secondes de la fonction f (.r, y, y, y". . . ), prises rela

tivement à y seul , à / et/, à y' seul , etc. , et auront par con

séquent des valeurs déterminées en x,y ,y', etc.

Cela posé , si on rappelle ici le théorème que nous avons dé

montré dans la première Partie (art. 38), on en conclura que la

condition dont il s'agit serait satisfaite si la proposée

>T'(y) + Wf"(j-,/) + etc.

était telle qu'elle fût constamment positive ou négative pour toutes

les valeurs de x , depuis x= a jusqu'à x = b, indépendamment

des quantités a , a', a", etc. ; et comme nous avons donné plus

haut ( art. 56 ) les conditions les plus générales pour qu'une quan

tité de la forme dont il s'agit soit nécessairement positive ou né

gative , il n'y aura qu'à examiner si ces conditions ont lieu dans

la quantité dont il s'agit. Si elles n'avaient pas lieu, ou si elles

n'avaient lieu que dans une partie de cette, quantité , il faudrait

alors chercher la fonction primitive de l'autre partie , et la rendre

nulle , ou au moins positive pour le minimum , et négative pour le

maximum, indépendamment des quantités a, a', a", etc.

65. Pour simplifier la solution de cette question , nous suppo

serons d'abord que la quantité proposée ne renferme que les carrés

et les produits des deux quantités a , a' ; on verra aisément que
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la même méthode s'étend aux cas plus compliqués : et nous re

présenterons par cette formule

la partie de la même quantité qui est toujours positive ou négative

entre les limites x— a, x=b; l'autre partie sera

«•[ir'(^)-M]+w[f(^,y)-N]+^[ir'(/)-P],

dont il faudra chercher la fonction primitive , et il est facile de s'as

surer d'avance, que pour que la quantité ademeure indéterminée,

cette fonction ne pourra être que de la forme u. -f- al*v ; prenant

donc sa fonction prime, et comparant terme à terme avec la

précédente , on aura

et o = if"(/)-P.

La première de ces équations donne u, égale à une constante

arbitraire, et les trois autres serviront à déterminer les valeurs de

M, N, P, qui seront

M=if"(/)-v', N=r(j,/)-2,, p=if(y),

et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent

des formules de l'article 56. Or, en prenant les quantités a' et et

à la place des quantités p et q , et par conséquent P , N , M à la

place de A, B, C, et faisant T=M— ^p, on aura pour le mini

mum les deux conditions P > o et T > o , et pour le maximum les

conditions opposées, P< o et T<o, ou bien l'une des deux quan

tités P, T égale à zéro , tant pour le minimum que pour le maximum,

et ces conditions devront avoir lieu pour toutes les valeurs de x ,

depuis x=a jusqu'à x= b , pour que la quantité û/"P-Hc,û,'N+»*M

soit constamment positive dans le premier cas, et négative dans

le second, entre ces mêmes limites. Comme la quantité P est

donnée, elle indiquera tout de suite le maximum ou minimum; mais

on n'en sera assuré que par l'autre condition T> ou <o, ou bien

c= o pour les deux cas.
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66. De plus, et c'est ici une condition bien essentielle, il faudra que

les quantités M , N , P ne deviennent point infinies entre les mêmes

limites, pour qu'on puisse être assuré que la fonction primitive

de la quantité dont il s'agit , sera nécessairement positive ou né

gative , d'après le théorème de l'article 38 de la première Partie ;

car ce théorème étant fondé sur la nature du développement des

fonctions en séries des puissances positives de la quantité ajou

tée à la variable , est nécessairement sujet aux exceptions atta

chées à la forme de ce développement , que nous avons exami

nées dans l'article 3o , première Partie, et l'article i3 ci-dessus;

il pourra donc être en défaut , si les fonctions dérivées de la fonc

tion primitive deviennent infinies , parce qu'alors le développement

n'aura plus la même forme; c'est ce qui arrivera nécessairement,

lorsque la fonction primitive passera du positif au négatif par l'in

fini , comme les tangentes des angles ; alors pour la valeur de x

répondant à ce passage, le développement de la fonction de x-\-i

aura son premier terme de la forme A/'", m étant un nombre impair

négatif, et la fonction prime , ainsi que toutes les suivantes , seront

infinies. Dans ce cas, la fonction primitive pourra changer de signe,

quoique sa fonction prime conserve toujours le. même signe.

Pour en voir un exemple bien simple , il n'y a qu'à considé

rer la fonction - _ , qui est =i lorsque x—\, et = — 2

lorsque x— z; cependant sa fonction prime est toujours

positive tant que x a une valeur réelle. Ici la fonction primitive

et toutes ses dérivées deviennent infinies lorsque x= 1.

C'est une modification à apporter au théorème dont il s'agit , mais

qui n'influe point sur la conclusion qu'on en a tirée dans l'article 39.

67. Ayant satisfait à ces conditions , on aura la fonction primi

tive fi -f- a'v , dans laquelle est une constante arbitraire qu'on

déterminera , ensorte que la fonction soit nulle lorsque x= a.

Supposons aV = (XI), et soit (A) la valeur de (fi) lorsque x= a,

on aura //, == — ( A ) , ainsi la fonction primitive dont il s'agit, sera

(il) — (A) , laquelledevra être nulle ou positive pour le minimum,
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et négative pour le maximum, en faisant x= b. Soit donc (B) la

valeur de (Q.) lorsque x = b, il faudra que l'on ait (B)— (A) > ou < o

pour le minimum ou le maximum , ou = o pour les deux cas , indé

pendamment de la valeur de a, qui doit demeurer indéterminée.

Si la valeur de^. est donnée pour les valeurs a et b de x , la valeur

correspondante de a, étant alors nulle , on aura (A) = o , (B) = o, et

la condition précédente sera remplie, tant pour le maximum que pour

le minimum. Mais si les valeurs de jr ne sont pas données , alors

il faudra que l'on ait pour le minimum, »= ou > o lorsque x:= b,

et v = ou <o lorsque x= a ; et pour le maximum , vz=zo ou <o

dans le premier cas , et v = o ou > o dans le second.

A l'égard de la valeur de la quantité v , elle dépend simple-

N"
ment de la condition T ou M— ^> o pour le minimum , et < o

pour le maximum. Cette condition sera donc , en substituant les

valeurs de M, N, P,

. r (y)-y-V (Itfy- »J> on < o,

et on pourra prendre pour v une fonction quelconque de ar qui y

satisfasse.

Ce qu'il y aurait de plus simple , ce serait de supposer la

quantité T nulle (art. 65), ce qui donnerait l'équation

4MP_ N* = o •

savoir,

f" (y ) [f (/)-*>']- c fo,/)-■»r=o,

par laquelle on pourrait déterminer la valeur de v; et le maximum

ou minimum dépendrait simplement du signe de la quantité P ou

ff"(/).

On aurait de cette manière le même résultat que donne la

méthode proposée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences

de 1786, pour distinguer les maxima des minima dans le calcul des

variations. Mais, d'après ce que nous avons dit ci-dessus, il fau

drait, pour l'exactitude de ce résultat, qu'on pût s'assurer que la

valeur
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Valeur de v ne deviendra point infinie pour une valeur de x com

prise entre les valeurs données a et b-t ce qui sera le plus souvent

impossible , par la difficulté de trouver l'équation primitive en v

etx. Sans cette condition, quoique la quantité «'M+aa/N-f-û/'P

devienne alors de la forme P (a' -+* , et qu'elle soit par con

séquent toujours positive ou négative , suivant que la valeur de P

le sera , on ne sera jamais certain de l'état positif ou négatif de sa

fonction primitive.

68. Pour en donner un exemple qui pourra servir en même temps

d'application de la méthode que nous venons d'exposer ; supposons

que la fonction î (x, y ,jr' . . .), dont la fonction primitive doit

être un maximum ou minimum , soit

en prenant les fonctions primes et secondes , on aura

F (7) = 3(^4-^), f (y)= 2 (y+ mj) ,

f'(r) = a«f'(j,y)= am, f'(y) = 2j

substituant ces valeurs dans l'équation générale de l'article 6a , qui ,

dans ce cas , se réduit à

f'O0-[f'(/)]'=o,

on aura

a ( mr'-H ny ) — 2 (j" — ™f ) = o ;

savoir ,

y — «r=o,

pour l'équation du maximum ou minimum. Cette équation est sus

ceptible de la méthode de l'article 55 , première Partie , et donne

sur-le-champ

g et h étant deux constantes arbitraires ; si n était une quantité

négative = — A", alors on aurait , en prenant d'autres constantes

arbitraires, g et h,

y=zgsw(kx+h).

36
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Supposons , pour plus de simplicité , que les valeurs de y soient

données pour les deux valeurs extrêmes a et b de x , les quantités

A et B seront nulles d'elles-mêmes , et l'équation B=Asera satisfaite

( art. 63 ) ; on déterminera donc les constantes a et b de manière que

^ait les valeurs données lorsque xz=a et x = b.

Maintenant , nous aurons , par les formules de l'article 65 ,

M=n— Nsa(œ-0, P = i;

d'où l'on voit que, puisque P est > o , il n'y a que le minimum qui

puisse avoir lieu. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer

l'existence du minimum; il faudra de plus que l'on ait

M — p > o , ou = o,

N*
Soit , i\ M —- 75 > o , on aura

n — »' — ( 7w — y )* > o ,

en prenant pour v une quantité qui ne devienne point infinie entre

les limites a et b de x. Si la valeur de n est positive , il est clair

qu'on peut satisfaire à cette condition, en faisant vs=m; ainsi

on sera assuré, dans ce cas, de l'existence du minimum, puisque

les deux quantités (A) et (B) sont d'ailleurs nulles par l'hypothèse

que les valeurs de j sont données pour x — a et= b ( art. 67 ).

Mais si n est négative et =— kl, on aura alors la condition

et il n'est pas aisé de trouver une valeur satisfaisante de y, ni

même de s'assurer qu'on pourra la trouver.

N*

Soit , 20. M —^ = o , on aura

je suppose

m — v = kp,

j'aurai

ce qui donne • - - .
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et prenant les fonctions primitives des deux membres ,

angle tang. p = kx •+- d ;

savoir,

p = tang (kx + d),

d étant une constante arbitraire. Cette valeur devient infinie lors

que kx-\-d=tk l'angle droit, ou à trois angles droits, ou etc.

Donc , on ne sera pas assuré de l'existence du minimum , si la

quantité (b—a) k est plus grande que la valeur de deux angles droits.

En effet , pour que le minimum ait lieu en général, il faut ( art. 64)

que la fonction primitive de la quantité na* -f- amau' -f- a'* soit

positive , quelle que puisse être la valeur de a. Supposons *=t sin xy

cette quantité deviendra

( n sin x* -f- 201 sin x cos x -f- cos x*)

= ? r—j—4—-— cos 2x -f- m sin 2xj ,

dont la fonction primitive est

i* ^—^— x H ^— sin 2x — — cos 2a:^j -f- <r ,

c étant la constante arbitraire qu'on déterminera de manière que

la fonction primitive soit nulle lorsque x= a ; ensuite on fera

x — b. Donc si on suppose a = o et b égal à deux angles droits,

afin que la valeur de a soit nulle lorsque x = a et = b suivant

l'hypothèse, on aura c = et la valeur complète de la fonction

primitive dont il s'agit sera t'(o. + »)D, D représentant l'angle

droit ; et il est visible que cette valeur pourra devenir négative

lorsque »=— A', en prenant 1.

6g. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les se

condes dimensions de a, a', etc. contienne aussi ensorte qu'elle

soit de la forme (art. 61 ).
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+«VF(/, y)+>"T'(y);

nous prendrons

û>4M+ WN+ «'*P 4-WQ+ a>VR 4- o'"S

pour la partie de cette quantité qui doit être assujétie aux con

ditions de la formule de l'article 56 , et il faudra que la différence

de ces deux quantités soit susceptible d'une fonction primitive in

dépendamment de la quantité a. Cette fonction ne pourra donc

être que de la forme

/ct-f- »V + ««'tt 4- »r'p>

et on trouvera par la comparaison des termes, les équations

t' = if"(j)-M,

a» 4- ir' =

« 4- p' =
if» (y) _ P,

7T =

2P —
f"(j,j") -

O =

lesquelles donnent égale à une constante arbitraire , ensuite

M = if"Cr)- r',

N =f"(/,/) - a»

P = if(y)—

Q = f"Cr,/') -

R =f" (/,/') -

S = i F (/') 5

où les trois quantités v , 7r, p demeurent indéterminées ; mais il

iùudra les prendre telles qu'elles satisfassent aux conditions aux
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quelles doivent être assujéties les quantités M , N, P, etc. , et qu'on

peut déduire de l'article 56 , en prenant les quantités a", a'y a à la

place des quantités p, q, r. Ainsi, si on fait

T = p-£> v=N-f >

les conditions pour le minimum seront S > o , T > o et Y>o,

et pour le maximum S<o,T<o,Y<o; et ces conditions

devront avoir lieu pour toutes les valeurs de x , depuis x = a

jusqu'à x= b. La valeur de S indiquera le maximum ou minimum ;

mais on n'en pourra être assuré que par le concours des deux

autres conditions. De plus, il faudra que les quantités M, N, P,

Q, R, S ne deviennent jamais infinies entre les mêmes limites , par

les raisons exposées plus haut (art. 66).

Enfin, il faudra qu'en supposant (SI) — «V-f- <Wtt+ a'*p , et

prenant (A) et (B) pour les valeurs de (SI) qui répondent àx=a

et x= b, la quantité (B) — (A) soit positive pour le mininmm et

négative pour le maximum , indépendamment des valeurs de o» et

de a' (art. 67».

On suivra les mêmes procédés pour les fonctions plus com

pliquées.

70. Si les valeurs de y, y, etc. n'étaient pas données pour les

valeurs a et b de x , mais qu'il y eût seulement , par la nature

du problème , une relation entre ces quantités , représentée par

l'équation

alors , suivant les principes de l'article 58 , il n'y aurait qu'à ajouter

à la fonction qui doit être positive pour le minimum , et négative

pour le maximum , la quantité

«<P'(J)+ »'<P' (/) + «V (/')+ etc. + i «*<P" (7 )

+ «»'<p"(/, / ) + >'*<P" (/)+ etc ,
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multipliée par un coefficient indéterminé r, et traiter ensuite les

quantités a , a' comme indépendantes. Ainsi , si la condition dont

il s'agit doit avoir lieu pour la valeur de x = a , on ajoutera aux

deux quantités A et (A) ( art. 63 , 67 ), les quantités

r[»p' (7 ) + *>'<?' (/) + etc]

et

r [ i »V' (7 ) -P *>*>'<P" (7, /) + etc. ] ,

rapportées à la même valeur de x ; et si cette condition devait avoir

lieu pour la valeur x = b, on ajouterait aux valeurs de B et de (B)

les mêmes quantités rapportées àjc= A.

On suivrait le même procédé pour chacune des conditions don

nées , s'il y en avait plusieurs.
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CHAPITRE XJH.

Extension de la méthode précédente, auxfonctions d'un nombre

quelconque de variables. Problème de la brachystochrone.

Caractères pour distinguer si unefonction proposée est ou non

unefonction prime, ou en général unefonction dérivée d'un

certain ordre.

tjx. La fonction proposée dont la fonction primitive doit être un

maximum ou un minimum , pourrait contenir , outre les variables x

et y , une troisième variable z , indépendante des deux autres ; on

opérerait alors, relativement à cette variable, comme on a fait

relativement à y. Ainsi, en désignant la fonction proposée par

on y substituera à la fois les quantités /+« et z+ Ç à la place

de j- et z, et il faudra, après le développement, que la fonction

primitive de la partie qui ne contiendra que les premières dimen

sions de où , a', a", etc., £, etc. soit nulle, et que la fonction

primitive de la partie qui contiendra les secondes dimensions de ces

mêmes quantités, soit positive pour le minimum, et négative pour

le maximum , indépendamment des quantités a et £.

De là , par une analyse semblable à celles de l'article 6a , et en

conservant aussi pour les fonctions primes relatives à z , z', z", etc.,

une notation semblable à celle que nous avons employée relative

ment h y, y', y", etc., on aura ces deux équations

f Cr ) - [ * (/ H' + [F (/')]" - etc- = o,

F ( z ) - [f ( z' )]' + f_f ( z")J- etc.= o,

qui serviront à déterminer les quantités y et z en fonctions de x.
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Ensuite il faudra , relativement aux quantités z et £ , satisfaire à

des conditions semblables à celles qu'on a trouvées par rapport à

r et a ; c'est un détail qui nous mènerait trop loin, et que le lecteur

peut suppléer.

On voit par là que, s'il y avait une quatrième variables, on

aurait, relativement à cette variable , une équa^on semblable à celles

qui répondent aux variablesy et z ; et ainsi de suite.

72. Mais si, dans la fonction f (x,y,y' • . .z,z'. . .), la quantités

dépendait des quantités x ety d'une manière quelconque donnée par

l'équation

<P(x,y,y'...z,z'...) — o,

alors, suivant les mêmes principes de l'article 58, on ajouterait

simplement la fonction <p (x , y, y' z, z' ) , multipliée par

un coefficient indéterminé et variable A à la fonction proposée

f(x,y,y'. ..z, z'. . .), et on chercherait, par les méthodes ex

posées , le maximum ou minimum de la fonction primitive de cette

fonction composée, en regardant les quantités^ et z comme indé

pendantes. Ainsi, on trouvera d'abord, pour le maximum et mini*

mum , les deux équations ...

f'Cr) - [ f (/)]' + [ r (/')]" - etc. + A?' (y)

- [>*'(/)]' + [**'(/')]" - etc. = oj

- [ F(*')]' + [f'(*")]" - etc. + A<p'(z)

- [>*'(*')]' + [M*")]" - etc. = o;

d'où éliminant la quantité A , on aura une équation qui , combinée

avec l'équation donnée <p ( x,y, y'. . .z', z. . .) = 0, servira à dé

terminer les valeurs de y et z en fonctions- de x.

Enfin, si la fonction primitive de la fonction î(x,y,y' . . .) ne

devait être un maximum ou un minimum qu'autant que la fonction

primitive d'une autre fonction <p (x , y,y'. . .) serait donnée entre

les mêmes valeurs a et b de il n'y aurait qu'à chercher le

maximum ou minimum dela somme des deux fonctions primitives,

après avoir multiplié la seconde par un coefficient indéterminé

indépendant
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indépendant de xt c'est-à-dire le maximum ou minimum de la fonction

primitive de

en regardant A comme une quantité constante. De cette manière ,

on aura d'abord l'équation

f Or) - [ *"(/ )]'+ [ r (/' )]"- etc. + o)

-A[<p'(/)]'+ A[<p'(7")T'- etc. = o,

et on déterminera la constante A de manière que la fonction pri

mitive de <p (x , ,>'...) , prise depuis .r = a jusqu'à x=b, soit

donnée ; et ainsi du reste. .

73. Les problèmes de la brachyslochrone et des isopSrimèlres pro

posés et résolus d'abord par les deux frères Bernoulli , ont ouvert

la route pour traiter ce nouveau genre de questions de maximis

et minimis. On a trouvé ensuite successivement des méthodes plus

générales et pllis simples , et on est parvenu enfin au calcul des

variations , qui parait ne rien laisser à desirer sur ce sujet. Comme

les équations trouvées plus haut ( art. 62 , 70) sont les mêmes , à

la notation près , que celles qui résultent de ce calcul , nous pour

rions nous dispenser de les appliquer à des exemples ; mais il

ne sera pas inutile de montrer encore par un exemple connu, l'usage

des règles pour distinguer les maxima et minima , et s'assurer de

leur existence.

Nous reprendrons pour cela le problème de la brachystochronc ,

ou ligne de la plus vite descente , à cause de sa célébrité ; il con

siste , comme l'on sait , à trouver la courbe le long de laquelle

un corps pesant descendrait dans le moindre temps d'un point

donné à un autre point donné , et placé dans une verticale diffé

rente. Comme, par les principes de la mécanique, la fonction

prime du temps est égale à la fonction prime de l'espace divi

sée par la vitesse , et que dans les corps qui tombent par la

pesanteur , la vitesse est toujours proportionnelle à la racirte

carrée de la hauteur d'où ils sont censés être descendus , si

on rapporte aux trois coordonnées rectangulaires x , y, z , la

courbe décrite par le corps , et qu'on prenne les abscisses x

37
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verticales , la vitesse sera proportionnelle à \/( h x ) , et

-j-j'*-^ z'u) sera la fonction prime de l'arc de la courbe

( art 37 ) ; ainsi ^pr£~££^ sera proportionnelle à la fonction

prime du temps, dont la fonction primitive devra être un minimum.

On aura donc

donc prenant les fonctions primes, on aura

f'(j) = o, f (/) = v^h+x) -fa +y*+ t»y

et l'on aura ( art. 70 ) les deux équations

Ct/(A + *) 70 +y+ *'•)] ==° '

lesquelles donnent d'abord ces deux-ci du premier ordre

s'

m et « étant deux constantes arbitraires.

En divisant ces deux équations l'une par l'autre, on = - ;

donc z' = ^- , et prenant l'équation primitive , on anra

z = ^ + Z,

l étant une nouvelle constante arbitraire. Cette équation étant à

un plan vertical , puisque l'abscisse verticale x ne s'y trouve pas,

fait voir que la courbe cherchée est toute dans ce plan ; ainsi , en

prenant l'axe des/ dans ce même plan , on pourra supposer s=o,
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en faisant l et n=o ; et l'on aura pour la courbe cette équation

unique entre les coordonnées x etyy

 

 

m \/(h -f- x)

équation à la cycloïde, les abscisses x étant prises sur le dia

mètre du cercle générateur , et les ordonnées y perpendiculaire

ment à ce diamètre.

Puisqu'on suppose que les deux points extrêmes de la courbe

sont donnés , les quantités a et £ répondant à ces points , seront

nulles , et les valeurs des quantités A et B seront nulles aussi en

prenant a et b pour les valeurs de x qui répondent à ces points;

ainsi la condition B — A = o sera remplie. Si on faisait d'autres

hypothèses relativement à ces points, on trouverait d'autres ré

sultats ; nous ne nous y arrêterons pas , parce que ces différentes

questions ont été déjà discutées et résolues par les principes du

calcul des variations. Mais il faut voir ce que donnent les termes

où les quantités a et £ monteront à la seconde dimension , et dont

la fonction primitive doit être positive pour que le minimum ait

effectivement lieu.

Comme la fonction proposée f ( x , y , y' . . . z , z' . . .) ne contient

point, dans le cas présent, les variables y et z, mais seulement

leurs fonctions primes y' et z', il est facile de voir que les termes

dont il s'agit seront simplement de la forme

et l'on trouve , en prenant les fonctions primes des quantités f (/')

et f' (z') relativement ky' et z*,

(y)+«'CT'(/,«')+ïC"f"(«')ï

f"(/)=

i + a'*

f"(/,Z')=-

: +y .
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de sorlc que la quantité dont il s'agit deviendra

»" 0 + »*) — a«TyV+ g* ( ; -f y")

av/(A +x)(i +y

laquelle peut se mettre sous cette forme

où l'on voit que cette quantité a d'elle-même la propriété d'être

toujours nécessairement positive , quelles que soient les valeurs

de où et et comme d'ailleurs elle ne saurait jamais devenir infi

nie tant que y' et z' ne seront pas infinies, il s'ensuit que le mi

nimum aura nécessairement lieu dans la cycloïde.

Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur ce problème qui

offre différons cas à examiner, suivant les conditions qu'on peut

demander relativement au premier et au dernier point de la courbe r

et par rapport à la courbe même qu'on peut supposer devoir être

tracée sur une surface donnée. La solution de tous ces cas peut se

tirer aisément des principes établis ci-dessus. Voyez la fin de la

leçon XXII du Calcul des fonctions.

74. L'analyse que nous avons employée pour trouver les maxima

et minima des fonctions primitives , donne lieu à une observation

importante. Nous avons trouvé ( art. 6a ) que , pour que la quantité

a,f'(/) + m'P (/) -f-»T'(y ) + etc.

ait une fonction primitive , quelle que soit la valeur de eo , il faut

satisfaire à l'équation

f (/) - [f (/)]'+ [f' (/" )]"- etc. = o.

Donc , si cette quantité était d'elle-même la fonction prime d'une

fonction de x ,7, y, etc. etc. , l'équation précédente aurait

aussi lieu d'elle-même et serait par conséquent identique.

Or, on voit par l'article 6i , que la quantité dont il s'agit n'est

autre chose que la partie du développement de la fonction
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qui ne contient que les premières dimensions de a , a,', a", etc. ;

et je vais prouver que cette quantité sera nécessairement une

fonction prime, si î(x,y ,y', y" . ..) est elle-même une fonction

prime d'une fonction de x,y )y''. . .

En effet, si cette fonction est une fonction prime, quelle que

soit la valeur de y en x , elle le sera encore en mettant/ -f-« au

lieu de y , quelle que soit la quantité a ; donc la fonction

sera aussi nécessairement une fonction prime , en prenant pour &,

une fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit

développée suivant les puissances et les produits de a,y u', a", etc.,

et dénotons respectivement par P , Q, R, etc. les parties de ce

développement qui contiendront les premières dimensions , les.

secondes dimensions , les troisièmes , etc. des mêmes quantités r

on aura

f(x,y+ai j'+a/, /'+*,". . .)=f(*,/,/,/'• • .H-P+Q+R+etc.

Ainsi, il faudra que la quantité P + Q-f-R-f-etc. soit la fonction

prime d'une fonction de x , y, y', etc. et de a , w7, etc. ; et il est

facile de voir que chacune des quantités P , Q, R , etc. devra être

en particulier une fonction prime, puisque ces quantités renfer

mant des dimensions différentes de l'indéterminée a, et de ses fonc

tions dérivées a,', a", etc. , il est impossible , par la nature des

fonctions dérivées , que les fonctions primitives de Pr Q, R, etc.

dépendent les unes des autres. Or, on a

P = «f (y ) -(- ceV (y' ) + «T' (/' ) + etc. ( art. cité) y

donc , cette quantité sera d'elle-même une fonction prime. Donc ,

enfin , si la fonction î(x , y, y', y". . .) est une fonction prime y

l'équation . .

P(7)-[f'(/)ï+ [f' (/')]"- [P (/")r+etc.5= o

sera nécessairement identique.

Réciproquement , on peut démontrer que si cette équation est

identique, la fonction f(x, y, y', y". . .) sera nécessairement une
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fonction prime. Car nous avons vu que si cette équation est vraie,

la quantité P est une fonction prime, quelles que soient les valeurs

de/ et de a; donc elle sera encore une fonction prime, si, à la

place de y, on met a. Supposons que par cette substitution ,

et par le développement suivant les dimensions de a, , &,", etc. ,

la quantité P devienne P+/? -f- etc. ; la quantité p contenant les

premiers termes du développement dans lesquels «, a,", etc.

ne formeront que deux dimensions , on en conclura , comme plus

haut , que la quantité p sera en particulier la fonction prime d'une

fonction de x , y , y\ etc. , » , a', etc. ; mais par les formules gé

nérales que nous avons données dans l'article 76 de la première

partie , il est facile de voir qu'on a p = 2Q ; donc la quantité Q

sera une fonction prime , y et « étant quelconques ; donc elle sera

encore une fonction prime en y substituant y -f- a, pour y. Et si

l'on suppose que par cette substitution , et par le développement

suivant les puissances et les produits de a , etc., cette fonction

devienne Q+^-f-etc, la quantité q renfermant les premiers termes

du développement où les a, &,", etc. ne formeront que trois

dimensions , on en conclura aussi , comme ci - dessus , que la

quantité q sera elle-même une fonction prime ; mais par les for

mules du même article , on trouve q = 3R ; donc la quantité R

sera elle-même aussi une fonction prime, et ainsi de suite. En effet,

si r, s , etc. sont les premiers termes du développement des quan

tités R, S, etc. ; après la substitution de y -h a à la place de a, on

aura ( art. cité ) /•= 4S , s= 5T , etc. ; d'où l'on conclura , en suivant

le même raisonnement, que les quantités S,T, etc. seront aussi,

chacune en particulier , des fonctions primes.

Donc , toute la série P -f- Q -\- R -f- etc. sera nécessairement la

fonction prime d'une fonction de x}yty, etc. etc. , quelles

que soient les valeurs de j et et en x. Donc , la quantité

+ — ^{xiJif '•') y qui est égale à cette

série , sera une fonction prime en donnant à a une valeur quel

conque, et par conséquent aussi en faisant o, = —y; or, dans ce

cas , la fonction f (x , y-\- a, , y'-j- a'. . .) ne sera plus qu'une

simple fonction de x sans / ni a, , qui pourra être censée la fonc
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tion prime d'une fonction de x. Donc, la fonction î(x,y,y',y"—)

sera elle-même nécessairement la fonction prime d'une fonction

de x,y,y', etc.

75. Il suit de là que l'équation

f OO - [ F (/)]'+ [F (/' )T- etc . = o ,

contient le caractère par lequel on peut reconnaitre si la fonction

ï(x, jr,y', y" . . .) est ou non une fonction prime.

On trouvera de la même manière que les deux équations

f'Cr) - [F (/)]' -f- [F (/')]" - etc. = o,

f'(z) - [f (*')]' + [F (a")]" - etc. = o,

renferment le caractère par lequel on pourra reconnaitre si la

fonction f(x, y , y' . . .z, z' . . . ) est ou non une fonction prime , les

quantités y et z étant indépendantes.

Mais si la quantité z dépendait de l'équation

9(x,yty...z1 z'...) = o,

on aurait, comme dans l'article 7i,

F (7) - [ F</)J + [ f (/')]" - etc. + A<p'(y)

- 0<P'(/)]' + [>?'(/')]" - etc. = o,

f (z) - [ f (z')J + [f'(z")]" - etc. + Af(z)

- [A<p'(z')J + [>*'(*")]" - etc. = o,

et l'équation résultante de l'élimination de l'indéterminée A , contien

drait le caractère qui ferait reconnaitre si la fonction f(x, y,j'..^,z'...)

est d'elle-même , ou non , une fonction prime.

Puisque la fonction primitive de la quantité

«f' (y )+ »T (f) -f- »" f' (/' ) + etc.

est représentée par

aj3+ a'y-\- «"cT -f- etc. ( art. 62 ) ,

en omettant , ce qui est permis, la constante arbitraire et , on trou

vera, de la même manière, que le caractère par lequel on pourra
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reconnaitre si cette fonction primitive est elle-même une fonction

prime , sera renfermée dans l'équation

0— — etc. = o,

laquelle , en substituant pour /3 , y , £ , etc. leurs valeurs (art. 65),

devient

f (/)- 2 [ f' (/')]' + 3 [f (/")]"- etc. = o.

Ainsi, le système de cette équation et de l'équation trouvée ci-

dessus, renfermera le caractère par lequel on pourra juger si la

fonction î (x , jr , y',f . . .) est d'elle-même, ou non, la fonction

seconde d'une fonction de x,y, y', y", etc.; et ainsi de suite.

76. Ces différentes équations répondent à celles que , dans le

. calcul différentiel , on nomme conditions d'inlégrabilité , et dont 011

.s'est beaucoup occupé dans ces derniers temps. Nous nous contente

rons ici d'avoir établi, d'une manière directe et rigoureuse, le

principe de la correspondance de ces équations avec celles du

maximum et minimum des fonctions primitive» ; et nous renver

rons, pour ce qui concerne l'usage de ces équations de condition,

aux dilférens ouvrages qui en traitent , et surtout à la leçon XXI

du Calcul des fonctions , où cette matière est traitée avec plus de

détail et de généralité. On y trouvera aussi un précis historique

sur le problème des isopérimètres dont la solution générale , par

la méthode des variations , fait l'objet de la leçon XXII du même

Calcul , à laquelle nous renvoyons pour completter la théorie des

variations exposée ci-dessus.

CHAP.



SECONDE PARTIE , CHAP. XIV. 397

CHAPITRE XIV.

De la mesure des solidités et des surfaces des corps

defigure donnée.

77. Nous avons donné , dans le chapitre VI , la manière d'ex

primer , par les fonctions , les solidités et les surfaces des conoïdes

formés par la révolution d'une courbe donnée autour d'un axe ;

il nous reste à étendre cette analyse à tous les corps dont la sur

face est exprimée par une équation entre ses trois coordonnées.

Considérons d'abord un solide dont la surface soit exprimée

par l'équation

son volume ou sa solidité sera exprimée en général par une fonc

tion de x et / que nous dénoterons par F (x ,y ). Désignons aussi

par $ {x, y) la fonction de x, y qui exprime l'aire de la section

de ce solide , faite perpendiculairement à l'axe des x, et corres

pondante à l'abscisse x ; donc , en regardant y comme un para

mètre constant, et ne faisant varier que x, on aura, par l'art. 27,

l'équation

F' (x,jr) = <p(x,y).

Or , la section dont tp(x,y) est l'aire , est une courbe dont les

abscisses sont y, et les ordonnées perpendiculaires sont z, et

dont l'équation est

z — î{x,y) ,

en regardant maintenant x comme un paramètre constant qui ne

varie que d'une section à l'autre. Donc , en prenant z à la place

58
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de/, et / à la place de x, on aura (art. cité)

f(*, j)= <P/('r,.r),

l'accent mis au bas de la caractéristique <p dénotant la fonction dé

rivée par rapport à / , comme nous l'avons pratiqué jusqu'à

présent.

On a donc les deux équations

*'(*,J )= et 9l(x,j)=f(x,f);

d'où éliminant la fonction marquée par <p;, après avoir pris les

fonctions dérivées par rapport à y de la première équation , on

aura

Ainsi, pour avoir la fonction F (a:,/) qui exprime la valeur

ou la solidité du corps dont la surface est exprimée par l'équation

a = f(.r,/),

il faudra prendre la double fonction primitive de f(x, y) rela

tivement à x et à y.

78. On peut aussi parvenir directement à ce résultat par la con

sidération suivante. Puisque F(.r,/) représente en général la

partie du corps qui répond aux coordonnées x , y , il est clair

que F(x + i,y)— F (.r, y) sera le segment compris entre les

plans perpendiculaires à celui des x , y , qui répondent aux abs

cisses x et x -f- i , et qui sont terminés par la même ordonnée/.

Donc

T(x+ i,y+o)-T(x,y+o)-T(x+i,y) + T(x,y)

sera l'excès du segment qui est terminé par l'ordonnée /-f-o sur

celui qui est terminé par l'ordonnée / ; et il est visible que cette

différence n'est autre chose qu'un prisme dont la base est le rec

tangle to, dont les arêtes sont les ordonnées z de la surface qui

répondent aux quatre angles de ce rectangle , c'est-à-dire les or
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données f(.r, 7 ),f(* +*,/), î{x,jr+ o), f(*+i,74-o ), et

dont la base supérieure est la partie de la surface interceptée entre

ces quatre ordonnées. Or , il est facile de voir que la solidité de ce

prisme curviligne est nécessairement comprise entre celles des

deux prismes rectangulaires, dont la base est la même io, et dont

les hauteurs sont la plus petite et la plus grande des quatre ordon

nées dont nous venons de parler. Donc il faudra que la fonction

F (xfjr) soit telle que la valeur de la quantité

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite valeur

des quantités

ioî(x,jr), ioî(x + i,j), iof(x,/+ o) , ioï(x + *, jr-\-o),

quelque petites que soient les valeurs de i et o.

Développons les fonctions marquées par F suivant les formules

de l'article 78 de la première Partie. En poussant la précision

jusqu'aux troisièmes dimensions de i et de o, on aura la quantité

wf;(*,^)h-Ç F:(x+AIj7+Ao)4-yF;(.r+A*.,7+Ao)

+o [F"'(*+xi }y +*,)—F'"(*+ At', 7)]

* T7z + Ao ) - F,„ (x , r+ Ao)].

Développons de même les fonctions marquées par f , mais en

s'arrêtant aux premières dimensions de i et o , a cause qu'elles sont

déjà multipliées par m,, on aura les quatre quantités

ioî(x,f),

ioî(x,s)+i*oF (*4-At,7),

ioî(x,jr)+ io%{x,jr-\-Xo) ,

iof ( x ,/)+ ïoî' (x+Ai ,r)4- io%îl(xtjr+ Ao) ,

et il faudra que la première quantité soit renfermée entre la plus

grande et la plus petite de ces quatre dernières, en prenant pour

* et o des quantités aussi petites qu'on voudra. Le coefficient A
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peut être différent dans les différentes fonctions , mais il doit être

renfermé entre les limites o et 1 .

Or , la différence de l'une à l'autre de celles-ci est , comme on

voit, de l'ordre de i*o ou de io*, c'est-à-dire, du troisième ordre,

en regardant i et o comme très-petites du premier. Mais la diffé

rence entre la première quantité et l'une quelconque des quatre

dernières , est

avec des termes du troisième ordre; donc pour que cette diffé

rence soit toujours plus petite que la différence précédente qui n'est

que du troisième ordre , il est nécessaire que le premier terme ,

qui est du second ordre , soit nul ; autrement il serait possible de

prendre les accroissemens i et o assez petits pour que ce premier

terme surpassât tous les termes du troisième ordre , et que par

conséquent la première quantité tombât hors des limites formées

par les quatre autres quantités. Il faudra donc que l'on ait

w[F;(a?,^) — f(*,^)}=o,

et par conséquent ,

F;(^,jr) = f(x,/),

comme nous l'avons trouvé plus haut.

7g. Supposons maintenant que la fonction F(x, y) représente

la mesure de la surface. Dans ce cas , il est clair que la quantité

F (x+ i , y+ o ) — F (x+ * ,y ) — F ( x ,y+ o ) +F (x , y)

représentera la portion de surface comprise entre les quatre faces

du prisme droit qui a io pour base.

Imaginons qu'aux extrémités des quatre ordonnées qui forment

les arêtes de ce prisme , on mène quatre plans tangens à la sur

face dans ces points; on pourra prouver, par un raisonnement

analogue à celui de l'article 39 relatif aux tangentes , que la por

tion de surface qui forme la base supérieure du prisme, sera

comprise entre la plus grande et la plus petite section du prisme,

faites par les quatre plans tangens de la surface courbe.
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Soit a l'angle que le plan tangent à l'extrémité de l'ordonnée z,

fait avec l'axe des x,y, on aura (art. 3g)

tang*= v/(a"+ z;).

Or, on sait par la géométrie, que la mesure de la projection d'un plan

est égale à celle de ce plan multipliée par le cosinus de son incli

naison sur le plan de projection. Donc, puisque les sections du

prisme dont il s'agit ont toutes pour projection le même rectangle

io , la mesure de la section faite par le plan qui touche la surface à

l'extrémité de l'ordonnée z sera : mais on a
cosa'

COS a= — i = ;

donc la mesure de cette section sera io\/i+z ,H-z", savoir, en

substituant f(x,y) par z , io y i+ f (x, y) +fj(x,y).

Faisons pour abréger ,

Vi +f'(ic,J?+f,(*, ^)"sSf>(*,7),. '

on aura io<p(x,y) pour la mesure de la section dont il s'agit, et

mettant x-\-i,y-\-o à la place de x, y, on aura celle des sec

tions faites par les trois autres plans qui touchent la surface aux

extrémités des ordonnées f(x-\-i,y), f(x ,y-j-o)elf(x+i,y-+-o).

Donc il faudra que la quantité

F (x+ i , y+ o )— F O+ i ,y ) — F ( x, y+ o) + F (*, y)

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite des

quatre quantités ' "'

io<p(x,y), io<p(x+ i,y), io<p (x,y + o) , i'o<p 1,y+ o) ;

et par une analyse semblable à celle de l'article précédent , on en

conclura la condition

F>>j)=<p(*>.r)=vA-r- r&77) +W^S•
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80. On voit par là que l'ordonnée z d'une surface est la double

fonction prime prise par rapport à x et y de la fonction qui ex

prime le volume ou la solidité du corps , et que la quantité

y/i 4. z/'-fzy est la double fonction prime de la fonction qui ex

prime la surface elle-même.

Ainsi l'ordonnée z étant donnée en fonction de x et f, il faudra

prendre sa double fonction primitive pour avoir la solidité , et la

double fonction primitive de \/i z'* + z] pour avoir la surface.

On est libre de commencer par la fonction primitive relative à x

ou ày; mais la première fonction primitive admettra pour constante

une fonction del'autre variable qu'on aura regardée comme constante,

et il faudra déterminer cette fonction conformément aux limites

données de la surface. On déterminera ensuite , d'après ces limites,

la première variable en fonction de la seconde , par rapport à

" laquelle on prendra de nouveau la fonction primitive.

8i. Si pour faciliter la recherche des doubles fonctions primi

tives , ou pour d'autres vues , on voulait changer les variables

x, y en d'autres variables ( et «, dont celles-là seraient des

fonctions données , il faudrait , par les principes étabbs dans la

première Partie ( art. 5o ) , multiplier d'abord les fonctions regar

dées comme dérivées doubles par x'y* ; mais ensuite on ne pour

rait pas substituer immédiatement les valeurs de x',y en t' et «',

parce qu'en prenant la fonction primitive par rapport à l'une des

variables , l'autre doit être regardée comme constante.

Soit f(x, y) la fonction dont il s'agit d'avoir la double fonc

tion primitive; pour changer les variables x,y en d'autres variables

t et u, on la mettra d'abord sous la forme x'y'f(x,y). Suppo

sons qu'à la place de la variable x , par rapport à laquelle on veut

prendre d'abord la fonction primitive en regardant,/ comme cons

tante, on substitue une fonction donnée de t et dey, «étant une

nouvelle variable qui remplacera x.

Soit x=z<p (t,y), on aura, en ne faisant varier que t,
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et la fonction proposée deviendra

dont il faudra prendre la fonction primitive par rapport à t , y étant

regardée comme constante , et ensuite par rapport à y , t étant

regardée comme constante. Or , on peut aussi substituer à la place

dey une autre variable «, et supposer, puisque t est à son égard

constante ,

ce qui donnera , en ne faisant varier que u,

y=4'(«).

Ainsi la fonction proposée deviendra

?'(0x4'(«)xf(^;),

laquelle ne renferme plus que t et u , à cause de

* = 7=4 (*> ")>

et dont on pourra prendre la double fonction primitive par rap

port à t et à u.

Puisque x= <p (t , y) et y—-\ ( t , « ) , on aura, après la subs

titution dey, x égale à une simple fonction de t, et u que nous

dénoterons par % ( t , «) , de manière que les transformations de

x et / en t et « seront représentées par

*=%(«, m), j = 4(f,u).

Or, l'équation identique <p(t,y) = %(/,«) donne, en faisant

varier séparément t et u t

*'(*) + *' OO x+'(0= %'(0,

<p'(/)x 4' («)=*'(«); ,
. - .

éliminant (/) , on aura
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et cette valeur étant substituée dans la dernière transformée de la

fonction proposée , donnera

[x'Wx4/W-x'(«)x4'(0]*(*»j).

qu'on peut mettre sous cette forme plus simple,

dans laquelle x et y peuvent être des fonctions quelconques de

t et u , et où les traits supérieurs indiquent les fonctions dérivées

par rapport a t , et les inférieurs indiquent les dérivées par rap

port à u,

82. Ainsi, en regardant z comme une fonction de x et y donnée

par la nature de la surface du corps, et supposant qu'on substitue

à la place de x, y des fonctions quelconques de t et «, la solidité

ou le volume du corps et sa surface seront représentées par les

doubles fonctions primitives relatives à t et u des formules

(*>,-*,/)* et (*>/-*y)0+(z>K*,)',

où il faut remarquer que les fonctions dérivées de z doivent être

prises par rapport à x et y ; mais si on substitue tout de suite

dans z , pour x et y leurs valeurs en t et u , il est clair que z

deviendra une simple fonction de t et u; et voici comment on

pourra exprimer les dérivées de z par rapport à x ety par ses

dérivées par rapport à t et u.

Pour distinguer ces dérivées les unes des autres , nous renfer

merons les premières entre des parenthèses. Ainsi (z') et (zj dé

signeront les dérivées de z prises par rapport à x et y, et z', zt

désigneront simplement les dérivées de z prises par rapport à t

et m, après la substitution des valeurs de . x,y en t et u dans

l'expression de z. En regardant donc z comme fonction de x>y,

et x,y comme fonctions de t, û, et prenant les dérivées séparé

ment par rapport à t et à u, on'aura", par les "principes établis

dans la première Partie , mtJR ,H) , s - ; ,

d'où
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d'où l'on tire

ce sont les valeurs qu'il faudra substituer dans le radical

. \A + (Ô7;

et la substitution faite , on aura la formule

dont la double fonction primitive , prise par rapport à. t et au, don

nera la surface du corps ; les variables z , x , y étant maintenant

regardées comme de simples fonctions de t et h.

83. Ces expressions pour le volume et pour la surface d'un corps

quelconque , dont les coordonnées x , y , z sont supposées fonc

tions de t et « , étant traduites en langage différentiel , deviennent

a[aU\ Kdt^du du^dxJ^Kdt^ du du* dtJ^Kdt^tu du^dtj'

et représentent les élémens infiniment petits du volume et de la sur

face , qu'il faut intégrer et completter d'abord par rapport à l'une

des deux variables t , u , et ensuite par rapport à l'autre.

84. Pour donner une application de ces formules , nous suppo

serons que le corps dont on cherche la solidité et la surface , soit

un ellipsoïde quelconque dont les trois demi-axes soient a, b, c;

l'équation de sa surface entre les trois coordonnées rectangles x ,

y, z, parallèles aux demi-axes a, b, c, sera représentée ainsi,

d'où l'on aura z en fonction de x et

3g
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Mais on évitera l'irrationalité de z en prenant deux angles indé

terminés t et u , et en faisant

x= a sin t cos u , y = bûn t sin u, z=ccos*;

et pour avoir le volume et la surface de tout l'ellipsoïde , il suffira,

après les substitutions , de prendre les fonctions primitives séparé

ment par rapport à t et u, depuis t=o jusqu'à t égal à deux angles

droits , et depuis u =± o jusqu'à u égal à quatre angles droits ;

car cette transformation des coordonnées de l'ellipsoïde , que

M. Ivori parait avoir employée le premier pour faciliter le calcul

de l'attraction de ce solide (Trans. Philos, de 180g, Part. u), a

l'avantage de rendre indépendantes les fonctions primitives rela

tives à t et u , lorsque la double fonction primitive doit s'étendre à

la surface entière.

En prenant les fonctions dérivées des x,y, z par rapport à / et

à u, on aura

x'z=a cos t cosu , T'— b cos t sin u , z'=— c sin t ,

x,—— a sin t sin u , j) = b sin t cos u , z, = o ;

et de là on aura

n'y,— x,y = ab sin t cos

z'x, — zpd = ac sin t* sin u ,

z'yl — z,y =— bc sin t% cos u ;

de sorte que les formules pour le volume et pour la surface de

l'ellipsoïde deviendront

' abc sin t cos t% , sin t \/a*b* co6 1* -f- c% (a* sin u* -f- b* cos u%) sin t%

dont U faudra prendre les fonctions primitives, depuis t = o jus

qu'à t = 7r , et depuis u= o jusqu'à u = stt , tt étant la demi-

périphérie.

85. Considérons d'abord la formule abc sin < cos t* pour le vo
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lume. En substituant i — sin t* à la place de cos t* , et ensuite

5 sin t— \ sin 3* au lieu de sin t3, elle devient

€thc f - rr \

-g- (suw+ sin 5t),

dont la fonction primitive , prise de manière qu'elle commence où

t= o , est

abc / x , 1 — cos 3f\

T(i-cos«+ g—).

Faisant t = t, ce qui donne cos t =—<i et cos 5t—— i , elle se

,j ... o.abc

reduit a —=-.
a

Il faut prendre encore la fonction primitive de celle-ci par rapport

à u depuis u—o jusqu'à ii—ait; et comme la variable u dont la-

fonction prime est i , ne s'y trouve pas , il n'y aura qu'à mul

tiplier simplement par a^r ; ce qui donnera tt pour la solidité

où le volume du sphéroïde entier dont a, b, c sontles trois demi-axes.

86. Venons à la formule relative à la surface ; et supposons

d'abord , pour la simplifier , a = b , ce qui donne un sphéroïde de

révolution autour de l'axe ac ; elle deviendra

a sin t \/b* cos ? + c* sin r,

où l'on voit que l'angle u a disparu ; je conserve la lettre b sous le

signe , pour plus de généralité.

Faisons cos t=s, on aura sin t=—s; d'ailleurs on a sin <*=i—s*;

on aura ainsi la transformée

—-as' Vc* + (*'— c*) s%

dont il faudra prendre la fonction primitive depuis $= î jusqu'à

s =— i.

Soit c* = e% on aura la fonction primitive par rapport à s,
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taisant s = i , elle se réduit à

et faisant s = — i , elle devient

a ae v 1 '

Donc la fonction primitive complette relativement à s ou à

sera

2e o — e

Il faut de nouveau en prendre la fonction primitive relative

à u ; et comme la variable u ne s'y trouve pas , on se contentera

de la multiplier par 27r, et faisant maintenant bz=a, on aura pour

la surface entière du sphéroïde formé par la révolution d'une

ellipse dont les demi-axes sont a et c, autour du petit axe ac,

la formule

. . Trac* , a 4- c
Zita* A 1 —i— ,

1 e a — e

où e est l'excentricité = y/a*— c*.

Pour que la valeur de e soit réelle , il faut que a > c , et par

conséquent que le sphéroïde soit aplati et formé par la révolution

de l'ellipse autour de son petit axe 2c.

Si on voulait avoir la surface d'un sphéroïde alongé , formé par

la révolution d'une ellipse autre de son grand axe , il faudrait

prendre uc pour son grand axe , alors la valeur de e deviendrait

imaginaire. Soit pour ce cas, c*— a*= E', on aura

e = E v/^T ,

et passant des logarithmes imaginaires aux arcs réels, par les for

mules de l'article aa (première Partie), on aura pour la surface

cherchée, la formule

377Y»1 h g- x angle uang. - ).
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87. Si on n'avait pas fait a — b , et qu'on eût supposé en

général ,

on eût eu pour la fonction primitive relative à t , la formule

ae b — e,

OÙ e* = £*— c*Vs;

et il aurait été impossible dans l'état actuel de l'analyse , de trouver

là fonction primitive de celle-ci relative à u. Mais on peut toujours

avoir cette fonction par approximation , lorsque la différence des

demi- axes a et b est assez petite.

Soit ~Q =i, cette quantité étant positive ou négative, la

quantité V* deviendra i + i cos u% et il n'y aura qu'à mettre dans

la formule précédente , c* ( 1 -f- i cos u*) à la place de c'V*, ensuite

développer par rapport à i. Donc , si on suppose

afL_1HLV^==

a^_c* b—

on aura, en développant par les fonctions dérivées relatives à c',

la série

itb+ f( c*) •+- f' ( c* ) x ci cos m* -i- £ f' (C ) x c*fi cos «*

+^ f"' ( c* ) x cS*3 cos "6+ etc. ,

dont il faudra prendre les fonctions primitives relatives à u , depuis

u = o jusqu'à u= 2T.

Désignons par a-tfa , 27T/3 , , etc. les fonctions primitives de

cos m", cos u*, cos h6, etc. , prises entre ces limites , on aura pour

la surface de l'ellipsoïde dont a , b , c sont les trois demi-axes ,

l'expression

a* [ ab -H(c) + «C*f (c*) + \ |8eW(C)+ ^3>cW(c*)+etc.3,
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série qui sera d'autant plus convergente que la quantité i sera

plus petite.

A l'égard des coefficiens a, j3, y, etc., il est facile de les déter

miner en résolvant les puissances de cos u en cosinus d'angles

multiples de «, par le moyen de l'expression exponentielle imagi

naire de cos u (art. 22, Parti™); et comme les cosinus ont pour fonc

tions primitives les sinus correspondans, lesquels deviennent nuls

aux deux extrémités où m=o et «= 2tt, il s'ensuit qu'il ne restera

que les termes indépendans de u , multipliés par art , où il est facile

de voir que ces termes ne sont que les coefficiens du terme moyeu

du binome , élevé à la seconde, à la quatrième , à la sixième, etc,

puissance , divisé par la même puissance de 2. Ainsi on aura

9 n 4-3 . 6.5.4



TROISIÈME PARTIE.

APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS A LA MÉCANIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

De l'objet de la mécanique. Du mouvement uniforme et du

mouvement uniformément accéléré. Du mouvement rectiligiie

en général. Relation entre l'espace t la vitesse et la force

accélératrice.

1 . Nous allons employer la théorie des fonctions dans la méca

nique. Ici les fonctions se rapportent essentiellement au temps ,

que nous désignerons toujours par t - et comme la positition d'un

point dans l'espace dépend de trois coordonnées rectangulaires

& •> J , z •> ces coordonnées , dans les problèmes de mécanique ,

seront censées être des fonctions de t. Ainsi, on peut regarder la

mécanique comme une géométrie à quatre dimensions, et l'analyse

mécanique comme une extension de l'analyse géométrique.

Considérons d'abord le mouvement rectiligne , et supposons que x

soit l'espace parcouru pendant le temps t, on aura x = ft, et la

fonction fit devra être telle, qu'elle devienne nulle lorsque t=a.

La forme la plus simple de fit est évidemment at; ce qui donne

je = at, a étant une constante ; ainsi , dans le mouvement repré

senté par cette équation, les espaces parcourus sont toujours pro

portionnels aux temps écoulés depuis le cominencement du mou

vement; ce qui est la propriété du mouvement qu'on appelle

uniforme. La constante a , qui exprime le rapport de l'espace au
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temps , est la mesure de ce qu'on nomme la vitesse ; c'est le

seul élément qui entre dans cette espèce de mouvement, et par

lequel un mouvement uniforme diffère d'un autre mouvement

uniforme.

L'observation et l'expérience nous font voir qu'un corps mis en

mouvement d'une manière quelconque , si on écarte toutes les

causes d'altération qui peuvent agir sur lui , continue à se mou

voir de lui-même d'un mouvement rectiligne et uniforme; d'où il

suit que la vitesse une fois imprimée , se conserve toujours la

même , et suivant la même direction : c'est en quoi consiste la

première loi du mouvement.

Si on représente le temps par l'abscisse , et l'espace parcouru par

l'ordonnée d'une ligne, il est clair que cette ligne sera pour le mou

vement uniforme une droite passant par l'origine des abscisses,

et que la tangente de l'angle qu'elle fait avec l'axe , sera la me

sure de la vitesse du mouvement.

2. La fonction de t la plus simple après at, est bt*; en prenant

cette expression pour fi , on aura une autre espèce de mouvement

rectiligne représenté par l'équation jc=bt*, dans laquelle les espaces

parcourus depuis l'origine du mouvement sont proportionnels aux

carrés de temps.

L'observation et l'expérience nous présentent aussi journellement

ce mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur , en

faisant abstraction de la résistance de l'air , et de toute autre cause

étrangère d'altération. La constante b , qui est le seul élément qui

entre dans la constitution de ce mouvement, est la même pour tous

les corps dans le même Ueu de la terre , et dépend de la force de

la gravité qui le produit et qui agit sans cesse de la même ma

nière sur le mobile. Ainsi , ce mouvement ne se continue qu'en

vertu de la force , qu'on peut regarder comme une cause exté

rieure agissant continuellement sur le corps , et dont le coefficient

b est la mesure.

Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus

grande raison que les temps , on le nomme mouvement accéléré,

et
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et en particulier, on appelle celui dont il s'agit , uniformément ac

céléré, par la raison que nous verrons dans un moment.

Si .on représente ici le temps par l'abscisse , et l'espace parcouru

par l'ordonnée d'une courbe , on voit que cette courbe sera une

parabole dont le paramètre sera £ , et dont l'axe principal sera

Taxe des ordonnées y.

Le mouvement le plus simple , après celui que nous venons

de considérer , serait celui où l'on aurait x= et3 ; mais la nature

ne nous offre aucun mouvement simple de cette espèce, et nous

ignorons ce que le coefficient c pourrait représenter , en le con

sidérant d'une manière absolue et indépendante des vitesses et des

forces. •

Ce sont là les mouvemens simples dont toutes les autres espèces

de mouvement peuvent être regardées comme composées ; et l'art

de la mécanique consiste dans cette composition et décomposition,

d'où résultent les rapports entre les temps, les espaces , les vitesses

et les forces.

3. Si Fon réunit les deux espèces de mouvement que nous

venons de considérer , on aura le mouvement représenté par

l'équation

x == at + bi* ,

qui sera par conséquent composé d'un mouvement uniforme et

d'un mouvement uniformément accéléré , et qui résultera de la réu

nion des deux causes qui peuvent produire chacun d'eux en parti

culier, c'est-à-dire, d'une vitesse proportionnelle à a, primitivement

imprimée , et d'une force accélératrice proportionnelle à b , agis

sant continuellement sur le mobile.

La nature nous offre aussi la composition de ces deux mouve

mens dans les corps pesans lancés verticalement de haut en bas,

ou de bas en haut , en faisant abstraction de la résistance de l'air,

et de toute autre cause étrangère. Dans les corps lancés verticale

ment de haut en bas , la force b agit dans la direction même du

mouvement, comme nous le supposons ; mais dans les corps lancés

verticalement de bas en haut , la force b agit en sens contraire ,

4o
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et devient par conséquent négative ; elle tend ainsi à retarder le

mouvement du corps , et s'appelle alorsforce retardatrice. Le mou

vement lui-même s'appelle, dans ce cas, uniformément retardé.

L'observation nous fait voir que, dans la composition de ces

deux mouvemens, chacun d'eux se conserve comme s'il était seul

dans le mobile , de manière que l'espace parcouru au bout d'un

temps quelconque , est exactement la somme ou la différence des

espaces que le mobile aurait parcourus séparément , en vertu des

deux causes qui produisent les deux mouvemens ; de sorte que

le résultat, c'est-à-dire l'espace parcouru , est le même que si les

deux mouvemens avaient lieu séparément et successivement.

4. Considérons maintenant un mouvement rectiligne quelconque

représenté par l'équation jc=Ù , ft étant une fonction quelconque

de t. Au bout du temps t, le mobile aura parcouru l'espace ft ; et au

bout du temps t+ 9 , il aura parcouru l'espace f (t + 9 ) ; par consé

quent, la différence f(<-f- 6)— fit sera l'espace parcouru pendant le

temps 9, quia commencé à l'instant où le temps t a fini. La fonction

f[ f-f-6) étant développée suivant les puissances de 9 , devient

fc+8f'/ + * f"*+ete.,

comme on l'a vu dans la première Partie ; donc l'espace parcouru

durant le temps 9 , sera représenté par la formule

fif* + s-l f"t + iL + etc.,

1 a a. 3 * 7

dans laquelle le temps t écoulé avant le temps 9, est maintenant

regardé comme une constante. Ainsi , le mouvement par lequel

cet espace est parcouru, sera composé de différens mouvemens

partiels, dont les espaces répondant au temps 9 , seront Qî't ,

6* S3

-fi, —s £"'t , etc. ; et l'on voit que le premier de ces mouvemens

partiels sera uniforme avec une vitesse mesurée par f'*(art. a), et

que le second sera uniformément accéléré et dd à une force accé

lératrice proportionnelle à \ î"t (art. 3 ). A l'égard des autres , comme
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ils ne se rapportent à aucun mouvement simple connu , il ne sera

pas nécessaire de les considérer en particulier , et nous allons faire

voir qu'on peut en faire abstraction dans la détermination du mou

vement au commencement du temps 6.

En effet, si on développe la fonction f(«+S) par notre formule

générale de la première Partie, (articles 4to, 78), on aura

ft+0F, + £r,-f-ilf"'(*+A0),

X étant un coefficient inconnu , dont la valeur est nécessairement

comprise entre o et 1 ; de sorte que l'espace parcouru dans le

temps 9 , sera exprimé exactement par la formule

Les deux premiers termes représentent, comme l'on voit, le mou

vement composé d'uniforme et d'uniformément accéléré ; le troi

sième représente la totalité des autres mouvemens qui se com

binent avec celui-là , et qui empêchent le vrai mouvement d'être

un simple résultat de ces deux. Mais j'observe qu'on peut prendre 9

assez petit pour que le mouvement composé des deux termes

Of* — ft approche plus du véritable mouvement que ne

pourrait faire tout autre mouvement composé d'un mouvement

uniforme et d'un mouvement uniformément 'accéléré. Car la

différence des espaces parcourus pendant le temps 9, par le mou

vement composé dont il s'agit, et par§ le véritable mouvement,

sera exprimée par^ P" ( t -f> AÔ) ; mais l'espace parcouru par tout

autre mouvement composé d'un uniforme et d'un uniformément

accéléré , étant représenté par a9 + &6* ( art. 3 ) , la différence entre

cet espace et le véritable espace parcouru sera

fl(n_û)+e.(in-A) + ^f'"(«+Ae)j

et il est aisé de prouver par un raisonnement semblable à celui de

l'art. 3 de la seconde Partie , que tant que a et b diffèrent de î't etj f"<,
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on pourra toujours prendre 6 assez petit pour que cette dernière

difference surpasse la première , et que dès que cette condition

aura lieu pour une valeur de 0, elle aura lieu, à plus forte raison,

pour toutes les valeurs plus petites. Donc le terme 6P* exprime tout

.ce qu'il peut y avoir d'uniforme dans le mouvement proposé , con-

sidéré au commencement du temps 9, et le terme - F't exprime

de même tout ce qu'il peut y avoir dans ce mouvement d'uni

formément accéléré.

On peut conclure de là que tout mouvement rectiligne , repré

senté par l'équation x = ù , peut , dans un instant quelconque au

bout du temps t , être regardé comme composé d'un mouvement

uniforme dù à une vitesse imprimée au mobile , mesurée par f't ,

et d'un mouvement uniformément accéléré dù à une force accélé

ratrice agissant sur le mobile et proportionnelle à i V't , ou sim

plement à VU ; que par conséquent, si les causes qui empêchent le

mouvement proposé d'être uniforme , venaient à cesser tout-à-coup,

le mouvement se continuerait, dés cet instant, d'une manière uni

forme avec une vitesse mesurée par ft ; et que si l'effet de ces

causes, au lieu de devenir nul , devenait constant, le mouvement

deviendrait composé du mouvement uniforme dont nous venons

de parler, et d'un mouvement uniformément accéléré, commençant

au même instant , en vertu d'une force accélératrice constante et

proportionnelle à ï"t.

Plusieurs phénomènes de la nature , et surtout les résultats des

différentes expériences qu'on a imaginées sur la chute des corps ,

confirment pleinement la conclusion que nous venons de trouver ,

et qui doit être regardée comme le principe fondamental de toute la

théorie du mouvement. . .

5. Donc, en général, dans tout mouvement rectiligne dans lequel

l'espace parcouru est une fonction donnée du temps écoulé, la

fonction prime de cette fonction représentera la vitesse , et la

fonction seconde représentera la force accélératrice dans un ins

tant quelconque; car, comme les temps, les espaces, les vitesses

et les forces sont des choses hétérogènes qu'on ne peut comparer
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fensemble qu'après les avoir réduites en nombres , en les rapportant

chacune à une unité déterminée dans son espèce , nous pouvons ,

pour plus de simplicité , exprimer immédiatement la vitesse et la

force par les fonctions primes et secondes , comme nous exprimons

l'espace par la fonction primitive. D'où l'on voit que les fonctions

primes et secondes se présentent naturellement dans la mécanique ,

où elles ont une valeur et une signification déterminées ; c'est ce qui

a porté Nnvton à établir le calcul des fluxions sur la considération

du mouvement. Ainsi, l'espace , la vitesse et la force étant regardés

comme des fonctions du temps, sont représentés respectivement

par la fonction primitive , par sa fonction prime et par sa fonctiori

seconde ; de manière que connaissant l'expression de l'espace par

le temps, on aura tout de suite celles de la vitesse et de la force

par l'analyse directe des fonctions ; mais si on ne connait que la

vitesse ou la force par le temps, il faudra alors remonter aux

équations primitives par les règles de l'analyse inverse.

Ces notions de la vitesse et de la force accélératrice sont , comme

l'on voit, très-simples, et indépendantes de toute métaphysique.

Elles sont fondées sur la nature du mouvement regardé comme

le transport d'un corps d'un lieu à un autre. Si un corps demeure

en repos , sa vitesse est évidemment nulle ; mais il peut éprouver

l'action d'une force accélératrice qui, étant arrêtée par quelque

obstacle , ne produit qu'une tendance au mouvement. Cette force

est alors ce qu'on appelle pression ouforce morte, et peut être com

parée à l'action qu'un corps pesant exerce sur l'obstacle qui l'em

pêche de tomber.

6. Désignons par x l'espace parcouru durant le temps t , en regar

dant x comme fonction de t , on aura , suivant la notation employée

jusqu'ici, x' pour la vitesse au bout de ce temps, et x" pour la

force accélératrice dans le même instant ; d'où l'on voit que si la

loi du mouvement est donnée par une relation entre le temps ,

l'espace , la vitesse et la force , on aura une équation du second

ordre entre t , x,x', x", d'où il faudra tirer l'équation primitive en

t, en x par les règles de l'analyse inverse des fonctions, et on dé

terminera les deux constantes arbitraires qui entreront dans cette
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équation , parles valeurs données de x et x' dans un instant donné,

c'est-à-dire, par l'espace et la vitesse , qu'on suppose connus dans

cet instant.

Dans le mouvement uniforme représenté par l'équation x= at ,

on aura donc

x'= a , x" = o ;

ainsi , le coefficient a , rapport de l'espace parcouru au temps ,

exprimera la vitesse , et la force accélératrice sera nulle. Dans

le mouvement uniformément accéléré et représenté par x bt't

on aura

x' = ibt et x"z=: 2b.

Donc , la vitesse dans un instant quelconque , est proportionnelle

au temps écoulé depuis l'origine du mouvement. Le rapport entre

la vitesse et le temps exprime la force accélératrice , et est double

du rapport entre l'espace parcouru et le carré du temps. L'aug

mentation continuelle et uniforme de la vitesse dans cette espèce

de mouvement , lui a fait donner le nom de mouvement unifor

mément accéléré.

Ce qu'il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer

les forces accélératrices , c'est de prendre la force de la gravité

dans un lieu donné pour l'unité. Ainsi , on aura pour les corps

pesans ,

ai = i et b = - ;
a

donc

1*
x = - , X1 z=.t — \/ix\

de sorte qu'on peut déterminer la vitesse par la racine carrée du

double de la hauteur d'où un corps pesant doit tomber pour

acquérir cette vitesse. Par conséquent , si on veut prendre une

vitesse donnée pour l'unité des vitesses, il faudra alors prendre

pour l'unité des espaces le double de la hauteur nécessaire pour

la produire.
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CHAPITRE IL

De la composition des mouvemens , et en particulier de celle

de trois mouvemens uniformes. De la composition et décom

position des vitesses et des forces. De la trajectoire des pro

jectiles dans le vide. . . . . j.■ < i-

7. Nous venons d'examiner la nature et les propriétés du mou

vement rectiligne ; le mouvement curviligne se réduit naturellement

à deux ou trois mouvemens rectilignes, suivant que la courbe

décrite par le mobile est à simple ou à double courbure. En effet,

en rapportant cette courbe à deux ou trois coordonnées rectan

gulaires x , y , z , il est clair que la détermination du point de la

courbe où le mobile se trouvera à chaque instant, dépendra de

la valeur de ces coordonnées au même instant, de sorte que

chacune de ces coordonnées sera une fonction donnée du temps ,

et pourra représenter l'espace rectiligne parcouru par un mobile

qui serait la projection du vrai mobile sur chacun des trois axes

des mêmes coordonnées.

Ainsi, si le mouvement se fait dans un plan, il pourra être

représenté par les deux équations

x = ù, y =Ff,

d'où éliminant t , on aura en x ëiy l'équation de la ligne parcou

rue par le mobile. Si le mouvement se fait dans des plans diflé-

rens , il sera représenté alors par les trois équations

x = Ù , y = Ft, z= <pt,

d'où éliminant t , on aura deux équations en x , y , z , qui déter

mineront la ligne à double courbure décrite par le corps.
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Supposons d'abord que les trois mouvemens relatifs aux axes des

x ,y, z soient uniformes, on aura

X— at, j — bt, z — et,

a, b, c étant les vitesses de ces mouvemens. Eliminant / , on

aura

bx . ex

y— — et z = — ,

deux équations qui appartiennent à une ligne droite passant par

l'origine des coordonnées, et dont les projections sur les plans

des x,y, et des x, z font, avec l'axe des. a:, des angles dont j

et - sont les tangentes. La partie de cette droite qui répond aux

coordonnées x, y, z, sera donc

ce sera l'espace décrit pendant le temps t, en vertu des trois

mouvemens uniformes. Ce mouvement composé sera donc aussi

rectiligne et uniforme, avec une vitesse égale à \/(a* -f-^-f-c*). A

l'égard de sa direction , il est plus simple de la rapporter aux trois

axes des coordonnées x , y , z , et il est visible que , puisque at ,

ht, et sont les projections de la ligne ^(a'+^'+c^sur les trois

axes , les rapports v^+b^'c>y v^+b>+èy y{a*+b*+c^ sexoxfi

les cosinus des angles que cette direction fait avec les mêmes

axes. La somme des carrés de ces cosinus est , comme l'on

voit , égale à l'unité , ce qui est la propriété connue des angles

qu'une même droite fait avec deux autres droites perpendiculaires

entre elles.

T «

8. Nommons A la vitesse du mouvement composé, et a , /3, y

Jes angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois

axes, on aura

et.. .
" a ' . b ' ' n c ••

— == COS CL , — = COS fi , =; cos y,

d'où
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d'où l'on tire

a =A cos a, £=rAcos/3, c=Acosj/.

. 4
On voit par là comment la vitesse A d'un mouvement uni-'1

forme , suivant une direction donnée , peut se décomposer dans

trois vitesses a, b, c suivant des directions perpendiculaires

entre elles.

Si donc un corps avait à la fois deux vitesses A et B suivant des

directions données , faisant , avec trois axes perpendiculaires entre

eux, les angles respectifs a, j3, y et A, ft, », il en résulterait ,

suivant ces mêmes axes , les vitesses composées

Acosa+BcosA, A cos/3+ Bcos/*, A cos y -f- B cos v ;

et ces vitesses donneraient une vitesse unique C , avec une direc

tion qui ferait, avec les mêmes axes, les angles 7r, p, er, de ma

nière que l'on aurait

C cos tt=A cos a + B cos A,

C cos p = A cos /3 -f- B cos /*,

C cos cr = A cos y -f- B cos y.

Comme les lignes A cos a, A cos /S, A cos y sont les projections

sur les trois axes de la ligne A prise sur la direction de la vitesse

A , et ainsi des autres quantités semblables , il est facile de conclure

des équations précédentes, que, si on place les deux lignes A et B

l'une au bout de l'autre, suivant leurs propres directions, la ligne

C joindra ces lignes , de sorte que A , B , C seront les trois côtés

d'un triangle ; et si , sur les deux lignes A et B partant d'un même

point, on construit un parallélogramme , la ligne C en sera la dia

gonale. De cette manière , la composition et décomposition des

vitesses se réduit à une considération géométrique très-simple ;

mais pour le calcul , il est plus simple encore de tout rapporter à

trois axes perpendiculaires entre eux par les formules précédentes ,

qu'on peut étendre à autant de vitesses qu'on aura à composer.

Nous remarquerons encore que si on nomme A l'angle des deux

lignes A et B partant d'un même point , le carré de la ligne qui les

il
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joindra , sera exprimé , comme l'on sait, par

A*— aAB cos A + B'.

"^D'un autre côté , en considérant les projections de ces lignes , il

est aisé de voir que ce même carré sera exprimé par

(A cos a —Bcos A)*-f-(A cos /3—B cos/tt)* -f- (Acosj/—Bcos v)*

= A*-\-B*— 2AB(cosacos A + cosjS cos/*+cos> cosv ),

d'où l'on tire , par la comparaison ,

cos A = cos a cos X + cos /3 cos fi -f- cos y cos v,

équation qui donne la relation entre l'angle A de deux lignes et les

angles a , fi , y et A, * que ces lignes font avec trois axes per

pendiculaires entre etfx. Cette relation est connue dans la trigono

métrie sphériquej mais comme nous aurons occasion d'en faire

usage dans la suite , nous avons été bien aises ' de la démontrer

par la méthode des projections.

9. La considération des mouvemens uniformes nous a donné la

composition et la décomposition des vitesses; celle des mouvemens

uniformément accélérés nous donnera de même la composition et la

décomposition des forces.

En effet , supposons que les trois mouvemens rectilignes sui

vant les axes des coordonnées x , y , z, soient uniformément

accélérés et produits par des forces accélératrices g , h , k , on

aura ( art. 6 ) •

L'élimination de t donne

 

ce qui fait voir que la ligne décrite en vertu de ces mouvemens ,

est aussi une droite passant par l'origine des coordonnées. La

partie de cette droite qui répond aux coordonnées x,j-, z sera

donc aussi

V( ** -h/'-r- **)*■ s «* VU*+^+ k') ;
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ce sera l'espace parcouru par le mouvement composé , pendant le

temps t ; d'où l'on voit que ce mouvement sera aussi uniformement

accéléré , et dû à une force accélératrice égale à ^(g*+h*-\- k*),

Et comme les lignes { gi*, | hi% 7 h* sont les projections de la ligne

î t* sur les trois axes, les rapports ^^^rp^t

^q^+F)' j/^+TF+iF) seront les cosinus des angles que la

direction du mouvement composé fera avec les mêmes axes.

On voit par là que la composition des mouvemens uniformé

ment accélérés , suit les mêmes règles que celle des mouvemens

uniformes , et que par conséquent la composition et décomposi

tion des forces se fait de la même manière que celle des vitesses ;

de sorte que les formules trouvées dans l'article précédent, s'ap

pliqueront également aux forces accélératrices , en substituant sim

plement les forces aux vitesses.

Ainsi , si un mobile est sollicité à la fois par deux forces G et H ,

suivant des directions données , dont les angles avec trois axes

perpendiculaires entre eux , soient respectivement et , /3 , y et

A, /x, x, il en résultera, suivant les directions des trois axes, les

forces composées

G cos «. -f- H cos A , G cos j3 -f- H cos p , G cos y + H cos v ;

et si K est la force unique résultante de celle-ci, en nommant it\

p, <r les angles que sa direction fera avec les mêmes axes , on

aura les équations

K cos 7t = G cos a -f- H cos A,

K cos p = G cos /S -f- H cos A ,

K cos ff = G cos y H cos v.

Cette manière de considérer la composition des vitesses et celle

des forces comme des résultats de la composition des espaces

parcourus, me parait la plus naturelle. ; et elle a l'avantage de

faire voir clairement pourquoi la composition des forces suit né

cessairement les mêmes lois que celle des vitesses. Comme on

peut considérer les forces indépendamment du mouvement, on a



3*4 THÉORIE DES FONCTIONS.

cherché à déduire leur composition de principes purement géo

métriques ou analytiques; mais il ne serait pas impossible de

prouver que toutes les démonstrations qu'on a données de la

composition des forces ne sont que la composition des espaces,

déguisée ; il n'en faut peut être excepter que celles qui sont fon

dées sur l'équilibre du levier droit.

10. Si les mouvemens suivant les axes des coordonnées, étaient

composés d'uniformes et d'uniformément accélérés, de manière

que l'on eût

X = al+'igt\ yz=.bt + ±hr, z=cct + \ kl%

alors la ligne décrite en vertu de ces mouvemens , ne serait plu*

droite , elle serait seulement dans un même plan passant par l'ori

gine des coordonnées; car en éliminant t et t* des trois équations,

on aurait une équation de la forme

Ix ~\~ mj -+- nz = o.

Mais on peut composer à part les trois mouvemens uniformes et

les trois mouvemens uniformément accélérés; et il en résultera

un mouvement composé d'un simple mouvement uniforme suivant

une direction donnée , et d'un simple mouvement uniformément

accéléré suivant une autre direction donnée.

La nature nous présente aussi la combinaison de ces mouve

mens dans les projectiles lancés obliquement à l'horizon , en fai

sant abstraction de la résistance de l'air. Le mouvement uniforme,

effet de la vitesse imprimée , se continue en ligne droite , comme

s'il était seul ; et le mouvement uniformément accéléré , effet de

la gravité du corps , se continue aussi verticalement de haut en

bas , comme s'il était unique dans le mobile , de manière qu'au bout

d'un temps quelconque, le corps se trouve au même point où

il serait si ces deux mouvemens s'effectuaient successivement et

indépendamment l'un de l'autre ; et à chaque instant, le corps a

à la fois la vitesse du mouvement uniforme et la vitesse du mou

vement uniformément accéléré , et de ces deux vitesses suivant

des directions différentes , se compose la vitesse du projectile.
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Soit H la hauteur d'où il faudrait qu'un corps tombât pour ac

quérir la vitesse avec laquelle le projectile est lancé obliquement

à l'horizon ; cette vitesse sera exprimée par i/2H, en prenant la

force accélératrice de la gravité pour l'.unité ( art. 6 ). De là , en

prenant les abscisses x horizontales et dans le plan de la ligne de

projection, et les ordonnées y verticales et dirigées de haut en

bas , et nommant et l'inclinaison de la ligne de projection avec

l'horizontale x on aura s/aHXcos* et V2HX sinat pour les vi

tesses l'horizontale et verticale : donc , les expressions de x et y

deviendront

x— fy/aHcos et et _y= <y/2H sin et —

parce que la direction de la gravité étant contraire à celle des

ordonnées y , le terme \ ? , dû à l'accélération de la gravité r

doit être pris négativement. En éliminant t de ces équations , on

aura

a*
r — x tang a. — — • ,

équation à une parabole , d'où l'on pourra déduire les propriétés

connues de la trajectoire des projectiles dans le vide; mais c©

n'est pas ici le lieu d'entrer dans ce détail.
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CHAPITRE m.

Du mouvement curviligne. Des vitesses et des forces dans ces

mouvemens. Équations générales du mouvement d'un corps

sollicité par des forces quelconques. De la manière d'éli

miner le temps dans ces équations pour trouver la courbe

décrite par le corps.

u. Considérons maintenant un mouvement quelconque, et

supposons que les coordonnées x , y , z de la courbe décrite par

le mobile , soient des fonctions données du temps t. Dans un instant

quelconque , au bout du temps t , le corps aura , suivant la direc

tion de l'axe des x, la vitesse x' et la force accélératrice x"

( art. 6 ) ; il aura pareillement , suivant la direction de l'axe des

y , la vitessef et la force accélératrice^-"; et suivant la direction de

l'axe des z , la vitesse z' et la force accélératrice z". Donc , les trois

vitesses x',j', z' donneront la vitesse composée v/(x'*-\-y*-\-z'*),

que nous appellerons u , dont la direction fera , avec les trois

axes, des angles dont les cosinus seront ^, y—, ^; de sorte que,

nommant a , /3 , y ces angles ,• on aura (art. 8)

x' — u cos a , j'z=u cos /3 , z'= u cos y.

Nous remarquerons d'abord ici que l'expression de la vitesse u

du mobile , est la même que celle de la fonction prime de l'arc de

la courbe parcourue (art. 37, deuxième Partie); de sorte que

nommant, en général, s l'espace curviligne parcouru par le corps,

et le regardant comme une fonction du temps, on aura s' pour

vitesse réelle du mobile, comme si le mouvement était rectiligne.
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Nous remarquerons ensuite que la direction de cette vitesse sera

la même que celle de la tangente de la courbe; car , par les for

mules de l'article 33 delà deuxième Partie, on voit que y et z'

sont les tangentes des angles que la tangente de la courbe projetée

sur le plan des x et y et sur celui des x et z, fait avec l'axe des

x; mais comme, dans ces formules,^ et z sont supposées fonc

tions de x, pour les appliquer au cas où l'on suppose z fonc

tion d'une troisième variable t, il faudra, suivant la remarque de

l'article 5o de la première Partie , substituer y— et ^ à la place de

y et z', de sorte que les tangentes des angles dont il s'agit seront

v' a' "
exprimées par ^ et ^ : ces angles seront donc les mêmes que ceux

des projections sur les mêmes plans de la ligne qui serait décrite

par la vitesse composée de trois vitesses x\ y, z' ( art. 7 ) ; par

conséquent, cette ligne coïncidera avec la tangente de la courbe.

De là, il suit que si les causes qui empêchent le mouvement d'être

rectiligne et uniforme , venaient à cesser subitement dans un

instant quelconque , le mobile continuerait son mouvement par

la tangente , avec une vitesse égale à la fonction prime de l'arc

décrit.

Suivant le calcul différentiel, les fonctions primes x', y, z' sont

représentées par 37 » 37 > ^ > et ^cs fonctions secondes x", y", z"

d*X d'y d'z x 7 .
ParrfF"' 3^~> dF ' en Prenant dt constant.

îa. Les trois forces accélératrices x",y", z" donneront de même

(art. 9) une force unique exprimée par \/(x"*-\-y'*+z"* ) t

que nous appellerons P, et dont la direction fera , avec les trois

axes des coordonnées x, y, z, des angles dont les cosinus seront

— , p-; de sorte que , nommant A, /*, v ces angles, on aura

x"=z P cos X , y"= P cos fi , a" = P cos v.

Ainsi , connaissant la loi du mouvement du corps , c'est-à-dire , ,

les valeurs de x ,y , z en t , on pourra trouver , par ces équations ,
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la force accélératrice et sa direction à chaque instant ; et récipro

quement, connaissant la force P avec les angles A, /i, on aura

trois équations du second ordre qui serviront à déterminer x , y

et a en /. Les problèmes de la première espèce ne dépendent que

de l'analyse directe des fonctions , et sont , par conséquent , tou

jours résolubles ; ceux de la seconde espèce dépendent de l'ana

lyse inverse des fonctions , et sont sujets à toutes les difficultés de

cette analyse.

Si le mobile était sollicité à la fois par deux forces accélératrices

P et Q suivant des directions faisant, avec les axes des x,jr, 3,

des angles X, /*, v pour la force P, et w, p, er pour la force Q,

on aurait , par les formules des articles cités ,

x" — P cos X -f- Q cos T ,

y = P cos /j. -+- Q cos p ,

z" =; P cos * -f- Q cos <r ;

et ainsi de suite , pour tel nombre de forces qu'on voudra.

i5. Supposons que les directions des forces P, Q fassent, avec

la tangente de la courbe , les angles A , r, puisque, dans les formules

de l'article ii , les angles a, /3 , y sont les mêmes que ceux de la

tangente avec les trois axes, on aura, par la formule trouvée à la

fin de l'article 8,

cos A = cos a cosA + cos /3 cos/a+cos^ cos?,

et de même ,

COSTzs COS * COS TT-f- cos /3 cos p+ cos y cosc\

Donc , multipliant les trois dernières équations de l'article précédent

par cos a, cos /3, cos y, et les ajoutant ensemble, on aura

x" cos et -f-y cos /3 4- z" cos y = P cos A+ Q cos r.

Substituant pour cos a j cos |S , cos y leurs valeurs — , * , —

(art.
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afr" 4- v'v" 4- z'z"
(art. 11), et remarquant que t ^JTj^yJ!^. est la fonction prime

de v/(^'•+7'•+z'ï) , c'est-à-dire, de s', que par conséquent cette

quantité est égale à s", on aura l'équation

*" = Pcos A-f-Qcos r,

qui est, comme l'on voit, semblable aux équations du mouvement

rectiligne suivant les trois axes.

Cette équation sert à déterminer directement la vitesse réelle du

corps qui est exprimée par s' ; et l'on voit que les forces perpen

diculaires à la tangente , n'influent en rien sur la vitesse , puis

que les angles A , r étant alors droits, leurs cosinus sont nuls,

ce qui détruit les termes dus à ces forces dans l'expression de s".

D'où l'on peut conclure, en général, que lorsqu'un corps est con

traint de se mouvoir dans un canal d'une figure donnée, comme

l'action des parois du canal sur le corps ne peut s'exercer que

perpendiculairement au canal même, la vitesse du corps ne sera

nullement altérée par cette action. Au contraire, les forces qui

agissent suivant la tangente, produisent sur lu vitesse leur plein et

entier effet , comme si le mouvement du corps était rectiligne ,

puisque les angles A, r devenant nuls par ces forces, leurs cosi

nus sont égaux à l'unité.

i4. La gravité et toutes les forces d'attraction connues agissent

également sur toutes les parties matérielles des corps , et produisent

le même mouvement , abstraction faite de l'inégalité des forces ,

à raison des distances ; de sorte que l'effet de l'action de ces forces

est indépendant de la masse du corps mu, et est le même par

rapport à la vitesse imprimée , que si la masse était réduite à un

point. Dans les attractions réciproques des corps , la force d'attrac

tion est proportionnelle à Ja masse du corps attirant , parce que

chacune de ses particules attire également; par conséquent, le

mouvement absolu imprimé au corps attiré, est simplement pro

portionnel à la masse du corps attirant.

Il n'en est pas de même des forces qui ne pénètrent point dans

l'intérieur des corps , et qui n'agissent qu'à l'extérieur , comme

/

4a
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l'action des ressorts, celle de la résistance des fluides, les forces

produites par la pression , par la tension des fils, etc. Il est clair

.que ces forces ne peuvent produire le même effet sur différens

corps, à moins qu'elles ne soient proportionnelles à leurs masses;

car si une force double , par exemple, agit sur un corps de masse

double, c'est la même ebose que si deux forces simples agissent

séparément sur doux masses simples ; il est clair aussi que l'effet

produit sur une même masse ou des masses égales , par différentes

forces , -c'est-à-dire , le mouvement ou la vitesse imprimée doit être

.proportionnelle aux forces; ainsi, si une force F agissant sur une

.masse M, y imprime la vitesse V, une force «F agissant sur la

masse mM , y imprimera la même vitesse V; mais la force tkF

agissant sur la masse M, lui imprimera la vitesse ntV : donc la

jnême force wF imprimera à la masse mM la vitesse V, et à la

.masse M la vitesse mV : d'où il suit que les vitesses imprimées

par une même force à des masses différentes , sont en raison in

verse des masses. Donc , en général , l'effet d'une force donnée sur

une masse donnée , est en raison directe de la force et en raison

inverse de la masse , ou comme la force divisée par la masse.

Ce principe est confirmé par l'expérience ; car un ressort placé

.entre deux corps , et agissant également sur l'un et sur l'autre ,

leur imprime des vitesses en raison inverse de leurs masses.

Lorsque deux corps durs mus sur la même ligne en sens opposés,

viennent à se eboquer avec des vitesses en raison inverse de leurs

masses, ils s'arrêtent après le choc, par la destruction réciproque

de leur mouvement ; et s'ils sont parfaitement élastiques , ils sont

réfléchis en arrière , chacun avec la même vitesse qu'il avait avant

le choc.

Dans les corps pesans , comme la gravité agit également sur

toutes les parties de la masse du corps, son action absolue est

proportionnelle à la masse ; doncy divisant cette action par la masse,

l'effet de la pesanteur pour imprimer du mouvement aux corps ,

devient indépendant de leur masse , et est le même pour tous les

corps. Mais si deux corps pesans se tiennent par un fil passant, sur

une poulie, comme les forces qui résultent de leur pesanteur , 'et
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qui sont proportionnelles aux masses , tirent le fil en sens con

traire, il n'y a que la différence de ces forces qui puisse leuf

imprimer du mouvement ; et comme les deux corps doivent sé

mouvoir conjointement et parcourir le même espace vertical dans

le même temps , la masse totale à mouvoir est la somme des

masses; ainsi, Faction de la gravité pour mouvoir ces corps, se

trouve diminuée en raison de la différence des masses à leur

somme; par conséquent , les espaces parcourus au bout d'un temps

quelconque , seront à ceux d'un corps pesant qui tombe libre

ment, dans la même raison. C'est ce que l'expérience confirme

dans la machine inventée par Atwood pour démontrer les lois de

l'accélération des grave».

i5. Il résulte du principe que nous venons d'exposer , que les

forces accélératrices d'un corps doivent être estimées parles valeurs

absolues des forces qui agissent sur le corps , divisées par la masse

même du corps. Ainsi, si P, Q, etc. expriment les valeurs abso

lues des forces qui agissent sur un corps dont la masse est M,

suivant des directions qui fassent, avec les axes des coordon

nées z, les angles X,/*, v pour la forcé P, les angles ir ,

p, cr pour la force Q, et ainsi des autres, il faudra, dans les for-

P O

mules de l'article ra , mettre partout ^» etc., à la place de

P, Q, etc., ou, ce qui reviendra au même, multiplier par M les

quantités cd\ j", z". De cette manière , on aura donc pour les

équations du mouvement du corps M, sollicité par les forces. ou

puissances quelconques P, Q,etc. , les équations

Mx"= P cos A + Q cos 7T + etc. ,

Mj-" = P cos/t* 4- Q cos p -f- etc. ,

Mz" = P cos v -f- Q cos <r -+- etc.

Lorsque des corps s'attirent mutuellement, comme l'attraction

est censée venir de toutes les parties de la masse attirante et agir

sur toutes les parties de la masse attirée , il s'ensuit que la valeur

absolue dela force d'attraction entre deux corps, dok être propor

tionnelle au produit de leurs masses.
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i6. Dans ces équations , les coordonnées x, y, a sont regardées

comme des fonctions du temps t. Pour avoir les équations mêmes

de la courbe décrite par le corps , il faudra éliminer le temps , et

réduire les coordonnées^ et z à de simples fonctions de x. Voici

l'esprit et le fondement de cette réduction :

En regardant les quantités x , y, z comme fonction de t , lors-:

que t devient / -H 9 , ces quantités deviennent

x -f- 9x' -f- £ x"+ ^ x'", etc. ,

7+ + 7/' + ^'", etc.,

par les principes établis dans la première Partie sur le développe

ment des fonctions.

En regardant, d'un autre côté,^ et z comme fonctions de x,

lorsque x devient x -+- i, ces mêmes quantités deviennent

•• 7+'(/)+H(yo+o(y")-fetc., .

' z+t(2i')+i*(a")+_^(2-)+etc.. .".

Je renferme ici les quantitésy, y, etc., z', z", etc. entre des paren

thèses, pour les distinguer des mêmes quantités relatives à la pre

mière hypothèse.

Donc si on fait

i = fl^ -f- 7*" + ~ x'"+ etc. ,

il faudra que l'on ait, quel que soit 0, l'équation

? (jrO + ; (/')+0 Cr"0+ etc. = 9y + ?ly4-^+ etc. ,

et de même,

» ( <0+ ~ A («'") + etc. , = 6S' H- 1 f+JJ *-tf. etc.
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Substituant la valeur de i, et comparant les termes affectés de la

même puissance de 6 , la première équation donnera

y = (S)x>, /' = (/)*''+(/')*'*,

y = (y.) y>+ 3 (y) afW'n- (y) *'»5

et ainsi de suite. D'où l'on tire , ... - ..

» f,riu/- r rr>/N— y'-.c/)^— v' y'*' • »... ».'

w ;— x' 5 \j j — x<s — x'' x'i *

et ainsi de suite. Et Ton aura, par la seconde équation, des

formules semblables pour'(z'), (3")> etc.'5,' eh changeant1Seulement

la lettre y en z.

Ces formules s'accordent avec celles que nous avons trouvées ,

d'une autre manière, dans la première Partie, (artj 5o) car on

voit que . • ' ,: ' t ' """ . 1 '

Cy>*}' (y')=^-,etc. .»; . ..
•_ .. ... •,•.1 ••. . ' :.!•!> lijli il»p .<">i'!l : "»j I

1 1 L'analyse précédente est plus directe , et • résulte des premiers

principes de la chose ; mais celle de l'endroit cité a l'avantage do

faire voir la loi de la progression , car elle donne immédiatement

et ainsi de suite, en désignant par un .trait appliqué aux paren

thèses carrées , la fonction prime de la quantité renfermée entre les

parenthèses. , : . -'r uj \ . ri<<'

Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les équa

tions qui contiennent les fonctions dérivées x', x", etc. ,y,y, etc. ,

z', z", etc. , relativement à t , en d'autres équations où il n'y ait

que les fonctions dérivées (y), (y") , etc. , (z') , (z") /etc., re

lativement à 3Çy
• 1
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■• ■ j! »i

chapitre; ït. i. 1

De la question où il s'agit de trouver la résistance que le

milieu doit opposer paut que le projectile décrive une courbe

donnée. Analyse de la solution que Newton a donnée de

ce problème dans là première édition de ses Principes.

Source de l'erreur de cette solution. Distinction entre Iq

méùiode des sérfejs et celle des foncions dérivées, ou du

calcul différentiel.

i . uni, ' '< '■"

17. ioûr montrer l'usage des formulés que noas venons de

donner , supposons qu'on demande la résistance du milieu , en

vertu de laquelle un corps pesant lancé dans ce milieu , décrirait

une courbe doanéeç .On regardera la résisjanèe comme une force

retardatrice qui agit dans la direction même du corps , c'est-à-

dire , dans celle de la tangente de la courbe ; ainsi , en nommant

r la résistance , c'est-à-dire , l'action du milieu résistarit sur k

surface dii corps , divisée par la masse même du corps , on aura

— r cos et , — r cos )S , — r cos y pour les forces accélératrices qui

en résultent suivant les directions des axes des x,y^ i,lcs angles

a, /3, y étant ceux de la tangente avec ces axes. De plus, si on

nomme g la force accélératrice de la gravité , et qu'on prenne

les coordonnées y verticales et dirigées de bas en haut , on aura

— g pour la force accélératrice provenant de la gravité suivant

tes coordonnées y\

Donc , les équations du mouvement seront

x"z=— rcos * t /p=—g — r cos fi , z"=— r cos y 5

/ 1 1

substituant pour cos a , cos /3 , cos y , leurs valeurs — , £ f -

(art. 11), ou «, vitesse du corps, est = = l/( s'*) ,
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on aiufa celle-ci nr:>'

-• u ' • u ' u

Là première et là dernière dpnnent

^ , r . : I . _ '-'ii
Ja' lttU' - - \ ' ' m * C ' _ " V /' '

d'où l'on tire , en prenant les fonctions primitives ,

. !_'•;' } : *=*mx -f-n, .. - -| O'v

metn étant des constantes arbitraires. Cette équation étant celle

d'un plan vertical, fait voir que la courbe est nécessairement toute

dans ce plan : ainsi, en prenaut l'axe des x dans ce même plan ,

on aura z = o et z' =o, et les équations de la courbe se réduiront

aux deux premières. Mais comme dans ces équations les variables

x,y sont supposées fonctions du temps , et que pour avoir l'équa

tion de la courbe , on doit regarder y comme fonction de x • il

faudra chercher ses fonctions dérivées dans cette hypothèse par

les formules de l'article précédent.

Supposons, pour abréger , £ = q , on aura , M f

qx', f.——g—qf\
I

substituant ces valeurs dans l'expression de (y") de l'article i6\f

on aura

[. •)•• .. ' . = ~- ^ '. -' :

ainsi la valeur de q dépend de (f")- Or on a, par le même

article , «"V1" \ * , . 'i-" ' u"' «

r v""i — f- _ ? tr')*' .

mais connaissant les valeurs de x" et y", il n'y aura qu'à prendre

leurs fonctions primes pour avoir celles de. .r'" et^'"j et l'on trou

vera , en désignant par q' la fonction prime de q , . ,

Xm=.—qx" —q'x' = ( q*— q' ) x',

ym~-qS"-qy-qg+(f-q')y.
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Par ces substitutions, les deux premiers termes de la valeur de (y)

donneront et le terme —Z-yJt — donnera ^-j de sorte qu'on

aura (/") = — ^jf. Or q étant = *— on fera cette substi-

tution, et on en chassera x' ety au moyen des équations (/' )

et (y ) =— 4; , lesquelles donneront .
x . .01 :> > •. >. )i ;• .:. . t" . ri:;

on aura ainsi

' . "
> " ' -

Comme les fonctions dérivées 0"), (j"), (y'") se rapportent

maintenant à la variable x , nous pouvons les représenter sim

plement par y, j", y" ; on aura donc

r _ y" !/(! + /•)

.g ay "

Or , la courbe étant donnée , on a/ en fonction de x : de là ,

on tirera les fonctions dérivées y', y, y" ; et la formule précé

dente donnera , pour chaque point de la courbe, le rapport de k

résistance à la gravité.

La vitesse u sera

= = x' v\> -f- (/• )]= v"X-tyf^ r... • .

c'est-à-dire , en changeant (y) eny,

Pour traduire ces formules en calcul différentiel, il faudra

changery en ety en en prenant ctr constant parce

que ces fonctions dérivées sont ici relatives à la variable x.

Si
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Si on suppose la résistance proportionnelle au carré de la vitesse

et à la densité du milieu , alors nommant A cette densité dans un

lieu quelconque , on aura r=mu*A , m étant un coefficient cons

tant ; donc , substituant la valeur de u ,

-y '

et mettant cette valeur dans l'équation ci-dessus, elle deviendra

y»

par où l'on déterminera la densité du milieu nécessaire pour faire

décrire la courbe donnée. Réciproquement , cette équation servira

à déterminer la courbe , lorsque la densité du milieu sera donnée.

Pour les projectiles lancés dans l'air, on peut supposer la densité du

milieu constante; ainsi faisant, pour plus de simplicité, smA= j ,

l*équation de la courbe sera

5 étant l'arc de la courbe; d'où l'on tire, en prenant les fonctions

primitives,

y = A**'.

A étant une constante arbitraire : c'est la forme la plus simple

sous laquelle puisse être mise l'équation de cette courbe. On peut

tirer de ces équations les différentes approximations qui ont été

données jusqu'ici pour la détermination de la courbe décrite par

les boulets et les bombes ; mais les bornes de cet écrit nous em

pêchent d'entrer dans aucun détail sur ce sujet.

18. Nous remarquerons encore qu'on aurait pu déduire tout de

suite l'équation dela courbe, des équations du mouvement

43
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par l'élimination immédiate du temps t. En effet, x elj étant fonc

tions de t, on peut réciproquement regarderj et * comme fonctions

de x ; et par la règle donnée dans l'article 5o de la première Partie,

si on regarde, en général, x,y, t comme fonctions d'une autre va-

riable quelconque z , il faudra substituer j et y. à la place de x',y,

(£)' (f)'
et , , ■ à la place de x", f ; mais en prenant x pour

variable principale à la place de t , on fera x' = 1 ; et l'on aura

à substituer p et à la place de x' et et — p3 et.^-, — y.jr à la

place de x" et y.

Ees deux équations deviendront donc , à cause des/=v/(jc"+j '*),

d'où il faudra éliminer la fonction tf. Substituant, dans la seconde

équation la valeur de ys , tirée de la première , elle deviendra

divisant par y, et prenant de part et d'autre les fonctions primes,

on aura

t<3 — y- ,

valeur qui, étant substituée dans la première équation, donnera,

comme plus haut,

A l'égard de la vitesse m = $' = \Z(x'% +/'*), elle deviendra

■ (, ; et comme on vient de trouver t' = y/— J— , la vitesse

deviendra ^' j?~yr-~ , comme ci-dessus.

. Si la force de la gravité g était variable , alors la valeur de
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- qu'on vient de trouver ne serait plus exacte ; car en prenant

les fonctions primes de l'équation 4-* = — ^ , on aurait

 

et la substitution de cette valeur donnerait

r _ y v/TTy7"' . gVI+Z*

Cette manière d'éliminer le temps dans les équations du mou

vement, pour avoir l'équation de la courbe décrite , est analogue

à celle qu'on emploie dans le calcul différentiel ; mais l'analyse

de l'article i6, fondée sur le développement des fonctions, est, à

certains égards , plus directe ; elle nous sera d'ailleurs utile pour

découvrir, comme nous l'avons annoncé au commencement de

cet écrit, la véritable source de la méprise où Newton est

tombé dans la première édition des Principes , en résolvant le pro

blème dont nous venons de nous occuper.

Quoiqu'il puisse paraitre peu important de découvrir en quoi et

comment Newton a pu se tromper dans une solution qu'il a ensuite

lui-même abandonnée ; néanmoins , comme tout ce qui a rapport

à l'invention et aux premiers développemens de l'analyse infinité

simale, mérite l'attention de ceux qui s'intéressent à l'histoire des

sciences , j'ai cru qu'on me saurait gré de discuter de nouveau ce

sujet , comme un point qui n'a pas été assez éclairci , parce qu'il

tient à une distinction subtile entre la méthode différentielle et la

méthode des séries , que Newton a employée dans sa première

solution (Liv. II, Prop. X).

i9. Voici la construction qui sert de fondement à cette solution.

Le mobile étant parvenu à un point quelconque de la courbe ,

sans la résistance et la gravité il décrirait, dans un temps donné

très-petit, une partie très-petite de la tangente que nous désignerons

par a; soit y le petit espace que la gravité lui ferait décrire dans

le même temps perpendiculairement à l'horizon , et p le petit espace
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dont la résistance diminue l'espace a parcouru sur la tangente ;

il est clair que le rapport de p à y sera celui de la résistance

à la gravité. Ainsi, le corps, dans le temps qu'il aurait parcouru

sur la tangente l'espace ot— p , serait descendu verticalement de la

quantité y ; par conséquent y sera la flèche de l'arc a — p. Main

tenant , si on considère le corps comme partant du même point et

rebroussant chemin pour décrire en sens contraire le même arc

de courbe qu'il a parcouru , il faudra regarder la résistance comme

négative, et par conséquent comme une force qui accélère le mou

vement au lieu de le retarder. Le mobile décrira ainsi , dans le

même temps très-petit, l'espace a-f-p sur la même tangente dans

une direction contraire , et descendra verticalement par le même

espace y , en vertu de la gravité. Par conséquent y sera la flèche

de l'arc a-f-p , pris de l'autre côté du point de la courbe dont il

s'agit. Or, les flèches étant, pour les arcs infiniment petits, comme

les carrés des arcs ou des tangentes , la flèche de la portion p

de l'arc * -f- p sera y (*~ f) ; donc la différence des flèches pour

les arcs égaux a — p , pris de part et d'autre du point donné de

la courbe , sera

. . , («— rY-\ . 4«rf

Nommons cette différence «P, on aura

_J*vt _ _ r\ pt t <^Q + f )' _ f* .

à cause que la petite ligne p , parcourue d'un mouvement unifor-*

mément accéléré, est infiniment plus petite que la ligne a parcourue

dans le même temps d'un mouvement uniforme.

Tel est le raisonnement de Newton, présenté de la manière la

plus claire ; et le résultat que nous venons de trouver , s'accorde

avec celui du corollaire II du problème cité , où il est visible que

les lignes CF et FG sont ce que nous avons nommé a et y, et

que la différence FG — Kl est ce que nous avons nommé J\

Maintenant, en prenant les abscisses x horizontales et les or

données jr verticales et dirigées de bas en haut ; Ne%yion suppose
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que pour l'abscisse x + o , l'ordonnée exprimée en série , est

y •+- Q° — Ro*— So* — So3 -+- etc. , et il remarque que la partie

de la tangente qui répond à la partie o de l'axe, est ov/(i-f-Q*),

et que la flèche , c'est-à-dire, la partie de l'ordonnée comprise entre

la Courbe et la tangente, est Ro*rf- So3-{- etc. En faisant o négatif,

on aura la flèche qui répond à la même partie de la tangente ,

prise de l'autre côté du point de contact, et qui sera, par consé

quent, Ro*— So3-f- etc.; et la différence des deux flèches sera

2S03 — etc. Or , il est visible que les quantités oj/(i+Q'))

Ro* 4- So3 4- etc. et 2S03 — etc. répondent à celles que nous avons

nommées a, , y et <T; donc , la quantité ~, qui exprime le rapport

de la résistance à la gravité , deviendra , en divisant le haut et le

bas par o4,

2(R+So)' iÏÏ5 >

la quantité infiniment petite o s'évanouissant à côté de la quantité R,

C'est aussi le résultat trouvé par Newton dans l'exemple premier

du même problème.

Suivant notre notation , lorsque x devient x+ o , y devient

o* o3
y + oy'-\- — y" -f- ^-gy'-f-etc. ; donc, comparant avec la série

de Newton, on a

Q=y, R =-'-\ S= -24;

substituant ces valeurs dans la formule précédente, le rapport de

la résistance à la gravité deviendra —y ^pr^" ^> au ueu <lue

nous l'avons trouvé ci-dessus (art. i7), — ^J^l-^J-M. D'où

il suit que la solution de Newton est fautive.

Il est remarquable que si on substitue simplement y', y", y"',

ou 5r ' Pour Q> — ^ > —S, on a un résultat exact : c'est ce

qui a fait croire aux Bemoulli qui ont découvert les premiers l'erreur

de Newton, et à tous ceux qui en ont parlé depuis, que cette

erreur venait de ce que Newton avait pris les termes de la série
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Qo — Ro*— So5— etc., pour les différences premières, secondes

et troisièmes de l'ordonnée, tandis que ces termes ne sont égaux

ÎJu'à ces différences, divisées par i , 2,6, etc. Mais il est facile de

voir que la solution de Newton est indépendante de la considéra

tion de ces différences, et que la .substitution des termes Ro% So1

de la série dont il s'agit à la place des quantités p et - dans la

formule —, est légitime: ainsi l'erreur doit être dans cette for-

mule même qui donne le rapport de la résistance à la gravité;

et ce qui doit le prouver sans réplique , c'est que si la gravité

était variable, la même formule aurait encore lieu , puisque dans

les deux mouvemens direct et rétrograde , le corps est censé

descendre verticalement de la même ligne y. Ainsi dans ce cas ,

on devrait aussi avoir une solution exacte par la substitution de

y'i y"if'" a *a place de Q, — R, — S; ce qui n'est pas, comme

on le voit par la valeur de r- que nous avons trouvée pour ce

cas dans l'article précédent.

20. Pour découvrir la source de l'erreur, nous allons réduire

la solution de Newton en analyse. En nommant u la vitesse dans

un point de la courbe, uG est l'espace que le mobile parcourrait

dans la tangente pendant le temps 0 , sans la gravité et la résis

tance. Nommant g la force absolue de la gravité, et r celle de la

résistance , — et — seront les espaces parcourus en vertu de ces

forces regardées comme constantes pendant le temps 0 supposé

très-petit. Ainsi, le corps aura parcouru, suivant la- tangente,

l'espace u8— —, et suivant l'ordonnée verticale^, l'espace^-,

lequel représente la flèche qui répond à la tangente u8

Supposons maintenant, comme Newton, que le mobile rebrousse

chemin avec la même vitesse u et sur la même tangente ; dans

le temps T, il décrirait l'espace uï -f- — , parce que la résistance

doit être prise en sens contraire ; c'est l'espace pris négativement
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qui répond au temps 6=r—T; et la flèche correspondante serait

5— ; et si on yeut que les deux espaces décrits de part et d'autre

soient égaux, comme Newton le suppose, on aura l'équation

= «1-1 ;
a ' a '

d'où l'on tire, aux ô3 près ,

substituant cette valeur dans la "flèche , elle devient^- —
u 7 a ii

et la différence des deux flèches sera «— ; c'est la quantité que nous

avons nommée ci-dessus ef\ D'un autre côté, il est clair qu'on a,

suivant les dénominations employées ci-dessus ,

fl rfl* rS* rfl*

donc

r p

. . g y 4v"

de là en faisant * = o \/i -f- Q*, et prenant Ro*+So3 , Ro'—-So3

pour les deux flèches, ce qui donne ^=Ro% eT = 2S03, on a

comme Newton l'a trouvé par sa construclion.

ai. Maintenant il est aisé de voir que ce résultat vient des

équations #

uô _ 1* = o yT+Q', -uT-^ = —ov^+Ô7,

= Ro* + So3 , êl*= Ro«— So3,

a 7 a '

où bien simplement de celles-ci
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on prenant ô et o positivement et négativement , ce qui revient à

vérifier ces équations indépendamment de la valeur de o , qui en

effet doit demeurer indéterminée , étant supposée très-petite.

La première équation donne , aux termes du troisième ordre

près , 6 et o étant du premier ,

u au'

Cette valeur étant substituée dans la seconde, on a, au quatrième

ordre près ,

ait4 ' au» 1 '

et la comparaison des termes homogènes en o donne

au* ' au*

De la première on tire u*=3? £ ^ aîl" » et cette valeur étant subs

tituée dans la seconde, on a le résultat de Newton t

r Sj/i + Q'

"

Mais nous devons remarquer que ce dernier résultat étant tiré

de la comparaison des termes affectés de os dans la transformée

fi*
de l'équation —= Ro*-f-Sos, ne saurait être exact, parce que le

premier membre de cette équation , qui est l'expression de la

flèche en temps, n'est lui-même exact qu'aux ô3 près; de sorte

qu'à la rigueur il n'y a d'exact que le résultat R = 8 v ^ tiré

de la comparaison des termes du second ordre. Pour avoir de cette

manière la valeur exacte de -, en la déduisant des termes affectés

S

de o', il faudrait que l'expression de la flèche en 0 fut elle-même

exacte jusqu'aux 63; mais le terme qui devrait suivre n'étant

pas
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pas donné immédiatement par les principes de la mécanique, on

ne peut le trouver que par la loi de la dérivation, de la manière

suivante.

22. Puisque , suivant l'hypothèse de Neïvton (art. i9) , x crois

sant de o yy croit de Qo—Ro*—So3, etc. , et que oy/ï+Q;=u6——

et Ro*-f-Sos = e_ ( art. préc.) , 6 étant l'accroissement du temps ty

correspondant à l'accroissement o de l'abscisse x j il s'ensuit que t

devenant t -f- 0 , x devient

et y devient

Or, en rapportant à t les fonctions dérivées x', x", etc., y,y, etc.,

lorsque t devient t •+- 9 , x etjr deviennent en général

* + x'fl + ^i'+x<«JL+etc.>

jr +/e •+. y 7 +y^+ etc- i

donc , comparant avec les formules précédentes , on a

u x"=— =L —

D'un autre côté , puisque x ety deviennent en même temps x+ o,

et ^- 4- Qo— Ro*— So5— etc. ; on aura aussi

o == x'G+ x" £ + x'" ^+ etc. ,

Qo _ Ro*- So»- etc. =/fl +f'- +f

Donc , comme la flèche est exprimée en général par Ro*+Sos+etc.j

44
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son expression en 6 sera

q(Vô i* £ + etc. ) -ye-yJ-y^-etc.,

ou (Qx'-y) ô+ (Q*"-y) 5 + (Q^-y")^ + etc.

Les deux premiers termes se réduisent à %~ par la substitution des

valeurs de x', x",y',y"; pour avoir le terme suivant, il n'y aura

qu'à chercher les valeurs de x'",yd'après celles de x", y". Or, on a

y=Qx"—g , d'où l'on tirey"=Qx"'-f.Q'x" ; donc , Qx"'—/"=:-Q'x",

Pour avoir Q', je prends l'équationj' = Qx' qui résulte des valeurs

x' et y' trouvées ci-dessus, d'où l'on tire y" = Qx"+ QY ; donc

Il résulte de là que l'expression de la flèche , au lieu d'être sim-

qui est exacte jusqu'aux quantités du troisième ordre. En y substi

tuant la valeur de G de l'article précédent , qui est exacte , jusqu'aux

quantités du second ordre , on aura au quatrième ordre près.

Q<=£=<£=_

 

on aura celle-ci ,

savoir ,

1 2U* ' 3u* 7

d'où l'on tire , par la comparaison des termes ,

11 ÏL* , & — w •
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Substituant dans la seconde équation la valeur de u* tirée de

la première , et qui est la même qu'on avait trouvée plus' haut ,

on en déduira

g— 4R' •

C'est la valeur que Newton a donnée ensuite dans la seconde

édition de ses Principes (Liv. II, probl. III), et on voit qu'en

mettant dans cette valeur y, —y— , — à la place de Q, R, S,

comme dans l'article îg, elle devient —-^"^'."j""^ *, telle que nous

l'avons trouvée dans l'article i7.

23. Si on voulait suivre la première marche de Newton, mais en

prenant pour la flèche qui répond au temps très-petit 6, l'expression

plus exacte ^ que nous venons de trouver, on aurait pour

la flèche qui répond au temps, — T , —f- 2_ • substituant pour

T sa valeur en 9 , ô —» — , elle deviendrait — , et la diffé-
7 u 7 a ou 7

reuce des deux flèches serait alors -^j- qu'il faudrait prendre

pour «f j les valeurs de y et p seraient également, aux fls près,

*~ , —- , et l'on aurait, par la substitution,

Prenant maintenant , comme Newton , «sov/i+Q'j^s Ro1,

^=280% on aurait le résultat exact

r 3SV/1

g 4R'

Comme Newton n'est parvenu à ce second résultat qu'en sui

vant une marche analogue à celle du calcul différentiel, et en

considérant deux tangentes successives , ou deux côtés successifs

de la courbe, au lieu que dans la première solution , il n'avait con

sidéré qu'une seule tangente prolongée de part et d'autre du point
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de contact ; nous avons cru devoir montrer comment , sans s'écar

ter ded'esprit de cette solution , mais en la rectifiant par la mé

thode des séries, on pouvait aussi arriver à un résultat exact. En

effet , on peut toujours trouver, par cette méthode , les premiers

termes de l'ordonnée en série d'une courbe, ou en général du dé

veloppement d'une fonction, lesquels satisfassent aux conditions

mécaniques ou géométriques du problème proposé ; et la loi de ces

termes donnera l'équation du problème. C'est en quoi consiste la

méthode qu'on peut appeler, d'après Newton, méthode des séries,

pour la distinguer de la méthode des differences, ou des fonctions

dérivées , par laquelle on arrive directement à cette équation

sans le circuit des séries et sans employer d'autres termes que

ceux qui doivent y entrer, comme on le voit par l'analyse de

l'article i8.

24. Il est à remarquer, au reste , que la construction employée

par Newton dans sa seconde solution, mène à une formule sem

blable à celle de la première que nous avons représentée par

f- = ~ , et que nous avons vu n'être pas exacte , mais avec cette

différence que la quantité «T, au lieu d'exprimer , comme dans la

première solution , la différence des flèches qui répondent à des

portions égales de la même tangente , prises de part et d'autre du

point de contact , et dont les parties correspondantes de l'axe des x

sont o et — o , doit exprimer , au contraire , la différence des flèches

de deux tangentes consécutives , prises du même côté , et répon

dantes à des parties de l'axe égales à o. Pour avoir ces flèches ,

Newton représente l'ordonnée qui répond à l'abscisse x + o ,

par la série P -f- Qo+ Ro*+ So3 -f- etc. ; niais il les détermine par

la méthode différentielle , en prenant la différence d'une ordonnée

intermédiaire et de la demi-somme des deux ordonnées adjacentes.

Ainsi , en considérant les trois ordonnées qui répondent aux abs

cisses cr — o, x, jr-f-o, il a la flèche Ro°, et les ordonnées qui

répondent aux abscisses x , x -f- o , x -f- 20 donnent la flèche

Ro* -f- 5So3, et la différence des deux flèches est 5So3. Cette valeur

étant prise pour è' , et faisant , comme dans la première solution
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(art. 19), «= o\/i + Q*, y— Ro*, on a

y - '

expression exacte , comme on l'a vu plus haut.

Suivant nos dénominations, lorsque xjdevient x -f- o , y devient

y "f- °f-\—~- -\- -jq, etc. La partie de la tangente qui répond

à o est o s/i+y'*; c'est la valeur de a. La partie interceptée

entre la tangente et la courbe , ou lâ flèche , est -f- ^ , etc. ;

c'est la valeur de y. Ainsi on a , dans les deux solutions ,

A l'égard de <T, dans la première solution , c'est la différence des

flèches qui répondent à o et à — o , laquelle est ; mais dans

la seconde solution, c'est la différence des flèches qui répondent

à x et à x-\-o. Or, x devenant x-f-o, j" devienty-j-o/'"-f-etc.;

donc , négligeant les o4, la seconde flèche sera + , et la.

différence des flèches sera Substituant dans = * •l■'t^'-,

3 • 3 *

la première valeur de 6T=.^-, ou la seconde -2-, on a les deux

résultats ^yP^~ et y ^'*yt^■■, dont le premier est fautif et le

second exact (art. 19).
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CHAPITRE V.

Du mouvement d'un corps sur une surface donnée, ou assujéti

à de certaines conditions. Du mouvement de plusieurs corps

liés entre eux. Des équations de condition entre les coor

données de ces différens corps , et de la manière d'en déduire

lesforces qui résultent de leur action mutuelle. Démonstration

générale du principe des vitesses virtuelles.

-

a5. Reprenons les formule» générales de l'article i5, et suppo

sons que la force P soit dirigée vers un point ou centre déter

miné par les coordonnées a , b , c ; si on nomme p la distance

rectiligne de ce centre au point de la courbe qui répond aux

coordonnées x, /, z, on aura

pzzz V(* — «)•+(/—b)*+(z— c)%

et il est visible que x — a,y— b, z-—c seront les projections

de la ligne p sur les axes des x , j\ a ; donc —~— , , -~-

seront les cosinus des angles que la ligne p fait avec ces axes, c'est-

à-dire, des angles A, jt*, v que la direction de la force P fait avec

les mêmes axes. Donc les termes P cos A , P cos /m , P cos v dus à

la force p dans les valeurs de Mac", My", Mz", pourront être repré

sentés par P x-~~a , P-^-, pi^-f: : ce sont les forces qui ré-

r p P P

sultent de la décomposition de la force P suivant les directions

des coordonnées x z.

Si maintenant on suppose p égale à une constante d, on aura

l'équation d'une sphère dont rfsera le rayon, et dont le centre sera
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déterminé par les coordonnées a , b , c ; et la direction de la force

P sera perpendiculaire à la surface de cette sphère. Donc elle

sera aussi perpendiculaire à toute autre surface qui passerait par

le même point et qui serait tangente à la sphère.

Représentons par f (x, y, a) =o l'équation de la sphère

VCr—a )•+ (y— *)•+ (z — c )* — rf= o ,

on aura , en prenant les fonctions primes ,

et comme on a supposé p — d, il est clair que les forces dirigées

suivant x , y , z , et résultantes de la force P , seront exprimées par

PF(*),PF(.r),Pf(s).

26. Si on a une surface représentée par l'équation F {x , y, 2) =0,

laquelle soit tangente de la sphère dont il s'agit , il faudra , par ce

qu'on a vu dans l'article 4o de la seconde Partie , que les trois fonc

tions primes F'(.r) , F' (y) , F' (z) de cette surface , soient propor

tionnelles aux fonctions primes f (x) , f'(y) , f (a) de la surface

de la sphère. Donc, si la force P agit perpendiculairement à cette

surface , il en résultera , suivant les directions de x , y, z, trois

forces proportionnelles à PF {x) , V?'(y) , PF' (z).

Or, si on fait abstraction de la force P, et qu'on suppose que

le corps soit forcé de se mouvoir sur cette surface , il est clair que

l'action , ou plutôt la résistance que la surface oppose au corps ,

ne peut agir que dans une direction perpendiculaire à la surface ;

donc il en résultera, sur le corps, des forces proportionnelles aux

fonctions primes F' (x) , F'(j), F'(z) de l'équation F (x,y,z)z=zo

de la surface.

Donc le même résultat aura lieu aussi, si, en faisant abstraction

de la surface, on considère seulement l'équation F(.r,^.,z)=o

comme une équation de condition donnée pour la nature de la

question mécanique proposée. D'où l'on peut conclure que toute

condition du problème , représentée par l'équation F (x , y , z) =0,
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sera équivalente à des forces proportionnelles aux fonctions primes

F' (x) , F' (y) , F' (z) , et dirigées suivant les coordonnées x,y, a.

Ainsi , en prenant un coefficient indéterminé II , il faudra ajouter

aux valeurs de Mx", My", Mz" des équations de l'article i5, les

termes UF'(x), IlF'(y) , TIF' (z). La quantité inconnue II devra

être éliminée, mais l'équation qu'on aura de moins par cette éli

mination, sera remplacée par l'équation de condition F (x,y, z) =o.

On peut étendre cette conclusion au cas où il y aurait deux

équations de condition représentées par F ( a? , / , z ) = o et

<t> (x, y , z ) = o ; elles équivaudraient à des forces exprimées par

nF (x) -f- (*) , nF (y ) + (> ) , nF (z) -f- **' (z ) ,

et dirigées suivant x, y, z, qu'il faudrait ajouter aux valeurs de Mjc",

My", Mz"(art. i5), les coefficiens n et t étant indéterminés et

devant être éliminés,

27. Jusqu'ici nous n'avons considéré qu'un corps isolé. Soient

maintenant deux corps M et N attachés aux extrémités d'un fil

inextensible qui passe sur une .poulie fixe. Soient x , y, z les

coordonnées du corps M ; Ç , » , £ celles du corps N;fl,i,c les

coordonnées du point fixe où est placée la poulie , et d la lon

gueur donnée du fil ; il est clair qu'on aura l'équation

que nous représenterons par

A*, S, n, Ç)=o.

Si on nomme T la tension du fil qui agit également sur les deux

corps, et qu'on applique ici l'analyse de l'article a5, il est clair que

l'action du fil sur les deux corps, produira sur le corps M les forces

Tf (x) , Tf (y) , Tf (z), suivant x, y, z; et sur le' corps N les

forces T/'(0), T/», T/' (0 , suivant ses coordonnés £, », £

Il en serait de même si le fil passait sur deux poulies fixes , dont

la position dans l'espace fût déterminée par les coordonnées a, b, c

pour la première , et par et, /3 , y pour la seconde. Alors en dési

gnant
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gnant par d la longueur totale du fil , moins la partie interceptée

entre les deux poulies , qui est aussi donnée , l'équation de l'inex-

tensibilité du fil donnerait

V^(x-«)-+(/-^)*-(-(Z-c)«+\/(?-a)»+(,,-/3)«+(C-^)W=o,

et en représentant cette équation par f(x,j,z,£,x,£) = o, on

aurait pareillement Tf ( oc ) , Tf'(j) , TF (z) pour les forces qui

tireraient le corps M suivant les coordonnées x , y, z , et Tf ( £) ,

TF (m), TF (£) pour celles qui tireraient le corps N suivant les

coordonnées £, » , £.

Enfin , si on supposait que le fil auquel est attaché le corps M

après avoir passé sur la première poulie fixe , repassât sur le même

corps M, et de là sur la même poulie, et de nouveau sur le corps

et sur la poulie à plusieurs reprises , de manière qu'il y eût m

cordons entre le corps et la poulie ; qu'ensuite le fil , en quittant

cette poulie , passât sur la seconde»poulie fixe , et de là sur le corps

N , en faisant aussi plusieurs tours entre ce corps et la même pou

lie avant d'être attaché fixément au corps N, de manière qu'il y eût

n cordons entre ce corps et la poulie ; comme la tension T est la

même dans toute l'étendue du fil, le corps M étant tiré par m cordons,

serait tiré vers la première poulie par une force égale à mT , et

le corps N serait tiré vers la seconde poulie par une force égale

à iïN. Or , il est clair. que dans ce cas l'équation qui renferme la

condition de TinextensibUité du fil serait

mlA* -ay+ (y—by+iz—cy+ n /(S—OM- (»—*)»+ d= o ,

en désignant toujours par d la longueur totale du fil, moins la lon

gueur interceptée entre les deux poulies ; et il est facile de voir

qu'en représentant cette équation par f(x, y, z, Ç , n, C) =o, ou

aurait aussi pour les forces qui tireraient le corps M suivant oc,y, z,

et le corps N suivant £ , * , Ç les mêmes expressions que ci-

dessus TFO) , TF (y ) , TF (z) , TF (?) , Tf («) , TF (£).

Si on suppose que P et Q soient les forces qui tirent les corps

M et N vers les deux poulies fixes, on aura P=/»T et Q=«Tj donc

puisque rp, et n doivent être des nombres entiers , si les quantités

P et Q sont commensurables, il faudra prendre T pour leur com

45
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mune mesure ; mais quelles que soient les forces P et Q , on peut

toujours les représenter par mT et nT, en prenant dans le cas

où elles seraient incommensurables , les nombres m et n tres-

grands et la quantité T infiniment petite ; et les forces qui tirent

les corps M et N suivant leurs coordonnées x,y,z, », Ç seront

toujours proportionnelles aux fonctions primes de la même équa

tion de condition relatives à ces coordonnées.

28. Maintenant, si au lieu de l'équation de condition

f(*>.r> «> C)=o,

dépendante de l'inextensibilité du fil , on a une autre équation

quelconque entre les mêmes coordonnées x , y, z, £ , » , Ç des

deux corps , représentée par F (x ,jr , z, », Ç ) = 0, on peut,

en regardant les constantes qui entrent dans la première de ces

équations comme arbitraires , faire coïncider non-seulement les

équations mêmes , mais encore toutes leurs fonctions primes pour

des valeurs données des variables x,j, z, % , », de cette ma

nière les deux équations deviendront comme tangentes l'une de

l'autre, par la théorie des contacts que nous avons donnée dans

la seconde Partie ; et quelle que soit la liaison des deux corps qui

est représentée par l'équation F (jc,y, z, £, » , £)3=o , elle de

viendra équivalente à celle d'un fil qui passe par deux poulies.

On pourrait croire que puisque l'équation de condition

a)*+ (_y—by+ (z^-c/ + !/(£-«)*+ «—>)'—d=o

pour un fil simple qui passe sur deux poulies fixes , renferme sept

constantes arbitraires , elle peut toujours avoir un contact du pre

mier ordre avec une équation quelconque , puisque ce contact ne

demande que sept conditions ; mais en représentant cette équation

par/(x,j, z, £ , », £) = °> et prenant ses fonctions dérivées,

il est visible qu'on a

rw'+F(37 + r r(Ç) +F(Î) +F(S= i,



TROISIÈME PARTIE , CHAP. V. 355

de sorte qu'on ne pourrait plus satisfaire en général aux conditions

du contact

fW = F'W, f(j) = F'(7), P(z)t=f'(z)i

ffê) *=*"(?), f (")=*"("), f (£) = *" (0-

Cet inconvénient disparait en prenant

pour l'équation de condition du fil multiple , à cause des nouveaux

coefficiens indéterminés m et n ; et on peut donc dire que l'équation

de condition donnée F (x, y, z,%, »,Ç) = o produit sur les

corps M et N les mêmes forces que le fil.

On tire de là cette conclusion , que dans un système de deux

corps dont la liaison dépend de l'équation F (x , y, z, %, » , £)= o ,

leur action mutuelle produit sur l'un des corps les forces ni" (x) ,

nF' ( y) , nF' (z ) suivant les trois coordonnées rectangles x , y , s,

et sur l'autre corps les forces nF'(g), nF'(»i) , nF'(£) suivant les

coordonnées rectangles Ç, x, Ç, 17 étant un coefficient indéterminé.

ag. Si le système était composé de trois corps ayant pour coor

données rectangles xt y, z, Ç , x, £ , x, y, z , on trouverait, par

un pareil raisonnement , que toute équation entre ces coordonnées

dépendante de la liaison des corps , et représentée par

z, f , i, Ç,x,y,z) = o,

donnerait pour le premier corps les forces nF'(.r), nF' (y) ,

nF' (z) suivant x ,y, z; pour le second corps, les forces nF' (£) ,

nF' ( ») , nF' (£ ) suivant £, «, £, et pour le troisième, les forces

I1F' (x) , nF'(y) , nF' (z) suivant x , y , z ; et ainsi de suite , si le

système était composé d'un plus grand nombre de corps. En effet ,

quel que soit le nombre des corps , et quelle que soit leur liaison ,

elle ne peut produire sur chaque corps qu'une force déterminée
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suivant une certaine direction ; or , toutes ces forces peuvent être

aussi produites par la tension d'un même fil qui passerait successi

vement et à plusieurs reprises , sur les mêmes corps , et sur des

poulies fixes.

Enfin, s'il y avait entre les mêmes coordonnées une seconde

équation de condition représentée par

«(x,^,«, Ç, »i,Ç,x, y,z)=o,

il en résulterait d'autres forces exprimées par W (jc) , W (y) ,

W (z) pour le premier corps , par •*$>' (£) , W («) , (Ç) pour

le second corps , et par •*•<&' (x) , •*•<&' (y) , W(z) pour le troisième ,

et suivant les directions des mêmes coordonnées , le coefficient ¥

étant indéterminé comme le coefficient II; et ainsi de suite , s'il y

avait un plus grand nombre d'équations de condition.

5o. On doit conclure de là en général , que les forces qui peuvent

résulter de l'action mutuelle des corps d'un système donné , se

déduisent directement des équations de condition qui doivent avoir

lieu entre les coordonnées des différens corps du système , en pre

nant les fonctions primes dés fonctions qui sont nulles en vertu

de ces équations. Les fonctions primes de la même fonction , prises

par rapport aux différentes coordonnées, sont toujours propor

tionnelles aux forces qui agissent suivant ces coordonnées , et qui

dépendent de la condition exprimée par cette fonction.

J'étais déjà arrivé à un résultat semblable dans la Mécanique

analytique , en partant du principe général des vitesses virtuelles;

et en effet, ce principe est renfermé dans le résultat que nous

venons de trouver. Car -il est évident que si plusieurs forces ap

pliquées à un système de corps sont en équilibre, elles doivent

être égales et directement opposées à celles qui résultent de leur

action mutuelle.

Soient X, Y , Z les forces appliquées à l'un des corps suivant

ïês directions des coordonnées x , y , z prolongées , S , T, 2 les

forces appliquées à un autre corps suivant le prolongement de

ses coordonnées et X, Y, Z les forces appliquées à un

troisième corps suivant le prolongement de ses coordonnées x, y,z,

i
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on aura par ce qu'on vient de démontrer

X=T1F(jc)+W(x), r=TlF'(j)-\-W(j), Z=TlF(z)+W(z);

E=nF'( Tt=nF(ii) -*-•*•'( «), 2=nF'(0+*«'(0;

x=nF'(x)+**'(x)> y=nF(y)+**'(y)» z=nF'(z)+**'(z)j

et de lu on tirera immédiatement

xy+ Yy+ Zz'+ s^'+ tv + se -h Xx'-h ry+Zz1

s=nF'(^, ^, Ç, x,y,z)'-f-**'(*,y,«,Ç,", Ç,x, y,z)\

Le second membre de cette équation est évidemment nul en

Vertu des équations de condition, puisque les quantités indéter

minées n , se trouvent multipliées par les fonctions primes de ces

équations ; donc on aura

Xx'+ !>'+ Zz'+S?'+T«'-f- 2£'+Xx'+ Yy'+ Zz'= o ,

équation générale du principe des vitesses virtuelles pour l'équilibre

des forces X, Y, Z, S,T,2, X, Y, Z , dans laquelle les fonctions

primes .r', z', etc. expriment les vitesses virtuelles des points

auxquels sont appliquées les forces X, Y, Z , S, etc., estimées

suivant les directions de ces forces. Voyez la première Partie

de la Mécanique analytique.

Au reste , on ne doit pas être surpris de voir le principe des

vitesses virtuelles devenir une conséquence naturelle des formules

qui expriment les forces d'après les équations de condition , puisque

la considération d'un fil qui , par sa tension uniforme , agit sur tous

les corps et y produit des forces données, suffit pour conduire à

une démonstration directe et générale de ce principe , comme je

l'ai fait voir dans la seconde édition de l'ouvrage cité.
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CHAPITRE VI.

De la loi du mouvement du centre de gravité. De la loi des

aires dans la rotation autour d'un axe fixe , ou d'un seul

pointfixe , ou autour du centre de gravité dans les systèmes

libres.

5i. ri ous venons de donner la manière de déterminer les forces

qui .peuvent résulter de l'action mutuelle des corps dans un sys

tème quelconque , et qui doivent être ajoutées aux autres forces

dans les équations de l'article i5, pour avoir les équations com-

plettes du mouvement du système. Quoique les équations de con

dition F(x,f,z, f, », ,) = o,Q(x,jr,z,%, »,£... ) = o, etc.

qui donnent naissance à ces forces , dépendent des circonstances

particulières de chaque problème , il y a néanmoins des cas gé

néraux qui méritent d'être examinés, parce qu'ils offrent des résultats

remarquables.

Le premier de ces cas est celui où les conditions du système

sont indépendantes de l'origine des abscisses x , £ , etc. , et où les

fonctions désignées par les caractéristiques F , <ï> , etc. ne contiennent

que les différences £ — x , x — x , etc. des abscisses. Alors , il

est évident que si on augmente chacune des variables x , £, etc.

d'une même quantité i, cette quantité disparaitra d'elle-même des

fonctions dont il s'agit. Or, en substituant x-\- i, £ + i, etc. , à la

place de x, etc. dans la fonction F (x,y ,"z, £, » , £. . .) , elle

devient, par le développement,

F (x,y, », £ , », Ç. . .) + «[F (*) 4- F' (?) + etc.] + etc.

Donc , on aura nécessairement l'équation du premier ordre

F'(r)+F' (f)+etc.=o.
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On trouvera , de la même manière ,

<&' (x)+ (Ç) + etc. s= o ;

et ainsi de suite.

Or , si le système n'est soumis à d'autres forces que celles

qui peuvent résulter de l'action mutuelle des corps, les équations

du mouvement relatives aux coordonnées x, Ç, etc. seront de la

forme (art. i5),

Mx" =nF (x) + (x) + etc. ,

N£" = HF' (Ç) -4- *<t>' (?) + etc. ,

etc.

Donc , ajoutant ces équations ensemble , on aura simplement

Mx"-r-N£"+ etc.= o,

équation indépendante des conditions du système.

Cette équation a l'équation primitive

Mx'+N£'4-etc.=:a;

et celle-ci a encore l'équation primitive

Ma: -f-Ng+ etc. +

a et b étant des constantes arbitraires.

Ainsi , on a tout de suite , dans ce cas , une relation entre les

différentes abscisses .r, £ , etc.

II est facile de voir que le cas dont il s'agit , aura lieu dans tout

système entièrement libre de se mouvoir dans la direction de

l'axe des abscisses , quelle que soit l'action que les corps peuvent

exercer les uns sur les autres. Car alors , relativement à cet axe ,

les conditions du système ne pourront dépendre que de la posi

tion respective des corps , et nullement de leur position par rapport

à l'origine des abscisses ; par conséquent, les équations qui expri

meront ces conditions, ne pourront contenir que les différences

x —£ , etc. des abscisses. Et si les corps exercent les uns sur les

autres des attractions ou des répulsions mutuelles , comme les

fonctions F zt . .) dues à ces forces, ne dépendent que
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des distances \/[(x—£)'-f- (?—»)*+ (z—0*1 > etc. , ces fonctions

auront aussi la même propriété.

Donc , lorsque le mouvement du système 6era tout à fait libre

suivant la direction de l'axe des x, de quelque manière que les

corps agissent les uns sur les autres , soit par des forces quelconques

de résistance , ou par des forces d'attraction ou de répulsion mu

tuelle , l'équation précédente entre les abscisses x , etc. des

différens corps , aura toujours lieu.

Si l'on prend dans le système un point qui réponde à l'abscisse

X, telle que l'on ait

-, Ma? + Ng -f- etc.

. ^ — M-f-N-f-etc. '

on aura

X"=o, etdelà X'=a, X—at,

en supposant que l'espace x soit nul au commencement du temps.

Ainsi , le mouvement de ce point suivant la direction de l'axe des

x sera uniforme avec la vitesse constante a.

32. Si , dans le même système , on suppose que les corps M ,

N , etc. soient de plus animés par des forces quelconques P, Q, etc.

dirigées suivant l'axe des x et tendant à augmenter les x , £ , etc. ,

il faudra dans ce cas ajouter respectivement les quantités P ,

Q , etc. aux valeurs de Mx", Ng" , etc. ; ce qui donnera les

équations

Mx"= P+ nF' (x) + W (x) + etc.,

W=Q+ nF' (£)+ * <b' (%) + etc. ,

etc.,

dont la somme sera

Mx"+ N£"+ etc.= P+Q + etc.;

et si l'on substitue pour Mx-f-N£+etc. la quantité (M+N-f-etc.JX,

on aura

( M+N+etc.) X"= P+ Q+ etc. ,

équation qui représente le mouvement rectiligne suivant l'axe des x

d'un
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d'un corps dont la masse serait M 4-N4- etc., et qui serait animé

par une force égale à P-f-Q-4-etc.

D'où l'on peut conclure que le point du système qui répond à

l'abscisse X, aura , dans la direction de l'axe des x, le même mou

vement qu'il aurait si tous les corps du système étaient concentrés

dans ce point, et que toutes les forces qui agissent sur les corps

dans la direction du même axe, lui fussent appliquées.

55. Si le système est libre à la fois relativement à l'axe des x

et à celui des y, il est visible que les mêmes résultats auront lieu

pour les mouvemens suivant ces deux axes ; et si le système est

absolument libre dans tous les sens , alors les mêmes résultats

auront lieu par rapport aux trois axes ; et on en pourra conclure

que si on prend dans le système un point qui réponde aux coor

données X, Y, Z, telles que l'on ait

>, Mx+Ng -f etc. •

A — M+N+etc. »

Y My + Nu -f- etc.

1 ~~" M + N + etc. '

„ Mz + N; .+- etc.

Z ~- M -f- N -f- etc. ;

ce point, lorsque le système n'est animé par aucune force exté

rieure, se mouvra uniformément en ligne droite; et que si les

différens corps du système sont animés par des forces quelconques ,

le même point se mouvra comme si tous les corps y étaient con

centrés , et que toutes les forces y fussent appliquées chacune

suivant sa direction propre. -

Le point dont il s'agit est connu , en mécanique , sous le nom de

centre de gravité, et la proposition que nous venons de démontrer

s'énonce ordinairement ainsi : L'état de mouvement ou de repos

du centre de gravité de plusieurs corps , ne change point par l'action

mutuelle des corps entre eux , pourvu que le système soit entiè

rement libre ; c'est ce qui constitue la loi de la conservation du

mouvement du centre de gravité.

Il est bon de remarquer que cette loi a lieu aussi lorsque , par

la rencontre et l'action mutuelle des corps , il survient des chan
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gemens brusques dans leurs mouvemens ; car on peut regarder

ces changemens comme produits par l'action de ressorts inter

posés entre les corps qui se choquent, et dont la durée est

presque momentanée. C'est ainsi qu'on peut envisager les change

mens qui arrivent dans le choc des corps durs , et c'est par cette

raison que le mouvement du centre de gravité n'est point altéré

dans ces changemens.

34. On rapporte communément le centre de gravité de plusieurs

corps à trois axes fixes , par le moyen des coordonnées X , Y, Z,

données ci-dessus; si on voulait le rapporter à des points déter

minés, alors nommant a, b, c les trois coordonnées d'un de

ces points, et d la distance du centre de gravité à ce point t

on aurait

*£=(X— «)• +(Y—*)*-+• (£—-«?)•

=X4+ Y*+ Z*— aaX— abY— 2cZ+û*+ 4- t*.

Or , si on fait le carré de la quantité M.r+ N£+ etc, il est

facile de voir qu'on peut le mettre sous la forme

( M+N-f- etc.) ( MxSf- NÇ'H- etc. ) — MN (x— % )• — etc. ;

donc on aura ( art. précédent)

y*—. M^' + Ng'+ctc. MN(g- Q' + etc.

M + N+etc. (M+N+ etc.)* '

et de là

X*— iaX -Un' — M (*-c)' + N (£-«)'+ etc. MN + etc.

a su^-ru — M +N+etc^ (M + N + etc.)* •

On trouvera de même

Y*_ 2AY4- £*— M (,y-t)*+N (»-'.)'+ etc. MN(y-.)'+tte.

~ M+ N + etc. (M+N+ etc.)* *

et pareillement

7* — 0*7 -1_ <* — M(w)'+N(i;.-c)*+ etc. MN(a-Q'+etc.

^ M+N + etc. (M~+ N + etc.)* '

Si l'on fait ces substitutions dans l'expression précédente de d;

et qu'on désigne, pour abréger, par A la somme des masses M,
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N, etc. , multipliées chacune par le carré de sa distance au point

donné, cette somme étant de plus divisée par la somme des

masses ; et qu'on désigne aussi par B la somme des produits des

masses prises deux à deux et multipliées par le carré de leurs

distances respectives, cette somme étant divisée par le carré de

la sommér des masses, on aura = A — B, et par conséquent

dsz /(A — B).

Ainsi, comme la quantité B ne dépend que de la position res

pective des corps, si on détermine les valeurs de A par rapport

à trois points différens, pris dans le système ou hors du système,

à volonté, on aura les distances du centre de gravité à ces points,

et par conséquent sa position absolue. Si les corps étaient tous

dans le même plan, il suffirait de considérer deux points, et S

n'en faudrait qu'un seul si tous les corps étaient dans une même

ligne droite. En prenant les trois points donnés dans les corps

mêmes du système , la position du centre de gravité sera donnée

simplement par les masses et par leurs distances respectives.

Comme cette manière de trouver le centre de ' gravité est peu

connue, j'ai cru pouvoir la donner ici-à cause de l'utilité dont elle

peut être dans plusieurs occasions.

•

• 35. Le second cas est celui où les conditions du système sont

indépendantes de la direction des axes des x et y sur le plan de

ces coordonnées, ensorte qu'en faisant tourner ces axes autour

de l'axe des z d'un angle quelconque », ce qui changera les abs

cisses x, 0, etc. en x cos i —y sku , % cos* — » sint, etc., et les

ordonnées y, », etc. eny cost -\-x sint, » cosi -f- £ sin t, etc. ,

les fonctions représentées par les caractéristiques F, etc. ne

varient point par ces changemens, quel que soit l'angle t. Il est

facile de voir que cette propriété aura lieu , en général , dans toute

fonction des quantités a'+j', «*> x% H-/"» X1> —~y%t elc-

Si l'on fait dans ce cas

a—x (cos i—> i) —y sint, b=y(cosi— i) + x sint,

a=;£(cosi —i) —- ji sini, /3=»(cost — i) + ^sint, etc.;

il faudra qulen substituant à la fois dans ces fonctions x+ a,
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f £ + «, n + j3, etc. à la place de a:, y, £, Jt, etc., ït

développant suivant les puissances de i, la somme des termes

affectés d'une même puissance soit nulle. Or, par ces substitutions,

et par le développement suivant les puissances de a, by a, tS, etc.,

la fonction F(x, j, z, %. . .) devient

Ç...)+«F'(x) + W(j)+«F(?)-f-/3F'W+etc.

+ |F"(a:)4-etc.

Mais on a

sini = i 5-4- etc. , cos i = i h etc. ;
2.3 1 ' a '

donc les termes affectés de t dans la formule précédente seront

î[— (.r) + *F'O0 - »F(Q + 0F' («) - etc. ] ;

par conséquent on aura pour la fonction F (a., y. . .) l'équation de

condition

xYy —f£'{x) + 0F' (») — »F(0) -f- etc. = o.

On trouvera de la même manière pour la fonction $,(x, /...),

l'équation •

x*\ï) —/*'(*) + — ,!<!,'(£) -f- etc. = o*

et ainsi des autres.

36. Maintenant, si les corps du système n'éprouvent d'autres

actions que celles qui peuvent résulter de leur liaison mutuelle,

les équations du mouvement relatives aux coordonnées x, /; ?,

», etc. seront de cette forme (art. 26 et 5o)j

Mrf' = UF'(x) -f- *<t>'(x) 4- etc. j

M/' = nF ' (f) + W(j) etc. j

N£" = nF' (0) -f- + etc.;

N«" es nF'(,i) 4- (u) + etc. ;

etc.

Donc, si on ajoute la seconde de ces équations multipliée par
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x, la quatrième multipliée par £ et ainsi de suite, et qu'on en

retranche la première multipliée par^, la troisième multipliée par

etc., on aura, en vertu des équations de condition trouvées

ci-dessus, l'équation

M {xy"—ya!') -f. N — wf") 4- etc. = o,

qui est aussi, comme l'on voit, indépendante fies conditions du

système.

En prenant son équation primitive, on aura

M ter' —jaf ) + N(ÇV — + etc. = C,

C étant une constante arbitraire. Ainsi on a tout de suite une

équation du premier ordre entre les coordonnées, x,y, %, », etc.

des diffërens corps.

Or, xy1 — yx' = xy'-\-yx' — zyx' mais xy' -\-yx' est la

fonction prime de xy, c'est-à-dire , du double de l'aire du triangle

rectangle dont x est la base et y la hauteur, et yx' est la fonc

tion prime de l'aire de la courbe comprise entre l'abscisse x et

l'ordonnée y; donc x^ sera la fonction prime de la différence

du triangle et de l'aire dont nous parlons; et il est facile de voir

que cette différence est , en général , égale à l'espace compris entre

la courbe dont x et y sont les coordonnées, et la droite menée

de l'origine de ces coordonnées à la courbe, c'est-à-clire, à l'aire

du secteur décrit par cette même droite qu'on nomme rayon

vecteur.

Ainsi nommant A cette aire, on aura

xy' —yx' = 2A';

et nommant de même a l'aire décrite par le rayon vecteur mené

à la courbe dont j; et » sont les coordonnées, on aura pareillement

£»' »£' = 2«'j

et ainsi des autres. De cette manière, l'équation précédente de

viendra

aMA'^aNa' + etc.^C;
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et comme les fonctions primes se rapportent ici au tems t, oiv

aura cette équation primitive

MA + N«+ etc. = iC* + D,

D étant une constante arbitraire , qui sera nulle si on fait com

mencer les aires A<t œ , etc. au commencement du temps t. Alors

la somme des aires multipliées chacune par la masse correspon

dante, sera proportionnelle au temps.

Il peut arriver, suivant la forme de la courbe dont x ety sont

les coordonnées , que l'aire décrite par le rayon vecteur soit au

contraire la différence de l'aire de la courbe et de celle du triangle ,

auquel cas on aura

Xy' —yx' t=. — 2A';

mais il est facile de se convaincre que, dans ce cas, l'aire sera

décrite dans un sens opposé. Donc en général la somme des pro

duits des masses par les aires, sera proportionnelle au temps,

en prenant positivement les aires tracées dans le même sens, et

négativement celles qui seraient tracées dans un sens opposé.

C'est une remarque essentielle, et sans laquelle le théorème dont

il s'agit ne serait pas vrai en général.

Cette loi des aires aura donc heu dans le mouvement de tout

système de corps agissant les uns sur les autres d'une manière

quelconque, pourvu que le système soit entièrement libre de tour

ner autour de l'axe des z perpendiculaire au plan des x ety, car

il est visible que les conditions provenant de la liaison mutuelle

des corps, seront alors les mêmes, quelque direction qu'on donne

aux axes des x et y.

Et si les corps agissent les uns sur les autres par des forces

d'attraction ou de répulsion, ces forces seront exprimées par

des fonctions des distances y/ [ (x— £ )• -f- (y— » )* -f- ( z £ )*]

lesquelles auront aussi la propriété que nous avons supposée .

par conséquent la même loi des aires aura encore lieu.

Enfin, si les corps M, N, etc. étaient de plus animés par des

forces quelconques P, Q, etc., dirigées vers des points donnés de
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Faxe. des z, éloignés du plan des x et y des quantités m, n, etc.,

il est facile de conclure des formules de l'article i5 que Ion

aurait à ajouter aux valeurs de Mx" et N/", les termes respectifs

et de même aux valeurs de M£" et N>i", les termes

qi Q»_

et ainsi de suite. Donc les valeurs des quantités M ( xy" —yx" ) ,

M(£n"— etc. seront indépendantes de ces forces, et la loi

des aires subsistera également dans ce cas; donc elle subsistera

aussi si les corps ne sont animés que par des forces dirigées pa

rallèlement au même axe, et par conséquent perpendiculaire au

plan des x et y.

57. Donc, en général, si le système est libre de tourner autour

d'un axe fixe, quelle que soit l'action que les corps peuvent exer

cer les uns sur les autres et de quelques forces qu'ils soient animés,

pourvu qu'elles tendent à cet axe ou qu'elles y soient parallèles ,

la somme des produits de la masse de ebaque corps par l'aire que

sa projection sur un plan perpendiculaire au même axe décrit au

tour de cet axe , est toujours proportionnelle au temps.

Si donc le système était libre de tourner, d'une manière quel

conque, autour d'un point fixe, et qu'outre l'action mutuelle des

corps, chacun d'eux fût encore sollicité par une force quelconque

tendant à ce point, la même loi des aires aurait lieu relativement

à tous les axes qui passeraient par ce même point. Ainsi, dans

ce cas, en prenant ce point pour l'origine des coordonnées, on

aurait, relativement aux trois axes des coordonnées, ces trois

équations du premier ordre ( art. précédent) :

M(xy' —yx' ) + N(gu' — n?) + etc. sa C,

M(xz' — zx') + N(fÇ'— C?') + etc. =D,

M(/z' — zf) + N«— + etc. =E;

Ct D, E étant trois, constantes arbitraires.



568 THÉORIE DES FONCTIONS.

58. Si le système était entièrement libre, et qu'il n'y eût aucun

point fixe, ces équations et par conséquent la loi des aires auraient

lieu par rapport à un point quelconque qu'on prendrait pour l'ori

gine des coordonnées, et pour tous les axes qu'on ferait passer

par ce point.

Il en serait encore de même dans ce cas, si le point dont il

s'agit, au lieu d'être fixe dans l'espace, avait un mouvement quel

conque rectiligne et uniforme. En effet, supposons qu'il parcoure

dans le temps t les espaces at, fit, yt suivant la direction des axes

des x, y, z, les vitesses a, fi, y étant constantes, et soient p, q, r

les coordonnées du corps M, tt, %, p celles du corps N, etc.,

rapportées à ce même point pris pour leur origine, il est clair

qu'on aura

p — x — at, (j—y— fit, r = z — yt,

et de même

<7t = % — *l, —fit, p = Z—yt-

et ainsi des autres. Donc on aura

pq' — qp' = (x — at) (/— fi) — (j — fit) (x' — a) = xf —jx'

— *(ty—j)+fi(tx'-.x),

et pareillement

-rnC — Jjr' = ÇV — „£'— « (<„' - „) +fi($ — £) ;

et ainsi des autres formules semblables. On aura donc

M (pq' — qp') + N (toc' — %*-') + etc.

=M(xf —jx' ) + N( — «g' )+ etc.

~at (Mj'+Nji' -f- etc.) -f- a (Mj -f- N» -f- etc.)

+/3<iW+Nf+ etc.) — (S(M*H- Nf4- etc.)

Or, dans ce cas (art. 52 et 35 ),

Mx+NÇ -I- etc. = at + M^+N* + etc. = <r/ + d;

a, h, c, d étant des constantes : donc faisant ces substitutions , il

viendra
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viendra

M(pq' — qp') + N(*x' — %7r')+ etc.

= M{xf —jx') + N(£V — ) +etc.

ad — fib =C+ ad— @b.

Ainsi la quantité M (pq' —- qp') +N (ttx' — X*' ) etc. sera encore

constante; par conséquent, la somme des aires décrites autour de

l'axe des r passant par le point mobile, multipliées chacune par

la masse respective , sera aussi proportionnelle au tems.

On trouvera de la même manière que les deux autres quantités

M(/7/—rp')-fN(7rf>'—KH-etc., M far'—rq')-+W(xp'—PX'M- etc.,

seront constantes , et qu'ainsi la somme des aires décrites autour

des axes de q et p passant par le même point mobile, multipliées

chacune par la masse respective, sera encore proportionnelle au

tems.

Donc , puisque dans le cas dont il s'agit , le centre de gravité

du système ne peut avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme

(art. 33), il s'ensuit que la loi des aires aura lieu aussi par rap

port au centre de gravité et pour tous les axes qu'on fera passer

par ce centre.

Nous remarquerons encore que la loi des aires dont nous par

lons a lieu aussi comme celle du mouvement du centre de gra

vité , et par la même raison (art, cité) , lorsqu'il survient des chan-

gemens brusques dans les mouvemens du système, par l'action

mutuelle des corps qui le composent. Ainsi la même loi peut s'ap

pliquer également au choc des corps durs et à celui des corps

élastiques.
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CHAPITRE VIL

De la loi des forces vives dans le mouvement d'un système

animépar des forces accélératrices que/conques. De la conser

vation des forces vives dans le choc des corps élastiques. De h

perte de cesforces dans le choc des corps durs, ou en général

dans les changement brusques que le système peut éprouver.

Delà somme desforces vives dans les situations de l'équitibre.

Remarques générales sur l'économie de ces forces dans les

machines.

3g. En général quelles que soient les conditions du système, les

équations de condition

F(*, J, *, £ ) = o, *(•*, /, z, o, etc.

donneront toujours, en prenant les fonctions primes relativement

au tems t, dont les variables x, y, etc. sont des fonctions,

*T'(*) +/F'Cr) +z'F'(a) -f■ Ç'F'fê) + »'F'(») +fF(Q+ etc.=o,

x'#(x)+f<b'{jr)+z!V(z)+Ç »'•'(»)+C'*'(0 + etc.=°i

et ainsi de suite.

Or, si le système n'éprouve que l'action des forces qui résul

tent de ces conditions, les équations du mouvement des corps

M, N, etc. seront , comme dans l'article 36, de la forme

Ux" = ÏÎF'(x) -f- + etc.

M/' = nF'(j) -f- + etc.

Mz" = UF'(z) + + etc.

Ng" = nF'(?) -f- + etc.

N»" = nF'(w) + **'(*) + etc.

N£" = nF'(C) + + etc.

etc.
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Donc, multipliant çes équations respectivement par x', y, a',

C'j etc. et les ajoutant ensemble, on aura celle-ci,

M(j/x"+y/'+a'a") + »V'-f- + etc. = o,

qui est entièrement indépendante des conditions du système, et

qui par conséquent aura lieu en général, quelle que puisse être

la disposition et la liaison mutuelle des corps qui le composent.

Cette équation a pour équation primitive

M +y+ z'« ) + N (£"+ W+ £") + etc. = H ,

dans laquelle H est une constante arbitraire. Or, nous avons vu

(art. ii ) que j/ (x'* -f-y* -f z") exprime la vitesse du corps qui

décrit la courbe dont x,j, z sont les coordonnées; donc, si on

nomme « la vitesse du corps M , v celle du corps N, et ainsi des

autres, on aura

-f-/* 4- 2"= "% + 1" 4- £'* = etc.,

et l'équation précédente deviendra

Mm* + Np* + etc. = H.

Dans la fameuse dispute sur l'estimation des forces , on a appelé

force vive d'un corps en mouvement, le produit de sa masse et

du carré de sa vitesse. Ainsi, en conservant cette dénomination,

on voit par l'équation qu'on vient de trouver, que la somme des

forces vives de tous les corps d'un système est constante, lorsque

ces corps n'éprouvent d'autres actions que celles qui résultent de

leur liaison, et en général, de toutes les conditions qui peuvent

être exprimées par des équations entre les différentes coordonnées

du corps , sans que le tems y entre. C'est dans cette loi que consiste

le principe de la conservation des forces vives.

4o. Si les corps agissaient de plus les uns sur les autres par des

forces d'attraction ou de répulsion quelconques, ces forces don

neraient à la vérité, des termes de la même forme nf (x), nf'(/),etc.

dans les valeurs des quantités Mx", M/', etc., en prenant pour
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la fonction î(x, y,...) la distance y/[{x — j,)»-|-(a—^

entre deux corps, et pour n la force absolue que ces corps exer

cent l'un sur l'autre (art. a5) ; mais il est évident que la condi

tion x'î'(x) + fi' {y) + etc. = o, n'aurait pas lieu pour cette

fonction, comme pour celles qui résultent des conditions du sys

tème. Ainsi ces ternies subsisteront dans l'équation indépendante des

conditions du système , et l'on aura par conséquent

M(x'x"+y'y"+ z'z") + N (£'£"+ «V'+ Ç'CO + etc.

= n [*'f(*) +/f'(/) +z'f(*) + *'f(g) + "'f'(") + C'f'COl + etc.,

où l'on voit que la quantité x'î'{x) -hy'i'(y) + etc. est la fonction

prime relativement à t de la fonction f(x , y, z , %...) qui est ici

t/[(*-?)* + (j-,>)*+(s-O*].

Donc, en général, si on désigne par p la distance rectiligne

entre les corps M et N, et par P la force absolue d'attraction ou

de répulsion que ces corps exercent l'un sur l'autre , si on désigne

de même par q la distance rectiligne entre deux autres corps du

système, et par Q la force d'attraction ou de répulsion entre ces

corps, et ainsi de suite, en prenant les quantités P, Q, etc., po

sitivement lorsqu'elles tendent à augmenter les distances p, q, etc.,

et négativement lorsqu'elles tendent à diminuer ces distances, et

qu'on nomme u, v, etc. les vitesses des corps M, N, etc., l'équa

tion précédente deviendra

Muu' + Ntv' -f- etc. = Vpf + Q/+ etc.

qui est également indépendante des conditions du système, mais

qui renferme, comme l'on voit, les forces P, Q, etc. d'attraction

ou de répulsion mutuelle.

4i. Enfin, si les corps étaient en même temps attirés vers des

centres fixes ou repoussés de ces centres , la même équation aurait

encore lieu en prenant, par exemple, p pour la distance du corps

M à un centre fixe, et P pour la force qui vient de ce centre ; et

ainsi des autres. Car on peut déduire le cas des forces tendan

tes à des centres fixes, de celui des actions mutuelles des corps.
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en supposant que quelques-uns de ces corps deviennent immo

biles, ce qui a lieu lorsque leurs masses sont infinies; mais, sans

avoir recours à cette démonstration indirecte , il n'y a qu'à con

sidérer que si le corps M, par exemple, éprouve l'action d'une

force P qui part d'un centre fixe dont la position soit déterminée

par les coordonnées /, m , », et dont la distance à M soit p, il en

résultera (art. 25) dans les valeurs des quantités M^c", Mj", Mz",

les termes respectifs

„ » z » „ t

P P P

et par conséquent dans la valeur de Wl(x'x" -\-j'f' -f-s'z"), ou de

Muu', les termes

PQr— Qa/ P(y — m)/ P(s — n) z'

p f P "f p *

mais p étant = \Z[(x— — "t)*+ (z — »)•], on a

n' — (*-Q*'-Ky-™)/ + (*-nK .

P— P —'

donc les termes dont il s'agit se réduisent à Vp'.

D'où l'on conclura, en général, que l'équation

Muu'+ Nfp' H- etc. = Vp' -f- Qy' -f- etc.

a lieu pour un système quelconque de corps disposés ou liés

entre eux d'une manière quelconque, et qui s'attirent ou se re

poussent réciproquement, ou sont attirés vers des centres fixes,

ou repoussés par des forces quelconques P, Q , etc. , en nommant

p, (f, etc. les distances mutuelles des corps qui s'attirent ou se re

poussent, ou leurs distances aux centres fixes d'attraction ou de

répulsion, et prenant les quantités P, Q, etc., positivement ou

négativement, selon que ces forces seront répulsives ou attractives,

parce que les premières tendent à augmenter les distances p, q, etc.,

et les secondes à les diminuer.

4a. Si les forces P, Q, etc. sont respectivement des fonctions
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quelconques des distances p, q, etc., suivant lesquelles elles

agissent, ce qu'on peut toujours supposer lorsque ces forces sont

indépendantes les unes des autres, ou, en général, si les quantités

P, Q, etc. sont des fonctions de p, q, etc., telles que la quantité

ty' + Q^'+ etc. soit la fonction prime d'une fonction de p, q, etc. ,

que nous désignerons par F(p, q..'...), l'équation primitive de

l'équation ci-dessus sera

Mu* + Nf* -f- etc. = K+.2F(/7, q...)

K étant une constante arbitraire; et, dans ce cas, les forces P,

Q , etc. , qui agissent suivant les lignes p, q, etc. , seront repré

sentées par les fonctions primes F'(/>), F' (q), etc.

Soient a, b, etc. les valeurs de p, q, etc. dans un instant donné,

et U, V, etc. les vitesses de M, N, etc. dans cet instant, l'équa

tion précédente rapportée à ce même instant, donnera

MU*-f-NV'4-etc. = K+ 3F(«, $.t.)t

d'où l'on tire

K= MU*-f- NV+etc. — aF(>, £...);

donc, substituant cette valeur, on aura l'équation générale

M/i'-f-N^+etc^MU'-f MV*4-etc.-r-2F(/>,y...)—aF(a, *...).

Cette équation renferme le principe de la conservation des forces

vives pris dans toute sa généralité. Elle fait voir que la force vive

totale du système ne dépend que des forces actives qui animent

les corps , et de la position des corps relativement aux centres

de ces forces; de sorte que si, dans deux instans, les corps se

trouvent à mêmes distances de ces centres, la somme de leurs

forces vives sera aussi la même.

J'entends par forces actives, les forces que les corps exercent

les uns sur les autres, et dont l'effet est de changer leurs distances

ou leurs positions respectives , comme les forces intrinsèques d'at

traction ou de répulsion, les forces des ressorts placés entre les

corps, etc. Au contraire j'appelle forces passives les forces de
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résistance produites par les pressions des corps, les tensions des fils

ou des verges, etc., et dont l'effet est de maintenir les corps dans

une même position respective , et d'empêcher que les conditions

du système ne soient violées. Ces forces passives ne contribuent

en rien, comme l'on voit, à, la production de la force vive; les

forces actives seules l'augmentent ou la diminuent, comme elles

feraient , si les corps , étant mus librement , partaient des mêmes

points et arrivaient aux mêmes points, en décrivant des lignes

quelconques.

43. Nous avons vu que la loi du mouvement du centre de gra

vité , et celle des aires , sont indépendantes de l'action mutuelle

des corps, quelle que soit cette action, soit qu'elle vienne des

forces passives ou actives; ainsi, à cet égard, ces deux lois ont

une plus grande étendue que la loi de la conservation des forces

vives , qui n'est indépendante que de l'action des forces passives.

Il résulte de là que cette dernière loi ne peut pas subsister,

comme les deux premières, dans le cas où, par l'action mutuelle

des corps, ou par la rencontre d'obstacles, il survient des chan-

gemens brusques dans leurs mouvemens , parce que ces change-

mens sont ou peuvent toujours être regardés comme l'effet des

forces actives de ressorts placés entre les corps, ou entre eux et

les obstacles, et qui, en se contractant ou se dilatant très-peu,

maintiennent la loi de ^continuité dans la variation des mou

vemens. La force vive des corps qui subissent ainsi des change-

mens brusques, reçoit, à chacun de ces changemens, une aug

mentation ou une diminution égale à la force vive que l'action de

ces ressorts produirait si les corps n'étaient soumis qu'à cette

action.

Ainsi, si les corps M, N, etc. viennent à se rencontrer, ou à

rencontrer des obstacles , de manière qu'il en résulte des change

mens brusques dans leurs mouvemens, on pourra appliquer à ces

corps, pendant leur action, quelque courte qu'elle puisse être, la

formule de l'article précédent ; de sorte qu'en nommant U, V, etc.

leurs vitesses au commencement de l'action «, v les vitesses à la

fin de l'action, désignant de plus par «, b, etc. les valeurs des dis
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tances p, q, etc. au commencement, et par et, /3, etc. leurs valeurs

à la fin de la même action , on aura

MUH-NV'+etc— Mu*— N?'—-etc.= 2F(a, £...)— aF(«, j3...).

Ce qui montre que la différence des forces vives au commencement

et à la fin de l'action sera

aF(a, £...) — aF(a, /3...),

où l'on remarquera que, quoique les quantités a, jS, etc. different

très-peu des quantités a, b, etc., la différence des fonctions sem

blables F (a, b. . .) et F (a, /3. . .) peut avoir une valeur finie quel

conque.

44. Comme 'ces fonctions sont inconnues, on ne pourrait pas

déterminer, de cette manière, la variation de la force vive; mais

dans les cas particuliers on pourra la trouver d'après les condi

tions du problème.

Lorsque des corps se choquent, soit immédiatement, soit par

l'entremise de leviers ou de machines quelconques, si les corps

sont parfaitement élastiques, la compression et la restitution se

font suivant la même loi, et l'action est censée durer jusqu'à ce

que les corps soient revenus, par la restitution du ressort, à la

même position respective où la compression a commencé. On aura

donc pour ce cas, dans l'équation précédente,

et = a, /S = b, etc.,

et par conséquent

F(«, 0...) = F(«, b...);

d'où il suit que la force vive sera la même avant et après le choc;

ce qu'on sait depuis long-temps, mais dont on n'avait pas, que je

sache, une démonstration simple et générale.

Au contraire, dans le choc des corps durs, l'action n'est censée

durer que jusqu'à ce que les corps aient acquis des vitesses en

vertu desquelles ils ne se nuisent plus, et qui, par conséquent,

no
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ne produisent point d'action entre eux. Ainsi l'effet de ces vitesses

sur l'action mutuelle des corps étant nul, si on leur imprimait ces

mêmes vitesses avant ou pendant l'action, elle serait la même en

vertu des vitesses composées de celles-ci et des vitesses propres

des corps. Donc elle serait encore la même, si les vitesses impri

mées étaient égales et directement contraires à celles dont nous

parlons , car l'action ne varierait pas , en supposant qu'on détruisit

ces vitesses imprimées par des vitesses opposées.

Il s'ensuit de là que, dans le choc des corps durs, les vitesses

u , v, etc. après le choc , sont telles , que l'équation

MUM-NVM-etc.—Mu'—JNV— etc.= 2F(«, b, <r...) — aF(<x, /S, y...)

subsisterait également en composant les vitesses U , V, etc. ,

m, v, etc. avec les vitesses —u, — v, etc., le second membre

de cette équation demeurant le même , parce qu'il ne dépend que

de la position mutuelle des corps, avant et après le choc.

Si donc on nomme A la vitesse composée de U et de — u , B la

vitesse composée de V et de — v, etc., l'équation deviendra

MA."+ NB' + etc.= 2F(a, b, c...) — aF(a, 0, y...),

puisque les vitesses composées u — u, v— v, etc. sont nulles.

On aura donc , pour le choc des corps durs, cette équation

MU*— NV*—Mii" — Ne* — etc. = MA* -f- NB* + etc.

Comme U, V, etc. sont les vitesses avant le choc, et u, v les

vitesses après le choc, il est clair que A, B, etc. seront les vitesses

perdues par le choc ; par conséquent MA* 4- NB* -f- etc. sera

la force vive qui résulterait de ces vitesses; d'où l'on tire cette

conclusion : que dans le choc des corps durs, il se fait une perte

de forces vives égale à la force vive que les mêmes corps auraient

s'ils étaient animés chacun de la vitesse qu'il perd dans le choc.

Ce théorème remarquable est dù, je crois, à M. Carnot, qui l'a

trouvé d'une autre manière dans son Essai sur les machines en

général; il est utile pour compléter l'équation des forces vives ,

dans les cas où il se fait une perte de ces forces par le choc.

48
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45. Dans l'équation (art. 4i )

Muu' -f- Nfv' -f etc. = Vp' -f- Qq' -f- etc. ,

les quantités p, q, etc. désignent les distances rectilignes des points

où les forces P, Q, etc. sont appliquées, aux centres de ces forces;

ainsi les quantités p', q', etc. expriment les vitesses de ces points

suivant les directions de ces mêmes forces, et comme les quantités

p, q, etc. n'entrent point dans l'équation, il s'ensuit qu'elle a tou

jours lieu, quelles que soient les forces P, Q, etc., soit qu'elles

tendent à des points donnés ou non, pourvu que l'on prenne pour

p', q', etc. les vitesses respectives des points où ces forces sont

appliquées suivant les directions mêmes des forces.

Si lesjbrces P, Q, étaient en.équilibre, la quantité P^'+Q^'-f-etc,

serait nulle par le principe des vitesses virtuelles (art. 5o): ainsi

l'équation précédente montre ce que cette quantité devient lorsque

les forces produisent du mouvement ; et l'on voit qu'elle est alors

égale à la fonction prime de la moitié de la force vive de tous les

corps du système, quelles que soient d'ailleurs la disposition et la

liaison mutuelle de ces corps.

Donc si, dans un instant quelconque, les forces qui agissent sur

le système viennent à se contre-balancer , la fonction prime de

la force vive sera alors nulle, et par conséquent, la force vive

sera un maximum ou un minimum (art. 26, 2° Partie). En général,

de toutes les situations que le système peut prendre , celle où il

serait en équilibre , est aussi celle où sa force vive serait un maxi

mum ou un minimum s'il était en mouvement ; et il est démontré que

l'équilibre sera stable lorsque la force vive sera un maximum, et

qu'il ne le sera pas, lorsque la force vive sera un minimum. Mais la

démonstration de cette propriété singulière de l'équilibre ne peut

pas être insérée ici ; on peut la voir dans la Mécanique analytique.

46. Puisque les quantités p', q', etc. n'expriment que les vitesses

des points où sont appliquées les forces P, Q, etc., estimées sui

vant la direction de ces forces, on peut prendre pour//, y', etc.

les espaces simultanés parcourus par ces points, suivant ces di

rections. Ainsi Vp' sera la fonction prime de l'aire de la courbe
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dont l'abscisse serait égale à p et l'ordonnée rectangle serait P, et de

même Q7' sera la fonction prime de l'aire de la courbe dont l'abscisse

serait q et l'ordonnée Q; et ainsi des autres (art. 28, 2e Partie).

Donc, si on désigne respectivement ces aires par (P), (Q), etc.,

et qu'on prenne les fonctions primitives des deux membres de

l'équation de l'article précédent, on aura en multipliant par 2 et

nommant U, Vies vitesses deM, N, etc. lorsque les aires (P), (Q),etc.

sont supposées commencer : . ;

Mu* -f- N?* -f- etc. MU* — NV*— etc. = a(P) -f- a(Qj -+- etc. 1

Cette équation est la même que celle de l'article 4a, qui ren

ferme le principe de la conservation des forces vives; mais elle

est présentée ici d'une manière indépendante des fonctions qui

peuvent représenter les forces P, Q , etc.

Si on suppose que ces forces agissent chacune séparement sur

des corps libres dont les masses soient m, n, etc., on aura, par

les équations fondamentales de l'article i5,

mp"= Y, nq"=:Q, etc.;

donc, multipliant respectivement par sp', 2?', etc., et prenant les

fonctions primitives, on aura

V = fl + a(P), = a(Q),

et ainsi des autres, a et b étant des constantes arbitraires. Donc,

si on suppose, pour plus de simplicité, que les vitesses p', y', etc.

soient nulles, lorsque les aires (P), (Q), etc. commencent, on

aura

a — o, b = o, etc.;

et par conséquent

mp'*= 2 (P) , nq'* = a (Q) , etc. ,

où l'on voit que mp'', ru/'*, etc. sont les forces vives produites sé

parément et librement par les forces P, Q, etc. pendant la géné

ration des aires (P), (Q), etc. de sorte que ces aires elles-mêmes

sont égales à la moitié des forces vives engendrées.
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Donc, lorsque ces forces agissent sur des corps liés entre eux

d'une manière quelconque, elles produisent, dans tout le système,

une augmentation de force vive égale à la somme des forces vives

que chaque force produirait en particulier si elle agissait seule sur

un corps libre, et qu'elle lui fit parcourir, suivant sa direction,

un espace égal à celui que le corps parcourt réellement, suivant

la même direction. C'est proprement ce qui constitue le principe

de la conservation des forces vives.

47. Cette loi des forces vives est d'une grande importance dans

la théorie des machines. L'objet général des machines est de

transmettre l'action des puissances motrices, de la manière la plus

propre à vaincre les résistances qui s'opposent au mouvement

qu'on veut produire. Ces résistances n'étant que des forces qui

agissent dans un sens contraire à celui des puissances, on peut

Jes regarder et traiter comme des puissances négatives. Ainsi, dans

une machine quelconque en mouvement, l'augmentation de la

force vive totale est toujours égale à la somme des forces vives

que les puissances auraient produites, moins la somme de celles

qui auraient pu être produites par les résistances, si les points sur

lesquels ces forces agissent s'étaient mus librement.

On peut réduire à la gravité et aux ressorts presque toutes les

forces dont nous pouvons disposer. Un poids P, en descendant

librement d'une hauteur h, acquiert une force vive égale à 2P/?;

car, dans ce cas, la force P étant constante, l'aire (P) est égale

au produit de l'ordonnée P par l'abscisse h. Ainsi, lorsqu'on a à

sa disposition une chute verticale h d'un poids P, on peut dé

penser une force vive égale à aP/t, laquelle peut être employée

dans une machine comme puissance ou comme résistance. Un

ressort bandé produit en se débandant librement , une force vive

qui dépend de la force du ressort et de l'espace par lequel le

ressort peut se débander, et qui e6t égale au double de l'aire (P).

Donc, si on a à sa disposition un ressort bandé jusqu'à un cer

tain point , et qui puisse se débander par un espace donné , on est

le maitre de dépenser une force vive donnée et de l'employer dans

une machine quelconque. Ainsi on peut dire qu'une chute d'eau

dont la quantité et la hauteur sont données ; qu'une quantité donnée
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de charbon , en tant qu'elle peut être employée à vaporiser une

quantité donnée d'eau , qu'une quantité donnée de poudre à ca

non, qu'une journée de travail d'un animal donné , etc. renferment

une quantité déterminée de force vive, dont on peut disposer,

mais qu'on ne saurait augmenter par aucun moyen mécanique.

On peut donc toujours regarder une machine comme destinée

à détruire une quantité donnée de force vive en consumant une

autre force vive donnée. Et il suit du principe général , que la

force vive des puissances motrices doit surpasser celle des résis

tances, d'une quantité égale à la force vive totale de tous les corps

qui se meuvent en vertu de ces forces ; et s'il arrivait des chan-

gemens brusques dans leurs mouvemens, il y faudrait ajouter la

somme des forces vives qui résulteraient des vitesses perdues dans

les chocs ( art. 44 ).

On peut calculer de cette manière l'effet de toute machine, et

déterminer les conditions nécessaires pour que cet effet devienne

le plus grand qu'il est possible, relativement aux circonstances

de la machine donnée.

Je ne m'étends pas davantage sur les applications à la Méca

nique , et je ne m'arrêterai pas à résoudre des problèmes parti

culiers. Comme mon dessein n'est pas de donner un Traité de

cette science, je me contenterai d'avoir établi par la théorie des

fonctions , les principes et les équations fondamentales de la Mé

canique, qu'on ne démontre ordinairement que par la considération

des infiniment petits, et d'avoir donné, d'une manière nouvelle, les

lois générales du mouvement des corps animés par des forces quel

conques , et qui agissent les uns sur les autres ; et je renverrai à la

Mécanique analytique ceux qui desireraient un plus grand détail.
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ADDITION

Au Chapitre II de la première Partie , page 19.

On peut démontrer, de differentes manières, la correspondance

des fonctions dérivées avec les différentielles. Si on désigne par

dx la différence constante des valeurs successives x, x + dx,

x -f- zdx, x ■+- 3dx, etc. de la variable x , les valeurs correspon

dantes de la variabley, regardée comme fonction de x, seront par

la formule précédente , en y faisant successivement i = dx, adi,

5dx, etc.;

J

y + V* + JÇ£- + J&gL + + m,

etc.

Si on prend, par des soustractions successives, les différences

premières, secondes, troisièmes, etc. de ces valeurs, et qu'on les

dénote par dy, d*y, dy, etc., on aura

*r = Jfit + St£- + + etc.,

*y *= -TXT" + etc*

etc.
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Supposons que la différence dx devienne infiniment petite , les

puissances dx*, dx3, etc. deviendront infiniment petites , chacune

par rapport à celle qui précède , et les séries qui expriment les

valeurs des différences dy, dy, d3y, etc. se trouveront composées

de termes infiniment petits , chacun relativement au précédent ,

de sorte qu'en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur

relativement à ceux d'un ordre inférieur, on aura simplement

dy =y'dx , dy =ydx%, dsy =y"'dx3, etc. ;

et par conséquent

On voit par là comment la supposition des infiniment petits peut

servir à trouver les fonctions dérivées ; et on peut en conclure

que les expressions différentielles etc. au lieu d'expri

mer ce qu'elles paraissent représenter, ne sont à la rigueur que des

symboles qui dénotent des fonctions différentes de la fonction pri

mitive y, mais dérivées de celle-ci suivant certaines lois. Voyez

dans la nouvelle édition des Leçons sar le Calcul des Fonctions ,

la leçon dix-huitième , qui contient des remarques importantes

sur le passage du fini à l'infiniment petit.

FIN.
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