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LECON PREMIERE

SUR LARITH‘\IETIQUE OU L’ON TRAITE DES FRACTIONS ET DES LOGARITHMhb '

L’Arithmétique a deux parties : Uune est fondée sur le systeme ¢é-
cimal et sur la maniére de placer les chiffres, pour leur faire exprimer
les différents nombres; cette partie est celle qui contient les quatre
opérations ordinaires, I'addition, la soustraction, la multiplication et
~la division. Ces opérationé; comme vous I’avez vu, seraient différentes,
si Pon avait adopté un autre systéme; cependant il ne serait pas diffi-
cile de les traduire les unes dans les autres, si I'on voulait changer de
systeme. . |

L’autre partie est mdependante du systeme de numeratmn elle est
fondée sur la considération des quantités et sur les propriétés géné-
rales des nombres. La théorie des fractions, celle des puissances et des
racines, la théorie des proportions, celle des progressions arithmétiques
et géométriques, et enfin la théorie des logarithmes, appartiennent a
cette partie. Je vais faire ici quelques observations sur les différentes
| branches de cette partie de I’ Arithmétique. '
| (*) Les LE(;O‘\S ont paru d’abord dans les deux éditions des Seances des Ecoles rzormales,

| an III (1794-1795). Dix-sept ans plus tard, sur I'avis de Lagrange, on a réimprimé ces Lecons
dans le Journal de I’ Ecole Polytechnique (1812). « Note de l’Ldztem »
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On peut !a regarder comme lArlthmethue universelle, qui tient de
pres a ’Algebre; car si, au lieu de fixer les quantités que I'on consi-
dere, au lieu de les déterminer en nombres, on veut les considérer d’une
maniere générale, en les désignant par des lettres, on a I’Algebre. Vous
“avez déjh vu ce que c’est qu'une fraction; I'idée des fractions est un
peu plus composée que celle des nombres entiers; dans les nombres en-
tiers, on ne considere qu’une quantité répétée : pour avoir I'idée d'une
fraction, il faut considérer la quantité méme, divisée en un certain
nombre de parties; les fractions représentent en général des rapports,
et servent i exprimer les différentes quantités les unes par les autres;
en général, tout ce qui se mesure ne peut étre mesuré que par des frac-
 tions, 4 moins que la mesure ne soit contenue un nombre entier de fois
dans la chose mesurée.

Vous avez vu comment une fraction peut étre réduite 2 sa moindre
expression. |

JLorsque le numérateur et le dénominateur peuvent étre divisés par
un méme nombre, on peut trouver ce plus grand commun diviseur par
une méthode trés-ingénieuse; et qui nous vient d’Euclide : cette mé-
thode est tres-simple et trés-analylique, mais on peut la rendre encore
plus sensible par la considéralion suivante. Supposez, par exemple,
que vous ayez une longueur donnée, et que vous vouliez la mesurer;
vous avez donc une mesure donnée, et vous voulez savoir combien de
mesures sont contenues dans cette longueur; d’abord vous portez la
mesure autant de fois que vous le pouvez sur la longueur donnée, et
cela vous donne un nombre entier de mesures; s’il n’y a pas de reste,
I’opération est terminée; mais s'il y a un reste, il faut encore évaluer le
reste; si la mesure est divisée en parties égales, par exemple en dix ou
douze, etc., 1l est naturel de porter ce reste sur les différentes parties,
et de voir combien il y a de ces parties qui sont comprises dans le reste;
~alors vous avez, pour évaluer le reste, une fraction dont le numérateur
est le nombre des parties contenues dans ce reste et le dénominateur
est le nombre total des parties dans lesquelles la mesure est divisée. Je
suppose maintenant que votre mesure ne soit pas divisée, et que vous
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vouliez néanmoins savoir.quel est le rapport de la longueur proposée
a la longueur que vous avez prise pour mesure; voici I'opération qui se
présente le plus naturellement. Si vous avez un reste, comme il est
‘moindre que la mesure, il est naturel que vous cherchiez combien de
fois il y sera compris.- Supposons deux fois, et qu’il y ait encore un
‘reste; reportez ce resle au reste précédent : comme il est nécessaire-
ment plus petit, il s’y trouvera encore contenu un certain nombre de
fois, comme trois fois, et il y aura un reste ou non, et ainsi de suite.
- Ayant tous ces différents resles, vous avez ce qu'on appelle une fraction
continue; par exemple, vous avez trouvé que la mesure était contenue
trois fois dans la longueur proposée ; vous avez d’abord le nombre trois;
ensuite vous avez trouvé que le premier reste est contenu deux fois
dans la mesure, vous aurez la fraction un divisé par deux; mais ce
dénominateur n’est pas complet, parce qu’il faudrait qu’il n’y eit pas
de reste; s’il y en a un, cela donne encore une autre fraction semblable
3 ajouter i ce dénominateur, laquelle sera un divisé par trois, parce que
nous avohs supposé que ce reste était contenu Lrois fois dansole_r'e":éte
précédent, et ainsi de suite. Vous aurez ainsi la fraction

!
3 4 —————
I

2 -+

3 4.

*

(le signe +, usité dans I’ Algebre, signifie plus, et indique une addition
2 faire) pour exprimer le rapport entre la longueur et celle que vous
avez prise pour mesure. Les fractions de cette forme sappellent frac-
tions continues, et peuvent étre réduites en fractions ordinaires par les
regles que vous connaissez. En effet, si 'on s’arréte d’abord a la pre-
miere fraction, ce qui revient 4 ne ténir'compte_que du premier reste et
5 négliger le suivant, on a 3 + £ qui se réduit a 2. Pour avoir,égard au
premier et au second re_ste seulement, on s’arrétera & la seconde frac-

:or 2+ 3=1%; donc on aura 3 + -
_2+-3' , '

VII, E ) | 24

tion, et ’on aura 3 +
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savoir 2%, et ainsi de suite. Si dans I'opération on parvient & un-reste
qui mesure exactement le reste.précédent, elle est terminée; et I'on
aura, par le moyen de la fraction continue, une fraction ordinaire qui
sera la valeur exacte de la longueur mesurée, exprimée par celle qui a
servi de mesure. Si I'opération ne se termine pas ainsi, elle pourra aller
a Iinfini, et 'on n'au_ra que des fractions qui approcheront de plus en
plus de la vraie valeur. o
~ Si maintenant on rapproche ce procédé de celui qu’on suit lorsqu’on
cherche le plus grand commun diviseur de deux nombres, on verra que
c’est la méme chose; mais, dans la recherche du plus grand commun
diviseur, on ne fait attention qu’aux différents restes, dont le dernier
est ce méme diviseur; au lieu qu’'en employant les quo‘tientsv sucees-
~ sifs, comme nous I'avons fait plus haut, on obtient des fractions qui
approchent toujours de plus en plus de la fraction formée par les deux
nombres donnés, et dont la derniere est cette méme fraction déja ré-
duite & ses moindres termes. | o

Comme cette théorie des fractions conlinues est peu connue, et
qu’elle est néanmoins d’une grande utilité pour résoudre des questions
numériques importantes, je vais m’étendre encore un peu sur la for-
mation et les proprigtés de ces fractions. Et d’abord supposons que les
quotients trouvés, soit par I'opération mécanique, soit par celle du plus
grand commun diviseur, soient comme ci-dessus 3, 2, 3, 5, 7, 3; voiei
comment on peut, sans passer par la fraction continue, trouver tout
de suite les différentes fractions qui en résultent. - |

Le premier quotient, étant supposé divisé par I'unité, donnera la
premiere fraction, qui sera trop petite, savoir 2. Ensuite, multipliant le
numérateur et le dénominateur de cette fraction par le second quo-
tient et ajoutant I'unité au numérateur, on aura la seconde fraction, qui
sera trop grande, et qui sera Z. Multipliant de méme le numérateur et
le dénominateur de celle-ci par le troisitme quotient, et ajoutant en-
suite au numérateur celui de la fraction précédente, et au dénomina-
teur celui de la fraction précédente, on aura la troisieme fraction, qui
sera trop petite; ainsi, le troisieme quotient étant 3, on dira 7 par 3
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donne 21, et 3 font 24, et de méme, 2 par 3 donne 6, et 1 font7; donc
24 sera la fraction cherchée. On suivra le méme procéds, et, puisque
le quatrieme quotient est 5, on dira 24 par 5 fait 130, et 7 -numéra-
et 2 font 373 donc la nouvelle fraction sera 537, et ainsi de suite.

De cette maniere, en employant les six quouents 3,2,3,5,7,3,0n
aura les six fractions |

3 7
=) -9
1 .2

24 ‘127 qi3 2866
7’ 37’ 966’ 835’

dont la derniére, en supposant I'opération terminée par le sixieme quo-
tient 3, sera la valeur cherchée de la longueur mesurée, ou bien sera
la fraction méme réduite & ses nroindres termes.

Les fractions qui précedent sont alternativement plus petites et plus
grandes que cette valeur, et ont I'avantage d’en approcher de plus en
* plus, et de maniere qu’aucune autre fraction ne pourrait en approcher
autant, 3 moins d’avoir pour dénominateur un nombre plus grand que
le produit du dénominateur de la fraction dont il s’agit, et de celui de la
suivante. Par exemple, la fraction 2% est plus petite que la vraie valeur
qui,_ est celle de la derniere fractlon 2566. mais elle en approche plus
que ne pourrait faire toute autre fraction, dont le dénominateur ne sur-
passerait pas le produit de 77 par 37, c’est-a-dire le nombre 259; ce qui
donne le moyen de réduire une fraction donnée, exprimée par de grands
nombres, 2 des fractions exprimées en moindres nombres, et aussi ap-
prochées qu’il est possible. |

‘La démonstration de ces propriétés se ded uit de Ia nature de la frac-
tion continue, et de ce que, si ’on cherche la différence d’une fraction
3 sa voisine, on trouve une fraction dont le numérateur est toujours
I’unité, et le dénominateur est le produit des deux dénominateurs; ce
qui peut aussi se démontrer a priori par la loi de la formation de ces
fractions. Ainsi la différence de % & 2 est £, -par exces; celle de 244 2
est <L, par défaut; celle de % 1213 28 ggp L ‘par exces, et ainsi de suite;
de sorte qu’en employant cette su1te de différences, on peut encore ex-

2-.}.
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~ primer d’une maniére fort simple les fractions dont il s’agit, par une
suite d’autres fractions, dont les numérateurs soient tous ’unité, et les
dénominateurs soient successivement les produits de deux dénomina-
teﬂrs voisins. Ainsi, si, pour plus de simplicité, on fait usage des signes
+, —, X, qui signifient plus, moins, multiplié par, et indiquent une
addition, ou soustraction, ou multiplication & faire, on aura, au lieu
des fractions ci-dessus, la série "

3 1 1 o T 1
TTTTX32  2X7 T 7xX37 37266 © 266 < 835

Le premier terme est, comme I’on voit, la premiere fraction, le pre-
mier et le second ensemble donneront la seconde fraction Z, le premier,
le second et le troisieme donnent la troisieme fraction Z%, et ainsi de
suite; de sorte que toute la série sera équivalente a la derniere fraction.
1l y a encore une autre maniere moins connue, mais & quelques
égards plus simple, de traiter les mémes questions, et qui conduit
. directement 3 une série semblable & la précédente. En reprenant
I'exemple ci-dessus, apres avoir trouvé que la mesure entre trois fois
dans la longueur mesurée, avec un nouveau reste, au lieu de rapporter
ce second reste au précédent, comme on en a usé plus haut, on peut le
rapporter de nouveau a la mesure méme. Ainsi, supposant qu’il y entre
sept fois avec un reste, on rapportera encore ce reste 3 la méme mesure,
et ainsi de suite, jusqu'a ee qu'on parvienne, s’il est possible, a un
reste qui soit une partie aliquote de la mesure, ce qui terminera 'opé-
‘ration; autrement elle pourra aller & I'infini, si la longueur mesurée et
la mesure sont incommensurables. On aura alors, pour l’expressmn de
la longueur mesurée, la série “

1 est clair que ce procédé peut s’appliquer de méme 3 une fraction
ordinaire, en retenant toujours le dénominateur de la fraction pour
dividende, et prenant successivement les différents restes pour divi-
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seurs. Ainsi la fraction 2558 donnera les quotients 3, 2, 7, 18, 19, 46,
119, 417, 835; et'de 13, on aura la suite | |

| 2_2><7. 2><7><18’ 2 XX 7 ><18><|9 Y

et, comme ces fractions partielles décroissent rapidement, on aura, en
les réunissant successivement, les fractions simples

e -9

7 48 865
2’ 2'><7’ 2><7><18,

qui approcheront toujours de plus en plus de la vraie valeur cherchée,
et I’erreur sera moindre que la premiere des fractions partielles négli-
gée_s: Au reste, ce que nous venons de dire sur ces différentes manieres
d’évaluer les fractions n’empécllé pas que I'usage des fractions déci-
males ne soit presque toujours préférable pour avoir des valeurs aussi
‘exactes que I’on veut; mais il ya ‘des cas ol il importe que ces valeurs
soient exprimées avec le moins de chiffres qu’il est possible. Par
exemple, §'1l s’agissait de construire un planétaire, comme les révolu-
tions des plangtes sont entre elles dans des rapports exprimés par de
trés-grands nombres, il faudrait, pdur ne pas‘ trop multiplier les dents
des roues et des pignons, se contenter de moindres nombres, et en
méme temps faire en sorte que les rapports de ces nombres appro-
chassent le plus des rapports donnés. Aussi est-ce cette question
méme qui a donné 4 Huyghens I'idée de chercher & la résoudre par le
" moyen des fractions continues, et qui a fait naitre la théorie de ces
sortes de fractions. Ensuite, en approfondissant cette théorie, on I’a
reconnue propre i fournir la solution d’autres questions importantes :
¢’est pourquoi, comme elle ne se trouve guére dans les livres élémen-
taires, j’ai cru devoir en exposer les principes avec un peu de détails.

Passons maintenant a la théorie des pu:ssances, des proportions et
des progressions. o | |

~ Yous avez déja vu comment un nombre, multiplié par lui-méme,
donne le carré, et, multiplié encore de méme, donne le cube, et ainsi
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de suite. En Géométrie, on ne va pas au dela du cube, parce qu’aucun
~corps ne peut avoir plus de trois dimensions; mais en Algebre et en
Arithmétique, on peut aller aussi loin que 'on veut; de Ia est née la
théorie de I'extraction des racines ; car, quoique tout nombre puisse
étre élevé au carré, au cube, etc., il n’est pas vrai réciproquement que
ce nombre puisse étre un carré ou un cube exact. Le nombre 2, par
exemple, n’est pas carré, parce que le carré d’'un est un, le carré de
~deux est quatre; n’y ayant pas d’autres nombres entiers intermédiaires,
on ne peut pas trouver un nombre qui, multiplié par lui-méme, pro-
duise 2; vous ne le pouvez pas méme en fractions; car, prenons une
fraction réduite & ses moindres termes, le carré de cette fraction sera
encore une fraction réduite aux moindres termes, et par consequent ne
pourra étre égal au nombre entier 2. Mais, si I'on ne peut pas avoir la
racine exacte de deux, on peut I'avoir approchée autant qu’on veut,
surtout par les fractions décimales. Cela peut aller 2 Vinfini, et vous
pouvez approcher des vraies racines a tel degré d’exactitude que vous
_ voudrez, en suivant les regles pour extraire les racines carrées et
cubes, ete.; mais je n’entrerai ici dans aucun détail Ia-dessus. La théorie
des puissances a produit celle des progressions; avant d’en patler, il
faut dire quelque chose sur les préportions.

On a va que toute fraction exprime un rapport; lorsqu’il y a deux
fractions égales, vous avez done deux rapports égaux; alors les nombres
que présentent les fractions ou les rapports forment ce qu’on appelle
proportion. Ainsi I’égalité des rapports de 2 4 4 et de 3 4 6 donne la
proportion 2 2 4 comme 3 4 6, parce que 4 est le double de 2, comme
6 est le double de 3; de la théorie des proportions dépendent beaucoup
de regles &’ Arithmétique; elle est d’abord le fondement de la fameuse
regle de trois qui est d’un usage si général : vous savez.que, quand on a
les trois premiers termes, pour avoir le quatrieme, il n’y a qu’a multi-
plier les deux derniers 'un par 'autre, et diviser le produit par le pre-
mier. On a imaginé ensuite différentes autres régles particulizres qui se
trouvent dans la plupart des livres d’Arithmétique; mais on peut s’en
passer quand on congoit bien I’état de la question : il y a les régles de
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trois directes, inverses, simples, composées; les regles de compagnie,
d’alliage, etc. : tout se réduit a la regle de trois; il n’y a qu’a bien con-
sidérer I’état de la question, et & placer convenablement les termes de
la proportion. Je n’entrerai pas dans ces.détails; mais 1l y a_une autre
théorie qui est utile dans beaucoup d’occasions, c’est la théorie des
progressions; quand vous avez plusieurs nombres qui ont la méme
proportion entre eux et qui se suivent, en sorte que le second est au
premier comme le troisitme est au second, conime le quatrieme est au
troisieme, ainsi de suite, ces nombres sont en progression. Je commen-
ceral par une observatlon. . |

On distingue communément, dans tous les livres &’ Amthmethue et
d’Algebre, deux sortes de progressions, I'arithmétique et Ia géomé-
trique, qui répondent aux proportions nommées arithmétigue et geéo-
métriqgue; mais la dénomi‘pation de pr‘oportionme parait tres-impropre
pour ce qu'on appelle proportion arithmétique. Comme un des objets de
I'Ecole Normale est de rectifier la_langue des sciences, on ne regardera
pas cette petite dlgresswn comme inutile. -

Il me semble donc que Iidée de proportion est deja fixée par 'usage,
et ne répond qu’a ce qu'on appelle proportion géomeirigue. Quand on
parle de la proportion des membres de I’homme, des parties d’un ba-
timent, etc.; quand on dit qu’un plan quon dessine doit étre réduit
proportionnellement 2 un plus petit, etc.; quand on dit méme, en gé-
néral, qu'une chose doit étre proportionnée & une a"utre, on n’entend
par proportion que 1'égalité des rapports, comme dans la proportion
géométrique, et nullement I'égalité des différences, comme dans l’arith-
métique. Ainsi, au lieu de dire que les nombres 3, 5, 7, 9 sont en pro-
portion arithmétique, parce que la différence de 5 & 3 est la méme
que celle de g & 7, je désirerais que, pour éviter toute ambiguité, on
employat une autre -dénomination; on pourrait, par exemple, appeler
ces nombres equidifférents, en.conservant le nom de proportionnels alix
, nombres qui sont en proportion géométrique, comme 3, 4, 6, 8.

- D’ailleurs, je ne vois pas pourquoi la proportion appelée ariihme-
tigue est plus arithmétique que celle que ]_’_ovn_no_m'm'e_'ge'onze'trz'Que, ni
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pourquoi celle-ci est plus géométrique que P'autre; auw contralre, Pidée
primitive de celle-ci est fondée sur I’Arithmétique, puisque celle des
 rapports vient essentiellement de la considération des nombres.

~ Au reste, en attendant qu’on ait changé ces dénominations impropres
de pPOpOPthHb arithmétique et géometrique, je contmueral a m’en servir
pour plus de simplicité et de commodité.

‘La théorie des progressions amthmethues a peu de difficultés : - ce
| sont des quantités qui augmentent ou diminuent constamment de la
méme quantité; mais celle des progressions géométriques est plus diffi-
cile et plus importante, parce que beaucoup de questions intéressantes
en dépendent : par exemple, tous les problemes sur I'intérét composé,
et qui regardent 'escompte, et beaucoup d’autres semblables.

En général, quand une quantité augmente, et que la force augmen-
tative, pour ainsi dire, est proportionnelle 4 la quantité méme, elle
produit des quantités en proportion géométrique. On a observé que,
dans les pays ol la subsistance était trés-aisée, comme dans les pre-
mieres colonies américaines, la population doublait au bout de vingt
ans; si elle est double au bout de vingt ans, elle sera quadruple au bout
de quarante ans, octuple au bout de soixante ans, etc.; ce qui donne,
comme on voit, une progression géométriqué qui répond 2 des espaces
~ de temps en progression arithmétique. Il en est de méme de I intérét
composé : si ’on suppose qu'une somme donnée d’argent produise, au
bout d'un certain temps, une certaine somme; au bout d’'un temps
double, 1a méme somme aura produit encore une pareille somme, et de
plus, la somme produite dans le premier espace de temps aura produit
proportionnellement une autre somme pendant le second espace de
temps, et ainsi de suite. On appelle communément la somme primitive
le principal, la somme produite, I'intérét, et le rapport constant du prin-
cipal & I'intérét, pour un an, denier. Ainsi le denier vingt mdique que
'intérét est la vingtieme partie du prmmpal ce qu'on nomme aussi
5 pour 100, puisque 5 est la vingtieme partie de roo. Sur ce pled le
principal sera augmenté, au bout d’un an, d’un vmgtxeme par consé-
quent, il se frouvera augmenté en raison de 21 4 20; au bout de deux
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ans, il sera augmenté encore déns-- la méme raison, c’est-a-dire dans la
raison de 33, multiplié par £5; au bout de trois ans, dans la raison de
6 multiplié deux fois par lui-méme, et ainsi de suite. Et 'on trouve
que de cette maniere il aura preqque doublé au bout de quinze ans, et
‘séra décuplé au bout de cmquante -trois ans. Réciproquement donc,
puisqu’une somme payée actuellement deviendra double au bout de
quinze ans, il est clair qu'une somme qui ne devrait étre payée qu’au
bout de quinze ans n’aura actuellement qu'une valeur moiti¢ moindre :
c’est ce qu’on nomme la valeur présente d’une somme payable au hout
- d’un certain temps; et il est clair que, pour trouver cette valeur, il n’y

aura qu’a diviser la somme promise autant de fms par la fraction 5, ou

bien la multiplier autant de fois par la fraction 22 qu il y aura d’années
b courir. Ainsi I’on trouvera de méme qu’une somme payable au bout
de cinquante-trois ans ne vaut i présent qu’un dixidme; d’otwl’on voit
combien peu d’avantage il y aurait & se défaire de la propriété absolue
d’un fonds, pour n’en conserver la jouissance que pendant cinquante
ans, par exemple, puisque I'on ne gagnerait par 12 que le dixieme en
jouissance, tandis qu’on aurait perdu la propriété pour ’éternité.

Dauns les rentes viageres, la considération de I'intérét se combine
avec la probabilité de la vie; et, comme chacun croit toujours pouvoir
vivre trés-longtemps, et que, d’un autre coté, on ne peut pas faire beau-
coup de cas d’une propriété qu’on est obligé d’abandonner en mourant,
il en résulte un attrait particulier, quand on n’a point d’enfants, pour
mettre son bien, en tout ou en partie, 2 fonds perdu. Néanmoins, quand
on calcule une rente viagére 2 la rigueur, elle ne présente pas assez
d’avantage pour engager 2 y sacrifier la propriété du fonds.

~Aussi, toutes les fois qu'on a voulu créer des rentes v1ageres assez
»attrayantes pour engager les particuliers 4 s’y intéresser, il a fallu les
faire 3 des conditions onéreuses pour 1’établissement.

Mais nous en dirons davantage 1a-dessus lorsqu’on exposera la theo-
‘rie des rentes viageres, qui est une branche du Calcul des probabilités.

~ Je finirai | par dire encore un mot sur les logarithmes. L’idée la plus
simple qu’on puisse se former de la theome des logarlthmes, tels qu’ils

VI | 25
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sont dans nos Tables usuelles, consiste 3 exprimer tous les nombres paz
~ des puissances de 10, et ainsi les exposants de ces puissances en sont les
logarithmes. De cette maniere, il est clair que.la V_'m_ultiplication, et la
division de deux nombres se réduisent a I'addition et & la soustraction
~des exp‘osants» respectifs, ¢’est-a-dire, de leurs _logari'thr_ne_s; et par consé-
quent I’élévation aux puissances et Pextraction des racines se réduisent
a la multiplication ou & la division, ce qui est d’'un avantage 1mmense |
dans 'Arithmétique, et y rend les logarithmes si précieux.

- Mais, a I'époque ol 'on a inventé les logarithmes, on ne connalbsalt
| pas encore cette théorie des puissances, on ne pensait pas qgue la racine
d’'un nombre put étre regardée comme une pulssance fractionnaire.
Voici comment on y est parvenu : , | -

L’idée primitive est celle de deux progressxons correspondantes, une
arzthmeb&que, Pautre-géométrique; ¢’est ainsi qu’on les a congues; mais
1l fallait trouver le moyen d’avoir les logarithmes de tous les nombres.
Comme les nombres suivent la progression arithmétique, pour qu’ils -
puissent se trduv_er tous parmi les termes d’une vprogres-sion,géomé-
trique, 1l est nécessaire d’établir cettevpr‘ogressionfde maniere que les
termes successifs soient trés;ra'ppr‘ochés I'un de 1_’a_utre; et, pour prou-
ver la possibilité d’exprimer ainsi tous les nombres, 'inventetr Neper
les a d’abord considérés comme exprimés par des lignes et des parties
de lignes, et 1l a considéré ceslignes comme engendrées par le mouve-
ment continuel d’un point, ce qui est tres-naturel. -

‘Il a donc considéré deux lignes: la premiere engendree par le mou-
'vement d’'un point qui déerit en temps égaux des espaces en progres-
sion Geomemque, et I'autre engendrée par un point qui décrit des
espaces _qm augmentent comme les temps, ef qu_'l_ for_menl par consé-
quent une progression arithmétique, correSpdndante;‘a la géométrique;
et il a supposé, pour plus de simplicité, que les vitesses initiales de ces
deux points étaient égales, ce qui lui a donné les logarithmes, qu’on a
d’abord appelés naturels, ensuite hyperboliques , ]OI‘Squ»’on;'a reconnu
qu’ils pouvaient étre exprimés par I’aire de I'byperbole entre les asym-
ptotes. De cette maniere, il est clair que, pour avoir le .jl;ogzi_r,ithme. d’un
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nombre quelconqué donné, il ne s’agira que de prendre sur la premitre
ligne une partie égale au nombre donné, ét de chercher quelle partie
de la seconde hgne aura été décrite en méme temps que cette partie de
la premiere. T . Cmioe

~ Conformément 2 cette 1dee, si Pon prend pour les deux premiers
termes de la-progression geome@r:que les nombres trés-peu différents
I et 1,0000001, et pour ceux de la progression arithmétique o et
0,0000001, et qu'on cherche successivement, ‘par les regles connues,
‘tous les termes suivants des deux progressions, on trouve que le nombre
2 est, & la huitieme décimale pres, le 6931472° de la progression géo-
métrique ; de sorte que le logarithme de 2 est 0,6931472; le nombre 10
se trouve le 23025851° de la méme progression; par conSéquent_Ie lo-
garithme de 10 est 2,3025851, et ainsi des autres. Mais N_ep'er.,, n’ayant
pour objet que de dét’e_r.mi,ner.]els; lggarithmeS'd_es nombrés’ moindres
que l'unité, pour I'usage de Ia Trigonométrie, ot les sinus et les cosinus
des angles sont exprimés en fractions di rayoln, a-considéré la progres-
sion géomeétrique decrmssante dont les deux premiers termes seraient
1.et 0,9999999, et il en a déterminé, par des calculs immeénses, les
termes-sulvants. Dans cette hypothese, le logarithme que nous venons
de trouver.pour le nombre 2 devient celui da nombreé £ ou 0,5, et celui
du nombre 1o se rapporte au nom’bre:i ou 0,1; ce qui est facile & con-
cevolr par la nature des deux progressions. o L
Ce travail de Neper parut en 16143 on en sentit tout de suite 1’ utlhte,
et 'on sentit en méme temps'qu’il serait plus Lonforme au systeme dé-
‘cimal de notre Arithmétique, et par conséquent beaucoup plus simple,
de faire en sorte que le logarithme de 10 fiit I'unité, moyennant quoi
celul de 100 serait 2, et ainsi de suite. Pour cela, au lieu de"'prendre
pour les deux premiers termes de la progression. géométrique les nom-
bres 1 et 1,0000001; il aurait falla prendreles nombres 1 et 1,0000002302
‘en conservant o et 0,0000001 pour les termes correspondants de'1a pro-
- gression arlthmethue d’out 'on .voit que, tandis que le point, qui est
| supposé engendrer par son mouvement la ligne géométrique ou des
nombres; aurait déerit la partie trés-petite 0,0000002302,;.., Vautre
| | ' | . 25,
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point, qui doit engendrer en méme temps la ligne arithmétique, ou des
logarithmes, aurait parcouru la partie o,0000001; et qu’ainsi les es-
paces décrits en méme temps par ces deux points au commencement
de leur mouvement, c’est-a-dire leurs vitesses initiales, au lieu d’étre
égales, comme dans le systeme précédent, seraient dans le rapport des
nombres 2,302,... & 1, ot ’on remarquera que le nombre 2,302... est
“précisément celui qui, dans le premier systeme des logarithmes naturels,
exprime le logarithme de 10; ce qui peut aussi se démontrer a prior,
comme nous le verrons, lorsqu’on appliquera & la théorie des loga-
rithmes les formules algébriques. Briggs, contemporain de Neper, est
'auteur de ce changement dans le systeme des logarithmes, ainsi que
des Tables de logarithmes dont on fait usage communément. Il en a
calculé une partie, et le reste I’a été par Vlacq, Hollandais.

- Ces Tables parurent & Goude en 1628; elles contiennent les loga- -
rithmes de tous les nombres depuis 1 jusqu’a 100000, calculés jusqu’a
dix décimales, et elles sont maintenant tres-rares : mais on a reconnu,
depuis, que, pour les usages ordinaires, sept décimales suffisaient, et
¢’est ainsi qu’ils se trouvent dans les Tables dont on se sert journelle-
ment. BriggsetVlacqemployerent différents moyens trés-ingénieux pour
faciliter leur travail. Celui qui se présente le plus naturellement et qui
est encore un des plus simples, c’est de partir des nombres 1, 10, 100,...
dont les logarithmes sont o, 1, 2,..., et d’intercaler, entre les termes
successifs des deux séries, autant de termes correspondants qu’on vou-
dra, dans la premiére par des moyennes proportionnelles géométriques,
et dans la seconde par des moyennes arithmétiques. De cette maniére,
quand on sera parvenu A un terme de la premiére série qui approchera
jusqu'd la huititme décimale du nombre donné dont on cherche le
logérilhme, le terme correspondant de 'autre série sera, & la huitieme
décimale pres, le logarithme de ce nombre : par exemple, pour avoir le
logarithme de 2, comme 2 tombe entre 1 et 10, on cherche d’abord,"par
I’extraction de la racine carrée de 10, le moyen proportionnel géomé-
_trique entre 1 et 10, on trouve 3,1627766, et le moyen arithmétique
correspondant entre o ef 1 sera £ ou bien 0,50000000; ainsi 'on est
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assuré ‘que ce dernier nombre est le logamthme de I'autre. Pu1squé 2
est encore entre 1 et le nombre qu’on vient de trouver, on cherchera de
méme le moyen proportionnel géométrique entre ces deux nombres, on
trouve le nombre 1,37823941; ainsi, en prenant de méme- le moyen
arithmétique entre o et 0,50000000, on aura le logarithme de ce
nombre, lequel sera 0,25000000. Maintenant, 2 étant entre ce dernier
nombre et le précédent, il faudra, pour en apprO‘Cher toujours, chercher
le moyen géométrique entre ces deux-ci, ainsi que le moyen arithmé-
“tique entre leurs l'ogarithmes, et ainsi de suite.'On trouve ainsi, par un
grand nombre de pareilles opérations, que le logarithme de 2 est
0,3010300, que celui de 3 est 0,4771213, etc., en ne poussant I’exacti-
tude que jusqu’a la huitieme décimale. Mais ce calcul n’est nécessaire
que pour les nombres premiers; car, pour ceux qui sont le produit de
deux ou de plusieurs, leurs logarithmes se trouvent en faisant simple-
ment la somme des logarithmes de leurs facteurs. . '
~ Au reste, comme il n’est plus question de calculer des logarithmes,
si ce n’est dans des cas particuliers, on pourrait regarder comme inu-
tile le détail ol nous venons d’entrer; mais on doit élre curieux de
connaitre la marche souvent indirecte et pénible des inventeurs, les dif-
férents pas qu 'ils ont falts pour parvenir au but, et combien on est
redey\able h ces véritables bienfaiteurs des hommes. Cette connaissance
d’ailleurs n’est pas de pure curiosité : elle peut servira guider dans des
recherches semblables, et elle sert toujours a repandre une plus grande
~ lumigre sur les objets dont on s’occupe. S S

Les logarithmes sont un instrument d’un usage universel dans les
sciences et méme dans les arts qui dépendent du calcul En voici, par
exemple, une application bien sensible.

 Ceux qui ne sont pas tout a fait étrangers a la musique savent que
'on exprime les différents sons de 1'octave par les nombres qui déter-
minent les parties d’'une méme corde tendue, qui rendraient ces mémes
sons; ainsi, le son principal étant exprimé par 1, son octave le sera par
la quinte par 2, la tierce par ¢, la quarte par 2, la seconde par &, et
ainsi des autres. La distance d’un des sons & I'autre s’appelle intervalle,
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et doit se mesurer, non par la dlfference, mais par le rapport des nom-
bres qui expriment les deux sons. Ainsi 'on regarde I intervalle entre
la quarte et la quinte, appelé ton majeur, comme sensiblement double
de celui entre la tierce et la 'quarte, appelé semi-ton majeur. En effet, le
premier se trouve exprimé par 8, le second par 43, et le premier ne dif-
fere pas beaucoup du carré _du;second, ce qui est aisé & veérifier; or 1l
est clair que cetie considération des intervalles, surlaquelle est fondée
toute la théorie du tempérament, conduit naturellement aux loga-
rithmes; car, si I’on exprime les valeurs des différents sons par les lo-
‘garithmes des longueurs des cordes qui y répondent, alors I'intervalle
~d’un son & 'autre sera exprimé par la différence méme de valeur de ces
sons; et, si 'on voulait diviser 'octave en douze semi-tons égaux, ce,
qui donnerait le tempérament le plus simple et le plus exact, il n’y
auralt qu’a diviser le logarithme de 4, valeur de’ § octave, en douze par-
ties egales. | | |

- LECON SECONDE.
SUR LES OPERATIONS DE L'ARITHMETIQUE.

Un ancien disait que I'Arithmétique et la Géométrie étaient les ailes
des Mathématiques; je crois, en effet, qu’on peut dire sans métaphore
que ces deux sciences sont le fondement et I'essence de toutes les
sciences qui traitent des grandeurs. Mais non-seulement elles en sont le
fondement, elles en sont, pour ainsi dire, encore le complément ; car,
lorsque I’on a trouvé un résultat, pour pouvoir faire usage de ce résul-
tat, il est nécessaire de le traduire en nombres ou en lignes; pour le
traduire en nombres, on’a besoin du secours de I'Arithmétique; pour le
traduire en lignes, on a besoin du secours de la Géométrie. . ‘

- L’importance de |’ Arithinétique m’engage donc a vous en entretemr
~encore aujourd’hui, quoiqu’on ait déja commencé I’ Algebre. Je revien-
drai sur ces différentes parties, et je ferai de nouvelles observations, qui
serviront 4 compléter celles que je vous ai déja présentées. emploierai,
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d’ailleurs, le-calcul géométrique, l_orsqu’il sera nécessaire pour donner
plus de généralité aux démonstrations et aux méthodes. o

D’abord, par rapport i I'addition, il n’y a rien a ajouter & ce qui a
déja été dit. L’addition est une opération si simple, qu’elle_se congoit
d’elle-méme. Mais, 2 Pégard de la soustraction, il y a une autre maniere
de faire cette opération, qui peut quélquefois.étre plus commode que
la maniere ordinaire, surtout pour c'eux qui y sont habitués: c¢’est de
changer la soustraction en addition;. en ‘prenant le complément de
‘chaque chiffre du nombre qui doit étresoustrait, d’aberd 2 10, et ensuite
h 9. Supposons, par exemple, que I'on ait le nombre 2635 3 soustraire
du nombre 7853; au lieu de dire 5 de 13, reste 8; ensuite 3 de 4, reste
‘1; 6de 8, reste 2, et 2 de 7 reste 5, ce qui donne le reste total 5218; je
dirai : 5 complément de 5 2 10 et 3 font 8; j’écris 8; 6 complément de
‘3aget5font 1r, jepose 1, et je retiens 1; ensuite 3 complément de
64 get g, a cause de 1 retenu, font 12, je pose 2, et'retiens 1; enfin 7
complément de 2 & g et 8, & cause de 1 retenu, font 15, je pose 5, et je
‘ne retiens rien, parce que I'opération est finie, et qu'il faut négliger la
derniere dizaine qui avait été empruntée dans le cours de l operatlon |
ainsi I’on a également pour reste 5218. o

'Sil’on a des chiffres un peu plus con31derables, cette maniere est
tresfutlle,_p,arce qu’il arrive souvent qu’on se- trompe en employant la
maniere ordinaire de .la soustraction, lorsque ’on. est obl_igé d’em-
- prunter pour soustraire un nOmBre d’un autre; au lieu que, dans la
maniere dont il s’agit, on n’emprunte jamais, il suffit seulement de
retenir, parce que la soustraction est convertie en addition. A P'égard

des compléments, ils se prennent facilement a la simple vue; car tout

le monde sait que 3 est le complément de 7 & ro,:que 4 est celui de 52
9, ete: Quant i laraison de cette opération, ellese présente d’elle-méme,

car il est facile de voir que ces différents compléments forment le com-
plément total du nombre qu’il s’agit de soustraire & 10, roo, 1000,...,

- suivant que ce nombre a1, 2, 3,... chiffres; de sorte que c’est propre-
ment la méme chose que si~ I’on ajoutait d’abord 10, 100, 1000,... a0
~ nombre proposé, et’ qu’e’nsilit_e on en otat le nomhre 2 soustraire-'de{
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celui-la; d’out 'on voit en méme temps pourquoi il faut supprlmer une
dizaine de la somme trouvée par la dernibre addition partielle. .

Pour Ia multiplication, il se présente différents abrégés qui viennent
du systeme décimal.. D’abord on sait que, s'il est question de-multiplier
par 10, il n'y a qu’a ajouter un zéro; si 'on veut mulnpller par 100, ON
ajoute deux zéros; par 1ooo, trois zéros, ete. | -

~Ainsi, 8il fallait multiplier par une partie aliquote de 1o, par exemple

par 5, on n’aurait qu'a multiplier par ro, et ensuite a diviser par 2; par
25, on multiplierait paI'IOO et on lelseralt par 4, et ainsi de suite,
pour tous les produits de 5. o o

~Lorsqu’on a un nombre entier avec des décimales 4 multlpher par
un nombre entier avec des décimales, la regle générale est de regarder
les deux nombres comme des nombres entiers, ensuite de retrancher,
de droite & gauche, dans le produit autant de chiffres qu’il y a de déci-
males dans les deux nombres; mais cette regle a souvent, dans la pra-
tique, I'inconvénient d’allonger Vopération plus qu’il ne faut: car,
quand on a des nombres qui contiennent des décimales, ces nombres
ne sont ordinairement exacts que jusqu’a un certain rang de décimales;
ainsi I’on ne doit conserver dans le produit que les parties décimales du
méme ordre. Par exemple, si le maltiplicande et le multiplicateur con-
~ tiennent chacun deux rangs de décimales et n’ont que ce degré de pré-
~ cision, on aurait, par'ia méthode ordinaire, quatre rangs de décimales

dans leur produit; par conséquent, il faudrait négliger les deux der-

" nidres comme inutiles, et méme comme inexactes. Voici comment on
peut s’y prendre, pour n’avoir dans le prodmt qu autant de declmales
que 'on veut. |

Jobserve d’abord que, dans la maniere ordmalre de faire la multlph-'
cation, on commence par les unités du multlphcateur, qu’on multiplie
par celles du multiplicande, et ainsi de suite. Mais rien n ‘oblige & com-
mencer par la droite du multiplicateur, on peut également commencer
par la gauche; et, a dire vrai, je ne sais paé pourquoi on ne préfere pas
cette maniere, qui aurait 'avantage de donner tout de suite les chiffres
de la plus grande valeur; car, ordinairement dans la multiplication des
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grands nombres, ce qui intéresse le plus, ce sont les derniers rangs de
chiffres; souvent méme on ne fait la multiplication que pour connaitre
‘quelques-uns des chiffres des derniers rangs; et ¢’est I, pour le dire en
passant, un des grands avantages du.calcul par.les logarithmes, les-
“quels donnent toujours, dans les multiplications comme dans les divi-
sions, ainsi que dans I’élévation aux puissances et dans I'extraction des
racines, les chiffres suivant 'ordre de leur rang, 3 commencer par le
plus élevé, c’est-a-dire en allant de gauche & droite.

En faisant la multiplication de cette maniére, il n’y aura proprement
d’autre différence dans le prodult si ce n’est que I'on aura pour pre-
migre ligne celle qui aurait été Ia dermere, suivant la méthode ordi-
naire, pour seconde hgne celle qui aurait été I’ avant-dermere, et ainsi
des autres. o . , |

- Cela peut étre mdlfferent lorsqu 1l's aglt de nombres entiers et qu’on
veut avoir le,produ_n exact; mais, lorsqu’il y a des parties décimales,
I’essentiel est d’avoir d_’abord dans le produit les chiffres des nombres
entiers, el de descendre ensuite successivement a ceux des nombres dé-
cimaux; au lieu que, suivant»le'procédé ordinaire, on commence par
les derniérs chiffres décimaux, et’on remonte successivement aux chif-
. fres des nombres entiers. |

Pour faire usage de cette methode, on écrira le mulnphcateur au-
dessous du multiplicande, de maniere que le chiffre des unités du mul-
tiplicateur soit au-dessous du dernier chiffre du multiplicande. Ensuite
on commencera par le dernier chiffre 3 gauche du multiplicateur, qu’on
multipliera comme a I'ordinaire par tous ceux du multiplicande, en
commencant par le dernier a droite, et en allant successivement vers
la gauche; et I'on observera de poser le premier chifire de ce produit
au-dessous du chiffre du multiplicateur, et les autres successivement a
gauche de celui-ci. On continuera de méme pour le second chiffre du
multiplicateur, en posant également au-dessous de ce chiffre le premier
chiffre du produit, et ainsi de suite. La place de la virgule,-_dans ces dif-
férents produits, sera la méme que dans le multiplicande, c’est-a-dire
que les unités des produits se trouveront toutes dans une méme ligne

VIL - 26
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verticale avec celles du multi plicande; p'a”rv_ﬁ'c“()"nséquent,i‘ celles de la
somme de tous -le_s'»prbduits_ ou du produit total seront encore dans la
‘méme ligne. Ainsi.il sera aisé de ne calculer qu’autant de décimales
quon voudra. Voici un exemple de cette 0perat10n ou ]e multlpllcande
| 'est 437 25, et le multlphcateur est 27,34 | o | |

437 25 |
| 27:34 o
3060 | 75 :
13t |75
17| 49 oo
'1,1954 | 41 S0

Iai écrit dans le produit toutes les décimales; maisil est aisé de voir
comment on peut se dispenser de tenir compte de celles que 'on veut
négliger. La ligne verticale est pour marquer plus (hstmctement la
place de la virgule. | |

Cette régle me parait plus naturelle et plus simple que celle qui est
attribuée a Oughtred et qu1 conblste a écrire le mulupllcateur dans un
ordre renversé. | o - |

Au reste, il y a une chose a considérer dans la multiplication des
nombres avec des décimales : c’est que vous pourrez, 2 volonté, faire
changer de place la virgule, parce que, si vous avancez la virgule de
droite & gauche dans un des nombres, vous le multipliez par 1o ou par
100,...; et, si vous reculez d'autant la vu'gule de gauche A droite dans
I’autre nombre, vous le divisez par 10 ou par 100,...; d’olt il résulte que
vous pouvez avancer  volonté la virgule d'un -des-deux- nombres,
pourvu que vous reculiez d’autant celle de 'autre nombre, vous aurez
toujours le méme produit; par ce moyen, vous pouvez faire en sorte
qu'un des deux nombres soit tOUJOUPS un nombre sans demmales, ce qm
rend la questwn plus simple. o

~Ladivision est susceptlble d’une smphﬁcatlon semblable car, comme
le quotient reste le méme en multipliant ou divisant le dividende et le
dwmeur également par un méme nombre, il arrive que dans ]a d1v1510n
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vous pouvez avancer ou reculer la virgule de I'un et de I'autre nombre,
pourvu que vous les avanciez ou reculiei également toutes les deux;
“de sorte que par 12 vous pouvez réduire le diviseur a étre toujours un
‘nombre entier; ce qui facilite infiniment 1’0perat10n parce que, les dé-
~cimales ne se trouvant que dans le dividende, on peut faire la division a
’ordinaire, et négliger dans ’-l’opéra,t,ion' les chiffres qui donne_raien{,dqs
décimales d’un rang inférieur a celles dont vous vou‘l_ez_'lenir compte.
- Vous connaissez la fameuse propriété du nombre g, qui consiste en
~ ¢e que, si un nombre est divisib_le_-paf.g,_la somme de tous ses chiffres
est aussi divisible par g. Vous pouvez, par ce moyen, voir tout de suite,
non-seulement si un nombre est divisible par 9, mais encore quel est
son reste; car'vous n’avez qu’a faire la somme des chlffres etala dmser
par g, le reste sera le méme que celui du nombre proposé.
- La démonstration de ce procédé n’est pas difficile; elle. depend de ce
que les nombres 10 moins 1, 100 Moins 1, 1000 Moins 1,... sont tous
divisibles.par g; ce qui est évident, ces nombres étant 9, 99, 999,....
*Si donc vous retranchez d’un nombre quelconque la- somme de tous
ses_chiffres ou caractéeres, vous aurez pour reste le chiflre des dizaines,
multiplié par g, plus celui des centaines, multiplié par gg, plus celui
des mille multiplié par ggg, et ainsi de suite; d’olt il est clair que ce
reste est tout divisible par g. Par conséquent, si la somme des chiffres
est divisible par g, le nombre proposé le sera aussi, et, sielle n’est pas
divisible par g, le nombre ne le sera pas non plus; mais le reste de la
division sera le méme de part et d’autre. B PR
~ Dans le cas du nombre g, on voit clairement que 10 mMoins r, 100
moins 1,... sont tous divisibles par 9; mais | 'Algebre fait voir que cette
propriété est générale pour tout nombre a; car on trouve que

a—1, a&—1, &—1i, a'—1,

sont des quantltes toutes dw131bles par a—1; en effet en falsant la di-
'vnswn on ales quotlents . . | |

1, a+1, @+a-+1, @A+a+a-+1; R
| | 26.
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1 est aisé de conclure de 1a que cette propriété du nombre g a lieu
dans notre systeme d’Arithmétique décimale, parce que gest 10 moins I
et que, dans tout autre systeme fondé sur la progression a, a2, @*,. . .,
ce serait le nombre @ — 1 qui jouirait de la méme propriété. Ainsi, dans

le»-sy'stéme duodécimal, ce serait le nombre 11; de sorte que, dans ce
systeme, tout nombre dont la somme des chiffres serait divisible par I
le serait aussi par ce nombre. | o |

Mais on peut généraliser cette propriété du nombre g par la considé-
ration suivante : comme tout nombre, dans notre’systéme, est repré-
senté par la somme de quelques termes de la progression 1, 10, 100,
1000,..., multipliés chacun par un des neuf chiffres 1, 2, 3, 4,..., g, il
estaisé de concevoir quele reste de la division d’un nombre quelconque
par un diviseur donné sera égal A la somme des restes de la division des
termes 1, 10, 100, 1000,... par le méme diviseur, ces restes étant mul-
tipliés chacun par le-chiffre correspondant qui multiplie chaque terme;
donc, sil’on dénote en général le diviseur donné par D el que m, n, p,...
soient les restes de la division des nombres 1, 10, xoo, 1000,... par D,
le reste de Ia division d’un nombre quelconque N, dont les-caractéres,
en allant de droite & gauche,‘ seraient a, b, Cyen.y SETA endemment égal a

. | m.d+n.b+p.c+;...
Ainsi, connaissant pour un diviseur donné D les restes m, n, p,... qui
ne dépendent que de ce diviseur, et qui sont toujours les mémes pour le
méme diviseur, il n’y aura qu’a écrire les restes au-dessous du nombre
proposé, en allant de droite & gauche, et faire ensuite les différents pro-
~duits de chaque chiffre par celui qui est au-dessous. La somme de tous
ces produits sera le reste total de la division du nombre proposé par le
méme diviseur D. Et, si cette somme est plus grande que D, on pourra
en chercher de.nouveau le reste de la division par D, et ainsi de suite,
].usq_u a ce qu’on arrive & un reste momdre que D, qui sera le véritable
reste cherché : d’ou il s’ensuit que le nombre proposé ne sera exactement
divisible par le diviseur donné qu’autant que le dernier reste trouvé de
la sorte sera nul. |
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 Les restes de la division des termes r, 10, 100, 1000,... par g sont
toujours I'unité; ainsi la somme des chiffres d’un nombre quelconque
est le reste de la division de ce nombre par g. Les restes de la division
des mémes termes par 8 sont 1, 2, 4, o, 0, 0,...: donc on aura le reste
de la division d’un nombre quelconque par 8, en prenant la somme du
premier chiffre & droite, du second (en allant de droite & gauche) mul-
tiplié par 2, et du troisiéme multiplié par 4. -

Les restes de la division des mémes termes 1, 10, 100, 1000,... par 7 .
sont 1, 3, 2, 6, 4,5, 1, 3,..., ol les mémes restes reviennent toujours
dans le méme ordre; ainsi, ayant le nombre 13527541 a diviser par 7,
je I'écriral ainsi avec les restes au-dessous :

13527541
31546231
—

12
10

~ Faisant ensuite les produits partiels et les ajoutant, je trouve d’abord
le no_mbre_m[;, qui serait le reste de la division du nombre donné par -
7, 8’1l n’était pas plus grand que ce diviseur; je répete donc 'opération
sur ce reste, et je trouve pour second reste 6 qu1 est le vemtable reste
de la division dont il s’agit. |
“Je remarquerai encore, a I’égard de ces restes et des multlphcatmns
qui en dépendent, qu’on peut simplifier celle-ci en admettant des restes

”~



206 ~ “LECONS ELEMENTAIRES |
négatifs & la place de ceux qﬁi' se trouvent plus grands que la moitié
“du diviseur; et pour cela il n’y a qu’a soustraire encore le diviseur de
| chacun de ces restes ainsi, au lieu des restes ci-dessus 6, 4, 5, onaura

ceux-ci -

a I'infini.
De celte maniere, j’aurai, dans l’exemple precedent, .

13527541
31231231
“‘f‘;“;

6 12

10 10
L 23 3
3

29
otez. 23

———

6

Je mets une barre au-dessous des chiffres qui doivent étre pris néga-
tivement; je soustrais la somme des.produits de ces chiffres par ceux
qui sont au-dessus d’eux de la somme des autres produits, comme on le
voit dans cet exemple. 1l ne s’agit donc que de trouver pour chaque di-
viseur les restes de la division des nombres 1, 10, 100, 1000,...; or la
chose est aisée par la division actuelle; mais on peut y parvenir encore
plus simplement, en considérant que, si r est le reste de la division de
10, 7* sera celui de la division'de 100, carré de10; ainsi il n’y aura qu’a
-retraneher de r* autant de fois le diviseur quil sera nécessaire, pour
que 'on ait un reste positif ou négatif, moindre que la moitié de ce
diviseur. Soil s ce reste; alors il n’y aura qu’a le multlpher par r, reste
de la division de 10, pour avoir celui de la division de 1000, paree que
1000 est 100 XX 10, et ainsi de suite.
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- Ainsi, divisant 1o par 7, on a 3 de reste, donc le reste de la division
de 100 sera g, ou bien 2, en retranchant le diviseur 7; ensuite le reste
de la division de 1000 sera le produit de 2 par 3, c’est-2-dire 6, ou bien
— 1, en retranchant encore 7.: de 12 le, reste de la division de1000 sera
Te prodmt de — r.par 3, savoir — 3, et ainsi de suite.
 Prenons pour diviseur 11; le reste de la division de 1 est 1, celui de
1a division de 1o est 10, d’olt retranchant -le.dlvlseur 11, ona—r;le
reste de la division de roo sera donc le carré de — 1, savoir 1; celui de
1a division de 1000 sera 1, multipli¢ par — 1, savoir — 1, et ainsi de
 suite; de sorte que tous les restes seront

a infini. . | '

De la résulte la propriété connue du nombre 11, savoir que, sil’on
ajoute et qu’on retranche alternativement tous les chiffres d’un nombre
quelconque, c’est-a-dire qu’on prenne la somme du premier, du troi-
- sitme, du cinquieme, etc., et qu'on en retranche la somme du second,
du quatrieme, etc., on aura le reste de la division de ce nombre par 11.

Celte théorie des restes est assez curieuse, eta donné lieu a des spé-
culations ingénieuses et difficiles. On peut démontrer, par exemple, que,
quand le dmseur est un nombre premier, les restes d une progression
quelconque 1, a, @’ a, a’, ... forment tou;ours des perlodes qui re-
viennent les memes a l’mﬁm et qui commencent toutes comme la pre-
miere par I’ unité; de sorte que, lorsque Tunité paralt parml les restes,
“on peut les continuer a I’ infini par la simple repetmon des restes pré-
cédents. On démontre aussl que ces perlodes ne peuvent Jamals contenir
qu’un nombre de termes egal au diviseur moins 1, ou a une partie
aliquote du diviseur moins 1; mais on n’a pu encore determmer a przorl
ce nombre pour un diviseur quelconque donné. |

- Quanta I'usage de cette maniére de trouver le reste de la division d’un
‘nombre par un diviseur donné, elle pourrait étre tres-utile, si 'on avait
‘4 diviser plUs’ieurs nombres par un méme nombre, et 3 former une Table
‘des restes. Comme la division par g et par r1 est trés-simple, on peut
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Temployer pour servir de preuve a la multiplication et a la division, En
effet, ayant trouvé les restes de la division du multiplicande et du mul-
tiplicateur, il n’y aura qu’a faire le produit de ces deux restes, et, retran-
chant, s'il est nécessaire, le diviseur une ou plusieurs fois, on aura le
reste de la division du produit, qui devra par conséquent s’accorder avec
celui qu’on trouverait par la méme opération. De méme, comme dans
la division le dividende moins le reste doit étre égal au produit du divi-
seur et du quotient, on pourra y employer la méme épreuve.

‘La proposition que je viens de supposer; que le produit des restes de
la division des deux nombres par un méme diviseur est égal au reste de
la division du produit de ces nombres par le méme diviseur, est facile

» concevoir. En voici une démonstration générale.
Soient M et N.les deux nombres, D le diviseur, p et g les quotients,
et 7, s les deux restes; il est clair qu’on aura

M=pDtr, N=gD4s,
dout, faisant la multiplication-;
MN = pgD*+spD + rq_D + s
ol 'on voit que tous les termes sont divisibles par D, II’eXCepliOn du
dernier 75, d’ott il s’ensuit que 7s sera le reste de la division MN par D;
on voit de plus que, sil'on retmnche de rs un multiple quelconque deD,

comme mD, alors s — mD sera aussi le reste de la dmsmn de I\W par
D; car, en mettant la valeur de MN sous cette forme

- pgD*4+spD +rgD + mD + rs—mD,
on' voit que tous les autres termes sont divisibles par D.
Ainsi 'on pOurra toujours faire en sorte que le resie 7s — mD soit

D
moindre que D, ou méme moindre que 52 en. employant des restes né-

gatifs, e e | .
Voila tout ce que j’avais a dlre sur la multlphcatmn et la division.
Je ne vous parle pas de I'extraction des racines; la regle est assez simple
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~ pour les racines carrées ; elle conduit directement au but, etil n'y a pas
de tatonnement. Pour les.‘rét:ines»cubiqués'el; de degrés supérieurs, il
" est rare qu’on ait besoin d’extraire ces racines; d’ailleurs, par le moyen
des logarithmes, on les extrait avec une grande facilité, et I'on peut
pousser I’exactitude en décimales aussi loin que cclle des logarithmes
méme le comporte; ainsi, avec des logarithmes de sept chiffres, on peut
extraire des racines avec sept chiffres, et, en employant les.grandes
Tables, ol les logarithmes sont poussés jusqu’a dix décimales, on peut
~avoir aussi dix chiffres dans le résultat. |

Une des opérations les plus importantes de I’Arithmétique‘ést celle
qu’on appelle la régle de trois, qui consiste toujours a trouver le qua-
trieme terme d’une proportion dont les trois premiers sont donnés.

Dans les livres ordinaires d’Arithmétique, on a béaucoup compliqué
cette regle. On I'a divisée en régles de trois simples, directes, inverses,
composées. DR | R - -
~ En général, il suffit de bien entendre I’état de la question: la régle
ordinaire de trois s'applique toujours également toutes les fois qu’une
quantité augmente ou diminue dans le méme rapport qu’une autre; par
exemple, le prix des choses augmente en proportion de la quantité des
choses, de sorte que, la chose étant double, le prix devient double, et
ainsi de suite; de méme, le produit du travail augmente en proportion
du nombre des personnes employées. Mais il y a des choses qui augmen-
tent 2 la fois dans deux rapports différents : par exemple, la quantité du
travail augmente suivant le nombre des personnes employées, et il aug-
mente aussi suivant le temps qu’on emploie. I y a d’autres choses qui
diminuent 3 mesure que d’autres augmentent. Tout cela se réduit & une
considération biensimple : ¢’est que, si une quantité augmente en méme
temps dans la proportion qu’une ou plusieurs autres quantités augmen-
tent, et que d’autres quantités diminuent, ¢ est la*méme‘.chose que st

I’on disait que la quantité proposée augmente comme le produit des quan-
| tités.qui:augmentent'en méme temps qu’elle, divisé par le produit de
celles qui diminuent en méme temps. Ainsi, comme le résultat du tra-
vai] augmenté a mesure qu’il y a plus de travailleurs, et qu’ils travail-

VIL | | ~ 27
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lent-plﬂs longtemps, et qu’il diminue 2 mesure que l?iouvrage est plus
difficile, on dira que le résultat est proportionnel au nombre des travail-
leurs, multiplié par le nombre qui mesure le temps, et divisé parle
nombre qui mesure ou exprime la difficulté de I'ouvrage.

- Cependant il faut faire attention 4 une chose, ¢’est que la regle de
trois ne peut proprement s’appliquer qu’aux choses qui augmentent
Lloujours dans un rapport constant. Par exemple, on suppose que, si un
homme fait dans un'jbur une certaine quantité d’ouvrage, deux hommes
en feront le double, trois hommes le tbiple, quatre le quadruple, etc.
Cela pourrait ne pas étre; mais, dans la regle de proportion, on le sup-
pose, sans quol on ne pourrait pas 'employer légitimement. |

Quand la loi de l"augmentation et de la diminution est variable, Ia
regle de trois ne s’y applique plus, et les régles ordinaires d’Arithmé-
tique sont en défaut. Il faut avoir alors recours 4 I’Algebre.

Si, parce qu’un tonneau d'une certaine capacité se vide dans un cer-
tain temps, on voulait en conclure qu'un tonneau d’une capacité double
emploierait un temps double, on se tromperait; car-il se videra dans un
temps plus court. La loi-de I’écoulement ne suit point une proportion
constante, mais une proportion variable, qui diminue 3 mesure qu’il
reste moins de liquide dans:le tonneau. |

Vous verréz dans la Mécanique que, dans les mouvements uniformes,
les espaces parcourus suivent une proportion constante avec le temps.
Dans une heure on fait une lieue, dans deux heures on en fera deux;
~mais une pierre qui tombe ne suivra pas la méme proportion, et si, dans
la premiére seconde, elle parcourt 15 pieds, dans la deuxieme seconde
elle en parcourt 45. |

Larégle de trois n’est applicable qu’au cas de la proportion constante.
Ce cas a lieu dans la plupart des choses qui sont d’un usage ordinaire.
En général, le prix est toujours proportionné a la quantité des choses;
de sorte que, s1 une chose vaut tant, deux choses vaudront le double,
trois le triple, quatre le quadruple, ete. Il en est de méme-du produit
du travail, relativement au nombre des travailleurs et a la durée du
travail; il y 2 néanmoins des cas ol I'on pourrait aussi se tromper.
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Si deux chevaux, par ekemp]e, peuven( trainer une masse d’un certain
poids, il serait naturel de croire que quatre chevaux traineraient un
poids double, six un poids triple; cependant cela n’est pas i la rigueur,
car il faudrait que les quatre chevaux tirassent tous également et de la
méme maniere, ce qul est presque impossible dans la pratique. Il arrive
- de la que V'on trouve souvent par le calcul des résultats qui s’éloignent
de la vérité; mais alors ce n'est pas la faute du caleul, car il rend tou-
jours exactement ce qu'on y a mis. On a supposé la proportion con-
‘stante; le résultat est fondé sur cette supposition : si elle est fausse, le
- résultat sera nécessairement faux. Toutes les fois qu’on a voulu accuser
le calcul, on n’a fait que rejeter sur le calcul Ta faute de celui qui I'avait
fait : il avait employé des données fausses ou inexactes, il fallait bien
que le résultat le fat aussi. |

Parmi les autres regles de lAmthmethue, il y a celle qu'on appelle
d’alliage, qui mérite une considération particuliere, parce qu'elle peut
avoir beaucoup d’applications. Quoique I'alliage se dise principalement
de métaux mélés ensemble par la fusion, on le prend en général pour le
mélange d’un certain nombre de choses de différentes valeurs, qui com-
posent un tout d’un égal nombre de parties et d’'une moyenne valeur;
ainsi la regle d’alliage a deux parties. |

Dans la premiere, on cherche la, valeur moyenne et commune de
chaque partie du mélange, quand on connait le nombre des partles et la
valeur particuliere de chacune d’elles. | |

Dans la seconde, on cherche la constitution méme d un mélange,
¢’est-a-dire le nombre des parties des choses qui doivent étre mélangées
ou alliées, quand on connait le nombre total des parties et leur valear
.moyenne. - |

Supposons, par exemple, que I'on ait plusieurs setiers de blé de diffé-
rents prix; on peut demander quel est le prix moyen : ce prl-x-"m_oyen
doit étre tel que, si chaque setier était de ce prix, le prix total de tous les
setiers ensemble fut encore le méme; d’ol 1l est aisé de voir que, pour .
trouver dans ce cas le prix moyen, 1l n’y aura qu'a chercher d’abord le
prix'total,iet a le diviser par le nombre des setiers. . |

27.
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‘En général, si 'on multiplie le nombre des ‘choses de chaque espece
par la valeur de I'unité de chaque chose, et qu'on -divise ensuite la
somme de‘tous ces produits par le nombre total des choses, on aura la :
valeur moyenne," parce que cette valeur, multipliée -elle-méme par le
nombre ‘des choses, redonnera la va]eur entiere de toutes les choses
prises ensemble. | . | |

“Cette valeur moyenne est d’une grande utilité dans presque toutes les

affaires de-la vie; quand on a plusieurs résultats différents, on aime a
vréduire tous ces résultats & un terme moyen qui prodult cependant le
‘méme resultat total. | o /

Vous verrez, quand il sera question du Caleul des probahlhtes, qu 'il
est presque tout fondé sur ce principe. S

Les registres des naissances et des morts ont donné lieu a la construc-
tion des Tables qu’on appelle de mortalité, et qui montrent-combien,
sur un nombre donné d’enfants nés'en méme temps, ou dans la méme
année, 11 y en a-de vivants au bout d’un an, de deux, de trois, ete.; on
peut demander, d’aprés cela, quelle est la vie moyenne d’'une personne
d’un Age donné. Si I'on cherche dans ces Tables le nombre des vivants
i cet Age, et qu'ensuite on additionne le nombre des vivants de tous les
ages sulvants, il est clair que cette somme donnera le nombre total
des années qui auront été vécues par la totalité des vivants a I’age
donné; par conséquent, il n’y-aura qu’a diviser la somme dont il s’agit
par le nombre des vivants 2 I’dge donné; le quotient sera la vie moyenne,
ou bien le nombre d’années que chaque personne devrait vivre encore,
pour que le nombre total des années vécues fit le méme, et que chaque,
personne eiit vécu également. o

On trouve de cette maniere, en prenant le milieu entre les resul{ats
des différentes Tables de mortalité, que, pour un enfant d’un an, la vie
moyenne est d’environ 4o ans; qu’a 1o ans, elle est encore de 4o ans;
a 20, de 34; a 3o, de 263 4 4o, de 23; a50, de 17, 360, de 1252 70
de 8; a 8o, de 5.

On a, par exemple, fait dlfferentes expériences; trois expériences ont.
donné quatre pour résultat; deux expériences ont donné cing; une a
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donné six. Pour avoir le résultat moyen, on mul tipliera 4 par 3, 5 par 2,
et 1 par 6. On ajoutera ensemble tous .ces'produits, ce qui fait 28, et
Pon divisera ce nombre par le nombre des experlences, savoir 6; ce qui
donnera 42 pour le résultat moyen de toutes ces experlences.

Au reste, vous sentez que ce résullat ne peut étre regardé comme
exact qu’autant qu’on suppose qu-e toutes les expériences sont égale-
ment exactes. Cependant elles peuﬁent ne pas |’étre; alors il faut cher-
cher & tenir compte de ces inégalités, ce qui demande un calcul plus
compliqué : c’est I’objet de plusieurs recherches dont les géometres se
sont occupés. | |

Voila pour ce qui regarde la premiére partie de la régle d’alliage;
Pautre partie est 'inverse. de celle-ci : étant donnée la valeur moyenne,
trouver comblen 11 faut prendre de chaque chose pour awmr cette valeur
moyenne. |

Les problemes de Ia premlere espece sont tou;ours déterminés, parce
que, comme on vient de le voir, il n’y a qu'a multiplier le nombre par
la valeur de chaque chose, et diviser la somme de tous ces produits par
le nombre des choses.

Les problemes de la seconde espéce sont, au contraire, toujours in-
déterminés; mais la condition de n’avoir que des nombres positifs et
entiers pour résultat sert 2 limiter le nombre des solutions.

Supposons qu’on ait des choses de deux especes que la valeur de
P’unité de la premiere espece soit @, que celle de 'unité de la seconde
espece soit &, et qu'on demande combien on doit prendre d’unités de la
premiére espece et d’unités de la seconde pour en former un composé
ou un tout dont la valeur moyenne soit 7. |

Nommons « le nombre des unités de la premiere espece qln entre-
ront dans le composé, et y le nomhre des unités de la seconde espece;
il est clair que ax sera la valeur des unités de la premitre espece, et
by celle des y unités de la seconde : donc ax + by sera la valeur totale
du mélange; mais la valeur moyenne du mélange devant étre m, il fau-
dra que la somme @ -+ y des unités du mélange, multipliée par m, valeur
moyenne de chaque unité, donne la méme valeur totale : ‘done on aura
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I'équation | |
- ax+by=mzx+my;

faisant passer d’un coté les termes multlpheq par x, et de l autre les

lermes multi plleS par y, on aura

-

(a —m)z={m—b)y,
~et, divisant par @ —m, il viendra

(m—b)y
a—m

_x:

ol I'on voit que le nombrey peut étre pris & volonté; car, en donmnt
A y une valeur quelconque, on aura toujours une valeur correspondante
de 2 qui satisfera & la question. Telle est la solution générale que donne
I'Algebre; mais, si 'on ajoute la condition que les deux nombres ety
soient entiers, alors on ne peut plus prendre y & volonte Pour voir
comment on peut satisfaire de la maniere la plus simple a cette derniere
condition, on divisera la derniére équation par y, et 'on aura

x  m— b

—
—

y  a—m

. —

Pour que x et y soient tous deux posmfs, il faudra que les deux quan-

tltes _
nz-«-—'h et a—m

solent de meme s1gne ¢est-a-dire que, si a est plus grand ou moindre
que m, b soit au contraire momdre ou plus grand que m; ¢est-a-dire
que m doil tomber entre les deux quantités a et b, ce qui est d’ailleurs
évident de soi-méme. Supposons a le plus grand et b le plus petit des
deux prix; on cherchera la valeur de la fractlon

*

m— b

"
’

a-—n

: .. B
(qu’on réduira, s'il est nécessaire, 2 ses moindres termes; soit 5 cette
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fraction réduite a ses moindres termes; il est visible qu’on aura la solu-
lion la plus simple en prenant ' |

x:B el y:Ajl

mais, comme une fraction demeure la méme en multipliant le numéra-
teur et le dénominateur par un méme nombre, il est visible qu’on
pourra prendre aussi | “
z=nB et y=nA,

'n étant un nombre quelconque, qu’il faudra supposer entier pour que
x et y soient entiers; et il est facile de démontrer que ces expressions
de x ety sont les seules qui résolvent la question proposée. Sulvant la
regle ordinaire d’alliage, on ferait z, quantité de la chose la plus chere,
égale‘é m — b, exces du prix moyen sur le plus bas, et y, quantité de la
chose la moins chere, égale & @ — m, exces du plus haut prix sur le prix
‘moyen, ce qui rentre dans la solution générale que nous venons de
‘donner. | | | o

- Supposons maintenant qu’au lieu de deux especes de choses il y en
ait trois, dont les valeurs soient, 2 commencer par la plus haute, a, b,
¢; solent @, y, z les quantités qu’il faudra prendre de chacune pour
former un mélange ou un composé dont la valeur moyenne soit 7. La
somme des valeurs des trois quantités x, y, s sera |

ax + by +cz,

d’apres les valeurs particulieres a, b, ¢ de 'unité de chacune de ces
1 , e | |
quantités; mais cette valeur totale doit étre la méme que si toutes les
valeurs particulieres étaient égales & m, auquel cas il est clair que la

valeur totale serait |
| ‘ , mx -+ my -+~ mz;

donc il faudra satisfaire 2 I'équation
ax + by +cz=mx +my +ms,
laquelle se réduit A cette forme plus simple

(a—mjz+{b—my+{e—m)z=o.
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Comme il y a trois inconnues -dans cette"»'que's‘tion,; on-pourrait en
prendre deux 4 volonté; mais, si 'on veut qu’elles soient exprimées par
des nombres positifs et entiers, on observera d’abord que les nombres

" a—m et m—c¢

sont nécessairement positifs; de sorte qu'en mettant I'équation sous
cette forme '

(a—m)z — (m'—- c)z=(m—1>)y,
la question sera réduite a trouver deux multiples des nombres donnés
‘ a’—‘-r‘n_ et m—-—c,'

dont la différence soit égale @ (m — b)y.

Cette question est toujours résoluble en nombres entiers, quels que
soient les nombres donnés dont on cherche les multiples, et quelle que
soit la différence donnée de ces multiples. Comme elle est assez curiense
par elle-méme et qu’elle peut étre utile dans be'aucoup d’occasions, nous
allons en donner ici une solution générale déduite des propriétés des
fractions continues. - | |

- Supposons donc en général que M et N soient deux nombres entiers
donnés, et qu’on en cherche deux multiples #M, zN, dont la différence
soit donnée et égale 2 D; on aura donc A satisfaire a I’équation

M — zN =D,

et z étant supposés des nombres entiers. D’abord il est clair que, si M
et N n’étaient pas premiers entre eux, il faudrait que le nombre D fit
aussi divisible par le plus grand commun diviseur de M et N; et, la
division faite, on aurait une pareille équation ol les nombres M et N
seraient premiers entre eux; ainsi nous pouvons les supposer déja ré-
duits  cet étal. J'observe maintenant que, si 'on connaissait la solution
‘de cette équation pour le cas ol le nombre D serait égal a I’unité posi-
tive ou négative, on en pourrait déduire la solution pour une valeur
- quelconque de D. Supposons, en effet, qu'on connaisse deux multiples
~de M et N, qui soient pMet ¢N, dont la différence piM — ¢gN soit
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=1, il est clalr qu'il 'y aura qu’a les multiplier tous les deux par

le nombre D, pour que la différence devienne égale & == D; car, en
multipliant ’équation précédente par D, on aura | "

pDM— ¢DN==+D; |
qu’on retr‘anche" maintenant cette .éqﬁatioﬂ’de I’équation proposée
- o&M—»zN:‘Ii)l,
| ou qu'on l'y ajoute, -suivaht que le terme D aura le signé 4+ ou —, il
est clair qu'il viendra celle-ci
(x5 pD)M— (s5qD)N=0,

laquelle donnera sur-le-champ, comme nous I'avons vu plus haut dans
le cas de I’alliage de deux choses dlffelentes, |

¢'¢pD:nN, zxq.D =nM,
n étant un nombre quelconque; de sorte que I’on aura généralement
z=nN=£pD et z=nMzgD,

ot on pourra prendre un nombre quelconque entier, positif ou néga-
tif, pour n. Il ne reste done plus qu a trouver les nombresP et g, tels que
Pon ait

“or cette question se résout facilement par les fractions continues; car
nous avons fait voir, en traitant de ces fractions, que, si I’on réduit la

M
fraction = en fractlon contmue qu’ensuite on en déduise toutes les
o M

fractions SUCC@SSlves, dontla dermerevsera la fraclion méme N ees
différentes fractions sont telles, que la différence entre deux fractions
consecutlves est tonjours égale 4 une fraction dont ]e numérateur est

I’unité, et le dénominateur le pI‘Odlllt des deux denommateurs ainsi,
VI1I. - 28
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(1951gnantpar LR fraction qm precedera 1mmedlatement la dermere_

M |
_{ractlon N onaura necessalrement

IM—KN=1 ou —i,

suivant que celle-ci sera plus grande ou moindre que l'autre, c’est-

a-dire, suivant que le quantieme de la derniere fraction N’ dans Ia

suite de toutes les fractions successives, sera pair ou impair, puisque
la premitre fraction de cette suite est ‘toujours plus petlte 1a seconde
plus grande, la‘troisizme plus petite, ete. que la fraction primitive, qui
~est la méme que la dernigre; ainsi I'on fera

])—I el q:K

et le probleme des deux mulmples sera résolu dans toute sa généralité.
Maintenant il est clair que, pour appliguer cette solution & la ques-
tion ci-dessus concernant I’alliage, il n’y aura qu’a faire

M=a—-m, N=m—e¢, et D={(m-—>b)y;

de sorte que le nombre y demeurera indéterminé, et pourra étre pris A
volonté, ainsi que le nombre z qui entre dans les expressions de z et .

LECON TROISIEME

SUR L'ALGEBRE, OU L'ON DO‘\\E LA RESOLUTION DES EQDATIO‘\S
" DU TROISIEME ET DU QUATRIEME DEGRE.

L Alqebre est une science presque entierement due aux ‘modernes.
Je dis presque entitrement, car il nous reste un ouvrage gree, celui de
Diophante, qui vivait dans le 1nr° sigcle de I ere chrétienne : cet Ouvrage
estle seul que nous devions aux anciens dans ce: genre Quand je parle' )
des anuens, je n’entends que les Grecs; car les Bomams ne nous ont
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rien laissé sur les sciences; il parait méme qu'ils n'avaient rien fait
pour elles. | | .

Diophante peut étre regardé comme I'inventeur de ’Algeébre; en effet
~parun mot de sa préface, ou plutot de son épitre d’envoi (car les an-
ciens Géombetres envoyaient leurs Ouvrages a quelques-uns de leurs
amis, comme on le voit aussi par les préfaces des Ouvrages d’Apollo-
nius et dv’Arc'himéde)- par un mot, dis-je, de sa préface, on voit qu’il
a été le premier a s'occuper de cette partle de I Arithmétique qm a été
‘nommée depuis Algébre, |

Son Ouvrage contient les premiers elements de cette science : il y
emploie, pour exprimer la quantité inconnue, une lettre grecque qui
répondait a I'sz, et que dans la traduction on a remplacée par N; pour
les quantités connues, il n’emploie que des nombres, car pendant
longtemps I’Algebre, n’a été destinée qu’a résoudre des questions nu-
mériques; mais on voit qu’il traite également les quantités connues et
‘les inconnues pour former I’équation d’apres les conditions du pro-
bleme. Voila ce qui constitue proprement I'essence de ’Algébre : ¢’est
d’employer des quantités inconnues, de les calculer comme les connues,
et I’en former une ou plusieurs équations d’aprés lesquelles on puisse
déterminer la valeur de ces inconnues. Quoique ’'Ouvrage de Diophante
ne contienne presque que des questions indéterminées, dont on cherche
une solution en nombres rationnels, questions qu’on a nommées, d’a-
pres lui, questions de Diophante, on y trouve néanmoins la solution de
quelques problemes déterminés du premier degré, méme a plusieurs
inconnues; mais I’Auteur émploie toujours des arlifices particuliers
pour réduire la question & une seule inconnue, ce qui n’est pas difficile.
11 y donne aussi la solution des équations du second degré; mais il a
Part de les arranger de maniére & ne pas tomber dans une équation
composée, ¢’est-a-dire qui contienne le carré de I'inconnue avec sa pre-
miére puissance.

11 se propose, par e\iemple, cette question, qui contient la théorie
gen_erale des équations du second degré : Trouver deux nombres dont la
somme et le produit sotent donnés. St I'on fait la somme a et le produit ,

' | 28.
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d’ apres la théorie des equatlons qu’on vous a exposee ona sur-le»ehamp

I’ equatlon |
. x:—ax -!—b‘f.:-o..

' Voici comment D10phante s’y prend : la somme des deux nombres
étant donnée, il en cherche la différence, et il prend cette différence
pour 'inconnue. 11 exprlme ainsi les deux nombres, I’un par la mome
de la somme plus la moitié de la différence, 1'autre par la moitié de la
somme moins la moitié de la dlfference, et 11 n’a plus qu’a satisfaire : a
Iautre condition, c’est-h-dire a égaler leur prodmt au nombre donne.
Vommant a la somme donnee x la dlfference inconnue, l’un des nom-

bres sera =%, et I’autre sera

x, en les multlphant ensemble ona

(Z?"'— A N B4 A ’ t
P de_mamere que le terme en disparait, et qu’en egalan't-cette |

quantité au _p'r'oduit donné b, on a l’équatier_l simple

K" )
d’ou Pon tire

| | "—4b’

et de la o

X = g/az-—ﬂ}.

Diophanfe résout encore 'quelques- autres questions du méme gehre; en
employant & propos la somme ou la différence pour inconnue, il par-
vient toujours 3 une équation dans laquelle il n’a qu’a extraire une
racine carrée pour avoir la solution de.son probleme.

Mais, dans les livres qui nous sont restés (car tout ’'Ouvrage de DIO-
phante ne nous est pas parvenu), il ne va pas au dela des équations du
second degré, et nous ignorons si lui ou quelqu’un de ses successeurs
~(car il ne nous est parvenu aucun autre Ouvrage sur cette matiere) a
été au dela des équations du seeond degré. |

Je ferai encore une remarque 4 I'occasion de 'Ouvrage de Dlophante
¢’est qu’il établit en définition ce principe, que -+ par — fait —, et
— par — fait +-; mais je pense que c’est une faute des copistes; car il
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aurait di plutot I'établir comme un axiome, ainsi qu'Euclide Ia fait &
I’égard de quelques principes de Géométrie. Quoi qu’il en soit, on voit
que Diophante regarde la régle des signes comme un principe évident
par lui-méme, et qui n’a pas besoin de démonstration. Cet Ouvrage de
Diophante est trés-précieux, parce qu’il contient les premiers gérmes
d’une science qui, par les progres immenses qu’elle a faits depuis, est
devenue une de celles qui font le plus d’honneur & 'esprit humain. 1I
n’a été connu en Europe que vers la fin du xvie sicle; on en a eu
“d’abord une traduction assez mauvaise faite par Xylander, vers le mi-
lieu du xvi° sitcle, sur un manuscrit trouvé dans la bibliothéque Vati-
cane, ot il avait été probablement apporté de Grece, lorsque les Tures
s’emparerent de Conslantinople. o

Bachet de Meziriac, qui.a été un des premiers membres de I’Aca-
démie francaise, et qui était d’ailleurs assez bon géométre pour son
temps, en donna une nouvelle traduction, accompagnée de commen-
taires tres-longs, qui A présent sont devenus inutiles. Mais cette édi-
tion a été ensuite réimprimée avec des observations et des notes de
Fermat, un des plus célebres Géometres de France, qui a vécu vers le
milieu du dernier siecle, et dont on aura occasion de parler dans la
suite, & cause des découvertes importantes qu’on lui doit dans I’Ana-
lyse. Cette édition, qui est de 1670, est la derniere qui ait été faite.
Il serait & souhaiter qu’on fit passer dansla langue francaise, par de
bonnes traductions, non-seulement ’Quvrage de Diophante, mais en-.
core le petit nombre d’ouvrages mathématiques que les Grecs nous ont
laissés. - o . | o

Mais, avant que 1’Ouvrage de Diophante fit connu en Europe, I'Al-
gebre y avait déja pénétré. En effet, il a paru vers la fin du xv® sitcle, A
Venise, un Ouvrage d’un cordelier italien, nommé Luc Pacciolo, sur
I’Arithmétique et la Géométrie, ot on trouve les premidres regles de
I’Algébre : c’est un des livres qui ont ét6 imprimés dans les premiers
temps de I'invention de I'imprimerie; le nom d’Algébre, qu’on y donne
a cette nouvelle science, indique assez qu’elle venait des Arabes. 1l est
vrai qu’on dispute encore sur la signification de ce mot arabe; mais
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nous ne nous arréterons pas a ces sortes de discussions qui nous sont
étrangeres; il nous suffit que ce mot soit devenu le nom d’une science
généralement connue, et qu’il n'y ait pas d’ambiguité a craindre,
puisque, jusqu’a présent, il .n’a été employé a désigner aucune autre
chose. | o s I o
Nous ignorbr‘xé, au reste, si les Arabes avaient inventé 1?"Alg‘eb1‘e
d’eux-mémes, ou s'ils I’avaient empruntée des Greces; il y a apparence
qu’ils avaient I'Quvrage de D'iopllante,*rCar,*; apres que les-'temps de
barbarie et d’ignorance qui suivirent leurs premieres conquétes furent
‘passés, ils commencérent 4 s’adonner aux sciences et a traduire: en
arabe tous les ouvrages grecs qui pouvaient y avoir rapport. Il est donc
naturel de penser qu’ils avaient traduit aussi celui de Diophante, et
c’est ce qui les aura engagés & pousser plus loin cette nouvelle science.
Quoi qu’il en soit, les Européens, 'ayant recue des Arabes, I’ont eue
cent ans avant que 1'Ouvrage de Diophante leur fit connu; mais elle
n’allait pas au dela des équations du premier et du second degré. Dans
I'Ouvrage de Pacciolo, dont nous avons parlé plus haut, on ne trouve
‘pas la résolution générale des équations du second degré, telle que
nous I'avons; mais on y trouve seulement des régles exprimées en mau-
vais vers latins pour résoudre chaque cas particulier, suivant les diffé-
rentes combinaisons des signes des termes de I'équation, et ces régles
mémes ne se rapportent qu’au cas out il y a des racines réelles et posi-
tives; car on regardait encore les racines négatives comme insigni-
fiantes et inutiles. C'est proprement la Géométrie qui a fait connaitre
'usage des quantités négatives, et c’est 12 un des plus grands avantages
qui solent résultés de I'application de 1'Algebre A la Géométrie, qu’on
doit & Descartes. R
On chercha ensuite la résolution des équations du troisieme degré,”
et elle fut découverte par un géomeétre de Bologne, nommé Scipion
Ferreo, mais seulement pour un cas particulier. Deux autres géometres
italiens, Tartalea et Cardan, la compléterent ensuite et la rendirent gé-
nérale pour toutes les équations du troisieme degré; car, a cette époque,
I'Italie, qui avait été le berceau de I’Algtbre en Europe, en était encore
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‘presque seule en possession. Ce ne fut que vers le milieu du xvi° sigcle
que des Traités d’ Algebre parurent en France, en Allemagne et ailleurs.
Ceux de Peletier et de Buteon, imprimés, 'un en 1554, U autre en 1559,
sont les premiers que la France ait eus sur cette science.

~ Tartalea exposa sa solution en mauvais Vers-ltal_lenb,.dansufl Ouvrage
sur différentes questions et inventions, imprimé en 1546, Ouvrage qui
aussi le mérite d’étre un des premlers ol l’on alt traité de la fOI‘tlﬁLatIOI’l
‘moderne par bastions..

Cardan publia, dans le méme temps, son Traité de Arte magna, c¢'est-
a-dire, de ’Algebre, ou il ne laisse presque rien i désirer sur la réso-
lution des equattons du troisieme degré. Cardan est encore le premier
qui ait apercu la multiplicité des racines des équations, et ]eur distinc-
tion en pOSltIVGb et negatlves; mals»ll est surtout connu pour avoir le
premier remarqué le cas qu’on appelle irréductible, et dans lequel Iex-
pression réelle des racines est sous une forme imaginaire. Cardan se
- convainquit, par quelques cas particuliers ot I'équation a des diviseurs
rationnels, que cette expression n’empéchait pas que les racines
n’eussent une valeur réelle; mais il restait 4 prouver que non-seule-
ment les racines sont réelles dans le cas irréductible, mais qu’elles ne
peuvent méme étre toutes trois réelles que dans ce cas : ¢’est ce qu’a fait
apres lui Viete, et surtout Albert Girard, par la considération de la tri-
section de I'angle. o | | |

Nous reviendrons sur le cas irréductible des équations du troisieme
_degré, non-seulement parce quil présente une nouvelle forme d’expres-
sions algébriques qui est devenue d’un usage trés-étendu dans I’Ana-
lyse, mais surtout parce qu’il donne encore lieu tous les ]ours a des
recherches inutiles pour réduire la forme i imaginaire & une réelle, et
qu’il offre amm, en Algebre, un probleme quon peut mettre sur la
méme ligne que les fameux problemes de la duphcatlon du cube ou de
la quadrature du cercle en Géométrie. -

Les mathématiciens de ce temps-la étaient dans I’usage de se pro-
poser des problemes a résoudre: ¢’étaient des défis publies qu’ils se
faisaient, et qui servaienl a exciter et & entretenir dans les esprits la |

*
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fermentation nécessaire pour I'étude des sciences. Ces sortes de deéfis
ont continué jusqu'au commencement de ce sigcle entre les premiers
Géometres de toute 'Europe, et ils -n’ont’prOprement cessé qu’'a cause
“des Académies, qui remplissent le. méme. but d’'une maniere encore
plus avantageuse au progres des sciences, soit par la réunion des con-
“naissances des différents membres qui les composent, soit par les rela-
tions-qu’elles entretiennent entre elles, soit surtout par la publication
de leurs Mémoires, qui sert 3 répandre, parmi tous ceux qui s’inté-
ressent aux sciences, les découvertes et les observations nouvelles.

Les défis dont nous venons de parler suppléaient, en quelque sorte,
au défaut des Académies, qui n’existaient pas encore, et I’on doit i ces
défis plusieurs découvertes importantes d’Analyse. Celle de la résolution
des équations du quatrieme degré est de ce nombre.

| On _prop'osa'-cf: Probleme : |

T rouver trois nombres contmuel[emenz proporuonnels a’ont la somme

s‘ozl 10, et le produzt des deux premzers SOLt 6

‘Nommant, pour plus de généralité, a la somme des trois nombres,
b le produit des deux.premiers, et x, y ces deux nombres: on aura
d’abord xy = b; ensuite le troisieme nombre sera exprimé, a cause de

. ~ L ‘ Q‘ . '2 . ’ . *
la proportion continue, par Zx—, de sorte que 'autre condition donnera

2
x—i—]‘-i—{}- - d.

De la premiere équation on tire = 5 cette valeur, substituée dans la

 seconde, donnera

savoir, en faisant disparaitre les fractions et ordonnant les termes,
yi+by*—aby + b'=o,

équation du quatrieme degré, sans le second terme.

L]
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Louis Ferrari, de Bologne, au rapport de Bombelli, dont nous parle-

rons bientot, parvint & la résoudre par une méthode i ingénieuse : elle
" consiste & partager 'équation en deux parties, qui permettent I’extrac-
tion de la racine carrée de part et d’autre; pour cela, il faut ajouter
aux deux nombres des quantités dont la détermination dépend d’une
équation du troisieme degré; de sorte que la résolution des équations
du quatrieme degré dépend de celle du tr0151eme et est sujette aux
mémes inconvénients du cas irréductible. -

1’ Algébre de Bombelli, imprimée a Bologne en 1579, en langue ita-
lienne, ne confient pas seulement la découverte de Ferrari, mais encore
différentes remarques impoftanﬂtes sur les équations du second et du
troisieme degré, et surtout sur le calcul des radicaux, au moyen duquel
I’Auteur parvient, dans quelques cas, a tirer les racines cubes imagi-
naires des deux bin(‘)mes’de la formule du troisitme degré dans lé cas
irréductible, ce qui donne un résultat tout réel, et fourmt la preuve la
plus directe de la réalité de ces sortes d’expressmns

Voila I’histoire succincte des premiers progrés de I’Algebre en Italie:
on parvintbientota résoudre les équations du troisieme et du quatrieme
- degré; mais les efforts continus des géometres, pendant pres de deux
siecles, n’ont pu entamer le cinquieme degré.

IIs nous ont valu néanmoins tous les beaux théorémes que vous avez
vus sur la formation des équations, sur la nature et les signes des ra-
cines, sur la transformation d’une equatlon en d’autres dont les racines
soient composées comme Pon voudra des racines de la- proposée; enfin
sur la métaphysique méme de la résolution des équations, d’ol résulte
la méthode la plus directe de parvenir a cette résolution, lorsqu’elle est
possible : ¢’est celle qui vous a 6té exposée dans les derniéres Lecons,
et qui ne laisserait rien a désirer, si elle pouvait donner également la
résolution des degrés supérieurs. Viete et Descartes en France, Harriot
en Angleterre, Hudde en Hollande ont été les premiers, apres les Ita-
liens dont nous venons de parler, 3 perfectionner la théorie des équa-
tions, et depuis il n’y a presque point eu de Géometre qui ne s’en soit
occupé; de sorte que cette théorie, dans son état actuel, est le résultat

VII. \ ~ 29
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de tant de recherches dlﬁ"erentes qu’il est tres—dltﬁclle d’assngner I"au-
teur de chacune des découvertes qui la composent. B

Jai promis de revenir sur le cas irréductible. Pour cela, il ést néces-
saire de rappeler la méthode qui parait avoir servi i la premiere réso-
lution des équationsdu troisieme degré, et qui est encore employée dans -
“la plupart des Eléments d’ Algebre Considérons I equatlon genera]e dua
troisieme degré, privée du second terme, quon peul; toujours falre dis-

paraltre savoir | :
| | a’3+p.z'—i—q~_~0;'
qu’on suppose | ’

o x:y+z’.

~ y-et z étant deux nouvelles inconnues, dont une, par conséquent, sera
‘ volonté, et pourra étre déterminée de la manibre qu’on jugera la plus
convenable; on aura, en substituant cette valeur, la transformée

y;3+ 3y?z + 3yzz?i; z+ P(]"+ z)—l—q = 0. |
_Or les ;leux termes 3 y* s +3 yz* se réduisént a cette forme
Mﬂf+ﬂ,
de sorte qu’on peﬁt écrire la transfornléejainsi
| y‘+ 2+ (3yz +p)(j“+z)+q:().'

Si maintenant on suppose égale & zéro la quantité qui multiplie y + z,
ce qui est permis a canse des deux mdetermmees, on aura, d’un coté,

Péquation
3yz + p =o,

et de l’autre I’ equatlon restante
y3~{— 23»—%? q = 0,
par lesquelles on pourra déterminer y et z. Le moyen qui se présente

le plus naturellement pour cela est de tirer de lIa premiere la valeur de

& o= e

4
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de 1a substituer dans la seconde, et.de faire évanouir par la mult1phca~
tion les fractions, ce qui donne cette equatwn en Y du sixieme devre,
qu’on appelle la reduite, | |
| }"“—FW‘? P = o,
T 27
~laquelle, ne contenant que deux puissances de I'inconnue; dont I'une est

le carré de P'autre, est résoluble 2 Ia maniere de celles du second degré,
et donne sur-le-champ | o |
2 4 - 27 .

d oli, en extr’ayant Ia racine cublque on a

VT

X=y+ 3=3— g%.

- et de 1a

On rend cette expression de y plus simple, en remarquant que le pro~
duxt de y par le radical

“5'5“ 3

d’out il suit que le terme -5-— devwnt

4 _\JLL L,
\/ 2 § g

et que, par consequent on a

a I \/TLE,
“"‘\/ ”*”\/ \/ 2 Vi ey

| 29.
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B expression olt 'on voit que le radical carré. qui est sous le signe cu-
bique se trouve également en plus et en moins, de sorte qu’il ne peut
y avoir de ce coté-1a aucune ambiguité. C’est I'expression connue sous
le nom de formule de Cardan, et & laquelle toutes les méthodes qu’on a
pu imaginer jusqu’ ici pour les équations du troisieme degré ont toujours
conduit. Comme les radicaux cubesne présentent naturellement qu’ une
seule valeur, on a été longtemps dans, I'idée que cette formule ne pou-
vait donner qu'une des racines de I'équation, et, pour trouver les-deux
autres, on revenait & 'équation primitive qu’on divisait par x — a, en
'supposant a la racine treuvée; et, le quotlent étant une équation du
second degré, on la résolvait 3 la maniére ordinaire: En effet, cette divi-
sion est non-seulement toujours possible, mais méme tres-facile; car,
dans le cas proposé, I'équation étant

xs—}—px—}-q:;),' .
st a est une des racines, o'n aura

. a.“+pd +g=0;
cette équation, soustraite de la précédente, doﬁneré

o a+ ple —a) =o,

quantité divisible par x — @, et qui donnera poilr quotient

Z'-+ ax + &'+ p=0; |
de sorte que la nouvelle équétion a résouﬂre po'ur avolir"les deux autres

racines sera » | o
'+ ax +a*+ p=o,

5a2
-+ -——p—w——-

Je vois par I'd/gébre de Clairaut, imprimée en 1746 et par Particle

d’ol il est aisé de tirer

Co—
—

NI&

Cas irréductible de d’Alembert dans la premiere Encyclopédie, que cetle
idée subsistait encorea cette époque-la; mais c’est faire tort & I’Algebre
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que -de Paceuser de ne pas donner des résultats aussi généraux que la
question en est susceptible. Il ne s’agit que de savoir bien lire ce genre
d’écriture et d’y voir tout ce qu’elle peut renfermer. En effet, dans le cas.
dont il s’agit, on ne faisait pas attention que toute racine cubique doit
avoir une triple valeur, comme toute racine carrée en a une double,
par la raison qu’extraire, par exemple, la racine cubique de a n'est
autre chose que résoudre lequatlon du troisieme degré «® — a = o.
Cette equatlon, en faisant x —-y\/a, se ramene a cetle forme plus

simple y’ —1=o0, quiad’ abord la racine y = 1; ensulte en la d1v1sant
pary —1,o0na | | |
P4y +1=o,
d’oti 'on tire les deux autres racines

> o —=x=/—3
oS,

2

ces trois racines sont donc les tmls racines cubiques de l'unité, comme
vous Pavez deJa vu, et donnent les trois racines cubiques de toute autre
quantité comme g, en les multipliant par la racine cubique ordinaire
de cette quantité. Il en-est de méme des racines quatriemes, cin-
quiemes, etc. R
Nommons, pour abréger, 7 et n les deux racines
—14-y—3 ‘———l—*\,/ﬂ:g’ )
' 2

2

et

qu'on voit bien éire imaginaires, quoique leur cube soit réel et égal 2 1,
comme on peut s’en convaincre par le calcul; on aura done, pour les
trois racines cubiques de @,

“{/Zz, mVZz, nya.

O, lorsque nous sommes parvenus ci- dessus, davs la résolution de

*»

I'équation du troisieme degre, ala réduite % = A, en faisant pour

' 2 3
2 4 - 27 .

abréger
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-nous en avons dedunt de suite
J"“"\/f—\ | - L

mais, par ce que nous venons de demontrer, il est claw qu’on aura non-

seulement

| = VA,
mais encore |
| | y:mVK et y:n:\’/x;

done la racine x de lequatmn du lrmswme degre, que nous avons

trouvée égale a
c r— i

3y -
aura aussi ces trois valeurs

P yv P A A
A — —= 2\/A“'— 7= A
I 3m¢£ 3nyA

(ul seront par consequent ]es trois racines de I’équation proposee. Mais

9_ /L. P,
2 \/4+27

AB=— 7,
27

en faisant
| il est elair que

done

VAxiB=—%;

mettant donc vB a la place de -—‘ng, et remarquant de plus que

mn = 1, et par conséquent

les trois racines dont il s’agit seront exprimées ainsi
z2=VA+VB, x=mVA+nVB, z=nVA+myB-

On voit par la que la méthode ordinaire, bien entendue, donne direc-
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tement les trois racines, et n’en donne que trois; j'ai cru ce petit détail
nécessaire, parce que, si d’un coté on a longtemps accusé celte méthode
de ne donner qu'une seule racine, de l'autre, lorsqu’on eut aper(;u
qu’elle pouvait en donner trois, on crut qu’elle en devait donner six, en
employant faussement toutes les combinaisons possibles des trois racines
cubiques de 1'unité 1, m, n, avec lés deux radicaux cubiques yA et yB.
'On aurait pu parvenir direclement aux résultats que nous venons de
trouver, en remarquant que les deux equatlons |

Y+ 3+ g=o0 et 3yz-+p=o
donnent

yr+32==—q el p3z=— —;

d’olt V'on voit sur-le-champ que y* et z* sont les racines d’une équation

. ’ . .‘b N . 3-
du second degré, dont le second terme sera ¢, et le troisime — -

27
Cette équation, qu’on appelle la réduite, sera donc

}3
W+ qu — l— = 0,
27

“et,nommant A et B ses deux racines, on aura tout de suite
y=vVaA, z=V8,

ot1 I'on observera qu’en effet A et B auront les mémes valeurs que nous
avons assignées plus hauta ces mémes lettres. Or, par ce que nous avons
démontré ci-dessus, on aura également

y:mf/K ou =nyA,
et il en sera de méme de la valeur de z; mais 1’équation

y=-F

?

dont nous n’avons employé que le cube, limite ces valeurs, et il est ais¢
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de voir qu'clle exige que les trois valeurs correspondantes de z soient
VB, 'nVl—? m/B;

_d ol résultent, pour la valeur de z, qu1 ést = =y+ % les mémes trois

valeurs que nous avons trouvées. . | ’
Pour la forme de ces valeurs, il est visible d’abord qu'il ne peut y

en avoir qu’une de réelle, tant que A et B seront des quantités I‘BG“Eb,

puisque 7z et  sont des quantités imaginaires. Elles ne pourront done

étre toutes les-trois réelles que dans le cas ol les racines A et B de la

réduite seront imaginaires, c’est-a-dire lorsque la quantité

¢ P
. + Ly
4 = 27

qui se trouve-sous le signe radical, sera négative, ce qm n’a lieu que
lorsque p est nega‘uf et plus grand que .

c’est le cas qu’on appelle irréductible.
Puisque dans ce cas

: C q? pll

- ..l... =
b 27
est une quantité négative, supposons-la égale & — g*, g étant une quan-
tité quelconque réelle, et faisant, pour plus de simplicité,

——

!wm_

=f
les deux racines A et B de la réduite prendront cette forme
A=f+gy=1, B=f—gy—r.

. . e 37 3 == . . ' o ,‘ .
Or je dis que si VA + yB, qui est une des racines de I’équation du
troisieme degré, est réelle, les deux autres racines, exprimées par

" myA+nvB et 'nVK+nzV}-3,"
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seront réelles aussi. En effet, supposons

VA=1t, VB=u;

- on aura d’abord | - ]
t+u=h, |

/ étant par 'hypothese une quantité réelle. Or
tu=VAB ‘et AB=fr+ g, .
- donc o o
4/ v3f2+ g
I’équation précédente, étant élevée au carré, donne -
B otuur=l;
retranchant 4 zu, on aura
(t—u)r=h—4Vf +g.

Vobserve que cette quantité doit-étre nécessairement négative; car, si
elle était positive et = £°, on aurait

(t — u)*= /I3

donc | |
t —u=—=lk;
done, puisque -
| +u=—n,
on aurait - |
: h+k - fe — I
= et U — ;s
2 2

quantités réelles; donc ¢ et u® seralent aussi des quantités réelles, ce
qul est contre hypothése, puisque ces quantités sont égales a2 A et B,
toutes deux imaginaires. | |
Donc la quantité S
e —fVfi+ g
sera essentiellement négative. Supposons-la égale & — £ donc
| (t-—-u.)’:-—lg.’,

VI | 30
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et, tirant la racine carrée,

donce

Telle sera done nécessairement la forme des deux radicaux cubes

Vf+gy=1 o @fﬂg\/:?,
forme & laquelle on parwent dlrectemeut en réduisant ces radicaux en |
série par le théoreme de Newton comime vous Tavez déja v “dans les
lecons du Cours principal. Mais, comme les demonstrallons par les
séries peuvent laisser quelques nuages dans !’ esput J “al vou]u en rendre
la précédente tout a fait mdependante. S

Si done S
:/K + VB =,

on aura

e‘;/*A—:/L-—FIfZ\/——I C_t' ;{/ﬁ:/l._,[;\/:—{

9

or on a trouvé plus haut

—1-4+y—3 —-l-——\/:—?;.
b
2

m —_— 9 n—

donc, multipliant ces quantités ensemble, on aura

.~h’zm+nv§’:-—h—:k\/§- o

ot

fz--—/{\/:’: -
?

2

IIVX-%-IHVE: —

quantités réelles. Ainsi donc, si la racine h est réelle, les deux autres le
seront aussi ‘naturellenient dans le cas irréductible, et ne pourront I'étre
‘que dans ce cas, comme nous 'avons vu ci-dessus.
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Mais la difficulté est toujours de demontrer dlrectement que

Vi+gy—1+Vf=gv=1,

que nOUs avons supposé = 4, est toujours une quantité réelle, quelles
que soient les valeurs defet & On y peut parvenir dans des cas parti-
culiers, en extrayant la racine cubique, lorsque cette extraction peut se
faire exactement. Par exemple, si 1f=2, g=r1, on trouvera que la ra-
racine cublque de 2+:1\/—~ 1 sera 24+ \—1, et-de méme celle dé
2 —11y/—1 sera 2 — \/—- 1, de sorte que la somme des deux radlcaux .
sera egale a4, On peut ﬂnre amm ‘une infiniité- d’exemples, et est de
cette maniere que Bombelli s’est convaincu de la réalité de I expression
imaginaire de la formule du cas irréductible; mais, cette extrabtibn
n’étant possible en général que par les séries, on ne peut parvenir de
cette maniere & une demonstratlon generale et dlrecte de la proposition
dont il s’agit. " ,
Il n’en est pas de méme des radlcaux carrés et de tous ceux dont ex-
posant est une puissance de 2. En effet, si Tonala quantité

\/f,“",g \/:_1,"*‘ \/f’*." gyv—1,
com posee de deux radicaux I lmagmalres son carré sera
Cafta Vg

quantité nécessairement positive; done, extrayant la méme racine car-
rée, on aura

Vaf =2 F g

pour la valeur réelle de la quantité proposée. Mais, si, au lieu de la
somme, on avait la dlﬁ'erence des memes radlcaux alors som carre seraxt
2f—- 2 ‘/f2 + g%,

quantlte nécessairement newatlve ‘et, tirant la racine carrée, on aurait |

.l’expreqsmnlmagmalre smlple | S

\/?fwzx/f + g*.
3o,
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81 I’'on avalt la quantité

\/f—+~ 0\/—-1—%—\/}“ g\/wx,

on I’éleverait d’abord au carré, ce qui dOnnerai';. |

Nfrg/y=i+Vf—gy=i vV firgi=Vaf+2/f + g+ 2V + g2,

quantité réelle et positive; on aura donc aussi; en extrayant la racine
carrée, une valeur réelle pour la quantité proposée, et ainsi de suite;
| mais, si I'on voulait appliquer cette méthode aux radicaux cubiques,
on retomberait dans une équation du troisieme degré, dans le cas irré-
ductxble.

Soit, en effet,

:/f-% g\/:+ Vi—gV—1=2;

en elevant d’abord au cube, on aura

9f+v3:{/m(§/_'f+ F+\/f~g¢~-x) = a3

savoir,

2f+3xvj 8= a3,

ou bien

-—E’).x\/j2 + gt — of_ 0,
formule générale du cas irréductible, puisque»
Haf P+ =3V g )=

. | s . |
S1 g=0, on aura  =2vf; il faudrait donc prouver que, g ayant
une valeur quelconque, « aura auvssi une valeur correspondante réelle.
orl’ égnation précédente donne "
xd — 2/
-} 2 —
- ‘/'f 8 T 3x
et, élevant au cube,
—61“f+12x3f2—-8f3

27x°

frgi=
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d’ou . o ‘
2 —o0x°f—1basfr—8f .
?

27x3

g =

équation qu’on peut mettre sous cette forme

(& —8f) ()

2
& =" 27 %3
ou bien sous celle-ci - .. ) |
' | I 8f ,
g = 7(1“" }?)(f”‘f) .

Cette derniere forme fait voir que g est nul, lorsque a® = 8f; qu’en-
suite g augmente toujours sans interruption, lorsque x augmentera; car

8f

le facteur (2° + f)* augmentera toujours, et 'autre.facteur 1 — - aug-
f ) x»
mentera aussi, parce que, le dénominateur «® augmentant, la partie

‘ ‘r ' | | 8 . ; . » ' . . '
négative }{, qui est d’abord =1, deviendra toujours moindre que 1.

“Ainsi, en faisant augmenter par degrés insensibles la valeur de «°,
depuis 8 jusqu’a l'infini, la valeur de g* augmentera aussi par degrés
insensibles et correspondants, depuis zéro jusqu’a linfini. Done, réci-
‘proquement, & chaque valeur de g2, depuis zéro jusqu’a I'infini, il ré-
pondra une valeur de 2* comprise entre 8/ et I'infini; et, comme cela
a lieu, quelle que soit la valeur de /; on en peut conclure légitimement
que,.quelles que soient les valeurs de f et g, la valeur correspondante
de °, et par conséquent aussi de x, sera toujours réelle. Mais comment
'assigner cette valeur? 1l ne parait pas quelle puisse étre représentée
autrement que par I'expression imaginaire, ou par I'expression en série,
qui en est le développement. Aussi doit-on regarder ces sortes d’expres-
sions imaginaires, qui répondent & des quantités réelles, comme for-
mant une nouvelle classe d’expressions algébriques, qui, quoiqu’elles
n’aient pas, comme :les autres expressions, 'avantage de pouvoir étre
é¢valuées en nombres dans I'état ot elles sont, ont néanmoins celui, qui
est le seul nécessaire aux opérations ’a]gébriqUes, de pouvoir étre em-
ployées dans ces opéralions', comme si elles ne contenaicnt point
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d'imaginaires. Elles ont de plus 1'avantage de pouvoir servir aux con
structions géométriques, comme on le verra dans la théorie-des sections
angulaires, de sorte qu’elles peuvent toujours étre représentées exacte-
ment par des lignes; et, quant a leur valeur nu‘mériquq,fon‘p__;ourrja'.tou;
jours la trouver & trés-peu pres, et aussi exactement qu’on voudra, par |
la résolution approchée de ’l‘-’équ‘ltiioh' d’olt elles dépendent, ou bien
~par les Tables trigonométriques connues. En-effet, on démontre en
Géométrie que, si dans un cercle dont le rayon est r on prend un are
dont la corde soit ¢, et qu'on nomme z la corde de 1’arc qui sera le tiers
de celui- la on a, pour la determmatmn de x, I equatlon du tmlsxeme
deO‘re | o |
22— 3r’x+ric=o,

équation qui tombe dans le cas irréductible, puisque ¢ est toujours
nécessairement moindre que 2r; et qui, & cause des deux arbitraires
retc, peut représenter toutes les equatlons de ce genre car, en la com-
parant avec | equatmn generale |

x"—i—px—!—q—"o,‘ }

= \/-—- —- C*—:—ﬂ,

de sorte qu on aura tout de su1te, par la tI‘lSGCthl’l de l’arc qui repond a

on aura

la corde ¢ dans un cercle de rayon r, la valeur d’une racine , qui sera
la corde de la troisieme parue de cet arc. Or, par la nature du cercle,
une méme corde ¢ lepond non-seulement a I'arc s, mals encore (en
nommant la cwconference entiére u) aux arcs | |

e

u—s, 2u-+s, Ju-—s,
les ares o '
u+s, 2uw—s, 3u-+s,
ont aussi la-méme corde, mais prise négativement, parce que les
eordes, au bout. d’une circonférence, deviennent zéro, et ensuite né-
gitives, et ne redéviennent positives qu’au bout de deux circonfé-
rences, etc., comme vous pouvez le voir aisément. Donc lés valeurs

. &
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s ) . R
de « seront non- seulement 1.1 corde de larc 3> Mais encore celles
des ares |

U—S. 22U+ S

Ty 3

et ce seront la les trois racines de 1’équation donnée. Si 'on voulait
employer encore les arcs suivants qui ont laméme corde ¢, on ne ferait
que retrouver les memea racines; car l’arc Su—5 donneralt la corde

. 3u—s s
de ——> savoir, ‘de u— 3 qu'on a deJ-a vu étre la méme que celle

| S ' . . . . .
de 3+ et ainsi des autres..

Comme, dans le cas irréductible, le coeflicient p est nécessairement
négatif, la valeur de la.corde donnée csera positive ou négative, suivant
que ¢ sera positif ou négatif. Dans le premier cas, on prendra pour s
o . ._ . ,. .- - . . . . . 3 . ' ‘ . , . .l
I’arc sous-tendu par la corde positive ¢ = — 7,2; le second cas se réduit
~au premier, en faisant x négatif, ce qui fait changer de signe au der-

nier terme; de sorte qu’en pnenant de méme pour s 'arc sous-tendu

par la corde posmve -3;?, on n'aura 1 qu a changer le SIgne des trms

racmes. o | | |
Qumque tout ce que nous venons de dire pu1sse suffire pourne Ialsser
aucun douté sur la nature des racines des équations du troisieme degré,
nous allons y ajouter encore quelques réflexions sur la méthode méme
par laquelle on trouve ces racines. Celle qu'on a exposee plus haut,
el qu'on appelle communement la met/zode de Cardan, quoiqu’il me
semble que c’est de- Hudde que nous la tenons, a souvent été accusée,
et elle peut encore I’étre tous les jours, de ne donner, dans le cas irré-
ductible, les racines sous une forme imaginaire, que parce qu’on y fait
une supposition qui est contradictoire avec Pétat méme de I’ equatlon
En effet, Iesprit de cette méthode consiste & supposer I'inconnue égale -
4 deux indéterminées Y+ 3 pour pouvou' ensuite séparer lequatnon

resultante
| ri+ a2+ (3yz+pl(y+z)+g=0o
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en ces deux-ci S S
| 3yz+p=o0 et 'y*‘*-&-z* q—-o N
Or, en mettant la premiere sous cette forme

} 9’353:—,"‘5

il est visible que la questlon se réduit & trouver deux nombres _y et z

3

dont la somme so:t — g etle prodmt — L, ce qui est 1mp0531ble,
27

moins que le carré de la demi-somme ne surpasse le prodult, puisque
la différence de ces deux quantités est égale au carré de la demi-diffé-
rence des nombres cherchés. |

On conclut de 13 qu’il n’est pas ¢étonnant qu’en o faisant une supposi-
tion impossible a réaliser en nombre, on tombe dans des expressions
imaginaires, et ’on est induit & croire qu'en s’y prenant autrement on
pourrait éviter ces expressions, et-n’en avoir que de toutes réelles.
~ Comme on pourrait faire & peu pres le méme reproche.aux autres
‘méthodes qui ont été trouvées depuis, et qui sont toutes plus ou moins
fondées sur la méthode des indéterminées, c’est-a-dire sur Pintroduc-
tion de quelques quantités arbitraires qu’on détermine de maniere &
satisfaire a des conditions supposées, nous allons considérer la question
en elle-méme, et indépendamment d’aucune supposition. _Reprenons -
pour cela I'équation : | |

‘ . x3+px+q:—_.'o,

.et supposons que ces trois racines sment a, b C.

Par la théorie des équations, le premler nombre sera forme du_pro-
du1t des trois quantités

z—a, x—b, xz-—c,
qui est
| | (a—!—b—{-(')x’ (ab+ac+bc)x-—abc,
de sorte que la comparaison des termes donnera

a+bic=o, ab+ac+be=p, abe=—gq.
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Comme ’équation est d'un degré impair, on est assuré, ainsi que vous
‘T'avez déja vu, et que vous le verrez encore dans la Le¢on qui suivra
celle-ci, qu’elle a nécessairement une racine réelle. Soit ¢ cette racine;
la premiere des trois équations qu’on vient de trouver donnera

o= -""a—b,v

d’oir 1’on voit d’abord que @ + b sera nécessairement aussi une quan-
tité réelle; cette valeur de c, substituée dans la seconde et la troisieme,
- donnera o S ; e
ab—a*—ab—ab—b*=p, —abla+b)=—gq,
savoir S - | o
| @+ab +b0=—p, abla-+b)=ygq,

d’otr il faudrait tirer @ et b; la derniére donne ab = ‘T_?j, d’oti je con-
clus que ab sera nécessairement aussi une quantité réelle. Considérons
2 3 _ L ., .

maintenant la quantité %- -+ -2’—’7-, ou bien, en faisant disparaitre les frac-
tions, la quantité 27¢+- 4p®, du signe de laquelle dépend le cas irré-
ductible; en y substituant pour p et ¢ leurs valeurs ci-dessus en a et b, -
on trouvera, apres les réductions, que cette quantité devient égale au
carré de o -
2a*—2b* + 3a*b — 3ab?

pris négativement; de sorte que, en changeant les signes et extrayant
la racine carrée, on aura |

20 — 2b% 4+ 3a*b — 3abr= \/-—— 27¢* — 4 p°,
d’ol1 il est d’abord aisé de conclure que les deux racines a et b ne sau-
raient étre réelles, 2 moins que la quantité 274>+ 4p° ne soit négative;
mais je vais démontrer que, dans ce cas, qui est, comme on voit, le
cas irréductible, les deux racines a et b seront nécessairement réelles;
car la quantité B S
20°— 20+ 3a*b — 3ab?

se réduit a cette forme,

- (a—b)(2a2+2b+5ab),
VIL. | 31
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comme il est aisé de s’en assurer par la multlplmatlon actuelle or
nous avons déja vu que les deux quantités @ + b et ab sont necessau*e~
ment réelles, d’ot o ST

et 2b+5ab==2(a+by+ab

sera aussi nécessairement une quantité réelle; donc I'autre facteur a—b-

sera réel aussi, lorsque le radical y— 27¢* — 4p® est réel; done, a+ b
et a — b étant des quantités réelles, il-s’ensuit que a et b seront I'un
et 'autre réels. Nous avions déja démontré plus haut ces théoremes
d’apres la forme méme des racines; ‘mais la démonstration présente est,
a quelques égards, plus générale et plus directe, étant tirée des prin-
- cipes de la chose. On n’a rien suppose, et la condmon du cas irréduc-
tible n’a point introduit d’imaginaires; mais il faut trouver les valeurs
de a et b au moyen des équations m—dessus Pour cela, ] observe que Ie
premler membre delequatton R -

@ =B 3ah —ab) =4V 4p

peut devenir un ) cube parfalt en 'y ajoutant le premier membre de Ie-

(quation S |
| ab(a+b)=gq,
2

3V=3 ., . o “
multipliée par 2V=3 et la racine de ce cube sera

1—-\/——-3[)__1—1—\/:_3

2 v 2

de sorte qu extrayant la racineg cublque de part el d aufre, on aura la-

1——(/——3{)__ 1—{—\/'—’—3[‘
, 2 .

2 ’

quantlte

exprimée en quantités connues; et, comme le radical / —.3 peut.aussi
étre pris en —, on aura aussi la quantité

I+ s/-;_—?;b I-ma

o
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exprimée en. quantités connues, d’olt l"on tirera les valeurs de a et b.
Mais ces valeurs contiendront la quantlte imaginaire y — —3 qui a été
introduite par la multzphcatmn, et se redu:ront a la méme formc que

les deux racines | T

m¢A+n/_ et n\/A+m\/_
que nous avons trouvées plus haut; ensuite la tromeme racine
e=—a—b

deviendra VA —+ \/B Dans cette methode on voit que la quantlte ima-
ginaire n’est employée que pour faire réussir I'extraction de la racine
cubique, sans laquelle on ne pourrait déterminer séparément les valeurs
aetd; et, comme il paralt 1mp0551hle d’y parvenir autrement, on peul
regarder comme une vérité démontrée que I’expression générale des
racines de I’équation du troisieme degre, dans le cas irréductible, ne
saurait étre indépendante des imaginaires.

Passons aux équations du quatrieme degré. Nous avons déja dit que
Partifice qui avait servi d’abord & résoudre ces équations consistait 2
les préparer, de maniére qu’on pit extraire la racine carrée des deux
membres, ce qui les abalssalt au second degre Voici comment : soit

o px‘-’—i— qx +r=o

l’équatibn générale du quatrieme degré, privée de son second -terme,
ce qui est toujours possible, comme vous le savez en augmentant ou -
diminuant les racines d’une quantlte convenable. Qu'on la mette sous
cette forme : .
x‘:——px’-—- qx —r,

et qu'on y ajoute de part et d’autre les termes 23923/ + y*, qui contien-
" nent une nouvelle mdetermmeey, et qui n ’empéchent pas que Ie pre-
mier membre ne soit encore un carré, on.aura |

(22 +y)=(2y wp)x’f—— gz +py'—r.

Faisons maintenant en sorte que le second membre soit aussi un carré;
| | ' 31.
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il faudra pour cela, que Pon ait
) 4(29’ p)(y. =g

et alors Ia racine du carre sera

,. ‘szJ"j“P — p——v—-z;{wp'

Ainsi, pourvu que la quantité y satisfasse 2 ’équation précédente, qui
devwnt par le developpement

l I

e E;g .
,7‘3,» ry‘-i-2 5 0,

et qui n’est, comme 'on voxt que du troisieme degré, la proposee se
réduira, par 'extraction de la racine carrée, i celle-ci |

olt 'on péut prendre le radical y2y — p en plus et en moins; de sorte
qu’on aura proprement deux équations du second degré, dans lesquelles
la prOp_o_sée se trouvera décomposée, et dont les racines donneront les
quatre racines de la proposée, ce qui fournit le premier exemple de la
décomposition des équations en d’autres de degrés inférieurs.

La méthode de Descartes, qu'on suit communément dans les éléments
~de I'Algebre, est fondée sur le méme principe, et consiste & supposer
immédiatement que la proposée soit produite par la multiplication de
deux équations du second degré, telles que |

r—uxr+s—o et a4 ux—+ t=o,
u, s, t étant des coefficients indéterminés; en les multipliant 'une par
I’autre, on a | | | |
284 s+t — u)a+ (s—t)ux—}-st—-o

dont la comparaison avec la proposée donne

S+ t—w=p, (s—tu=gq, et st=r;
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les deux premieres équations donnent.

28 =p -+ W+ %9 2t=p- u’-——%;
ces valeurs étant substituées dans la dernitre st = r, on aura une équa-
tion en u du sixime degré, mais qui, ne contenant que les puissances
paires de u, sera résoluble comme celles du troisizme. Au reste, si dans
cette équation on substitue 2y —p pour u?, on aura la méme redulte
en y que nous avons trouvée ci-dessus par l’ancwnne méthode.

Ayaut ainsi la valeur de ?, on aura celles de set ¢, et la proposée se
trouvera décomposée.en deux,équ:ﬁtions du second degré, qui donne-
ront les quatre racines cherchées. Cette méthode, ainsi que la précé-
dente, donne lieu i un doute qui vient de ce que la réduite en u* ou
en y, étant du troisieme degré, doit avoir trois racines, de sorte qu’on
pourrait étre incertain laquelle de ces trois racines il faudrait employer;
cette difficulté se trouve bien résolue dans I’ A/gebre de Clairaut, ot ’on
fait voir d’une maniére directe que 'on a toujours les mémes quatre
racines ou valeurs de «, quelle que soit la racine de la réduite qu’on
emploie. Mais cette généralité inutile nuit a la simplicité qu’'on peut
désirer dans I'expression des racines de I'équation proposée, et I'on
doit préférer les formules que 'on vous a données dans le cours prin-
cipal, et ol les trois racines de la réduite entrent également. Voici
encore une maniere de parvenir 2 ces mémes formules, moins directe
que celle qui vous a déja été exposée, mais qui, d’'un autre coté, a
I’avantage d’étre analogue a celle de Cardan, pour les équations du
‘troisieme degré. ) o | | |

Je reprends I’équation

'r%pﬁ+qx+r:m

et J'y suppose - L
x=y-+3z-+1;

j’aurai d’abord R I
2=yt 2 B 2(ys 4yl + 5t)
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ensuite, carrant de nouveau, j’ai .

=i+ 22+ 0+ 4+ 2+ £) (yz +yt+ z't) 4+ 4(yz +yt+ 5L)%
or- | | | . |
(yz +yi+ Bl =y25 -+ yi -+ 2+ 2y*zl -+ 2zl + 231"

.-._y z’—l—y 12 g A 2y 5L (y 4 2 ).

Je substltue ces valeurs de x, z*, x* dans la proposee, et Je mets en-
semble les termes qui se trouvent multlphes par y+ z + b ainst que
par yz +yt+ 5 ] "al la transformee "

(5 +Z*+t’) ‘*—P(J” +z’+ ) + 4 2+2’+'t’:)+2p](7z-i~ﬂ+ztf)

| +4(y zz+y’t’+z’t’) (8)ﬂzt+q) (y -|-z + t)—l— r *—o |
Maintenant, c'omme’poﬁr“ les équatib'ns du téoisiéme degré néus événs
fait évanouir les termes qui contenaient y+ % nous ferons de méme
dlsparaltre ici les termes qui contiennent , ‘
' y+z+t -‘et_ jz—}-yt -}-,zv:t,':
ce qui n;jus ddnnera_ les deux‘é’quations dg condition
8yzt+qg=o0 et 4(3«”-}- 224 13) 2p§::o§ ;

il re»stéra. a'lqvl',s' i’éqﬁation .

(4 50 4 plyooe 2o ) 4 424 e ) =

et ces trois équations determmeront les trois quantltes s z, . La se-
conde donne d’abord | |
y2+ 224 P — g,

et, cette valeur étant substituée dans la troisieme, on aura

>2
praprape=t

o
)
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De plus, la premiere, étant élevée au carré, donne -

?n2 21!.—.—- _q_

64
Douc, par la théorie générale de la formation des équations, les trois
quantités y*, z?, z2 seront les racines d’une equatlon du troisieme degre
de la forme o |

’ s, P s (P r _-_(ﬁ_m.'._
u .-i-2 u‘+(16 4>u | 64“—.0" ,

de sorte que, si 'on nomme a, b, ¢ les trois racines de cette équation,
-que nous nommerons la réduute, on aura | |

r=va, z=f =i,

et la valeur de x sera exprimée par
" Comme les trois radlcaux peuvent etre prls chacun avec le 31gne +
ou —, on aurait, en faisant toutes les combma}sons p0s31bles, hmt

Valeurs différentes de z; mais il faut observer que ‘dans lanalvse

precedente, nous avons employe % equatlon y-z%‘ :-gZ’ _pandls que

I'équation donnée immédiatement est yzt = — %; ainsi il faudra que

le produit des trois quantités y, z, t ¢est-a-dire, des trois radicaux
CVa, VB, G,

soit de signe contraire A celui de la quantlte g. D’ou 11 suit : 1° que, |

g étant une quantité négative, il devra y avoir dans I’ expression de z

ou trois radicaux positifs, ou un positif et deux négatifs. On n’aura
donc que ces quatre combinaisons |

N s - 55,

qui seront par consequent, les quatre racines de la proposee du qua-
trieme degre, 2° si ¢ est une quantité posilive, alors il devra y avoir
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dans 'expression de  ou trois radicaux négatifs, ou un negatlf et deux
positifs, ce qui donnera ces quatre autres combinaisons

Ve ’—~/5+~/5+~/5.»~/7?'—\“+s/5, Va+B— e,

qui seront les quatre racines de la prOposee (*).

Maintenant, si les trois racines a, b, ¢ de la réduite du troisieme degre
sont toutes réelles et positives, il est visible que les quatre racines pré-
cédentes seront toutes réelles aussi; mais, si parmi les trois racines
réelles a,_b, ¢ il y en a de négatives, les quatre racines de la proposée
seront évidemment imaginaires. Ainsi, outre la condition de la réalité
des trois racines de la réduite, il faudra encore, pour le premier cas,
suivant la régle de Descartes que vous connaissez, que les coefficients
des termes de cette réduite soient alternativement positifs et négatifs, et

p?
16
Si 'une de ces conditions manque, la proposée du quatrieme degré ne

que, par conséquent, on ait p négatif et =z — %positif, savoir, p*>4r.

pourra pas avoir ses quatre racines réelles. Si la' réduite n’a au contralre
qu'une seule racine réelle, on observera. d’abord qua cause du dermer
terme negatlf de cette réduite la racine réelle sera nécessairement posi-
tive; ensuite il est aisé de voir, par les expressions générales que nous
avons données des racines de I'équation du troisitme degré privée de
son second terme, forme 3 laquelle il est aisé de ramener la réduite en u,

(*) Ces formules simples et légantes sont dues 4 Euler; mais M. Bret, professeur de Ma-
thématiques & Grenoble, a fait I'observation importante (voyez la Correspondance sur I Ecole
: Polyteclmzque, t. I, 1I* Cahier, p. 217) qu'elles peuvent donner des valeurs fausses, lorsque
~parmi les trois radxcaux il y en a d’imaginaires.

Pour ‘éviter toute difficulté et toute ambiguité, il n'y a qu'a substituer & I'un de ces radi-

caux sa valeur-tirée de équation ya /bye = — % Ams1 la formule

f*““af%

donnera les quatre racines de la proposée, en prenant pour a et b deux quelconques des trois
racines de la réduite, et prenant successivement les deux radicaux en plus et en moins. _

11 faut appliquer cette remarque a l'article 777 de I’ 4lgébre d'Euler, et a I’artlcle 31 de ]a |
Note XII da Traité de la résolution des equatzons numeériques,
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en augmentant smplement toutes les racines de la quantlte é’ ; il est
aisé, dis-je, de voir que les deux racines 1mag1na1res de cette réduile

seront de la forme

f+g\/-—.1 et f_—-g\/":?'
Donc, prenant a pour la racine réelle, et b, ¢ pour les deux imaginaires,
-\/?z sera une quantité réelle, et /b + ¢ sera réelle ausm, par ce que

nous avons démontré plus haut, et au contraire b — ye sera une quan-
tité imaginaire; d’olt 'on peut conclure que, des quatre racines trouvées
pour I’équation proposée du quatrieme degré, les deux premieres seront
réelles et les deux autres imaginaires.

Au reste, si dans la redulte en uon fait u—=s — — pour en faire dis-

paraltre le second terme et le ramener a la forme que nous avons exa-
minée, on aura cette transformee ens |

(P NP P
s (,48__*4)"" 864 T2 6 O

de sorte que la condition de la réalité des trois racines de la réduite sera

i(F+ 1) >27(8}é34 L&)

LECON QUATRIEME.

_ SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES.

On a vu comment on peut résoudre les équations du second, du troi-
sieme et du quatrieme degré; le cinquieme degré présente une espice
de barriere que les efforts des analystes n’ont pu encore forcer, et Ia
résolution générale des équations est une des choses qui restent encore
3 désirer en Algebre. Je dis en Algebre, car si, dés le troisieme degre,
I’expression analytique des racines est insuffisante pour faire connaitre

VII. ' 32
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~leur valeur numer:que dans tous les cas, & plus forte raison le seralt-elle
dans les degrés supemeurs, et !’ on serait toujours f'orce d avoir recours
a d’autres moyens pour déterminer en nombres les valeurs des racines
d’une équation donnée, ce qui est, en dernier résultat, I'objet de la
solution de tous les problemes que Ies besoms ou la curiosité offrent
a résoudre.

~Je me propose icl d’exposer les principaux moyens que I'on a ima-
ginés pour remplir cet objet important. Considérons une équation quel-
conque du degré m, representee par la formule

(B) | "+ prTt 4 g+ P 4. o+ u=o,

dans laquelle « soit I'inconnue, p, ¢, r,. .. des coefficients connus posi-
tifs ou négatifs, et « le dernier terme sans x, et connu aussi; nous sup-
poserons que les valeurs de ces coefficients soient données en nombres
ou en lignes, ce qui revient au méme; car, en prenant une ligne donnée
pour unité ou mesure commune de toutes les autres, on pourra les éva-
lner toutes en nombres. Il est clair que cette supposition a toujours lieu,
lorsque I'équation est le résultat d’un probleme. réel et déterminé. Le
but qu’on se propose est de trouver la valeur ou les valeurs de x, s'il y
en a plusieurs, qui satisfont & cette équation, c’est-a-dire qui rendent la
somme de tous ses termes nulle; alors toutes les autres valeurs qu’on
pourrait donner 4 & rendront cette méme somme égale & une quantité
positive ou négative; et, comme il n’entre dans I’équation que des puis-
‘sances entieres de z, il est clair que toute valeur réelle de « donnera
aussi pour la quantité dont il s’agit une valeur réelle. Plus cette valeur
approchera d’étre nulle, plus la valeur de &, qui I'aura produite, appro-
chera d’étre une racine de lequatlon et, si 'on trouve deux valeurs
de x, dont I'une rende la somme de tous les termes egale 2 une quan-
tité positive, et autre & une quantité négative, on’ pourra étre assuré
d’avance qu’entre ces deux valeurs il y en aura au moins nécessairement
une qui la rendra égale a zéro, et qm sera par consequent une racine
de 'équation. N | |

‘En effet, désignons en général par P la somme de tous les termes de«
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I’équation qui ont le signe -+, et par Q la somme de tous les termes qui -
ont le signe —, en sorte que I'équation soit représentée par

P-——Q”'—o;' |

supposons, pour plus de famhte, que les deux valeurs de  soient posi-
tives, A la plus petite, B la plus grande, et que la substitution de A & la
place de x donne un résultat négatif, et la substitution de B un résultat
positif, ¢’est-a-dire, que la valeur de P — Q devienne négative lorsqu on
y fait z = A, et positive lorsque & = B : _ |

Done, lorsque x = A, P sera momdre que Q, et lorsque x = B P sera
plus grand que Q. Or, par la forme des quantités P et Q, qui ne con-
tiennent que des termes positifs et des puissances entieres et positives
de z, il est clair que ces quantités augmentent continuellement & mesure
- que z augmente, et qu en faisant augmenter x par tous les degrés in-
sensibles, depuis A jusqu'a B, elles augmenteront aussl par degrés in-
sensibles, mais de maniére que P augmentera plus que Q, puisque, de la
plus petite qu’elle etalt elle devient la plus grande. Done il y aura né-
cessalrement _unvterme entre les deux valeurs A et B, ou P égalera Q;
comme_deux' mobiles, qu’on suppose parcourir une méme droite, et qui,
~partant a la fois de deux points différents, arrivent en méme temps &
deux autres points, mais de maniere que celui qui était d’abord en ar-
riere s¢ trouve ensuite plus avancé que l'autre, doivent nécessairement
se rencontrer dans leur chemin. Cette va_léur de x, qui rendra P égal
20, sera done une des racines de I’équation, et tombera nécessairemeni
entre les deux valeurs A et B. | | |

On pourra faire un raisonnement semblable sur Ies autres cas, et l on
parvwndxa toujours au méme résultat | |

On démontre aussi la proposition dont 1l s’agit, par la conmderatlon
seule de lequatlon en la regardant comme formee du produit des

facteurs , | |
xr — a, x~_——b, x-—-—c, e

a, b, c,... etant les racines; car il est évident que ce produxt ne peut

changer de signe par la substltutlon de deux valeurs différentes de .
32,
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- qu’autant qu’il y aura au moins un des facteurs qui changera de signe;
et méme il est aisé de voir que, si plus d’un facteur changeait de signe,
il faudrait que le nombre en fit impair. Ainsi, si A et B sont les deux
valeurs de  qui rendent le facteur = — b, par exemple, de signe diffé-
rent, il fandra que, s A est plus grand que &, B soit plus petit, ou ré-
c1proquement done la racine & tombera nécessairement entre les deux
quantités A et B. | -

A V'égard des racines imaginaires, s'il y en a dans I’équation, comme
il est démontré qu’elles sont touwurs deux a deux de la forme

f’*‘g\/_—‘a f""g\/:’

si g et b sont imaginaires, le produit des facteurs x — a et x — b sera

(#—f— gJ_T( f+gJ_7*- —f f+ g

quantité toujours posuwe quelque valeur qu'on donne & x; d’otr 1] suit
que les changements de signe ne peuvent venir que des racines réelles.
Mais, comme le théoreme sur la forme des racines imaginaires ne se
démontre rigoureusement qu’au moyen de cet autre théoreme, que
toute équation d’un degré impair a nécessairement une racine réelle,
théoreme dont la démonstration générale dépend elle-méme de la pro-
position qu’il s’agit de démontrer, il s’ensuit que cette démonstration
peut étre regardée comme une espece de cercle vicieux, et qu’il était
nécessaire d’y en substituer une autre 4 I'abri de toute atteinte.

Mais il y a une manidre plus générale et plus simple de considérer
les équations, laquelle a I'avantage de faire voir & 'eeil méme les pro-
priétés principales des équations. Elle est fondée sur une espéce d’ap-
pli(:ation de la Géométrie & ]’Algébfe', qui mérite d’autant plus'de vous
étre exposée, qu'elle a des usages tres-étendus dans toutes les partles ~
des Mathématiques. -

Reprenons I’équation générale proposée ci-dessus, et représentons
par des lignes droites toutes les valeurs successives qu’on pourrait'd'on-'
ner & I'inconnue «, ainsi que les valeurs correspondantes que recevra le
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premier membre de I'équation. POur“cgzla, au lieu de supposer le second
membre de I'équation égal & zéro, nous le supposerons égal & une quan-
tité indéterminée y; nous porterons les valeurs de x sur une droite in-
définie AB ( fig. 1) en partant d’un point fixe O, ol & sera zéro, el nous

Fig. 1. =

prendrons les valeurs posmves de « sur la partie OB, dmgee de la
gauche a la droite; par conséquent, les valeurs négatives de 2 devront
étre prises sur la partie opposée OA, dirigée de la droite a la gauche.
Soit done OP une valeur quelconque de «; pour représenter la valeur
correspondante de,y, nous menerons par le point P une perpendiculaire
3 la droite OP, et, si la valeur de y est positive, nous la porterons sur
cette-p‘érpendicu]aire en PQ au-dessus de la droite OB; il faudrait la
prendre au-dessous de OB, en parténtdvégalement du point P, si elle était
négative. On fera la méme opération pour toutes les valeurs de z, tant
positives que négatives, c’est-a-dire qu’on prendra les valeurs corres-
pondaites de y sur les perpendiculaires menées 2 tous les points de la
droite, dont la distance au point O sera égale & x. Les extrémités’ de'
toutes ces perpendiculaires formeront une hgne droite ou courbe, qui
sera comme le tableau de I équation o

. xnvz‘_i_-me——l +.qu_2 -+...+u "_".1.';7".

On nomme AB I'axe de la courbe, 0 I’origine des abscisses, OP=a une
abscisse, et PQ =y l’ordonvnée‘ correspondante, et I'équation en w ety
I'équation de ]la courbe.. Cette courbe étant ainsi decrxte, comme on'le
voit dans la ﬁg 1, il est clair que ses mtersectlons avec I'axe AB don-
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neront les racines de I’équation proposée (B)
| xm+px"‘—‘+ qx”“*’+ U= 0; |

car, comme cette équation n’a lieu que lorsque y dev1ent zéro dans
’équation de la courbe, les valeurs de , qui satisfont 4 I'équation dont
il s'agit et qui en sont les racines, ne pourront étre que les abscisses
quirépondent.au point ou les ordonnées sont nulles, ¢’est-a-dire ou la
courbe coupe I'axe AB. Ainsi, en supposant que la courbe de I'équa-
tion en « et y soit celle de la fig. 1, les racines de l’equatlon proposée

seront | |
OM, ON, OR, ..., et —0OlI, _w—OG,

Je donne le signe — & ces dernieres, parce que les intersections I, G,...
‘tombent de Pautre coté du point O. La considération de la courbe dont
il s’agit donne lieu & des remarques généra]es sur les équations :
1° Comme 1 équation de la courbe ne contient que des puissances en-
tires et positives de I'inconnue x, il est clair qu’a.chaque valeur de =
répondra une valeur déterminée de y, et que cette valeur sera unique et
finie tant.que « sera fini; mais, comme rien ne limite les valeurs de z,
elles pourront étre supposées infiniment grandes, tant positives que né-
gatives, et il leur répondra aussi des valeurs de Y infiniment grandes-
d’ol il suit que la courbe aura un cours continu et simple, et qu ‘elle
pourra s’étendre 4 I'infini de coté et d’autre de l'origine O. |
2° Il suit aussi de 1a que la courbe ne pourra passer d’un coté de
I'axe a I’autre sans le couper, et qu’elle ne pourra revenir du méme coté
qu'apres Pavoir coupé deux fois. Par conséquent, entre deux points de
la courbe placés du méme coté de I'axe, il y aura nécessairement un
nombre pair d’intersections; comme entre les points H et Q on voit
deux intersections en I et M, et entre les points H et S on en voit
quatre en I, M, N, R, et ainsi de suite. Au contraire, entre deux points
placés 'un d’un coté et Pautre de autre coté de I’axe, l1a courbe aura un
nombre impair d’intersections; comme entre les points L et Q il y a
une intersection en M; entre les points H et K 1l y a'trois intersections
en I, M, N, et ainsi du reste. |
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Par la méme raison, il ne pourra y avoir d’intersection sans que, en
dech et au dela du point d’intersection, il n’y ait des points de la courbe
placés des deux cotés, comme les points L, Q, par rapport a I'intersec-
tion M. Mais deux intersections, comme N et R, pourraient-”éé rappro-
cher au point de se réunir en T; alors la branche QKS prendrait la forme
de la ligne ponctuee QTS, et toucheralt axe en T, de maniere qu’elle
serait toute au-dessus de I’ axe; ¢ est le cas ol les deux racines ON, OR
deviendraient égales. Si trois intersections se réunissaient, ce qui a lieu
dans le cas de trois racines égales, alors la courbe couperait de nouveau
I’axe, comme dans le cas d’une seule intersection, et ainsi de suite.

Done, si 'on a trouvé deux valeurs de y de méme signe, on sera
assuré qu'entre les deux valeurs de x qui y répondent il ne pourra
tomber qu’un nombre pair de racines de l’equatlon proposée, c’est-a-dire,
qu'il n'y en aura aucune, ou qu’il y en aura deux ou quatre, etc. Au
contraire, si ’on a trouvé deux valeurs de y de signes différents, on
sera assuré qu’entre les valeurs correspondantes de « il tombera néces-
sairement un nombre impair de racines de la proposée, c'est-a-dire une,
ou trois, ou cing, etc., de sorte que, dans ce dernier cas, on en con-
clura sur-le-champ qu’il y aura au-moins une racine de la proposée
entre les deux valeurs de a. |

‘Réciproquement toute valeur de 2 qui sera une racine de I'équation

se (rouvera entre des valeurs plus grandes et plus petites qui, étant
prises pour x, rendront les valeurs correspondantes de y de signe con-
traire. : :
Mais cela n'aurait point lieu si la valeur de « était une racine double,
c’est-a-dire, si I'équation contenalt deux racines de cette méme valeur.
Au contraire, si la méme valeur était une racine triple, il y aurait de
méme des valeurs plus grandes et plus petites qui rendraient les valeurs
de y de signes différents, et ainsi de suite.

Maintenant, si 'on considere I'équation de la courbe, il est d abord
visible qu’en y faisant x =0 on aura y=u; de sorte que le signe de
Pordonnée y sera le méme que celui de Ia quantité u, dernier terme de
| l.equatlon,proposee. Ensuite il est aisé de voir qu'on y peut donner
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3 2 une valeur positive ou négative, assez grande pour que le pt‘emler
terme " de T’équation surpasse la somme de tous les autres qui auront
un signe contraire 3 2™; de sorte que la valeur correspondante de y
~ aura alors le méme signe que le premier terme ™. Or, si m est impair,
x™ sera posi’tif ou négalif, suivant que  sera positif ou négatif, et, si
m est pair, 2™ sera toujours positif, smt que @ soit posmf ou negatlf

D’ol1 'on peut conclure : | |

En premler lieu, que toute équation d’un degré impair, dont ]e der-
nier terme est négatif, a un nombre impair de racines entre x =0 et
a tres-grand posilif, et un nombre pair de racines entre v =o et = trés-
grand négatif, et par conséquent au moins une racine réelle positive;
qu'au contraire, si le dernier terme de l’equatlon est positif, il y aura
-un nombre impair de racines entre x = o et @ trés-grand negatlf et un
nombre pan' de racines entre x = o et « trés-grand posmf et par con-
séquent au moins une racine réelle négative;

En second lieu, que toute equatlon d’un degre pair, dont le dernier
terme est négatif, a un nombre impair de racines entre z = o et x trés-
grand positif, ainsi qu'entre @ = o et = tres-grand négatif, et par con-
séquent au moins une racine réelle positive et une racine réelle néga-
tive; qu’au contraire, si le dernier terme est positif, il y aura un nombre

‘pair de racines entre 2 = o et « tres-grand positif, et pareillement un
nombre pair de racines entre  =o et x trés-grand négatif; de sorte
que, dans ce cas, I'équation peut n’avoir aucune racine réelle ni posi-
tive ni négative. | |

“Nous avons dit que I'on pouvait toujours donner &  une valeur assez
grande pour que le premier terme =™ de I’équation surpassit la somme
de tous ceux de signe contraire. Quoique cette proposition n’ait pas
besoin de démonstration, 2 cause que, la puissance ™ étant plus haute
que toutes les autres puissances de - qui entrent dans I'équation, elle-

doit croitre beaucou‘p plus rapidement que celles-ci, & mesure que x
augmente, pour n’y laisser néanuioins aucun doute, nous allons la
prouver d’une manigre fort simple, qui aura méme I’avantage de don-
ner une limite, au dela de laquelle on sera assuré qu’aucune racine de
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I'équation ne pourra se trouver. Pour cela, supposons d’abord z positif,
et que £ soit le plus grand des coeffiments des termes negatlfs si 'on
fait x = £ + 1, on aura

=(k+1)=k(k+1)"+ (k+ 1)'.’“{;

(1) = f(k 1)+ (k +1)"2,
et de méme | | ',

(= e (e ) ()
‘et ainsi de suite; de sorte qu’on aura

(k) =k (k) k(1) /r(k+¥)’H.+. R s

Or cette quantité est évidemment plus grande que la somme de tous
les termes négatifs de I'équation pris positivement, et en y faisant
o =k + 1; donc la supposition de =k + 1 rendra nécessairement le
premier 2™ plus grand que la somme de (ous les termes negatlfs par
“conséquent la valeur de y sera du méme signe que x.

L.e méme raisonnement et le méme résultat auront lieu pour le cas
de x négatif, en changeant seulement x en — x dans I’ équation pro-
posee, pour changer les racines positives en négatives et réciproque-
ment. |

On prouvera de la méme mamere que, si on donne 4 2 une valeur _.
quelconque plus grande que F+1, la valeur de y sera toujours du
méme signe: d’ou, et de ce qui a été demontre ci-dessus, on conclura
d’abord qu 'il ne pourra y avoir aueune racine egale ou plus grande que
A | | |

Donc, en général, si £ est le plus grand coefficient des termes né-
gatifs d’une équation, et qu'en changeant I'inconnue x en — x, & soit
le plus grand coefficient des termes négatifs de la nouvelle équation,
en supposant toujours le premier positif, toutes les racines réelles de
I’équation seront nécessairement comprises entre les limites

k+1 et —h—r1.

Au reste, lorsque dans Iéquation il y a plusieurs termes positifs avant
VIL o o 33
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le premier terme négatif, on pourra prendre pour £ une quantité
- moindre que le plus grand coefficient négatif. En effet, il est aisé  de voir
que la formule ci-dessus peut se mettre sous la forme "

=y (k1) (e 1) e (1) (B 1= (1),
et paréillemen-t sous"celle’-éi» -
(b 1)m= (e A 03 (e A 1) (e 1) (e b 1) e oo (e 1),

et ainsi de suite. | . S

D’oil il est aisé de conclure que, si m — n est I'exposant du premier
terme négatif de I'équation proposée du degré m, et que I soit le plus
grand coefficient des termes negat:fs, il suffira de déterminer % de ma-

niere que I'on ait _ o
| /i’(/i‘,—l— I)"".':: 3

et, comme on peut prendre pour/c une valeur plus grande quelconque,

il suffira que Pon ait £ =1, c’est-a-dire & = V7. |
Il en sera de méme de la quantlte A, pour ]a hmlte des racmes nega-
tives. | - | | I
Maintenant, si I'on change 'inconnue @ en :zl-, on sait que les plus
grandes racines de l’éqnation en x deviennent les plus petites dans la.
transformée en z, et réciproquement; on pourra done, par cetle trans-
formatioon, apres avoir ordonné les termes suivant les puissances de s,
- de maniere que le premier terme de l’equatlon soit z™, trouver de méme
les llmltes o | .
K1 et ‘—-H—-I" |
‘des racines positives et négatives de ’6quation en .
- Ainsi, K + 1 etant plus g orand que la plus grande valeur de z ou de

—-, par la nature des fracnons, - sera reclproquement p]us pellt que

l'
K +
. la plus petite valeur de x; et de meme,

H l sera.plus Pellt que la Plus |

petite valeur négative de x.
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D’ol1 'on conclura enfin que toutes les racines réelles positives seront

nécessairement comprises entre les limites

a8 et k-1, . | '
—_— rfe ‘ .
K41 - h

et que les racines réelles négatives tomberont entre les limites

H#i.—l. el "'_/t‘-,—.h, .'

On a des inéthodes pour trouver des limites plus resserrées; mais,
comme elles exigent quelque titonnement, la précédente est préférable,
dans la plupart des cas, comme plus sunple et plus commode. -

Par exemple, si, dans lequatlon proposee, on substltue [+ z 4 la
place de o, et qu’aprés avoir ordonné les termes suivant les puissances
de z, on donne & /une valeur telle que les coeﬂicienté,de.'tous les termes
deviennent positifs, il est visible qu'il n’y aura alors aucune valeur
positive de z qui puisse satisfaire & cette équation : elle n’aura done
plus que des racines négatives; par conséquent / sera une quantité plus
grande que la plus grande valeur de z. Or il est aisé de voir que ces
coefficients seront eéxprimés ainsi |

’p+ml;
q+(m—-’— I)Pl-fl— P l,w
P+ (m—2)gl+ (m“l):z("z_z)p22+ m(m_;.)?sm-—-z) 3

et ainsi de suite, etiln’y aura qu’a chercher, en tatonnant, la plus petite
valeur de /, qui les rendra tous posulf‘s.

Mais il ne suffit pas le plus souvent d’avoir les limites des racines
d’une équation, on a besoin de connaitre les valeurs mémes des racines,
du moins d’une maniére aussi approchée que les circonstances du pro-
bleme peuvent le demander; car chaque probleme conduit en derniere

analyse 2 une équation qu1 en renferme la solutlon et, 51 l’on n’a pas
. 33,
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des moyens de resoudre cette équation, tout le calcul qu’on a fait est en
pure perte. On peut donc regarder ce point comme le plus important
de toute I’Analyse, et, par cette raison, j’ai cru devoir en faire I'objet
princi;‘pal de cette Legon. Il suit des principes établis plus haut sur la
nature de la courbe dont les ordonnées y représentent toutes les valeurs
“du premier membre d’une équation que, si I’on avait un moyen de la
‘décrire, on aurait tout de suite, par ses intersections avec I’axe, toutes
les racines de 'équation proposée; mais il nest pas nécessaire d’avoir
pour cela la courbe entiere : il suffit de connaitre les parties qui sont
de part et d’autre de chaque intersection. Or on peut trouver autant
de points de chaque courbe que ’on veut, aussi proches entre eux qu’on
voudra, en substituant successivement pour x différents nombres assez
voisins I'un de autre, et en prénant pour y les résultats de ces sub-
stitutions dans le premier membre de 'équation. Si, dans la suite de
ces résultats, il s'en trouve deux de signes contraires, on sera assuré,
par les principes posés ci-dessus, qu’il y aura au moins une racine
réelle entre les deux valeurs de x qui les ont donnés; alors on pourra,
par de nouvelles substitutions, resserrer ces deux hmltes et approcher
aussi prés qu’on voudra de la racine cherchée. |

En effet, si 'on nomme A la plus petite.et B la plus grande des deux
‘valeurs de x qui ont donné des résultats de_slgnes contraires, et qu’on
demande la valeur de la racine exacte au nombre n prés, n étant une
fraction aussi petite qu’on voudra, on substituera successivement i la
place de x les nombres en progression arithmétique

A+n, A+an, A+3n, ..., S
ou | | ~
B—n, B—oan, B_—~3n, ey
jusqu’a ce qu on arrive & un résultat de signe contraire & celui de la
substitution de A ou de B; alors les deux valeurs successives de qui
yuront donné des rebultats de 51gnes contraires seront nécessairement

I'une plus grande et 'autre plus petite que la racine cherchée; et comme
ces valeurs ne différent parl hypothese que du nombre 7, il s’ensuit que:
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chacune d’elles approchera de la racine plus que de Ia quantlte n, de
sorte que I’erreur sera moindre que n. | o |

- Mais comment déterminer les premieres valeurs 3 substituer pour ,
de sorte que, d’un.coté, on ne fasse pas trop de titonnements inutiles,
et que de l'autre on soit assuré de découvrir par ce moyen toutes les
racines réelles de ’équation? En considérant la courbe de I’équation, il
est ais¢ de voir que tout se réduit & prendre les valeurs telles, qu’il y en
ait au moins une qui tombe entre deux intersections voisines, ce gqui
‘arrivera nécessairement si la différence entre deux valeurs consécutives
est moindre que la plus petite distance entre deux intersections voi-
- sines. | - | | .
Ainsi, supposant que D soit une quantité plus petite que ]a plus
~ petite distance entre deux interseclions qui se suivent immédiatement,
on formera la progression arithmétiq"ue, '

o, D, 2!) 3D' 4D ey

et l’on ne prendra de cette prooresswn que les termes qui tomberont

entre les limites
. - I
K 41

et k —i-—v»r,

déterminées par la méthode donnée ci-dessus; on aura les valeurs qui,
étant substituées pour x, feront connaitre toutes les racines positives de
I’équation, et donneront en méme temps les premieres limites de chaque
racine. On formera de méme pour les racines négatives la progression
o, —D, —2D, —3D, —4D,

dont on ne prendra que les termes contenus entre les limites

| :
4+ 1

. —

- Voila la difficulté résolue; mais il s acrlt de trouver la quannte D par

la condition qu’elle soit plus petite que le plus petit intervalle entre deux
intersections voisines de la courbe avec I'axe. Comme les abscisses qui
répondent aux intersections sont les racines mémes de l;équation pro-
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posée, il est clair que la question se réduitl & trouver une quantité plus
petite que la plus petite différence entre les deux racines, abstraction
faite de leur signe; il n’y aurait done qu'a chercher, par les méthodes
dont on a parlé dans les lecons du cours principal, I’équation dont les
racines seraient les différences entre les racines de la proposée. On
chercherait, par les moyens exposés plus haut, une quantité plus petite
que la plus petite racine de cette dernidre equatlon et I'on prendralt
cette quantité pour la valeur de D - |
Cette méthode ne laisse, comme 1'on voit, rien 2 désirer pour la
solution rigoureuse du probleme; mais elle a 'inconvénient d’exiger un
caleul fort long, surtout si 1’équation proposée est d’un degré un peu
élevé. En effet, on a vu_que, si m est le degré de I’équation primitive,
celui de I'équation des différences sera m(m — 1), parce que chacune
des racines pouvant étre soustraite de toutes les autres, qui sont au
nombre de m — 1, il en résulte m(m — 1) différenees; mais, comme
chaque différence peut étre positivé_ ou négative; il s"ensuit que I’équation
des différences doit avoir les mémes racines en plus et en moins; que
par conséquent elle doit manquer de tous les termes ot 'inconnue serait
élevée & une puissance impaire, de sorte que, en prenant le carré des
dlfferences pour mconnue, cette lnconnue 0’y montera qu’au degré

’I‘_(_E’____) 1l faudrait donc, pour une equauon du degre m, trouver

&’abord une transformee du degre (mz'_l), ce qui peut étre d’ une

longueur extréme et rebutante, si m est un nombre un peu grand Par
-exemple, pour une équation du dixizme degré, la transformée serait
du quarante-cinquieme. Comme cet inconvénient peut rendre, dans
beaucoup de cas, la méthode presque impraticable, il est important de
chercher un moyen d’y remédier. Pour cela, reprenons I’équation pro-
posée du degré m,

C S A pat Tt 4 gL L 4w == o,

dont les racines soient a, b, c,...; on aura donc

ar+ pa™ +qgatt . .4 u=o,
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el de méme S |
b+ pb =+ qb"'"2 .. u=o.

Soit b — a =1, done b =a -+ i suhsntuons cette valeur de b dans la
seconde équation, et si, aprés avoir ‘développé par la formule connue
les différentes puissances de a +¢, on ordonne l’equatlon résultante
suivant les puissances de 7, en commencant par les moms hautes, on
aura une transt’ormee de cette forme . o

dans' laquelle on aum N
P. == a"'—f-pa’"-' - qanz—2+ + e,

,Q = ma”‘-‘ +fm — I)pa"‘—’—i— (m — 2)qam“3+

R= ———— a™*+ (m —x){m—2) pam—s -+ (m—: 2)(m — 3)

. - - amn=s 4 .., ..
2 2 2 q .

et ainsi de suite, la loi des termes ét'ant'v»isible' -

~ Or, par la premlere équation en @, on a P =o; done, effacant le
-terme P de l’equatlon en , et divisant tous les autres par ¢, elle ne mon-
tera plus qu’au degre m — 1, et sera par consequent | o

Q+Ri +Si’+. - i'"f-!::o._

Cette equatlon aura donc pour racines les m— 1 dlfferences entre
la racine a et les autres racines b, c,.... De méme, si 'on substitue & &
la place de a dans les expressi'ons" des coefficients Q, R,..., on aura
I equatxon dont les racines seront les différences entre la racine b et les
autres racines a, c,..., et ainsi-de suite. | |

‘Done, si’on peut trouver une quantité plus petite que la'plus petlle
racine de toutes ces équations, elle aura la condition demandaée, et pourra
étre prise pour la quantité D dont on cherche la valeur. |

'Si.l’on éliminait @ de ’équation en ¢, au moyen de 'équation P = o,
on aurait une équation en ¢ qui renfermerait toutes celles dont nous
venons de parler, et dont il n’y aurait.qu’a chercher la plus petite racine.
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Mais cette equatxon simple en i ne serait autre chose que I’equatlon |
des dlfferences dont on voudrait se passer.

1
Falsons dans l’equatlon ci-dessus en i, 1 = z, on ‘aura cette trans-

formée en z |
P L T R oo D k=
I T R 1)
et le p'lus grand coefficient négatif de cette équation donnera, par ce
qui a été démontré plus haut, une valeur plus grande que sa plus grande
racine; de sorte qu’'en nommant L ce plus grand coefficient, L + 1 sera
une quantité plus grande que la plus grande valeur de z; par consé-

.quent; - sera une quantité plus petite que la plus petite valeur_

"L+t
positive de /; et I'on trouvera de méme une quantité plus petite que la
plus petite valeur négative de 7. Ainsi I’on pourra prendre pour D la plus
petite de ces deux quantités, ou une quantlte quelconque plus petite
»que Pune et Iautre.

Pour avolr un resultat plus simple et mdependant des signes, on peut
réduire la question & trouver une quantité L plus grande que chacun
des coefficients de ’équation en z, abstraction faite des signes, et il est
clair que, si ’'on trouve une quantité N plus petite que la plus petite
valeur de Q, et une quantité M plus grande que la plus grande valeur

de chacune des quantités R, S,..., abstraction faite des signes, on pourra

prendre L = %\%

. Cor_nmencoﬂs par chercher les valeurs de M. Il n’est pas difficile de
prouver par les principes établis ci-dessus que, si k41 est, comme
plus haut, la limite des racines positives, et — & —1 la limite des racinés
négatives del’équation proposée, etqu’on substilue successivement dans
les expressions de R, S,..., ala place de a, k+16et —h—1,en nete-
nant compte que des termes qui auront le méme signe que le premier,
on aura des quantités plus grandes que les plus grandes valeurs posi-
tives et négatives de R, S,. ‘Iépondaht aux racines a, b, c,... de I'¢é-
quation proposée ; de sorte qu’on pourra prendre pour M la pluq grande
de ces dxfferentes quantités, abstraction falte des signes. |
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1l ne restera donc plus qu’a trouver une valeur plus petite que la plus
petite de Q; or il ne parait pas qu on puisse y parweml autrement que
par le moyen de I equatwn dont les différentes valeurs de Q seraient

3,

les racines, équation qui ne peut étre que le résultat de I’ élimination

de a entre ces deux-ci

am -+ ‘Pam—.l + qa’"““? + ..+ U=—0o0,

i (11— ) patt (1 — 2 ga 4

Il est aisé de démontrer, par la théorie connue de I’élimination, que
I’équation résultante en Q ne sera que du degré m, ¢’est-a-dire du méme
degré que la proposée, et I'on peut démontrer aussi par la forme des
racines de cette équation qu’elle manquera de son penultleme terme.
Si donc on cherche, par la methode donnée plus.haut, une quantité plus
peme, abstraction faite du signe, que la plus pelite racine de cette
- équation, cette quantité pourra étre prise pour N; ainsi le probleme
est résolu moyennant une équation d’un méme degré que la proposée.
Voici & quoi la solution se réduit; je conserverai pour plus de simplicité-
la lettre 2 2 la place de a. | -

Etant proposée I'équation du degré m,

| x"'—l—px”‘—"-l-,-'qx'"‘*’-}_— rrt /i e-o..=o,

soit £ le plus grand coefficient des termes négatifs, et m — n I'exposant
de  dans le premier terme négatif; soit de méme 4 le plus grand coef-
ficient des termes de signes contralres au premler, en changeant x en
— @, et m—n’ lexposant de z dans le premier terme de signe con-'
traxre au premler on fera |

f Vi +1 et 'g:"\/'/l—i—l,v‘ |

et ’on aura d’abord'fet — g pour les limites des racines positives et

négatives. On substituera successivement ces limites a la place de

dans les formules suivantes, en n’ayant égard qu’aux termes qui se trou-
VII. - 34
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veront du méme signe que le premier,

nl(fn;-l)xm_.2+ {’n"""[)(m_“’ 2)me,_.3+ {’n_z)(m——. 3) qxlli.;‘é;*_.."
2 | 2 2
m{m—i1)(m— ").:v’"‘“’—f— (m-—l)(m—:z)(”z_3)1)xm_s+
2.3 : . 2.3

et ainsi de suite; le nombre de ces formules sera m — 2, et 'on nom-
mera M la plus grande des quantités qu'on aura de cette maniere, en
faisant abstraction des signes. On fera ensuite I’équation

mz™t = (m—1)pxnt4- (m — 2 g4 (m —3)rem— ... =7,

et Pon éliminera « au moyen de I'équation proposée; ce qui donnera
une équation en y du méme degré m, qui manquera de son pénultieme
terme. Soient V le dernier terme de cette équation en y, T le plus grand
coefficient des termes de signe contraire 3 V, en suppoosanty tant po-
sitif que négatif; ces deux quantités T et V étant prises pomtwement
on déterminera N par I equatlon

I%Nm \/—*’

en prenant n égal a 'exposant du dernier terme du signe contraire &

T

V. On prendra ensuite D égal ou plus petit que la quantité M

et I'on formera les progressions arithmétiques
oo, D, 2D, 3D, ..., —D, —2D, —3D, ...,

que I'on continuera, de part et d’autre, entre les limites /et — g; les
termes de ces progressions, étant successivement substitués pour @ dans
’équation proposée, mettront en évidence toutes les racines réelles,
tant positives que négatives, par les changements de signe dans la suite
‘des résultats de ces substitutions, et en donneront en méme temps les
premiéres limites, qu'on pourra ensmte resserrer a volonté, ainsi qu’on
I’a fait voir plus haut. |
Si le dernier terme V de I'équation en y résultant de I'élimination
de « est nul, alors N sera nul, et par conséquent D sera égal & zéro;
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" mais, dans ce cas, il est elair que l’éqﬂ‘ation en y aura une racine égale

a zéro, et méme deux, par le manque du pénultieme terme;.par con-
séquent, ’équation | | |

max™ + (m—1) paxm—t 4 (m— z}qx'“‘3+ ...=0

aura lieu en méme temps que la proposée. Ces deux équations auront
done un diviseur commun, qu’on pourra trouver par la méthode connue,
et ce diviseur, égalé & zéro, donnera une ou plusieurs racines de la
- proposée,-qui seront en méme temps des racines doubles ou multiples,
. comme il est facile de le prouver par la théorie précédente; car alors le
dernier terme Q de I’équation en ¢ sera nul; par conséquent on aura
i=o0 el a=ob.
L’équation en y, par I'évanouissement de son dernier terme, s'abaissera
“au degré m— 2, parce qu’elle se trouvera divisible par y2. Si, apres cette.
division, son dernier terme étail encore nul, ce serait une marque
qu'elle aurait’ plus de deux racines égales a zéro, et ainsi de suite.
 On la diviserait donc autant de fois par y qu’il serait possible, et I'on
prendrait ensuite son dernier terme pour V et le plus grand coefficient
des termes de signes contraires 3 V pour T, pour avoir la valeur de D,
qui servira & faire connaitre toutes les autres racines de la proposée. Si

la proposée est du troisieme degré, comme
2+ qx+r=o,
on trouvera pour I’équation cn y
ri+3qy — g —2yri=o.
Si la proposée était
' 't qx'+re+s=o,
on trouverait celle-ci en y,

yi+8ry? “+ (4g° — 16@3 + 18r?) 3?4+ 2565° — 128s7¢?
: : : +'163q4+1'44r'239‘“4"7q3—-27r‘i‘:o,,
et-ainsi de suite. : o -

34.
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~ Au reste, comme la recherche de 'équation en y peut étre pénible
par les méthodes ordinaires d’élimination, voici des formules générales
dont la démonstration dépend des propriétés connues des équations.
On formera d»’abord, d’apres les éoetﬁcientsp, g, ... dela propésée,
Tes quantités x,, &,y Ty,...,. de cette maniere : |

xlz",“p,
X, = — px,— 24q,

On substituera dans 'expression de y, dans celles de y?, de Yo,
jusqu’a y™, apres le 'dével»oppement des termes en «, les quantités x,
pour z, x, pour x*, x; pour z°,..., et 'on désigqera.__pary,-, Yay
Yqs. .- les valeurs de y, y%, ¥%,... résultant de ces subsjti'tur_ti‘dns.

| ‘Alors on _n’auré_plus qu’_é former 1es,'quan'tités A, B, C,. . par les
formules o o S | |

A =71
g Ari—r
"2 .
CpBﬁ+A%+ﬁ
= + I

et 'on aura cette équationen y

ym— Aym + Bym? — Cy™ 3 +...=o.

La-valeur ou plutot la limite de D, qu'on trouvera par la méthode
que nous venons d’exposer, pourra étre souvent beaucoup plus petite
qu’il ne serait nécessaire pour faire découvrir toutes les racines; mais
il n’y aura 2 cela d’autre inconvénient qlie d’augmenter le nombre des
substitutions successives & faire pour = dans la proposée. D’ailleurs,
lorsqu’on a trouvé autant de résultats qu’il y a d’unités dans 'exposant
du degré de I'équation, on peut les continuer aussi loin qu’on veut par
la simple addition des différences premieres, secondes, etc., parce que
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les différences de T'ordre qui répond a ce deo're seront touwurs con-
stantes. | |

On a vu plus haut comment on peut décrire la courbe de I'équation
proposee par plusieurs pomts, en donnant successwement aux ab-
scisses  différentes valeurs, et prenant pour les ordonnées y les va-
leurs résultantes du premier membre de Téquation; mais on peut
_trouver aussi ces valeurs de y par une construction fort simple, qui
mérite de vous étre exposée. Représentons I'équation proposéé pa'r |

a+bx+cx*+dx’+...= o,
‘en prenant les termes dans 'ordre inverse; I’équation & la courbe sera
y=a+bx +cx?* 4+ dz* +

Ayant mené (fig. ») la ligne droite OX, qu'on prendra pour I'axe des

abscisses dont O sera l'origine, on prendra sur cette ligne la partie OI
égale a 'unité des quantités a, b, c,..., qu'on peut supposer exprimées
par des nombres, et I'on élévera aux points O, I les perpendlculalreb
oD, IM On prendra ensulte sur la ligne OD les partleq -

.WOA:CI, AB:b,_BC:c, CD;CZ, ,

et ainst de suite. Soit maintenant OP = z, et soit menée au poin_t P la
perpendiculaire PT. Supposons, par exemple, que d soit le dernier des
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coefficients a, b, c, .., en sorte que la proposée ne soit que du troisicme
degré, et qu’il s’agisse d’avoir la valeur de

y:a+bx+cx2+dx3.

Le point D étant ainsi le dernier de ceux qui ont été déterminés sur la
. perpendiculaire; OD, et le point C I'avant-dernier, on meénera par D la
parallele DM & Paxe OI, et par le point M, ot cette ligne coupe la per-
pendiculaire IM, on ménera au point C la droite CM. Ensuite par le
point S, ol cette droite coupe la perpendiculaire PT, on menera HSL
paralléle a OI, et par le point L, ol cette parallele coupe la perpendicu- |
faire IM, on menera au point B la droite BL. De méme, par le point R,
ol cette droite coupe la perpendlculalre PT, on menera la parallele GRK
a OI, et par le point K, oii cette parallele coupe la perpendiculaire IM,
on ménera 4 la premiére division A de la perpendiculaire DO la droite
~ AK. Le point Q, ou cette droite coupera la perpendiculaire PT, donnera
la partie PQ = y. |

En effet, s0it menée par Q la parallele FQ a l'axe OP Les deux
triangles semblables CDM et CHS donneront

DM(1): DC(d)=HS(z): CH (=dz);

ajoutant CB (c), on aura _
: BH=—=c¢+dx.

De méme, les deux tfiangles semblables BHL, BGK donneront
HL (1) : HB(¢ + dz) = GR (2) : BG (= cx + d2*);

~ajoutant AB(b), on aura

AG=b + cx + d*.
Enﬁn les triangles semblables AGK et AFQ donneront |
GK() GA(b+cx+dzx*)=FQ(z):FA(= 'b¢+cx2+dx3)';
ajoutant OA(a), on aura |

OF = PQ z-a_—i— bx + ().2;2 + d—x? = 7.
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La méme construction et la méme démonstration auront lieu, quel

que soit le nombre des termes de l;équation proposée. ‘ |
11 faudra seulement avoir soin, si quelques-uns des coefficients a, 0,

¢,... étaient négatifs, de les prendre dans le sens opposé. Par exemple,
-8i'a était négatif, il faudrait prendre la partie OA au-dessous de 'axe OI.
Ensuite on partirait de.méme du point A pour y ajouter la partie AB
égale & b; si b est positif, on prendra AB daus le sens OD; mais, si b
était négatif, il faudrait prendre AB dans le sens opposé, el ainsi des
autres. | | N ‘- | |

A Pégard de z, on prendra OP dans le sens de OI, supposé égal &
'unité positive, lorsque 2 sera positif; mais on prendrait OP dans le
sens opposé, si z était négatif. | |

I ne serait pas difficile, au reste, de former, d’apreés cette construc-
tion, un instrument qui s’appliquerait & toutes les valeurs des coeffi-
cients a, b, c,..., et qui, au moyen de quelques régles mobiles avec des
charnieres, donnerait pour chaque point P de la droite OP le point cor-
respondant Q, et qui servirait décrire la courbe méme par un mouve-
ment continu. Cet instrument pourrait ainsi servir a résoudre toutes les
équations; du moins servirait-il & trouver les premieres valeurs appro-
chées des racines, par lesquelles on en trouvera ensuite de plus exactes.

e

LECON CINQUIEME.

SUR L'USAGE DES COURBES DANS LA SOLUTION DES PROBLEMES.

~ Tant que I’Algebre et la Géométrie ont été séparées, leurs progres
ont été lents et leurs usages bornés; mais lorsque ces deux sciences se
sont réunies, elles se sont prété des forces mutuelles et ont marché en-
semble d’un pas rapide vers la perfection. C’est 2 Descartes qu’on doit
Papplication de I'Algebre & la Géométrie, application qui est devenue
la clef des plus grandes découvertes dans toutes les branches des Ma-
thématiques. La méthode que je vous ai exposée dernitrement pour
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trouver et démontrer plusieurs propriétés générales des equatlons par
la considération des courbes qui les représentent, est proprement une
espece d'application de la Géométrie a I’ Algebre; et, comme cette mé-
thode a des usages trés-6tendus, et peut servir i résoudre facilement
des Problemes dont la solution directe serait tres-difficile ouvmeme 1m-
possible, je crois devoir vous en entretenir encore dans cette séance,
‘d’autant plus qu’on ne la trouve quere dans les Eléments ordinaires
- d’Algebre. I

Vous a_vez vu comment une équation d’'un degré quelconque peut se
résoudre par le moyen de la courbe dont les abscisses représentent
'inconnue de I’équation, et dont les ordonnées sont égalés'h la valeur
du premier membre de 1'équation pour chaque valeur qu’on donne &
Tinconnue. Il est clair que cette méthode peut s’appliquer en général
a toutes les équations, quelle que soit leur forme, et qu’elle ne demande
pas que I’équation soit développéel et ordonnée par rapport aux diffé-
- rentes puissances de I'inconnue. Il suffit done que tous les termes de
'6quation soient dans un seul membre, en sorte que I'autre membre
soit égal & zéro; alors, en prenant de méme I'inconnue pour I’ab-
scisse x, et la fonction de I'inconnue, c’éstf—é-{dire la quantité composée
de cette inconnue et des connues, laquelle forme I'un des membres de
I’équation, pour 'ordonnée y, la courbe décrite d’apres ces ordonnées
x ety donnera, par ses intersections avec V'axe, les valeurs de  qui
seront les racines cherchées de 1’équation donnée. Et comme le plus
souvent on n’a pas besoin de connaitre toutes les valeurs possibles de
Pinconnue, mais seulement celles qui peuvent résoudre le Probleme
dans le cas dont il s ’agit, il suffira de décrire la portion de courbe qui
pourra répondre  ces valeurs, ce qui épargnera beaucoup de calculs
inutiles. On pourra méme de cette maniere juger d’abord, par la figure
de la courbe, si le Probleme a des solutions posmbles, conformement
aux cirtonstances qui peuvent les limiter.

‘Supposons, par exemple, que 'on demande de trouver, sur la ligne
«qui.joint deux lumieres dont I'intensité est donnée, le point qui recevra
une quantité de lumiere donnée, en partant de ce principe de Phy-
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mque que leffet d’une lumiere décroit dans le meme rapport que le
carré de la distance augmente. |

Nommons @ la distance entre les deux lumitres, et la distance du

point cherché a 'une des lumieres, dont Pintensité ou la quantité de
lumire 2 la distance =1 soit M, celle de ’antre lumiére étant N; on

M N o R
aura = et [a—=F pour exprimer les effets de ces deux lumieres sur

le.point en question; de sorte que, desxgnant I’ effet total donné par A,

on aura |’équation
M N N
—_— - ——— :.A’
z?  (a—ax)*
ou bien "
M, N

x.z'?_ (d_x).z""‘ltzo.

On con51derera donc la courbe dont l’equatlon sera

M N
-}~

z* (g —x)

el 'on verra d’ abord qu en dannant ax une valeur trés-petite, posulve
ou neqatlve, le terme i dev1endra trés- grand positif, parce qu’une

fraction augmente Ad’autant plus. que son dénominateur diminue, de
sorte qu’il sera infini-au point-oil x = o. Ensuite, « croissant, le terme

%I ira en diminuant; mais lautre terme (7—9{_5)"" qui était F— Iorsqrw

x = o, augmentera contmuellement jusqu’a devenir tres-—grand ou
infini lorsque & aura une valeur trés-voisine de a ou égale a a. |
Si donc la somme des deux termes peut devenir moindre que la quan-
tité donnée A, en donnant & « des valeurs depuis zéro jusqu’a a, la
valeur de y, qui était d’abord trés-grande positive, deviendra négative,
et redeviendra trés-grande positive; par conséquent, la courbe coupera
axe deux fois entre les deux lumikres, et le Probleme aura deux solu-
tions. Ces deux solutions se réduiront & une seule, si la plus petite

valeur de -

VIL. - _ 35
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était exactement égale & A, et elles deviendront imaginaires si celte
valeur était plus grande que A, parce qu’alors la valeur de y serait tou-
jours positive depuis @ = o jus_qu’b x = a; d’ou 'on voit que, si c’est
une condition du Probleme que Ie point demandé tombe entre les deux
lumibres, il est possible que le Probleme n’ait aucune solution; mais,
si le point peut tomber sur le prolongement de la ]igne qui joint les
deux lumieres, nous allons voir que le Probleme est-toujours résoluble
de deux manitres. En effet, en supposant x négalif, il est visible que

le terme -I}IT restera toujours positif, et de tres-grand qu’il est pres du

point ot « = o, il ira toujours en diminuant lorsque % croitra, jusqu’a
devenir tres-petit ou nul lorsque x sera trés-grand ou infini; I'autre

‘ - N N ’ . . ’. . . . Y |
terme =) sere d’abord = —» et ira aussi en diminuant jusqu’a
devenir nul lorsque « sera devenu infini négatif. Il en sera de méme en

supposant z positif et plus grand que a; car, lorsque « = a, le terme
7 ( ‘ :

T sera infini; ensuite il ira en diminuant jusqu’a devenir nul

lorsque « sera infini, et I"autre terme — sera d’abord = — et ira aussi

en diminuant jusqu’a zéro & mesure que & croitra.

Done, quelle que soit la valeur de la quantité A, il est visible que les
valeurs de y passeront nécessairement du positif au négatif, tant pour
les z négatives que pour les x plus grandes que a. Ainsi’il y aura une
valeur négative de x et une valeur positive plus grande que a, qui ré-
soudront le Probleme dans tous les cas. On les trouvera par la méthode
générale, en rapprochant successivement les valeurs de w, qui donne-
ront des valeurs de y de signes contraires. . |

A I'égard des valeurs de  moindres que a, nous avons vu que la réa-
lité de ces valeurs dépend de la plus petite valeur de la quantité

M.. N

——

on verra dans le Calcul différentiel comment on détermine les plus pe-
tites et les plus grandes valeurs d’une quantité variable; nous nous
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contenterons de remarquer ici que la quantité dont il s’agit sera la plus
petite ou un minimum, lorsque

—

x S /M

—

— X712

a«a—x Y N
de sorte qu’on aura |
'.s—“:"——"—;“"__d
VM + ¢y N

et de I on trouvera, pour la plus petite veleur de la quantité dont il
s’agit,

(vM+VN)®
?

a2

par conséquent, il y aura deux valeurs réelles de  si cette quantité est

moindre que A; mais ces valeurs seront imaginaires si elle est plus

grande. Le cas de I'égalité donnera deux valeurs de @ égales entre elles.
Je me suis un peu étendu sur I'analyse de ce Probleme, qui n’est, au |

reste, que de pure curiosité, parce qu’elle peut servir pour tous les cas

semblables. |

L’équation du Probleme precedent étant délivrée des fractnons sera

de cette forme
| Ax?(a—-—x)“——l\l(a-f—,é;')’-—Nx":o,

laquelle, étant developpee et ordonnee, montera au quatrieme degré,
et aura par consequent quatre racines; ams1, par 'analyse que nous
venons de donner, on pourra connaitre tout de suile la nature de ces
racines. Comme il peut résulter de l1a une méthode applicable & toutes
les equatlonb du quatrieme degré, nous allons en dlre un mot en pas- _'
sant. Soit donc Péquation générale

»x‘r}—px?’—i—gx»%*r:o;

on a déja vu que, si son dernier terme est négatif, elle aura nécessaire-
ment deux racines réelles, I'une positive et I'autre négalive; mais, si

‘ce terme est positif, on n’en peut rien conclure en général sur la nature
3.
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de ses racines. Qu’on 'donne a cette équation la forme
(—a)+ bz +a) + c‘(x _ d)”i—: o,
laquelle, étant développée, devient
‘x‘ +(b+c—2a)2?+ 2a(b— ¢)x+ at + ﬂ"‘(f) + c):: 0;
d’ou P'on tire, en comparant les termes,
b+c—aa =p, 2a(b—c) xq, @+ a’(b‘—i- ¢)= vr,

et de la

b+c:p+2a’, b—c:;%,' 3(¢‘+p32:r;

de sorte qu’en résolvant cette derniére équation, on aura

-

Or nous supposons ici r positif; donc a® sera réel posmf et par consé-
quent a réel; donc aussi b et c seront réels. |

Ayant donc déterming de cette maniere les trois quanutes a, b, c,
on aura la transformée

(#* — @) + b(& + af + e[z — a)=o.

Si ’on fait le second membre de cette équation =y, et qu on considere
la courbe dont x seront les abscisses et y les ordonnees, il est d’abord
visible que, lorsque b et ¢ seront des quantités positives, cette courbe
sera toute au- dessus de I'axe; par conséquent 1’équation n’aura aucune
racine réelle. SUPPOSOHb, en second lieu, que & soit une quantité néga-
‘tive, et ¢ une quantité positive; alors x = a donnera y = 4ba®, quan-
tité négative; ensuite @ trés-grand positif et négatif donneront y tres-
grand positif; d’od il est aisé de conclure que I'équation aura deux ra-
cines réelles, 'une plus grande que a, et I'autre moindre que — . On

trouvera de méme que, si & est positif et ¢ négatif, I'équation aura
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deux racines réelles, ’une plus grande et ’autre moindre que @. Enfin,
si b et ¢ sont tous les deux négatifs, alors y sera négatif, en faisant

r=a el x——a;

ensuite il sera positif trés-grand pour x trés-grand positif ou négatif;
d’ou on conclura encore qu’il y aura deux racines réelles, 'une plus
grande que a, I'autre moindre que — a. On pourrait pousser ces consi-
dérations plus loin, mais Nous ne nous y arréterons pas davantage quant
a présent. | o T o |
On a vu, par I’Exemple precedent que la conmderatmn de la courbe
ne demande pas que I’équation soit délivrée des expressions fraction-
“naires; on doit dire la méme chose relativement aux expressions radi-
cales; il y a méme un av'antage a y conserver ces expressions telles que
I’analyse du Probleme les donne; c’est quion peut n’avoir égard qu’aux
signes des radicaux qui conviendront aux circonstances particulizres
de chaque Probleme, au lieu qu’en faisant disparaitre les fractions et
les radicaux, pour avoir lequatlon ordonnée suivant les différentes
puissances entieres de 'inconnue, on introduit souvent des racines
étrangeres  la question proposée, Il est vrai que ces racines appar-
tiennentfdujou’rs a la méme question considérée dans toute son éten-
due; mais cetle richesse de l’Analyse algébrique, quoique tres-précieuse
en elle-méme et sous un point de vue général, devient incommode et
onéreuse. dans les cas particuliers ol 'on ne peut, par les méthodes
directes, trouver la solution dont on a besoin, indépendamment de
toutes les autres solutions.possibles. Lorsque I'équation qui résulte
immédiatement des conditions du Probleme renferme des radicaux
dont le signe est essentiellement ambigu, la courbe de cette équation
(en y faisant le membre, qui doit étre zéro, égal a 'ordonnée ) aura
nécessairement autant de branches qu’il pourra y avoir de combinai-
sons différentes de ces signes, et pour la solution complete il faudrait
considérer chacune de ces branches; mais cette généralité peut étre
restreinte par les conditions particulieres du Probleme, qui déter-
minent la branche ou la solution doit se frouver : alors on a I'avantage
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de ne point faire de calculs inutiles, et cet avanlage n’est pas un des
moindres qu'offre la méthode de résoudre les équations par la considé-
ration des courbes.

~ Mais cette méthode peut étre encore généralisée, et rendue indépen-
dante de I’équation méme du Probleme. Il suffit, pour pouvoir 'em-
ployer, de considérer les conditions du Probleme en elles-mémes, de
donner i l'inconnue différentes valeurs arbitraires, et de déterminer.
d’apres ces conditions, soit par le caleul ou par une construction, les
erreurs qui en résultent. Ces erreurs étant regardées comme ordon-
nées y d’une courbe dont les abscisses « seraient les valeurs correspon-
dantes de I'inconnue, il en résultera une courbe continue, qu’on appel-
lera la courbe des erreurs, et qui, par ses intersections avec I'axe, donnera
également toutes les solutions du Probleme. Ainsi, si ’on trouve deux
erreurs successives, I’'une en excés et I'autre en défaut, c’est-a-dire,
T’une positive et 'autre négative, on en conclura sur-le-champ qu’entre
ces deux valeurs correspondantes de I'inconnue il y en aura une pour
laquelle I'erreur sera nulle, et dont on pourra approcher aussi prés
qu’on voudra par des substitutions succesmves, ou méme aussi par la
description mécanique de la courbe.

Cette maniere de résoudre les questions par les courbes des erreurs
est une des plus utiles qu’on ait imaginées; elle est d’un usage conti-
nuel en Astronomie, ol les solutions directes seraient trop difficiles et
souvent impossibles; elle peut servir a résoudre des Problemes impor-
tants de Géométrie et de Mécanique, et méme de Physique : ¢’est, a pro-
prement parler, la régle de fausse position prise dans le sens le plus
général et rendue applicable & toutes les questions ou il y a une incon-
nue a déterminer. Elle peut s’appliquer aussi & celles qui dépendentvde
deux ou plusieurs inconnues, en donnant successivement a ces incon-
nues différentes valeurs arbitraires, et calculant les erreurs qui en ré-
sultent, pour les lier par différentes courbes ou les réduire en Tables;
de sorte que par cette méthode on peut parvenir immédiatement 2 la
solution cherchée, sans aucune élimination préliminaire des inconnues.

Nous-allons en faire voir 'usage par quelques Exemples.
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- On demande un cercle dans lequel on puisse inscrire un polygone dont

tous les cotes sotent donnes.

haut que le nomble des cotés donneb serait plus grand Pour le ré-
soudre par la méthode dont nous venons de parler, on déerira d’abord
un cercle & volonté, comme ABCD (fig. 3), et I'on portera dans ce
cercle les cotés donnés " -

| | AB, BC, CD, DE, EF

du polygone que je suppose ici, pour plus de simplicité, un pentagone.

Fig. 3.

Si 'extrémité F du dernier coté tombait en A le Probleme serait ré-
solu; mais, comme il est tres—dlfﬁclle que cela arrive du premier coup,
on portera sur une hgne droite PR (fig. 4) le rayon PA du cercle, et

Fxg. 4.

\g

!\BA'

r Al _!

I'on élevera au point A la perpendiculaire AF, égale 4 la corde AF de
Parc AF dans lequel consiste I'erreur de la supposition quon a faite
sur la longueur du rayon PA. Comme cette erreur est un excés, il faudra
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décrire un cercle d’un rayon plus grand, et faire la méme opération, et
ai'nside suite, en éssayant des cercles de différentes grandeurs. Ainsi le
cercle dont le rayon est PA’ donnera I’ erreur F'A’, laquelle, tombant de
Pautre cote du point A devra étre censée negatlve par consequent,
| dans la fg by 2 1absmsse PA’ il faudra appliquer l’ordonnee A’'F’ au-
dessous de 'axe. De ceite manitre on aura pluswurs pomts F,F,...,
\qui seront dans une courbe dont Pintersection R avec l'axe PA’ donnera
le vrai rayon PR du cercle qui satisfera & la questron, et 'on trouvera
cette intersection en resserrant successivement les points de la courbe
qui se trouveront de coté et d’autre de I'axe, comme F, F,....

D'un point dont la position est inconnue, on a observé trois objets dont
les distances respectives sont connues, et ['on a déterminé les trois angles
Jormes par les rayons visuels, menés de ['ceil de I’observateur a ces trous |
objets. On demande la position du liew de I'observateur par rapport aux

mémes objets.

Sion lie les trois objets par des lignes droites, il est visible que ces
trois droites avec les trois rayons visuels formeront une pyramide trian-
gulaire dont la base sera donnée, ainsi que les trois angles qui forment
I’angle solide du sommet auquel 'observateur est supposé placé, et la
question sera réduite & déterminer les dimensions de cette pyramide.

4 Comme la position d’un point dans I'espace est entierement détermi-
née par ses trois distances A trois points donnés, il est clair que le Pro-
bleme sera résolu, si Uon détermine les trois distances du point ol est
I’observateur & chacun des trois objets : or, en prenant ces distances
pour inconnues, on aurait trois équations du second degré qui, par
Pélimination, donneraient une équation finale du huitieme degré; mais,
en prenant pour inconnues une des distances et les rapports des deux
autres A celle-ci, I'équation finale ne sera que du quatrieme degré. On
pourrait donc résoudre ce Probleme rigoureusement par les méthodes
connues; mais, la solution directe étant compliquée et peu commode
pour la prathue voici celle qu’on pourra | trouver par la courbe des

erreurs.



. SUR LES MATHEMATIQUES. o8t
Soient faits (ffg. 5) les trois angles succevssivfé |
APB, BPC, CPD,

ayant le méme sommet P, égaux respectivement aux angles observés
_entre le premier objet et le second, entre le second et le troisieme, et

Fig. 5.

o

-
T el s e e St e o 00 gl Oy ok it

(=}

entre le troisiéme'et_le premier; et soit d’abord prise la droite PA &
volonté, pour représenter la distance de I’observateur au premier objet.
‘Comme la distance de cet objet au second est supposée connue, si elle
est égale 2 Ia ligne AB; on la portera en AB, et 'on aura ainsi la dis-
tance BP du second objet & 'observateur. De méme, on portera en BC la
distance BC du second objet au troisieme, et 1’on aura la distance PC de
cet objet & I'observateur. Maintenant, si I’on porte en CD la distance
du troisieme objet au premier’,'on aura de nouveau PD pour la distance
du premier objet a I’ observateur; par conséquent il faudra, pour que la*
premiere distance supposée soit exacte, que les deux lignes PA, PD
soient égales. Prenant donc sur la ligne PA, prolongée s'il est néces-
saire, la partié PE =PD, si le point E ne tombe point en A, la diffé-
rence EA sera erreur de la premiére supposition PA. Ayant tiré ( fig.6)

| | Fig. 6. |
N

P A l\s

la droite PR, on y prendra depuis le point fixe P 'abscisse PA, et P'on

y appliquera, & angle droit, 'ordonnée EA; on,éura_ le point E de Ia
VIL | , 36
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courbe ERS des erreurs. En prenant d’autres distances a la place de PA,
‘et faisant la méme construction, on trouvera d’autres erreurs qu’on ap-
pllquera de méme sur la ligne PR et qu1 donneront d’ autres points de
la méme courbe. - |

On pourra done décrire ainsi celte courbe par plus:eurs points, et le

point R ol elle coupera I'axe PR donnera la distance PR, dont I’erreur
sera nulle, et qui sera, par conséquent, la véritable distance de I obser-
vateur au premier objet; cette distance étant connue, on aura les deux
autres par la méme construction.
~ Ilest bon de remarquer que la construction dontil s aﬂxt donne, pour
- chaque point A de la ligne PA, deux points B et B’ dans la ligne PB;
car, puisque la distance AB est donnée, pour trouver le point B, il n’y
a qu'a décrire du point A comme centre, et avec le rayon AB, un arc
de cercle qui coupera la droite PB en deux points B et B, lesquels sa-
tisferont tous les deux aux condltlons du Probleme. De la méme ma-
niere, chacun de ces points en donnera deux sur la droite PC, et chacun
de ceux-ci en donnera aussi deux sur la droite PD; d’ol il suit que
chaque point A, pris sur la premigre droite PA, en donnera generale-
ment huit sur fa droite PD, qu’il faudra donc considérer séparément
et successivement pour avoir toutes les solutions possibles. I’ai dit
genéralement; car il est possible : 1° que les deux points B, B’ se réu-
nissent en un seul, ce qui aura lieu lorsque le cercle décrit du centre A |
avec le rayon AB touchera la droite PB; 2° que ce cercl_e ne coupe
point la droite PB, auquel cas le reste de la construction devient im-
possible, et il faudra dire la méme chose des points C, D. A1n51, en
menant la ligne GF parallele & BP, et éloignée de celle -ci d’une dis-
tance égale 2 la ligne donnée AB, le point F ot elle coupera la ligne PE,
prolongée s’il est nécessaire, sera la limite au deld de laquelle il ne
faudra point prendre les points A pour avoir des solutions possibles.
On aura de méme des limites pour les points B et C, lesquelles servi-
ront a restreindre les suppositions pnmxtnes qu’on pourrait falre sur
la distance PA. |

~ Les huit points D, qu1 dependent en général de chaque pomt A ré-
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pondent aux huit solutions dont le Problémevest,,susceptibl’e, et, lors-
qu’on n’a aucune donnée particuliere par la_quelle on puisse déterminer
laquelle de ces solutions convient au cas proposé, il est indispensable
de les chercher toutes, en employant pour chacune des huit combinai-
‘sons une courbe particuliere des erreurs. Mais, si ’on sait, par exemple,
que la distance de I'observateur au second objet est plus grande ou
plus petite que sa distance au premier, il ne faudra prendre alors dans
la ligne PB que le point B dans le premier cas, ou le point B’ dans le
second, ce qui diminuera les huit combinaisons de moitié. Sil’on avait
la méme donnée sur le troisieme objet, relativement au second, et sur
le premier, relativement au troisieme, alors.les points C et D seraient
déterminés, et I'on n’aurait qu’une solution vnique.

Ces deux Exemples peuvent suffire pour montrer 'usage de la mé-
thode de ces courbes dans la résolution des Problemes; mais cette mé-
thode, que nous n’avons présentée que d’une mamere pour ainsi dire
‘mécanique, peut aussi étre soumise 3 1'Analyse. |

En effet, tout se réduit a décrire ou faire’ passer une courbe par plu-
sieurs points, soit que ces points soient donnés par le calcul ou par une
construction, ou méme par des observations ou des expériences isolées
‘etindépendantes les unes des autres. Ce Probleme est, 2 la vérité, indé-
terminé; car on peut, a la rigueur, faire passer par des points donnés
une infinité de courbes différentes, régulieres ou irrégulieres, c’est-
a-dire soumises i des équations, ou tracées arbitrairement & la main;
mais il ne s’agit pas de trouver des solutions quelconques, mais les plus
simples et les plus aisées a employer.

Ainsi, §'il n’y avait que deux points donnés, la solution la plus simple-
serait tne ligne droite qu’on ménerait par ces points. S'il y a trois
points, on pourrait faire passer par ces points un arc de cercle, qui est,
apres la droite, la ligne la plus facile a décrire. | |

Mais, si le cercle est la courbe la plus simple par sa description, elle
ne l’est pas par son équation entre les abscisses et les ordonnées rec-
tangles. Sous ce dernier point de vue, on peut regarder comme les plus -
simples les courbes dont 'ordonnée est exprimée par une fonction en-

36.
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| tlere et rationnelle de I’abscisse, te]le que
o y—-a+bx+cx2+dx3 5 vy

y etanl; l ordonnee et @ "abscisse. Ces sortes de courhes S appellent en
général paraboligues, parce qu’on peut les regarder comme une géné--
ralisation de la parabole, qui a lieu lorsque I’équation n'a que les trois
premiers termes. Nous en avons déja montré -l?usége dans la résolution
des équations; mais leur considération est toujours utile dans la des-
cription approchée des courbes; car on peut toujours faire passer une
courbe de ce genre par tant de points qu'on voudra d’une courbe pro-
posée, puisqu’il n’y a qu’a prendre autant de coefficients indéterminés
a, b, ¢,... qu'il y a de points proposés, et déterminer ces coefficients
de maniere que les abscisses et les ordonnées, pour ces points, soient
données. Or il est clair que, quelle que puisse étre la courbe proposée,
la courbe parabolique ainsi tracée en différera toujours d’autant moins
que le nombre des points donnés sera plus- grand et leur distance
moindre. -

Newton est le premler qul se soit propose ce Probleme voicl la solu-
“tion qu’il en donne : - o

Solent P, Q, R, S, ... les valeurs des ordonnées y qui répondent aux
valeurs p, g, r, s,... des abstisses «; on aura les équations sulvantes

P=a-+bp+cpr+dp+...,
Q=a+-bg+cq*+de+...,
R—=a-+br4+crr+dri+...,

le nombre de ces équations devant étre égal a celui des coefficients indé-
terminés @, b, c,.... Soustrayant ces équations I'une de I’autre, les restes
seront divisibles par ¢ — p, r—g,..., et I'on aura, apres la division,

Q—P

e ::b+c(q+p)'+'d(.q2+qP+p’)+...,v
RHQ' |

P— =b+clr+q)+d(r*+rg+q*)+...,

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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Soit ‘ |

0—P _, R-Q_p, S—R_g
g—p r—gq s

It":}?'j:c+rd(i'+q-4-p)+ ;
S;-:l;' =c+d(s+r—gq)+...,
Soit de méme .
R0 _p, S=R_g
l-—-[) 6‘-——(]
on trouvera )
Sz—‘Rz
:d+ R

et a1n31 de suite.
- On trouve, de cette maniere, les valeurs des coeﬁicwnts a, b,c,..

4 commencer par les dermeres, et, Ies substituant dans I'équation gé-

nerale | | | | |
y=a+brxrcaxr+dar+...,

il vwndra apres les réductions, cette formule qu 1l est alse de continuer

aussi loin qu’on voudra,

y:—..P—}-Q,(x—p)-{—R,(x-—p) (x%g)+83(x—p) (qu) (x-—r)+

Mais on peut redulre cette solution 2 une plus grande sunphmte par 1
~ considération suivante. | S |

Puisque y doit devenir P, Q, R,..., lorsque devient p, ¢, r,..., il
est aisé de voir que I'expression de y sera de cette forme

y=AP+BQ+CR+DS+...,

ol les quantités A, B, C,... doivent étre exprimées en =, de manibre
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qu’en faisanl & = p on ait

que de méme, en faisant & =g, on ait
A—‘_:’o, "B=1, C=o0, D=o, s
qifen faisant x #r, on ait parei-llement
A—=o0, B=o, | C‘:l, D=o, ..., etc;

d’ou il est facile de conclure que les valeurs de A, B, C, . .. doivent étre’
de cette forme

_(x—=q)(x—r){x—s). .
A_—(P“‘QJ(P—"’)(P“"S)-- ’

p— E—pllz—r)(z—5)...
g—prllg—1){g—s)--
_(z=p)z—q)(z—5s)...

“‘ === =)

en prenant autant de facteurs, dans les numerateurs et dans les dénomi-
nateurs, qu'il y aura de points donnés de la courbe, moins un.

Cette derniére expression de y, quoique sous une forme différente,
revient Cependant au méme, comme on peut s’en assurer par le caleul,
en développant les valeurs des quantités Q,, Ry, Ss,..., et ordonnant
les termes suivant les quantités P, Q, R,...; mais elle est préférable par
la simplicité de I’Analyse sur laquelle elle est fondée, et par sa forme
méme, qui est beaucoup plus commode pour le calcul.

On pourra done, par cette formule, qu’il ne serait pas difficile de ré-
duire & une construction géométrique, trouver la valeur de 'ordonnée y
pour une abscisse quelconque x, d’apres les ordonnées connues P, Q,
R,... pour les abscisses données p, ¢, r,.... Ainsi, ayant plusieurs
termes d’une série quelconque, on pourra trouver tel terme intermé-
diaire qu’on voudra, ce qui est fort utile pour remplir les lacunes qui
pourraient se trouver dans des suites d’observations ou d’expériences,
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ou dans des Tablés calculées par des formules ou des constructions
données. |

Si maintenant on applique cette théorie aux deux Exemples proposés
ci-dessus et aux Exemples semblables, dans lesquels on a les erreurs
qui répondent 3 différentes suppositions, on pourra trouver directement
I’erreur y qui répondra a une supposition quelconque intermédiaire z,
en prenant les quantités P, Q, R, ... pour les erreurs trouvées, et p, ¢,
r,... pour les supposiﬁons d’ot elles résultent. Mais, dans ces Exemples,
“la question étant de trouver, non pas Ierreur qui répond & une suppo-
sition donnée, mais la supposition dont I'erreur serait nulle, il est clair
que cette question est 'inverse de la précédente, et qu’elle peut se ré-
soudre aussi par la méme formule, en prenant réciproquement les quan-
tités p, g, r,... pour les erreurs, et les quantités P, Q, R,... pour les
suppositions correspondantes : alors x sera Perreur de la supposition y;
par conséquent, en faisant = o, la valeur de y sera celle de Ia sup-
| posiiion dont ’erreur sera nulle. |

Soient donc P, Q, R,... les valeurs de I'inconnue dans les différentes
suppositions, et p, ¢, 7,... les erreurs qui résultent de ces suppositions,
en donnant 2 ces quantités les signes convenables; alors on aura pour
la valeur de 'inconnue dont ’erreur sera nulle ’expression

AP + BQ +CIi.—§¥...,

dans laquellé les valeurs de A, B, C,... seront

A= s ...,

S g—pTrp
B:——L—' — ?
p—q T—4q
C::. P > q ’
p—r q—-i

en prenant autant de facteurs qu’il y aura de suppositions, moins un.

e <
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