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CHAPITRE PREMIER

De la Trigonométrie rectiligne.

O ~ considere six choses dans un triangle rectiligne, trois angles
et trois cOtés. Avec- trois de ces six choses, on détermine tou-
jours un triangfle, pourvu qu'il s’y trouve un cété, page, &

Si on'avoit une suite de triangles calculés sous tous les angles pos<
sibles, il se trouveroit nécessairement dans cette suite un triangle
équiangle avec un triangle quelconque donné, 2

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de ’extrémité d’un arc sure
Te rayon qui passe par P'autre extrémité; le cosinus est la partie
du rayon comprise entre Ie pied du sinus et le centre; le sinus
verse est la partie du rayon comprise entre I'arc et le pied du sinus 3 -
1a tangente est la perpendiculaire élevée a I'extrémité d’un arc et
terminée au rayon prolongé qui passe par l'autre extrémité ; ce

rayon prolongé s’appelle sécante, 4ets
Les cosinus , cotangentes et cosécantes sont les sinus, tangentes et
sécantes des arcs complémentaires,. 4ety
Le cosinus et le rayon ont le méme rapport que Ie sinus et la tan<
gente, ou que le rayon et la sécante, : 6
Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotan-
gente, ou entre la sécante et le cosinus, . ibid,
Le quarré du rayon est égal'au quarré du sinus plus le quarré du
cosinus , 7

Le sinus de la somme ou de Ia différence de deux arcs est égalau
sinus du premier multiplié par le cosinus du second plus ou moins
Ie sinus du second par le cosinus du premier, le tout divisé par lo
rayon, ibid.

Le cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs est égal
au produit des cosinus de chacun de ces arcs moins ou plus le

produit des sinus , le tout divisé par le rayon, £bid.

De ces expressions on déduit le sinus d’un arc multiple d’un autre » 9

Le sinus d’un are est la moitié de la corde d’un asc double, 1z

Construction des tables de sinus et de cosinus, . sbids
| 2
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Le sinus de la moitié du quart de cercle est égala i/ 3, 14

La longueur d’yn arc est moindre que celle de son sinus et plus
grande que celle de sa tangente, 15

Un angle obtus a le méme sinus que son supplément , 20

Les sinus et les cosinus changent de signe lorsqu'ils passent dans le
demi-cercle opposé & celut ot ils se trouvoient d’abord,  ibid.
Le rapport de la somme a la différence des sinus de deux ar¢s est le
méme que celui des tangentes de la demi-somme et de la demi-
différence de ces mémes arcs, 27
Le rapport de la somme 3 la différence des cosinus de deux arcs.est le
méme que celui du quarré du rayon au produit des tangentes de la
demi-somme et de Ia demi-différence de ces mémes arcs,  zbid.
La tangente de la somme ou de la différence de deux arcs est égale
. au quarré du rayon mult\iplié par la somme ou la différence des
tangentes de ces deux arcs, divisé par le quarré du rayon moins ou
plus le produit des deux tangentes, ' ibid,
La cotangente de la somme ou de la différence de deux arcs est
€gale au produit des deux cotangentes moins ou plus le quarré du
rayon , divisé par la somme ou la différence des cotangentes des

deux arcs, ' 28 .
Table des formules trigonométriques les plus usitées, 29
Dans tout triangle rectangle le rayon est au sinus d’un des angles

aigus comme 'hypoténuse est au c6té opposé a cet angle, 31

" Le rayon est 4 la tangente d'un des angles aigus, comme le c5té
de I'angle droit adjacent i cet angle est au.cété opposé, ibid,
- Dans un triangle quelconque, les sinus des angles sont entr’eux
comme les cotés apposés, o 35

Avec cette proposition on résoud tous les cas excepté celui dans
lequel on ne connoit‘que deux cdtés et 'angle compris, et celui
dans lequel on ne connoit que les trois cotés, ibid.
La somme de deux c6tés d’un triangle est a leur différence comme
la tangente de la demi-somme des angles opposés & ces ctés est 3
la tangente de leur demij-différence, 37
Le sinus de la moitié d’un angle est égal i la racine quarrée du pro-
duit des différences de la- demi-somme des trois cotés du triangle
avec chacun des cOtés qui comprennent I'angle , divisé par le pro-
duit de ces deux cdtés, le rayon étant pris pour Punité, -39
Exemples de résolution de triangles rectangles et obliquangles, 40
Application des principes de la trigonométrie 4 la détermination de
points situés dans Pespage , . 43
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CHAPITRE IL .

De la Trigonométrie sphérique.
Un triangle sphérique est celui que forment sur la surface de la
sphére trois grands cercles qui se coupent deux i deux, 46

Construction sur laquelle repose toute la trigonométrie sphérique, 47
Equations qui renferment implicitement toutes les relations qu’ont

entr'elles les six parties d’un triangle sphérique, . 49
Préparation de ces équations pour les appliquer immédiatement  la
résolution des triangles sPhéri:]ues, ibid.
Lorsque le triangle est rectangle , toutes ces équations se réduisent
a six essentiellement différentes , 57
Transformation de ces équations en d’autres pour y appliquer com-
" modément le calcul des logarithmes, o " ibid.
Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et des
cbtés d’un triangle sphérique, . T 62
Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre un triangle
sphérique, 1]
Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver rem-
plies pour qu’un triangle puisse avoir lieu, 66
Application de la trigonométrie sphérique 4 un probléme, 67

‘CHAPITRE IIL
De F Application de UAlgébre d la Géomeétrie.

Idée générale de I'application de P'algébre 4 la géométrie. 6g
On rapporte toutes les lignes droites ou courbes 4 deux droites
perpendiculaires entr’elles qu'on nomme axes des coordonades et
*un point quelconque est déterminé lorsqu’on connoit sa distance
a4 chacun de ces axes, : 73
Equation de la ligne droite, 74
Les coordonnées d’uné droite deviennent négatives larsqu’elles pas-
sent dans I'angle opposé 4 celui 61 elles se trouvoient d’abord » 76

Equation d’une droite qui passe par deux points donnés 77
Expression de la distance de ces deux points, 78
Equation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée, par un

point donné, 78

Pour trouver le point de rencontre de deux droites qui sé coupent ,
il faut supposer que les coordonnées de Pune sont les mémes que

gelles de lautrg, S : 79
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v TABLE.
Expression de la longueur d’une perpendiculaire abaissée sur une

droite donnée par un point donné, 79
Expressions du sinus, du cosinus et de Ia tangente de I'angle que
deux droites font entr’elles, 8o
Equation du cercle, : 8r
Les coordonnées négatives se prennent dans un sens opposé i celui
des coordonnées positives , 82
Probléme, 84

Construction géométrique des résultats auxquels on parvient, 8y
L’expression d’une ligne renferme’ toujours un facteur de plus au
numérateur qu’au dénominateur; et lorsqu’elle est rationnelle ,
elle peut toujours se construire par les lignes proportionnelles, 83

Probléme, 90
Equations qui donnent la relation qui exlste entre les angles et les

cdtés d’un triangle, 93
Expression du rayon du cercle circonserit i un triangle, 97
Expression du rayon da cercle inscrit & un triangle, . 99

Expression de lasurface d'un triangle par le moyen des trois c5tés, 103
En combinant les équations de la droite et du cercle, on détermine

les propriétés résultantes de la rencontre de ces lignes, ibid,
Application de I'équation qui résulte de cette combinaison i la re-

cherche de plusieurs théorémes de géométrie , 105
Par le moyen du cercle on peut construire une expression qui ren-

ferme des radicaux du second degré, N %
Résolution graphique des équations du second degré, 113
Application & quelques problémes , 114
Probléme dont I’équation monte au quatriéme degré, 118
Equation des courbes du second degré, 126
Détermination des diverses circonstances du cours des courbes.re-

présentée par cette équation, ‘ : ibid,
Leurs diamétres, 127
Leur centre, 128
Cette équation présente trois cas, - 129
Simplification de cette équation en changeant les coordonnées, 133
Construction géométrique de cette équation, . 136

L’équation générale du second degré i deux indéterminées fournit
trois courbes seulement, la premiére donne L'ellipse , la seconde
Yhyperbole, et la troisiéme la parabole, 139

Des diamétres conjugués, : 140

Transformation des coordonnées d’une courbe, 148
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‘Application de cette transformation 4 I'équation générale du second
degré pour la ramener aux axes des courbes qu’elle représente, 14§
Equations de Pellipse et de 'hyperbole par raPport a leurs axes, en

comptant les ‘abscisses du centre, 147
. Equation 4 trois termes dans laquelle la parabole se titouve aussi
.comprise et rapportée i son axe, - 151

Trouver I’équation d’une courbe telle que si 'on méne de chacun

de ses points 2 deux points fixes, des droites, la somme de ces

lignes soit constamment égale 4 une ligne donnée, v 152
Construction par points de l'ellipse, 154
Moyen mécanique pour décrire l'ellipse par un mouvemen* con-

tinu, . g
Equation polaire de Vellipse, 157

Méme probléme que le précédent, excepté qu'il s'agit de la diffé-
rence des lignes menées au point donné au lieu de la somme, 158

Cette courbe est 'hyperbole; sa construction par points, 159
Moyen mécanique pour décrire une hyperbole, . 160
Son équation polaire , ibid,

Trouver 'équation d’une courbe telle que chacun de ses points soit
autant éloigné d’une droite donnée de position que d’un point fixe

aussi donné de position, . 16r
Cette coutbe est la parabole, sa construction par points, 162
Son équation polaire, ' ibid,
Sa construction mécanique, ’ : ibid.
Dans I'ellipse et 'hyperbole, le paramétre est une troisiéme propor-
tionnelle aux deux axes, ' 166

Dans Uellipse et 'hyperbole les qlurrés des ordonnées sont entr’enx
comme les produits des abscisses correspondantes, et dans la para~
bole comme les abscisses correspondantes, 167 et 168

Application de la transformation- des coordonnées 2 la recherche
des diamétres conjugués, 168

Un diamétre quelconque étant donné, trouver la position de son’
conjugué, 172

La somme des quarrés des deml-dnamétres con;ugés dans I'ellipse, ou
leur différence dans I'hyperbole , est égale 4 la somme des quarrés
des demi-axes, ou a leur différence, 177

Le rectangle formé sur les deux demi-axes, soit dans Pellipse soit
dans I'hyperbole, est égal au parallélogramme formé sur les deux
demi-diamétres conjugués, 178

;.es parallélogrammes circonscrits & ellipse oy inscrits entre Jes
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deux parties opposées de I'hyperbole sont tous égaux au rectingle

des axes, 179
Equations qui font connoitre les demi-axes lorsqu’on connoit les -

demi-diamétres conjugués et Fangle qu’ils font entr'eux, 179
Démonstration de I'identité des courbes du second degré avec les
sections faites dans un cone par un plan, 180
Propriétés des lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes
du second degré, 184

Expression de la tangente de I'angle que doit faire avec I'axe des
abscisses une droite pour toucher une courbe du second degré, 187

" Expressions de la soutangente dans chacune des courbes du second
degré, 4 - 188
Dans la parabole, 1a soutangente est double de Iabscisse; ; ibid.
Expressions des normales et sounormales pour toutes les courbes, 189
Expressions des soutangentes , tangentes, sounormales et normales

+ particuliéres aux courbes du second degté, 190 et 19T
Méthode synthétique pour mener les tangentes aux courbes du
second degré, 191

Chaque branche de I'hyperbole demeure toujouts renfermée entre -

les c8tés d’un certain angle, sans jamais pouvoir les atteindre, 193
Equation de I'hypesbole rapportée 2 ses asymptotes, 194
‘Puissance de I'hyperbole, 196
8iI'on méne une droite quelconque par un point de ]’hyperbole; les

pafties de cette droite ; interceptées entre chaque branche de la

courbe et son asymptote, sont égales entr'elles, ibids
Moyen de décrire I'hyperbole par points lorsqu’on en a les asymp-
. totes et un point quelconque, 197
Détermination du nombre des points'donnés par lesquels peut passer
une courbe du second degré, 198
De Ja construction des équations des degrés supémurs par les cour-"
bes, 200
Application au quatriéme degré’, ’ 202
Probléme de la duplication du cube, = 203
Probléme de la trisection de I'angle, 204

Exposition d’'une méthode qui réunit & 'avantage de s’appliquer aux
équations d’un degré quelconque, celui de peindre les résultats
obtenus analytiquement par la théorie de la composition des équa-

tions, 206
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TRAITE ELEMENTAIRE

DE

TRIGONOMETRIE RECTILIGNE
ET SPHERIQUE,
ET DAPPLICATIONDEI’ALGEBRE

ALAGEOMETRIE

CHAPITRE PREMIER

De la Trigonométrie rectiligne.

1. Dansun t.riangle rectiligne, il y a six choses & consi~
dérer, savoir : trois angles et trois c6tés ; mais il suffit de
connoitre un certain nombre de ces diverses parties pour
déterminer les autres. Il suit en effet des propositions
démontrées, relativement, aux triangles égaux, que I'on
peut toujours construire un triangle lorsqu’'on connoit
trois des six choses qui le constituent, et que, parmi les
choses conmues, il se trouve an moins un cété. Pour ne
rien laisser & desirer sur la théorie des triangles, il faut_
pouvoir appliquer le calcul aux constructions géomé-
triques, parce que I'exactitude de ces derniéres est limitée
) A
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par I'imperfection des instrumens, tandis que rien n’arréte
le calcul, qu'on est tonjours maitre de pousser jusqu’a tel
degré de précision qu'on veut. Tel est l'objet qu'on se
propose dans la Trigonométrie rectiligne.

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer, par
une suite d’opérations numériques;, ou par des formules
algébriques, les relations qu’ont entre elles les différentes
parties d’un triangle, ont di se trouver arrétés par la
difficulté de faire entrer dans le calcul la grandeur des
angles, qui, mesurés par des arcs de cercle, ne peuvent
étre comparés avec les lignes droites. Mais ils ont bientét
reconnu que s'ils pouvoient, par un moyen quelconque,
calculer une suite de triangles dont les angles eussent
toutes les valeurs possibles, cette suite en renfermeroit
nécessairement un qui seroit semblable au triangle que
I'on auroit & déterminer, quel qu'il fit, et qualors de
simples proportions suffiroient pour déduire les parties
du second de celles du premier. L’exemple suivant éclair-
cira ce que ces notions peuvent avoir d'abstrait.

2. Supposons que, dansle triangle 4B C, fig. 1™, on
connoisse I'angle B, I'angle C et le c6té B C., on cherchera
dans la suite des triangles calculés celui qui a deux
angles b et ¢ respectivement égaux aux angles Bet C; il
sera nécessairement semblable au triangle proposé AB C;
et puisque toutes ses parties @b, @c, bc sont connues,
on aura les proportions bc:ab:: BC: AB, bc:ac::
BC: AC, dans chacune desquelleslestrois premiers termes

, , ' BCxac
sontdonunés. Ontrouvera par conséquent 4 C3=— o

be °*
AB =B_CZ>_:a_b; et comme on a d’ailleurs A—a, toutes.

les parties du triangle 4 B C seront déterminées.




DE TRIGONOMETRIE, 8
3. Maintenant qu'on voit le parti qu'on peut tirer
@'une suite de triangles faits sur tous les angles possibles,
et dont les c6tés sercient calculés, il est naturel de cher-
cher les moyens de foriner une pareille suite. Pour consi-
dérer d’abord le cas le pius simple, supposons que les
triangles qu'on se propose de déterminer soient rectangles;
il est facile de voir qu'on les pourra construire tous dans
" un quart de ceicle, en abaissant de chacun des points de
Iarc AB, fig. 2, des perpendiculaires M P, M' P’ , Fig. 2.
M" P’ etc. sur lerayon A C, et tirant les rayons M C, M’ C,
M” C, etc. les triangles MP C, M'P' C, M"P”C, etc.
formés ainsi, seront rectanglesen P, P’, P”, etc. ét les
angles, MCP, M’ CP’', M’ CP”, etc. auront successi~
vement toutes les valeurs possibles: enfin les angles CM P,
CM' P', C M"P”, etc. qui, avec les précédens, forment
un angle droit; seront aussi tels que I'exige la nature des
triangles rectangles, et il ne sauroit exister de triangle
rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu’un de
cenx que fournit la construction présente. Il est & propos
de remarquer que ces derniers ont tous une méme hypo--
thénuse, égale au rayon de I'arc 4 B.

4+ On pourroit encore former une suite de triangles

rectangles, ayant tous un des cotés de I'angle droit égal
au rayon du cercle; il suffit pour cela d’élever la tangente -

_indéfinie 4 T, & P'extrémité du rayon A C, et de mener par
le centre C et par les points M, M’, M”, etc. les sécantes
CN, CN', CN’, etc. Il est évident que les triangles
CAN,CAN',CAN", etc. auront successivement toutes
les combinaisons d’angles qui peuvent exister dans un
tr'»angle rectangle; et parmi ces m’angles il 'en trouvera
nécessairement un semblable & tel triangle rectangle -
qu’'on voudra.

Ag
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§. Dans les triangles C PM,C P'M', CP"M”", etc

dont I'hypothénuse ne change pas, lescétésP M, P' M’ ,
P M”, etc. qui croissent en méme temps que les angles
ACM, ACM', ACM", etc. et les arcs AM, AM',
A M, etc. qui mesurent ces angles, ont reu un nom3a
cause de cette dépendance; Ialigne P M s'appelle le sinus
de 'arc A M la ligne P’ M’ est de méme le sinus de Farc
A M, et ainsi des autres. 11 suit de-1a que e sinus d'un arc
est la perpendiculaire abaissée de L'une des extrémites de
cet arc sur lerayon qui passe par l'autre extrémité. Les
lignes CP, CP’, CP”, etc. qui diminuent lorsque les
arcs AM, AM', AM”, etc. augmentent, sont respec—~
tivement egales comme paralléles comprises entre paral-
léles, adx perpendiculaires M Q, M' @', M” Q”, etc.

abaissées des points M, M', M” sur le rayon C B, per-
pendiculaire aurayon C 4; et il est évident que les lignes
MQ, M Q', M’" Q" sont, par rapport aux arcs B M,
BM', B” M, ce quesont PM, P' M', P” M”, etc. par
rapport aux arcs A M, AM’, A M’ etc. et que par consé-
quent M Q est le sinus de B M, M'Q’ celui de B,
M’ Q" celui de B M”, etc.

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraitsl'un del'autre,
valent le quart de la circonférence, sont dits complemens
T'un de Pautre, Les arcs BM, B M', B M”, sont respec—~
tivement les complémens de 4 M, AM', AM’,etc.On a
désigné les lignes M Q, M’ Q', M” Q”, etc. ainsi que leurs
égales CP, CP', CP”,souslenomde cosinus des arcs A M,
AM', AM”, etc. D’aprés ces notions, Ze cosinus d'un arc
quelconque est le sinus du complement de cet arc, et est
égal d la partie du rayon comprise entre le centre et le
pied du sinus.

Les triangles rectangles C P M, CP'M', CP" M, etc,
qui ont tous une méme hypothénuse , sont donc formés

oy —
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par le rayon du cercle, et par le sinus et le cosinus Fig.2,
" de celui de leurs angles aigus qui a son sommet au
centre (¥).

« 6, Passons aux triangles CAN, CAN', CAN”, etc. Leurs
hypothénuses sontlessécantes desarcs AM, AM’, AM”, etc.
_ parce qu'on nomme sécante dun arc le rayon mené par

" unedesextrémitésdecet arc, et prolongé jusqu’a larencontre
de la tangente menée par Vautre extrémité. Les portions

AN, AN*, AN, etc. prises sur la tangente 4 T, sont les

tangentes des arcs A M, AM', A M’, etc. parce que Ton
. est convenu d'appeler tangente d'un arc la partie qu'in-

terceptent, sur la tangente menée par lune.des extreémités
de cet arc, les deux rayons qui le terminent (**).

7. Si, par I'extrémité B de 'arc 4 B, fig. 3, on méne Fig. 3
1a tangente B n prolongée jusqu'd ce qu’elle rencontrela
sécante CN, la ligne Cn sera la sécante de 'arc B M,
complément de A M, et se nomme la cosécante de A M; la
ligne Bn, tangente de B M, sera la cotangente de AM;
parce qu’on appelle cotangente et cosécante dun arc, la
tangente et la sécante de son compleément. La cotangente
.et la cosécante, comme on voit, ne font pas partie des
mémes triangles, ainsi que cela arrive pour le sinus et le
cosinus, '

{*) Lapartie 4 P durayon 4 C, comprise entre le pied du sinus
et Vextrémité de I'arc, se nomme sinus verse. Cette ligne d'ailleurs
n’est d’aucun usage en trigonométrie. -

(**) Onvoit ici les mots sécante et tangente , pris dans nne accep-
tion différente de celle qu'onleunr donne dans lesélémens de géométrie,
Dans cette partie des mathématiques, la sécante et la tangente sont
des droites indéfinies , dont I'une coupe le cercle, et I'antre le touche;
mais en trigonométrie , lesmémes dénominations s’appliquent toujours

- ades lignes d'une grandeur déterminée : quand il peut y avoir équi-
voque , on appelle ces derniéres tangentes et :ééaum' trigonomdtriqucs,

A3
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Fig. 3.

-PM::CA: AN, d'otiVon tire AN—

8. Les téngentes et les sécantes ont avec les sinus et les
cosinus des relations trés-simples, an moyen desquelles
on peut trouver les unes, lorsqu’on connoit les autres. Les
triangles CP M et C AN étant semblables, donnent CP :
PMXCA
cp
tant, au lieu des lignes C P, P Met A N, leur désignation,
savoir : cos AM, sin AM et tang AM, et représentant
Réin AM ‘
cosAM
Des mémes triangles CP M et CAN, on déduit aussi
CP:CM:: CA:CN, ce qui conduita CN=-C—MCZ-<FC—-A:
mais CN = séc AM, CM=CA=R, CP=cos AM;

, R
donc $€C AM -—;—m. ‘

9. Si I'on compare entre eux les triangles CAN et
CBn, qui sont encore semblables, puisqu’ils sont tous les
deux rectangles, et que I'angle 4 CN= Cn B, comme
alternes internes, par rapport a la sécante Cn, on aura la

proportion AN: CA:: CB ou CA: Ban, qui donne

met-

le rayon C Apar R, on aura tang A M—

* . Re
Bn= j;:, , ce qui.revient & cot AM= fang ATT"

Cette proportion et celle que nous venons de trouver
pour la sécante, nous apprennent que le rayon est moyen
proportionnel entre la sécante et le cosinus, entre Ja tan-
gente etla coiang'ente, puisqu’on a

cos AM> séc AM—=R?, tang AM>cotAM—=R®,

10. Aidés de ce qui précéde, il ne nous manque plus,
pour étre en état de construire les tables nécessairesa la
trigonométrie, que de connoitre les moyens de calculer
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus méme se
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déduit immédiatement du sinus; car le triangle rectangle
CP M, qui les contient I'un et]’ autre, et qui a pour hypo-
thénuse le rayon, donne cp* + PM’= CM’, ou
(sin AM)? 4 (cos AM)®* = R*, c'est-a-dire que le
quarré du rayon est égal d la somme des quarrés du sinus

Fig. 3.

et du cosinus, d’o il suit : cos AM=y/R*—(sin AM)>.

La proposition suivante, qui donne I'expression du
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de
deux arcs , mérite la plus grande attention, parce qielle
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus et

"des cosinus, '

11. Soient deuzx arcs quelconques aetb, je dis quon
* aura
: sin(aztb) = szna.cosb:;.'smb.cosa.
cosa .cosb=gsina.sinb
cos(azth) = - R .

- Pour le prouver, je prends surle cercle AM B, fig. 4,
Tarc AM=a; je porte de chaque c6té du point M les
arcs M N et MN' égauxa b; je tire la corde NN'; des
points N, M, N', j’abaisse sur le rayon A C les perpendicu-
laires NQ, MP, N'Q’; parle point M, je méne le
yayon M C, et du point E, ot il rencontre la corde N N/,
j’abaisse sur 4 C la perpendiculaire E F; par les points

Fig. 4.

E et N', je méneles droitesE D, N' G, parallélesa A C. .

Cela fait, je remarque, 1°. que N Q est le sinus de I'arc
'AN=AM 4+ MN=a+ b, etque CQ estle cosinus du
méme arc ; 2°. que N’ Q' estle sinus de I'arc AN’ =AM
~—MN' —=a—b, etque C Q' en est le cosinus. Mais la
corde N N’ étant nécessairement partagée en deux parties
égales au point E , puisque lerayon C Mpasse parle milien

deT'arc N V', d’aprés la construction, il suit de la simili-

A4
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Fig. 4. tude évidente des triangles NED, NN’ G,que NG est

aussi divisée en deux parties égales au point D, et que
DN=DG. Deplus DQ=EF, GQ=N Q,DE=
F Q, a cause des paralléles; et comme DE est la moiti¢
de N' G, F Q serala moitié de Q’ Q; en sorte que Q' F=
QF=DE. Enfin
NQ=DQ + DN=EF + DN,
GQ=NQ=DQ—DG=EF — DN,
CQ=CF —FQ=C(CF—DE,
CQ=CF + FQ = CF + DE;
mettant pour NQ, N' Q’, CQ, C Q' leurs désignations
respectives, savoir :
sin (a+b), sin(a—b), cos(a+b), cos(a—b),
j aurai
sin(a4b)=EF-+4DN, cos(a+b)=CF—{DE,
sin(@a—b)=EF—DN, cos(e—b)=CF+DE.
Il ne reste plus qu'a calculer les quatre lignes EF,
CF, DN et DE; les deux premiéres s’obtiennent par les
triangles semblables CMP et CE F, dont on tire
CM:PM::CE:EF, CM:CP::CE:CF.
Or, puisque A M=—a, jai MP—=sina, CP=cos a;
il suit aussi des définitions du sinus et du cosinus (n°. 5)
que EN estle sinus de I'arc MN, que CE en est le

cosinus, et que par conséquent NE —sinb, CE=cqs b,
d’ailleurs C M = R: substituant ces valeurs dans les pro~

portions ci-dessus , je trouve

MP>x< CE _ sinacosd

cM R

_CPXCE __ cosacosh
CF= CM - R 7

EF—=
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Je compare ensuite les triangles CMP, DE N, qui sont Fig. 4.
semblables, parce que les c6tés du second sont perpendi-
culaires & ceux du premier , et je déduis de cestriangles

CM:EN::CP:DN;  CM:EN::MP:DE.

Substituant aux trojs premiers termes de chacune de ces

proportions , leur désignation rapportée ci-dessus, elles

donnent = . E N CP 5

: _ENX __sinbcose

b N— cMm R °*

MPXEN _ sinasinb
DE= ce R

Réunissant ces valenrs aux précédentes pour former celles
de sin (e 4 5) et de sin (@—b), il vient les quatre équa-
tions

sinacosb -sinbcos e

sin (a4-b)= R ’
sin (a_b)zsm acos b;smfcos a
cos(a+b)=°°sa°°°l’;ﬁn asinb‘

cos(a—b):_—.cosaco"’b;'slnasmb,’ |

qui se réduisent aux deux qui composent I'énoncé du
théoréme.

Avec ces équations, on peut trouver le sinus et le
cosinus d'un arc double, triple, et en général multiple
de celui dont on connoit le sinus et le cosinus. En effet,
sil'on Q{end successivement b—=a, b =3 a, on aura
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Fig. 4. . 2sinacosae

sin 2@ = 7 y i
€0s @* — sin a3 )

cosaa=— 7 N

. sinacosaa 4 sinasacosa-

sin 3a=

R ?

cosacosasa—sinasine a

cos3 a=— R H

et on tirera des deux derniéres équationssin 3aetcos3 a,
lorsque sin 2@ et cos 2 @ seront calculés.

. . 2 sinacosa .
12, L'équation sin 2 @ =——————— donne aussi

R

le sinus de I'arc @ par celui de  @. Si 'on remplace cos a
,par sa valevr VR —sna (*), elle devient alors

. ‘2 sinaV R*—sina®
sina a=

R
on trouve R? sin 2 a* =4 R® sin @® — 4 sin a*; prenant
sin @ pour Iinconnue , dans cette équation qui peut se
résoudre i la maniére de celles du second degré, il vient .

, et en élevant au quarré;

sina==£V} {R* =L RVR*—sinaa*

Sil'on fait 3 a=a', on aura =} a@’, et par conséquent
I .

sinla'==% \/%R’:j:—;-RVR’-—sina",
ou sin %a’:i-}VaR’:{:aR cos a’,
en mettant cos a¢’* au lieu de R*—sin a’* (n°10.), en
multipliant les quantités sous le radical par 4; et en divi-

(*) Lelectenr est prévenu que dorénavant nous désignerons le
quarré du sinus de larc a par sin a2, expression qu’il ne faut pas
prendre pour le sinus du quarré de larc a , ainsi sin a2 = ( I ¢)*.
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sant au-dehors par 2, ce qui ne change riena I'expression.
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d’un
arc, lorsqu’on a celui de cetarc.

13. On peut arriver a ce résultat par une construction
trés-simple.

Si Pon divise I'arc AM, fig. 5, en deux parties égales, la
corde 4 QM se trouvera également divisée en deux parties
égales, et Q M sera le sinus de M N ou de la moitié de 4 M;
le triangle 4 MP rectangle en P, donnera

’AM‘= VTM’+E’; et comme AP —AC— CP—
R —cos AM, ou R — cos @', que d'ailleurs P M—
sin AM=—sin @', on aura AM—

V'sina’s + R*—3Rcosa’+cosa’>=V aR"—aRcosa’
a cause_que sin a'* 4 cos a’>=R*, (n°.10), et on en
déduira QM=1AQ M=V aR*—2Rcosad.

On ne trouve de cette maniére que la deuxiéme valeur
de sin] a’: Vautre est M Q’; car I'arc M N’ A’ qui com-
pose, avec I'arc A M, la demi-circonférence, a aussi pour
sinus P M, puisque cette ligne est bien en effet la perpen-
diculaire abaissée de I'extrémité M sur le rayon C A’ qui
passe par l'autre extrémité (n°.5), et rien dans I'équa-
tion d’ou I'on est parti, ne faisant connoitre lequel de ces

deux arcs on se propose de diviser, on doit trouver en

méme temps le sinus de la moitié du premier et celui dela
moitié dusecond. Suivant notre construction, on auroit

AM=VPH + 2P =VPI + (4 C+ CP)s

=V sin a’> 4 (R 4+ cos @’ )*
=Vsna*+ R* + aR cos @' 4 cosa’®
'=‘/2R‘+2R.cosa‘, 5

etpar conséquent M Q' =sin } o' =4V a R°*+-aR cosa’,

~t

Fig. 8.
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résultat qui est la premiére valeur de sin j a’. I fautbien -

observer que, quoique sin @’ soit le méme dans les deux
valeurs de sin } a’, I'arc @’ est différent : pour I'une d’elles,
cet arc est AM, et pour l'autre, 4" M, qui est le supplé-
ment de AM ; car on entend par le supplement d'un angle
ou d'un arc, ce qu'il faut ajouter d cet angle ou d cet arc
pour en faire deux droits, oula demi-circonférence. On
conclusa aussi de ce qui précéde, que le sinus du supplé~
ment d’un arc est le méme que celui de cet arc. Nous
donnerous plus loin des notions générales sur les différens
arcs qui peuvent avoir un méme sinus, une méme tan-
gente, etc.

14. 11 suit de ce qui précéde, que le sinus d'un arc
quelconque AN est la moitié de la corde 4M de Farc
double ANM, et que la corde A M est le double du
sinus de 'arc A N, moitié¢ de AN M; de maniére que lors-
que les sinus sont connus, on en déduit les cordes, et vice
versd.

15. Nous sommes en état d’expliquer maintenant
comment on a pu dresser une table des sinus et des
cosinus. On a congu premiérement le quart de cercle
partagé en un certain nombre de parties égales que Tona
nommées degrés. Jusqu'a présent on a divisé la circonfé-
rence entiére en 360 degrés; on a subdivisé ensuite cha~
cun de ces degrés en 60 parties appelées minutes; chacune
de ces minutes en 6o parties appelées secondes; chacune
de ces secondes en 60 parties appelées tierces, etc. La
marque des degrés est le caractére ° placé a la droite
du nombre et au-dessus, celle des minutes ’, celle des
secondes “, celle des tierces ”', etc.; en sorte que
42°31" 14" 5" signifie 42 degrés 31 minutes 14 secondes
5 tierces.

4
o

—— . —
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11 estfacile de voir que dans la mesure des angles on n'a
aucun égard 4 la valeur absolue des arcs, mais seulement
& leur rapport avec la circonférenct entiérej Il sembleroit
~ fort naturel de la prendre pour I'unité, et d’exprimer les
arcs par des fractions, soit quelconques, soit décimales,
Cependant quelques considérations particuliéres ont dé-
- terminé les savans, chargés de la réforme des poids et
mesures, 4 prendre I'angle droit pour I'unité des angles,
et par conséquent le quart de cercle ou quadrans pour
Tunité des arcs. Ils 'ont divisé en cent parties égales qu'ils
ont nommeées grades , et qu'ils ont substituées aux anciens
degrés; chacun de ces grades en cent parties égales. Ces
Qerniéres divisions remplacent les minutes, et peuvent
étre subdivisées autant qu'on le voudra, suivant la pro-
gression décimale. .

En employant dans le cours de cet ouvrage la nou~
velle division du cercle, nous exprimerons les arcs par
des nombres décimaux écrits & I'ordinaire ; mais nous
placerons au-dessus du chiffre des unités, et a droite, la
lettre ¢, pour désigner que I'unité estle.quart de cercle, et
pour empécher qu’on ne confonde les mesures d’arcs avec
les autres nombres. 04,435, par exemple, représentera
T'arc é:'galé Toos ou 2% du quadrans, et sera par consé~
quent composé de 43 grades et 5o minutes (*). ’

Ce n’est pas nen plus les valeurs absolues des sinus que

(* ) Tl paroit que les principales raisons qui ont fait choisir 'angle
droit pour unité, sont, 1°. que le cercle entier, a proprement parler s
ne mesure point un angle , puisqu’alors le rayon mobile C M (fig. s )
est revenn s’appliquer sur le rayon €A ; 29, que le sinus, auquel on
rapporte toutes les autres lignes trigonamétriqueg, prend dans’éten-
due du quartde cercle, ou de 'angle droit, toutes les valers dont il est
susceptible, ) :

Fig. 2,



Fig. 2.

Fig. 6.
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Pon a besoin de calculer, mais seulement leur rapport
avec le rayo pmsqu ’il suffit de connoitre dans tous les
triangles )(CHM » etc. fig. 2, les rapports qu'ont
entre eux les c6tés ( n°.2). On peut donc, pour plus de
simplicité, prendre le rayon pour unité, et partager
ensuite cette unité en autant de parties qu'on voudra,
en 100000 , par exemple, ainsi qu'on a coutume de
le faire, et déterminer ensuite combien chaque sinus
PM, P' M', P’ M, etc. contient de ces parties. _

16. Le rayon du cercle sur lequel oa se propose de
construire les tables étant 1, et sa circonférence étant dési-
gnée par 7, le sinusde AB, fig.6, ousinlr—=1;0na
d’ailleurs cos L # =o: faisant donc @’ =4 7, la formule

sinfa =3} VaR*—aRcosa (n°.13) fait voir que

le sinus de la moitié du quart de cercleoudel 7 est J{/ a.
On peut aussi s’en convaincre d priori, puisque le triangle
CMP est alors isocéle, et que I'on a par conséquent
aPM'=CM" =1, dou PH'=} et PM=y/ 3=

an-'-:;‘f_

Dans ce qui suit nous adopterons la nouvelle division .

du cercle; et Parc 4 B—1 étant pris pour unité, AM
sera de 04,5 : on aura donc
sin 09,5 =cos 0,5 = § /2 =0,70716781186.
Maintenant si on fait 09,5 = a’, on trouvera
'sin{ @’ = sin 09,35 = 0,382683432365
cosla’ =cos0%,25=0,923879532b11.
En partant de ces derniéres valeurs, on arrivera par les
mémes formules i celles de

. ohe5 | 01,25
sin = sims0%,195, €os—

=¢0501,129;

2
de celles-ci & celles de
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9,185 , o125
an 22222 gin 69,0625, cos ———= cos 69,0625 ;
Py ;
de celles—ci a celles de
. ohob25 . - 04,0625
sin ——— = sin 09,03125, cos ’T- =cos 0%,03125;
2

et en continuant ainsi de partager chaque arc en deux par-
ties égales, on parviendra a un trés-petit arc. A la quator-

' ziéme division, ontombe sur un arc qui n’est que —535; du

quart de cercle ; la petitesse de cet arc est telle, que dans
les douze premiéres décimalesil ne différe pas de son sinus.

17. Pour s'en convaincre, il faut observer que la
longueur d'un arc est toujours moindre que celle de sa
tangente , et plus grande que celle de son sinus. Eneffet,
si on prend au-dessous durayon A C, fig. 7 ,larc A M' =
AM, que Yon tire la corde MM', et que I'on méne les
tangentes M T, M' T, il est facile de voir que les tan-
gentes doivent rencontrer toutes deux le rayon A C dans
un méme point, puisque les triangles CM T et CM'T, sont
égaux. Les lignes M T et M’ T étant égales aussi bien que
les lignes PM et P M’ et les arcs AMet AM', on aura
2AM <<2MTet2a AM> 2 P M, parce que les lignes
qui ne serpentent point sont d’autant plus longues, qu’elles
s’écartent davantage de laligne droite ; et 'on en con-

cluira AM<MT,AM>P M(*).

(*) La plupart des anteurs ¢lémentaires ont négligé de démontrer

Fig. 6.

Fig. 7.

1a proposition rappelée ici. Cependant elle a besoin d’étre prouvée,

et peat I'étre facilement, ainsi quil suit. Si 'on méne 2 la ligne,
courbe 4 C B, fig. 8, intérieure & la courbe 4 M B, une tangente D E,
cette tangente sera plus courte que 'arc D ME, et on aura A DE B
< A M B. Tirant ensuite parles points Het L, intermédiaires entre
A et C,Cet B, les tangentes FG, I K, on formera une nouvelle ligne
brisée AFGI K B, qui sera moindre que la premiére, puisque F G
<FD+DG,IK<IE+EK, 1l est évident qu'on construira

Fig. 8.
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18. 1 suit évidemment de-la que si la valeur de Ia
tangente et celle-du sinus d'un petit arc 4 M, ne différent
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres,
ces mémes premiers chiffres donneront aussi une valenr
approchée de l'arc. En-prenant, par exemple, P M —

" ©,0001 , On trouve

CP =V T — P M =0,999999595
__CM<&M
etMT— CP
ne différe de P M qu’an treiziéme chiffre. Ayant donc
trouvé que le sinus de 1= du quart de cercle , est
0,000 095 873799 , on en conclura que ce sinus nediffére

== 0,000 100 600 000 b, valeur qui

~point de I'arc dans les douze premiers chiffres, et que

par conséquert le nombre rapporté ci-dessus exprime aussi
la valeur approchée de Farc proposé (*).

19° Onvmtque tant que les arcs sont assez petits pour

de la méme maniére une suite indéfinie de lignes brisées qui iront
sans cesse en diminuant 4 mesure qu’elles approcheront de se con-
fondre avec la courbe 4 C B, qui sera donc non-seulement plus
petite que A M B, mais encore que toutes les lignes brisées dont
on vient de parler,

(*) La méme chose se prouve en réduisant en série I'expression

sina sin a
PR RS——— 95 .
delatangente. Eneffet,onatanga = v I‘—ﬁ:s(“ 8, 10);

mans-—‘ilz-f— =sing (1 ~sina2) 2 développant la derni¢re

V'i—jsin a®
quantité par la formule du binome, on trouvera
tang & = sin t+-;-slna5.+%sin a8 4 etc.

11 est évident que tant que sin a scra une petite fraction décimale ,
le terme } sin a3 ne pourra influer que sur les derniers chiffres de
I'expressionde I'arc ¢, et que dans les premiers on aura arc ¢ =sin 4.

En faisant sin 4 — 0,0001, on trouve;— sin 43 = 0,000 000 000 0co 5,
résultat qui ne peat changer que le treizieme chiffre,

* §e
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se confondre avec leurs sinus et leurs tangentes, ces der- Fig.7.
niéres lignes leur sont proportionnelles, et que par con~

. R TS L e S T 5
scquentona sin 16384 S Tooo0o 16384 " 100000

ou :: 100600t 16384. On aura donc

16384 sin ———

sin o,ocoox =

6584
100000
au moins dans les douze premiéres declmales On troue
vera, par la faéme raison )
sin 0,00008 == 2 sin 0,00001
! sin 0,00003 = 3 sin o,00001 -
" sin 0,00004 = 4 sin 0,00001
etc. ’
Ayant soin de calculer en méme temps le cosinus et la
tangentede chacun de ces arcs, on verra qu’on peut suivre
cette voie jusqu'a 'arc dont le sinus et la tangente se con-~
fondent encore dans les douge premiéres décimales.

Si I'on ne vouloit avoir les valeurs approchées que jus-
qua la huitiéme décimale, on pourroit pousser ainsi
_jusqu’a l'are de o,co1.

Pour s'élever ensuite & des arcs plus considérables, on
se servira des équations

= 0,000015 707 933 R

sinsa=—4gsinacosa
~ €0sa @ = cos a* — sin a*
sin(a=b)=sinacosbcosasinb
cos(a=ztb)=cosacosbsinasinb;
faisant stccessivement @ — 09,001, a== ¢%,ccg, etc. dans
les deux premiéres, on en déduira

sin 09,002, sin 01,004
€038 01,002, €08 04,004
etc.




Fig. 7.

Fig. 9.
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et prenant ensuite @==0,001, b=o01,002, @ = 0%,002,
b—=0%,003,etc.on obtiendraparlemoyendes deuxderniéres

) sin 01,03 , sin 01,00

cos ot ,03, €0s0%,0D

etc.

Cet exposé suffit pour faire concevoir comment on a
pu former les tables trigonométriques. Il existe d’ailleurs
des méthodes plus expéditives pour calculer les sinus des

arcs quelconques, par le moyen de séries convergentes

qui se déduisent des équations du numéro 14. Onles trou-
vera dans lintroduction a mon Traité du calcul diffé-
rentiel et du calcul intégral.

20. La méthode que nous venons d’exposer pour
former les tables de sinus peut s'adapter a l'ancienne

division du cercle en 360° ; mais alors il faut partir du-

sinus de | du quart de cercle, ou de 30°% parce qu'il est
égal a la moitié du rayon; ce qu'on peut prouver ainsi.
On sait que le rayon est le cété de I'hexagone inserit,
ou, ce qui est la méme chose, la corde du ! dela demi-
circonférence, c'est-a-dire d’un arcde 60°; prenantdonc
la corde APM—=AC, fig. g, on aura AN M=60%;
‘et P M, moiti¢ de AM ou de A C, sera le sinus de Yarc
MN=14AM N=30°: donc le sinus de30c°=1R.

21. Pour faciliter les calculs, on a substitué depuis
long-temps aux valeurs des sinus, cosinus, tangentes et
cotangentes, leurs logarithmes; et dans la plupart des
tables, on ne trouve plus que ces derniers; en sorte que
par leur moyen, on résout toujours I'une ou Tautre de
ces questions : '

1°. Un arc étant donné , trouver le logarithme de son
sinus , ou celui de son cosinus, ou celui de sa tangenie,
ou celui de sa cotangente.
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2°. Connoissant le logarithme du sinus , ou celui du Fig. g. '

cosinus, ou celui de la tangente, ou celui de la cotangente
dun arc , trouver cet arc.

La solution de ces questions tient a la disposition des
tables, disposition qui n’est pasla méme dans toutes, et
qui se trouve toujours expliquée en téte de chacune
d'elles; c'est pourquoi hous n'en parlerons point ici.
Nous nous bornerons a indiquer les tables de Callet,
comme les meillenres relativement & I'ancienne division.
Les tables que le citoyen Borda a dressées d’aprés la
nouvelle, et qui sont actuellement sous presse , ne laisse=
ront siirement rien a desirer.

Les tables trigonométriques n’embrassent que I'étendue

du quart de cercle ; mais elles donnent malgré cela les

. sinus et cosinus, tangentes et cotangentes,' pour tous les

arcs, quelque grands qu’ils soient, ainsi que nous allons

le faire voir en examinant la marche des lignes trigono-

métriques par rappport aux divers degrés de grandeur
par lesquels peut passer un arc de cercle.

22, Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se
pénétrer d’avance de la continuité qui régne toujours
entre les différens résultats qu'on dédunit d’'une ménie
expression algébrique , ou d'une méme construction
géométrique, et qui consiste en ce que chaque valeur
que prend I'expression gont il s'agit, est toujours précé-
dée ou suivie de valeurs qui différent aussi peu qu’on
voudra de la premiére; et en ce que, dans la description
d'une ligne, chaque point est toujours précédé ou suivi
de points qui lui sont immédiatement contigus. Cela posé,
si on concoit que le rayon M C, fig. 10, d’abord couché
sur 4 C, tourne autour du point C, comme sur une char-
niére, ce rayon formera successivement, avec 4 C, tous

Ba

Fig- 10.



20 TRAITE FLEMENTAIRE

* Fig, 10, les angles possibles; et le point M, situé a son extrémité,

passera suf tous les points de la circonférence du cetcle
ABA B' A, ou, cequi est la méme chose, la décrifa.
En suivant avec attention le mouvement que nous venons
d’indiquer, on voit d’abord qu’au point 4, o I'arc est
nul, le sinus est nul aussi, et le cosinus ne différe pas du
rayon A C. Lorsque le rayon C M s’est détaché de A C,
le sinus P M augmente & mesure que le point M, que
j’appellerai désormais le point décrivant, s'avance vers B,
et quand il y est parvenu, P M devient égal a CB, ou
au rayon. Dans les mémes circonstances, le cosinus P C
diminue sans cesse, et devient nul lorsque le point M est

en B; 'angle 4 CB est alors droit, et larc AB=y7."

Le point M continuant sonmouvement au-dela du point B,
le sinus décroit, etle cosinus, qui tombe maintenant sur
le diamétre 44’,d’un c6té du point C, opposéa celui ou il
étoit avant le point B, augmente, C'est ce que prouve
la seule inspection de la figure: P’ M’ sinusde ABM,
est moindre que B C, sinus de AB; et CP’, cosinus du
premier de ces arcs, surpasse le cosinus du second, qui
est nul. Il est & propos de remarquer que P'M et GP'

sont respectivement le sinus et le cosinus de Tarc A",

compte du point A’ et supp]ement de ABM'; d'ou il
suit qu'un angle obtus a le méme sinus et le méme cosznus
que son supplément. '

Lorsque le: point M’ est panknu en A', le sinus est
redevenu nul comme au point 4, et le cosinus est encore
une fois égal au rayon. Au pomt A', Tarc AB A" est

égal a la demi-circonférence, oud } 7 : I'angle ACMa

- atteint sa plus grande limite ; mais rien ne s'oppose a ce
que le rayon C M etle point décrivant ne continuent leur
mouvement, et ne passent au-dessous du diamétre A4’
Le sinus, qui devient alors P“M”, tombe aussi au-dessous
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du diamétre, et augmente i mesure que le point M Fig. to.
s'approche de B', tandis que le cosinus CP” diminue. Au '
point B, ot 'arc ABA'B’ est les% de la circonférence ,
oulw, I'un est égal an rayon CB’, et l'autre est nul.
Enfin depuis B’ jusqu’en 4, le sinus P M"', toujours au-
dessousde 4 A’ , diminue sans cesse, et le cosinus CP”/,
qui se trouve alors dp méme cdté o il étoit dans le pre-
mier quart de cercle AB, augmente et devient égal au
rayon en 4. A ce point, le sinus est nul, le rayon décri-
vant a achevé une révolution; mais il en peut recommencer
une autre ; et considérant toujours comme un seul arc la
totalité du chemin parcouru par le point M, depuis le
commencement du niouvement , on aura des arcs plus'
grands que la circonférence, et qui auront les mémes
sinus, cosinus, tangentes , cotangentes , que ceux qui ont
été décrits dans la premiére révolution. Ces considéra-
tions ménent & des conséquences trés-importantes pour
I'analyse, et que j’ai développées dans le I11°® chapitre
du premier volume de mon Calcul différentiel et integral.

23. Cherchons maintenant comment les expressions
analytiques des sinus et cosinus répondent aux diverses
circonstances que nous venons de remarquer. Pour cela
faisons d'abord @ =1 7 dans les équationé

cos(a=tb)=cosa cosbzzsinasinb
sin (@%b )—=rsin @ cosb=sinbcosa

}.....(A)

En observant que cos} #=o, et quesin{ 7 =1, nous
trouverons ‘
' cos(La=tb)=csinb

sin (L7£b)=cosb "
d’ou il suit que si 'on regarde comme positifs le sinus et

le cosinus d'un arc moindre que le quart de la circonfé=

B3
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Fig.10. rence, le cosinus d’un arc plus grand sera négatif, tandis
que son sinus sera positif. Si l'on fait aussi b=1~,o0n
aura cos ;7 =—=—1, sin§ *=o.

Supposons ensuite que dans les équations (A), e =47,
nous obtiendrons, d’aprés ce qui précéde
S cos(Lmtb)=—cosh
sin ({#£b)=-sinb,
ce qui montre que tout arc compris entre 7 et £ 7 aura
son sinus et son cosinus négatifs; et lorsque 5 =17, on
a COS —ﬂ'—o, sin 3 »7:-—_.1
Examinons enfin le cas oua=% 7, en vertu desvaleurs
précédentes, les équations ( A ) se réduisent dans ce cas &
cos (37=tb)=1inbd
sin (37xb)=—cosb
et il s'en suit que tout arc compris entre 3 7 et .7 ou 7,
a son cosinus positif et son sinus négatif.
En récapitulant ces résultats, on verra,
1% Que depuis le point 4 jusqu’au point 4', ou I'arc
AB A'=} =, les sinus sont posmfs 3
2°. Que depuis le point 4’ jusqu’au point 4, ot I'arc
ABA'B’' A=mn,c'est-a-dire de} 57 jusqu'a 7, les sinus sont
négatifs ;
3°. Que depuis le point 4 jusqu’au point B, ou larc
AB=1m, les cosinus sont posltlfs,
4°. Que depuis le point B jusqu’au point B’, ouT'arc
ABA'B' =3%=, Cest-a-dire def 7 a {7, les cosinus
sont negatlfs 3
5°. Enfin que depuis le point B’ jusqu’an point 4, ol
Parc AB A' B' A==, c’est-a-dire de 7 a @, les cosinug
" sont positifs.
Et I'on remarquera sans peine que les sinus changent
de signe lorsqu’ils passent au-dessous du diamétre 4 4,
et les cosinus lorsqu'ils passent d’'un c6te a Tautre du
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point C, ou qu'ils tombent en-dega ou en-deladu dia- Fig. 1.
métre BB’ , perpendiculaire au premier. '

24. En suivant le cours des tangentes, on trouvera
_qu’elles augmentent sans cesse depuis le point 4 jusqu’an -
point B, ou I'arc A Mest devenu égal a ; 7. A ce point
la sécante N C se confondant avec CB, est paralléled la
tangente AN, et ne la rencontre par conséquent plus ; en
sorte que I'arc 4 Bn’a point, a proprement parler, de
tangente trigonométrique. On dit cependant que sa tan-
gente est infinie; mais par cette expression, il faut enten-
dre qu'en prenant le point M aussi prés du point B qu’il
sera nécessaire , on trouvera une tangente A Nplusgrande
que telle quantité qu’on voudra. C’est aussi ce que prouve

), . sin a@ .
Péquation tang a=$ » qui donne pour tang a une

valeur d’autant plus grande, que cos a est plus petit, oun
qu’on approche davantage du point B.

Lorsqu’on a @ == 0%,50, on a cos @ —sin q, et par con-
séquent tang 09,60 —=1. '

On prouve la méme choge par le triangle CAN, qui
devient isocéle dans ce cas, puisque I'angle 4 CN étant
égal a la moitié d’un droit, il en est nécessairement de
méme de I'angle 4 N C; la tangente AN est donc égale
au rayon.

Fig, 10,

Quand l'arc AM est plus grand que ! 7, le rayon M C
ne rencontre plus la ligne A N au-dessus du diamétre,
mais au-dessous. La véritable tangente AN’ estégale,
ainsi qu'il est facile de le voir, a 4’ n’ tangente de Parc
A' M, supplément de 4 M’, mais se trouve placée dansun
sens opposé. Dans le troisi¢éme quart du cercle, latangente
qui aéténullean point 4’, repasse au-dessus du diamétre
AA’, et AN est encore la tangente de I'arc 44’ M.

B4
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Fig. 10. Le rayon devenant encore paralltlea AN au point B’,

la tangente est encore infinie a ce point, passé lequel elle
revient au-desfus du diamétre : en effet, l'arc A A M,
par exemple, a évidemment pour tangente 4 N'.

25. Voyons maintenant ce qui résulte de I’expressign
algébrique de la tangente.
: sin(a+4b)
cos(a+5)

successivement a=-;- 7,a=37,a=2%7, donne

L'équation tang (e 4 b)=

sin(%or'-{-lz)~ cosb__ cosbv
cos(37+b)  ~sinh ~ sin b

1 '_sin(;—'7r+b)_—sinb_ sin b
sin (37 4b5)  —cosh__ cosh.
cos($37+5)" “sinb  sinb’

tang (L7 +b>=

tang ($7+b)=

d’oi I'on voit que, pour les tangentes comme pour les
sinus et les cosinus, les changemens de signe correspon—
dent aussi au changement de situation. On trouveroit de
méme que les cotangentes sent positives depuis o° jus-
qu'a ; 7, depuis § 7 jusqu’a § 7, et négatives depuis } #
jusqu'd { o, depuis £ 7 jusqu'a . ‘ -

26. La proposition que nous avons démontrée (n°11)
@ de nombreuses conséquences, dont quelques-unes nous
seront nécessaires dans I3 suite; c’est pourquoi nous les
Placerons ici, ‘ '

1°. En ajoutant entre elles les deux équations
sinacosb 4 sinbcosa

fin(a+8)= n

. sin @ cos b —sinb cos &
sin(g—>0)= B J—"

, eny faisant -

W
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. Lo b
nous aurons sin (a4 5) +sin(a—b)=ﬁ9;9_‘£ ,

R .
d’oﬁsinqcos&:—?- sin (a+b) 4+ -;sm(a—b).

2°. En retranchantla seconde équation de la premiére,

in b
on aura sin (a+b)—5in(q—b):”‘“Rc"s“’

. R-
d’olt sin bcosa = %-sin (a4b)— -;—sin(a-—b).
Loi‘sque @=b, cette formule et la précédente donnent
.- R .
cosasina= —sin s a.

3°. En ajoutant entre elles les deux équations
cos @ cos b— sinasinb

cos(a+b)= =
cos (g b) = S0 CORDFsmadinl
on aura cos(a+ b) + cos (a ——b)__2 cos ;cos b’

d’oﬁcosacosb:—g— cos(a+b)+ -QE cos(a—b).

Lorsque @ = b, cette formule donne

R a
cos a’:-—‘-cos 2a + ?-

en observant que le cosinus est egal au rayon lorsque I'arc
est nul.

4°. En retranchant la premiére de la seconde, il
asinasinb,

viendra cos(a—b)—-cos(a-l—b)—. X
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d’ot sin @ sin b _—_E- cos (a;b) R cds(a4b);
2 Py

et lorsque @ =b, cette formule donne

Rl

sin@® —=— = — €O0Ss 2 &
2 2

5°. Silon fait a 4- b —a', a—b=>', on trouvera, en
ajoutant ces deux équations , 2 a=a’ 4 ', et en retrar~
chant la seconde de la premiére, 2b—a'—b'; il suit
a'+b’ a'—b’'
’ b=
2 .
de a etdeb, dans les expressions de

~de-laquea= . Mettant ces valeurs

‘sinacosbh, sinbcosa, cosa cosb,sinasinb,
obtenues précédemment , on trouvera
' R, . N
sin § (a'4d") cos 3 (a'—Dd' )=—2—(sm a'4sind) - -
] ’ r 1 ’ ’ R . ’ s 72
sind (a'—b") cos § (a'+b )=-;—(sln a’'—sind’)
1 ’ ‘/ 1 ’ / R 4 b/
cos L (@' +4b') cost (@'—b )=—;(°03 a’+cosb’)
O | 1] e 1 ’ ' R .bf !
sin L (a'4b") sin} ('—b )=—2f(°°5 —cosa’).

Divisant la seconde des formules précédentes par la
premiére, on aura : :
sinl (@' —b')cosi(a' 4b)
sing (@ +b )cosi(a —b")

sin(a'—b) cosj(a +?¥) _sina'—-sinb"
. Y — . B /
cosz(a'—b") sinl (a'40") sina’ + sinb
sin A

H —_— t_aﬂ.g_'_“ ° 4.t ue
- Observant ensuite que cosd = R (n°.8), etq
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cos A R - .
par consequent snd — tang A’ on »obtlendra
tang ( a —b ) __sina’ —sin b’

tang (@' +8') ~ sina’ +sind’’
On conclura de méme des deux derniéres formules rap-
portées ci-dessus, que :
cos b’ —cosa’ __ tang§ (a +b’)tang3(a —b')

cosa’ 4 cos b’ _Re

6°. En divisant 'expression de sin (e 5) par celle
de cos (a==b), on aura

sin(aztbd) _sina cosbisinbcosa.'
“cos(a=£b) ~ cosacosbsinasinb’

divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de la
fraction du second membre par cosa cos b, elle deviendra

sin a sin b
cosa cos b
sin @ sin b

cos a cosh

et comme én énéral sind __ tang 4
: & cosd~ R

obtiendra par ce moyen

(n° 8), on

tang a + w
, tang(a=xb) R R _ R(tanga=tangb)
R " 1zztanga tangb  R*tangatangd’
R " R =
R* (tang ¢ = tangb)
"Roz=tang atang b

et enfintang (e £5)=

2

R* .
En se rappelant que cot A— ——— (n°.
P T ) tang A (n 9)’011 trouvera
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a2 2
cot(azkh)= R — R ::.tan'gatangb _
, tang (a=2b) tang e =tang b
R R
3 0 °
R F cota coth ,
“R* Rs

cot a cot b .
et en réduisant, on parviendraa
cot a cot b — R*

+b)=
cot (a=£b) cotb=cota

Comme on a souvent occasion de faire usage des for-
mules ayxquelles nous venons de parvenir, nous les
avons réunies, dans le tableau suivant, avec d’autres qui
s'en déduisent par des procédés faciles a imaginer. Les
numéros qu'on lit aprés chaque formule, marquent les
articles ou elles ont été trouvées, ou desquels on peut les

conclure,

e o o e e Al
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des formules trigonométriques les plus usitées.

sin @* 4 cosa>=R?* (10)

sin'(aib)=siuacosbic«gsas,inl,
. “cosacosb : sinasing ( OV
- cos(akb)= :RF

cosasinb=1:R [ sin (a4 b) —sin (a—b)]

sin @ cos b=="2 R sin (¢ 4 &) 4 sin (a—b)] 1
cosacosb:%R[eos (a4b)+ cos(a—b)}% (=6)

sinasinb=—;R[cos (a4 b) — cos (¢ —b)]
sina+sinb=%sin§(a+b)cos§(a—b) A '
sina—sinb:—g-cosé(a+b)sin%(a—b) ’
’ X (6)
) cosa+cosb=—fcos§(¢z+b)‘cos§(a—b) '

cosa—cosb:—%sin%(a:{-b)sin}(a—b)

asinacosa

sinse= _—R—-(l‘l),'sinéa-.:%\/s R*—aRcosa (13)
: cosa®*—sina* 2 cosa*— R®
. cosza= R =— (1)
sina®>=!R(R—cosaa) (26) i

cosa*=LR(R4cosa2a) (26)
sin @*— sin b*=cos b*— cos a*==sin (a + b) sin (a—1?) (11,10)
cos @*—sin b*=cos (@ +-b) cos (a—b) (11, 10)

Rsina R> Rcosa
t _— = —
L= Cosa (8), cota tanga  sine (9
- R R f
séea=_——, CO86CQ=—r 3) r ,

Rsin(e=b) _R*(tange=ttangb)

tang (@ ==b) = cos(exb) = R*jtangatangb

(26)
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Suite de la table des formules trigonométriques. S

R*sin(a+b) -
cosacosh

R*sin(a—b)
cosacosh

R?sin (e 4 b)

cot a 4 cot b — — i
sin @ sin b
R2sin(a—b)
sin @ sin b

ﬁm a* — tang H? " R4sin(a+-b)sin (a—b)
8 B = cos @ cos b?

R‘sin (a+b)sin (a—~b)
- sin @* sin b*

tanga-j—fahgb:

tang @ — tang b —
e (8,11)

cota=—cotb=—

(8,11)

cot a® == cot b*—=

sina+sinb_ tangl(a+b)

sina—sind~ tangl(a—25)

sina4sinb_tangi(a+b)

sina

__tangla

cosa+ cosh R
sin @ 4 sin b___coté(a —b)

’R4cosea R
sina

cotia

cosa—cosh~ R
sina—sinb_ tangi(a—b)
cosa4cosh. R
sineg—sind__ cotf(a+b)
cosa—cosh . R
cosa+cosh - cot;(a=—b)

"R—cosa R

séc a - séc b

cosa—cosh  tangi(a+b)

séc @ — séc b

(26)

Rtanga " R®
VRt tanga® V R+ tang@®
R=sin1 ‘1=coao'1=tang§q>=cot{'1=séco‘l=coséc 14

=1séc}1(a3,24)
sinea=3corde s a (14),

sin (194 @)=+ sin(11—a)=--cosa, cos(19+a)=— sina
o

sin @ = sa—

(8,10)

sin (294-a)——sina cos(21+4-a)=-—cosa
sin (34 @) =-—sin(19—@e)=—cosa, cos(3?+a)=-sina

gin (4'4{-a)=-+sina cos(41+a)=--cosa
7
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27. Appliquonsmaintenant ies tables trigonométriques
a la résolution des triangles rectangles, et rappelons-nous
que, par le moyen de ces tables, lorsqu'un angle est
connu, la valeur de son sinus, celle de son cosinus, celle
de sa tangente et celle de sa cotangente sont connues

“ aussi, et que réciproquement quand la valeur de I'une de

ces lignes est donnée , celle de 'arc doit étre regardée
comme donnée.
Soit CDE, fig. 11, un triangle rectangle en D; del'undes

angles aigus C, décrivons, avec un rayon égala celui des

tables, I'arc A M; abaissons P M perpendiculaire sur 4C;

~ élevonsla tangente AN :nousformeronsles deux triangles

destables ; savoir, CPM qui sera celui du sinus et du cosi-
nus, et CAN celui de la tangente et de la sécante ; I'un et
Pautre seront semblables au triangle proposé. En les com=
parant successivement avec celui-ci, on entirera

CM:MP:: CE:DE} R:sin C:: CE:DE
CM:CP::CE:CD \02 { R:cosC:: CE:CD
CA: AN::CD:DE ou R:tangC:: CD:DE.
L’angle E étant complément de I'angle C, on aura
cos C—=sin E ; les deux premiéres proportions peuvent
se réunir dans une seule, et s’énoncer ainsi: Le rayon

‘est au sinus de lun des angles aigus du triangle rec-

tangle proposé, comme L'hypothénuse est au coté oppo:é
d cet angle.

Latroisiéme nous apprend que lerayon est é latangente .
de l'un des angles aigus du triangle rectangle proposé,
comme le c6té de Iangle droit adjacent d cet angle aigu
est au cité opposé.

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connoitre
deux des trois autres termes de chacune des proportions
que nous venons d’énoncer , pour trouver celui qui reste.
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Ainsi, par la ptemiére on déterminera toujours une de
ces trois choses , ZTtypothénuse , un cété et un angle aigu,
lorsqu’on en connoitra deux.

Yai mis simplement un angle aigu , quoique la propor-
tion exige que cet angle soit opposé au c6té donné ou
cherché, parce qu'un des angles aigus fait trouver I'autre
sur-le-champ, et que par conséquent si celui qu'on con-
noit ou qu'on cherche ne remplit pas cette condition, on
peut toujours employer son complément.

Par la seconde proportion, on déterminera toujours
une de ces trois choses, les deux cétés d'un angle droit
et un angle aigu , lorsqu’on en connoitra deux:

11 suit de-14, 1°. que, connoissant un c6té et un angle
d’un triangle rectangle, on peut calculer les deux autres
cotés ; 2°. que, connoissant deux quelconques des edtés,
on peut calculer les angles aigus.

Ces deux cas ne comprennent pas celui ot I'on a deux
cbtés quelconques d’un triangle, et qu I'on cherche le
troisiéme ; mais celui-ci se résout immédiatement par la
proposition connue du triangle rectangle qui donne
CD" +DE"=CE ,etd'odiontire CE= ‘/-(-J_H-D_?-

Sil'on connoissoit 'hypothénuse CE, etI'un des c6tés
de l'angle droit, DE, par exemple , on auroit

'C—bs — ‘/ ﬁ’ _ .-D§E‘; '
en observant que CE'—DE'=(CE4-DE) (CE—-DE),
et enprenant les logarithmes des deux membres de I'équa-
tion CD =\/( CE+DE) (CE—~DE), on trouveroit
1CD=3[1(CE4+DE)+1(CE—DE)].
Lorsqu’on construit des formules qui doivent servir a des
calculs numériques, il faut toujours ticher de les préparer
de maniére qu'on puisse y appliquer les logarithmes com-
modément,
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modément ; c’est-d-dire qu’on ne soit obligé de passer Fig, 11
des logarithmes aux nombres, et de repasser de ceux-ci
aux premiers, que le moins qu'il est possible. En appli-
quant les logarithmesa la recherche de CD, au moyen
de sa premiére expression, on sentira bien évidemment
I'objet de notre remarque.

Nous terminerons cet exposé des principes qui servent
a résoudre les triangles rectangles, en observant que les
deux cas que nous venons de traiter en dernier lieu se
résolvent aussi par les deux proportions rapportées au
commencement de cet article; car, 1°. si, connoissant
CD et DE, on veut trouver CE, on pourra calculer l'un
des angles aigus, C, par-exemple, par la proportion
R:tang C:: CD:DE: ayaut trouvé cet angle, on calcu-
leral’hypothénuse CE par laproportion R:sin C:: CE: DE,
dans laquelle on connoitra les.trois termes, R,sin Cet DE,
2°. Lorsque I'on connoitra I'hypothénuse CE et 'un des
deux autres cotés, CD, par exemple, on calculera I'angle
aigu opposé au cdté cherché, par la proportion R: sin E,
ou cos C:: CE: CD; puis on trouvera le c6té DE par
la proportion R: sin C :; CE: DE.

28. On peut résumer ce qui vient d’étre dit sur les
triangles rectangles d’'une maniére commode en désignant
leurs angles par 4, B, C, A étant I'angle droit, et nom-
manta, bet c les cotés qui sont respectivement opposés
a chacun de ces angles, ainsi que le montre la fig. 13.
On aura d’abord par le premier principe

R:sinC':a:c, R:sinB:a:b,
d’ot I'on tirera
c gin C b __ sinB

—

a R °* @~ "R °

Fig. 1a,

chassant a de ces deux équations, ce qui se fait en divi-
' C
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sant chaque membre de la premiére par son correspon-
dant dans la seconde, on trouvera

c __ sin C.
b snB’
. sin C a
et comme sin B=cos C, et que nY = tang (?, il en
: _ cos C R
, c - tang Z: , . . ,
résultera vy = ——R—,equatlon quireprésentele second

principe énoncé dans le numéro précédent.

Enfin si 'on quarre chaque membre des deux premiéres
équations, et qu'on ajoute ensuite membre & membre les
€équations résu'tantes, en observant quesin C* 4-sin B*=
sin C* 4 cos C*=R*(n°. 10), on aura

cs b
=tE=1, o b*4cr=a
Il suit de-Ja que les deux équations __:’;_ — slt}nz C’
b sinB

, suffisent, conjointement avec la relation

—=
qui existe entre les angles B et C, pour résoudre tous les

cas des triangles rectangles.

29. Le principe sur lequel est fondée la résolution des
triangles rectangles conduit  celle des triangles quelcon-
ques. En abaissant de l'angle B, du triangle ABC,1ig.13,
une perpendiculaire B D, on formeradeux triangles AB D,
BD C, rectangles en D; on aura dans le premier

, R:sinJA::AB:BD,
etdanslesecond .~ o
' R:sin'C:: BC:BD,
ce qui donnera
R BD—sinAX AB, R>BD=sin CXBC,

et d’ou il suit par conséquent
AB>xsin A=BCxsin €, ou sin4:sinL:: BC:AB.

——
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Lorsque la perpendiculaire tombe au-dehors, I'angle C
n'est pas commun au triangle 4B C et au triangle BLD ;.
mais 'angle B CD et I'angle B C 4, valant ensemble deux
angles droits, ont le méme sinus. '

La proportion que nous venons d’obtenir peut se con—
vertir en principe général, et s'énoncer ainsi: Dans un
triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux
comme les cotésopposés d ces angles.

30. Désignons , comme dans le n°. #8, les trois angles
par A, B, C, et les cOtés respectivement opposés & cha—
cun de ces angles par a, b, c; nous aurons, d’aprés-
ce qui précéde, les proportions
sind:sinB::a:b, sind:sinCila:c, sinB:sinCiib:ec,
desquelles nous déduirons les équations

b sinB c _sinC c__sinC
T WA e A’ B

On résoudra immédiatement par ces proportions un
triangle, 1°. lorsqu’on y connoitra deux angles et un
cbté, puisqu'alors tous les angles seront donnés, et que
les cotés cherchés seront nécessairement opposés & deux
de ces angles; si, par exemple, a est donné, ainsi que les
angles B et C, on retranchera la somme de ces angles de
deux droits , pour avoir I'angle 4, et les deux premiéres
proportious feront connoitre les c6tés cherchés b et c.
2°. Quand on aura un angle et deux cdtés dont I'un soit

‘opposé alangle donné; si, par exemple, on avoitl'angle 4
avec les cOtés a et ]J , on calculeroit I'anglg Bpar la pre-
miére proportion, et connoissant alors deux angles, on
retomberoit dansle cas précédent.
Ily a deux cas qui, n’étagt pas compris dans ceux que
nous venons d'examiner, semblent échapper & la méthode :
~ Ca
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ce sont ceux dans lesquels on connoit deux cbtés et
Tangle compris, ou bien les trois cotés: nous allons nous
en occuper successivement.

31. Supposons que 'on connoisseles deux cotésaeths
et 'angle compris C, et mettons les équations

c sinC ¢ sin C laf
= e—, == sous laforme
a sind’ b sin B’
asin C=csin 4, bsin C=csin B. .

En ajoutant d’abord les derniéres membre amembre, puis
retranchant ensuite I'une de 'autre , nous trouverons
(a+b)sin C—=c(sin A+ sinB)
(a—"5b)sin C=c(sin4A—sinB);
divicant le dernier résultat par le premier, le coté in-
connu ¢ disparoit, etona '
a—b__sin4d—sinB
at+b sndAd-tsinB’
Or, on a vu (n°.26) que
sind—sinB__ tang 1(A—B),
sind4sinB~ tangi (4+ BY
- a—b _tang3(4—B)
on en conclura 2T tangl(4+B y
Tout est connu dans cette équation, & V'exception de
A—B; car si onretranche de deux quadrans la mesurede
I'angle connu C, le reste sera celle de (A + B); prenant
par conséquent la valeur de tang 1 (4— B), 1l viendra

tang-‘,—(A——B.):Z—I—thang 1 (44 B), formule

qui fera connoitre A—B. Faisons A+ B=m, et A—B=mn;
en ajoutant ces deux équations, nous trouverons ;

m--n .
sd=m+4n, oud= + : et si nous retranchons la
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‘ .

seconde de la premiére, il viendra a B—=m —n, on
m-—n .

B—= .

2

On voit par-la que, connoissant la somme m et la

différence n des deux angles demandes A et B, on trouvera
le plus grand en ajoutant la moitié de la somme d la
moitié de la différence, et le plus petit en tant la moitid
de la différence de la moitié de la somme.
.. . a—b tangl(A—B)
L’équation — tang; ( Z donne la propor-

a+4b tangl(A+ B)

‘tion a-+b:a—b :: tang s (A4 B) : tang 5 (4—B),

qui s’énonce ainsi : La somme des deux cétés duntriangle
est d leur différence comme la tangente de la demi-somme

des angles opposés d ces cétes est d la tangente de leur

.demi-difference. ,
Lorsqu’on aura calculé tous les angles, on trouvera le
troisiéme coté par la régle du n°. ag.

32. On peut aussi trouver immédiatement le troi-
siéme c6té, en abaissant une perpendiculaire sur I'un des
cotés donnés, de l'angle 4, par exemple, sur le c6té donné
B C, fig. 14. On aura par la propriété connue des trian-
glesobliquangles, AB*=A4C*+ BC* 32 BC< DC, le
. signe supérieur ayantlieu quandla ]‘o’érpendiculaire tombe

en dedans du triangle, comme dans la figure, et le signe
inférieur dans le cas ou elle tombe en dehors: de plus,
dans le triangle rectangle 4D C, on a (n° 28) DC=
AC.sin DAC=ACxcos C, en faisant R=1; opconclura

donc deld AB**=4AC" -+ BC* — 2 ACxB Ccos C, et
par conséquent AB="V AC'+BC'—24C.BC.cos C,

formule qui revient, suivant la notation établie, a

e=Va fb—g abcos C, et donnerale coté ¢ par le
C3

Flg. 14
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moyen des deux autres a et b, et de I'angle C:onn'y a
mis qu'un seul signe , parce que quand l'angle C est
obtus, son cosinus est négatif , et change par conséquent
le —en -+, comme I'exige la construction géométrique.

33. Cette formule ne se préte pas commodément
au calcul logarithmique ; mais comme on a cos2 C=
1—a sin C*(n°. 26), on aura aussi cos C=1—a (sin} C)*,
en écrivant 1°C ala place de C; et par cette transforma-
tion, on obtiendra

c=V a*+ b*—a2ab+ 4ab (sins C)* =

\/(a_b)»+4ab(sin,w)=:

siny C
faisant ensuite = —— / ab=tanga, il en résultera
a—

—— a—b . ,
c=(a—b) V14 tang a*= wora’ Ppuisque cos a—'
l Ad
—~———————_ On calculera facilement tang « par la
Vit tang a*

premlere formule ; et lorsqu’on sera parvenu a angle « ,
a— b
cose’

on aura par la seconde ¢ —

.
34. Léquation c=V a* + b*—aabcos C fait con-
noitre I'angle Clorsque les troiscotés a, b et c sont donnés;
et en élevant chacun de ses membres au quarré, on en

(Y ba_ s
tire @® 4 b* —c*=2ab cosC',d’oﬁcosC:a -:ab c

Sil'on écrit 2 C'au lieu de C, et qu'on mette 1—2 sip C'*a

la place de cos C (n°. 26), on aura par cette expression,

© e c*—a—b* c’—a’—b’+2ab=

VQSIHnC’.__.l-*- aab sab

c’,—(a-—-—b)‘ (c+a—b) (c—a+bd)
aab aab

, et par

—

-y

o p——— ———
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(¢c+a—b) (¢c—a+bd)

conséquent, sin C'* = 4ab
(c+a—b) (c—a+bd)
2 Py 2 ; mais il est facile de voir
ct+a—b _ (c+a+bd) c—a+b
que P = 2 —b, 2 =
‘5—-‘-—:ﬂ—a:si»doncc+a+b=f, on aura, en pre-

nant la racine quarrée et en remettant 3 C au lieu de C’,

sin { C= l/(%f" “Zg;'f—b).

formule qui conduit i la régle suivante :

Pour trouver un angle d'un triangle , lorsque les trois
_cOtés sont connus, de la demi-somme des trois cétés
retranchez successivement chacun de ceux qui compren-~
nent Fangle cherché ; multipliez les deux restes entre eux ;
divisez ce produit par celui des cdtés qui comprennent
Langle cherché, et prenant laracine quarrée du quotient)
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle.

35. La solution de tous les cas des triangles obli~
quangles ne d¢pend, comme on voit,, que des trois régles
€noncées dans les n®. 29, 31, 34,. et repose sur le prin-
cipe dont on a tiré la solution des triangles rectangles dans
le numéro a7. 1l seradonc facile, avec un peu d’attention,,
de retenir ces régles; et le calcul des exemples que nous
allons donner, suffira pour mettre le lecteur en état de
les appliquer. ' 4

c4
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Exemples de la résolution des triangles rectangles.

1°".Supposons que dapsletriangle rectangle BAC, fig.12,
on connoisse 'hypothénuse @ et un c6té c, et quon
cherche I'angle opposé C a ce c6té; soit 'hypothénuse
a=13méres 178, le cHté c—=7m,357. On aura (n°.28),
pour déterminer sin C, la proportion a : ¢ :: R: sin C,
RXc

d’odt sin C =
lsin C=1R41lc—la.

Pour plus de simplicité , nous supposerons désormais
le rayon égal & l'unité ; son logarvithme sera zéro ; il n’en
faudra par conséquent tenir aucun compte ; et au lieu
d’effectuer les soustractions, nous emploierons les com-
plémens arithmétiques dont la théorie est exposée dansla
cinquiéme édition de I'algebre de Clairaut ( tom. II,%page
372). Voici I'opération ; ,

le=1939=............,,..08667008

comp. arith. | = comp. arith.113,178= 8,88c150b
sommeoulsinC=..,........ . .. 97468513
qui, dans les tables, répond a 0%,377=C.

2°. Supposons qu’on connoisse 1'angle B = o9, 4163, -

I'hypothénuse =133, 253, et qu'on cherche le coté b3
a>sinB

» et prenant les logarithmes ,

on aura (n°.28)R:sinB:la:b, doudb—= ,
lb=1a+1sin B—1R=1la+lsinB.

Or,la=133,253—=. ..., ....... 15218308

lsin B=1sino,6837—=...,...... .+ 97841210
sommeoulb—....... e e 1,3069518

qui répond, dans les tables, & s0™,2279 =54, a moins
d’un 10000° preés.
3°. Supposons qu'on connoisse le coté c=>5_,391,

langle B =09,3502 , et qu'on cherche le c6té b; on’

tang B
gura R ;targ B it c: b; dou b :—.%ﬁfﬁ—f,
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1b5=1c +1ltang B—I1R.

Orlc=I163g1=.. ... cvcone." o,7316695
1 tang B—1tang 09,360a= .. ... .- - _9,7876955
gommeoulc=.......000c...n 10,5193948

" qui répond, dans les tables, a 3=, 5059;: c.
Ezemples de la résolution des triangles obliquangles.

1°*. Supposons que I'on connoisse dans le triangle ABC
le cbté c, les angles Aet B, et qu'on cherche le coté b.
Soit A=19,2805, B=01,5879, c=27™, 348 ; I'angle G
sera 21 — (4 4+ B) == 21— 1,8684==0,1316, eton aura
sin C:c:.sinB:b, dou b=2->-<.—312£,
sin C
1b=Ilc+1sin B—I1sinC.

Or,lc=127348=............. ,4'.369256
lsinB=1sin0%,5879 =. . . . . cee e 9,9018394
comp.arith.lsinC=comp.arith.lsin 03,1316= 0,6877217
somme,oulbd...... e 2,0264867

qui répond , dans les tables , & 106™, 289 = b.
a®. Connoissant dans, le triangle 4B C les deux cotés
a, b, etVangle compris C, trouver le troisiéme coté c.
Soit a=28m,442, b=17™,803, (=0,8426 ; commen-
gonsd’abord par trouver les autresangles. On aura (n°.31)

a+b,a—b::tangA+B. tang A—B, ou
A+ B
" A—B tang + )(a-—b) A—B
tang —— = a+b ' ,oultang—2—-=
1 tang ’”’ +1(a—b)—1(a+5).0r, A+ B=

21— C=2—0' 8426—1‘1 1574 , et 4 + B

a -+ b=198,442 -+ 17,803.-_46 945
‘@—b=28,442— 17,803 =10,639 ;

=0%,5787.
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1 tang —A—;-_—Liz 1 tang 0§,5787 =. . . . . 0,1184874
1(e—b)=110639g=.......... 1,0369008
comp. arith.1(a+b)=comp.arith.146,245—= 8,3349352

—B R
2 =..........'9,4803254
qui répond a 09,1868, '

somme onl tang

Donc AjB—-l— A:B=A=c,‘l7655 ,
et AtB—(_Z4:B) =B —09,3919.

Maintenant pour déterminer le cdté ¢, on aura la pre-
portion sin B:sin C::b:¢c,d’ott c—bx:l; ¢ , et
lc¢=1b+41sin C—1sinB. Or,
16=117808==............... 1,2504932
Isin C=Tlsino84a6=........... 9,9865885
comp.arith.lsinB—comp.arith.lsin01,3919= 0,2484898
sommeoulC=............ ... 1,4865715

qui répond , dans les tables, a 3o®,58g=¢c. '

3*. Connoissant, dans le triangle 4 B C les trois cotés
- @,b, c,trouver I'angle 4.

Soit @ = ag™,037, b =18, 743, ¢ =13%,782.

Suivant le numéro 34, on ajoutera les trois cotés a, b, e
entre eux, et de la moitié 30,781 de la somme 61,562, on
retranchera successivement b, c, ce qui donnera pour
restes 12,038 et 16,999 : on aura ensuite

I16ggg=. . . . .. v 1,2304234
TigoB@== . . .ottt e 1,0805543
comp. arith, l 18,743 oub=..... ... 87371609
comp. arith. 1 13,782 ou C== e v iuun __8,8606878
somme . ......... Ne e e e e 19,8088264

dont la moitié oulsin f 4=, . . . .. ... 99494132

e —— . —
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qui, dans les tables , repond 4 03,6987 =34 donc
A=193974. .

36. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne sauroit

comporter le détail des applications dont la trigonométrie

" rectiligne est susceptible ; nous nous bornerons & indiquer
la solution de deux questions que I'on peut regarder
commie la base de I'art de lever les plans,

Voici I'énoncé de la premiére.

Etant donnée de grandeur et de position, sur un plan,
une ligne AB, fig.15, déterminer, par rapport @ cette Fig. 15.
ligne, la position d'un point C situé dgnsJe méme plan,
ou, ce qui revient au méme, trouver les distances AC
et BC.

Pour la résoudrg, il faut mesurer la ligne AB, lesangles
CAB et CBA: les distances cherchées A C et BC, se
calculeront alors d’aprés la régle énoncée dans le n°. 29,
et lorsqu’on les aura trouvées, on construira, au moyen
‘d'une échelle de parties égales, sur les trois cotés donnés, le
triangle A B C, qui fera connoitre la position respective
des trois points A, B et C (*).

On pourra ensuite , par la résolution du triangle rec-
tangle ACP, dans lequel on connoitra le c6té AC et
Yangle C AP, trouver la longueur de la perpendiculaire

0

(*) Je n'insiste point sur Iopération de la mesure des angles,
parce que la vue des instrumens que Yony emploie er apprend plus
que tout ce qn’on peut en dire & cet égard ; et pour concevoir la pos-
sibilité de cette mesure , il suffit d'imaginer que I'on ait placé sur le
point A le centre d’'un secteur de cercle , dont les rayons solent dirigés
suivant les ctés 45 et AC, de 'angle qu’on se propose de connoitre,
Ceux qui voudront se livrer & la pratique de la levée des plans,
pourront consulter le Traité de Trigonométrie de Cagnoli , et F'ar-
ticle Levée des plans , dans le Dittionnaire de mathématiques de
VEacyclopédie méthodique.
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Fig.15. CP abaissée sur 4 B, ou de la plus courte distance da

point C 4 la ligne 4B, et la grandeur du segment 4 P.
Ces données serviront aussi & marquer la position du

point C, al'égard de laligne 4 B. On trouveroit de méme

la situation d'un second point D, qu’on pourroit apper-
cevoir en méme temps de deux que]conques des trois
points A, Bet C.

37. Lorsqu’on a déterminé immédiatement je point D
par rapportalaligne 4 B, en mesurant les angles DAB,
D B A4, on a tout ce qu'il faut pour connoitre la distance
réciproque degsoodens points,,kcar ayant résoluletriangle
D A B, deméme que le triangle C 4 B, et retranché ensuite
Pangle DAB del'angle CAB, on connoit alors, dans le
triangle CA D, les deux c6tés A Cet AD, et I'angle CAD
qu’ils comprennent. L’application des régles du n° 31,
donne les deux autres angles D CA4, CD A, etle troisi¢éme
cété CD, qui est la distance cherchée. L'angle D CA
donne la position de la droite CD ; et en considérant 4 €
comme sécante, la comparaison des angles DCAet CAB
fait voir quelle est l'inclinaison de CD a I'égard de 4 B.

En partant des points C et D, on en pourra déterminer

‘de nouveaux, que I'on n’appercevoit pas des deux pre-

miers, A et B; et continuant ainsi de proche en proche,
on fixera la position respective de tous les points d’un
pays : C'est ainsi qu’a été construite la carte de France,
dirigée par Cassini.

38. La seconde question dont nous avons i nous
occuper , n'est que la premiére rendue plus générale, en
supposant que le point & déterminer soitssitué hors du plan
sur lequel se trouve la ligne 4 B. Soit C ce point, et ABC’

Fig. 16.le plan qui contient la ligne 4 B, fig. 16 : la position du

point Cseraconnue, sil'on a celle du pied €’ dela perpen-
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diculaire abaissée de ce point sur le plan 4B C', etlalon-
gueur dela perpendiculaire CC’, quimarque de combienle
point Cest élevé au-dessus de C’, qu’on nomme sa pro-
jection. Dans ce cas, les angles C'AB et C'B 4 ne sont
plus ceux qu’on mesure , mais on prend a leur place les
CAB et CB A, situés dans le plan' CA4 B, passant par les
lignes A C et B C, menées des points donnés 4 et B, au
point demandé ; et pour fixer la position de ce plan, on
mesure en outre I'angle CB (' que fait la ligne C B avec
la ligne €' B(*). On résout le triangle C A B comme le
triangle C AB du numéro précédent , puisqu’on a les
mémes données dans I'un et dans I'autre; ensuite, dans le
triangle C'B C, rectangle en C’, on connoit 'hypothénuse
CB etl'angle C'B C: on calcule les cotés CC’ et C'B.Le
premier est la hauteur du point C au-dessus du plan C' 4B,

et sert, conjointement avec le coté 4 C, & déterminer AC'

par le moyen du triangle CAC’, rectangle en C’; cela
fait, on a les trois ctés du triangle C'A B, etle point C’
est par conséquent donné.

(™) Quoique la projection C’/ ne soit pas connue, la direction de
la ligne €’ B I'est toujours lorsqu'’il s’agit des points placés sur la sur-
face de la terre , parce qu’on choisit pour le plan 4BC un plan hori-
zontal, La ligne CC’ devient alors verticale; le plan C'C B qui passe
par cette ligne est vertical aussi, et se trouve déterminé par le point
"+ € qu'on appergoit du point B; la ligne C B est donc une ligne
horizontale comprise dans ce plan, et est par conséquent déter-'
minée,

7
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CHAPITRE IL

De la Trigonométrie sphérigue.

- 29, UN triangle sphérique est celui que forment, sur

Fig. 17,

la surface de la sphére, trois grands cercles qui se coupent
deux a deux. Un triangle sphérique détermine toujours
un angle solide, composé de trois plans, et récipro-
quement, d’'un pareil angle on déduit aussi un triangle
sphérique. En effet, soit A B C, fig. 17, un triangle sphé-
rique quelconque; et concevons que l'on ait mené de
chacun de ses angles, au centre de la sphére dont il fait
partie, . lesrayons AS, BS, CS, les plans ABS, ACS,
B CS, seront ceux des grands cercles sur lesquels sont
pris les arcs AB, AC, BC, cdtés du triangle proposé,
et ces arcs mesurent les angles rectilignes compris sur
chacune des faces de 'angle solide SAB C, entre ses
arrétes SAetSB, SAetSC, SBet S C. Linclinaison
de deux plans se mesure, comme on sait, par l'angle
rectiligne formé par deux droites menées dans chacun
de ces plans par un méme point de leur commune section,
perpendiculairement A cette ligne : il suit de-la que, si
par le point 4, on tire les droites AI et AK, perpendicu-
laires I'une et 'autre 3 4§, mais la premiére dans le plan
CAS, etla seconde dans le plan BA S, I'angle rectiligne
IAK mesurera Pinclinaison de ces deux plans. Il est
d’ailleurs aisé de voir que la ligne Ausera tangente a
Iarc AC, et que AK sera tangente 4 I'arc 4 B; et

~ comme on prend pour 'angle que forment deux lignes

courbes, celui que comprennent les tangentes menées
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aux points ou elles se rencontrent, I'angle IAK sera
donc aussi la mesure de I'angle fait par les arcs AC et A B,
11 en seroit de méme de chacun des deux autresangles du
triangle ; les inclinaisons desfaces de I'angle solide SABC
ont donc la méme mesure que Pangle correspondant du
triangle sphérique B A4 C. Le triangle sphérique et F'angle
solide sont composés par conséquent de six parties qui se
cArrespondent, savoir : les trois cétés du triangle qui
répondent aux angles des arrétes de I'angle solide, et les
trois angles du triangle sphérique qui répondent aux incli-
naisons réciproques des faces de I'angle solide.

Euler, qui ¢’est occupé a plusieurs reprises de la trigo~
nométrie sphérique, pour la présenter sous des points de
vue nouveaux, a dooné, en 1779 .(*), un mémoire que
Pon peut regarder comme nn traité complet de cette
science : nous ne croyons pouvoir mieux faire que d’of-
frir 4 nos lecteurs ce travail, dans lequzl nous avons fait
quelques changemens qui nous ont paru propres a simpli-
fier les résultats de cet illustre acteur.

40. Tout ce que nous avons 3 dire sur les triangles
sphériques repose uriquement sur la construction sui-
vante, qu’il est par conséquent important de bien saisir.
- De I'angle € du triangle ABC, on abaisse une per-
pendiculaire CD, sur le plan 4 S B du.c6té B4 opposé a
cet.angle. Du point D, on méne les lignes ED, DF, res-
pectivement perpendiculaires, sur §4 et S B; on tire les
lignes C E et CF, qui, d’aprés une proposition fondamen-
tale de la théorie des plans, seront respectivement per—
pendiculaires aux lignes S 4 et SB. Il suit de-1& que les )
angles CED et CF D, mesurent lesinclinaisons des plans
CSAet CSB,surleplan ASB, ou, ce qui estla méme

- (*) Acta academiz scientiarum petropolitane,anno 1779, pars priors
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chose , donnent la valeur des angles 4 et B du triangte
sphérique 4 B C. Nous désignerons dorénavant les angles
de ces triangles par la lettre placée a leur sommet, etles
cHtés qui leur sont opposés par une lettre semblable,
mais prise dans le petit alphabet; ici, comme dans le
numéro 3o, le c6té B C opposé dl'angle 4, seranommé a,
et ainsi des antres. Le rayon des tables étant supposé
égal a I'unité, nous aurons alors

CE=sin CA=sinb, SE=—cos CA=cosb

CF=sinCB—=sina, SF—cos CB=cosa.
Dans le triangle rectiligne CDE, rectangle en D, et dont
T'angle CED — A, nous trouverons

CD—=CE sin CED—=sinbsin A
DE—=—CEcosCED==sinbcosA.

Par le triangle rectiligne CDF, pareillement rectangle
en D, et dont I'angle C F D = B, nous obtiendrons

CD=CFsin CFD—=sinasin B
DF = CFcos CF D = sin acos B.
Egalant entr’elles les deux expressions de la ligne CD,
nous en déduirons
sinbsin A—sinasinB.......(A) .
- résultat qui est, par raipport aux triangles sphériques,
Yanalogue de celui du numéro 2g.
11 est évident qu’on doit avoir de méme les denx équa-
tions suivantes:
sin ¢ sin A = sin a sin €
. sin ¢ sin B=sin b sin C
41. Maintenant, par le point E, menons E G perpen-
diculaire sur SB, et par le point D, tirons D H paralléle
4 $B; nous formerons de cette maniére un triangle rec-
tangle HDE, dans lequel HE D— ASB, puisqu'en

retranchant
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retranchant l'angle GES de l'angle ‘droit SED, or aFig. .y

pour reste HE D, et que 'angle ASBou ES G est aussi
la différence entre un angle droit et 'angle GES. De la
résolution du triangle EH D, on déduira par conséquent
HD =DE sin DEH=DE sinc=cos Asinbsinc:
mais SF=cosa=SG+ GF=5G+ HD, et
SG=SEcosESG=cosbcosc:on aura donc

cos a==cosb cos ¢ -} cos A sin b sin c,

équation qui exprime la relation qui existe entre le
c6té a, les deux antres cOtésb et c, et 'angle qu 'ils com-~

Prennent,

11 est évident qu'en considérant en particulier chacun
de ces derniers , on trouvera de méme deux équations

semblables a la précédente, et I'on formera de cette

manitre entre les six parties du triangle 4B C, les trois
équations _
cosa=cosbcosc-cos Asinbsinc.
cos b—=cosacosc+cosBsinasinc p. ... (B)
cos c=cos acos b 4-cos Csinasind

Ces trois équations renferment implicitement I'équa-
tion (A). Pour s'en convaincre , il suffit de prendre les
valeurs qu'elles donnent pour cos 4, cos B, cos C, et de
les substituer dans les équations

sin 4% =1 — cos A4*
sin B* —1 — cos B*
sin C% —1 —cos C2.

On trouve par la premiére de celles-ci

cos a* —2c0s a cosb cos c4cosb® cos e
sin b sin ¢*

D .

sin 4*=1

{

\



50 TRAITE FLEMENTAIRE

‘sin b* sin c*—cos a®-+2 cos a cosb cos c—cos b* cosc*

: sin b* sin c*
(1—cosb*)(1—cosc*) —cosh*cosc*—cosa*+-acosacosbcosc

—

sin b® sin ¢*

1 — cos a* — cos b* — cosc* 4 2 cosacosb cos c
b

sin b* sin ¢*
multipliant les deux termes de cette fraction par sin a*,
et prenant ensuite la racine quarrée, on obtiendra

‘/ 1 —cosa’——cosb’—cosc’+2cosacosbcosc
sinasin b sin ¢ -

sind—sina>

Si, pour abréger, on représente par M la quantité qui
multiplie sin a dans le second membre de cette équation ,
onaura
: sinA—=Msina;,
on trouvera de méme

sin B=Msinb, sinc=Msinc,.
et par I'élimination de M, on retomberd sur les équa-
tions (A). 1l est & propos de remarquer que les trois cotés
a,b,c, entrent tous de la mémée maniére dans 'expres—
sion de M car c'est pour cela qu'elle est commune aux
valeurs des sinus de chacun des angles.

Les équations (B) suffiront donc pour résoudre un
triangle sphérique quelconque, lorsqu’on connoitra trois
de ses parties , en observant que le sinus et le cosinus ne
doivent étre regardés que comme une seule inconnue,
pui §qu’bn peut toujours exprimer 'un par I'autre.

L’application des équations (B) aux différens cas qui
peuvent se présenter, devient plus facile au moyen de
quelques transformations que nous allons faire connoitre.

'42. On peut y changer les angles ‘dans les cotés qui,
leur sont opposés, et respectivement, en observant de
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donuel; le signe — aux cosinus. Pour le prouver, il faut
sy A ST ) ey
élinfhial by iz"da deux derniéres au moyen de la pre~
miére, on trouvera
c0s b=cosb cos c*+cos A sin bsin c cos c4-cos Bsinasinc
€08 c=cosb* cos c4cos A sin b sin c cosb4cosCsinasin b.

En substituant dans ces résultats 1 — sin ¢* a cos c*,
1 —sin b* 4 cos b, ils se réduisent ; le premier devient
divisible par sin c, et le second par sin b, et ils peuvent
ensuite s’écrire ainsi : ’

cos Bsina—cosbsinc—cosAsinbcosc’) ©)
08 C sina=sinb cosc—cosAcos bsinc (" )
Si on multiplie la deuxiéme de ces équations par cos 4,
qu'onl'ajoute  la premiére, etque I'on substitue 1—sin 4*
aulieu de cos 4%, on obtiendra

_sina (cos B 4 cos 4 cos C) =sin A* cos b sin c;
mais il suit des équations (A) que sin ¢ sin A= sin asin C¢
faisant la substitution de cette valeur dans le second
membre de I'équation ci-dessus, elle deviendra divisible
par sin @, et on aura pour résultat.

cos B + cos A cos C=cos b sin Asin C,

ou, ce qui est la méme chose, B
! cos B— — cos A cos C + cos b sin 4sin C.
En rapprochant cette équation des équations (B), on
,voit qu'elle se dédviroit immédiatement de la seconde,
en changeant les grandes lettres en petites, et réciproque-
ment, et en affectant tous les cosinus du signe —. En
effet, en opérant ainsi, il vient

— cos B=cos A cos C—cosbsinA4sinC,

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on en
change tous les signes.

_Ds'
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" Nous venons d’obtenir la relation quj, exjste e les
deux angles 4 et C, et le coté b qu’ilfl%&?égﬂﬂ%t‘?nais
il est évident qu'’il en existe de-semblables pour chacune -

des combinaisons semblables d’angles et de c6tés : on a
donc en méme temps lestrois équations

€0s A =—cos B cos C+cosaainBsih c
cos B—=—cos A cos C 4} cos b sin Asin C »...(B’)
08 C—-—cos A cos B 4 cos c sin A sin B

43. Ilfaut remarquer qu’en prenant les cosinus néga-
tivement, on passe des arcs a, b, c, et des angles 4, B, C,
a leurs supplémens, puisque —cos A==cos (21— A4),
—=cosa==cos (21— a), et ainsi des autres ( n°. 25).
Si on substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus,

-en faisant, pour abréger 21— A= 4', 91— a=a’, &c.
elles prendront la forme

cos A' = cos B’ cos C' 4 cos a’ sin B’ sin ' ’
cos B’ = cos A’ cos C' + cos b’ sin A’ sin C’
co3 C'=cos A’ cos B’ 4 cos ¢’ sin A’ sin B’

équations parfaitement semblables aux équations (B), et
qui appartiennent par conséquent a un triangle sphérique
" dont les cétés sont a’, b', ¢/, et les angles 4', B, C'. Un
tel triangle a donc ses angles mesurés par les supplémens
des cotés du triangle ABC, et ses cOtés mesurent les
supplémens des angles du méme triangle : il est désigné
dans les livres de trigonométrie sous le nom de triangle
supplémentaire, et on prouve que les sommets de ses
angles sont les pbles des cotés du. premier, et vice versd.

44. Les équations obtenues dans le n°. 4asous la dési-
gnation (C), qui renferment cinq parties du triangle sphé-
rique ABC, peuvent se transformer en d’autres qui n'en
" contiennent plus que quatre. Il faut pour cela substituer,au

-
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‘ - .., ‘sinbsind .
Jieu de sin a, dans la premiére , = » et dansla
. , sin B )
gin ¢ sin A cosp
second ———— (n°. et comme —- —cot
onde , sn C (n°.40), sin p Pf

on trouvera alors

cos b sin c—=cos Asin b cos c

cot B= snAsnb ®)
' sinbcosc—cos Acosbsinc{ " ’
cot C = - - '

sin A4 sin ¢

I est facile de former, & V'inspection de ces valeurs,
toutes celles qui leur sont analogues, en y permutant
Jes lettres d’une maniére convenable ; mais il importe
sur-tout de remarquer que puisqu’elles sont dédn'xtesg&s\
équations (B), ony pourra changer de la méme maniére
que dans celles-ci, les c8tés en angles, et réciproquement,
en affectant les cosinus et les cotangentes, du signe con~
traire A celui qu'ils ont, et il viendra

__cos Bsin C+ cosasinBcos C

cot b : - :
sin @ sin B "
sin Bcos C+ cosacosBsin C( """ '
cotc= = n
. sin @ sin C

45. Lesb systémes d’équations(A),(B),(B’},(D),(D").
donnent immédiatement la résolution de tous les cas gue
peut offrir un triangle sphérique queleonque. Le-premier
exprime la relation qui existe entre les angles et les c6tés
opposés. ‘

46. On tire du second les six formnules suivantes :

cos @ —cos b cos ¢ 4 cos Asinbsin¢
cos b = cosacosc 4 cos Bsinasine
€0g ¢ —cos @ cos b 4 cos Csin asind

D3
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cds a—cos b cos ¢
'sin b sin ¢

cos b — cos aces ¢
cos B —= —
sina sinc

cosc — cosa cos b

cos A =

cos C = - :
sin @ sin b

dont les trois premiéres font connoitre un cété par le
moyen des deux autres et de I'angle qu'ils comprennent ,
-et dont les trois derniéres donnent les angles par le
moyen des cotés.

47. Le troisiéme systéme produit, de méme que la
pr cedent, six formules, qui sont:
bt cosAz/— cos B cos C4sinBsin Ccos a -
c0s B —=-— cos 4 cos C + sin A sin C cosb
cos C—=—co0s 4 cos B 4 sin A sin B cos¢

cos a— cos A 4 cosBcos C
sin Bsin C

osb____cosB-l-cosAcosC
sin 4 sin C

éosc cos C+ cos Acos B
sin Asin B

Les trois premiéres feront tronver un angle lorsque l’on
connoitra les deux autres et le coté intercepté entre eux.
Les trois derniéres donneront chacun des cdtés lorsque
tous les angles seront connus.

48 Le quatriéme systéme, en y faisant toutes Iee pex-~
mutations possibles, donne les six formules,
cos a sinb — ces Csin acos b .
sin Csin a
.y . sinacosb—cos Ccosasink
., cotB= _ -
sin'C sin &

cot A=
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cos asinc— cos Bsina cosc

cot A= - -
sin B sin a
sina cos c— cos B cosasinc
* cot C= - : :
: sin Bsin ¢
‘B cosbhsinc — cos Asinbcose
cot B= - -
, gin A sin b
gin b cos c — cos Acesbsin¢
cot C= - - s
: . sin A sin ¢

par le moyen desquelles on déterminera deux des angles
d’un triangle sphérique, lorsqu'on connoitra le troisiéme
angle et les cotés qui le comprennent. '
49." Le quatrieme systéme enfin condnit aux six for-
mules suivantes : : ,
\ cesAsin B4 coscsin Acos B /

cota— n n
sin ¢ sin 4
sin A cos B+ cos c cos Asin B
cotb= - -
sin ¢ sin B
cos A sin C+ cosbsin Acos C
eota= T T
sin b sin 4 .
sin A cos C+ cosbcos Asin G
cotc= n n -
sin b sin C
cos B sin C+ cosasin Bcos €
cot b= —-
) finasin B
sin B-cos C+ cosacos Bsin €
cot c = T 0 s
sinasin C

qui serviront & déterminer, deu.. des cotés d’un triangle-
Jorsqu'on connoitra le troisiéme et les deux angles qu’ik:
intercepte.

50. Les quatre classes de formules que nous venons de-
rapporter méritent la plus grande attention, tant par leur
élégance que parlapropriété qu'elles ont defaire connoitre:

D4
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- i l'arc ou I'angle qu’elles expriment est moindre ou plus
grand qu'un quadrans ou qu'un angle droit, propriété
que n’auroient point les expressions des sinus des mémes
arcs. En effet, le sinus d’un arc étant le méme que celui
du gupplément de cet arc, tant par sa valeur que par
son signe, toutes les fois que I'on ne connoit que le sinus
‘d’un arc, il n'est pas possible de savoir si cet arc doit
étre plus petit ou plus grand qu’un quadrans ; mais lors-
qu’on a le cosinus ou la cotangente, et qu’on sait d’ailleurs
que cet arc ne peut étre égal & la demi-circonférence ,
ce qui est le cas des cdtés des triangles sphériques et des
arcs qui mesurent leurs angles, on voit par le signe du-
résultat si 'arc cherché est compris ou non entre 11 et 21.
Le cosinus et la cotangente ont le signe — dans le premier
cas, et le signe - dans le second. Si donc on a soin de
donner aux quantités connues qui entrent dans les
formules rapportées ci-dessus, les signes qui doivent les
affecter d’aprés la valeur des arcs auxquels elles appar-
tiennent, le signe du résultat fera connoitre Jespéce du
coté ou de I'angle cherché, c'est-a-dire &'il est plus petit
ou plus grand qu'un quadrans, s'il est aigu ou obtus.

5 1. Cesmémes formules se simplifient beaucoup lorsque
le triangle proposé est rectangle, c’est-i-dire lorsqu’un
de ses angles est droit. En effet, si 'on suppose que
C=19, on aurasin C=1, cos C=o, etil viendra

cosc=cosacosh (n°.46)
cos AcosB
sin A sin B
cos A—sin Bcosa
cosB—=sin 4 cos b

=cotAcot B (n° 47)

cosc—=

}(n°-47)

sin a=sincsinA,sinb—=sincsin B (n° 4o)
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cos B .
Cotb——m - tangb_slnatangB

t g 08 A
O =mbemA\
coshcosA [ (0°49) d'o
core= gind tangb=cos Atang ¢

t’a.nga-#sin btang A

cosacosB
cot c—=—

tang a==cos Btang c;

et en neprenant parmi ces formules que celles qui différent
essentiellement, on aura les six que voici :

cos ¢c =cosacos b
cos ¢ =— cot Acot B
sin @ — sin ¢ sin 4
tanga — sin b tang 4
tange = cosBtang ¢
cos A = sin B cos a

qui suffiront pour résoudre les triangles sphériques rec-
tangles en C, et dans lesquels le c6té ¢, opposé a I'angle

droit, se nomme hypothénuse, aussi-bien que dans les

triangles rectilignes. On obtiendroit des formules ana‘
logues pour le cas od le triangle sphérique proposé

auroit un de ses cotés égal au quadrans ; mais nous ne

nous y arréterons pas.

§2- Pour pouvoir appliquer commodément les loga-
tithmes aux calculs des triangles sphériques, il faut trans~
former les formules des n°. 46-4g, en d’autres dont le
numerateur et le dénominateur puissent se décomposer

_ enfacteurs, et c'est ce qu'Euler a fait d'une mamére ayssi

nmple qu'élégante.
cosa—cosbcosc

°. De I'expression cos 4 = snbsnc

) com-
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prise parmi celles de la premiére classe, n°. 46, on tire

cos (b—c)—cosa

1 —cosd= pr (n%11)
l_‘l;cosAzcosa—.—cos'(b-{'-c),
- sinbsinc
d’on il suit, acausede + cos ::—tang 14 (n°26),

cos (b—c)—cosa
cosa—cos(b+c) /
Mais cos p—cos g==—a sin  (p+q)sin; (p—q) (n°.26)
d 1A= /sm (b—c+a)sinj(b—c—a)_
one tang ; 4 ‘/ sinf(a+b+4c)sing (a—b—c)
En opérant de méme sur les autres e.xpressxons de la

premiére classe, on parviendra a des résultats semblables.
2°, Prenant dansla seconde classe , I'expression

cos 4 -+ cos B cosC

tang ; A*—=

Cse=TBsinC "’
on en déduit
' ca— cos (B+ C) 4 cos4
1S e=" " nBsin C
: _ cos A+ cos(B—0)
1 +cosa=— sinBsinC -’
s Y e cqs(B+C)+cosA..
dOﬁtang;a___coa(B—C)-{-cosA’

mais cosp-+-cos g = a cos! (p+q) cos3 (p—gq)(n°.26),

-—cos—(B + C+4)cos3(B+C—4)
cos {B—C+4)cos; (B—C—A)

.
donc tang;a=
3%, Les expressions de la premiére classe donnent ausst

08 @ = cos b cos c=sjn b sin c cos 4
cos b — cosacos c—=sinasinccos B3
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et divisant la premiére de ces équations par la seconde,
en observant que , d'aprés les équations (A), on a
sinbd sinB

—_— Py e on trouvera .
sin a sin

cos a@ —-cosb cosc__sin BcosA
cosb'— cosacosc  sin AcosB’

Si 'on aioute ensuite I'unitéd chaque membre de cette
derniére, elle deviendra .
14

cosa—cosbcosc , sin B cos A
— T
cosb—cosacosc - ' sindcosB

et on la changera facilement en '

sin (4 + B)
sinAcosB ’

par la réduction des deux termes de chaqu_e membre an
méme dénominateur.

(cosa +- cosb) (1 —cosc) =

En retranchant I'unité au lieu de I'ajouter, on aura

cosa — cos bcosc sin Bcos A .
—_— = R
cosh—cosacosc sin A cos B ?

d’oti I'on tirera '
' __sin(B—A)
(cosa—cosd) (1 + cosc)_m.
~ Divisant cette équation par celle qu'on vient d’obtenir,
et se rappelant que, d’aprés le tableau de la page a9,

1 4cos¢ ' €cOsSp— cosq
_i_._zcot%c., .._P_.___q.
1—CQsC cosp+cosq

=tang ; (¢ +p)tang ; (g—p),
sinp=asin pcos: g, on trouvera
tang-:-(b—-a)tang (b+a)cotlct
__8in (B— —A) sln (B —A)cos; (B—4).
aln(B+A) sinf (B+ A) cos & (B+A)
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mais en ajoutant et en retranchant successivement Punité
sin b _ sin B
sing sin 4°
puis divisant les deux résultats un par I'antre, on par-

vient a I'équation
gind —sina__ sin B—sin 4
sind 4 sina” sinB4sind’
qui peut étre transformée ainsi :
sin ; (B—A) cos 1 (B4 A4)
1} (B+4) cos; (B—A4Y’
par les formules dn tableau dela page ag.
Multipliant entr’elles, membre a membre, tette équation
et la précédente, en observant que
tang; (b+4e) cot; (b+a)=1(n°g), on obtiendra
(sin: (B—A))’.

a chacun des membres de Péquation

tang (b—a) cot 1 (b-l— Q)=

( tang 3 (b~a ))* cot 3 c* ='(m’
et extrayant la racine de chaque membre, il viendra
. B
tangi(b—a) cotic= -———E—B—-;—j—))
divisant enfin la premxére par cette derniére,
B4

ta.ng{-(a-l—b) c&%c:m.

En se tappelant : ot = tang p (n°. §), on déduira des

deux équations cx—dessus les express:ons
1 (B—4)
1 (B+4)
1 — e 008 (B A)
tang T (b + a) tang T —,—(B—_T_T)‘

qui feront connoitre denx rétés d'un triangle sphérique,

tang (b — a) =tangic
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dont on aura le troisiéme c6té et les deux angles qu’il
intercepte, puisqu’en désignant par b’ et a’, les valeurs
des arcs b+ a et b—a, il en résulte b= (b’ 4 a’),
a=1%(b'—ad').
4°. En prenant dans la seconde classe de formules
(n°. 47) les équations
cos A 4 cos Bcos C—=sin Bsin Ccosa
cos B 4 cos Acos C=sinA4sin Ccos b,
et divisant la premiére par la seconde, on trouvera, en -
opérant comme ci-dessus,
' cosd+cosBcosC__sinBcosa__sinbcosa
cosB<4cosdcos C~ sin Acos b~ sina cos b

Ajoutant et retranchant successivement 'unité i chacun
des membres de celle-ci, on en déduira

(coaA-i-cosB)(n +cosC)= M

sinacosbh
__sin(b—ea)
. (cos4-7 cos B) Q — cos C)= Snacond
d’oit 'on conclura par la division :
cos A— cos.B ' pa__Sin(b—a)
cos A 4 cos B tang-,—C’—-sin (b“+a) ?
ce qui revient &
tang 1 (B—4) tang (B+4+4) tang 10
__sin(b—a)_sini(b—a)cosl (b—a),
“ sin(b+a)” sini f(b+a)cosi(b+a)’
sinb—sina__sin B—sin 4 d
sinb+sina sinB fsind’ ont,
nous avons fait usage dans la transformation précédente,
peuts écrire ainsi :
sin} (b—a)cos; (b+a) =~ | .
sin{- (b+¢) OOO% (b_a)—tang;-(B—A) COt;(B-l'A).,’

et commel'équation
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en multipliant et en divicant par cette derniére celle que
nous avons obtenue plus haut, nous trouverons enfin

sinf(b—a)
tang (B—A)=cot; Cn—(b-{—-—a)
cos3(b—a)

tang (B + 4)=c f et (b Fay’

formules qui remplaceront les précédentes lorsqu'on con-
noitra deux cotés et 'angle qu’ils comprennent.

53- En prenant toutes les variations dont les formules
trouvées ci-dessus sont susceptibles , on aura

_ sini (a+b—c) sin L (a +-¢—b)
tang A= l/sm L(b+4c—a)sini(a+4b+c) -

1R sini (b+4c—a) sin} (a+b—c)
tang 1B —‘/sini (a4c -b) sinz (a+b+c)

sin ; (a+c—b) sin I(b+c-a)

tang C—‘/ sint (a+b—c)sin (a+b+c)
—cosi(B+C—A4)cos; (A+B+0)
cos L (A+B—C)cos; (A+4C- B)
—cos (A4 C—B)cos; 2(4+B+ +0)
cosf(B+ C—A)cosi(4 A+B —C)
—cos;(A-l—B—-C)cos-Z-(Aﬁ—B +C}
" cosi (A4 C—B) cos} (B+C—4)

" tangle=

tang % b=

(*) 1208 3c=

b—a _ ,-,smg(B —4)

tang =tang;C —— (B+A)
b+ a ' cos I(B—4)

* tang 2 = tang 3 2(B+A)

(*) Pour tirer ces formules de leurs analogues du-numéro précé-
dent , il-faut observer que ¢ —f—y=a— (B4, etque
sin (p—g)=——sin (g—p), cos (p—g)=cos (g2 )
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tangc—b*ta ngia s_m Eg:gg
DT
s S st AT
tang-if—t ,bf%j__i_%
tanglj-:—A=cot§ C:%Z_:._Z;

B4-4

tang—n——_—_‘cot;Ccog 3(6—a)

ET
C—B . 4803 (c=—25)

T I e

tang C—IQ-B cot & 45983 (c—5)

=% cosz (c+b)
A—C 1psing (a—c)
tang —3— = cot 2Bsing(a,-i- c)
A+C i cosi(a—c)
=cot g B 2~ 7

s cos;(a+c)

tang

Des douze dernitres formules on déduit les suivantes ,
qui servent a trouver le troisiéme angle ou le troisiéme

c6té d'un triangle dans lequel on connoit deux cétés et
les angles opposés.

= tang @ =tangl (c —b)

sin 1 (B4 A)
snm)
cos; (B 4 3 4 4)
cosg (B—A4)
sinl (C + B)
sm 3 - (C—B)

tang T C =tang% (b_

tang 1 c:téng%(b-{-_ a)

tang 1@ =tang § (c+5)

cosy (C B)

cos3(C+ B) -
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tang { b 5=tang } (a—¢) :;-%%—i—-g—))

1p 1 cosj (44 C)
'mgéb_ung;(a+c) cos1(A—C)
sin } (b+a)
sin} (b—a)
cost(b+a)
cosi (b—a)

Y A — tangl( sin1(c+ )
cot 1 4 =tang} (C—B) miCc—b)
cost(c+4b)
cost(c—b)

.o an l
cot } B—tang ! (4—C) :li{i%:j—:{%
cosl(a4c)

cosl(a—c)

cot 1 C = tang}(B—4)

cot 1 C = tang} (B+4)

cot | A= tang} (C+B)

cot & B=tang} (44-0)

* i Pon joint a ces équations les équations (A), qui ser-

viront dans le cas ot 'on connoitra deux cotés et I'un des
* angles opposés i ces cOtés, on bien deux angles et I'un
des ctés opposés & ces angles, on aura toat ce qu'il faut
pour résoudre un triangle sphérique. Ce qui précéde
. peut donc étre regardé comme formant un traité com-
plet de trigonométrie sphérique. En combinant entr’elles
les diverses formules que nous avons obtenues, on en
pourroit déduire beaucoup d’autres d’un usage trés—fré-
quent dans les calculs astronomiques. On doit, dans ce
genre, au citoyen Delambre, des résultats trés-élégans
et trés-nombreux, dont quelques-uns se trouvent dans la
Trigonométrie de Cagnoli, d’autres dans les mémoires
qu'il a présentés auxsociétés savantes.

Be’capitulation
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Recapitulation des formules nécessaires pour résoudre un
triangle spheérique quelconque.

54+ En négligeant les variations que peut présenter un
éme cas, on ne trouve que les six suivans:

1°. Connoissant les trois cdtés (a,b,c),

trOuverunée,
angles (A). -
sinu:l/sfn%(a%-b-—c)sing(g+ =5y,
? sin b sin ¢ -

2°. Connoissant les #rois angles (A, B,'C), trouver un
des cétes (a). ' ‘

sin{a=l/—cos%(.4+3+ C)cost (B4 C—4)

sin B'sin C

3°. Connotssant Jelgr cdteés (b, c) et Yangle compris(A),
trouver les autres angles (B et C).
cos;(b—c)

cost(b+c)
sin} (b—c) !
sin} (5Fe) 4

4°. Connoissant deux angles (B, C) et le céte com-
pris(a), trouver les autres cétés (b et c )-

N _cos}(B—C) .

tang;(b+'c)_‘cos%(3+ )tang;a
- sin L(B—C

tang{-(b—-c)zz'n—n—lEBT(—:)ltang{-a.

5°. Connoissant deux céteés (2, ¢) et unangle oppose (Cy,
trouver L'autre angle opposé (A ).

cot3 4

tang L (B+ C)=

tang L (B—C)=

. sin @ sin C -
sin A=¥._
finc
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. 6°. Connoissant deux angles (A, C) etuncotéoppose (c)h
trouver l'autre c6té opposé (a ). -
sin ¢ sin 4
sin C
OB.S. Lorsque, dans les quatre premiers cas, les cir-
constances de la question laisseront douter si les arts ou

sin@=—

. .

les angles cherchés valent plus ou moins du quadrans, ou

d’un angle droit, on lévera la difficulté en recourant aux
expressions des cosinus et des cotangentes des incon-
nues ( n°. 5o ). Mais dans les deux derniers cas, il peut
arriver que la question proposee s8it susceptible de deux
solutions , et I'on s’en assurera aisément en étudiant
la ‘maniére de construire un angle solide composé de trois
plans, lorsqu’on connoit deux de ses faces et I'inclinaison
del'une d’elles sur la troisi¢me, ou bien lorsqu’on connoit
les inclinaisons de deux faces sur la troisiéme, et I'angle
des arrétes qui déterminent I'une des premiéres. Nous ne
saurions entrer ici dans ces détails; mais en voici du
moins les résultats.
. Le tnangle sphérique ne peut exister que d'une
seule maniére avec les donnéesa, cet C,
lorsque C =19,
C<1y, al1l, c>a
C<L1y, a>14, c>al—qg
C>19, - ey, c>al—a
C>, a9, c<la,

et il est susceptible de deux formes

lorsque C <19, a <Z-14, c<lea
C <19, a>19, cl2l—a
C>14, a<n, c>2l—a
- C>1, a>119, c>a
C<ou>1y, a=14.
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»°. Avec les données 4, Cetc, il ne peut avoir qu'une
forme,
lorsque ¢ =11,
c>14, A>14, C<A
c>19, A<, C<la1—A4
c<1, A>19, C>a1—4
c <14, A<, cC>4,

et'il en a deux quand

c>14, A>1, C>4
c>19, A<y, C>ui—4
c <1, A>19, C<lal—4
ey, AL, C<4
c<lou>1g, A=1,.

55 Pour donner une application de la trigonométrie
sphérique , neus choisirons le probléme suivant. Connois-
sant un angle MSN, fig. 18, mesuré dans un plan incliné, Fig 18,
et les angles que font avec une verticale SS’, les c6tés SM
et SN du premier, trouver Pangle M'S'N’ formé sur leplan
M’'S’'N’, horizontal ou perperdiculaire @ SS', par les
projections M'S’ et N'S'des lignesM S et N S.

Les trois lignes SS’, S M et S N, déterminent un angle
solide dont le point § est le sommet, dans lequel on

"connoit les trois angles plans MSN, MSS', NSS’; et
puisqué la droite §S’ est perpendiculaire sur le plan
N'S'M', elle est aussi perpendiculaire sur chacune des
lignes M'S’, N'§’, situées respectivement dans les plans
S'SN, S'SM, et formant par conséquent entt’elles un
angle égal a celui qui mesure Iinclinaison de ces plans:
le probléme proposé revient donc a déterminer cette
inclinaison. C'est ainsi qu'il se trouverésolu, par des opé-

_ rations graphiques, dans I'Essai de géométrie sur les plans

et les surfaces, n°. 43.

Ea
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Mais on peut obtenir I'angle cherché en le considérant
comme faisant partie du triangle sphérique B4 C, forme
par les cercles résultans des sections que les trois plans
MSN, S'SM, S'S N, feroient dans une sphére dont le centre
seroiten S, et dontle rayon seroit égal 4 celui des tables.
a dans ce triangle, les cotés AB, AC, BC, qui sont les
mesures respectives des angles donnés NSS', MSS’, MSN';
et I'angle demandé est précisément I'angle 4 : il se trou—
vera donc par la premiére régle du numéro précédent,
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CHAPITRE IIL

De Iapplication de ¥algébre & la géométrie. ‘

\

56. Lrarericarion de Ialgébre a la géométrie a
pour but de faire servir les opérations algébriques a com-
biner ensemble plusieurs théorémes de géométrie pour
en déduire des conséquences. C'est ainsi que , dans les
deux chapitres précédens, nous sommes parvenus aux
principales formules de la trigonométrie rectiligne
et de la trigonométrie sphérique. Un théoréme qui
établit une relation entre plusieurs lignes d'une grandeur
définie, peut toujours s'exprimer par une équation, et
toutes les transformations qu’on opére sur cette équation
étant a leur tour traduites en langage ordinaire , donnent
des énoncés qui sont des conséquences du théoréme du-
quel on est parti. Mais ce point de vue n’offre qu'une
trés-petite partie de ce que doit embrasser I'applicationde
I'algébrealagéométrie. Cette branche des mathématiques,
considérée dans toute son étendue, comprend , non-seu-
lement la recherche des propriétés de I'étendue par le
moyen des'procédés algébriques , mais on y voit encore
comment on peut représenter par ces propriétés tout ce

‘que signifie une expression algébrique quelconque, ra-

mener sans cesse les constructions des figures aux opéra-
tions de calcul, et revenir de celles-ci aux. premiéres.
On trouve d’abord quelques difficultés & concevoir
comment les circonstancesrelatives i la situation des lignes
ou des surfaces peuvent s'exprimer algébriquement ; mais
en approfondissant un peu cette idée, on voit-que ces
E3
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circonstances tiennent toujours a des rapports de gran—
deur, lesquels sont essentiellement I'objet du calcul, et
par conséquent de I'algébre.

§7. Sil'on congoit, par exemple, que.de touslespoints
Fig19.d'une ligne quelconque DE, fig. 19, on ait abaissé des

perpendiculaires PM, P'M’', P"M", etc. sur une ligne
droite AB, donnée de position,et qu’a partird'un point 4,
pris & volonté sur cette ligne , on ait mesuré les distances
AP, AP, AP”, etc., chacune de ces distances et la perpen-
diculaire qui lui correspond, serontliées entr’elles de ma~
niére que I'une se conclura nécessairement de I'autre. En
effet, quand la grandeur de A P sera fixée, la rencontre
dela courbe DE avec la perpendiculaire élevée par le
point P sur la ligne 4 B, donnera la grandeur de P M; et
quand on aura cette grandeur, que nous supposerons
représentée par ab, on obtiendra AP, én prenant sur AC,
perpendiculaire 4 AB, une partie 4 Q = ab, et en me-
nant ensuite la droite Q M paralléle 2 AB, qui rencon-
trera laligne DE dans un point M, pour lequel on aura
nécessairement P M—ab. .

Rien n’empéche d’imaginer que les lignes AP, P M,
soient rapportées 4 une ligne commune prise pour unité,
et que sous ce point de vue elles ne soient représentées
par des nombres ou des lettres. Si la relation qui est
entre AP et P M, entre AP’ et P'M’, etc. peut étre ex-
primée par une équation algébrique, cette équation ca-
ractérisera la ligne D E, et pourra en faire connoitre
‘successivement tous les points. C’est ce qu’on va voir sur
deux exemples trés-simples.

Fig.s0.  §8. Prenonspourle bremier]a droite AE, fig. 20, menée
par le point A; toutesles perpendiculaires PM, P’ M', P“M’,
etc. abaissées de chacun de ses points sur la ligne 4B»

v
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déterminerontune suite detriangles APM, AP’ M’, AP"M”, Fig. so- )
etc. toussemblablesentr’eux, et quidonneront
AP:PM:: AP"::P'M' .. AP”: P"M", etc.
ou, ce qui revient au méme
PM P P'M"
AP = AP T AP

La relation de toutes les distances 4 P aux perpendi-
culaires P M est ici bien facile a saisir ; elle consiste dans
le rapport constant que chacune des premiéres a avec
celle des secondes qui lui correspond; et sil'on désigne
ce rapport par @, on aura

PM=ax AP, P'M'—=ax AP, P P”_—_a><AP”, etc.

Toutes ces équatiors qui semblent particuliéres a cha-
que point de la droite 4 E, peuvent étre comprises dans
une seule, en désignant la distance du pied de la perpen-
diculaire au point 4, quelle\ qu’elle soit , par.x, et en
représentant la perpendiculaire elle-méme pary; car on
aura alors y = a x. Cette équation, qui renferme deux
inconnues, x,y, ne peut donner la valeur que d’une
seule, et cela, aprés que l'on a fixé arbitrairement la -
valeur de l'autre. Lorsqu'on assigne & x une valeur
quelconque AP, y prend la valeur correspondante P.M. *
Silon a, par exemple a—; ,ontrouve PM=; AP,
Cest-a-dire qu’en prenant PM, égal a la moiti¢ de AP, *
le point Mest sur la droite 4 E, et non ailleurs.

59 Considéronsensecond lieu le cercle décritdu point
4, fig. 21, comme centre et d’un rayon égala laligne 4D. Fig. 1.
Ce qui distingue tous les points de sa circonférence des
autres points du plan, c’est d’étre tousa unedistance du
centre C qui soitégale aurayon AD; etpar conséquent quel-
que part que I'on prenne le point M sur cette courbe, les
droites AP et PM seront les cités d’un triangle rectangle

RS
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dont T'hypothénuse 4 M sera égale 4 A D. En faisant done.
AP = z, PM:y, AD =7, on aura z* +y*=r*;eton
tirera de i y=V'r» — 33, équation qui fait voir que

quand x ou AP sera connu, on aura, par le secours du’
calcul, et sans qu’il soit, besoin de construire lafigure, y ou

PM, oudu moins le rapport de cette ligne avec le rayon.

En prenant, par exemple, x =17, il viendra

y:‘/r“—-é r? =‘/-:~ 2‘/-.

‘Onconcevrasans peine quel'on peutdeduu‘e delaméme
expression les lignes P M pour tous les points de la ligne

AB, compris entre 4 et E. L'équation y—= Vri—z*
fait voir aussi bien que la description géométrique de la
circonférence du cercle, que cette courbe ne doit pas
s'étendre au-deld du point E ; car pour prendre le point P
au-dela de celui-ci, il faudroit suppeser x™>A4D, ou>>r, et
dans ce cas, la valeur de y deviendroit imaginaire.
Quoique nous n’ayons considéré que le quadrans DE,
les trois autres, qui complétent la circonférence, sont
compris dans I'équation x* + y* = r*, de méme que la
partie Ae, fig. 20, que I'on obtiendroit en prolongeant Ia
droite AE au-dessousde 4B, est représentée par y—=a x.
L'une et Fautre de ces circonstances dépendent de la.
considération des signes qui affectent xety, et nous
les ferons connoitre bientot. Pour le ‘moment nous
nous bornerons & observer que quoiqu'on ne tire des

équations y—ax, y— V/ r*—x*, que desvaleurs appar~
tenantes & des points isolés et disjoints, néanmoins la
continuité qui résulte de la description de la ligne droite
et du cercle, représentés respectivement par ces équa-
tions, n'est point violée , parce qu'on peut toujours dé-
terminer par-leur moyen deux points aussi voisins 'un
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de l'autre qu'on voudra, puisqu’il suffit pour cela de

- prendre pour x deux valeurs consécutives presqu’égales,

et que rien ne limite la petitesse de la différence qu'on
peut mettre entr'elles.

6o. Cette maniére de représenter le cours des lignes,
C'est-a-dire les circonstances de leur nature et de leur
situation , en les rapportant a une droite par des perpen-
diculaires, mérite la plus grande attention; on vcit
qu’elle revient & déterminer la position d’un point quel-
conque, par le moyen de sa distance & deux droites 4B
et AC, perpendiculaires entr’elles. Le point M, fig. 19,
est en effet déterminé lorsqu’on ales distances AP et 4 Q,
puisqu’il se trouve a P'intersection des lignes PM et Q M,
menées par les points P et Q, parallélement aux droites
AB et AC. Les lignes AP et AQ, ou leurs égales, QM et
PM, se nomment les coordonnées. On se sert ordinaire-
ment du mot abscisse pour désigner celle qu'on sup- .
pose connue, et I'on donne a l'autre le nom d’ordon-
née. Ainsi, dans les exemples précédens, ot nous avons
tonjours exprimé les P M parles AP, P M étoit ordon-
née, et AP l'abscisse. Les lignes AB et A C, qui déter-
minent la direction des coordonnées, se nomment les
axes des coordonnées. Nous les avons supposées perpen~
diculaires, ce qui est le cas le plus simple; mais nous
verrons dans la suite qu'on peut leur donner une situation
.quelconque. 11 faut bien observer que pour les points
situés sur la ligne 4 B, ladistance 4 Q ou FM, estnulle,
et que par conséquent si on la représente pary, on a .
pour tous ces points, y==0; par laméme raison, ona QM
ou AP, oux=o0, pour tous ceux qui sont placés sur
Faxe AC: et enfin au point 4, qu'on nomme longme
des coordonnees » On 3 en méme temps ¥=0, y =0
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L’équation qui exprime la relation entre les 4 Petles
P M pour une ligne donnée, s'appelle 'équation de cette
ligne, et celle~ci se nomme a son tour le Zieu de I'équa-
tion qui lui appartient. .

L’équation d’une courbe s'obtient toujours en expri-
mant analytiquement 'une quelconque de ses propriétés,
comme nous I'avons fait pour la ligne droite, ou les cir-
constances de sa description, ainsi que nous en avons
usé a I'égard du cercle. Réciproquement, une équation
quelconque , considérée en elle-méme , donne aussi nais-
sance 4 une courbe dont elle fait connoitre les propriétés.
Ce dernier point de vue étant le plus général, et le plus
fécond, c’est désormais de la considération des équa-

o tions que nous déduirons les lignes.

61. De toutes les équations & deux indéterminées , la
plus simple est celle du premier degré, et elle appartient
ala ligne droite, la plus simple de toutes les lignes. Cette
équation peut étre représentée par Cy = Ax + B; mais
en la divisant par C, elle ne perdra rien de sa généralité,

B S .
etdeviendray:—c— x +—E’ ouy=ax + b, en fai-

A B <, :
sant — —a, — == b: C'est sous cette forme que nous

c c

I'emploierons désormais.
. Supposons d’abord que & soit nul, on aura snmp]ement

y=axou Y —a,c rest-a-dire , que dans toute I'éten—
o/ x - .

Fig.20. due dela droite, le rapport de PMa AP fig. 20, sera cons-
tant , propriété qui n’est que 'expression de la similitude
destriangles A P M, AP' M’ etc. de laquelle il résulte que

ilg 5 ]1"1’ , etc. quelque part qu'on prenne les points

P, P', etc. sur la ligne AB, et qui ne peut appartenir

~
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qu'a la ligne droite AE, menée par le point 4, origine Fig.se.
‘des coordonnées.

Le rapport =~ Y ou le coefficient a, dépend de l'angle

que faitla droxte AE avecI'axe desabscisses A B; mais
dans le triangle APM, que nous supposonsrectangle en P,
lerapport de PM i AP est égal a la tangente de I'angle -
APM (n 27) a représente donc la tangente de cet
angle.*

En considérant I équation y:a.r +5,0on voit que la
nouvelle ordonnée y ne differe de la premiére, y—ax,

.qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b;4d’on il suit

que si on prend AD =5, et qu'on méne la ligne D F pa-
rallélea AE, elle sera le lieu de I'équationy =ax + b,
puisqu’on aura

PN=PM+ MN=PM+ AD,
, P'N=P'M+ MN=P'M+AD, etc.
et il faut bien remarquer que le coefficient arestera le
méme pour toutes les droites parallélesa AE.

Il est aisé de voir que rien, dans I'équation y=ax+-b,
ne limite les valeurs que I'on peut donner x, et que par
conséquent celles de y deviendront aussi grandes qu’on
voudra ; mais en méme temps rien ne bornant le cours
de laligne D F dans I'espace indéfini BAC, on trouvera

toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes
pour représenter les valeurs de y et de x, qui satisferont
aI'équation proposée. Faisons x = o, nousauronsy=>5,
et cette valeur appartiendra au point D, oi la droite DF -
rencontre 'axe 4 C des ordonnées. Lorsque x sera néga-
tif, on trouvera y=—ax+ b, et ax étant moindre que
b, y sera encore positif, mais moindre que b ou AD. Le
cours de laligne D F nous montre que cette circonstance
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ne peut avoir lieu que dans la partie Df, correspondante
ades abscisses Ap, situées d’un coté opposé aux abscisses
AP, que nous avons choisies pour représenter les valeurs
positives de x; c’est donc de ce c6té qu'il faut prendre
les valeurs négatives de x. ’

Pourtrouver la valeur de x qui répond aupoint f ot la
ligne D F rencontre I'axe AB des abscisses, it faut faire

. b
y=o0, ce qui donne ax +b=o, etr=——= 4 f.
Lorsque x, restant toujours négatif, sera devenu plus
grand que la quantité —y lui-méme deviendra négatif.

. Mais au-dela du point f, la llgne DF se trouve au-dessous
de la ligne 4 B; 'ordonnée p'n n’ tombera donc d'un cété
opposé a celui o elle étoit située d’abord, et par consé=
quent les valeurs négatives de y doivent se porter d'un
c6té de la ligne 4 B, epposé a celui qu'on a adopte pour
les valeurs positives. J'observerai que rien ne détermine
quel coté des abscisses ou des ordonnées on doit regarder
comme positif ; mais que ce choix étant une fois arrété »
les cOtés opposés deviennent par cela seul négatifs. Jo
D'insiste sur ces remarques, que parce qu’il me sewmble que
dans la plupart des livres élémentaires, on n’a pas prouvé
avec assez de soin la nécessité de prendre les quantités
négatives d’'un cdté opposé aux quantités positives, et
c’est cependant de Ja que dépendent, en grande partie,
les diverses formes qu’affectent les lignes courbes , comme
onle verra plus bas.

L'équation y = e = + b ne renfermant que deux cons-
tantes, a et b, dont la valeur particularise la droite a»
qu'on considére, en la distinguant de toute autre, il
#s'ensuit que deux conditions suffisent pour déterminer

\
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cette droite. Celles qui s'offrent les premiéres, sont de
I’assujettir & passer par deux points donnés ; a étre paral-
1¢le. ou perpendiculaire a une autre droite donnée et &
passer en outre par un point donné. Nous aurons besoin
dans la suite de connoitre la forme que prend I'équation
y=ax+b, pour satisfaire 4 ces conditions , c'est
pourquoi nous allons les examiner chacune en particulier.

62. Si on cherche I'équation de la ligne droite qui
passe par deux points , dont les abscisses soient « et «’, et
les ordonnées, £ et ', on mettra successivement « et &’
4 la placedex, Bet @' dcelle dey, et on aura, pour
déterminer a et b, les deux équations

B=aa+d . a:.—.i,:i
dont on tirera ol B B
B —aa +b b:—m—‘
’ L Ly - ’
etil en résulteray = f, — f x4 z f, _:B‘ pour I'équa-

tion de la droite cherchée._ :

- On peut donner a ce résultat une forme plus simple ;
car si onretranche del’équation y =@ x + b, I'une des
deux équations ci-dessus, la premiére, par exemiple,
b disparoitra, et il viendray —f=a(x—a); cette
derniére équation sera celle d’une droite assujettie & pas—
ser par le point, dont les coordonnéessont et 3, et
faisant d'ailleurs avec I'axe 4B un angle quelconque : en

y mettant, au lien de ¢, la valeur trouvée précédem-
ment, on aura

y—b=2

a —a

(x—a).

La distance des points proposés, ou la partie de la
droite cherchée , interceptée entr’eux, aura pour expres—



%3 ~APPLICATION DE L'ALGEBRE

Fig. 50, sion ‘/(Tc’ —z)? 4+ (&' —B)*:celase voitévidlemment,
en supposant que N et N' représentent ces points;, car leur
distance NN’ étant I'hypothénuse du triangle rectangle
NRN', il gensuit que '

NN"”=NR'+4 NR'=(AP' —AP)* 4 (P'N'—PN)=.

63. Pour obtenir I'équation de la ligne droite qui

Ppasseroit par le point dont les coordonnées sont 2 et 2, et
qui seroit paralléle a la ligne représentée par I'équation
y=a'x + b, il suffirade substituer a’ au lieu de @ dans
I'équation y — f—=a (xr—=), qui satisfait déja ala pre-
miére condition, puisque , d’aprés le numéro 61 , le coef-
ficient de x est le méme dans les équations des lignes
droites paralléles entr’elles’, on aura donc pour celle .
qu'on cherche y—g=a'(x—=2).

Fig.as. 04. Enfin si AE et AI, fig. 29, sont deux droites per-
pendiculaires entr’elles, on verra, par la similitude des
triangles Apmet Apn, que le rapport de pm 4 Ap est
inverse de celuide pn a Ap ; et comme pn est négatif lors-

. que pm est positif , et vice versd, il s’ensuit que si on re-

. . ‘ 1
présente le premier rapport par a, le second sera — —-
Les équations des droites AE et Al seront donc

1
—axety —e——x.
Yy y P - .

Considérant ensuite les droites DF et GH, respective-
ment paralléles 4 AE et & AI, et par conséquent per-
pendiculaires entr’ellés, on trouvera pour leurs équations

1 i
y=ax+bety=— i + b’ (n°.précéd.).
Si la seconde doit passer par un point N dont les coor-
données soient « et £, son équation deviendra

y—B:-——:-z-(x-—a).
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65. Deux lignes qui se coupent ont dans leur point
d'intersection les mémes coordonnées; en sorte que pour
trouver celles du point de rencontre des deux droites
données par les équationsy —=ax 4 b, ety —a'x +b’,
il n’y a qu'a supposer que les inconnues x et y ont la
méme valeur dans I'une et P'autre équation : on aura
ainsi ex 4-b=2a'x +b’, ce qui donnera

b—b a'b—ab

= et y=

a' —a

On voit par ces valeurs que le point de concours est
d’autant plus éloigné des axes A B et A C, quela quantité
@’ — a est plus petite,, et qu'enfin x et y deviennent infi-
nis , lorsque @' = a, c’est-a-dire lorsque les droites pro-
posées cessent de se rencontrer , ou sont paralléles. ‘

’

66. 11 peut étre utile de connoitre la longueur de la
perpendiculaire abaissée d’un point donné, sur une ligne
donnée; et on y parviendra en cherchant les différences
entre les coordonnées de ce point et celles du point ou la
droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpendicu-
laire. Or I'équation de la premiére étanty—=ax + 5,

celle de la seconde seray — f —=— —%- (x—a); mais

on peut mettre I'équation y = ax 4 bsous la forme

y—B:a(:c—az)-{-b—B-l{-mQ
et, jointe 3 y—8 =—le—(.‘l?——-d.), elle donnera

T—a= a_(E:-a_w_—i)n —B=—B__ aa—b.
1 4 a*

14 a®

Substituant ces valeurs dans I'expression

\/(x—az)"-{- (y — #)*, on aura pour la longueur de

B—aax—b

V1+a‘.

la perpendiculaire cherchée
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67. Ce qui précéde nous conduit i I'expression du
sinus, du cosinus et de la tangente, de l'angle que
forment entr’elles deux droites données. Soient

y=ax+b, y=dz'+7¥,
les équations des deux droites proposées; il est évident
que l'angle qu'elles font entr’elles ne changeroit point
si on les faisoit mouvoir toutes deux paraliclement a
elles-mémes, jusqu'a ce qu’elles passassent par l'origine
des coordonnées, et alors leurs équations se réduiroient
iy—=ax, y=a'z(n%61).

C’est dans cet état que nous les considérerons et nous
les représenterons par les lignes 4 M et A M, fig. 23.
Ayant pris sur 'nne d’elles un point M’, doat les coor-
données A P’ et P M’ soient désignées par « etf, la per~

pendiculaire M M’ abaissée de ce point sur l'auntre ligne
—az

- (n°.61), & cause de

‘/ 1 4 a* ‘ K

b — o ;mais si I'on fait 4 Mi=r, on aura * + % =r%,

et parce que le point M’ est sur la ligne AM',

dont I'équation est y=—=a'x, il s'ensuivra 8 = a’a.

Cette équation, combinée avec la précédente , donnera

r ar

Ve Ve

AM! sera exprimée par

v

substituant ces valeurs dans celle de la perpendiculaire,

r(a’'—a)
Vit+aeyita®
perpendiculaire M M’ le nom de sinus, qu’on lui a assi~
gné dans la trigonométrie , on aura

sin MAM = 1(¥—2)
Vi+ay 14-a'*

on trouvera , et si on donneala

en prenant r pour rayon. :
' §i
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Si on retranche de r* le quarré de cette expression, on

aura celle de AM", ou du quarré du cosinus de l'angle
MAM' ; on obtiendra

1“( 14-a)(14-a’ ’)hf’(a'—a)"_vf"(l +2aa’4+a*a’®)

G+a)(Te  GredGta®)
et prenant la racine quarrée , il viendra

cos MAM' = r(1+_aa_)_—_f
LV (ted(1+e)
enfin faisant r =1, on tirera de ces deux expressions
sin MAM' (a' —a)
—_— e T
cosMAM' ~— 1+4ad

tang MAM'=

Fig. 23. .

(cos MAM)*= -

Nous aurions’ pu déduire xmmedlatement cette derniére-

valeur dela formlle

tangp == tang q

1z tang p tang q
rapportée dans le tableau de la page g9 , puisque I'angle
MAM estla différence des angles BAM' et BAM, et
que par conséquent si 'on désigne ces derniers parp et ¢,

a’'—a

tang (pEq)=

on aura tangp=a’, tang q&.a » ettang(p—q)=

comme ci-dessus; mais cette formule repose sur celles
du n°. 11, que nous avons obtenues par le moyen d’une
construction, et nous nons sommes proposé de tirer des
seules équations des lignes tout ce qui est nécessaire pour
T'application de I'algbre 4 la géométrie.

68. Pour achever d’éclaircir ce quexpriment les
slgnes des grandeurs qui représentent des lignes, repre-
nons I'équation y*+x*==r*, que nous avons trouvée
n°. Bg, pourle cercle DED'E’, fig. a1, décrit du point 4
comme centre, et. d'un rayon AE==r. Si I'on y fait

' F

1+4-aa’

Fig. 21,
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Fig.2s1.y—=2—a, ce qui donne z=y+a, elle deviendra

(z—a)® 4+ x*>=r?; onen tirera z—-a=:i:‘/r‘——_-;:

et par conséquent z—=a ==V r* — z*. Il est facile de voir

que'on peut toujours prendre a plus grand queV/ r*—z2;
il suffit; en effet, pour cela, de supposer @ > r; mais il
est évident qu'en reculant I'axe des abscisses 4 B parallé—-
lement a lui-méme d’une quantité 4 4'—a, les ordon~ -
néés Q M, prises par rapport 3 A'B’, représenteront les
valeurs de z, puisqu’en supposant y positif , on aura
OM=PQ+PM=AA'4-PM=a+y=z.
Dans le cas o y sera négatif, il viendra
z=a—y=AA—PM,;

et pour retrancher PM de AA' oude PQ, il faudra
prendre sur la direction de cette derniére ligne, en allant
de P vers , une partie PM'—=P M: le reste Q M’ sera
la seconde valeur de z. i

. Il n'y a maintenant aucun doute qu’on ne doive porter
du méme coté du nouvel axe A'B’ les diverses valeurs
de z, relatives & I'abscisse A’ Q, puisque toutes sont affec—
tées du méme signe; car la distance MM’ des points qui
répondent i cette abscisse, étant égale dla différence qui
se trouve entre les deux valeurs de z, c’est-a -dire a
e+y—(a—y)=QM—QM, si on portoit I'une
au-dessous de 4'B’ en QN, et qu’on laissit 'autre au--
dessus, la distance MN, qui remplaceroit alors la dis-
tance MM, deviendroit égale & la somme des ordox-
nées QM' et QN, ce qui changeroit la situation res-
pective des points M et M’, qui doit évidemment de-
meurer la méme, quelque part qu'on transporte I'axe
A B:on altéreroit ainsi la figure de la courbe, qui néan-
moins ne sauroit dépendre du choix des coordon-
nées. Il suit de-li que le point M’, qui résulte de la
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seconde valeur de z, laque]le répond au cas ol y est Fig. 21.
négatif, s'obtiendroit sansle secours dela transformation ;
en portant seulement une partie P M'="P M, au-dessous
de 4B dans le prolongement de P M. En faisant la méme
chose pour toutes les abscisses comprises entre les points
AetE, on obtiendra une suite de points M, qui donne~
ront le quart de cercle E D', et compléteront ainsi la
demi-circonférence DE D', qui répond & toutes les.va-
leurs positives de xc. Il est. évident qu’on en doit obtenir
une pareille D'ED’ pour les x négatifs, mais’situce, par
rapport 4 la premiére, de Pautre c6té de I'axe 4 C; car
en prenant les x pour représenter les ordonnées, et en
considérant les y comme les abscisses, on prouveroit de .
méme que ci-dessus, que les valeurs négatives de x doi-
vent étre prises sur 4 B, prolongé du c6té opposé i celui
ol on a porté les valeurs positives.

69. Quoique nous n'ayons employé que les exemples
particuliers de la ligne droite et du cercle pour prouver
que les coordonnées négatives doivent ‘étre portées sur
leurs axes respectifs ducoté opposé & celui qu'on a choisi
pour les coprdonnées positives, la proposition n'en est
pas moids vraie dans tous les cas; et le moyen de dé~
monstration , pris en général, revient 4 considérer la
situation respective de deux points dont les distances &
une droite quelconque soient exprimées par a+4-b et a—c.
Eneffet, il est évident que la distance mutuelle de ces
points est b-4-c,, puisque a+b—(a—c)=b-+-c;pour les
placer de cette maniére par rapport i une droite quel-
conque A'B’, fig. 24, il faut tirer d’abord, soit d’un Fig. o4
c6té, soit de I'autre de cette ligne, 4 une distance A4'—a,
une paralléle AB, puis mener ensuite deux autres lignes
paralléles & celles-ci, 'une QM, en dehors d'elles et &

Fa
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Fig. 24. ynedistance AQ=b, lautre Q' M, en dedans et a une dis-

N

-

.

Fig, a5,

tance 4Q'=zc. Par ce moyen, tousles points, tels que M et
M, placés aux rencontres des derniéres paralléles etd’une
perpendiculaire a laligne 4’ B', auront entr’eux ladistance
exigée, et se trouveront dans une situation opposée par
rapport a la paralléle intermédiaire 4B, de laquelle leurs
€éloignemens respectifs sont marqués par +b et—c. Il est
facile de voir qu'ils seroient tous deux du ‘'méme cbté, si
leurs distancesalaligne A'B’ étoient exprimées, par a+b
€t a+-c, parce qu'alors leur distance mutuelle seroit

b—c.

70. Ce qui précéde étant bien compris, toutes les
questions que I'on peut proposer sur la ligne droite et sur
le cercle, se raménent facilement & I'algébre , sans qu'il
soit besoin de recourir 4 dautres propriétés des figures
que celles dont nous avons fait usage jusqu'd présent, et
qui se réduisent & celles des triangles semblables et ala

‘relation qui existe entre les trois c6tés d’un triangle rec-

tangle (*). Proposons-nous pour premier exemple cette
questlon.

Deux lignes droites, AE et DE fig. 25, étantdonnées par
les angles qu'elles font avec une troisiéme AB’ % par la
partie AD qu'elles interceptent sur cette troisiéme , trouver
sur une ligne A C , perpendiculaired AB, un point G, par

(*) Dans les notes qu'il a phcées & la suite de ses Elémens de
gebmétrie, Legendre déduit ces propriétés des premiéres conséquences
de la superposition des triangles égaux par un moyen trés-élégant ;
maisles considérations qu'il emploie pour cela sont malheurensement
trop abstraites pour pouvoir servir de base i un livre élémentaire , et
porter dans Yesprit cette conviction intime qui’ résulte des notions
regues immédiatement par les sens,
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lequel, menant une droite GK, paralléle a AB, la partie Fig. 35

HK comprise entre AE et DE soit d'une grandeur donnéea
Formons d’abord les équations des droites 4 E et ED.

Soient a et o’ les tangentes des anglesEAD,ED A,

qu'elles font respectivement avec la droite AB, que
nous prendrons pour P'axe des abscisses dont nous
supposerons lorigine au point A4, ainsi que celle des
-ordonnées y que nous concevrons paralléles & "4C, et
faisons AD=ua. La premiére droite aura pour équas
tion y—ax, puisqu'elle passe par le point 4; la se-
conde devant passer par lej point D, pour lequel on a
y=o (n°. 60), et x—==, sera de laforme y=4 (x—a},
et comme y diminue tandis que x augmente, il faudra
nécessairement que A4 soit négatif, et par conséquent égal
a— a’. On aura donc ces deux équations:
y=;1:t:, y=—2d (z—=2).

Pour obtenir les points H et K , o les droites qu’elles
représentent rencontrent la ligne G X, paralléle A 4B,
il suffit d’y faire y—= A G ; si donc on pose AG=t¢,
on aura

t—ex, t=—a(x—a):
prenant la valeur de x dans chacune de ces équations,
il viendra l

t 9 ¢ a’ - t i
T=— pourlune, etx= po pour Fautre,

. Ces expressions sont celles des ai)scisses Ahet Ak, dont

la différence donne hk—=HK, 4 cause des paralléles;
et désignant par m la grandeur que doit avoir H X, on
trouvera : ) :

_ea' —t ¢t
T d a’

, d'od Ton tirera

F3
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aadm=«eaqad’'—ta'—ta,
et par conséquent
(e—m)aa
a+a
Telle est la valeur de 4 G qui satisfait & 1a question pro-
posée.

t=

On déduira de cette valeur la grandeur de AG, en

'

évaluant la fraction , Tésultante des valenrs nu-

aa
a+ad
mériques des tangentes a et @', tirées des tables trigono-
métriques, et en prenant sur la ligne 4 D—« une partie

~ proportionnelle a cette fraction, c’est--dire telle qu’on ait
a—m:tiiata:ad.

Si on avoit mesuré 4D ou «, en parties d'une échelle .
ou d’une ligne quelconque prise pour unité, I'expression
de t seroit un nombre,’ et sa longueur s'obtiendroit en
prenant sur I'échelle autant de parties qu'en contiendroit
ce nombre.

71. De cettemaniére, la question proposée n’est réso-
lue, pour ainsi dire, qu'arithmétiquement tandis qu'en
ne faisant entrer que des lignes dans son énoncé, on peut
parvenir i trouver la grandeur de 4G sans recounr aux
nombres. Pour cela, il faut substituer aux tangentes nu-
mériques des rapports linéaires qui puissent les représen-
ter, et I'on voit sans peine , dans le cas actuel, quesi du
point E on abaisse sur 4B la perpendlculalre Ee,on
aura :
Ee , Ee

= etq = 3
a'Ae “" De’

faisant ensuite Ee—=n, de—=p, De=¢q, on anra
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n , n
= @& =—;
P q9

I'expression de t deviendra

n ‘n b
—_—

t=.£—¢l.(¢-—m) =
_+-__
car p + qg= Ae-i-De—- wt et pour obtemr ces lignes,

il suffit de prendre une quatriéme proportionnelle aux
trois lignes 2, n et «— m, puisqu’on a

n*(e—m)_ n(a—m)_n(z2—m)
nq+np’ gtp~ =

i

n (e —m)

=1.

aeinsid—m:

On pourra, dans la recherche de cette quatriéme pro-
portionnelle, se servir de 'angle Ee B, surl'un des cbtés
duquel se trouve déjalaligne Ee=n; on portera donc
sur l'autre c6té , Me—= 4D=¢,' Le—=a&—m; on
tirera E M par les points E et M, et on lui ménera ensuite
IL paraliéle : le point I sera sur la ligne cherchée HK ,
puisquere [ =4 G. .

72. C'est une remarque générale, et qu'on aura occa-

sion de vérifier trés-souvent dans le cours de ce chapitre ,
que lorsqu’il n’entre que des lignes dans 'énoncé d’une

(question, et que la quantité cherchée est elle-méme une

ligne , son expression renferme toujours un facteur de
plus dans le numérateur que dans le dénominateur, et
chacune de ces quantités est composée de termes homo-~
génes entr'eux. La derniére expression de ¢, trouvée
dans le numéro précédent, remplit cette condition ; son
numérateur est le produit de deux facteurs, et son dé=
pominateur n’en contient qu’un.

Il suit de la que lorsque I'expression d’une ligne quel~

. F4q
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conque ne contient point de radicaux, on peut, en repré-
sentant toutes les quantités qu'elle renferme par des
lignes, obtenir la longueur de la premiére sans recourir
aux nombres, et seulement en cherchant avec le compas
des quatriémes proportionnelles a des lignes données.
Pour le prouver, il suffira de I'exemple suivant : Soit

- abc+ d3.—e’f .

gh+i*
cette expression, dont le numératenr est composé de
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les
termes du dénominateur n’en ont que deux, appartient,
d’aprés la remarque ci-dessus,  une ligne. Si 'on fait
abc=kd*,, ef=~Kd*
gh=kd, i* =k"d,

_d(k+d—k) d(k4-d—Fk')

O R T L
on obtiendra donc ¢ en cherchant une quatriéme pro-
portionnelle aux trois lignes X’ + k', k 4+ d—k,et d,
lorsque les lignes inconnues représentées par k, k', k”, K/,
seront déterminées. Or, on a par les équations posées
ci-dessns

. On aura

_abc_ab_c ,, _ef ef e -
k=gm=gXg, F=a=3Xx3

" gh 'l/l__i:.
k =2

=7
on parvient & ees valeurs par les proportions suivantes:

b f
d:a::b:——ad, .d:e’:.: f:e'd_
- LX 2 aboabc— . ..ef. e’— '
d,c../—— -——___k’ d_e .._2-,——-4._11

s
g :_gdi'::k” diit i =1,

d:g:: \ P~

N
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’ '
et cherchant les quatri¢mes termes de chacune d’elles
par les lignes proportionnelles, on aura successivement
‘les longueurs de lignes représentées par

ab abc ef e f gh i*

T,T:’;{”d_."’;[ d ’

qui donnerontk, k', k” et k"', et avec celles-ci, on trou-
veraf.

Déterminer ainsi la valeur d’une expression en n'y
employant que des lignes, c’est ce qu'on appelle cons-
truire cette expression , et 'on reconnoit sans peine que
Iesprit de la méthode dont nous venons de faire usage
pour cet objet, consiste a transformer le numérateur et le
dénominateur de V'expression proposée , en produits d’'un
certain nombre de facteurs simples ou du premier degré.

1l y a des cas o cette transformation peut g'effectuer
immédiatement , sans qu’il soit besoin d'y introduire des
indéterminées ; tel est celui de l'expression '

c(a*—5*)
a* + b*
c(a+b) (a—b), et dont le dénominateur peut

s'écrire ainsi ; {/@* 4 5* X V/ a* 4 b* : il vient alors
(a—b) (a+d)c:
Vot Vatb &

t= , dont le numératenr équivaut a

t—

ce qun s'obtient par les propomons

T g e ..(11”)_"
Ve a* +b°: a+b..c.‘/ b ’
b..(a+b)c (a—b)(a+d)e

V15 VateVats

Leradical employé dans ce calcul se construit facilemmnt

Va’+b’:

’
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car il exprime évidemment I'hypothénuse d'un triangle
rectangle dont les cotés sont a et b.

73- Reprenousmaintenant la résolutiondesproblémes,
et proposons-nous d'inscrire un quarré dans un triangle.
I1 est évident que si D AE, fig. 25, représente le triangle,
donné, etkhHK le quarré demandé, la ligne HK paralléle

. a AD sera située de maniére que AG = HK — Hb-

Ee z Ee d on trouvera
—_— — = — n
Ae ~— p ' De q’ , '
en® an an

.dwla ligne droite. En effet, on a, d’aprés cette considé-

Cette question revient donc a celle du numéro 70, excepté
qu'au lieu d’égaler ¢ a la quantité connue m, il fandra
V'égaler a lui-méme , ce qui donnera I'équation

!
aq —t¢ t
1 =" - —_——

Q 2

dont on déduira ’ |
aaa

=ad +a+4a”
SiI'on remplaceles tangentes a et a’, des angles DAE et
E D A, par les rapports lxnealres équivalens

n’+np+nq n+p+q - a+tn’
expression qui se construit d’aprés la proportion
an

a4n
en prenant Me —« +n, Le—=«, au lieu de faire ces
lignes respectivement égale; a et a a—m, comme
dans le numéro précédent.

74 Cette question et celle du numéro 70 se résolvent
immédiatement par la considération des lignes propor-
tionnelles, san: qu'il soit besoin d’employer I'équation

=1,

adn:nia:

[N
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ration , en vertu du parallélisme des ljgnes‘AD et HK ,Fig. 5.

les proportions
AE:HE ;. Ee:1E, AE:HE:. AD: HK

" desquelles on tire

Ee:IE:: AD:HK, ou n:n-—t::a:HK,
d’out il suit ,
an—cat

H—=———.
n
Si maintenant on veut, comme dans le numéro 70, que
.., .. . an—at
HK soit égal a une ligne donnée m, on aura————=m,
apn—nm

et par conséquent t = ; et pourle cason H K

: R S ol . an—at
devroit étre égal aIe oua ¢, il viendroit ———— =t¢,
o n

de méme que dans le numéro précédent.

. ¢n
dott—= ,
a-+n

75. Faisons maintenant I'application des formules que
nous avons trouveées pour la ligne droite, a la recherche
des principales propriétés du triangle. Prénons a cet effet
deux points M et M’, fig. 26 , formant, avec I'origine 4
un triangle que]conque désignons les coordonnées du
premierpar . . ... 2, 8
celles du second par «’, ,
les distances AM, AM', M'M", qm forment les c6tés de
ce triangle, seront, d’aprés le numéro 62, exprimées
respectivement par
Vate, Varpss, V@ —¢)’+(ﬁ’—8)‘

Si I'on fait AM=c, AM =c', MM'=¢", on
aura ces équations : ’ '

c® —at + ﬁn - B

c's=a's4 ' , (A),

c*=u*—g a4 at +pr—2p'84 [

? Fig. a6.
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et si on retranche la derniére de la somme des deux pre—
miéres , il viendra
C'+c"——c”’=2 (¢¢I +£BI),
c? + c's —c's

d’oix ea Q=" " " |
a
Les équations des lignes A M et A M’ seront

’

y=te, y=E e

le cosinus de I'angle qu’elles forment entr'elles aura four
expression (n°. 67),

, ( + 22 .
Sea _ r(aee+BB)

[

l/(l + 9‘)(’ + i—) V (@ +£)(«"*+87)

en faisant le rayon r=1, comme celui des tables des
sinus, et substitnant & la place des quantités
at 4 2, a's4 B'*, aa’4 BB, leurs valeurs

‘ c’ + clg_cll! '

¢, ¢, » il viendra -

clg — c//’

E
acc

cos MAM = o+
équation qui donne une relation entre les trois ctés dn
triangle M A M’ et 'un de ses angles. Si I'on fait atten-
tion que l'angle MAM est opposé au ¢6té MM =c",
on sera convaincu qu'on doit avoir pour lesangles A M,
AM'M, respectivement opposés aux cotés A M'=¢,
AM=c, les équations

'} P —c't

cos AMM' = 7
-, 2acc
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c's + cr—c*

) a2c’'c”
En désignantdoncpary”, 9, y,lesangles MAM', AMM’,
AM'M , on obtiendra les trois équations suivantes :

¢ 4 c'*—acc cosy’=c"*

e* 4 ¢*—acc’cosy’=c"*) (A). .

c*+ ¢"*—ac'c“cosy =c*
Si 'on ajoute ensemble la premiére et la seconde de ces
équations, puis la premiére et la troisiéme , puis la se-
conde et la troisiéme, on obtiendra trois résultats qui
deviendront respectivement divisibles parac, ac’, ac”
lorsqu'on auwra effacé les termes communs anx deux
membres de chacun d’eux, et qui donneront ainsi

cosAMM=

c— ¢’ cosy”’—c"cosy’' =o
c'—~c cosy”—c"cosy =op (B).
¢"—c co8y’—c' cosy =o
76. Quoique ces équations soient au nombre de trois,
elles ne peuvent cependant faire connoitre les cotes lors-
que les trois angles seront donnés ; car si on cherchoit les
valeurs de ¢, ¢, ¢”, au moyen des expressions générales
desinconnues déterminées par trois équations du premier
degré , on trouveroit o, a cause que le terme connu
manque. Mais ces mémes équations se changent en
' 1—pcosy”—gqcosy' =0
p— cos3”—gqcosy =o
g— cos)’ —pcosy =0,
c' » /1
lorsqu'on fait —=P —=¢ elles donnent alors

le rapport des cétés du triangle proposé, et il reste de
plus une équation de condition, qu'on obtient en élimi-
nant p et q: cette équation est

1—c08)"*—c0s)’ *—c0s) *—ac08) “cosy’'cos) =0,
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¥ig. 33. et elle renferme la relation que doiveat avoir entr'eux les
trois angles 7, 9’ et 3”, pour que leur somme soit égale a
deux droits , ainsi que 'exige la nature du triangle rec-
tiligne. Pour s'en assurer, il faut, & l'aide des valears de
sin (p £q), cos (p£q) (n°. 11), développer I'équation
- €08 (21— " —17’) =cos 7y , on trouvera d’abord
—cos (y"+7")=cosy,
en observant que sin 21=o, et que cos 21=-—13
puis il viendra
— cos y” cos y* 4-siny”siny’ =cosy,

d’ott cos y + cos 9” cosy’ =sin 3" sin 3’

(cosy+cosy”cosy )*=siny”2siny’ *=( 1—cosy”’)(1—cosy’ 2,
et aprés les réductions, on retombera sur l'équation

ci-dessus.

1l est & propos de remarquer que les équations (A)
sont, par rapport aux triangles rectilignes, ce que les
équations (B) du n°. 41sont & I'égard des triangles
sphériques, et conduiroient, par de simples transforma-
tlons, aux formules de la résolution des premiers triangles.

77. Pour avoir la surface du triangle MAM, il fau-
dra, da point 4, abaisser-une perpendiculaire 4 D sur le
c6té MM’ qui, passant par les points M et M{ont les
coordonnées qu sont respectivement «” et 87, a pous
équation (n 62) '

—B—‘B_i (2—=)
 p—B B—F e )
ou ‘y— ¢—¢x+ na. — 0L

En comparant cette derniére équation avec la formule
y=ax+ b, ontrouvera .
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g—8" 2 f—p Fig. s6.
a=— , b= ; H
o =—c O o= N

mais en observant que dans le puméro 66, les lettres « et 8
désignent les coordonnées du point d’ou part la perpendi-
culaire, coordonnées qui sont nulles dansle cas actuel,

puisque ce point est I'origine , I'expression de la perpen~ . “
diculaire se réduit a ‘
—b _ . e/ f—p e
Vita V(d—a) +(F—58)"’

et mettant ¢” an lien de ‘/(a. —a)t 4 (B —B),il
viendra

AD=2E =28
==

Avec cette valeur, on aura pour la surface du triangle

MAM,

MMXAD . _ «f—d8
T P) g

expression bien remarquable , en ce qu'elle donne la
surface de tous les triangles qui ont leur sommet au point’
A, au moyen des coordonnées des sommets des angles
ad]acens a leur base.

On peut la changer en une autre qui ne dépende que
des c6tés. Pour cela, il faut multiplier entr’elles les deux
équations T :
¢!+Ba=c!’ «.’.’+B”=c"
et retrancher du produit le quarré de®

ad 4 Bf = ctdr—dn

-3 il viendra
_ (c’_'_cls__ /u).'
4 -

prenant les racines quarrées, et réduisant tous les ter-

«? B4z f0—gaa’ BB/ =c* c'
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mes du second membre au méme dénominateur, ontrou-
vera

2 —a' =1V {crc*—(c+ c't—c"),

et la surface du triangle M 4 M’ aura pour expression

V4t — (et )
78. Concevons maintenant un quatriéme point M,
dont les coordonnées soient «”, 8%, et représentons par
d,d, d’ les distances 4 M, M M”, M’ M”, nous aurons
I/i + ﬁl/z — da
(u”—a)’-l—(ﬂ" B)s=d'a
(a.” —a') 4 (B”;—-B’)’;:d”’.
Endéveloppant ces équations, et substituant dans les deux
derniéres 4 la place des quantités «* 4- 82, «'* 4 8’4,
«"”2 4 8”3, leurs valeurs c*, ¢’* et d*, on obtiendra
At d—a(aa’ 4 pp")=d*
, c"-{-d’—-a(«.’ /;+ ﬁ ﬂ//)_dlls.
si, pour abréger, on fait
c’-{-d‘-—d" c”+d‘—d"‘
e

= d”,

on aura
d=ac"4 g, d, =a’¢"+B’B”
Prenant dans ces equanons la vaieur de 2” et celle de g7,
qui sont. ¢
v d,,e:-d,,ﬂ = ed,—o'd, ’
af—a'p af —a'B

pour les mettre dans a”2 + 872 —d», et ayant égard aux
" équations a® - 8 =c%, a’s 4 f'*—=c'?, on trouvera

c*d, 4-c'*d,*—ad d, (10’ BB )=d?(«f'—a'8)* (C).

 Remplagant




‘v

67
Remplagant ensuite les quantités w e’ + 8’ et 2’ —z'@, Fig. 26,
par leurs valeurs :

c? + C,’" —
—_—

A LA GEOMETRIE,

etiV i os — (¢ + ¢’ — ¢"a)s

obtenues ci-dessus, et remettant
24+ d*—d-= ' dr e g ,
3 , - pourd,, d

P s

cette équation ne renfermers plus que les six distances
AM, AM, MM, AM", MM", M'M’,

qui forment les quatre cotés et les deux diagonales du

quadrilatére AMM M. Quand les quatre cotés de ce

quadrilatére et 'une de ses diagonales seront con
pourra trouver 'autre. . '

nus, oa

79- Si T'on vouloit déterminer le poigt A" par les
conditions que les trois distances 4 M 5 MM“, M A
fussent égales, ce' point seroit alors le centre du ceicle
circonscrit au triangle proposé, et I'on auroit d=d'=d",

. . c2 e
ce qui donneroit d, — - J,,:. <= lequanqn ©)
deviendroit :
€ /40" ch—20r et (w48 fT) =4 do B—a'f)s
- et se réduiroit a '
c*c'? ¢ =16.ds §3,
.en mettant pour «a’ -~ B8’ sa valeur, et en observant

que si on désigne par § la surface du triangle AMM", égale
, af —2'B *

g (n°\.77),‘ on aura
’ (28 —a' ) =45,
Nous tirerons de la . )
g Tl :
=—"73 ;



Fig. 26. expression trés-simple du rayon du cercle circonscrit au

Fig. a7.
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£ fa

s , . c c .
triangle proposé ; et en écrivant - ¢ — au lieu de .
" 2

d, et d, dans les valeurs de «” et de 3%, nous aurons les

71
coordonnees du centre de ce cercle.

80. 11 ne sera pas plus difficile de trouver les coor-
données du centre du cercle inscrit, et le rayon de ce
cercle. Dans ce cas, le point M” fig. 27, se trouve au-
dedans du triangle, et dans une situation telle, que les per-
pendiculaires abaissées de_ce point sur chacun des cotés
AM, AM', M'M”, sont égales entr’elles. Pour ex-
primer analytiquement cette circonstance, il suffit de
former les équations des trois lignes ci-dessus, et d’en
déduire, par.la formule du n° 66, les longueurs des
perpendiculaires menées du.pomt M”.Or, ces équatiors
sont respectivement

’
y=ﬁ'x’ J’=’B'T-“’ (,no'sl)»

(-]
r__ r
y= f'_fx"'“i', ¢B( °.63);

les perpendiculaires abaissées.sur chacune d’elles auront
pour expression -
»\ @ B// . B ¢I B”—d” BI
Vars ' Ve
(n —“)B”_' (ﬂ'—ﬂ)d”-*- ¢ﬁ"—'¢ ﬂ
V(e —e)+ (f'—8)
et deviendront
o B” —a” B o’ Bl/__ a” Bl

3 = 3
c ¢

(“l_d)Bll_(Bl_ﬂ)'uI/_'_gs
c? N

—

[ ' -
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d’aprésles relationstrouvées ci-dessus, entre «, £, o’ et 8’. Fig. 27.
Si maintenant on se rappelle que la formule qui dorine
la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligne, a
été obtenue' par uue extraction de racine quarrée, et
qu'elle est par conséquent susceptible d'étre prise positi-
vement ou négativement, on en conclura que chacune
des expressions ci-dessus a deux valeurs. Pour n’employer
que celles qui sont positives, il faut observer que , d’aprés
la figure, la ligne AM’ s'écartant plus de I'axe des
abscisses AB que la ligne AM, et le point M” étant
compris entre la premiére et la derniére, on doit avoir

Bf B//‘Bl' B B// B
PRl

ou, ce qui est la méme chose,
«'B'>p"a, af'>a'f, ‘af’>a"8,

d’out il suit que pour donner une valeur positive , Fex~
pression de la seconde perpendiculaire doit étre prise -
avec des signes contraires a ceux qu’elle a ci- dessus. Si
'on fait, aprés ce changement,

o 3”-—¢”B aI/B’_xlﬁll ,
- —_— —————— @
P ’ c ’
(2/—¢e) E"—-(g’—ﬁ)a”-}-zs_e”
c// - ?

et que I'on ajoute les produits ec, e'c’, e”c”, il viendra,
par les réductions,

ectec'te'c"=as.

Cette équation est évidente par elle-méme, car les pro-.
duitsec, e'c’, €’c’, expriment les surfaces des triangles
AM'M, AM"M', MM’M', multipliées par 2, et dont la
. somme est égale A celle du triangle total AMM', qu'on

. Ga



.
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Fig. 27.2 désignée par S. Lorsqu'on a e= e/ =¢”, on obtient

/

sur-le-champ ‘

€ == et ee— - |

ctc 4’
et quand ¢ = ¢’ =c”, il vient
28

ede fe'=

La premiére de ces expressions est celle du rayon da

_cercle inscrit, et la seconde nous fait voir que si d'un
point quelconque pris dans lintérieur d’un triangle équi-

latéral, on.abaisse une perpendiculaire sur chacun des
cotés de ce triangle,-la somme de ces trois lignes sera

" égale A sa hauteur, puisqu'en prenant le cété ¢ pour

. ch'
base, et nommant k la hauteur,ona § = ——, ce
‘ 2

qui donne e 4 ¢’ 4 ¢’ =h.

On pourroit tirer encore un grand nombre de consé~
quences de la théorie que je viens d'exposer; mais
ce qui précéde suffit pour cet ouvrage, dont le but est
seulement de donner une idée de la forme que I'on pour-
roit faire prendre a 'application de I'algébre a la géome-
trie, en suivant la marche tracée dans la préface de mon
Traité du Calcul différentiel et du Calculintégral; etj ‘ob-
serverai qu'il existe pour les polygones rectilignes quel-
conques des équations analogues aux équations (A) du
puméro 75, qui s'obtiennent de la méme, maniére, et
qui conduiroient aux propriétés de "ces polygones ,
comme celles - ci ménent aux propriétés du triangle.
Lagrange a donné, sur les pyramides , un ‘Mémoire
auquel ceci peut servir de préliminaire, et qu'on éten-
droit aux polyédres en faisant usage des formules rap-
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portee= dansle cinquiéme chapitre du premier volume
de 'ouvrage cité plus haut.

Pour ne rien laisser & desirer sur ce qui concerne le
triangle, nous allons parvenir, par la considération im-
médiate de la propriété fondamentale du triangle rec-
tangle , aux équations (A) et a 'expression de la surface
trouvée dans le numéro 77.

81. Laperpendiculaire AD, fig. 26, partage ]e tnangleF ig- 26-

MAM' en deux triangles rectangles AMD, AM'D, qun
donnent

AM_:E’-{--]@’, A-J_VI_”:E’-FW’,
et si 'ondésigne, comme plus haut, les cétés AM, 4M',
MM, par ¢, ¢’,c”, qu'on nomme ¢ le segment M D, et u
la perpendiculaire 4D, on aura

MD=MM —MD=c"—t;
les équations ci-dessus deviendront
=14 ur, c’“—(c”-—t)’ u:..
développant la seconde, et retranchant la premicre, on
trouvera ’
et =c""—2c"t, ou c*4c"*—ac"t=c"
Or, le triangle rectangle 4 M D donne
MD=AM cos AMM';
désignant donc, comme dans le numéro 75, les angles
MAM', AMM', AM' M, par 3“,9’, 7y, on obtiendra
‘ t=ccosy’,
et par conséquent
4 c”*—acc’cosy =c'*,
é(iuation qui est une de celles du numéro cité.

. 82, Si on tire la valeur de ¢ de I'équation



Fig. 26,
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c*4c"*—a ¢’ t=c'*, pour la substituer dansc*=t*--u*,
on trouvera

Ca= e (et =)
= . 4/Ch’

\

1 |
= ViFT—(FF =,

et multipliant u par I ¢, pour obtenir la surface du
triangle M A, égalea  MM' XX AD, il viendra

VT (T T
L d

1l est facile de voir que cette expression n’est pas pré~
sentée ici sous la forme la plus élégante qu’on puisse lui
donner, car elle ne paroit pas symétrique par rapport
a chacun des céotés c, ¢, ¢”, ce qui pourtant devroit étre,
puisqu’en y changeant leslettres les unes dans les autres, .
elle ne doit point changer de valeur. Il suit évidemment
de la qu'elle peut étre ramenée a ne contenir que des
combinaisons semblables des lettres qu’elle renferme ,
et Pon atteint ce but er observant que la quantité -
4 c*c”* —(c* 4 c"*—c'*)?, étant la différence de deux
quarrés, se décompose dans les facteurs -

acc’4c* 4¢P —c'?, acc’—cr=c"? 4%
qui reviennent a )

(c4c”")y—c'*, —(c—d) 4"y

et se décomposent eux-mémes dans les quatre suivans :
ctc F¢ e’ —c, ct—c" +c—e

on aura do'ncv -

1V @ Fo—e)(ete—c e Fe—c)

- Maintenant si 'on fait attention que




~

4

A LA GEOMETRIE 103
c+c’"—c=(c+c +c)—ac
C+C”—C’=(C+CI+C”)—QC’
o ct+c¢ —c"=(c+c +c")—ac’

st que I'on pose c4- ¢’ + ¢”==2{, on trouvera enfin que
la surface du triangle M A M’ est exprimeée par

1V a(=c).3(/—cD.a(j—c"),
et se réduit &

Vid=a =23 —2),

formule aussi remarquable par I'utilité dont elle peut
étre pour évaluer la surface d’une figure plane quel-
conque, que par son élégance.

83. La combinaison de I'équation de la circonfé-
rencedu cercle avec celle de la ligne , droite conduit aux
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans
lesquelles I'inconnue ne passe pas le second degré.

Soient
4y=r, y—B=a(r—e),

ces deux équations ; les employer i la détermination

de x et de Y, ou les considérer comme renfermant les

mémes inconnues, c’est supposer que les points auxquels

appartiennent les coordonnées x, Y, sont situées en méme:

temps sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite

proposces, c’est-a-dire sont les intersections de ceslignes :
" et en général, il est évident que pour trouver les points

de rencontre de deux lignes quelconques, il suffit de sup-

poser que leurs équations ne contiennent que les mémes

inconnues. ‘

Yy
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En chassant d’abord y, par le moyen de sa valeur
prise dans la premiére équation, on trouvera
4 (ax 4L —aa)*=r.
. . B
Cette équation, du second degré, étant développée,
donnera deux valeurs pour x, parce qu'en effet la ligne
_ droite doit rencontrer en général le cercle en deux points;
mais on peut arriver a des résultats plus simples, en pre-
nant pour inconnue la distance du point dont les coor-
données sont « et 8al'un des points d'intersection de la
droite et du cercle.Sil'on désigne cette distance par z, on
aura (n°. 63)
s=y =y T =
d’ou I'on tirera
, z’::(a:—u)’+(y_g)!,
et mettant pour y— 3 sa valeur a (x —2), il viendra

2*=(x—a)*(1+4a?),

d’oti I'on tirera

z az

(.’L‘—&):V—I._T—‘a__;, J’—ﬂ:&-—l—-;—a—a, . ‘
ce qui donne
r=a4 — ’

‘/1-{—(1."’ y_ﬂ+\/1 +a’

Substituant 'ces, derniéres valeurs dans I'équation
x* 4 y*=r?, on la changera en cette autre :-

202 z?
a? —
+V1-{—a°+1+02
=,
aflaz a® z?
6 -
+f +l/1— =Tifa

qui se redunt a
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Z’+ g—(—d__—_-t_—_gi.):z_{_a:_*_ﬂs_rs'_c
Vi+4ar -
et qui fera d’abord connoitre z, et ensuite et y, aun
moyen des expressions précédentes.

11 est visible que si le point E , fig. 28, est celui dont les Fig, 3.

coordonnées sont « et 2, que MNM' et EM soient le
cercle et la droite proposés, @ exprimera la tangente de
I'angle Ee B, et les deux valeurs de z appartiendront

aux droites EM et EM'.

84. On sait par la théorie des équations que le der-
nier terme est le produit de toutes les racines; si donc on
nomme z’ et z” celles de I'équation ci-dessus, on aura

.2 2 =at R -t
expression qui, ne dépendant point de la quantité a,

demeurera la méme, quelle que soit cette quantité, c’est-"
a-dire quel que soit I'angle E e B dont elle estlatangente;

" et comme z’ et z” représentent les deux lignes ME et

M'E, il suit de-la que le produit M'E 3 ME est le
méme pour toutes les lignes menées par le point E, ou,
que si l'on tire une seconde sécante E m', on aura

EMXEM =Emx<Em’,
d’ou il résulte que les sécantes E M’ et Em' sont récipro-

* quement proportionnelles a leurs parties extérieures

EMet Em, ainsi qu'on le prouve dans les élémens.
Lorsque le point E est en dehors du cercle, on a
o* 4 2> 1%, puisque «* | £ exprime le quarré de la

" distance du point E au centre 4 ; mais quand ce point est
intérieur au cercle, comme le montre la figure 29, Fig. :,.

2’ et 2” sont de signes différens, parce que le der-
nier terme «? - * —7r* devient négatif , & cause de

a? 4 g2 <r*. Dailleurs le produit EM > EM’ demeurc
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Fig. 28.
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indépendant de 'inclinaison de la ligne M!’, par rapport
a AB; et en menant par le point E une seconde corde
mm',on a encore

EM<XEM —EmXEm',
d'ott il résulte, comme on le prouve dans les élémens,
que les cordes d’'un méme cercle se coupent en raison
réciproque, et 'on voit que ce théoréme et le précédent
n’en font,  proprement parler, qu’un seul, puisqu’ils se
déduisent de la méme équation.

En tirant de I'équation

z3 + E(_d._—l—_ﬂ_a) + + ﬂ:
Vi +a*
la valeur de z, nous trouverons

,_ —(e4La)+ Vi +a)—(B—a-)”

rP=o

- Vita
g——(2tB)—Vr (1 +a*)—(8—ax),
~ Vite

Telles sont les expressions des lignes EM et E M'. Elles

" peuvent étre simplifiées en changeant les coordonnées, de

maniére que les abscisses x et « soient prises sur la droite
qul joint le point E avec le centre 4 du cercle proposé ,
en partant toujours de ce point, et que les ordonnées y
soient perpendiculaires  la droite dont il s aglt on aura
alors £ =o 3 a=—AE,et

ﬁ,_—u+‘/r’(1 + a*)—a®a*
o _V1+a‘

—d.-—‘/r”(l + a*)—a*.?
Vita

~l—

v
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I'équation au cercle ne changera paint, mais celle de la Fig. 28.
droite E M deviendra

y=a(x—a).

85. En supposant que le point E soit extérieur au
cercle, on aura -

ayr(1+a*)—ast
V1+a’ ’

mais il est visible que cette ligne diminue 4 mesure que la
ligne E M, tournant autour du point E, tend & sortir du
cercle, et que les points M et M’ finissent par coincider.
en N, lorsque cette ligne n’a plus avec le cercle qu'un
simple contact. A ce point, on a donc MM =o, et
par conséquent

r(14a*)—ata*=o0,

d’otl on tirera

MM —EM —EM=—

4= ————— -
Var—7p 2
C'est-a-dire I'expression de la tangente trigonométrique
de I'angle que doit faire avec la ligne AE une ligne EN,
menée par le point E, de maniére a toucher le cercle.

Nous venons donc de résoudre algébriquement ce pro-
bléme : mener par un point pris hors d'un cercle une tan-
gente d ce cercle ’

N

86. Les mémes considérations nous serviront aussi.
a déterminer la tangente menée par un point pris° sur la‘
circonférence du cercle ; et pour plus de généralité,
nous prendrons ce point d’'une maniére quelconque,.en
désignant toujours par « et # ses coordonnées; nous
aurons par I'équation du cercle a laquelle ces quantités
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doiventsatisfaire , a* 4 f2—=r*, ce qui récuiral’équation
2(:5+f:’a) '
I N
Vi + a*
2(a+4Ea
2(2+fa) o
Vi +a*

et dans cet état, elle se décomposera en

&? z4a2d-f2—r*=o0

?

a 2* 4

z2=o, z 4

ses deux racipes seront donc
, y_ (et ta)

z =0, g me——

la différence de ces valeurs, ou la longueur de la partie
de la sécante comprise dansle cercle, sera .

2(2+4+Ra) i
Vi + a*

Pour que cette quantité s’évanouisse, il faudra qu’on ait

'

(/A
a+Ba=o0, ou a—=——,

B

résultat qui s'accorde avec ce qu'on démontre dans les
élémens ; car la droite menée par le centre du cercle et
par le point dont les coordonnées sont « et 8, oulerayon

AN, auroit pour équation y = —5— x (n°.61); Téqua-

tion y—f=a(x—«) devenant, par la valeur de atrou-
Lo ¢, .

vee ci-dessus, y —f = s (x — ), représenterala

droite perpendiculaire 4 ce rayon, et passant par le point

dont les coordonnées sont « et 8, c’est-d-dire par son

extrémité N,




T
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Si I'on vouloit connoitre la distance de I'origine 4 des Fig. 13-

coordonnées, au point o la tangente N T rencontre
Yaxe des abscisses, il faudroit, dans I'¢quation de cette
tangente , faire y =o, ce qui donneroit
a2 + (5" rl
—~—f=——(x— et rT——m™— =

a cause de a* 4- 2 =1,

87. Nous pouvons, par ce qui précéde, résoudre la
€uestion suivante : Trouver la position que doit avoir la
lighe EM, mence par le point donné E , pour que la partie
MM’ de cette ligne , comprise dans le cercle, soit d'une
grandeur designee par m. Afin de parvenir & des expres—
sions plus simples, nous prendrons, comme i la fin du
numéro 85, la ligne A E pour axe des abscisses, et nous
aurons, par ce numeéro,

__2\/r2(1 +a*) —a*u?
o Vita
Faisant disparoitre les radicaux, il viendra
mt (140 )=4r (1 40" )—fatar,

d’o1l nous tirerons

V4ir—m

a—=

' TVie—grra

substituant cette valeur dansy—=ae(x—a), nous au-
rons I'équation de la droite chercheée.

88. Ce n'est encore la que la solution analvtique da
probleme qui nous occupe ; ii faut maintenant construire -
Pexpression ci-dessus par des opcrations graphiques,
c’est-a-dire avec la régle et le compas. Pour y parvenir,

on observera d’abord que le numéraieur V 4 r*— m*
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exprime le coté d’'un triangle rectangle dont ar est
I'hypothénuse, et m le troisieme c6té. On donnera en-

suite au dénominateur ‘/4 w*— 44 m* la forme
—_— T _2\a & . . g pr—————

14 42— (4r—m*)*, équivalente a‘/4z’—(l/ 4r’—m°)’,

et qui fait voir que ce dénominateur est aussi le cote

&un triangle rectangle ayant pour hypothénuse 2 «, et

pour troisiéme coté le radical V 4 —m*, oule numé-
rateur dont nous venons d’indiquer la construction.

-En désignant par p et par q les deux lignes qu'on ob-
tiendra par ces opérations, nous aurons @ = P ; et

comme I'équation y—=a (x—a) donne ;L:c —a, il

en résulte —Y— = —p—,d’oﬁp:q::x—d:y.Sidonc
X =——c q
nous prenons sur AE, a partir du point E, une distance
égale a p, et que par 'autre extrémité de cette distance,
nous élevions une perpendiculaire égale a ¢, la droite
qui joindra T'extrémité de cette perpendiculaire avec
le point E jouira de la propriété comprise dans I'énoncé
de la question. ’

89. Le triangle rectangle et le cercle donnent le
moyen de construire la racine quarrée d'une quantité
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est
évident lorsque la quantité comprise sous le radical estla
somme ou la différence de deux quarrés. Eneffet, ona
dans ce casV a® + b* et V a*—b* ; l'une de ces ex-
pressions peut étre regardée comme 'hypothénuse d'un
triangle rectangle dont les cdtés sont a etd, et lautre
‘comme I'un des cdtés adjacens @ I'angle droit, dans un
triangle de méme nature , dont Ihypothénuse seroit a et
le troisiéme coté b.
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On construira, par une suite de triangles, I'expression
V/a* b4 ¢* 4-d* : ayant obtenu d’abord Va+bs,
on représentera cette ligne par ¢, ce qui donnera
a@*+b*—a*, et la quantité proposée deviendra
Va* +¢* + d*; on construira le radical Va* + ¢
comme le précédent, et nommant 2 le résultat de cette
opération, on aura «* 4- ¢>=£* : il ne restera plus qu'a
trouver {/ §* + d*, ce qui se fera en prenant T'hypothé-
nuse du triangle rectangle dont les cotés sont Bet d. 1l est
facile d’étendre ce procédé au cas ou le radical a cons=
truire contiendroit un nombre quelconque de quarrés.

Passons maintenant & I'emploi du cercle dans I'ex~
\ . . %3 . . . , ;
traction desracines. L'équation de sa circonférence étant

mise sous la forme y = vV r* — x2, donne

y=V (r4+x)(r—ux), et par conséquent si I'on fait
r+r—a, r—x=>b, on auray:l/;z;mais

r4+x=E'A4AP=E'P, fig. 21, r—z=EA—~AP=EP:Tig. ».

prenantdonc E'P—a, EP =5, et sur la somme EF’
de ces deux lignes, prise pour diamétre, décrivant un
cercle, I'ordonnée P} élevée sur le point P seray ou

V@b, cest-a-dire qu'elle sera moyenne proportionnelle
entre E'P et EP.

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle
entre deux quantités quelconques , par un procédé qu'il
est bon de connoitre. Il consiste a prendre la plus grande
des deux lignes a et b, pour le diamétre E E’ du cercle,
l'autre pour I'abscisse E P, & élever ensuite 'ordonnée
P M, et atirer la corde E M qui est la moyenne propor-
tionnelle demandée. En effet, par le triangle rectangle
PME, ona
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ME=V -1'-3—E°+ =V (r—x)y+y* =V (1—x) t r—a*

" —Var—arz=Var(r—x) —=V'EE’ < EP.
Le calcul seroit le méme, et conduireit au méme résultat,
dans le cas ot I'abscisse seroit plus grande que le rayon :
on prendroit alors E'P =1+ x alaplacede EP/

90. ATaide de ces méthodes, on construira tous les
radicaux du second degré, quelle que soit la quantite
qu'ils ‘renferment. Soit pour exemple ~ ,

‘/a’+bc— def .
g

def _ . .
onferabc=ak, — f—: ak’; l'expression pro-

posée deviendra
Vo + ak—ak _—_‘/( at+h—Fk)a,

et pour l'obtenir, il suffira de prendre une moyenne pro-
portionnelle entre deux lignes respectivement égales a
a4k —Fk et a: il est dailleurs évident que les quantités
L et k' se détermineront par les lignes proportionnelles,
daprés ce qui a été dit n°.72, puisque les équations dont
elles dépendent donnent

b — bc

.

“de
» K= '—f" s
. ag
et conduisent par conséquent a ces proportions
a:bic:k,

de de de ,
- g:f::——:——f—:k.

H
a ag

a:de:

o1. La quantité que I'on se propose de construire
pourroit ne pas étre homogéne; mais cela n’arrivera que
lorsqu’on aura fait quelque ligne égale a I'unité, ou que
I'on aura représepté un nombre par une lettre; et le

méthodes
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méthodes indiquées ci-dessus ne seront pas arrétées
par cette circonstance , pourvu qu'on fasse reparoitre ,
dans tous les termes o1 elle devoit se trouver, et avec des
exposans convenables, la ligne prise pour unité.

— ,
. . bc Ton si o
Si Fon avoit a+ 7 etquel'onsit parI'énon-

cé de la question par laquelle on seroit arrivé a cette

expression, qu’elle doit appartenir a une ligne, on verroit

que chacun des termes compris sous le radical devroit
étre du second degré, et que par conséquent en désignant
bend

d3

au lien de %—, cequine changerien 4 la grandeur absolue

I'unité par n; il faudroit écrire an an lieu de a, et

de ces quantités, puisque n — n® =1, et en général
rm =1, quelle que soit m : on auroit de cette maniére

‘/a+bcn3 l/( bcn’)

qui se construiroit facilement.

Nous observerons que, d’aprés ce qui précede, on
peut extraire, par une opération graphique, la racine
quarrée d’un nombre quelconque, en prenant une
moyenne proportionnelle entre deux lignes, dont I'une
représenteroit I'unité, et I'autre auroit avec celle-ci le
rapport marqué par le nombre proposé. {/ 7, par exem~
ple, s'obtiendroit en prenant une moyenne proportion~
nelle entre deux lignes, dont une seroitles Z de I'autre,,

puisque (/ 2=V'1 X .
92. Rien n’est plus facile maintenant que de résoudre
graphiquement I'équation du second degré x*—a x=>5*,
’ H
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qui peut représenter toutes celles de ce degré. En effet,
en tirant les valeurs de x, ona

x:—:ai‘/%a’ +b%:

il ne s’agit que de construirele radical \/{—a’-{-b’, cequ’on
-effectuera sans peine d'aprés ce qui a été dit n°. 8g;
on prendra ensuite la somme et la différence du résultat
et de laligne 1 @, et I'on aura ainsi la grandeur de cha-

', cune des racines de la proposée. -
Si cette équation étoit de la forme x*—ax =—5b°,

on auroit _ _

r=jax \/%a“—b’;

sa construction, dans ce cas, ne différeroit de celle du
précédent, qu'en ce que le radical seroit exprimé par
I'un des cdtés de I'angle droit d’un triangle rectangle , au
lieudel'étre par 'hypothénuse, et que ce triangle cesseroit
d’exister si I'on avoit } @ < b, parce qu'alors ayant pris
Fig. a1, sur T'un.des c6tés d’un angle droit, de APM, fig. ar, par
exemple, une grandeur AP=y5, le cercle décrit du point 4

comme centre, avec un rayon qui seroit moindre que.

AP, n’atteindroit pas l'autre c6té P M : cette circonstance
s'accorde avec la théorie des équations du second degré,
qui donne des racines imaginaires pour le cas dont il
sagit.

Pour appliquer ce qui précéde, proposons-nous la
question suivante : Etant donnée la somme ou la diffé-.
rence des deux cités contigus d'un rectangle et sa surface
construire ce rectangle. :

Soient * la surface du rectangle demandé, a la
somme ou la différence de ses cotés contigus, x I'un d’eux ;
Tautre sera exprimé par @ — x dans le premier cas, et
par a4 x dans le second; la surface sera (a—x)=x
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pour 'un, et (a-+ x)x pour l'autre; en sorte qu'on Fig. a1
aura ces deux équations :

ar—x*=">0* axtx*=>b%,

lesquelles, étant résolues, donneront des valeurs de x
constructibles par la méthode précédente.

93. Les équations du second degré se constiuisent
€légamment par le cercle; pour cela, il faut employer
'équation la plus générale de cette courbe qui s'obtient
en plagant son centre d'une maniére quelconque: or,
on voit par la figure 21 que si 'on prend le point 4”’ pour
Torigine des coordonnées , et que I'on fasse
A" —=a, Ad=4, AM=r, A" Q=ux, QM =y,
on aura :
AP = AP — A'A=A" Q— A" A'=x—a,

PM=QM—PQ=QM—AA'=y—g;
i cause de AP" 4 PM* =AM, il viendra
o .(x—-u)’-{-(_y—ﬂ_)‘:r’,
ou, en développant, )
' T —gaxtatty —afytpr=r. ,

* Sil'on vouloit que I'origine 4” fit placée sur un point
de la circonférence, on auroit

a* 4 gr=r,
et I'équation ci-dessus se réduircit a

-

, . TF—2ax+y*=—2fy=—o0;
enfin si, pour plus de simplicité, on faisoit coincider
ce point avec I'extrémité E du diamétre EE’, 4 4’ on § -
deviendroit nul, et « seroit égal a r: on]auroit par consé-
quent o
xt—2rx4y*=o.
Ha
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Si mzaintenant on fait a7=a, et y=15, cans cette equa—
tion, elle se changera en

x*—ax + b*=o0, ou x*—ar——1>0,

qui est la premiére des équations proposées dans le
numéro précédent; et de-la résulte cette construction:
Fig. 30. Ayant décrit surlaligne E E' = a, £ig. 30, prise pour dia=
métre, un cercle, on élévera au point E une perpendicu-
laire E F, sur laquelle onportera EG=—=b; on tirera ensuite
G M paralléle & EE’, et abaissant les perpendiculaires
PM et P'AI', elles détermineront les abscisses EP et EP’,
qui seront les deux valeurs de x, puisqu’aux points
M et M', pour lesquels I'ordonnée y = b, on aura-
x*—ax==—Db*. Il est visible que lorsque GE surpassera
le rayon du cercle, ou ; @, auquel cas les racines de
I’équation proposée seront imaginaires, la droite menée
par le point G parallélement & EE’, passera au-dessus du ~
"cercle, et ne déterminera par conséquent aucun pomt
sur sa circonférence.

Les racines de I'équation x* + ax=-—1>" ne diffé~
rant de celles de la précédente que parce qu’elles sont
négatives, sobtlennent par la construction que nous
venons d’indiquer.

94. Il n'en est pas de méme pour I'équation
x*—ax =>5*:ici il faut employer la propriété des
sécantes et des tangentes, démontrée dansle numéro 84.
Pour P'appliquer au sujet qui nous occupe, on mettra
Péquation proposée sous la forme x (x—a) =25, on
décrira sur le rayon AD =1 a un cercle, on ménera la
tangente D H, qu'on fera égale 4 b, et par les points
Aet H on tirera une sécante HN. En nommant x la
ligne HN', on aura évidemment
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HN=HN'—NN'—=HN'—EE'=—= HN'—SAD —x —a, Fig. %o.

etlapropriété citée plushaut, donnant HN'>< HN=DH",
il en résultera « (x—a) = b*, ce qui est I'équation pro-
" posée.

Sil’on avoit x* 4 a@x = b?, il faudroit faire HN=x;

on auroitalors HN =x 4 a, etx(x + a) =5

La construction présente n'étant sujette & aucune ex-
ception, nous montre que tant que b* sera pésitif dans le
second membre en méme temps que x> Uest dans le pre-
mier, les racines de l’equatlon prop0aee seront toujours
réelles.

- 95. S'il s'agissoit de partager une ligne @ en moyenne
et extréme raison, et qu'on nommdtx I'une de ses parties,
on auroit '

e—x:xilx'!a,

dou a*—axr=a*, ou, ce qui revient au méme,
x* -+ ax = @*, équation qui rentre dans * + ax =b*,
Jorsqu'on fait a—~5. Dans ce cas, AD=—=1DH, et la
construction proposée c1-dessus, modifiée ainsi, s'accorde
parfaitement aveo celle que I'on donne pour la méme
question dans les Elémens de Géométrie, ou cependant
on ne tient compte que de la plus petite des deux valeurs
de x, représentée par HN. L’autre valeur HN' ne résout
pas le probléme dans le sens précis de son énoncé , mais
elle satisfait 4 une équation dans laquelle cet énoncé se
trouve compris. En effet, de .

HN :DH::DH:HN, ou z+4a:a:la:x,
on déduit encore, comme ci-dessus,
x4 ax—a*,

mais alors c'est la ligne H V' qux se trouve partagée en

‘ HY .

-
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Fig. 50, moyenne et extréme raison au point N, et le plus grand
segment est égal a la ligne donnée D H.

Le probléme suivant est trés-propre a faire connoitre
comment il faut interpréter les diverses solutions qu’offre
. une méme équation. ‘ ' .

Fig.51. 96, D'un point E, fig. 31, placé comme on voudra,
mener une droite de maniére que la partie D' F' de cette
droite, interceptée entre deux lignes qui forment entr'elles
un angle droit BAC' , soit d'une grandeur donnée.

Désignons comme a P'ordinaire par « et 8 les coordon-
nées du point don;ié E; représentons par y —f=a(x —a)
I'équation dela droite E D', menée par ce point. Pour
obtenir la longueur de D'F’, il suffit de déterminer 4 D’
et AF', c’est-a-dire la valeur de y lorsque x=o0, et celle
dex lorsque y =0, hypothéses qui fournissent les équa-
tions g

y-—B:—a a4y, —B=a(x—a), . .
desquelles on tire . ‘
y= B—aa=A4D', r—— ﬂ-——_—aicf —=AF,

etcomme F'D'— ‘/ﬁ,’-{-}i—ﬁ“, il en résulte

FD= l/(e—an)°+$(ﬂ—ax)°=’3

posant F'D’=m, et élevant au quarré pour faire dispa-
roitre le radical, il vient

m’-( —-aa.) (14 a*).

Cette équation étant développée et ordonnée par rapport
a a, se changera en

—a

\/1+a’;
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at a’———a+——_o,
o «?

uﬁ
et monte,, comme 0n voit, ‘au quatriéme degré ; mais si
Yon fait g = ¢, c’est-a-dire, si 'on prend le point Ed.
égale distance des deux axes A C et 4B, elle deviendra

. vas_m, .
at—2a® + por a*—2a+41=o,

sera réciproque, et par conséquent réductible au second
degré. En faisant @ + -7‘1— =a’'(Voyez ' dlg. de Clairaut,
_5‘6 édit.tom. 11, pag. 239) , on obtiendra en o’ I'équation

3
a’ﬁ_ga—.n."_ —o0
w02

a—-n:i:l/ ;

on tirera ensuite del'é quatxon a + —_=ad,

qui donnera

a*—ada+$1=—o0, a=:a i‘/- $—1.
Substituant dans ce résultat les deux valeurs de o', il don-
nera quatre valeurs de a, qui répondront & un pareil nom-
bre de solutions différentes, dbnt le probléme propose est
susceptible.

On peuty arriver immédiatement en donnant a I'équa-
tion i

2 a*—m?*
at— aa® +

1a forme

a*—s3a+41=o

a®
m‘
at—aa® 4 2a*— —a-’-a’—ﬁa‘l-l:o,

. m*
passant ensuite le terme — a* dans le second membre,

. H4

28 ,, BAat—m’ g . Fig. 814
a’
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Fig. 51. et ajoutant en méme temps de part et d’autre la quantité

a*: on aura ,
. . ml
¢t —3ad’taat—sat14at=( —+1 )a%
o

extrayant la racine quarrée de chaque membre, on trou-
vera ‘ .

at—a+4+1==xal Tz—-{—l
al !

ce quirevient &

aB

2 2
— u-“—i‘/;n T a4 1=c.
Cette équation doit étre considérée comme équivalente a
deux équations du second degré, a cause des deux formes
dont le coefficient de son second terme est susceptible ; et
elle donne successivement

. o + ‘/mn + ad’
e——a+t+1=o0,
o
o — ‘/m‘ -+ at f

—_——————a-+4 1 =o.
, "3
Si on désigne par a’, @’ les denx racines de la premiére,
et par a”/, a””, celles de Ja seconde, on aura en vertu du
dernier terme égal A l'unité; o’ =1, @”’ a”’=1; et
comme @ éxprime la tangente d'un angle, prise pour un
rayon =1, il s’ensuit que les valeurs a’ et &” appar-
tiennent & deux angles complément I'un de l'autre, et qu’il
en est de méme de a”’ et @”” (n°. g).

En résolvant les équations ci-dessus, il vient

, atVmita+y —sstmidanV mitas
“= ) - 2 ’ .
o’ — "'+Vm°+“—’—'\/ -.—-Qd’+m’+2d.\/ m’—{a_—x;

2

aﬂ
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=V m‘+«=+\/—w+m —a et
aa

" =¢_‘/m3+¢°_"/\—gx’+m’—2%‘/ m'—l-ac"
24 .

De ces quatre valeurs; deux seront toujours réelles,
savoir les deux premiéres; les deux autres deviendront

1magma1res ]orsqu onaura ga®-4 a « V m? 4- p >m*,
* puisque dans ce cas la quantité soumise au radical sera
négative ; mais avant de parvenir & ce terme, les ménies

valeurs deviendrontégalessia a® 4+ aa Vmrfas =m?.
~ Pour reconnoitre ce cas, il faut mettre I'équation précé-

dente sous la forme ua—m*=—aa )/ m* 4 «%, et fais
sant évanouir les radicaux, il vient :
—4¢’m’ + m4=4d.’m’;
divisant par m*, on arrive 4 un résultat qui donne
m*=8a%, ou m=V 8a*=2ay 2. -
Les valeurs dé o', a” a”, a", se changent, d'aprés
celle-ci, en

ad=a +‘/—’ @' — 2_‘[5’ a" = @M= 1,
97. On voit d’abord par ]"inspection de la figure,

Fig. 31.

que P'on peut en général remplir les conditions du pro- -

bléme proposé de quatre maniéres différentes: 1°. par la
ligne E F' menée convenablement dans 'angle B4 C’;
2°. Par la ligne E D’, menée dans I'angle CAB',de
maniére que AD"=AF'; car il est facile de voir
que le point E étant situé de la méme maniére par
rapport a chacun des axes AC et AB, on a alors
AF"=DA4’, et par conséquent D"F’=D’F’; par la méme
raison l'angle EF'B = ED'C, Mais ED'C ‘est lo
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complément de D'F' A, ce qui établit en effet, entre les
deux solutions représentées par E F' et E F”, larelation
que nous avons fait remarquer plus haut.

3°. Quand la grandeur de la ligne donnée m ne sera
pas au-dessous d’une certaine limite (savoir 2 z ‘/; ), il
sera possible de mener dans I'angle B A4 C une troisiéme
ligne D” F’, qui résoudra encore la question proposée.

4°. Sil'on prend AF” =AD", et AD"" = AF",la
ligne F"”D"" sera encore égaleala droitedonnée; et il est
évident que les angles D”'F”'A et D""F""4 sont en-
core complémens l'un de 'autre, puisque le second
triangle D””AF"" n’est autre que le triangle D"’ AF"’,
dont on a placé le c8té 4 F*’ dans la directionde AC: on
voit de plisque ces deux solutions se confondent lorsque
angle D" F”' A est égal & un demi-droit. Enfin les lignes
D”'F"' et D""F"", étant situées toutes deux en sens con-
traire des lignes D'F’ et D”F”, répondront aux deux va-
leurs négatives de a.

_ La construction des expressions de a’, a”; a"”', a
dépend que de celle des radicaux

1/
", ne

Va4 m2, \/—2¢’+m’ +_2a'c\/d.‘+n:.

\/—Qa’ + m’—nu\/a’+m‘.

Le premier s'obtient facilement, puisqu'il n’exprime que
I'hypothénuse du triangle rectangle dont les c6tés sont
a et m: & Iégard des deux derniers, il faut observer qu'ils
peuvent se changer respectivement en :

Vv ogmy—ige, V (a—V o fmop—dgas

et que par conséquént I'un est le coté del'angle droit du
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triangle rectangle, dont I'hypothénuse et’ le troisiéme Fig. s1. -

coté sont 2+ |/ «* 4+ mretaa, et I'autre celui du

triangle rectangle dont I'hypothénuse et le troisiéme coté

sonta—V 22 -+ m* et 2 . Faisant donc

Ve +mr=n, \/(¢+ Vardm ) —4at=p
| Ve vaTm)—fe=q,

il viendra ' ,
v "_¢+H+P a[/__¢+n—P
=, ="
2a . aa
a’'— ¢—h+z] a;///zd_n_q.
2a i 2a

Ayant ainsi les tangentes a’, a”, @/, et "”, on peut,

d’aprés leurs valeurs , mener d’abord par lorigine
des coordonnées, des lignes qui fassent avec I'axe AB
les angles auxquels elles appartiennent, et cela en éle-
vant sur une abscisse égale & 2 «, des ordonnées respecti-
vement égalesa a-t-n-p, .a_t-l—n-—p , ¢—n+¢l s &t=T—(.
Tirant ensuite par le point E des droites paralléles a
celles que donnera la construction precedente, on aura
les droites demandées (n°. 61). ‘
Il existe encore une autre maniére de déterminer les
droites D'F’, D"F”, D"'F"', D""F"", savoir, en menant
G E paralléle a 4 B, et en observant que par les données
du probléme , GE = «, et que dans les triangles
D'EG,D”"EG,D"EG, D"EG, on aura’
D'G =G EtangD'EG —=GE tang D'F'A =aa’-
D"G =GE tangD’EG —GE tangD"F’'A —aa”
D" G=GE tang D""EG =GE tang D"’"F" A =« o’ -
D""G=G E tang D""E G—GE tang D""F"" A =aa"",

d’on il suit
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Fig. 81, ¢+n+P ., a+n.——
a bre= P

DG=

D//IG_;_dT_T;'i- g" D////G=”’—Z_q’

et lorsqu'on aura les longueurs des quatre droites ci- :
dessus, les points D', D", D”', D", seront bientét trou- f
vés (). , |
98. Si au lieu de prendre pour inconnue I'angle que

. doit faire avec 'axe des abscisses AB, la droite demandée
nous eussions cherché i déterminer la distance entre le
point donné E et le point H pris sur le milieu de la ligne
D'F'; en faisant EH=ux, et posant pour abréger

FH=D'H— -7-:—:- , nous aurions eu -
D'E=EH+D'H—=x41, F'E—=EH—F H—x—1,

F’P=\/E—I-"’ —EP* =\ (a—10) —a*;
et les triangles semblables D'GE;, E P F’, nous auroient,
donné

_ D'E:EG . EF:.FP,
ce qui revient a

cxdlia x—l.:V.(a:-{—lv)’ — at,

d ot nous aurions déduit I'équation
ac(x—l)_(x+l) \/(x-—l)’—c'c’»

( *) Si on compare I'analyse que nous venons de faire des diverses
circonstances de la question ci-dessus , avec celle que I'on trouve dans
Yalgébre de Bézout (3¢ vol.du Cours a Dusagede la marine , pag. 534) ,
on verra combien cette dérnitre est mcomplete ‘et fautive ; elle n'in-
dique quelesdeuxsolutionsreprésentéesparles lignes D' F/ ¢t D/ F/!_
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qui, par I'élévation au quarré et le développement, seroit an. 3.
devenue

b—(elr42a?)r* + M —0a*f=0,
et pouvant se résoudre comme celles du second degré,
on en auroit tiré d'abord ‘
=0l =Vt 4ot 0,

puis
P 'J:\/ | R VY :i\/b—{-u’j:cc V45

expressions faciles a construire d’aprés ce qu'on a vu
dans le numéro 8g.

Cette solution, bien remarquable par son élégance,
est tirée de I'Arithmétique universelle de Newton, qui
I'a’ donnée pour montrer comment un heureux choix
d’inconnues simplifie la solution d’un probléme. Celui
qu’il a fait, dans la question qui nous occupe, lui a sans
doute été suggéré par la considération que la distance EH
ne peutavoir que deux grandeurs différentes, 'unerelative
aux deux solutions D'F”’ et D”F”, et 'autre aux solutions,
D”F" et D"'F", et que par conséquent ses quatre
valeurs doivent étre égales deux & deux, et ne peuvent
différer que par le signe. Nous conclurons de 1a que, pour
se déterminer dans le choix des inconnues, il faut chercher
celle qui, dans les diverses circonstances que peut offrir
la.questlon proposée , subit le plus petlt nombre de
changemens.

99. L'équation du premier degré ne nous a donné
qu'une seule espéce de lignes, savoir la ligne droite; nous

_ avons trouvé que I'équation du cercle étoit du second
degré; mais son équation, que nous avons obtenue dans
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le numéro g3 sous la forme, la plus générale , n’est encore
qu'un cas particulier de celles du second degré, dont la
formule est

Ay +Bxy+Cx’+Dy+E.r._ .

11 nous reste donc a reconnoitre les courbes qui répon-
dent aux autres cas de cette formule ; nous observerons
d’abord qu'on peut, sans en diminuer la généralité,

Técrire amal :

D E F
y+——xy+ =ty t o E=

et faisant pour abréger

B ¢ ,D E ,F
7—0’7 —byj—c)]‘—d:]‘ —_
il en résultera

yY+taxyt+bx*+cy+dx=e
Le moyen qui s'offre le premier pour déterminer les cir-
constances du cours des courbes cherchées, c’est d’exami-
ner la marche des valeurs de I'ordonnée, par rapporta
celles que I'on peut assigner aux abscisses, et pour celade
résoudre 1'équation ci-dessus parrapportay. En operant
ainsi, on trouve

—i(ar )£V o= B F (@ F o
Qn voit d’'abord que la valeur de y est composée de deux
axr+c

2

parties, dont I'une, exprimée par — , est Tor-

donnée d’une ligne droite ayant pour équation

. Yy=—1ax—;c, etquise construit en prenant sur I'axe

Fig. 5a.

AC, au-dessousde A B, fig. 32 , une partie AD = %¢,
et menant par le point D une droite DE, faisant du cété
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des y négatifs un angle D E 4, dont la tangente soit égale
x 4 °
‘ 2

est évident maintenant que pour avoir les points qui
appartiennent a la courbe cherchée, il faut porter dans
la direction de PN, tant au-dessus qu'an-dessous de la
droite ED, des parties NMet N M’ égales &

—V4(e—dx—bx°)+(ax+c)ﬂ
puisqu’on aura par ce moyen
PM=—j(ax+c)+iV 4(e—dx—bx*) + (ax + )’
PM'=—1(ax+c)—¥ 4(e—dx—bz*) + (ax 4 )*

La droite DE iouit donc de la propriété remarquable
de partager en deux parties égales les lignes menées
parallélement 3 4 C entre deux points de la courbe
cherchée, et c’est pour cela qu'on lui a donné le nom de
diamétre ; mais il y a cette différence entre laligne DE et
les diamétres du cercle, que ceux-ci rencontrent 4 angle.
droit toutes les lignes qu'ils divisent en deux parties
égales, tandis que la premiére le fait obliquement : cepen-

dant nous montrerons bient6t que ces deux circonstances
dérivent d'une méme loi.

. a
a1 a; en sorte que AP étantw, P N sera —

Aprés avoir déterminé le diamétre DE, on est conduit
& chercher ¢'il peut rencontrer la courbe, et quels sont
les points d’intersection : or, le caractére de ces points
consiste en ce que, pour chacun d’eux, les lignes N
et NM', deviennent nulles, c’est-a-dire qu'oh a

W e—dz—ba) F (az + o) =o,
d’oti on tire

4(e—dz—bx*) + (ax+ c)*=fo;
et en développant, il vient

E ]

-

.
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(a®*—4b)x34- (2ac—4d)x+c’+4e_o.
Si on résout cette equanon par rapport ax, apres T'avoir
mise sous la forme
sac—4d c+4e
=t a*—4b z+ —4b6
en obtiendra
_ ac—nd c’+4e ac—zd
S @ —4b (a'—4o
oun x = Z—2dEV (ac—ad)*—(c*+4e)(a*—45) -
a*—4b

Ces valeurs seront ou réelles, ou imaginaires, selon
qu'on aura

, (ec—2d)*>ou<(c*+ 4e)(a*—4b).
Dans Ie premier cas, on prendra sur 'axe 4B,
—ad
AG—__9°—2
G a*—4b’
Fautre c6té du point G les parties G H et G H', égales a

AT GEY D) CEY DI
—4b -
en élevant les perpendlculaxres HI et H'T', les points I
et I, seront ceux dans lesquels la courbe cherchée ren-
contre son diamétre D E. Il faut encore observer ici
que si par le point G on éléve la perpendiculaire G 0,
elle rencontrera D E dans'un point O qui sera le milieu
de la distance IT, puisque GH'—= G H ; et nous nom-
merons ce poiat e centre, parce qu ‘il se trouve au milien
du diamétre.

et on portera ensuite de I'un et de

100. Afin de suivre plus particuliérement la marche
des ordonnées , relativement aux diverses_valeurs des
abscisses ,nous observerons qu’en développantla quantité

comprise




I
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eomptise sous le radical de I'expression de y, et en Yor- Fig. T
donnant par rapporta x, ona

__—ax—c +V (4e+c*) —a(s;i—ac)x—(sz —a*)x®

2

faisant pour abréger,
fdet+cr=p, ad—ac=n, fb—a*=m,
il viendra ‘

_ —ax—c+Vp—anx —mz
_ 3

2

expression d’aprés laquelle on voit que y ne sauroit avoir
de valeur réelle qu'antant que la quantité p—anx—mx*
sera positive. L’examen de cette condition presente trois
cas que nous allons discuter successivement.

1°. Lorsque le coefficient m sera positif par lui-méme,
c'est-a-dire que le terme — mx* demeurera négatif, la
condition ci-dessus ne sera remplie que par des valgurs -
‘de x moindres que celles qui rendentp —anx=ma*,
et qui sont les racines de I'équation

mx* - onx—p =6,
ou (4b—a*)x*+ (4dd—2ac)r=4etc,

que nous avons résolue dans le numéro précédent, pour
obtenir les points H et H'. Au-dela de ces points, la quan=
tité p—an 2 —m x* sera négative, les ordonnées seront
par conséquent imaginaires, et la courbe cherchée n’aura
aucun point correspondant aux abscisses plus grandes que
AHet AH'; elle sera donc renfermée dans I'espace com~
pris entre leslignes IH et I'H'.

Nous n'avons eu ici aucun égard au signe.de n,
parce que ce signe ne chaoge point la conclusion ; it

“ I
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¥gi. 52.n'influe que sur Ja grandeur absolue des distances AH
et AH'. 11 faut seulement faire attention que quand p

est négatif , et que —ZT < :?, la quantité p—anx—mx*

reste négative, quelque valeur qu'ait =, d'od il suit
que I’équation proposée ne donne aucune ordonnée réelle,
et n'appartient & aucune ligne. Pour se convaincre de
cette vérité, il suffit de remarquer que I'on a en général

= —mz*=m —+—-—l:iafx 2
pxanx — T r—x

—fzeizen)

. n . : . oy
car le quarré de — Fx étant essentiellement positif, le

' n * . .
terme — (—;:{: x ) sera négatif dans touslescas, etsi

p devient négatif , et que le terme }’:T Iemporte dans

cette hypothése sur » la quantité entiére sera toujours

négative.

Si, dans I'expression de y, on donne & la quantité
p=* anx— ma* la forme ci-dessus , on aura

_ax—cil/m[%r{--:;—:-—(—:-;:‘q:x).—‘
= =

en passant dans le premier membre les termes dégagés du
radical, élevant au quarré, et réunissant ensuite tous les
termes dans un seul membre, on obtiendra

y-’:
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O+ Y 5t D+ () =

quand p sera négatif, la quantité %-{- %— deviendra

pm
¢w= 4 —:on aura donc
m 3

( +ax+c> +(—+ ) +m(——; =0,

et si —>—— le terme — (— - ) qui ne change

pas de signe , pourra étre regarde comme un quarré dé-
terminé et positif. Sous ce point de vue, le premier mem-
~ bre deI'équation précédente sera la somme de trois quar-
rés, etne sauroit par conséquent devenir nul que dans
le cas ou I'op auroit séparément
a:r-{-c_ n_,  _ m/n P

y+ —;—— =0, —n-'—zx._o, -Z- ;;—;l— =o.
‘L'ensemble des deux premiéres équations désigne un
point, puisque chacune des inconnues x et y se trouve
déterminée par leur moyen, et la troisiéme ne tombant
que sur des quantités données, exprime une condition
sans laquelle l'équation proposée ne signifie rien.

2°. Quand m sera négatif , le terme — mx? devenant .
+max*, la quantitt p—anz—mx* se change en
p —2nx + mx?, et le terme m x* étant positif, quel
que soit le signe de -, il faut qu’on ait mz*>anx—p,
ce quin’aura lieu que pour les valeurs de 2 qui surpassent
celles que donne I'équation

mx*=arx—p oOu mx'—anx+p=o,

qui n’est autre chose que ceque devient celle du cas précéd;
- . ) Ia
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Fig. ss. lorsqu’on y fait m négatif. 11 suit par conséqﬁént de ce
qui précéde, que dans le cas actuel les valeurs de y,
correspondantes aux ahscisses moindres que les racines
de cette équation, et comprises entre les points Het H',
sontimaginaires. La courbe cherchée n’ayant donc aucun
point qui corresponde & ces abscisses , est nécessairement
composée de deux parties séparées par I'espace que ter-
minent les droites [Het I'H'.

Les racines de l'équation max*—2nx+4p=o,

comprises dans la formule x="— nt ‘/7:’ —P™ sont
imaginaires lorsque p est positif par lni-méme, et que
n* <pm, parce qualors le terme pm est négatif et
I'emporte sur n*. Quand cette circonstance a lieu, les
valeurs de AH et de A H' étant imaginaires, la courbe
proposée ne rencontre pas le diamétre D E; et'comme
néanmoins elle a des points situés au-dessus et au-dessous,
il faut qu'elle soit encore composée de deux parties

séparées.
La quantité p — 2nx - m x* pouvant se mettre sous

w[E-mr(E-=)]

. 3 s n 2 p__n". .
seréduit & m ( — —a ) lorsque —=—;ilenrésulte
m, m m= -

la forme

Visee e =t/
| —-ax-—c:t(-:—;——x)/fn
T 2 -

et y=

d’o on tire ces deux équations :
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y==ilatym)e—i(c—vm)
y=—ia—yma—i(c+Lym),

- qui ne donnent que deux lignes droites.

3, Lorsque m=o, l'expression dey se redult a’

—az—c+Vp—anx
y= »

et ne peut étre réelle que pour les valeurs positives de x,
moindres que celle qui résulte d¢ I'équation p—anxr=o,

P

ou moindres que —— ; mais du cdté des x négatifs, I'or=
" an

donnée y est toujours réelle, parce que la quantité p—anx
se change en p-{-anx pour ce coté, et demeure constam—
ment positive. Il est dailleurs évident que la courbe cher-
chée nerencontre gu’uneseule fois 1aligne DE; car I'équa-~
tion m x*4anx—p=o, dont nous avons fait usage pour
trouver les points ot cela arrive , devient 2n x-—p=0, et
s'abaissant ainsi au premier degré, ne donne plus que la

Fig. 33.

seule valeur x = ;p—n . Si le point H est celui quirépond

a cette valeur, la courbe n'aura pas d’ordonnées au-

dela de ce point, mais elle s'é¢tendra indéfiniment de H
vers B'.

101. Nous pouvons, par un changement de coor-
données , simplifier beaucoup I'équation générale dang

chacun des trois cas que nous venons d’examiner.:

L’équation '
—azrx—c*Vp—anzx—maz*

y =
étant'mise sous la forme.

\

13
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==xiVp—anzr—mz*,

y+

_se réduit a
u=x!Vp—anz—mz,

en faisant

v+ ar+c

=1u:
2

c . . ,
or, on a vu, n°. 99, que étoit I'ordonnée PN

ax+
3
de la ligne E D il suit de-la que

u=y+ 2250 —pN 4 PM=NH,
et que par conséquent —u=NM' (n°.69). Les nou-

velles ordonnéesu sont donc relatives an diamétre D E.

Prenons maintenant les abscisses sur ce diamétre, a
partir du point O, et pour cela, déterminons la distance
des points O et N. L’abscisse 4 G du premier est néga-
sd —ac
4b —a®

tive et égale 4 — ,oua _—:T (n°.99) ;l'or-

ax 4 c

donnée de la ligne DE étant en général — ,la
valeur particuli¢re de O G, qui répond a I'abscisse

) n n o
&= — —, sera ;(a—-—c>; on aura dailleurs
m m .

AP=x, PN______a:r:—c; et faisant

- n an
dm=—, B=5("‘_°)' e'=ux, f'=—1(ax+c),
m B m

la formule V' («” —a)* 4+ (8 — 8 )* (n° 62 ) donnera




A LA GEOMETRIE. 135

ol (e B+ 5 R) =N
posant donc O N=t, il viendra

t—,(x+—>\/4+a’

d’oti I'on tirera -

at

14 4+ a®
En observant que la quantité p —2nx —m x* peut se
mettre sous la forme

[-‘—-i--——- ——+x>](n preced),

on la changera en.

ce qui donnera

u_:i:’l/m(——-[-.ni_ 4?11’) S

et passant le diviseur a sous le radical , on trouvera

u—=c% l:/m(,{pm + 4n;, y; _f; af‘)

_v ,\ m (pm+nn)‘(4+as)’ .
== ‘/4+a, o -t

—___—

posant ensuite -
(pmtn)(4+e) _ . _m _ B
Am* 4ita 4

on aura; enfin ce résultat trés-simple :
= =+ —%' VAQ — 1
14
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Fig.33.  102. Nous pouvons maintenant construire la courbe,

car le radical |/ 42 —t* est Pordonnée d’un cercle dont
le centre seroit placé en O, a I'origine des coordonnées
tetu, et dontlerayon seroit A; et nous obtiendronsu en
prenant une quatriéme proportionnelle aux lignes 4, B

et |/ 4> — > 1l est facile de voir que la plus grande
valeur de u répond & t—=o0, c’est-d-dire au centre O,
‘et qu'alors u === B ; les limites de la courbe, dans le
sens de son ordonnée, seront donc les points L et L', pour
Jesquels O L= O L'=B. Nous avons déja trouvé les
limites I et I’ dansle séns du diamétre DE, et nous sommes
par conséquent fondés & conclure que, pour le cas ou,
‘comme nous le supposons ici, le terme m x* est négatif
dansla quantité p— a nx —mx*, la courbe cherchée
rentre en elle-méme comme celle qui est marquée sur la
figure par un trait continu ILI'L’. R
En faisant dxsparontre le radical de lequatlon

, u=;l: 7‘/,42-9,
on obtient - ' .
: A*u* 4 B*1* = A* B*;
ce résultat étant symétrique par rapport aux deux
indéterminées u et £, prouve que I'on peut appliquer &
T'une les conséquences qu'on a trouvées relativement &
lautre, et prendre les abscisses pour les ordonnées.

103. Quand m est négative, il faut prendre
—m B
4 + a? - Az 4

vient alors

-_—_:J:l/_ff .y B
. -.42(‘4 t)—,—:bAVt A,

afin que B ne soit pas 1tnaglnanre i
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Leradical y/1* — 4* étant construit par le procédé du Fig. 5a.
numéro 89, I'ordonnée u s’obtiendroit par le moyen des
lignes proportionnelles. Il est bien évident, par l'inspec—
tion de cette équation, que 'ordonnée u est imaginaire
tant que I'abscisse ¢ est moindre que 4, soit positivement,
soit négativement ; mais lorsque ¢ est parvenu i surpasser
4, la quantité t* — 4* augmente sans cesse, et rien ne
limite par conséquent la grandeur & laquelle peut attein-
dre u. D’aprés ces considérations, on voit que le cours
de la courbe est pareil 2 celui des lignes K Ik, K'T'k,
séparées par l'intervalle IT, et dont les branches IK etﬂg
I'K’ et I'k’ s'étendent a l'infini.

L’expression de A* étant

LEZET) (4t at) (o),

deviendra

(—pm+n®) (44+a*)
. 4m? ? .
par la supposition de m négative, et on aura
A— M ‘/_Pm+n’ ,

ce qui fait voir que A seroit imaginaire si 'on avoit
p m>n*; il faudroit donc falre alors

(pm—n*) (4+a*
Am

) — 4%, IR
et il viendroit

La quantité t* 4- 4%, ne pouvant jamais devenir nulle,
prouve, comme nous I'avons déja remarqué, que, dans
ce cas, la courbe cherchée ne sauroit rencontrer le
diamétre D E ; Pordonnée u ne peut étre moindre que B,
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Fig: 52.et ne devient égale a B que lorsque #—o : mais de
chaque cété de la ligne LL’ les ordonnées croitront
d’autant plus que leur pied sera plus éloigné du point O,
‘el par conséquent les deux parties de la courbe, indéfi-

" nies dans ce cas-ci aussi bien que dans le précédent,
s’étendront au-dessus et au-dessous de D E, comme le

. 8 U
montrent les lignes QLq, Q'L'q’._
104. Transformons enfin I’équation
' y=—1(ax+c)xiVp—anz,
qui répond au cas ot m=—o. En faisant toujours
yti(ax+c)=u,
nous aurons d’abord B
u==t1 4 pP—23nx;
P

posant ensuite TR E= t, nous trouverons

Vi—anz= l/ang’;_x):vm,

d’oi p—==tiVant==V4nt.

Les nouvelles abscisses t ne partent plus du point O
dansle cas actuel, et]a courbe qui s’y rapporte n'a point
de centre. En effet, il suit de'expression de 4 G, qui est

s s no,. . L e
en général — —»qudmesurequem diminue,lepoint G,

et par conséquent le centre 0, s'éloignent de plus en plus

) , n
* del'axe 4 C, etlorsque m devient nul, on 2 4AG== S
ouinfini. Pour connoitre alors I'origine des ¢, il faut faire

P

t=0, ce qui donne 2 %70, ou x:;p— , valeur qui
n . n

rend u==o0, et qui fait voir que cette origine est le point
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1, ot la courbe rencontre le diamétre D E; en sorte que
t=IN.

L’équationu ==t V/4nt se construit en prenant une
moyenne proportionnelle entre I'abscisse I M etune droite
égale & 4 n, et le résultat est 'ordonnée MN, qu'il faut,
ici comme dans les cas précédens, porter tant au-dessus
de D E qu’au-dessous. La courbe cherchée est alors de la
formeRIr.

10§. L'équation générale du second degré, & deux
indéterminées , ne nous fournit donc que ces trois
formes :

_-—"/' 213 2 49 — E ]
u=:t:7‘/_49_ta ou,enfai- A*u +B t—B

\ santdispa- ] s T8

'uzig\/t’-—A’ roitre les ALuv—Br=B
o .\ radicaux ,

v=zt V4nt ‘ u*=4nt.

Les courbes représentées par la premiére, qui rentrent
sur elles-mémes et qui comprennent un espace fermé de
toutes parts, sont désignées sous le nom d’ellipses. Celles
que donne la seconde, composées de quatre branches
infinies formant deux parties séparées, se nomment hyper-
boles. Enfin la troisi¢me équation est celle des paraboles.
Chacune de ces équations paroit réduite a la formela plus
simple; mais les coordonnées n’y sont pas perpendicu-
laires entr’elles comme dans.les équations de la ligne
droite et du cercle dont nous avons fait usage jusqu'a
présent: cependant la situation des ordonnées est liée &
celle des abscisses par la condition que les premiéres sont
paralléles a la droite qui touche la courbe a I'extrémité de
son diamétre. Pour s'en convaincre, il suffit d’observer
que les points Met M’ se confondent en un seul au point ],
circonstance qui forme le caractére essenticl des points de

Fig.8s:
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Fig. 32. contact (n°. 85). En effet, 1a somme des deux ordon~
nées, on ladistance des points Met M, étant exprimée par

?;}\/A‘—t’ pour Pellipse , par 27? Ve—4 pour I'hy-

perbole, et enfin par 2}/ 4nt pour la parabole, devient nulle
au pointI, ot I'on’ at—=4 pour les deux premiéres
. courbes, et t— o pour la troisiéme.

106. L’équation des ellipses étant symétrique par
rapport aux deux indéterminées ¢ et u, de maniére que
Pexpression det en u ala méme forme que celledeuent,
on pourroit prendre aussi les u pour abscisses, et les ¢
pour ordonnées , et on verroit que le diameétre I’ est lui-
méme paralléle 4 la tangente menée par le point L. Les
droites II' et L L' jouissant toutes deux des mémes pro-
priétés, se nomment pour cette raison diamétres conju-
gués. Ilest évident que dans le cercle, les diamétres con-
jugués doivent étre perpendiculaires entr’eux, puisque
1a tangente menée al'extrémité d'un diametre quelconque
lui est perpendiculaire : le nombre des diamétres qui jouis-
sent de cette propriété est infini pour le cergle. Il n’en est
pas de méme de I'ellipse ; mais quoique, pour cette courbe,
Yanalyse précédente ne nous ait fait découvrir que deux
diamétres conjugués, se coupant obliquement, elle en a
‘néanmoins toujours deux qui se rencontrent a angle droit,
ainsi que nous allons le prouver, aprés que nous aurons
donnéles formules générales pour changerles coordonnées
d’une courbe en:d’autres situées’ d’'une maniére. quel-
conque,, tant par rapport aux premiéres qu’entr’elles.

107, Le plus grand changement qu’on puisse apporter
dans le systéme des coordonnées, sans cesser de les
prendre droites et respectivement paralléles & deux lignes
fixes, consiste & leur donner une nouvelle origine et

13
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d’autres directions. Nous embrasserons tout de suite ce

cas général , et nous supposerons qu'on se propose d’ex-
primer les valeurs des coordonnées AP—=x, PM =y,

fig. 33, relatives aux axes ABet AC, par deux autres Fig. 33,
coordonnées A”'P"—=u, P"M =1, rapportées aux axes
A"'B”, A" C", dont on connoit la position a I'égard des
Ppremiers. _

Ayant mené par la nouvelle origine 4"’ les droites
A"'B’ et A" C', respectivement parallélesa ABeta AC,
les distances A4’ et A’ A"’ seront données par I’hypothése;
et en les représentant par a et par b, on aura

AP—=AP 4+ A4 —=A"P' + a,
PM—P'M4A'A"— P'M +b.

Tirant ensuite par le pied de la nouvelle ordonnée P”M
les lignes P”Q et P”R, I'une paralléle & 4 B et lautre &
AC, on observera que puisque les axes A”’B” et A”'C” -
sont donnés de position & I'égard de AB et A C, on doit
connoitre tous les angles des triangles 4”'PR, MP"(Q,
ou, ce qui revient au méme, les rapports de leurs cotés
respectifs : faisant donc
AR __ P'R" _PQ oM
AP T T TP P T
.on aura ' :
A”’R:m.A’”P”:mu, P”R=n.A”'P”:nu,
PPQ=p.P’M =pt, QM=q.P"M —gqt,
d’ott ‘on tirera '
A"P'=A"R+ P"Q=mu-+pt,
PM=P'R+ QM=nu +qt,
et enfin v
x= AP = A"'P' +¢i=mu_+pt+a,
y=PM=PM+b=nutqt4+b
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Telles sont les valeurs les plus générales que puissent
prendre les coordonnées x et y , faisant entr’elles un
angle quelconque, lorsqu'on les exprime par d'autres
coordonnées du méme genre, mais situées comme on
voudra. Voyons maintenant comment on en déduit celles
qui conviennent aux différens cas particuliers qui peuvent
se présenter. ,

1°. Si onsupposoit les nouvelles coordonnées paralléles
aux premiéres, et qu’on ne fit que changer la position
de l'origine, les lignes A" C” et A"/ C’ se confondroient,’
ainsi que A”’B” et A”’B’; on auroit par conséquent
m=—1,n=o0, p=oetqg=—1, etil en résulteroit
z=u+a,y=t+ b, ce qu'il estfacile de voir @ priori,
puisqu’alors 4”'P” et A” P’ se confondroient, dinsi que

P’Met P'M.

En égalant 4 zéro ou @ oub, on conservera dans sa
place ou I'axe 4 C ou I'axe 4 B. '

2°. Si on ne vouloit changer que la direction des axes
ABet AC, et qu'on laissit toujours I'origine au point
A, les lignes A”' B’ et A”' C' tombant dans ce cas sur 4 B
etsur A C, on auroit en méme tempsa —oetb=o0, ce
qui donneroit

x=mu-+pt, y=nu+gqt.

On voit qu'en supposant m =1 etn=o0, d’ont il résul-
teroit x—u + pt, y=qt, on feroit coincider laligne
A" B” avec A”'B’, et que par conséquent on n’auroit
changé que la direction de I'ordonnée ; on prouveroit de
méme que x —=muety—nu -+t sont les valeurs de =
et de y, relatives au changement de-la direction des
abscisses,

o
108. 11 faut observer qu'il y a entre les quantités
m,n,p etq, qui dépendent de la direction des nouvelles
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coordonnées, une relation nécessaire , ensorte qu'on ne
peut les prendre toutes les quatre arbitrairement; carsi,
connoissant I'angle desaxes primitifs 4"’ B’ et 4/ C', on se
donnoit encore les angles B“4”' B’ et C’A"'B”, la posi-
“tion des nouveaux axes A”’B” et A”C” seroit entiérement
déterminée par ces trois choses. Lorsqu’on passera d'un
systéme connu de coordonnées a un autre systéme égale-
" ment connu, les quantités m,n, p et g, calculées sui-
vant leurs définitions, auront entr’elles la relation dont
on vient de parler ; mais il suit de ce qui précéde que la
Position de P'origine étant donnée , on ne peut déterminer
la direction des nouveaux axes, de maniére a satisfaire
a plus de deux conditions différentes, et que dans les
expressions c=mu-+pt+a,y=nu+qt+b, les
quantités x ety, u et?, ne sauroient étre les coordon-
nées d’'un méme point relativement 4 deux systémes de
coordonnées droites et paralléles, tant quem, n, petg
seront quelconques. Voici un moyen trés-simple de trou-
ver la relation qui doit exister entre ces quantités.

‘¢

Si on méne par le point M les droites M G et M H, res-
pectivement perpendiculaires & 4”'B’ et A”'B”, et qu’on
suppose connus les angles MP'B’ = C'A”’B’, et M P"B"

=C("4"'B’, on aura l¢ rapport de P’Ma P’ G, et celui

de P”M i P"H. Nommant g le premier et k le second, il

“enrésultera P’ G=_gy et P"H= ht; tirant ensuite A’ M,

et représentant A”'P’ et P'M par x’ et y’, les triangles
obliquangles 4”'P’M et A" P”M donneront

A" M =A"P" + P M’ 4-24"'P' XP' G=x'"+y'*+2gx"y"
A”’M’=A”’F”+P”M+2A”’P”><P”H=u’ + t2 +2hut..

En égalant ces deux expressions de 4"/ M" , il viendra
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z'*ty*togrly =v '+ ahtu;
mettant pour x’ et _y' leurs valeurs mu 4 ptetnu+gt,

on aura

(m’+n’+nmng)u’+(p’+q’+zpqg)t’+2(np+m4+g(mp+nq)Jut
=u*4t*4ahut.

-ette équation devant avoir lien , quelle que soit la posi-
tion du point M, il faut qu’elle se vérifie toujours indé-
pendamment de u et de ¢, condition qui donne les trois
€quations

m?® 4 n* +zmng_1, p*+4q*+2pqg=1,
mp+nq+(np+mqg)g=~h.

En chassant g des deux premiéres, le résultat

(m*+n*)pq—(p*+ ¢ )mn=pq—mn,
.exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire les
quantitésm, n, p etq.

On suppose le plus souvent que les nouvelles coordon-
nées u et ¢ se rencontrent & angles droits, ainsi que les
premiéres; dans ce cas , les équations ci-dessus se simpli-
fient beaucoup. Les angles MP'B’ et MP”B” devenant
droits, P'G ougy’ et PHou h t, s'évanouissent ; en sorte
qu'on a seulement

m*4nt—1
P +q=1
mp +ng=o,
d’ot on tire
m*=1—n*, p*=—1-—g*,
m’p’:l—n’—q‘-{-n’q‘; .

| .
et a causede mp——ngq, il vientn* 4 ¢> =1. Com-

parant ce résultat avec l’equatxon m*4n*=1, on
: trouve
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trouve g==m, ce qui donne p=~—n; on aura done
enfin '

x'=mu=—nt, y=nut+mt,

en observant que les quantités m et n dépendent 'une de
Pautre, en vertu de I'équation m*+ n*=1. La figure34,
construite pour ce cas particulier, fait voir que m est le
cosinus de P'angle B'A”'B”, que n en est le sinus, et
quon a

A"P’=A"R—P'"Q=mu—nt

PPM =PR 4+ QM= nu+mt,

comme nous venons de le trouver.

109. Voyons maintenant quelles simplifications on
peut apporter & I'équation générale
Ay* + Bxy+ Cx*+Dy+4Ex=F (1),
par le moyen de la transformation des coordonnées.
Changeons d’abord la position de I'origine des coordon-
nées, en transportant les axes parallélement & eux-
mémes; pour cela, mettons dans 'équation ci-dessus

«’ + a aulien dex, et y’ - baulieudey: elle devien~
dra alors

Ay's+ Ba'y' 4 Cx's
+(adb+BatD)y +(2aCa+Bb+E)x'S (2).
4+ Ab*4+Bab+ Ca*+ Db+ Ea=F

Les quantités a et b étant arbitraires, nous pouvons les
déterminer de maniére a faire disparoitre deux termes de
ce résultat. Supposons qu’on veuille chasser ceux qui
contiennent x et y séparément a la premiére puissance ;
en égalant leur coefficient & zéro, on aura

24b+Ba+4D=o, aCa+ Bb+E=0 (3),
. I

Fig. 54.
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il ne restera plus dans I'équation (2) que les termes du
second degré, x*, xy, y*, et le terme tout connu. Ce
dernier se simplifie beaucoup a T'aide des équations (3).
En effet, multipliant la premiére par b, la seconde par
a, et retranchant leur somme de r equatlon (2), aprés v
avoir supprimé les termes qui doivent s’évanouir, 1l
viendra ,
Ay” +Bx'y +Cx'*—Ablr—Bab—Ca*=F (4)-
Plagons & présent les axss des coordonnées dans de’
nouvelles directions , mais toujours perpendiculaires
entrelles, ce qui s'opére en faisant ( n° précéd.)

x'=mu—nt, y =nu-tmt
Nous pouvons faire disparoitre encore un terme de
lequatmn (4), parce que n'ayant entre les quantités
m et n que I'équation m* 4 n*=1, il en restera une
& déterminer. La suhantutxon des valeurs ci-dessus étant

effectuée, on aura
[An*4+ Bmn+4 Cm*Ju*

+[2(4— —C)mn+B(m*=—n*)Jut{ _

4+ [Am* —Bnm+ Cn*1t? ’ ©ON

—-Ab’—Bab—-C\a’::F
en posant I'équation

z(A C)mn+B(m’—n“)—-o,

Ie terme multiplié par u t S'évanouit; et si, pour abréger,
on fait

An*+Bmn4-Cm*=12, Am*—Bmn+4-Cn*=

F4+ Ak +Bab+ Car=y,

vil viendra
' aur 4 B2 =7y,

d’oll on tirera
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S ‘/_—- ‘/ﬂ(__,a

1°. Si les quantités 'é’ et L sont toutes deux posi«

B

‘tives en méme temps, cette équation rentrera dans I'équa~

B, —— . ,
tion uw— == — = y/ 4* — t*, trouvée dansle numéro 102

pour celle de I'ellipse. Maisici les coordonnées u et ¢ étant
perpendiculaires entr’eHes, il s’ensuit que la courbe cher-
" chée sera une ellipse rapportée a des diamétres IT et LL',
fig. 35, perpendiculaires -entr'eux, et que, pour cette

" Fig. 55.
Taison , On nomme gxres.

2° Quand -g- est négative seule, la courbe est une

hyperbole rapportée aussi & un diamétre quirencontre ses
ordonnées a angles droits, c’est-d~dire a un axe, fig. 37, Fi g 57

puisqu’on au=:t‘/-£-(z’— l—) » €e qui s'ac-

corde avec l’équation u= -—\/t’ — A2 dun°, 103.

Clest encorea l’hyperbole 'que se rapporte lequatlon ci-

B v oatd
dessus, lorsque -7 sont négatives en méme temps ,

8
mais alors Paxe est LL’, et non pas II’; caril vieut dans
ce cas '

- " ' u =z l/é—(t“’l- %—).

résultat'qui est de la formen = +— Vt’ + 4,

Nous observerons que, par rapport aI'byperhole K1k,
Ka
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Fig. 57, K'I'K/, la ligne L L’ est aussi un diamétre: quoiqu'elle

ne soit pas une double ordonnée comme dans I'ellipse,
on lui assigne une grandeur, savoir celle qui résulteroit
de la supposition de ¢t =0, en changeant le signe de la

quantxte négative -';—l- ,etilyient OL= l/

conserve de cette maniére l’analogle entre I'équation de
Tellipse et cellede ' hyperbole.

110. Pour savoir dans quels cas les quantités 8 et 9
peuvent étre positives, il faut déterminer m et n, et subs-
tituer leurs valeurs dans ces quantités. L’équation

2(A—C)mn+4B(m*=—n*)=0a
donne
B(m*—n*
R
si on fait 2 (C—4) =4, qu'on éléve au quarré, et qu'on
" chasse n* au moyen de I'équation m*4-n*=1, il viendra
Mt e P == e T R
14442
d’on on tirera
Js . ‘1
e R e o eV A
puis
2 pa— 1
" T aVigde
. 1 43
= T = Tr 4

remettant , au lieu de &', la quantité qu'il représente, et
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n'ayant égard qu’au signe supérieur des radicaux, il en

résultera :
m* =i+ _EL_
2V (C—=A4)* +B*

. C— 4
n* —=;— [rem———
2V (C—A4)*+4 B

B
mn=

2V (C—A)y+ B~

En substituant ces valeurs dans les expressions de 8 et
de a, et en les réduisant ensnite au méme dénominateur,
on verra, avec un peud’attention , que leurs numérateurs

sont divisibles par /' (C— 4)* + B*, et que
B=1(C4+A)—1V (C—Ay+B,
a=31(€+A)+1V (C—a+ B~

On voit d’abord que tant que 4 et C ne seront pas néga-
tifs tous deux, « sera positif, et que sila quantité C4-A
est positive , 8 ne deviendra négatif que lorsqu’on aura

C4+ A<V (C=A)*+B*, ou (C+A)»><(C—A)*+B>,
ou 24C< —2A4C+ B ouenfin 44C< B

Quant au cas ot Aet C seroient tous deux négatifs, if

- ne doit pas étre distingué de celui ot ces quantités sont .

positives, parce qu’on raméne I'un a T'autre en changeant
fes signes de tous les termes de I'équation (1). Nous re-

marquerons que £ A C— B* = 4* (4 —5—-%), etque

si, dans cette expression, I'on change, comme dans le
B v

n° 95— ena,et 4 en b, onaura A* (4b—a*), dont le

A
K3
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Fig. £,. signe dépendra de celui de la quantité 45— a*, que nouns.
avonsreprésentée par mdans le n°. 100, et d’aprés laquelle:
nous avons reconnu les diverses formes qui caractérisent
les trois espéces de courbes comprises dans I'équation:
générale du second degré.

1II. Sil'onavoit 44 C= B*, la quantité # s'anéan~

tiroit, et par-la I'équation u—= :i:‘/—é—(%— —1t )

sembleroit ne plus renfermer que la seule inconnue 3
mais les valeurs des quantités a et b tirées des équa—
tions (3) , et qui sont en général '
a___sa_AE—BD b— QCD-—BE
T B*—44C° 2 4 A c’

devenant infinies lorsque B* — 4 4 C, ‘ne font plus
rien connoitre Pon ne peut donc, dans ce cas, faire dis—
paroitre 4 -1la -fois les termes Dy et E x dans I'équa-
tion (1). Pour parer & cet mconvement, nous ferons.
immeédiatement dans cette équation,

x =mu—nt, y=nu-tmi,
ce qui donnera -

[An*4+Bmn 4 Cm*Ju*

+ [2(4— C)mn+B(m’—n“)]ut 0
+[ Am® —Bmn+ Cn]e> ¢ (8
+(Dn+Em)u + (Dm—En)t=F
et nous poserons-encore I'équation i

2(4d—CYmn + B(m*—n?)=o0,
afin de chasser le terme multiplié par ut; les coefficiens:’

de u* et de ¢* auront ici la méme valeur que dans le
numéro précédent, puisque met n dépendent encore des
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mémes équations que ci~dessus. En représentant donc
ces coefliciens par « et #, nous.obtiendrons
aur4-£t* 4+ (Dn Em)u+(Dm-—En)t=F

Maintenant il suffira de changer seulement 'origine des
coordonnées, en mettant v’ 4 o’ pouru, et t' b’
pour ¢/, pour faire disparoitre le terme tout connu, et
réduire cette derniére équation a la forme

au's 4 Bt —et' =o,
par exemple, en chassant ‘en :)utre le terme multipiié
par la premiére puissance de u'..
La substitution indiquée donnant
au’*4Bt'*4(2ca’'+ D n + Em)u
+(280'+ D m —En)t’ =F,
ea’* 4852 4-( D n +Em)a’+(Dm—En)b'Y

on fera’
saa"4+Dnt+ Em=o,

aa'*+Bb"*4(Dn+Em)a’ +(D m—En)b'—F=o,
et 28 4+ Dm— En—c.
Les deux premiéres de ces équations serviront & déter—

miner @’ et &, et substituant les valeurs de ces quantités
dans la troisiéme, on obtiendrace..

Lorsqu’on a B*—=4 A C, il enrésulte f—o0; 'équation.
autf B2 —et=o0.

se réduit &.

et donne

elle se rapporte donc alorsa la parabole (n®. 105).
. K4



153 APPLICATION DE L’ALGEBRE

Nous devons étre maintenant convaincus que I'équa~
tion (1) ne renferme que les trois espdces de courbes que
nous avons reconnues d’une autre manizre dansle n°. 105,
et que nous avons désignées sous le nom d'ellipses,
d’hyperboles et de paraboles.

Le cercle est implicitement compris dans I'espéce de
Pellipse ; il répond au cas o1 'on a e =24, ce qui change
I'équation @ u* 4 B t*=1 (n° 109) , en cette autre :

ut 4t = X ,
qui appartient évidemment au cercle dont Ie centre
est & l'origine des coordonnées u et t, et dont le

rayon est ‘/—ZL, pourvu toutefois que les coordon-

nées soient perpendiculaires, comme nous le suppo-

sons ici. .

Nous terminerons cet article en observant que I'équa-
tion fu'* 4 yt'*—et'—o0 est commune a Ilellipse,
a I’hyperbole et a la parabole. On a la premiére courbe
lorsque 8 et y sont de méme signe; la seconde lors-
qu'ils sont de signes différens , et la troisiéme enfin lors—

~quey=—o. °

Il arrive souvent que 'on cherche quelle est la courbe
qui soit douée d'une propriété particuliére qu’on ignore
appartenir & une courbe déja connue ; mais alors I'équa-
tionrelative i cette propriété rentre dans quelques-unes
des équations déja discutées : c’est ce que montreront
les questions suivantes.

112, Trouver l'équation dune courbe telle, que si l'on

Fig.35.méne de chacun de ses points M, fig. 35, @ deux points

Sixes, F et T', les droites MF et MF’, la somme de ces
lignes soit égale d une ligne donnée que nous représen—

terons par 2 a. On auradonc sur toute la courbe cherchée

-

- ——
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‘MF+4 MF' = 2a. Fig, 35,
On prendra pour origine des coordomées le point O,
milien de FF" que je désigne par 2¢ ; en sorte que
O F=0F'=c et faisant O P=ux, P M=y, on trouvera
FP=c—z, F'P=c+4x.
Les triangles PMF, PMF’, rectangles en P, donnant
MF=V 5P + pi*, MF =V FP' + B0,
on obtiendra .
MF=\/(c—x)*+y*, MF'=V/ (¢+x)*+y*
mais en posant M F =z, il viendra
MF —=2a—2z,

a cause de MF 4+ MF’ —a2a; on aura par conséquent

z = ‘/(c——x)’ +y*, o a—z=V (c+x)* 4y
élevant au quarré pour faire disparoitre les radicaux,
il en résultera

2'=c*—2cx +x*+y*
da*—4az+z>=c*+2cx+t x* + ¥
retranchant la seconde de ces équations de la premiére,
il restera ’
—4a*+4az=—4cx,
a*— cx
d’otr o= —
a

substituant enfin cette valeur de z dans la premiére
expression de z?, on’parviendra a 1'équation cherchee N

qui sera, aprés les réductions,

et ctx?=a*c* 4 a* (z* + y*).
Lette équation, n’é¢tant que du second degré, nous apprend
que la courbe cherchée ne peut étre que I'une de celles
que nous avops discutées précédemment ; et pour recon-
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Fig. 35 poitre & quelle espéce elle appartient, donnons a som

équation la forme '
a*y*® + (a*—c*) x*=at —a’c*;
en la comparant alors avec laformule e u® 4 g t*=1,
aprés y avoir écrit y et x pour u et¢, nous aurons
a=—a?, f=a®-—c*, y=at—a*c*=0a’(a*—c).
d’oir nous conclurons qu'elle est celle d’une ellipse,
puisque les quantités 3, et « sont essentiellement posi-
tives. En posant, pour abréger, @*®—c*=>5*, nous
aurons
a*y* - b*x*=a*b*,
d’o1 nous tirerons '
y=% Ly F=a

Les demi-axes OT et O L de cette ellipse sont respec+
tivement a et b} et comme b? = a* —c?, on tire de la

c*=—a*—b3, c=\/a2—b’,

ce qui nous apprend que lorsque 1'on ne connoit que les
axes II' et LL' d’'une ellipse, on peut trouver sur le
phus grand des deux, les points F et F', pour lesquels
MF 4+ MF' =1II', en décrivant du point L, comme:
centre et d'un rayon égal a la moitié¢ du grand axe IT',
un arc de cercle ; car aux intersections F et F’ de cet arc
de cercle avec 'axeIT’, ona

OF=0 F’=‘/<F-I:a — 0L =V a—b*.

113. L’énoncé du probléme que nous venons de
résoudre nous offre une nouvelle propriété commune a
toutes les ellipses, et donne en méme temps un moyen
d’en trouver autant de points qu'on voudra, ou méme
de les décrire d’'un mouyement continu. En effet, si I'on.
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prend  volonté une ouverture de compas F M, moindre
que OI, que du point F, comme centre, on décrive
un cercle avec cette ouverture de compas, et qu’ensuite,
prenant pour centre le point F /, et pour rayon la diffé-
rence F'M entre le premier rayon FM et Paxe II', on
"décrive un second cercle, il coupera le premier en deux
points Met M’, qui appartiendront & I'ellipse. En répé-
tant ce procédé avec diverses ouvertures de compas, on
obtiendra de nouveaux poiots de P'ellipse demandée;
et si ces points sont un peu multipliés, on pourra, en les
joignant par un trait libre de la main, achever la courbe
d’une maniére d’autant plus exacte, que les points déter—
minés seront en plus grand nombre.
Lorsque Pellipse doit étre fort grande, on Ja trace par
un mouvement continu en. fixant aux points F et F' les
~ extrémités d’'un cordeau dont la longueur est celle de
I'axe IV ; on tend ce cordeau par le moyen d'un piquet
M que 'on fait glisser le long du méme cordeau, jus-
qu'a ce qu'il se retrouve au point d’ot il est parti : alors
il a tracé l'ellipse demandée.

L’une et autre de ces descriptions est fondée sur ce
que dans toutes les ellipses la somme des lignes MF et MF',
qu’on nomme rayons vecleurs, menees aux points fixes
Fet¥', pris sur le grand axe, et qu'on appelle foyers, est
toujours égale augrand axe, ainsi que nous 'avonstrouvé
dans Te numéro précédent..

b ——
L’équation y:i V a* —x* fournit une cons-

truetion par points, trés-commode danslapratique. Ayant

Fig. 25..

~décrit du centre O de l'ellipse demandée, fig. 36, deux Fig. 6.

demizcercles , I'un sur le grand axe et 'autre sur le petit,
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Fig.36, pris pour diamétres , et mené un grand nombre de rayons
ON, ON', etc. on abaissera sur I'axe I'I' les perpendi-
culaires PN, P'N’, etc. et on ménera par les points
R, R, etc. oi les rayons ON, ON’, etc. rencontrent le
plus petit des deux cercles, les droites RM,. R'M’, etc.
parallélesa II’; les points M, M’, etc. que ces paralléles.
détermineront sur les perpendiculaires PN, P'N’, etc.
appartiendront & 'ellipse cherchée. Par I'opération que
I'on vient d’indiquer , on n'obtient que la moitié de cette
courbe ; mais en répétant la construction au~dessous de
YaxeIT', onI'aura toute entiére.

Pour reconnoitre I'exactitude de cette construction, il
suffit d’observer qu'en vertu du phgallélisme des droites
RM,etIl'y,ona

ON:OR::PN:PM,

et que puisque ON—a, OR="5b, OP =ux, il enrésulte
PN:VW—W”:‘/a°—x°,
a:biVa —z:PM,

b ——
d'oi PM=—ya*—zx*=y.
, a 4 ==y
L
114, L'équation z = g T _o-tE peut étre
a a

considérée commeuneéquationcaractéristique de I'ellipse:
elle en fournit une construction trés-simple; car ense don-
Fig. 55, nant I'abscisse O P—=x, fig.35, on obtiendra par les

. . ., CT
lignes proportionnellesla quantité —— , et retranchant cette
a

quantité de a, on auroit z ou FM; ensuite du point F,
comme centre, et d’un rayon égal & FM, on décriroit
un arc de cercle qui couperoit la perpendiculaire PM
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dans un point M appartenant a I'ellipse. Si I'abscisse tom~
boit dans la partie OI' de 'axe, & devenant négatif, on

. : cx
auroit pour ce casz=—a - =

Le systéme des ordonnées z et x différe de ceux que
nous avons employés jusqu'ici, en ce que I'ordonnée z ,
au lieu d’étre constamment paralléle & une droite donnée,
change sans cesse de direction, et n’est assujettie qu'a
passer par un point donné; aussi I'équation z —a — -c—“:—:
quoique du premier degré , n’appartient plus & une ligne
droite, comme dans le cas des coordonnées respective-
ment paralléles & des axes fixes. On pourroit substituer
aT'abscisse O P une nouvelle abscisse F P, comptée tou-
jours sur I'axe I'I’, mais a partir du point F ; en désignant
cette derniére par.x’, on auroit x=c~—=ax’, puisque

OP—=O0F—FP, etil viendroit

H

c(c—=x') a® — c* cx’

= + :

a a a

2=a

mettant 5% au lieu de a® — c?, on aura

b2 4 c x’
zZ = + . .
a

On introduitle plus souvent I'angle I'FM 4 la place
de TI'abscisse =, ce qui se fait en observant que dans le
triangle rectangle FMP, ona FP—=F McosI'F M, ou

x'=zcosl’ FM : nommantdonc¢l'angle]'’ FM,onobtiendra
b*4+czcoso b2

— ,. ou 2=

a @—cCCcoso

Cette derniére équation est d'un grand nsage dans I'Appli-
cation de I'analyse a I'Astronomie; on la nomme équa-
sion polaire, comme toutes celles dont les coordonnées
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partent d’'un méme point, qu'on appelle pole de la
courbe.

115, Nous modifierons dans cet article le probléme
que nous avons résolu dans le numéro 113, et nous de~
manderons qu'on ait M F' — M F=II' =2a, f3.37,

- aulieude MF 4+ MF' =3 a; c'est-a-dire que la diffé~

raace des rayons vecteurs soit coustante. En gardant
d’ailleurs les dénominations de l'article cité, nous aurons

MF=VPF + PN = . ==V G2y +r,
‘—I-'_"—- N e
_‘/F'P’+PM‘ _2a+z_.l/(c+x) +y*
d’ou nous tirerons. '
23 —=c*—2 c.r:i-x’ +y*
dothazt=ctacztotys

retranchant la premiére de ces equatloas de la seconde,
nous obtiendrons N

cx —a*
a.. .

4 a® +4az—4c:c, -ou z=":

H
et par cette valeur de z, nous parvxendrons a I'équation

éxr—a? :
( p —_ =c°—2cx-1-x’+_y’.

qui, parle développement ; se réduita ™

(c*—a*)x*—a*y*=a*(c*—a®).
Dans le cas actuel , ot c>a, il faut prendre b*=c*—a?,
e qui donnera ,
. b’x’—a’_y”':a’b’,
résultat qui se rapporte a la formule »u*—g¢*==7y du
numéro 109. La question proposée conduit donc a I'hy~
perbole, qui jouit par conséquent de cette propriete;
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que la différence de ses rayons vecteurs, MF et MF’, est Fig. 57.
egale d l'axe IV , sur lequel se trouvent les foyers F et F'.

Nous avons déja fait remarquer que cette courbe
n’avoit, a proprement parler, qu'un axe, mais que pour
conserver I'analogie , on concevoit un second axe LL’
mené par le point O, perpendiculairement au premier :
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe,

et I'équation 4* = c* — @*, donnant ¢ =V a*4-b*,
fait voir que pour trouver les foyers F et F”, il faut pren-
dre les distances OF et OF' égalesa I'hypothénuse du
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes 11’
et LL'.

Dans la suite des diverses hyperboles qu'on obtient en
assignant aux demi-axes @ et b toutes les valeurs pos-
sibles, il en existe une qui est analogue au cercle, c’est
celle qui résulte de la supposition de = b, ou dontles
axes sont égaux, et que pour cette raison on momme
hyperbole équilatére. Son équation y==kV/ x*—a* ne
différe de celle du cercle y====V/a* —z*&jue par les.
signes des termes du second membre qui sont contraires
entr’eux. Les ordonnées des hyperboles quelconques dé-
crites sur le méme axe 2 @, ont avec celles de cette
courbe le méme rapport que les ordonnées de I'ellipse ont
avec celles du cercle, puisque I'équation générale des

hyperboles est y = —g‘/x’ — a*, comme celle’ des el-
. "
lipses est y=— -Iz-\/a’ —,

116. La propriété dont jouissent les foyers F et F’

peut servir & la construction de I'hyperbole par peints.
Pour cela, du point F, comme centre, et d’un rayon
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Fig. 37. quelconque FM, on décrira un arc de cercle, puis on
prendra un rayon F'M plus grand ou moindre que le
premier d’'une quantité égale a II', et le cercle décrit sur
ce dernier, du point F' comme centre, coupera le pre-
mier dans deux points Met M’ appartenans a I'hyperbole:

Pour décrire une portion quelconque d’hyperbole par
un mouvement continu , on assujettit une régle & tourner
autour du point F’, on fixe a 'extrémité N de cette
régle et au point F, un fil dont la longueur soit moin-
dre que F'N de la quantité II'; on Yait ensuite tour-
ner larégle en appuyant contr’elle, avec un stylet M, le
il NMF, de maniére qu'il demeure toujours tendu : le
stylet M trace ainsiun arc de courbe qui appartient a ’hy-
perbole dont I'axe est IT', et dontles foyers sont F et F”.

117. L’hyperbole a aussi une équation polaire qui se

1y y . cr—a* .. ., ,
déduit de I'équation z = — Si l'on prend d’a~

bord les abscisses a partir du point F, on aura
®0P—z=0F—FP=c—u’,

ce qui donnera
C?—q?—cx!

z =

' a

’

b8 —cx’ .
et 2z — ——,enmettant b* au lien de c* —a*.
P .

Pour introduire P'angle ¢, on observera que dans le
triangle rectangle P MF, ona

PF=MFcosI'FMoua'—=zcos¢,

de méme que pour l'ellipse, et il viendra

b> — czcos0 ou 2 a .
= u =y
a ? b* 4 ccose

118,
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118. Proposons-nousenfin de trouver l’équatibn d'une Fig. 38. .
courbe, telle que chacun de ses points soit autant éloigné
de la droite AC, donnée de position, fig. 38, que d'un
point fixe F également donné de position.

Sil'on prend sur la droite A B, menée par le point F
perpendiculairement 3 4C, un point I situé au milien
de la distance AF, ce point appartiendra nécessaire-
ment a la courbe cherchée, puisqu’il sera antant éloigné
de la droite 4 C que du point F. Faisant

IF=Al=c', IP=z, PM=y,
nous aurons, pour un point quelconque M, la distance
‘ QM=AP=AI+1P=d + x,

et le triangle rectangle F P M nous donnera

MF=VPF + PI = {T—ay ¥y,

puisque P F —=IF — I P; en développant , nous trouve=-
_rons

MF=Vc’“—ac’x+a:’+_y’,

et comme par la nature de ]a courbe cherchée on doit
avoir Q M=MF, il en résultera

c +x—\/c”—ac x+x’+_y
d’ou on tirera
(' +=x)* —_—c"—-ac’:c'+x’+y’:
il viendra, aprés la réduction,
ac’ x=—ac'x4y*, ou y*=4c'x,
équation a la parabole.

119. Pour eonstruire la courbe d'aprés la propriéé
que nous venons d’employer a la recherche de son équa~
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tion, il faut, d'un rayon F M pris & volonté, décrire un
cercle, faire A P = F M, et mener par le point P, paral-
Jélement a la ligne 4 C, une droite P M : le point M o
cette droite coupera le cercle appartiendra a la parabole
demandée ; car il est évident que la droite QM étant
paralléle et égale 3 4P, sera égale & FM.

Cette méme propriété doone lieu d un mouvement
continu par lequel on trace la courbe; pour cela on place
lelong de A C, une régle sur laquelle on fait mouvoir une
équerre dont I'un des cotés représente la droite QE; on
attache au point F I'extrémité d’un fil dont la longueur est
égale a QE, et dont I'autre extrémite est fixée au pointE;
on tend ce fil par un stile en 'appliquant contre le c6té QE,

» et le stile décrit une portion de parabole.

A

120. Si, pour arriver & équation polaire, on fait

FM—=z, on aura
. z2=c¢ 4 =,

et changeant Vorigine des abscisses , en prenant FP dla

place de I P, c'est-d-dire en faisant = ¢’ — &', puisque

IP=1I1F—FP,il viendra - '

» z—ac — '

mettant ensuite FM cos MFP, ou z cos ¢, au lieu de

FP ou de x', on aura :

\

! , ou z ac’
Z2—2C —2%CO08 u = ——
®» 1+ cosg

121. La questibn qui nous a conduits ci-dessus &
I'équation de la parabole, peut étre modifiée de maniére
a embrasser les trois courbes du second degré. Il suffit
pour cela de I'énoncer ainsi : trouver léquation d'une
courbe dans laquelle ladistance entre un poiat quelconque

M et le point fixe F, fig. 39, soit & la distance MQ entre le

Fig. 89¢.

o a————a



A LA GEOMETRTIE. 163
méme point M et une droite AC donnée de position,
comme 1:n, c'est-d-dire dans un rapport constant.

Abaissons du point F sur 4 C la perpendiculaire 4 B;
il est évident que la courbe cherchée rencontrera cette
droite dans un point I, pour lequel on aura

IF: Al 1:n;
en sorte que si on désigne I F par ¢/, il en résultera
Al=n/<.

Faisant IP=x, P M=y, il viendra, en vertu du triangle
rectangle P M F, de méme que ci-dessus:

MF=V {d—z) 1y
et comme QM:AP:AI+ IP=nc" 4 x,on aura
\/m—{—__y-’:né’+x:: 1:7,
"d’oti on tirera :
nd +x=ny/ (¢ —x P +y*s
élevant au quarré, on obtiendra enfin
n'f-{—_(n’-—-l)x’—z(n-{-l)nc’:v:o.

(;etfe équation , d’une forme absolument semblable &
Iéquation Bu® 4 xt* —et=—o0, obtenue dans le n®. 111,
appartiendra a I'ellipse, a I'hyperbole, ou ala parabole,
selon qu'on auran>1,n< 1, ou n=1, et montre par
conséquent que la propriété qui fait le sujet de la ques-
tion proposée, est commune aux tro#s courbes du second
degré , par rapport auxquelles la droite 4 C est nommée
directrice.

En donnant a I'équation ci-dessus la forme

¥+ (l__’:_a_)‘xs_QGV.{._:-;)c’x:o,
“ La
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et en remarquant que plus » augmente, plus les fractions

1 | ) .
-’—Fet — diminuent, on verra que dans la supposition
n

de n infinie, elle doit se réduire &
yY+z*—acx=o,
équation qui est celle d’un cercle dont le rayon est ¢’, et
pour lequel I'origine des abscisses est placée & I'une des
extrémités du diamétre (n°.g3).
122, On pent déduire immédiatement de I'une quel-
conque des équations

b b*
ys=z._(aa__xa), ry’=;;(x’f-a’)

obtenues dansles n®. 112 et 115, une nouvelle équation qui
les renferme toutes deux, et qui comprenne aussi I'équation
¥>=4c'x, qui semble d'une forme essentiellement dif-
férente de celle des deux autres. Pour cela, il suffit de
transporter dans ces équations, Porigine des coordonnées
4 l'un des sommets de la courbe qu’elles représentent. En
effet, si dans la figure 35 on fait IP=x', et I'P =x"
dans la figure 37, on aura par la premicre,

zou OP=0I—IP=a—2x'
et par la seconde, .

zou OP=IP— OI' =x' —a.
Ces substitutions changeront les équations rapportées ci-
dessus en '

’—lf—(naa:’—x’*) s B e ry-

Y=z » Y=z (a—aax’);

elles prendront alors la forme

s~ P re— o — P (a_ ’
=z (2az .,‘12»/’.), y’—ga(x -3ax'),
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L i 2 b’ A e ’ i
si 'on pose —=p,et I'une ne différera de I'autre que
par le signe de p.
En mettant, au lieu de 4%, sa valeur a®—c?, relatlve a
Pellipse, on aura pour cette courbe

2 __ oo

. P= e Q. - );
mais comme dans le cas actuel ¢ exprime la distance du
foyer F au centre O, il faut introduire 4 sa place la dis-
tance I F, comptée de la nouvelle origine des coordon-
nées ; or, si l'on prend I F = ¢’, on aura, fig. 35, Fig. 85,

couOF=0l—=IF=a—¢,
et la quantité p deviendra
ac' —ac'*

P =4’_—T—

On trouvera pour I'hyperbole, fig. 37, Fig. 7.
OF=IF—0l'=c—a;
et puisqu’on a pour cette courbe
b*=c*—a*, (n° 115),

il en résultera ‘

_s(c’—-a’)_,_'g c*—4ac
- P= a - a ’

quantité qui n’est que la précédente prise négativement.
En mettant I'expression 4 @ ¢ — 2 ¢’® sous la forme

40,_20’“

» on voit que plus @ augmente, ¢’ restant le

‘s

. . ac'* . . ;
méme, plus la fraction diminue, et que par consé-

quent, dans ]a supposition ou @ deviendroit infini, elle se
L3
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réduirnita 4 ¢’: on aura donc pour ce cas p—4 ¢’; mais,
d'un autre coté, I'équation
P ' /
f=—(2ax'—zx"?
Y=, )>

équivalente &
/a2

, xT
y=plr'——

),

se réduiroit aussi par la méme raison & y*=px’ ou
¥y*=4c'x', ce qui est Iéquation de la parabole.

L’équation y* = £ (2 ax’—z'*) estdoncpropre

2a

a représenter chacune des courbes du second degré; elle

appartiendra a I'ellipse quand p sera positif, a 'hyperbole

quand p sera négatif, eta la parabole lorsque a sera infini.

123. La quantité p se nomme le paramétre : c’est dans

Iellipse et dans 'hyperbole, une troisiéme proportion—
nelle aux deux axes, puisqu’en vertu de I'équation

_ab*_ 4b*
P="0 22’

ona

2a:2b:i2b:p;
et dans les trois courbes du second degré, elle exprime la
valeur de la double ordonnée qui passe par le foyer. En
effet,a ce point on a x'=¢, et on trouve pour I'ellipse
(4ac’'—ac'®)(2ac’'—c"?)

aq?

y’:;’—’; (2ac’'—¢'*)=

U U
(2ac’—c'?)? s
= d’ot y=—77">s

et par conséquent
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On obtiendra de méme dans 1'hyperbole ’

ac'*—4ac’

=" =P
et dans la parabole 2 y=4§'= p-
124. Les équations |
j’:ﬁ(gax’ex"), _y’:—i—z('x"—zax")

expriment une propriété commune a Pellipse et a'hyper-
bole, et qui devient évidente lorsqu’onlesmet sousla forme

Yy __p  _ Y _ _P
z'(ae—x')" aa’ x'(x'—2a)” 2a’

de laquelle il résulte que dans l'une et I'antre courbe, le
quarré de I'ordonnée P M est dans un rapport corssant
avec le produit des lignes IP et I'P, qui sont respective-
ment x’ et 2a—x'\pour l'ellipse, fig. 36; =’ et x'—aa Fig. 35,
pour Thyperbole, fig. 37. Ces distances du pied de 'or- Fig, 37,
donnée & chacun des sommets de la courbe, étant nommeées
abscisses, on dit que dans Lellipse et dans Lhyperbole les
quarrés des ordonnées, sont entreus comme les produits
des abscisses correspondantes. '

En effet, si on désigne par X’ une abscisse différente
de x’, mais toujours comptée du mémbe point, et par ¥
Yordonnée correspondante, on aura

Y==;;a(gax'_x"), Y’::—G(X’“—-nvaX'),
d’on on tirera '
y:y wr'(2a—x'): X(2a—X)
pour Lellipse, _
y Y2 (2’ —2a): X(X'—2a)

pour 'hyperbole, en supprimant toutefois dans le dernier
\ L 4 .
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rapport de chacune de ces proportions le facteur com-
mun 2~ : .
sa

L’équation de la parabole y*=p x, étant traitée de la

méme maniére, donné seulement
y: Yo X,

ce qui fait voir que dans la parabole les quarrés des or-
données sont comme les abscisses correspondantes.

125. 1l résulte de la comparaison des formules obte-
nuesdanslesn® 1ch, 109, 111, qu'ily a pour chaque courbe
du second degré, au moins deux systémes de coordonnées
dans lesquels I'équation de cette courbe se présente sous
la forme la plus simple ; I'un de ces systémes est celui des
axes, et l'autre, celui de deux diamétres conjugués : nous
allons montrer qu'il y a un nombre infini de systémes de
coordonnées qui jouissent de la méme propriété. Pour le
faire, nous appliquerons la transformation des coordon-
nées aux équations relatives aux axes..

Soit premlerement celledel’ elllpse y = —-—( a*—zx*)
qui revient a
. azya+baxs=aabn;
nous observerons d’abord qu’il est inutile de déplacer
Porigine des coordonnées qu’il faut laisser au centre, et
~ n'ayant & changer que la direction des axes, nous ferors
seulement
x=mu+pt, y=nu+qt (n°108).
Nous laisserons indéterminé I'angle que les nouvelles coor-
données doivent faire entr’elles, et dont le cosinus est
représenté par h, et nous ne tiendrons par conséquent’
aucun compte de I'équation

mp+nq+(np+mq)g—
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il n'en sera pas de miéme des équations
m*4n*4-amng=1, p*+q*+2pqg=1,
parce que les coordonnées x et y étant réciproquement
perpendiculaires, il en résulte g=o0, d’ott
m?*4n*=1, P4 gr=1.
Des quatre quantités m, n, p et q, il n’en restera donc que

deux dont nous puissions disposer. En faisant la substi-
tution des valeurs de x et de y, dans I'équation

aaya + ba 2= q? bx,

nous obtiendrons .
(a’ n’+ b3 m’) ua+2(aan+‘bz mP) ut+(a’q°+b’p’)t’
=a* b?;

pour simplifier cette dernitre nous poserons
_ a*nqg+4b*mp=o,
ce qui la réduit a
(a’n’+b’m’)u‘+v(a’ q’+b’p’)t'=a'b’,

et pour qu’elle puisse se ramener a la forme

a’st + b yus —q’'s b/s’
il faut qu’elle n’en différe que par un facteur commun 3
tous ses termes. Soit donc A ce facteur, on aura
bia=a*n*4b*m?, a*r=a*¢*+b*p*, a*b*r=0a},
. d’on Jn tirera . .
a’b’ a’b’

—r=a*n*4 b m?, a;’b:; a*q*+ b*p*,

=23’ 4

A

ce qui donnera
a*b? , a*b?
2

by ——————,
asqa_l_bapa

L
T atn* 4 b*m3’
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Pour s’assurer de la possibilité de cette transformation, il
faut voir si la détermination des quantités m, n, p et g ne
peut éprouver aucune difficulté ; or, I'équation

a’nq+b’mp—.:o,
mp

mise sous la forme a* 4 52 ng =o, fera toujours con-
noitre le rapport des deux quantités p et g : on en déduit

P a*n . , a* n
eneffet -———— —, Soitpour abréger — — =,
q b*m po Ut m T 7

b
il viendra p—=gqr; substituant dans p*4¢*=1, on en
obtiendra
¢(14r)=1,
d’ou I'on conclura )
_ 1 p=— r

‘/ 14-r* ’ ¥ ‘/1 +r !
expressions qui demeureront toujours réelles quelle que

soit r. L’équation m* 4 n*=—= 1, ne pouvant déterminer
qu'une des deux quantités s et n, laisse absolument indé-

. . noo. .
terminé le rapport — qui entre dans les expressions de p
m

“etde g, lesquelles, par cetteraison, deviennent susceptibles
d’nne infinité de valeursdifférentes.Il y adonc en effct une
infinité de systémes de coordonuées dans lesque]s lequa-
tion de I'ellipse a la forme-

a'? t’ + b2y’ — q’2 b's’
absolument semblable & celle de I’équation aux axes
a*y* + b*x? —a* be.
126. En opérant sur I'équation de I'hyperbole

y’::%:— (x*—a?), ou b*x*—aty*=a2b?,
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comme nous venons de faire sur celle de 'ellipse, nous
aurons successivement

(b*m*—a’n*)u+-2 @*m p—a“ nq)utt (b*p*—a’q*)*

—a%bs,
b*m p —a*ng=o,
(I*m*—a*n)u* 4 (b*p* —a*q* ) t*=a*b*;
comparant ce dernier résultat
A(brur—a'r12)=A a'® bls,’
nous treuverons

_aeb a* b? pra— —a®b*
A"—alab'a a —bamz_aana’ —,b:pz_aaqs'

Les expressions de p et de g seront de la méme forme dans
ce cas-ci que dans le précédent, et pourront donner par
conséquent une infinité de valeurs d’aprés celles qu'on

. n L x
assignera au rapport —. Nous serons donc fondés a tirer
! m

pour I'hyperbole une conclusion pareille a celle que nous
avons énoncée pour lellipse.

127. Passons a la parabole; son équation y*=4c'z,
ne peut étre transformée en une autre qui lui soit sem—
" blable parles formules

z=mu+pt, y=ni+gqt
On obtient en effet la résultante
n*uttanqut4 ¢*t* =4 (mu+tpt),
delaquelleil faudroit faire disparoitre trois termes, savoir,
ceux qui sont affectés de u?, ut et t; or, c’est ce qui ne
se peut, puisque parmi les quantités m, 7, pet ¢, on n’en
sauroit déterminer que deux. Ayons donc recours au
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déplacement de Porigine, et substituons & = et & erui'sA

valeurs plus générales

mu-+pt+a, nudqt4+b (n°108);
nous aurons ainsi '
n*uttanqut 4 q*t?
F+2b(nu+4gt)—4c(mutpt) ) =o;
4b*—4ac
pouvant disposer maintenant de quatre quantités, a cause
des deux nouvelles indéterminées a et b, nous ferons dis-
- paroitre les termes affectés de ut, de ¢ et le terme tout
connu, en posant
ang=o, 2bg—4c'p=o0, b*—4ac’=o.
La premiére de ces équations peut étre satisfaite de deux
maniéres : soit par n==o0, soit par §=o; en adoptant la
‘premiére, le terme n2 u? s'évanouit, et il ne reste que
‘ 4c'mu
qﬁ
équation semblable 4 celle qui se rapporte a I'axe de Ia
courbe. La supposition de n = o, introduite dans I'¢qua-
tion n*4-m*=—1,donne m=—=t1;de 2bg—4c’p=o0, 0n

q 4

. ac , . . _
tire - — N et cette équation, combinée avecp*+- ¢>=1,
P

g*t*=4cmu, ou t*= 5.

détermine p et ¢ : I'équation b* —4ac’ = o détermine
aussi a lorsque b est connu;mais cette derniére quantité
reste susceptible de telle valeur qu’on voudra.

128. Les remarques précédentes conduisent & cette
question : un diamétre quelconque étant donné, trouver la
position de son conjugué. On la résoudra en observant que

Fig. 53. lorsque dans la fig. 33, dun®. 108 , I'angle C A B, ou celui
que font entr’eux les axes des coordonnées primitives x, ¥,
est droit, les triangles P”4"'R et P”M Q deviennent rec-~
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tangles , 'un en R, l'autre en Q, et qu'il s'ensuit que
"

, . ’ 7y v
m—= Wtepresente le cosinus de I'angle P“4”'R, ou

B’A"B', et que n=

i . , P" Q
TP en est le sinus; quep = B

représente le cosinus de I'angle M P’Q ou C"4"'B’, et
que § = iz €n est le sinus. Si I'on rapporte ces mémes

dénominations a Paxe Il sur lequel se prennent les abs-
cisses x dans les fig. 4o et 41, et qu'on connoisse Iangle Fig- 40,41«
que fait avec cet axe le diamétre quelconque F O, pris
pour I'axe des u, les quantités m et n seront données, et
suffiront pour déterminer p et g par le moyen de I'équa—
tion p* 4+ ¢*=1, combinée avec celle qu'on a déduite de
la propriété des diamétres conjugués. Ayant ¢, on aura

par conséqdent I'angle que fait avec I'axe IT', le diamétre
OH conjugué avec F 0.

129. Pourl'ellipse, onal’équation e*nq -+ b*mp=o,

re L= 8™ o pui
de laquelle on tire i et puisque
m__cosFOE 1 g _sinHOG

& smFOE tangFOE’ p —cosHOG — 26 HOC,

il vient

tang HOG=—20 1
& =T @ tangFOE

Si I'on suppose connues les coordoanées du point F,
et qu'on désigne OE par «, E F par #, on aura

_EF_ 8
\ tangFQE_.B-E,_;,
et par conséquent
boa
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En représentant par «’ et 8’ les lignes 0 G et GH, on

aura cH &
B b
tang HO G = G— —F = a’—ﬂ, >
d’ou
a*fh 4 braa’=o0;
cette équation jointe i celle de I'ellipse qui donnera

2

B'a_ b (aa._ﬂ_ )

fera connoitre 2’ et ', ou les coordonnées dti point H,
par le moyen de celles du point F.

Nous remarquerons en passant, que cette maniére de
trouver la position d'un diamétre conjugué avec un autre,
donne en méme temps celle de la tangente & un point
quelconque de la courbe, puisque le dlametre OH est
nécessairement paralléle & la droite F T qui touche P'el-
lipse au point F ( n°. 106 ), et qui peut par conséquent
se mener dés que O H est tirée.

Les calculs ci-dessus s’effectuent d’une maniére sem-
blable dans I'hyperbole, pour laquelle on a I'équation

b*mp—a*nqg=o,
" dont on tire successivement

q__ _b_’_ m b , b
Pa— —tang GOH=_; — gFOE’tang GOH—aﬁﬁ'
Dans ce cas-ci, le second diamétre O H ne rencontrant
pas la courbe, on pourra prendre IH et OI au lieu de
GO et de GH, ou faire «'=a; et comme

_IH _ /3'
tang IOH = 0c=

b*a . : .
on aura f'—=—-— a, ce qui donnera le point H.

a*p
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Dansla parabole,onan=—o;il suitde la quel'axedes u,
F 0, est paralléle a celui des x, et que sa position ne dépend
que du point 0, fig. 42,04 ilrencontre la courbe, point qui Fig. 42
se trouve déterminé par la quantité a, laquelle représente
évidemment I'abscisse I1E, qui répond sur I'axe IB’, au

point de la courbe oii'on a en méme temps t=o0, u=o.
. . 2C . o
L’equatlong- =% donne la tangente trigonométrique
P -

deT’angle compris entre I'axe des u et celui des¢, et si l'on
meéne ce dernier, E T, parle point O, il sera en méme temps
tangent a la parabole , d’aprés la remarque faite plus
haut, relativement a Iellipse.

130. Dans les équations
a'st? + b2ur—gq'? bls’ bsurt—a'*t* —aq'? b",

dontla premiére appartient 4 I'ellipse et 1a seconde a I'hy~
. perbole, les lettres @’ et b’ représentent les deux diamétres
conjugués ; en effet, quand t—=o0, il vient u—a’ on
O F=a/, etlorsque u—o, il vient #*=>0'% ou t* =—b",
ce qui donne pour I’hyperbole comme pour Pellipse O H
=" (n°.115). Ces deux diamétres ont avec les axes une
relation fort simple et fort remarquable.

Lorsqu'il s'agit de I'ellipse, on a
e*ng4b*mp—=o,
a*b*
a*n* 4 b* m>’
— at q; + b2 Pa 2
en combinant ces équations avec

. wrtnri=1, p4g=1,

a® =
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pour en éliminer les quatre quantités m, n,p, g, 'équation
finale ne renfermant plus que les quatre lettres a, b, a’ et ',
exprimera la relation demandé¢e. De I'équation
. enqg+bmp=c,
on tire

@ng=—"bmp;
~ élevant au quarré et substituant pour n* et g*, leurs
valeurs 1 —m®, 1 —p?, il viendra

et (1—mt) (1 —p*) =bémapt,

d’otl on tirera

at(1—p*) —_t b4p*
T bprtat(i—p*)’ T tai—p)

mettant aussi pour n* et pour g* leurs valeurs dans les
expressions de a’* et de 5’*, on formera ces équations:
a*{a*(1—m*)+b°m* } =a*b*
b”{a“(l-—-p’)+b’p’ } —a2b?,
" et chassant m* et 1—m? de la premiére, on aura
g [P+t (=) _ g
. l bip* +at(1—p*) ’
résultat dont les deux membres se divisent par @ b*, et
qui donne ensuite
a* {p4a*(1—p*) } =bép*+at (1 —p).
De cette derniére équation, on éliminera p*, en prenant
sa valeur dans

b { @ (1 —p*) + b p* } = a*b?,
on trouvera , aprés la substitution et les rédactions qu'elle
entraine,
a*+b2=a*4b*, ou FO"+ OH*=0I"4OL"
En

L o e
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En traitant de la méme maniére les équations

b*mp—a*ng=o,

o anbn
a —b:‘ma_aann’
/3 — "’a’b.
PET ey

qui se rapportent a I'hyperbole, on obtiendra
a'*—b'*=a*—b*, ou FO'— OH*=0I'—OL*:

Donc la somme des quarrés des demi-diamétres conjugués

dans lellipse, ou leur différence dans I h_yperbole est

égale d la somme des quarres des demz—axas ou a leur
diffeérence.

* 131. Si on multiplie entr'elles les expressions de a’*
~ et de #'* dans Dellipse, on obtiendra

o b — at b4 .
a‘n’q’-l— @0 p* +a’b’m'q +btmip )
mais en quarrant I'équatione*ng 4+ b*mp —o, il vient

etn*g*+aatbPmnpqbém*p*=o,

ou ‘
atn*g*+btmpt=—3aa'bmnpgq;
avec cette valeur on fera disparoitre le premier et le der-

nier terme du dénominateur de I'expression de a'* 5’3, qui:
deviendra

I.bl’__ a4b‘
a ‘a‘b’h‘p‘—na’b’mnpq-{—a’b’m’q'
a* b '

~(np—mq)’
’ M
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prenant de part et d'autre la racine quarrée, on aura

ab
np—mgq
1l est important de remarquer que la quantité np—qm
n’est autre chose que le sinus de I'angle que font entr’eux
les deux diamétres conjugués F O et O H, car n et m étant
le sinus'et le cosinus de I'angle FOE, g et p le sinus et
le cosinus de I'angle GO H, la formule

a'b'= ou ¢'b'(np—mq)=ab.

sin FOH=sin( FOE 4- GOH)
x=sin FOE cos GOH 4 cos FOEsin GOH (n%.11),
donne . snFOH=np—mgq,

si 'on fait attention que l'angle G O H tombant an-

dessous de I'axe II', a un sinus négatif, g —— b;mnp , qu’il

faut rendre positif dans cette formule, et prendre par
conséquent —gq au lieu de 4 ¢: on aura donc
o a'b'sin FOH=ab.

1l est facile de voir que si du point F on abalsse sur OH
. la perpendiculaire FQ, on aura

FQ=O0FsinFOH=4a'sin FOH,;
et que par consequent la surface du parallelogramme

FOHT=0HXFQ=u'b'sin FOH;

on doit donc conclure de ce qui précéde que le rectangle
formé sur les demi-axes a et b, ou Olet O L, est égal au
parallélogramnie F O H T, formé sur les deux demi-dia=
meétres conjugués, O F et O H.

On reconnoitra que la méme propriété a lieu dans
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I'hyperbole, en formarit de méme le produit a’2 b2 ; mais
il faudra prendre garde que dans la fig. 41, 'angle '

FOH=HOE — FOE.

On déduit de 12 cette propriété remarquable : que les
parallélogrammes circonscrits @ lellipse ou inscrits entre
les deux parties opposées de Ihyperbole sont tous égaux au
rectangle des axes, puisque ces parallélogrammes ainsi
que le montrent les figures, sont composés de quatre
autres parallélogrammes égaux chacun au quart du rec-
tangle des axes, exprimé-par 4 a* b*.

132. Si on désigne par s le sinus de 'angle F O H, on
aura I'équation @’ b’ s = a b, que 'on combinera avec

a'* 4 b'*=qa* 4 b*
dans Pellipse, et '

a'®— b's — Q% e H2

dansl'hyperbole, pour trouver les demi-axes a et b, lors-
que 'on ne connoitra que deux demi-diamétres conjugués,
et 'angle qu’ils font entr'eux. Quand on aura les axes, on
arrivera facilement aux angles qu'ils font avec les dia-
meétres conjugués, en se servant des expressions de a™ et 5",
“rapportées dans le n°. 130. Nous laisserons au lecteur a
effectuer les calculs et les constructions qui en dérivent;
ce que nous avons dit remplit le but que nous nous étions
proposé , de montrer comment on peiit déduire les prin-
cipales propriétés des courbes du second degré, par une
méthode vraiment analytique, et indépendante des cons-
tructions géométriques.
133. Les propriétés fondamentales de Dellipse , de
Phyperbole et de la parabole que nous avons fait con-

noitre dans le n°. 134, et qui ont lieu soit par rapport
Ma



Fig. 43.

i
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aux axes, soit par rapport aux diamétres, se retrouvent
daus les différentes courbes qui résultent de l'intersection
de la surface conique par un plan quelconque. En voici
les démonstrations synthétiques. '

Soit AS B, fig. 43, un cone quelconque a base circulaire,’

c'est-d-dire le solide terminé par la surface qu’engendre,
en glissant sur la circonférence du cercle ACBD, une
droite assujettie a passer par le point §, dans toutes les
positions qu’elle prend. I est évident, 1°. que sil’on coupe
ce solide par un plan quelconque CSD, mené par le point
qu’on nomme le sommet du cone, on obtiendra deux lignes
droites qui répondent aux deux positions prises par la
droite génératrice lorsqu’elle est parvenue successivement
aux points C et D, dans lesquels le plan CS D rencontre la
circonférence 4 CB D. 2°.Sile plan coupant est A'C'B'D’,
paralléle au plan de la base 4 CBD, la section sera un
cercle, ainsi qu'il est ajsé de s’en convaincre en concevant
qu'on ait mené par le point § et le centre de la base
Iaxe SO du céne proposé, et que I'on ait fait passer
par cet axe deux plans quelconques 4SB et CSD, dont
les intersections respectives avec ACBD, 4'C'B'D’
soient AB et A'B’, CD et C'D'; car on aura alors les trian-
g'es semblables COS, C'0'S, qui donneront
C0:C0::50:50,
et les triangles semblables A0S, A'0'S, qui donneront
A0:40::50:50',

d’oii on conclura
) A0:4'0'::C0O:C'0';
et puisque par construction A0—=CO0,onaura 4'0'=C0’,
ce qui prouve que tous les rayons de la section A'C'B'D’
sont égaux, qu’elle est par conséquent un cercle.

Il esta propos d’observer que la surface du cone s'é¢tend
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indéfinimert soit au-deseous du plan de la base ABCD,
soit au-dessus de son sommet S, puisque rien ne limite la
longueur de la droite génératrice ; il est aisé de sentir que
la partie §5 du prolongement de la droite S B, décrit un
second cdne placé dans une sitnation inverse du premier.

13 4. Ces préliminaires étant posés, concevons 1°. que
le céne 4 S B, fig. 44, soit coupé par un plan qui ren-"
contre en méme temps les deux cotés A4S et S B, et qui
par conséquent n’entre point dans le céne supérieur asb;
il est évident que dans ce cas la section IMI'm sera
une courbe fermée ou rentrante en elle-méme. Soit G H
la commune section du plan coupant avec le plan de
la base 4CBD; imaginons que la ligne 40 B, qui dé-
termine la position du plan triangulaire 4S B, soit per-
pendiculaire sur G H, et supposons menés parallélement
4 ACBD), deux plans EMFm, E'M'F'm’, qui rencon-

. treront en méme temps le plan coupant IMI'm:les com-
.munes sections des deux premiers avec le troisiéme, repré-

sentées par Mm, M'm/, seront parallélesa G H, et par
conséquent perpendiculaires aux lignes EF et E'F’, qui
sont paralléles entr'elles, comme étant les communes sec-

* tions des plans EMFm, E'M F o7, par le plan A4S B. Les

courbes EMFm, E'M'F'm’ étant des circonférences de
cercle ( n°. précédent ), on aura

PM’—EPXFP, PM*=E'P'x F'P;;

maislaligne IT', commune sectiondes plans ASB et IMI'm,
forme avec les lignes EF, E'F, et les c6tés du cdne les
triangles EIP, E'I P’, semblables entr'eux, et les trian-
gles FI'P, F'I'P/, aussi semblable; entr'eux; les deux
premiers donneront .

EP:EP :: IP:IP',
‘M3
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et les deux autres, FP:F'P' :: I P:I'P'; multlphant ces
proportions par ordre, on aura

EPXFP:EPXFP :: IPXIP:IP'XIP,
et substituant 8 EP )< FP et E'P'XX F'P’, leurs valeurs
PM* et P'M”, on aura
PM :PM” :: IPXIP:IPXIP,

proportion qui exprime la propriété caractensthue de

I'ellipse énoncée dans le n°. 124.

135. Il est a propos de remarquer que si le trian-
gle SII' étoit semblable au triangle S4B, sans que la
ligne II' fut paralléle & 4B, ce qui auroit lieu i I'an~

gle SII' étoit égala SAB, etque SI'Ilefiata SB A, alors

les triangles EPI et FI'P étant semblables entr'eux comme
les précédens, donneroient

EP:IP ttIP:FP,ou EPXFP=IPXIP;
et parce que dans le cercle EMF, ona PM'=EPXFP,

" on auroit aussi FM* — I'P < I P. La section IM Fm, seroit

_ donc elle-mé&me un cercle dans ce cas, si les ordonnées PAf
étoient perpendiculaires au diamétre I1'; mais pour que
cette derniére condition soit remplie, il faut que la com-
mune section G H du plan coupant et dg la base du cdne
soit pespendiculaire a-la—fois sur la droite G A4 et sur la
droite GI, c’est-a-dire, qu'elle soit perpendiculaire au
* triangle par I'axe S4B, et que par conséquent celui-ci
soit lui-méme perperdiculaire au plan de Ja base du cdne
et au plan coupant. Lorsque ces circonstances se ren-
contrent ensemble, le plan coupant est dit antiparalléle
a celui de la base, et il en résulte que dans un cone 4 base
circulaire, la section antiparalléle  cette base est un cer-
cle de méme que la section paralléle. .

. e e ——




A LA GEOMETRIE, 183

136. Si le plan coupant étoit, par rapport aux cotés
du cone, dans la situation que représente la fig. 45, c’est- g, 45.
a-dire qu'il pit rencontrer en méme temps les deux cones
opposés, il formeroit dans ehaque c8ne une courbe indé-
finje, puisqu'une fois entré dans le cdne ce plan ne sauroit
plus en étre dégagé. Les deux cones opposés ne formant
a proprement parler qu'une seule surface, les deux cour-
bes KTk et K'I'k’ doivent étre regardées comme n’en com-
posant qu’une seule. 1 est facile de reconnoitre déja une
ressemblance marquée entre cette courbe et I'hyperbole,
mais pour prouver leur identité, il faut de plus retrouver
dans la premiére une des propriétés caraetéristiques de
la seconde. En supposant que le plan 4 S B soit déterminé
comme dans le n°. 134, qu'on ait mené le plan EMFm,
parallélea ACBD, et tiré les droites I'l, Mm , M'm’, qui
sont les communes sections du plan coypant avec les trois
plans ASB, EMFm, ACBD, on comparera entr’eux
‘ les triangles semblables PI'F, P'I'B, qui donneront )

) I'P:FP:: PF:P'B,
et les triangles semblables EFP, AI'P', qui donneront
IP:1P' :: PE:AP';
multipliant ces deux broportions par ordre, il viendra
"TPXIP:I'P'X}XIP':: PF>xXPE:P'B> AP,
Mais & cause que les sections EMFm et ACBD sont des
cercles dont les diameétres E F et A B sont perpendicu-
laires aux lignes Mm et M’'m, par censtruction, on aura
PFXPE=PM, PBX AP=P'M",
et par conséquent
. PM :PM*:: I'PXIP:IP'XIP,
. » M 4
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proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété
caractéristique de I'hyperbole, énoncée dans le n°. 124.

I37. Il nous reste encore & examiner le cas oi le plan
coupant seroit paralléle & I'un des cotés du co6ne, ainsi
Fig. 46.que le montre la fig. 46. Il ne pourroit alors rencontrer
qu’un seul des deux cénes opposés; mais il ne s'en déga-
geroit jamais, en sorte que la section M'I m’ seroit une
courbe ouverte et indéfinie, comme la parabele, avec
laquelle nous allons prouver qu'elle est identique. Les
Plans ASB,EMFm, ACB D, étant menés dans les mémes
conditions que ci-dessus, le parallélisme des lignes I P*
‘et $B, donne PF=P'B; d’un autre coté , les trian—
gles EIP, AIP', étant semblables, conduisent & ‘

‘ FP:Ip :: EP: 4P,
multipliant I'in des termes du second rapport par PF, et
(“ FPautre par P'B, il viendra
IP:IP':: EPXPF: AP’} P'B.
Mz;is dans les cercles EMFm et ACBD, on a toujours
PM'=EPxPF, PM*= AP x<P'B;
on aura donc
PP i IP:IP,
proportion qui n'est que I'expression de la propriété ca-
ractéristique de la parabole énoncée dans le n°. 124.

N

138. Examinons a présent les propriétés -des lignes
droites qui coupent ou qui touchent les courbes du second
degré. Pour suivre la méthode que nous avons employée i
Yégard du cercle en particulier ( n°. 83 ), nous prendrons
Yéquation

y—B=A(x—a),

qui appartient i Ja droite passant par le point dont les
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.
eoordonnées sont « et 8, et faisant avec I'axe des abs-
cisses un angle dont la tangente trigonométrique est 4;
nous la combinerons avec I'équation y*—=mx 4 nx*,sem-
blable a celle di2 n°. 111, et comprenant par conséquent
les trois courbes du second degré. En faisant comme dans

le n°. 83, ‘
V(x—"‘)"l'(.y_ﬂ)‘—"z»

‘nous aurons

Az l
T=a4 =f4 ———
\/1+A’ y Viya'
1 S
et posant our abréger ———— — A’, il viendra
posant pour abréger ——, |

x=a+ Az, y=B8+ AAz;

. substituant ces valeurs dans I'équation y* =m x + n 22,

nous obtiendrons cette transformée
ma4+md'z
n.tanA ezt nA?z*
- passant tous les termes dans un seul membre et ordonnant
par‘rapport i z, nous trouverors ‘
(A*—n) A2+ (BA—im—na)a A2 f*—ma—nea’=o,

ce qui revient &

o Adzt Ad = {’_I_

" 1 n(ﬂA—-}in—n’a)z E:—mac—n_u:
(A*—n) 4" (A*—n) A"
Dans cette équaiion , l'inconnue z représente la distance
EM, fig. 48, entre le point donné et I'un des points d’in- Fig. 4%
tersection M et M’ de la droite proposée E M avec la
courbe 4 C; par le moyen de sa valeur, on parviendra
facilement a celles des coordonnées de cette intersection.

= 0.

139. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle
(n°.85), on verra que les deux valeyrs dez doivent devenic
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egales lorsque 1a ligne proposée ne fait plus que toucher
la courbe, comme en N, parce que'les points M et M se
rapprochent de plus en plus & mesure que la ligne EM
s'approche de E N. La différence des denx valeurs de z
comprises dans Ja formule '

__BA—im—nx_ BA—{m—nz)’ fr—mog——na®
TTA@r=n4 T (A*—a)A )~ (A—m)A*

et exprimée par

S =

donnant toujours la longueur de la corde MM’, devient™

nulle lorsque les points M et M’ coincident, et fournit par
conséquent pour le point de contact N, I'équation
BA—im—na\s P —me—nat )
(A—m)d ) = (—nyas °r
En la développant, A" disparoitra comme diviseur com-
mun & tous les termes, et la résultante sera 'équation qui
doit donper 4, et faire connoitre par conséquent la posi-
tion de la droite E ¥, menée par le point E tangent:elle~.
ment 4 la courbe 4 C. :

Ne voulant considérer que les cas les plus sme]es , Ious
supposerons que le point E soit pris sur I'axe des ahs~
cisses AP, fig. 49; il résultera dela @ —=o, et

(tm+na)  matna®
(4*—n)* A*—n
cette derniére se réduit, aprés le développement, &
im* 4 mad4na 4 =o,
.
et donne A= —
\/-— ma-—nal .

-

. ———————— e e -

Ve e a

—— e e o
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Cette expression se présente sous une forme imaginaire,

_mais elle peut devenir réelle par les valeurs particuliéres
que recevront les quantités m, n et «, et cela arrive pour
tous les cas ou la position du point E et la nature de la
courbe permettent de lui mener une tangente par ce
point. )

140. Ily a encore un cas dans lequel la condition de
contingence se simplifie beaucoup, c’est celui ou le point
donné étant sur la courbe méme, se confond avec le point
de contact. Concevons eu effet que le point E passe en /M,

fig. 48; il y aura alors entre « et 8 la méme relation Fig. 48,

qu'entre x et y, sur la courbe 4 C, c’est-a-dire qu'on aura
Br*=mae+4+na* ou fF—ma—na®=:=0,
ce qui réduira 'équation (1) 4 la suivante
. BA--}m—nac:o‘.

im4-na

d’ou on tirera 4—2 . Telle est 'expression de

B o
la tangente de I'angle que doit faire avec I'axe des abs-
cisses la droite T M pour toucher la courbe 4C.

La position de cette droite seroit donnée d’une manitre
plus commode si I'on en connoissoit un second point, et
celui qui s'offre le plus naturellement est le point T, oit
elle rencontrel'axe des abscisses, et pour lequel onay—=o,
dans I'équationy — f=A(x—« ), (n° 60). ll résulte

dela —p=4 (x—e)et z;-¢=—-—ﬁ—; la Quanq_

tité r — " étant la différence des abscisses des points M

et T, désigne la portion P T de I'axe 4 B: mettant done
24

\ im+na

La ligne PT est nommée la soutangente, et lorsqu’elle

pour 4 sa valeur, on asra PT — —

.
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est construite, on obtient la tangente en joignant le point i
et fe point T par une droite.

141. Pour connoitre l’expr‘ession de la soutangente
dans chacune des courbes du second degré en particulier,
il suffit de comparer successivement les équations

2a
avec I'équation y*—=m x + nx*. En observant comme
ci-dessus que « et 8, désignant les coordonnées du point
de contact, situé sur la courbe, ont entr'eux les mémes
relations que x et y, et substituant en conséquence pour £*
sa valeur, on trouvera, par la premiére équation appar--
tenante & l’ellipse )

y’::—a(?a‘r—x’), _y’—- (x*—2ax), ’—'-pa:,

. a2afi? aa:r.—:'.’
m=p, n—=— - douPT_—;(a__dL) Py
par la seconde, appartenante a Yhyperbole,

, 2af® a*—aaz
m=-—p, n_;—‘—‘,d ouPT_..—P(“_a) e
par la troisiéme enfin, appartenante i la parabole,
af®

m=p, n=o0, doi PT=— —=—3ax.

Cette derniére expression la plus simple des trois, nous
apprend que dans la parabole la soutangente est double
de Labscisse ; le signe — qui I'affecte ainsi que les autres,

. montre qu elle doit étre prise sur I'axe AB, a partir du
point P, vers le c4té on se portent les x négatifs.

La construction des premiéres expressions n oifre pas
beaucoup plus de difficulté : on a pour I'ellipse

2ad—ad
¢ea—a:2a—alid: —=PT,
a—a
pour I'hyperbole .
t2—aaz

¢e~qg:a—3a;. a:———=PT;
a—a
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aiosi tout se réduit a trouver des quatriémes proportion—
nelles.

11 est bien remarquable que le second axe b n’entre
point dans ces expressions; il en résulte que pour la méme
abscisse la soutangente est la méme dans toutes les ellipses
qui ont le méme grand axe, et qu'il en arrive autant aux,
hyperboles. L'ellipse se changeant en cerclelorsque b =a,
on peut mener la tangente 4 la premiére de ces courbes
par le moyen de celle de la seconde : car si I'on prolonge
Yordonnée pm, fig. 36, jusqu'a la rencontre du cercle Fig. %
décrit sur le grand axe, et qu'on tite la droite n T tan-
gente a ce dernier , au pointn, la soutangente p T, convien-
dra aussi, d’aprés ce qui précéde, au point m de ellipse,
dont la tangente s'obtiendra par conséquent en joignant
le point T et le point m. On auroit une construction sem-
blable pour les hyperboles quelconques, en partant des

. soutangentes de l’hype‘srbole équilatére (n°. 115).

142. Quand on a la soutangente, il est facile d’en dé-

duire l:s expressions de la tangente, de la sous-normale
et de la normale: ce sont les noms qu’on donne aux lignes
TM, PRet MR, fig. 48. La premiére est la portion de la Fig. 43.
tangente comprise entre le point de contact et 'axe des

" abscisses ; la seconde est la partie de I'axe des abscisses
comprise entrele pied de 'ordonnée P M, etle point R,on  »
une droite, menée perpendiculairement a la tangente par
le point M, rencontre 'axe des abscisses ; enfin la troisieme
est la longueur méme de cette perpendiculaire, mesurée
depuis le point M jusqu'a Paxe des abscisses.

1°. Par le triangle TMP, rectangle en P, on a

MT=VEI+PT.
_2°. Les triangles PM T, PMR, semblables entr’eux
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- comme étant formés par la perpendiculaire PM, abaissée
de I'angle droit du triangle TMR, rectangle en M, don-

neront
PT:PM::PM:PR, doi PR— g”;:

3°. 1l résulte du triang]e MPR, rectangle en P,
-1=4=—'
MR=V'PM PR

11 est visible que ces formules convnennont a toutes les
courbes, et que pourles apphquer a lellipse, par exemple,
il faut mettre dans la premiére et dans la seconde, au lieu
de P M et de P T, les valeurs relatives a cette courbe, puis
avec la valeur qu’on obtiendra pour P R et celle de P M,
on formera celle de MR; il faudra opérer de méme par

- rapport a 'hyperbole et & la parabole. Nous nous bor- -

. nerons a rapporter ici les résultats de ces substitutions qui
n'ont par elles-mémes aucure difficulté, Pour ellipse

L aga—a? : b R 2@a—at\3
PT=——o0o, MT:‘/-;;(Q(Z&—@L )+( — )
b b’ b4 .
PR=—{(a~a), MR:‘/—a;(éa¢~¢’) +—(a—a),
pour 'hyperbole

_ e*—aaz _‘/b’. . «.’-—aaz)s
PT—= — MT= -;;(a. aas)-|- a

’

PR= %;(“_a)’ MR= l/%:-(u’—naa) + %1—(«&—0)’:
“pour la parabole

PT—=a« MT=ypa-+ 4,

PR=1ip MR=y'pa+{p"

e —————— e =
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On obtieat des résultats un peu plus simples, a I'égard
des deux premiéres courbes, lorsqu'on compte les abs~
cisses & partir du centre, ce qu'on ne peut faire pour la
troisiéme qui en est dépourvue, (n°.104 ) ; pour parvenir
& ces résultats, il suffit de faire 4 =@ — «’ dans !'ellipse,
et «=a«'+ a dans 'hyperbole ( n°. 129 ), «’ sera la nou-
velle abscisse prise & partir du centre: ces substitutions et -
les réductions qui s'en suivent étant effectuées, il viendra
pour l'ellipse,
).

at—a"? b* a*—a'?
Pr=""0 ur= Ly 4 (25

. B, B L DY
PR=-E;¢, MR:‘/a—aga’—d-’)‘*";zd"o

pour I'hyperbole,

Pr=""2 yr= Y ey (C2EY
T M= Fe—a ()

PR:-{,;M', MR:I/-Ii(a";a‘) +i4.- a's.
a L 4 @ ; a R

143. Quelqu'élégante que doive paroftre la méthode
que nous avons employée ci-dessas pour mener les tan-
gentes aux courbes du second degré, nous croyons ne
pas devoir passer sous silence les solutions synthétiques
que les anciens ont donnges de ce probléme, et nous
allons les exposer succinctement. ' ‘

1°. Par le point M, pris sur Pellipse, fig. 35, on ménera Fig. 55.
Yes deux rayons vecteurs F M et F'M; on prolongera I'un
d'eux, F'Mpar exemple,d’une quantité MG égalea F M,
on'tirera ensuite F G, et la droite M H perpendiculaire sur
Ye milieu de F G, sera tangente au point M, car elle n’aura
que ce point de commun avec la courbe. En effet, si I'on

'
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prend un autre point ‘quelconque N sur cette droite, et
qu’on tire les droites FN, F'N, onauraFFN 4+ NG > F'G,
" ce quirevienta FN4 FN>F M+ FM>II', carpar .
la construction MG —=FM, NG—=F N et comme il
est aisé de voir que pour les points placés au-dedans de
Pellipse, la somme des distances & chacun des foyers est
moindre que le grand axe, il suit de ce qui précéde que
le point N est hors de I'ellipse, puisque la somme de ses
rayons vecteurs est plus grande que I'axe I'I'.
2°. Lorsque le point proposé M est sur I'hyperbole,
Fig. 57, fig. 37, il faut porter le plus petit rayon vecteur FM, sur
le plus grand F'M et non pas sur son prolongement ; ache-
vaant la construction comme ci-dessus, on aura pour ce cas

- FFNZFG4+NG<F'GHFN,
d’ou il suit v
. FN—FN<FG<FM—FM,

. ce qui prouve que le point N n’est pas sur Ihyperbole. Il
n’est pas placé dans l'intérieur de cette courbe, car il fau-
droit, pour que cela fiit, que la différence des distances
a chacun des foyers surpassit le grand axe. En effet, si
on tire Fm, on a

Fm—Fm=Fm+4 Mm—FM,
et comme F'm 4 M m surpasse F' M, il s'ensuit

'Fm—Fm>F’M FM.

3. Lorsque le point M est sur une parabole, fig. 58 il
n'y a plus qu'un rayon vecteur ; mais I'autre est remplacé
par la droite QM paralléle d axe I P:le point Q tient lien
du point G, puisqu'on a Q M = F M. Considérant ensuite
un point N placé avant ou aprés le cogtact, on a en
mémie temps QN et FN > O N; le point N est donc hors
-de la courbe.

Fig. 38.

144;
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. Si on appliquoit le calcul & ces constructions , on trous
Yeroit les résultats obtenus dans le n®. précédent.

144. L'hyperbole présente, par rapport a ses tangentes;
une particularité trés-remarquable, et de laquelle il résulte
que quoiqie 30n cours s'étende A V'infini, chaciine de ses
branches demeure néanmoinstoujours renfermée entre les
cdtés d'un certain angle, sans pouvoir jamais les attein-
dre; ainsi quion le voit dans la figure 47. Cette circons- Iig. 47,
tance se reconnoit en observant la marche de la soutan—
gente P T, a mesure que-le point de contact M s’avance
surla courbe et s'éloigne du point I, ou ce qui est laméme
chese a mesure que I'abscisse OP augmente. En désie

2—a® ) -
5 et comme

‘gnant OP parx »ona (n° 1423; PT=

' OT=0P—PT,
il vient o .
0F=z 220 2
TET Ty T

on voit évidemment par cé résultat que plus % croit, plus
O T diminue, et plus le point T s'approche du point 0,
qu’il ne peut cépendant jamais atteindre puisqu’une frac-
tion ne peut jamais devenir absolument nullé tant que
son nuxpérateur ne s'anéantit pas. Le point O doit donc
étre regardé comme la limite vers laquelle le point T tend
- gans cesse par le progrés de I'abscisse. Examinons main-
tenant les changemens qu'éprouve dans les mémes cir-
tonstances I'angle M TP qui détermine la situation de
la tangente par rapport a Ia ligne des abscisses. La tan<
gente trigonométrique de cet angle a pour expression

MP_ br o
PT sy e  (2%97),

i
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. b , .. .

et prenant la forme — lorsqu’on divise ses
aﬁ
Vo=

deux termes par x, elle tend nécessairement versla quan-
. b .at . .
tité — & mesure que la fraction oo diminue, ou & mesure
a .

que x augmente. L’angle M TP ne peut donc augmenter
indéfiniment, et la limite qu'il ne peut atteindre, mais
dont il approche sans cesse, est I'angle E 01, dont la tan~/

. s b . .
gente trigonométrique est —; jamais I'hyperbole ne peut

donc parvenir a toucher la ligne E O, quelque prolongées
qu'on les suppose I'une et ¥autre.

Pour construirel'angle E 01, il faut prendre surl'axe IT',
une abscisse & volonté, le demi-axe OI, par exemple, et
le triangle rectangle E O I donnant EI= OItang EOI,

onaura EI= 01X —Z—:b,puisque OI = a. Elevant

donc au point I'la perpendiculairé EI==5,la droite O E,
qui joindra les points O et E, sera la limite de toutes les
tangentes de la branche IK de lhyperbole : cette limite se
nomme asymptote. Il est évident qu'il en existe une se-
conde Oe, placée au-dessous de I'axe IT, faisant avec
cet axe le méme angle gque la premiére, et servant de
“limite aux tangentes de la branche Ik.

145, L’équation de I'hyperbole se simplifie beaucoup,
lorsqu’on prend les asymptotes pour axesdescoordonnées.
En effet, menons par le point M, parall¢lement a 'asymp-
tote Oe, une nouvelle ordonnée Q M, et faisons Q0=u, -
QM=t; I'angle EOI compris entre I'axe desu, Q 0, et
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celui des x, II', aura évidemment pour cosinus —- 0E’

1E
© pour sinus —; et comme on a

OE
Ol=e, IE=}b, 0OE= l/.O_.I’ +1E'= Vaif b,

ilen résultera (n°. 10y),

a b
m= —— n—e ————
Vet b Vot
Considérant ensuite Paxe des ¢, Oe, nous trouverons
oI Ie
coseOI_b—;, smeOI__Fé,
et comme Oe—=O0E, Ie=~IE, il viendra

a 9= —b
Vet Vais
et par les formules générales x=mu -+ p t,y=nu-+qt,
nous aurons

__a(u+t) —_b(u—t),
TVere YTVars

substituant ces Valeurs dans I'équation b*xr—atyr=aspr,
elle se changera, aprés les réductions, en
4u t
@+ b*
Cette derniére équation met bien en évidence la pro-
priété dont jouissent les asymptotes, car on en tire

__(a*4%), I0E*
t— '—"_‘u—_— ’ Q [k ]
“ce qui montre que 'ordonnée QM va toujours en dimi-
nuant 4 mesure que le point Q s'éloigne du point 0, mais
qu’elle ne peut jamais'devenir nulle.

=1, ou ut=l(a’+b').

oM=2""

Na
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Lorsque 'hyperbole proposée est équilatére,b=a; la

~ ~ . b -
tangente deI'angle E O1, exprimée par e réduit alors

3 1; chaque asymptote fait par conséquent avec 'axe I'T'
un angle égal 4 02, 5, et les deux comprennent entr’elles
un -angle droit. L’équation'u t =1(a*+ b*) devenant
ut =1 @* nous apprend que le produit des coordonnéesz .
et ¢ est égal & la moitié du quarré du demi-grand axe O1I.

11 est & propos de remarquer que si I'on méne par le
point I les droites ID et Id, respectivement paralléles &
Oceta E O, on formera un losange dont les cotés I D
et I dseront, par rapport aux asymptotes, les coordonnées
du point I situé sur I'axe; on aura par conséquent

IDXId=ID"=1(a*+5),
d’ou on tirera '
ID=1y a* 4 b*,
et en général
Q0xQM=ID"
Dans le cas de I'hyperbole. équilatére le losange D d
devient un quarré puisque I'angle D Od est droit.
Le grand losange construit sur II’, composé de quatre
losanges tels que D d, est ce que les anciens géométres dé-
signoient sous le nom de puissance de I'hyperbole.

146. 11 est visible que si 'on prolonge les lignes P M et
P M, ordonnées relatives a I'axe I, jusqu’a larencontre
des asymptotes OE et Oe, les parties MR et M'R’ de ces
ordonnées, interceptées entre chaque branche de courbe
et son asymptote sont égales entr'elles. La méme pro-
priété a lieu par rapporta une droite quelconque menée
par un point quelconque de I'hyperbole. Si I'on tire par
exemple MN', on aura G M= G' N', quelque position
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gu'ait MN'. Pour le prouver, nous commencerons par
observer que, puisque
PR= bj »MR= PR—PM——I;—(x—'l/:s’—a’),

U b T e

MR'=PR4 P} =—(x+ Vzi—a'),
ona

MR X MR = b*.
Menons ensuite par le point N'1a droite S parallelea MM';
les triangles semblables RMG, SN'G, donneront
GM:GN :: MR:N'S;
les triangles semblables &'N'S’ et R'M'G’, donneront
GM:GN :: MR’ 3le.",_

multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra
GMXGM:GN'XGN::MRXMR:NSXN'S;
et comme en verta de ce qui précéde on a

MRX MR =b*, N'SXNS=0b,
on en conclura GMX G M=GN X G'N'.
Mettant 4 la place de G'M et de G.N', leurs valeurs.

GN+MN, GM4MN,
faisant les réductions qui se présentent aprés les multipli-.
cations indiquées , on aura enfin ,

GMXMN =GN XMN ou GM= G'N'.

147. Avec le secours de la propriété que nous venons.
de démontrer, on décrit bien simplement 'hyperbole par
points, lorsqu’on en a les asymptotes et un seul point M.
On tire par- ce point un trés-grand nombre de droites
comme M N’, on prend la partie. G M comprise entre le

point M et I'asymptote qui en est la plus voisine, pour la
N3
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porter de G’ en N', ce qui donne un nouveau point N’ de
la courbe cherchée. ,
Quand on a les asymptotes on trouve la direction de
Iaxe IT' en divisant en deux parties égales 'angle qu’elles
forment, et comme la tangente de I'angle E O I donne
le rapport des demi-axes a et b (n°. 144 ), il est aisé de
déterminer ces quantités, dés qu'on connoit un point de

— R
I'hyperbole. L’équation P M*— é—; ( OP*—a*) donne

A*} OP"—PM' ,
D , en représentant

sur-le-champ @*=—=
par A la quantité %"

148. On sait par la géométrie élémentaire que trois
points déterminent la position d'un cercle ; la méme chose
se prouve facilement par Fanalyse, et le procédé qu'on y
employe sert en général a trouver le nombre des points
par lesquels peut passer une courbe quelconque.

L’équation du cercle la plus générale étant (n°. 93 ),

(x_a)s_'_(y_vb)s.____,a’

@ et b désignant les coordonnées du centre et rle rayon,

si 'on prend
@ ¢l } ¢/./ .
B } ﬂl g// } >

pour représenter les coordonnées de trois points donnés
par lesquels doit passer le cercle demandé, on fera suc-
cessivement,, comme & Fégard de la ligne droite, dans
le n°, 6a > » '

x=qa x=d x=a"

y==8 y=F# y=48 }

ce qui fournira les équations

—— e —
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Y (e—a)+(B—b)=r,
(+—a) 4 (F—byr=r,
(#'—a) + (E'—b)=r,
qui sont en nombre suffisant pour déterminer les lettres @, b
, qui font connoitre la position du centre du cercle, et son
rayon 1. )
11 est visible qu’il faut en général autant de points que
I'équation de la courbe demandée renferme de coefficiens

a déterminer. L’équation
Ay*+Bxy+ Cx*+Dy+Ex=F,

appartenant aux courbes du second degré en général,
étant mise sous la forme :

Y+tarxy+bx*tcytdx=e,
ne contient plus que cinq coefficiens @, b, c, d et e; il
- suffira donc de cinq points pour particulariser la courbe
du second degré qu’elle représente : et si les coordonnées
de ces points sont respeciivement

RS S AN N

on formera les cing équations suivantes :

Bt aeeftbatdchft+da—=e \
Prdad'f4+ba>+ch +da'"—e
ﬁ”"‘i" aa”B”-l-bd.”’ + CB”+ (ltl-”"‘—"e
B//Ia_{_ a ¢/// B//l + b ull” + c ﬂ//l+ d¢//1= e
B///{. + a d.”/’ B////+ b dll/lﬁ + c_ﬁ//// + d“'//”= e..

N’ayant pour but que de montrer la possibilité de la dé-

termination des lettres @, b, ¢, d, e, et le nombre de con-

ditions qu’elle exige, nous ne nous arréterons pas *ffec—

tuer les calculs qu’entraineroit cette opération ; nous nous-
N 4
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bornerons a observer que ces équations peuvent devenir
contradictoires entr'elles dans certains cas particuliers.
§'il arrivoit, par exemple, que trois des points donnés fus-
sent en ligne droite, il ne seroit pas possible de faire passer
une courbe du second degré par ces points puisqu'aucune
courbe de ce degré ne peut avoir plus de deux points de
communs avec une méme droite,

On congoit que quand la courbe est donnée d'espéce et
de position, il faut moins de conditions pour la détermi-
ner. Sil'on vouloit déterminer une ellipse dont le centre et
le grand axe fussent donnés de position, on n’auroit besoin
que de deux points puisque Féquation a®y*4- b x*—=a*5*,
relative 4 ce cas, ne renferme que deux coefficiensa, b,
qui dépendroient alors des équations

at B’ﬂ-b’a’:a’b’,

Y RN U

149. Nousavons montré, danslen®. g3, commentI'équa,
tion du second degré se construisoit par le moyen d’'une
circonférence de cercle et d’une droite ; nous avens fait
voir que les deux racines étoient données par les deux
intersections que peuvent avoir entr’elles ces lignes, et que
de cette maniére on regardoit I'équation proposée comme
le résultat de I'élimination d'une inconnue entre deux
équations & deux indéterminées, 'une appartenant a la
droite , et 'autre au cercle. Sil'on généralise ce point de
vue, on aura le moyen de construire des équations d'un
degré quelconque. En effet, si Yon a par exemple, I'équa-
tion x4 — b* x* 4+ ¢® x— d# = o, on pourra la regarder
cemme le résultat de I'élimination d’'une inconnue y, entre
deux Quations du second degré renfermant en méme
femps ety , et appartenant par conséquent & deux coug-

\
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bes. Trouver ces équations est un probléme indéterminé;
¢ar il y a une infinité de systémes d’équations qui peu-
" yent produire la propoéée; prenons-en donc une arbitrai-
rement. Soit z* =py, on aurax¢=p*y*, et subs}ituant
dans I'équation proposée, il viendra

Py —bpy+cx—di=o,

ou
2 08

1l est aisé de reconnoitre que cette équation appar~
‘tient & une parabole ( n° 111); et pour la mettre sous,
la forme la plus simple, il suffit de faire disparoitre
le terme multiplié par y, ce qui s'effectuera en prenant

y=y+ :—P. On aura, aprés la substitution,

R Tk A
y +pax 4Pa =0,

résultat qui peut g'écrire ainsi:
W S [ b4t
gt
et qui montre que la parabole a laquelle il appartient a
pour paramétre la quantité 7‘:;—, et que les abscisses comp-
_ tées A partir de son sommet , sont égales & la différence
b 44
3

‘entre la quantité et les abscisses de la premiére

parabole 2*=p y.En effet, si I'on porte perpendiculaire-

mental'axe ABdesabscisses, fig. 5o, etducotédesordonnées Fig: 5oy
i . b* . ,

Ppositives, une distance Az — e la droite « f#, menée

P .

parallélement 4 4 B, sera Taxe i partir duquel on doit
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prendre les y'. Le sommet de la parabole dont y' désigne

Yordonnée, correspondant au point ol I'on a y' =0, ~

bi44dt
P

ce qui arrive quand x =

Ap=tt4d
C

, il fandra faire

, et ayant élevé D 4' & angle droitsur 4B,

Ie point 4 sera le sommet de la seconde parabole G4 H,
& « en sera l'axe, et connoissant son paramétre, rien
ne sera plus facile que de la construire par points suivant
Ie procédé du n°. 119. Quantala premiére parabole EAF,
donnée par I'équation x*=pJy, il est visible qu’elle a son
sommet a l'origine A4 des coordonnées, et pour axe celui
des y, AC. Lorsqu’elle sera construite, les points M, M’,
M?, M"”, ou elle rencontrera la parabole G & H, auront
des abscisses égales aux racines de I'équation proposée ,
puisque par ces points les valeurs de x satisfont en méme
temps aux deux équations

z*=py,
p’y’-—b’py +dx—déi=o,
desquelles résulte la proposée.

Pour représenter le cas le plus général nous avons dis-
posé I'équation proposée et la figure de maniére que les
deux courbes se rencontrassent en quatre points; mais
cette circonstance n’aura lieu qu’autant que I'équation
proposée aura ses quatre racines réelles. Si, par exemple,
I'axe « 8 dela parabole G &' H tomboit au-dessous de AB,
ce qui arriveroit si le terme 5 p y avoit le signe 4, puis-

” o b .
qu'il faudroit faire alors y = y'— 2p’ il n’y auroit plus
que deux intersections au plus, car il est bien clair que la
branche &' H ne pourroit plus rencontrer la parabole EAF';
dans certain cas méme, la coutbe G &' H se trouvera toute
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entiére au-dessous de E AF, et alors les racines de la pro-
posée seront imaginaires.

On voit au reste par cette construction, comme par la
théorie des équations, que I'équation du quatriéme de-
gré ne peut avoir qu'un nombre pair de racines reelles,
puisque les deux paraboles EAF et GJ' H ne peuvent se
couper qu'en deux ou en quatre points. '

150. Il suit aussi de 1d que le cercle et laligne droite
ne pouvant se rencontrer en plus de deux points, ne peu—
vent résoudre que des problémes susceptibles d’étre ra-
menés a des équations du second degré, et ne sauroient
par conséquent suffire pour résoudre ceux qui passent ce
" degré, tels que les problémes de la duplication du cube

et de la trisection-de I'angle , si fameux dans I'antiquité.

Par le premier, il s’agit de trouver le coté d'un cube

~ dont la solidité soit double de celle d'un autre cube

donné. Si a est le coté de celui-ci et x le c6té de I'autre,
on aura cette équation :

xi=2a% ou x’—aal=a.

Pour la comparer 4 la proposée, il faut 'amener an
quatriéme degré, ce qui se fera en la multipliant par x,
et on aura x4— 2 @3 x = 0; comparant avec

xb—=b*x*+ Sx=dit=o0,
il viendra
b=o0, d=—aa%, d=o.
4

Les équations des paraboles E AF, G & H, seront par con-
, , aad y
séquent x*=py, y*= _P_’- . Ces courbes passeront

toutes deux par lorigine 4, puisqu’on auraz=o0, y=o,
¥'=o0, dans I'une et dans I'autre en méme temps; elles s’y
couperont, et cette intersection donnerax=o0, racine qui
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vient du facteur introduit pour élever au quatriéme degré

Fig. 51 I'équation A construire. La fig. 51, qui répond a ce cas,

-

montre que I'on ne peut avoir en outre qu'une seule racine
réelle AP; et en effet, on a yu dans les Elémer;s d’ Algébre
que P'équation x%— 2 a® =0 n’en a pas davantage.
"1§1. La recherche de la trisection de I'angle a pour
objet de partager un angle ou un arc en trois parties égales,
ce qui s'effectueroit sans peine, si, connoissant la corde ou
le sinus d’un arc, on obtenoit la corde ou le sinus de son
tiers. Cette question n’est qu’un cas particulier dela théorie
delamultisection des angles, que nous ne saurions exposer
ici, mais dont on trouvera les bases dans I'Introduction
au Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral; elle
se met en équation par le moyen des formules du n®. 11,
qui donnent
' 4 cos A3>—3R*cos 4
€083 4 == T .
Sil'on regarde cos3 4 comme donnée, et que I'on prenne
cos A pour l'inconnue, on aura, en faisant cos 34 —=a
et cos A= x, cette équation

—iR*xz— R*a=o,
qui’ étant multipliée par = et comparée a I'équation.
xb—brr*+Ex—di=o,
donnera
b*—=3R*, S=—;Ra, dt=o0.

On aura encore ici une intersection au point 4 corres~
pondant a la racine £ = o, et les trois autres points d'in-
tersection donneront les trois racines de I'équation

‘ ’—iR*x—R*a=o.
" 1l semble au premier coup-d’ceil qu'on ne devroit avoir
qu'une racine réelle et qu'il n’y a qu'une seule maniére de
partager un arc en trois parties égales, mais onvoitd'abosd
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que I'équation ci~dessus tombe dans le cas irréductible ,

et qu'elle a par conséquent ses trois racines réelles; en

y réfléchissant ensuite avec un peu d’attention, on recon~
Ll

" noit qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire a la question

proposée, car lesarcs 34, 7 +34,37+34, quiont le
-méme cosinus ( n° 22), étant divisés par 3, donnent les
valeurs

x=cosd,z=cos(37+ 4), x=cos(;: 7+ 4),

essentiellement différentes. On ne peut en avoir d’autres
parce que les arcs 37 + 34, 4 743 4, etc. qui ont en-
core le méme cosinus que 4, étant divisés par 3, con=
duisent aux arcs 7 4 4, 7 +3 574 4, etc. et que

cos (74 A)=cos4, cos (7437 +A)=cos (374 4), etc.

152, Avant que les méthodes d’approximation éussent
atteint le degré de perfection on elles sont portées aujour-
d’hui, les géomeétres sappliquoient beaucoup 4 la cons-
truction des équations, et faisoient tous leurs efforts pour
effectuer cette construction par les courbes les plus sim~
ples, ou les plus faciles & décrire; c’est ainsi qu'Halley
donna une méthode pour construire les équations du
troisiéme et du quatriéme degré par le cercle et la para-
bole, et cette méthode a quelqu’avantage sur cellé du

n°. 149, en ce que le cercle qui remplace une des para-
boles, se trace par un mouverent continu; mais le peu

d’usage.que P'on fait a présent des constructions nous a
dispensés des détails & cet égard, et nous terminerons en
conséquence ce traité par I'exposition d’'une méthode
qui réunit  I'avantage de s'appliquer aux équations d’un
degré quelconque, celui de peindre les résultats obtenus

analytiquement par la théorie de la composmon des
€quations.
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Pour fixer les idées, nous supposerons que I'équation

a construire soit seulement @ - bx + c x* 4 dx3=o;
nous ferons

y=a+bx+c.1:’+dx§.

Puisque dans les points oii 1a courbe représentée par cette

derniére équation rencontrera I'axe des abscisses, on aura

y=o, il s'ensuit que les abscisses de ces points seront les

‘racines de I'équation proposée. La question sera donc

réduite & construire la courbe dont il s'agit, ce qui est

facile aprés avoir rendu son équation homogéne en y

restituant les puissances de 'unité (n°. 91 ). On obtiendra

en effet
cx*  dx?

bx
y=et Tt mtoe
résultat dont chaque terme se construiroit séparément par
les lignes proportionnelles (n°. 72) ; mais voici un moyen
de lier entr'elles d’'une maniére commode les différentes
opérations.

On ménera, fig. 52, I'axe AB des abscisses; par 'ori-
gine 4 on élevera perpendiculairement a cet axe la droite
A C qui sera celui desy, et ayant pris sur le premier la
partie A D —=n, et mené D E parallélead AC, on portera
sur cette derni¢re des parties

AF=a, FG=b, GH=c, HI=d;

on tirera ensuite I K paralléle & 4 B; on joindra les points
H et K par une droite qui coupera én L1laligne PR élevée
perpendiculairement & 4 B sur l'abscisse AP=x; on
ménera ML paralléelea 4B, pour déterminer sur 4 C le
point M, que I'on joindra avec le point G; par le point IV,
oit MG rencontre PR, on tirera ON paralléle encore
4 AB, et joignant le point O avec le point F, la droite O F
donanera sur PR un point Q tel que PQ=1y.

A S e et~ o o e~ T

-

e ——
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Eneffet, on a par les triangles semblables HIK et HH'L,

IK(n):HL(=) 3 1H(d): HE =22,

d’ol ’ 4
GH’:GH-{JHH’=c+Tx; ‘
des triangles HMG et G'N G, il résulte
N N TN e de\ .~ cx  da
MH(n):NG ()2 GH'<c+-n—).GG_ =z iz,
et par conséquent
. dx*
FG'=F6+GG'_—_6+,¥+ —

enfin des triangles G'OF, F'QF, on conclut

. e cx  dx*\ ., bxr cx* dzt
0G (n).'QF(x)..FG(b+-; +2 )’FF_':T"*'F"'T;:T'
ce qui donne pour dernier résultat
o P cx®*  dx3

, s bx
PQ=AF'=AF 4 FF_a+—;z—+F -
On étendra sans peine ce procédé au cas o I'équation
proposée auroit un nombre quelconque de termes; et lors-
qu'on aura obtenu un nombre de points suffisant pour-
caractériser la marche de Ia courbe , on reconnoftra aisé- -

ment le nombre de racines réelles dont cette équation est
susceptible.

153. Sile coursde la courbe est tel que le représente
laligne XE GILY, fig.53, elle rencontrera cinq fois I'axe g;;_55,
des abscisses, et indiquera par conséquent que I’équation
dont elle dérive a un.pareil nombre de racines réelles :
cette équation ne pourra étre d’un degré inférieur an cin~
quiéme. L'équation a construire sera

atbx+cattdad+ ext 4 fxd 4 etc.=o0 (1),
et celle de la courbe

Y=a+bx+cx*+dx’+ ext + fxs 4-etc. -
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1l est évident que les valeurs numériquesde l'ordonne'ey ;
ne sont autre chose que les résultats qu’on tire de I'équa-
tion proposée (1), en donnant a & les valeurs correspon-
dantes aux différentes abscisses qu’on a choisies arbitrai-
rement. La courbe XEGILY offre donc en quelque
sorte I'équivalent du tableau dans lequel ces résultats se-
roient inscrits; mais avec cet avantage qu'en vertu de ld
loi de continuité, qu'on sent bien mieux dans les lignes
que dans les nombres, les intervalles entre deux substitu-
tions successives se remplissent avec la plus grande faci-
lité. Ayant calculé par exeniple les ordonnées P P’, Q Q',
‘RR’, assez proches les unes des autres, et joignant lenrs
extrémités par un trait continu sans angles ni jarrets, on a

d’une maniére assez exacte les ordonnées intetmédiaires.
Nous observerons 1°. que puisquel'équation dela courbe
ne renferme que des puissances entiéres et positives de x,
chaque valeur de cette indéterminée ne donnera pour y
qu’une seule valeur qui sera finie ou limitée tant que x le
sera , mais que y sera susceptible de prendre des accrois<
semens indéfinis ou illimités lorsque x en recevra de tels,
et que par conséquent la courbe X E GILY doit s'étendre

al'infini de chaque cbté de 'axe AC des y.

2°. L'inspection seule de la figure fait voir que la
courbe XE GIL Y ne sauroit passer d'un c6té de I'axe 4B
-aT'autre sans reucontrer cet axe, ou analytiquement par-
lant, que I'ordonnée y ne peut changer de signe sans de-
venir nulle (¥); d'o il suit que si deux substitutions faites

(*) Cela est vrai dans ce cas parce que Yexpression de y est sans

. a . .
dénominateur, car si on avoit y =; 5 ]a succession de ces valeurs:
: a . ,
=-1,4=0, et x=—1,donneroity =+-4, =soumﬁnie,ety=—a.-

C'est ainsi que les branches de Phyperbole sont liées entr'ell s.
dans
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dans Péquation (1) , donnent deux résultats de signe con='

traire,ily a nécessairement une racine réelle comprise
entre les valeurs de x employées dans ces substitutions.
3°. Sil'on prend sur la méme courbe deux points placés
du méme cdté par rapport al'axe AB, il y aura toujours
entr’eux un nombre pair d'intersections de la courbe et de
cet axe : on en voit en effet denx entre E et I, quatre entre
EetY,ou entre X et L, etc. ou bien il n’y en aura aucunes
ainsi que cela arrive entre P et I. Au contraire, il y aura
certainement un nombreimpair d'intersections siles points
que I'on considére sont placés de différens cétés, comme
le sont X et E, XetI, X et Y, etc. De 12 résulte cette
proposition analytique : entre deux valeurs de x qui, pat
leur substitution dans l'équation proposée, donnent deux
' résultats de méme signe, il ne peuty avoir qu'un nombre
pair de racines réelles , et il y en aura un nombre impair si
ces résultats sont de signes différens.
4°. Enfin il arrive quelquefois que par suite des rela~
tions que peuvent avoir entr’eux les coefficiens a, b, c,
d,e, f, etc. deux des intersections consécutives, comme
K et M se rapprochant continuellement, viennent 4 se con-
fondre, et la partie IK LMY de la courbe prenant la
forme du trait ponctué IL'Y, ne fait plus que toucher
Iaxe AB; alors l¢s-deux racines, représentées par AK
- et AM, deviennent égales entr’elles et & ’abscisse AL’. On
voit facilement que si I'équation proposée n’avoit pas -
d’autres racines réelles, la courbe qui en dérive ne cou-
peroit son axe nulle part, et qu'on ne pourroit par con=
séquent faire changer de signe le premier membre de cette
équation , par aucune substitution. Il n’en seroit pas de
méme dans le cas ou trois intersections se réuniroient.
La courbe conperoit au moins une fois I'axe, soit avant
%oit aprés, et pour ¢'en conyajncre, il suffit de voir ce qui
- o
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resteroit de cette courbe si les trois points H, K et M, oil
F,Het K, venoienta se confondre. En suivant ces considé-
rations, on trouvera que par la réunion d’'un nombre pair
d’intersections, la couxbe dérivée de I'équation (1) peut
se trouver toute entiére d'un méme cdté de I'axe, mais que
cette circonstance .n’a jamais lieu lorsgue le nombre des
intersections, confondues en une seule, est impair; et on
conclura de 13 que lorsqu’une équation n’a pour racines
réelles qu'un nombre pair de racines égales, il est impos—~
sible d’en reconnoitre 'existence par aucunes substitu<
tions. o
Pour bien saisir ce qui précéde, il suffira de faire les
~ figures qui se rapportent-aux différens cas que nous avons
examinés, ce qui n’gffre aucune difficulté; et 'on y verra,
pour ainsi dire, la peinture de la théorie des ¢quations

exposée dans les Elémens d' Algebre.

FIN
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Fautes essentielles.

PAGE 14, ligne3, ACM, ACM, ete. lisez, CPM, CP' M, etc.

18, 1. 10, numéro 10, lsez, numéro 11,

29,1 7,—smb lisez, +smb 1.13,sin b, Uis, +smb-
24, 1. 3, au-dessus, lisez, au-dessous.

44, 1. 11, de ces deux points, lisez, des points Cet D.
46,1. 4, enremontant, 45, lisez, A1

52,12, qu'ilsintercepient, ajoutez, et le 3° angle B.

ibid.1. 21,les cotés, lis.lesangles; les angles, lis.les cotés. '

68,1.6, a dans ce triangle, /is. on a dans ce triangle.
78, 1. 4, en remontant, ( n°. précéd. ) lis. (n°.61).
79, 1.8, enremontant, aprés le mot sera, ajoutez,sia
et 8 désignent les coordonnées du point donné.
80, L. 17,4M, lis. AM';). a1, apréslavirgule, is. f=—..,
91,1. 5etg,en remontant, MM, lis. MDL.
94, 1. 92, ont, lis. dont; 1. 23, effacez qui, ibid. avant
o' et 8/, lis. a et f.
97, 1. derniére, effacez par-tout les exposans.
143, 1.6, en remontant, P’ G__g_y,lts PG=gPM.
144, 1. 4, changez men n et n en m dans le coeﬁicxent
dewt; 1. 20, PH, lis. P"H.
160,1. 21, changez b* en a et @ en b* dansJa 2° yaleur
de z.

1165, 1. 13, pourlhyperbole, ajout. en prenant I'F=c'.

ibid. 1. 4, en remontant, mettez le dénominateur a.
175, 1. 15, diamétres, is. demi-diamétres.
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