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PREFACE DU TRADUCTEUR.

En faisant paraitre une traduction frangaise du « THEORI A
MOTUS » de I'illustre GAUSS, mon but a été de mettre 2 la
portée d'un plus grand nombre un ouvrage céléhre i juste ti-
tre, et qui renferme des méthodes & 'aide desquelles la plupart
des astronomes déterminent, encore aujourd’hui, les orbites
des plandtes et des comdtes récemment découvertes.

Bien que la solution de ce probléme, depuis P'apparition du
T heoria motus, ait ét6 présentée par plusieurs géomdtres, parmi
lesquels il faut citer Burckuarpt, LApLACE, LEGENDRE, LAGRANGE,
Biner, etc., les méthodes de Gauss sont encore celles le plus
en usage. Je dois pourtant rappeler que M. Yvox VILLARCEAU,
en s’appuyant sur la méthode de Larracg, c’est-a-dire sur une
méthode d’approximation fondée sur I'emploi des développe-
ments en séries, a traité ce sujet, au point de vue didactique,
d’une maniére trés-compléte, dans les « Annales de Pobserva-
toire smpérial, » tome IIL

- Quelques personnes penseront peut-étre que ceux qui ont
assez d’instruction mathématique pour comprendre les for-
mules de Gauss doivent aussi savoir suffisamment la langue
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latine pour pouvoir étudier le « Theoria motus» dans le texte
latin méme. Qu’on me permette d’étre d’un avis opposé. Les
études latines sont, en général, faites en France d’une manidre
trop superficielle pour qu’on ne préfére pas lire en francais un
ouvrage scientifique ; du moins les exceptions, je crois, sont
excessivement rares.

Le probléme traité pour la premiére fois par Gauss, au com-
mencement de ce si2cle, a pris depuis 1845 une importance a
laquelle les astronomes étaient certainement loin de sal-
tendre. Depuis cette époque, en effet, soixante-quinze nouvelles
planttes télescopiques, sceurs des quatre premitres découvertes -
de 1801 a 1807, et une grosse planéte extra-Uranienne, ont
6t6 révélées A P'astronomie.

Soixante-seize orbites nouvelles ont donc été calculées et
doivent étre corrigées au fur et & mesure que les observations
le permettent, afiu de pouvoir déterminer I'orbite définitive
sur laquelle doit reposer le calcul des perturbations dues aux
grosses plandtes de notre systéme solaire. C'est ainsi que I'as-
tronomie pourtd conserver a tout jamais les découvertes pla-
nétaires dont notre siécle a pu Penrichir.

Or il est bien probable que la zone située entre Mars et Ju-
piter n’est pas encore suffisamment explorée et que le chiffre 79
auquel on est arrivé, sera enéore augmenté. Qui sait ce que
réserve I'avenir {1... Bientdt alors les astronomes officiels n'y
pourront plus siiffire, si des calculateurs dévoués i I’astronomie
el & ses progres ne leiir viennent aussi en aide de ée coté.

En raison du développenient extizordinsive pris par 'astro-
liomie depuis quelques années, on cocinvend floment, a
I'heure qu'il est, la nécessité d’une sorte de collaboration astro-
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nomique générale, qu’il vient de se former en Allemagne une
Société astronomique universelle, et en France une Asso-
ciation pour I’avancement de P'astronomie et de la météoro-
logie, qui n’ont pas évidemment d"autre but.

Une traduction anglaise du T'heoria motus a ét6 faite en
Amérique (1857) par le commander CuarLes Hexry Davis,
surintendant du Nautical Almanach. Cette traduction, publiée
d’apres I'ordre du ministre de la marine américaihe, a ét¢ ma-
gnifiquement éditée aux frais du Nautical Almanach et de I'In-
stitution Smithsonienne.

Si la traduction francaise n’offre pas autant de luxe typogra-
phique, j’ai du moins fait tout mon possible pour que, sous les
autres rapports, elle ne laissit pas plus & désirer, et aussi pour
que V'ceuvre de I'illustre Gauss fit, autant que possible, con-
servée intacte, méme dans sa forme. Tous les errata signalés
par les Astronomische Nachrichten, la Correspondance Astro-
nomigue du baron de Zacli, le Journal de Gould,... etc., ont
6té corrigés; s'il s'est glissé d’autres erreurs, j'ai l'espoir
qu’elles seront en pelil nombre.

Yai cru utile de faire suivre ma traduction de plusieurs notes,
dont quelques-unes s’adressent principalement aux lecteurs qui
n’aiment pas a rencontrer dans un texte scientifique les phra-
ses : Il est facile de voir, on trouve sans difficulté ; enfin jai ter-
miné ces notes par I'exposition de la méthode d'Ovsggs, suivie
d’un exemple numérique. Cette méthode, qui permet d’obtenir
rapidement et d’'une manidre suffisamment exacte: 'orbite pa-

_rabolique d’iine comste, peut servir de premier essai a ceux
qui veulent s'exercer au calcul des orbites.

Je ne crois pas inutile de rappeler aux jeunes astronomes
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calculateurs que le journal astronomique, Astronomische Nach-
richten, 6dité par M. Pimems, le savant directeur de l'ob-
servatoire d’Altona, est le recueil presque universel de toutes
les découvertes et observations astronomiques qui s’effectuent
sur le globe; ils trouveront donc dans ce journal les éléments
nécessaires a la détermination des orbites.

FIN DE LA PREFACE DU TRADUGIEUR.
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Aprés la découverte des lois des mouvements planétaires, le
génic de KerLer ne mangta pas de moyens pour déterminer, i
Paide des observations, les ¢léments de chaque planéte. Tycuo-
Brang, par lequel I'astronomie d’observation -élait arrivée a.
une hauteur inconnue avant lui, avait observé toules les pla-
nites pendant de longues années avec le plus grand soin, et
avec tant de persévérance (u'il resta sculement alors & KerLer, le
plus digne héritier d’un paveil trésor, le soin de choisir parmi
toutes ces observations celles qui paraissaient convenir au but
proposé quel qu'il fit. Les mouvements moyens des planktes
déterminés depuis longlemps avec une grande précision,
d’aprés les plus anciennes observations, ne facilitérent pas
médiocrement cette recherche.

Les astronomes qui, aprés KerLer, entreprirent de calculer
avec encore plus de soin les orbiles des planéles, au moyen
d’observations plus récentes ou plus précises, jouirent des
mémes avantages ou d’aulres encore plus grands. 1l ne s’agis-
sait plus, en eflet, d’oblenir des ¢léments entitrement in-
connus, mais sculement de corriger ceux déja obtenus en les
renfermant dans des limites plus étroites.

Le priucipe de la gravitalion universelle, découvert par le
grand Newtox, ouvrit un champ entiérement nouveau et ap-
prit que tous les astres, du moins ccux mailrisés dans leurs
mouvements par la force atiractive du Soleil, doivent abso-
lument se conformer, en les modifiant seulement un peu, &
ces mémes lois que KerLer avait reconnues gouverner cing pla-
nétes. KerLer, appuyé sur le témoignage des observations,
avait en effet déclaré que 'orbite d’une planéte quelconque
est une ellipse dans laquelle les aires sont décrites- uniformé-

|
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ment autour du Soleil occupant un des foyers de la courbe,
et de telle sorte que les carrés des temps de révolution dans
les différentes ellipses sont dans le rapport des cubes des demi-
grands axes. NewTox réciproquement, en se basant sur le prin-~
cipe de la gravilation universelle, démontra @ priori : que
tous les astres gouvernés par la force attractive du Soleil doi-
vent se mouvoir dans des sections coniques dont les planétes
nous montrent un genre, c'est-a-dire les ellipses, mais que
les aulres genves, les paraboles et les hyperboles, doivent dtre
considérés comme également possibles, pourvu qu'il exisle
des astres dont la vitesse soit dans un certain rapport avec la
force du Soleil; qu'un des foyers de ces sections coniques est
toujours occupé par le Soleil; que les aires décrites par un
méme astre autour du Soleil, dans différents intervalles, sont
proportionnelles a ces intervalles, et enfin que les aires décriles
par différents astres, daus des temps égaux, sont proportion-
nelles & la racine carrée des demi-paramétres des orbites. La
derniére de ces lois, identique avec la dernitre loi de KepLer
dans le mouvement elliptique, s’applique aux mouvements pa-
rabolique et hyperbolique auxquels ne peut s’appliquer celle
de KerLer, puisque les révolutions n’existent pas.

Ce fil unc fois trouvé, on put, grice a lui, parcourir le la-
byrinthe du mouvement des cométes autrefois inaccessible. Ce
qui réussit si heureusement, que la seule hypothese que les
orbites sont des paraboles suffirait pour expliquer les mou-
vements de toutes les cométes observées avec soin. Le systtme
de la gravitation universelle avait ainsi préparé & P'analyse
des triomphes nouveaux et les: plus brillants; et les comdtes
jusqu’alors toujours indomplées, ou si elles paraissaient vain-
cues, bientét séditicuses et rebelles, souffrirent le frein qui les
enchainait, et d’cnnemies deverines soumises, poursuivent
religieusement leur route dans les sentiers tracés par le caleul
et d’apres les lois éternclles auxquelles obéissent les plandtes.

En déterminant les orbites paraboliques des cométes d’aprés
les observations, il se présentait néanmoins des difficultés beau-
coup plus grandes que dans la détermination des orbites ellip~
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'tiques des planétes, principalement de ce que les combdtes,
n’¢lant visibles que pendant un court intervalle de temps,
ne fournissaient pas un choix d’observations particulidrement
commodes pour felle ou telle méthode, mais obligeaient I'as—
tronome & employer les observations qu'il avait accidentel~
lement obtenues; de telle sorte que 1’on était presque toujours
forcé d’avoir recours a des méthodes spéciales rarement em-
ployées dans les calculs planétaires. Le grand Newrox lui-
méme, le premier géométre de son sidcle, ne dissimula pas
la difficulté du probléme; cependant, comme on pouvait s’y
attendre, il sortit aussi vainqueur de cette lutte. Plusieurs
géomdtres aprds NewToN se sont occupés du méme probléme
avec plus ou moins de succés, de manidre cependant que de
nos jours il laisse peu de chose & désirer.

" Mais il ne faut pas oublier que dans cette question la con-
naissance d’un élément de la seclion conique diminue fort 3
propos la difficulté, puisque d’apres Phypothése méme de 1'or-
bite parabolique, le grand axe est supposé infini. Toutes les
paraboles, en laissant de cdté la position, different sculement
par la distance plus ou moins grande du sommet au foyer,
tandis que les seclions coniques, considérées d’'une maniére
générale, admettent une variété infinie. 1 n'y avait certaine-
ment pas de raison suffisante pour supposer les orbites des co-
méles rigoureusement paraboliques; on doit plutdt considérer
comme infiniment: peu probable que la nature des choses
puisse jamais s’accorder avec une telle hypothese. Toutefois,
puisqu’il est certain que le mouvement d’'un astre décrivant
une cllipse ou une hyperbole dont le grand axe est dans un
rapport trés-grand avec le paramétre differe trés-peu, aux en-
virons du périhélie, du mouvement dans une parabole ayant
la méme distance focale, et que cette différence est d’autant
moindre que le rapport du grand axe au paramétre est plus
grand; puisque ensuite, D’expéricnce a montré qu’entre le
mouvement observé et le mouvement calculé dans Iorbite
parabolique il ne resle presque jamais de différences plus
grandes que celles qui peuvent en toule sireté étre attribuées



v ) PREFACE.

aux erreurs d’observations (ici le plus souvent assez considé-
rables), les astronomes pensent qu’il faut s’en tenir & la para-
bole; fort & propos sans doute, puisque les moyens manque-
raient entiétrement pour savoir d’une manidre suffisamment
certaine s'il y a une différence plus ou moins grande avec
la parabole. 1l faut excepter pourtant la célébre comete de
Haviey qui, décrivant une ellipse treés-allongée, nous a plusieurs
fois donné le temps de sa révolution ; mais alors, la grandeur
du grand axe pouvant s'en déduire, le calcul des autres élé-
ments peut 3 peine étre considéré comme plus difficile que
la détermination de ceux d’une orbite parabolique.

Nous ne pouvons en vérité passer sous silence que des astro-
nomes ont tenté de déterminer ’écart de la parabole pour
(quelques comeétes observées pendant un temps un peu plus
long; toutefois, toules les méthodes proposées ou employées
dans ce bul se sont appuyées sur hypothése que la différence
avec la parabole n’était pas considérable; par suite, la parabole
elle-méme calculée primitivement a fourni pour ces essais une
valeur approchée de chaque élément (excepté le grand axe ou
le temps de révolution qui en dépend), devant seulement subir
de légers changements. On doit aussi avouer que tous ces essais
n'ont presque jamais fourni de données certaines, si I'on en
exceple par hasard la comete de 1770.

Des qu’'on fut cerlain que le mouvement de la nouvelle pla-
néte découverte en 1781 ne pouvait s’accorder avec Phypothése
parabolique, les astronomes commencetrent a lui adapter une
orbite circulaire qu’on détermina par un calcul simple et trés-
facile. Par un hasard heureux I'orbite de ceite plantte était
si peu excentrique que, par le fail, les éléments obtenus, d’aprés
cette hypothese, fournirent au moins une sorte d’approximation
sur Jaquelle on put ensuile baser la détermination des ¢lé-
ments elliptiques. Plusieurs aulres avaunlages se présentaient.
Le mouvement lent de la plantte et la petite inclinaison de
orbite sur le plan de I’écliptique rendaient en effet, non-seu-
lement les calculs beaucoup plus simples et permettaient de
faire usage de méthodes spéciales ne pouvant s'appliquer a
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d'autres cas, mais elles dissipaient aussi la crainte que la pla-
néte plongée dans les rayons du Soleil ne vint ensuile défier
toutes les recherches (crainle qui autrement, efit pu nuire aux
observations, surtout si la lumitre de I'astre fit en outre de-
venue moins vive); on pouvait donc, d’'aprés cela, remettre
entidrement la détermination plus exacte de I'orbite jusqu'a ce
qu'il fat permis de choisir, parmi des observations plus nom-
breuses et plus écartées, celles qui paraitraient p]lls convenables
au but proposé.

C'est pourquoi, dans fous les cas on il s’agit de déduire des
observations 'orbite d’un aslre, il ne faut pas mépriser cer-
lains avantages qui réclament ou au moins qui tolérent Pappli-
calion de méthodes spéciales, particuliérement utiles en ce
quelles permeltent d’obtenir promptement, par des supposi-
tions hypothétiques et avant d’entrepréndre le calcul des élé-
ments ellipliques, la valeur approchée de certains éléments. On
{rouvera néanmoins assez étonnant que le probléme général :

Déterminer Uorbite d’un astre sans aucune hypothése, d’aprés
des observations n’embrassant pas un inlervalle trop grand ni
méme choisi pour qu'elles puissent souffrir Capplication de
méthodes spéciales, ait 616 jusqu’au commencement de ce sitcle
presque entidrement négligé, ou du moins n'ait été traité par
personne sérieusement et d’une maniére convenable, quoique
certainement ce probléeme se recommandt aux théoriciens par
sa difficulté et son ¢élégance, bien que sa grande ulilité pra-
lique n’cdt pas été constatée par les observateurs, Chez tous

-les astronomes, en effet, I'opinion qu’il était impossible de
faire complétement une parcille déterminalion au moyen d’ob-
servations renfermées dans un court espace de femps était
certes mal fondée, pnisqu’on est actuellement convaincu de la
manitre la plus cerlaine que, sans aucune hypothése, on peut
maintenant déterminer Forbite d’un astre d’unc maniére ap-
prochée, 4 P'aide de bonnes observations embrassant seule-
ment un pelit nombre de jours.

Au mois de septembre 1801, alors occupé d’un travail tout
différent, il m’était venu quelques idées qui paraissaient devoir
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me conduire & la solution du grand probléme dont je viens de
parler. Il n’est pas rare, en pareil cas, qu'afin de ne pas trop
nous distraire d’'unc recherche intéressante, ‘nous laissions se
dissiper un ensemble d'idées qui, examinées plus altentive-
ment, pourraient fournir des résultats féconds. Le méme sort
¢tait peut-étre aussi réservé & mes idées si elles n’étaient fort
- heureusement arrivées dans un temps certainement plus favo-
rable qu'aucun autre pour qu’elles fussent conservées et cul-
tivées. Yers la méme époque, en effet, le bruit de la nouvelle
plantte découverte le 1 janvier de cette année dans le télescope
de Palerme, courait de bouche en bouche, et les observations
de cet astre faites depuis celle époque jusqu'au 11 février,
par I'éminent Piazzi, parvinrent & la publicité. Nous ne trou-
vons certes nulle part dans les annales de I'astronomie une oc-
casion aussi sérieuse, et I'on eilit pu & peine en imaginer uno
aussi grave pour faire le plus vivement sentir I'importance
de ce probleme, que cetle circonstance impéricuse oii tout
espoir de retrouver dans le ciel la plantte atome au milieu des
innombrables étoiles et aprés une année presque écoulée, dé-~
pendait uniquement de la connaissance suffisamment approchée
de I'orbite 6tablie sur ce petit nombre d’observations. Aurais-jo
jamais pu expérimenter plus & propos la valeur pratique de mes
théories qu’en les employant alors & la détermination de I'orbite
de Céres, de cetle plandte qui décrivit seculement un arc géo-
centrique de trois degrés dans Pespace de ces 41 jours et qui,
aprés une année écoulée, dut étre cherchée en un point de la
voite céleste trés-¢loigné de cet arc? La premitre application
de celte théorie est faile dans le mois d’octobre 1801, et la
premitre nuit sercine dans laquelle la plandte est cherchée (¥),
d’aprés les positions fournies par celte méthode, a rendu la
transfuge aux observations. Trois autres planéles nouvelles,
découvertes depuis celte époque, ont fourni de nouvelles occa-
sions d’examiner et de s’assurer de I'efficacité et de la généralité
de la méthode.

{*) 7 décembre 1804, par le célébre Zach,
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Aussitot apres que Cérds eut'été retrouvée, plusieurs astro-
nomes (émoignérent le désir ‘que je fisse connaitre les mé-
thodes employées pour ces calculs; mais plusieurs choses empé-
cherent que je ne me rendisse alors A ces sollicitalions amicales :
d’aulres fravaux, le désir de traiter un jour la question d’une
maniére plus complefe, et principalement I'espoir qu’en conti-
nuant & m’occuper de ce probleme, j’amenerais dilférentes
parties de la solution A plus de généralité et & toute 1élé-
gance et la simplicité possibles. Puisque cet espoir n’a pas été
décu, je ne crois pas devoir me repentir de ma manitre d’agir.
Les méthodes employées dans le principe ont effectivement
subi des changements si grands et en si grand nombre, qu’entre
la méthode & I'aide de laquelle I'orbite de Cérés a autrefois 6té
calculée et celle développée dans cet ouvrage il reste & peine
quelques traces de ressemblance. Quoiqu'a dire -vrai il soit
¢iranger au plan de cet ouvrage de raconter complélement
tous les perfectionnements que ces recherches ont successive-
ment éprouvés, j’ai pensé cependant que dans plusicurs occa-
sions, toutes les fois surtout qu’il s’est agi d’un certain probléme
plus important, il ne fallait pas supprimer entitrement les mé-
thodes antérieures. J'ai méme considéré, en outre du probleme
principal, plusieurs solutions qui, davs un travail d’'une cer-
taine Jongueur sur le mouvement des astres dans les sections
coniques, m'ont paru plus dignes d’attention, soit & cause -de
leur élégance analytique, soit surtout en raison de leur usage
pratique. J'ai cependant tonjours donné avec plus de soins les
questions ou les méthodes qui me sont propres, traitant seu~
lement succinctement un sujet connu et en tant qu'il paraisse
s¢ rattacher aux autres questions,

L’ouvrage entier est, d’aprés cela, divisé en deux parties.
Daus Ie premier livre sont développées les relations existant
entre les quantités dont dépend, d’apres les lois de KirLer, le
mouvement des astres autour du Soleil; les deux premitres
sections contenant les relalions dans lesquelles une position
unique de l'astre est considérée, et la troisieme et la quatriéme
celles ol 'on considére plusieurs positions. Ces deux dernitres
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sections contiennent non-seulement I'exposition des méthodes
habituellement en usage, mais encore particulitrement d*autres
qui doivent, si je neme trompe, leur étre de beaucoup préférées
dans la pratique, et 3 Paide desquelles on obtient, d’aprés les
¢léments connus, les positions des astres; les deux autres sec-
tions traitent de questions beaucoup plus importantes et qui
préparent la voie aux opérations inverses. Puisqu’en effet les
positions de la planéte se déduisent des éléments par une suite
de considérations longues et ingénieuses, il est nécessaire d'a-
percevoir plus profondément la nature de ce tissu avant qu’il
soit permis d’entreprendre, avee espoir de succés, Pexplication
des fils et 1a solution de la question dans ses différentes partics.
Nous donnons done, dans le premier livre, les formules et les
movens i I'aide desquels, dans I'autre livre, ce travail difficile
est ensuite achevé; la partie la plus importante du travail con-
siste donc alors en ce que ces moyens, choisis comme il fant,
soient disposés dans une suite convenable et dirigés vers le
but propos¢. ,

Les problemes les plus importants sont pour la plupart
¢claircis par des exemples extraits toujours, toutes les fois que
la chose a été possible, d’observations véritables. De la sorte
on accordera, non-seulement une plus grande confiance a I'ef-
ficacité des méthodes et leur usage se montrera plus clairement
aux yeux, mais j’espére aussi avoir évité que les calculateurs
moins exercés ne soient détournés de I'élude de ces questions
qui constituent, sans aucun doute, la partie la plus féconde et
la plus brillante de I'astronomie théorique.

GOCTITINGUE, 28 mars 1809.



LIVRE PREMIER.

RELATIONS GE\ERALES ENTRE LES QUANTITES AU MOYEN DESQUELLES
LES moma\laws DES CORPS CELESTES AUTOUR DU SOLEIL SONT
PETERMINES.

PREMIERE SECTION.

RELATIONS CONCERNANT UNE SEULE POSITION DANS L'ORBITE.

i .

Nous considérons seulement, dans cet ouvrage, le mouvement des
corps célestes en tant qu'ils sont gouver nés par la force attractive du
Soleil.

Toutes les plandtes secondaires sont donc exclues de notre re-
cherchie, ainsi*que les perturbations que les plus grosses exercent
les unes sur les autres; tout mouvement de rotation est aussi mis de
c6té. Nous envisageons les corps en mouvement comme étant méme
réduits A un point mathématique, et nous supposons tous les mou-
vements soumis aux lois suivantes, qui doivent donc, dans cet ou-
vrage, étre prises pour base de toutes les recherches :

I. Le mouvement de toute plantte se fait perpétucllement dans
un méme plan passant par le centre du Soleil,

II. La trajectoire décrite par Vastre est une section conique dont
le centre du Soleil occupe le foyer.

1Il. Le mouvement sur cette trajectoire se fait de tclle sorte que
les aires des espaces décrits autour du Soleil sont proportionnelles
a ces intervalles eux-mémes. Les temps et les espaces décrits étant
done représentés par des nombres, un espace quelconque divisé par
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le temps pendant lequel il est décrit, fournit ur quotient invariable.

IV. Pour différents astres se mouvant autour du Soleil, les carrés
de ces quotients sont en raison directe des paramétres des orbites
correspondantes, multipliés par la masse du Soleil augmentée de la
masse des corps en mouvement.

En désignant donc par 2p le paramétre de I'orbite que décrit
Pastre, par u la quantité de matitre de ce corps (la masse du Soleil
¢tant 1), par { g I'aire qu’il décrit autour du Soleil dans le temps ¢,
le nombre constant pour tous les corps célestes sera

‘_"_—'——'g .
tpNi+u

Puisque peun importe le corps céleste dont nous nous servirions
pour obtenir la valeur de ce nombre, déterminons-le d’aprés le mou-
vement de la Terre, dont nous adopterons la distance moyenne au
Soleil pour unit¢ de distance : I'unité de temps sera toujours pour
nous le jour solaire moyen.

Désignant ensuite par = le rapport de Ja circonférence au diamétre,
I'aire entitre de V'ellipse décrite par la Terre sera évidemment =\/p,
que Yon doit donc poser égale a ¢ si pour ¢ nous prenons I'année
sidérale; d’aprés cela notre nombre constant devient

2
_ V1A
Pour déterminer la valeur numérique de cette constante désignée

par k dans ce qui suit, prenons, d’aprés la détermination la plus
nouvelle, Pannée sidérale ¢ = 365,2563835, la masse de la Terre

— 551:1“71‘6 = 0,0000028192; on déduit de I
log 2. ...... . 0,7981798683
comp‘logt......... T7,A374021852
comp* log V1. .. .. 9,9999993878

logk ... .... 82355814414
Eo........= 0001720209895

2

Les lois des mouvemenis exp(;sées ci-dessus ne différent de celles
découvertes par Képler qu’en ce qu’elles sont données sous une forme
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s'étendant & tous les genres de sections coniques, et que I'on a égard
A I'action du corps en mouvement sur le Soleil, action dont dépend
le facteur /4 - p. Si nous considérons ces lois comme des phéno-
ménes déduits d’observations aussi nombreuses que certaines, la
géométrie apprendra, daprés cela, quelle action doit &tre exercée
osur les corps en mouvement autour du Soleil pour que ces phéno-
ménes se produisent perpétucllement. De cettc manitre on trouve
que I'action du Soleil sur les astres en mouvement s'exerce comme
si la force d’attraction, dont I'intensité serait inversement propor-
tionnelle au carré de la distance, poussait les corps vers le centre du
Soleil. Réciproquement, si nous établissons comme principe I'hypo-
these d’une telle force attractive, les mémes phénoménes en dérivent
comme une conséquence nécessaire, 11 suffit ici d’avoir seulement
énoncé ces lois, sans qu'il y ait lieu de nous arréter A leur liaison
avec le principe de la gravitation, pnisque, aprés le grand NewTox,
ce sujet a é16 traité par plusieurs auteurs, et entre autres par I'il-
lustre Laplace, dans un ouvrage, la Mécanique céleste, tellement
parfait quon ne peut rien désirer de plus.

5]

Les recherches relatives aux mouvements des'corps célestes, en
tant qu'ils se produisent dans les sections coniques, n’exigent nulle-
ment une théorie compléte de ces sortes de courbes; bien plus, il
nous suffira méme d'une équation unique générale de laquelle tout
se déduira, Mais on comprend qu’il est du plus grand intérét de
choisir celle méme A laquelle nous sommes conduits comme 4 I'équa-
tion caractéristique, tant que nous cherchons la courbe décrite d’a-
pres la loi Q’attraction. En déterminant, en cftet, la position d'un
corps quelconque dans son orbite par les distances x et y & deux
droites menées dans le plan de la courbe et se coupant & angle droit
au centre du Soleil, c’est-a-dire & 'un des foyers de la courbe, et en
désignant, en outre, par r la distance de Pastre au Soleil (considérée
toujours comme positive), nous aurons entre r, = et y I'équation
linéaire

rt-ar-fg=y,

dans laquelle «, f et y expriment des quantités constantes, ¢t y méme,
par sa nature, une quantité toujours positive. En changeant la si-
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tuation, arbitraire par elle-méme, des droites auxquelles les distances
x et y sont rapportées, pourvu qu'elles continuent & se couper &
angle droit, il est évident que la forme de I'équation et Ia valeur de
1 ne seront pas changées, mais que « ct § acquerront des valeurs
différentes; et il est clair que la situation des axes peut étre déter~
ininée de telle sorte que § devienne zéro, mais « n'étant pas du
moins négatif. En représentant, dans ce cas, « et y respectivement
par e, p, notre équation prend la forme r 4 ex = p. La droite & la-
quelie les distances y sont alors rapportées est appelée la ligne des.
apsides, p le demi-paramétre et e Vexcenlricité; et enfin, la section
conique se distingue par le nom d’Ellipse, de Parabole et d’ Hyper-
bole, selon que e est plus petit, égal ou plus grand que I'unité,

On comprendra du reste facilement que la situation de la ligne
des apsides sera entitrement déterminée d’aprés les conditions don-
nées, excepté le seul cas ot « et § seraient d'eux-mémes égaux A
zéro; dans ce cas on a toujours r==p 3 quelques axes que I'on vap-
porte x et y. Puisqu’on a ainsi e = 0, la courbe (qui sera un cercle)
devra, d’aprés notre définition, ‘ttre considérée comme une ellipse,
mais il y aura cela de particulier, que la position de I'apside reste en-

titrement arbitraire, si toutefois il plait d’étendre aussi cette notion
A ce cas.

4

Au lieu de la distance z, introduisons I'angle v que fait la ligne
qui joint I'astre au Soleil (c'est-a-dire le rayon vecteur) avec la ligne
des apsides, et comptons méme cet angle & partir de la ligne des ap-
sides du c6té ot les distances z sont positives, en supposant qu’il
croit dans le sens suivant lequel a licu le mouvement de Iastre.

De ceite maniére, on a

T = rcosv,

et, par suite, notre formule devient

r— 4
T 1 4 ecosv’
de laquelle dérivent immédiatement les conséquences suivantes :
I. Pour v=0, la valeur du rayven vecteur r devient minimum,

. N . -
c'est-a-dire = TT¢ ce point est nommé le Périhélie.

1. A deux valeurs de v égales et de signes contraires répondent
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deux valeurs égales de r; c'est pourquoi la ligne des apsides partage
la section conique en deux parties égales.

111. Dans I Ellipse, r croit continuellemelit Apartirde v=0, jusqu'a

ce quil-atteigne sa valeur maximum i a I’ Aphélie, pour v=180°;

aprés I'aphélie le rayon décroit de la méme maniére qu’il avait aug-
menté précédemment, jusqu'd ce qu'il atteigne de nouveau la valeur
périhélie pour v = 360°. La ligne des apsides qui est terminée d'une
part au périhélie, de I'antre & aphélie, est appelé le grand axe; par
suite, le demi—grand axe que I'on appelle aussi la distance moyenne

est égale il T—o la distance du milieu de I'axe (du centre de l’ellapse)

au foyer sera i i = = ¢, en désignant par a le deml-gland axe.

1V. Dans la parabole, au contraire, il 0’y a pas & proprement parler
d’aphélie, mais r augmente au deld de toute limite & mesure que v
approche de plus en plus, soit de {1807, soit de —180°. Pour
v=:180° la valeur de r devient infinie, ce qui indique que la
courbe ne coupe pas la ligne des apsides & I'opposé du périhélie.
Gest pourquoi il 'y a pas lieu, dans ce cas, de parler du grand axe
ni du centre de la courbe; mais selon I'usage établi par les analystes,
la valeur du grand axe est considérée comme infinie par extension
des formules relatives & I'ellipse, et le centre de Ja courbe est situ¢ &
une distance infinie du foyer.

'V. Dans I'hyperbole enfin, v est compris entre des limites encore
plus étroites, c'est-a-dire entre v = — (180 —¢) et v = - (180—4}),

cn désignant par ¢ I'angle dont le cosinus = %. Quand v approche

en eflet de ses limites, r croit jusqu'a l'infini; mais si I'on prenait
pour v I'une méme de ces deux valeurs, r deviendrait infini, ce qui
indique que P'hyperbole ne peut pas étre rencontrée par une droite
faisant avec laligne des apsides, soit au-dessus, soit au-dessous, un
angle de 180—J. En dehors de ces valeurs, ¢’est-3-dire depuis 180—
jusqu’a 180 4 &, notre formule assigne a4 r une valeur négative; la
droite inclinée en effet méme sous un tel angle sur la ligne des apsides
ne rencontre pas, il est vrai, lhyperbole, mais prolongée en arriére
elle rencontre une autre partic de la courbe qui est enti¢rement séparée
de la premiére partie et dont la convexité est tournée du cité opposé
au foyer que le Soleil occupe. Mais dans notre recheiche qui, ainsi
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que nous I'avons déja dit, S'appuie sur I'hypothdse que r est pris
positivement, nous ne considérerons pas cette autre branche d’hy-
perbole que pourrait seulement parcourir un astre tel que la force du
Soleil s'exercit sur Iy d'aprés les mémes lois, non par attraction,
mais par répulsion, A proprement parler, 'aphélie n’existe done pas
non plus dans I'hyperbole : on pourra prendre pour point “analogue
de Taphélic Pintersection de la-seconde branche avec la ligne des
apsides, point qui répond aux valeurs v =180’ et r=— ; 1 i
Si, de méme que dans Vellipse, on veut appeler aussi demi-grand

axe de I'hyperbole Pexpression i °r i qui devient ici négative,

cette quantité indiquera la distance du périhélie au point dont nous
venons de parler, et en méme temps la position de celui qui dauvs
ep
1—e?
distance du foyer au point situé au milieu de ces deuy points (ou
au centre de I'hyperhole) acquiert une valeur négative 3 cause de
sa situation opposée.

Pellipse occupe une lace opposée, De méme cest-a-dire la
p Dl

]

Nous appelons anomatie vraie du corps en mouvement Yangle v
(qui pour la parabole est compris entre les limites — 180- ¢t -}- 180,
pour 'hyperbole entre — (180 —4) et J- (180 —4), mais qui
pavcourt pour I'ellipse un cercle complet par périodes renouvelées
perpétuellement. Jusqu’a présent presque tous les astronomes comp-
taient habituellement I'anomalie vraie, non & partir du périhdlie,
mais de I'aphélie; il convient ay contraire, par analogie avee la pa-
rabole et Phyperbole dans lesquelles Paphélie n’existe pas, de com-
mencer & partir du périhélie. Nous craignons dautant moins de
rétablir 'analogie entre tous les genres de sections coniques (que
les astronomes francais les plus récents en ont déja donné Fexemple.

Il convient assez souvent de changer quelque peu Ia forme de

Fex . — p . N T " . -
expression r T ecoss’ les formes suivantes sont particulitre
ment notées
re— P — r»

: i+e-—-2esin’;v 1 —e¢-}-2cos?

L)
v

O]
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r=— P .
(1-}-¢jcos? ;—Zv + (1 —¢)sin® %v

Dans la parabole, nous avons par conséquent

—_ P

r__.—__-;

1
2 cos? 3 v

dans I'byperbole, I'expression suivante est principalement commode

ye— pecosy

1 1 ’
o y (v =—1
2cosg(v+y) cosg(v Y)

6

Nous allons maintenant comparer le mouvement avec le temps.
En posant, comme dans l'art. 1, Fespace décrit dans le temps ¢

oS 1
autour du Soleil = 5 9s la masse du corps en mouvement = ., celle

du Soleil étant supposée = 1, nous avons g = kt {p I - j». Mais

la différentielle de Vaire = %r’dv; on en dédunit

kt \/;; \/m=f"’dv,

cette intégrale étant prise de manitre qu’elle s’évanouisse pour { = 0.

Cette intégration doit étre traitée de différentes maniéres suivant
les divers genres de sections coniques; c’est pourquoi nous allons
considérer chacun d’eux séparément en commencant par IELLIPSE.

Comme r est déterminé d’aprés v au moyen d'une expression frac-
tionnaire dont le dénominateur contient deux termes, débarassons-
nous avant toul de cette incommodité, en substituant une nouvelle
quantité i la place de v.

Posons, dans ce but,

1 1—e 1
tang 5 v \/m = tang §E‘
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La _dernitre formule de Yarticle précédent, relative & r devient,
d’aprés cela,

pcos® -;—E cos‘%E sin® 1E
— = p
r— =p + =-———(i ~ecosE).
| (t+e " (1—e 1—et
2 —
(1 -}-¢)cos 3Y

On a ensuite ,

dE.__ dv Vl—e
1 1-f¢

1 4
T ~0sY -
cong cosgv

" et, par suite,

dv = ——l)-dE H
ryi—e
d’'olt
ropdE

r‘dv=

»

= s{}—ccosE)dE
\/i - (i -—e’)% ’
et, en intégrant,

- 1 .
kypip= -——-’-7—,—5 (E —esin E)-} conslante.
i 3

(1 —etp

Mais si nous considérons le moment oti 'astre est & son périh¢lie,
on a v =0, E =0 et par suite la constante nulle; il vient ainsi, &

cause de =a,

p
1—¢
i

al

E=—esinE=

Dans cette équation, I'angle auxiliaire E, que I'on nomme Ano-
malie excentrique, doit &tre exprimé en parties du rayon. Mais il
est évident que l'on peut conserver cet angle en degrés si esink

el keyi+4u
ai

tités seront exprimées en secondes d'arc si elles sont multipli¢es
par le nombre 206264,81. Nous pouvons ne pas effectuer cette mul-
tiplication relativement & Ia derniére quantité, si nous exprimons
d’abord la quantité k en secondes, c’est-a-dire si & la place de la
valeur donnée ci-dessus nous posons k — 3548",18761 dorit le loga-
rithme = 3,5500065746. De cette maniére la quantité exprimcée par

sont aussi exprimés de la méme manitre; ces quan-
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h(t + P) est appelée I'Anomalie moyenne; laquelle augmente donc
at
proporuonnellement au temps, et en réalité chaque jour de I'accrois-

k(1 +p)

sement qu'on nomme le Mouvement moyen diurne. Nous

désignerons l anomahe moyenne par M.

7

Au pé:ihélie, Panomalie vraie, 'anomalie excentrique et I'anomalie
moyenne sont par conséquent nulles; Fanomalie vraie augmente
ensuite, ainsi que les anomalies excentrique et moyenne, de telle
sorte cependant que 1'anomalie excentrique reste plus petite que la
vraie, et la moyenne plus petite que l'excentrique jusqu’d I'aphélie
ou toutes trois deviennent ensemble égales & 180°; mais de 1A jus-
qu'au périhélie, I'excentrique est toujours plus grande que la vraie
et la moyenne plus grande que I'excentrique, puis toutes les trois
deviennent égales & 360° au périhélie, ou ce qui revient au méme,
toutes trois reprennent la valeur zéro. Mais, d’'une maniére générale,
il est évident que si Yanomalie vraie v correspond A I'anomalie ex-
centrique E et & I'anomalie moyenne M, A I'anomalie vraie 360°— v
correspondront 'anomalie excentrique 360°—E et I'anomalie moyenne
360> — M. La différence v — M entre 'anomalie vraie et I'anomalie
moyenne est appelée Equation du centre, laquelle, comme on le voit,
positive du périhélie AI'aphélie, estnégative de I'aphélie au périhélie,
mais devient nulle au périhélic et A I'aphélie. Puisque v et M par-
courent donc dans le méme temps un cercle entier depuis 0° jus-

" qu'a 360°, le temps d’une révolution que I'on nomme temps pério-
dique s'obtient exprimé en jours, en divisant 360° par le mouvement
(liurne’-‘—\/g—j_—&)-, d'ou I

a2
célestes tournant autour du Soleil, les carrés des temps périodiques
sont proportionnels aux cubes de leurs distances moyennes, en tant

qu'il soit permis de négliger leurs masses ou plutét leur différence
de masses.

on voit clairement que pour divers corps

8

Récapitulons maintepant les relations entre les anomalies et le
rayon vecteur qui sont principalement dignes d’attention ct dont la
2
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détermination ne pourra présenter de difficultés méme a quelqu’un
médiocrement versé dans P'analyse trigonométrique. On donnera
plus d’élégance A plusieur's de ces formules en introduisant 3 la

place de e I'angle dont le sinus == e; en désignant cet angle par ¢,
nous avons

Vi —e*=cosg, V14 e=cos (45“——--;—?) \/§ '
S 1 {—e wo 1
\/'l—e=cos(45+§?) Ve, l_H_t.mg (40 5?).

VIFe+VT—e)=200s57,  ViTe—yi—e=2singyp

Voici maintenant les principales relations entre a, p, r, e, 9, v, E, M.

I. pP=acostq.
_— r
It. "= + ecosv’
m. r =a(1 — ecosE).
v, cosE = cosv-}-e cosE—e

1 tecosy’ M OV sk
4 1 . 1—e
V. sm—E_.\/—(i—cosE)_sm—v\/i—ms—v
——sm r(i——e) sm
= a(l-Fe) +e)

1 1+e
VL €oS— E_.\/g(l 4+ cosE) = cos - vvm
—cosioy /T te) -v\/____'__.
=cosg"\/ —5— =c0s3 afi—e)
i Tan 2E—-~tan -i-v tan 45"—‘ )
. 32 - 82 . g é? .
VIIL s | TSi0VC0SE  rsiny

) T acosy

IX. rcosv=d(cosE—-e)=2acos (%E-I—%? +45°)cos(%E— %9-45‘) :

1 e F o4 fa
X. sin E(v—-E)...smi ¢sin v\/;_.smiqsmE\/-.

r
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4 U r 4 a
XL smé(u+E)_.cos-éqsmv\/;—cosiqsmE\/;.
XIL M —=E-—esinE.
9

Si par un point quelconque de I'ellipse on abaisse une perpendi-
culaire sur la ligne des apsides et qu'on la prolonge jusqu'd ce
qu’elle rencontre le cercle décrit du centre de V'ellipse avec le rayon
a, I'angle formé par le rayon qui correspond & ce point d'intersection
avec la ligne des apsides (angle concu de la méme maniére que I'a-
nomalie vraie) sera égal & Fanomalie excentrique, ainsi qu'on peut
le déduire de I'équation 1X de Yarticle précédent. 11 est ensuite évi-
dent que rsinv est la distance de ce point de V'ellipse & la ligne des
apsides; cette distance qui, d’aprés V'équation VIII, = acosgsinE,
sera maximum pour E = 90°, c'est--dire au centre de Vellipse. Cette

distance maximum qui est égale & acosp = 6‘;—(; = \/ap est appelée

le demi petit axe. Au foyer de Iellipse, c'est-a-dire pour v = 90,
cette distance est évidemment égale & p ou égale au demi-paramétre.

10

Les équations de l'article 8 contiennent toutes les relations qui
servent A calculer les anomalies excentrique et moyenne au moyen
de la vraie, ou les anomalies excentrique et vraie par la moyenne.
Pour déduire I'anomalie excentrique de Fanomalie vraie, on emploie
ordinairement la formule VII; le plus souvent, cependant, il est pré-
férable d’employer la formule X, principalement toutes les fois que
I'excentricité n’est pas trop grande, cas dans lequel anomalie ex-
centrique E peut étre calculée avec plus de précision par la for-
mule X que par la formule VIL De plus, en se servant de I'équation X,
on a le logarithme-sinus E dont on a besoin pour I'équation XII, qui
est d’abord obtenu par I'équation VIII; en employant I'équation VI,
il faudrait I’obtenir au moyen des tables; si donc on cherche, d’aprés
cette méthode, ce logarithme dans les tables, on obtiendra par I
en méme temps une confirmation de I'exactitude du calcul. On effectue
de cette maniére les controles et les confirmations d’un long calcul,
controles auxquels il faudra donc avoir égard, dans toutes les mé-



12 LIVRE I, SECTION I,

thodes enseignées dans cet ouvrage, ou il peut en vérité étre avan-
tageux de mettre partont du soin et deé I'exactitude.

Pour plus d'¢claircissements, donnons uh exemple complet du
calcul.

Soient domés v = 310° 55' 29",64, ¢ = 14° 12' 1",87,
log r = 0,3307640; on demande p, a, E et M.

logsing........ . 9,3897262
logcosv........ 9,8162877

9,2060139 d’oi ecosv=0,1606993
log (1-}-ecosv)... 0,06471497
1087 coveennn 0,3307640

logp. «..... .o 0,3934837
logcos*s. ... ... 9,9730448
loga. . ........ 0,5224389

logsinv........ 9,8782740 n (°)
log \/ ’;’ ..... .. 0,0323598.8
9,8550141 .5 n

logsinie... ... 9,0920393

logsin (V—E).. 8,9379536.5n
Dela

i (v—E)==— §°58'22" 94; v—E=—0:50'45",88;
E=2320°52'15",582.
On a ensuite
Calcol da log sin E par 1a formala VIII.
loge.....+...9,3897262 log % sinv. . 0,8135543n
log206264,8. .. 5,3144251 log cosg. . . 9,9865224

logeensecondes 4,7041813 logsinE, .. 9,8000767n
logsinE......9,8000767n De I
4,5042280 n. esin Een secondes=31932",4=8'52'12",14
et M=23290°44'27" ,66 Par 1a formuale VI Je calenl de E se fait sinsi :
$o=155°2744",82  logtangiv...... 9,6594579n
45— o= J1°53B89",065 loglang(45°—Le). 9,8012427

log tang {E...... 9,5307006n;

(*) Lalettre n qui accompague le logarithme indique que le nombre auquel 11 corres-
pond est négatif,
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d'ou

1E=160"26'7",760 et E=2320"52'15",52 comme ci-dessus.

1

Le probléme inverse, céltbre sous le nom de probléme de Képler
et qui a pour but de déterminer, d’aprés 'anomalie moyenne, I'ano-
malie vraie, et le rayon vecteur est d'un usage beaucoup plus fré-
quent. Les astronomes déterminent habituellement I'équation du
centre au moyen d'une série développée suivant les sinus des angles
M, 2V, 3 M, etc., dont les coeflicients eux-mémes forment des
séries convergentes, selon les puissances croissantes de I'excentri-
cité. Nous pensons qu’il est d’autant moins nécessaire de s’arréter ici
A cette formule relative 4 Yéquation du centre, développée par plu--
sieurs auteurs, que, d’aprés notre opinion, elle est beaucoup moins
convenable dans la pratique, surtout si I'excentricité n’est pas trés-
petite, que la méthode indirecte que nous expliquerons pour cette
raison un peu en détail dans la forme qui nous parait la plus com-
mode.

L'équation XII, E=M-} ¢sinE, qui se rapporte 4 la classe des
transcendantes €t qui ne donne pas de solution par des opérations
finies, est résolue par titonnements en commencant par une certaine
valeur approchée de E. Cette valeur est corrigée par des méthodes
convenables répéiées jusqu'd ce quelle satisfasse exactement 3
cette équation, c'est-2-dire avec toute la précision que permettent
les tables de sinus, ou avec celle au moins qui suffit au but proposé.
Si ces corrections ne sont pas. cflectuées inconsidérément, mais
(’aprés une régle sfre et certaine, & peine existe-t-il quelque diffé-
rence essentielle entre une telle méthode indirecte et la solution au
moyen des séries, si ce n'est que dans celle-1A la premiére valeur
de Yinconnue est en quelque sorte arbitraire; ce qui est plutot un
avantage, puisque la valeur judicicusement choisic permet d’accé-
lérer notablement les corrections. Supposons que ¢ soit une valeur
approchée de E et x la correction qu'il faut Jui ajouter (cette correc-
tion étant exprimée en secondes), pour que la valeur E=¢ -z sa-
tisfasse exactement 3 notre équation. '

En faisant le calcul de esine, obtenu cn secondes au moyen des
logarithmes, qu’on note en méme temps, d’aprés les tables, la va-
riation de logsine, pour une seconde de variation dans e, et la va-
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riation de logesine, pour une unité de variation dans le nombre
esine; soient respectivement, sans avoir égard A leurs signes, X et n
ces variations pour lesquelles il est & peine besoin d'avertir que
Y'un et Fautre logarithme sont supposés contenir également un grand
nombre de décimales. Si ¢ approche déja si prés de la vraie valeur
de E, qu'il soit permis de considérer les variations de logarithme
sinus depuis ¢ jusqu' ¢ -} x et les variations du logarithme nombre
depuis esine jusqu'a esin (¢ 4 x) comme uniformes, on pourra poser
('une maniére évidente :

. . Az
esin (¢ + x) =esins = T’

le signe supérieur sappliquant au premier et au quatriéme qua-
drants, le signe inférieur au second et au troisiéme.
G'est pourquoi, comme on a ¢ -+ 2 = M-} esin (¢} ), on ob-

tient, x = —L(Bl -+ esine—z¢), et la valeur de E ou ¢ & =
, T==p )

M-}-esine = Ft—.: (M + esin ¢ —¢) dont les signes sont déterminés

de la manitre que nous avons indiquée. Au reste, il est facile de
s’apercevoir que Fon a, sans avoir égard au signe

n 1

A ecosc’

et par suite que p.>); d’out 'on conclut que dans le premier et dans le
dernier quadrants, M - esin ¢ est tonjours compris entre ¢ et (¢ + ),
mais que dans le second et le troisiéme (-} z) est compris entre ¢
et M -}- esin ¢, régle qui peut venir en aide aux signes.

Si la valeur supposée ¢ s’écartait encore trop de la vraie, pour
qu'il fat impossible d’admettre I'hypothése énoncée plus haut, comme
suflisamment exacte, on trouvera) certainement par cetie méthode
une valeur beaucoup plus approchée, A I'aide de laquelle on recom-
mencera la méme opération, que I'on peut répéter méme de nouveau
plusieurs fois si I'on trouve cela nécessaire. On voit facilement que
si I'on considére la différence de la premiére valeur ¢ avec la véri-
table, comme une quantité du premier ordre, I'erreur de la nouvelle
valeur devra &tre considérée comme du second ordre, et sera abaissée, -
en répétant 'opération, au quatriéme ordre, au huiti¢me, etc.
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De plus, ces corrections successives diminuent d"autant plus rapi-
dement, que I'excentricité est plus petite.

12

La valeur approchée de E, au moyen de laquelle on peut commen-
cer le calcul, sera le plus souvent suffisamment indiquée, surtout
lorsque le probléme doit &tre résolu pour plusieurs valeurs de M,
pour lesquelles certaines valeurs de E sont déjd obtenues. Tout
autre moyen manquant, il est au moins constant que E doit étre
compris entre les limites M et M #=e ('excentricité étant exprimée
en secondes, et prenant le signe supérieur dans le premier et le
second quadrants et le signe inférieur pour le troisiéme et le qua-
triéme) ; c’est pourquoi I'on pourra adopter pour la valeur initiale
de E, soit M, soit ce nombre augmenté ou diminué de e, d’aprés
une estimation quelcongue, 11 est & peine besoin de prévenirque toutes
les fois que I'on commence la premitre opération avec une valeur peu
approchée, une précision minutieuse est inutile, et que les petites
tables semblables & celles que Villustre Lalande a publiées suffisent
“pleinement. De plus, pour faire les calculs commodément, les valeurs
de ¢ doivent toujours étre choisies de manitre que leur sinus puisse
étre trouvé dans les tables mémes sans interpolation, ¢’est-a-dire en
minutes ou en dizaines de secondes rondes, selon que les tables don-
nent les angles de minutes en minutes ou de dix en dix secondes. Au
reste, chacun pourra, de soi-méme, imaginer des modifications,

d’aprés les régles précédentes, si les angles sont exprimés selon la
nouvelle division décimale.

13

Exemple. Supposons V'excentricité la méme que dans I'exemple de
Part. 10. M =332 28' 54",77. On a donc ici log e (en secondes) =
h,7041513, par suite e=50600" =14 3' 20". Comme ici E doit &tre
moindre que M, posons, pour le premier calcul, e=326°, d’oit I'on
a, au moyen des petites tables :

logsine......... 9,74756n changement pour 1’... 19 d’o A=0,32
loge en secondes. . 4,70415

4,A5171 n;
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de A esine = — 28203" == — 7051’33 Changement du Jogarithme pour une unit§
de 1a table, hiquelle ici est do 10”...16

M-|-esine=..,........ 324°371'20” d'odr p=1,6;
différ. avece............. 1°22°40"=4960" d’oix :—”—i‘—:x&ﬂ%":l%ﬂ’ !
K
=20'40".

La valeur corrigée-de E devient donc 324~ 37’ 20" — 90 40" =
324° 16’ 40", avec laquelle nous faisons un second calcul en nous
servant des grandes tables :

logsine.... 9,7663038 n X=29,93
loge...... 4,7041513
4,4708574n p=147

esins=—29543',18= ~—812'23",18
M+ esine,........... 324°16'317,59

différence avece......., 8",41;
Cette différence multipliée par -é)- = 12%’2755‘ donne 2,09, d’oi

la valeur de E, corrigée de nouvean, — 324° 16' 31",59 — 2,09 —
324° 16' 29",50, exacte A 0",01 pres,

14

Pour Ia détermination de Panomalie vraie et du rayon vecteur, au
moyen de 'anomalie excentrique, les équations de I'art. 8 fournissent
plusieurs méthodes dont nous expliquerons les meilleures,

1. On détermine habituellement o au moyen de I'équation VII et
ensuite r par I'équation II; par cette méthode, I'exemple de Varticle
précédent donne, en conservant 3 p la valeur calculée dans Iart. 10,

1E...... 162°8'14",75 loge.......... . 9,3897262
logtangiE...... 9,5082198n logcosv...... .. 9,8596597
logtang (45— £¢). 9,89192497 9,2393839
logtangtuv....,. 9,6169771n ecosv = 0,1735345

1v=15730'41" 3 logp....... ... 0,3034837

=315 1'23",00 log(1-ecosv)... 0,0694939
logr........... 0,3250878
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I La méthode suivante est plus courte, surtout si I'on doit cal-
culer plusieurs positions pour lesquelles il suffit de calculer, une fois

seulement, les logarithmes des quantités constantes ya(l -+ e),
Vva(t—e).

D’aprés les équations Vet VI, ona:

sin —;-v Vr=sin % EVa{l+¢)
1 1
cos 5 v Vr =cos éEda(i—e)

d'ot I'on ohtient immédiatement ; v et log Jr.

Toutesles fois, en général, qu'on aPsinQ=A, PcosQ =B, ontrouve

assurément Q par la formule tang Q = % et ensuite P par la rela-

. 1 B . . ,
tion P = smq oupar P= s " doit préférer la premitre quand

sinQ est plus grand que cos Q, et la seconde quand cos Q est plus
grand que sin Q.

Le plus souvent, les problémes dans lesquels on parvient & de
semblables équations (ils se présentent fréquemment dans cet ou-
vrage), impliquent la condition que P doit étre une quantité positive;
de 13 nait immédiatement le doute de savoir s'il faut prendre Q entre
0 et 180° ou entre 180° et 360°. Mais si une telle condition n’existe
pas, cette détermination est laissée & notre choix.

Dans notre exemple, nous avons e —0,2453162.

logsiniE,..... . 9,4867632  logcosiE....... 9,9785434n
logya(l4e)..... 0,2588593  logVa{i—e).... 0,1501020
De 1A

log sin-‘,—v\f;.. co o 9,7436225 { pon log tang 4 v = 9,6169771 n

log costv\/r.... 0,1286454n 19=157°30'41",8
logeosive...... 9,9656518n ' v=315" 1’2"
log\reeeeen.... 0,1629939

10 7ve - o vvens.. 0,3259878.

111. A ces méthodes nous ajoutons une troisiéme qui également est
presque aussi prompte que la seconde, mais qui, le plus souvent,
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doit &tre préférée si I'on désire une précision extréme. On détermine
d’abord r par I'équation 111 et ensuite v par I'équation X.
Yoici notre exemple traité de cette manitre :

loge............ 9,3897262 logsinE.......... 9,7663366n

logcosE......... 9,9004637 log1—ecosE. ... 9,9517744
9,2091899 9,8145622n

ecosE = 0,199154% logsinie........ 9,0920395
. logsini(v—E).... 8,9066017n
loga....... .o .. 0,4224380 1(v—E) = — £°3733",24
log(1 —ecosE). ... 9,9033488 v—E=—9"15' 6,48
logr..o...... .. 0,3259877 ’ v= 315> 1'23",02.

‘Pour vérifier le calcul, la formule VIII ou la formule 1X est trés-
commode, surtout si v et r ont é1é déterminés par la troisitme mé-
thode. ’

Voici le caleul :

IR

logg sinE..... 9,8627878n logsinE\/=..... 9,8148622 4

logecosg.. .. ... 9,9865224 logcosig........ 9,9966567

9,8493102n 9,8112189 n
logsinv....... 9,8493102n  logsin {(E-4-v).... 9,8112189n

15

Puisque 'anomalie moyenne M, d’aprés ce que nous venons de
voir, doit étre complétement déterminée & I'aide de v et ¢, de méme
que v doit I'ttre au moyen de M et de ¢, il ne sera pas superflu de
rechercher, dans le cas ol ces trois quantités sont considérées comme
variables, I'équation de condition qui doit exister entre leurs varia-
tions différentielles.

En différentiant d’abord I'équation VII, art. 8, on obtient

différentiant ensuite I'équation X, on trouve

dM = (l —ecos E)dE—sinE cosede. .
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Kliminant dE de ces équations différentielles, nous obtenons

sin E{(1—ecosE) (
T dy~— SlnECQS? +

ou, en substituant a la place de sinE et de (1 — ecos E) leurs valeurs
tirées des équations VHII et 11,

dM = sinE (1 —ecos E)) do

€os 9

. r(r-}+p)sinv
dM—a’oosqd”— a'cos® ¢ dy

ou enfin, en exprimant I'un et I'autre coeflicient par r et ¢ senlement

dM = cos’e v_(2-|—eoosv)sinvcos’9
(A 4ecosv) (14-ecos v)®

Réciproquement, en considérant v comme fonction des quantités M
et ¢ I'équation prend la forme suivante :

a'
dy= a1

M+ (24 ecos v)sinv

r’ cos ¢ de

ou, en introduisant E & 1a place de v,

2 2 :
dv= ‘f._rc‘:ﬁ dM -} % (2— ecosE—¢*) sin Edg.

is

Le rayon vecteur n'est pas encore complétement déterminé au
moyen de v et de ¢ oude M et de ¢, mais dépend en outre de p ou
de a; sa différentielle se composera donc de trois parties.

En différentiant I'équation II art. 8, on trouve

dr _dp esinv €OS pCOSV
7“}7+i+ecosv T TFecosv T
En ayant égard &
@—@-—Qtan od
P a geoe

(qui résulte de Péquation T) et en exprimant, d'aprés Particle pré-
cédent, dv en fonction de dM et de dg, on trouve, aprés toutes ré-
ductions,

dr

da ;. a . a
- == 4- ;tano?smvdM - —;_cosg»cosvd?
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r .
ou dr= p da - atanggsinvdM—q cosgcosvdyp.

Ces formules, ainsi que celles développées dans I'article précédent,
s’appuient sur Phypothése que v, ¢ et M ou plutot dv, do et dM sont
exprimées en parties du rayon. Si doncil platt d’exprimer en secondes
les variations des angles v, ¢ et M, il faudra, ou bien diviser par
206264,8 les termes de ces formules qui contiennent dv, dp et d,
ou multiplier par le méme nombre ceux qui contiennent dr, dp ou da.
Les formules de Particle précédent, qui, d'aprés cela sont donc ho-
mogenes, n'auront besoin d’aucun changement, ’

17

Il n'est pas inutile d'ajouter quelque chose relativement A la re-
cherche du maximum de Yéquation du centre. On voit d’abord immé-
diatement que la différence entre anomalie excentrique et 'anomalie
moyenne devient maximum pour E= 90°; celte différence est alors
¢gale d ¢ (exprimé en degrés, etc...) ; en ce point, le rayon vecteur
est égald a, d'ott v=90-4-¢, et par suite I'équation du centre =g-f-e,
laquelle n'est pas cependant sa valeur maximum, puisque la difl¢-
rence entre v et E-peut encore croitre au deld de ¢

Cette différence-ci devient maximum pour d(v —E) = o, ou pour
dv = dE; relation dans laquelle il faut évidemment considérer Pex-
centricité comme constante.

D'aprés cette hypothése, comme on a généralement

dv  dE
sino snE’
il est évident qu'au point on la diflérence entre v et E doit tre

maximum on doit aussi avoir siny— sinE; d’oti Pon déduira, d’aprés
les équations VIII et HI,

r=acose, ecosE=1—cosp, on cosE::+tang%9.
-1, -
On trouvera de méme, cosv —= — tang 5% C est pourquoi 'on aura (*)
. 1
v=90°+arcsinlang%?, E=90°—arcsmtang§9.

(‘) I 'est pas nécessaire de considérer les maxima qui se trouvent entre Faphélie
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De 13, on a ensuite,

sinE= Vi—tang QQ—L‘OTZ-,

2 i1
de telle sorte que toute I'équation du centre, en ce point devient

Qarcsintanggq-l—esin%? \/0059,

le second terme est exprimé en secondes.
Enfin, dans ce point ol toute I'équation du centre est maximum

on doit avoir dv = dM, et méme, d’aprés larticle 15, r = a \/cos p;
de 12 on obtient

3 ta “8-?
1 —c:sz ? . cosE= — \/coscp 1—cosy

e elityeoss) A4 yeoss

formule & laide de laquelle on peut déterminer E avec la plus
grande précision.

E étant déterminé, on aura, d'aprés les équations X et XII,

COSV—=w—

sin 1? sinE
Equation du centre = 2 arcsin ———— - esinE,
Veoss

Nous ne nous arréterons pas ici, & 'expression du maximum de
I'¢quation du centre en série développée suivant les puissances crois-
santes de Pexcentricité, série que plusieurs auteurs ont donnée. Pour
avoir un exemple, nous ajoutons un t bleau des trois maxima que
nous avons considérés, relativement & Junon dont I'excentricité, d’a-
pres les éléments les plus récents, est supposée égale a 0,2654996.

“ MAXIMUN. E E—M v—E v— M

E— M [90° 00’ 00”| 14° 38" 20,57 | 14* 48’ 117,48 | 29° 26’ 33”,05
v— E [82° 32" 9”|44° 30" 547,01 | 154° 55' 417,79 | 29° 26’ 35”,80
v— M [86° 14" 40”| 14° 36’ 277,39 | 14° 53' 49”,57 | 20° 30’ 167,96

e

et le périhélie, car il cst évident, d’aprés ce qu'on a yu, qu'ils différent seulement par
1¢ signe, de ceux situés entre le périhélie et 'aphélie.



22 LIVRE 1, SECTION 1.
18

Dans LA ParapoLk, I'anomalie excentrique, ’'anomalie moyenne et
le mouvement moyen deviennent = o; ces relations du mouvement
comparé au temps ne peuvent donc ici servir. Mais, dans ce cas,
nous n’avons pas besoin d’'un angle auxiliaire pour intégrer complé-
tement r*dv; on a en eflet,

*do p’.dtang%v A 1
Pdy=—L = = —p* (H-tang’—v) dtang=v,
. 1 2 2 2.
4cos 3? 2co0s® ;v

et, par suite,
1 1 1 1
f rdv= s (tang 3Y + 3 tang® -~ v) -} constante.

En prenant pour origine du temps le passage de I'astre au péri-
hélie, la constante = o3 on a donc

2:/. \/l+p.
pl

formule par laquelle on peut déduire ¢ de v ou v de ¢, dés que p
et . sont connus, Pour obtenir p, qui est un des éléments paraboli-

tang2v+—tang’—

. . S . 1
ques, on déterminera le rayon vecteur au périhélie qui est égal & 30s

et la masse u sera ordinairement entiérement négligée. 11 ne sera
certainement jamais possible de déterminer la masse d’un corps dont
Forbite est trouvée parabolique; toutes les cométes en effet, d’aprés
les plus récentes observations, paraissent avoir une densité et une
masse si faibles que celle-ci peut étre considérée comme inappré-
ciable et enti¢rement négligée.

19

La solution du probléme ayant pour but de déduire le temps de
I'anbmalie vraie, et encore bien plus celle du probléme inverse peuvent
¢tre considérablement abrégées par I'emploi d’une table auxiliaire que
Y'en trouve dans plusieurs ouvrages d'astronomie, Mais celle de beau-
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coup la plus commode est 1a table Barkerienne qui est aussi annexée
ATexcellent ouvrage du célébre Olbers (Abhandlung iiber die leichteste
und bequemste Méthode die Bahn eines Cometen zu berechnen : WEIMAR,
1797). Cette table contient, sous le nom de mourement moyen, la valeur

de Yexpression 75 tang %v + 25 tang? %v pour toutes les valeurs de

I’anomalie vraie comprises depuis 0 jusqu'a 1807, et de cinq en cinq
minutes, Si donc on demande le temps qui correspond 4 une anomalie
viaie v, il faudra diviser le mouvement moyen extrait de la table,

d’aprés Pargument v, parisok, quantité que ’on nomme le mouve-
| 5

ment moyen diurne; si, au contraire, le temps étant donné, on veut

calculer 'anomalie vraie, on devra multiplier par 152" ce temps
pi
exprimé en jours, afin d’avoir le mouvement moyen, & Vaide duquel
on extraira de la table I'anomalie correspondante. 1l est au reste évi-
dent, que pour une valeur négative de v le mouvement moyen et le
temps ont la méme valeur que pour.v positif, mais doivent étre pris
négativement; la méme table peut donc servir aussi bien aux ano-
malies négatives qu'aux anomalies positives. Si & la place de p nous

préférons employer la distance périhélie ¢ = % p, le mouvement

moyen diurne sera exprimé par ’i—————~'28m, ol le facteur constant
a1

ky/2812,6 = 0,912279064, dont le logarithme est 9,9601277069.

L’anomalie vraie étant déterminée, on calculera le rayon vecteur par

Ia formule, déja considérée, r =

cos! 59

20

Si toutes lds quantités v; ¢, p sont traitées comme vairiables, en
différentiant I'équation

lang% v % tang';— v=2tkp~ 2
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on trouve
__.‘1'2‘__ =2kp—3idt—3tkp=idp,
‘-—
2co0s 3?
ou
dv= k \/’P de— L dp.
r 2,!“{,

Si I'on veut exprimer, en secondes, les variations de I'anomalie
vraie v, les deux termes de dv devant aussi étre exprimés de la
méme manitre, on devra prendre pour k la valeur 3548”,188 donnée

dans I'art. 6. Sia la place de pon introduit en outre 32- p=¢q la for-
mule devient alors _

do=" Jr?q‘"",.a\;.;—q dq ‘
dans laquelle les logarlthmes constants dont on devra faire usage,
sont log k2 = 3,7005216724, et log 3k \/g = 3,8766128315,

La différentiation de I'équation r = —L ___ fournit ensuite,

, —
2 cos 39
dr
. —;———I—tanggvdv,
bu, en exprimant dv en fonction de d¢ et de dp,
1

dr ) 3ittang 3Y \ kVp tang2
T=\i- dp+ ————dt.

r P 2ryp

En substituant & ¢ sa valeur en fonction de ¢, le coeflicient de dp
se change en

1 i
3ptang’§ v plang 3°

! 1 1 3.1
P At Af ....-;(é--i-étang —-v-—-§sm 3v
-’-sin‘ 1 vtang®- v cosy
gsin’gvlang’se )=—5=3

ksinv

mais le coeflicient de di devient —

rvp
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On déduit de 1A
ksinv

1
dr = cosvdp -} de,
2 Vr
ou, ¢n introduisant ¢ & la place de p,
dr = cosvdg - ksin dt..
%

Le logarithme constant 4 employer ici est

log k \/ % — 8,0850664436.

21

Dans I'HypersoLk, ¢ et E deviennent des quantités imaginaires
si nous voulons les éviter, il faut introduire & leur place d'autres
quantités auxiliaires. Nous avons déja désigné par ¢ Pangle dont

. 1
le cosinus =3 et nous avons trouvé le rayon vecteur

P

rzgc i ) i .
cos 5 (v —¢)cos 5 (v 4 ¢)

1 1 .
Les facteurs cosg (v—1) et cos 3 (v + ¢) du dénominatcur de cette

fraction deviennent égaux pour v =0, le second s’annule pour la
valeur maximum positive de v, et le premier pour la valeur maximum
négative.
1 )
cos; (v— <)
2 o e
En posant donc ————— =u, on aura u =1 au périhélie;
cos 5(v+9)

il croitra vers l'infini &4 mesure que v approchera de sa limite
180 — ¢, et décroitra au contraire indéfiniment, & mesure que v
s'approchera de son autre limite — (180 —); de maniére qu’aux
mémes valeurs opposées de v répondent des valeurs réciproques
de u, ou, ce qui est la méme chose, telles que leurs logarithmes
sont complémentaires.

Ce quotient u est fort utilement employé comme quantité auxi~

' 3
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liaire dans I'hyperbole ; il peut, avec presque autant de justesse, rem-
placerl’angle dont la tangente:tang%v v g—j—‘:—%, et que nous dési-

goerons par;F, afin de conserver I'analogie avec 'ellipse. De cette

maniére, nous recueillons les relations suivantes entre les quantités
v, 1, 4, I, ou nous posons a =— b, b représentant ainsi une quan-
tité positive : .
L b=pcotang®* ¢

. cos ¢
In. P ket 4

14-ecosv 2cos | (v_.q,) cos % v+9)

i 1" u—1
[ .-':
L.  tang - F_.-tang vv +]__tan vtang 85Y= 31
cosé(v——q;) 1-|—tang1F s
1v. u=— = = tang (45"—[— éF).
cosé(v—l—q;) l—tangéF

Y. 1 =1(u+1-)= 1-4-cosdcosv — e-|-cosv
“ Qcos-’é(v—vx«)cos:—z(v +¢) 1-ecos v

‘En retranchant 1 aux deux membres de I'équation V, on trouve

, i - P e _‘_‘ (¢+”b
VL Sln;,'v\/"-s'“§F\/;;'-|—)_*:;?_sm2['\/ cosF
1 p 1 \ /le4-1)b
= (u-—l)v———-—(e_i)u——é("—‘) T

Ajoutant maintenant 1 aux deux membres de la méme équation;
il vient

VI, cosév r==1C0s F\/W-ﬁcos F oS F

=Lt 0\ /= s S

En divisant VI par VII, nous retrouvons 1iI; ot obtient, en les
wmultipliant,
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VIIL l rsiny= p cotang ¢ tang F = blang ¢ tangF
M 1\ _1 . 1)
= épcolangq;(u—l—‘) _ébtangy(u =)

En combinant les équations 11 et V, on déduit ensuite facilement,

" 1\ _1 1
IX. rcosv_.b(e— -(m_sﬁ)_ Qb (Qe—u—— u) .
e i i
{ o —— — ) - ~Y—2].
X. ? —b(cos F l).._eb[e(u-i-u) ]
29

En différentiant la formule 1V, on trouve (en regardant & comme
une quantité constante),

du 1 1 1
w3 (tang 3 (v4-¥) —tang é(v—ula)) dy =

et par suite,

rilang¢

dv;

ridv—= —ﬂ'—du,

utang ¢

ou, en substituant pour r sa valeur donnée dans I'équation X,

r*dv = b tang \}a[ée(l -+ :—,) — %]du.

Intégrant cette équation de telle sorte que cetie intégrale devienne
nulle au périhélie, on a

fr’dv:b’ tang qa[%e(u - ;‘)mlog u] =kt pyi1+u)
:kttang@ﬁ\/m-

Le logarithme est ici hyperbolique; si 'on veut se servir des lo-
garithmes du systéme de Briggs, ou plus généralement du systéme
dont le module =), et en négligeant lamasse . (que nous pouvons sup-
poser inappréciable, pour les corps décrivant I'hyperbole), I'équation
précédente prend la forme

4 2 ) 3
XL %M'—‘—E——’——-Iogu:zﬂ

Fd
]
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ou en introduisant F,

)‘ .
detang F— logtang (45o+ % F) = .b_éf
 §

Si nous supposons qu’on doive employer les logarithmes de Briggs,
nous avons log A — 9,6377843113, log )k = 7,87336575627 ; mais
on peut obtenir une précision un peu plus grande en employant
immédiatement les logarithmes népériens. On trouve les logarithmes
hyperboliques des tangentes dans plusieurs recueils de tables, et
particuli¢rement dans celles que Scnuize a publiées, et encore avec
plus d'étendue dans le « Magnus Canon triangulorum logarithmicus »
de Bexsamix Ussix, Cologne 41624, dans lequel les logarithmes sont
donnés de 10" en 10”". — Du reste, la formule XI montre qu’aux
valeurs réciproques de « ou aux valeurs opposées de F et de v ré-
pondent des valeurs opposées de ¢; c’est pourquoi les arcs égaux
d’hyperbole situés de part et d’autre du périhélie et équidistants de
ce point sont décrits dans des temps égaux.

235

" 8i pour déduire le temps, d’aprés Panomalie vraie, on veut se ser-
virdela quantité auxiliaire u, on en déterminera la valeur de la maniére
la plus commode par I'équation 1V ; 1a formule 11 donne ensuite immé-
diatement sans un nouveau calcul, p au moyen de r, ou r aumoyen de p;

u étant trouvé, la formule XI donnera la quantité % qui est analogue
H

a4 I'anomalie moyenne dans Vellipse, et que nous désignerons par N,
d'oli Fon déduira le temps écoulé depuis le passage au périhélie.

’——'
Comme le premier terme de N, c’est-d-dire M’;T-l—) devient par
la formule ViII, = ?b_’—ésl:%;, un double calcul peut servir i s’assurer de

I'exactitude de cette quantité; ou si on le préfere, on peut exprimer
N, sans u, de la maniére suivante :

' d

N - wsi(v—Qa)
Xll. N= i tangysm;; —log 12 .
2cos 5 (v-F-¥)cos 5 —19) cos 5 (v +¢)

Exemple, Soit e = 1,2618820 ou & = 37° 35' 00", v = 18°51' 0"
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log r == 0,0333585. Le calcul de u, p, b, N, t, se fait alors de la
manidre suivante :

logcosL{v—¢)... 9,9941706 } )
logcosi(v+¢). .. 9,9450577 dela logu...... 0,0191129
108 7eesnnennn. 0,0333583 u =1,1197289
108260 evunenn. 0,4020188 ut = 1,2537928
logpeeeeeonnns 0,3746356
log cotang®4...... 0,2274244
logdeeoovunnn.. 0,6020600 Autre caleul.
r .
log .. ouivennnn 94NWB (o a gy 0,4044703
logsinv., eoea... 9,5093258  comp'logu...... 9,95088T1
logh coveennn.n 9,6377843  logX........... 9,6377843
comp' logsind.. .. 0,2147309  logie.......... 9,7990888
'8,7931395 8,7931395
1* terme de N = 0,0621069
logu....ocveenn 0,0491129
N = 0,0129940 ' .
ogN..... PN 8,1137429
log)-k ........... 7,8733658 diffé 6.9702758
T Oloupoop |  iTETence. ... ikl
‘ logt.....o.oass 1,1434671
t = 13,91448
24

Si le calcul est établi pour étre exécuté & I'aide des logarithmes
hyperboliques, il vaut mieux se servir de la quantité auxiliaire F, qui
est déterminée par I'équation 111, et obterir ensuite N par XI; le
demi-paramétre sera calculé au moyen du rayon vecteur ou récipro-
quement celui-ci d’aprés le demi-paramétre au moyen de la for-
mule VIII; le second terme de N peut, si 'on veut, étre obtenu de

deux maniéres, & savoir : par la formule log hyp tang (b5° -+ —;— F)

et par celle-ci, log hyp cos% (v—1¢) —log hyp cos% (e+9).

1l est au reste évident qu'ici, ot I'ona ) =1, la quantité N de-
viendra plus grande, dansle rapport de 1 & 2, que si Pon avait em-
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ployé les logarithmes de Briggs. Voici notre exemple traité de cette
manidre :

logtang{ .. ....... 9,5318179

logtangtv........ . 9,2201009
logtang iF....... .. 8,7319188 LF=3-1358",12
10ge «vvevnrnnnnn. 0,1010188
logtangF. .. .. vee.. 9,0343366
’ 9,1553554
etangF............ 0,14300638 C.loghypcosi{v—1¢). . 0,01342266

log hyptang (45-4-1F). 0,41308666 C.loghypcosi({v-}).. 0,42650930
N = 0,02991972 différence. . .. ... 0,11308664

logN...... v oo 84759575
log Eeeviiiinaannes 8,9.355814 différence. ...... 7’33.21‘9‘4
ylogh......... £+ 0,9030900) o, 1,1433661

{ = 13,91445

25

Pour Ia selution du probléme inverse, déduire du temps I'ano-
malie vraie et le rayon vecteur, la quantité auxiliaire  on I peut
d’abord étre obtenue d’aprés N = Mkb- % ¢ au moyen de I'équation X1.

“La résolution de cette équation franscendante s’effectuera par fi-
tonnements, et pourra étre abrégée par des artifices analogues & ceux
que nous avons exposés dans Part. 11. Mais nous négligeons d’ex-
pliquer ceci plus longuement ; on ne doit pas, en ellet, considérer
comnie trés-utile de perfectionner avec soin, comme pour le mouve-
ment elliptique, les principes relatifs au mouvement hyperbolique
dans les cieux ou peut-étre il ne s'est jamais montré; on pourra, du
reste, résoudre tous les cas (ui pourront accidentellement se présen-
ter, par une autre méthode indiquée plus bas. Quand on aura trouvé
F ou u, v s'en déduira par la formule 111, et ensuite r sera déterminé
ou par la formule 1I ou par la formule VIII; il sera encore plus com-
rmode d’obtenir en méme temps v et r par les formules VI et ViI; on
pourra si I'on veut, dans la pratique, employer Y'une ou Yautre des
autres formules pour s’assurer de I'exactitude du calcul.



RELATIONS CONCERNANT UNE SEULE POSITION DANS L'ORBITE. 3

26

Exemple. e et b étant les mémes que dans I'exemple précédent,
soit t=65,41236 ; on demande v et r. En employant les logarithmes
de Briggs, nous avons )

" logd. ........ 1,8156598
3

logMd—3..... 6,9702758
logN......... 8,7859356 d'on N=0,06108514

On trouve alors qu'on satisfait & F'équation

N = 2etangF — logtang (45‘ + %F)
par
F = 250 %’ 27”,66,
d’ou 'on a, par la formule 111,

logtangiF..... ... 9,3330120
logtangid. ....... 9,5318179

logtang v, . ...... 9,8211941 et par suite %v=—233"31'29",89
et v=67°2 59",78.
On a ensuite, d'aprés cela,

C.logcos ! (v +4¢)... 0,2137476

C. logeos i (v—). . . 0,0145197 différence. . . .. 0,1992279

logtang (45 4L F). 0,1992280
log~. . ... oo oo 9,9725868

logr.....oo.... 0,2008551

27

Si I'équation 1V est diflérentiée en traitant u, v et % comme va-
riables, on trouve

du sin ¢ dv-}-sinvd & __ 2tang¢

rsiny
dv} J

Y
V
2cos % (v-—¢) cos é (v-+9) P peosy

En dillérentiant de méme Yéquation XI, on obtient la relation
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suivante entre les variations différentielles des quantités u, ¢, N

d_x\l__l‘2 (i-}- )___] +(u—-l)smyd',f’

u cos™y
ou

De 1, en éliminant du & I'aide de I'équation précédente, nous ob-
tenons

dN » rsiny
T gy dv+ (] + p) bcosy dy
ou
gy b, b\sinvig
b= IN— (:_'+;)) cosy v
gy sin v
ar? dN— ( + ) sin ¢ s
28

En différentiant I'équation X, relativement 3 r, b, e, u, considérées

et ¢hminant du au

. . sind
comme variables, en substituant de :cos"'i
Y

moyen de I'équation entre dN, du et d% donnée dans article précé-
dent, il vient

_r ble{u —1) b I’( i) . 1\ .
—l_;db+ D dN+2cos’qa ‘.u+; sm':/—~(u——t~‘)sm v]dc{:.

Le coeflicient de dN se change, au moyen de I'¢quation VIII, en

;i::%; ; mais le coeflicient de d, en posant d'aprés P'équation 1V,

u(sin % —sinv) =sin () —v), et% (sind + sinv) = sin (¥ +v),

se change en .
bsingcosv__pcosv

cos'y ~ siny’

de sorte que I'on a

bsinv N PCosv,
db+1uw N+ e Tsing
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Ensuite, tant que N est considéré comme fonction de bett, on a
N 3N

En substituant cette valeur de dN, dr et aussi dv de I'article précé-
dent seront exprimés en fonction de d¢, db et dY. 11 faut du reste
répéter ici ce que nous avons dit plus haut, & saveir que si les va-
riations des angles vet { ne sont pas congues, expriméesen parties du
rayon, mais en secondes, on devra diviser tous les termes qui con-
tiennent dv et d par 206264,8 ou multiplier par ce nombre tous les
autres termes.

29

Puisque les quantités auxiliaires représentées par ¢, E, M dans
Tellipse, prennent des valeurs imaginaires dans I'hyperbole, il ne
sera pas sans intérét de rechercher leurs liaisons avec lés quan-
tités réelles dont nous avons fait usage. Mettons donc en évidence

les principales relations, dans lesquelles nous désignons par i la quan-
tité imaginaire —1:

sinp=e= —

i
’ cosY
1 1—e
tang 43 —:«p \/ l—|—e \/e—l—l clang q,,

tangp = -;-cotang (45' - )— Slang (45“ ;?)
cosg = itangd,

_90-|—cIog(sm9—|-acos:g)—-ﬂ()’——tloglang(ﬁ—l— )
i(u—1)
utt’

smqa

tang;s—la E :zlangéF:

4 1 1 1
~co' -E ~tang ~E == i cot
SnE—gt0'ang -|-2 ang o tcotang F,
ou ( )
e e . _if{u—A1
sinE =i tangF = o’
1 (PR DO N |
cotang E =3 cotangé E— 3 fang 3 E=— S
ou
T{u?— 1)

langE:lSIn F=_uT—i-T,
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. S i o
cosE = T o
iE =log (cosE -}- i sinE) ::log:—‘,
ou

E:ilogu:ilogtang(&f’)'-}-%F),
M=E—esinE=ilogs — ———F = — —

Dans ces formules les logarithmes sont hyperboliques.

30

Comme tous les nombres que nous extrayons des tables logarith-
miques et trigonométriques n'admettent pas une précision parfaite,
mais sont seulement approchés & un certain degré, les résultats
obtenus A la suite de tous les calculs effectués & I'aide de ces tables
ne peuvent étre qu'approchés. Dans la plupart des cas, il est vrai,
les tables vulgaires exactes jusqu’'a la septiéme décimale, c’est-a-dire
ne s'écartant jamais de la vérité au deld d’'une demi-unité du septitme
ordre, soit en plus, soit en moins, fournissent une précision plus que
suftisante pour que les erreurs inévitables soient complétement sans
conséquence. Néanmoins, il peut certainement arriver, que dans des
cas particuliers les erreurs des tables produisent des effets si con-
dérables que nous soyons forcés de rejeter entidrement une méthode,
autrement la meilleure, pour lui en substituer une autre. Un cas sem-
blable peut aussi se présenter dans ces calculs que, jusqu’a présent,
nous avons expliqués ; ¢’est pourquoi, il ne sera pas étranger A notre
but de donner ici certaines recherches touchant le degré de précision
que permettent dans ces calculs les tables valgaires. Mais comme
ce n'est pas ici le lieu d'épuiser un sujet si important pourle cal-
culateur, nous développerons seulement cefte question d'unc ma-
ni¢re suflisante pour notre hut et pour que celui qu’elle intéressera
puisse la perfectionner davantage et I'étendre A toutes les autres
opérations. '

5% |

Tout logarithme, sinus, tangente, ctc. (ou généralement toute
quantité irrationnelle extraite des ftables), est sujet & une erreur
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qui peut atteindre jusqu'a une demi-unité de la dernitre figure déci-
cimale ; nous désignerons cette limite de I'erreur par o, limite qui,
dans les tables vulgaires, est égale & 0,00000005. Si le logarithme ne
setrouve pas immédiatement dans les tables, mais doit étre déterminé
par interpolation, I'erreur peut, parune double cause, se trouver
un peu plus grande. Premiérement, en effet, relativement & la partia
proportionnelle, toutes les fois qu'elle n’est pas entiére (la dernidre
figure décimale étant considérée comme une unité), il convient
de prendre le nombre cntier le plus prés, soit en plus, soit en
moins; on apercoit facilement d’aprés cela que I'erreur ne peut étre
doublée.

Mais nous ne devons pas considérer enticrement cette augmenta-
tion de I'erreur, puisque rien n’empéche que nous n’ajoutions i cette
partic proportionnelle une autre figure décimale, et qu'on voit sans
peine que le logarithme interpolé, si la partic proportionnelle est
parfaitement exacte, n’est pas sujet A une erreur plus grande que les
logarithmes trouvés immédiatement dans les tables, en tant, il est
vrai, qu'il soit permis de considérer leurs variations conme uni-
formes. Une aufre augmentation de I'erreur vient de ce que cette
supposition n’est pas vraic en toute rigucur; mais nous la négligeons
aussi parce que Veffet des différences secondes et des autres est,
dans presque tous les cas, entiérement sans conséquence (surtont si
relativement aux quantités trigonométriques on emploie les trés-excel-
lentes tables que Taylor a dressées), et ue Fon peut en avoir faci-
lement la valeur dans le cas ou elle deviendrait, par hasard, un peu
plus considérable. C’est pourquoi nous faisons, dans tous les cas,
Perreur maximum inévitable des tables = w, si toutefois 'argument
(c'est-a-dire le nombre dont on cherche le logarithme, ou I'angle
dont on veut le sinus) est obtenu avec une précision parfaite. Mais
si argument lui-méme n’est connu qu’approximativement ¢t qu’on
suppose qu'a I'erreur maximum & laquelle il peut étre sujet réponde
une variation o’ du logarithme, etc. (laquelle peut étre déterminée
par un rapport difiérentiel), I'erreur maximum du logarithne calculé
au moyen des tables peut aller jusqu'd o 4 o',

Réciproquement, si au moyen des tables on-calcule I'argument
correspondant & un logarithme donné, son erreur maximum est égale
i la variation qu’il éprouve pour une variation » dans le logarithme,
si celui-ci est donné exactement, ou (ui répond A la variation loga-
rithmique © 4 o, si le logarithme lui-méme peut étre affecté d'une
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erreur allant jusqu’d «'. Il est & peine besoin d'avertir que o et o'
doivent &tre aflectés du méme signe.

Si P'on fait la somnie de plusienrs quantités exactes seunlement
entre certaines limites, I'erreur maximum du résultat sera égale &
la somme des erreurs maxima individuelles, affectées des mémes
signes ; par la méme raison dans la soustraction de quantités approxi-
mativement exactes, I'erreur maximum de la différence sera aussi
égale a la somme des erreurs maxima particuliéres. Dans la multi-
plication ou dans la division d'une quantité non parfaitement exacte,
Ferreur maximum augmente ou diminue dans le méme rapport que
la quantité elle-méme,

32

Faisons maintenant I'application de ces principes aux plus utiles
des opérations expliquées ci-dessus.

L. Si, ayant employé la formule V11, article 8, pour calculer I'ano-
malie vraie au moyen de Fanomalie excentrique dans le mouvement
elliptique, ¢ et E sont supposés connus exactement, une erreur o

peut étre commise dans le log tang (115° — % ?)et dansle log tang % E,
et par suite, dans leur différence = log tang —;— v une erreur 2w; l'er-

. —— 1
reur maximum dans la détermination de I'angle g v sera donc

1
Sudgv 3wsinv
=g désignant par 2 lenodule des logarithmes
dlogtang v )

employés dans ce calcul.
C’est pourquoi Terreur & laquelle Fanomalie vraie v est sujette

. . 3wsi e .
devient, en I'exprimant en secondes, w;‘"v 206265 =0",0712sinv,

si I'on emploie les logarithmes de Briggs & sept décimales; de sorte
que nous pouvons toujours étre certains de la valeur de v a 07,07
prés; si Yon se sert seulement des petites tables décimales A cing
décimales I'erreur peut atteindre jusqu'a 7”,12,

II. Si ecosE estcalculé i I'aide des logarithmes, une erreur attei-

s 48 . . :
gnant jusqu'a 2 §OSE peut éire commise; la quantité 1—e cosE ou :7
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sera donc soumise & la méme erreur. En calculant par suite, le loga-

rithme de cette quantité, I'erreur peut atteindre (1-4-8)w, en désignant

par & la quantité 4—3-0%_]5 prise positivement ; I'erreur possible sur

log r atteint la méme limite (1 4 3)w, pourvu ue I'on suppose loga
exactement donné. Toutes les fois que 'excentricité est faible, la
quantité & est contenue dans d’étroites limites; mais quand e différe
peu de I'unité, 1 — ecosE reste fort petit tant que E a une petite
valeur; & peut donc alors atteindre une grandeur qu’on ne peut né-
gliger ; ¢’est pourquoi la formule 111, article 8, est dans ce cas moins

. - . 3(a—
convenable. La quantité & peut aussi étre exprimée par _—(ar N

3e(cosv . .
——(——_1——) formule qui montre encore plus clairement, dans quel

cas il est permis de négliger I'errcur (1 4 d)o.
11I." En employant la formule X, art. 8, pour calculer I'anomalie

. ' . . Ja 1y
vraie au moyen de I'anomalie excentrique, lelog \/; sera sujet a

lerreur (% + %S)w, et par suite, log sin %qmin E Vg A Verreur

(§+%8) w; de 12 on trouve que le maximum de Yerreur possible

dans la détermination de I'angle v —E ou de v, est égal &
© 0 8)tang lv —E
00+ §tang 5o —E),

ou exprimée en sccondes, et si I'on se sert de sept décimales

= (0",166+ 0",0243) tang 5 lo—E).

Toutes les fois que I'excentricité est faible, & et tang % (v—E) sont

de petites quantités; c'est pourquoi celte méthode permet une plus
grande précision que celle que nous avons considérée dans le para-
graphe 1. Cette méthode-1A devra au contraire étre préférée quand
lcxcenlnclté est trés-grande et approche de Funité, cas dans lequel

% et tang (v—E) peuvent acquénr des valeurs considérables. Par
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nos formules, on pourra toujours décider laquelle de ces deux mé-
thodes doit &tre préférée.

IV. Dans la détermination de I'anomalie moyenne, d'aprés I'ano-
malie excentrique, au moyen de la formule Xll, art. 8, Yerreur sur
la quantité esin E, calculée & I'aide des logarithmes, et par suite aussi
3wesink . .
— limite
qui doit étre multipliée par 206265”, si l'on veut qu'elle soit ex-
primée en secondes. De l4, on peut facilement conclure que, dans
le probléme inverse ou E doit étre obtenu par titonnements au
moyen de M, E peut &tre erronée de la quantité

Perreur sur Panomalie moyenne M, peut atteindre

Jwesinl dE 3weasmL
hOtiiinsaten v o00365"
TR . 206265 > 206263

quoiqu’elle satisfasse A P'équation E — e sin E = M avec toute la
précision que les tables permettent.

L’anomalie vraie, calculée au moyen de I'anomalie moyenne, peut
donc étre erronée pour deux raisons, en considérant toutefois I'ano-
malie moyenne comme donnée exactement ; premiérement & cause
de T'erreur commise dans le calcul de v obtenu au moyen de E, er-
reur (ui, ainsi que nous Favons vu, est toujours d'une légére im-
portance ; secondcment, parce que la valeur de 'anomalie excen-
trique peut elle-méme étre erronée. L'effet-de cetie dernitre cause

est représenté par I'erreur commise sur E multipliée par ‘;E’ ce

produit devient
4

esinv-} !c’sin 2v
JuesinE dv Jwe.asiny 2

5 3 "n__ tll 4
ST 206265 '— = 2006265 — A 07,0712

st I'on emploie sept décimales. Cette erreur, toujours faible pour les
petites valeurs de e, peat devenir trés-grande toutes les fois que
cette quantité difitre peu de P'unité, comme le montre la table sui-

vante, qui donne la valeur maximum de cette expression pour cer-
taines valeurs de e.
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r- € ERRECR MAXINUM. [ ERREUR MAXINOM,. c ERREUR MAXIMUM.
0,90 0”,42 0,94 0”,73 0,98 97 98
0,91 0”,48 0,95 0”,89 0,99 0”59
0,92 07,54 0,96 17,42 0,999 | 46”23
0.93 0”,62 0,97 17,50

V. Dans le mouvement hyperbolique, si v est déterminé par la
formule Il1, art. 21, au moyen de F et ¢ exactement connus, I'er-

reur peut aller jusqu’a ?lm—)sin——” 206265" ; mais si on le calcule par

(u—1) tang %—z{;
(w4+1)

ment, la limite de P'erreur sera d'un tiers plus grande, ¢ est-a-dire

la formule tang 0= ,» 4 ¢t @ étant donnés exacte-

A ‘;‘“ ¥ 906265" = 0"69sinv

i)oul' sept décimales.

V1. Si, d'aprés la formule XI, art. 22, on calcule au m(‘)yen des lo-
garithmes de Briggs, la quantilé )# = N, les quantités e et u, ou
bt -
bien e et F étant supposées exactement connues, la premiére partic
b(u*—1)ew

2u
relu —
forme e —1) é‘:"{— 1) soudl

sera sujette & l'erreur , si elle est calculée sous la

3(w4-1)ew
2

erreur , stelle est calcu-

lée daprés I'expression %)‘cu — —;%; ou enfin, i Perreur 3ewtgF; si
I'on emploie Vexpression heigF, en négligeant & la vérité Uerreur

. 1 . ,
commise sur log) ou log—2-).. Dans le premier cas, I'errcur peut

étre exprimée par bew tg F, et dans le second par Sew osF dolt il est

¢vident que Perreur sera toujours la plus petite dans le troisi¢me cas,
mais sera plus grande dans le premier ou le second cas, selon que
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1 ou '1-; sera > 2 ou < 2, ou selon que == F > 36° 52' ou < 36°52',

Mais la seconde partie de N sera-toujours sujette & Ierreur w.

Vil. Réciproquement, il est clair que si u ou F est déterminé par
tatonnements, au moyen de N, u devra étre sujet & I'erreur

Oué.(w—|—

3ew

cos F)

du

du
(w =k Bewtang F) TN

N’ selon que le premier membre de la valeur de
)

N est un produit de facteurs, ou exprimé en différents termes; mais

F sera sujet & I'erreur (v &= 3ew tgF) g—g Les signes supéricurs

conviennent aprés le périhélie, et les signes inférieurs avant le pé-

rihélie.

Si nous introduisons ici, & la place de ? ou de ‘1“

N

Al

dN\

la quantité

dv
aN’

on aura l'expression de I'erreur commise dans la détermination de v
(ui sera par conséquent

*tang ¢ (1 == 3etang F)w on b'tang o(1 4 JesecF)w

rA

A

3

8i 'on s'est servi de la quantit¢ auxiliaire u, et qui deviendra au
contraire, si F a été employé,

Ottangy(1 E3etangFlo _ w

PV

tang®¢

tang* ¢

(14-ecosv) , Zesinv(i4-ecosv))
(o )

11 faut ajouter le facteur 206265", si I'erreur doit étre exprimée en
secondes. 1l est alors évident que cette erreur peut seulement deve-
nir considérable quand ¢ est un angle petit, ou lorsque e est un peu
plus grand que 1. Voici les valeurs maxima de cette troisitme expres-

sion, pour certaines valeurs de e, et dans le cas oti 'on emploie des
logarithmes & sept décimales :

e Ecreur masimom.
1,3 0,34
1,2 0",54
4,1 1,31
1,03 3,03
1,01 34" 41
1,001 10647,65
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A cette errcur provenant de la valeur erronée de F ou de u, il faut
ajouter celle déterminée dans V, afin d’avoir Vincertitude totale qui
doit exister sur v.

Vill. Si I'on résout I'équation Xl, art. 22, par le secours des lo-
garithmes hyperboliques, F ayant été choisie pour quantité auxiliaire,
Ieffet de Yerreur possible, d’aprés cette opération, sur la détermi-
nation de v, est trouvée, par des raisonnements semblables, égale &

(1 -} ecosv)'e’ 4 Jesinv{i - ecosv) w
tang*¢ Atang®y

oli nous désignons par «' I'erreur maximum dans les tables des loga-
rithmes hyperboliques. La seconde partie de cette expression est
identique avec laseconde partie de I'expression donnée dans Fart. V1I;
mais la premitre partie est plus petite que la premiére de la méme
relation dans le rapport de 2w'4 w, c’est-a-dire dans le rapport de
1 4 23, si 'on pout supposer que la table d'Ursin est exacte partout
jusqu’a la huititme décimale, ou w'= 0,000000005.

33

Dans ces sections coniques, dont I'excentricité différe peu de I'unité,
c'est-a-dire dans les ellipses ou les hyperboles qui approchent de la
forme parabolique, les méthodes exposées ci-dessus, soit pour la dé-
termination de Fanomalie vraie qui correspond & une époque donnée,
soit pour la détermination inverse (*), ne soufirent donc pas toute la
précision que I'on pourrait désirer ; puisque les erreurs inévitables
croissantes, & mesure que la forme de I'orbite se rapproche de celle
de la parabole, finissent méme par dépasser toutes limites. Les
grandes tables, qui donnent plus de sept décimales, diminueraient,
il est vrai, cette incertitude, mais clles ne Paboliraient pas ni n’em-
pécheraient qu’elle ne surpassit toutes limites dés que la forme de
Porbite approcherait trop prés de la parabole. De plus, les méthodes
enseignées ci-dessus deviennent, dans ce cas, assez incommodes, puis-
qu'une partie d'elles demande des essais indirects souvent répétés;
I'ennui de ce désagrément est méme plus grand si 'on opére d’aprés

2 3
(*) Puisque le temps contient le facteur a* ou b V'erreur commise sur M ou sur N

P .
A% b_.‘,__l

augmente d'autant plus que a = i devient plus grand.

4
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les grandes tables. 1l ne sera donc pas superflu de donner une mé-
thode spéciale & 'aide de laquelle on puisse éviter, dans ce cas, cette
incertitude et obtenir une précision suflisante avec le seul secours des
tables ordinaires.’

34

La méthode vulgaire, & l'aide de laquelle on remédie habituel-
lement & ces inconvénients, repose sur les principes suivants.
Dans une ellipse ou une hyperbole, dont ¢ est Iexcentricité, p le

p .
1+4-e
nomalie vraie correspondant & un intervalle ¢ écoulé depuis le passage
au périhélie ; soit aussi, pour ce méme intervalle et dans une para-
bole dont le demi-paramétre = 2q oun la distance périhélic = q,
w I'anomalie vraie correspondante; la masse u étant négligée de
part et d’autre ou supposée égale. 11 est clair qu’on doit alors avoir

ptdv f dgfdw - e
f(i-{—ecosv)" (l+cosw)‘~\p'vgq

les intégrales ¢tant priées depuis v=0 et w=0; ou bicn

«( -I—e)%dv - 2dw
(1 +ecos vy J (1 Fcosw)”

demi-paramétre et par suite,

= q la distance périhélie, soit v1'a-

, 1—e 1
En désignant ETE par a et tang.5 v par 0, on trouve pour la pre-
miére intégrale

Vi a)[O + %0’(1 —2)— éos(az—sz*) +;o" {32 — 4 — elc.J

La dernitre égale (ang% w -} %—lang‘%w.

Il est facile de déterminer, au moyen de ces ¢quations, w d’aprés
« et v, et v d’aprés o et w, par le secours des séries infinies; on peut;
si cela convient mieux, introduire & la place de « I'expression
2
1-}a
Comme il est évident que pour «=0ou =0 on 2 v=1; ces séries
prendront la forme suivante :

=38

{1 —e=
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w=v4&}* 43 .. ..... e,
v=w-+wtSw+8w".. . .. ... ee,

ou v', v", v".... seront des fonctions de v, et w', 10", 1" des fonctions
de 1.

Toutes les fois que & est une quantité trés-petite, ces séries con-
vergent promptement et quelques termes suffisent pour déterminer w
au moyen de v, ou v au moyen de w. On obtiendra ¢ d’aprés w, ou w
au moyen de {, de la maniére que nous Iavons expliqué ci-dessus
pour le mouvement parabolique.

35

Notre Besser a développé les expressions analytiques des trois
premiers coefficients w', 1", w" de la seconde séric, et a en méme
temps ajouté, pour les valeurs numériques des deux premiers w' et w”,
unc table construite avec I'argument w de degré en degré (Corres-
pondance astronomique du bavon de Zach, vol. XII, page 197). On
possédait déjh, pour le premicr coeflicient w', une table construite
par Simesox ct annexée & I'ouvrage de lillustre Oruers, dont plus
haut nous avons fait I'éloge. Dans la plupart des cas, cette méthode,
avee le secours de la table de Besser, permet de déterminer, d'une
maniére suflisamment précise, I'anomalie vraie au moyen du temps.
Ge qui reste encore & désirer se réduit presque d ces quelques re-
marques :

1. Dans le probléme inverse, & savoir : déterminer le temps d’aprés
Panomalie vraie, il faut avoir recours & anc méthode quasi-indirecte
et déterminer w, connaissant v, & I'aide de titonnements. Pour obvier
a cet inconvénient, on devra traiter la premiére séric comme la se-
conde, et puisqu’il est facile de s’apercevoir que —v' est la méme
fonction de v que ' est de 1w, de telle sorte que la table relative & w',
¢tant changée de signe, puisse servir pour ¢, on n’aura plus alors
besoin que de la table relative & v" pour pouvoir résoudre Fun et
l'autre probléme avee une égale précision.

1. I peut certainement se présenter quelquefois des cas o Pex-
centricité difitre, il est vrai, assez peu de I'unité pour que les méthodes
générales exposées ci-dessus ne paraissent pas donner une précision
suflisante, mais en différe trop cependant, pour qu'il soit permis de
négliger, dans la méthode spéciale que nous venons d'indiquer, P'eflet
de la troisi¢me puissance de ¢, ainsi (ue des puissances supéricures,
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Dans le mouvement hyperbolique principalement, il peut se pré-
senter des cas, ol soit qu’on se serve des premiéres méthodes ou de
la derniére, on ne puisse éviter une erreur de plusieurs secondes,
lorsqu’on emploie seulement les tables vulgaires & sept décimales.
Mais, quoique les erreurs de ce genre se présentent rarement dans
la pratique, on trouverait certainement qu’il existe une lacune s'il
n’était pas permis de déterminer, dans fous les cas, I'anomalie vraic
4 0", 1 ou 0", 2 prés, si ce n’est en employant les grandes tables,
qui, par le fait, sont reléguées dans les livres trés-rares. Nous espé-
rons donc qu'on ne considérera pas comme enti¢rement superflue
Iexposition de la méthode particuliére dont nous nous servons
depuis longtemps, et qui se recommande aussi par la raison qu’elle
n’est pas seulement limitée aux excentricités peu diftérentes de I'unité,
mais qu’elle souflre au moins & cet égard une application générale.

36

Avant de commencer I'exposition de cette méthode, il convient de
faire observer quel'incertitude des méthodes générales développées ci-
dessus, relativement aux orbites dont la forme s’approche de la forme
parabolique, cesse de soi-méme dés que E ou F atteint une grande
valeur, ce qui, en vérité, arrive seulement dans les grandes distances
de T'astre au Soleil. Pour le faire voir, mettons I'erreur maximum
possible dans I'Ellipse que par Fart. 32, IV, nous avons trouvée
-_3weasinv 3wey/ (1—e*).sinE .
=—— ).z'll-—eco)s )* .206265"; il
est alors évident de soi-méme que I'erreur est toujours circonscrite
dans d'étroites limites, dés que E acquiert une valeur considérable, on
que cos E se rapproche davantage de I'unité, quelle que grande que
soit I'excentricité. Ceci paraitra encore plus clair par la table sui-
vante, dans laquelle nous donnons la valeur numérique de cette ex-
pression pour quelques valeurs déterminées de E (d'aprés les loga-~
rithmes & sept décimales) :

206265", sous la forme

E= 10 erreur maximum = 3",04
200 ) 0",76
30° » 0",3%
40° » 0,19
50 » 07,12
60° » 07,08
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1l en est de méme pour I'hyberbole, ainsi que cela se ‘voit immédiate-
ment, en mettant Pexpression donnée dans l'art. 32, VII, sous la
forme

wcosF(cosF - 3esinF) el —1

] L4
A (e— cosF) 206265".

La table suivante donne les valeurs maxima de cette expression
pour quelques valeurs particulitres de F

F u Eﬂl}EUR
maximum,
10° 1,192 0,839 8”,66
920° 1,428 0,700 17,38
30° 1732 0.577 0".47
n0° 2,14 0,466 07,22
50° 2,747 0,364 0”11
o 3,732 0,268 07,06 '
70° 5671 | 8176 0,02 :

Toutes les fois donc que E ou F dépasse 40° ou 50° (cas qui ne se
rencontre pas facilement pour les orbites peu différentes de la para-
hole, parce qu'alors les astres qui décrivent de pareilles courbes se
dérobent le plus souvent & nos regards & cause de leur grande dis-
tance au Soleil) il n'y a aucune raison d’abandonner la méthode gé-
nérale. Au reste, dans ce cas-13, les séries que nous avons employées
dans I'art, 34, convergeraient trop lentement : on peut done ne point
regarder comme un défaut de la méthode que nous allons mainte-
nant expliquer, qu'elle s’applique particulidrement aux cas dans
lesquels E ou F ne dépasse pas encore des valeurs modérées.

o7
Reprenons, dans le mouvement elliptique, 'équation entre I'ano-

malie excentrique et le temps

Y4
E—esinE== UL'!'—E—),

a

dans laquelle nous snpposons E exprimé en parties du rayon. Nous
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négligeons dés A présent, le facteur /1 - ; si jamais le cas se pré-
sentait oil il deviendrait utile d’avoir égard A ce terme, la letire ¢ ne
devrait pas indiquer Iintervalle méme écoulé depuis le passage de
I'astre au périhélie, mais cet intervalle multiplié par y1-Fu. Dési-
gnons ensuite par ¢ la distance périhélic, et A la place de E et
de sin E, introduisons la quantité

. 1 9 1 .
E —sinE, et £ — — (E—sinE)=— E 4 —sinE:
sinE, et I I (E — sinE) i0E+ loaml.,

le lecteur attentif découvrira immédiatement, d’aprés ce qui suit,

pourquoi nous choisissons particuliérement ces expressions. Notre
¢quation prend alors la forme suivante :

1 .9 Y A At
(1—e) ('0 L—I— smE) + (10 + 0 e)(E— smll)_.l.t(T) .
En tant qu'on considére E comme une petite quantité du premier

ordre,

9 lsmE L—-——L’—I—

10E 10 . ele,

1000 -

sera une quantité du premier ordre, et au contraire,

N N ;
Dppe— = — e — —a‘—-..l.
E—seb=E -t 5n' e
sera une quantit¢ du troisitmne ordre.
En posant donc,
9 L
E4 — sinE
G(E—sinE) 0T .
9 P 2/A 7
— E J— D c-\ 1\
% E+ 0 sinE
A =E'— 3 E'— L E® —... etc... sera une quantité du second
30 5040 e
3

ordre, et B =1 4 ——— 2800 E'*—... etc... difltrera de l'unigé d’une

quantit¢ du quatritme ordre.
Mais notre équation devient, par 13,

0 B[?(l——c);ﬁ-}-%(|+9e)A'?’:|==l.'l ('—;‘f)’
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Par les tables trigonométriques vulgaires, i% E+ Tiﬁ sin E peut,

A la vérité, &étre calculé avec une précision suffisante, mais pas ce-
pendant E—sinE, toutes les fois que E est faible; on ne pourrait donc
pas, de cette manitre, calculer assez exactement les quantités A et B.
Mais une table particuli¢re donnant B ou son logarithme, au moyen
de Fargument E, ferait disparaitre cette difficulté; les moyens né-
cessaires pour coustruire une telle table se présenteront facilement
A celui qui est méme médiocrement versé dans I'analyse.
A I'aide de I'équation

9E 4-sinE -
208 =vVA

on pourrait déterminer \/A, et ensuite { au moyen de la formule [1],
avec toute la précision désirable.

Voici le spécimen d'une pareille table, qui montrera au moins la
lente augmentation de log B; comme nous devons indiquer plus loin
des tables d'une forme beaucoup plus commode, il serait superflu de
donner plus d’extension & celle-ci:

E log B E log B E log B WI
0" | 0,0000000 25° 0,0000168 50* 0,0002675
5° 00 30° 0349 55 3910
10° 04 35° 0645 60° 5526
15° 22 ho° 1099 '
20° 69 45° 1758
o8

I ne sera pas inutile d'éclaircir par un exemple les méthodes en-
seignées dans 'article précédent.

Supposons Fanomalic vraic = 100°, I'excentricité = 0,96764567,
log ¢ = 9,7656500.

Voici maintenant le calcul pour obtenir E, B, A et ¢:
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log tang % Verornnnnns .. 0,0761865

_——.

logtang-;-E... cevvanea. . 9,i841792,

log tang . 9,1079927

d’olr % E—=841'19",32 et E=17-22'38",04. .
A cette valeur de E correspond log B = 0,0000040; on trouve
ensuite, en parties du rayon,

E=0,3032028, sin E = 0,2986643,
d'oli

9 1 . x
5 E4 gp Sin E =0,1514430,

dont le logarithme = 9,1801689, et par suite, logA% = 9,1801649.
On déduit de 1, par la formule (1] de Particle précédent,

3 2
log —D42 . o.4580614 log ol L 9"’)( g )’ 3,7601038
]_‘/“_e) 154 1—e
logA¥........ 9,1801689 logA%................ 7.5501957
log 43,56386. . = 1,6391263 log19,08014............ 1,3005083
10,08014
63,58400 =¢.

En traitant le méme exemple d’aprés la méthode ordinaire, on
trouve e sinE, en secondes, = b9610",79 = 16° 33’ 30",79, d'on
anomalie moyenne = 49' 7",85 — 2947",85. De l4 et au moyen de

log k ( 7 ) = 1,6664302, on obtient { = 63,54410. La diflérence

. - 1
qui est seulement ici la 10000 partie d'un jour, et pu facilement

devenir trois ou quatre fois plus grande par I'union de toutes les
erreurs,

1l est au reste évident que, par le seul moyen d'une telle table
relative 4 log B, le probléme inverse peut aussi étre résolu, avec
une entiére précision, en déterminant E par des essais répétés de
manitre que la valeur de £, calculée avec cette valeur de E, s’accorde
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avec celle de t proposée. Mais cette manitre d'opérer serait assez
incommode; c'est pourquoi nous allons maintenant faire voir de
quelle maniére on peut disposer beaucoup plus commodément la
table auxiliaire, éviter entitrement des essais incertains, et réduire

tout le calcul & un algorithme extrémement élégant et rapide, qui
semble ne rien laisser & désirer.

39

On voit immédiatement que presque la moitié du travail qu’exigent
ces titonnements, peut étre supprimée si la table est disposée de ma-
niére que I'on puisse y trouver immédiatement log B avec largu-
ment A. Il nereste plus alors que trois opérations : Ia premitre in-
directe, & savoir : la détermination de A telle qu'elle satisfassc &
I'équation [1] del'art. 37; la seconde, la détermination de E d’aprés
A et B et qui se fait directement, ou par I'équation

1
E=2B (A":’—[-EA;:‘),
ou par celle-ci,
. 1 3.3
smE:‘.’.B(Ai-—gA’);

la troisitme est la détermination de v, d'aprés E, qui S'eflectue au
moyen de I'équation VI, art. 8.

‘Nous réduirons la premiére opération A un algorithme rapide, et
nous la dégagerons d’essais incertains; nous réunirons également la
seconde et la troisidme en une seule opération en insérant dans notre
table une nouvelle quantité G, au meyen de laquelle nous n’aurons
entitrement plus besoin de E, et nous obtiendrons en méme temps
pour le rayon vecteur une formule élégante et commode.

Nous transformerons d’abord, I'équation {1] de maniére que pour
sa résolution on puisse employer la table Barkérienne. Nous posons

dans ce but,
1 1 B—be
A= tang ":):w \/T+—9e’

'lgkl (;, + ge)

. - 1
[H] langéw + 25 tang?® gV = =

d'oi Yon a
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75k \/ G; 4 »ge)
en désigant par « la constante o .
Qs

Si donc B était connu, w pourrait immédiatement étre obtenu au
moyen de la table Barkérienne, qui donne Yanomalie vraie A laquelle

af
répond le mouvement moyen B de w on trouvera A par la formule

A = ftang® 1w, en désignant par §la constante ? T 0 50 . Maintenant
quoique B se déduise finalement de A au moyen de notre table auxi-
liaire, on peut cependant prévoir qu’en raison de son peu de diffé-
rence avec I'unité, on peut obtenir w et A affectés seulement d'une
légére erreur, si, dans une premiére opération, on néglige entitrement
le diviseur B. Nous déterminerons donc d’abord approximativement
1w et A en posant B =1; avec cetie valeur approchée de A nous
extrairons de notre table auxiliaire la valeur de B avec laquelle nous
recommencerons plus exactement le méme calcul. Le plus souvent, ex-
cepté dans le cas oii la valeur de E serait déjd trés-considérable, a
cette valeur de A, ainsi corrigée, correspondra enti¢rement la méme
valeur de B obtenue au moyen de la valeur approchée de A; de
sorte que la répétition du calcul sera inutile. Au reste, on a & peine
besoin d’avertir que si par hasard on connait de quelque autre ma-
ni¢re que ce soit une valeur approchée de B (ce qui aura toujours
lieu toutes les fois que devant calculer plusicurs positions peu
distantes F'une de I'autre, 'une ou lautre est déji déierminée), il
faudra se servir d’abord de cette valeur dans la premiére approxi-
mation ; de cette maniére, le calculateur adroit n’aura le plus souvent
besoin de refaire le calcul qu'une fois. Nousavons pu obtenir cette
prompte approximation parce que la différence de B avec I'unité est
seulement une (uantité du quatri¢me ordre, multipliée en outre -par
un coeflicient numérique trés-petit ; on peut donc maintenant-com-
prendre l'a\anlagc qu’on se préparait en introduisant les quantités

E—sinE, ;— '10 E+ msan a la place de Eect de sinE.
40

Puisque pour la troisidme opération, c’est-a-dire la détermination
de 'anomalie vraie, l'angle E lui-méme n’est pas demandé, mais
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seulement tang % E ou plut6t log tang ;‘; E, on pourrait facilementréunir

cetie opération & la seconde si notre table fournissait immédiatement
1
tang - E

/A
quantité du second ordre. Nous avons préféré cependant disposer notre
table d'une maniére quelque peu différente & I'aide de laquelle, quoi- -
que ayant moins d’extension, nous pourrons interpoler 'une maniére
beaucoup plus commode. En écrivant, par abréviation, T ala place de

15(E—sinE) N -
O FSnE donnée dans larticle 37,

le logarithme de la quantité qui difietre de Funité d'une

1
tang’-2— E, lavaleurde A =
se change facilement, en

T-—-T’—l— T'-—-——T‘-{- ’1“ ..ele,

’

R I T z__ s 1.2 Th— ... ete.
1 151+25T 35T—|~45T ete

A=

dans laquelle la loi de formation des termes est facile.
En dé\'cloppant en séries, on déduit de 1a

A A sy 1896 ., owTm
T ‘H'ns +*~20 * s30s3 Mt s Attt

En posant done, % =1 --g- A 4-C, C sera une quantité du qua-

tritme ordre, laquelle est contenue dans notre table; nous pour-
rons immédiatement passer de A & v par la formule,

v tang 1w
A 2

1—3A e V(l—~A+C)

en désignant par ¢ la constante i’iﬁ De cettc maniére nous
obtenons en méme temps une formule trés-commode pour le rayon
vecteur. On trouve en eflet (art. 8, VI),

1 4
*_ [ —
gcos 2[: B 7 B ({ 51\ + C)q

cotgy  (+Teos'so (1 FA 4 CJeos g

r=
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Il ne reste plus maintenant qu’a réduire aussi en un algorithme
plus rapide le probléme inverse, cest-d-dire déterminer le temps
d’aprés I'andmalie vraie; & cet eflet, nous avons ajout¢ A notre table
une colonne nouvelle relative A T. On calculera donc d’abord T, au

moyen de v, par la formule

1
T= lanO’ = v,
+
on extraira ensuite de notre table, au moyen de I'argument T, A et
log B, ou (ce qui est plus exact, et méme aussi plus commode), G et
log B, et de 12: A par la formule A = d +2) T, on obtiendra cnfin ¢,
14+ 5 T
A Yaide de A et B, par la formule [1], art. 37. Si Yon veut aussi em-
ployer ici la table Barkérienne, qui cependant dans ce probléme in-

verse est d'un moindre secours pour le calcul, on n’a pas besoin de
recourir & A, mais on a aussitét

tang é w=1lang % v -71+—27—,
(1 +357)

et de JAle temps ¢, en multipliant le mouvement moyen qui corres-
pond, dans la table Barkérienne, 4 Fanomalic vraie w, par la quan-

tite B,
[+ 3
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Nous avons annexé¢ 3 cet ouvrage la table (table 1) que nous avons
décrite jusqu'ici, en lui donnant une éiendue convenable. La premiére
partie concerne sculement Yellipse; nous expliquerons plus loin
I'autre partie, qui se rapporte au mouvement hyperholique. L'argu-
went de la table, qui est la quantité A, est donné de millitme en
millitme depuis 0 jusqu'a 0,300; en regard se trouvent logB et G
exprimés en 10000000™<, c'est-a-dire qu’il faut sous-entendre sept
figures décimales dont les premitres, qui précédent les chiflres si-
goificatifs, sont supprimées; la quatritme colonne donne enfin la
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quantité T calculée dabord avec cinq décimales et ensuite ayec six,
précision qui suflit largement, puisque cette colonne sert seulement
pour avoir les valeurs de log B et de G qui correspondent & P'argu-
ment T, toutes les fois que, d'aprés la méthode donnée dans Particle
précédent, on veut obtenir ¢ d'aprés v.

Puisque le probléme inverse, qui se présente beaucoup plus fré-
quemment dans la pratique, ¢'est-2-dire, déterminer v et r connaissant
le temps ¢, doit ¢tre entidrement résolu sans le secours de T, nous
avons micux aim¢ prendre A pour argument de notre table que T,
qui, sans cela, et ét¢ un argument presque aussi convenable, et,
de plus, aurait facilité tant soit peu la construction de la table. 1l ne
sera pas inutile de prévenir que tous les nombres de la table ont
d’abord ¢t¢ calculés avec dix décimales, et par suite qu'on peut se
fier en toute sireté aux sept chiffres que nous donnons ici; mais nous
ne pouvons mnous arréter ici aux méthodes analytiques employées
pour ce travail, parce qu'un développement convenable de ces mé-
thodes nous détournerait trop de notre sujet. Enfin, I'étenduc de
la table suflit pleinement pour tous les cas olt I'on se sert de la mé-
thode exposée jusqu'ici, puisque au deld de la limite A =0,3, &
laquelle répond T = 0,392374 ou E = 6A° 7' on peut, ainsi qu'onI'a
vu plus haut, s’abstenir facilement des méthodes artificielles. )

43

Pour éclaircir davantage les recherches précédentes, nous ajoutons
un exemple de calcul complet de la détermination de I'anomalie vraie
et du rayon vecteur connaissant le temps ¢, exemple pour lequel
nous reprenons les données de P'art. 38. Nous supposons donc
¢=0,96764567, logg=9,7656500, t = 63,54400, d’olr nous dédui-
sons d’abord les constantes log 2 =0,3052357, log {=28,2217364,
log v =0,0028755.

On a d"apres cela, log 2t =2,1083102 auquel répond, dans la table
de Barker, la valeur approchée de w = 99°6¢', d'oit Y'on déduit A =
0,022926, et a I'aide de notre table, log B = 0,0000040. De I3, I'ar-

gument corrigé, avee lequel il faut entrer dans la table de Barker,
atl

devient log 5= 2,1083062, auquel correspond tw = 99°6'13",14.

) Le calcul ultérieur se fait ensuite de la maniére suivante :



54 LIVRE 1, SECTIOX I.

logtang® w. .. 0,138593% logtlang .. .ovoovvts 0,0692967

logB....... 8,2217364 logy...... Cerraeeaeas 0,0028755

l0gA. . .... .ms 1 comp'log{l—% A 4-C).. 0,0050143

: A =0,02292608 logtangfv............ 0,0761865

log B est d’aprés cela, le méme $ v =50°0'00"
que précédemment ; - v = 100° 0°00”
logg...coovviiian., 9,7656500
€= 0,0000212

1—3A4-C= 0,9816833 2comp'logcosiv. ... ... 0,3838650

14-+A4-C= 1,0046094 log(1—$A4-C)....... 9,9919714
comp‘log (1 -}-1A4-C)... 9,9980028

T 0,1394892

Si I'on négligeait entiérement dans ce ealeul le facteur B, Fanoma-
lie vraic se trouverait sculement affectée (en exces) de la petite er-
reur 07,1,

44

Nous pourrons terminer plus bri¢vement le mouvement hyperbo-
lique, puisqu’il peut étre traité par une méthode entidrement ana-
logue & celle que nous avons exposée jusqu'a présent pour le mou-
vement elliptique. Nous présentons I'équation entre le temps ct la
quantité auxiliaire u sous la forme suivante :

tg 1y, 9 1, 9\(1 1 _
(e—l)[%(u-—a) +F) log u] 4+ (m +Ec) [§ (u—l—‘)—logu] =
e—1\ 2
“(T)
dans laquelle les logarithmes sont hyperboliques,
A 1 9
‘:)-—0— (u —'l—l)—'—‘l—(—)-logu
une quantité du premier ordre; et

% (u — %) ~logu

une quantité du troisi¢me ordre, du moment que Fon considére log 1i
comme une petite quantité du premier ordre. En posant donc :
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1 n 1 n,9
G[Q(H—E)—logu]——AA %(u—;)-fmloou“‘} .
1 1\, 9 T 9/ -
3ot )+ 1 g

* A sera une quantité du second ordre, et B différera de Yunité d'une
quantit¢ du quatritme ordre. Notre équation prend alors la forme
suivante :

2 B[*Z(e— i)A’f + %(l + 9e)A-2-]:1.-,-(‘-’ = ') :

¢quation entitrement analogue & I'équation {1] de Tart. 37.

. . o fu—h\* ,
En posant’ ensuite (~—-—) =T, T sera du second ordre, ci Fon

u-f-1
trouvera par la méthode des développements en séries,
A 1896 28741

A Ai» i ? S 3 s $
7= T30 i — it EEnt’ — mmis Tt

.. elec.

(’est pourquoi, en posant f—}‘ =1 ’?}’\ -+ G, G sera une quantité

du quatri¢me ordre, et I'on aura A = ~(1—+9[')—T . De Péquation ViI,
1—=T
5

art, 21, on déduira enfin facilement, pour le rayon vecteur,
4 .
( L+ A c) q

d ! 1 1 1
L o | _ T
(1 —T)cos Y (l 5 A4 C)cos 3"

4B

La seconde partie dela prémiére table annexée & cet ouvrage con=
cerne le mouvement hyperbolique, ainsi que nous Tavons déja dit,
ct donne, d'aprés argument A (commun aux deux parties de la
table), lc logarithme de B et la quantité G avec sept figures décimales,
(les chiflres précédents étani omis), mais la quantité T avec cing, et
ensuite six chiffres décimaux. Cette seconde partie s’étend, comme
la premiére, jusqu'a A = 0,300, ‘auquel correspond T = 0,241207,
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u = 2,930 ou = 0,341, F = === 62° 19'; une plus grande étendue
¢t été superflue (art. 36).

Yoici maintenant l'ordre du calcul, soit pour la détermination du
temps d’aprés I'anomalie vraie, soit pour la détermination de I'ano-
malie vraie d’aprés le temps. Pour le premier probléme, on a T par

la formule T = + i tang? 1 5 U5 au moyen de T, notre table donnera

logB et G, doi I'on déduira A = E_—(}%I; dela enﬁn, ontrouvera
: 1— 5 T

‘t par la formule [2] de Iarticle plécédent
Dans le probléme inverse, on calculera d’abord les logarithmes

des constantes .
- i .9
o = N >

p_ﬁe—ﬁ
149’
5e+5
= Viroe

On déterminera alors A, au moyen de {, entitrement de la méme
mani¢re que dans le mouvement elliptique; c’est-a-dire que par
le fait, Fanomalie vraie to correspondra, dans la table de Barker, au

atl . .
mouvement moyen 4, et qu’on doit avoir A =§ tang* % w; on ob-

tiendra d'abord la valeur approchée de A en négligeant le facteur B
ou en employant sa valeur estimée, si 'on en a les moyens; de la
notre table fournira une valeur approchée de B avee laquelle on re-
commencera le calcul ; la nouvelle valeur de B ainsi trouvée souflre
rarement une correction sensible, et il n’est pas alors nécessaire
de refaire le calcul. Au moyen de la valeur corrigée de A, on déduit
G de la table, aprés quoi I'on a

ylang—w (i-l—éA—I-C)q
._._____., r= .
(11 ) .1
v‘_l__gA,{_c \i_ 5A—}-C cos’ 5 v

Il est évident, d'aprés cela, qu'il n’existera enti¢rementaucune dif-

langévz
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ference entre les formules relatives au mouvement elliptique et celles
relatives au mouvement hyperbolique, pourvu que, dans le mouve-

ment hyperbolique, nous traitions §, A et T comme des quantités
négatives.- .

40
11 ne paraitra pas inutile d'éclaircir aussi par quelques exemples
le mouvement hyperbolique ; itous reprenons, dans ce but, les nom-
bres des articles 23 a 26.
1. Soient e =14,2618820, log ¢ = 0,0201657, v —=18° 51’ 00”; on
demande le temps {; nous avons

2lo"lang fo.....0. 8,4102048 logT...... eeenes e 1,5038378

je—1 | oy 10g(14C)..u....e.. . 0,0000002

log e—l—i "'M C.log(1—4T)..... ... 0,0011099
108 T e e eens ... 1,5038375

logA.ootiivnenona. . 7,5049876
T = 0,00319034 :

log B = 0,0000001
C = 0,0000005

2B(1+9
8 2By - 23800444 log B(m"'" 2 (e_‘) .. 2,8843582
Ve ) o
logA’ ...... coo.. 87524738 logAi........ Ceriane 6,2574214
log 13,7758% =" . 1,1301182  l0g0,A38605=.. ... .. 9,1417706
0,13861 :

1301488 =+,

11. e et g conservant les mémes valeuts que précédemment, on
demande v et r, connaissant ¢ = 65,41236 ; nous trouvons pour loga-
rithmes des constantes

log a = 9,9758345
log § = 9,0251649
log v = 9,9807646

On a ensuite, logat = 1,7014943, d'ol I'on trouve au moyen de
la table de Barker, une valeur approchée de w = 70°31' h4", et de
la, A= 0,052983. A cette valeur de A correspond, dans notre table,

logB = 0,0000207; d'oir log 5 =1,7014736, et la valeur corrigéo
b
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de w = 70° 31' 36",36. Les autres opérations du calcul se font comme
il suit :

2logtang tw.. ... 9,6980398 loglanglw........ 9,8494699
logB.......... 9,0231649  logy. ....o....... 9,9807646
10gA- e nnn.. 87241047  +¢108(1-+34+C).. 9,9909602

A=....... 0,05297941 logtangiv........ 9,8211947
log B comme précédemment; - 1v=23331'30",02
C = 0,0001252 v =67 03 00 ,04

A4 2AFC=1,0425085 10gg......un.n... 0,0204657

1—31AC=0,989329% 2c'logcosiv. .. ... 0,1580378
log(1 44 A 4C)... . 0,0180796
clog(1—1A4C).. 0,0045713

|1 0,2008344

Les valeurs que nous avons précédemment trouvées (art. 26),
v=67°2'59",78 et logr=0,2008541, sont moins exactes; et I'on
devrait trouver exactement v=67°3'00",00, valeur supposée avec
laquelle celle de ¢ a été calculée, au moyen des grandes tables.
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DEUXIEME SECTION.

RELATIONS CONCERNANT UNE SEULE POSITION DANS L’ESPACE.

A7

Dans la premitre sectiop du mouvement des corps célestes dans
leurs orbites, il n’a pas été question de la position que ces orbites
occupent dans I'espace. Pour que cette situation soit déterminée de
maniére que I'on puisse assigner les positions relatives des corps
célestes avec n'importe quels autres points de I'espace, il faut évi-
demment connaitre non-seulement la situation du plan de Yorbite
par rapport & un certain plan déterminé (par exemple, le plan de
lorbite terrestre ou V'écliptique), mais encore la position de I'apside
dans ce plan. Comme ces positions sont le plus facilement établies
par la trigonométrie sphérique, nous imaginons une surface sphérique
d'un rayon arbitraire, décrite autour du Soleil comme centre et dans
laquelle tout plan passant par le Soleil détermine un grand cercle, et
toute droite menée par le Soleil détermine un point, Nous menons
aussi par le Soleil des plans et des droites paralléles aux plans et aux
droites ne passant pas par le Soleil, et nous concevons les grands
cercles et les points qui en résultent dans la sphére céleste comme
correspondant & ces plans ct & ces droites; la sphére peut aussi étre
supposée décrite avec un rayon infiniment grand sur laquelle les
plans paraliéles et les droites paralléles sont représentés de la méme
maniére. :

A moins donc que le plan de F'orbite ne coincide avec le plan de
I'écliptique, les grands cercles qui correspondent & ces plans (grands
cercles (ue, pour plus de simplicité, nous nommerons orbite ct
écliptique) se coupent en deux points que l'on appelle neeuds;
I'astre, considéré comme vu du Soleil, traversera, & I'un des neeuds;
I'écliptique en allant de la région sud vers la région nord, et & I'autre,
en allant de la région nord dans la région sud; le premier s'appelle
neud ascendant, et le second neud descendant. Nous déterminons la
position des nceuds dans I'écliptique par leur distance a I'équinoxe
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vernal moyen (longitude) comptée suivant I'ordre des signes. Soit
dans la figure 4, {2 le nceud ascendant, AQB une portion de I'éclip-
tique, GQD une partie de Y'orbite; le mouvement de la Terre et celui
du corps céleste ayant lieu dans des directions allant de A vers Bet de
C vers D, il est évident que Y'angle sphérique formé par QD et QB
peut croitre depuis 0° jusqu'a 180°, mais jamais aller au dela puis-

- que § cesserait alors d'¢tre le neend ascendant ; nous appelons cet
angle I'inclinaison de Uorbite sur I'écliptique. La position du plan de
Yorbite étant déterminée par Iz longitude du necud et I'inclinaison de -
I'orbite, il ne reste plus & connaitre que la distance du périhélie au
neeud ascendant, distance que nous comptons dans la direction méme
du mouvement, et par suite.que nous considérons commme négative
ou comprise entre 180 et 360°, toutes les fois que le-périhélie est
situé dans la région sud de I'écliptique. 1l faut encore noter les con-
ventions suivantes : La longitude d’un point quelconque sur le cercle
de V'orbite est comptée & partir d’un point situé sur I'orbite, en ar-
ri¢re du neeud et A une distance égale & celle dont le point équi-
noxial vernal est en arri¢re du méme neeud sur I'écliptique; d’aprés
cela, la longitude du périhélie est 1a somme de la longitude du nceud
et de la distance du périhélie au necud; et la longitude vraie d'un
astre, dans lorbite, est la somme de I'anomalie vraie et de la longi-
tude du périhélic. On nomme enfin longitude moyenne la somme de
Ianomalie moyenne et de la longitude du périhélie; cette derniére ne
peut évidemment s’appliquer qu’aux orbites elliptiques.

A8

Afin qu'on puisse donc assigner la position d'un corps céleste dans
I'espace & un moment donné, il faut connaitre, pour une orbite
elliptique, les quantités suivantes :

I. La longitude moyenne & partir d’'un instant quelconque arbi-
traire que I'on nomme l'époque; la longitude elle-méme est aussi
désignée quelquefois par le méme nom. Le plus souvent on choisit
pour époque le commencement d'une certaine année, c’est-d-dire le
midi du 1° janvier pour une année bissextile, ou le midi du 31 dé-
cembre précédent pour une année commune.

1. Le mouvement moyen dans un certain intervalle de temps,

par exemple dans un jour solaire moyen ou dans 365 jours, dans
365 jours { ou 365,25 jours.
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III. Le demi-grand axe; qui peut en vérité étre omis, toutes les
fois que 1a masse du corps est connue ou peut étre négligée, puisqu’il
est déja donné par le mouvement moyen (art. 7); on a cependant
coutume de donner I'un et V'autre pour plus de commodité.

IV, L'excentricité.

V. La longitude du périhélie.

VL. La longitude du neud ascendant.

VIL. L'inclinaison de 'orbite.

Ces sept quantités sont appelées les éléments du mouvement de
Yastre.

Dans la_parabole et 'hyperbole, on se sert de I'époque du passage
au périhélie & Ja place du premier élément; 4 la place de 11, on donne
les quantités qui, dans ces sortes de sections coniques, sont analogues
au mouvement moyen diurne. (Voy. art. 19; dans le mouvement hy-
perboliquelaquantitéXkb—%, art. 23.) Dans I'hyperbole’ les autres
¢léments peuvent étre conservés les mémes; mais dans la parabole,
ot le grand axe est infini et 1’excentricité=1, on considérera la
distance périhélie & la place des éléments 11T et 1V.

49

Selon la maniére habituelle de s’exprimer, I'inclinaison del'orbite,
que nous comptons depuis zéro jusqu'a 180°, s'étend seulement jus-
qu'a 90°, et si 'angle formé par I'orbite avec 'arc QB (fig. 1), dépasse
un angle droit, I'angle de I'orbite avec I'arc QA (qui est son complé-
ment & 180°) est considéré comme Vinclinaison deI'orbite; dans un
tel cas il est alors’convenable d’ajouter que le mouvement est rétro-
grade (comme si, dans notre figure, EQF représentait une partie de
l'orbite), afin de le distinguer de I'autre cas, oti le mouvement est
appelé direct.

La longitude dans I'orbite est ordinairement comptée de maniére
qu'au ncud elle s'accorde avec la longitude de ce point dans I'eclip-
tique, mais décroisse dans la direction QF; c'est pourquoi le point
initial A partir duquel les longitudes sont comptées contrairement &
I'ordre du mouvement dans la direction QF, est autant distant du
point Q que I'équinoxe vernal est distant du méme point dans la di-
rection A. Dans cé cas la longitude du périhélie sera donc la longi-
tude du necud diminuée de la distance du périhélie au neeud. De la
sorte, I'une de ces manitres de compter est aisément convertie en
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I'autre; mais nous avons préféré la notre, afin que nous puissions né-
gliger la distinction entre.le mouvement direct et le mouvement ré-
trograde et employer toujours pour, I'un et Fautre cas les mémes for-
mules, lorsque la définition habituelle exige souvent de doubles
principes.

50

Le procédé le plus simple pour déierminer, relativement & P'éclip-
tique, la position d'un point quelconque sur la sphére céleste, s'obtient
par sa distance & I'écliptique (latitude), et la distance au point vernal
du point de rencontre de l'arc perpendiculaire abaiss¢ du point
considéré sur V'écliptique (longitude). La latitude comptée de part et
d’autre de I'écliptique jusqu'a 90°, est regardée comme positive dans
la région boréale et comme négative dans la région australe,

Soient A la longitude et B la latitude qui correspondent au lieu
héliocentrique du corps céleste, c’est-i-dire 4 la projection sur la
sphére céleste de la droite menée du Soleil & I'asire; soient ensuite u
la distance du lieu héliocentrique au nceud ascendant (on.la nomme
V'argument de la latitude), i Yinclinaison de I'orbite, § la longitude
du neeud ascendant ; il existera entre les quantités i, u, §, A—§ qui
seront des éléments d'un triangle sphérique rectangle, les relations
suivantes que I'on tronve facilement sans aucune restriction ¢

L tang (2 — §J) = cositangu

IL tangB=tangisin(» — Q)
1. sin =sin? sinu

V. cosu=cosf cos(} — Q).

Quand i et u sont les quantités données, A — § s'en déduisent A
I'aide de I'équation 1, et ensuite 3 au moyen des équations 11 ou III,
si toutefois 8 n’approche pas trop prés de == 90°; on peut, si cela con-
vient, employer la formule IV & confirmer I'exactitude du calcul. Les
formules I et IV montrent en outre que h— § et u sont toujours
compris dans le méme quadrant, toutes les fois que i est compris
entre 0° et 90°; au contraire, 2—Q et 360°— 1 appartiennent au
méme quadrant quand i cst compris entre 90° et 180° ou, selon
Y'usage ordinaire, toutes les fois que le mouvement est rétrograde :
de 14 I'ambiguité qui existe dans la détermination de A —  par la
tangente, d’aprés la formule 1, est promptement levée.
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Les formules suivantes se déduisent facilement en combinant les
premiéres :

V. sin (¥ — X <4~ Q)= 2sin? %»i sinu cos(A — Q)
- VI, sin{u— X4 Q):lang%isinpcos()\—g)

VIIL sin{fu—2 4 Q) =tang %i tangBcosu

A{LIN . sin(u4-2 — Q):%cos’%i sinu cos(A — Q)

IX. sin(u+l-—Q):colang%isinpcos()‘—g)

X. sin{u -} A — Q) = cotang % i tang B cosu.

L'angle u — - Q, toutes les fois que i est plus petit que 90°, ou
u -} h—Q, toutes les fois que i dépasse 90° est, d’aprés I'usage ordi-
naire, appelé la réduction @ Vécliptique ; il est en effet, 1a différence
entre la longitude héliocentrique ) et 1a longitude dans Y'orbite qui
est sclon cet usage Q=tu (d'aprés le nbtre Q - u). Toutes les fois
que l'inclinaison est petiie ou peun différente de 180°, cette réduction
peut &tre considérée comme une quantité du second ordre, et dans
ce cas il sera certainement préférable de calculer d’abord § par la
formule 111, et ensuite X par VII ou X; de cette manitre il sers permis
d'atteindre une précision plus grande que par la formule 1.

Si I'on abaisse une perpendiculaire de la position du corps céleste
dans I'espace sur le plan de Fécliptique, la distance du point d'in-
tersection ad Soleil est appelée la distance raccourcie. En la désignant
par r', le rayon vecteur aussi par r, nous aurons

N r' =rcosf.
B

Comme exemple, nous continuerons plus avant, le calcul commencé
dans les articles 13 et 14, dont la planéte Junon nous avait fourni les
nombres.

Nous avons trouvé ci-dessus I'anomalie vraie 315°4'23",02, le
logarithme du rayon vecteur 0,3259877; soient maintenant,
i=13°6'44",10, la distance du périhélie au neud = 244°10' 20”,57,
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et par sie u =196*11’ 43",59; soit enfin Q -= 171° 7' 8",73. De
14 nous avons :

logtangu......... 9,4630373 logsin(2.—Q).... 9,4318691n
logcosteo.oovunu 9,9885266 logtangi........ 9,3672303
logtang(A—Q). ... 9,4518839 logtangB........ 8,8020996n -
A — Q =193°47'40",28 ) B=—3-37'40",02
A= (35528,98 "logcosB......... 9,9991289
logr........ue 0,3239877 logcos(A—9) ... . 9.9832852n
logeosB......... 9,9991289 mn
logr'e...oveunnn. 0,3251166 lo"cosu. Ceeeaans 9,9824141n

Le calcul, d’aprés les formules 111, \'ll, se ferait de la maniére
suivante :

logsinu..... co.. 9,4438714n logtangii....... 9,0605259
logsini.......... 9,3557570 logtangB........ 8,8020995n
logsinB . ........ 8,80123845 10808 ..o oo 0982414 n

B==— 33740702 logsin(u —A4Q). 7,8419395
u—A4 Q= 024 3,34
A — Q=195 47 40,23

52

En considérant i et u comme des quantités variables, la différen-
tiation de I'équation 111, article 50, donne

colang Bdf —colang i di -} cotangudu;
ou

XIL. dp = sin (A — Q)di -}-sini cos (A — Q)du.
De méme, en différentiant I'équation I, nous obtenons .

COSl
’ﬁ
Enfin, par la différentiation de I'équation XI, il vient

XIL dp—Q)=— tangBcos(r — Q)i +—

dr' = cos Bdr — rsin 8dB, -
ou
dr' = cosBdr — r sin sin (. — Q)di — r sin 3sin? cos (» — Q)du.

Dans cette dernitre équation les termes qui contiennent di et du
doivent étre divisés par 206265", ou les autres termes &tre multipliés
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par ce méme nombre, si les variations de t et u sont supposées ex-
pnmécs en secondes,
55

.

La situation d’un point quelconque dans I'espace est déterminée le
plus commodément par ses distances A trois plans se coupant 4 angles
droits. En prenant le plan de I'écliptique pour 'un de ces plans, et
en désignant par z la distance du corps céleste & ce plan, prise posi-
tivement dans la partie boréale et négativement dans la partie aus-
trale, nous aurons évidemment z =y’ tang@ =r sin@ = r sini sinu.
Les deux autres plans, que nous supposons aussi menés par le Soleil,
projetteront des grands cercles sur la sphére céleste, qui couperont
I'écliptique & angles droits et dont les pdles seront par suite situés
dans I'écliptique et distants 'un de I'autre de 90°. Nous appelons
pole positif, celui, de chaque plan, situé du coté ou les distances sont
considérées comme positives. Soient, d’aprés cela, N et N+ 90° les
longitudes des poles positifs, et supposons que les distances aux plans
auxquels ils correspondent respectivement, soient désignées par & et
y. On apercevra alors facilement, que I'on a

x:r'cos().—N):rcosﬂcOS(l—.g)cos(N—Q)+rcos[3.sin(l—Q) sin(N—)
y=r'sinA—N)=r cosBsin(A—§2) cos(N—Q)—r cospcos A—QQ) sin(N-—€3)

relations qui se changent en

z==rcos{N— Q) cosu -} rcosisin(N— ) sinu
y=rcosi cos{N— Q) sinu—r sin(N— Q) cos u.

- Cest pourquai,'v si le pole positif du plan des & est placé dans le
nceud ascendant lui-méme, de sorte que N = Q, nous aurons entre
les coordonnées x, y, z les expressions les plus simples,

T =rcosu
y=xrcosisinu
z=nrsini sinu,

Mais si cette supposition n’a pas licu, les formules données ci-
dessus acquerront cependant une forme presque aussi commode par
Vintroduction de quantités auxiliaires a, b, A, B déterminées de telle
sorte que I'on ait
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cos{N — Q) =asinA
cost sin(N — Q) == acosA
—sin{N— Q) ="5sinB
cosi cos(N— ) = b cosB,

(voyez art. 14, 1I). On aura alors évidemment,

z==rasin(u -} A)
y=rbsin(u -} B)
s==1rsin?sinuv,

b4

Les relations du moivement par rapport & I'écliptique expliquées
dans larticle précédent, existeront évidemment encore quoiqu’on
substitue tout autre plan & I'écliptique, pourvu que la position du plan
deYorbite par rapport i ce nouveau plan soit connue; mais alors les
expressions de longitude et de latitude devront étre supprimées. Cest
pourquoi se présente de lui-méme le probléme : De la position connue
du plan de Corbite et d'un autre nouveau plan, par rapport a Uéclip-
tique, déduire la position du plan de Uorbite, par rapport a ce nouveau
plan. Soient nQ, QQ', nQ' les parties des grands cercles que le plan
de I'écliptique, le plan de I'orbite et le nouveau plan déterminent dans
la voiite céleste (fig. 2). Pour que I'inclinaison du second cercle sur
le troisi®me et la position du neeud ascendant puissent étre assignées,
sans ambiguité, on devra choisiv dans le troisi¢éme cercle I'une ou
I'autre direction comme étant analogue A celle qui dans I'écliptique
est suivant I'ordre des signes; soit, dans notre figure, cette direction
représentée de n vers Q.

11 sera en outre nécessaire de considérer 'un des deux hémisphéres
que le cercle n§Q' sépare, comme étant analogue & 'hémisphére boréal
et Pautre & I'hémisphére austral; ces hémisphéres sont par le fait
déja distincts, puisqu’il est toujours regardé comme boréal, celui situé
A droite pour qui marche en avant suivant I'ordre des signes (*).
Dans notre figure, alors, §, n, §' sont les nceuds ascendants du se-
cond cercle sur le premier, du troisi¢me sur le premier et du second
sur le troisiéme; 180—nQQ', Qnsd’, n$Q'Q lesinclinaisons du second
sur le premier, du troisitme sur le premier et du second sur le troi-

(") Cest-a-dire, dans Yintérieur de la surface de la sphére que notre figure repré-
sente.
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sitme. Notre probléme dépend donc de la solution d'un triangle sphé-
rique dans lequel, d’un c6té et des angles adjacents on veut déduire les
autres parties. Noussupprimons, comme suffisamment connus, les prin-
cipes ordinaires enseignés pource cas, danslatrigonométrie sphérique;
mais dans la pratique on emploie plus facilement une autre méthode,
déduite de certaines équations, que I'on chercherait vainement dans
nos ouvrages trigonométriques. Voici ces équations, dont nous nous
servirons fréquemment dans la suite : a, b, ¢ désignent les ¢otés du
triangle sphérique et A, B, G les angles qui leur sont respectivement
opposés : : '

sini(b —0) sian(B—C)

sin>a cos— A
2 2
sin l(b +¢) cosl(B—C)
iL. 2 - 2

.1 .
sin-a sin-A
2 a

cos~(b—c) sin-(B-}-C)
2 2
Il - = -
cos —a cos— A
2 2

cos—(b4¢) cos=(B+C)
Iv. 2 =

1 . 1
cos —a sin—A
2 2

Quoiqu'il soit convenable, afin d'¢tre plus concis, de passer ici la
démonstration de ces formules, chacun pourra aisément les vérifier
pour les triangles dans lesquels ni les c6tés ni les angles ne dépassent
180°. Mais si la forme d'un triangle sphérique est concue dans sa
plus grande généralité, de sorte que ni les cotés ni les angles ne
soient restreints & aucune limite (ce qui ofire plusicurs avantages
remarquables, mais exige certains éclaircissements préliminaires),
des cas peuvent exister ot il est nécessaire de changer le signe de
toutes les équations précédentes; mais puisque les mémes signes
sont évidemment rétablis aussitét qu’un des angles ou Fun des cotés
est augment¢ ou diminué de 360°, on pourra toujours conserver en
toute siireté les signes tels que nous les donnons, soit qu'étant
donnés un cbté et les angles adjacents, ou un angle et les cotés adja-
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cents, on demande les autres parties; toujours, en effet, on obtiendra
par nos formules, ou les valeurs cherchées elles-mémes, ou des valeurg
différant de 360 des véritables, et par conséquent équivalentes &
celles—ci. Nous réservons pour une autre occasion une explication
Plus compléte de ce sujet, parce que 'on pourra facilement, par une
induction rigoureuse, c'est-a-dire au moyen d'une compléte énumé-
ration de tous les cas, prouver que les principes que nous établissons
par ces formules, tant pour la solution de notre probléme que pour
("autres questions, conviennent en genéral dans tous les cas.

55

__ En désignant, comme ci-dessus, la longitude du neud ascendant

de Yorbite sur I'écliptique par Q, Tinclinaison par i; ensuite la lon-
-gitude du neud ascendant du nouveau plan relativement & I'éclip-
tique par n, Pinclinaison par ¢; la distance du neud ascendant de
I'orbite, dans le nouveau plan, an neud ascendant du nouveau plan,
dans I'écliptique, par Q' (c'est Varc nQY' dans la fig. 2), I'inclinaison
de Yorbite sur ce nouveau plan par {'; enfin I'arc de Q & Q' selon
la direction du mouvement par 4, les cotés de notre triangle sphé-
rique séront Q — n, Q' A, et les angles opposés i', 180—i, ¢, De 13
on aura, d'aprés les formules de P'article précédent,

sin%i’ sin%(Q’-{-A) =sin-;-(Q—-n) sin%(i—l—e)
sin%i’cosé(g’+ A):cos%(g —n) sin%(i—e)
cos%i’ sin%(Q’—-—A):sin% (Q—n)cos—:):(i+:)

! 05 (0" — A cos ] il
cos§ccos§(Q—A)_cos2(Q n)cose(z e).

Les deux pfen}iéres ¢équations fourniront -;— (2’4 4) et sin %c’ ; les

deux derniéres,% (§'— 4) et cos % i; de % (' 4) et % (§2'—4) sob-
tiendront Q' et Ar-de sin % i’ ou cos; i’ (dont I'accord servira & con-

firmer le calcul) on déduira ', L’ambiguité, s'il faut prendre;(Q'+ 4)
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et % (Q'— A) entre 0° et 180° ou entre 180° et 360°, sera levée parla

cap e . 1 . 1,..
considération que non-seulement sin §a‘ mais encore cosi i doit étre

positif puisque par la nature des choses i doit toujours étre plus petit
" que 180,

56

11 ne sera pas inutile @'éclaircir par un exemple les principes pré-
cédents. Soient Q —172°28'13",7, i— 34" 38'1",1; soit ensuite
un nouveau plan parall¢le & I'équateur, et par suite, n = 180°; nous
posons I'angle ¢, qui sera Pobliquité de I'écliptique — 23° 27’ 65",8

Nous avous d'aprés cela,

Q—n=— 7°31'16",3 HQ—n)=— IASHI",13

t4e= 580356 .9 Hide)= 20 258,48

t—e= 1110 5,3 - Hi—e)= 535 2,63
logsind(Q—n)..... 8,8173026n logcosi(QQ —n). ... 9,9990618
logsini(s4-¢)...... 9,686248% log sini(i—cz)..... 8,9881403
logcosi(ite)...... 9 ;0416108  logcosi(i—e). . ... 9,9979342
Deld ona

log sin & 7sin (014, 8,5035510n logcosii'sini(Q'—A). 8,7589134n
log sin 1’ cos$(§2'-}-4). 8,9872023 logcosii'eosi(Q'—A). 9,9969960

doit 3(Q'48)=341"49'19"01 doir L(Q'— 8)=336°41'31",43

logsinii...... e.ne 9,0094368 logcosit......... 9,9977202
Nous obtenons ainsi
1
3 " =BUSELAS,  §=1104352",89,

§Q'=338°30'50",43, A—=—14"52'12",42,

Du reste le point n correspond évidemment dans la sphére céleste
a I'équinoxe d’automne; cest pourquoi, la distance sur I'équateur
du neeud ascendant de I'orbite A 'équinoxe vernal (son ascension
droite) sera 158° 30' 50",43.

Afin d’éclaircir I'article 53, nous continuerons encore plus lom
cet exemple et nous développerons les formules relatives aux coor-
données qui se rapportent aux trois plans passant par le Soleil, dont
un est supposé paralltle A I'équateur et les poles positifs des deux
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autres situés par 0° et 90° d’ascension droite; soient respectivement
, y, z les distances a ces plans. '

Si maintenant les distances du lieu héliocentrique dans la sphére
céleste aux points §, §2', sont en outre respectivement désignées par
u, o', on aura o' =u—A=u 414°52'12",42, et les quantités qui,
dans Yart. 53, sont désignées par i, N— §, u, le seront ici par {,
180 — ', u'. De cette maniére, on trouve par les formules données
dans ce paragraphe :

logasinA........ 9,9687197n logbsinB........ 9,5638038

logacosA.. ..... . 9,5546380n logbcosB...... .. 9,9595519n
d’olt A=248"55'92",97 d'ou B — 158°5'54",97
loga,........... 99987923 . logb........ e oo 9,9920848

Nous avons donc

& == ar sin (W’ -} 248°55'22",97) = ar sm(u -} 263°47'35",39)
y = brsin(v’ |- 158 B 5§ ,97) = brsin(u -} 172 58 7 ,39)
s =crsiny =crsin(u-} 145212 ,12),
dans lesquelles
. log e = log sini’ = 9,3081870.

Une autre solution du probléme traité ici se trouve dans « Von
Zaclk's Monatliche Correspondenz,» B. IX, S. 385.

b7

La distance d’un corps céleste & un plan quelconque passant par le
Soleil pourra done &tre réduite & la forme kr sin (v4-K), en dési-
gnant par v 'anomalie vraie; et k sera le sinus de I'inclinaison de
Torbite sur ce plan, K Ia distance du périhélie au neud ascendant
de Vorbite dans le méme plan. Tant que la situation du plan de
Porbite et de la ligne des apsides dans ce plan, et aussi la position
du plan auquel les distances sont rapportées peuvent étre considé-

- rées comme constantes, k et K seront aussi constants. Cependant
cette méthode sera fréquemment mise en usage dans tel cas, oit au
moins la froisiéme supposition ne sera pas permise; quoique les per-
turbations qui affectent toujours quelque peu la premiére et la seconde
hypothése, soient négligées. ‘Cela arrivera toutes les fois que les dis-
tances sont rapportées 4 1'équateur ou & un plan toupant I'équateur
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i angle droit en une ascension droite donnée : comme, en effet, en
raison de la précession des équinoxes et en outre de la nutation, la
position de I'équateur est mobile (si Fon considére la position vraic
et non la position moyenne), k et K seront aussi, dans ce cas, sujets
& des changements lents, il est vrai. Le calcul de ces variations peut
~ étre résolu par des formules différentielles obtenues sans difliculté;
mais ici, pour plus de britveté, il doit suffire d’ajouter les variations
différentielles des quantités ¢/, Q', A, en tant qu’elles dépendent des
variations de Q—u et de =:

di' = sinz sin Q'd(§) — n) — cos Q'de

.__ sinicosA sinQ)'
dga= sin? AR —n) + }angi’d°

__sinecosQy’ sin §’
dA-—————s'i‘rTi'——d‘Q—ﬂ)-l- de.

sin?’

Du reste, toutes les fois qu'il s'agira seulement de calculer plusieurs
positions d’'un corps céleste relativement 2 de tels plans variables,
positions qui embrassent un intervalle de temps médiocre (une
année, par exemple), il sera, le plus souvent, beaucoup plus commode
de calculer les quantités a, A, b, B, cet G pour deux époques entre
lesquelles tombent celles considérées, et de déduire de ces quantités,
par une simple interpolation, leurs variations pour chacune des
époques propostes.

o8

Nos formules pour les distances & des plans donnés contiennent v
et r; toutes les fois qu'il faut d’abord déterminer ces quantités
d'aprés le temps, on pourra supprimer encore une partie des opéra-
tions et abréger ainsi le travail d’une manitre notable. Ces distances
peuvent, en eflet, étre obtenues immédiatement par une formule fort
simple au moyen de I'anomalie excentrique dans Pellipse, ou de la
quantité F ou u dans I'hyperbole, de sorte qu'on n’a nullement
besoin de calculer I'anomalie vraie et le rayon vecteur. L'expression
kr sin (v 4 K) est en effét changée;

I: Pour I'ellipse, en conservant les notations de I'art. 8; en

ak cos ¢ cosK sinE {- ak sinK {cosE — e}
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En déterminant donc I, L et X par’les équations

ak sinK =IsinL
akcosg cosK =1cosL
—eak sinK = — el sinL =1,

~

notre expression se change en I'sin (E-+-L) -+ X, dans laquelle 1, L,
seront constantes, tant qu’il sera permis de considérer k, K, e comme
des constantes; si cela ne peut étre, les relations que nous avons
données dans l'article précédent sufliront pour calculer leurs varia-
tions.

Pour donner un exemple, nous ajoutons la transformation de I'ex-
pression relative & x trouvée dans I'art. 56, dans laquelle nous sup-
posons la longitude du périhélie =121°17' 34",4, o =1A4°13'31",97,
log a = 0,h423790. L3 distance du périhélic au neud ascendant
dans I'écliptique devient donc = 308° 49'20",7 —u—v;de A K=
212° 36' 56”,09. Nous avons de cette maniére :

logak. ....... oo 0,4441713  loglsinL. .. ... .. 0,4727600n
logsinK. ........ 9,7315887n loglcosL...... .. 0,3531154n
logak cose....... 0,4276456

d’oir L =213-25'51",30
logl—= 0,43166217
loghi=  9,5632332

r=- 0,3657929

logcosK....... .« 9,9251698n

il. Dans I'hyperbole la formule kr sin (v4K), d’apres l'art. 21,
se change en \ - ptang F 4-vsecF, si I'on pose ebksinK =1,
bktangy cosK = p, — bk sin K=v; on peut évidemment, réduire
aussi la méme expression 4 la forme

nsin(F4+N) 4 v
cosF )

Si ala place de F on emploie la quantité auxiliaire u, I'expression
kr sin (v-}-K), d'aprés I'art. 21, se change en
atputt,
61 a, f, v sont déterminés au moyen des formules
a== A = ebksinK;

B = % (v p)= —%ebksin(l(—-'{l):
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1 1., . ,
1 =3 —w)=—gebksin(K 4-¢).

1II. Dans la parabole, oii 'anomalie vraie se déduit immédiate-
ment du temps, il n’y a rien autre chose 4 faire qu'a substituer au
“rayon vecteur sa valeur. En désignant alors par q la distance périhé-
lie, I'expression kr sin (v-}-K) devient :

gk sin (v 4- K)

1
cos® §v

59

" On peut évidemment appliquer aussi aux distances de la Terre les
principes relatifs & la détermination des distances aux plans passant
par le Soleil ; mais ici, les cas les plus simples seulemcnt se rencon-
trent habituellement.

Soient R ]a distance de la Terre au Soleil, L la longitude héliocen-
trique de la Terre (qui difiere de 180" de 1a longitude géocentrique du
Soleil), et enfin, X, Y, Zles distances de la Terre & trois plans se cou-
pant dans le Soleil & angles droits.

Si maintenant,

L. Le plan relatif aux Z est I'écliptique lui-méme, etsi NetN 4
* 90° sont les longitudes des péles des autres plans, auxquels les dis-
tances sont respectivement X et Y, on aura

X=Rcos(L—N), Y=Rsin(L—N), Z=0.

1. Si le plan des Z est paralléle & Péquateur, et que 0° et 90°
soient respectivement les ascensions droites des poles des autres -
plans, auxquels les distances sont respectivement X et Y, nous au-
rons, I'obliquité del’écliptique étant désignée par e,

X=RecosL, Y=RcosesinL, Z=RsinesinL.

Les éditeurs des plus récentes tables solaires, le célehre pe Zaci
et DELAMBRE, ont commencé & tenir compte de la latitude du Soleil,
qui, produite par les perturbations des autres planétes et de la Lune,
peut & peine atteindre une seconde. En désignant par B la latitude
héliocentrique de la Terre, qui sera toujours égale 4 la latitude du
Soleil, mais affectée d'un signe contraire, nous aurons

6
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Dans le cas [ Dans le cas 11
X=R cosBéos(L—N) X=RcosBcosL ;
Y =R cosB sin{L—N) Y =R cosB cosz sinL—R sinBsins
Z=RsinB Z =R cosB sinzsinL-}-RsinB cos:.

A la place de cos B on pourra toujours ici substituer entiére-
ment 4, et A ]a place de sin B, I'angle B exprimé en parties du rayon.

.Les coordonnées ainsi trouvées sont celles relatives au centre de
la Terre. Si &, %, € sont les distances d'un point quelconque de la
surface de Ia Terre A trois plans conduits parle centre de la Terre et
paralltles & ceux menés par le centre du Soleil, les distances de ce
point aux plans menés par le Soleil seront évidemment X+4-&, Y-,
Z-1-€ : or les valeurs des coordonnées &, », { seront, dans 'un on
I'autre cas, facilement déterminées de la maniére suivante. Soient 3
le rayon du globe terrestre (ou le sinus de la parallaxe horizontale
moyenne du Soleil), ) la longitude du point de la sphére céleste ou
passe la droite menée du centre de la Terre au point de sa surface,
B la latitude du méme point, « I'ascension droite, & la déclinaison,
et I'on aura

. Dans le cas I Dans le cas i
=pcosfcos(A—N) - §=pcoss cosx
n=p cosf sin{h — N) 7= €0sé sinz
t—=psinf { —psinsd.

’

Ce point de 1a sphére céleste répond évidemment au zénith méme
du point de la surface (si la Terre est, A la vérité, considérée comme
une sphére), c’est pourquoi son ascension droite s'accorde avec
I'ascension droite du milicu du Ciel ou avec le temps sidéral converti
en degrés, et sa déclinaison avec I'élévation du péle; si Y'on trouvait
plus rigoureux d’avoir égard & la figure sphéroidale de la Terre, il
faudrait prendre pour 3 I'élévation du péle corrigée ct pour p la dis-
tance vraie du lieu au centre de la Terre, valeurs qui seraient détermi-
nées par les régles connues. Aumoyen de « et §, la longitude et la
latitude X et § se déduiront par les méthodes connues et que nous
donnerons aussi plus loin; il est au reste évident, que ) s’accorde avec
la longitude du nonagésime et 90° —8 avec la latitude de ce point:
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Si x, y, = désignent les distances d’un corps céleste & trois plans
rectangulaires passant par le Soleil, X, Y, Z les distances de la Terre
(soit du centre, soit 'un point de sa surface) A ces mémes plans, il
est ¢vident que x—X, y—Y, z—7 seront les distances du corps
céleste A trois plans paralleles aux premiers, menés par la Terre; et il
existera entre ces distances, la distance de V'astre & la Terre et son lieu
géocentrique (*), Cest-A-dire, le licu de la projection sur la sphere
céleste de la droite menée de la Terre & I'astre, la méme relation que
celle qui existe entre x, ¥, z, la distance de astre au Soleil et son lieu
héliocentrique. Soit A la distance de Fastre 4 la Terre; concevons
dans la sphére céleste I'arc perpendiculaire abaissé du lieu géocen-
trique sur le grand cercle qui correspond au plan des distances z, et
soit a la distance de l'intersection au péle positif du grand cercle qui
répond au plan des distances z; et enfin, b la longueur de cet arc per-
pendiculaire, ou la distance du lieu géocentrique au grand cercle
correspondant aux distances z. b sera alors la latitude géocentrique
ou la déclinaison, selon que le plan des distances z est I'écliptique
ot I'équateur ; d’un autre c6té, a-}- N sera la longitude géocentrique
ou I'ascension droite, si N désigne, dans le premier cas, la longitude,
dans le second, I'ascension droite du péle du plan des distances z.
C’est pourquoi I'on aura

« — X = Acosbcosa,
Yy — Y == Acoas bsin a,
3 —2Z =Asinb.

Les deux premitres équations donneront a et 4 cos b, et cette der-
ni¢re quantité (que I'on doit considérer comme positive ), combinée
avec la troisi¢éme équation, donnera b et A,
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Nous avons développé, dans les articles précédents, la méthode la
plus facile pour déterminer le lieu géocentrique d'un astre relative-
ment A I'écliptique ou A I'équateur, soit que ce lieu soit aflranchi ou

{*) Dans le sens le plus large; car, 3 proprement parler, cetle expressitn se rapporte
au cas ol la droite est tnenée par le centre de la Terre;
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affecté de la parallaxe, et, de méme, libre ou affecté de la nutation.
Pour ce qui regarde la nutation, toute la différence résidera en ce
que nous adoptions la position moyenne de I'équateur ou la position
vraie, et par suite, que nous comptions, dans le premier cas, les lon-
gitudes A partir de ’équinoxe moyen, et dans le second, & partir de
I'équinoxe vrai; de méme que 1'obliquité moyenne de I'écliptique est
employée dans le premier cas et I'obliquité vraie dans le second. Au
reste, il est évident de soi-méme que plus on introduit d’abréviations
dans le calcul des coordonnées, plus il est nécessaire d’établir d’opé-
rations préliminaires; c’est pourquoi I'excellence de Ja méthode expli-
quée ci-dessus, pour déduire immédiatement les coordonnées de
I'anomalie excentrique, se montrera principalement lorsqu’il faudra
déterminer beaucoup de lieux géocentriques; toutes les fois, au con-
traire, qu'il n'y aura seulement (u’un ou trés-peu de lieux & calculer,
il ne serait nullement avantageux &’éntreprendre le calcul de tant de
quantités auxiliaires. Dansun tel cas, il vaudra beaucoup mieux ne pas
abandonner la méthode vulgaire, d’aprés laquelle I'anomalie vraie et
le rayon vecteur se déduisent de I'anomalie excentrique ; de 13, le lien
héliocentrique relativement 3 'écliptique; ensuite la lititude et la
longitude géocentrique, et enfin de 1, I'ascension droite et la décli-
naison. Afin qu’ici il ne paraisse rien manquer, nous expliquerons
encore bri¢vement les deux derniéres opérations,
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Soient ). 1a longitude héliocentrique du corps céleste, { sa latitude,
l 1a longitude géocentrique, b sa latitude, r sa distance au Soleil, A sa
distance & la Terre, et enfin, L la longitude héliocentrique de la Terre,
B sa latitude et R sa distance au Soleil. Comme nous ne posons pas
B=0, nos formules pourront aussi &tre appliquées au cas out les lieux
héliocentriques et géocentriques sont rapportés, non & I'écliptique,
mais & tout autre plan; il conviendra seulement de supprimer la dé-
nomination de latitude et de longitude; en outre, on pourra de suite
tenir compte de la parallaxe si le lieu héliocentrique de la Terre est
immédiatement rapporté, non au centre, mais 3 un point de sa sur-
face. Posons, en outre, rcosB=r’, Acosb =4’, RcosB=R'. En rap-
portant maintenant les positions de I'astre et de la Terre dans I'espace
A trois.plans, dont un soit I'écliptique et dont le second et le troisiéme
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aient leurs poles situés par les longitudes N et N - 90°, les équations
suivantes se déduisent de suite :

.7cos(A\ =N)—R'cos(L. — N) = 4a'cos{l —N),
r'sin(A — N})—R'sin (L — N) = 4&'sin({ — N),
r’tangf§ — R'tang B = A'tang b,

dans lesquelles Pangle N est enti¢rement arbitraire.

La premiére et la seconde équation détermineront immédiatement
1—N et &', d’olr b se réduira au moyen de la troisiéme; A I'aide de
b et de A" nous aurons A. Pour que maintenant, le travail du calcul
s'exécute le plus commodément, nous déterminons I'angle arbitraire
N des trois maniéres suivantes :

1. En posant N =L, nous ferons

rl

o
Wsm(l —L)=P, v

cos(A—Lj=1=Q

U .
et |—L, %, et b seront obtenus par les formules

tang{! — L) = -g,

y__P 0
R sin({ —L)~ cos({—L)’
%,t:mgp — tang B
langb = Y
R

1. En posant N =2, nous ferons

g—sin().—- Ly="p, 1 —’I“—,cos(A—L)-.:Q,
et I'on aura P v
tan [—l = -,
ang ( ) )

N P . Q
o sin(d =2 cos(l — 1)’

tangf — I’—‘;tang B

tangd = Y
rl
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M. Enposant N= i (A--L), on trouvera l et A’ par les équations

tang [1_ 1o+ L)] L R’tang;(l -1,
(r' 4 R')sin é(l w=L) (r— R’)cos§(7t —L)
sin [1 — -;-(A-I-L)] eos [1 —30+ L)],

et ensuite b, au moyen de I'équation donnée ci-dessus. Le logarithme

A=

de la fraction l;._i_% est calculé facilement, si Fon pose RF = tang &,

d'oilon a v LR
F:ﬁ, = tang (455 + C)- '

De cette mani¢re la méthode 111, pour la détermination de I, est un
peu plus courte que 1 et II; mais pour les autres opérations nous pen-~
sons que celles-ci doivent étre préférées  la dernitre,
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Comme exemple nous continuons plus avant le calcul de I'art. 51
avancé jusqu’au lieu héliocentrique. Supposons quela longitude hélio-
centrique de la Terre qui correspond & ce lieu soit 24°19' 49",06=L,
et log R=9,9980979; nous posons la Jatitude B = 0. Nous avons
d’aprés cela, 2 —L=—17° 24’ 20",07, logR'=1logR, et par suite
d’aprés la méthode 11,

’

10§ —. . - ovueenn . 96720813 log(1—Q).... 9,6326258
log sin (A —1L). . . .. 9,4758653 n 1 —Q = 0,4193925
logcosih —1L)...... 9,9796443 0 = 0,3506073
logP....... ceeaes 9,1488466 n
10gQnn vevreennnnn 9,7408421

de la § —h=— 14°21'6",75 d'oir I = 332°3¥'92",93
log ; e .... 07546117 d'oit logX.......  0,0797283
logtangB. . ....... 8,8020996 » logcosb.. ... 9,9973144
logtang®. . ... .. .. 9,0474879 2 l0g 4. ...... T 0,0820139

b= — 6°21'55",07
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Selon la méthode 111, de log tang {=—9,6720843,0na {=25°13'6",31,
et alors,

log tang {(45°-¥). ... ... o0 0,4441091
log tang é (L A TR 9,1848938 n

log tang (1 — %1 - ?2-1.) .+ 9,6200020n

§

1—2— %L =— 93 316,79
; 1 - d’onr 1= 332° 34' 22,223
Sgl= 15373 015
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A I'égard du probléme de I'art. 62, nous ajoutons encore les obser-
vations suivantes :

1. En posant dans la seconde opération donnée dans cet article,
N=2>, N=L, N=I, on trouve

RsmnA—L)=~4"sin(l — 1),
r'sin(A—L)=A"sin({ — L),
¥sin{l — %)= R'sin (I — L).

La premitre équation ou la seconde peut étre commodément appli-
quée A la confirmation du caleul, si Fon emploie la méthode 1 ou la
méthode 11 de Yart. 62. On a ainsi, dans notre exemple,

logsin(A—L)........ 9,4788633n ! — L =— 31°45' 26", 82
log i:. e e rrre e 9,7546117
.
9,7212536 n
logsin({—L)........ 9,7212536 n

1. Le Soleil et les deux points, dans le plan de I'écliptique, qui
sont les projections de la position de Tastre et de la position de la
Terre, forment un triangle plan dont les cotés sont &', R, r', et les
angles opposés, soit A—L, 1—2, 180°—14L, ou L—)\, h—1I,
180° — L} 1; de cette considération découlent immédiatement les re-
lations établies dans I.

1. Le Soleil, la position vraie du corps céleste dans I'espace, et
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le lieu vrai de la Terre formeront un autre tridngle dont les cotés se-

ront A, R, r : ¢’est pourquoi, si les angles opposés sont respectivement
désignés par S, T et 180°—S—T, on aura

sin§ _ sinT __sin(S+4T)

A R r

Le plan de ce triangle déterminera, dans la sphére céleste, un grand
cercle dans lequel le licu héliocentrique de la Terre, le lieu hélio-
centrique de I'astre ct son lieu géocentrique seront situés, et de telle
sorte que la distance du second au premier, du troisiéme au second
et du troisitme au premier, comptés selon la méme direction, seront
respectivement S, T, S+ T).

1V. Les équations différenticlles suivantes sont obtenues soit au
moyen des variations différentielles connues d’un triangle plan, soit
aussi facilement, & Vaide des formules de I'art. 62 :

dl =" cos():—- l)d)« + sin ()L'— l)dr‘,
A a4
d¥ = —r'sin(A — ) dr -}~ cos (A — })d¥,
__r'cosbsinbsin (A ~— 1) ¥ cos* b
db = = D+ g P+
cos*d

v [tang B — cos (A — l)tang b] dr,

ol les termes qui contiennent dr’, dA' doivent étre multipliés par
206265, ou les autres divisés par ce nombre, si les variations angu-
Iaires sont exprimées en secondes.

Y. Le probléme inverse, c'est-a-dire la détermination du lieu heé-
liocentrique, au moyen du licu géocentrique, est entitrement analogue
au probléme développé ci-dessus; il serait donc surperflu de s’en oc-
cuper davantage. Toutes les formules de Iart. 62, en eflet, s'appli-
quent aussi & ce probléme, pourvu que toutes les quantités qui con-.
cernent la position héliocentrique de I'astre soient remplacées par
celles qui se rapportent 4 la position géocentrique, qu’a la place de
L, B on substitue respectivement 180°4- L, — B, ou, ce qui est la
méme chose, qu’a la place du lieu héliocentrique de la Terre on con-
sidére le lieu géocentrique du Soleil.
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Quoique dans le cas ol trés-peu de lieux géocentriques seulement
doivent &tre déterminés d’aprés les éléments donnés, il soit & peine
avantageux d’employer tous les artifices développés ci-dessus, 2
I'aide desquels on peut passer immédiatement de 'anomalie excentri-
que A la latitude et A la longitude géocentriques, ou méme 4 I'ascen-
sion droite et & la déclinaison, puisque les avantages qui en résul-
tent seraient absorbés par la multitude de quantités auxiliaires &
calculer préalablement; néanmoins, la combinaison de la réduction
a I'écliptique avec le calcul de la longitude et de la latitude oftrira un
avantage qu’il ne faut pas mépriser. Si, en effet, on emploie pour
plan des coordonnées z I'écliptique méme, et que les poles des plans
relatifs aux coordonnées z, y soient situés par une longitude Q,
90 + Q, les cogrdonnées sont facilement déterminées sans aucune
nécessité de quantités auxiliaires.

On aura, en effet,
Tr=1rcosu
y=rcosisinu
Zze=rsmnismu

X = R'cos(L. — Q)
Y = R'sin(L— Q)
Z = R'tangB

Toutes les fois que B=0, on a R'=RetZ=0.

D’aprés ces formules, notre exemple est résolu par les nombres
suivants : L — Q —=213°12' 0,32

z— X=~cos{{—)
y — Y =4&'sin{l—§Q)
2 ~ Z=Atangd

10GF v eunnnenns 0,3259877 logR'........... 9,9980979

logecosu......... 9,9824141n  log cos{L. — Q). ... 9,9226027n

logsinu......... 9,4554714n logsin(L— Q). ... 9,7384353n

logzeeovivieonsn 0,30840t8n logX....... oo oe 9,9207006n

logrsinu........ 9,77114591in

logeosi......... 9,9885266

logsini..... .er. 3,3557570

logleeoeveeennn, 9,7599857n logY......vvuven 9,7365332n

logz........ eere 942721610 Z=,......... 0 '
Deld, ona

loglz—X)....... 0,0795906n

logly —Y)e...... 8,4807163n

don (I — Q)= 181°26'33",49 l=....... 352°34'22",22

10g&. . evennnnns 0,0797283 ' :

logtangh. .. .... 904748780  b=....... — 6°21'55",06
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L’ascension droite et 1a déclinaison d'un point quélconque de la
sphére céleste se déduisent de sa latitude et de sa longitude parla
résolution d'un triangle sphérique formé par les arcs qui joignent
les poles de I'écliptique, de I'équateur et ce point. Soient ¢ I'obliquité
de Pécliptique, 1 la longitude, b Ia latitude, « P'ascension droite, & la
déclinaison, les cétés du triangle seront alors ¢, 90— 0, 90 —8&; on
pourra prendre 90 -}- o, et 90— I ponr angles opposés au second et
au troisiéme cOté (si nous concevons la forme du triangle sphérique
dans sa plus grande généralité); nous poserons =90°-—E le troi~
sitme angle opposé au cOté e.

Nous aurons alors, par les formules de I'art. 54 :

sin (45-— : s) sin £ (B4 a)=sin (45~ + %I) sin (45°- St b))

sin (45' - % 8) cos% (E+ a)=cos (45‘ + %l) cos (45“ — % (e— b))

cos (45°_- 1 s) in 1 (E — a) =cos (45° + 11) sin (45° - b))
2 2 2 2 -

€os (45‘ 1 8) cos1 (E — «)=sin (45’ + 11) cos (45" -1 e+ b))
2 2 2 2

Les deux premiéres équations donnerom'-; (E+-a) etsin ([l5°-—%5) ;

les deux derniéms% (E—=) et cos (115‘——'-;:‘5). De%([‘)-{— ) et % (E-)
on aura en méme temps « et E; de sin (I|5'—-%8) ou cos (115‘——%6) R
dont I'accord servira A confirmer le calcul, on déterminera [|5°——%8 et .
de A 3.

La détermination des angles % (E+ 9, ;— (E—a) par leurs tan-
gentes n’est pas sujette & ambiguité, puisque non-seulement le sinus,

mais aussi le cosinus de I'angle Ad° — %8 doit étre positif.

Les variations différentielles des quantités a, ¢, I, obtenues d’'aprés
les variations de [ et b, selon les principes connus, sont
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da = sinE cosd _ cosE b,
cosd ©0sd

d8 = cosE cosbdl -}- sinE db.
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On peut déduire une autre méthode, pour résoudre le méme pro-
bléme, des équations

coss sinl =sine tangd -}- cosl tanga
sind == cosz sind -}- sine cos b sinl
cosbd cosl = cosa cos3.

1’angle auxiliaire 0 est déterminé par I'équation

tangd
tang — —=>-
ang sinl °
et 'on aura ( )
__cos(e-}- 0) tang!
lange = —— &0

tangé = sina tang(e -}- 0),
équations auxquelles on peut ajouter, pour la confirmation du calcul,

. cosbcosl cos{e -} ) cosb sinl
€056 = ———, oOu €088 =

cosa €os 0 sina

L’ambiguité qui se présente dans la détermination de « par la se-
conde équation est levée par cette considération, que cosa et cosl
doivent avoir les mémes signes. _

Cette méthode est moins prompte si, en outre de « et &, on désire
aussi E. La formule la plus commode pour la détermination de cet

angle sera alors
sine cose _ sine cosl

coSE = = <
cosb cosé

Mais E ne peut &tre calculé exactement par cette relation tontes les
fois que == cosE différe peu de I'unité; de plus, il existera l'incerti-
tude desavoir s'il faut prendre Eentre 0° et 180+, ou entre 180° et 360°.
Le premier inconvénient est rarement de quelque importance, surtout
puisque pour calculer les expressions différentielles, on n'a pas be-
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soin d'une précision extréme dans la valeur de E; mais cette incertj-
tude est facilement écartée an moyen de I'équation

¢0sb cos3sinE = cose — sin sins,

qui fait voir que 'on doit prendre E entre 0° et 180° ou entre 180°
et 360°, selon que cos« est Plus grand ou plus petit que sindsing.
Il est évident que cet examen n’est pas nécessaire toutes les fois que
F'un ou I'autre des angles b et § ne dépasse pas la limite 66° 32 ; alors
sin E sera, en effet, toujours positif. Au reste, la méme équation in-
diquée dans le cas, précédent pourra étre employée pour une déter-
mination plus exacte de E, si on le trouve avantageux.
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La solution du probléme inverse, c’est-3-dire, la détermination dela
longitude et de la latitude d’aprés I'ascension droite et Ia déclinaison,
est obtenue par le méme triangle sphérique; c'est pourquot, les for-
mules développées ci-dessus ‘seront disposées dans ce but par la
seule permutation de § en b et de —o en l. A cause de leur fréquent
usage, on ne se repentira pas de placer ici ces formules,

D'aprés la méthode de Iart. 66, nous aurons

sin (45--. -; b) sin 3 (E— 1) =cos (45° + ; c) sin (45-— (43 )
sin (45» - b) 055 (E— 1) =sin (45. + 52) cos (45- £— a))
1

cos (45' ! a) sin % (E4-0)=sin (45- +3 )sin (45° -

v 1 ' o «
cos (43’ —3 b) cos; (E4-1) =cos (45 + 3 ) €os (40‘ —
Au contraire, ainsi que dans I'autre méthode, art. 67, nous détermi-
nerons I'angle auxiliaire ¢ par I'équation

tangs
tangt = sina ’

etl'on aura

c0s({ — ¢) tanga
cosg

tangb = sin! tang({ —«).

tang! —=
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Pour la confirmation du calcul on pourra y joindre

cosd cosz _ cos({—c<) cosdsina
cosb= = -
cos! cosg sinl

Pour la détermination de E, on emploiera, de méme que dans I'ar-
ticle précédent, les équations
sine cosa _ sine cos!

cosb ~  cosd
¢0sb cosd sinE = cos: — sinésind.

cosE =

Les variations différentielles de 1 et de b scront données par les

formules suivantes :
sinE ecosé coskE .

dl = daz - d>

cosd cosb
db = — cos E cosddz -} sinE dd.
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Comme exemple, nous calculerons la latitude et la longitude au
moyen de lascension droite == 305°43'45",30, la déclinaison
& = -—8° 47' 25", I'obliquité de I'écliptique < = 23° 27' 69",26.

On a donc Ab° 4 12 =22251'62",656, Ahb* —i(c+38) =
37°39'42", 87, [A5° — 1 (c —3)] = 28°52' 17+, 87; puis de I3,

log cos(45° -} $a). ... 9,8650820n log sin(45° - {a). ... 9,8326803n
log sin[45* — & (= }- 8)] 9,7860448  log sin{45* — { (¢ —3}] 9,6838112
log cos[45°— 1 (e - 8)] 9,8985222  log cos[43° — § (s —3)] 9,9423572

log sin (48°— 4 b} sin{{(E—1)....... 9,6811238n
logsin(45° — 4b)cos L (E—~10)....... 9,7750375n
doi  I(E—1)=216°56'5",39; log sin (45" — }4)=9,8723171

log cos(45° — 48) sin}(E4- ). . .. ... 0,5164015n
log cos(45* — $ ) cos(E--1). .. ... . 9,7636042n

doit & (E--1)=209"30"49"9%; log cos(45°— +b) = 9,8239669

Ona donc, E = 426°26' 55",33 ; | =—7°25'15",45, ou, ce qui re-
vient au méme, E =66° 26'556",33, |=352°34' 44",65; du logarithme
sinus, on obtient 48° 10’ 58,12 pour I'angle 45*— 1b; du logarithme
cosinus on a 48°10'58",17, et par la tangente, dont le logarithme est la
difiérence des deux, on trouve 48°10'58”,14 ; dela b=—6°21'56",28.
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D’aprés autre méthode, le calcul se fait de la manitre suivante :

logtang a. .. . ... 9,1803002n  c'logcost.. .. ... . 0,3626190

logsina........ 8,8719792 n log cos (¢ —e).... 9,8789703
oA ceeean . 8.8731869
logtangZ. . ..... oatmazo loBlange 8.8731869n
= (4°17'6".83 logtangl, . . ... 9,1147762r
{—z= 4049 7",51 {= 352° 3% 44",50
logsinl........ 9,4111232na
log tang ({ —:). .. 9,9363874
log tangé. .. .. .. 9,0875106n

b —=— 6°21'56",26

Pour déterminer Y'angle E, nous avons le double calcul

log sine. .. .. ... 9,6001144 logsine........ 9,6001144
logcosa........ 99987924 logcosi........ 9,9963470
clogcosb........ 0,0026859  c'logcosd....... 0,0051313
logeosE........ 9,015927 logcosE. . ..... 9,6015927

d’'on  E= 66°26'55",33
70

Afin qu'il ne manque rien au calcul des lieux géocentriques, il faut
encore ajouter certaines quantités relatives & la parallaxe et & I'aber-
ration.

Nous avons déja développé ci-dessus la méthode apres laquelle
le lieu affecté de la parallaxe, c'est-2-dire correspondant & un point
quelconque de la surfaceterrestre, peut étre immédiatement déter-
miné avec la plus grande facilité; mais comme dans la méthode
vulgaire enseignée dans les art. 62 et suivants, le lien géocentrique
est habituellement rapporté au centre de la Terre; cas dans lequel il
est indépendant de la parallaxe; il sera convenable d'ajouter une
méthode particuliére pour la détermination de la parallaxe, qui est
la différence entre I'un et Fautre lieu.

Soient ). et 3 la longitude et la latitude d’un corps céleste consi-
déré du centre de la Terre; ! et b ces mémes coordonnées pour un
point quelconque de sa surface; r la distance de I'astre aun centre de la
Terre, A la distance au point de la surface; enfin, soient L la lon:
gitude et B la latitude qqui correspondent au zénith de ce point dans
la sphére céleste, et soit le rayon terrestre désigné par It 11 est main-
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tenant évident que toutes les équations de l'art. 62 seront aussi
applicables 4 ce lien, mais pourront &tre notablement modifiées,
puisque R exprime une quantité qui s’annule presque en présence
de r et A. Au reste, les mémes équations pourront évidemment
servir si A, I, L expriment les ascensions droites au lieu des longi-
tudes, et §, b, B les déclinaisons au lieu des latitudes.

Dans ce cas, | —2, b— 3 seront les parallaxes d’ascension droite
. et de déclinaison, -mais dans l'autre, les parallaxes de longitude et
de latitude, Si maintenant R est traité comme une quantité¢ de pre-
mier ordre, I —2, b—3, A —r seront du méme ordre, et, les ordres
supéricurs étant négligés, on déduira facilement, d’apreés les formules
de l'art. 62:
__RcosBsin{: —L)
- rcos ’
R cos Beos B

1 {—)

. b—p= [tang 8 cos (A — L) —tang B|.
. & —7r=—Recos Bsinf[cotang B cos * — L} }- tang BJ.
En prenant Pangle auxiliaire § de telle sorte que Pon ait

téng B

mgd — —————
lang 0 = oo *—1L)

les équations 11 et 11 prennent la forme suivante :

__RcosBcos .— L) sin (§ —0) =R sinBsin (8 —0)

. 6—8 rcos0 rsin 0
Rk cos B cos (> — L) cos (B —0) R sin B cos (B — 0)
W, A—r=— S : )
cos 0 sin0

Il est au reste évident, que dans1 et 11, afin que { —) et b—3
soient obtenues en secondes, on devra prendre pour R la parallaxe
moyenne du Soleil exprimée en secondes; mais dans I1I, on devra
prendre pour R la méme parallaxe divisée par 206265. Enfin, lorsque
dans le probléme inverse, on voudra passer du lien aflecté de la
parallaxe au lieu délivré de cette parallaxe, on pourra, sans nuire  la
précision, employer 4, I et B dans la valeur des parallaxes, a la place
der,2etB. - .

Exemple. Soicnt I'ascension droite du Soleil pour le centre de la
Terre, 220° 46’ 44",65 = X, la déclinaison ~—15° 49'43",94 = (3, la
distance 0,9904311 = r; ensuile, le temps sidéral pour un certain
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point de la surface céleste, exprimé en degrés = 78° 20’ 38" =1L,
Ah5° 27' 57" = B I'élévation du pole de ce lieu, 8",6.= R Ia parallaxe
moyenne du Soleil. On demande le lieu du Soleil vu de ce point, et
sa distance A ce méme point. '

logR.......... 093150 logR.......... 0,93450
logcosB....... 9,84393 logsinB.. ... .. 9,85209
clogr....... ... 0,00418 clogr. ceoeuvn.s 0,00418
c'logcosB........ 0,01679 c'logsind..... ... 0,10317
logsin(A — L). .. 9,78508 logsin (3—0).... 9,77152n
log({ —X)... ... 0,58648 log (6 — B)...... 0,66636n
{—x=-13,86 b= —4"64
! = 220°46'48",51 b=— 13°49 48",58
logtangB. . .. .. 0,00706 log (b—8)...... 0,66636n
logeos (A — L). .. 9,89909 n log cotang (B —0). 0,43522
logtang®..... .. 0,10797 n :"3 m %gigg
0 497°5T 0" ogd” . iiiiee.. 4,685
8 —0—=— 143" 46' 44" © log(r—a)...... 5,48207n
r — A —=— 0,000030%
A = 0,9904615

1

L’aberration des étoiles, ct aussi cette partie de I'aberration des
planétes ct des cométes qui est due au mouvement seul de la Terre,
provient de ce que le tube de la lunette est entrainé par le mouvement
de la Terre pendant que le rayon de lumitre parcourt I'axe op-
tique. La position observée d'un corps céleste (qui est dite la posi-
tion apparente ou affectée de I'aberration) est délerminée par la di-
rection de Paxe optique de la lunette établie de maniére que le rayon
de lumi¢re ¢manant de V'astre atteigne dans sa route 'une et 'autre
extrémité de cet axe; mais cette position est différente de la vraie
direction du rayon de lumitre dans I'espace. Gonsidérons les deux
instants t et ¢ ou le rayon de lumitre atteint lextrémité antéricure
(lc centre optique de I'objectif), et Pextrémité postérieure (le foyer de
Pobjectif) ; soient a et b la position de ces deux extrémités dans
I'espace au premier instant, a’ et ' au second. Il est alors évident
que la droite ab’ est la véritable, direction du rayon de lumitre dans
I'espace, mais que la droite ab ou a't’ (que I'on peut considérer
comme paralléles) correspond A la position apparente; on voit au
reste, sans difficulté, que la position apparente ne dépend pas de la
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longueur du tube. La ‘différence entre la direction des droites ba’ et
ba est I'aberration telle qu'elle existe pour les étoiles fixes; nous
passons ici-sous silence la manitre de la calculer, comme étant con-
nue. Mais pour les astres errants cette différence n'est pas I'aberra-
tion compléte ; la planéte, en effet, pendant qu'un rayon de lumiére
¢mané d’elle arrive 4 la Terre, change elle-méme de lieu; c’est pour-
quoi la direction de ce rayon ne répond pas au vrai lieu géocentrique
au moment de P'observation. Supposons que le rayon de lumidre qui
rencontre le tube A l'instant ¢ soit sorti de la plandte 3 Pinstant T
et représentons par P la position de la planéte dans I'espace au mo-
ment T, et par p sa position au moment ¢; soit enfin A le lieu de
Iextrémité antérieure de I'axe du tube A Finstant T. 1I est alors évi-
dent que,

1* La droite AP marque le licu vrai de la planéte au moment T;

2° La droite ap le lieu vrai & I'époque ¢;

3° La droite ba ou la droite ba' le lieu apparent 4 I'instant ¢ ou ('
(la différence entre ces deux instants peut étre considérée comme
une quantité infiniment petite) ;

i La droite al' le méme lieu apparent corrigé de I'aberration des
fixes.

Maintenant les points P, a, }' se trouvent en ligne droite et les parties
Pa, al’ seront proportionnelles aux intervalles de temps (—T, ¢'—{,
si A la vérité le mouvement de la lumiére s’effectue avec une vitesse
uniforme. L’intervalle de temps ¢ — T, A cause de la prodigieuse
vitesse de la lumitre, est toujours une quantité trés-petite pendant
laquelle le mouvement de la Terre peut étre considéré comme recti-
ligne et uniforme; ainsi A, a, a' se trouveront aussi en ligne droite
et les parties Aa, aa’ seront aussi proportionnelles aux intervalles
t—T,0—t 1 est facile de conclure de 13 que les droites AP, V'a’
sont parall¢les, et par suite que le premier lieu est identique avec le
troisi¢me. Le temps t—T sera le produit de la distance Pa par 493°,
temps que met la lumitre & parcourir la distance moyenne de la
Terre au Soleil, que nous prenons pour unité. Dans ce calcul il sera
permis de prendre PA ou pa A la place de la distance Pa, puisque la
différence ne peut étre &’ aucune importance,

De ces principes découlent trois méthodes pour déterminer, pour
une époque quelconque ¢, le lieu apparent d’'une planéte ou d’une
comete; il sera convenable de préférer tantét 'une de ces méthodes
tantdt Tautre.

7
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1. Que I'on retranche de F'époque proposée le temps que met la
lumi¢re & venir de la planéte A la Terre, on obtiendra ainsi I'époque
réduite T pour laquelle le lieu vrai calculé de la manitre ordinaire
sera identique avec le lieu apparent pour I'époque t. Pour le calcul
de la réduction du temps ¢— T, il faut connaitre la distance de la
planéte A la Terre; le plus souvent des moyens commodes ne man-
queront pas pour cet objet, comme, par exemple, une éphéméride
calculée légérement ; autrement, il suflira de déterminer de la ma-
niére habituelle par un caleul préliminaire, mais en négligeant une
minutieuse précision, la distance vraie pour I'époque t.

1. Calculer pour Fépoque proposée ¢ le licu vrai et la distance,
de celle-ci Ia réduction du temps t — T, et de I3, au moyen du mou-
vement diurne (en longitude et latitude ou en ascension droite et
déclinaison), la réduction du lieu vrai 4 I'époque T.

1L Calculer la position héliocentrique de la Terre pour Pépoque ¢;
mais le lieu héliocentrique de la plantte pour le temps T; ensuite, par
la combinaison ordinaire de ces quantités, le lieu géocentrique de la
planéte, qui, augmenté de Paberration des fixes (obtenue par la
méthode connue ou déduite des tables), fournira le lieu apparent
demandé. .

La seconde méthode, qui sert habituellement dans la pratique, se
recommande en vérité avant les autres, en ce qu'il n'esi jamais
besoin d'un double calcul pour la détermination de la distance; elle
exige cependant un travail incommode, en raison dugquel elle ne
peut étre choisie, & moins que plusieurs positions voisines n’aient été
calculées ou n’aient €té obtenues A Faide d’observations; autrement,
en eflet, le mouvement diurne ne peut pas étre considéré comme
donné.

Le désavantage par lequel sont affectées la premiére et la troisiéme
méthode est entitrement écarté toutes les fois que plusieurs lieux
voisins sont & calculer. Aussitét, en effet, que I'on aura obtenu quel-
ques distances, on pourra déduire trés-facilement , par les moyens
habituels et avec une précision suflisante, les distances suivantes. Au
reste, si la distance est connue, la premitre méthode sera préférée le
plus souvent & la troisiéme, parce qu’il ne sera pas nécessaire d’avoir
égard A I'aberration des fixes; mais si I'on veut avoir recours A un
double calcul, la troisi¢éme se recommande en ce que, dans le second
calcul, le lieu de la Terre est au moins conservé.

Maintenant se présentent d’elles-mémes les questions relatives au
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probléme inverse, c’est-a-dire déduire la position vraie de la position
apparente. D’aprés la méthode 1, on conservera le lieu sans le modi-
fier, mais on convertira le temps ¢, auquel correspond le lieu pro-
posé comme position apparente, en temps réduit T, auquel corres-
pondra le méme lieu, mais considéré comme position vraie. D’aprés
la méthode 11, on conservera I'époque ¢, mais on ajoutera au lieu
proposé le mouvement dans l'intervalle (—T, comme si I'on voulait
réduire ce lieu & I'époque ¢4 (¢t —T). D’aprés la méthode 11, on
considérera le lieu proposé comgé de I'aberration des fixes comme un
lieu vrai relatif A 'époque T, mais la position vraie de la Terre corres-
pondant A I'époque ¢ devra étre considérée comme si elle appartenait
a I'époque T. L'utilité de la troisitme se fera voir plus clairement
dans le second livre.

Enfin, pour ne rien oublier, observons encore que le lieu du
Soleil est aussi aflect¢ par I'aberration comme le licu de la pla-
ntte; mais puisque non-seulement la distance & la Terre, mais
aussi le mouvement diurne est presque constant, I'aberration elle-
méme acquiert toujours une valeur A peu prés constante, égale
au mouvement du Soleil en 493+, et par suite = 20",2b; cette quan-
tité doit etre retranchée de la longitude vraie pour qu'on obtienne
la longitude apparente moyenne. La valeur exacte de I'aberration est
en raison composée de la distance et du mouvement diurne, ou, ce
qui revient au méme, en raison inverse de la distance ; par suite la
valeur moyenne doit étre diminuée de 0",34 pour 'apogée, et aug-
mentée d’autant pour le périgée. Nos tables solaires renferment
déja Yaberration constante — 20",25; c’est pourquoi, pour obtenir la

longitude vraie, il sera nécessaire d’ajouter 207,25 a celle donnée
dans les tables.

72

Nous terminerons cette section par certains problémes qui sont
@'un fréquent usage dans la détermination des orbites des plandtes
et des cométes, Et d’abord nous reviendrons & la parallaxe dont nous
avons appris, dans I'art. 70, & affranchir le licu observé. Puisqu’une
telle réduction au centre de la Terre suppose connue, au moins ap-
proximativement, la distance de la plantte & la Terre, elle ne peut
étre effectuce toutes les fois que P'orbite de 1a plandte observée est
encore enti¢rement inconnue. Dans ce cas cependant, il est aussi
permis d’atteindre au moins le but pour lequel la réduction au centre
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de la Terre est entreprise, puisque plusieurs formules acquidrent une
simplicité et une justesse plus grandes, lorsque ce centre est situé
ou est supposé situé dans le plan de I'écliptique, qu'elles n’obtien-
draient si I'on rapportait I'observation 4 un point placé en dehors de
écliptique. G'est pourquoi, d'aprés cette considération, il importe
peu que I'observation soit réduite au centre de la Terre oun A quelque
autre point dans le plan de I'écliptique. 11 est maintenant évident que
si dans ce but on choisit le point d'intersection du plan de Pécliptique
avec la droite menée de la plantte au lieu vrai de I'observation, I'ob-
servation elle-méme n’aura besoin d’aucune autre réduction » puisque
la planéte doit étre vue de l]a méme manitre de tous les points de
cette droite (*) : c'est pourquoi il sera permis de substituer ce point
comme lieu fictif de I'observation A la place du lieu vrai. Nous déter-
minons la position de ce point de la maniére suivante :

Soient 2. Id longitude du corps céleste, 8 Ia latitude, A la distance,
tout étant rapporté au lieu vrai de Fobservation a la surface de la
Terre, au zénith duquel répond la longitude ! et la latitude b ; soient
ensuite = le demi-diamétre de la Terre, L la longitude héliocentrique
du centre de la Terre, B sa latitude, R sa distance au Soleil ; enfin, I,
la longitude héliocentrique du lieu fictif, ' sa distance au Soleil,
A & sa distance au corps céleste. N désignant un angle arbitraire,
les équations suivantes sont alors établies saus difficulté :

R'cos{L'—N)}-8 cosp cos(A—N) =R cosB cos(L—N) - cosé cos({—N),
R’ sin (L'—N)+-8 cos3 sin (\—N)=R cosB sin (L—N) + = cosb sin ({—N)
8sinf =R sinB +4- = sinb.

En posant donc
L. (RsinB 4 = sind) colangp =,

on aura
Il. R’ cos(L'—N)=R cosB cos(L—N)-}-= cosb cos({ —N)—p cos(A—N};
NI R'sin (L'—N)=R cosB sin (L—N)-}-= cosb sin ({— N} —p sin (2—N);

S
1v. ‘ s-cos(i'

{*) Si I'on voulait une extréme précision, il faudrait ajouter ou soustraire du temps
proposé V'intervalle de temps que met la lamiére 3 aller du lieu vrai de Yobservation
au lien Gictif, ou réciproquement, s'il ’agit, a la vérité, de lieux affcetés de V'aberration;
mais cefte dilfézence peut 3 peine élre de quelque imporiance, 4 moins que la latitude
ne soit trés-petite.
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Des équations II et 1II, R’ et L' pourront &tre déterminés, et au
moyen de IV, I'intervalle 3 ajouter & I'époque de I'observation, qlll
sera, en secondes, = 93¢ 8.

Ces équations sont exactes et générales, et pourront aussi étre em-
ployées quand, le plan de I'équateur étant suibstitué au plan de I'éclip-
tique, L, ', I, : désignent les ascensions droites, B, b, §§ les décli-
naisons.

Mais dans le cas dont il s'agit ici particuli¢rement, cest-ﬁ-dlre
lorsque le lieu fictif doit étre situé dans I'écliptique, I'exiguité des
quantités B, =, L' —L permet encore quelque réduction des formules
précédentes. On pourra, en effet, prendre la parallaxe moyenne du
Soleil 4 la place de =, B pour sin B, 1 pour cos B et cos (L'—L),

—L pour sin (L'—L). En faisantalors N = L, les formules précé-
dentes prennent la forme suivante : :

L p = (RB + = sind) cotang B,
IL. R'=R + = cosb cos(! — L) —pcos( —L),
IIL L L— = cosb cos(l—llz'—psm(l—L)

B, =, L'—L doivent, & vrai dire, &tre ici exprimés en parties du
rayon, mais il est évident que si ces angles sont exprimés en se-
condes, les équatlons I et 111 pourront &tre conservées sans change-
ment; mais 4 I'équation II, on devra substituer

= cosb sin(! — L) — p cos(A — L)

=R+ 206265”

Enfin, dans la formule 111, A 1a place du dénominateur IV, on pourra,
sans erreur sensible, employer toujours R. Mais les angles étant ex-
primés en secondes, la réduction du temps devient

493
T 206265".cosB”

7%

E:xemple. Soient ). = 35h° 4k’ 54"y § = — h° 59' 32", 1 ==24°29’,
b=146°53', L=12"28' b", B= 407,49, R=0,9988839, = —=8",6.
Yoici maintenant le calcul :
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logR............ 9,99930 logm............ 0,93450
logB............ 9,69020 logsinb.......... 9,86330
logBR........... 9,68971 logwsind........ 0,79780
De Ia
log (BR -}- = sind). . . 0,83040
log cotangf..... «. 1,03873n
logpeeeeeennnn.. 1,88013n
logmesoeeaenannn 0,93450 logp............ 1,88913n
logcosb......... 98373 log1”........... 4,683517
logt”..... Ty 4,68557 logcos(» —L)..... 9,97886
logcos{{—L)..... 9,99040 m
5,44520
nombre -} 0,0000279 nombre — 0,0003577

De 1A on obtient R'= R - 0,0003856 = 0,9992695. On a ensuite :

log=cosb........ 0,76923 logp............ 1,88913n

logsin({ —L)..... 9,3179% logsin(A—L)..... 9,4837in

ClogR'.......... 0,00032 C.logR'.......... 0,00032
0,08749 1,37316

nombre -} 4”,22 nomlire -} 23”,61
d’oit T'on obtient L' == L —22",39. On a enfin :

logpeoveeennnnn, 1,88913n

C. log206263.. . ... 4,68357

log493'......... . 2,60283

C.logcosB...... .. 0,00165

9,26920n,d’ouitaréductiondutemps—=—0°,186,

et, par suite, est sans importance.

74

L'autre probléme : De la position géocentrique d*un corps célesle et
de la position du plan de son orbite, déduire le lieu héliocentrique dans
Torbite, est semblable au précédent en ce qu'il dépend aussi de I'in-
tersection d'une droite menée entre la Terre et le corps céleste, avec
un plan de position donnée. La solution la plus convenable se déduit
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des formules de I'art. 65, ou la signification des lettres était celle-ci :

L la longitude de la Terre, R la distance au Soleil, nous posons la
latitude B=0 (puisque le cas ou clle n’est pas = 0 peut facilement
se réduire A celui-1a par Fart. 72), d’'ott R =R; 1 1a longitude géo-
centrique de l'astre, b la latitude, A la distance & la Terre, r la
distance au Soleil, u Yargument de la latitude,  la longitude du
neeud ascendant, i Linclinaison de Yorbite. Nous avons ainsi les
¢équations

L, rcosu — Rcos(L — Q) =Acosbcos (! — Q),
IL rcosisinu — Rsin (L — Q) = Acosbsin (| — Q),
nt. rsinisinu = Asind.

En multipliant I'équation I par sin (L— Q) sinb, II par — cos (L— Q)
sin b, 111 par — sin (L—1) cos b, on obtient en ajoutant les produits,
cosusin(L—82)sinb—sinu cost cos{L—Q)sinb—sinusinisin(L—{)cos =0,
d'on

, e sin{L — Q}sind

V. tangu = oo (L—Q)sinb - sinisin(L — ljcosd’

En multipliant aussi I par sin(l— §2), I par —cos (1—§2), et ajou-
tant les preduits, on trouve
Rsin{L —{)

7 —
v ~ sinucosi cos (| — Q) — cosusin (| — Q)

L’ambiguité qui existe dans la détermination de u par I'équation 1V
est naturcllement levée par I'équation 111, qui montre que u doit étre
compris entre 0 et 180°, ou entre 180° et 360", selon que la latitude b
est positive on négative; mais st b=0, I'équation V montre que I'on
doit prendre ¥ =0 ou u=180°, sclon que sin (L—1) et sin (I—§)
ont des signes difiérents ou le méme signe.

On peut réduire le calcul numérique des formules 1V et V de diff¢-
rentes maniéres, par l'introduction d’angles auxiliaires. Comme par
cxemple,

tangbcos(L.— Q) sinAtang(L—Q)

en posant — T— =tang A, on a tangu = sm(A4-¢)
tangisin(L—1) _ . __cosBsinbtang({L—Q))
en posant 'c—os—(TJ—_-_—QT—t?ngB: on a tangu= sin (B -+ b)cosi

De méme I'équation V prend une forme plus élégante en intro-



96 * LIVRE 1, SECTION 1I.

duisant I'angle dont la tangente = cosi tang u, on = mi(‘:ﬁsTQ)
De méme que nous avons obtenu la formule V par la combinaison

des équations I et 11, nous parvenons  la suivante en combinant les
équations Il et 111 :

_ Rsin (L — Q)
" sinufcosi —sinisin(l— ) cotang 4]

et de méme par la combinaison des équations I, 11 A celle-ci :

. Reos (L — Q)
" cosu—sinusinicos (I — §2)cotang &’

Ainsi qu'on I'a fait pour V, on peut rendre plus simples ces deux re-
lations par I'introduction d'angles auxiliaires. Les solutions qui décou-
lent des relations précédentes se trouvent réunies et éelaircies par un
exemple dans « Von Zack’s Monatliche Correspondenz, vol. V, p. 540» ,
C’est pourquoi nous supprimons ici un développement plus étendu.
Si, en outre de u et r, on désire aussi Ia distance A, elle pourra étre
déterminée par I'équation 1I1.

75

Une autre solution du probléme précédent résulte de I’observation
faite dans I'art. 64, 111, que le lieu héliocentrique de la Terre, le lieu
géocentrique du corps céleste et son lieu héliocentrique sont situés
sur un méme grand cercle de la sphére. Soient T, G, H (fig. 3) res-
pectivement ces lieux; ensuite, Q la position du neud ascendant ;
QT, QH les portions de I'écliptique et de I'orbite, GP un arc perpen-
diculaire & Vécliptique abaiss¢ du point G, arc qui sera done = §,
De 13, au moyen de I'arc PT =L —1, on déterminera I'angle T ainsi
que I'arc TG. Ensuite, Pangle Q =i, 'angle T et le coté RT=L-—Q
sont donnés dans le triangle sphérique QHT, @0t F'on obtiendra les
deux autres c6tés QH —u et TH. On aura enfin

RsinTG Rsin TH
HG=TG —TH et r—.—sm, ’——SITﬁ-G_-
76

Nous avons enseigné, dans I'art. 52, le moyen d'exprimer les va-
riations diflérentielles de la longitude et de la latitude héliocentri-
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ques et de la distance raccourcie, d'aprés les variations de I'argu-
ment de la latitude u, de linclinaison i et du rayon vecteur r, et
aprés cela nous en avons déduit (art. 64, 1V) les variations de la
longitude et de la latitude géocentriques et b; par la combinaison
de ces formules, dl et db peuvent donc étre exprimées cn fonction
de du, di, dQQ et dr. Mais il sera utile de montrer comment dans ce
calcul on peut aussi omettre la réduction du lieu héliocentrique
I'écliptique, de méme que dans I'art. 65 nous avons immédiatement
déduit le licu géocentrique du licu héliocentrique dans I'orbite. Pour
que les formules en deviennent plus simples, nous négligeons la
latitude de la Terre, puisque cette latitude ne peut certainement avoir
d’cllet sensible dans les formules différentielles. Nous avons par
conséquent les formules suivantes dans lesquelles nous remplacons,
par abréviation, [— , par w; nous écrivons aussi, comme ci-dessus,
4’ pour A cos b.

Acosw = rcosu— Reos(L — Q)=¢,
A'sinw =r cos isinu — Rsin(L — Q) =,
A'tang b = rsinisinu ={;

11 vient, en les différentiant,

cosw . dd’ — A'sinw.dw = di,
sinw.da’ 4 A'cosw.dw = dn,

tangd.dy c_:s—b' db = dt,

de 14, par élimination,

do — —smw.d;l;,}-cosw.dq,
db — —coswsinb.df-—sinwsinb.dn-tcosb. di
= A .

Si, dans ces formules, nous mettons & la place de &, %, { leurs va-
leurs, dw et db deviendront exprimées en fonction de dr, du, di et
dQQ; ensuite, a cause de di=dw-}- dQ, les différentielles partielles
de I, b seront ainsi qu'il suit :

11,




98 LIVRE I, SECTION 11.

. i(il) = —COS W Sinu sin¢.
r\di

: dl R . R

v, (Fg)_a-h—,cosa,—g-g)_a + g c0s(L— 1.

V. A (Z—i) =—cosmsinusinb-—sinmsinucosisinb+sinusinicosb.
A fdb . . o ..

Y, v E) == cOsw sin usind — sinw cosucos? sinb |- cos u sini coss,

v, ; = sinwsinusinisinb - sinucosi cosd,

Pany
[
NEIE

, drdby . i p s
Vi, ﬁ(m)._smbsm(l.—-Q-—-m)_..smbsm(L-—l).

Les formules 1V et VIII se présentent déja sous la forme la plus
commode pour le calcul; mais les fofmules I, 111 et IV sont mises,

par des substitutions évidentes, sous une forme plus élégante, 3
Savoir ;

\ dl\ R .
I, ((—1—) .._-E.sm (L— 1.

. dl
[ 48 (E) = — coswtang b.

. dt\ R .. R _—
v, (a_;)___ﬁcos([.--l)smb_—;Ecos(L--I)smbcosb.

Enfin, les autres formules H, V1, VII se transforment aussi en ex—
pressions plus simples par I'introduction de certains angles auxi-
liaires ; ce qui se fait le plus commodément de Ia manitre suivante,
Les angles auxiliaires M et N sont déterminés par les formules

tang M = tac:)lsg:) » tang N = sinwlang { = tang Mcos wsin 7.

On a alors, en méme temps,

cos’™ 4 4 tang'N _ cos*i 4 sin’wsin®i = coste
cos'N "4 4 tang®M — cos'i -} tang*e )

Maintenant, puisque I'incertitude qui existe dans la détermination
de Met de N peut étre écartée i volonté, il est évident qu’on peut le
faire en admettant que I'on ait
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cos M

GsN = T oo
et par suite,

snN_ + sini

sinM

Ceci posé, les formules II, VI, VII se changent en les suivantes :

I ﬂ)_rsinmeos(hl—u)
: (du - A'sin M )

VI (:2) - [cosmsmt cos(M— u)cos(N — &) -}- sin(M — u)sin (N —b)].

VII. (db) rsinucosi cos (N — b)
di AcosN

Ces transformations, relativement aux formules 11 et VII, n’arré-
teront personne; mais, en ce qui regarde la formule VI, quelque ex-
plication ne sera pas superflue.

En substituant, en effet, dans la formule VI d’abord M — (M—u)
i la place de u, on trouve

- (:z) =cos{M—u}{coswsin Msinbd—sinwcosi cos Msinb-}-sinicos Mcosbd).

—sin (M—u){coswcos Msind-}-sinw cosisin Msinb—sintsinMcos ).
On a maintenant,

cosw sinM = cos*i cos w sin M -} sin*i cosw sinM
==sinw cosi cosM -} sin*icoswsin M ;

de 13, la premitre partie de I'expression précédente se change en

sini cos(M —u)(sini cosw sinMsind -}- cosMcosb)
= sinicos{M —u)(cos wsinNsind -}- cosw cos N cosb)
== cosw sini cos (M — u) cos(N— b).

On a de méme,
cosN == cos*wcos N -}- sin*w cosN — cosw cos M -} sinw cosi sin M;
d'ot la derniére partie de 'expression se change en
— sin (M — u){cosN sinb — sinN cosbd) = sin(M—u) sin (N — ),

De 14, résulte complétement I'expression VI*.
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L'angle auxiliaire M peut aussi servir a transformer la formule 1,
qui, par I'introduction de cet angle, prend la forme

- (dl __ __Sinwsin{M—u)
' 37) - A'sinM

En comparant cette formule 2 la formule I¥, on conclut que
— Rsin{L— l)sin M=rsinw sin{M —u);
de 15 aussi, une forme un peu plus simple peut éire donnée a Ia

formule 11*, & savoir :

I, %) = - ?, sin{L — {) cotang (M — u),

Pour que la formule VI* soit simplifiée encore davantage, il est né-
cessaire d'introduire un nouvel angle auxiliaire, ce qui peut se faire
de deux manitres, soit en posant ’

tang (M —u) __tang (N —p)
tangP = coswsing * o4 tmgQ= €osw cosi '

d’ou résulte

Vi db) __ rsin(M—u)cos(N — b—P) __ rsin(N—b)cos(M—u—Q)
) (Jz-; - Asinp - AsinQ ’

Les quantités auxiliaires M, N, P, Q ne sont pas, du reste, purement
fictives, et il serait facile d'assigner ce que représente chacune d'elles
dans la voite céleste; plusieurs des équations précédentes peuvent
méme &tre données plus élégamment par le moyen d'arcs ou d’angles
de la sphére, auxquels nous nous arréterons d’autant moins ici
qu'ils ne rendent pas superflues, pour le calcul numérique lui-
méme, les formules développées ci-dessus.

77

Les formules développées dans Farticle précédent, jointes A celles
que nous avons données dans les art. 15, 16, 20, 27, 28 pour les
diflérents genres de section coniques, fourniront toutes les relations
qui sont nécessaires pour le calcul des variations diflérentielles d'un
lieu géocentrique causées par les variations de chacun des éléments,
Pour micux éclaircir ces principes, nous résumerons Fexemple traité
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ci-dessus dans les art. 13, 14, 51, 63, 65. Et d'abord, nous exprime-
rons dl et db en fonctions de dr, du, di, dQ, d’aprés la méthode de

larticle précédent, lequel calcul se fait ainsi :

logtangow.. ... 8,§0113

logcost.. .. .. 9,98853
logtang. ... 8,41260
M= 1°928'52"
M—u=163°17 8"
1*.
log sin{L—1{). . 9,72125
logR........ 9,99810
Clogd...... 9,92027
IS R 9,63962
Clogr....... 9,67401
dl
log (71" b oo .. 9,31363
V.
logg ..... « .. 9,91837
logcos(L —{).. 9,929356
A T 9,84793
di
VIt

logrsinu cosi. 9,75999n
logcos (N—b). 9,99759n

Cloga....... 9,91759
C.log cosN... 0,00001n
db -
Iog(a-‘.) L 9,67518n

L’ensemble de ces différentes valeurs donne

logsinw.. ....

logtangi.....

$,40009n
936723

logtangN... .. 7,76822n

N=179"39'50"

N—b= 186> 1'43"
1.

9,63962

logcot (M —u). 0,58068n

dl
105 (Il) .....

0,22030

9,85793
logsindcosb.. . 9,0§212n
C.logr....... 9,6740%

log (“%) veen .. 8,56400

9,63962
log sind cosb. . 9,04212n

log (;—ll) ... 8,068174n

logtang{M—u)... 9,41932n
logcoswsini. ... 9,35562n

log tangP. ..... 0,06370
P= 49°11'1Y"
N—&—P = 136°50'32"
nr.
logcosw.. ..... 9.99986n
logtangé....... 9,04749n

e s 9,087330

di
lOg (Zl—i) .

0,24357

'log sin (M—u). .. 9,40481

logcos (N—b—P). 9,8G301n

C. logsinP...... 0,12099
db
al—}...... ,63241n
log ( du) 9

dl = 4 0,20589dr -} 1,66073du — 0,41152di + 1,70458dQ,
db= --0,03663 dr — 0,42803 du — 0,§7333di — 0,01803dQ."

Il sera & peine nécessaire de rappeler ici I'observation que nous
avons déja souvent faite, A savoir, que les variations dl, db, du, di, dQ
sont exprimées en parties du rayon, ou que les coeflicients de dr
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doivent étre multipliés par 206265, si ces variations sont considérdes
comme exprimées en secondes. :

En désignant maintenant la longitude du périhélie (qui dans notre
exemple est 52° 18’ 9",30) par I, et anomalie vraic par v, la lon-
gitude dans l'orbite sera w4 Q—v -1, et par suite du =dv -
dI1—d(Q, au moyen de cette valeur substituée dans les formules pré-
cédentes, dl et db seront obtenues en fonction de dr, dv, dll, dQ et di.
1 ne reste donc plus maintenant qu’a exprimer dr et dv, d’aprés la
régle des art. 15 et 16, en fonction des variations différentielles des
¢léments elliptiques (*).

On’ avait dans notre exemple, art. 14 :

d
log 2 =9,90335 = log (7‘,—",) ,

log f:—, ........... 0,19200  loga.............. 0,4224
logcose......... ... 998632 logtangy........... 9,40320
gsinv........... . 9,81031
log(g‘fl). ........ .. 017942 l0gsinY SRR
2—ecosE=1,80085 o, (gi) U 9,67495n
e' = 0,06018
1,74067
log.vevennnnn... .+ 0,28072  loga. ....,........ 0,42244
: 3
log % e, 0,19290  logcoso. .......... 9,98652
logsinE. ....... ‘o 9;76634n logeosv........... 9,84966
dv dr) .
log (‘—1;) ........... 0,19996n log(@; ....... ceee 0,9.)86211

De 13, en ajoutarit

dv==-1-1,51484dM — 1,58475 dop
dr=—0,47310dM — 1,81393 do - 0,800835 da.

Bn substituant ées valeurs dans les formules précédentes, il vieni

(*) On s'apercesra immeédiatement que la lettre M ne représente plus, dans le

caleul suivant, notte angle auxiliaire  mais (comte dans Ia section 1%) I'anomalie
moyenne;
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dl =} 2,41287dM — 3,00331do -} 0,16§88da -} 1,66073dn
—0111524i -} 0,043834Q,
db=—0,66572dM -} 0,61331d5 + 0,02925 da — 0,42895 dn
— 0,47335di 10,3800 4.

Si le moment auquel répond le lieu calculé est supposé distant de
n jours de I'époque, et que I'on représente la longitude moyenne de
I'époque par N et le mouveinent diurne par <, on aura M =N-}-nt—1I,
et par suite, A =dN - nd=— dil. Dans notre exemple, le temps qui
correspond au lieu calculé est le 17,41507 octobre de 'année 1804,
sous le méridien de Paris; si donc on prend pour époque le com-
mencement de Yannée 1805, on a n = — 74,58493 ; la longitude
moyenne pour cette époque était Al° 52' 21",61, et le mouvement
diurne = 824",7988. En substituant, dans les formules trouvées tout
a I'heure, & la place de dM sa valeur, les variations différentielles du

lieu géocentrique exprimées en fonction des variations seules des
¢éléments, sont ainsi qu'il suit :

dl =2,41287 dN — 179,96 d= — 0,75214 dil — 3,00531d¢
-4 0,16488 da —0,111524: -}- 0,05385 dQ.
db=— 0,66572 dN -} 49,65 dx -} 0,23677 dit-}- 0,61331 d3
-}0,02033 da— 0,47333 di -+ 0,380904,

Si la masse du corps céleste est négligée ou au moins considérée
comme connue, 5 et a seront dépendants 'un de I'autre, et 'on pourra,
par suite, éliminer de nos formules d= ou da. Puisqu’en effet, d’aprés
I'art. 6, on a

on aura

formule dans laquelle, si dx est exprimé enparties du rayon, il faudrd
aussi exprimer = de la méme maniére. On trouve ainsi, dans notre
exemple :

logscoeonnns 2,91635
logt”........ 4,68357
logd........ 0,17609
C.loga....... 9,57756
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ou
dr = —0,0022676da, et da= — 440,99d-;

cette valeur étant substituée dans nos formules, la dernitre forme
s’obtient enfin :

dl=2,11987dN — 252,67dx — 0,75214 411 — 3 00331 do
—0,14132di -} 0,0385 dQ,

db=— 0,66512dN -}- 36,71 d< -} 0,23677 dn1 + 0,6133) de
~ 0,47335 di -}-0,38090 dQ).

Dans le développement de ces formules, nous avons supposé que
toutes les différentielles di, db, dN, dx, dil, do, di, d sont exprimées
en parties du rayon, mais il est évident qu'en raison de I'homogénéité
de tous les termes, les mémes formules serviront encore si toutes ces
dillérentielles sont exprimées en secondes.
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TROISIEME SECTION.

RELATIONS ENTRE PLUSIEURS POSITIONS DANS L'ORBITE.

78

La comparaison de deux ou plusieurs positions d'un corps céleste,
soit dans son orbite, soit dans I'espace, fournit une telle abondance de
propositions élégantes, qu’elles rempliraient facilement le volume en-
tier. Notre but ne tend pas assurément & épuiser ce sujet fécond, mais
principalement A en retirer des ressources importantes pour la solu-
tion du grand probléme de la détermination des orbites inconnues,
¢’apreés les observations; c'est pourquoi, en négligeant les questions
qui seraient trop étrangéres A notre but, nous développerons le plus
soigneusement toutes celles qui, de quelque manitre, peuvent y con-
duire. Nous faisons précéder ces recherches de quelques propositions
trigonométriques auxquelles il faudra trés-souvent avoir recours,
puisqu’elles sont plus habituellement employées.

I. En désignant par A, B, G des angles quelconques, on a

sinAsin (G — B) -} sin Bsin (A — C) -}- sinCsin (B — A) = o,
cos A sin (C — B) 4-cos Bsin (A — C) -} cosCsin (B — A) =o.

1. Si deux quantités p, P doivent étre déterminées par des équa-
tions telles que
psin(A — P) = a,
psin(B—P)=15,

ceci S'obtiendra généralement par le secours des formules

psin(B — A)sin (H — P) = bsin(H — A) — a sin (H — B},
psin(B — A)cos(H — P) = beos (H — A) — acos(H — B),

dans lesquelles H est un angle arbitraire. De 1 se déduiront (art. 14,

11) Yangle (I1—P), et p sin (B—A); et de ]A P et p. La plupart du

temps il est ajouté la condition que p doit étre une quantité posi-

tive, d’oui se trouve écartée I'ambiguité qui résulte de la détermina-
8
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tion de l'angle H— P par sa tangente; mais en Iabsence de cette
condition, I'incertitude sera levée arbitrairement. Pour la plus‘grande
facilité du calcul, il sera convenable de prendre I'angle auxiliaire

H=A ou=Bou= ;— (A4 B). Dans le premier cas, les équations,
pour la détermination de P et p, seront
psin (A —P) =g,

b—acos(B — A)

pcos(A —P) = Sn(B—A]

Dans le second cas, les équations seront entidrement analogues;
mais dans le troisi®me on.aura

psin(%A+%B—P)=#ﬂ__’
: 2cos-2-(B-—A)

pcos(—;-A-}-%B—P): —~I;-—“a.

Et alors, si -I'on introduit 'angle auxiligire ¢, dont la ta'ngente

= %, on trouvera P par la formule
1, 1 : 1
tang (§A +3 B—-P) = tang (45° + ) tang 3 (B — 4),

et ensuite p par I'unc des formules précédentes, dans lesquelles

_a__—b—'_ _asin(43°4-8)  bsin(45°4-7)

%(b + a) =sin (45°-- ¢)

sin2g " sinty/2 cost /2
1 o ab_ _ acos(43° 1) bcos(45° - 7)
5(b—a)=cos(45° | - = ——t = .
2 ( ) ( ) sin 28 sin (‘/2 cost ﬁ

IIL. Si p et P doivent étre déterminées d'aprés les équdtions

pcos(A —P)=q,
pcos(B —P) =3,

tout ce qui est exposé dans I peut immédiatement s'appliquer,
pourva qu'a la place de'A et B on mette partout 90 +- A, 90 + B;
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mais pour que I'application en soit plus facile, nousne craiglions pas
d’ajouter les formules développées. Les formules générales seront

psin (B — A)sin (H — P) = — b cos ({ — A) -} acos(H — B},
psin(B—A)cos(l —P)= & sin(l— A) —asin(H — B),

de manitre que pour H =A elles se changent en

: (B—A)—b
psn~n(A —P) =ac‘:si[(x(B—z)A) R

pcos(A —P)=—a,
Pour =D clles prennent une forme scmblable; mais pour
1
H= 3 (A 4 B) elles deviennent

psin(%A-k%B—P) = --——‘;;b———-,
25in§(B-—A)

pcos(%A + %B-—- P) = __%il’——,
2cos§(B —A)

de sorte que par Fintroduction de I'angle auxiliaire £, dont la tangente
a

5 il vient

tang (% A4 %B - P) = tang ({ = 45°) cotang é (B — A).

Enfin, si nous désirons déterminer p immédiatement au moyen de
a-et de b, sans faire le calcul préalable de 'angle P, nous avons la
~ formule

psin(B— A) =/[a* + 4* — ‘.’?17(:05 (B — A)},
aussi bien dans le probléme actuel que dans II.
79

Pour la détermination compléte d'une section conique dans son
plan, trois quantités sont demandées : 1a position du périhélie, I'ex-
centricité et le demi-paramétre. Si ces quantités doivent étre déter-
minées d'aprés les quantités données qui en dépendent, il faut qu'il
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Y ait assez de données pour pouvoir former trois équations indé-
pendantes les unes des autres. Tout rayon vecteur donné en gran-
deur et en position fournit une équation; cest pourquoi trois rayons
donnés en grandeur et en position sont nécessaires pour la détermi-
nation d'une orbite. Mais si on en a deux seulement, un élément
méme doit étre déja donné, ou au moins quelque autre quantité a
I'aide de laquelle il soit permis @ ¢établir une troisibme équation. De
I3 surgit une variété de probléemes que nous traiterons maintenant
successivement.

Soient r, r' deux rayons vecteurs qui font avec une droite arbi-
traire menée par le Soleil, dans le plan de Iorbite, les angles N, N'
selon la direction du mouvement; soit ensuite 11 I'angle que fait,
avec la méme droite, le rayon vecteur mené au périhélie, de telle
sorte que les anomalies vraies N— 11, N'— 1 répondent aux rayons
vecteurs r, r'; soient enfin ¢ I'excentricité, p le demi-paramétre. On
obtient alors les équations

=14 ecos(N— m),

- Rk~

;=1 4 ecos(N'— m),

b

[ ]
desquelles, si 'une des quantités p, e, Il est en outre donnée, on
pourra déterminer les deux autres.
Supposons d'abord que le demi-paramétre p soit donné, et il
est évident que la détermination des quantités e, I, au moyen des
équations

ecos (N — In) =I—;—-1,

ecos(N' — 1) =:—:—l.

peut s'effectuer d’aprés la régle du lemme III de Iarticle précédent,
Nous avons donc

tang(N — 1) = cotang(N’ — N) — ﬂ(p_"if;si"n(’g,_ N

(' — r)cotang %(N’— N)

1o, 1. _
“"E(é”é“““)- D
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Si I'angle 11 est donné, p et e seront déterminés au moyen des
équations
__rr'[cos(N — II) — cos (N'— D))
" reos(N— ) —r'cos (N — )’
e rY—r
" reos(N — ) — reos (N — )’

On peut réduire le dénominateur commun dans ces formules, A la
forme a cos (A—1i), de telle sorte que a et A soient indépendantes
de II. En désignant en effet par H un angle arbitraire, nous avons

[rcos (N—H)— r'cos(N'— H)jcos(H — n),

reos(N—m)—r'cos(N'— ll)={ —{rsin(N-—H)—’sin(N'—H)]sin( —0),

et par suite,
=acos{A —H),

. si a et A sont déterminées par les équations

r¢0s (N — H) — ' cos (N'— H) = acos (A — H),
rsin (N — H) — #'sin (N' — H) = asin (A — H).

De celte maniére il vient
' 9r#* sin - (N — N)sin (AN + AN —1
= ) Jsin{5N +35

acos (A — H) !

p=
r—r
e = e ————y
acos(A — 1)
Ces formules sont principalement commodes toutes les fois que
p et e sont calculés pour plusieurs valeurs de IT; r, v, N, N' ne
changeant pas. — Comme pour le calcul des quantités auxiliaires a, A
il est permis de prendre I'angle Il arbitrairement, on pourra alors
poser H =% (N4 '), d'aprés quoi les formules se changent en
celles-ci:
1, i 1.,
(r’—-r)cos-i(N —N)=—acos (A—-QN —-éh),

I e A
(r 4 7)sin g — N) = aam(A—éN 2N).
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L’angle A étant donc déterminé par I'équation

1 1., __r'+r 1.,
lang(A—éN —51\)"’,-'_,-“‘“3 é(h —N),

on a aussitot
, 1 1.
cos (A —_ §N —5\)

€ ==

cos%(N‘ — Njcos(A —I)

Le calcul du logarithme de 1'expression :—#: pourra se simplifier

par une méthode déja sonvent expliquée.
81
Si I'excentricité est donnée, on trouve I'angle 11 par Péquation
. 1y 1.
cos(A——éh —51\)

€os(A — 1) = — 1 s
’ ecosz (N'—N)

aprés que 'angle au{il’iaire A a ¢1¢ déterminé par I'équation
by
lang(A - §N —_ §l\) = ;7:—,‘(““02({\ ‘ N).

L’ambiguité qui existe dans la détermination de Fangle A — 11, par
son cosinus, résulte de la nature du probléme, de manitre quon
peut satisfaire & la question par deux solutions difiérentes; il faudra
décider, d'autre part, laquelle devra étre adoptée et laquelle rejetée;
dans ce but, la valeur au moins approchée de I devra déja dtre
connue.— Une fois 1 trouvé, on calculera p par les formules

p=rll + ecos(N— )= r'[1 4 ecos (N — m)},
ou par celle-ci :

N | Y4 T
2rr'esin §(N’—-N)sm(§N +§L —ﬂ)

b= r—r
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Supposons enfin, que nous connaissions les trois rayons vecteurs r,
Y, v’ qui font, avec la droite menée arbitrairement par le Soleil
* dans le plan de I'orbite, les angles N, N', N". Nous aurons alors, en
conservant les mémes notations, les équations (1) :

’rl =1 + ecos(N —m),

=1 + eOOS(N'—IIL

=1 -} ecos (N"— 1),

R W)

qui permettront d’obtenir p, II, e de plusieurs manitres. Si I'on veut
calculer la quantité p avant les autres, on doit multiplier les trois
équations (I) respectivement par sin (N"—N'), —sin (X" —N),
sin (N'—N), et I'on aura, d’aprés le lemme I, art. 78, en ajoutant

les produits,
sin (N’ — N') — sin(N” — N) - sin (N’ — N)

%sin' N’ — N) — 2sin (N — ) 4 ‘F,sin (N—N)

Cette expression mérite d’¢ire considérée plus attentivement. Le nu-
mérateur devient évidemment,

9sin %(N" —Neos %(N’—-N) —2sin -‘2- (N’— ) cos (%N'-l— %N’—_— N)
=4sin %(N"—— N')sin é (N”"—N)sin %(N’—- N).
En posant, ensuite, '
rr'sinN’ — N) = n, #”sin(N" — N) = n, rr'sin(N' — N) = »",
il est évident que%n, %n', %n" sont les aires des triangles com-

ris entre le second rayon vecteur et le troisi¢me, entre le premier et
le troisi¢me, entre le premier et le second. De 12 on apercevra faci-
lement, dans la nouvelle formule

Asin % (N'—N)sin % (N — Njsin 5 (V' — N). rr's"

- P= n—n4n
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que le dénominateur est le double de Iaire du triangle compris entre
les extrémités des trois rayons vecteurs, c’est-A-dire entre les trois
positions du corps céleste dans I'espace. Toutes les fois que ces po-
sitions sont peu écartées les unes des autres, cette aire est toujours
une quantité trés-petite et certainement du troisitme ordre si N'—N,
N'—N’ sont considérées comme de petites quantités du premier
ordre. On conclut de 12 en méme temps, quesi une ou plusieurs des
quantités r, ¢, ', N, N, N” sont aflectées d’erreurs méme l¢-
géres, il pourra en résulter, sur la détermination de P, une erreur
trés-grande; cest pourquoi cette méthode-ci n’admet jamais une
grande précision, A moins que les trois lieux héliocentriques ne
soient distants 'un de Vautre d’un intervalle considérable.

Enfin, du moment que le demi-parametre p sera trouvé, e et II se dé-
termineront par la combinaison de deux quelconques des équa-
tions (I), ’aprés la méthode de I'art. 79.

83

Si nous aimons mieux commencer la résolution du méme probléme
par le calcul de I'angle I, nous emploierons la méthode suivante.
Nous retranchons, dans les ¢quations (1) la troisiéme de Ia seconde,
la troisitme de la premitre, la seconde de la premiére; nous ohte-
nons ainsi les trois nouvelles équations (.

_l___ 1

T

% =< sin(—%N' -+ %N”—- Il),
Qsin-g—(N”-—N') P

1 1

—— =% (é'N+%N'—n),
2sing (v — ) P

. (1 1.,
sin (§N+§N - Il).

Deux quelconques de ces équations donneront, d'aprés le lemme 11,

" e ’ A} 1] .
art. 78, Il et »’ d'oit I'on obtiendra e et p par P'une ou I'autre des
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équations (l). Si nous adoptons la troisi®me solution enseignée dans
I'art. 78, 11, la combinaison de la premitre équation avec la troisiéme

produit I'algorithme suivant : angle auxiliaire { sera déterminé par
I'équation

T4 osnlpv—m
r 2
tangl =

R ’
1 —1‘_" sSin § (N — N)
et Yon aura

tang (%N + %NK{- ;N' - n) = lang (45° -} ¥)tang %(N" ~N

En changeant le second lieu avec le premier ou avec le troisi¢me,
on obtiendra deux autres solutions entiérement analogues 2 celle-ci.

Comme en employant cette méthode les formules relatives &1; S0

résolvent moins promptement, il vaudra mieux déduire ¢ ct P des
deux équations (I) par Ia méthode delart. 80. Enfin, ambiguité dans
1

la détermination de IT parla tangente de I'angle % N4+ % N4 i N'—1

devra étre ici écartée par la considération que e est une quantité po-
sitive; il est en effet évident, que e acquitre des valeurs opposées si
Yon prend pour IT des valeurs différant entre elles de 180°. Mais le
signe de p ne dépend pas de cette ambiguité el sa valeur ne peut étre
prise négativement, & moins que les trois points donnés n’appar-
tiennent A un arc &' h"perbole opposé au Soleil, cas contraire aux lois
de ]a nature, et auquel nous n’'avons pas ici égard.

Les quantités que Fon obtiendrait, d’aprés P'application de la
premi¢re méthode de I'art. 78, 11, aprés de pénibles substitutions,
peavent étre, dans le cas actuel, déterminées plus commodément de
la maniére snivante : Que I'on multiplie la premidre des équations 11

par cos ;- (N"—N), la troisiéme par cos % (N'—N), et que l'on re-

tranche le dernier produit du premier. Alors, par l'app]icaiion exacte
dulemme I de I'art. 78 (*), on obtiendra I'équation

{°) C'est-A-dire, en posant dans la seconde formule

....1 N7 ___ N ___._'_ '_'"_, —.'. — N’
A=G(N'—N), B=yN4zN'—T, C=3(N—N).
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11 1 1 171 1 1,
3 () cotog 5 = M)—5(; — ) comngjov—m)

e A gl
_psmg(N—N)cos(éN-l-éN n).

En combinant cette équation avec la seconde des équations 11, It

et -:; seront déterminés; et alors 11, par la formule.

A

r

1, .1 :
tang (C—)N-I—-—N”—II) = - .
- 2 ' 1 ” r 2 o

De 14 aussi, dérivent deux autres formules entidrement analogues
en changeant le second lieu avec le premier ou avec le troisidme,

84

Puisqu'on peut déterminer Vorbite entitre, au moyen de deux
rayons vecteurs donnés de grandeur et de position, avec un élément
de Yorbite, on pourra aussi, avec ces données, déterminer le temps
pendant lequel le corps céleste se meut d'un rayon vecteur A I'autre,
si & ]a vérité nous négligeons la masse de I'astre ou si nous la regar-
dons comme connue : nous nous en tiendrons A la premiére hypothése,
4 laquelle la seconde est facilement réduite. De 14, réciproquement,
il est évident que deux rayons vecteurs .donnés de ‘grandeur
et de position avec le temps pendant lequel le corps céleste dé-
crit 'espace compris, déterminent V'orbite entitre. Mais ce probléme,
qui doit tre considéré comme trés-important dans la théorie du mou-
vement des corps célestes, n’est pas si facilement résolu, puisque I'ex-
pression du temps en fonction des éléments est transcendante et de
plus assez compliquée. 11 est, pour cela, le plus digne d’étre traité
avec tout le soin possible; ¢’est pourquoi, nous espérons qu’il ne sera
. pas désagréable au lecteur que, outre la solution enseignée plus loin,
solution qui parait ne rien laisser 2 désirer, nous ayons consi-
déré comme devant aussi étre arrachée 3 Poubli, celle dont nous
nous sommes fréquemment servis, avant que la premiére ne se soit
offerte & nous. 11 est toujours favorable d’attaquer par plusieurs voies
un probleme plus difficile, et de ne pas mépriser Ia bonne quoiqu’on
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préfére la meilleure. Nous entamons la question par Vexposition de
cette inéthode plus ancienne.

85

Nous conserverons aux lettres r, ¥ N, N', p, e, 1 la méme-significa-
tion que précédemment. Nous désignerons par A la différence N' —N,
et par ¢, le temps pendant lequel le corps céleste se transporte de la
premiére position & laseconde. I est maintenant évident, que si Yon
connait la valeur approchée de I'une des quantités p, e, 11, on pourra
aussi en déduire la valeur des deux autres, et ensuite, par les mé-
thodes développées dans la premitre section, le temps correspondant
au mouvement de I'astre pour aller de la premitre position A la se-
conde. Si ce temps se trouve égal A V'intervalle proposé t, la valeur sup-
posée de p, e ou Il est exacte et V'orbite est déja trouvée ; si cela n'est
pas, le calcul recommencé avec une autre valeur un peu différente
de la premitre, montrera quelle variation, -dans la valeur du temps,
correspond & une petite variation dans la valeur de p, e, ou 11; de 13,
par une simple interpolation, on déterminera la valeur corrigée. Si
le calcul est de nouveau recommencé avec cette valeur, le temps-
quon en déduira s'accordera entiérement avec le proposé, ou au
moins, en diflérera d’une trés-petite quantité, de telle sorte certai-
nement, qu'on pourra aiteindre, par de nouvelles corrections, un
accord aussi parfait que le pérmettent les tables logarithmiques et
trigonométriques.

Le probléme se réduit donc A ceci; — que, pour le cas ol 'orbite
est entitrement inconnue, nous sachions déterminer une valeur au
moins approchée de I'une quelconque des quantités p, e, 1. Nous don-
nerons maintenant une méthode par laquelle Ja valeur de p est obtenue
. avec tant de précision que, pour de petites valeurs de A, elle n’exige
aucune nouvelle correction; et par suite, l'orbite entidre est déter-
minée, par un premier calcul, avec toute la précision que permettent
les tables vulgaires. Mais autrement, il ne faudra presque jamais re-
courir A cette méthode, si ce n’est pour des valeurs médiocres de A,
parce qu'on ne peut guére entreprendre la détermination d’une or-
hite enti¢rement inconnue, A cause de la complication trop embar-
rassée du probléme, gu'avec des observations peu écartées les unes
des autres, ou plutét telles qu’elles répondent & un mouvement hélio-
centrique peu considérable.

L S
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86
En désignant par 5 le rayon vecteur indéterminé ou variable qui
répond A Yanomalie vraie v — I, laire du secteur décrit par le
corps céleste dans le temps t, sera;iz- f p'dv, ceite intégrale étant
prise depuis v = N jusqu'a v = N', et par suite, en prenant k avec
sa signification de Yart. 6, on a kt Ve = f g'dv. 11 est actuelle~

ment évident, d’aprés les formules développées par Cotes, que si ox
exprime une fonction quelconque de x, des valeurs de plus en plus

approchées de T'intégrale f ¢x.dr, prise depuis £ = u jusqu'a

Z = u + A s'obtiendront par les formules
| Saleut o+ a),
5[t o (ut 3 8) ot + s]
%A[?" + 3¢ (u-l- :-‘, A) + 3?(u+ g A) +eu+a| 4 ete,ete.

Il suffira, pour notre but, de s'arréter aux deux premitres for-
mules, )

Par la premitre, nous avons donc, dans notre probléme,

Ary
cos 2w’

fp’dv: %A(r’—{- r) =

si nous posons

,’7 = tang (45° 4 w).

4
Cest pourquoi, la premiére valeur approchée de y/p sera- Ei—;’;—),-
que nous posons — 3 «,

Par la seconde formule, nous avons plus exactement

fp’dv: é-A(r’+ r* - 4R?),
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en désignant par R le rayon vecteur qui correspond & I'anomalie in-
T | 1

termédiaire §N + 5 N—n

Enexprimant maintenant p, en fonctionde r, R,r', N, N-}- % A,N-14,

" d'aprés les formules données dans l'article 82, nous trouvons

e gl . 1
45m’~Asm;A

4
p= ’
i 1\ . 4 1 .
(; + ;:,) sméA - ﬁsmA
et de la
cost A' 2sin?la 2sintta
a _l_(l+i) 4 _  cosw 4
R 2\ 7 v Vrr cos 2w r
En posant donc,
2 sin? 13 AVrr cos2w0 ‘
—— 'o‘,
COos w
il vient
cos-;A \/rr' cos 2w
R = ~ b4

(4]
f— o
. COS w ( p)
d'ot 'on obtient la seconde valeur approchée de yp,

22 cos?® -;- A cos? 2w
Vp=a+ F=a}

cos' w (i — 3)
P

€
3\’
(*~7)
D
. .
cos;Acos‘.ho

2\ —— ) =,
Cos w

si nous posons
3

C’est pourquoi, en écrivant = A la place de y/p, on déterminera =

par I'équation
(n—a) (l—?) =,
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qui convenablement développée s'éléverait au cinquitme degré. Po-
sons == q -, de telle sorte que q soit une valeur approchée de
™, et 11 une trés-petite quantité dont on' peut négliger le carré et les
puissances supérieures; on trouve par cette substitution,

() (=) -

ou ,
p= D@ —ag)(g*—3p
(9" —2)(g* + 389 —4a3)’

w0 —9) (ag* - 487 —Bad)g
(7* —8) (¢* 1 33 — 4a3) .

Nous avons maintenant, dans notre probléme, la valeur ap-
proximative de =, A savoir 3x, qui étant substituée i la place de ¢
dans la formule précédente, donne la valeur corrigée

et pay suite,

 943%  3x (92— 8) (9= 7o)
B Ty )

En posant donc,
S £

CY Rl s 3 P
la formule prend cette forme-ci :

o — 2y 4-218)
- 1458 °

et toutes les opérations nécessaires A la solution du probléme sont
contenues dans les cing formules :

o

I ’; = tang (45° - w).

Arr

1L 3ktcos2o

\ 2 sin*2 A\/n’ €0s 2w
m. . 4

=f

27atcos w

2 cos? —:; A cos? 2w
Iv. (I—=3gcoste ¥
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. ——ee T p.
: 133

S'il plait de diminuer quelque chose de la précision de ces for-
mules, on pourra obtenir des expressions encore plus simples. En
faisant, en effet, cos & et cos 2w =1, et en développant la valeur de
v/p en série suivant les puissances croissantes de A, on obtient, en
négligeant les quatriémes puissances et celles plus élevées,

_ 1., ayr?
‘/;‘—“(3“'5“"‘“@7)'

dans lesquelles A doit étre exprimé en parties du rayon. G'est pour-

quoi, en faisant 4{; =\p,ona

A’
VI - p=p (1 .y _‘/E)

3 3
De la méme manitre, en développant \p en série, suivant les

. . . . Y smA
puissances croissantes de sin 4, on obtient, en posant —-— = Vi

. - sint A‘\/ﬁ’ —_
Y"- S \/P—(i‘l'"—gﬁ,—‘)\/l’- .
ou : - ‘
VIILL p=0"+ %sin’ Ayry.

Les formules VII et VIII s’accordent avec celles que V'illustre EuLer
a développées dans le « Theoria motus planelarum et comelarum, »
et la formule VI avec celle qui a été employée dans les « Recherches
et calculs sur la vraie orbite elliplique de la cométe de 1769, » p. 80.

87
/

Les exemples suivants éclairciront la pratique des méthodes précé-
dentes, et permettront en méme temps d'estlmer le degré de préci-
sion.

1, Soient log r==0, 3307640, log ' =0, 3222239 A=7°34'63",73



120 LIVRE I, SECTION IiI.

= 27203",73, t =21,93301 jours. On trouve ici w — — 33'47",90,
d’oir le calcul ultérieur se fait de la maniére suivante :

loga......... 44360629 $logrr’cos2w. ... 0,3264319

logre........ 0,6529879 2logsinia ... .. 7,0389972
clogdk........ 5,9728722 logd........ 8,8696662
cloge. ... ... 8,6388840 c'loga®........ 0,5582180
c'logcos2w.. ... 0,0000840 c'logeosw. . . ... 0,0000210

loga. . ... .o .. 9,7208910 logB........ 6,7933343

: B= 0,0006213757

log2..... e+ . 0,3010300
2logeosia..... 9,9980976 14 v+ 218= 3,0074471
2logcos2w. .. .. 9,9998320 log......... 0,4781980
¢'log(1—38).. .. 0,0008103 loga. ...... .. 9,7208910

2c'logcos2w.. .. .. 0,0000520  c'log(i -4-58).. .. 9,9986528

logy. ooc.n ... 0,2998119 logvp....... 0,1977418

v = 1,9943982 logp......... 0,3954836

218 = 0,0130489

Cette valeur de logp differe de la vraie valeur, 2 peine d'une
unité du septitme ordre : la formule VI, dans cet exemple, donne
log p = 0,3954822; la formule VII donne 0,3954780; enfin la for-
mule VIII, 0,3954754.

11. Soient log r=0,4282792, logr' = 0,4062033,A =62°55'16",64,
t=259,88477 jours. On déduit de 1a w = — 1°27'20"14, loga =
9,7482348, {§ = 0,04535216, y = 1,681127, log y/p = 0,2198027,
log p = 0,4396054, qui est inférieur & la vraie valeur, de 183 uni-
tés du septiéme ordre.

La vraie valeur est en effet, dans cet exemple, 0,4396237; par la
formule VI on trouve 0,4368730; par la formule VII, 0,41569824;
cofin, par la formule VI, 0,4051103; les deux derniéres valeurs
différent tellement de Ja vérité qu'elles ne peuvent méme tenir licu
d’approximations.

88

L'exposition de la seconde méthode fournira I'occasion de déve-
lopper un grand nombre de relations nouvelles et ¢légantes ; comme
elles prennent différentes formes suivant les diverses especes de sec-
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tions coniques, il sera convenable de traiter chacune d’eles en par-
ticulier ; nous commencerons par I'ELLIPSE.

Qu'a deux positions de I'astre correspondent les anomalies vraies
v, v' (dont v répond A I'époque antérieure), les anomalies excen-
triques E, E' et les rayons vecteurs r, r'; soient ensnite p le demi-para-
metre, e = sine I'excentricité, a le demi grand axe, t le temps pendant
lequel Yastre passe de la premi¢re position & la seconde; posons
cofin, v'—v=2f, v+ v=2F, E—E=2¢g, F'+ E= 26, acosp=

p
coso
combinaison des formules V, VI, art. 8, les équations suivantes :

== b. Ces conventions faites, nous déduisons facilement, par la

i1] bsing = sin fyrr,
2] *  bsin G = sinFyr7,
peosg= cos%v cos%v’. 14+ sin%v sin%v’.(i—e)]\/n’,

ou

(3) pcos g = (cos f+ ecosFj\r+, et de méme

4 p cos G = (cosF -} ecos f)yrs.

De la combinaison des équations (3], [4], on obtient ensuite

I5] cos f\/rv’ = (cos g — ecos G)a, ‘

(6] cos Fy/r ¥ = (cosG — ecos g) a.

Au moyen de la formule 11, art. 8, nous obtenons

(7N ¥ — r = 2qesingsinG,

4 r = 2 — ecos g cosG = 2asin’g + 2¢os fcosgyrr,
d'ou

18] a=r’+r-——2cf)s’fcosg\/;7'
2sin'g
Posons
Vitys
193 sl 142,
et I'on aura
2 (l + sin‘-’-g) cos fyfrr
2
(10] a= — ’
sin’g
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et aussi

et \/2 (l 4+ sin’%g)costr?’
a==t ,

sin g

dans laquelle il faudra prendre le signe supérieur ou le signe infé-

rieur, selon que sing sera positif ou négatif. La formule XII de V'art. 8
nous donne I'équation

g =E — esinE'—E 4- esinE == 27 — 2singcosG
a: _

. .\
. 2=2¢ — sin2g +2cosfsmg—a—.

Si maintenant on substitue dans cette équation 2 la place de a sa
valeur [10], et qu'on pose par abréviation

kt

{11] I D)
2% cos f(rr)}t

on trouve, toutes réductions convenablement faites,

1 3 H

M2] =m =(z + siu*%g)"‘ J,-(l + sin'ég)?(“-’”—sfin—s,';‘i-”)
dans laquelle le signe supérieur ou le signe.inférieur doit étre placé
devant m, suivant que sin g est positif ou négatif,

Toutes les fois que le monvement héliocentrique est compris enfre
180° et 360°, ou plus généralement, toutes les fois que cos fest né-
gatif, la quantité m déterminée par la formule (1) devient imagi-
naire. Pour éviter cela, nous adopterons dans ce cas 13, & la place
des équations [9) et [11], les suivantes :

r r
BT

(144 5 ke 5 3 =M,
2} (—cos)(rr)

d'ol nous obtiendrons,  la place des formules [10]) et [12]
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. o1 .

~—2{L—sin 39 cos f\/rr
sintg )

W \E . o4 \3/29 —sin2\
2 M= —(L—sin*-g)? —sinteg ) {2
[i2¥Y] =M (L sin 29) +(L sin 2y) ( siny )

(10%) a=

dans laquelle le signe A prendre est détérminé de la méme maniére
que précédemment.

89

Un double travail se présente maintenant & nous : premi¢rement,
que de I'équation transcendante [12], puisqu’elle n’admet pas de
solution directe, nous déterminions I'inconnue g le plus commodé-
wment ; secondement, que de P'angle g trouvé nous déduisions les ¢1¢-
ments cux-mémes. Avant d’entreprendre ces questions, eflectuons
une transformation particulitre au moyen de laquelle le calcul des
quantités auxiliaires I ou L est promptement achevé, et en outre
plusieurs formules développées plus loin sont réduites & une forme
plus ¢élégante.

En introduisant en effet Pangle auxiliaire &, devant étre déterminé

par la relation . =
\/ = = tang (68 + w),

il vient

\/g -+ \/:——; =2 - [tang (45°}- w)— colang(&ﬁ"—-l~ w)]'==2 4 4tang* 20,
d'oulona |

" 4 A
H St T
05T tang? 2w ST tang? 20

cosf + cosf ’ L_=— cosf  cosf

20

Nous considérerons d’abord le cas ot, par la résolution de I'équa-
tion [12], on obtient pour g une valeur qui n’est pas trop grande, de
29 —sin2

sin®g

telle sorte que g puisse étre développé en série suivant les
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. . .1 : .
puissances croissantes de sin 59 Le numérateur de cette expression
que nous désignons par X, devient

= :;—gsiu‘1 !—qsm’ és in’ ] t
— 3 29 5 eg 7 1 "g—O ec-

et le dénominateur
=Ssin‘3g - ﬂsin’-i—g 4+ 3sin’1g +-...elc
2 2 ] A
d’ot X prend la forme

+ sm’29+ P sm‘;g + ... elc.

Mais pour mettre en évidence la loi des coefficients de cette série,
différentions I’ équation

Xsin’g =29 — sin2g;
d'ott 'on déduit ’
. 4 . o dX .
3X cos g sin* g }- sin gd_g = 2 — 2c0s2g = 4sin?y.

En posant en outre

ona
-d—"f—--l-sin
dg—‘2 g)
d’ol I'on conclut
dX _8—6Xcosg 4 —3X(1 —2)
dz _ sin'g 2x(l—2x) 7

et par conséquent,
(9.:—2:*)-"— =4—(3— 62)X.
Si donc, nous posons

X = g(i + az 4 Bzt yx2* 4 82* -+ ... etc.),

nous obtenons I'équation
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Yoz + (B — )2 -+ (3y — 22" + (45— In)a* + eto]
= (8 — 43)z - (82— 48)z* 4 (88 — 4y)2® - (87— 48)x* - etc.

qui doit &tre identique.
De 14, nous concluons

6 e 10 12
¢=g, [i:;lu, 1=-9-p, 6=ﬁ1...elc.,

d’oti I'on déduit 1a loi de la progression. Nous avons donc

4,46, 4.6.8, 46810, 4.6.8.10.12
X=3t33° 35" T 357.9° T 35701 = Fe

On peut transformer cette série en la fraction continue suivante :

4
3
X=
4—91'
5
A
+53°
5.8
i—ﬁz
1.4
t—51i”®
7.10
l—a13®
3.6
LT T
9.12
1 —5°
i —elc,
2 b.8

. e . 6
La loi suivant laquelle se forment les coeflicients 557 7o
1.4

WL etc., est évidente; le n'*=¢ terme de cette série, si n est pair, est

. n—3n . oo (n4+2)(n4-5)
= (2n+1)(2n+3)' et si n est 1mpair, = @n 1) (2n+3)' un
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développement plus étendu de celte question serait trop étranger
notre sujet. ‘

Si nous posons maintenant

=zt
2
S
5.8
1.4
1=¢m®
1——0(0.,
on a
. 1 ) 5 10

4 10

ou

. 3 . 6. .1
(o sin®g — Z(‘.!g—smﬂg) (1 - gs""g!l)

’

9 .
1_6(29 —sin2g).

Le numérateur de cette expression est une quantité du septiéme
ordre, le dénominateur du troisi¢me ordre, et par suite § du qua-
triéme, pourvu que g soit considéré comme une quantité du premier
ordre, ou z comme une quantit¢ du second ordre. On conclut de 1a
que cette derniére formule n’est pas convenable pour la détermination
numérique exacte de &, toutes les fois que g n’exprime pas un angle
trés-considérable ; mais alors, les formules suivantes sont convenable-
ment employées, formules qui ne différent P'une de I'auntre que par
le changement des numérateurs dans les coeflicients fractions, et

dont la premiére se déduit facilement au moyen de la valeur sup-
posée de z —& (*).

(*) La dédaction de cette derniére formule suppose quelques transformations moins
évidentes et qui seront expliquées dans une autre occasion.
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2 2
==X
3y &= 35
14 3a: —Aoz
33 63
4
| —-9—{)1'
70
18
=15
108
1 =55
{1 —elc
ou,
2 2
3 3"
- 1 !§.1: 4 x
35 63
40
{ - -§§x
18
4 —mz
70
i —-Egz
A0
1 g—g‘gx

1 —ete.

Dans la troisi¢tme table annexée A cet ouvrage, se trouvent cal-
culées avec sept décimales, les valeurs correspondantes de § pour
toutes les valewrs de z, de millitme en millitme, depuis 0 jus-
qu'a 0,3. Cette table montre, au premier aspect, I'exiguité de la
valeur de § pour des valeurs médiocres de g; ainsi, pour B —E —=
10° ou ¢ =5, ce qui donne & = 0,00195, on a £ — 0, 0000002. 11
cut été superflu de continuer cette table au deld puisque le dernier
terme x = 0,3 répond A g = 66°25, ou ' — E = 132°50", Enfin, la
troisi¢me colonne qui contient les valeurs de § correspondant aux
valeurs négatives de z, sera expliquée plus loin, en son lieu.
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21

L'équation 12, dans laquelle relativement au ¢as dont il s'agit il
convient évidemment d'adopter le signe supérieur, prend, en intro-
duisant la quantité §, la forme

H
== (z—§)

4 10
En posant donc, \/ (I 4- z) = %, et

2
(151 5——'"—- =k,
gHi+t
on a, aprés toutes les réductions convenables,
— Y
(15 h=Y=DY
P
¥y

G'est pourquoi, si I'on peut regarder h comme une quantité connue,
y s'en déduira A l'aide d'une équation du troisitme degré, et I'on
aura ensuite,

(16] T=y

Maintenant, quoique h contienne une quantité £ encore inconnue,
on pourra, dans une premiére approximation, la négliger et prendre
2

m . .
pour valeur de h, B puisque certainement, dans le cas que nous

gtT!
considérons, £ est toujours une quantité extrémement petite.

De la, par les équations 45 et 46 on obtiendra y et z; de z on dé-
duira §, au moyen de la table 111, et avec cette quantité on trouvera
par la formule 14, 1a valeur de k corrigée, avec laquelle recommen-
cant' le méme calcul, on obtiendra les valeurs exactes de y et z. Le
plus souvent ces valeurs different si peu des précédentes que § pris
de nouveau dans la table, n’est pas différent de la premiére valeur;
s'il en était autrement, il faudrait recommencer de nouveau le calcul
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jusqu'a ce qu'il ne déterminit plus aucun changement. Dés que la
quantité & sera trouvée, on aura g par la formule,

sin’%g =

Ces principes se rapportent au premier cas dans lequel cos f est po-
sitif; dans I'autre cas, ot il est négatif, nous posons

M
Le—z—=—
et v '
M?
(14) ——=H
L—-(—;-—E

d’on1 I'équation 12*, convenablement réduite, se change en celle-ci,

(15" H=§f%ﬁ
9

On pourra donc déterminer Y d’aprés H, au moyen de cetle équa-

tion cubique, d'oit 'on déduira ensuite x par I'équation
. _ At
[16°] V_yz:L—%.

Dans une premiére approximation, on pourra prendre pour H, la
valeur

M*
L—

.
>

-1~

avec la valeur de x déduite de 13, par le moyen des équations 15 et
16*, on extraira § de la table III; de 14, par la formule 14* on aura
la valeur corrigée de H avec laquelle on recommencera le calcul de la
méme maniére. Enfin, I'angle g sera déterminé, d’aprés x, de la méme
manitre que dans le premier cas.-

92

Quoique dans certains cas, les équations 15, 15* puissent avoir
trois racines réelles, il ne sera néanmoins jamais douteux laquelle
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dans notre probléme devra é&tre adoptée. Puisqu’en effet h est évi-
demment une quantité positive, on conclut facilement de la théorie
des équations, que I'équation 45 a une seule racine positive avec deux

m

imaginaires ou deux négatives. Maintenant, puisque y = 7 doit

x
¢tre nécessairement une quantité positive, il est évident qu'il ne reste
ici aucune incertitude.

Mais, en ce qui regardeI'équation 15*, nous observons d’abord que
L est nécessairement plus grand que 1; ce qui est facilement démon-
tré, si I'équation donnée dans Fart. 89 est mise sous la forme

cos* - !

=t T

tang*2w
—cosf’

En substituant ensuite, dans I'équation 12*, Y VL—z a la place
de M, il vient
Y41=(L—2)X,
et, par suite,

4.6 4.6.8

! —_— - —_— 2 3
Y-—rl>(i a:)X> 3+3.5x—|—3.5.7x +3.5.,’.9$ .+...>

5:

et par conséquent, Y > % En posant, donc, Y =% + Y, Y seran¢-

cessairement une quantité positive; par 1A aussi, Péquation 15* se
change en celle-ci

Vq&w+u—mv+%—§u=m

qui ne peut avoir plusieurs racines positives, ainsi que le prouve
facilement la théorie des équations. On conclut de 1A que I'équa-
tion 15* ne peut avoir qu’une racine plus grande que % (*) qu'il fau-

dra, les autres étant négligées, adopter dans notre probléme,
25

Pour rendre la solution de I'équation 15 1la plus facile possible,
pour les cas qui s présentent le plus fréquemment dans la pratique,

{*) Si A 1a vérité nous supposons le probléme réellement soluble,



RELATIONS ENTRE PLUSIEURS POSITIONS DANS L'ORBITE 131

nous ajoutons A la fin" de cet ouvrage une table particuli¢re (la
table I1) qui donne, pour les valeurs de h comprises depuis 0 jusqu'a
0,6, les logarithmes correspondants de y* calculés avec le plus
grand soin jusqu’'d la septidéme décimale. L’argument & est donn¢ de
dix-millidme en dix-milli¢éme depuis 0 jusqu'a 0,04 ; par ce fait, les.
- difiérences secondes de log y* sont rendues insensibles, de sorte que
dans cette partie de la table il suffit assurément d’une simple inter-
polation. Mais comme la table serait devenue beaucoup trop volu-
* mineuse, si elle avait eu partout le méme développement, on a da
ne la donner depuis k = 0,04 jusqu’a Ia fin, que de milli¢tme en mil-
litme; c’'est pourquoi il faudra, dans cette dernitre partie, avoir
¢égard aux diflérences secondes, si nous désirons a la vérité éviter
des erreurs de quelques unités dans la septidme décimale. Au reste,
les petites valeurs de h sont, dans la pratique, de beaucoup les plus
fréquentes. _ ‘

Toutes les fois que k sort des limites de la table, la solution de
P'équation 15, et aussi celle de I'équation 15%, pourront étre effec-
tuées sans difliculté par la méthode indirecte on par d’'autres mé-
thodes assez connues. Au reste, il ne sera pas étranger A la question
d’avertir qu'une petite valeur de g ne peut exister avec une valeur
négative de cos f, si ce West dans les orbites trés-excentriques,

ainsi que cela ressortira spontanément de I'équation 20, donnée plus
loin dans Fart. 95 (*).

94

La manitre de traiter les équations 12, 12*, expliquée dans les
art. 91, 92, 93, est basée sur la supposition que I'angle g n’est pas
trop grand, et certainement inférieur & la limite 66° 25', au deld de
laquelle nous n’avons pas étendu la table I1I. Toutes les fois que
cette hypothése n’est pas exacte, ces équations ne réclament pas
d’artifices aussi grands; car elles pourront toujours, sans changement
de forme, &tre résolues par titonnements en toute sireté et trés-
commodément. Sitrement, en cflet, puisque la valeur de I’expression

29—sin2g
sin’g
dans laquelle 2g doit évidemment étre exprim¢ en parties du rayon,

(") Celte équation montre que si cosf est négatif, o doit certainement étre plus
grand que 90°— g.
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peut étre calculée pour les grandes valeurs de g, avec toute précision,
par le moyen des tables trigonométriques, ce qui ne peut certaine-
ment avoir lieu tant que g est un petit angle; commodément, puisque
les lieux héliocentriques distants I'un de I'autre d'un aussi grand
intervalle ne sont presque jamais employés pour la détermination
d'une orbite encore enti¢rement inconnue, tandis que par le moyen
des équations 1 ou 3 de 'art. 88, une valeur approchée de g se dé-
duit presque sans travail d’une connaissance quelconque de I'orbite;
enfin, d'une valeur approchée de g, on obtiendra toujours, par un
petit nombre d'essais, une valeur corrigée satisfaisant avec toute la
précision désirable Yéquation 412 ou 12, Au reste, toutes les fois
que deux lieux héliocentriques donnés embrassent plus d'une révo-
lution entiére, il importe de se rappeler que pour I'anomalie excen-
trique tout autant de révolutions complétes auront 16 achevées, de
telle sorte que les angles E'—E, v'— v tomberont tous les deux entre
0 et 360° ou entre les mémes multiples de la circonférence entidre,
et par suite f et g entre 0 et 180° ou entre les mémes multiples de 1a

- demi-circonférence. Si enfin, orbite était entidrement inconnue, et
qu'on ne pit méme établir si le corps céleste, en allant du premier
rayon vecleur au second, a décrit une partie seulement de la révo-
lution, ou, en outre, une ou plusieurs révolutions, notre probléme
pourrait admettre quelquefois plusieurs solutions différentes; toute-
fo’s nous ne nous arréterons pas & ce cas qui ne se rencontre pres-
que jamais dans la pratique. ’

95

Nous passons & une seconde question, A savoir la détermination
des €léments d'aprés I'angle ¢ trouvé, Le demi-grand axe est ici ob-
tenu immédiatement par les formules 10, 10%,  Ja place desquelles -
peuvent aussi étre employées les suivantes :

(17) @ = 9micos f\/rr* _ Ko

T ysing 4y*rr'cos® fsin'g’
(17 0 = 2Mcosfyfrr e

T YtsinY "~ 4Y’rrcos2fsin'y”

Le demi-petit axe b = ap est déterminé au moyen de I'équa-
tion 1 qui, étant combinée avec les précédentes, donne
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yrr'sin2
18] r=("5)
. . Yrrsm?f)’
(18] p=("g—)"

Maintenant, le secteur elliptique compris entre deux rayons vec-

teurs et un arc d'ellipse est% kt\/p, mais le triangle compris entre -

1 ,. , .
les mémes rayons vecteurs et la corde = 5 rr' sin 2f; c’est pourquoi

le rapport du secteur au triangle est comme y : 4 ou comme Y : 1.
Gette remarque est d'une trés-grande importance et éclaire en méme
temps trés-bien les équations 12 et 12%; de 1, il est en effet évident
que dans I'¢quation 12 les parties m, (I + )3, X (! 4 )%, et dans
I'équation 12* les parties M, (L—x)*,X (L ——a:)':', sont respecti-
vement proportionnelles & I'aire du secteur (compris entre les rayons
vecteurs et Parc d'ellipse), & I'aire du triangle (entre les rayons
vecteurs et la corde), A I'aire du segment (entre l'arc et Ja corde), -
puisque la premitre aire est évidemment égale & la somme ou 3 la
diftérence des deux autres, selon que v'—v tombe entre 0 et 180
ou entre 180° et 360°. Dans le cas ot v' — v est plus grand que 360°,
il faut concevoir I'aire de I'ellipse entitre ajoutée i I'aire du secteur
et aussi & l'aire du segment autant de fois que le mouvement con-
tient de révolutions entiéres.

Puisque ¥ =acos¢, on trouve ensmte, par la combinaison des
¢quations 4, 10, 10%,

[19] cosg = singtangf ,
2 (l -} sin? -;-g)
(191 cosp = M .

)
-—— 1 ’1
2 (L sin 2g)

d’ou, en substituant 4 la place de l et L leurs valeurs de I'art. 89, il
vient infs
_ sinfsing
(20] s =1 —cosfcosg |- 2tang* 2w’

Cette formule n’est pas propre au calcul exact de I'excentricité
toutes les fois que celle-ci a une petite valeur; mais de cette relation
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on déduit facilement la formule suivante, qui est plus convenable,
sin? % (f— 9) 4 tang®2w

sin® i (f+9)+ tang’20

L S
21} tang S9=

a laquelle on peut aussi donner la forme suivante (en multipliant le
numérateur et le dénominateur par cos® 2 w),

sin? i (f— g) -+ cos? -;- (f—g)sin*2w

[22) tang? -:; 9 = : - .
sin® s (Ff+ 9) 4 cos? s {f— g)sin*20

On pourra toujours déterminer Iangle ¢, avec toute précision, au
moyen de I'une ou l'autre formule (en employant si cela convient,

les angles auxiliaires dont les tangentes sont lng2w = tang2w

sin (f—g) sin2 (fg)’
sin 2 w sin 2 o
b
tang - ('—g) tang 1 (/4-g)
Pour la détermination de I'angle G, on peut employer la formule

suivante qui se déduit naturellement de la combinaison des équations
5, 7 et de celle qui suit non numérotée,

pour la pfemiére, ou

pour la derniére).

[23] tangG = (' —1)sing

(* + r)cosg — 2cos fyrr
de laquelle, enintroduisant ©, on trouve facilement

(24] tangG = singsin2w

cos*2wsin i (f—g)sin i (- 9) -} sin*2wcosg

L’ambiguité qui se présenteici est facilement éludée par le secours
de I'équation 7 qui apprend que I'on doit prendre G entre 0 et 1807,
ou entre 480° et 360°, selon que le numérateur dans ces deux for-
mules est positif ou négatif,

En combinant I'équation 3 avec celles-ci, qui découlent immédia-
tement de I'équation II art. 8,
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R A

2 . .
= -;)- smfsmF,

LR B

F5=- + — cosfcosF

- la formule suivante se déduira sans peine,

(» —r)sinf
3cosg\r — (' + r)cosf

de laquelle, en introduisant P'angle v, il vient

[25) tangF =

(26] tangF = sin f'sin2w '
052w sin 12 (f— g)sin -:; (f+ g) —sin*2w cosf

L'ambiguité estici écartée comme précédemment. Aussitdt que les
angles F et G auront ét¢ trouvés, on aurav=F —f, v =F 4,
d'ou la position du périhélie sera connue; et aussiE =G — g,
E'=G - g. Enfin, le mouvement moyen pendant le temps !, sera

"T: = 29 — 2ecos Gsing;

at
Paccord de ces expressions servira & confirmer le calcul; I'époque de
'anomalie moyenne correspondant 4 l'instant compris entre les deux
époques proposées sera G — e sin G cos g, laquelle pourra A volonté,
¢tre transportée A tout autre instant.

11 est encore un peu plus commode de calculer les anomalies

moyennes pour les deux époques données par les formules E— esin E,
E'—esinE', et d’employer leur difiérence, enlacomparant a la quantité

k .
-——f,-, A confirmer l'exactitude du calcul.
az

96

Les é¢quations développées dans Particle précédent jouissent en
vérité de tant de justesse qu'il semble qu’on ne peut rien désirer de
plus. Néanmoins, on peut obtenir quelques autres formules au moyen
desquelles les éléments de I'orbite sont déterminés avec encore beau-
coup plus d'élégance et de facilités; mais la démonstration de ces for-
mules est un peu plus détournée.
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Nous reprenons, de l'art. 8, les équations suivantes que nous dis-
tinguons, pour plus de commodité, par des nombres nouveaux :

. A r A e
L smév\/‘—':sm-‘zEs(i—ke,
' 1 r 1, —

—_ - — /(§ —
1L coszv\/a cosQE\(l e),
U - R S
L. sin 5 v/ v&-—sméE\/(l+e),

i

’ "’ i '’
v, €0s = v \/;=cos§E\/(l-—e).

Nous multiplions I par sin % (F - g), 11 par cos -12- (F+g), dou

nous obtenons, les produits étant ajoutés,

7]

1 r 1.1 TR 1., 1 ——
005-2-(/'+g) \/;: sing Esin 3 (F4-9)V(1+-¢)4-cos 3 Ecos 5 (F+olW(i—e)
ou, a cause de

'Y PO
(i-{—e):Acosé?—l-snng?, \/(1—8)=OOS§?—S“1§?-

1 r 1 1 1 | i
cos 5 (f9) \/a—-:cos 3 9c0s (§ F— 3 G+g) —-sin 5 gcos §(F+ G).
Exactement de la méme manitre, en multipliant III par sin ;1,- (F—g9),

1V par cos % (F—g), on trouve, en ajoutant les produits,

1 r 1 1. 1 .4 4
cos 3 (f+9)\/“; =cos3 ?003(§ F— 3 G - g) —sin 5 ¢ €0s §(F+G).
En retranchant de cette équation la précédente, il vient

cos é (f+9) (\/E— \/2):2005 % ¢singsin % (F—G)

ou, en introduisant I'angle auxiliaire w,
8

1 .1 1 . e
{27} cos 3 (4 9)tang 20 = sin 5 {F — G)cos 5 7sing Vr——r,
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Par des transformations fout A fait semblables, dont nous laissons le
développement au savant lecteur, on trouve

. 1 .
sin 5 (F+9) i
[28] —E;s;u—’—-—cos—(F G)cos smg\/rr,,
Py

[29] cos: (f—y) tang 2w = sin = 3 (F -+ G)sin - 1 qsmg V‘:

sin s (f—9). s j—
2 L N o a®
“eosda 0S5 (F 4 G} sin 5 ¥sing \/F

Puisque les premiers membres, dans ces quatre équations, sont des

(30]

quantités connues, % (F—G) et

coslcsin V}F——P
CRAA Vil

seront déterminfes d’'aprés les équations 27 et 28; et aussi de la

méme maniére, % (F+G) et

s'n1 si ‘ ﬁ-—
mgesing ;:;.—Q.

d'aprés les équations 29 et 30; Iincertitude dans la détermination
des angles % (F—6), % (F + G) est écartée par la considération que
P et Q doivent avoir le méme signe que sin ¢.

Ensuite, ;-(p et sin% g \‘/ r_ar; = R se déduiront de P et Q. De R

on pourra déduire

Yo

sin'g

sin’f\/;r"
P= R !

a=

et aussi

& moins que nous ne préférions nous servir de cette derniére quantité,
qui doit étre ¢gale &

_\/[2(l+sm’ )cosf] :L\/[ (L-sin'%g):;osf],
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uniquement pour la confirmation du calcul, dans quel cas a et p se-
ront plus convenablement déterminés par les formules

_sinffrd b

: = — == bcosy.
sing °’ cosg’ p ?

Plusieurs des équations des articles 88 et 95 peuvent, si I'on veut,
servir dans la pratique i la confirmation du calcul; & ces équations
nous ajouterons encore les suivantes :

2lang 20
= G
e \/- esinGsing,

2tang 2w \/ﬂ = esinFsinf,

€05 2w rr
2{ang2e
€0s 2w

= tang e sin G sinf = tang ¢sinFsing.

Enfin, le mouvement moyen et I'époque de I'anomalic moyenne se-
ront déterminés de la méme maniére que dans I'article précédent.

97

Pour éclaircir les méthodes exposées depuis I'art. 88, nous repren-~
drons les deux exemples de I'art. 87; il est & peine nécessaire d’avertir
que la signification appliquée jusqu'a présent & 'angle auxiliaire o,
ne doit pas étre confondue avec celle suivant laquelle, dans les art. 86
et 87, le méme symbole a été pris.

I. Dans le premier exemple nous avons f= 3°47'26",865 et ensuite

log-—===9 9914599, logtang (45°+-w) =9,997864976, v~-8'27",006.
De la, par 'art. 89,

logsin’if...... 7,0389972 log tang? 2w. .. . 5,3832428
logcosf....... 9,9990488 logcosf....... 9,9990488
7,0399484 5,3841940

= log 0,0010963480 = log 0,0000242211

et par suite; I = 0,0011205691, % + 1 = 0,8344639.
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Nous avons ensuite, log kt = 9,5766974.

2oghkt. ........ 9,4533048
CHlogrre..... ... 9,0205181

c'log8cos*f. .. .. 9,0097636 ‘
logm*........ 7,2736765
log(3+9)..... 9,9214023
7,3522742

La valeur approchée de h est donc 0,00225047, & laquelle répond,
dans notre table 11, log y* = 0,0021633. On a donc

m? m

- 2
log 7= 7,2715132, ou 7= 0,001868387 ;
d’ot, par la formule 46, on a 22 = 0,0007480179 : c'est pourquoi,
puisque ¢ se trouve, par la table IiI, enti¢rement insensible, les va-
leurs trouvées pour h, y, £ n’exigent aucune correction. Maintenant,
la détermination des ¢léments se fait de la maniére suivante :

logsinkg..... .. .. 8,4369360 1g==1"34'2",0286,
L[+ 9) = 32785”4611, ([~ g) = 19'41”,4039

Cest pourquoi, d’aprés les formules 27, 28, 29, 30, on a

logtang2w. ....... 7,6916214n  c'logcos2w. ... ... 0,0000052
log cos { {(f-}-9).. ... 9,9992065 logsini{yj4g)..... 8,7810188
logcos3(f—g).... 9,9999929 legsing(f—g)..... 7,71579709

log Psin } (F—G). .. 7,6908279n  logQsini{F4-G)... 7,6916143n
logPcost (F—G). .. 8.7810210 log Q cos 1 (F}G). . 7,7579764

HF—G) = —4°3841",54 logP —=logRcos}o. 8,7824527
LH{F4+G) = 319 2138,05 logQ=1logRsin}e. . 7,8778353
F = 314 4256 ,51 Delafq = 7 6'0°,935
v = 310 5529 ,6§ e = 14121 ,87
v = 318 3023,37 R E—
G — 324 00 19 ,59 logR. .......... 8.1807.960
E = 3205215 ,53 Pour confirmer le calcul :
E = 3270823 ,68 jlog2cosf......... 0,1500394

%log(l—i—a:):log%l-.. 8,6357566 -
~ 78,1857960
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Hogrme . ovinnnn.. 0,3264939  logsing......... 9,3897262
logsinfie.ovunn.. 8,8202009  log 206265....... 5,3144251

clogsing. ......... M loge, en secondes. . . 4,7041513
10800 evneeenn.n. . 0,4089613  logsinE. ........ 9,8000767n
logcosg.......... 9,9865224 logsinE'. ........ 9,7344T14n
1 [iT: & - N 0,3934837 logesinE. ....... 4,5052280n
loga............. 0,4224389 logesinE., ...... 4,4386227n
logh.ooevinnens 3,5500066 inE=— ¥ 14——8°5212" 14

2108 v e rnnenns 0,6336585  CSIMET—31932%,14=—873212,

esinE'=—27455,08—=—7 3735 ,08
2,9163482 De 1A 'anomalie moyenne :

lOg l ------------- '1,3&1“60 Poul. le iu lieu —_— 329°44'21",67
4,2574642 Pourle 2° = 334 45 58 ,73
Le mouvement moyen diurne est Différence... 5 1 31,06

donc — 824”,7989. Le mouvement
moyen dans le temps ¢t = 18091”,07
= 5°1'31",07.
[L. Dans I'autreexemple, on a f=31°27'38",32, v =— 21'50",565,

2
1=0,08635659, logm® = 9,3530651, B ™ ou la valeur approchée

iy

6
de h=0,2451454, A laquelle, dans la table 1I, correspond
~ log y* = 0,1722663, d'ou l'on déduit

2
’7} =0,iB163471, = = 0,06527818;

de 12 par Ia table 111, on trouve £ = 0,0002531. En employant cette
valeur, les valeurs corrigées deviennent

:
h=0,2450779, logy® = 0,1722303, '3"; = 0,15164737,
x==0,06528078, & = 0,0002532.

Si, avec cette valeur de &, qui ne difiere de la précédente que
d'une seule unité du septiéme ordre, on recommence encore le cal-
cul, h, logy* et = n'éprouveront pas de changements sensibles; c'est
pourquoi la valeur trouvée pour z est déja exacte et permet dés lors
de procéder de 12 4 la détermination des éléments. Comme cette dé-
termination ne différe en rien de celle faite dans I'exemple précé-
dent, nous ne nous y arréterons pas.
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HL 1l ne sera pas hors de propos d'éclaircir aussi par un exemple
I'autre cas dans lequel cos f est négatif. Soient v' — v = 224°0'0", on
[=112°0'0", logr—=10,1394892, logr'=0,3978794, t —206,30019
jours. On trouve ici w=-} 4> 14’ 43"78, L —1,8942298, log M*—=
0,6724333, la premiére valeurapprochée de log H= 0,6467603, d'ot1
par larésolution deI'équation 15°, on obtient Y=1,591432, et ensuite
«=0,037037, & laquelle répond, dans la table 11I, £ —0,0000801.
De 13 se déduisent les valeurs corrigées log H — 0,6467931, Y =
1,6916107, x = 0,0372195, § == 0,0000809, Le calcul étant recom-
mencé de nouveau avec cetle valeur de &, il vient x = 0,0372213,
valeur qui n'exige plus de correction, puisque § déduit de 1a n’é-

prouve pas de changement. On trouve ensuite % g = 11°7'26",40,

et de 14, de méme que dans I'exemple I

{F—G) = 3°33'53",59 logP=Io0gR cosiy. 9,9700307
L{F4G) = 8 26 06,38 logQ=logRsinty. 9,8580552
r = 11 59 59,97 1o = 31°M'34%,217
v = — 100 00 00 ,03 ¢ = 17523 854
v = +} 42359 59 ,97 logR......... ... 0,0747006
G = 4 5212,79 ' .
B — — 179238.01 Comme preuve du calcul, ona:
A =4 27 7 3,59

h) S
log %\/—‘Zcos f. .. 0,0747097

Dans les orbites si excentriques, 'angle ¢ est calculé un peu plus
exactement par la formule 19°, qui donne, dans notre exemple,
o = 7b° 23'8",57; I'excentricité e est aussi déterminée avec une plus

grande précision par la formule 1 — 2sin? (h5° ——% %), que par sing;

d'apréds la premitre relation, on a e—= 0,96764630. _

Par la formule 1, on trouve ensuite logd—= 0,6576611, d’o1 log p =
0,0595967, log a = 1,25567255, et le logarithme de la distance pé-
rihélie '

log N g_ .= loga(t — ¢) == logbtang (45' -_ % ?) = 9,7656496.

Dans les orbites qui se rapprochent autant de la forme paraboli-

" que, on a coutume d’assigider, i la place de I'époque de I'anomalie
moyenne, I'instant du passage par le périhélie; les intervalles com-

pris entre ce moment et les deux époques qui correspondent aux deux
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positions de Pastre pourront étre déterminés, au moyen des é14-
ments connus, par la méthode développée dans 'art. A1, intervalles
dont la différence ou la somme (selon que le périhélie est situé en
dehors ou en dedans des deux lieux proposés), devant s’accorder
avec lintervalle ¢, servira & confirmer Vexactitude du calcul. Les
nombres de ce troisidme exemple avaient été déduits des éléments
supposés dans l'exemple des art. 38 et 43, de méme que cet
exemple nous avait fourni notre premier lieu; les légéres différences
des éléments obtenus ici proviennent uniquement de la précision
limitée des tables logarithmiques et trigonométriques.

98

La solution de notre probléme pour T'ellipse, développée dans les
articles précédents, pourrait aussi s’appliquer a la parabole et & I'hy-
perbole, en considérant la parabole comme une ellipse dans laquelle
a et b seraient des quantités infinies, p=90°, etenfinE, E', g et G =0;
et de méme, hyperbole comme une ellipse dans laquelle a serait
négatifet 1, E, ¥, g, G, ¢ imaginaires; nous préférons cependant, nous
abstenir de ces suppositions, et traiter le probléme séparément pour
chaque genre de sections coniques. Une analogie remarquable se
manifestera ainsi de soi-méme entre les trois genres.

En conservant dans la PARABOLE, aux lettres p, v, v'F, f,r, ', (
la méme signification avec laquelle nous les avons prises ci-dessus,
nous avons, d'aprés la théorie du mouvement parabolique :

l \/2—",,=cos§(F—-f>,
2kt

5= tang 5 (F-/)—tang y (F—()-+ 5 tang (F-+/)—Htang? L (F—()
= [ tng 5 (F +-11—tamggr— ) |- {1+ tamg -+ ang (P
+3 [t ¢ +n—tang 571 )

__2sinfyrr (2 cos f\/r7 e sin’[.rl’) ,
P 2 p
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d'ou
- s
2sinfeosf.rr . Asin®f{rr')
{3) kt—= I v f [l .

Vo 3_p‘:‘

On déduit ensuite par la multiplication des équations 1, 2

P

4 —— =cosF +4-cos

[ ‘] \/;‘; + f’
et aussi par I'addition des carrés,

13 p(" + r’) —

(3] g =1+ cosFeosf.

De 1A, cos F étant éliminé,
2ry'sin f
6 = ..
to P r-4-+—2cosf Vrr

C’est pourquoti, si nous adoptons ici les équations 9, 9° de I'art. 88,
la premiére étant relative & cos f positif et la seconde & cos f négatif,
nous aurons

__sin* /7
(7l P= 2lcos f

st ffrr

] p= —2Lcosf"

Ces valeurs étant substituées dans I'équation 3, il viendra, en con-
servant aux lettres m, M la signification établie par les équations 11,
11°, art. 88,

8] m=ti4 38
(8" ngz_L%+§L%.

Ces équations s’accordent avec les équations 12, 12 art. 88, si
on fait dans celles-ci == 0. On en conclut que si deux lieux hélio-
centriques, anxquels on satisfait par une parabole, sont traités comme
si l'orbite était elliptique, il doit en résulter immédiatement, par
application des formules de 'art. 91, x=0; réciproquement, on
voit facilement que si au moyen de ces formules on obtient x =0,
I'orbite se trouve parabolique au lieu d’elliptique, puisque d’aprés les
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¢équations 1, 16, 17, 19, 20,0n a b == o, a =< @, ¢ = 902, La d¢é-
termination des éléments s'achéve ensuite trés-facilement. Pour pon
pourra en effet, ‘employer I'équation 7 du présent article ou I'équa-
tion 18 de I'art. 95 (*) : mais pour F on a, d’aprés les équations 1, 2
de cet article ’

1. Jr—r 1 . 1
lang o F = =—" colang 5 f=sin 2w cotang = f
LRV RN 2 2

si 'angle auxiliaire w est pris avec la méme signification que dans
Fart. 89.

A cette occasion nous observons encore, que si dans I'équation 3

nous substituons A la place de psa valeur de Féquation 6, on retrouve
la relation assez connue

kt.—_% (r-l—r’-{-cosf ;/F’) (r+r'—2cosf\fr;')% Ve.

29

Dans 'HYPERBOLE, nous conservons aussi aux lettres P v,V f,
F, r, ¥, t 1a méme signification; mais 2 Ja place du demi-grand axe
a, qui est ici négatif, nous écrivons —«; nous poserons ensuite

) . , .. 1 B
comme ci-dessus, art. 21, Pexcentricité =m. Nous ferons la

quantité auxiliaire exprimée par u dans cet article, égale & (—;pour le

premier licu et & Ce pour le second, d’oit F'on conclut facilement que
¢ est toujours plus grand que 1, mais toutes choses ¢gales, diflére
d’autant moins de I'unité que les deux lienx proposés sont moins
distants T'un de Y'autre. Des équations développées dans I'art. 21,
nous transportons ici, en modifiant un peu leur forme, la sixiéme ct
la septiéme :

n cos%»:fz(\/‘_;Jr' \/%) \/(e-—r*i)a
] sin;_v=%(\/§_ \/—%) \/(eti)a’

(') D'oid il est en méme temps érident que y el Y expriment, dans la parabole, les
mémes rapporls que dans V'ellipsc, (V. art, 95.)
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. 1, 1 = T (e—1)=
(31 cos§v=-§(\/0c+\/é-c) \/ -
A Af 1), [le+ e
[4] sin ev —-2 (VCC C—L‘) V——r,—w
Do 1A aussitot découlent les suivantes :
1 et—1
«(c—8) V=
) 1 et—1
[G] smf_.gu(c—g) V =g
m cosF=[.,(c+1)_(c+1) ’
c ¢/ layr

[81 cosf=[e(C—|—é)—(c—|-%) ]2 aﬂ,.

On a ensuite par I'équation X de lart. 21,

SN

[3] sinF =

| m RO mie

etdeld
Y—r 1 1 1
o =g (=g (o)
[10] ”j’":%e(c-{-%) (c+1)_52.
Cette équation 10 combinée avec I'équation 8 donne
¥ r— (c—{-%)cos/‘\/:;'
1 -l) ! '
2 (c T e
En posant donc, de méme que dans I'ellipse,

r r
VC+V;

2cosf

[t a=

=142, ou=1—2L,
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selon que cos fest positif ou négatif, on a

1 Yy —
8jl—- \/Z‘ —-—\/- cos f \/rr
o . 4 ¢
(12 ¢== o .
(-=3) |
1{ - 1\’ —
—8| L4 (vVe—=A\/-) [cosfyrr
. 4 ¢
[12] a= e .
=
(4
Le calcul de la quantité ! ou L est effectué ici, comme dans V'el-
lipse, avec le secours de I'angle auxiliaire w. On a enfin, d’aprés I'é-

quation XI de l'art. 22 (en considérant les logarithmes hyperboli-
ques) ,

kA 1 C ., ¢ C
S=ge(e—g—t+g) —tosCotiog

a2 ¢

-_:%e (C-{—é) ( —%) —2loge,

ou, en éliminant G aumoyen de l'équatibn 8,

1 —
ke (c— E) cos f \/rr' 1, 1 .
—_Q: +§ 4 '—-c—,') —‘21030.

o [ 3

Nous substituons, dans cette équation, & la place de « sa valeur
d’aprés 12, 127; nous introduisons ensuite la lettre m ou M avec la
méme signification que leur assignent les formules 41, 11°, art. 83;
et enfin, nous écrivons pour abréger,

1 (- \* c’-—},—-“ogc
3 ("’" \/c =%~y =L
40‘9
De cette maniére, on obtient les équations
[13] m=(—z)t (1 —z)3Z,
(134 M=—(L+42)i 4 (LF2i2,
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qui ne contiennent qu'une seule inconnue, puisqu’il est évident que
Z est une fonction de z exprimée par la formule suivante,

g (20 Ve —log(Vitz+Va)
2(z} z')s

100

En résolvant I'équation 13 ou 13", nous considérerons d’abord sé-
parément, le cas oil z Watteint pas une valeur trop grande, de telle
sorte que Z puisse &tre exprimé en série développée suivant les puis-
sances croissantes de z et convergeant rapidement.

Maintenant on a

(1429 V2 —}—"——’t-[—gz%—l—%z%.....,

1 3 s
log(VTFz4vz) =21 — 6z3+mz§.....,
83 hs .
et par suite le numérateur de 7 = 3% 7 -} g3t eenes ; ¢t le dénomina-
teur = 2z; + 3zi....., dou
4 8
Z-—-——- 5'_—‘"5 Losses

Pour découvrir la loi de la progression, différentions I'équation
2zt 2= (14 23) Yz + 5 —log (VI +3+V3),
d’ou Y'on trouve, toutes réductions faites,

9z +z)§‘—’§+ 3201 4-2) Ve F o =4Vz + 2,

ou
(2: 4+ 2;*) -(T =4 —(3-}62)Z,

d’ott I'on déduit, de l]a méme manidre que dans I'art. 90,

4 4.6 A4.6.8, 4.6.8.10 ,  4.6.8.10.12
Z=3—ggit3ss¥ " 3590 ° t35.9.041 > e

1l est donc évident, que Z dépend de — z, entiérement de la
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méme maniére que, ci-dessus, X dépend de z; c’est pourquoi, si nous

posons : .
AL B

3,9 ?

i + 10 (z+4Y)

{ sera aussi déterminé d'aprés —z de la méme manitre que ci-

dessus, § par z; de sorte que Pon aura

2

=3
35

Y L)
3BT 63

4
i+-®z

70
442
+ia’
1 4-ete.
ou

2

35

18 4
i+’3—3u+6'—32

»2

~»

40
i-l-g—gz

A8 .
143
14 ete.

C'est de cette manitre qu'ont 6té calculées, de millitme en mil-

liéme, et depuis z = 0 jusqu'd z =0, 3 les valeurs de € que donne
la troisi¢me colonne de la table 111,

1+

101

En introduisant la quantité ¢ et en posant

\/l——z::g on \'L-}—z:%},
et aussi,
m!
. [15) ""',9

3 —
Pri e al
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ou
. M?
[lO] ’ -——g—-— =H,
L—t—i -t

les équations 43 et 43" prennent la forme suivante,

[16) (-.'/_:’_)3:=1,,
+1
YTy
V2
(164 (YL”iY_= H,
=35

et deviennent par suite, enti¢rement identiques avec celles (15, 15°,
art, 91) auxquelles on est parvenu dans l'ellipse. De 14, en tant que
I ou H peut &tre considéré comme connu, on pourra donc déduire y
ouY, et 'on aura ensuite

m?

(17 s=l—
. M*

[17'] = -Yi — Lo

Dg ces dernitres équations on conclut que toutes les opérations
prescrites ci-dessus pour Pellipse conviennent aussi & '’hyperbole
jusqu'a cet endroit oi, d’une valeur approchée de h ou I, la quan-
tité y ou Y aura é1¢ déterminée ; mais aprés cela, la quaniité

1 . 2

57 —~1! ou L-— %l,—,
qui doit étre positive dans l'ellipse et égale A zéro dans la parabole,
doit étre négative dans 'hyperbole; c’est pourquoi, par ce crité-
rium, le genre de la section conique sera défini. Une fois z trouvé,
notre table donnera ¢, de 1A on déduira la valeur corrigée de h ou
Il avec laquelle le calcul devra éire refait jusqu'a ce que toutes les
quantités s'accordent exactement.

Aprés que la véritable valeur de z aura ¢té trouvée, on pourra e
déduire ¢ par la formule

e=1+42:42Vi4 2,
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mais il est préférable, aussi pour les usages suivants, d'introduire
un angle auxiliaire n déterminé par I'équation

tang 2n =2y z 4 2%
on aura d'aprés cela,

¢ = tang2n 4} \/—l+lang’2n = tang (45° -} n).
102

Puisque dans 'hyperbole comme dans Yellipse y doit nécessaire-
ment &tre positif, la résolution de I'équation 16 ne peut aussi étre
ici sujette & ambiguité (*); mais, en ce qui concerne Féquation 16°,
on doit raisonner ici un peu autrement que dans Pellipse. De la
théorie des équations on établit facilement que pour une valeur po-
sitive de H (**), cette équation (si & Ia vérité elle a quelque racine
réelle positive) a, avec une racine négative,. deux racines positives,
qui seront ou toutes deux égales, c’est-d-dire égales A

1 1

5 — § = 0,20001,

ou I'une plus grande que cette limite, et 'autre plus petite. Nous dé-
montrons maintenant, de la manitre suivante, que dans notre pro-
bléme (puisque par la supposition faite ci-dessus, z est une quantité
assez petite, au moins inféricure 4 0,3 afin de pouvoir se servir de
la troisiéme table), on doit nécessairement prendre toujours la racine
la plus grande.

Si nous substituons, dans I'équation 13°, ala place de M sa valeur
Y V'L 4-z, il vient

Y+A=(L42)2> (1422,

ou
i 4 4.6 4.6.8

/ —"_‘_z ei"- s sne
Y>3—35° 5353 55595+

(*) 1l sera & peine nécessaire de rappeler-que notre table i peut étre employée dans

Phyperbole comme dans I'ellipse, pour la résolution de celte équation, tant que h ne
dépasse pas ses limites,

{**) La quantité H ne peut évidemment devenir négative, A moins qu'on ait{ > %;

mais & une telle valeur de { répondrait une valeor de 5 plus grande que 2,684, et par
suite s’écartant beaucoup des limites de cette méthode.
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d’'oti Fon conclut facilement, ue pour les valeurs de z aussi petites
que celles que nous supposons ici, on doit toujours avoir Y>>0,20601.
Nous trouvons, en ecffet, en faisant le calcul, que pour que (14 2) Z
devienne égal A cette limite, on doit avoir z =0,79858; mais il s'en
faut de beaucoup que nous voulions étendre notre méthede a des
voleurs si grandes de z.

105

Toutes les fois que z atteint une grande valeur dépassant les limites
de la table 111, les équations 13 et 13" sont toujours complétement
et commodément résolues, sans modifier leur forme, i Paide de ta-
tonnements, et, de fait, par des raisons semblables A celles que
nous avons données pour ellipse, dans I'art. 94. Dans un tel cas,
on pourra supposer les éléments de I’orbite au moins approximative-

ment connus; et alors, on aura aussitét une valeur approchée de n
par la formule

sinf \/rr'

tang2n —
aye'—A

qui découle immédiatement de I'équation 6, art. 99,
On aura aussi z, an moyen de n, par la forniule

_d—cos2n  sin*n
2c0s2n ~ cos2n’

el de la valeur approchée de z on pourra déduire,  I'aide de quel-
ques titonnements, celle qui satisfait exactement & I'équation 13 ou
13", Ces ¢quations peuvent aussi étre présentées sous cette forme :

. tang2n " .
m (1 Smn )%+ ofy_ sin'n )?,- osan —|08hyptang(45*-tn)
_( cos2n ( cos2n tang® 2n |
tang2n ”
M=— (L4 sin ”) Fo (Lt sm’n\ oso, —loshyplang(45°+n)
M= ( ( cos2n/ tang®2n i

Et ainsi, sans avoir ¢gard & z, la valeur exacte de n pourra aussitot
" étre obtenue:
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104

Il reste & déterminer les éléments eux-mémes au moyen de z, n on
¢. En posant « \'e'—1=3, on aura, d’aprés I'équation 6, art. 99,

s B— sinf W
(8 " tang2n '
En combinant cette formule avec 12, 12", art. 99, on trouve

— tang f lang2n
)2 — b —
(19) ve'—i =lang¢y = a(i—z)
tang f tang 2n

1 T Sy

d’oit Pexcentricité sera commodément et exactement calculée; de

@ et Je™—1 on obtiendra « par une division, et p par une multipli-
cation, de telle sorte que I'on a

e 2 (I—z) cosf. rr* __2m*cosf.\rr _ 5N
- tang*2n T yttang'2n & y*rr'cos’Nlang®2n
__—2(Lt-s)eosffrr _ —eMtcosf\rr ke
- tang® 2» — Ylang'2n  AY'rfcos’flang'2n’
,__sinf.tang ., Vré _ ysinf.tangf.rP (yrr'sinﬁ/‘ :
o=z 2m? - kt
__~sinf.tangf. \/r?_——Y’ sin f.tang f. /r __ {(Yr'sin 2[)’
- 2(L43) aM! —( "kt ’

La troisiéme et la sixiéme expressions de p, qui sont entiérement
identiques avec les formules 18, 18°, art. 95, montrent que les re-
marques faites sur la signification des quantités y et Y, sappliquent’
aussi a Phyperbole.

En combinant les équations 6, 9, article 99, on déduit

("~ )\ /e’;’ =esinf. (C—-»é) }

c’est pourquoi en introduisant ¢ et w, et ¢n posant C=tang (45°4-N),
ona
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2sinY tang 2w

9 IN=—; .
(201 tang 2N sin fcos 2w

De 13, G étant déterminé, on aura, pour 'un et Yautre lieu, les

valeurs de la quantité exprimée par u dans I'article 21 ; on a ensuite,
par I'équation 1lI, article 21,

1 C—e¢
tangsv;_—.-——_——i—
“ (CHotang; ¢

i, Ce—1
tang - v =
(Ce--1) tang o ¢

ou, en introduisant a la place de G, ¢, les angles N, n,

[21) tang:~,0= sin (N—n) :
- cos (N -|-n)tang 5 ¢
in (N
[22] tang%v’,: sin (N -+ n) T
© cos(N—n)tang; ¢

Par 13 seront déterminées les anomalies vraies v, o', dont la diffé-
rence comparée i 2f, servira en méme temps & confirmer le calcul.
Enfin, par la formule X1, art. 22, on déduira facilement que l'inter-

valle de temps compris entre le passage au périhélie et I'époque du
premier lieu,

tang (45°-}-N)
tang (45°+-n) |’

et de méme, I'intervalle de temps compris entre le passage au périhé-
lie et I'époque du deuxi¢me lieu,

3
__ a1 2ecos(N+ n)sin (N—n)
._T[ log hyp

cos2Ncos2n

3
__ a2 [2ecos(N—n)sin (N-4-n) . .
= T[ eosIN cosan — log hyp tang (45°-}-N) tang (45 +n)].

Si donc, on pose I'époque du premier lieu =T— -;l , et par suite,
I'époque du second =T ;i):t, on aura

11
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etang 2N o 1 N J
23] T=— 3 [ wos2n —log tang (45°-}-N) |,

d’ou I'on connaitra I'époque du passage au périhélie; et enfin,

etang2n
9 5°
(24 == [ 82— log tang (43 +n)],

équation qui peut, si I'on veut, &tre employée comme une derniére
confirmation du calcul.

105

Pour éclaircir ces principes, nous composerons un exemple d’aprés
les deux lieux calculés dans les art. 23, 24, 25, 46, pour les mémes
éléments hyperboliques. Soient donc

V—0o=481200", ou [=24°6'00", logr=0,0333585

. log »' = 0,2008541, ¢ —=751,49788 jours.
De 14 on trouve

w=2"4598"%,47, [=0,05796030,
!
EL— ou la valeur approchée de h=0, 0644371; de la, par la
g !
table 11,
;]
log y* = 0,0560848, ’—:1 =0,05047451, 2=—10,007485835,

A laquelle répond, dans la table 111

¢ = 0,0000032.

De 13, la valeur corrigée de h devient 0,06443691
2
log y* =0,0560846, %‘; =0,05047456, z = 0,00748583,

valeurs qui n’ont besoin d’aucune nouvelle correction, puisque { n’en
éprouve aucun changement. Le calcul des éléments se fait mainte-
nant de la maniére suivante :
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17 & SO veo 1,8742399
log(1}-2)...... .. ... 0,0032389
logVzFzt .. oo ... 8,9387394
log 2 eiveiiiinne, 0,3010300
logtang2n........ .. 9,2397694
2n= 9°51'11”,816
n=—= 4 55335 ,908
logsinf.......... 9,6110118
logyrr..ccu..... 0,1171063
¢ logtang2n....... . 0,7602306
10g8..couenunn... 0,4883587
logtangd. .. .. .o .. 9,88062868
loga...... oo seee 0,6020619
logp...coovvae... 0,3746355
(lls devraient étre 0,6020600
ct 0,3746336
logsin (N—n)...... 8,7406274

c' logcos (N4-n)... ... 0,0112902
log cotang 1 ¢.. .. ... 0,4681829

logtang Lo, ..... .. 9,2201005
1o ..., 9°925297,97
V. .o.s. 18 50 59 ,01

(Ce devrait étre 185100 )
loge. ...o..vov . 0,101018%
logtang2N........ 9,4621341
c‘logcos2n. . ....... 0,0064539
9,5696064

. Nombre = 0 37119863
loghyptang(45°-}-N)= 0.28391231

Différence = 0,08528612
logeeoovonna.. .. 8,0308783
.. 0,9030928
ceenn... 1,7644186

ceeees s 1,5983897
39,66338

clogh.....
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logtang /. ........ 9,6506199
log $tang2n....... 8,9387394
clog(l—z)...... . . 1,2069273

log tang¥.......... 9,8862868

y= 371° 3¢ 597,77

(Ce devrait étre 3713500)
clogisinf...... ... 0,6900182
logtangQuw. ....... 8,9848318
c'logcos2a. ........ 0,0020156
logsing. ........ . 9,7852685

logtang 2N........ 9,4621341

2N = 16°9'46",253

N= 8 483 ,1217
N—n= 3917 219
N-dn= 13 029 ,033
logsin(N-+-n)...... 9,3523527

c¢'log cos (N—n).... .. 0,0006587
log cotang £ ¢. ..... 0,4681829

logtang 1 v'., ...... 9,8211943
‘ 20 = 33°31'29",93
V= 67 259,86

{Ce devrait étre 67 300)
loge. ............ 0,101018%
logtang2n. ....... 9,2397694
clogcos2N......... 0,0173142
9,3583020

Nombre = 0,22819284
log hyp tang{45°}-n)= 0,17282621

Différence == 0,0553G663

117 SN 8,7432180
2log . e aenn s v ... 0,9030928
c'logk. . cereeas 1,7614186
1082, .ccvvinnnnns 0,3010300
logt..o...... coe. 17117894
= 51,49788

C'est pourquoi, le passage par le périhélic est distant de I'époque
du premier lieu de 43,91/444 jours, et du second licu de 65,41232
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jours. Enfin, la petite différence des ¢léments trouvés ici avec ceux
d’aprés lesquels ont été calculés les lieux proposés, doit ¢tre attri~
buée 4 la précision limitée des tables.

106

Dans un traité des relations les plus remarquables concernant le
mouvement d'un corps céleste dans les sections coniques, nous ne
pouvons passer sous silence I'expression élégante du temps en fonc-
tion du demi-grand axe, de la somme r -}- 1’ et de la corde qui
joint les deux lieux. Cette formule parait réellement avoir d’abord ¢té
trouvée pour la parabole par Villustre -Evier (Miscell., Berolin,
T. VII, p. 20), qui cependant la négligea dans la suite, et neI'étendit
pas non plus & Iellipse et i Phyperbole; ceux qui attribuent cette
formule au célébre Lavsert se trompent donc, quoiqu’on ne puisse
refuser & ce géométre le mérite d’avoir indépendamment obtenu cette
expression enfouiec dans Poubli, et de I'avoir étenduc aux autres
sections coniques. Quoique cette question soit déji traitée par plu-
sieurs géomeires, les lecteurs attentifs ne trouveront pas superflue
I'exposition suivante. Nous commengons d’abord par le mouvement
elliptique.

" Nous observons avant tout, que I'angle 2f (art. 88, d'otr nous
prenons aussi les autres notations) décrit autour du Soleil, peut &tre
supposé inférieur & 360°; il est en effet évident, que si cet angle cst
augmenté de 360°, le temps est augmenté d'une révolution, ou

3a600
a’iﬁo B 363,23 jours.

Si nous représentons maintenant la corde par g, on aura évi-

démment
p? = (' cos v — r cosv)* - (»' sinv'— r sinv)?,

et par suite, d’aprés les équatiohs VIII et IX, art. 8

p*=a*(cos E'— cos E)* -}- a® cos*¢ (sinE'—sin E)*
= 4a'sin"g (sin® G -} cos’¢ c0s*G) = 4 a* sin’g (1— e* cos*G).

Nous introduisons I'angle auxiliaire h tel que 'on ait cosh —=ecosG;
en méme temps, pour éviter toute ambiguité, nous supposons que
h est compris entre 0° et 180°, d'ol sin k sera une quantite positive.
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C'est pourquoi, comme g tombe aussi entre les mémes limites (si 2g
en effet, atteignait 360° ou le dépassait, le mouvement autour du
Soleil, atteindrait ou surpasserait une révolution entiére), on déduit
spontanément de I'équation précédente que p— 2asingsin h, pourvu
que la corde soit considérée comme une quantité positive. Puisque,
ensuite, on a

rfor= % (1 —ecosg cosG) =2a (1 — cosg cosh),

il est évident que si I'on pose h—g = 8, h 4 g =¢, on trouve

1 r 4 ¥ — p=2a{1 —cos8)= asin* %s,
9 r+ r'-|—’p=‘.’.a(l-—cose)=4asin’%e.
On a enfin,
kt=a} (29 —2esing cosG) = a7 (2g — 2sing cosh);
ou
(3 kt == ¥ [e— sine— (3 — sin3)].

D'aprés les équations 1 et 2, les angles 3 et ¢ pourront donc &tre
déterminés au moyen de r 4 r', p et a; cest pourquoi, au moyen
des mémes quantités, le temps ¢ pourra &tre déterminé & I'aide de
I'équation 3. On peut, si on le préfere, présenter ainsi cette for-
mule :

— )— . — A
kl:a%[arc cosg—a——(r—_‘-—)—e — sin arc cos Zo—(r+r) —e
N 2a 2a
90 e o — ¢
-—-—arccos"a (r;l;’ )+P+sinarccosga___(_rgil:_rli.f .

Mais dans la détermination des angles 3 et ¢ par leur cosinus, il
reste une incertitude qu'il convient d’examiner plus particuli¢rement.
11 est en vérité, évident de soi-méme, que & doit tomber entre — 480°
ct -+ 180°, et ¢ entre 0° et 360; mais alors, ces deux angles sem-
blent admettre une double détermination, et par suite le temps qui
en résulte, une quadruple. Nous avons cependant, de I'équation b,

art. 88,

— . T
cos f. \/rr' = a(cosg — cosh) = 2a sing sin % £}

maintenant , sin 5° est nécessairement une quantité positive, d'ou
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nous concluons que cosf et sin % 3 doivent ttre affectés des mémes

signes, et par suite que 3 doit étre pris entre 0° et 180° ou entre
— 180 et 0, selon que cos f sera positif ou négatif, c’est-2-dire selon
que le mouvement héliocentrique 2f aura été plus petit ou plus grand
que 180°. 11 est en outre évident, que pour 2f= 1807, 3 doit nécessai~
remert étre nul. De cette maniére & est complétement déterminé.
Mais la détermination de I'angle ¢ reste nécessairement douteuse, de
sorte que 'on obtient toujours pour le temps deux valeurs, dont on ne
peut décider laquelle est la vraie, & moins que ce ne soit indiqué
d’autre part. La raison de ce phénomeéne s’apercoit facilement; il est
constant, en effet, que par deux points donnés on peut décrire deux
ellipses diflérentes, ayant toutes deux leur foyer au méme point
donné et, en méme temps, le méme demi-grand axe (*); mais le mou-
vement du premier lieu au second, dans ces ellipses, est évidem-
ment effectué dans des temps inégaux.

107

En désignant par -/ un arc quelconque compris entre —180° et

+ 1807, et par s le sinus de I'arc é “/» ON sait qu'on a

£ 41, 143, 44.3.8
'2-7_-—-8+§.§S +g.-—-$ —.———.—'3 +--u.

On a ensuite

1. — 1,
—2-smx=s\/l-—s’.—:s—és‘_mss_r?é

et par suite,

o 11, 113, 1438,
Z——Slﬂ/_—-—‘i(38 +5.23 +>7‘.§—.'13 +§.m3 tesey ctc.)

Nous substituons successivement, dans cette série, 2 la place de s

1 frdr—e A frtrte
2 e’ % 2 a

(*) En déerivant du premier lieu un cercle avec 2a—r pour rayon, el dn second
lieu un second cercle avee 2a — r’, le second foyef de V'ellipse tombera ésidemment 2
Pintersection de ces deux cercles. C'est pourquoi, comme généralement parlant, il y a
toujours deux intersections, il en résultera deux ellipses différentes.
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3
et nous multiplions les résultats par a*; on obtient ainsi respective-
ment, les séries .

ot — g o ;,(r+ —e) -+ m L7 r—plf +

I

1 3 5
(;("+"'+P)¥—I--8—0-5(r+1’+9)?+"92 T o+

5

1 , 'y
sa s — 1 e t-ete,

dont nous représenterons les sommes par T, U.
On voit maintenant, sans difliculté, que puisque I'on a

. | r-r—
2singd = = \/-i‘-&-—",

le signe supérieur ou le signe inféricur devant étre pris selon que 2f
est plus petit ou plus grand que 180°, on obtient

ai(d—sind)==T,

le signe étant pareillement déterminé.

De la méme maniére, si pour € on prend la plus petite valeur, in-
férieure & 180°, on a

a3 (s —sing)=U

mais en prenant 'autre valeur qui est complémentaire de celle-ci &
360°, on a ¢videmment

a¥ (s —sine) = a3 360" — U.

De 14, on obtient donc les deux valeurs relatives au temps ¢,

 UZT ai360° U==T
=, ——
108

Si I'on considére la parabole comme une ellipse, dont le grand axe
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est infiniment grand, I'expression du temps trouvé dans Iarticle pré-
cédent devient

cik r+rteize+ r'--p)%];

mais comme peut-&tre la déduction de cette formule pourrait étre
exposée & quelques doutes, nous en donnerons une autre indépen-
dante de I'ellipse.

En posant pour simplifier

lang ;— v=0, tang—;- V=0, ona r= % p(1 o), r'=%p(i +-61),

B Ll O L L N S
CosSv= {__—’——0";, CO! -—-Tm, SINy= ’__*TO';) va—-‘_l__o.,.

De 14 il vient
r'cosv —reosv = % p0*—07), #sin’'—rsinp = p{0'—0),
et par suite
F= 1 PO — A+ (0 o),
. . . , sin f
On voit maintenant facilement que ¢ —6— — 5™/ est

COS = v cOS 1 v
2 2

une quantité _Izgsitive; en posant donc

| y.(: + % ©+ e)*) =, Onaura p= p(¢'— O},
On a ensuite, :
r4r'= % p(240 0")=p(n' +%(0'-°)’) ;
c'est pourquoi I'on a

rtrde_ (,)+°_;(0,_0))" .

p .
fi:__f = (1;— :Z) (0'— 0)) ’.

De la premitre équation, on déduit immédiatement,
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r4-7 1,
+/ ey e,

puisque n et  — 0 sont des quantités positives ; mais comme% (¢ —0)
est plus petit ou plus grand que =, suivant que

,,-_%(9'-0)*=1+w= cosf

€0S = ¥ ¢OS 1 v
2 2

est positif ou négatif, il est évident que de la seconde équation, on
devra conclure
rtr—p 1.,
VA B LU

ott Yon devra adoptér le signe supérieur ou le signe inférieur selon
que l'angle décrit autour du Soleil sera plus petit ou plus grand
que 180°.

De I'équation qui, dans I'art. 98, suit la seconde ¢quation, nous
avons ensuite,

‘—:'—‘ =@—0 (1404 .‘3(0'—;0)’) =—o(xr+ ,’—2 o)
=5(1+50—0) =3 (1—3¢—0)",
d’ott il suit immédiatement,

w=g[etrtoiw o+ r—pl],

le signe 'supérieur ou le signe inférieur devant étre pris, sclon que 2f
est plus petit ou plus grand que 180°.

109

Si, dans hyperbole, nous t.:onservons aux lettres o, C, ¢ laméme
signification que dans I'art. 99, nous obtenons, d’aprés les équa-
tions VIiI, IX delart. 21,

1 1 |
r’cos:f—rcosv_—g(c—_-;) ( -—E)q’
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r sinv’-—rsinv:% (c—%) (C-]-%)a\/e‘—— 1;

et par conséquent,

=) VEED

Supposons que y soit une quantité déterminée par I'équation

'r+-’,;=e(0+%); |

comme deux valeurs réciproques de y satisfont évidemment A cette
équation, nous devons adopter celle qui est plus grande que 4, On

a ainsi , . .
o= -
On a, en ontre,
r—[—r’:é—a [e(c-{-%) (C-l-%)-—&]:%a[(c—l—%) (‘{-l—%) —4],

et alors,
— T\
r+1“+9=a(\/01—\/;) ,
1 e\
’+"‘P=“(\/z‘\[;) :
En posant donc,
r-r4p rr—p
B \/‘T‘”“”’
on aura nécessairement
— 1
\/07—\/35 2m

mais pour décider la question si \/:_rc —_ \/:: doit étre = - 2n
ou = — 2n, il faut chercher si y est plus grand ou plus petit que ¢;

mais il résulte facilement de I'équation 8, art. 99, que le premier
cas a lieu toutes les fois que 2f est inférieur & 180, et le second,
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toutes les fois que 2f est supérieur & 180°. Enfin, du méme article
nous avons

b )(__)_g.og.,_' (249

’“1084‘1""085:2"2 Vi = 20 /T n*— 2log{y1 Fm} m)
iﬂlog(\’l+n'+n),

les signes inférieurs concernant toujours le cas ot 2f > 180°. Main-

tenant, log (/1 F m* 4 m) se développe facilement én la série sui-
vante :
1 1 1.3 11.3.5 .
—_ i 0 — n’ . etc.
m 3 +5.24 Wik + ete

Ceci se déduit immédiatement de

dm
d.loglf14-m*}m)= .

g (VI m'+m) T
Cest pourquoi 'on trouve

omy/TFm* —2log (yV1Fm* +m)= 4( m® —53 s—i—1 1—s—lm’ . .étc.)

724

et de méme, une formule enti¢rement semblable, si 'on change m
en n. Dela, enfin, sil'on pose

-’(r+r )’_"" '("+" P)%'H'mg .( +r—e
1
18432'0.:( +"’—P)’ ..... ete.

=2 ot ot o L o g S ol

5
~ 18132 e( 7ot e eles,

on obtient
kt=U=xT,

expressions qui s'accordent enti¢rément avee celles développées dans
I'art. 107, si dans celles-1a on change a en —a.

Au reste ces séries, soit pour I'ellipse, soit pour I'hyperbole, sont
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surtout commodes pour I'usage pratique, lorsque a ou « a une
trés-grande valeur, c’est-a-dire quand la section conique ressemble
de trés-prés & une parabole. Dans un tel cas, on peut aussi em-
ployer pour la solution du probl¢me les méthodes développées pré-
cédemment (art. 85-105); mais comme en vérité, d’aprés notre ju-
gement, elles n’apportent pas alors de brid¢veté a la solution donnée
ci-dessus, nous ne nous arréterons pas & exposer plus longuement
cette méthode.
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QUATRIEME SECTION.

RELATIONS ENTRE PLUSIEURS POSITIONS DANS L’ESPACE.

110

Les relations qui doivent étre considérées dans cette section se-
ront indépendantes de la nature de l'orbite, et soumises & la seule
hypothése que tous les points de I'orbite se trouvent dans un méme
plan avec le Soleil. Mais nous avons cru convenable de toucher seu-
lement ici quelques-unes des plus simples, et de réserver pour un
autre livre d’autres plus compliquées et plus spéciales.

La situation du plan de l'orbite est enti¢rement déterminée par
deux positions du corps céleste dans I'espace, pourvu que ces deux
licux ne soient pas situés sur une méme droite avec le Soleil. Gest
pourquoi, puisque la position d’un point dans I'espace peut étre as-
signée particuliérement de deux maniéres, il se présente deux pro-
blémes & résoudre.

Nous supposerons d'abord que les deux lieux soient déterminés par
leurs longitudes et latitudes héliocentriques, respectivement dési-
gnées par %, X, B, §'; les distances au Soleil ne devront pas entrer
dans ce calcul. Alors, si la longitude du neud ascendant est désignée
par §, l'inclinaison de V'orbite sur I'écliptique par i, on aura

tang ¢ =tang ¢ sin(A—QQ),
tang® =tang ¢ sin N'—§).
La détermination des inconnues §, tang i, se rapporte ici au pro-

bléme considéré dans l'art. 78, 1I. Nous avons donc, d'aprés la pre-
miére solution,

tang i sinA —§3 ) =tang o

tang @ — tang g cos (A’ —1)
sin(X—A) ?

tang i cosA — Q) =

de méme, d'aprés la troisiéme solution, nous trouvons § parI'équation
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. | B
sin -+ §) tang 5 (¥ — )

sin (7 —3) ’

tang (% A4 é ).'—Q) =

formule certainement un peu plus commode, si les angles 8, 8’ sont
doninés immédiatement, et non par les logarithmes de leurs tangentes;
mais, pour la détermination de i, on aura recours i Pune des for-
mules

fangp fang &'

SInP—Q) s —g)°

tang i =
Au reste, Fambiguité dans la détermination de 'angle
—Q, g by
_Q) ou é + é . —Q

par sa tangente, sera décidée par la considération que tang i doit
¢tre positif ou négatif selon que le mouvement projeté sur I'écliptique
est direct ou rétrograde : c’est pourquoi, on ne peut alors lever cette
incertitude que dans le cas ol 'on peut constater dans quelle direc-
tion le corps céleste a passé de la premiere position & la seconde. Si
ceci ne pouvait étre déterming, il serait certainement impossible de
distinguer le neeud ascendant du neeud descendant.

Une fois les angles Q et i déterminés, on obtiendra les arguments
de la latitude u, o', par les formules

A— »—
[angu=wi langu':M,
Cos? cost

qui doivent &tre prises dans le premier demi-cercle ou dans le second,
suivant que les latitudes correspondantes sont horéales on australes.
A ces formules nous ajoutons encore les suivantes, dont I'une ou I'autre

pourra, si cela convient; étre employée dans la pratique A s'assurer
de I'exactitude du calcul :

cosu=cosPcos A—0);  cosu'=cosPcos(X’ — Q),

. .
sinu = _SI_'IIE’ sinu'— sn_n[i_ N
s sint
. M )‘ ).I_ S ’ . )‘,—). a'
sili(z:’-]—u}:s‘"( 41 —20) cospcos __sin{ Jeosp cos .

» Sin(u'—u)

cos? cos?
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111

Supposens, en second lieu, que les deux positions de I'astre soient
données par leurs distances  trois plans passant par le Soleil et se
coupant 4 angles droits ; désignons ces distances par x, y, z pour le
premier lieu, par &', ¥, z' pour le second, et supposons que le troi-
sitme plan soit le plan de I'écliptique lui-méme, et aussi que les poles
positifs du premier et du second plan soient situés par les longi-
tudes N, et 90° -}- \. On aura ainsi, d’aprés 'art, 53, les deux rayons
vecteurs étant désignés par r et 1,

z =1 cosu cos{N— Q)-}- rsinusin(N— Q) cost,
y=rsinucos{N —{))cosi—rcosusin(N— ),
z =rsinusini.

' =1'cost’ cos(N — Q)-}-»' sinu’sin(N — Q) cos,
Yy =1'sinu cos(N — Q) cosi — 2’ cosu’ sin (N— Q2),
' =17 sin « sin .

I suit de 1a

2y’ — yz' =ry’ sin (& —u) sin(N — Q) sin,
xz —zx' =rr'sin (' —u) cos(N— Q) sin{,
zy — yx' = rr'sin (' — u) cost.

En combinant la premiére formule avec la seconde on aura N— Q
et rr'sin (w'—u) sin i, et dela, au moyen de la troisitmme formule, on
obtiendra ¢ et rr'sin (u'—u). A

Puisque le lieu auquel répondent les coordonnées 2!, y'y =’ est
suppos¢ postéricur en temps, o' doit étre plus grand que u; si donc
on sait en outre, si 'angle décrit autour du Soleil entre le premier
ct le second lieu est plus petit ou plus grand que deux angles
droits, rr'sin (u'—u)sini et rr'sin (W'—u) devront étre des quan=
lités positives dans le premier cas, et négatives dans le second :
N —Q sera donc alors déterminé sans ambiguité, en méme temps
que du signe de la quantité xy’ — ya' on décidera si le mouvement
est direct ou bien rétrograde. Réciproquement, si I'on est certain de
la direction du mouvement, on pourra, d’aprés le signe de la quan-
tité xy' —yx', décider si u'—u doit étre pris plus petit ou plus grand
que 180°. Mais si non-seulement la direction du mouvement, mais
encore la nature de 'angle décrit autour du Soleil sont entiérément
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inconnus, il est évident qu’on ne pourra distinguer le neud ascen-
dant du nceud descendant.

On s’apercevra facilement que de méme que cosi est le cosinus de
I'inclinaison du plan de V'orbite sur le troisitme plan, sin (N—Q)
sini, cos (N—) sini sont respectivement les cosinus des inclinai-
sons du plan de Forbite sur le premier et le second plans; et aussi que
rr’ sin (u'—u) exprime le double de I'aire du triangle compris entre
les deux rayons vecteurs, et zy — y3', xz' — 2, zy' —yx' le
double de l'aire des projections du méme triangle sur chacun des
plans.

Il est enfin évident, qu'a la place de V'écliptique on peut choisir
tout autre plan pour troisiéme plan, pourvu que toutes les quantités
définies par leurs relations avec I'écliptique, soient ¢également rap-
portées au troisi¢me plan, quel qu’il soit.

112

Soient ", y", =" les coordonnées de quelque troisi¢me licu, u” son
argument de la latitude et r" son rayon vecteur. Nous désignerons
les quantités r'r” sin (u" — ), rr' sin (' —u), 11’ sin (W' —u) qui
sont les doubles des aires des triangles compris entre le second rayon
vecteur et le troisidme, le premier et le troisi¢me, le premier et le se-
cond, respectivement par n, n', n". On obtiendra donc pour ", y"', 2"
des relations semblables 4 celles que nous avons données pour z,
¥,z et &', o, 3’ dans l'article précédent; d’od, par le secours fdu
lemme I, art. 78, on déduit facilement les ¢quations suivantes :

0=nzx —n's'-}-n"z",
0 =ny — 'y +n"y",
0 =nz —n'7’ -} n"s".

Soient maintenant «, «', «” les longitudes géocentriques corres-
pondant & ces trois positions du corps céleste; B, £/, f" lewrs lati-
tudes géocentriques; 8, &', 8" leurs distances 2 Ja Terre projetées sur
I'écliptique; ensuite, L, L', L” les longitudes héliocentriques corres-
pondantes de la Terre; B, B, B’ ses latitudes que nous ne posons
pas égales & zéro, pour qu'il soit permis non-seulement d’avoir égard
4la parallaxe, mais aussi, si I'on veut, d’adopter tout autre plan a la
place de I’écliptique; soient enfin, D, D', D", les distances de la Terre
au Soleil projetées sur I'écliptique.
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Si, alors, x, y, z sont exprimées en fonction de L, B, D, «, 8, o, et
qu’il en soit de méme des coordonnées concernant le premier et le
second lieu, les équations précédentes prendront la forme suivante :

i 0= i(&cosu—l— DcosL) — n'(¥'cosa’ - D'cesL)
- n”(8"cosa” §- D" cosL?),
2 0=n(3sina - DsinL)—n'{3’sinx’ 4- D'sinL’)

-+ n”(3"sin«" 4- D”sinL’),

(31 0=n(3tang B 4 Dtang B) — n'(¢'tang §’ -}- D’tang B')
+ n"[3"tang 3"+ D"tang B”).

Si nous considérons ici «, 3, D, L, B, et les quantités analogues pour
les deux autres lieux comme connues, et que les équations soient
divisées par n, par n’ ou par n", il reste ¢inq quantités inconnues,
dont on pourra, par conséquent, ¢liminer deux ou déterminer trois,
au moyen de deux quelconques d’entre elles. De ceite maniére ces
trois équations ouvrent la route & plusieurs conclusions trés-impor-

tantes, dont nous développerons ici quelques-unes particuliérement
remarquables. '

1135

Pour que nous ne soyons pas trop embarrassés par la longueur des
formules, nous trouvons bon d'employer les abréviations suivantes.
D'abord nous désignons la quantité

tangBsin{a”—«')-}-tang§'sin{a — 2*) J-tang " sin(a'—a)

par (0. 1.2); si dans cette expression, & la place de la longitude et de¢
la latitude correspondant & un licu géocentrique quelconque, sont
substituées la longitude et la latitude de n'importe lequel des trois
lieux héliocentriques correspondants de la Terre, nous changeons,
dans la notation (0, 1, 2), le chiflre qui correspond & cette position
géocentrique, avec un chillre romain qui devra répondre & cette posi-
tion de la Terre. De telle sorte, par exemple, que la notation (0, 1, 1),
exprime la quantité

tang@sin (L’ — «') -} tangB'sin (x— L)} tang B'sin («'—a)
ct aussi (0, 0, 2), la suivante,

lallgpsin(a';—L)+tang Bsin{a—a"} }- tang §” sin{L —a).

12
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Nous changeons la notation de la méme maniére, si dans a pre-
mitre expression, nous substituons deux longitudes et latitudes quel-
conques héliocentriques de la Terre 4 la place de deux longitudes et
latitudes géocentriques. Si deux des longitudes et latitudes contenues
dans cette expression sont permutées entre elles, il conviendra aussi
de permuter dans la notation les chiflres correspondants ; mais par
13, la valeur elle-méme de la quantité ne change pas, mais seule-
ment, de positive devient négative, ou de négative positive. De telle
sorte qu'on a par exemple,

(0-4.2)=—(0.2.1) =(1.2.0)=—(1.0.2)=(2.0.1)=—(2.1.0).

~ Clest pourquoi, toutes les quantités qui naissent de cette maniére se
réduisent aux dix-neuf suivantes :

(0.1.9)

(0-1.0), (0.4.1), (0.4.IL), (0.0.2), (0.1.2), (0.11.2), (0.1.9),
(1.4.9), (I1.4.9), (0.0.L), (0.0.1L), (0.1.IL.), (1.0.1), (1.0.IL),
(1.LIL), 2.0.1.), (2.0.11.), (2.1.II.),

auxquelles il faut ajouter la vingtiéme (0.1.11).

1l est au reste facilement démontré que chacune de ces expressions
multipliées par le produit des trois cosinus des latitudes qui y entrent,
devient ¢gale 4 six fois le volume de la pyramide dont le sommet
est au Soleil, et qui a pour base le triangle formé par les trois points
de la sphére céleste qui correspondent aux lieux entrant dans chaque
expression, le rayon de la sphére étant supposé égala 1,

G'est pourquoi, toutes les fois que ces trois lieux se trouvent sur un
méme grand cercle, la valeur de I'expression doit étre égale & 26ro;
et comme pour les trois positions héliocentriques de la Terre ceci a
toujours lieu, toutes les fois que nous ne considérons pas les paral-
laxes et les latitudes de la Terre nées des perturbations, c’est-3-dire
toutes les fois que nous placons la Terre dans le plan méme de
Pécliptique, on aura toujours, dans cette hypothése, (0.1.11.) =0,
qui devient, par le fait, une équation identique si I'écliptique Ini-méme
est pris pour troisime plan: Enfin, toutes les fois queB, B et B'=0,
toutes ces expressions, la premitre exceptée, deviennent beaucoup
plus simples; ¢'est-a-dire qu'a partir de la seconde jusqu'a la dixiéme,
chacune d'elles sera composée de deux parties, mais que de la on-
ziéme jusqu’a la dix-neuviéme elles ne contiendront qu'un seul terme.
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En multipliant Yéquation [1] par sina” tang B” — sin Ltangf’,
I'équation [2] par cosL” tangB3'— cos «"tang B”, et I'équation (3] par
sin (L"—a"), et en ajoutant les produits, on trouve

(] 0=n[(0.2.1)34(0.2.1)D]—n[(1.2. 1)+ (I.2.1L) D]

et de la méme manitre, ou plus commodément par la seule permu-
tation des lieux entre eux,

(51 0=n[(0.1.1)34(0.1.)D]4 r"[(2.4.13"} (I1. 1. )D"],
[6] 0=rf(1.0.0}8+(I.0.0)D]—nT(2.0.08" + (iL.0.0)D").

Par conséquent, si le rapport des quantités n, n' est donné, on
pourra au moyen de I'équation 4, déterminer & en fonction de 3, ou ¢
en fonction de &'; et semblablement d’aprés les équations b et 6.

De la combinaison des équations 4, b et 6 nait la suivante,

(0.2.134-{0.2. THD __ (1.0.0)3'4-(1.0.0}D' (9.1.1)3"+(u.1.1m"_

(o E.tp X2y " @00 HILo.0D

1

au moyen de laquelle, d’aprés deux distances du corps céleste a la
Terre, on peut déterminer la troisiéme: Maisil peut étre démontré que
celte équation 7 devient identique, et par suite impropre pour la dé-
termination d’une distance en fonction des deux autres, toutes les
fois que I'on aura B=B'=B"=0, et

tang §' tang " sin (L — «) sin (L” — L)
-+ tang B* tang 8 sin (L' — ) sin (L— L") } ==0.
-} tang g tang §' sin (L” — a*) sin (L'— L)

La formule suivante qui découle des équations 1, 2, 3 est affran-
chie de cet inconvénient :

(8] (0.4.2)858"-(0,4.2)D¥8” (0. 1. 2)DE" 4 (0.4 )D&
+(0.1.1)D'D*34-(0.4 . IHDD"&' 4 (0. 1. 2)DD'E” +- (0. 1.11)DD'D" =0.
En multipliant P'équation 1 par sin'tangB”— sin2" tangf', I'équa-
tion 2 par cos«"tang®' — cos'tangf’, I'équation 3 par sin (2"—«'),
et ajoutant les produits, on trouve

(0] 0=n{(0.1.28+(0.1.2D]—n'(l. 1.2 fn*(li.4.2)D"
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et de la méme manitre,

[10] 0="n(0.0.2)D —n'[(0.4 .25 + (0.1.2jD]4 n7(0. 1.2 ¥,
[11] 0=n@0.4.0)D—n'(0.1. O F+n[{0.1.20" 4 (0.1.1)D"}.

Au moven de ces équations, les distances 8, &', ¢’ peuvent &tre
déterminées en fonction du rapport entre les quantités n, #', ",
quand il est connu; mais cette conclusion n’esi vraie que d’une ma-
nitre générale, et souflre une exception toutes les fois que I'on a
(0.1.2)=0. 1l peut, en effet, étre démontré que, dans ce cas, on
n’obtient des équations 8, 9 et 10 rien autre chose que Ja relation
qui existe nécessairement entre les quantités n, n', n", relation
qu'on trouve réellement la méme par chacune des trois. Des restric-
tions analogues relativement aux équations 4, 5, 6, s’offriront spon-
tanément au lecteur expérimenté.

Au veste, toutes les conclusions développées ici ne sont d’aucun
usage toutes les fois que le plan de T'orbite coincide avec I'écliptique.
Si, en eflet, 8, &, 8", B, B', B” sont toutes = 0, I'équation 3 est iden-
tique, ¢} par conséquent toutes les suivantes aussi.
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Seerr &léments sont exigés pour la connaissance compléte du
mouvement d’un corps céleste dans son orbite, nombre qui peut étre
diminué d’'un, si la masse du corps céleste est connue on négligée;
on peut A peine éviter de négliger la masse dans la détermination
Q’une orbite entid¢rement inconnue, o il convient d’écarter, pour un
moment, toutes les quantités de I'ordre des perturbations, jusqu'a ce
que les masses dont elles dépendent aient été connues d’autre part.
Cest pourquoi, la masse du corps céleste étant négligée dans la
présente recherche, nous réduisons 4 six le nombre des éléments, et
il est alors évident que, pour la détermination de I'orbite inconnue,
il est nécessaire d'avoir un méme nombre de quantités fonctions
des éléments, mais indépendantes I'une de I'autre. Ces quantités ne
peuvent étre que les positions du corps céleste observé de la Terre;
et comme chacune de ces positions fournit deux quantités, 4 savoir
Ia longitude et la latitude ou I'ascension droite et la déclinaison, il
sera certainement le plus simple d’adopter trois lieux géocentriques,
(ui, en général, suffiront & la détermination des six éléments in-
connus. Ce probl¢me doit étve considéré comme le plus important
de cet ouvrage, et, pour ceite raison, sera traité avec le plus grand
soin dans cette section. _

Mais dans le cas spécial, o le plan de I'orbite coincide avec I'éclip-
tique, et par suite ou toutes les latitudes, soit héliocentriques, soit
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géocentriques, s'évanouissent naturellement, il ne sera plus permis
de considérer les trois latitudes géocentriques nulles, comme trois
quantités données indépendantes I'une de I'autre; ce probléme reste-
rait alors indéterminé, et I'on pourrait satisfaire aux trois lieux géo-
centriques par un grand nombre d’orbites. Gest pourquoi, dans un
pareil cas, il faudra nécessairement que quatre longitudes soient
données, pour qu'on puisse déterminer les quatre autres éléments in-
connus (I'inclinaison de Y'orbite et la longitude du neeud étant écar-
tées). Mais quoique, par un principe qu’on ne saurait discerner, on ne
puisse pas s'attendre qu'un tel cas doive jamais s’offrir dans la na-
ture des choses, néanmoins, on présumera facilement que le probléme
qui, pour une orbite coincidant enti¢rement avec le plan de Féclip-
tique, devient absolument indéterminé, doit, & cause de la précision
limitée des observations, rester presque indéterminé, dans une or-
bite trés-peu inclinée sur Uécliplique, ot méme de trés-légéres erreurs
& observations doivent altérer entiérement la valeur des inconnues.
C’est pourquoi, afin d'examiner aussi ce cas, il sera nécessaire de
choisir six autres données ; dans ce but, nous montrerons, dans la
seconde section, comment déterminer une orbite inconnue au moyen
de quatre observations, dont deux sont complétes, mais les deux au-
tres incomplétes, les latitudes ou les déclinaisons manquant.

Enfin, puisque toutes nos observations, en raison de 'imperfec-
tion des instruments et de nos sens, ne sont que des approximations
de la vérité, Porbite établie seulement par les six dennées absolu-
ment nécessaires, pourra encore étre sujette A des erreurs considé-
rables. Afin de les affaiblir autant qu'il est réellement permis de le
faire, et pour que nous puissions atteindre & toute la précision pos-
sible, on n’aura pas d’autres moyens que d’amasser le plus grand
nombre &’ observations parfaites, et de perfectionner les éléments de
telle sorte, non pas qu'ils satisfassent 4 celles-ci ou & celles-1a avec
une précision absolue, mais qu'ils s’accordent le mieux possible avec
toutes les observations. Nous ferons voir, dans la troisi¢tme section,
de quelle maniére on peut obtenir, d’aprés les régles du calcul des
probabilités, un pareil accord, sinon absolu nulle part, du moins
partout le plus étroit possible.

De ceite manitre donc, la détermination des orbites, en tant que
les corps célestes s’y meuvent suivant les lois de KEPLER, sera portée
A toute la perfection qui peut étre désirée. On pourra alors enfin,
réellement entreprendre un dernier perfectionnement ep tenant
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compte des perturbations que les autres planétes produisent dans le
mouvement. Nous indiquerons britvement, dans la quatriéme sec-
tion, de quelle manitre on peut en tenir compte, en tant, il est vrai,
que cette question paraitra se rattacher 4 notre plan.

116

Avant d’entreprendre la détermination d'une orbite quelconque A
'aide d’observations géocentriques, celles-ci devront subir quelques
corrections relatives & la nutation, la précession, la parallaxe et
Faberration, si toutefois une grande précision est demandée; dans
un calenl approché, il sera en effet permis de négliger ces petites
quantités.

Les observations des planétes et des cométes sont habituellement
effectuées par les ascensions droites et les déclinaisons apparentes,
c¢’est-3-dire rapportées 4 la position apparente de I'équateur. Puisque
cette position est variable 4 cause de la précession et de la nutation,
et par suite différente pour les différentes observations, il conviendra
avant tout, d'introduire quelque plan fixe  [a place du plan varia-
ble; dans ce but, on pourra employer, ou I'éguateur A sa position
moyenhe pour une époque déterminée, ou I'écliptique. On a cou-
tume, le plus souvent, de choisir ce dernier plan, mais le premier se
recommande par des avantages particuliers qui ne doivent pas étre
dédaignés.

Toutes les fois donc qu'ila plu de choisirle plan de 1'équateur, les
observations doivent d’abord étre purgées de la nutation, et, aprés
cela, la précession étant appliquée, elles devront étre réduites A une
époque quelconque arbitraire; cette opération s’accorde entiérement
avec celle par laquelle, de la position observée d’une étoile fixe on
passe a laposition moyenne pour une époque donnée, et par conséquent
ne demande aucune explication. Mais, si I'on est convenu d’adopter le
plan de Yécliptique, une double méthode se présentera, A savoir :
des ascensions droites et déclinaisons corrigées de la nutation et de
la précession, on pourra déduire les longitudes et latitudes au moyen
de 'obliquité moyenne, d’oli seront obtenues les longitudes rappor-
tées & I'équinoxe moyen; ou, plus facilement, d’aprés les ascensions
droites et les déclinaisons apparentes seront calculées les longitudes
et latitudes que Yon corrigera ensnite de la nutation et de la pré-
cession.
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Les diflérentes positions de la Terre correspondant aux obser-
vations seront calculées par les tables solaires, mais il est évident
qu’elles devrontétre rapportées au méme plan auquel sont rapportées
les observations du corps céleste. Gest pourquoi, dans le calcul de la
longitude du Soleil, 1a nutation sera négligée, mais aprés cela, la
précession étant appliquée, cette longitude sera réduite A une époque
fixe, et augmentée de 180°; on attribuera i la latitude du Soleil un
signe contraire, si I'on trouve utile d’en tenir compte; on avra ainsi
la position héliocentrique de la Terre, qui, si I'équateur est choisi
pour plan fondamental, pourra étre transformée en ascension droite
¢t déclinaison & Paide de 1'obliquité movenne.-
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La position de la Terre calculée de cette manitre a 'aide des ta-
bles se rapporte au centre de la Terre, mais la position observée
du corps céleste concerne un point de la surface terrestre; on peut
avoir égard A cette différence de trois maniéres :

Ou Tobservation peut, en eflet, étre ramenée au centre de la
Terre, cest-d-dire corrigée de la parallaxe; on le lieu hélio-
centrique de la Terre peut étre rédiit au lieu méme de I'observation,
ce qui se fait en appliquant convenablement la parallaxe & la posi-
tion du Soleil déduite des tables; ou enfin, I'une et I'autre position
peuvent étre transportées & un troisiéme point quelconque, qui est
déterminé le plus convenablement par Fintersection du rayon visuel
avec le plan de I'écliptique; I'observation elle-méme reste alors jn—
variable, et nous avons enseigné dans Fart. 72 )a réduction de la
position de la Terre & ce point. La premiére méthode ne peut étre em-
ployée, & moins que la distance du corps céleste A la Terre ne soit
connue; mais alors elle est assez commode, surtout toutes les fois
que observation est faite dans le méridien méme, cas dans lequel la
déclinaison seulement est aflectée de Ia parallaxe. 11 sera, en outre,
préférable d’appliquer immédiatement cette correction A la position
observée, avant de s'occuper des transformations de 1'article précé-
dent. Mais si la distance 4 la Terre est encore entidgrement inconnue,
on devra avoir recours i la seconde ou 2 la troisime méthode, ct la
seconde devra étre employée toutes les fois que I'équateur est choisi
pour plan fondamental; mais la tréisitme doit étre préférée lorsqu'il
convient de rapporter toutes les positions a Iécliptique.
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Si la distance du corps céleste A la Terre correspondant & quelque
observation est déji approximativement connue, on peut aflranchir
cette observation de Yeflet de I'aberration, de plusieurs maniéres,
qui reposent sur les différentes méthodes enseignées dans I'art. 71.
Soit ¢ le temps vrai d’'une observation; 0 l'intervalle de temps que
met la lumiére A venir de I'astre 4 la Terre, ce qui s'obtient en multi-
pliant la distance par 493+; 1 le licu observé, I' le méme lieu réduit
an temps ¢ - 0 au moyen du mouvement diurne géocentrique; " le
lieu I corrigé de cette partie de I'aberration qui est commune aux
plandtes et aux étoiles; L le lieu vrai de la Terre correspondant A I'é-

. poque ¢ (c’est-2-dire, le lieu déduit des tables augmenté de 20”,25),
et enfin, 'L le lieu vrai de la Terre correspondant & I'époque ¢ — 0.
Ceci pos¢, on aura :

I. llieu vrai du corps céleste vu de 'L & 'époque 1 — 0.

L 1 liea vrai du corps céleste vu de L & 'époque ¢.

1. " lien vrai du corps céleste vu du lieu L A 'époque 1 —0.

Par Ja méthode 1, le lieu observé ne change donc pas, mais 4 la
place de I'époque vraie on substitue I'époque fictive {— §, pour la-
quelle est calculée Ia position de la Terre; la méthode 11 applique A
I'observation seule une modification, mais, en outre de la distance,
clle exige encore le mouvement diurne ; dans 1a méthode 111, I'obser-
vation subit une correction indépendante de la distance ; i I'époque
vraie est substituée I'époque fictive {—0, mais la position corres-
pondante de la Terre est calculée pour F'époque vraie. De ces mé-
thodes, la premitre est de beaucoup la plus commode, toutes les
fois que lIa distance est déja assez connue pour que la réduction du
temps 0 puisse &tre calculée avec une précision suflisante.

Mais si cette distance est encore enti¢rement inconnue, aucune de
ces méthodes ne pourra étre immédiatement appliquée. Dans Ja pre-
mitre, en effet, on connait il est vrai la position géocentrique du
corps céleste, mais on a besoin d’un intervalle et d’une position de
la Terre dépendant tous deux d'une distance inconnue; dans la se-
conde, au contraire, celles-ci sont déterminées, celui-limanque; dans
la troisiéme enfin, on connait le licu géocentrique du corps céleste et
la position de la Terre; mais le temps auquel ces données sont lides
mnanque. ' '
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Que faut-il donc faire dans notre probléme si, dans ce cas, la so-
lution est demandée exacte, méme en égard A I'aberration? Le plus
simple est certainement de déterminer I'orbite en négligeant I'aber-
ration, puisqu’elle ne peut jamais produire un effet considérable ; les
distances seront obtenues par 1a avec assez de précision pour corri-
ger alors les observations, de I'aberration, par quelques-unes des
méthodes exposées tout & heure, et pour qu'il soit permis de recom-
mencer avec plus d’exactitude la détermination de I'orbite. Mainte-
nant, dans ce travail, Ia troisitme méthode devra de beaucoup étre
préférée; dans la premidre méthode, en eflet, toutes les opérations
relatives  la position de la Terre doivent étre recommencées de nou-
veau, depuis le commencement; dans la seconde (qui n’est réelle-
ment applicable que si I'on posséde un nombre suffisant & observa-
tions pour pouvoir en déduire le mouvement diurne), il faut reprendre
de nouveau toutes les opérations relatives A la position géocentrique
du corps céleste ; dans la troisidme, au contraire (si & la vérité un
premier calcul a é1é établi sur les lieux géocentriques affranchis de
I'aberration des fixes), toutes les opérations préliminaives relatives  Ia
position de la Terre et au lieu géocentrique du corps céleste pourront,
dans le nouveau calcul, 8tre conservées invariables. De plus, on
pourra de cette manitre comprendre aussitot I'aberration dans le
premier calcul, si la méthode employée pour la détermination de
Torbite est établie de maniére, que les valeurs des distances soient
obtenues avant qu'on ait besoin d'introduire dans le calcul les épo-
ques corrigées. Alors le double calcul, & cause de Yaberration, ne
sera pas réellement nécessaire, ainsi que cela se verra plus clairement
en traitant plus longuement notre probléme.
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11 ne serait pas difficile, daprés la liaison qui existe entre les don-
nées et les inconnues de notre probléme, de réduire son établisse-
ment & six équations, ou méme 3 un plus petit nombre, puisqu’il
serait permis d’éliminer F'une ou I'autre inconnue assez facilement ;,
mais puisque cette liaison est trés-compliquée, ces équations devien-
draient fort difficiles A résoudre; une séparation des inconnues telle
que Pon puisse arriver 3 une équation contenant seulement une
inconnue, peut, généralement parlant (*), étre considérée comme

(*) Toutes les fois que les observations sont peu éloignées ane de V'autre, de maniére
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impossible, et par conséquent, encore moins sera-t-il permis d’ob-
tenir la solution compléte du probléme par les seules opérations di-
rectes. '

Mais on peut certainement réduire notre probléme, et méme de
plusieurs maniéres, a la solution de deux équations, X=10, Y =0,
dans lesquelles deux inconnues seulement, x et y, se trouvent mélées.
1l n'est pas, & la vérité, nécessaire que z et y soient deux des élé-
ments eux-mémes; elles pourront étre des quantités lides d’une
maniére quelconque avec les éléments, pourvu qu'une fois ces quan-
tités trouvées, on puisse en déduire facilement les éléments. En outre,
il n’est évidemment pas besoin que X et Y soient exprimées par des
fonctions explicites de x et y, il suffit qu’elles soient liées avec celles-
¢i par un systéme d’équations tel, que des valeurs donnéesde z et y
il soit possible de passer aux valeurs correspondantes de X et Y.
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Puisque la nature du probléme ne permet pasune réduction ulté-
rieure au systéme de deux équations contenant péle-méle deux incon-
nues, le point important consiste donc réellement d’'abord dans le
choiz convenable de ces inconnues et dans la disposition des égua-
tions, afin que non-seulement X et Y soient des fonctions les plus
simples de z et de y, mais aussi, que de leurs valeurs déterminées
les élément3 eux-mémes s’en déduisent le plus facilement; mais,
aprés cela, il faudra voir de quelle maniére on pourra déterminer,
sans opérations trop pénibles, les valeurs des inconnues satisfaisant
aux équations. Silon n’y arrivait que par des titonnements aveu-
gles, cela exigerait un travail considérable et & peine tolérable,
qui, néanmoins, a souvent 1€ & peu prés entrepris par les astro-
-nomes qui ont déterminé les orbites des cométes par la méthode
qu'ils nomment indirecte; dans une telle question, le travail est cer-
tainement grandement diminué par la raison que, dans les premiers
essais, des calculs plus grossiers suffisent, jusqu’a ce qu’on soit par-
venu & des valeurs approchées des inconnues. Mais aussitot qu'on a
obtenu une détermination déjA approchée, on peut terminer la solu-

que V'on puisse traiter les intervalles de temps comme des quantités infiniment petites,
1a séparation faite de cette manitre réussit cerlainement, et le probléme se réduit en
entier  la solution d’ane équation algébrique du septiéme ou du huitiéme degré.
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tion par des méthodes toujours sires et promptes que je crois devoir
expliquer ici avant d’aller plus loin.

Si pour z et y, on a pris les véritables valeurs elles-mémes, on
satisfera immédiatement d'une maniére exacte aux équations X = 0,
Y=0; si au contraire, 3 la place de x et y on substitue des va-
leurs différentes des véritables , les valemrs de X et Y quis’en dédui-
ront seront différentes de zéro. Mais, plus z et y approcheront prés
des véritables valeurs, plus les valeurs de X, Y devront aussi étre
moindres; et lorsque leurs différences avec les valeurs exactes
seront trés-pelites, on pourra supposer que les variations des va-
leurs de X et Y sont & peu prés proportionnelles aux variations
de z, si y ne change pas, ou aux variations de ¥, si x ne change pas.
CG'est pourquoi, si les valeurs de x et y sont respectivement désignées
par &, 7, lesvaleursde X et Y, correspondant A I'hypothése x = § -,
y=n--p, se présenteront sous la forme X = aX+Bu, Y==2y + 8p,
dans lesquelles ies coeflicients a, B, y, 8 peuvent étre considérés
comme constants, tant que ) et p restent trés-petits. De 1A on conclut,
que si pour trois syst¢mes de valeurs de z et y, peu différentes des
véritables, les valeurs correspondantes de X et Y ont 6té déterminées,
les vraies valeurs de x et y pourront s’en déduire, en tant qu’il soit
réellement permis d’admettre I'hypothése ci-dessus.

Admettons que

pour r=a, y=> on ait X=A, Y=B8B,
z=a, y=V¥V X=A, Y=D,
I:a., y:b’ X:A”, Y: B',

et nous aurons
[ 4

A=da —H4b —n), B =1la —5+ b —a),
N = ola’ —8) - B(E —1), B =qyld —&) 435 —u),
A" = afa” —§) 4 B(6 —¥), B" == yla® —§) - 305" — ).

De Ia on a..a, £, v et & étant éliminés,

g — GNT = A'B) 4 d(A'B — AB") £ o(AB'— A'B,
T AV AT AB AL FAB—AB
_ BAB”— A"B) + FiA"B — AD") 4 4"(AB— A'D)
T AT —AB L AB—AL 1 AD — AD

ou, sous une forme plus commode pour le calcul,
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=a+ {a' — a)(A"B — AB*) + (0" — a)(AD' — A'D)
- A8 — A"B 4 A*B—AB" }- AB'—A'B
=b+ (&' — b)(A"B — AB") + (6" — b)(AR' — A'D)
n= B —A'B - A'B—AB’ } AB—A'B

11 est évident aussi, que'on peut changer, dans ces formules, les
q
quantités a, b, A, B avec @', V', A', B, onavec a”, ", A", B".
Au reste, le dénominateur commun de toutes ces expressions, que
I’on peut aussi écrire sous la forme

’

(A’ — A)(B”—B) — (A”"— A)(B'— B)
devient égal &

(a3 — B(@ — ) (6" — b) — («"— ) (—b)];

d’ou il est ¢évident, que a, @', a’, b, V', }” doivent étre pris de telle
sorte que I'on n'ait pas

@’—a d—a

—b vV —0b’

autrement , cn eflet, cettc méthode ne serait pas applicable, mais
fournirait pour § et % des valeurs fractionnaires, dont les numéra-
teurs et les dénominateurs s'évanouiraient ensemble. De 14, il est en
méme temps évident, que si par hasard on a

ad — By =0,

la méme défectuosité de la méthode en défend entierement I'usage,
de quelque maniére que I'on choisisse a, &', a”, b, V', b". Dans un tel
cas, il faudrait supposer aux valeurs de X une forme telle que

ak-f Bt 0 4 Dt 0y,

et de méme pour les valeurs de Y; d’aprés quoi, I'analyse fournirait
_ des méthodes analogues 4 la précédente pour trouver, au moyen des
valeurs de X et Y calculées pour quatre systémes de valeurs de z et y,
les valeurs exactes de ces derni¢res. Mais, de cette manitre, le calcul
deviendrait trés-pénible, et, en outre, on peut faire voir que dans
un tel cas, la détermination de Vorbite, par la nature méme de la
question n'admet pas la précision nécessaire; puisque cet inconvé-
nient ne peut étre évité autrement qu'en obtenant de nouvelles obser-

vations plus convenables, novs ne nous arréterons pas ici davantage
i cette question.
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Toutes les fois que I'on connaitra les valeurs approchées des incon-
nues, on pourra done en déduire les valeurs exactes, par la méthode
que nous venons d’expliquer, avec toute la précision qu'on peut dé-
sirer. D’abord, en effet, seront calculées les valeursde X et Y cor-
respondant & ces valeurs approchées (@, b); & moins que X et Y ne
s'évanouissent déja immédiatement, on fera un second calcul avec
deux autres valeurs (d', b) un peu différentes des premiéres, et en-
suite, an moyen d'un troisiéme systéme (a”, b"); & moins que, par
hasard, X et Y ne s’annulent par le second systéme. Alors, par les for-
mules de Farticle précédent, les véritables valeurs seront obtenues, en
tant que I'hypothése sur laquelle reposent ces formules ne s'¢loigne
pas-sensiblement de la vérité. Afin de juger de cela avec plus de
certitude, le calcul des valeurs de X, Y sera recommencé avec ces
valeurs corrigées, qui, si elles ne satisfont pas encore aux équations
X=0, Y=0, détermineront certainement des valeurs de X et Y
beaucoup plus petites que par les trois premitres hypothses, et par
suite, les éléments-de I'orbite qui en résulteront seront beaucoup plus
exacts que ceux qui correspondent aux premiéres hypothéses. Si
nous ne voulons pas nous en tenir 2 ces €léments, le plus sage sera,
aprés avoir négligé Ihypothése qui avait produit les plus grandes
différences, de joindre de nouveau les deux autres 3 la quatriéme, et
de former, suivant les principes de Particle précédent, un cinqui¢me
systéme de valeurs de z et y; et de la méme maniére, lorsqu’on en
verra Futilité, on pourra déterminer une sixiéme hypothése et ainsi
de suite, jusqu'a ce que les équations X = 0, Y= 0 soient satisfaites
aussi exactement que le permettent les tables trigonométriques et
logarithrhiques. Trés-rarement cependant, on aura besoin daller
plus loin que le quatriéme systtme, A moins que les premiéres hypo-
théses ne soient encore trop écartées de la vérité.

Puisque les valeurs des inconnues, dans la seconde et la troisieme
hypothése, sont en quelque sorte prises arbitrairement, pourvu seu-
lement qu’elles ne différent pas trop de la premit¢re hypothése; et
qu'en outre on évite que le rapport (a"—a): (b"—b) ne tende & de-
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venir égal au rapport (a'—b): ('—b), on a genéralement I'habi-
tude de poser ¢'= a, }"=0.

De 1A on retire un double avantage; car, non-seulement les for-
mules relatives 4 £, n deviennent encore un peu plus simples, mais
aussi, une partie du preiier calcul restera le méme dans la seconde
hypothése, et une autre partie dans la troisiéme.

11 est cependant un cas o d'autres raisons engagent a s'écarter
de cette manitre de faire; supposons en effet, que X ait la forme
X'—a, et Y celle Y'—y, et que les fonctions X', Y' soient établies, par la
nature du probléme, de telle sorte qu’elles soient trés-peu affectées par
des erreurs médiocres commises dans les valeurs de z et y, ou que

g (] 74 i .
(g—;—), %), (%) s (%) soient des quantités excessivement pe-
tites, il est alors évident, que les différences entre les valeurs de ces
fonctions correspondant au systtme & ==§, y =n, et celles qui pro-
viennent du systéme a = a, y = b, peuvent &tre considérées corme
d’un ordre plus éleve que les différences § —a, n—b; mais ces va-
leurs-1a sont X' =&, Y =mn, et cellesci X' =a-+A, Y=0+B,
d'ou il suit, que @ 4-A, b+ B sont des valeurs de z et y beaucoup
plus exactes que a, b. Sila seconde hypothése est établie sur ces va-
leurs, elle satisfait ti-¢s-souvent, déja si exactement aux équations
X =0, Y =0, qu'il est inutile d’aller an deld; s'il en est autrement,

on formera de la méme maniére la troisi¢tme hypothése, au moyendo -
la seconde, en faisant

¢'=a+A=a+4A+A b=t 4+B=0b4B4B;

d'out enfin, si on e la t'rouve pas ehcore assez précise, on formera la
quatriéme d'aprés la r¢ gle de Vart. 120
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Nous avons supposé,, dans cc qui précéde, quon avait déja ob-
tenu de quelque part 1es valeurs approchées des inconnues &, ¥.
Toutes les fois, assurément, que Fon connait les dimensions appro-
chées de toute Porbite (1déduites peut-ttre d’autres observations, par
des calculsantérieurs, et devantmaintenant étre corrigées par de nou-
velles); on pourra, sans ¢ lifliculté, satisfaire & cette condition, quelle
que soit la signification ¢ fue nous attribuions aux inconnucs. Au con-
traire, dans la premiére détermination d'une orbite encore entiére-
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ment inconnue (probléme qui est de beaucoup le plus dificile), il
n'est nullement indifférent d'employer telles ou telles inconnues; elles
doivent plutdt étre choisies avec adresse de manidre que de la nature
du probléme méme, il soit permis de déduire les valeurs approchées.
Ce qui réussit d'une manitre trés-satisfaisante toutes les fois que les
trois observations employées pour la rechérche de I'orbite n’embras-
sent pas un trop grarnid mouvement héliocentrique du corps céleste.
On devra donc toujours choisir de cette maniére les observations pour
une premiére détermination, qu'il conviendra aprés cela de corriger,
a son gré, par des observations plus écartées I'une de Fautre. On
apergoit en effet facilement, que les erreurs inévitables des observa-
tions affectent d’autant plus le résultat que les observations ont été
prises plus rapprochées. De 12 nous concluons, (ize les observations
relatives & une premitre détermination ne doivent pas é&tre prises in-
considérément , mais qu'on doit prendre garde, d'abord qu'clles ne
soient trop voisines 'une de I'autre, mais ensuite qu’elles ne sovient pas
non plus trop écartées. Dans le premier cas, en effet, le calcul des
¢léments devant satisfaire aux observations s’achéve en vérité trés-
promptement, mais on devrait accorder peu de confiance A ces élé-
ments eux-mémes; bien plus, ils pourraient Gtre altérés par des
erreurs si considérables qu'ils ne pourraient mérae pas servir, i leur
tour, d’approximation. Dans l'autre cas, nous, abandonnerions les
méthodes qui servent 4 la déteimination approchée des inconnues,
et nous ne pourrions en obtenir aucune autre détermination, si ce
n’est une trés-grossiére, ou entiérement insuffisa nte, sans un bien plus
grand nombre d’hypothéses, ou des titonnemerts les plus fastidicux.
Mais on apprendra bien mieux & juger stirement des limites de cette
méthode par une pratique fréquente que par de s régles ; les exemples
donnés ci-dessous montrent que les éléments déduits des observa-
tions de Junon embrassant seulement un espace de 22 jours, ct
comprenant un mouvement héliocentrique de 7°35', jouissent déji
d'une grande précision; et pareillement, quz notre méthode peut
aussi étre appliquée avec un entier succés aux observations de Cérés
qui embrassent un espace de 2060 jours et co mprennent un mouve-
ment héliocentrique de 62°55'; et peut fow :nir, avec I'emploi de
quatre hypothéses, ou mieux, d’approximatios 1s successives, des él¢-
ments s'accordant parfaitement bien avec les o hservations.
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Nous procédons maintenant A I'énumération des méthodes les plus
convenables basées sur les principes précédents, dont nous avons,
par le fait, exposé déja, dans le premier livre, les parties principales,
et qui doivent seulement ici étre appliquées & notre but.

La méthode qui parait la plus simple ést de prendre pour x et y
les distances du corps céleste 3 1a Terre dans les deux observations,
ou plutét, les logarithmes de ces distances, ou les logarithmes de ces
distances projetées sur I'écliptique ou sur I'équateur. De la, par
l'art. 64, Y, seront déduits les licux héliocentriques et les distances
au Soleil correspondant aux mémes positions; de la encore, par
I'art. 110, la position du plan de I'orbite et les longitudes héliocen-
triques dans ce plan; et de 14, au moyen des rayons vecteurs et des
intervalles de temps correspondants, suivant le probléme traité lon-
guement dans les art. 856-105, tous les autres ¢léments, par les-
quels ces observations doivent évidemment étre exactement repré-
sentées, quelles que soient les valeurs qui aient été attribuées & x et y.
Si maintenant, on calcule, A l'aide de ces ¢léments, le lieu géocen-
trique pour I'époque de la troisitme observation, I'accord ou le dés-
accord de cette position calculée avec la position observée détermi-
nera si les valeurs supposées sont les vraies, ou en différent : comme
il en résultera une double comparaison, une diffiérence (en longitude
ou ascension droite) pourra étre prise pour X, et I'autre (en latitude
ou en déclinaison) pour Y. A moins donc que les valeurs de ces dif-
férences X, Y ne soient spontanément nulles, on pourra déterminer
les véritables valeurs de z et y, par la méthode développée dans
lesart. 120 et suivants. Il est du reste par soi-méme arbitraire, que
nous partions de I'une ou de I'autre des trois observations; le plus
souvent, cependant, il est préférable d’adopter la premiére et la der-
ni¢re, excepté le cas spécial dont nous allons de suite parler.

Gette méthode doit étre préférée a la plupart de celles expliquées
ci-apres, par la raison qu'elle admet une application plus générale.
Il faut excepter le cas dans lequel les deux observations extrémes
embrassent un mouvement héliocentrique de 480, de 360 ou de 540
degrés ; alors, en effet, la position du plan de V'orbite ne peut &ire
déterminée d’aprés les deux positions héliocentriques (art. 110).

De méme, il ne conviendra pas d’appliquer la méthode toutes les

13
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fois que le mouvement héliocentrique entre les deux observations ex-
trémes est peu différent de 180° ou 360°, etc., parce que, dans ce
cas, la détermination exacte de la position de Vorbife ne peut étre
obtenue, ou plutdt, parce que de légéres variations dans les valeurs
supposées des inconnues produiraient des variations si grandes dans
la position de I'orbite, et par conséquent aussi dans les valeurs de X
et Y, que les variations de ces dernidres quantités ne pourraient plus
étre considérées comme proportionnelles A celles des premiéres. Ce-
pendant un reméde est ici en présence : cest de ne pas partir, dans
un tel cas, des deux observations extrémes, mais de la premitre et
de celle du milieu, on de celle-ci et de la dernitre, et par suite, de
prendre pour X et Y, la difiérence entre le calcul et I'observation pour
le troisi¢me lieu ou pour le premier. Mais si le premier et le troisi¢me
lieux étaient tous deux distanis du second d’a peu prés 180°, cet in-
convénient ne pourrait pas &tre écarté de cette maniére; il vaut alors
mieux ne pas employer, pour le calcul des ¢léments, des observations
de ce genre, d"apres lesquelles, par la nature méme de la question,
il est cemplétement impossible d’obtenir une détermination ‘exacte
de la position de I'orbite, :

.En outre, cette méthode se recommande aussi en ce que, sans tra-
vail, on peut estimer quelles variations subissent les 6léments quand,
les lieux extrémes étant supposés invariables, le lieu intermédiaire
éprouve un petit changement ; on pourra donc juger, decette maniére,
du degré de précision que I'on pourra attribuer aux éléments trouvés.

125

Par un léger changement apporté 2 la méthode précédente nous
déduirons la seconde. Nous déterminerons, de méme que dans celle-
13, tous les éléments, en partant des distances dans deux observations.
Cependant, d’aprés ces éléments, nous ne calculerons pas le licu géo-
centrique pour la troisi®me observation, mais nous irons seulement jus-
qu'a la position héliocentrique dans P'orbite; d’un autre c6té, nous dé-
duirons le méme lieu héliocentrique d’aprés le lieu géocentrique
observé et la position du plan de V'orbite, A Faide du probléme traité
dans les art. 74, 75; les différences entre ces deux déterminations (2
moins, par hasard, que les valeurs supposées de @ et y ne soient les
vraies), nous fourniront X et Y clles-mémes, en prenant pour X la diffé-
rence entre les deux valeurs des longitudes dans Forbite, et pourY Ja
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~ différence entre les deux valeurs du rayon vecteur, ou micux de son lo-

garithme. Cette méthode est sujette aux mémes conseils que ceux que
nous avons touchés dans'article précédent ; il convient d’en ajouterun
autre, 3 savoir, que le licu héliocentrique dans I'orbite ne peut étre
déduit du lien géocentrique toutes les fois que la position de la Terre
coincide avec I'un ou Fautre des neuds de Forbite; alors done, il
n’est pas permis d'appliquer cette méthode. Mais dans le cas ou la
position de la Terre est trés-peu éloignée de I'un ou I'autre neeund, il
convient aussi de s’abstenir de cette méthode, puisque I'hypothése
qu'd de petites variations de x, y correspondent des variations pro-
portionnelles de X, Y, deviendrait trop fautive, par une raison sem-
blable A cclle que nous avons indiquée dans I'article précédent. Mais
ici-aussi, on pourra y remédier en changeant le lien moyen avec I'un
des lieux extrémes, auquel doit correspondi® une position de la Terre
plus écariée des neeuds, & moins que, par hasard, la Terre, dans les
trois observations, ne soit placée dans le voisinage des nwuds.
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La méthode précédente prépare immédiatement la voie 4 12 troi-
sitme. De 12 méme maniére que précédemment, sont déler’minés,
d’apres les distances de Yastre a Ia Terre dans les ol)scn'ntm:;is ex-
trémes, les longitudes dans I'orbite correspondantes ainsi quc les
rayons vecteurs. Avec la position du plan de orbite, gue ce valcul
aura fourni, on déduira de I'observation moyenne la B,‘U;zx_t_uh dans
T'orbite et lerayon vecteur. Mais alors, 3 l'aide de 68 troic A .1x hé-

liocentriques, les autres ¢1éments seront calculés suivant ©  "Hléme
traité dans les art. 82, 83, opération qui sera in: . :cante des
temps des observations. De cette manitre, trois anc-... "« 5 n.oyennes

ct le mouvement diurne seront alors connus; on pourra denc d’aprés
cela, calculer les intervalles de temps cux-mémes compris entre la
premiére et la seconde observation et entre la seconde et la troi-
si¢me. Les différences entre ces intervalles calculés et les intervalles
Vrais seront pris pour Xet Y.

Cette méthode est moins convenable toutes les fois que le. fhouve-
ment héliocentrique n’embrasse qu'un petit arc. Dans un tel cas, en
ellet, cette détermination de I'orbite (ainsi que nous 'avons déji fait
voir dans Part. 82) dépend de quantités du troisiéme ordre et, par
suite, n’admet pas une précision suffisante. Les plus légéres varia=

.
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tions dans les valeurs de z, y peuvent produire des variations trés-
grandes dans les éléments et, par conséquent, dans les valeurs de X
et Y aussi, et 'on ne pourrait supposer ces dernitres variations propor-
tionnelles aux premitres. Mais quand les trois Jieux embrassent un
mouvement héliocentrique considérable, 'emploi de la méthode
réussit certainement le mieux, pourvu qu’elle e soit pas troublée par
les exceptions expliquées dans Yarticle précédent, exceptions aux-
quelles, dans cette méthode, on devra évidemment avoir aussi égard.

127

Aprés que les trois lieux héliocentriques auront été obtenus de la
maniére que nous venons de I'indiquer dans larticle précédent, on
pourra continuer de la manitre suivante : Les autres éléments de-
vront étre déterminés par le probléme traité dans les art. 85-105,
d’abord, d’aprés le premier et le second lieu avec Vintervalle corres-
pondant, et ensuite, de la méme maniére, d’aprés le second et le troi-
sieme lieu et lintervalle correspondant : on obtiendra ainsi deux va-
leurs pour chaque ¢lément dont on pourra prendre deux différences
quelconques pour X et Y. Un avantage qu'on ne doit pas dédaigner
recommande beaucoup cette méthode ; c'est que dans les premiéres
hypétntses on peut négliger entiérement, en dehors des deux éléments
choisis pour déterminer X et Y, tous les autres, qui seront déterminés
4 la fin, dans le dernier calcul basé sur les valeurs corrigées de x,
Y, soit seulement par la premi¢re combinaison, soit seulement par
la seconde, du ce qui est le plus souvent préférable, parla combi-
‘naison du premier lieu avec le troisi¢me.

Le choix de ces deux éléments qui, généralement parlant, est arbi-
traire, fournit une grande variété de solutions : on. pourra adopter,
par exemple, le logarithme du demi-paramétre avec le logarithme
du demi grand axe, ou le premier avec I'excentricité, ou celle-ci
avec le dernier, ou la longitude du périhélie avec I'un de ces eléments ;
T'un ou I'autre de ces quatre €léments pourra aussi étre combiné avec
I'anomalie excentrique correspondante du lien moyen, dans 'un ou
Pautre calcul, si & la vérité V'orbite se trouve elliptique, cas dans
lequel les formules 27-30, art. 96, fourniront un calcul trés-rapide.
Mais dans des cas spéciaux ce choix exige une certaine circonspec-
tion ; ainsi, par exemple, dans les orbites s’approchant de la parabole,
le demi grand axe ou son logarithme serait moins convenable, car
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leurs trop grandes variations nc peuvent &tre considérées comme
proportionnelles aux variations de z ety : dans un pareil cas il serait

1., . .
plus convenable de prendre @ Mais nous nous arrétons d’autant moins

& ces subtilités que la cinquiéme méthode expliquée dans I'article sni-
vant Femporte, dans presque tous les cas, sur les quatre exposées
jusqu'a présent.

128
Désignons par r, r', v trois rayons vecteurs obtenus de la méme
manitre que dans les art. 125, 126; le mouvement angulaire hélio-
centrique dans l'orbite, du second lien au troisidme par 2f, du pre-
mier au troisitme par 2f, du premier au second par 2", de telle
sorte que I'on ait
r=r+r.

Soient ensuite.
rrisin2f=mn, rr'sin2f =n, rrsin2f{?=n"

et enfin, soient respectivement 0, 0, (" le produit de la quantité
‘constante k (art. 2) par les intervalles de temps de la seconde obser-
vation i la troisiéme, de la premitre 4 la troisitme, de'la premiére
4 la seconde. Le double calcul des¢léments est commencé (de méme
que dans l'article précédent) d'aprés r, ¢', 1" et 6" et d’aprés r'y" f,0;
dans I'un et I'autre calcul on n'ira pas jusqu'a la détermination
des ¢léments mémes, mais on s’arrdtera aussitot qu’on aura obtenu
cette quantité qui exprime le rapport du secteur clliptique au triangle,
et que nous avons désignée ci-dessus (art. 91) par y ou —Y. Soit
7" la valeur de cette quantité dans le premier calcul, et 5 dans le se-
cond. Nous aurons alors, au moyen de la formule 18, art. 95, pour
le demi-paramétre p les deux valeurs :

'ln'
\/-p=n0,, et ﬁ:%ﬁ

Mais nous avons en outre, par I'art. 82, la troisitme valeur

__Arrr'sinfsinf'sinf”
T n—n'n"

ces trois valeurs devraient évidemment étre identiques, si pour x
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el y on avait pris, dés le commencement, leurs valeurs exactes,
G'est pourquoi on devrait avoir

0" nln'
9 an’
n _nl+ = 460” rr.r”Sin fsin f'Sin /' . noy”
w'nn” " 2m"rr'r"cos fcosfcos [

A moins donc, que dans le premier calcul ces équations ne soient
spontanément satisfaites, on pourra poser

_ nn 0,’
X= log 7‘”"”0’
{ilid
Y=n—n'4n"— n

20n"rr'r"cos fcos f'cosf”"

Cette méthode, comme la scconde expliquée dans I'art. 125,
souflre aussi une application générale, mais ¢’est un grand avantage’
que dans cette cinquidme méthode, les premitres hypothéses n’exigent
pas la détermination des ¢léments mémes, mais s’arrétent & peu présd
moiti¢ chemin. Du reste, aussit6t que dans cette opération, on est
parvenu & ce point ol 'on peut prévoir que la nouvelle hypothése ne
sera pas sensiblement différente de la vérité, il sera suflisant de déter-
miner dans cette hypothése les éléments eux-mémes, soit d’aprés r,
r'y [', U seulement, ou d’apres ¢, ", 1,9, ov, ce qui est préférable,
daprésr, +, f, 0.

: 129

Les cinq méthodes exposées jusqu'ici mettent aussitdt sur la voie
pour autant d’autres qui différent seulement de celles-ci, en ce que,
au lien de prendre pour « et y les distances A la Terre, on prend
I'inclinaison de I'orbite ct la longitude du neeud. Ces nouvelles mé-
thodes sont donc les suivantes :

L. Au moyen de z et y et des deux licux géocentriques extrémes
sont déterminés, suivant les art. 74, 75, les longitudes héliocentri-
ques dans F'orbite et les rayons vecteurs, et de Ia, au moyen des
intervalles correspondants, tous les autres éléments ; de ceux-ci,
enfin, le lieu géocentrique pour I'époque de I'observation moyenne,

dont les différences en longitude et en latitude avec la position ob-
servée fourniront X et Y.
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Les quatre autres méthodes ont cela de commun, que les trois
longitudes héliocentriques dans I'orbite et les rayons vecteurs corres-
pondants sont tous calculés au moyen de la position du plan de
Torbite et des lieux géocentriques. Mais aprés cela :

II. Les autres éléments sont déterminés au moyen des deux lieux
extrémes seulement, et des temps correspondants ; avec ces éléments,
la longitude dans Yorbite et le rayon vecteur sont calculés pour
I'époque de I'observation moyenne; les différences de ces quantités
avec celles trouvées précédemment, c'est-d-dire, déduites du lien
géocentrique, produiront X et Y;

III. Ou, les autres dimensions de l'orbite] sont déduites des trois
lieux hélioceniriques (art. 82, 83), calcul dans lequel n’entrent

. point les temps : aprés cela, on déduit les intervalles de temps qui,
dans l'orbite ainsi trouvée, devraient s'étre écoulés entre la premitre
observation et la seconde, et entre celle-ci et la troisi¢me; leurs dif~
rences avec les vrais intervalles nous donneront X et Y;

1V. Les autres éléments sont calculés de deux maniéres, 4 savoir :
par la combinaison du premier lieu avec le second, et par la combi-
naison du second et du troisi¢me, les intervalles de temps correspon-
dants étant employés : deux dilférences quelconques de ces deux sys-
témes d’éléments comparés entre eux, pourront étre prises pour X
etY; -

V. Ouenfin, lc méme double calcul est seulement prolongé jus-
qu'aux valeurs de la quantité désignée par y dans l'art. 91, et
alors, les expressions données dans Iarticle précédent scront adop-
tées pour X et Y.

Pour qu’on puisse employer avec sireté les quatre dernitres de ces
méthodes, les positions de la Terre dans les trois observations ne doi-
vent pas étre trop voisines des nceuds de I'orbite : d'un autre’coté,
Pemploi de la premitre méthode exige seulement que la méme con-
dition existe dans les deux observations extrémes, ou plutdt (puisque
le lien moyen peut éire substitué a I'un quelconque des licux ex-
trémes) que, des trois positions de la Terre, il ne s'en trouve pas
plus d'une dans le voisinage des nauds.

130

Les dix méthodes expliquées depuis I'art. 124, reposent sur
I'hypotheése que Fon connait déja des valeurs approchées des dis-
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tances du corps céleste & la Terre, ou la position du plan de V'orbite.

Toutes les fois en vérité qu'il s'agit de corriger par des observations
plus écartées Fune de l'autre, les dimensions d'une orbite dont les
valeurs approchées ont déja été obtenues, d'autre part, par exemple
par un calcul antérieur reposant sur d’autres observations, cette hy-
pothése ne sera évidemment sujette A aucunedifficulté. Mais on n’aper-
coit pas encore, d'aprés cela, comment on peut entreprendre un pre-
nier calcul lorsque tous les éléments d’une orbite sont encore enti:-
rement inconnus : ce cas de notre probléme est de beaucoup le plus
important et le plus diflicile, ainsi qu'on peut déja le prévoir, d'aprés
le probléme analogue dans la théorie des cométes, qui, cela est assez
connu, a longtemps tourmenté les géométres et a donné lieu A bien
des essais infructuenx. Pour que notre probléme puisse étre consi-
déré comme convenablement résolu, il faut évidemment, si A la vérité
la solution est donnée selon la régle expliquée depuis I'art. 119, sa-
tisfaire aux conditions suivantes : Premiérement, les quantités x et y
doivent étre choisies de telle sorte que I'on puisse trouver leurs va-
leurs approchées par Ia nature méme du probléme, du moins, tant
que le mouvement héliocentrique de I'astre entre les observations
n'est pas trop grand. Secondement , il est nécessaire qu'd de petites
variations dans les quantités =, y, ne correspondent pas des varia-
tions trop grandes dans les quantités qui s'en déduisent, afin que les
crreurs introduites accidentellement dans les valeurs supposées de
ces premiéres quantités n’empéchent pas les dernidres d'étre consi-
dérées comme approchées. Et troisiémement enfin, nous demandons
que les opérations par lesquelles on passe successivement des quan-
tités &, y aux quantités X, Y, ne soient pas trop compliquées.

Ces conditions fourniront le critérium d’aprés lequel on pourra
juger d'une méthode quelconque; ce qui se montrera encore plus
clairement par de fréquentes applications. La méthode que nous nous
préparons maintenant & exposer, et que I'on peut en quelque sorte
considérer comme la partie la plus importante de cet ouvrage, satis-
fait tellement A ces conditions qu’elle semble ne rien laisser A désirer.
Avant de commencer A I'expliquer dans la forme la plus convenable
pour la pratique, nous développerons quelques considérations préli-
minaires, et nous éclairerons ct lui ouvrirons, pour ainsi dire, la
route qui, antrement, paraitrait peut-étre plus obscure et moins
facile.
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On a fait voir dans I'art. 114, que si I'on connaissait le rapport
entre les quantités désignées en’cet endroit et dans I'art. 428 par

n, o', n", on pourrait, par des formules trés-simples, déterminer les

distances de P'astre 3 1a Terre. Si donc nous prenons pour z et y les
quotients )

n n
. 7 ’9 ? ’
les quantités .
0 0"
0! » 0:

(en donnant aux lettres 9, ¢', §” la méme signification que dans I'ar-
ticle 128), s’offrent immédiatement comme une valeur approchée de
ces quotients, dans le cas olt le mouvement héliocentrique entre
les observations n’est pas trés-considérable; de 1, on voit donc se dé-
rouler une solution facile de notre probléme, si deux distances i la
Terre sont obtenues d’aprés z et y, et qu'aprés cela nous procédions
d'aprés Fune quelconque des cing méthodes des art. 124-128. Ep
eflet, les lettres n, %" étant prises aussi avec la signification de 'art. 128
et, par analogie, en désignant par %' le quotient obtenu en divisant le-
secteur compris entre les deux rayons vecteurs par l'aire du triangle
compris entre les mémes rayons, nous aurons

ale
33

n
7-!, . » - . ’

al®
=| 2

ol

et 'on voit facilement que si n, n', n" sont considérées comme de
petites quantités du premier ordre, n—1, 5’ —1, 5" —-1 seront,
généralement parlant, des quantités du sccond ordre, et par suite,

1’

que &, & valéurs approchées de x et y, difléreront seulement des

véritables, de quantités du second ordre. Néanmoins, en consi-
dérant la chose de prés, cette méthode-ci est trouvée complétement
impropre, phénoméne dont nous expliquerons la cause en peu de
mots. On s'apercoit en eflet, facilement, que la quantité (0.1.2) par
laquelle les distances sont multipliées dans les formules 9, 10, 11 de
Part. 114, se trouve au moins du troisi¢me ordre, tandis que par
exemple, dans I'équation 9, les quantités (0.1.2), (I.1.2), (11.1.2)
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sont du premier ordre; mais de 13 il suit facilement, qu'une erreur
* "
. . n n

du second ordre commise dans les valeurs des quantités o Pro-

duit une erreur de 'ordre zéro dans les valeurs des distances. C'est
pourquoi, d’aprés la maniére habituelle de s'exprimer, les distances
se trouveraicnt alors aflectées d’une erreur finie, méme lorsque les
intervalles seraient infiniment petits, et par conséquent, on ne pour-
rait réellement considérer ni ces distances ni les autres quantités qui
s’en déduisent, comme étant approchées, et la méthode serait en op-
position avec la seconde condition de Yarticle précédent.

152
En posant, pour abréger,

(0.1.2) =a, (0.1.2) D'=—b, (0.0.2) D=-}-c, (0.11.2) D*= }-d,

de telle sorte que I'équation 10, art. 414, devienne
—btel fd™
aa—b+cn,+d "l’

les coefficients ¢ et d seront réellement du premier ordre, mais on
peut facilement démontrer que la différence c¢-— d doit se rapporter
au second ordre. Or on déduit de 13, que la valeur de la quantité

cn -} dn”

n-fn"

obtenue par la supposition approchée que n : n" =0: (" est seule-
ment aflectée d’une erreur du quatriéme ordre, et méme du cinquié¢me
seulement lorsque I'observation moyenne est faite & intervalles égaux
des observations extrémes. Cette erreur est en effet,

04-d0”  cnd-dn” 00" (d—c) (n'—)
0 -} 0" nd-n" = (04-0")(n"04-70")

ou le dénominateur est du second ordre, un des facteurs (%' (d— ¢)
du numérateur, du quatri¢me, I'autre (4" —=) du second, ou, dans
ce cas spécial, du troisitme ordre. G'est pourquoi la premiére équa-
tion étant mise sous cette forme,

cntdn” nf-n"
n+n" . n' >

ab=b+4
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il est évident que le défaut de la méthode proposée dansI'article pré-
cédent ne vient pas de ce que les quantités n et n* ont été supposées
proportionnelles aux quantités 0 et 4", mais de ce que n’ avait en outre
66 posée proportionnelle & ¢, Car, de cette manitre, on introduit, &

n-tn"

- la place du facteur o la valeur moins exacte °*(;, =1, dela-

quelle la véritable valeur

v 00”
1 + 1o d ad? ) ’
240”1/ 1” cos f cos f'cosf”

différe d’'une quantité du second ordre, (art. 128).
133
Puisqueles cosinus des angles f, f', ", de méme que les quantités
7, 0" différent de P'unité d'une quantité du second ordre, il est évi-

dent, quesiala place de
?1 + nll

nl

on introduit la valeur approchée

00”
14+ 5—=

2Qrr' "’

on commettra une erreur du quatri¢me ordre. Si donc, & la place de
Véquation de I'art. 114, on prend la snivante

as,_b+c0+d0” (4+ 00" )

2"" s

il rejaillira une erreur du second ordre dans la valeur de la dis-
tance &' quand les observations extrémes sont équidistantes de celles
du milieu, ou du premier ordre dans les autres cas. Mais cetie nou-
velle forme de cette équation n'est pas propre i la détermination
de & parce qu'elle contient les quantités r, ¢, ' encore inconnues.

Maintenant, en parlant d'une manitre générale, les quantités

’_, v dnﬂérent de I'unité d'une quantité du premier ordre; il en est
"

de méme du prodult r . On s’apercoit facilement que dans le cas

spécial mentionné fréquemment, ce produit differe de I'unité d’une
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quantité du second ordre seulement. Et méme, toutes les fois que
Torbite de I'ellipse est peu excentrique, de maniére que Pexcentricité
puisse &tre considérée comme une quantité du premier ordre, la diff¢-

"
Y

r .
rence de v avec I'unité pourra &ire rapportée i un ordre encore

plus élevé d’un degré. 11 est donc évident que cette erreur reste du

méme ordre qu'auparavant si, dans notre équation, on substitue

' ' ]
;26—?3 a Ia place de 2—-———::.,,',: on obtient de 13, la forme Suivante,

. 0 - do” (1%
as’=b+ ———-I;,—— (l+§,—‘,’).

Cette équation contient encore, par le fait, la quantité inconnue r',
qui néanmoins, pent évidemment étre éliminée, puisqu’clie dépend
seulement de &' et de quantités connues. Si I'équation était ensvite
ordonnée convenablement, elle monterait jusqu'au huitiéme degré.

134
D’aprés ce qui précdéde, on comprendra maintenant le motif pour

lequel, dans notre méthode, nous allons prendre pour x et y, res-
pectivement, les quantités

" =P, et 2("+," -1) ¥ =Q.

Car, premiérement, il est évident que si P et Qsont considérées comme
des quantités connues, on pourra en déduire &' au moyen de I'équa-

tion P
s __g g ¢4dP Q
=0+ 557 (1+55);
et aprés cela, & et &’ par les équations 4 et 6 de I'art. 114, puis-

qu'on a . ., p
v=rre(ttan) F=ige (e

Secondement, il est évident que, dans une premitre hypothése, 4
la place des quantités P et Q, dont fes valeurs exactes sont

0"

7 r'* 00"
R

rr’mm” cosfcos f' cos f”’
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se présentent aussitot les valeurs approchées

"
=, o,

hypothé¢se de laquelle résulteront, daus la détermination de ¥, et
par suite aussi de 8 et §’, des erreurs du premier ordre, ou du se-
cond ordre dans le cas spécial plusieurs fois mentionné. Quoiqu’on
puisse, généralement parlant, se fier en toute assurance a ces con-
clusions, elles peuvent cependant, dans un cas particulier, perdre
de leur valeur; cest toutes les fois que la quantité (0. 1. 2), qui,
par sa nature, est du troisi¢me ordre, devient accidentellement égale
a zéro, ou si petite, qu'elle doit Ctre reportée i un ordre plus
¢levé. Ceci se présente quand le mouvement géocentrique dans
la sphére céleste contient un point d'inflexion prés du lieu moyen.
Enfin, il semble que pour que notre méthode puisse étre employée
pratiquement, il est nécessairement exigé que le mouvement hélio-
centrique, entre les trois observations, ne soit pas trop grand; mais
cette restriction, par la nature du probléme trés-compliqué, ne
peut en aucune maniére étre évitée, ni mnon plus, ére considérée
comme un désavantage, puisqu’on souhailera toujours d’obtenir le
plus t6t possible une premitre détermination de Forbite inconnue
d'urt astre nouveau. En outre, cette restriction peut étre prise dans
un sens assez large, comme le feront voir les exemples donnés ci-
dessous.

135

Les recherches précédentes ont 6été introduites afin que les prin~
cipes sur lesquels repose notre méthode, et sa véritable force, pour
ainsi dire, sapercoivent plus clairement ; mais I'usage pratique pré-
sentera la méthode sous une forme entitrement différente, que
nous pouvons recommander, aprés de trés-nombreuses applications,
comme la plus convenable entre plusicurs autres que nous avons es-
sayées. Puisqu'en déterminant une orbite inconnue, d’aprés trois
observations, toute la question se réduit toujours & quelques hypo-
theses, ou plutét & des approximations successives, on devra consi-
dérer comme un grand avantage d’avoir réussi a disposer le calcul
de telle sorte que, dés le principe, on puisse s¢parer de ces hypo-
théses le plus grand nombre possible des calculs qui dépendent, non de
P et de Q, mais uniquement de la combinaison des quantitésconnues,
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Evidemment, alors, il faut effectuer, une fois seulement, ces opéra-
tions préliminaires, communes & chaque hypothése, et les hypothéses
elles-mémes sont réduites au plus petit nombre possible d’opéra-
tions. Ce sera également un grand avantage, s'il 0’y a pas besoin,
pour chaque hypothese, d’aller jusqu’aux éléments mémes, et si le
calcul de ces éléments peut étre réservé pour la dernitre hypothase.
Sous ces deux points de vue, notre méthode, dont nous allons main-
tenant entreprendre I'exposition, semble ne rien laisser A désirer.

136

Il faut avant tout joindre par des arcs de grand cercle les trois
licux héliocentriques A, A’, A” (fig. &) de la Terre dansla sphére cé-
leste, avec les trois licux géocentriques correspondants B, B, B’ du
corps céleste, et calculer alors, non-seulement la position de ces
grands cercles relativement & I'écliptique (si nous adoptons Péclip-
tique comme plan fondamental), mais encore la position des points
B, B', B” sur ces cercles. v

Soient , o, o les trois longitudes géocentriques du corps céleste,
B, &y B’ les latitudes; I, I', 1" les longitudes héliocentriques de la
Terre, dont nous supposerons les latitudes égales  zéro (art.117,72).
Soient ensuite, v, ¥', 7" les inclinaisons, sur I'écliptique, des grands
cercles menés des points A, A', A" respectivement aux points B, B B”;
afin de suivre toujours une régle fixe dans la détermination de ces
combinaisons, nous les mesurerons toujours relativement 3 cette
partie de I'écliptique qui, partant des points A, A’, A", est située sui-
vant I'ordre des signes, de telle sorte que leur grandeur sera comp-
téc de 0 A 360°, ou, ce qui revient au méme, de 0 i 180° dans la
partie boréale, et de 02 —180° dans la partie australe. Nous désignons
par &, &, &" les arcs AB, A'D', A"B", que I'on peut toujours supposer
compris entre 0° ct 180°. Nous avons alors, pour la détermination
de y et 8, les formules

__ ftangg
] tangy = s(a—1j’
[2] tang § = tang (a —1) s

cos}

auxquelles; si on le désire pour la confirmation du calcul; pourront
* ttre ajoutées les suivantes :
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sind = z%s, cosB:cospcés(a—l).

Pour la détermination de +', &', y”, &' on aura évidemment, des
formules entiérement analogues. Si maintenant, on avait en méme
temps 8 =0, o.—1 =0 ou 1807, c'est-A-dire, sile corps céleste était
en méme temps en opposition ou cn conjonction, et dans le plan de
Iécliptique, v serait indéterminé; mais nous supposons que ce cas
ne se présente pour aucune des trois positions observées,

Si, & la place de TI'écliptique, Yéquateur est adopté comme plan
fondamental, alors, pour déterminer les positions des trois grands
cercles par rapport & I'équateur, il faudra, en outre des inclinaisons,
les ascensions droites de leurs intersections avec I'équateur; et I'on
devra aussi calculer, outre les distancdes des points B, B, B’ a ces
intersections, les distances des points A, A, A" & ces mémes in-
tersections. Puisque ces quantités dépendent du probléme traité
dans Particle 110, nous ne nous arréterons pas ici au développement
-de ces formules.
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Le second travail sera la détermination de la position relative de
ces trois grands cercles entre eux, détermination qui dépendra de la
position de leurs intersections mutuelles et de leurs inclinaisons.

Si nous désirons réduire, sans ambiguité, cette détermination a
des notions claires et générales, de manitre qu'il n’y ait pas besoin,
pour chaque cas différent, de recourir & des figures particulidres, il
conviendra de donner préalablement quelques éclaircissemests pré-
liminaires. Premiérement, dans tout grand cercle, deux directions
opposées doivent ¢tre distinguées d’une maniére quelconque, ce qui
se fera en considérant I'une comme directe ou positive; et 'autre
comme rétrograde ou négative. Puisque ceci est par soi-méme enti¢-
rement arbitraire, dans le but d’établir une régle certaine, nous con-
sidérerons comme positives les directions de A, A’, A” vers B, B, B";
ainsi, par exemple, si I'intersection du premier cercle avec le second
est représentée par une distance positive comptée du point A, il sera
compris que cette distance doit ‘étre prise de A vers B (comme D"
dans notre figure); mais si elle était négative, il faudrait la compter
a partir du méme point A, mais de l'autre c6té. Et secondement;
les deux hémispheéres, suivant lesquels tout grand cercle divise la
sphére, doivent aussi étre distingués par des dénominations conve:
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nables; d’aprés cela, nous appellerons hémisphere supérieur celui
qui est & droite pour qui marche sur la surface intérieure de la
sphére, dans une direction positive, le long d’'un grand cercle;
I'autre sera I'inférieur. La région supéricure sera donc analogue 2
I'hémisphére boréal relativement & I'écliptique on 4 I'équateur, la
région inféricure sera analogue & 'hémisphére austral.

Ces définitions étant convenablement comprises, on pourra facile-
ment distinguer I'une del'autre, les deux intersections de deux grands
cercles. Dans I'une, en eflet, le premier cercle passe de 'hémisphere
inférieur du second cercle vers le supérieur, ou, ce qui est la méme
chose, le second cercle passe de Phémisphére supérieur du premier
4 Phémisphére inféricur ; 4 Pautre intersection, les choses se passent
dans Yordre inverse. Par soi-méme, il est en vérité entidrement arbi-
traire, quelles intersections nous devons choisir dans notre probléme ;
mais, pour que nous procédions ici également, d’aprés une régle
invariable, nous adopterons toujours ceux (D, D', D", fig. 4), ol
respectivement, le troisiéme cercle A"B” passe dans la région su-
périeure du second A'B, le troisidme dans la région supérieure du
premier A B, et le second dans la région supéricure du premier. La
position de ces intersections sera déterminée par leurs distances aux
points Aet A", Aet)”, A et A, distances que nous désignerons sim-
plement par A'D, A"D, AD', A"D’, AD", A'D".

Ces choses étant posées, les inclinaisons mutuelles des cercles se-
ront les angles qui, 4 ces points d’intersection D, D', D", sont
respectivement compris entre ces parties des cercles se coupant deux
4 deux, qui se trouvent suivant la direction positive; nous désigne-
rons ces inclinaisons, tounjours comprises entre 0 et 180°, pare, ¢, &".
La détermination de ces neuf quantités au moyen des quantités con-
nues dépend évidemment du probléme que nous avons traitlé dans
Part. 85; nous avons donc les équationé suivantes :

A A e A
(3] sing e sin é(AD+A D)::smé(l — )smé(y +)

.1 e N P T TN I
41 sm—g—ecosé(AD—l-AD)_cose(l l)sme({ 1)
SR U DS Y I
[3) coséesmé(AD—A D) =sin g (I —l)cos§ &+7),

] 1
(6] cos g ecos —;—(A’D ~—A"D)=cos %(l”-—- I'Ycos :-2 (1”' —').
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ATlaide des équations 3 et A, -;- (A'D+4-A"D) et sin % ¢ seront dé-

terminés, %(A’D — A"D) et cos % ¢ le seront au moyen des deux au-
u'es, dela A'D, A"D et e. L’ambiguité dans la détermination des ares
(A'D+A"D) et (A’D A"D) par le moyen des tangentes, sera

écartée par la condition que sin -12-e et cos % ¢ doivent étre positifs,

et I'accord entre sin —12-&: et cos % ¢ servira A confirmer tout le calcul.

La détermination des quantités AD', A"D', ¢, AD", A'D", ¢" s'effec-
tuera d’'une maniére entiérement semblable, et il n’y aura pas besoin
de transcrire ici les huit équations employées dans ce calcul, puis-

qu'elles se déduisent immédiatement des équations 3 — 6, si I'on
change respectivement,

ADJA'D |e | U"'—
avec AD' | A"D l"—l ~(’ \
ou avec AD” | A'D” U —1

Une nouvelle vérification du calcul entier peut se déduire dela
relation mutuelle qui existe entre les cotés et les angles du triangle
sphérique formé entre les points D,.D', D", d’out dérivent les équa-
tions suivantes, vraies d’'une manitre générale, quelle que soit la po-
sition de ces points,

sin (A'— AD”) _ sin(A'D—A'D") _sin (A"D—A"D')
sine - sin¢’ sine”

Enfin, si, au licu de I'écliptique, on choisit I'équateur comme plan
fondamental, le calcul ne subit pas de changement, si ce n’est qu'a
la place des lieux héliocentriques A, A’, A” de la Terre, il faut substi-
tuer ces points ol I'équateur est coupé par les cercles AB, A'D', A"B’;
par conséquent, les ascensions droites de ces intersections devront
&tre prises 4 la place de I, U, I', et, & Ia place de A'D, la distance du
point D & la seconde intersection, etc.
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Le troisiéme travail consiste maintenant i joindre les deux lieux
géocentriques extrémes du corps céleste, c'est-a-dire les points B et
15
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B’, par un grand cercle, et & déterminer son intersection avec le
grand cercle A'B. Soient B* cette intersection, et 8' — ¢ sa distance au
point A; soient aussi «' sa longitude, et 3 sa latitude. Nous avons
alors, puisque les points B, B*, B" sont situ¢s sur le méme grand
cercle, I'équation bien connue

0= tangBsin («"—a*) —tang " sin {«” —q} -}- tang §”sin (2* —a}, *

qui, en substituant tang y'sin («' —17) 4 l1a place de tangf*, prend la
forme suivante : . i

o=f s (a*—1) (tang B sin (a” — ') — tangB"sin (x — I')]
- { —sin(a*—I')[tangB cos (x"—I'}-}-tang y'sin (x'—a)—tangf”cos(a—1')] .

C'est pourquoi, puisque tang («* — I') =cos ' tang (3'—g), nous
aurons
tang §sin («"— I') —tang 8" sin (= —!)

tang (¥'—o) = cosy [tangp cos(a"—{')— tang B"cos(z—1')] -}-siny'sin (2" —«;

De 1A dérivent les formules suivantes, accommodées le mieux au
calcul numérique. En posant

(7] tang § sin {(@” — ¥') — tang f”sin {a— ') =S8,
{8 -  tangpcos{x"—1)— tang8”cos {a — I') =Tsin¢,
o1 sin (&'—a) =T cos ¢,
on aura (art. 14, II),
S
(t0] tang(S’—c)_.m—H_—f).,

L'ambiguité dans la détermination de Yarc (3’'—q) par la tan-
gente provient de ce que les grands cercles A'B', BB" se coupent cni
deux points; nous adopterons toujours pour B* I'intersection voisine
du pointB', de telle sorte que & tombe toujours entre les limites
—90° et | 90°, d’aprés quoi cette ambiguité est écartée.

Le plus souvent alors, la valeur de l'arc = (qui dépend de la
courbure du mouvement géocentrique) sera une quantité asséz petite,
et méme, généralement parlant, du second ordre, si les intervalles de
temps sont considérés comme des quantités de premier ordre.

D’aprés la remarque de Particle précédent, on verra immédiatement
quelles modifications devra subir le calcul si, & la place de I'éclip-
tique, on choisit I'équateur comme plan fondamental,
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11 est de plus évident que la situation du point B resterait indéter-
minée si les cercles BB”, A'B’ coincidaient entitrement ; nous excluons
de notre recherche ce cas ou les quatre points A’, B, B', B” se trouve-
raient dans le méme grand cercle. Mais il sera convenable d’éviter
aussi, dans le choix des observations, ce cas ot le lien de ces quatre
points est peu différent d’un grand cercle; alors, en effet, la position
du point B*, qui, dans les opérations suivantes, est d'une grande im-
portance, serait trop aflectée par les plus petites erreurs d’observa-
tion, et ne pourrait étre déterminée avec la précision nécessaire. De
méme, il est évident que le point B' reste indéterminé toutes les fois
que les points B, B se confondent en un seul (°), cas dans lequel la
position du cercle BB’ lui-méme deviendrait indéterminée. G'est
pourquoi nous excluons aussi ce cas; de méme, par des raisons sem-
blables anx précédentes, on devra aussi éviter les ohservations dans

lesquelles le premier lieu géocentrique et le dernier tombent en des
points de la sphere voisins 'un de Iautre.
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Soient C, G, C” les trois positions héliocentriques de Yastre dans
la sphere céleste, positions qui se trouveront, respectivement, dans
les grands cercles AB, A'B', A"B”, et méme entre A et B, A’ et B', A" et B”
(art. 64, NI); les points G, G, G" se trouveront en outre dans le
méme grand cercle, c'est-A-dire dans celui qui est la projection de
P'orbite sur la sphére céleste, Nous désignerons par r, r', 1" les trois
distances de 'astre au Soleil; par , ¢, ¢" ses distances A la Terre;
par R, R, B" les distances de la Terre au Soleil. Posons ensuite les
arcs C'G", GG, CC', respectivement égaux 2 2f, 2f', 2f", et

Frsnef=n, rrsn2f'=n, r'sin2f’'=n".

Nous avons dont

'=f+f ACHCB=3, ACHCB=¥ ACHCB=;
o avssl, sind _ sinAC _ sinCB

— T m—
-_— —

r [ R

(*) Ou aussi foutes les fois qu’ils sont diamétralement opposés; mais nous ne parle-

rons pas de ce cas, puisque notre méthode ne doit pas étre élendue i des observations
embrassant un si grand intervatle.
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sind __ sinA'C’ _ sinCB’

rl - Pl e RI
sind” _ sinA"C” _ sinC’B”
ru - Pv - R”

De 14 il est évident, qu'aussitot qu'on a obtenu la position des
points G, C', C", les quantités r, ', 1", o, ¢ p" peuvent étre détermi-
nées. Nous ferons voir maintenant comment on peut déduire la pre-
miére, d’apres les quantités

" U4
T —p, 2(" T -—i)r”:Q,
n n .

sur lesquelles, ainsi que mous Iavons déja dit, notre méthode est
¢tablie. ‘

110

Nous observons d’abord, que si N est un point quelconque du grand
cercle GG'C", et que si les distances des points G, ¢/, C* au point N
sont comptées suivant la méme direction, qui va de G en C', de telle
sorte que I'on ait, généralement, )

NC"—NC'=2f, NC"—NC=2f", NC'— NC=2f",
on aura I'équation
0=sin 2f sinNC — sin2f" sin NC'-}- sin2/* sinNC”, . .. (1).

Nous supposerons, maintenant, que N est pris & l'intersection des

grands cercles BB'B", CC'C”, comme au neud ascendant du premier
cercle sur le second.

Désignons par 6, ¢, ¢, @, ¢/, ¢, respectivement les distances des
points G, C', G", D, D', D", au grand cercle BB'B", prises positivement
d'un cbté de ce cercle et négativement de Vautre. Alors sin® , sin®,
sin ", seront respectivement proportionnels asin NG, sinNC, sinNC",
d’oit I'équation (I) prend la forme suivante:

0 =sin2fsin€ — sin 2/'sin §'}- sin 2 sin G*,
ou, en multipliant par rr'y”,
0=nrsin€—n'rsin ¢' —n"»"sin ", . . ().

11 est de plus évident, que sinG est 4 sin D' comme le sinus de la
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distance da point G au point B, est au sinus de la distance du point D'

au point B, les deux distances étant comptées dans le méme sens,
Nous avons donc

s5in ¥'sinCB

—sin8 = Ar—3)’

et I'on déduit, eptitrement de la méme maniére,

—sinG = sin ©”sin CB
~ sin(AD"—3) :
sinG= sin®sinC'B* _ sin®’sinCB*
" sin(A'D—&-}-0) " sin(A'D"— &}
. cp_ SINDsInCG'B”  sin®’' sinC’B”
—sin@"= —

sin(A"D—3") _ sin (A’D'—¥")"
En divisant done I'équation (II) par ¢'sin@", il vient

—n rsinCB  sin (A”D'— &") o r'sinCB*  sin(A"D—8") tn
T ”sinC’B” " sin (AD'—8) " sinC’B" " sin (A'D—¥-}-c) '

Si nous désignons I'src GB' par z, qu'a la place de r, ', +’ nous
substituions  leurs valeurs de I'article précédent, et que, pour
abréger, nous posions

Rsindsin(A"D'=—38")
R”sind”sin(AD'—3) —
R'sin¥'sin (A”D — &)
R”sind”sin (A'D—3' 4- o)

{11]

2]

=b,

notre équation deviendra

sin (z —
sinz

0=an—bt. 20 CE= 4 oy,

On pourra aussi calculer le coeflicient b par la formule suivante,
qui se déduit facilement des équations que nous venons d'intro-
duire :

(3] R’ sin &' sin (AD”"—38)

Rsmesm (AD" —5F9) 0"

Pour vérifier le calcul, il ne sera pas inutile d'employer I'une et
l'autre des formules 12 et 13. Quand sin (A'D"—&'4- ¢) est plus grand
que sin (A'D—&'4- ), la dernitre formule est moins affectée par les
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erreurs inévitables des tables que la premidre, et par suite devra lui
&tre préférée, si une petite différence, expliquée par 13, résulte dans
les valeurs de b; on devra au contraire, accorder plus de confiance 3
la premitre formule toutes les fois que sin (A'D"— & -}-¢) est moindre
que sin (A'D—8&'-}- ¢); si on le préfere, on adoptera une moyenne con.
venable entre les deux valenrs, '

Les formules suivantes peuvent servir i la vérification du calcul ;

pour étre plus bref, nous supprimons cependant leur déduction, qui
Dest pas assurément diflicile :

o 85N (I"—0) _ bsin(I"—1) sin(¥—q) 4 =)
- R R’ © sind R’
__ R'sin¥ Ucosf cosf”
T R’sind” " sin(AD'<3) sin¢’’

dans cette formule, U exprime le quotient

S _ Tsin(¢--v)
sin (¥ —o) ~ cos(¥—~0)’

(art. 138, éq. 10).
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nll

De P = —, et de I'équation Il de I'article précédent, on déduit

P4-a — b sin(z—a)

(n+n)P+l sinz

mais de 13, et an moyen de

Q=2 (L7n——i) s et r'=n,sm8'

n sin 2
on frouve Qsin® P 1
. sin*z )

sinz -} SRS ST =b Pta sin (z —q),

ou

nt
e () st

En posant donc, pour abréger,

1

[14] 2RI e sine



DETERMINATION DE L'ORBITE D'APRES TROIS OBSERVATIONS COMPLETES. 207

et en introduisant I'angle auxiliaire v, tel que I'on ait

il vient I'équation (IV)
cQsinw sin* z = sin (g —c)

de laquelle il faudra tirer I'inconnue z. Afin de pouvoir calc\;ler le plus
commodément 'angle w, il conviendra de présenter la formule pré-
cédente relative A tangw, sous la forme

(P -} o) tange .
? (ae—t) + (@)

C'est pourquoi, en posant

tangow =

LI,
(1] =,
Cc0s¢ -
(16} Y
cosa

nous aurons, pour déterminer w, la formule trés-simple

e(P+-a)

tangw =—PT‘_T.

Nous considérerons comme le quatriéme travail le calcul des quan-
lités a, b, ¢, d, e & I'aide des formules 11-16, calcul qui ne dépend
que des seules quantités données. Les quantités b, ¢, e ne seront pas
elles-mémes nécessaires, mais leurs logarithmes.

1 existe un cas spécial out ces principes demandent quelque chan-
gement. Toutes les fois, en effet, que le grand cercle BB” coincide
avec A"B", et par suite, les points B, B* avec D', D, respectivement, les
quantités a et b acquitrent des valeurs infinics. En posant, dans ce
cas,

Rsindsin(A"D' —&'4-0)
Wsind sin(AD'—38) .’
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nbus aurons, A la place de Yéquation 111,

n'sin(z—q
0=nn— "S0lz—0)
sinz
d’oti, en faisant I
«sine
tangm =

P+ (1 —ncosq)’

on retrouve la méme équation IV.

De méme, dans le cas spécial oit ¢ = 0, ¢ devient infini et © = 0,
d’ott le facteur csinw, dans I'équation 1V, semble indé.temliné; néan-
moins, il est réellement déterminé, et avec un peu d’attention, on
verra que sa valeur est

P+4a
IR*sinc o (b—1) (Pt d)°

Daus ce cas, il vient donc

=P 1 d)
sunz_R51n8‘\/—-——-Q(P+a) .
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L'équation 1V, qui étant développée monterait au huitiéme degré,
est trés-promptement résolue, sans changer sa forme, A I'aide de ta-
tonnements. Au reste, d"aprés la théorie des équations, on peut faci-
lement démontrer (ce que nous omettons cependant de développer ici
plus longuement, afin d’¢tre plus concis) que cette équation admet
deux ou quatre solutions de valeurs réelles. Dans le premier cas, une
valeur de sinz sera positive, l'autre négative devra étre rejetée,
parce que, par la nature du probléme, r' ne peut étre négatif. Dans
le dernier cas, parmi les valeurs de sinz, une sera positive et les trois
autres négatives — il n’y aura donc pas alors d'incertitude pour savoir
laquelle adopter — ou il y en aura trois positives avec une négative;
dans ce cas, il faut aussi rejeter parmi ces valeurs positives celles,
gl s'en trouve, qui donnent z plus grand que &, puisque, par une
autre condition essentielle du probléme, ¢/, et par suite sin (¥'—z)
aussi, doit étre une quantité positive.

Toutes les fois que les observations sont distantes I'une de Pautre
d’intervalles de temps médiocres, le dernier cas ol trois valeurs po-
sitives de sinz satisfont & I'équation se présentera le plus souvent.
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Parmi ces solutions, on trouve habituellement, ountre la vraie, une
autre dans laquelle z différe peu de &, soit en excs, soit en défaut;
ce phénomene est expliqué de la maniére suivante. Le développement
analytique de notre probléme est basé sur cette seule condition que
les trois positions du corps céleste dans 'espace, doivent se trouver
sur les droites dont la situation est déterminée par le lieu absolu de
1a Terre et la position observée de Y'astre. Maintenant, par la nature
méme de la question, ces positions doivent étre évidemment situées
auz points de ces droites, d’oli la lumiére arrive i la Terre. Mais les
équations analytiques ne reconnaissent pas cette restriction, et elles
doivent également embrasser tous les systémes de lieux qui s’accor~
dent réellement avec les lois de KEpLer, soit qu'ils se trouvent sur
cette droite de ce coié-ci de la Terre, oum de celui-13, ou, enfin,
qu'ils coincident avec la Terre elle-méme. Ce dernier cas satisfera
déjA certainement notre probléme puisque la Terre se meut d’aprés
ces lois. De 14 il est évident, que les équations doivent comprendre
1a solution dans laquelle les points G, C', G” coincident avec les points
A, A, A” (en tant que nous négligions les trés-petites variations dn
lieu elliptique de la Terre produites par les perturbations et les paral-
laxes). L'équation IV devra donc toujours admetire la solution z—=¥§',
si les vraies valeurs correspondant aux positions de la Terre sont
adoptées pour P et Q. Mais, tant que les valeurs ‘de ces girantités se
trouvent trés-peu différentes de celles-ci (ce qu'il est toujours permis
de supposer, quand les intervalles de temps sont petits), parmi les
solutions de I'équation 1V, on doit nécessairement en trouver une qui
cst voisine de la valeur z = & . .

Le plus souvent, en vérité, dans ce cas o I'équation 1V admet trois
solutions par le moyen de valeurs positives de sinz, la troisi¢tme de ces
valeurs (outre la vraic et celle dont nous venons i I'instant de parler)
donne une valeur de z plus grande que &, et par suite est seulement
possible analytiquement, mais physiquement est impossible; il n'y
aura donc alors aucune incertitude pour savoir laquelle adopter. 11
peut cependant certainement arriver, que cette équation admette deux
solutions convenables différentes, et par suite, qu'il soit permis de
satisfaire 4 notre probléme par deux orbites enti¢rement différentes.
Mais, dans un tel cas, I'orbite véritable sera facilement distinguée de

la fausse dés qu'il sera possible de soumettre 4 I'examen d’autres ob-
servations plus écartées.
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Aussitot que l'angle z est obtenu, on a immédiatement ' par
Féquation
t R’sin &'
r—=— .
sz

s R
De plus, au moyen de I'équation P = %— et de I’équation 11 nous
obtenons 3
'y (P4-a)R'sin®

'
n bsin(z=a) ’
r'

’
n

nr 4 a'y
P Tn

Maintenant, pour que les formules, d’aprés lesquelles les positions
des points G, C" sont déterminées relativement a Ia position du
point C', soient traitées de manitre que leur exactitude générale se
montre immédiatement aussi relativement & ces cas que la figure 4
ne représente pas, nous observons que le sinus de la distance du
point G’ au grand cercle CB (prise positivement dans la région supé-
rieure, négativement dans I'inférieure) est égal au produit du sinuss”
par le sinus de la distance du point G' au point D", distance mesurée
suivant la direction directe, et par suite est égal &

~—sine”sinC’D” == — sine”sin (z - A'D" — &) ;

de méme, le sinus de la distance du point G" an grand cercle
=—sine¢'sinG"D". Maisil est évident, que ces mémes sinus sont entre

" !

. . n n
eux comme sinCG' est 4 sinCC”, ou comme = est A 7772 Ou comme
n'r’" est & n'r.

En posant donc G"D’ = ", nous avons

s 'y sine”
V. 1'”5][1(":: e S (z + A'D 8').
n°  sine

D'une manitre entitrement semblable, on obtient, en posant
CD' =¢,
v’ sin

in{=—"T Sine . 'D—
VI. rsin{ = - .sim,sm(z+AD &),
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VIL  rsin(§HAD" —AD) = r'P. - sine —sin (¢4 A“D — A"D).

En combinant les équations V et VI avec les équations suivantes
transcrites de Vart. 139,
VIIL r”sin ({"— A" D'+ 8") = R”sind”,
IX. rsin({— AD' - 8) =Rsin3,
les quantités €, ¢, r, #' Sen déduiront d’aprés la méthode de

Part. 78. Pour effectuer ce calcul plus commodément, il ne sera pas
désagréable de rapporter ici les formules elles-mémes. Posons

(18] sﬁ% =,
[19) 2%"-2%" =,
[20] sl el VRSV

Le calcul de ces quantités, ou plutét de leurs logarithmes, encore
indépendantes de P et Q, est considéré comme le cinquiéme et dernier
travail des opérations quasi-préliminaires, et s'effectue en méme
temps facilement avec le calcul de a, b, oun avec le quatritme tra-

vail dans lequel a devient égal & -;ﬁ

En faisant ensuite,

n’r' sm 3

n

Sln (Z +AD 5') =p,

'y sine” . e MY
—;—lr.';i'l—l:,‘Sln(Z-‘-AD —8)_1) s

x(p—1)=g,

: *(Np—1)=¢",
nous obtenons ¢ et r de

rsin{=p, rcost=—gq;
puis, {" et ¢, de
r’sin{’'=p", r’cosl’'=q".
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I ne peut exister ici d’ambiguité dans la détermination de € et ¢,
parce que r et r” doivent &tre nécessairement des quantités posi-
tives. Le calcul entier pourra, si V'on veut, étre confirmé par I'équa-
tion ‘VII.

11 existe cependant deux cas ol il faut suivre une autre méthode.
Toutes les fois, en effet, que le point D' coincide avec B ou lui est
diamétralement oppos¢ sur la sphére, ou bien lorsque AD'—& =0
ou 480°, les équations VI et IX doivent nécessairement étre identi-
ques, et 'on aurait z = oo, 2p—1 = 0, et par suite, q indéterminé.
Dans ce cas, {" et r” seront déterminés de la manitre que nous
I'avons enseignée, mais ensuite il faudra obtenir % et r par la combi-
naison de I'équation VII avec VI ou IX. Nous nous dispensons d’écrire
ici les formules mémes, que 'on peut tirer de I'art. 78; nous obser-
vons simplement, que dans le cas aussi ot AD'—3 n'est pas réel-
lement égal & 0 ni & 180°, mais est, cependant, un arc trés-petit,
il est préférable de suivre Ja méme méthode, puisque Ja premiére mé-
thode n’admettrait pas alors une précision suffisante. Et 'on adoptera
méme la combinaison de I'équation VII avec VI, ou avec IX, selon que
sin (AD"—AD') est plus grand ou plus petit que sin (AD'— ),

De méme, dans le cas o le point D', ou son opposé, coincide avec
B” ou en est peu écarté, la détermination de ¢’ et r” par la méthode
précédente serait ou impossible ou peu séire. C'est pourquoi ¢ et r se-
ront alors déterminés par cette méthode, mais ensuite ¢’ et ¢’ le
seront par la combinaison de'équation VIl avec ¥ ou avec VIII, suivant
que sin (A"D—A"D') est plus grand ou plus petit que sin (A"D'—2").
Au reste, on ne doit pas craindre que le point D' coincide en méme
temps avec les points B et B".ou avec les points opposés, ou en soit
peu distant, car nous avons déji, dans l'article 138, exelu de notre
recherche le cas dans lequel B coincide avec B".
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Les arcs § et {” étant trouvés, la position des points G et C” sera
donnée, et Fon pourra obienir la distance CC'= 2f', au moyen de
L{"ete,

Soient u, u"les inclinaisons des grands cercles AB, A"B” sur le
grand cercle CG" (qui, dans la figure 4, seront respectivement les
angles G'CD’ et 180° — CC'D'), et nous aurons alors les équations
suivantes, enti¢rement analogues aux équations 3—6 (art. 137) :
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e 1, N D | .
sin f' sin ) (w —|—u)=sm§esm 2(§-|-§’),

. i,, e .
smf’cosé(u +u)._oos2esm§(§—§\),

' e i " —_—t 1 ’ i 1
cos [ smi(u’—u)_sméecosé-(t—l-l s

] i /2 4 U ‘ .t
cosf cos (o — u)=cos§ecos§ t—=t").

Les deux premiéres donneront % (v 4+ u) et sin f, les deux der-
niéres % (w' —u) et cos f'; de sin f* et cos f' on aura f. On pourra
négliger dans les premitres hypothéses les angles % (' 4+ u)

et -12- (u" — u), qui seront seulement employés, dans la dernidre hy-

pothése, pour déterminer la situation du plan de Yorbite.

Exactement de la méme maniére, f pourra se déduire de ¢, G'D et
C"D; et aussi [* de ¢, CD" et G'D"; mais & ce sujet, il sera beaucoup
plus commode d'employer les formules suivantes :

singf=rsin2f. -,

"

. . n
sin2 f” =1"sin2f". et

"

dans lesquelles les logarithmes des quantités ,—:,'7, '—’:77 sont déja don-
nés par les calculs précédents.

Enfin, le calcul entier trouve une nouvelle confirmation par cette
considération que I'on doit avoir

of +of =9f;

si par hasard il existe quelque différence, elle ne sera certaine-
ment d’aucune importance, si toutes les opérations ont été faites
avec le plus de soin possible. Quelquefois, cependant, le calcul étant
eflectué partout avec sept figures décimales, cette différence pourra
s'¢lever & quelques dixiémes de seconde, que nous distribuerons le
plus facilement, si I'on trouve la chose utile, entre 2f et 2f”, de ma-
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nidre que les logarithmes des sinus soient augmentés ou diminués
¢également; par ce fait, on satisfera & 1'équation

_rsin2f”  n’

T sin2f n

" avec toute la précision que permettent les tables.
Quand fet [ different peu, il sera suffisant de distribuer cette
différence également entre 2f et 2f".
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Aprés que les positions du corps céleste dans I'orbite auront été
déterminées de cette manitre, le double calcul des éléments sera
commericé non-seulement par la combinaison du second lieu avec le
troisitme, mais encore par la combinaison du premier avec le second,
avec les intervalles de temps correspondants. ‘

Mais avant d'entreprendre cette opération, les intervalles de temps
eux-mémes réclament une correction, si I'on a décidé de tenir compte
de I'aberration suivant la troisitmeméthodedel’art. 118. Dans ce cas,
en effet, il faut substituer aux véritables époques, des époques qui
leur sont antérieures, respectivement de 493+, p, 493. ¢/, 493:, 2"
Pour le calcul des distances p, ¢, ¢"y nous avons les formules

__ Rsin(AD'—Z) _ rsin(AD'—{)
f = SnE—ADFY)~ ~ smns
R'sin(§'—32) _ r'sin (¥ —2z)

L

sinz* ~ sind
Yy RII Sin (Allly __cll ) _ i‘"Sil] (AII D'--C”)‘
T sin{{U'—A'D}E) sin8”

Au reste, si dés le commencement les observations avaient été
corrigées de I'aberration par la premitre ou par la seconde méthode
de l'art. 118, ce calcul-ci devant étre omis, il ne serait pas alors
nécessaire d’obtenir les valeurs des distances p, ¢, ¢", & moins que
ce ne soit peut-¢tre pour s'assurer que celles d’aprés lesquelles le
calcul d’aberration a été effectué, étaient suflisamment exactes, Enfin;
il est évident de soi-méme que tout ce calcul doit aussi étre sup=
primé; quand on trouve préférable de négliger entidrement I'aber-
ration.
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Le calcul des éléments — @'une part au moyen de r', 1, 2f et de
Iintervalle de temps corrigé entre la seconde observation et la troi-
-sitme, dont nous avons désigné par 0 le produit par la quantité k
(art. 1), d’autre part, au moyen de r, r', 2" et de l'intervalle de
temps entre la premitre et la seconde observation, dont le produit
par k sera égal & 0" —sera eflectu¢, d’apres la méthode exposée dans
les art. 88-105, seulement jusqu'a la quantité désignée en cet
endroit par y, dont nous désignerons la valeur, par  dans la pre-
mitre combinaison, par »" dans la seconde. Que I'on fasse ensuite,

09 _ 100"
o P" N 1t =Q'}
i rrr’cosf.cosf.cosf

et il estévident que si les valeurs desquantités Pet Q, sur lesquelles tout
le calcul jusque-la est établi, étaient les véritables, on devrait avoir
P'=P, et Q'=Q. Réciproquement, on apercoit facilement que si Fon
trouve que P' =P, et Q' =Q, le double calcul des ¢él¢ments, conduit
de part et d’autre jusqu’au bout, doit fournir des nombres entiére-
ment égaux, par lesquels les trois observations seront donc exacte-
ment représentées, et le probléme sera alors exactement résolu. Mais
lorsque I'on n’a pas P’ =P, Q'=0Q, on prendra P'—P, Q—Q pour
X et Y, pourvu que P et Q aient été pris pour x et y; il sera encore
plus convenable de poser

logP=z, logQ=y, logP’—logP=X, logQ—logQ=Y.

Le calcul sera €nsuite répété avec d'autres valeurs de « et y:
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A proprement parler, il serait ici, de méme que dins les dix mé-
thodes données précédemment, réellement arbitraire de supposer
telles ou telles valeurs pour et y, dans la seconde hypothése,
pourvu qu’elles ne soient pas opposées aux conditions générales dé-
veloppées ci-dessus; cependant, puisqu’il est évident que V'on doit
considérer comme un grand avantage de pouvoir partir de valeurs
plus exactes, on agirait, dans cette méthode, d'une mani¢re peu
prudente, si I'on adoptait presque inconsidérément les secondes va-
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leurs, puisqu’on voit facilement, d’aprés la nature de la question,
que si les premitres valeurs de P et Q étaient affectées de légeres
erreurs, les valeurs de I et Q' représenteraient des valeurs beaucoup
plus exactes, pourvu-que le mouvement héliocentrique soit peu con-’
sidérable. C'est’ pourquoi, nous adopterons toujours P’ et ' elles-
mémes pour secondes valeurs de P et Q, ou logP, log Q' pour se-
condes valeurs de z, y, si logP et log Q sont supposés représenter
les premiéres valeurs.

Maintenant, dans cette seconde hypothése, o toutes les opéra-
tions préliminaires effectuées d’aprés la formule 1 — 20 sont conser-
vées sans modification, le calcul sera répété d'une maniére entiérement
semblable, c’est-3-dire que, d’abord, I'angle v sera déterminé; aprés
cela, z, 1, l:—.i, %, & T 15 1, [ De la différence, plus ou
moins considérable, entre les nouvelles valeurs de ces quantités et
les premitres, on estimera facilement s'il est utile ou non de calculer
la correétion du temps relative & 1'aberration: dans le dernier cas,
les intervalles de temps et par suite aussi les quantités 0, ¢" resteront
les mémes qu’auparavant. Enfin, de £, r',r", de [, r, ' et des inter-
valles de temps seront obtenus 7 et 7", et de 1A les nouvelles valeurs
deP'et ¢, qui le plussouvent différent beaucoup moins de celles four-
nies par la premiére hypothése que celles-ci ne différent elles-mémes
des premiéres valeurs de P et Q. Les secondes valeurs de X et Y se-
ront donc beaucoup plus petites que les premiéres, et les secondes
valeurs de V¥ et Q' seront adoptées comme des troisiémes valeurs de
P et Q, et avec elles le calcul sera de nouveau recommencé.

De cette maniére donc, de méme que de la seconde hypothése il était
résulté des nombres plus exacts que de la premiére, ainsi de la troi-
siéme résulteront des nombres plus exacts que de laseconde, et les va-
leurs de P’et Q' dela troisiéme hypothése pourrontétre adoptéescomme
une quatriéme valeur de P et Q, et le calcul sera ainsi recommencé
jusqu’a ce qu'on arrive 3 une hypothése dans laquelle on puisse con-
sidérer les valeurs de X et Y comme insignifiantes ; mais lorsque la
troisiéme hypothése parait encore insuffisante, il sera préférable de
déduire des trois premiéres hypothéses les valeurs de P et Q & adop-
ter pour la quatriéme, d'aprés la méthode expliquée dansles art. 420,
121; de cette maniére, on obtiendra une approximation plus rapide,
et I'on aura rarement besoin de recourir & une cinquiéme hypothése.
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Quand les éléments, devant se déduire des trois observations,
sont encore entidrement inconnus (cas auquel s’applique particu-
litrement notre méthode), on doit prendre, dans la premitre hypo-

thése, ainsi que nous I'avons déja dit, 7 60" pour valeurs appro~-

chées de P et Qs dans ces valeurs, 0 et §” sont, pour le moinent,
déduits des intervalles de temps non corrigés. En exprimant respec-
tivement par i : 4 et pn”: 4, le rapport de ces intervalles aux inter-
valles corrigés, nous aurons, dans la premiére hypothése,

X=logp — logp” 4- logn—logn",

Y=log p} log w"—logn—logyn" - comp'. ldgcos [-}- comp*.log cos f*
-+ compt. logcos f”-}- 2log+'— logr — log”.

Les logarithmes des quantités p, p", ne sont, relativement aux
autres termes, d’aucune importance; log n et log %", qui sont tous
deux positifs, se détruisent en quelque sorte dans X, surtout quand
les intervalles de temps sont presque égaux, d’ou 'on obtient pour
X une valeur peu considérable, tantot positive, tantot négative; d’'un
autre c6té, dans Y il peut en réalité s’établir une compensation entre
les quantités positives comp®.log cosf, comp*. log cos /', comp*. log
cosf’ et les quantités négatives log %, log»", mais moins parfaite,
car le plus souvent les premitres surpassent considérablement les
derni¢res. En général, on ne pourra rien déterminer concernant

2

le signe de log 57,

Maintenant, toutes les fois que le mouvement héliocentrique entre
les observations est peu considérable, il sera rarement nécessaire de
recourir 3 la quatridme hypothése; le plus souvent la troisi¢me,
souvent la seconde, fourniront une précision suflisante, et quelque-
fois il sera méme permis de se contenter des nombres résultant de
la premit¢re hypothése. 11 sera toujours avantageux de considérer le
degré de précision plus ou moins grand suivant lequel les observa-
tions sont satisfaites ; ce serait un travail stérile de chercher une pré-
cision cent ou mille fois plus grande que celle que permettent les ob-
servations. Mais, dans ces questions, le jugement est mieux ouvert par
une pratique fréquente que par des régles, et les savants acquerront

15
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facilement la faculté particuliére de bien juger ou il convient de s'ar-
réter.

149

Enfin, dans la derni¢re hypothése, les éléments seront calculés,
soit au moyen de f, r', ", soit au moyen de [’, r, ¥, cn con-
duisant jusqu'ad la fin Yun ou Yautre calcul, qui, dans les hypo-
théses précédentes, n’avait été conduit que jusqu'a v ou v"; si Fon
trouvait plus convenable d’achever I'un et I'autre, 'accord des résul-
tats fournirait une nouvelle confirmation de tout le travail. 11 vaut
cependant mieux, aussitot que f, f', " sont obtenus, déterminer les 616-
ments par la seule combinaison du premier intervalle avec le troi-
siéme, c’est-i-dire au moyen de f', r, " et de Fintervalle de temps,
et enfin, pour la meilleure confirmation du calcul, déterminer le
licu moyen dans I'orbite, d’aprés les éléments trouvés.

De cette manitre donc, les dimensions de la section conique
sont déterminées, & savoir.: Iexcentricité, le demi grand axe ou
le demi-parametre, la position du périhélie relativement aux lieux
héliocentriques G, C', C”, le mouvement moyen, et Panomalie
moyenne pour une époque arbitraire, si Iorbite est elliptique, ou
I'époque du passage au périhélie, si Iorbite est hyperbolique ou
parabolique. 11 reste donc seulement & déterminer la position des
lieux héliocentriques relativement au neccud ascendant, la position de
ce neeud par rapport au point équinoxial, et I'inclinaison de Porbite
sur I'écliptique (ou P'équateur). Toutes ces quantités peuvent étre
obtenues par la solution d'un triangle sphérique. Soit { a longitude
du nceud ascendant ; i Finclinaison de I'orbite; g et ¢ les arguments
de la latitude dans la premiére ct la troisi¢me observations; ct enfin
(1—Q) =h, (I"—8) =h". Enreprésentant, dans la figure 4, le nceud
ascendant par §, les cotés du triangle QAG seront AD'—7Y, ¢, I, et
les angles qui leur sont respectivement opposés, i; 180 — ¢, u. Nous
aurons donc

N W | N . 1 :
sin 5 ¢ sin :z(g—i-h)zsmQ(AD—-C)SID—Q—('{-]—")
1. 1 1 . .1

sin -g-ccos§(g+h)=cos§(AD——C)smé(y—u)

1.. 1 | , 1,
Cosélslﬂ§(g—h):snn§(AD—-{)cosé('[-}-u)
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1. 1 1 1
cos 5 Ecos 5 (g —h)=cos 3 (AD‘—?.)cos§ (y—u).

Les deux premiéres équations donneront —;— (94 h) et sin %{,

les deux autres, %(y—h) et cos %i; au moyen de g on connaitra

la situation du périhélie relativement au necud ascendant, et au
moyen de h la position du neud dans Yécliptique; enfin i sera dé-
terminé, le sinus et le cosinus se vérifiant mutuellement. Nous
pouvons- atteindre le méme but, & I'aide du triangle QA”C"’ pour
lequel il faut seulement changer, dans les formules précédentes, les
lettres g, I, A, G, v, u,eng”, 1", A", T, ¥", . Pour acquérir encore
une autre confirmation du calcul entier, il ne sera pas inutile ’achever
lc calcul de deux maniéres; alors, si quelques légéres différences
entre les valeurs de i, de Q) et de la longitude du périhélie se pro-
duisent, il sera convenable d’adopter les valeurs moyennes. Rarement
cependant, ces différences montent jusqu’a 0”,1 ou 0,2, si toutefois
les calculs ont ét¢ eflectués soigneusement avec sept figures décimales.
Lorsqu'd la place de I'écliptique, on adopte I'équateur comme
plan fondamental, il n’en résulte pour le calcul aucun changement,
si ce n'est qu'a la place des points, A, A” on devra prendre les in-
tersections de I'équateur avec les grands cercles AB, A"B".
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Nous procédons maintenant & I'éclaircissement de cette méthode
par quelques exemples largement expliqués, qui nontreront en
méme temps, de la maniére la plus évidente, quelle généralité elle
admet, et combicn elle conduit toujours facilement et promptement
au résultat désiré (*).

La nouvelle planéte Juxox nous fournira un premier exemple, pour
lequel nous choisissons les observations suivantes, faites 4 Green-
wich, et qui nous ont ét¢ communiquées par le céléhre MaskeLyaE.

{*) C’est improprement gue 1'on déclare telle méthode plus ou moins exacte qu'une
autre. Elle peut seule passer pour avoir résolu le probléme, la méthode par laquelle
on peut au moins atteindre un certain degré de précision. C'est pourquoi , une mé-
thode surpasse une aatre par la considération seule, que Je méme degré de précizion
peut étre atteint avec 'une plus promptement, ¢t avec moins de travail; gu'avee Pautre:
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ASCENSION DROITE
apparente.

DECLINAISON

TENPS MOYEX DE GREENWICH.
Auslrale apparente.

1804, Oct. 5 .. 10* 51~ ¢'| 357° 10° 227,35 6 40 §”
17. .. 9 58 10} 355 43 45,30 8 47 25
272... 9 16 41| 355 11 10,95 10 2 28

A Yaide des tables, on trouve pour les mémes époques :

S ————————— — |
LOXGITUDE DISTANCE LATITCDE OBLIQUITE
4o Tequinore | "OPATO" apparente
apparent. de la Terré. ldu Soleil.| de I'écliptique.
Oct. 5] 192°28'53”,72 |4+ 15”.43]  0,9988839 | — 0”.49] 23° 27' 59”48
17] 204 20 21 ,64}+15 51] 0,9953968 |+ 0,79 59 ,26
27| 214 16 52 211+ 15 ,60] 0,9928340 [— 0 45 59 ,06

Nous établirons le calcul comme si I'orbite était encore compléte-
ment inconnue; c’est pourquoi 'on ne pourra pas corriger de la pa-
rallaxe les licux de Junon, mais il faudra transporter cette correction
aux positions de la Terre. Nous réduisons donc d'abord les posilions
observées, de I'équateur a I'écliptique, en employant I'obliquité ap-
parente; il en résulte :

LONGITUDE LATITUDE

apparente de Junon.

apparente de Junon,

Oct. 5 | 354° 46’ 547,27 | — & 69° 317,59
17 | 352 34 46,51 | —6 21 56,95
27 | 354 34 51,67 | —7 47 52,70

Nous joignons aussitdt & ce calcul la détermination de la longi-
tude et de la latitude du zénith du lieu de I'observation dans les trois
observations; I'ascension droite s'accorde, par le fait, avec I'ascen-
sion droite de Junon (parce que les observations ont été faites dans
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le méridien), mais la déclinaison est égale & I'élévation du pole =
5128'39", Nous obtenons aifsi :

N————
LONGITUDR LATITUDE
du zénith. du 2énith.
Oct. & 2% 29 46° 53’
17 23 25 47 24
27 2 1 47 36

Maintenant, d’aprés les principes établis dans Yart. 72, nous dé-
terminerons les lieux fictifs de la Terre dans le plan méme de I'éclip-
tique, d’ol1 le corps céleste apparatitrait de la méme maniére que des
lieux vrais des observations. De cette maniére, on trouve, en suppo-
sant la parallaxe moyenne du Soleil = 8”,6

REDUCTION REDUCTION REDUCTION
do Ia longilude. de la distance. du temps.

oct. 5 — 227,39 4 0,0003856 - 0,19
17 - 27 2 + 0,0002329 — 0,12

27 — 35 ,82 + 0,0002085 -~ 0,12 .

Laréduction du temps est seulement ajoutée pour qu’on voie qu'elle
est entitrement insensible.

Aprés ceci, toutes les longitudes, tant de la plandte que de la
Terre, sont réduites A I'équinoxe vernal moyen pour quelque époque,
pour laquelle nous adopterons le commencement de I'année 1805;
c'est pourquoi, la nutation étant retranchée, la précession doit en-
core &tre ajoutée, laquelle est, pour les trois observations, respecti-
vement 11".87, 10".23, 8".86 ; de maniére qu'il faut ajouter — 3”,56
pour la premiére observation, — 5,28 pour la seconde, — 6",74
‘pour la troisiéme.

Enfin, les longitudes et latitudes de Junon doivent étre corrigées
de I'aberration des étoiles; on trouve ainsi, d’aprés les principes
connus, que l'on doit retrancher des longitudes, respectivement
19".12, 17”11, 14".82, et ajouter aux latitudes 0".53, 1".18, 1".75.
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Par cetle addition les valeurs absolues éprouvent une diminution,
puisque les latitudes australes sont considérées comme négatives.
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Toutes ces réductions étant convenablement appliquées, les véri-
tables données du probléme sont alors :

Epoques des observations ré-

duites auméridiendeParis.
Longitudesde Junon,a,o,«”.
Lalitudes, 8, £, 8".......
Longitudesde la Terrel, ', 1",
Logarithmes des distances R,

L

9,9996826

Oct. 5,438644
334°44'31",60
— 4359 31,06

12 28 27 ,76

17,421885

352°34 227,12

—621 55,07
2419 49 ,05

9,9980979

7,303077
351034'30”,01
—714730 95

3116 9,65

9,99G9678

De 13, les calculs des art. 136, 137 produisent les nombres sui~

vants:

Pyt ovreveronrenen
38,8
logarithmes des sinus. . .
A'D, AD', AD".........

A’D, A’D', AD".......

logarithmes des sinus. ..
logsinie.... ...

196° 0' 8,36
182359 ,20
9,4991993
932 6'26”,44
241 51135 ,22
219 34,00
8,6083885

: :
logeosie.. .o vvnnen

19138’ 07,33
321924 ,93
9,7981403
213°12'20",82
23427 0,90
71337 ,70
9,0996915
8,7995259
9,9991357

De plus, d’aprés I'art. 138, nous avons :

log tangB....... 8,9412494n
log sin{«"—1).... 9,7332391 n

lIogtang§”. ...

190°41' 40”47
A3 1142 03
9,8353631
209°43 7,47
2921 1357 ,87
4 5546 ,19
8,0341440

.. 9,1074080 n
logsin (a—{).... 9,6935181 n

log cos (" —1). . . 9,9247904 log cos(x —1). .. 9,9393180
De 1a
log (tang 8 cos (a"—{') —tang 8" cos («— ¥')] ==log T sint.. 8,5786513
log sin(@’—a)=10gTCoSt. ... covvvenreniennnnnns 8,7423191 n
d'oil  ¢=145"32'57",78 logTeevvvee.ose 8,8260683

t-}¢=1337 30 58 ,Ad

logsin(¢ %) .o .. 9,6825441 n
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Enfin, log[tang sin («”— ") — tang§”sin (a—l’)] =log$S. 8,20333191
logTsin{t 4 1)eeeseaennn cereeraerriinaraa 8,4086124n

d’on loglang (3 —o)iee veeveneennenn ennnne. 9,7947195
¥—a=31"56'11",81, el parsiite ¢=0"23'13",12

Suivant I'art. 140, nous avons

AD' — 2" =191°15' 18”,83 log sin 9,2004352n log cos 9,9913661 n

AD'—3=191 48 30,62 » » 9,407842Tn » » 9,985330in
A"D—38 =198 39 33,17 » » 9,5030667 n
A'D—3%40=200 10 14,63 » » 95375009n"
AD"—3=191 19 8,27 » » 9.2998354n
AD"—&4o==189 17 46,06 » » 9,2082723n

De 13, on trouve

1080 «eveennnnn. 95493437, a=-}-0,3513502
108, o oonvnvnnnnn 9,8613533.

La formule 43 donnerait log b = 9,8613531, mais nous avons
préféré la premiére valeur, parce que sin (A'D—& - ¢) est plus
grand que sin (A'D" — &' 4 q).

11 vient ensuite, d’aprés Part. 141,

3logR'sin?..... 9,1786232
log2........... 0,3050300
logsine......... 7,8205601

7,3092153 et par suite log e = 2,6907847

logh. ..oovunn.. 9,8613533
logcosois . oo oo . 9,9999904
) 9,8613632
d'on
b 01267135
[Vald

On déduit de 12
d=-—1,3625032, loge==8,3920518 n.

On trouve enfin, au moyen des formules de 'art. 143,

logv..covvenenenns 0,09133%4n
log«"siei e ann. 0,58189570
17 0 S 0,1864480 n

179 R 0,1592352 n.
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Les calculs préliminaires étant résolus de cette maniére, nous
passons & la premi¢re hypothése. L'intervalle de temps (non corrigé)
entre la seconde et la troisime observations est de 9,974192 jours,
et entre la premidre et la seconde de 11,963241. Les logarithmes de
ces nombres sont 0,0087471, et 1,0778489, d'ou

log 0 =9,2313285, log 6" = 9,3134303.
Nous poserons donc, pour la premiére hypothése,

z=1log P = 0,0791018

y=log Q= 8,5477588.
De 1%, nous avons

P=1,1997803, P-la=1,5541306, P 4 d=—0,1627248;

loge. .... 8,3920518n

log (P-}-0). 0,1914900
ctlog(P}-d). 0,7883163n

log tang w. . 9,3729881, d'on ©0=+13'16'31".89, wte=4-13-40'3",01

logQ...... 8,5477588
loge..... . 2,6907847
logsinw, . . 9,3612147

logQesinw. 0,5997582

Apres quelques titonnements, on trouve qu'on satisfait 4 I'équation
Qesinwsin®z = sin (s — 13° 40'5",01)

par la valeur z = 14° 35’ 4,90, d'ol1 I'on a log sin z = 9,4010744,
log ' = 0,3251340. Cette équation admet, en outre, trois autres
solutions, & savoir

z== 32° 9'9%"

z2=137 27 89

z2=193 418,

La troisi¢me doit étre rejetée parce que sin z est négatif; la se-

conde parce que z est plus grand que &'; la premitre répond ap-
proximativement A I'orbite de la Terre. Nous avons parlé de cette
solution dans I'art, 142,
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Nous avons .ensuite, d’aprés I'art. 143,

| 8'
long;n erreeeenees. 08648551

logP+4a)......0ucun.. 0,1914900
c'logsin(z~e¢).......... 0,6103578

log% 0,6067029
logP.....ccccevnvee. .. 0,0791018

) -
log",’, Cerrerseseeees.s 0,5876011

3 AD —¥=z--199° AT 1,31 =214°22 6”,41; logsin=9,7316736n
z4-A'D"—8=24-188 5432 ,94=203 2937 ,84; logsin=9,6003923 n
De 14, nous avons

log p=9,9270735n, logp”=0,0226459 n,

et alors
- log g=10,2930977n, log¢” = 0,2580086 n,

d'ch Ton déduit

{=203°17'31",22  logr =0,3300178
{'=210 10 58 ,88  logr"=0,3212819.

Enfin, d’aprés I'art. 444, nous obtenons

1 (w4 u) =205° 18'10”,53

tw—uy=—314 2,02

| f'= 34814 ,66.
logsin2f...... 9,1218791 logsin2f"...... 9,1218791
1087, o eevues. 0,3300178 log#”......... 0,3212819

’ 5 ’

c‘loggnl,...... 03332071 Clog— ’ 9,4123989

logsin2f...... 87851940 logsin2f“..... 8,8555399
2f= ... 3°20°46°,03 2f7°=........ 4 6'43"28

La somme 2f 4 2" ne différe ici de 2f' que de 0",01.
Maintenant, pour que les temps soient corrigés de 1'aberration, il
faut calculer les distances ¢, ¢, " par les formules de I'art. 145, et
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ensuite les multiplier par le temps 493*, on 05,005706. Voici ce
caleul : :

logr........ 0,33002 logs'. ...... 0,32513 logs”....... 0,32198
logsin(AD'—{) 9,23606 logsin (¥ ~—z). 9,48384logsin(A”D'~1”) 9,61384
c'logsinéd... . 0,50080 ¢ logsin?'.... 0,27189 ¢'logsin?". .. . 0,16464

logp........ 0,06688 logg'......... 0,08086 logp”....... 0,09976
log const. . .. . 1,75633 7,75633 7,75633
logdelaréduct. 7,82321 1,83719 7,83609
réduction — 0,006656 - 0,006874 0,007179
Observations. Epoques corrigées. Tntervalles, Logarithmes,
L Oct. 5.451988
IL 17.415011  11',963023 1,0778409
I 27.383898 9,970887 0.9987339

Les logarithmes corrigés des quantités 0, 6" deviennent donc
9,2343153 et 9,3134223. En commengant maintenant la détermi-
nation des éléments d’apres [, 7, r", 0, on trouve log , = 0,0002285,
ct de la méme maniére, an moyen de ", r, ¥, (", on a log " =
0,0003191. Nous négligeons d’ajouter ici ce calcul longuement ex-
pliqué dans le premier livre, section 111,

Nous avons enfin, par I'art. 146,

logo”......... 9,3134223  2logr...... .+« - 0,6502080
ctlogo. ....... 0,7656847 ctlogrr”.,...... 9,3487003
logn.......... 0,0002283  logoe”......... 8,5477376

clogn”........ 9,9996809 clognn’. . ..... 9,999§524

logP. ........ 0,0790i6% ¢ logeosf. . ... 0,0002022
c'logcos/’. .... 0,0009579
ctlogcos/f”..... 0,0002797

logQ.......... 85475981

De la premiére hypothése résulte donc, X = —0,0000854 et
Y = —0,0001607.
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Dans la seconde hypothése, nous attribuerons P et Q les valeurs.

mémes que nous avons trouvées pour P’ et Q' dans la premiére. Nous
_poserons donc
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z =log P =0,0790164
y = log Q= 8,5475981

Puisque le calcul doit &tre traité entitrement de la méme maniére

que dans la premiére hypothése, il suffira de placer ici ses principaux
résultats :

Brenenennes 1345738743 | Uitseeen. ... 210° 8 24,98
T S S 13 38 51,23 | logr... ...... .. 0,3307676

log Qcsinw. . ... 0,5989389 | logs”.......... 0,3222980

Toernnneeoees. 1403319700 | S/ u) o 203°22 15”,58
logr'..eeeven 032098 | {w—u)...... —314 4,19
logf;,': ceeeees 06675193 Y T ve.. 133453,32
105%’:,,,,,,,_ 0,56885020 | 2fivruveoree.. 3929 0,18
X S Ve 203463876 | 2/ e A 553,42

11 ne serait d’aucune utilit¢ de calculer de nouveau les réductions
du temps relatives & I'aberration, car elles différent & peine d'une
seconde de celles que nous avons trouvées dans la premitre hypo-
thése, ’

Les calculs ultéricurs fournissent log n = 0,0002270, log ' =
0,0003173, d’ou I'on déduit

log P'==0,0790167 X = - 0,0000003
lpg Q'=28,5476110 Y =+ 0,0000129

De 12 ressort combien la seconde hypothése est encore plus exacte
que la premitre,
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Pour qu'il ne reste rien A désirer, nous établirons encore la troi-
siéme hypothése, dans laquelle nous adopterons pour P et (), les va-
leurs de P’ et Q' trouvées dans la seconde hypothése. En posant
donc

z =log P = 0,0790167
y=log Q ==8,5576110

on trouve pour les principaux résultats du calcul :
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Weetonannnas . 13°15°38",39 | v..... Ceenan . 210° 823,65
wto........ 13 38 51,51 logr........ «o  0,3307610
logQesinw, .... 0,3980342 logr”......... 0,3222939

Bereennnnn o ARITA9B0 | L fu). ... 205 22 14757
logri.e...cooc. 03389878 | t(r—u).....— 314 4,78

IOg-;....-.-. 0,6675’54 2”-;..----..- 73453,73

log';—,f........ 0,5884987 | 2/............ 399 0,39

oovevnnennn 20346738780 | 27" ..., 4 553,34

Tous ces nombres différent si peu de ceux fournis par la seconde
hypothése, qu'il est certainement permis de conclure que la troi-
sitme n'exige plus aucune correction (*). C'est pourquoi Fon peut
procéder A la détermination méme des éléments, au moyen de 2f,
r, ', ¥, détermination que nous nous dispensons de transcrire ici,
 puisquelle a été déja développée en détail dans I'exemple de
Tart. 97. 1l ne reste donc plus rien 4 calculer que la position du plan
de I'orbite par la méthode de I'art. 149, et A transporter I'époque au
commencement de I'année 1805, Ce calcul doit étre établi sur les"
nombres suivants :
AD—{= 9355 51”41
4 (v u)=202 18 13,853
ty—u)=—618 5,98

d'ou nous déduisons

1(g 4 H)=196°43 14”,62
Llg—r=—4 37 24,41
ti= 633 22,03

Nous avons donc, h = 201°20'39",03, et par suite, Q = l—h =
171° 7' 48",73; ensuite, g =1492°5'50",21, et par conséquent,
puisque I'anomalie vraie pour la premitre observationa été trouvée,
dans l'art. 97, égale & 310°55'20",64, la distance du périhélie au
nceud ascendant dans Porbite = 241°10°207,57, 1a longitude du pé-

(%) Si e caleut ¢tait exécuté jusqu'au bout de la méme mapiéreque dans les hypo-
théses piécédentes, on obtiendrail X=o0, et Y =0,0000003, valeur qui peut élre con-

sidérée comme nulle, et qui, par le fait, s'éleve A peine au-deisus de Vincerlitude
inhérente A la dernidre Gigure décimale.
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rihélie = 52° 18’ 9”,30; enfin, l'inclinaison de I'orbite =—13°6' 44",10.
Si, pour le méme calcul, nous aimons mieux employer le troisiéme
lieu, nous avons .
A'D—U"= 24°1835",23
1"+ ') =196 24 54,98
Ly —uw)=—5 43 14 81

Ho+ )= 211°24 32,43
Hg"— A )=—11 43 48 48
1i= 633 22,03
et de 13, 1a longitude du nceud ascendant I" — k' = 171°7' 48",72,
la longitude du périhélie 52° 18’ 9,30, Tinclinaison de 1'orbite
13° 6' 44" ,10, enti¢rement la méme qu’auparavant.

L'intervalle de temps compris entre la dernitre observation et le
commencement de I'année 1805 est de 64i,614102; le mouvement
moyen héliocentrique qui lui correspond est de 53293",66 =
14° 48'13",66 ; d’aprés cela, I'anomalie moyenne, pour le commence-
ment de I'année 1805 et pour le méridien de Paris est 349° 34’ 12,38,
ct la longitude moyenne de I'époque est 41° 52 21”,68.

De la on déduit
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Pour faire voir plus clairement de quelle précision jouissent les
¢léments que nous venons de trouver, nous calculerons d'aprés eux
le lieu moyen. Pour le 17,415011 Octobre, I'anomalie moyenne est
trouvée = 332°28'b4",77 : de 13, 'anomalie vraie est 315°41' 23",02
et logy’ = 0,3269877 (voyez les exemples des art. 13 et 14); cette
anomalie vraie devrait étre égale A I'anomalie vraie dans la pre-
mitre observation augmentée de I'angle 2f”, ou 4 I'anomalie vraie
dans la troisitme diminuée de l'angle 2f, cest-i-dire égale &
315°1'22",98; et le logarithme du rayon vecteur serait 0,3259878 :
les différences doivent étre considérées comme insignifiantes. Si le
calcul, pour I'observation moyenne, est continué jusqu’'au licu géo-
centrique, les résultats different de I'observation, seulement de quel-
ques centi¢émes de seconde (art. 63). Ces différences sont presque
confondues avec les erreurs inévitables qui naissent de la précision li-
mitée des tables.

Nous avons traité I'exemple précédent avec la plus grande pré-
cision, pour faire voir combien par notre méthode on peut obtenir
facilement la solution la plus exacte possible. Dans la pratique
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on aura rarement besoin de suivre strictement ce type : le plus sou-
vent, il suffira d’employer partout siz figures décimales; et dans
notre exemple, la seconde hypothése ciit déja fourni une précision
non inférieure, et la premiére une précision largement suflisante.
Nous pensons qu’il ne sera pas désagréable & nos lecteurs d'établir
la comparaison des éléments obtenus d'aprés la troisiéme hypotheése,
avee ceux que I'on edit obtenus si la seconde hypothése ou méme la
premiére avait été employée pour le méme objet.

Nous montrons ces trois systémes d'¢léments dans le tableau sui-
vant :

" DE DE DE

vaveornise {1L. |i’ayporuese 11| vasroraise L
Longitude moyenne de I'époque

05.. .ot o... 41°52' 217,68 41°52'48”,40| 42°12' 377,83
Mouvement moyen diurne. . . 824",7989 824”,7983 823,505
Péribélie.. . . .. ....... 52°48' 97,30} 5918’ 67,66 52°n1’ 97,81
Poeer o] 1412 1,87 14 11 59,94) 14 24 27,49
Logarithme du demi grand axe. 0,4224389 0,422,392 0,4228044
Neeud ascendant.. . . . . . .. 171 748", 73171 7' 497,451171° 5 48”,86
"jclinaison deYorbite.. . .. .| 13 ¢ 44,10, 13 6 45,12{ 13 2 37,50

En calculant le lieu héliocentrique dans I’
moyenne, & aide du second systéme ¢’
reur du logarithme du rayon vecteur
la longitude dans Porbite a 0”,03 ; mais en calcul

systéme déduit de la premitre hypothese,

rayon vecteur est 0,0000002, et 'erreur d

orbite pour I'observation
¢léments, on trouve que I'er-
est égale A zéro, etYerreur de
ant ce licu par le

Yerreur du logarithme du

e lalongitude dans I'orbite,

1”.31. En continuant le calcul Jusqu'au lieu géocentrique on trouve

DE L'Hypornise II.

DE L'HYPOTHESE I.

Longitude géocentrique,. . . .
Brreur............
Latitude géocentrique, . . . . .
Erreur.........

.. .| 3520 35 927 96

0, 14

.«.] 6 21 b5, 06
0, o1

352° 34 197,97
2, 15

6 3 b4, 47
0, 60
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Nous prendrons le second exemple de Pallas, dont nous extrayons
les observations suivantes, faites & Milan, de la « Correspondance
astronomique du céltbre e Zacu, vol. XIV, p. 90. »

ASCENSION DROITE DECLINAISOX

TENPS MOYEN DE MILAN.
s N apparente. apparente.

4805, Novembre. . 5 44 14 4| 78° 20" 377, 8 | 27°46' 56,7 sud.
Décembre. . 6 41 ° 51 27 73 8 48, 8 | 3252 44,3
4806, Janvier... . 45 8 £0 36 | 67 414 1%, 1 |28 38 8,1

Nous prendrons ici, 4 la place de Fécliptique, I'équatcur comme
plan fondamental, et nous exécuterons le calcul comme si Forbite
¢tait encore entitrement inconnue. Nous extrayons, d'abord, des
tables du Soleil, les quantités suivantes pour les époques données :

LONGITUDE DU SOLEIL

comptée DISTANCE A LA TERRE.} LATITUDE DU SOLEiL.
de Y'équinoxe moyen.

Novembre.. . 5 | 223" 44/ 77,68 0,9804311 + 07,59
Décembre.. . 6 | 254 28 42, 59| 0,9846753 + 0, 42
Jaovier. . . . 16 {295 5 47, 62 0,9838153 —0, 19

En ajoutant les précessions 4 7".59, 4 3".36, —2".11, nous ré-
duisons les longitudes du Soleil au commencement de I'année 1806,
¢t ensuite, en prenant pour obliquité moyenne 23°27'53",53 ct en
tenant compte des latitudes, nous déduisons les ascensions droites
ct les déclinaisons. De cetie maniére nous trouvons :

ASCENSIOX DROITE DECLINAISON
du Soleil. du Soleil.

Novembre.. . . « « 4 o o ..o« 6 |220° 46° 44”,65] 15° 49 43", 94
Décembre.. .. .« oo .:. 61253 O 23, 26| 22 33 39, 45
Janvier. 4+ 4 v a0 v 0 ... 851297 2 51, 11121 8 $2, 98
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Ces positions sont rapportées au centre de la Terre et doivent par
suite, au moyen de la parallaxe, étre réduites au licu de I'observa-
tion, puisqu'il n'est pas permis de corriger de la parallaxe les posi-
tions de la plandte. Les ascensions droites du zénith qui doivent étre
employées dans ce calcul, s'accordent avec les ascensions droites de
la plantte (puisque les observations ont été faites dans le méridien),
mais la déclinaison sera partout I'élévation du pole, 45°28'". De 1A
s'obtiennent les nombres suivants ;

ASCEXSION DROITE DECLINAISON deu::A:i':l::CO
de la Terre. | de la Terre. du Soleil

Novembre.. . 5 | 40° 46’ 487,51 45°49' 48”,59 nord 9,9958575
Décembre... 6 73 9 23, 26|22 33 42, 83 9,9933099
Janvier. .. . 15 {117 2 46, 09121 8 17,29 9,9929259

Les positions observées de Pallas doivent étre corrigées de la nu-
tation et de I'aberration des fixes, et ensuite réduites au commence-
ment de I'année 4806, en appliquant la précession. D'aprés ces rai-
sons, il faudra faire subir les corrections suivantes aux positions
observées:

== e . ]

OBSERVATION I. oBservatiox 1l osservaTiox IlI.
R s o et I, S
Ascension| Décli- |Ascension| Décli- | Ascension| Dacli-

droite. paison. | droile. naison, | droite. naison.

Aberration. . .|-—18, 13]— 9, 89:—21, 61]— 1, 63 —15, 60|49, 76
Précession. . .|+ &, 43|+ 0, 62{+ 2, 55|+ 0, 39— 1, 51]—o0, 33

Somme. . . .\—25, 56{—12, 35|—32, 64|— 4, 66]—30, 17|+ 5, 68

Nutation. .. ., ~—12",86]— 3”,08/—13",68|— 37, 42 —137,06{—3",75 "

De Ia résultent les positions suivantes de Pallas, qui doivent servir
de base au calcul :
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n TEMPS NMOYEX DE PARIS, ASCENSION DROITE. DECLIXAISON.
Novembre.. .. . .. .. b5,574074 | 78° 20" 12”,24 |— 27° 17 9”,05|
36,475035 | 73 8 46, 16 |— 32 52 48, 96;
76,349444 | 67 43 40, 93 |— 28 38 2, fl
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Maintenant, nous déterminerons d’abord, la position des grands
cercles menés des lieux héliocentriques de la Terre aux positions
géocentriques de la plantte. Nous concevons les lettres %, %', 2",
marquées aux intersections de ces cercles avec I'équateur, ou, sil'on
aime mieux, A leurs neeuds ascendants, et nous désignons par A, A', A"
les distances ‘des points B, B',B” & ces points. Dans la plus grande
partie du calcul il faudra alors substituer les lettres %,%', %", aux
lettres A, A', A", et aussi A,A’,A" A la place de 8,8, 8"; mais le lecteur
attentif comprendra facilement, méme sans I'indiquer, en quel endroit
il faudra conserver A, A’, A", 5,8, &".

Le calcul étant fait, nous trouvons

Ascensions droites des

points 2, 2, A”. ... | 233B¥57",10 | 253" 857,01 | 276°40'25",81
Yy T Y eeeeecansans 5B11715,74 1 90 1 3,19 | 431 5958 ,03
AN A" s iienes. | 2185849 ,27 | 212 5248 ,96 | 220 912,96
88 ¥ i 562634 ,19 | 552631 ,79 | 691057 ,84
A'D, N0, AD". . .. .. 235452 431 3048 3,25 | 20 843,32
Aa'D, “AD', WD".... 33 326,35 | 315921 14| 2220 6,91
e, . ieieee... | AT ADB4,60 ] 8934B7 ,147 | 4233M ,47
Logarithmes des sinus. 9,8643525 9,9999885 9,8301910
logsinie.......... 9,8478971
logcosieseenn. .. 9,8510614

Dans le calcul de I'art. 138 on emploiera, 4 la place de ¥, I'ascen-
sion droite du point %'. On trouve ainsi,

logTsint......... 8,4868236n
logTcost. o ..o... 9,2848162n,

De 1A,

t==189"2'48",83, logT=9,2002527; ensuite ¢ -} y'=279°3'52",02

16
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1088, . euennnn . 9,0110366 n

- log Tsin(t4v) .ccoeee. 9,2847950 n
dod , A —o=208"1'55".64, et o=4"850'53",32.

Dans les formules de I'art. 140, il faudra conserver sin$, sin¥,

sind” dans les expressions de a, b et g; il en sera de méme dans

celles de l’_art. 4143. Pour ces calculs nous avons

WD — A" = 1T1°50 8",48 logsin 9,1523306 logcos 9,9935750 n
D —a =174 1913 98 » 80954722 »  9,9978629n

AD—A"=172 54 13,39 »  9,0917972
AD—a'to=175 52 56,49 »  8,8561520
AD"—A=173 9 54,05 »  9,0755844
WD'—A"4-o=174 18 14,27 »  8,9967978.

De 12 nous déduisons

log» =0,9211830 logh = 0,0812087 n
log z” == 0,8112762 logA"=0,0319691 n
log a = 0,1099088 a =-}-1,2879790
logé =0,1810404%

log g =0,0741314, d'od log b= 0,1810402.

De ces deux valeurs, presque égales, nous adopterons la moyenne
log 6=0,1810403. 1l vient enfin,

loge=1,0480293
d=-}0,4489906
loge=9,2102894

ce qui compléte les calculs préliminaires.

L'intervalle de temps entre la seconde observation et la troisitme
est de 391,874409, et entre la premitre et la seconde de 301,000961 ;
on déduit de 13, log 9 =9,8362757, log 6"=9,7265633:

Nous posons donc, pour premiére hypothése,

z == log P == 9,8892776
y==log Q=9,5618290.

Les principaux résultats du calcol sont ceux-ci:

w4 a==20"8'46",72
log Q¢ sin v == 0,0282028.
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D'aprés cela, la valeur exacte de z est 21°41'24",30, et
logr'=0,3509379. Les trois autres valeurs de z, satisfaisant 4 I'équa-
tion 1V, sont, dans ce cas,

1= 6341y’
=401 41258
z==199 24 7

La premiére de ces valeurs doit étre considérée comme une ap-
proximation de celle relative & I'orbite terrestre, dont I'écart est
cependant ici, & cause du trop grand intervalle de temps, beaucoup
plus considérable que dans I'exemple précédent. Les nombres sui-
vants résultent de la suite du calcul :

R TN 195°12 27,48
[ SO «.... 196 57 50,78
logr.. ovanns. 0,3647022
logr”e. ..e.... 0,3355758
(@ 4u)...... 2066°4730",47
tw—u)..... —43 39 5,33
b AT 22 3240 ,86
] A 13 541 A7

T 927 0,05

Nous distribuerons la différence entre 2/ et 2f +- 2", qui est ici de
0",36, entre 2f et 2f" de telle sorte que nous ayons 2f=13°5' 40".96,
2" = 9° 26' 59",90.

Les temps doivent maintenant étre corrigés de l’aberratmn, dcet
cflet, nous poserons dans les formules de I'art, 145,

AD =L = UAD'—A 8 —8, A'D e {7 WD e A7 o ¥l
Nous avons alors,

logr.esive..s 0,36470 log?... o s .. 0,33004 logr”..... oo 0,33557
log sin (AD'—). 9,76462 log sin (¥ —z). . 9,75038 logsin{A"D'—{") 9,8§220
c'logsind. . ... 0,07918 ctlogsind'. . .. 0,08431 c'logsind”.. .. 0,02932

logconst... ... 7,75633 logconst. ... .. 7,75633 log const...... 1,75633

7,96483 7,94196 7,96342

Réduction } 0,009222 0,008749 0,000192
du temps.
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11 suit de 14,

" Temps corrigés Intervalles. Logarithmes.
Nov. 5,564852 30“““,90'43‘ 1 ,&899785
36,466286 39 873966 1,6006894

76,310252

d'olt dérivent les logarithmes corrigés des intervalles G, 0", respec-
tivement 9,8362708 et 9,7255599. En commencant alors le calcul des
¢léments, au moyen de r', 1", 2f, §, nous obtenons log»=0,0031921,

et de méme, au moyen de r, v, 2f",4” nous avons logs" = 0,0017300.
On conclut de 1a ’

log P'=9,8907512, log (Y =9,5712864,
et, par suite,

X =-0,0014736, Y =-}0,0005574.

Les principaux résultats de la seconde hypothése, pour laquelle
nous posons
x =log P —=9,8907512

_ ¥ =logQ =9,5712864
sont les suivants :

w-do .., 20" 80”,87
logQesinw...... 0,0373071
Besiinesnnniae,  21°12°67,09
logr'.. ........ 0,3307110
et i nniannnn, 195°16' 597,90
S 196 52 40,63
logr........... 0,3630642
logr”......... . 0,3369708
3 Fu)....... 267 610”75
' —u....... —43 39 4,00
Y A 22 32 8,69
2 i « 13 154,63

2f% eeiiiiiiie. 93014,38

La différence 0”,34, entre 2" et 2f4- 2f", doit &tre distribuée de
maniére que on ait 2f = 13°1’ 54", 45 et 21" = 9° 30" 14",24.

Si I'on trouve avantageux de calculer ici de nouveau les correc-
tions des temps, on trouvera pour la premiére observation 0,009169,
pour la seconde 0,008742, pour la troisitme 0,009236, et alors pour
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les époques corrigées, Novembre 5/,564905, Novembre 36,466293,
Novembre 76,340280. De 14, nous avons

logd......... .« 9,8362703
logd”........ ve. 97288594
logn.....vee... 0,0031790
logw’. cc.ovenen 0,0017443

10gP.....uuve.. 9,8907268
10gQ.uvrennnn, 95710393

De celie maniére, il résulte donc de la seconde hypothése,
X = — 0,0000244, Y =—0,0002271.
Enfin, dans la troisiéme hypothése, pour laquelle nous posons

2= log P =9,8007268
y=1logQ =9,5710593

les principaux résultats du calcul sont les suivants

04 e, 2008 17,62 | logr’........ 0,3369536
logQesinw.. .. 0,0370857 L+ u)..... 267 553,09
Zoeesenseass 21°12 47,60 Hu'—u)....—43 39 4,9
logr'eesveanns 0,3507191 Y PN 22 32 7,067
Cevvennnanns 195°16'547,08 | 2f ........ . 13 157 42
Cvenvanenon. 196 52 44 45 2f veveie.. 93010 ,63
| 117: 4 N 0,3630960

La différence 07,38 se distribuera ici de maniére que Pon ait
9f = 13°1'57",20 et 2" = 9°30'10",47 (*).

Puisque les différences de tous ces nombres avec ceux fournis par la
seconde hypothése sont trés-1égtres, on pourra déji conclure, en toute
streté, que la troisiéme hypothése n’exige plus aucune correction et
par suite, qu'une nouvelle hypothése serait superflue. G'est pourquoi
on pourra maintenant procéder au calcul des éléments d'aprés
o', ¥, r, v; et puisque les procédés que comporte ce calcul ont déja
¢té amplement expliqués ci-dessus, il suflira de donner ici, pour

{*) Cette différence, en quelque sorle augmentée, et & peu présla méme dans toutes
les hypothéses, s'est élevée principalement de ce que o a ¢té pris trop pelit de
presque deusx centidmes de scconde, et que le logarithme de b était juste {rop grand
de quelques unités.
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Pavantage particulier de ceux qui désirent exécuter ce caleul, les
¢léments qui en résultent :

Ascension droite dunceud ascendant surPéquateur. 158° 40° 38”,93

Inclinaison de Porbite sur Péquateur. .......... 11 42 49 A3

Distance du périhélie au nceud ascendant. ...... 323 14 56,92

Anomalie moyenne pour ’époque 1806......... 333 4 43,08

Moyen mouvement (sidéral) diurne....... ceiee 7107,2662

Brencurnnentnecncineeeanennsensaeeeaass 14 9 3,91

Logarithme du demi-grand axe.. . ........... .. 0,4422438
158

Les deux exemples précédents n'ont pas encore fourni I'occasion
d’appliquer la méthode de P'art. 120; car les hypotheéses successives
convergent si rapidement que nous eussions pu déj nous arréter 3
la seconde, et que la troisiéme différe de la vérité & peine d’'une ma-
ni¢re sensible. Nous jouirons toujours, en effet, de cet avantage, et
nous pourrons nous dispenser d'une quatri®me hypothese, toutes les
fois que le mouvement héliocentrique est médiocre et que les trois
rayons vecteurs ne sont pas trop inégaux, surtont si, ontre cela, les
intervalles de temps ont-peu de différence entre eux. Mais plus les
conditions du probléme s’écartent de I3, plis les valeurs supposées
des quantités P et Q différeront des valeurs vraies, et le moins rapide-
ment les valeurs subséquentes's’approcheront dela vérité. G’est pour-
quoi, dans un pareil cas, les trois premitres hypothéses doivent étre
terminées de la maniére que le montrent les deux exemples précé-
denis (avec cette différence seulement que dans la troisiéme hypo-
thése il ne faut pas calculer les éléments eux-mémes, mais, ainsi que
dans la premiére et la seconde hypothése, les quantités v, +", V¥, Q',
X, Y); mais ensuite, dans la quatri¢tme hypothése, il ne faudra pas
prendre les derniéres valeurs de I et Q' comme des valeurs nou-
velles des quantités P et Q, mais on devra prendre celles qui se dé-
duisent, d’aprés la méthode de P'art. 420, de la combinaison des trois
premiéres hypothéses. Rarement alors on aura besoin de recourir
4 une cinquidéme hypothése, selon les régles de Part. 421, Mainte-
nant, nouséclaircirons aussi ces calculs par un exemple, qui montrera
en méme temps quelle étendue souflre notre méthode.
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Pour le troisiéme exemple, nous choisissons les observations suvi-
vantes de Cérés, dont la premiére a été obtenue & Bréme par I'illustre
OcBERS, la seconde & Geettingue, par le célebre Harpixg, et la trois
sitme A Lilienthal, par I'illustre BESSEL.

TEMPS MOYEN DU LIEU DE L’OBSERVATION. ASCEXSION DROITE. |DECLINAISOX Bontn.s.

1805, Septembre.. 5 13* 8= b4'| 95° 59 25 22° 91’ 9257
1806, Janvier... . 17 10 58 51 | 101 18 40 ,6 | 30 21 22,3
1806, Mai. . . .. 23 10 23 53 | 121 56 7 28 2 45

Puisque les méthodes par lesquelles on peut tenir compte de la
parallaxe et de I'aberration, lorsque les distances 4 la Terre sont con~
sidérées comme entiérement connues, ont déji été" suffisamment
éclaircies dans les deux exemples précédents, nous renoncerons, dans
ce troisitme exemple, & cette augmentation superflue de travail, et,
dans ce but, nous prendrons les distances approchées dans la « Cor-
respondance astronomique du baron de Zach » (vol. XI, page 284),
afin de dégager les observations de I'effet de la parallaxe et de I'aber-
ration. Le tableau suivant montre ces distances avec les réductions
qui en dérivent :

2,964

Distance de Cérés A 1a Terrve.. .. | 2,899 1,638
Temps que met la lumiére & ve-

niralaTerre.....co00ue0. 23= 49* 13=928' | 24" 2f1°
Temps réduit de Pobservation. . |12> 45= 5* | 10*45°23" [9* 59~ 32’
Temps sidéral en degrés. . ... . 355° 85’ 97°89 | 210° 41’
Parallaxe d’ascension droite.... | --17,90 | 40722 | —1"97
Parallaxe de déclinaison. ..... —2,08 | —1,9 —2,04

D’aprés cela, les données du problémne, aprés avoir été corrigées
de la parallaxe et de I'aberration, et aprés que les époques ont été
réduites au méridien de Paris, sont les suivantes :
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EPOQUE DE L’OBSERVATION. ASCEXSI0X DROITE. DECLINAISON,

1805, Septembre.. 5! 12* 49 45* | 95° 59’ 23”,10 | 22° 21' 277,08
1806, Janvier.. . . 17 30 15 2 104 48 4o 88130 21 24 ,2
1806, Mai. ....23 9 33 18 [121 56 8 97128 2 47 ,04

De ces ascensions droites et déclinaisons ont ét¢ déduites les
latitudes et les longitudes, en employant pour obliquité de Féclip-
tique 23°27'55".90, 23°27'54".60, 23°27'53".97; les longitudes
ont aprés cela é1¢ corrigées de la nutation qui était respectivement,
+17".31, -17".88, -1-18".00, et elles ont ensuite été réduites
au commencement de I'année 4806, en appliquant la précession
-1-15".98, —2".39, —19".68. Enfin, les positions du Soleil, pour
les époques réduites, ont été déduites des tables, positions dans les-
quelles on a omis la nutation relative aux longitudes; mais Ia pré-
cession a été ajoutée de la méme manitre que pour les longitudes
de Céres. La latitude du Soleil a été entiéretent négligée. De cette
maniére ont ét¢ obtenus les nombres suivants, que l'on doit em-
ployer dans le calcul : :

Epoques, 1803, Septembre.|  5,51336 139,42711 265,39813
@ a,a’ieiiae e, | 93°32187,56 | 99°49 57,87 |118e 5'28”,85
88,8 ...... eeees [—05934,06 |471636 ,80 |-}-7 3849 ,39
LU, V.o oooooo.. |3425456 ,00 1171243 23 [241 5850 i1

logR, logR’, logR"..... | 0,0031514 9,9920861 | 0,0036974

Maintenant, les calculs pl;éliminaires expliqués dans les art, 136-
140 fournissent les nombres suivants :

T 358° 85’ 287,00 [156° 52' 147,49 [170° 48’ 447,79
8 &, & 12 37 0,66 18 48 39 ,81 (123 32 52 .13

A'D, AD', AD” 15 32 41,40 1952 42 19,14 136 2 92 38
A"D, A"D', A'D” 1138 43 4,60 G 26 41,10 |358 5 57 .00

g, €, ¢’ 29 18 8,21 1170 32 59,08 [156 ¢ 23 25
c==852 4,03 loge = 0,8368244
loga=0,1810193n, a—=—1,5276340 log» =0,1611012
log b = 0,0040987 logx"=9,9770819n
log ¢ = 2,0066733 log 2 =9,9165090n

d=117,50873 log2"=9,7320127n
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L'intervalle de temps entre la premitre et la seconde observation
est de 133i,01375, entre la seconde et la troisitme de 125),97102;

I 1. 1L
logP=z......{ 0,0265546 0,0256968 0,0256275
logQ=y. .. 0,6982386 0,7390190 0,7481033
W oieeeean] TAB3,523 | Tel¥ 477,039 | 70147457071
logQesinw. .. .. 1,1556630n 1,1973923 n 1,2066327n
Bererernnnnnns 7" 3597018 | 1 232,870 | 7° 2 167,900
1087 cvneenns 0,4114726 0,4129374 0,4132107
| SN eeeee.s| 160°10°467,74 | 460°20° 77,82 | 160°22 97,42
S ... 262 6 1,03 | 2621218 ,26 | 262 14 19 ,49
108 7 e veraenes 0,4323934 0,4201773 0,4281841
1029, voveee.s| 0,4004712 0,4071975 0,4064697
L4 u)..... .| 262°55°237,22 | 262°537° 67,83 | 262°57'317,47
LW —u)e. ..., 27328 50 ,95 | 273 2915 ,06 | 273 2919 ,56
Qf. vieeveraes| 6234928 ,40 | 6249356 ,5 62 83 57 ,06 -
Y A Ceeees 31 830,03 | 311559 ,09 | 311813 ,83
Y T 312558 ,43 | 313387,32 | 313543,32
10gTrs coeenens|  0,0202496 0,0203158 0,0203494
1081 e e vnnsns 0,0211074 0,0212429 0,0212751
logP...oouo.s| 0,0256968 0,0256273 0,0236289
log Qe ense 0,7390190 0,7481055 0,7502337
Xeevrononeons] —0,0008578 | —0,0000603 | -}-0,0000014
Yorerieoeoansn +40,040760% | 4-0,0000865 | -}-0,0021283

deld, on a

o’l

log0=0,3358520, log ¢"=0,3624066, log - == 0,026354,
log 60" = 0,6982586.

Nous mettons actuellement en regard, dans le tableau suivant, les
principaux résultats déduit$ des trois premiéres hypothéses :

En désignant maintenant les trois valeurs de X par A, A', A”; les
trois valeurs de Y par B, I, B”; les quotients qui résultent de la divi-
sion des quantités A'B"— A"B', A"B— AB", AB'— A'B, par la somme
de ces quantités, respectivement par k, ¥, k”, de maniére que I'on ait
k4K 4 K' =1; et enfin, les valeurs de log P’ et log Q', dans la troi-
sitme hypothése, par M et N (quantités qui seraicnt les nouvelles
valeurs de z, y s'il convenait.de déduire la quatriéme hypothése de
la troisitme, de la méme manitre que la troisitme s'est déduite de
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la seconde); on établit facilement, @"aprés les formules de Iart, 120,
que la valeur corrigée de  — M—k(A' 4 A") —KA", et que 1a va-
leur corrigée de y — N—k(B'4 B") —K'B". Le calcul étant fait, on
trouve la premiére — 0,0256331, 1a dernitre — 0,7509143. ,
Au moyen de ces valeurs corrigées nous établissons la qualriéme
hypothése, dont les principaux résultats sont les suivants :

OAe oo TANESUT | doga'. ... 04062033
logQesinw,.  1,2095984n 3 +u)..... 26257 38" 78

Teeerenen.. T YA2VI36 | f(u"—u)..... 273 99 90 73
logr....... 0,4132817 2f .. iooi. 62 B5 4G .64
S ro 10009245738 [ 9f . ... 3119 4 .49
A 26215 3,90 | of”........ 31 36 15,20

logr. .c....  0,4282792

La différence entre 2f et 2f + 2" se trouve — 0".05, différence
que nous distribuerons de manitre que I'on ait 2f=31°19'1".47,
2/’ = 31° 36' 15" ,17.

Si maintenant, les. éléments sont déterminés au moyen des deux
lieux extrémes, il en résulte les nombres snivants :

Anomalie vraie pour le premier lieu. . ... . ... 289° 7 39”75
Anomalie vraie pour le troisiéme liew. .. ..... 359 2 56,39
Anomalie moyenne pour le premier lieu. . .... 997 4 33,63
Anomaliec moyenne pour le troisidme lieu. .. . . 353 15 22 49
Moyen mouvement diurne sidéral. . .. . ..... .. 769”,6753
Anomalie moyenne pour le commencement de
Fannée1806...................... «es 322 35 52,81

Angle g.. ..o il i, ees. 437 87,78
Logarithme du demi-grand ave... .......... 0,4424661

En calculant, au moyen de cos 6léments, le lieu héliocentrique
pour I'époque de I'observation moyenne, on trouve que I'anomalie
moyenne est de 326° 19’ 25",72, le logarithme du rayon vecteur
0,4132825, Y'anomalie vraie 320° 43’ 54".87; cette dernitre devrait
différer de I'anomalie vraie pour le premier lieu, de la quantité 2/,
ou de Fanomalie vraie pour le troisiéme lieu, de la quantité 2f, et
par suite, devrait étre 320°43' 54”.92, et aussi le logarithme du rayon
vecteur, 0,4132817; la différence 0,05 dansI'anomalie vraie, et les
huit unités dans le logarithme peuxent é&tre considérées comme
de nulle importance.
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Si la quatridme hypothése était conduite jusqu'i la fin, de la
méme manitre que les trois précédentes, on trouverait X =0,
Y =—0,0000168, d'ou seraient obtenues les valeurs corrigées
suivantes de z ety : ' )

z=1og P = 0,0256331 (la méme que dans la quatrime hypothgse),
y==log Q= 0,7508917.

‘Si la cinquidme hypothdse était établie sur ces valeurs, la solu-
tion serait obtenue avec la plus grande précision que permettent
les tables ; mais les éléments résultant de 13 ne différeraient pas sen~
siblement de ceux fournis par la quatri¢éme hypothése,

Pour obtenir complétement les éléments, il ne reste plus mainte-
nant 3 calculer que la position du plan de I'orbite, En suivant les
régles de Iarticle 149, on trouve ici,

Par le premier liea. Par le troisieme lien.
Qoo oroaerseenoanaaneannns . 354 944,22 4'... BT° B 07,01
Re vevevinnans St ecaaneann 261 56 6,9% A”... 16f 0 1.6l
T eeeenoaneacccosoosnssnanene 410 37 33,02 10 37 13 ,00
e s s et et cnasete sen e 80 58 49,06 80 58 49,10
Distance du périhélie au neud
ascendant.. ....o.eveen...o 63 2 4,47 63 2 4,52
Longitude du périhélie... .. .. ... 146 053,53 146 053,62

En prenant la moyenne, on obtiendra i = 10°37'33".01,
Q = 80°58' 49,08, longitude du périhélie = 146°0'53",67. Enfin,
la longitude moyenne pour le commencement de I'année 1806 sera
108° 36 46",08..

160

Dans Pexposition de 1a méthode & laquelle les précédentes recher-
ches ont 6té consacrées, nous avons rencontré quelques cas spéciaux
auxquels elle ne s’applique point, pas au moinsdans la forme sous la-~
quelle nous I'avons exposée. Nous avons vu que ce défaut se pré-
sente premiérement, quand I'un des trois lieux géocentriques coin-
cide ou avec le lieu héliocentrique correspondant de la Terre ou avec -
le point opposé (le dernier cas peut évidemment se présenter seule-
ment lorsque le corps céleste passe entre le Soleil et la Terre); se-
condement, toutes les fois que le premier licu géocentrique de I'astre
coincide avec le troisidme ; troisiémement, quand les trois lieux géo-
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centriques et aussi le second lieu héliocentrique de 1a Terre sont si-
tués dans le méme grand cercle.

Dans le premier cas, la position de Y'un des grands cercles AB,
A'B, A"B’, dans le second et le troisiéme la position du point B' res-
teront indéterminées. Dans ces cas-1a, les méthodes exposéesci-dessus,
par lesquelles, en considérant les quantités P et Q comme connues,
nous avons appris A déterminer les lienx héliocentriques d’aprés les
lieux géocentriques, perdent de leur eflicacité; on doit cependant
faire ici une distinction essentielle qui est, que dans le premier cas
ce défaut doit étre attribué & la méthode seule, mais dans le second
et le troisiéme & la nature méme du probléme ; dans le premier cas,
ceite détermination pourra donc certainement étre effectuée, si I'on
modifie convenablement la méthode, mais dans le second et le troj-
sitme elle sera absolument impossible, et les lieux héliocentriques
resteront indéterminés. 11 ne sera pas sans intérét de développer en
peu de mots ces relations ; mais il serait moins utile d’épuiser toutes
les questions qui touchent & ce sujet, parce que-la détermination
exacte de Yorbite est impossible dans tous ces cas spéciaux on elle
serait considérablement affectée par les plus petites erreurs d’obser-
vation. Le méme défaut existera aussi toutes les fois que les obser-
vations se rapporteront, non en vérité exactement, mais de trés-prés
& I'un de ces cas; c'est pourquoi, il faut Yy avoir égard dans le choix
des observations, et bien prendre garde de n’employer aucun lien
ol I'astre se trouve en méme temps dans le voisinage du nceud et de
Yopposition ou de la conjonction, ni des observations telles que le
corps céleste soit revenu, dans la dernidre observation, & peu prés
dans la méme position géocentrique qu'il avait occupée dans la pre-
mitre; ni, enfin, les observations dans lesquelles le grand cercle
mené du lieu héliocentrique moyen de la Terre au lien géocentrique
moyen du corps céleste forme un angle trés-aigu avec la direction du
mouvement géocentrique, et eflleure presque le premier et le troi-
si¢éme lieu.
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Nous ferons trois subdivisions du premier cas :

L. Si le point B coincide avec le point A ou avec le point opposé,
o sera égal & zéro on & 180°; v, ¢, " ctles points D', D" seront indé-~
terminés; au contraire, 1'»¥"s ¢ et les points D, B* seront déterminés;
le point C coincidera nécessairement avec A. Par des raisonnements
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semblables & ceux développés dans l'art. 440, on obtiendra facilement
I'équation suivante :

o S sin{z—e¢) R'sind sin(A”D —&") "

0= sinz “R’sind” "sin(A'D—¢'} q) -

1l sera donc permis de transporter ici tout ce qui a été exposé dans
les art. 141, 142, pourvu que I'on pose a = 0, et que b soit déter-

]
,‘"

seront calculées comme précédemment. Maintenant, aussitdt que z et
par suite la position du point ¢’ seront connues, on pourra assigner la
position du grand cercle GG/, son intersection avec le grand cercle
A"B’, c’est-a-dire le point C”, et par conséquent les arcs GC', CG”, C'G”
ou 2f", 2f', 2f; et de la enfin, on aura

LT sin2f . w'r singf

n ‘sin2f’ T o “sin2f”

miné par I'équation 42, art. 140, et les quantités z, ' .’? nr

1I. Tout ce que nous venons de dire pourra s’appliquer au cas
dans lequel B” coincide avec A” ou avec le point opposé, si I'on
change seulement toutes les quantités qui concernent le premier licu
avec celles qui se rapportent au troisitme.

IIL. Mais il est nécessaire de traiter un peu différemment le cas onl
B’ coincide avec A’ ou avec le point opposé. Ici le point ' coinci-
dera avec le point A’; ¥, ¢, ¢" et les points D, D", B' seront indéter-
minés; on pourra au contraire déterminer I'intersection du grand
cercle BB” avec I'écliptique (*), dont la longitude est posée = I’ -}~ =.

Par des raisonnements semblables & ceux développés dans 'art. 140,
on obtiendra l'équation

R sind sin (A”D'— sin®

0= " R sin®’sin (AD'— 8) + R”slu(l”-l’- =) o

Désignons le coeflicient de n, qui s’accorde avec a de Vart. 140,
par la méme lettre a, et le coefficient de n'r’ par §; a peut aussi etre
ici déterminé par la formule

Rsin (0’4 = —1)
T Rsin(F—T=%)"

(") Plus gériéralement, avec le grand cercle AA"”; mais pour éire plus bref, nous

considérons ici le cas seulement daps lequel I'écliptique est pris comme plan fonda-
mental,
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Nous avons donc
0=an-}-Bn'r'-}-n",
¢quation qui, combinée avec celles-ci,
nll

. —_— n n”__ )
P=—, 0_2( - 1):4,

produit

BPHA) v\ o, 4
‘P:l_“a*'l‘l'""l‘éQ-—O’

d’ot nous pourrions obtenir la distance ¥', pourvu qu'on nait pas
B=0, cas dans lequel on ne tire de I rien autre chose que P=—gq.
Au reste, quoiqu’on n’ait Pas =0 (car nous tomberions dans le
troisiéme cas que Fon doit considérer dans Farticle suivant), cepen-
dant § sera toujours une quantité trés-petite, et par conséquent P
devra nécessairement différer peu de —a; mais de 14 il est évident que

la détermination du coefficient Ey est trés-incertaine, et par

a
suite, que la détermination de ¥’ ne sera d’aucune précision,
De plus, nous aurons

—

aprés cela, de la méme manidre que dans art. 143, sont facile-
ment développées les équations

n'r' siny’

rsml;:—n—..-m sin ({"—1),
i o3 Vll___’_l’_r' Sil’]‘f H I},
sing’ = 7 aine SN =,
H Je—— Sin{’ H 74 7N,
rsnn(C—-AD’)_r’P mSln(c A D 5

dont la combinaison avec les équations VIII et IX de I'art, 143 per:
mettra de déterminer les quantités r, &, 1", ¢". Les autres opérations
du calcul s'accordent avec celles décrites auparavant,
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Dans le second cas; oit B’ coincide avec B, D' coincidera aussi avec
le méme point ou avec son opposé. On aura donc AD'—3et A" —§”
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égaux A zéro ou & 480; de 1A nous obtenons, d’aprés les équations
de 'art. 143, '

ﬁ__ siné' Rsind
n ~  sine “sin(z4A'D—¥)°
11'_r_‘ — isin ¢ R”sind”

.’

sine’* sin (z-}- A'D"—¥)’
R sind sine” sin (z 4 A'D”—&) ==PR”sin¥" sin e sin (z -}- A’'D—3'),

11 est d’apres cela évident que z peut étre déterminé d’aprés P seul,
indépendamment de Q (A moins qu’on n’ait, par hasard, AD" = AD
ou = A'D =180, ce qui nous ferait retomber dansle troisi¢me cas);
mais z étant trouvé, r’ sera aussi connu, et par conséquent aussi les

1" 1 '
quantités %, et :7, au moyen des quantités %J ’%; ct enfin, de

1A aussi,

n a2 ,
Q=2 (;,—{—;,--—1)7".

1l est donc évident que P et Q ne peuvent &tre considérés comme
des données indépendantes 'une de I'autre, mais représenteront ou
une seule donnée ou des données incompatibles. La position des
points G, G restera dans ce cas arbitraire, pourvu qu’ils soient pris
dans le méme grand cercle avec G,

Dans le troisiéme cas, ou A, B, B', B” se trouvent sur le méme grand
cercle, D et D” coincideront respectivement avec les points B, B ou

avec les points opposés; on obtient de I3, par la combinaison des
¢équations VII, VI, IX, art, 143,

__ Rsindsine” _ Rsin(T'—1)
~ R’sindsine — R’sin("—)’

Dans ce cas, la valeur de P s'obtient donc par les donnees mémes

du probléme, et par conséquent la position des points G, G/, C"restera
indéterminée.

¢

163

La méthode que nous avons exposée depuis I'art. 136, est en réa~
lité principalement destinée & la détermination d'une orbite encore
entitrement inconnue; elle peut cependant étre employée, égale-
ment avec un grand succés, quand il s'agit de corriger une orbite
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déja approximativement connue, A Faide de trois observations dis-
tantes autant qu'on voudra I'une de Iautre. Mais, dans un pareil
cas, il sera convenable de faire quelques modifications, Quand, en
effet, les observations embrasseront un grand mouvement héliocentri-

que, il ne sera plus permis de considérer % et 64" comme des va-

leurs approchées de P et Q; mais des valeurs beaucoup plus exactes
pourront €ire obtenues au moyen des éléments approximativement
connus. D'aprés cela, on calculera d'un trait de plume, 4 I'aide de ces
¢éléments, les lieux héliocentriques dans Yorbite pour les trois épo-
ques des observations, d’ou, en désignant les anomalies vraies par v,
v', v”, les rayons vecteurs parr, ', v, le demi-paramétre par p, on
obtiendra les valeurs approchées suivantes ;

o o 1 -— ° l ll_ ’
. rein (v — 1) 4 sma(v’ v)smn(v v)

r’sin (" —v)’ Q=

1 4
pcos; (v'— v)

Avecces valeurs, sera donc établie Ja premiére hypothése, et, en les
faisant varier un peu 4 volonté, Ia seconde et la troisi¢me; il n'y au-
rait, en eflet, aucun avantage & adopter ici ' et Q' pour les nouvelles
valeurs (comme nous 'avons fait ci-dessus), puisqu'il n’est plus per-
mis de supposer que ces valeurs s'obtiennent plus exactes, Par cette
raison, les trois hypotheses pourront étre résolues en méme temps ;
la quatri¢me sera ensuite formée d'aprés les régles de Fart. 190.
Aureste, nous n’objecterons rien, si quelqu’un pense que quelqu’une
des dix méthodes expliquées dans les art, 124-129, est, sinon plus,
au moins presque également prompte, et préfére par suite s'en servir.



DEUXIEME SECGTION.

DETERMINATION D’UNE ORBITE D'APRES QUATHE OBSERYATIONS,
DONT DEUX SEULEMENT SONT COMPLETES.
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Nous avons déji établi, au commencement du second livre
(art. 415), que lusage du probléme longuement traité dans la sec-
tion précédente, est limité aux orbites dont I'inclinaison n'est ni
nulle, ni trés-petite, et que la détermination des orbites peu inclinées
doit nécessairement étre basée sur quatre observations. Mais quatre
observations, puisqu’elles équivalent 3 huit équations, et que le
nombre d'inconnues monte seulement i six, rendraient le probléme
indéterminé; c'est pourquoi il faudra mettre de cdté, dans deux
observations, les latitudes (ou les déclinaisons), pour qu’on puisse
satisfaire exactement aux autres données. Ainsi se présente le pro-
bléme auquel cette section sera consacrée; mais la solution que nous
donnerons ici ne s'étendra pas seulement aux orbites peu inclinées,
‘mais pourra aussi étre appliquée avec succés aux orbites d'une incli-
naison de grandeur quelconque. Ici aussi, de méme que dans le
probléme de la section précédente, il convient de séparer le cas dans
lequel on posséde déja les dimensions approchées de l'orbite, de
celui relatif A une premiére détermination d'une orbite encore entié-
rement inconnue : nous commencerons par le premier cas.
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La méthode la plus simple pour ajuster une orbite, déja approxi-
mativement connue, 3 quatre observations, parait étre celle-ci.
Soient z et y les distances approchées de I'astre 4 la Terre dans deux
observations complétes; au moyen de ces distances on calculera les
lieux héliocentriques correspondants, et de la les éléments ; aprés
cela, on calculera, d’aprés ces éléments, les longitudes géocentriques
ou les ascensions droites pour les deux autres observations. Si ces
quantités s'accordent par hasard avec les observations, les éléments

1
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n’auront besoin d’aucune correction; s'il n'en est pas ainsi, les dif-
férences X, Y seront motées, et I'on refera le méme calcul une se-
conde fois en faisant varier un peu les valeurs de x et y. On déter-
minera ainsi trois systtmes de valeurs des quantités x, y et des
différences X, Y, d'oit Ion obtiendra, d'aprés les principes de
lart. 120, les valeurs corrigées des quantités «, y auxquelles cor-
respondront les valeurs X =0, Y=0. Par un calcul semblable
établi sur ce quatriéme systéme, on déterminera les éléments d’aprés
lesquels les quatre observations seront toutes exactement repré-
sentées. ’

Enfin, si I'on a le pouvoir de choisir, il sera plus convenable de
prendre pour observations complétes, celles qui permettent d’obtenir
la position de Y'orbite avec la plus grande précision, et par consé-
quent les deux observations extrémes, toutes les fois qu'elles em-
brassent un mouvement héliocentrique de 90° ou moins. Mais si
elles ne jouissent pas’d’une égale précision, on mettra de coté les
latitudes ou les déclinaisons de celles que I'on soupconnera é&tre les
moins exactes.
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Pour la premiére détermination d'une orbite enti¢rement inconnue,
d’aprés quatre observations, on emploiera nécessairement des posi-
tions n’embrassant pas un mouvement héliocentrique trop grand;
sans cela, en eflet, nos moyens seraient insuffisants pour obtenir fa-
cilement la premiére approximation. Cependant la méthode que nous
allons immédiatement donner, jouit d’une si grande extension, que
Yon pourra, sans hésitation, faire usage d’observations embrassant un
mouvement héliocentrique de 30 ou 407, pourvu que les distances au
Soleil ne soient pas trop inégales : lorsque I'on pourra choisir, il sera
plus avantageux de prendre, peu prés égaux, les intervalles de
temps compris entre la premitre et la seconde observation, entre
la seconde et Ia troisi¢me, entre la troisitme et la quatri¢me. Mais
il 0’y aura pas besoin de trop s'en préoccuper, ainsi que le montrera -
Pexemple ci-joint, dans lequel les intervalles de temps sont 4S, 65
et 59 jours, et le mouvement héliocentrique plus grand que 50,

Notre solution demande, en outre, que la seconde et la troisitme
observation soient complétes, et par suite, que les latitudes ou décli-
naisons soient négligées dans les observations extrémes. Nous
avons, en Vérité, averti ci-dessus, que eu égard a la précision, il
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sera le plus souvent préférable que les éléments soient adaptés aux
deux observations complétes extrémes, et aux longitudes ou ascen-
sions droites intermédiaires; cependant, dans une premiére détermi-
nation de L'orbite, on ne regrettera pas d’avoir renoncé & cet avan-
tage, puisqu'une prompte approximation est de beaucoup le plus
important, et qu'on peut facilement aprés cela réparer ce dommage
qui, principalement, tombe seulement sur la longitude du neud et
Pinclinaison de l'orbite, et affecte 3 peine sensiblement les autres
¢éléments,

Pour étre plus bref, nous établirons I'exposition de Ja méthode,
de mani¢re & rapporter tous les lieux & I'écliptique, et par suite,
nous supposerons que quatre longitudes et deux latitudes sont” don-
nées; cependant puisque nous tenons compte, dans nos formules,
dela latitude de la Terre, elles pourront facilement se rapporter au
cas ol Yéquateur est pris comme plan fondamental, pourvu que
les ascensions droites et les déclinaisons soient substituées aux lon-
gitudes et aux latitudes.

Enfin, tovt ce que nous avons exposé dans la section précédente,
concernant la nutation, la précession et la parallaxe, et aussi I'a-
berration, s’applique aussi bien ici; & moins done, que les distances
approchées & la Terre ne soient déji connues d’autre part, de ma-
niére qu'on puisse employer, relativement & V'aberration, la mé-
thode I de lart, 118, les licux observés seront d’abord sculement
délivrés de Faberration des étoiles, et les époques seront corrigées,
aussitét que I'on aura obtenu, dans le cours du calcul, une déter-

mination approchée des distances, ainsi qu'on le verra plus claire-
ment dans ce qui suit.
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Nous faisons précéder I'exposition de la méthode de la liste des
principaux signes qui y sont employés. Nous aurons :

t, ¢, ", 1", époques des quatre observations;

a, o'y «"y o, longitudes géocentriques de 'astre ;

g, &, 8", B, leurs latitudes;

r, r, v, ¥'", distances au Soleil ;

ps ¢ ¢, p", distances a la Terre;

4, 0,1, 1", longitudes héliocentriques de la Terre;

B, B, B’, B", latitudes héliocentriques de la Terre ;

R, R, R’, R", distances de la Terre au Soleil ;
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(n01), (n12), (n23), (n02), (n13), le double des aires des
triangles qui sont respectivement compris entre le Soleil, la pre-
miére et la seconde position de Fastre, la seconde et la troisiéme, la
troisitme et la quatriéme, la premiére et la troisi¢me, la seconde et
la quatriéme; (401), (442), (n23) les quoticnts obtenus par la di-

vision des aires 3 (no01), 3 (n12), % (n 28), par les aires des sectears

correspondants;

P (n19) P (n19)

T W0’ T (m23) -
o [ (001} (n12) s o [(12) 4 (n23) "
U= "0 _’]"’ = n13 —’]' '

v, v, v, v, les longitudes de la plantte, dans I'orbite, comptées
-d'un point arbitraire. Désignons enfin par A’, A", les positions hé-
liocentriques de la Terre sur la sphere céleste dans la seconde et la
troisitme observation, par B, B les lieux géocentriques de Vastre
et par C', G" ses positions héliocentriques.

Ceci étant compris, le premier travail consisiera, de méme que
dans le probléme de la section précédente (art. 136), dans la déter-
mination de la position des grands cercles A'C'B', A"C”B” dont nous
désignons les inclinaisons sur I'écliptique par y', y"; nous joindrons en
méme temps i ce calcul Ja détermination des arcs A'B' = &', A"B"=3".

De 14, nous aurons évidemment,

¥ ="+ 2 R cosb' I R*
’JI= \/P”"'I‘ QP"R"COSBH-" Rll”

ou, en posant
¢+ R'cos¥’ =2, p"-}- R”cosd”=2z", R'sind=a’, R"sind"= a’,
Y= T ",
rll —_— ’x"’ _'_ all..
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En combinant les équations 1 et 2, art. 112, on obtient les équa-

tions suivantes, exprimées d’aprés les symboles relatifs 2 la présente
recherche :
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0==(n12) RcosBsin ({— a)—(n02)|¢’ cosP'sin ('—a)4-R'cos B'sin ('~ )]

+ (n01){p"cos B” sin (a” — o) + R” cos B” sin (I’ — a)

0=(n23) [¢' cos'sin (" — ') & ' cosB'sin(a"— 1))
— (n13) [¢"cos B sin (4°— ")+ R” cos B sin (a*— I")]
+ (n12) R" cos B* sin (@™ — 7).

Ces équations, en posant,

R'cosB'sin {I' —«)
cos@'sin (&' —a)

R” cos B"sin (a” — ")
cos §” sin (2" —a")

R'cosB'sin (@®—1')
cosf¥'sin (& —«')

R”cos B”sin ({” —1)
cosf’sin («" — a)

ReosBsin (! —a)

—R'cosd'=¥,

—R"cos8" =47,

—R cos¥’ ==,

— R’I oS 8” = xll,

cosf’sin(a’—a) ~
R”cos B"sin («"—{") N
cosf'sin («*—a') ~ ’

‘cosP'sin(a’'—a)
cospsin(@—a) '
cosf’sin (a"—2")
cosB'sin(a”—a') s

et toules les réductions étant convenablement faites, se changent en

les équations suivantes :

w1 P) (g ) o petop,
l"'”(l + pn)éxull +b’l) =x’+l’+ llpfl;
14—
("} a")2

ou, en posant en outre,

—x'—AP=¢, pW(+P)=d
-_.7-' _—l'P'_—_:c”, F’I(l +l)’l) =d”,
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en celles-¢i, '
L sr=c g SEHY)
Q
14 3
=4 a3
i r=c"4 ‘_‘———'—'——-d (z’(’):!- i
14 S
(2" i

Aumoyen de ces deux équations z' et 2" pourront étre déterminées
daprésa, V', ¢, d,Q, a", V", ¢", d", Q". Si, en vérité, on devait éli-
miner de ces équations, &’ ou 4", nous tomberions sur une équation
d’un ordre trés-élevé; mais par des méthodes indirectes, les valeurs
des inconnues ', 2" seront obtenues assez promptement au moyen
de ces équations, sans changer leur forme. Le plus souvent les va-
leurs approchées des inconnues sont déja obtenues si I'on néglige
d’abord Q' et Q"; & savoir :

g O W) fady

i—dd’ ’
z,,-. cl+dl(bl+ cll) + dldllbll
- 1—d'd” ’

Mais dés que la valeur approchée de I'une ou Fautre des incon-
nues est obtenue, les valeurs satisfaisant exactement aux équations
s'obtiennent facilement. Soit, en effet, & Ia valeur approchée de '
qui, substituée dans I'¢équation I, donne 2" — §’; de méme en substi-
tuant 2" =&" dans Péquation 11, on en déduit z'=X'; les mémes
opérations sont répétées en substituant pour 2’ dans I une autre va-
leur €'-}-+, d’ott I'on obtient 2" — &+ v"; cette valeur étant substi-
tuée dans 11, donne o'=X'4- N'. Alors, 1a valeur corrigée de 2’ sera

- , (el_xl) v _ E:Ny__xlvl
E + NI —_ vl _ x:__ ‘l'

ct Ia valeur corrigée de 2",

oy E=X)¥"

N:___ vl .

Si on le juge nécessaire, le méme calcul sera recommencé avec la
valeur corrigée de z et une autre légérement différente, jusqu’a ce
que Y'on trouve des valeurs de o', 2" satisfaisant cxactement aux
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équations I, 1. Au reste, les moyens ne manqueront pas, méme &
I'analyste médiocrement exercé, pour abréger le calcul,

Dans ces opérations les quantités irrationnelles (2" 4- q”);',
(%" a"*)} sont facilement calculées, en introduisant les ares z', 2

"

!
dont les tangentes sont respectivement %—, %; de 13, il vient

]

/ '3 ":; "=-ﬁ’—-=-—z’—
Vel fat =y sinz’ = cos?’
all I”

J 2" + Q" ==

sinz’  cosz”’

Ces arcs auxiliaires, qui doivent &tre pris entre 0 et 180° pour que
¥’ et r’ deviennent positifs, seront évidemment identiques avec les
arcs G'B, C"B’, d'ou il est clair que de cette maniére on connaitra
non-seulement ¢’ et 1, mais aussi la position des points G’ et C".

Cette détermination des quantités «', =" exige que a',a",¥', 0", ¢, ¢",
d',d",Q', Q" soient connues; les quatre premitres de ces quantités
s'obtiennent, par le fait, des données du probléme, mnais les quatre
suivantes dépendent de P et P", Les quantités P, P, (¢, Q" ne pour-

ront pas encore Ctre exactement déterminées; cependant puisque
Ion a

_r—t (v01)
L. Iy—:"'—:['(nm)’
'—1t' {23)
v, =
¥ "—t"" (n12)’
4 2
v.Q= ! k'(t’-—t)(l”—t’)lj . !

191

l r l 7 i U4
(1,01)(1,l~2)cos§(v -v}cosé(v --v)cos-é(v —v)
1

VI.Q'= ! R—r) (t"'—-l”)i’—.
: 2 rr”

1 i ’
(nl‘l)(n23)cos§(v”——tl Jcos a(v"—v’)cos%(v'-—o”)

aussitot se présentent les valeurs approchées,

r—t

=t
P K~ PO
t’-—t’ lu_tﬂ’

Q= LRU—0E—r), U=gRE—nE—r),

sur lesquelles sera bas¢ le premier calcul.



256 LITRE 11, SECTION 1,

169

Le calcul de Iarticle précédent étant achevé, il faudra avant tout
déterminer Farc G’ C", Ceci se fera de Ia maniére la plus commode,
si auparavant, de méme que dans I'art, 137, on a obtenu Yintersec-
tionD des grands cercles A'C'B, A"C"B", et leur inclinaison mutuellee:
aprés celd, on trouvera, au moyen de ¢, de ¢'D—2' +B'D, et de
G'D=z"4-B"D, par les mémes formules que nous avons données
dans l'art. 144, non-seulement C'C"=v"—0', mais aussi les an-
gles (', u"), suivant lesquels les grands cercles A'B’, A" B’ coupent
le grand cercle C'C". Aprés que Yarc v"—v' aura été trouvé, v’ —y
et r s'obtiendront par la combinaison des équations

. 7'sin (v”-é v')
rsmp—p)=—23_""_ "/
v'—v) v

_ AP Asin(v*—v)

7 8i (V'— v+ 0"~ v) p—- ;
14+ A

et de la méme maniére, 1 et v""—y", par la combinaison des équa-
tions

r¥sin (v"—v") = vsin(v"—v)

P” ’
7 "o ”— "
r78in (0" — o' f o = ) = 1 "l';,,P sinfv T d
’ ’ + r.-"/‘,

Tous les nombres trouvés de cette manitre seraient exacts si dés
le commencement on etit pu partir des valeurs vraies de P, P,Q,Q%
et alors, on pourrait déterminer la position du plan de Vorbite, de la
méme maniére que dans I'art. 149, soit d'aprés A'C, w'et ¥/, soit dapres
A"C”, u” et ¥"; et les dimensions de I'orbite au moyende r’, r", t', (",
et v"— v, ou, ce qui est plus exact, au moyende r, r', ¢, t", et v —v.
Mais dans le premier calcul, nous négligerons toutes ces quantités,
et nous nous attacherons principalement  obtenir les valeurs le plus
approchées des quantités P, P, Q', Q". Nous atteindrons ce but, si
d’aprés la méthode exposée art. 88 et suivants,

de  », ¥, v —v, ¥ —1t nous obtenons (n01);
» v —v, '—v¢ » (n12);
DT —y, (— g » (n23).
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Nous substituerons ces quantités et aussi les valeurs de r, 7, v", ",
cos% (v'—v),... etc.,dans les formules 111-VI, d'ou les valeurs de P, Q,

P’, Q" résulteront beauconp plus exactes que celles sur laquelle la
premitre hypothése a été établie. Avec ces valeurs, on formera alors
la seconde hypothése, qui, si elle est conduite jusquau bout exacte-
ment de la méme maniére que la premiére, fournira des valeurs beau-
coup plus exactesde P, Q',P”, Q", et on obtiendra ainsi la troisiéme
hypothése. Ces opérations seront répétées jusqu’a ce que les valeurs
de ¥, Q,P”,Q" paraissent ne plus exiger de correction, ce qu'une
pratique fréquente apprendra bientdt & juger sainement. Lorsque le
mouvement héliocentrique est petit, l1a premiére hypothése fournit
généralement ces valeurs déj assez exactement ; mais si le mouve-
ment embrasse un arc assez considérable, si de plus les intervalles de
temps sont notablement inégaux, il faudra avoir recours & plusieurs
hypothéses; mais, dans ce cas, les premiéres hypothéses n’exigent
pas une grande précision de calcul. Enfin, dans la derni¢re hypo-
thése, les éléments eux-mémes seront déterminés de la maniére que
nous venons de I'indiquer.

170

Dans la premiére hypothése, il faudra évidemment se servir des
temps non corrigés ¢, t', 1, 1" puisque les distances 3 la Terre ne peu-
vent pas encore étre calculées; mais aussitdt que nous aurons obtenu
les valeurs approchées des quantités «', 2", nous pourrons aussi dé-
terminer approximativement les distances. Cependant, puisque les
formules relatives 4 p et p" se présentent ici un peu plus compliquées,
il sera convenable de retarder le calcul de la correction des temps
jusqu’au moment oit les valeurs des distances s’obtiendront assez
exactement pour qu'il soit inutile de recommencer le calcul. G'est
pourquoi il sera avantagenx d’établir cette opération sur ces valeurs
de &', 2" auxquelles conduit I'avant-derniére hypothése, de manitre
i procéder enfin & la derniére hypothése avec les valeurs corrigées
des temps et des quantités P, P, Q', Q". Voici les formules que I'on
‘devra employer 4 cet effet :

VIL, ¢ =z —R'cos ¥,
ViIL. p”=2z"=—R"cos?’,
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1X. " pcosp=—RcosBcos (a—7)
+ —i-_t:%— (o' cos §'cos (o —a) |- R'cosB'cos({'~—a) ]
P (1 +;,—,)

— .:? [P”COSp” cos (a”-a] + B.”COS])”OOS (l"—- ﬁ) ]’ .

X. psinf=—RsinB ——-‘-—i-—%—- (¢'sinf4-R'sinB)
P (1 +?)

— g (¢"sin"+ R"sinB’),

XL . p"cosB”=—R"cosBcos (:"—I")
L.
w@+ﬁ9

— v [¢'cos cos (6" — ) 4 K cos Bloos (2" 1)),

[p"cosp”cos(a"—a")-}-R" cos B"cos(a™—1") )

XIL.  p"sinf”=— R"sin B"}- __1_"”_2’6'__ {¢”sing”-}- R”sin B”)
| ( 1-}- ;——,)

—r‘y_, (¢'sin@’ 4 R'sinB).

Les formules IX-XII se déduisent sans difficulté des équations 1,
2, 3, art. 112, pourvu que les symboles employés dans ces équations
soient convenablement remplacés par ceux dont nous nous servons
ici. Il est évident que les formules deviendront beaucoup plus sim-
ples, si B, B, B” s’évanouissent. Par la combinaison des formules IX
et X, on obtiendra non-seulement p mais aussi §, et de la méme ma-
niére, non-seulement ¢” mais aussi ', au moyen des équations XI
et XII : les valeurs de. ces latitudes comparées A celles fournies par
Fobservation (qui n'entrent pas dans le calcul), si elles sont données,
montreront avec quel degré de précision les latitudes extrémes peu-
vent ¢tre représentées au moyen des éléments qui s’adaptent aux
six autres données.

171 .

Un exemple convenable pour éclaircir cette recherche s'obtient
d’aprés Vesta, qui, parmi toutes les planétes récemment décou-
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vertes, jouit de la plus petite inclinaison sur Yécliptique (*). Nous
choisissons les observations snivantes obtenues A Bréme, Paris, Li-

lienthal et Milan, par les célébres astronomes QOrpers, Bouvaep,
BessEL et ORIANT ¢

TEMPS MOYEN
da lieu de Fobservation. ASCENSION DROITE. DECLINAISOX,

1807, Mars. . . . 307 12* 33= 47'| 183* 52 40” 8 [41° 54' 27,0 Nord.
Mai.....47 8 46 5| 178 36 42 3 |11 39 468 —
Juillet. .. 1110 30 19| 189 49 7 7 |3 9 104 -
Septembre. 8 7 22 16| 212 50 3 4 |8 38 17,0 Sud.

Nous trouvons pour les mémes époques, d’aprés les tables du
Soleil,

LOXGITUDE . _ OBLIQUITE
du Soleil NUTA- | DISTANCE JLATITUDE

i fo
de V'équinoxe N apparen
apparent. TION. | alaTerre. | daSoleil. do Vécliptique.

Mars. . . 30§ 9°21'59",5 |- 16,8] 0,9996448 | + 07,23]23° 27’ 507,82

Mai.. . . 17| 55 56 20 ,0 |+16,2] 1,0149789 |— 0 ,63 49 ,83
Juillet. . 11} 108 34 53 ,3 {4-17,3| 1,0165795 |— 0 ,46 69 49
Sept. .. 8| 465 8 57 ,1 |+16,7| 1,0067421 |+ 0 ,29 49 2

Maintenant, les lieux observés de la planéte, en employant I'obli-
quité apparente de I'écliptique, ont été convertis en longitudes et
latitudes, purgés de la nutation et de I'aberration des fixes, et
enfin, en retranchant la précession, réduits au commencement de
I'année 1807; les positionsfictives de la Terre ont alors été déduites des
lieux du Soleil, d’aprés les principes de I'art. 72 (afin d’avoir égard

(") Néanmoins cette inclinaison est encore assez considérable pour établir assez siro-
ment et exactement une détermination de 'orbite sur trois observations; les premiers
€léments, en effet, qui ont été déduits de cette maniére d’apres trois observations dis-
tantes I'une de I'autre de 19 jours senlement, (voyez Vox Zaca’s, Monatliche corres-
pondenz, vol. XV, p. §95) approchent déjA de'prés de ceux qui ont icl été dédaits de
quatre observations, embrassant un intervalle de 162 jours.
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4 la parallaxe), et les longitudes transportées 4 la méme époque en
retranchant la nutation et la précession; enfin, les époques ont été
comptées du commencement de I'année et réduites au méridien de
Paris. De cette maniére ont été obtenus les nombres suivants :

0,0, 1" | 89,505162 | 437,344502 | 192,419302 | 251,288102
a, o, o”, a" (178°43'38",871 74 1'30",08|187°45 42",23(21338'15” 63
B, #,8°,8" | 1227 6,16/ 10 8 7,80| 64725 ,51| 52021 63
L4, 1" 118921 33 ,74(933 86 0 ,63{288 35 20 ,32/335 918 69
logR.®",R",R” | 9,9997990 | 0,0031376 | 0,0074739 I 0,0030623

De 14 nous déduisons
Y =168:32' 41”35, ¥= 62023 4".88, loga’ —9,9526104,
T'=113 515.68, &=100 451 .40, loga"==19,0994839,
b'=—11,000449, x' =—1,083306, log}=0,0728800, logy’=9,7130702n
6":=— 2,082036, x"=-}-6,322006, logA"=0,0798512n, logy"—9,8387061
AD= 37475150 A’D= 89" 24 11,84
BD=—25 513,38 B'D=—41 20 49,56

Ces calculs préliminaires étant résolus, nous abordons la premiére
hypothése. D'aprés les intervalles de temps nous avons

log k (¢ — 1) = 9,9153666

log k(¢ — €)= 9,9765359
logk (I"—1")=0,0054651,

et de 13, les premiéres valeurs approchées

log P’ =0,06117, log (1 4 P')==0,33269, logQ = 9,59087,
logP"==9,97407, log(1 + P*) =0,28681, log Q=9 67997
de 12 ensuite,

¢ =—17,68361 logd’ =0,04666n
¢’=+4-2,20T11  logd”"=0,12552.

2

Au moyen de ces valeurs, on obtient, aprés quelques essais, la so-
lution suivante des équations I, 11 :

Z'=2,0i836, 2=933817", logr= 0,34951
T'=1,95743, z"=97 2 0, logr"=0,34194.

De 2, 2" et ¢, nous obtenons

CO=v =0 =4T75";
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de la, v'—v, r, v — ", ' pourront étre déterminées par les
équations suivantes :

logrsin (v —v) =9,74042, logrsin (v’ —v - 17° 7' 8") = 0,07300
logr™sin (v*—v")=9,84739, logr"sin(v"—v"4-17 7 B )=10,10733;.

d’ol nous obtenons

v —v=1414'32", logr = 0,35863,
v —v"=18 48 33, logr"= 0,33887.

Enfin, on trouve
log (n01) = 0,00526, log (n12) =0,00599, log (n23)=0,00711,
et de 1a les valeurs corrigées de P, P, Q', Q”,

log I = 0,05944, log (Y =9,60374,
logP’=9,97219, logQ”"=19,69581,

sur lesquelles la seconde hypothése sera établie. Ses principaux résul-
tats sont les suivants :

¢ =—1,61820, logd =0,045736n,
¢’=+4221061, logd’=0,126054,
' =2,03308, z'=9%34T'54", logr =0,316741,
Z'=1,94200, "=2712925, logr"=0,330373,
CC=v'—v=1780",
v —u =1421'36", logr =0,354687,
V" —v'=18 50 43, logr"=0,334564,
log (n01) = 0,004359, log(n12)=0,006102, log(n23)==0,007280.

De 13 se déduisent de nouveau les valeurs corrigées de P, P”, Q'; Q"

log P’ =0,059426, log Q' =9,604749,
logP*=9,972249, logQ"=9,697364,

au moyen desquelles, si nous procédons & la troisiéme hypothése,
résultent les nombres suivants :

¢ =~—1,61815, logd' =0,045720n

¢’=12,21076, logd"=0,126082

Z =92,03285, 2 =23°48'14", logr'=0,346653

2’=1,94235, 2'=9714249, logr'=0,339276
CC =0 —t =AT'% §
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vV —v=14"21'49", log r =0,354522

VT—d"=18 81 7, logr"=0,331290
log(n01) = 0,004363, log (n12) = 0,006106, log (n23) =0,007290.

* Si maintenant les distances A la Terre sont calculées d’aprés les
principes de I'article précédent, on obtient

o’ == 14,5635, p"=2,4319
‘log p cos p=0,09876 log ¢” cosB” — 0,42842
logpsin B —9,44952 log 0" sin 8™ — 9,30003
B =1226' 40" £” = 4°20"39”
log p =0,10909 log p" = 0,42967.

De 14 sont obtenus

, Corrections des temps. Epoques corrigées.

L 0,007333 89,497827
IL 0,008921 435,333581
IR 0,012163 192,407337
IV. 0,015346 251,272756

d'oit se déduisent les valeurs des quantités P, P, ', Q”, corrigées
de nouveau, -

logP'=0,05045,  log Q' —9,604782,

log P’ = 9,972233, logQ"=9,697687.

Enfin, si & I'aide de ces nouvelles valeurs la quatriéme hypothése
est formée, les nombres suivanis s’en déduisent :

¢ ==—17,618116, logd’ ==0,045723
¢'=-}-2,20773, logd"—0,126084
T=2,03U73, ' =934'46",1, log+ = 0,316638
T=1,042281, 2'=9742 81,7, logs"=0,339263
V¥ =AT" & B4, §(fl)=176°750".5, ' —uj=4°3323".6
V—v=1421 81.9, logr=0,354503
v —v'=1851 9.5, logr"=0,335263.

Ces nombres différent si peu de ceux fournis par la troisit¢me hy-
pothese, que nous pouvons maintenant procéder en toute sireté & la
détermination deséléments, Nous déterminerons d’abord la position du
plan de Vorbites D'aprés les régles de I'art. 449, on trouve, an moyei
dey, vy et NG’ =8 — ¢, l'inclinaison delorbite = 7° 8 14":8, lalon<
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gitude du neeud ascendant 403°16' 37".2, I'argument de la latitude
dans la seconde observation 94°36'4".9, et par suite, la longitude
dans Vorbite 197° 52' 42",1 ; de laméme maniére, au moyen de y", u” -
etA"C" =8" — 2", ondéduit pour linclinaison de I'orbite =7°8' 14",8
la longitude du neud ascendant 403°46' 37".5, P'argument de la
latitude dans la troisidme observation 111° 44°9".7, et par suite, la
longitude dans Yorbite 215° 0’ 47,2, D’aprés cela, la longitude dans
Porbite pour la premitre observation sera 183° 30’ 50".2, pour la
quatridme 233° b1'66",7, Simaintenant les dimensions de Y'orbite
sont déterminées d’aprés ¢ —¢, r, r", et v —v = 50° 21’ 6".5, on
trouve

Anomalie vraie pour le premier lieu........... 293° 33’ 43%,7
Anomalie vraie pour le quatridme lieu. .. ..... .. 343 54 BO ,2
Do 13, la longitude du périhélie. ............. 249 57 6,5 .
Anomalie moyenne pour le premier liev. ....... 302 33 32 ,6
Anomalie moyenne pour le quatriéme lieu. ... ... 346 32 25 ,2

Mouvement moyen diurne sidéral.. ........... 97877216
Anomalie moyenne pour le commencement de .

Pannée 1807. .. .c0euvveranossnenananan 278° 13 39,1
Longitude moyenne pour la méme épogue.. .. .. 168 10 45 ,6
Angle?......o--..u‘.............:.... 5 258,1

Logarithme du demi grandaxe. ............. 0,372898

Si les positions géocentriques de la planéte sont calculées d’aprés
ces éléments, pour les temps corrigés ¢, ¢, ¢, t", les quatre longi-
tudes s'accordent avec «, «', o', «”, et les deux latitudes intermé-
diaires avec §', §”, & un dixi¢me de seconde, mais les latitudes ex-
trémes sont 12° 26’ 43",7 et A° 20’ 40",1; la premitre en défaut de
22".4, et la seconde en excés de 48”,6. Cependant si, sans changer
les autres éléments, on augmeénte seulement Pinclinaison de Yorbite
de 6", et si 'on diminue de 4'40" la longitude du nceud, les erreurs
distribuées entre toutes les latitudes s’abaissent & quelques secondes,
et les longitudes sont seulement affectées d'errcurs trés-légéres, qui
se trouvent méme réduites & presque rien; si; en outrey on diminue
de 2" la longitude de I'époque.




TROISIEME SECTION.

DETERNINATION D'UNE ORBITE SATISFAISANT LE PLUS PRES POSSIBLE
A UK NOMBRE QUELCOXQUE D’OBSERVATIONS.

172

Si les observations astronomiques et les autres quantités, sur les-
quelles s'appuie le calcul des orbites, Jouissaient d'une précision
* absolue, les éléments aussi, qu'ils soient basés sur trois ou sur
quatre observations, s'obtiendraient aussitot absclument exacts (en
tant que le mouvement soit A la vérité supposé rigoureusement soumis
aux loisde KerLER), et, par suite, pourraient étre confirmés par d’au-
tres observations, .mais non corrigés. Mais puisque toutes nos me-
sures et nos observations ne sont que des approximations de la vérité,
et qu'il doit en étre de méme de tous les calculs qui reposent sur ces
quantités, il faudra viser a ce but important que tous les calculs re-
latifs au phénoméne concret s'approchent autant que faire se peut
de la vérité. Mais ceci ne peut avoir lien autrement que par une
combinaison convenable d'un plus grand nombre d’observations que
celui qui est rigourensement nécessaire pour la détermination des
{ quantités inconnues, On ne peut donc entreprendre enfin ce travail
: que lorsqu'on a déji obtenu une connaissance approchée de l'or-
! bite, qui doit apres cela étre corrigée de manitre A satisfaire le plus
| ezactement possible & toutes les observations. Quoique cette expres-
sion paraisse impliquer quelque chose de vague, cependant nous
donuons ci-dessous les principes suivant lesquels le probléme est
soumis & une solution légitime et méthodique.

Il ne peut étre avantageux de viser  la plus grande précision,
que lorsque la dernitre main doit étre mise A l'orbite que I'on
veut déterminer; au contraire, tant qu’on aura I'espoir que de nou-
velles observations donneront bient6t lieu & de nouvelles corrections,
il sera convenable de se relicher plus ou moins, suivant le cas, d’une
extréme précision, si I'on peut de cette manitre diminuer notable-
ment la longueur des calculs. Nous nous attacherons i considérer
I'un et I'autre cas.
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1l est d'abord de la plus grande importance que chacune des
positions géocentriques du corps céleste sur lesquelles on se propose
de baser Vorbite, ne soit pas déduite de simples observations,
mais, si c'est possible, de plusieurs observations combinées de telle
sorte que les erreurs accidentelles se détruisent mutuellement, au-
tant que faire se peut. C'est-a-dire, que les observations qui ne sont
distantes I'une de Yautre que d'un intervalle de peu de jours, —
ou méme, suivant le cas, d'un intervalle de 15 ou 20 jours, — ne
devront pas étre employées dans le calcul comme autant de posi-
tions différentes ; mais il sera préférable d'en déduire une position
unique, qui est une sorte de moyenne entre elles toutes, et qui admet
alors une bien plus grande précision que chaque observation con-
sidérée séparément. Cetravail repose sur les principes suivants :

Les positions géocentriques de I'astre calculées A I'aide des él¢-
ments approchés doivent différer peu des véritables positions, et les
différences entre les premiéres et les derniéres doivent varier si len~
tement que, pendant un intervalle de temps de peu de jours, on peut
les considérer comme A peu prés constantes, ou, au moins, les va~
riations peuvent &tre considérées comme proportionnelles au temps.
Si donc, les observations étaient exemptes de toute erreur, les diffé~
rences entre les lieux observés correspondant aux époquest, t', t’,
", etc., et ceux qui ont été calculés d’aprés les éléments, c'est-a~
dire, les différences entre les longitudes et les latitudes observées et
calculées, ou les-ascensions droites et les déclinaisons, seraient des
quantités sensiblement égales, ou au moins croissantes ou décrois-
santes uniformément et trés-lentement. Soient, par exemple, a, o,
a", a”, etc., les ascensions droites observées qui correspondent & ces
époques, et soient « -8, o' 4 &, «’ 4 8", «" - 8", etc., les ascen-
sions droites calculées; alors, les diflérences 3, &, 8", 8", etc., diffe-
reront des véritables déviations des éléments en tant seulement que
les observations elles-mémes sont erronées. Si donc ces déviations
peuvent étre considérées comme constantes pour toutes ces observa-
tions, les quantités 3, ¥, &’,3", etc., fourniront autant de détermina-
_tions différentes de la méme quantité, pour la valeur exacte de laquelle
il sera convenable de prendre la moyenne arithmétique entre ces dé-

terminations, en tant qu'il 'y ait réellement aucune raison de pré-
. 18
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férer 'une & I'autre. Mais si I'on trouve que I'on ne peut pas attribuer
le méme degré de précision A chaque observation, supposons que le
degré de précision, dans chacune d’elles, soit considéré comme res-
pectivement proportionnel aux nombres e, ¢, ¢”, ¢”, etc., c'est-2-dire,
que des erreurs réciproquement proportionnelles 4 ces nombres aient
pu étre commises dans les observations avec une ¢égale facilité; alors,
d’aprés les principes donnés plus bas, la valeur moyenne la plus
problable ne sera plus la simple moyenne arithmétique, mais

B ¢ - ¢ €75 et
e+ttt e fetc.

En posant maintenant, cette valeur moyenne égale & A, on pourra
prendrerespectivement pour les ascensions droites vraies, «-}- & —A,
o 48 —A, @ 34, o + 8" —A,.... et alors il sera arbitraire,
laquelle nous emploierons dans le calcul. Mais si les observations
sont distantes I'une de Fautre d'un trop grand intervalle de temps,
ou si les éléments de Forbite ne sont pas encore connus d'une ma-
ni¢re suflisamment approchée, de maniére qu'il ne soit plus permis
de considérer leurs déviations comme coustantes pour toutes les ob-
servations, on S’apercevra facilement, qu’il ‘n’en résultera aucune
modification, sice n'est que la déviation moyenne ainsi trouvée ne
peut pas étre regardée comme commune 2 toutes les observations,
mais doit plutét se rapporter a quelque époque intermédiaire, qui
doit étre déduite des époques individuelles de la méme maniére
que A s’obtient des déviations correspondantes, et par conséquent
généralement & I'époque

e e + e - e 4 ete.
el'-}-* - -} e |- elc,

~

C'est pourquoi, 'il plait de rechercher une grande précision, il
faudra calculer, d’aprés les éléments, la position géocentrique pour
la méme époque, et ensuite la corriger de I'erreur moyenne A, pour
que la position soit obtenue avec le plus d’exactitude; le plus sou-
vent cependant il suffira largement de rapporter 'erreur moyenne
a I'observation la plus voisine de I'époque moyenne. Ce que nous
avons dit ici des ascensions droites s'applique également aux décli-.
naisons, ou, si on le désire, aux longitudes et aux latitudes ; cependant
il sera toujours préférable de comparer immédiatement les ascensions
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droites et les déclinaisons calculées, & 'aide des ¢léments, avec celles
observées : par 13, en eflet, non-seulement nous rendrons le calcul
plus court, particulitrement si nous employons les méthodes ensei-
_gnées dans les art. 53-60, mais cette méthode se recommandera en
outre par cet avantage, que I'on peut aussi faire usage des observa-
tions incomplétes; et, qu'aussi, il serait & craindre, si tout était
rapporté aux longitudesetlatitudes, qu’une observation bien effectuée
en ascension droite, mais mal en déclinaison (ou vice versa), ne fut
défigurée des deux coiés, et ne devienne ainsi entiérement inutile.
Enfin, le degré de la précision devant étre attribuée A la moyenne
obtenue ci-dessus, sera, d’aprés les principes qui seront bientét expli-
qués,

Veit-ete"4-e" 4 ... elc.,

de maniére que quatre ou neuf observations, également exactes,

seront demandées, si la moyenne doit jouir d’une précision double
ou triple, et ainsi de suite.
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Si Yorbite d'un corps céleste a été déterminée selon les méthodes
enseignées dans les sections précédentes, d’aprés trois ou quatre po-
sitions géocentriques telles que chacune d'elles ait ¢t¢ déduite,
d’aprés la reégle de l'article précédent, d'un grand nombre &'obser-
vations, cette orbite tiendra comme le milieu entre toutes ces obser-
vations, et il ne restera dans les difiérences entre les licux observés
et calculés aucune trace d’ordre qu’il soit possible de faire dispa-
raitre ou de diminuer sensiblement par une correction des éléments,
Maintenant, toutes les fois que I’ensemble de toutes les observations
n’embrasse pas un trop grand intervalle de temps, on pourra obtenir
de cette manitre 'accord si désiré des él¢ments avec toutes les ob-
servations, pourvu que les trois ou quatre positions normales soient
judicieusement choisies. Pour déterminer les orbites des cométes ou
des planétes nouvelles, dont les observations n’embrassent, pas en-
core uné année, nous réussirons le plus souvent par ce. procédé,
autant que le permet Ja nature du cas. Toutes les fois donc, qu'une
orbite devant &tre déterminée, est inclinée surI'écliptique d’un angle
considérable, ellesera; en général, établie sur trois observations que
nous choisirons aussi écartées que possible; mais, i en agissant
ainsi, nous tombions fortuitement sur l'un des cas exclus ci-dessus
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(art. 160-162), ou si Iinclinaison de Yorbite semble trop petite,
nous préférerons la détermination par quatre positions que nous
prendrons aussi, le plus distantes 'une de I'autre,

Mais quand on posséde déja une Plus longue série d'observations
embrassant plusieurs années, on peut en déduire plusieurs positions
normales ; c’est pourquoi, nous n’assurerions pas la plus grande pré-
cision, si, pour la détermination de Yorbite, nous choisissions seule-
ment trois ou quatre positions, en négligeant toutes les autres. Dans
un pareil cas, au contraire, si nous nous proposons d'atteindre la plus
grande exactitude,, nous ferons en sorte de recueillir le plus grand
nombre possible de bonnes positions, et nous en ferons usage. Nous
aurons donc alors plus de données quiln’en faut pour la détermina-
tion des quantités inconnues ; mais toutes ces données seront sujettes
& des erreurs, petites toutefois, de manidre qu'il sera généralement
impossible de satisfaire & toutes exactement, Maintenant, comme il
n'y a pas de raison pour que, parmi ces données, nous en considé-
rions six quelconques comme parfaitement exactes, que plutot, sui-
vant toutes les probabilités, nous devons supposer que des erreurs
plus ou moins grandes sont également possibles dans foutes indis-
tinctement ; puisque en outre, généralement parlant, les petites er-
reurs sont plus souvent commises que les grandes, il est évident
qu'une orbite qui, tandis qu'elle satisfait exactement aux six don-
nées, s'écarte plus ou moins des autres, doit, d’aprés les prin-
cipes du calcul des probabilités, étre considérée comme moins
exacte qu'une autre qui, tout en différant aussi légtrement avec ces
six données, présente un accord d’autant meilleur avec les auntres,
La recherche d’une orbite ayant, dans un sens rigoureux, la plus
grande probabilité, dépendra de la connaissance de 1a loi suivant
laquelle la probabilité des erreurs diminue quand les erreurs aug-
mentent; mais ceci dépend de tant de considérations vagues et dou-
teuses, — physiologiques aussi, — qui ne peuvent étre soumises au
calcul, qu'il est A peine, et méme moins qu'a peine, possible d’assi-
gner convenablement une loi de ce genre dans aucun cas d’astrono -
mie pratique. Néanmoins, la recherche de la liaison entre cette loi
et Lorbite la plus probable, que nous entreprendrons maintenant

dans sa Plus grande généralité, ne doit en aucune facon étre consi-
dérée comme une stérile spéculation,
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Dans cé but, de notre probléme spécial nous nous éléverons & une
recherche beaucoup plus générale et des plus fécondes dans toute
application du calcul A la philosophie naturelle. Soient V, V', V" des
fonctions des quantités inconnues p, g, r, s,... elc, p le nombre de
ces fonctions, v le nombre des inconnues, et supposons que par
des observations directes on ait trouvé pour valeurs de ces fonctions
V=M, V=N, V' =M,... etc. En parlant d'une mani¢re générale,
la détermination des valeurs des inconnues constituera donc un pro-
bléme indéterminé, déterminé ou plus que déterminé, selon que I'on
aura p<v, p=v,ou p>v ().

Nous nous occuperons ici du dernier cas senlement, dans lequel,
évidemment, la représentation exacte de toutes les observations serait
seulement possible, dans le cas ol toutes les observations seraient
absolument exemptes d’erreur. Puisque par la nature des choses ceci
ne peut avoir lieu, on devra regarder comme possible tout systéme
de valeurs des quantités inconnues p, g, r, s,... etc., par lequel
s'obtiendront les valeurs des fonctions V—M,V'— ', V'—M",... etc.,
renfermées dans les limites des erreurs qui peuvent étre commises
dans les observations, ce qui, cependant, ne doit nullement &tre
compris comme impliquant que chacun de ces syst¢mes possibles
doit jouir d'un égal degré de probabilité.

Supposons d’abord, dans toutes les observations, un état de choses
tel qu'il 'y ait aucune raison pour supposer I'une moins exacté que
autre, ou tel qu'on doive supposer des erreurs de méme grandenr
comme également probables dans chaque observation. La probabilité
devant étre attribuée & toute erreur A sera donc exprimée par une
fonction de A, que nous désignerons par ¢A. Maintenant, quoiqu’il
ne soit pas permis d’assigner d'une maniére précise la forme de cette
fonction, rious pouvons au moins aflirmer que sa valeur doit devenir
masimum pour A =0, avoir généralement la méme valeur pour des

() Si, dans le troisi¢me cas, les fonetions V, V’, Y, ete., étaient établies de telle sorte
que p---1~v de ces fonctions, ou un plus grand nombre, puissent étre considérées comme
fonetions des aulres, le probléme, relativement A ces fonctions, serait encore plus que
déterminé, mais jndélerminé relativement aux quantités p, q, r, s, etc.; c'est-a-dire,
qu'il ne serait réellement pas po:sible de déterminer alors les valeurs de ces dernitres
quantités, quand méme les valeurs des fonctions V, V', V", elc., seraient données abso-
lument exactes; mais noans écarterons ce cas de notre reclhierche,
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valeurs de A égales et de signes contraires, etenfin, s’évanouir si 1'on
prend pour A Yerreur maximum ou une valeur plus grande. ®A doit
donc particulidrement se Tapporter 4 la classe des fonctions discon-
tinues, et si nous nous permettons, pour nos besoins pratiques, de
lui substituer quelque fonction analytique, celle-ci devra étre établie
de telle sorte que pour des valeurs de 4, de part et d’autre de zéro,
elle converge asymptotiquement vers zéro, de fagon qu’'au dela de
cette limite elle puisse étre considérde comme véritablement nulle,
De plus, la probabilité que Perreur dojt tomber entre les limites
A et A + da, distantes I'une de T'autre de 1a différence infiniment pe-
tite dA, sera exprimée par 9A.dA; par conséquent, la probabilité, en
général, que I'erreur tombera entre D et D', sera exprimée par Vinté-

grale f:pA .dA considérée depuis A=D jusqu'a A =D, Cette intégrale

prise depuis la plus grande valeur négative de A jusqu'd sa plus
grande valeur positive, ou, plus généralement, depuis A = — o jus.
qu'd A= - co, doit nécessairement, &tre égale A Funité.

En supposant donc qu'il existe quelque systéme déterminé de va-
leurs des quantités P, 4, 7, 5,... etc., la probabilité que 1'observation
donuera pour V la valeur M, sera exprimée par ¢ (M—V), les valeurs
de p, q, 1, s,... efc., 6tant substituées dans V; de la méme maniére,
(M —V), o (M'—V",... etc., exprimeront les probabilités que
les observations doivent fournir les valeurs MY, M",... etc., des fonc-
tions V, V..., ete, G'est pourquoi, puisqu'il est permis de considérer

outes les observations comme des ¢vénements indépendants les uns
des autres, le produit :

oM — V) oM — V) ¢(M”" — V) ... etc. = @

exprimera Vattente ou Ia probabilité que toutes ces valeurs résulte-
ront en méme temps des observations.
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Maintenant, de méme que lorsque des valenrs déterminées quelcon-
ques des inconnues sont adoptées, une probabilité déterminée corres-
pond, avant I'observation eflectuée, Aun systéme quelconque devaleurs
des fonctions V, V', V",... etc., de méme, réciproquement, aprés que
les observations auront fourni des valeurs déterminées des fonctions,
une probabilité déterminée appartiendra A chaque systéme de va-
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leurs des inconnues, dont les valeurs des fonctions auraient pu dé-
couler; il est en effet évident, que les systémes dans lesquels il avait
existé la plus grande attente de I'événement qui se produit, devront
étre considérés comme les plus probables. L'estimation de cette pro-
babilité repose sur le théoréme suivant :

Si, en faisant une hypothése quelconque H, la probabilité de quelque
événement déterminé E est h, mais qu’en faisant une autre hypothése '
exclusive de la premiére, et par soi-méme également probable, la pro-
babilité de Uévénement soit h' : je dis alors, que quand U'événement E
-arrivera en effet, la probabilité que 1 soit la véritable hypothése, est G
la probabilité que Il soit la vraie, comme heest a '

Pour le démontrer, supposons que, pour disunguer toutes les cir-
constances dont dépendra, avec H, ' ou quelque autre hypothése,
que I'événement E ou un autre doive se produire, nous formions un
systéme des différents cas qui, par eux-mémes, peuvent étre considérés
comme également probables (Cest-3-dire, tant qu’il est incertain que
Févénement E ou un autre se produira), et que ces cas soient ainsi
distribués, ’

Que parmi eux | . dans lesquels ob doit avoir {pour que d’aprdsces modifications,
il s’en trouve I'hypothdse il se produise 'événement

m H E

n H différent de E

m' H E

n 54 différentde E

m"” différente de H et H' E

n’ différente de H et H' différent de E

On aura alors
m 1

=7 .
h=m+n’ h:_m'-{-n"

de plus, avant que I'événement fdt connu la probabilité de I'hypo-
theése H était
m-n .
m+n+m’+n’+m”+n”’

mais aprés que 'événement aura été connu, quand les cas n, n', n’
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disparaissent du nombre des cas possibles, la probabilité de la méme
hypothése sera

m
*'
m+ml+mu’

de la méme manidre, la probabilité de I'hypothése H' avant et aprés
I'événement, sera respectivement exprimée par

m-n m'

m4n4m' -0’ 4m" L n" ot m+m’+m";

par conséquent, puisqu’on a supposé, avant I'événement connu, la
méme probabilité aux hypothéses H et i, on aura

mt¢n=m+n,

d’oil I'on conclut immédiatement la vérité du théoréme.

Maintenant, puisque nous supposons qu’en dehors des observations
V=M, V=N, V' =M, onr'a aucune autre donnée pour la déter-
mination des quantités inconnues, et, par suite, que tous les systémes
de valeurs de ces inconnues étaient également probables avant les
observations, la probabilité d’'un syst¢me quelconque établi aprés ces
observations sera proportionnelle & 2. On doit comprendre que ceci
veut dire que la probabilité que les valeurs des inconnues tombent,
respectivement, entre les limites infiniment voisines p et p4-dp,
q et g +-dgq, r et r-dr, set s--ds,... etc., est exprimée par

)\dpdgdrds ..... ete.,

ou ) sera une quantité constante indépendante de p, g, r, $,... elc.;

et )1 sera evidemment, la valeur de I'intégrale multiple d'ordre v,

f “odpdqdrds ... elc.,

s’étendant, pour chaque variable p, q, r, s,... etc depuis la valeur
—oc jusqu’a la valeur + o,
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1l suit immédiatement de 14, que le systéme le plus‘probable de
valeurs des quantités p, g, r, s doit étre celui dans lequel Q obtient
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une valeur maximum, et, par suite, qui découle des v équations

g—‘—;:o, :q =0, %:0, %—?-0, ete,
En posant,
V—M=vy, V-M=v, V'=MN=y", elc.
® ded
9A1:1A =74

ces équations prennent la forme suivante :

dv N dv’ 5 av’ o) —_
—_?v+-d—l;90’+-t?-—?v +elc.—-0’
dv dy” O

Q +dq +—-—Ov +th --0
dv + d ’u'+‘:;/ ¢ {-ete. =0,
dv ’ ' v’ o'v”
7 ¥? v’+ d v” 4-ete. =0.

De 14, par conséquent, on peut obtenir, par élimination, une solu-
tion complétement déterminée du probléme, aussitdt qu'on connait
la nature de la fonction ¢'. Puisque nous ne pouvons définir cette
fonction a priori, nous chercherons, en envisageant la question sous
un autre point de vue, sur quelle fonction, tacitement acceptée pour
base, peut convenablement s’appuyer un principe vulgaire dont I'ex-
cellence est généralement reconnue, On regarde en effet comme un
axiome, 'hypothése que si une quantité a été déterminée par plu-
sieurs observations immédiates, effectuées dans les mémes circon-
stances et avec un méme soin, la moyenne arithmétique entre toutes
les valeurs observées donne la valeur la plus problable de cette quan-
tité, sinon en toute rigueur, au moins cependant d’'une maniére trés-
approchée, de telle sorte que le plus sir est toujours de 8’y tenir.

En posant donc

V=V=V".....efc.=p,

on devra généralement avoir

¢ (M—p)+ ¢(M' —p) + ¢'(M—p) - ... ele. = 0,
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si & p on substitue la valeur

:: (M -3 4 M* - ete),

quelle que soit la valeur entitre positive que jr exprime.
En supposant donc

MW=M"=... etc.=M— pN,

on aura généralement, c'est-d-dire pour toute valeur entitre positi
de u, .
gle—1N=(1 — p)¢(—N),

U
d’olr I'on déduit facilement que g‘_;_i doit &tre une quantitéconstante,

que nous désignerons par k. De 1A nous avons

log oA == % kaA*- constante,
ou
¢A =xe;kA’
~en désignant par e la base des logarithmes hyperboliques, et en sup-
posant la constante égale & log ».
De plus, on voit facilement que k doit nécessaitement ttre négatif
pour que Q puisse réellement devenir maximum; posons donc

1
§k=—h';

et puisque, par un élégant théoréme découvert pair I'illustre LapoLack,

Fintégrale
f Paaar'

prise depuis A =—co jusqu'd A = 4 o, est -,—‘VE, (en désignant par

= la demi-circonférence du cercle dont le rayon est I'unité), notre
fonction devient
h o—har

A=

k4
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La fonction que nous venons de trouver ne peut certainement ex~
. primer, en toute rigueur, les probabilités des erreurs : puisque, en
eflet, les erreurs possibles sont dans tous les cas renfermées entre
certaines limites, la probabilité d’erreurs dépassant ces limites de-
vrait toujours &tre égale A zéro, tandis que notre formule donne tou-
jours une valeur finie. Gependant, ce défaut, que doit, par sa nature,
présenter toute fonction analytique, n’est d’aucune importance dans
la pratique, parce que la valeur de notre fonction décroit si rapide-
ment, dés que hA atteint une valeur considérable, qu'elle peut sire-
ment étre considérée comme équivalente A zéro. En outre, la nature
du sujet ne permettra jamais d’assigner avec une rigueur absolue les
limites mémes des erreurs. -
Enfin, la constante h pourra &tre considérée comme une mesure de
la précision des observations. Si, en effet, la probabilité de I'erreur 4,

dans un systéme quelconque d’observations, est supposée devoir étre
exprimée par
h i

- ,
V=

et dans un autre sysiéme d’observations plus ou moins exactes, par
_’f: e_l.':A:
V=

la probabilité, que dans une observation quelconque du premier

systéme, V'erreur soit contenue entre les limites — 3 et 3, sera ex-

primée par lintégrale
f ——}}—_- e A
V=

prise depuis A = —3 jusqu'd A= 3; et de l]a méme manidre, la
probabilité que V'erreur d’une observation quelconque dans le second
sysiéme, ne dépasse pas les limites — &' et - & sera exprimée par

I'intégrale
f —h-’- e 8%,
V=

prise depuis A = —&' jusqu'a A = - &'; mais il est évident que ces

2
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deux intégrales deviennent égales toutes les fois quon a hd = K'Y,
Si donc on a, par exemple, A' = 2h, une erreur double pourra &tre
commise dans le premier systdme aussi facilement qu'une erreur
simple dans le second; dans ce cas on attribue, selon la manitre or~
dinaire de parler, une précisicn double aux derniéres observations,

179

Nous développerons maintenant les conséquences de cette loi. 1
est évident que pour que le produit

Q =hpn—§pe—h’(v’+o”+ VL)

devienne maximum, la somme o' v 0™ ... doit devenir mini-
mum. C’est pourquoi, le systéme le plus probable des valeurs des in-
connyes p, q, T, S... sera celui dans lequel la somme des carrés des
différences entre les valeurs observées et calculées des fonctions V, V', V"
est un minimum, pourvu qu’on suppose dans toutes les observations
le méme degré de précision. Ce principe, qui promet d'étre d’un
usage trés-fréquent dans toutes les applications des mathématiques
& la philosophie naturelle, doit étre considéré comme un axiome, du
méme droit que la moyenne arithmétique entre plusieurs valeurs ob-
servées d'une méme quantité est adoptée comme-la valeur la plus
probable.

On peut maintenant étendre sans peine ce principe aux observa-
tions d'une précision inégale. Si, par exemple, la mesure de la pré-
cision des observations par lesquelles on a trouvé V=), V' — M,
V=M est respectivementexprimée par h, I, A", c'est--dire, sil'on
suppose que les erreurs que I'on a pu commettre avec Ja méme faci-
lité, dans ces observations, sont réciproquement proportionnelles
ces quantités, ceci sera évidemment la méme chose que si, par des
observations d’une précision égale (dont la mesure = 1), les valeurs
des fonctions hV, K'V', K"V",... etc., avaient été directement trouvées
égalesd hM, KM, h"M",... etc.; c'est pourquoi, lesystéme le plus pro-
bable de valeurs des quantités p, g, r, s,... etc., sera celui dans le-
quel la somme h*v* - At v'?f Bt +- ... etc., c’est-a-dire dans le-
quel la somme des carrés des différences entre les valeurs actucllement
observées el calculées, multiplites par les carrés des nombres qui mar-
quent le degré de précision, est minimum. De cette maniére, il n'est
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méme pas nécessaire que les fonctionsV, V', V*,... se rapportent des
quantités homogénes, mais elles pourront aussi représenter des quan-
tités hétérogénes (par exemple des secondes d’arc et de temps),
pourva qu'on puisse estimer le rapport des erreurs qui ont pu avoir
61¢ commises, avec une égale facilité, dans chacune d’elles.
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Le principe exposé dans l'article précédent se recommande aussi
par cette raison que la détermination numérique des inconnues se
réduit & un algorithme trés-prompt, toutes les fois que les fonctions
v, V, ¥,... etc., sont linéaires. Supposons qu'on ait

V-M=v=—mtaptbgtcridst .... el
V=M =v=—m' +adp4bgtdrids4 ... clc
VM =v=—m"+ap+ g4 cr4d's 4 .... cle.

et posons
av+-a'v' -} a"v" }.....etlc. =P
bo4- Vv 40"+ ..., etc. =Q
cw+4c'vf- v .....ete. =R
dv4-dv'+dV'+ ... ete. =S8,
elc....

Alors les v équations de I'art. 177, d’aprés lesquelles doivent étre
déterminées les valeurs des quantités inconnues, seront les suivantes:

P=0, Q=0, R=0, 8§=0, ...... elc.,

pourvu que nous supposions les observations également bonnes ; cas
auquel nous avons appris, dans l'article précédent, & ramener tous
les autres. On a donc, autant d’équations linéaires qu'il y a d’incon-
nues A trouver; les valeurs de ces inconnues seront obtenues par
I'élimination ordinaire.

Voyons maintenant, si cette élimination est toujours possible, ou
si la solution peut quelquefois devenir indéterminée, ou méme impos-
sible. On sait, d’aprés la théorie de I'¢limination, que le second ou
le troisi®me cas doit se présenter, quand une des équations

P=0, Q=0, R=0, 8=0, ... elc,

étant omise, on peut, avec celles qui restent, en former une autre
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identique avec celle omise, ou qui lui soit contradictoire; ou bien,
ce qui revient au méme, quand on peut assigner une fonction li-
néaire

«P+48Q+4-yR+3S... 4 ete.,

qui soit identiquement nulle, ou au moins libre de toutes les incon-
nues p, g, 1, S... etc. Supposons donc qu’on ait

aP 4 B8Q4 YR 485 ..... ete. =x.

On a spontanément F'équation identique
(v4mo (V4 W+ (4 m" W' - ete. = pP+ gQ + *R 4 S +...ele,
Si done, par les substitutions
' P = az, g¢g=fz, r=yz, s=iz,....elc,

nous supposons que les fonctions v, v', v"... deviennent respective-
ment .
~m-tdz, —m+4Nz, —m"FVz,... elc,

on aura évidemment I'équation identique
224X )2t — (an - N - M )a = v
c'est-a-dire que I'on aura

NN LXtLLete. =0, 242m +Xm’ - X'm" - ..... ete. = 0;
mais de 14, on doit nécessairement avoir

A=0, X=0, X'=0....etc., et aussi »=0,

Il est, d'aprés cela, évident que toutes les fonctions V,V, V" doivent
étre constituées de maniére que leurs valeurs ne changent pas quand
les quantités p,q,7,s,... etc., acquitrent des accroissements ou des di-
minutions quelconques proportionnels aux nombrese, B, 1, Oseve et
mais nous avons déjd prévenu ci-dessus, que les cas de ce genre,
dans lesquels il est évident que la détermination des inconnues ne
serait plus alors possible, méme si les véritables valeurs des fonc-
tions V, V', V" étaient données, n'appartiennent pas 4 ce sujet.

Enfin, nous pouvons facilement réduire au cas que nous venons de
considérer, tous ceux dans lesquels les fonctions vV, V, V... etc., ne
sont pas linéaires. En désignant en effet, par =, Y P5 Gyeee €lci, les
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valeurs approchées des inconnues p, g, r, sa.. etc. (que nous
obtenons facilement si parmi les g équations V=M, V' =),
V'=MN,... etc., nous en prenons seulement v), nous introduirons
a la place des inconnues d’autres p', ¢/, r', 5',... en posant p== 4 p,
qg=++qs r=p+7, s=a-s +..., etc.; il est évident que les
valeurs de ces nouvelles inconnues seront si petites, que 'on pourra
négliger leurs carrés et leurs produits, ce qui rendra les équations
spontanément linéaires. Si, aprés le calcul achevé, les valeurs des
inconnues p', ¢, v, s', paraissaient, contre I'attente, assez grandes
pour qu'il semblit peu sir d’avoir négligé leurs carrés et leurs pro-
duits, la répétition de la méme opération (en prenant 3 la place de
7 s s Osee. €lcy, les valeurs corrigées de p, ¢, 1, 5,... etc.) appor-
terait un prompt remede.
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Toutes les fois qu’on a seulement une inconnue unique p, ponr la
détermination de laquelle les valeurs des fonctions ap -}- n, a'p + n',
a’p - n’,... etc., ont été, T'aide d'observations également exactes,
trouvées respectivement égales & M, M', M",... etc., la valeur la plus
probable de p sera

am -} a'm’ 4 a'n?’, ..... ete.

atta*4-a*+.....ete. A,

en écrivant m, m', m",... respectivement pour M — n, M — ',
N —n",... ete.

Pour estimer actuellement le degré de précision que I'on doit at-
tribuer & cette valeur, supposons que la probabilité de I'erreur A;
dans les observations, soit exprimée par

_h: e h’A!.
V= _
De 13, la probabilité que la véritable valeur de p doit étre A -} p'
sera proportionnelle 4 la fonction
e I{ap —m)-{a’p—m'P4(@"'p—m" P40 )

si A --p' est substitué & p. L’exposant de cette fonclion peut étre
ramené 3 la forme

— Rk (@*+ a4 a" - ... elc.) (p*— 2pA - B),
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dans laquelle B est indépendant de p; par conséqueut, la fonction
elle-méme sera proportionnelle &

e—h‘(c’ +a?4-a" 4 Lete)p?

11 est donc évident, que le degré de précision qui doit étre attri-
bué 4 la valeur A est le méme que si celte valeur edt été directement
trouvée par une observation dont la précision serait a la précision

des observations primitives, comme h va' F a* a4 etc., estan,
ou comme Va* 4 a'* 4 a™ — etc., est & I'unité.

182

Pour la recherche du degré de précision A atiribuer aux va-
leurs des inconnues, il faudra, dans le cas ou il y en a plusieurs,
faire précéder cette recherche d’un examen attentif de la fonction

v* 4 v -+ 0" ., ete., que nous désignerons par W.
I. Posons

1dwW .
sy ==+t r+st.ce,
P
et

/2

WL —w
.«
il est évident que I'on a p' = P, et, puisque

v—=0,

que la fonction W' doit &tre indépendante de p. Le coefficient
a=a'+} a" 4 a" 4 ... etc., sera toujours, évidemment, une quan-
tité positive,
II. Nous poserons de la méme maniére
‘ d‘v, ’ ’ ’ s
é—‘l—q— _q —1 + B’q+7r+03+ seres th.,
et
173 ;
- ‘;—, =W,

¢t 'on aura
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d’ou il est clair que la fonction W” est indépendante 4 la fois de ;gt
de g. Ceci n’aurait pas lieu si f' pouvait devenir égala zéro, Mais il
est évident que W' se déduit de v* 4 v"* | v"* 4 ... etc., en faisant
disparaitre, au moyen de I'équation p' = 0, la quantité p des expres-
sions v, v/, v,... ; par 13, §' sera la somme des coeflicients de ¢* dans
o', v, v ... etc., aprés cette élimination; mais chacun de ces
coefliciénts est au carré, et ils ne peuvent tous s’évanouir 3 la fois,
si ce n'est dans le cas exclu ci-dessus, dans lequel les inconnues
restent indéterminées. 11 est donc évident que §' doit étre une quan-
tité positive.
111. En posant encore

| d‘v" " v " " ! .
3 dr =r=N41r+8s4..etc.,, e W _.,TT’:‘V,
nous aurons
n_Y. T
r=R—lp—gd

et W” indépendant de p, de ¢ et de r. On prouverait au reste, de
la méme manitre que dans II, que le coeflicient y* doit étre néces-
sairement positif. On voit en effet facilement, que " est la somme
des coeflicients de r* dans o', v, ™, ... etc., aprés quon a fait
disparattre p et ¢ de v, v', v",... etc., au moyen des équations p' =0,
q’ = 00
1V. En posant de la méme maniére
1 dw,” — 3 n, T\ $24 sll
E—ds—-—s,——-l +8’8+u.uew., W' —-“ —'g;',','

on aura
3 ¥ Ly

§=8—-p—=¢——
o TRPTETTY

W indépendant de p, g, r, s, et 8" une quantité positive.
V. De celte manitre, si en outre dep, g, r, s, il y a encored’autres
inconnues, on pourra continuer ainsi, de telle sorte qu'on ait enfin,

f’,

w =%p’5+%;q"+1i,,f' +§l,7,s"+.....etc. -t constante,

expression dans laquelle tous les coeflicients seront des quantités
positives,
19
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V1. Maintenant, la probabilité d’un systéme quelconque des va-
leurs déterminées des quantités p, ¢, r, s est proportionnelle
a la fonction e™"'™ ; c’est pourquoi, la valeur de la quantité p res-
tant indéterminée, la probabilité d’'un systéme de valeurs détermi-
nées des autres, sera proportionnelle & I'intégrale

f e—"’w;lp

prise depuis p = — <o jusqu'a p = -} <o, mtégrale qui, par le théo-
réme de l'illustre Laprace, est

' ([
It_la_; ;e—h’(p,q'+ ,,r"+6,,,s"+ ..... ).

b4

cette probabxhté sera donc proportionnelle  la fonction e ™. De
méme si, en outre, g est traité comme une indéterminée, la probabx-
lit¢ d'un systéme de valeurs déterminées de r, s,... etc., sera pro-
portionnelle & intégrale

[,

L2

prise depuis g = — oo jusqu’a ¢ = + <o, laquelle est

— = Lo St )
h ‘ﬁ, 2430 (1’ +8"' +
c’est-a-dire proportionnelle 4 Ia fonction ¢~
D'une maniére entiéfement semblable, si r est aussi regardé
comme indéterminé, la probabilité d'un systéme de valeurs détermi-

nées des autres s, ... etc., sera proportionnelle 4 la fonction e "'W'

et ainsi de suite. Supposons le nombre des inconnues porté z\
quatre; la méme conclusion s’appliquera aussi & un plus ou moins
grand nombre d’inconnues. La valeur la plus probable de s sera ici

"

;‘,,,, et la probabilité qu'elle diflérera de la véritable valeur de la
—htot

quantité ¢, sera proportionnelle 4 la fonction ¢ " ; d’oii nous

concluons que la mesure de la précision relative & attribuer A cette

détermination est exprimée par \/8”, si la mesure de la précision 4

attribuer aux observations primitives est supposée égale A I'unité.
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Par la méthode de I'article précédent, la mesure de la précision
a été convenablement exprimée pour cette seule quantité inconnue ,
A laquelle la derniére place a été donnée dans le travail d’élimina-
tion; pour faire disparaitre ce désavantage, il sera convenable d’ex-
primer le coeflicient 8" d’une autre maniére. Des équations

P=p

Q= q+p'

R=ﬂ+§¢+lm
S S’+.‘”7‘”+§q+ P;

il suit que p',q, ¥, s, peuvent aussi éire exprinées en fonction
de P,Q, R, S,
v=P,

¢=Q+%P,
¥ =R+ BQ+AP,
¢ =S+ GR+BQ+ 2P,

de telle sorte que %, o', ', A", B", ¢, soient des quantités déter-
minées. Nous aurons donc (en restreignant A quatre le nombre des
inconnues)
mll Il
$=— 8'+8.P+ sv ~+\ra+ “l?

De 12 nous tirons Ja conséquence suivante : les valeurs les plus

probables des inconnues p, g, 1, s, ... etc., que Fon déduira par éli-
mination des équations

P=0, Q=0, R=0, S$=0.....elc.,

seront, si I'on considére pendant un instant les quantités P, Q, R
S,... etc., comme indéterminées, évidemment exprimées, d'aprés le
méme mode d’élimination, par des fonctions linéaires de P, Q, R,
S,... etc., de telle sorte qu’on ait

p=L+AP4+BQ}C b—i— . ele.
¢g=L 4+AP 4+ DBQ4C S + ... ete.
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r=1L1"4+A"P 4 BQ 4 C'R + DS + ..... ete.
s =L"+4+A"P 4 B"Q 4 C"R + D"S 4 ..... etc.

Ceci étant fait, les valeurs les plus probables de p, q, 1, s,... etc.,
seront évidemment L, L', L", L",... etc., respectivement, et la me-
sure de la précision A attribuer & ces déterminations sera exprimée
respectivement par

en supposant que la précision des observations primitives soit égale
& T'unité. Ce que nous avons démontré précédemment, relativement

a linconnue s (pour laquelle D’ répond a 81’)’ peut &tre appliqué

4 toutes les autres par une simple permutation des quantités in-
connues.

184
Pour éclaircir par un exemple les recherches précédentes, .suppo-

sons que, par des dbservations dans lesquelles la précision est sup-
posée la méme, on ait trouvé

p— qg+r= 3
p+2q—5r=5 .
ip4 g 4r=2,

mais que par une quatriéme observation, & laquelle on doit attribuer
une précision de moitié moins grande, on ait trouvé

— 9} 694 6r—28.
Nous substituerons 4 Ia place de cette dernitre équation, la suivante :
—p+39+43r=14,

el nous supposerons que celle-ci provient d’une observation jouissant
d’une précision égale aux premidres. De 14 nous avons

P=21p} 6¢ — 88,
Q= 6p+18¢4+ »r— 10,
R= q 4 84— 107,

et de 14, par élimination,
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19899p = 49154 + 809P —324Q -} 6R,
137g= 2617— 42P 4 54Q— R,
6633r =12707} 2P— 9Q--123R.

Les valeurs les plus probables des inconnues seront donc

P=2,410
q=3,551
r—=14,916

et la précision relative & attribuer A ces déterminations, la précision
des observations primitives étant représentée par I'unité, sera

-

pour p ... \/@? = 4,96
131
pour ¢ ..... = 3,69
2211
pour r ..... Tl = 7,34
' 185

Le sujet traité jusqu'ici pourrait donner lieu & plusieurs élégantes
recherches analytiques, auxquelles cependant nous ne nous arréte-
rons pas, pour ne pas {rop nous ¢carter de notre but. Par la méme
raison, nous devons réserver pour une autre occasion I’exposition des
moyens par lesquels le calcul numérique peut étre réduit & I'algo-
rithme le plus expéditif. Qu'il soit permis d’ajouter ici une seule
observation. Quand le nombre des fonctions ou des équations propo-
sées est considérable, le calcul devient un peu plus incommode, par
cette raison principalement, que les coefficients par lesquels les équa-
tions primitives doivent étre multipliées pour obtenir P, Q, R, S,... etc.,
renferment le plus souvent des fractions décimales compliquées. Si,
dans ce cas, on ne trouve pas qu’il soit utile d’effectuer trés-soigneu-
sement ces multiplications & Faide des tables de logarithmes, il
suffira généralement d’employer i la place de ces multiplicateurs
d’autres plus convenables pour le calcul et qui en différent peu.
Cette licence ne pourra pas produire d’erreurs sensibles, excepté
dans le cas seulement ou la mesure de la précision dans la détermi-
nation des inconnues, se trouve beaucoup moindre que ne I'était la
précision des observations primitives
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Le principe que les carrés des différences entre les quantités ob-
servées et calculées doivent produire une somme minimum, pourra
du reste &tre aussi considérs, indépendamment du calcul des proba-
bilités, de la maniére suivante.

Quand le nombre des inconnues est égal au nombre des quantités
observées qui en dépendent, on peut déterminer les premitres de
maniére qu'elles satisfassent exactement aux dernidres, Mais quand
le nombre des premiéres est moindre que celui des dernitres, cet
accord ne peut étre exactement obtenu, en tant que les observations
ne jouissent pas d’une précision rigoureuse. Dans ce cas, il faut donc
faire en sorte que 1'accord soit le meilleur possible, cest-3-dire que
les différences soient atténuées antant que faire se peut. Mais ce prin-
cipe a par lui-méme quelque chose de vague. En eflet, quoiqu'un
systéme de valeurs des inconnues qui rend toutes les différences
respectivement moindres qu'un autre, doive sans aucun doute étre
préféré A celui-ci, néanmoins le choix entre deux systémes dans
lesquels I'un offre un meillear accord pour certaines observations,
mais moins satisfaisant pour d’autres, est en quelque sorte arbitraire,
et il est évident qu'un trés-grand nombre de principes peuvent étre
proposés, d'aprés lesquels la premibre condition soit remplie. En
désignant par A, A, A”,... etc., les différences entre les observations
et le calcul, on satisfera 2 la premiére condition non-seulement si
A* A" A" | .. ete., est un minimum (ce qui est notre prin-
cipe), mais aussi si A' AR LA L etc., ou AS-A A" L ete.,
ou, généralement, si la somme des puissances quelconques paires est
un minimum. Mais, de tous ces principes, le notre est le plussimple,
tandis que dans les autres on est conduit & des calculs trés-compli-
qués. Au reste notre principe, dont nous nous servons déji depuis
Pannée 1795, a été récemment donné par le célébre LEGexpre dans
l'ouvrage Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des
coméles, Paris, 1806, ouvrage dans lequel sont exposées plusieurs au-
tres propriétés de ce principe, que nous supprimons pour étre plus .
bref.

Si nous adoptions pour exposant de la puissance paire, Yinfini,
nous serions conduits-au systéme dans lequel les plus grandes dif-
férences sont plus petites que dans tout autre,
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Larrace fait usage, pour la solution des équations linéaires, dont
le nombre est plus grand que le nombre des inconnues, d’'un autre
principe qui avait déja été proposé par le célébre Boscovien, et qui
est que les différences mémes, mais toutes prises positivement, don- .
nent une somme minimum. On peut facilement démontrer que le
systtme des valeurs des inconnues qui est déduit de ce seul prin-
cipe, doit nécessairement (*) satisfaire exactement & un nombre d’é-
quations des proposées égal & celui des inconnues, de manitre que
les autres équations doivent seulement é&tre considérées en tant
quelles peuvent aider d. déterminer le choiz : si donc I'équation
V=M, par exemple, est au nombre de celles qui ne sont pas satis-
faites, il n'y aurait rien & changer au systéme des valeurs trouvées

d’aprés ce principe, quoiqu’on edit observé A 1a place de M une tout
' autre valeur N, pourva qu'en désignant par n la valeur calculée, les
différences M—n, et N—n, soient affectées du méme signe. Au
reste, l'illustre LaprLace tempére en quelque sorte ce principe par
Fadjonction d’une nouvelle condition ; il demande, en effet, que la
somme méme des différences, prises avec leurs signes, soit nulle. 11
suit de A, que le nombre des équations exactement satisfaites est
moindre d’une unité que le nombre des inconnues; mais ce que
nous venons de faire observer aura encore lieu pourvu qu'il y ait au
moins deux inconnues.

187

Revenons de ces recherches générales 4 notre but particulier, rela-
tivement auquel elles ont éié entreprises. Avant qu'il soit permis de
commencer la détermination la plus exacte de 'orbite d'aprés un plus
grand nombre d'observations que celui qui est rigoureusement né-
cessaire, on doit déjA avoir une détermination approchée qui ne doit
pas beaucoup s’écarter de toutes les observations données. Nous
considérerons comme I'objet du probléine, la détermination des cor-
rections qu'il faut encore appliquer & ces éléments pour que I'accord
soit obtenu le plus exactement. Puisqu’on peut supposer que ces cor-
rections sont tellement petites qu'il est permis de négliger leurs
carrés et leurs produits, les variations qu'en éprouvent les positions
géocentriques calculées de I'astre pourront étre déterminées par les

(*) Excepté dans les cas spéciaux ol la solution reste de quelque maniére indéter-
minée.
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formules différentielles données dans la seconde Section du premier
Livre. Les lieux calculés d’aprés les éléments corrigés que nous cher-
chons seront donc exprimés suivant des fonctions linéaires des cor-
rections des éléments, et leur comparaison avec les lieux observés,
d’aprés les principes exposés ci-dessus, conduira  la détermination
de leurs valeurs les plus probables. Ces opérations sont tellement
simples qu'elles n’exigent aucun éclaircissement ultérieur, et il est
de soi-méme évident que I'on peut faire usage d’'un nombre quelcon-
que d’observations, & une distance quelconque P'une de I'autre. La
méme méthode peut aussi &tre employée pour corriger les orbites
paraboliques des’cométes, si I'on a par hasard une longue série d'ob-
servations et qu'on demande la plus grande exactitude.

188

La méthode précédente Sapplique principalement au cas ot 'on
désire la plus grande précision; mais il se présente trés-souvent des
cas o Fon peut sans hésitation laisser un peu de coté cette préci-
sion, si par ce moyen il est possible d’abréger considérablement la
longueur du calcul, surtout quand les observations n’embrassent pas
encore un grand intervalle de temps, et par suite quand il s’agit de
la détermination d’une orbite qu'on peut dire non définitive. Dans
de semblables cas, la méthode suivante pourra étre appliquée avec
un avantage notable.

Que deux positions complétes de I'astre L et L' soient choisies parmi
tout I'ensemble des observations, et, qu'au moyen des éléments ap-
prochés, on calcule pour les temps correspondants les distances du
corps céleste & la Terre. Qu'on forme ensuite, relativement A ces dis-
tances, trois hypothéses, en conservant dans la premiére les valeurs
calculées, en changeant daus la seconde hypothése la premiére dis-
tance, et la seconde dans la troisiéme hypothdse; on pourra choisir
a volonté I'une et I'autre variation proportionnellement a I'incertitude
que I'on présume devoir exister dans ces distances. Au moyen de
ces trois hypothéses, que nous indiquons dans le tableau suivant,
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nye. L. | HYp. 1L jHYP. ll[.n

Distance(*) correspondante au premier lieu. D D48 D
Distance correspondante au second lieu.. . . D’ D’ D48

que I'on calcule, d’apres les deux lieux L, L', et & I'aide des méthodes
exposées dans le premier livre, trois systtmes d'éléments, et aprés
cela, pour chacun de ces systémes, les lieux géocentriques de Vastre
correspondant aux époques de toutes les autres observations. Soient
ces lieux (chaque longitude et latitude, ou ascension droite et décli-
naison étant désignée séparément)

Dans le premier systéme. .... M, M, M, cieee el
Dans le deuxidme. ......... M4a M4-o, Mo, ..... ete.,
Dans le troisiéme. . . .... eeo M-8, M-8, M"4-87, ... elc.
Soient ensuite les lieux ob- .

servés, respeclivement.... N, N, N ete.,

Maintenant, en tant qu'aux petites variations des distances D, D'
correspondent des variations proportionnelles de chacun des ¢lé-
ments, aussi bien que des lieux géocentriques calculés d"aprés eux,
on pourra supposer que les lieux géocentriques calculés d’aprés un
quatriéme systtme d’éléments, établi d'aprés les distances i la Terre
D 4 23, D'4- ¥, sont respectivement M -} ax - By, W'z 4 o'z -+ By,
M4 o"z4f"..., etc. De 1, conformément aux recherches précé-
dentes, z, y seront déterminés de maniére (en tenant compte de la
précision relative des observations), que ces quantités s'accordent
autant que possible avec N, N, N, ... etc., respectivement. On pourra
déduire par une simple interpolation le systéme corrigé des éléments,
soit d’aprés L, L' et les distances D 4 =38, D' 4 x&, soit d’aprés
les régles connues, A I'aide des trois premiers systémes d'éléments.

189

Cette méthode différe de la précédente 2 cet égard seulement,
qu’on satisfait exactement aux deux lieux géocentriques, et ensuite le

(*) 1l sera encore plus commode d’employer, a la place de ces distances, les logarithmes
de leurs distances raccourcies.
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plus exactement possible aux autres lieux; tandis que snivant 'autie
méthode aucune observation ne I'emporte sur les autres, mais les
erreurs sont, autant que faire se peat, distribuées entre toutes. La
méthode de Particle précédent ne passera donc avant la premiére, que
lorsque, accordant quelque partie des erreurs aux lieux L, L', ilest
permis de diminuer notablement les erreurs dans les autres lieux;
le plus souvent cependant, par un choix convenable des observations
LetL', on peut facilement éviter que cette différence ne prenne une
trop grande importance. 11 faudra, en effet, avoir soin dadopter pour
L et L' des observations telles que non-seulement elles jouissent de
la plus grande précision, mais aussi que les éléments qui en dérivent,
ainsi que les distances, ne soient pas trop affectés par de petites va-
riations dans les positions géocentriques clles-mémes. On agirait par
conséquent d’'une maniére peu prudente en choisissant des obser-
vations distantes I'une de I'autre d'un petit intervalle de temps, ou
celles qui correspondraient & des lieux héliocentriques & peu prés
opposés ou coincidants.




QUATRIEME SECTION.

DE LA DETERMINATION DES ORBITES, EN AYANT EGARD AUX PERTURBATIONS.

190

Les perturbations déterminées dans le mouvement des planétes
par l'action des autres planétes sont tellement petites et si lentes,
qu'elles ne deviennent seulement sensibles qu’aprés un long inter-
valle de temps : dans un petit intervall®, ou méme, suivant les cir-
constances, aprés-une ou plusieurs révolutions entiéres, le mouvement
differe si peu du mouvement elliptique, exactement décrit d’aprés
les lois de KEtpir, que les observations ne peuvent constater les
déviations. Tant que les choses se passent ainsi, il ne servirait &
rien d'entreprendre prématurément un calcul des perturbations,
et il suflira d’adapter ‘aux observations une section conique qu’on
peut appeler osculatrice; mais, aprés cela, quand la plandte a été
soigneusement observée pendant un temps plus long, l'effet des per-
turbations se manifestera enfin de telle sorte qu'il ne sera plus pos-
sible de satisfaire exactement plus longtemps A toutes les observa-
tions par un mouvement purement elliptique; on ne pourra donc
¢iablir une harmonie compléte et durable, qu'en joignant d'une
mani¢re convenable les perturbations au mouvement elliptique.

Puisque la détermination des éléments elliptiques avec lesquelles
doivent ¢tre combinées les perturbations, pour que les observations
soient exactement représentées, suppose une connaissance de ces per-
turbations, et que réciproquement, la théorie des perturbations ne peut
étre soigneusement établie, & moins que les éléments ne soient déja
trés-approximativement connus, la nature du sujet ne permet pas
d’accomplir ce travail difficile avec un succés complet par un pre-
mier effort ; mais les perturbations et les éléments pourront, par des
corrections alternatives et plusieurs fois répétées, &tre portées au
plus haut degré de précision. La premiére théorie des perturbations
sera donc établie sur les éléments purement elliptiques, qui ont 6té
adaptés le plus prés aux observations; on cherchera aprés cela une
nouvelle orbite qui, jointe & ces perturbations, doit satisfaire le plus
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possible aux observations. Si cette orbite differe considérablement de
la premiére, une seconde détermination des perturbations sera établic
sur cette orbite, et ces corrections seront répétées alternativement,
Jjusqu’a ce que les observations, les éléments et les perturbations
s'accordent le plus étroitement possible.

191

Puisaue le développement de la théorie des perturbations d’aprés
des’ ¢éléments donnés est étranger & notre sujet, nous montrerons
seulement ici de quelle maniére on peut corriger une orbite appro-
chée pour que, jointe & des- perturbations données, elle satisfasse le
plus possible aux observations. Ce fravail s'accomplit de la maniére
la plus simple par une méthode analogue A celle que nous avons
exposée dans les art, 124, 165, 188.

Pour les époques de toutes les observations que Yon se propose
d'employer A ce but et qui, selon les circonstances, pourront &tre

- trois, quatre ou un plus grand nombre, les valeurs numériques des
perturbations seront calculées, d'aprés les équations, pour les longi-
tudes dans T'orbite, les rayons vecteurs et aussi pour les latitudes
héliocentriques. Pour ce calcul, les arguments seront tirés des 6l6-
ments elliptiques approchés, sur lesquels a ét¢ établie la théorie des
perturbations. Parmi toutes les observatioiis, on en choisira ensuite
deux pour lesquelles on calculera les distances 4 la Terre d'aprés les
mémes eléments approchés; ces distances constitueront la premitre
hypothése; la seconde et la troisiéme seront formées en altérant un
peu ces distances. Dans chaque hypothése, on déterminera ensuite,
au moyen des deux lieux géocentriques, les positions héliocentriques
et les distances au Soleil ; de celles-ci, aprés que les latitudes auront
été corrigées des perturbations, on déduira la longitude du nceud
ascendant, I'inclinaison de I'orbite et les longitudes dans Torbite,
Pour ce calcul la méthode de I'art. 110 a besoin de quelque modifi-
cation, si 'on trouve qu'il y a lieu d’avoir égard A la variation sécu-
laire de la longitude du necud et de Yinclinaison. En désignant par
B, @ les latitudes héliocentriques corrigées des perturbations pério-
diques ; par 2, )’ les longitudes héliocentriques; par Q, Q 4 A, les
longitudes du neeud ascendant ; par t, i - 3, Pinclinaison de I'orbite;
il conviendra de prendre les équations dans la forme suivante :



DETERMINATION DES ORBITES ENX AYANT FGARD AUX PERTURBATIONS. 293

tangﬂ:tanéisin(l—@),

tang¢ o
tang (i §-3) tangf' = tangisin(N — A — Q).
ang ‘1
La valeur de Gog i 19) est obtenue ici avec toute la précision

nécessaire, en pvenant i la place de i, sa valeur approchée; i et Q
pourront ensuite &tre déterminées par les méthodes ordinaires.

De plus, 'ensemble des perturbations sera retranché des deux lengi-
tudes dans I'orbite et aussi des deux rayons vecteurs, afin de produire
des valeurs purement elliptiques. Mais ici, I'effet que déterminent
dans la longitude dans P'orbite et sur le rayon vecteur les variations
séculaires de la position du périhélie et de P'excentricité, et qui doit
étre déterminé par les formules différentielles de la Section I du pre-
mier Livre, doit aussi étre immédiatement combiné avec les pertur-
bations périodiques, pourvu que les observations soient assez dis-
tantes I'une de I'autre pour qu’on juge nécessaire d’en tenir compte.
Les autres éléments seront déterminés au moyen de ces longitudes
dans T'orbite et des rayons vecteurs corrigés, et aussi des époques
correspondantes; et enfin, & I'aide de ces éléments, les positions
géocentriques, pour toutes les autres observations, seront calculées.
En comparant ces positions avec celles observées, de la maniére que
nous I'avons expliqué dans V'art. 188, on obtiendra le systéme de
distances d’aprés lequel se déduiront les éléments satisfaisant le
mieux possible & toutes les autres observations.
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La méthode exposée dans I'article précédent a été principalement
ajustée & la détermination. d’'une premiére orbite renfermant des
perturbations; mais aussitét que les éléments moyens elliptiques, et
aussi les équations des. perturbations sont déja approximativement
connus, on obtiendra trés-commodément la plus exacte détermina-
tion au moyen du plus grand nombre possible d’observations, par
la méthode de I'art. 187, qui n’exige pas ici d’explication particu-
litre. Si le nombre des meilleures observations est ici assez grand, et
qu’un grand intervalle de temps soit embrassé, cette méthode pourra
aussi servir, dans plusieurs cas, 4 la détermination la plus précise
des masses des planétes perturbatrices, au moins des plus grandes.
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En effet, si la masse de quelqueé plandte perturbatrice adoptée dans
le calcul des perturbations ne semble Ppas encore assez certaine, on
introduira, en outre des six inconnues qui dépendent de la correc-
tion des éléments, une autre inconnue i, en admettant que la masse
. corrigée soit A la masse supposée comme 1 4 p estd 1 ; on pourra
alors supposer que les perturbations elles-mémes changent dans le
méme rapport, d’on, évidemnient, il se produira dans chacune des
positions calculées un nouveau terme linéaire, contenant 1+, dont le
développement ne sera sujet A aucune difficulté. La comparaison des
positions calculées avec les positions observées, suivant les principes
exposés ci-dessus, fournira en méme temps et la correction des é16-
ments et la correction p. De cetté manidre, les masses de plusieurs
planétes, méme de celles qui exercent des perturbations assez consi-
dérables, pourront étre déterminées plus exactement. Sans aucun
doute, le mouvement des nouvelles planétes, surtout Pallas et Junon,
qui éprouvent de si grandes perturbations dues & Jupiter, devra
fournir, aprés quelques dizaines d’années, une détermination trés-
exacte de la mass¢ de Jupiter; et il sera peut-étre méme permis de
connaftre un jour la masse de I'une ou de Fautre de ces nouvelles
planétes, d’aprés les perturbations qu'elles exercent sur les autres.
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— Sp—
ELLIPSE. HYPERBOLE.

A logB C T log B- G T
0,000 0 0 0,00000 0 0 0,0000
0,001 0 0 100 0 0 100
0,002 0 2 200 0 2 200
0,003 1 4 301 1 4" 299
0,00% A 7 400 ] 7 399
0,005 ? " 502 ? H 498
0,006 3 6 603 3 16 597
0,007 4 92 - 70% 4 27 696
0,008 5 29 805 5 29 795
0,009 6 37 0,00907 6 37 89§
0,010 7 46 0,01008 7 46 0,00992
0,014 9 56 o 9 55 0,01090
0,012 1" 66 212 i 66 189
0,013 13 8 315 13 1 287
0,014 5 90 46 15 89 384
0,015 1 103 518 41 102 482
0,016 19 ns 624 19 e 580
0,087 22 133 723 2 131 677
0,048 2% 149 836 2% 147 T
0,019 27 166 0,01929 27 16 872
0,020 30 184 0,02032 30 182 0,01968
0,024 33 203 136 33 200 0,02066
0,022 36 223 239 36 220 162
0.023 50 244 313 39 250 258
0,02% i3 265 A7 43 264 355
0,025 A7 288 554 46 283 451
0,026 54 312 653 50 306 547
0,027 55 336 760 5% 330 633
0,028 59 362 86% 58 335 739
0,929 63 388 0,02969 62 381 834
0,030 67 ) 0,0307% 67 $07 0,02930
0,038 72 544 479 74 435 0,03025
0,032 il 13 284 16 563 120
0,033 82 503 389 80 492 s
0,034 87 535 495 85 523 310
0,035 92 571 601 o 55% 104
0,036 97 600 701 96 585 4§99
0,037 103 634 813 t04 618 593
0,038 . 108 669 0,03919 107 652 688
0,039 i 50% 0,04025 12 686 782
0,050 420 I 132 18 722 876
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S —————
ELLIPSE. HYPERBOLE.
log B G T log B G
. 430 Y] 0,014319 1s 792
126 719 2387 a2 758
133 818 3857 130 759
139 858 £598 136 833
116 898 5601 43 872
52 930 6676 159 943
159 982 7153 156 953
166 1026 8831 163 99§
173 1070 0,019914 170 1037
181 116 0,050993 71 1080
188 1162 2077 184 TS
196 1210 3163 191 1169
208 1258 4230 199 1245
22 1307 5339 207 1962
220 1358 6130 215 1310
228 1509 7523 233 1358
236 1561 8618 231 1507
215 1514 0,059714 239 1458
254 1568 0,060812 287 1509
263 1623 1912 256 1561
72 1679 3014 265 1613
981 1736 18 273 1667
290 179 5223 282 12
300 1853 6334 291 777 0,059967
309 1913 7840 301 1833 0,060872
319 193 8551 310 1891
329 2036 0,06966% 320 1919
339 2099 0,070779 339 2007
350 2163 1896 339 2067
360 9228 3014 349 2028
3 2294 35 359 2189
38t | 2360 3257 370 2251
392 2198 6381 382 2314
503 2597 507 390 2338
M5 2367 8635 101 2443 0,069848
526 2638 0,079765 2 2509 0,070738
0,076 37 2709 0,080897 823 275
0,077 559 2782 2030 434 2643
0,078 461 2856 3166 85 - [ o1
0,079 473 2930 5303 857 2780
| 0,080 i85 3006 5443 468 2850
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ELLIPSE, HYPERBOLE.

A log B I T log B [ T
0,080 485 3006 | 0,085443 168 2850 | 0,075168
0,084 498 - 3083 6581 380 2924 605
0,082 510 3160 727 492 2992 6930
0,083 593 3239 | 0,088872 508 3065 7810
0,034 535 3319. | 0,0%0019 516 3138 8688
0,085 548 3399 1168 528 g | 0,079564

I 0,086 561 3481 2349 540 3287 | 0,080439
0,087 575 3564 e 553 3363 1343
0,088 538 3647 4627 566 . 340 2186
0,089 602 3132 578% 578 3547 3057
0,090 615 3818 6933 59 3395 3927
0,091 629 3904 8108 604 3674 4796
0,092 643 3992 | 0,099266 618 3754 5663
0,093 658 4081 0,100431 631 3835 6529
0,09% 612 ) 1598 645 3917 7394

| 0,095 687 161 2766 658 3999 8257

| 0,096 701 4353 3937 6712 4083 9119
0,097 "6 4446 5110 636 8167 | 0,089980
0,098 731 4539 6284 700 4952 | 0,090830
0,099. 746 4634 7564 7k 4338 1698

[ 0,500 762 4730 8640 798 4428 2555
0,104 T 4826 | 0,109820 743 4512 3310
0,102 793 4928 | o,444003 758 4600 4265
0,103 809 5023 2188 772 4689 5148
0,104 8§25 5123 3375 787 A779 5969
0,103 8H 522k 4563 802 4820 6820
0,106 857 5325 5754 817 A962 7669
0,407 873 5428 6947 833 5054 8547
0,108 890 5532 81k 818 5148 | 0,00036%
0,109 907 5637 | 0,149339 864 5202 | 0,100209
0,110 924 5153 | 0,120538 880 5337 1053
0,411 o 5850 1739 895 5432 1896
0,112 958 5958 2059 914 5529 2738
0,443 975 6067 A48 9328 5626 3578
0,444 993 6471 5355 9ik 5724 547
0,115 10u 6288 6564 960 5823 5255
0,416 1029 6400 TI6 977 5923 6092
0,117 1087 6543 | 0,428989 99% 6024 6927
0,418 1065 6627 0,130205 1010 6195 7764
0,419 1083 6752 1§23 1027 6228 859%
0,120 1102 6858 2643 1085 6331 9426

20
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ELLIPSE. HYPERBOLE.

log B G T log B C T
102 6858 0,432643 1085 6331 0,109426
ua 6976 3865 1062 6§35 0,110256
4439 7093 5089 1079 6539 1085
158 713 6315 | 4097 6645 1913
1"wis 7334 7543 s 6754 2740
197 7455 0,13877% 1132 6858 3566
217 571 0,140007 1450 6966 4390
1236 7704 1254 1168 7075 5213
1256 7825 2478 1186 7185 6035
1276 7954 3Nt 4205 7295 6855
1296 8077 4939 4223 7406 7675
317 8205 6202 1242 5518 8193
1337 8334 7448 4264 7634 0,119310
1358 8163 8695 1280 7145 0,120126
1378 8594 0,1499%5 1299 7859 0930
1399 . 8726 0,151197 1318 5978 1754
14 8859 2352 4337 8090 2566
1453 8993 3708 1337 8207 ‘33717
1463 9128 4967 1376 8325 4186
4585 9268 6128 1396 8443 4995
1507 9504 7491 1816, 8562 5802
1529 9539 0,158756 1436 8682 6609
4554 9678 0,160024 1556 8803 Ttk
1573 9819 429§ 1476 8925 8217
1596 9960 2566 1597 9087 9020
1648 10102 3850 547 9170 0,429822
1684 10246 5116 1538 919} 0,130622
1664 10390 6395 1559 949 142
1687 10536 - 7676 1580 9555 2219
mo 10683 0,468959 1601 9671 3016
1734 10830 0,170255 1622 9798 3812
1757 10979 © 1533 16%3 99326 4606
1784 14429 2823 1665 10035 5399
1805 11280 515 1686 10185 6198
1829 14532 5410 1708 $0345 6982
1854 14585 6707 1730 10846 7712
1878 11739 8006 4752 10578 8561
1903 £189% 0,479308 1774 10714 0,139349
1927 12054 0,180682 1797 10845 0,150135
1952 12208 1918 1819 10978 09320 -
1977 12366 3226 1832 T 4704
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ELLIPSE. HYPERBOLE.

log B G T log B H T
1971 12366 | 0,183226 1882 i3 | o,a84708
2003 19526 4537 1868 14289 2187
2028 12686 5850 1887 14386 3269
2058, 12818 7166 1910 1523 4050
2080 43014 8184 1933 14664 1819
2106 13175 | 0,48980% 1956 14800 5608
2132 13310 | 0,1984%7 1930 11910 6385
2158 43506 - 2452 2003 12084 7164

218k 13673 3719 2027 12222 7931
2214 13884 5109 2051 12364 870
2238 11010 - 684 2073 12507 | 0,419183
2265 15481 715 2099 12650 | 9,450255
2192 14352 | 0499112 2423 12795 1026
2319 18525 | 0,200851 2147 12050 1795
2337 15699 1793 2072 13086 2564
2374 14873 3137 2196 13233 3334
2102 45059 4183 2921 13380 5097
2130 15226 5832 2246 13520 1862
2159 15804 8% 2271 13678 5626
2186 15583 8538 2296 13827 6389
2515 15768 | 0,20969% 2321 13978 yH
2543 15985 1 0,241253 2316 15129 7944
2572 16128 2644 21712 15284 8671
2601 16311 3911 2398 14538 | 0,159420
2630 16496 5343 2123 14588 | 0,160187
2660 16682 6112 2449 14752 0913
2689 16868 8083 2475 14898 1698
219 17057 0,2193456 2502 15054 2453
2759 17246 | 0,220832 2518 15210 3206
2719 11436 2244 2558 15368 3958
2809 V1627 3592 2584 15526 £709
2839 17820 1975 2608 15685 53858
2870 18043 6364 2634 15845 6207
2900 18208 7130 2664 16005 6955
2931, 18508 | 0,2209184 2688 16167 5702
2962 18601 | 0,230535 2716 16329 8447
2993 18799 1931 2743 16591 9192
3025 18998 3399 2iN 16655 | 0,169935
3056 19198 A734 798 16819 | 0,170678
3088 19300 6135 2896 16984 1519
3120 19602 7544 285% 17150 259
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ELLIPSE. HYPERBOLE.

A log B C T log B c T
0,200 3120 19602 | 0,2375%4 2854 17150 | 0,172459
0,201 3152 19806 | 0,238950 2882 | 47317 2899
0.202 3188 20014 | 0,250364 2910 17483 3637
0,203 326 20217 1776 2938 17652 4378
0,20% 32149 20824 3192 2967 17821 5140
0,205 3232 20632 4612 2995 17991 5815
0,206 3315 20812 6034 3024 18161 6579
0,107 3318 21052 7558 3053 18332 7312
0,208 3381 21268 | 0,218885 3082 18504 8044
0,209 34 2877 | 0,250315 3 18677 8715
0,210 348 | 21690 1758 .| 3140 8850 | 0,179505
0,244 3482 21905 3183 3169 1902% 0,18023%
0,212 3516 22192 4620 3199 19199 0963
0,213 3530 22339 606¢ | 3218 19375 1688
0,244 3584 22357 7504 3238 19351 244
0,245 3618 W77 0,258950 3288 19728 3139
0,216 3653 22998 | 0,260398 3318 19906 3863
0,217 3688 23220 1839 3318 20084 4585
0,218 3723 23443 3303 3378 20264 5307
0,219 3158 23667 4759 3309 20854 6028
0,220 3793 23892 6218 3839 20625 6747
0,224 3829 24119 7680 3870 20806 7566
0,222 3865 25347 | 0,269145 3500 20988 8184
0,223 3900 26576 | 0,270612 3534 21172 8900
0,22} 3936 21806 2082 3562 21355 | 0,189616
0,225 3973 25037 3555 3594 21550 0,1903314
0,226 %009 23269 5034 3625 2725 1034
0,227 14016 23502 6509 3656 2914 1757
0,228 4082 25737 7990 3688 22008 2168
0,229 S 25973 | 0,279474 319 22285 3479
0,230 $156 26210 | 0,280960 3351 22§73 3889
0,231 419¢ 26448 2450 3783 22662 4597
0,232 $231 36687 3952 3815 22352 5305
0,233 4269 26938 5§37 3847 23052 6012
0,234 £306 21169 6935 3880 23234 6147
0,235 $384 27412 8435 3912 23525 7522
0,236 4332 27656 | 0,289939 3985 23618 8126
0,237 4521 27901 | 0,291445 3977 23814 8829
0,238 4459 28158 2054 5010 23005 | 0,199530
0,239 4498 28395 4466 3053 21200 | 0,200231
0,2%0 4537 28641 5980 4076 25396 093t
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ELLIPSE. HYPERBOLE.

A log B C T log B G T .
0,210 4537 28644 0,295980 4076 24396 0,2009314
0,244 4576 28894 7598 M10 25592 1630
0,242 1615 29185 | 0,299018 4443 21789 2328
0,213 4658 29397 | 0,300532 $156 24987 3025
0,258 .| 1698 29651 2068 s210 25485 3791
0,215 §73% 29905 3597 5248 25384 4416
0,216 oyl 30164 5129 8277 23584 5110
0,247 4814 30818 6661 4314 25785 5803
0,218 185% 30676 8202 5346 25986 6495
0,249 4394 30935 | 0,309143 4380 26188 7486
0,250 4935 31496 0,314286 584} 26391 7876
0,251 4976 31858 2833 5549 26594 8565
0,252 5017 Ry pi] $382 4483 26799 925§
0,253 5058 31985 5935 4518 27008 | 0,2099%4
0,25% 5099 32250 7490 4553 27209 0,210627
0,955 5184 33317 | 0,319088 4588 2746 1343
0,256 5182 37i8% | 0,320610 4623 27623 1997
0,257 5224 33053 2074 4658 27830 2681
0,258 5266 33323 I/ 5684 28039 336%
0,259 5309 33595 5312 4729 28248 1085
0,260 5351 33867 6885 5765 28438 47326
0,261 539% 3MAs 0,328464 £80% 28669 5506
0,262 5436 34416 0,330044 4838 28880 6085
0,263 | 5339 31692 1623 1873 29002 6763
0,26% 5522 34970 3208 4909 20305 7540
0,265 5566 35248 197 5945 29519 8146
0,266 5609 35528 6388 5981 20733 879
0,967 5653 35809 7983 5018 20948 | 0,219465
0,268 5197 36098 | 0,339580 5035 3016% | 0,220138
0,269 574 36375 | 0,341181 5091 30380 0844
0,270 5785 36659 2185 5428 30597 1382
0,274 5820 36945 4392 5165 30815 2153
0,232 5874 37232 6002 5202 | 31033 2872
£ 0.273 5919 37521 1615 5240 31253 3191
0,774 596% 37810 | 0,319231 5271 31473 $459
0,275 6009 38101 0,350850 5345 31693 826
0,276 6054 38393 2473 5352 31915 5102
0,277 6100 38686 5098 5390 32137 6157
0,218 6185 38081 5727 5898 32359 6821
0,279 6191 392717 7359 5466 32583 7184
€,280 6237 371573 8994 550% 32807 Si47
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ELLIPSE. HYPERBOLE.

log B A T log B C T
5237 39573 | r0,35899% 5508 33807 | 0,225147
6283 39872 | 0,360632 5588 33032 8308
6330 01 2274 5581 33957 | 0,229469 -
6376 10472 3918 5618 33588 | 0230198
6423 80774 5566 5653 33714 0787
6170 4077 727 5697 33938 1845
6547 4381 | 0363874 5736 3567 2102
6564 687 | 0370539 5775 34396 2758
6612 51998 2189 5814 35626 a3
6660 42302 3853 5853 34836 4068
63708 82611 5521 5893 35087 A7
6156 42022 7194 5932 35319 5374
6808 §3233 | 0,378865 5972 35552 6025
6852 53547 | 0,3805382 6012 - | 35185 6676
6901 43861 2122 6052 36019 7326
6950 8197 3906 6092 36253 7975
6999 43593 5593 6132 36389 8623
7088 44812 7283 6472 36725 9271
7097 55131 | 0,388977 6213 36961 | 0,239917
87 85152 | 0,390673 6253 37199 | 0240563
7196 85798 2374 6298 37137 1207
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log ¥* Y log y* h log ¥*
i L 4
0,0000000 0,0030 0,0038332 0,0080 0,0076133
0965 M 0,0039284 8t 701
1930 i2 0,0010235 82 8009
2894 43 4186 83 8947
3858 A 36 8k 0,007988%
1 4821 i5 3086 85 0,0080824
5784 46 5036 86 4758
6747 47 4985 87 2694
THO i8 593% 88 3630
8672 49 6883 89 4566
0,000963% 50 7832 90 5502
0,0010595 54 8780 o’ 6437
4551 52 0,0049728 92 1372
26517 53 0,0030675 93 8306
3478 5% 1622 94 0,0089210
4438 55 2569 95 0,0090474%
5398 56 3515 96 4108
6357 81 462 97 2084
7316 | 58 5407 98 2974
8275 59 6353 0,0099 3906
0,001923% 60 7998 0,0100 4839
0,0020192 61 §243 ot 5710 - |
1150 62 0,0059187 02 6702
2407 63 0,006013f } 03 7633
3064 6% 1075 o4 © 8568
4024 65 2019 05 0,0099495
4977 66 2962 06 0,0100425
5933 67 3905 o1 4356
6889 68 A8y 08 2285
7845 69 5790 09 3215
8800 70 - 6132 10 i
0,0029755 il 1673 1" 5073
0,0030709 72 8614 12 6004
1663 13 0,0069555 13 6929
2647 7 0,0070396 i 1857
3570 75 1436 15 8785
4523 76 2376 16 0,0109742
5476 "1 3316 1 0,0450639
648 78 4255 18 1565
7384 79 519% 19 2594
0,0038333 0,0080 0,0076433 0,0120 0,0143517




30§ ' TABLE 11.
e ——————

l

log »? ] log 3‘/* h

0,0113417 0,060 0,0150202 0,0200 0,0186501
1343 (1} s 01 7403
5268 To62 2028 02 830%
6193 63 204 03 0,0189205
7448 (1 3854 0} 0,0190103
80§3 65 4766 05 1005
8967 66 5678 06 4905
0,0149890 67 6589 07 2805
0,0120814 68 7500 08 370%
4937 69 884 09 4603
2660 70 0,0159322 10 5502
3582 i 0,0160232 i 4601
4505 72 143 12 7299
5§27 3 2052 i3 8197
6348 7% 296¢ 11 909§
7269 75 3870 5 0,0199992

8190 76 779 16 | 0,0200889
0,0129144 71 5688 17 1785
0,0130032 78 6596 18 2682

0952 79 750% 19 3578

1871 80 8612 50 M7

2794 81 0,016931(9 24 5369
3740 82 ' 0,0170226 22 626%
4629 83 4133 23 1159
5547 8% 2039 - % 805%
6466 85 2945 25 8948
7383 . 86 3851 26 0,0209843
8301 87 84757 ¥ 0,0210736
0,0139218 88 5662 8 1630
0,0140135 89 . 6567 29 2523

1053 90 7474 30 : 3446

1968 9N 8376 31 5309 ’

288% 92 0,0179280 32 5201
3800 93 0,0180183 33 6093
e 9% 1087 3% 6985
5631 95 4990 35 876
6546 96 2893 36 8768
7560 97 3796 37 0,0219659
8375 98 $698 38 0,0220559
0,0159288 0,0199 5600 39 1480
0,0150202 0,0200 0,0186501 0,0240 0,0222330
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h log 4* h log & h log y*
0,0250 0,0322330 | 0,0280 0,0257700 0,030 0,0292626
# 3220 31 8579 1] 3194
A2 £09 82 0,0259457 27 4361
43 4998 83 0,0260335 23 5218
i 5887 8t 1213 2% 6095
5 6716 85 2090 25 6961
A6 7664 86 2967 26 7827
47 8552 87 3884 27 8693
48 0,0229450 88 §724 28 0,0299559
49 0,0230328 89 5597 29 0,0300$24
50 1215 % 6473 30 1290
51 2102 91 7349 K] 2454
52 2988 92 8224 t 32 3019
53 3815 93 9099 33 3883
5% 461 9% 0,0269974 33 8787
55 5647 95 0,0270849 3 5641
56 6532 % 1723 36 6475
57 T 97 2597 37 7338
58 8302 98 34U 38 8201
59 0,0239187 0,0299 A385 39 9064
60 0,0250071 0,0300 5218 10 0,0309926
N 0956 ol 6091 1) 0,0310788
62 . 4839 02 6965 s2 1650
63 2723 03 7836 43 2542 |
6% 3606 0% 8708 As 33713
65 4489 05 0,0279580 45 4234
66 5372 06 0,0280452 16 5095
67 6254 07 1323 41 5956
68 7136 08 2498 18 6316
69 8018 09 3065 19 7676
70 §900 10 3936 50 8536
(i 0,0259781 H 1806 51 0,0319396
72 0,0230662 12 5676 52 0,0320255
73 1543 i3 6516 53 114
7% 2493 13 45 5% 1973
75 330% 15 8184 55 9831
76 4183 16 0,0289453 56 3689
71 5063 17 0,0290022 57 8547
78 592 18 0890 58 5105
79 6822 19 1758 59 6262
0,0280 0,0257700 0,0320 0,029i626 0,0360 0,0327120
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%m

h log »* h log y* h log ¢*
0,0327120 0,050 0,0361192 0,080 0,0681057
1976 0,084 69646 - 0,081 28612
8833 0,042 78075 0,082 0,0696146
0.0329689 0,043 86478 0,083 0,0703661
0,0330546 0,084 0,0394856 0,08% 11457
1501 0,045 0,0403209 0,085 18633
2257 0,036 41537 0,086 26090
312 0,087 1984 0,087 335%7
3967 0,038 28124 0,088 40945
4822 0,049 36376 0,089 48385
5677 0,030 44607 0,090 55793
6534 0,051 52514 0,091 63087
7385 0,052 60998 0,092 70430

. 8239 0,053 69157 0,093 77754
9092 0,054 77294 0,09% 85060
0,0339946 0,055 85407 0,095 92348
0,0350799 0,056 0,0$93496 0,096 0,0799617
1651 0,057 0,0501563 0,097 0,0806868
2504 0,058 09607 0,098 CAMo
3356 0,059 17628 0,099 24316
4208 0,060 25626 0,100 28513
5059 0,061 33602 0,101 35693
5914 0,062 41556 0,102 42854
6762 0,063 49188 0,103 49999
7613 0,06% 57397 0,108 57435
8164 0,065 65285 0,405 63235
0,0340344 0,066 73150 0,106 71327
0,0350168 0,067 80994 0,107 |* 980t
101% 0,068 88817 0,108 85459
186% 0,069 0,0596618 0,109 92500
N3 0,070 0,0604398 o,ito 0,0899523

3562 0,01 12157 0,444 0,0906530
A5104 0,072 19895 0,112 13520
5259 0,073 27642 0,113 2049}
6108 0,074 35308 0,145 27451
6956 0,075 52984 0,115 33391

780% 0,076 50639 0,116 8345
8651 0,037 58274 - 07 48223
0,0359199 0,078 65888 0,518 55014
0,0360346 0,079 73483 0,119 61990
0,0361192 0,080 0,0681057 0,120 0,0968859
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h log 4* h log y* k log y*
0,120 0,0968849 0,160 0,1230927 0,200 0,1471869
0,121 15692 0,464 371192 0,201 77653
0,122 82520 0,462 53448 0,202 83527
0,123 89331 0,463 49682 0,203 $9189
0,428 0,0996137 0,163 55908 0,204 0,1495950
0,25 0,1002907 0,165 61 0,205 0,1500684
0,426 09672 . 0,166 68321 0,206 06H1
0,127 16524 0,467 74508 0,207 12430
0,128 2315% 0,468 80683 0,208 17328
0,120 29873 0,169 86835 0,209 23533
0,130 36576 0,470 9299% 0,210 29222
0,i31 £326% 047 © 0,4299131 0,241 34899
0,132 49936 0,172 0,1305255 0,212 4056%
0,133 5659% 0,473 14367 0,213 46220
0,43% 63237 0,474 17366 0,214 51865
0,133 69865 0,475 23553 0,215 57499
0,136 76478 0,176 29628 0,246 63123
0,137 83076 0,477 35690 0,217 68737
0,438 |. 89660 0,178 51740 0,218 75340
0,139 0,1096229 0,179 47778 0,249 79933
0,150 0,1102783 0,480 5380% 0,220 85516
0,444 09323 0,18t 59818 0,221 94089
0,142 15849 0,182 65821 0,222 0.1596652
0,443 22360 0,183 71814 0,223 0,i1602204
0,444 28857 0,188 77789 0,224 07787
0,445 35330 0,185 83755 0,225 3279
0,146 £1809 0,186 89710 0,226 18802
0,147 48264 0,187 G,1395653 0,227 21315
0,148 5470% 0,188 0,1401585 0,228 29817
0,159 611314 0,189 0750% 0,229 353810
0,450 67544 0,490 13442 0,930 40793
0,154 73943 0,491 49309 0,231 46267
0,152 80329 0,192 2519% 0,232 54730
0,153 86701 0,193 31068 0,233 * BTI8%
0,454 93059 0,19% 36934 0,23% 62628
0,155 0,1199%0% 0,195 52782 0,235 68063
0,156 0,1205735 0,196 48622 0,236 73488
0,157 12053 0,197 54450 0,237 78903
0,158 48357 0,198 60268 0,238 84309
0,159 24649 0,199 66074 0,239 89705
0,160 0,4230927 0,200 0,1471869 0,240 0,1695092
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A log * A | logy* A log v*
0,240 0,1695092 0,280 0,1903220 0,320 0,2098345
0,241 0,1700370 0,281 08249 0,321 0,2103030
0,242 03838 0,282 13269 0,322 07759
0,243 14497 0,283 18281 0,323 12570
0,234 16547 0,28% 23286 0,32} 17175
0,245 21887 0,285 28282 0,325 21871
0,256 27218 0,286 33 *0,326 26562
0,247 32540 0,287 38254 0,327 31245
0,218 37853 0,288 13224 0,328 35924
0,249 13156 0,289 18188 0,329 40391
0,250 8151 0,290 53145 0,330 $5253
0,251 53736 0,291 58049 0,331 49909
0,252 59013 0,292 63035 0,332 51538
0,253 65280 0,293 67968 0,333 59200
0,254 69538 0,204 72894 0,334 63833
0,255 74788 0,295 7811 0,335 68563
0,256 80029 0,296 8272 0,336 73085
0,257 85261 0,207 8762% 0,337 77700
0,258 90183 0,298 92518 0,338 82308
0,259 0,1793698 0,299 0,1997406 0,339 86910
0,260 0,1800903 0,300 0,2002283 0,310 91505
0,361 06100 0,301 07457 0,351 0,2196093’
0,262 11288 0,302 12021 0,342 0,2200675
0,263 16167 0,303 16878 0,343 05250
0,264 21638 0,304 21727 0,354 09818
0,265 26800 0,305 26569 0,345 15380
0,266 31953 0306 | 31503 0,316 18935
0,267 3709% 0,307 36230 03347 23483
0,268 $2235 0,308 $1050 0,348 28026
0,269 17363 0,309 15862 0,349 32564
0,270 52183 0,310 50667 0,350 31091
0,271 57591 311 53461 0,351 51613
0,272 62696 312 60255 0,352 46130
0,273 67791 313 65037 0,353 50640
0,274 72871 3t 69813 0,35} 55143
0,235 71955 315 74381 0,355 59610
0,276 83024 0316 79352 0,356 64131
0,277 83085 0,317 85096 0,357 68615
0,278 93138 0,318 88813 0,358 73093
0,279 0,1898183 0,319 93582 0,359 71565
“ 0,280 0,1903220 0,320 0,2098315 0,360 0,228203
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h - log 1* h log »* h log »*
0,360 0,2282031 0,400 0,2855716 0,440 0,2620186
0,361 86390 0,501 59940 0,480 - 24499
0,362 90943 0,402 64153 0,452 28507
0,363 93390 0,503 68371 0,443 325014
0,36 0,2299831 0,308 72578 0,434 36509
0,365 0,2304265 0,505 767719 0,845 40503

*
0,366 0869% 0,406 80975 0,06 4492
0,367 13116 0,407 85166 0,447 18475
0,363 17532 0,408 89351 0,418 "5215%
0,369 21942 0.509 93531 0,449 56428
0,310 26316 0,510 0,2497105 0,450 60397
0,371 30743 0,341 0,2501874 0,451 64362
0,372 35135 0,412 06038 0,452 68321
0,373 39521 0,413 10196 0,453 7276
0.371 43900 0514 13349 0,454 76226
0,375 8274 0,55 18496 0,455 80474
0,316 52642 0,416 22638 0,856 8ui
0,377 57003 0,847 26775 0,457 88046
0,378 61359 0,418 30906 0,458 91977
0,379 65709 0,419 35032 0,459 95903
0,380 70053 0,520 39153 0,460 0,2699834
0,381 74394 0,524 43269 0,361 0,2703784
0,382 78723 0,522 47379 0,562 07652
0,383 §2030 0,423 54485 0,563 14559
0,384 57370 0328 |- s5558% 0,16 15463
0,385 91685 0,425 59679 0,165 19360
0,386 0,2393993 0,426 63769 0,566 23253
0,387 0,2400296 0,427 67853 0,567 21181
0,358 03593 0,428 71932 0,463 31025
0,389 08885 0,429 76006 0,469 31904
0,390 1317 0,430 80075 0,470 38778
0,391 17451 0,431 84439 0,571 42618
0,392 21795 0,432 88198 0,472 16513
0,393 25904 0,433 93232 0,473 50374
0,394 30257 0,434 0,2596300 0,474 55230
0,395 31514 0,535 0,26003%% 0,475 58082
0,396 38766 0,436 04382 0,476 61929
0,397 53012 0,437 08415 0,477 65171
0,398 41252 0,138 . 12135 0,478 69609
0.399 51487 0,539 16167 0,579 73443
0,500 0,2453716 0,450 0,262086 0,580 0,2717272
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TABLE 11,
log 4* h log 4* A log y*
0,2777272 0,520 0,2026865 0,560 0,3069938
81096 0,521 30518 0,564 73537
81916 0,622 34168 0,562 76931
88732 0,523 37813 0,563 80192
92343 0,524 41855 0,564 83910
0,2796359 0,525 43092 0,565 87394
0,2800152 0,526 48726 0,566 9087%
03919 0,527 52855 0,567 94330
07743 0,528 55981 0,568 0,3097823
11532 0,529 59602 0,569 0,3101292
15316 0,530 63220 0,570 08958
19096 0,531 66833 0,57 08220
22872 0,532 70143 0,572 11678
26634 0,533 75049 0,573 15433
30814 0,53% 71650 0,574 1858%
3173 0,535 81218 0,575 22031
37932 0,536 81842 0,576 23475
11686 0,537 88432 0,571 28915
45436 b,538 92018 0,578 32352
19184 0,539 95600 0,579 5785
52023 0,550 0,2999118 0,580 39215
56660 0,581 0,3002752 0,581 s2644
60392 0,5§2 06323 0,582 4606%
63124 0,543 09888 0,583 49483
67845 0,544 13352 0,584 52898
71563 0,545 17014 0,585 56310
0,506 75284 0,516 20566 0,586 B9
0,507 78992 0,547 M7 0,587 63194
0,508 82700 0,548 27664 0,538 66535
0,509 86303 0,549 31208 . 0,589 69923
0,510 90102 0,550 31718 0,590 73318
0,511 93797 0,551 38284 0,501 16709
0,512 0.2897487 0,552 H816 0,592 80096
0,513 0,290115% 0,663 45308 0,593 83181
0,61% 01856 0,55% 48869 0,594 86861
0,515 08535 0,555 52390 0,595 90239
0,616 12200 0,556 55907 0,596 93612
0,517 15879 0,557 59320 0,597 0,3196983
0,518 19555 0,558 62930 0,598 0,3200350
0,519 23207 0,559 66436 0,599 03744
" 0,520 0,292686% 0,560 0,3069938 0,600 0,3207074




TABLE IIl (Voir Anrt. 90, 00).

3

xouz 3 4 zouz 3 {
0,000 0,0000000 0,0000000 0,0f0 0,0000936 0,000089%
0,001 001 001 0,084 0983 0938
0,002 002 002 0,082 1033 €984
0,603 005 005 0,083 108% 4031
0,008 009 009 0,048 135 1079
0,005 o013 ols 0,045 1188 18
0,006 o 020 0,086 1252 "
0,007 038 028 0,087 1298 19229
0,008 037 036 0,048 1358 1284
0,009 087 016 0,089 e 1338
0,010 057 051 0,050 T 1389
0,0M 070 069 0,051 1532 1458
0,042 083 082 0,052 4593 1500
0,013 097 096 0,053 1656 1558
0,014 13 " 0,054 1720 1616
0,015 130 427 0,055 1785 1678
0,046 "us 15 0,036 1852 1736
0,017 167 16% 0,057 1920 4798
0,018 187 183 0,058 1989 1860
0,019 209 208 0,059 2060 1928
0,020 231 226 0,060 2134 1988
0,021 255 29 0,068 2204 2058
0,022 280 273 0,062 2278 2121
0,023 306 208 0,063 2358 2189
0,024 334 325 0,064 2431 2257
0,025 362 52 0,065 2509 2327
0,026 392 381 0,066 2588 2398
0,027 423 Mo 0,067 2669 2470
0,018 455 A4 0,068 2754 2543
0,029 489 473 0,069 2834 2647
0,030 523 506 0,070 2048 2691
0,031 559 539 0,074 3004 2767
0,032 696 576 0,072 3094 2844
0,033 63% 61 0,073 3480 2032
0,038 674 648 0,074 3269 3001
0,035 T 686 0,075 3360 3084
0.036 756 736 0,076 3153 3162
0,037 799 766 0,077 3586 3334
0,038 844 807 0,078 3614 3311
0,039 389 850 0,079 3738 3
0,040 0,0000936 0,000089% 0,080 0,0003835 0,0003496




312 TABLE 1I.
zou z 13 14 T ouz 14 4
0,080 0,0003835 0,0003596 0,120 0,0008835 0,0047698
0,081 3934 -358%2 0,42 8999 7822
0,082 5034 3669 0,422 915% 7948
0,083 836 3757 0,123 9314 807%
0,084 4239 3846 0,128 9469 8202
0,083 4383 3936 0,425 9628 8330
0,086 §318 4077 0,126 9789 8459
0,087 4355 19 0,127 0,0009931 8390
0,088 4663 242 0,138 0,0010115 8721
0,089 37173 4306 0,429 0280 8853
0,090 488% 4301 6,130 0487 8986
0,09t 4996 4596 0,131 0615 9120
0,092 5109 4593 0,132 078% 9255
0,093 522% 4694 0,132 0955 9390
0,09% 5344 4790 0,134 118 9327
0,095 5458 £890 0,135 1301 9663
0,096 5577 1991 0.436 1837 9803
0.097 - 5697 5092 0,137 165§ 0,00099%3
0,098 5819 5195 0,138 1832 0,0010083
0,099 5982 5299 0,439 2012 022%
0,100 6066 5303 0,440 2493 0366
0,101 6192 5509 0,184 2376 0509
0,102 6319 5616 0,142 2560 0653
0,103 6448 5723 0,143 2745 0798
0,404 6578 5832 0,184 2933 0984
0,405 6709 5984 0,445 3124 1094
0,106 6832 6052 0,156 3314 1238
0,107 €976 6163 0,187 3503 1387
0,108 T 6275 0,148 3696 1536
0,109 7248 6389 0,449 3 4689
0,110 7386 6503 0,150 4087 1838
0,444 7526 6618 0,154 4285 1990
0,412 7667 6734 0,152 4484 2$3
0,113 7809 6851 0,153 4684 2296
0,418 7953 6969 0,15 4886 2451
0,145 8098 7088 0,155 5090 2607
0,416 8245 7208 0,156 5295 2763
0,417 8393 5329 0,157 5502 2024
0,118 8552 7514 0,158 5710 3079
0,849 8693 757% 0,159 5920 3238
0,120 0,0008885 | 0,0007698 0.160 0,0016431 0,0013398
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3 4 z on z 13 14
0,0016434 0,0013398 0,200 0,0025877 0,0020507
6344 3559 0’201 6158 0702
6559 372 0202 6433 0897
6718 3883 0,203 6743 109%
6992 4047 0,206 6995 1202
M4 4204 0,205 1218 1490 -
31 31 0,206 756% 1689
7654 4543 0,207 7854 1889
8718 710 0,208 8139 2090
8103 4878 0,209 84290 2291
8330 5047 0,210 8722 2495
8558 5216 0,214 20456 2697
8788 5387 0,212 9341 2904
9020 5558 0,213 9608 3106
9253 5730 0,214 0,0029907 3340
9187 5903 0,25 0,0030207 3518
¥i28 60771 0,316 0500 3725
0,0019961 6252 | 0,217 0814 3932
0,0020201 6498 0,218 14149 M52
02 660k § 0,219 1427 4352
0685 6782 0,220 1736 4562
0929 6960 0,221 20847 LYil}
"is 7139 0,222 2359 4986
1492 7319 0,323 2674 5199
1674 7500 0,224 2990 5812
1922 7681 0,225 3308 5627
AL n786% 0,226 3627 5882
2498 8047 0,327 3949 6058
2683 8234 0,328 4272 6275
29484 846 0,229 £597 6493
3199 8602 0,230 492§ 61N
3160 8789 0,234 65252 6934
3722 8976 0,232 5582 7451
3985 ' 9165 0,233 591% 3N
4951 935% 0,23% 6248 7593
4518 0584 0,238 658% 816
4186 9735 0,936 6921 8039
5056 0,0019926 0,237 7260 8263
5328 0,0020149 0,238 7601 8387
5602 03g 0,239 7944 8713
0,0025877 0,0020507 0,230 0,0038289 0,0028939

21
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Nete I (art. 1) ()

Le nombre constant
— g_
VTt
n'a été considéré par I'illustre Gauss qu’an point de vue géométrique,
qui est le seul sous lequel il a voulu considérer le mouvement des
plandtes autour du Soleil.

Ainsi envisagé, ce nombre représente le rapport constant qui
existe entre Iaire décrite par le rayon vecteur de la planéte, dans le

temps t, et ce méme temps multiplié par une constante 3 \/5 Vitp

propre & chaque planéte.

Dans la détermination numérique de ce nombte, Gauss a pris
pour unité de distance, la distance moyenne de la Terre an Soleil,
pour unité de temps le jour solaire moyen.

Le nombre

R k = 0,1720209895

qu’il a obtenu, a aussi une signification dynamique qu'il est utile de
connaitre, pour &tre bien certain quela détermination de cette con-
stante, qui est établie dans hypothése que les planttes de notre
systéme n’exercent aucune action perturbatrice les unes sur les au-
tres, n'est nullement altérée par la substitution, dans I'expression
de k, de la valeur de Yannée sidérale fournie par I'observation.

Rappelons succinctement la marche que I'on suit pour déduire du
principe d’attraction le mouvement elliptique d'une planéte autour
du Soleil.

On sait que si 'on désngne par f Uintensité de Ualtraction exercéc
par Vunité de masse(la masse du Soleil) & P'unité de distance, par p"
la masse d’une planéte, par r sa distance au Soleil & un moment
donné, et par z, y, z, ses trois coordonnées par rapport & trois axes
rectangulaires passant par le Soieil, les équations différentielles du

(*) L'article indiqué est celui du texte de Gauss, anquel se rappotte 1a note,
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mouvement de la planéte (en n’ayant pas égard aux actions pertur-
batrices des autres planétes) sont :

‘;—:§+f(a+p)§,=o,
) d,. Y+ ra+n4=o,
o M+ i=o

De ces équations on déduit facilement :

4°.Que I'orbite est entitrement située dans un plan passant parle
Soleil;

2¢ Que les aires décrites par le rayon vecteur et projetées sur I'un
quelconque des plans de coordonnées sout proportionnelles aunx.

“temps employés & les décrire. On en conclut la loi des aires pour

le rayon vecteur méme parcourant 'orbite.

En désignant par K le double de Vaire décrite dans le plan de
I'orbite, dans I'unité de temps, on trouve, en combinant le principe

des forces vives avec les équations (1), les deux équations sui-
vantes : '

&
@) dy == —— ,,2,_,_) =
® 3
Vs %

dr

3 dt ==+ )
) \/m+ EE E

dans lesquelles v est Ia longitude de la plante dans I'orbite, et H une
constante introduite par I'intégration de I'équation des forces vives.
En intégrant I'équation (2), on obtient

LR W K!

@ (12-;1;) ’
e ' \/’+ [TE T R

= étant une constante arbitraire,
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Si 'on pose K

(®) ' fitm-° A —e,
o 9H.K!

@ e

a et e étant de nouvelles constantes arbitraires, substltuéw AKetH,
Féquation da rayon vecteur devient

©a(l—e') — P
“ITtecos(v—=) 1+tecos(v—n)

qui, comme on le sait, est I'équation polaire d’une ellipse dans le
cas ot e i’'est ni égal A 1 ni plus grand que 1.

D'aprés la relation (5), et en remarquant que le g de GAUSS est
égal A Kt, c'est-d-dire que

et
on en déduit, \
efatw= P
d’ou :
g
= marw’
et enfin,
. —
LV T

Ainsi /T = k; c'est-3-dire, qu'au point de vue dynamique, la con-
stante k de Gauss n’est autre chose que la racine carrée de Uinten-
sité de Tattraction exercée par Uunité de masse, & Uunité de distance.

En remplacant dans I'équation (3) les constantes H et K par leurs
expressions en fonctionde aet e, on a

1 rdr .
Vet o—( __)

pour intégrer cette expression, on introduit une quantité auxiliaire «,
telle que I'on ait '

r
ecosu =1 —gar ou r=—a(1 —ecosu),
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et il vient ensuite, en intégrant,

(1) \/&g:—m-(l—-r).—:u—esinu.

< étant une nouvelle constante arbitraire qui est I'époque du passage
de la plandte au périhélie. On reconnait, dans la formule (7), la rela-
tion entre I'anomalie moyenne et 'anomalie excentrique.

En désignant donc par n le mouvement moyen diurne de la pla-
néte, on a la relation

(8) an'=f(1-+p),

qui contient la troisi¢me loi de KEPLER sous sa véritable forme, et
qui peut aussi servir A trouver la valeur de f, si on l'applique, par
exemple, au mouvement de la Terre.

Remarquons que a est le demi-grand axe de Vellipse, et n le mou-
vement moyen, tels qu'ils existeraient si la Terre et le Soleil étaient
seuls en présence. Mais, sous P'action perturbatrice des autres pla-
nétes, le mouvement moyen observé n, est différent de n. Si Fon
désigne, ainsi que I'a fait M. LEVERRIER, par 6" la quantité dont se
modifie séculairement le mouvement moyen diurne de la Terre, sous
I'action perturbatrice des autres planétes, on doit avoir la rela-

tion
n,=n- e,

— "
n=n,—6",

d’oti

En substituant cette expression de n dans la relation (8), elle peut
se mettre sous la forme

az‘Vn:€M(L_%y;

Si I'on prend maintenant, pour unité de distance, la quantité
rﬂ7m+m
t T Y ’
[

=1, doir (|0) W‘z—‘—/—i,—'i—-,
. [

on apergoit que U'unité linéaire n’est pas le demi-grand axe a de

~

c'est-2-dire, si 'on pose

9) 4w

0
no
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Forbite terrestre considérée elliptiquement, mais en diflere d'une
quantité représentée par

(201 )
3"0 6;1;';— Coaone
ou par :

Qaﬁ'

31’

en négligeant les termes du second ordre et au dela.
D’aprés les valeurs trouvées pour 6’ et n,, le demi-grand axe de
Tellipse terrestre est non pas égal A 1, mais &

1,00000129.
Si dans la relation (10) on met pour n, la valeur

2r
365,256

afin de rapporter la valeur de /f au rayon, et si Ion fait p=

1
351936, valeur donnée par LAPLACE d;ns son « Systéme du monde» ,

on trouve
VI =k=0,017202099,

qui ne différe du nombre donné par Gauss qu’en raison de la valeur
différente qu'il a attribuée & p.

On voit done que la constante k est tout A fait arbitraire, pourvu
qu’elle soit la méme pour toutes les planétes. Sa valeur numérique
dépend complétement des unités adoptées.

Dans le n° 1341 des Astronomische Nachrichten, M. LEHMANN a
donné une nouvelle valeur de la constante k, obtenue en corrigeant
de la variation séculaire de la longitude de Y'époque le mouvement
moyen n,, déduit de I'observation.

Ainsi que M. SivoN Newcoms I'a fait remarquer, (4sf. Nach.,
n® 1349), cette .correction est complétement inutile, et ne produit
qu'un changement dans I'unité linéaire.

Si dans I'équation

o s_KFlitu
a= ——iF_

on met pour k la valeur de Gauss et pour n le mouvement moyen
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déduit de I'observation, on trouve a =1 si 'on met la valeur de k
proposée par M. LenMANN, et pour n le mouvement moyen (n,—¢6"),
Cest-a-dire, le mouvement moyen observé, corrigé de sa variation
séculaire, on obtient encore 4; mais si I'on emploie la valeur de k
donnée par Gauss, et la valeur corrigée (n,—6"), on obtient

a=1,00000129.
Ainsi, avec les unités adoptées, le nombre
k= 0,017202099

représente bien la racine carrée de Tintensité de l'attraction de la
masse solaire A I'unité de distance.

Nete Il (art, 11).

Plusieurs méthodes ont été proposées pour la résolution la plus
prompte du Probléme de KtpLER, C'est-A-dire de la solution de I'é-
quation transcendante

e .
1) nt:u——-msmu.

La méthode généralement adoptée est celle de M. ENckE qui rentre,
par le fait, dans celle donnée par Gauss dans l'art. 11.
Soit 4, une valeur approchée de u; on peut poser

u=u, -} .

En substituant cette valeur dans I'équation (1), on a
e .
nt=(u,+z) — sint” sin(u, + ),
ou, si z est suffisamment petit,

e .
=ty — e S0, +x—ecosux
ou

e .
nt—-(u,-— PRy smu‘) .-='a:(i — ecosu,);
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d’ou, en désignant par ¢ la différence

nt — (u‘ l" smu,)

——F
= A —ecosu,

ona

Pour que cette valeur de zn’ait plus besoin de correction, il faut
que u, soit déja suffisamment approché, autrement on recommence
le méme calcul avec la valeur u,=u,-- 2.

Nous croyons inutile de développer les solutions proposées, dans
ces derniers temps, par MM. Grunert, Wolfers, Karlinski, Annibal de
Gasparis, etc. Le probléme tel qu’il a été résolu par Gauss, n'offre
pas assez de longueur dans les calculs & effectuer, pour qu’il me
semble nécessaire de rappeler toutes ces ingénieuses solutions; je
me bornerai donc & présenter ici une méthode que j'ai donnée pour
résoudre graphiquement la question; cette méthode a été insérée
dans le n° 1404 des astronomische Nachrichten.

L'équation

nt — u — esinu, (1)

dans laquelle nous rapportons tout au rayon, peut étre considérée
comme résultant des deux équations

y = sinuy, (2)
y = (u—ni) %. (3)

Posons %:tang $; ¢ sera toujours plus grand que 45° et plus

petit que 90.

L’équation (2) est celle d'une sinusoide; I'équation (3) est celle
d'une droite coupant I'axe des 2 en un point distant de I'origine de
la quantité nt, et inclinée sur cet axe de I'angle ¢, constant pour
chaque planéte, et qui dépend de I'excentricité.

SoLuTioN. — D’ aprés cela, on construira, une fois pour toutes, la
sinusoide OMK (fig. 1), planche 1, sur une grande feuille de papier
divisée en millimétres. L'axe des  sera gradué de 0 & 180° ou moins,
et ces graduations seront écrites aussi sur la courbe aux extrémités
des ordonnées correspondantes.
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On ménera au point B de I'axe des z, tel que
OB=nt

une droite BM faisant avec I'axe des z, 'angle ¢ relatif 4 la pla-
néte considérée ; I'abscisse du point M, intersection de la droite BM
avec la sinusoide, donnera I'anomalie excentrique u.

Pour une autre anomalie moyenne OB = nt', on ménera B'M' pa-
ralléle 4 BM et on lira au point M’ meme la seconde anomahe excen-
trique o, et ainsi de suite.

Si, par le point 90° de I'axe des & on méne une droite inclinée de
A5° sur cet axe, il est clair que pour des anomalies moyennes < 90°,
Yintersection des droites telles que BM donnera toujours une abscisse
plus petite que I'abscisse du point N (les excentricités étant toujours
plus petites que 4, et, par conséquent ¢ étant toujours plus grand que
45°) , il .est donc inutile, pour avoir les anomalies excentriques qui
correspondent aux anomalies moyennes plus petites que 90°, de con-
struire la courbe au del du point N.

Or, pour le point N, on a évidemment

y=(r—90)=sinz,
ou, en posant & — 90° = &',
2 = cosz'. )
En résolvant V'équation (4) par titonnements, on trouve
' o= 4220'48" 4.

Mais si I'on fait attention que les excentricités de toutes les pla-
nétes connues sont inférieures 4 0,4, on trouve facilement que pour
les anomalies moyennes < 90°, on peut encore réduire la sinusoide
puisque, dans ce cas, I'anomalie excentrique relative & une anomalie
moyenne de 90° n’atteint jamais 111° 21",

Pour résoudre graphiquement le probléme, pour toutes les ano-
malies moyennes comprises de 0° & 1807, on tracera deux-portions
de la sinusoide sur deux feuilles de papier différentes; sur la pre-
midre, I'abscisse 0Q (fig. 2) irajusqu’d 111°30', et sur 'autre (fig. 3),
P'abscisse OD ira de 90° & 180-.

Laméme construction pourra servir aux anomalies moyennes plus
grandes que 180°, en remarquant que si nt et nt' sont des anomalies
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dont la somme est égale 4 360°, la somme des anomalies excen-
triques correspondantes u et u' sera aussi égale & 360°. Dans le cas o
Fon a nt > 180°, on appliquera la construction que nous venons d'in-
diquer 4'anomalie moyenne (360°—n¢) et I'anomalie excentrique qui
en résultera, retranchée de 360¢, donnera I'anomalie excentrique
cherchée.

En employant les papiers divisés dont se servent les ingénieurs,
et en prenant le millimétre pour représenter 24’ sur I'axe des x, on
pourra, par la construction précédente, avoir I'anomalie excentrique
A 6 prés.

On obtiendra ensuite cette quantité avec la plus grande exactitude,
soit par la méthode de Gauss, soit par une autre méthode.

Nete III (art. 18).
Si dans I’équation

1 1 1 2k 1
mng§v+-§tang‘§v=-—-—p—!-j_—“-
2

nous introduisons la distance périhélie g =1

5 nous aurons, en né-

gligeant la masse de la cométe,

2¥ gt 1 4, 4
(l) = k (tang§v+§lang 50).

Gette formule donne V'intervalle de temps que met le rayon vec-
teur d’une cométe, dont la distance périhélie est ¢, & décrire le sec-
teur dont I'angle est v.

Si nous considérons une cométe dont la distance périhélie serait
égale aY'unité de distance, c’est-a-dire égale A la distance moyenne
de la Terre au Soleil (voir note 1), on trouvera

21 1.1 1
(2) t’=7(tang§v+-§tang'§v);

donc, entre les temps ¢ et ¢ que mettent ‘deux cométes, dont
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I'une a une distance périhélie égale 3 1 et I'autre égale A ¢, pour dé-
crire la méme anomalie vraie v, il existe la relation

t=l'.q’:"_

Si dans la relation (2) nous supposons v =90, nous aurons le
temps que la Cométe, dont la distance périhélic est 4, met & décrire
le secteur dont I'angle est droit; on a ainsi

_\2 (, + ) 4 f
mais A ,
ke 2z
T 365,2564°
on a donc,
g1 "é ~ 365,2564 = 109/,645581,

On a donné le nom de Cométe ‘de 109 jours 4 cette cométe dont la
distance périh¢lie serait 4; cet intervalle de temps ¢ est celui»p»endant
lequel le rayon vecteur de ceite cométe décrirait une aire égale

a g, ainsi qu'on le voit facilement en faisant dans I'expression du
secteur parabolique, g xy,
z=1 e y=2.
De la relation
109',615584 —-é ﬂ

on déduit _
p V2
= 3.109,615581°

En substitiiant cette expression dans la formule (1), on trouve;
toutes réductions faites,

{3) t == 27°,403895. q% (tang‘ 3? -} 3tang 3 v) .

Quand Fanomalie vraie sera connue, on aura le temps écoulé

tdepuis le passage au périhélie jusqu'au moment considéré, au moyen
de la relation (3).
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Si, au contraire, c'est le temps écoulé ¢ qui est connu, on aura
I'anomalie vraie v au moyen de P'équation du 3¢ degré
. i

tang? 1 v+3tang-;— v= ;.
2 27,403895. ¢
Posons ;
tang%v:%ootangel\;
mais comme
T A oin?
. cotimg2A_(:osA sin*A _ cotang A — langA

2sinAcosA 2
on a.donc aussi,

tang % v=cotangA —tangA ,
ou, en élevant au cube,

tang® % v == colang®*A — 3cotang®A tang A -}- 3 cotang A tang®A —tang® A
= — 3 colang Atang A (cotangA — tang A) - cotang’A — tang’A.

Mais cotang AtangA =1, et cotang A —-tangA = tangzo, on a
donc,
' wng'§v+3taug§v=cotang’A—a-tang’A,

équation qui devient identique avec la proposée en posant

cotang’A — tang'A =

27,403893.¢3°
mais én posant aussi

§ [ ——
colang A = Vcotang % B;
B étant un autre arc auxiliaire, on déduit
cotang®A = cotang % B; et tang*A = tang’;B,-

&t par suite; "
coldng®A — tang®A = 2¢otang B;
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_on a donc

2cotang B == -——-—t—-——‘;;
217,403895.9*
d’or

54,80779.¢3

tang B = :

On conclut de ] que pour résoudre I'équation

t

1 1
tang® ~v - 3tang s v = —————rp.
2 2" 97,103895.¢%

il suffira d’employer les deux arcs auxiliaires A et B, et 'on aura v au
moyen des relations

tang B 5% 80':79 .q3)
W ARE)
tang A =9 / tang 3 B 4
tang ; v=2colang2A

1 -

En dehors de la Table de Barkeg, indiquée par Gauss, on pourrait
se servir, pour résoudre plus simplement ce probléme, de la table
générale du mouvement des cométes dans une orbite parabolique,
table publiée d’abord par Hariey dans sa Gométographie, et que Pon
trouve dans I'Astronomie de DELAMBRE ; ou mieux, de celle insérée
par M. LEverrier dans le premier volume des Annales de ' Observa-
toire impérial, page 226, table qui ne différe de celle de DeLamBRE
que par les intervalles de I'argument, la valeur de la constante k, et
les coeflicients relatifs & I'interpolation.

On peut encore se servir de la table de BurckarDpT qui a pour ar-

gument log ¢ *—5+ Vi P

au troisi¢me volume de 1a Mécanique céleste.
Comme application des formules (4), calculons I'exemple donné
par M. LEvERRIER (Annales de I’ Observatoire impérial, p. 226, t. ).
Soient ¢ = 0,1 la distance périhélie d’une cométe, et ¢ = 6,690997

le temps écoulé depuis le passage au périhélie, on demande I'anoma-
lie vraie v.

; elle se trouve dans les notes de BowbircH,
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On a :
log 54,80779 = 1,7358423
¢'log6,590097= 1,1810489
cilog10 = 2,5000000
logtangB = 1,4198012
B = 14°43'38",82
1B = 172159,41
logtang 4B = 1,1115410
loglangA = 1,7038470
A = 26°49'23",82
24 =153 3847 ,6%
logcotang2A — 1,8668836
log2 = 0,301030
logtangiv = 0,1679136
lv .= B5°48'36",755
d’oir v =111 3713 51.

Nete 1V (art, 34).

En posanttang%v:!), ona

dy = 1—2_%;—,, et cosv= %%:—:;
d'on
(1 + e)idv _ (1 + e)32d0o (1 }- 0%,
(1 -l—ecosv)’\/2 (l+q",ﬁ(l+e—£’:|:_o—?))

_ f (1 4-e)¥edo(t oY)
(+oVE(1+ )

- f (4 4oy vRdo(1 40
| )
@+u+d)

22
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en posant aussi

—_ 1+ a

il—l-—_i:a’ don (A4e¢yF= N >
il vient :
(1 4 e)idv _ yige [eute
(1 +ecosv)y/2 A+a0y"
+

En effectuant la division fq_—;?j}::,—eget intégrant par série, on

trouve le développement donné par Gavuss.

Note V (art. 40).

Le développement de E en fonction du sinus est

1.3

1.3.
$ 4 TE
345 M E+ g e on

1) E=sinE+ ;—_3 sinE

1.3.8.7

——— 1 ’ -
+ 331,689 sin’E +-elc. ;

d’ot Yon déduit

(2) i5(E —sinE)= = sm’E + ——s in*E + — sm‘h

112
525 m’E+
+ 152
on a aussi
1
. 2tang§E QT%
sinE— i =(1+T)’
1 } tang? §E

et par suite

2TH(1 +T) =sinE
PTI(14T) " =sin’E.

En développant par le bindme de NEwToN et en substituant dans (2)s
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on a le numérateur de I'expression de Gauss, multiplié par 20 T%; en

agissant de la méme maniére pour le dénominateur (9E 4 sin E), on
trouve

9E-}-sinE=10sinE} 593 sin'E %sinfn+ ;f’%smm + ee.s

mais 40 sin E = 20 T’l(‘.l + T)~1, et les autres termes sont ceux cal-
culés pour le numérateur, multipliés par 9.

_ En s’arrétant aux termes en T® on trouve, en divisant haut et bas
1 R
par 20 T*, I'expression de A.

Nicorar a donné (Von Zach’s, Monatliche correspondenz, vol. XXVII,
P- 212) les formules exprimant les différentielles de Panomalie vraie
et du rayon vecteur, dans une ellipse trés-excentrique, en fonction
des différentielles de I'époque du passage de Pastre au périhélie, de
la distance périhélie et de I'excentricité. Ces formules s’obtiennent a
I'aide des équations de I'art. 40.

Si nous posons B=14, G =0, nous avons, d’aprés Vart. 39,

1 1 .1 at
() tang-éw-l-ﬁtang e T
et
8k 1 e
513
[ =i 3
22

¢n différentiant Féquation (1) par rapport & w, x et t, et en remar-
quant quel'ona

da da
da= Edq‘l' l-f—éde’

il vient :
dw a 3t Oa -t
—_— = dt — —dg | X —de
R ‘%w‘ BT 2.4 1T 3AJ-96) <78

de la relation (art. 40);
jlang % w

M————‘,
3
\/4-5A+c

tang 3 v=
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en faisant G = 0, et prenant les logarithmes, nous avons
1 4 1
log tang g5v= logtang Sw— log (l —% Btang® 3 w) + logys
d’ob, en différentiant,
do dw dy

— = — . Rl
siny Qsiniwcos-;—w(i—éA) T

2
ou,

dv dw 2 dy
o — > +5

) 1 1 4 2 §
v Z —= —
2cos* ~w tang 3 w0 (i 5:A) (i

Mais comme on a
o [5¥Be g B—Be
=V 1iee 1 1F9e’-
on en déduit

d~{ —2 dﬂ —10
=ATtan o = e —5%

, et aussi

. . dv
Il vient donc, en substituant ces valeurs dans soo

- Texpression trouvée pour

LI .
2cos 5 Ws
a;cos'1 w 3atcost i w
dy 2 2
sinv i roa i ra
Totang 3 w (1—-5A) 2..T8tang g w (l—EA)
tcos’%w.%)a ‘4
+ 1 3 T—iraaiog®

7atang§ w ({ —3 A) 2(1 4 9¢)
2
zh 10

‘Grogi—a®

1—2a
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ou, en posant
21
acos! ~ w
K = 2
T5tan iw 1 éA)’
83 ( B
3
L.= %,
9
M= (1 4 9¢)’
A S
— (141 4-9¢)
%A
0 = i
i—gA
P — 10
=~ ¥l —9’
il vient .
dv

—_— — K —N—
<= =Kdt —KLtdg+ (KM — N—OP)de,

ou, en appelant T I'époque du passage de I'astre au périhélie,

dv
- =—KdT— KLtdg + (KMt — N — OP) de.

Si I'on différentie I'équation

_gi+e
14-ecosv’
on trouve
- 9r%in® 1 v

r rlesiny
dr=-dg¥ ——uc d 2270 dv.
r=tara “tara ™
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Nete VI (art. 57).

Pour trouver les équations différentielles données dans ce paragra-

phe, considérons le triangle Qn Q' (fig. 2 du texte), dans ce triangle
ona

0S¥’ = c0secosi -} sinesini cos(Q — n),

d’ott en différentiant ,

— sinf'd = —sinzcoside - cos e sin i cos(Q — n)de
—sinesini sin(Q —n)d(Q—n),

ou

. sinecost  cosesini cos(Q—n)\ , sinesinisin(Q—n) ’
di=de sine sin? ) + sin?’ 4R~n)
mais on a

sin¢ — sin{)' sind  sine
(m) snr smQ—n)’ * snQ—n) —sni> ™
on a aussi
cos§)’ = cosAcos(§Q — n) — sinAsin( — n)cosi,

Fob cos A ==cos§'cos(Q — n) - sin Q'sin (Q —n) cose ,

0

cosQY'sin’(QQ—n) =singQ'sin(QQ—n)cos(Qi—n)cose—sina sin(Q—n)cosi

ou

sin Q'cos{QQ — n) cose sinA
03 g — SRS — )

sin (§Q —n) sm(Q - n)

ou, en ayant égard aux relations (m) et (n)

cos Q'= sin# cos{{Q — n)cose __sinecosi,
sini’ - sini’

I'équation différentielle précédente devient donc, en ayant égard,
pour son second terme, & I'équation (m)

di' =— cos Q'd= +}sinesin Q' d(Q —n).

Telle est 1a premidre équation de Y'art. 57. Pour avoir les deux
autres, le méme triangle donne

sin Q' sin i’ = sin i sin (Q —n),



NOTE V1. - 335
&’ou, par différentiation,

g SiNQ  (sini cos (Q—ﬂ)—sin Q' cos #’ sinesin Q'
dQ =d: lang il+ ( cos Ql sind’ )d(Q——n)
. y " sine . ,
. ds.sinQ'_‘_EiLi COS(Q_")—_S“IQ cost Tm.smg , .
tangi’ T sind cosy (Q—n)
mais ' ’
sine __ sina
sini ~ sinQ’

et le méme triangle donne.
cos (3 —n) — sinAsin (Y cost’ =cosAcos{)';
il vient donc, par substitution,

. singy sinicosA
Q= tang i’ds + sin

d(Q2—n)

qui est la seconde équation,
Pour trouver la troisi¢me, on a

sinAsint=sinesin ',
d’ol1, en différentiant,

da=de -SB8 (°°s"COSQ'Sin€+OOSesim’) n sinscos Q'

sinicosA sinz’ * sing’

d(Q—n),
mais
cos i’ cos Q' sine -} cose sin¢’ —sini cos A,

car on a la relation
cotang i’ sinz 4 cos e cos ' =sin Q' cotang (Q—n)
qui devient, & cause de I'égalité

sini __ singY
sind __ sin{Q—n)
cos ¢ sin e }-sin i’ cos ecos Q' = sini cos (§ —n)

ou, en multipliant par cos Q'

cos i’ sinccos Q' -} siné’cos = cos? Y’ == sin i cos Q' cos (§ —n)
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ou

cos:’sinacosg'+sina'cos::sihioosQ’cos(Q—n)+sini’coSesin'Q'
et en remarquant que sin i sin ( — n) = sin i sin ', il vient
cosi'sinecos '} sini’cose =sini[cos 'cos (2 —n) + sinQY'sin(Q —n) cose)

c’est-a-dire,
cost’cos §Q'sins |- sini’ cose —=sinicosA

On a donc enfin, enayant égard A cette relation,

dA— st' +sm cosg 49

d= —n)
sin ¢’ sing’

qui est la troisidme équation.

Nete VI (art. 70).

On a, dans l'art. 62, § 11,

R cosBsin (A —L)

reop [ 1 R BEOIT

11 tang(l—))= g =

En posant
| (t—N=/(R)
on a, d’aprés le théoréme de Maclaurin,

d
E=0 =@+ () R+ ... cle.
de I'équation (1) on déduit

f(R),=0
et )
d(l—X)] __ cosBsin(A—L)
[ dR ]— rcosp °’

d’ol, en s'arrétant & ce terme,

R. cosBsm(l—-L)
rcosp

I—\=
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On a aussi, dans le méme art. 62, § II,

r'tang B—R'tangB _
1 bl

tﬂl’)gb: 3

mais des deux premiéres relations données dans cet article on dé-
duit, en faisant N = }, ‘

¥ =N cos{l— 1) 4 R’ cos (A — L)
g Hsin@k—L)
T osin(l—2)
Ces valeurs, substituées dans 'expression de tang b, donnent

t;m b_tangpsin(l-—L(oos(l—-).)+tangpcos(l—L)sin(l—).)—tanngin(l-—l)
8o= sn(—L) ' :

Si I'on développe b suivantles puissances croissantes de R, en remar-

quant que ! — ) est une fonction de R qui devient nulle pour
R = 0, on trouve

by=8

(:li_g),,: m"fiﬁc(_‘{’s—(}i 2 (d(;;l),_ si:f(‘xlg—Bl.) (d(i;!;n),] cos’f,

mais

(d. (l—l)) __cosBsin(A—L)_
dR /., rcosfp
on a donc ,
(db) _ (tangpcos(l—L)cosB __ tang B cos B) cos'B

dR rcosp rcosp S

[
dou -
b-—p:R—ws-f—cm’—p[tangpcos()‘—L)—tangB).

On a aussi, dans le méme art. 62, § I,

& Q _ r—Rcosp—L)
¥ cos(I—N  reos(i—}) °
d’olr
. _ —
@ Acosb=rcosp Rcos B cos(A —-L)

.

cos (I — 2}

.Développons A suivant les puissances croissantes de R, et remar-
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quons que pour R=0, 0on a b = §, (1—1)_0 et par suite,
A=

En différentiant la relation (2), on trouve, aprés avoir fait R=0,
da db
( dR) cosB— rsinf ( dR) =—cos Beos(\—L),

db cosBcosp
() ==5=¢

on a donc,

[tang # cos @ — L) — tang B};

(gﬁ) cosﬁ—-siniicosﬂcosB[tangﬂcos()\——L)_tangn]:__cosms(l:_l‘)

d’ou

(g%) °= sinfcosB [(wngﬂfm) wsG—L)—wngB],
mais

tangf — 1

 SinBoosf = —colangB;

on a donc,

(-g%) =—sinfcosB [cotang B cos(A—L) - tangB),
" 0
d'ott I'on déduit

A—r= —RcosBsinf[cotangBcos(A\—L)-}-tangB).

Note VIil (art. 78).

Soient menés par lelieu vrai A de I'observateur (fig. 4 des notes)
et par le centre de la Terre des plans paralléles au plan de I'éclip-
tique.

Soit K le point fictif, S, (v, Av, des paralltles A la ligne des
équinoxes menées par le Soleil, la projection du centre de la Terre
sur le plan de I'écliptique et le lieu vrai A.

Menons une droite arbitraire SH faisant I'angle N avec la ligne
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des équinoxes. Joignons Ka, Sa (a étant la projection sur Pécliptique
du point A), joignons aussi ST et SA.

On peut considérer aS comme la résuitante des deux llgmﬁ SK et
Ka; en projetant ce systéme sur la ligne SH on aura

aS.cosaSH = R'cos(L'—N)-}-8cosBcos(r —N).

En considérant aS comme la résultante des deux lignes St et at, on
aura, en projetant ce systéme sur la ligne SH,

aScosaSH= R cos Bcos(L—N)-}-rcosbeos({—N),
d’od

R'cos(L'—N)-}-8cosB cos(\—N)=RcosBcos (L;N)+nwsb cos({—N).

Si I'on fait les mémes projections sur une perpendiculaire & SH, on
aura

R'sin(L'—N)+-cosBsin(A— N)=RcosBsin (L —N) +ncosbsin (I —N).
On trouve enfin, en menant Ti parall¢lea ta,

Aa=Ai}ia,
d’'oi

3sinp = =sinb-}- RsinB,

‘Note IX (art. 90 et 100).

Gauss a donné dans le Berliner Astronomische Jahrbuch de 1814,
une autre méthode pour calculer § et €.
On a, dans l'art. 90,
5 10
fep 8 00 T8I
- 6 ' 9X X
Si I'on substitue, dans le numérateur de cette fraction, a la place
de X la série

A, 4.6 468 ,, 6 4.6.8.10
=3t3gctas®tagae Tt

on obtient

8. 10.12
x-x+ 8,(1+2.s 3.8.40 ,  4.8.

2.8 o et
~ 103 RGALI TR A W T B T R At
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ou,enposant .
2.8 | 3.8.0 ,
A-l+——§—-x+wz +...elc.,
on a
~ 5,10 __ 8 .,
Ix—éx-'l—'g—io_s‘Ax)
d’ou
4
fi( 475“’)
X= .
i——(—;x
5 4

Substituant cette valeur dans I'expression &, il vient

2 .., 6 )
§§A” (1—5
12 :

- 2
1 — o Ax

E=

formule A l'aide de laquelle on peut toujours trouver facilement §
avec exactitude.

Pour avoir € de I’art. 100, il suffit de substituer z & la place de «
dans les formules précédentes.
A sera déterminé d’'une maniére plus convenable par la formule

1.3.5.7
_(i-—a:)‘"(i—l—;g +2 L elc)

Note X (art. 95).

Pour arriver 4 la relation [25], nous déduirons d’abord de la rela-
tion (3] (art. 88),
__pcosg — cos f \/ rr
cosF /rr’

La relation

1,1 2 2
;+7-—-;—|——p'OOSIOOSF

devient, en mettant A la place de e cette valeur,
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1,12 2(peosg—cosf /rr) cosf
Tyt pyre

p-\/_—ﬂl—f_';ﬂ.——_ﬂ\/r—r;sin’f-kﬂpcosgcosf
on en déduit . .
2’ - (r-l—r')—%cosgcosf\/rr’
(m) - = T -
P sin*f

Mais, des relations

ou

- —— =—sinfsinF

0D

-I-%cosfcosl*‘,
on déduit aussi,
Y e—r

fang ftangF = ——
ry
(r4r)— Y
ou, a cause de la relation (m),
Y —r

r ,,)_(r+f)—2cosgcosfslﬁ'

sin* f

tang f tangF =

_ it -- r)sin' f
2cosgeosfyrr— (¥ +rleostf

d'ou enfin,

(¥ —r)sinf

tang F = .
2cosg \rr —(” 4-r)cosf

Note XI (art. 99).

Pour démontrer la relation

g (14-22Wz + 2 — log(\/l +z4 \)_z)
9z -+ o)} ’

34
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nous avons d’abord, entre z et ¢, 1a relation

1
Jz - \7:"— 2\/;)
d’ott
Ve=vait/a11.

On peut aussi mettre la relation entre Z et ¢ (art. 99), sous la forme

—8logy/c c’———8log(f+d_——)

] 1\? 1 1)'_ 3
4 ( c) 3 ( ¢
on a ensuite,

() (e

\/’-‘+7——(\/ + \/3+’+m)

il vient donc, en substituant et réduisant,

mais

A _Bedevaid, o [(2+4)_+‘s/u/—z Fly s
¢ VabiEd Vadiya+1
=2V 1)2Ve=14(:1} 2}t

on a par suite,
! ( 1)'— 16(z’+z)%'
4 ¢/ T ?
on a aussi,

-
=t [+l o=

b [(23+1)+9\/;\/2+_i]’+1!
R R A
_ 828t (2 1)VzVatd
B 9r4-14-2yzyz 1
"= (2 1) A (st -2)

iz 2)1
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oun
c*—ci, =8(2s4-1)yz' Fz.

Enfin, en substituant dans Z les valeurs trouvées, et en divisant
par 8 haut et bas, on trouve la relation donnée par Gauss.

Nete XIi (art. 102).

L'équation en Y, art. 101, est
Y +Y’—HY+%H=0.

On voit d’abord que puisque H est positif, le produit des trois raci-
nes est négatif; donc dans le cas ot les racines sont réelles, I'équa-
tion doit en avoir deux posilives et une négative.

En cherchant la valeur de H qui rend les deux racines positives
¢égales entre elles, on trouve

RS
H= "0

et 'on obtient bien alors, en égalant & zéro le plus grand commun
diviseur de I'équation proposée et de sa dérivée, pour valeur de ces
racines égales,

i |

85—

Note XEIN (art, 118),

Pour démontrer le théoréme ¢énoncé par Gauss dans cet article,
considérons une sphére. Soient A, A’ A" (fig. (b) des notes) trois lieux
portés sur cette sphére dont nous supposons le rayon égal & 1; ces
lieux étant placés d'aprés leurs coordonnées héliocentriques ou géo-

centrigues. Appelons a, o', «”; 8, ', B’ les longitudes et les latitudes
de ces trois points:
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La pyramide SAA'A" est égale au prisme tronqué A\'A"ad’a”, aug-
menté de la pyramide SAA"a"a et diminué des deux pyramides
SAA'a'a, SA’'N'a"d’. _

La valeur du prisme tronqué

ANA"a"da = % surf ada”(Aa+ A + A"")

a
3

=3 surfad’a”(sinB-}-sinf’-}-sinp"*),
mais
surf ad’a” — triangle Saa’-}- triangle So’a” — triangle aSa”;
or ona
triangle Saa’ — %—a . a'kK,

aX étant la hauteur du triangle;
si 'on méne D'n perpendiculaire A SD, on aura

&' K=D'n.Sa =sin(« — a)cos,
et par suite

triangle Saa’ — co_gi_ﬁ cosf'sin (o —g2);
on aura donc, par analogie,

cosf’cosp”

»___ cosPcosf’
surfada” = —e 3

sin(d —a) -} sin(a” —a')
. cosBcosp”

3 sin(«”—a);

donc
prisme tronqué —= :—,, {cosBcosf’'sin{e’— a) - cos P cosBsin (a” —o)
— cosPcosB”sin(x”—a)](sin B 4-sinf'}-sinf’).
. - ’ - " ” . l
La pyramide SAA"a"a—trapézeaAA”a">< 1 Sl =(Aa—|—A a )aa st

3 2 3’

mais aa”. SI est la surface du triangle

— cos[!’cos g”

aSa” 3 sin{a” —a);

on a donc,

Pyramide SAA"e"a = % (sin B -}-sinB”)cosBcosp”sin («"—4a),
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et par analogie,
Pyramide SAgA'd = 1 (sinﬂ-}-sinp’)cospcos §'sin{e —a) -

Pyramide SA’A"a"a’ — - (smﬂ’—{— sind”)cosf'cosBsin{a” —a’)

En effectuant les produits et en faisant la somme algébrique indi-
quée, on obtiendra pour volume de Ja pyramide SAA'A”,
sinf cos B'cos B” sin (a” — «') — sin §'cos B cosB” sin(za"—a)
-} sinB”cosBcos §'sin (2’ —aj},
c’est-a-dire,

cosP cbsﬁ’ cosf” {tangPsin (2’ —«') - tangf'sin (x—a") —}—.tangp"sin {« — a))

ou égal & ‘
cos fcosf'cosp’(0.1.9),

ce qui démontre le théoréme.

Note XIV (art. 140 et 148).

'I’équation de Gauss

cQsinwsin*z =sin(z — w— ¢
’

en posant
dsinw =4y,
et
wto =o'
devient
()] Q'sin'z = sin{z — o),

Nous considérerons Q' comme positif. Si dans une application numé-

rique cette quantité était négative, on prendrait au lieu de w, qui
est donné par une tangente, o == 180.

Si I'on développe Y'équation (1) de maniére qu’elle ne contienne
plus que des termes en sin z, on trouve.

2) Q'*sin*z — 2Q’cos w’sin®z -}- sin'z — sin'w’' =0,
¢équation du huititme degré.
23
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L'angle = représente I'angle A I'astre, c’est-a-dire un angle plus
petit que 180°, donc sin z doit toujours étre positif.

Si cos o' est positif, I'équation (2) contient trois variations, donc
cette équation n’a pasplus de troisracines positives; si cos«' est négatif
Féquation ne contient plus qu'une variation, donc elle a au plus une
racine positive; le dernier terme de I'équation étant essentiellement
négatif, il est évident qu'elle a toujours au moins une racine posi-
tive, c'est celle qui répond & la solution relative A la Terre.

Comme lorsqu’on calcule I'orbite d’'une plandte observée, il doit
¢videmment y avoir une valeur de sinz autre (ue celle relative a la
Terre, on en conclut que dans la pratique (si les observations sont
aussi exactes qu'elles peuvent I'étre) on doit toujours avoir

cosw' positif,

c'est-3-dire, w4 < toujours compris entre 3= 90°. Nous tmuverons
tout & 'heure des limites plus resserrées.

SiI'on change zen— z dansI'équation (2), on voit que lmsque cos v’
est positif, Péquation transformée n’a qu’une variation; donc dans
ce cas, qui est le seul que nous considérons, la proposée ne peut pas
avoir plus d’une racine négative; dans le cas oil cos o’ est négatif,
la transformée a trois variations, donc la proposée ne peut pas avoir
plus de trois racines négatives. Ainsi, dans tous les cas, il ne peut
pas y avoir plus de quatre racines réelles, et comme il y en a toujours
au moins une, celle de la Terre, et que les racines imaginaires sont
conjugudes deux & deux, c’est-a-dire sont en nombre pair, il est bien
¢évident que I'équation (2) admet deux ou quatre racines réelles dont
nous ne devons considérer que les racines positives.

La solution de I'équation de Gauss a donné¢ lieu & plusieurs tra-
vaux que nous n'entreprendrons pas de développer ici complétement.
Le but que tous les savants se sont proposé A ce sujet, a 61é d’obtenir
graphiquement une premiére détermination de la valeur de z, sur
laquelle on put baser ensuite, les essais A I'aide desquels on arrive
a une détermination exacte de la racine cherchée. ‘

Déja, en 1827, M. BiNer avait donné une élégante solution gra-
phique de I'équation A laquelle I'a conduit sa méthode relative a la
« Détermination des orbites des planétes et des cométes. » Cette équa-
tion, qui conticnt comme inconnue la distance 5 de la planéte A la
Terre, se ramene facilement & I'équation de Gauss par un change-
ment d'inconnue, c'est-d-dire en substituant & o I'angle a la pla-
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ndte z, qui est I'inconnue de Gauss, & I'aide des relations qui existent
entre ces deux quantités.

En 4848, M. Encke présenta aussi a I'Académie des sciences de
Berlin une note sur la solution graphique de I'équation

msin‘z = sin(z — ¢).

Dans cette note, le savant astronome discutait les solutions qui
peuvent se présenter, et le moyen de les déterminer. Son moyen

graphique consiste & déterminer les points d’intersection des deux
courbes
y=msin'z et y=sin(z—q).

Aprés‘avoir déterminé les limites m' et m”, entre lesquelles m doit

tomber, et aussi la limite supérieure de ¢, pour que, étant donnée
une équation
msin'z = sin{z —¢),

une valeur réelle de z soit possible, M. Encke donne les conditions
d’aprés lesquelles on peut trouver une orbite différente de celle
de la Terre, satisfaisant & trois observations complétes d'une plantte.
Une table fut aussi construite, donnant pour I'argument ¢, de degré
en degré, les racines correspondantes des limites m' et m”, disposées
suivant leur ordre de grandeur. Les racines exactes de I'équation
proposée doivent tomber entre ces racines limites.

1l me parait inutile de parler d’un grand nombre d’autres solu-
tions graphiques résolvant le probléme plus ou moins facilement, en
employant, soit une ligne courbe et une ligne droite, soit une ligne
courbe et un cercle.

Nous allons simplement donner, avec quelque développement,
I'élégante solution insérée par M. Yvox ViLLarceau dans les Annales
de T Obsercatoire impérial, tome III.

Reprenons I'équation

1) Q’sin'z = sin(z — o').

_ En prenant les logarithmes népériens des deux membres, nous
obtenons

(2) log ) — logsin(z — w') == — 4log sinz.

Désignons par v la longueur d’une ligne quelconque; nous pouvons

poser
r=vz, Q—=w, Q'=vlogQ.
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Introduisant ces relations dans I'équation (2), aprés Iavoir multi-
pliée par v, elle devient
3 Q" — vlog sin e—=9) =—4vlogsin%.

v

Pour résoudre cette équation il suffit de construire les deux courbes
ayant pour équations

. (4) y= Q' — vlogsin (:c:—n)’

(8) y=—4vlogsin?.

La construction de ces deux courbes peut se ramener 2 celle de la
courbe

(6) y=——vlogsin%, ou

< |

. &
=—logsin "

puisque la courbe (4) n’est aulre chose que la courbe (6) dans la-
quelle on a pris pour nouvelle origine le point dont les deux coor-
données sont y = Q" et z = Q; la courbe () peut se déduire de la
courbe (6) en quadruplant les ordonnées.

La premitre chose & faire est donc de construire la courbe

.z
= — vlogsin =,
v

Si nous prenons v égal au module des tables, ¢’ est-a-dire

v=0,43420448,

neus aurons, en désignant par { les logarithmes vulgaires,
U] y=—l.sin§,
et de plus
r=LqQ.

Pour construire I'équation (7), portons sur axe des x, fig. (6),
une longueur égale & celle qui correspond & z — 180°; en la dési-
gnant par a, on aura

=x;
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d'oi
a = =v = 1,364376.

Ainsi, la longueur qui sur I'axe des x représente les 180 dévelop-
pés, est égale & 1,364376 unités de longueur.

Nous pouvons diviser cette ligne en 180 parties égales repré-
sentant les degrés développés; mais aux points de divisions nous
inscrirons le nombre de degrés correspondants; de cette manitre,
T'axe des z nous indiquera tout de suite les nombres de degrés de
Fare z.

Si aux extrémités de la ligne OX = a on éléve des perpendiculaires,
ces deux droites seront évidemment asymptotes & la courbe qui sera

tangente  I'axe des x au point z = g qui correspond & z — 90-.

On peut évidemment prendre Funité de longueur arbitrairement;
nous I'avons prise de telle sorte que

0X =a—=—0",09.

De cette maniére, chaque demi-millimétre nous représente un
degré, et il a été facile de-diviser OX en 480 parties égales.

D’apres la longueur adoptée pour a, on a évidemment, pour unité
de longueur, 000

umh? = 1,364376 = 0~,066.

Nous avons porté cette unité sur I'axe des y, en considérant néga-
tivement les longueurs comptées au-dessus de I'axe des z, et nous
avons divisé chaque intervalle en dix parties égales.

Pour avoir maintenant les points de la courbe correspondant aux
abscisses notées 20, 4°, 6°, 8¢, 10°, 20°, 30¢,... etc., nous avons dé-
terminé, au moyen des tables de Callet, les nombres correspondants
4 1.sin2°, 1. sin10e,... etc

En multipliant les nombres trouvés par l'unité 0=,066 on aura
chaque ordonnée exprimée en millimetres, ce qui sera plus commode,
si I'on se sert d'un double décimeétre.

En joignant tous les points ainsi obtenus, par un tralt continu, nous
avons enfin la courbe (M).

Pour construire la courbe (N), (fig. 7), dont 'équation est

. x
y=:—-4l.sm o’
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nous prendrons les mémes abscisses que dans la courbe (M), et pour
avoir les ordonnées correspondantes, il suflira de mu]hpller par A
tous les nombres que nous avons obtenus pour valeurs des ordonnées
de la courbe (M).

Dans la pratique, on calquera sur une feuille de papier transpa-
rent la courbe (M), et c'est en la portant sur lacourbe (N) de maniére
que I'origine se trouve aux points dont 'ordonnée est Q" et 'abscisse o',
et aussi que les axes des coordonnées des deux courbes soient paral-
leles, que F'on obtient les points d’intersection des deux courbes. Les
abscisses de ces points d’intersection donnent les trois racines posi-
tives de I'équation

Q'sin*z = sin(z — v},

les seules dont nous ayons & nous occuper.

Les deux courbes ayant chacune une seule branche, on voit bien
qu'il ne peut y avoir plus de trois points d'intersection.

Lorsque ces courbes ne se coupent qu'en un point, c'est la solu-
tion relative A la Terre, il n'y a pas & s'en occuper.

Cherchons les relations qui doivent exister entre {. Q' et ' pour
que deux des racines de I'équation proposée deviennent égales entre
elles. Cette relation entre {.Q et o' donnera un liew géométrique
dont la surface comprise entre les deux branches et s'étendant le
long de I'axe des y, contiendra tous les points du plan qui pourront
seuls convenir 4 la position de I'origine de la courbe (M) transportée
sur la courbe (N).

Pour que I'équation (2) ait des racines égales, il faut que la méme
valeur de z satisfasse & cette équation et & sa dérivée

8) cotang (z — w') = 4cotang z.

Pour obtenir le lieu qui, dans le cas des racines égales, existerait™
entre log Q' et ', il faudrait éliminer z entre les équations (2) et (8).

Cette ¢limination nous conduirait 3 une équation trop compliquée ;
aussi allons-nous la construire par points, aprés avoir discuté sa
forme.

Nous remarquerons d’abord que pour o' =0, il faut, d’aprés
I'équation (8), que z =0, et d’aprés I'équation (2), que l. Q' = wo,
ce qui indique que I'axe des y est asymptote & la courbe. Pour
z=90°, 0na ' =0 et l.(Q)' =0, c'est-A-dire que la conrbe passe
par Porigine.
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Nous remarquons en outre que V'équation (8) ne change pas
quand on change A la fois'z en 180 —z et v’ en —w'; la quantité
1.Q reste l]a méme. Par conséquent, & la ménie valeur de 1. Q'
correspondent deux valeurs de ¢’ égales et de signes contraires, ¢’est-
d-dire que’la courbe que nous voulons construire est symétrique par
rapport a l'axe des y. .

Nous pouvons voir tout de suite que la courbe est limitée suivant
I'axe des x, car si nous cherchons la valeur de z qui rend o' maxi-
mum, nous trouvons, en différentiant I'équation (8),

©) do' (i __Asin(z— w')).

dz — sin'z

Comme nous savons que la courbe n’a pas de minimum, puis-
1

qu'elle passe parYorigine, nous allons égaler & zéro le second membre
de I'équation (9); nous trouvons ainsi

(10) sinz = 2sin(z — ).
En multipliant cette équation par I'équation

4cotangz — cotang(z — w'),
nous trouvons

(14) €0S z = % ¢0s (z — w').

Eliminons (z — «') entre (10) et (11) nous trouvons

sing = \/—
.

z = 63°26'8",82

d'ou Yon déduit

En substituant cette valeur dans I'équation (10), on trouve
o' == 36° 52" 11”,64.

Ainsi, le lieu géométrique qui représente la relation devant exister
entre o’ et 1.Q" pour que deux des racines soient ¢gales, est com-
pris dans un rectangle ayant pour axe I'axe des y, et dont les cotés

latéraux passent par les points de I'axe des x qui correspondent a
=+ 36° 52' 11,64,
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Si nous substituons dans I'éguation (2) les logarithmes sinus rela-
tifs aux angles que nous venons de trouver, nous obtenons, en em-
ployant les logarithmes vulgaires,

1.Q" = 0,135665.

Ainsi en prenant 0B = —0,155665 (fig. 7), nous aurons en me-
nant par ce point une paralltle & axe des x une ligne que le lien
géométrique ne devra pas dépasser; les points n et n’, dont les coor-
données sont respectivement,

w'=-}36°52'11°,64, o =—36°5211%,64,
1.Q= 0,185663, 1.Q'=0,153665
sont donc deux points de la courbe cherchée. Cette courbe ne pou-
vant passer ni 4 droite de An ni & gauche de A'n’, ni au-dessous de

nn', il est clair que les points n et n' sont des points de rebroussement.
Si nous différentions I'équation (2), il vient

d . log ¢ = cotang (z — v') (dz — dw’) — 4 colang zdz;
mais I'équation (8), différentiée, donne aussi

4 sin* (z——m')d

sin®z

dz — dvw' =

en substituant cette valeur dans I'équation ci-dessus, nous avons

. cotang(z — ') sin*(z — ') ) _
d .logQ' = 4cotang z ( colang 2 per 1) ds,

ou, en ayant égard 4 la relation (8),

sinz
t

S
d.logQ' = 4 cotang z (M — l) dz.
Mais nous avons déji trouvé

do __( Asin¥(z —-w)) dz,

sin’z

on déduit de ces deux relations,

19) d.logQ

T = 4 cotang z.
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Nous savons maintenant, que pour le pointo on a z=90¢, il vient,
en introduisant cette valeur,

d.logQ
e =0

cest-d-dire, qu'a Porigine, I'axe des « est tangent A la courbe.
Nous pouvons maintenant construire la courbe par points au
moyen des deux équaions

cotang (z —w’)=4colang z,
log Q' — logsin (z — w') — 4logsinz.

Pour cela nous ferons varier z de 0° & 90° ou de 180° 4 90° dans
la premiére équation, ce qui nous donnera les valeurs de «'; puis
les valeurs de v’ et de z correspondantes, introduites dans la seconde
équation, donneront les valeurs correspondantes de log Q', ou plutot
de l.Q.

G'est ainsi que nous avons construit par points la courbe npgq’p'n’
(fig. 7).

Nous savons maintenant que si Pon transporte la courbe (M) sur
la courbe (N), en plagant Yorigine de la premiére au point indiqué
par {.Q' et o', Y'équation de Gauss aura deux de ses racines posi-
tives égales, lorsque la position de I'origine se trouvera en un point
quelconque de la courbe pnn'p'; les deux courbes (M) et (N) seront
alors tangentes.

Si Porigine de la courbe (M) se trouve en dehors de la courbe
pnn'p’ par rapport & I'axe des y de la courbe (N), il n'y aura plus
qu'un point d'intersection, c’est-d-dire, que I'équation de Gauss
n’aura qu'une racine positive, ce sera celle relative 4 la Terre. Dans
ce cas, les données du probléme seront insuffisantes pour trouver
Vorbite, et il faudra se procurer des observations plus exactes.

D’aprés tout ce que nous venons de dire, voici comment on devra
agir pour résoudrel'équation (1), c’est-A-dire pour trouver la valeur
de z qui convient au probléme.

Au moyen de 1. Q' et de «', on déterminera sur le plan de la courbe
(N) les coordonnées de Uorigine de la courbe (M). Ce point devra se
trouver dans Uintérieur de la courbe gpnn'p'q'; s'il se trouve en dehors,
les observations ne sont pas suffisamment précises, il faudra en choi-
sir d’autres.
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Ayant placé, en ce point, Vorigine de la courbe (M) tracée sur
un papier transparent, on déterminera ses points d’intersection avec
la courbe (N). Les abscisses de ces points donneront, d'une maniére
approchée, les trois racines positives de I'équation (1).

Comme nous savons que z doit &tre plus petit que l'angle
180°—P"S", on devra ne considérer, parmi ces trois racines, que
celle qui remplit cette condition.

Si deux des points avaient pour abscisses des quantités moindres
que 180°— P"S", on déterminerait, & Iaide de titonnements appli-
qués A I'équation (1), et en partant de ces deux valeurs approchées,
leur exacte valeur satisfaisant avec précision A cette équation.

A l'aide de ces deux valeurs de z, on trouverait, par suite, deux
orbites, et en comparant les positions fournies par chacune. de ces
orbites avec celles obtenues par des observations postérieures, on
verrait laquelle des deux convient le mieux,
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Peur la déterminantion des éléments parakeligues d’ane Cométe
an meyen de (reis obh tienn | 11

»

"Soient A, B, C (fig. 8), lestrois positions d'une cométe aux époques
T, T, T", temps moyen de Paris; soient aussi a, b, ¢ les trois posi-
tions correspondantes de la Terre, et S le centre du Soleil.

Posons T —T=tet T"—T ="
Les aires décrites par les rayons vecteurs étant proportionnelles
aux temps employés & les décrire, on aura

£ __sect.ASB __ sectash
t* " sect. BSC ™~ secthse’

Si Vintervalle des observations n’est pas considérable, on pourra

remplacer les rapports des secteurs par ceux des triangles corres-
pondants )
ASD  osd

DSG’ dsc’
ou, comme ces triangles ont méme hauteur, il viendra

¢t _AD_ad
¥~ DC  de

Projetons maintenant les points a, d, ¢, A, D, G sur un plan per-
pendiculaire au rayon vecteur Sb de la Terre A sa position moyenne,
et supposons que ce plan occupe, parallélement a lui-méme, trois
positions, de mani¢re & passer successivement par les points A, B

.et C.

Soit S (fig. 9), le lieu du Soleil, a, d, ¢ les trois points a, d, ¢ de
la figure (8), a,, d,, ¢, leurs projections orthogonales sur le plan
perpendiculaire au rayon dS et passant par le point A de I'espace;
ce point étant 4 Ini-méme sa projection est représenté en A, sur la
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figure (9) ; les points D, et G, sont les projections orthogonales
des points D et C sur notre plan de projection, dont xy représente
I'intersection avec Y'écliptique. Remarquons immédiatement que dans
le mouvement du plan de projection parallélement & lui-méme,
la position des points A,, D,, G, a, d,, s,, c, sur ce plan ne
change pas.

Abaissons les perpendiculaires A A',, D,IV,, C,G,' sur le plan de
I'écliptique.

Désignons par 8, §, f" les trois latitudes géocentriques de la
cométe;

a, o, " ses trois longitudes géocentriques;

8, ¢, 6" les trois longitudes géocentriques du Soleil ;

p» ¢ ¢ les trois distances accourcies de la cométe a la Terre.

Le tnangle rectiligne rectangle formé dans l'espace par les trois
points A,, A', et a, donne

A A = ptang$.

Le triangle A’, a, a donne aussi,
A',a, = psinA’,aa, = psin(vaa, — vaA') = psin (vdS — vaA’}},

ou enfin,
A'ja, —psin(8' —a).

Le triangle A,a,A’, donne, en désignant l'anglé fA,d,A’, par b,

AA,  ptangB  tang
A, psin(0—a) sin(e’-a) )

tangb=

Si nous supposons actuellement que le plan de projection se trans-
porte au point D, nous déduirons, par des triangles analogues et en
désignant par b’ 'angle D,d,D',,

et enfin, si nous supposons que le plan de projection se transporte
parallélement & lui-méme en G, nous obtiendrons, en désignant par
" Fangle C,c,A’,,
__ langp” *
tang " = sin(6'—«’)’
Posons actuellement,

@A, =3 et ¢,C,=3"=Ns.
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Nous avons, dans le triangle A’,a,a, en supposant le plan de pro-
jection en A,
A'ja, = psin{@'—a)

, et, dans le triangle AAa,,

A'ja,==8cosb;
on en déduit
__ Scosd
b= Sn@—a)
Ensupposant le plan de pro_]ectlon en G, nous obtiendrons, par de
triangles analogues,

,__ Ndcost’ M
" sin (@'—a) -
Les triangles D,G,0 et d,c,0 donnent
__D,C,sin D, __ dg,sind,
Co=gn -y “0=5n (t"—&)
on en déduit
1 . .
C‘C’ = m (D‘C, sin D' + dlc, sin dl)'

Hles A MD, et a,Md,, on obtient de méme

1
= Gnl— )(A DysinD,+}-a,d sind,)

__sin(¥’—8) (D,C,sinD,4-dye,sind,)
~ sin(b’ — &) (A,D,sinD,}ad,sind,)’

mais on a évidemment,

___..D‘c‘ — 9_9 et i‘& ‘!f
T .AD, a,d‘ = ad ’
et comme on a déja
DC_ de t”
AD ad
il vient alors,
D,C, d.c,
A, D  ad,
d’o .
D,C, sin D, +-d,sind, ¢
A|D| sin D| -|-a,d, sin d| - 4
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et par suite,
__ t'sin(t'—8) .
= Psn(6'—b)’
on obtient alors, pour p”,

v t" sin(y — b) Scos b’
-7 sin(b’—¥) " sin(6'—2")

d ot
M= _(£ t_!_' sin(b'—b) Sil.l (0'—— (1) cos b

I

e U sin(b*—b)sin(0'—a") " cosb’

Transformons maintenant- cette expression pour faire dlsparaitre
b et b.
En multipliant et divisant par cos §' nous avons

t" sin(V—¥b) sin{@—a) cosbd’.cosd’
t “sin(6"—¥b) " sin(@—a") " cosbcos¥
t” tang & sin (0'— a) — tang b sin (@'— «)

(tanglf’ sin{@'—a”) —tangd'sin (@' — «’ ))

M=

en substituant & tang 0", tang b', tang b les valeurs trouvées plus
haut, et-en posant
__ MangP
(1 . ™= gn (6—d)
il vient

" (msm(e—-a)—-tang :
i ,

(2] M= =7 angf’— msin (@' —

Désignons maintenant par R, R’ et R” les trois rayons vecteurs de
la Terre correspondant aux observations.

Soient A (fig. 10), la premitre position de la cométe dans I'espace,
S et T les positions du Soleil et de la Terre correspondantes. Proje-
tons A en ' sur Pécliptique, et joignons AT, A'T, AS et A'S.

Le triangle AST donne, en désignant le rayon vecteur AS par r,

r*=AT*4 R*— 2R.AT cos ATS,

mais, en imaginant une sphére en T et le petit triangle sphérlque
rectangle aa's, on a

cos ATS =cos cos (6 — a),
et comme on a aussi

P
AT_cosp’
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il vient
3) r* =R} p*sec’p —2Rpcos(® —a).
Pour les autres positions de la cométe on aura aussi, par analogie,
*=R" -} p?sec’’ — 2R p'cos (0" —a)
( A) e — R”’ + Pn, Sec’ pll — QR'IP” cos (eu — d”).

Soient actuellement, SX', SY’, SZ' (fig. 11), trois axes de coordon-
ntes rectangulaires passant par le Soleil; imaginons aussi par la
.Terre T, trois axes paralléles, prenons I'écliptique pour plan des XY
et la ligne des équinoxes pour axe des X.

Si A représente le premier lieu de la cométe dans I'espace, nous
aurons, en nommant x, y, z ses trois coordonnées,

x—ed=Td—Te, y=ki=Ti—Tk, z=AA’;
d’ou ‘
z=pcosa—RcosB, y=psina—Rsin®, z=plangp.

Si G (fig. 11), représente le troisiéme lieu de la cométe, on aura
aussi,

&'=¢"cosa’ — R'cos @, y'=¢'sina’—R'sin@’, z"=¢"tangf".
En.désign,'i’nt la corde AG par K", on aura )
K==(@— o'+ — )+ (& — 31,
K= 1"} 1 — 92’ — Qyy" — 217",

ou

en mettant A la place de x, y, 2, <", 3", #'les valeurs que nous ve-
nons de trouver, et en remplagant " par Mp, il vient

(5) K"*=»"*-{ r*—2RR" cos(6"— 8) -}-2pR" cos{0"— a} -}-2pMR cos (68— a”)
«— 2Mp* cos (o’ —a)—2Mp* tang B tangp”.

Nous avons trouvé dans la note I1I, en nous appuyant sur I'art. 18,
la relation
3

£ = 2700, 403895, ¢} (tang’ % v} 3 tang % v) ,

dans laquelle g est la distance périhélic et v 'anomalie vraie.
Pour les deux époques T et T" des observations extrémes de la
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cométe, on aura donc, en appelant 8 I'époque du passage du périhélie,
et en représentant par G la quantité 27',403895,

T—0=giC (tang‘%v-l—:}tang—;v)

T"—0=q‘:‘ H (tang‘ % v’ §- 3tang % !/') s
d’otr

—r e et osfeeed )
T'— T =gt C] tang ed tang‘§v+3 tanggt/ tang2p
1

3
tang2

v'—tang® ;— v

=q%c tangiv”-—-tangiv 34 —
2 2 1, |
tang év’ — lang 3?

ou
. 1
sin 2 (v'—v) ) 1 11
T—T= gt (141 o+ -+ g0+ Hg ot )
1, 1 2 2 g 9
€0sv" cOS=v
2 2
* { 7] 1 /] ‘
s smé(t/—v) " . cosé(v —v)
=q (A + +
cosid’cosiv cos? 1v” s’i v sid’cosiv
gV C0SgV\0sgvt  cosigy  COSgUehsy
ou enfin,
sin - (v'—v) sin % (V'—v)
T'—T=qiC +4iC
cos-—vcos'it/’ cos'l—vcos‘—v”
2 2 . 2 2
sinfi (' —v)cosy ('—v)
+4tc
cos* 1 v’ cos? 1 v
- 2 2
Mais on sait qu'on a les relations
[pn] r— q , ¥ — q 5
cos* i v cos* 1 v
2 2

il vient alors, en ayant égard A ces expressions,
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i Csin ;'(v"—v) 7411 Gsin % (v'—v)
T——T= .

q
rr"Csin 1 (v"—v) cos 1 '—v)
2 2

{5

q

._.l..

q
Les relations (3) donnent aussi,

'O | 1,
g={(rr") cosévcoséd

=%(rr"% (cos%(d’—v)+cos%(z/’+v))

1 oyl 1 v
=§(rr'): cosé(v —v)+4

cos’i(v-l—t/’)—sin’%(v'-{-r/’)

cos’%(v-l—v”)+sin’i(v+v")

!{ ‘ .
s . . 1—tang Z(v-l—v”)
=3 (rr")2 | cost (V'—v)+

1+tang’%(c/’+ v/

Ces mémes relations (B) donnent encore

cosév—r,,%
"1
2ot rr
cosgd
d'olt
14 costvteosty  costytvcost—o)
riyrt " 2 _ 1 i
1 i 1
r/'l_r! oS~

1, 1, 1
2v—eosév’ smz(v—|-v’)sm4(tf v)
' = colang % (v"+- v)cotang % (V'—v);

de 13, en posant

r\i
tangz = (’7) s
on déduit I'équation

tang % (v'4-v) = tang (45°— z)colang ':’i (' —v).

2%

364
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GCette relation est appelée relation de Nicovic, son inventeur.
En introduisant cette expression dans la valeur de ¢, nous avons

1 — tang*(45 —z)cotang’ % {v'—v)

g=3 (| cos g@'—0)+ : ,
= 1 - tang*(45— z)cotang® i (v'—v)

en réduisant au méme dénominateur dans la parenthése et en sub-

stituant 2 cos® 71‘- (vV'—v)—12a cos% (v’ —v), il vient

2cos? % (V"'—v)—2tang*(43—z)cotang® i— (v“—v)sin® i (v'—v)

F%("")% N
14 tang? (45— s)colang® ; (" —1)
ou .
g =t sint {0~ ooty —) | — AU :
‘ sin® Z(z/’-—v)—l—tang’(&ti-—-z)éos’z(v"—v)
Mais on a ,
tang* (45—2)= -(—'—J—"———)—
(X
11 vient donc en substituant cette valeur
) ()
g= (rr”)% sin’-}(v'—-v)cos’i(d'—v) Ta— ("' :+f ) (7" — g ) v
(rﬂl_l_r!) sinl Z(v" ”H" (rnll ) COS' (f/’—v)

ou, en développant les carrés dans la parenthese et réduisant,

rr” sin® % (V"—v)

q =
o r— 2y (cos’ i (') —sin® § (v”--v))

e sint 3 (o)

4 r—2(rr") cos % '—1)
& o0 P'on obtient .
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(reyh sin 3 (0'—1)

T (r'+r—e(rf')% cos;—(v”—v))% '

i
Si nous portons cette valeur de ¢* dans T" — T, nous aurons

T —T=C (#'+ r—2 ()} cos%(v"— v)) H (f'+ r () cos;(v"—v))

[ emieosgr—) Q(rr")%oos;(v"—v) :
=0\t —

r\: 1 ., 1)% 1 ., H
(7,) (‘A)Sg(lf' v) 1 2(",, °°§§(” —v)

r r

=043 | 14

ou, en mettant tang® z A la place de ;,r—,, et réduisant,

'—T=C(r"+r)!: ({ ~+sinzcoszcos %(v"—v)) (l-—%sinzcoszcos%(v"—v)) i

Posons
. .
2sin 2¢0s 3 cos 3 (v"—v)=sinx

et remarquons que

ER |
( —sinx)z._cosex—sm 3%

1. | 1
({—l-ésma:) —l+s|n§xcos§x

aura,' toutes réductions faites,

T —T=C(r 4} (cos’ 2 & —sin® % z)

ou

e [(CHRteron (b
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Mais nous avons aussi, relativement a la corde K",

. K" =9+t r"* —2rr' cos (v —v),
ou

4rrcos® % (v'—v)

L

K'=04rp\1—
Des deux relations

sin z =2sinz cosz cos % (v"—v)

tangz: (5;) %,
9(rr"y cos % (v"'—v)
e+

K" =(r+r")’(l;—sin'a:)—_*(r+1”)’cos’z,

et

nous déduisons aussi,

sinx =

on a donc

et par suite, on obtient enfin la relation suivante, démontrée d'une
autre maniére par Gauss, dans I'art. 108,

o ono (R ()]

Cette formule, connue sous le nom de relation de Lambert, com-
plete les équations 4 I'aide desquelles nous allons chercher la dis-
tance p de la cométe A la Terre, au moment de la premiére obser-
vation. g

Récapitulons d’abord les six relations que nous venons de trouver#
Nous avons :

tangf’
() ~sin (e'g—p-a');
@ — t s msin(8'—a)—tangp
¢ * tangB—msin(@'—«")’
(3) r*=R'—2Rcos(0—a)p-}-sec'.p*s
*) "t = R — 2 MR"cos (6" —«")p |- sec'". M'p*;

(5) Kn) P r! +7‘"’-—- QRR"COS (6"—9)-'—21{"005(9”—' “)9
+-2MR cos(@—a")p —~2Mcos (o’ —a)p'—2MtangBtang$”p*;
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el r+r"+K')% (r+r"—x' f]
(6) T—T_Gl( 2 — —2—) I

On commence par déterminer les coefficients m et M, puis les coefli-
cients numériques des équations (3), (4) et (6). On obtient ainsi les
trois équationsen p :

@ r*==A +Bp+ Dp*
(& "2 =N + Bp+ Dt
8y _ K"t =A”"-4-B"p4-D"p"

On fait alors différentes hypothéses sur p, en commencant d’abord
par la valeur p — 1; pour chaque hypothese on obtient, 4 I'aide des
équations (3)', (&), (5)', les valeurs correspondantes de r, v, K" que
Pon substitue dans le second membre de I'équation (6).

Si.l'on arrive & une identité, c’est-a-dire si le second membre de
ceite équation est juste égal alintervalle de temps écoulé entre les
observations extrémes, on a trouvé la vraie valeur de p; dans le cas
-contraire on fait varier cette valeur de p de deux dixi¢mes en deux
dixiémes, jusqu'a ce que I'on trouve deux seconds membres compre-
nant entre eux la valeur T — T; par une simple proportion on peut
ensuite déterminer une valeur de p satisfaisant assez approximative-
ment P'équation (6). On essaye deux valeurs de p prises en dessus
et en dessous de cette valeur déterminée, et I'on resserre les hypo-
théses; une nouvelle proportion établie entre les variations de p et
les variations de l'intervalle calculé, permet enfin de trouver une
valeur de p suffisamment exacte, et A I'aide de laquelle on a r et v
avec assez de précision.

* - Une fois les valeurs de r, 1 et p déterminées ainsi que nous venons
de le dire, on procéde A la recherche des éléments paraboliques de la
comélte.

Cette détermination se fait de la maniére suivante :

I. Détermination des latitudes et longitudes héliocentriques corres-
pondantes des observations extrémes.

En représentant par A la latitude héliocentrique de la cométe &
Pinstant de la premiére observation, on aura, d'aprés la fig. (10),

) sink = ﬂ'“’&'i'.
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et, par analogie,

. t "
(8) sin}’ = M.

r”

r
Le triaﬁgle A'ST donne ensuite, en appelant e I'angle au Soleil A'ST,

sine __ sin(®@—a)  sin(0—a)

) AS 7 rcosk ’
~dou
. psin(® —a)
) sine = 3
rcosi
on obtient de méme

. o __ Mpsin(6” —a”)

(10) sSing” — W >

et ensuite,

longitude héliocentrique, L —6-}180—c¢,
. L"—=60"-1 480 —¢".

1L Détmninaﬁcgu de la longitude du neud et de Pinclinaison de
Uorbite. ' '

En appelant 1 Pinclinaison de Vorbite et Q la longitude ‘du neeud,
on sait qu’on a les relations

tang: =tanglsin(L —§)),
tang )" =tangl sin(L” — QQ);

d'ott on déduit, en posant L” — L = dL,

' JL tang%dL. sin (A" 4-1)
(li) tang (L + 9 - Q) = sin (l'—l) »
et ensuite,
tang) tang X’
(12) tangl = =

sin(L—Q) ~ sin(lL" — Q)"

111. Détermination des arguments de la latitude, u et u", ainsi que
des anomalies vraies v et V'.

On sait que I'on a

(13) tangu:-l—al]g—é;‘:;@, tangu’ =

tang (L' — Q)
s ’

cos |
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on en déduit
u—u =" —v,

8i I'on applique l¢s relations de Nicowic, |
o\ 1 4
(14) tangz — (:7) 1, lang—; (v + v") =tang(45°—z) cotang -1- (v'—v),

on obtiendra facilement vet v".

IV. Détermination de la longitude du périhélie dans Torbite, de la

distance périhélie et de I'époque du passage de la cométe @ son péri-
hélie.

On a évidemment

u 4+ Q =L, longitude de la cométe dans V'orbite,
w4 Q=L" -~ id.
et par suite, |
Longitude du perihélie dans V'orbite n =L, —v=L", —v".
La distance périhélie s’obtiendra par la relation

(5)

]
q = rcos* %v: r“cos* 3 V.

Enfin, I'époque du passage de la cométe & son périhélie se déter-
minera en cherchant d’abord la valeur de ¢ qui correspond & la
relation

(16) t=C.q% (tang‘%v+3iang%v);

on aura epsuite |
Epoque du passage 0 =T — .

On pourra, pour cette détermination, se servir de la table de BARKER
ou d’une autre.
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Fermules de corrections des éléments ohtenus
‘ por Ia méthode ’OLnERS.

La valeur de M a été obtenue en supposant que I'on pouvait
écrire
: AD _od_t
Tde

cette hypothése peut ne pas &tre exacte, et il s'agit de corriger
cette valeur de M en se servant des éléments approchés que I'on a
ainsi obtenus.

Au moyen de ces éléments déterminons les anomalies v, v', v" qui
correspondent aux trois époques considérées. Nous avons ensuite,
fig. (8)s

AD _ sinASB AD _ sin(v'—v)
AS smADS " ¥ T “sinD ’
DG __ sinBSC on DG _ sin(v"—v),
CS ™~ sinCDS ¥ = " smD

on en déduit )
DG __ rsin(v’ —v)
AD — rsin(¥ —v)

Nous déduisons aussi par analogie,

de _ R'sin(®"—6)
ad — Rsin(6'—6)"

Si nous projetons, ainsi que nous I'avons déjd fait, les pomts
a, d, ¢, A, D, C, sur un plan perpendiculaire au rayon S, nous au-
rons, fig. (9), en nommant 3" la distance G, c, ,

8 =G0+ o0¢e,;

mais du triangle D, G, 0, nous avons

Co= D,C,sinD, , |
sino
etdu triangle A, D, M, -
sinD. = sinM.A M
1 A'D| . )

jl vient donc,
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D,C, sinM

clo=m'-8i];. .

Nous déduisons aussi des triangles oc, s, et s, Ma,

co=-21, ——, )
Y da, " sino Tt

on obtient donc .
. sinM A
V= (ADAM+ a‘M)

sino

Mais langle M =b' — b
et langle o =" — ¥,
de plus AM =& — a, M; nous avons donc, en représentant a, M

par k .
¥ sin (b'— ) ( L3 — c,d, k).
ldl

T sin(d"—4) \A
- Mais nous pouvons évidemment remplacer les rapports

&b, et 2 ar ¢ et ed,
A,D, ad, P AD ad’

on a donc, d’aprés cela,

,  sin(b'—¥d)
¥= sin(b”— &) \A ( —H + ad )
ou
& sinb'— b) (r"sin(v"-—v’)) 54k "sin(6”"— @) r"sin(v"—o’ )

“sin(6"— &)\ rsin(v’'— v) Rsin(0'—©)  rsin(v’' —v)

Mais nous avons les relations

3 cosb = psin(®' — a),
COS b"= pllsin (e'__ G"),

il vient donc, en introduisant ces relations dans I'équation précé-
dente,

p"sin(®—a”) _ sin(}'—&) (r"sin(v'—uv).psin(0'—a) =
“) cosd”’ - Siﬂ( "-—b')( rsin(o’—-v,cosb' +,5.U),

en posant
__R’in(6"—0)  r"sin(v” —v)
" Rsin(® —6) rsin{v'—t)
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- Remarquons maintenant, qu’on a aussi

a,d;sind’ _ Rsin(e'—@)sind’
sin(6'~>8) "~  sin(b'—8) °’

il vient alors, en introduisant cette valeur dans I'équation (1),

k = alh( =

" cosb’.sin(b'—b)  /rsin(v”"—v)psin(6’—a) , Rsin(0’—8)sinbd’ U)
~ sin(8'—a")sin(b"— —b)\  rsinf'—v)cosb sin(6—8) /)’

¢€quation que nous pouvons mettre sous Ia forme

o 1" cosb” sinb'—b) sin(e'—a) frsin(v"—v) '
¢ " cosb “sin(b"—¥b) " sin (B'-a")(rsin(v'—-—v) T
' Rsin(0'—8)sind'cosd U)

t"" sin(6'— a)sin({t'—b)

En la divisant par p nous avons, \

+

L)
-

M=

t" cosb” sin(d'-—b) sin{0'—a) /r’sin{v’'—v)
t " cosb " sin(b"—0b) sin(6'— a")( rsin{v'—ov)
¢ Rsin{e'—8)sinb'cosb
" psin(0'—a) sin(6'— b) )

Mais nous avioens pris pour M la valeur

"

=l

_ 1" cosl” sin(y'—b) sin(0'—a)
T " cosb “sin{6"— ) “sin(0'—a")’

on a donc,

M _ rsin(o"—v) ¢ +Rsin(e'-—9).sinb'cosbl) o
M~ rsin{v'—v) "t" sin (0'—a)sin(b'—b) t".p’

ou, en remarquant que

sin(b'—b) , C o
w05 bcosh =tangd’'—tangd, et tangbsin (0'—a)="tang$,

il vient enfin,

E ¥'sin(o"—v)
M~ rsin(o’—v)

Rsin(@'—@).tangd'.U ¢

+ tang &'sin (6'— a) — tang B~ t"

Pour calculer ce rapport% =H, on se servira des valeurs r, " et p

trouvées d'aprés les éléments fournis par la méthode donnée précé-
demment.
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Une fois la valeur de H obtenue, on mulhphera, dans les équations
fondamentales qui donnent 1" et K", les coeflicients qul contiennent
M par H et ceux qui contiennent M’ par H*; on aura ainsi les équa-
tions en 1" et K" corrigées, et I'on pourra procéder de nouveau 4 la
détermination des élémenis de l'orbite.

Pour donner une application de la méthode d’OLeers, nous allons
calculer Y'orbite approchée de la cométe de Juin 1860; nous em-
ploierons, dans ce but, trois observations obtenues par M. Yvon
ViLLARCEAU A I'Observatoire impérial.

Ces observations nous ont donné les coordonnées écliptiques sui-~
vantes, Gui sont corrigées de la nutation seulement :

EPOQUES EX TEMPS MOYEN

. LONGITUDES. LATITUDES.
de Paris. ES

T = 92,40322 Juin. | o = 96° 59’ 38” B — 18 55' 46”8
T = 23,40072 id. | o' = 98 43 b45 | ' —19 11 12 5
v — 27,38868 id. | « =106 53 499 | B’ =148 56 1 7

i

Pour ces trois époques, calculons au moyen de la connaissance des
temps, les longitudes géocentriques du Soleil et les logarithmes des
rayons vecteurs. Nous trouvons, en corrigeant de la nutation et de
Yaberration :

0 =01°3% 2",7 logR =0,0071444,
& =92 32 38 ,4 logR' = 0,0071603,
0"=—=196 20 16 ,4 logR"—0,0072023.

Nous avons aussi
T —T =¢ =1,00650 , . ¢
Tu _rlv — ‘u —_— 3 ,97896 d ou 7 — 3,93326.
™—-T= 4,98546
__ ftangf
Calculde (1). ...... m= P —a"
= 02:3%38" 4
d= 984354,8

0 —d'=— 61146 4 clogsin.... 0,967430
f= 191112 5 logtang.... 1,544553

logm...... 0,508983 m est négalif,
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t’ (msin(0'— a) — tang )

Calcul de (2)....... M= ¥ langp —msn (@ —a]"
= 02:32'38",4
a= 965938 ,0
& —a—=— 42659 ,6 logsin..... 2,889790
logm. .. ... 0,508983
log....... 1,3987113
msin(0'—a) = 0,25048. ...... = 0,25048
loglangp =1,535237 tangf = 0,34295
. msin (G—u) —_ tangﬂ = — 0,09247
0= 92:3238 4
«'= 1065349 ,9
‘—ea’==— 142114 8 logsin.. ... 1,394274
logm. ..... 0,508983
log....... 1,903287
msin(@'—a"). ... ... ... = 0,80031
log tang §” —1,535340  tangB” == 0,343036
tang p"— msin (0'—a") = — 0,457274
0,00947  log....... 2,996001
0,48727% c'log....... 0,339824
t
F=39532  log....... 0,596956

log M = 1,902781

Détermination des valeurs numériques des coefficients de I équation

(3) #*=R*— 2R cos (0 — a)p -} séc’ . p*
log R* = 0,0142888 R*== 1,03345
0= 01°3% 2,7 log2........ 0,301030
a= 965938 ,0 logR. ....... 0,0071434
6—a=— 52435 3 logcos. ...... 1,9980600
log.......... 0,3062353

2Rcos(@—a) = 2,021
log séc’ — 0,048204, donr  séc’ — 1,11762.
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L’équation (3) devient donc
3y r* = 1,03348 — 2,02441 . p }- 1,11762.. .

Détermination des valeurs numériques des coefficients de I'équation

4) r"* = 2R"* — 2MR"cos(6"— a”) p -}- Mséc2f’. p*

log R"* = 0,0144046 R™= 1,03372
8" = 96°20'16",4 Clog2........ 0,301030
= 1065349,9 . logR"....... 0,0072023
0'—a'=— 103333,5 logcos. ... . . 1,9923828
logM...... .. 1,9027810
log......... 0,2035961

2MR"cos(0”" —a")= 1,59807
~ logséc’p”.. . 0,0483150
logM®. .... 1,8055620

log..... .. 1,8538770 d'od  M'sée'p” = 0,71429.
L'équation (4) devient alors

1,03372 —1,59807. p - 0,71429p".

§ valeurs numériques des coefficients de I'équation

k"1— 32} 11— 9RR"c0s (8" —6)-} [2R"cos (8"— a)-4- 2MR cos(0—a")lp
— (2Mcos{o"—a) -}- 2MtangBtang §”)p".

log2........ 0,3010300
o'= - 9620'16%4 logR........ 0,0071444
0= 9135 2,7 logR"....... 0,0072023
8'—6= 44543 ,7 logcos...... 1,9985033
. log......... 0,3138802 2RR"cos(8”-—0)=2,06006

8= 96°20'16",0 log2........ 0,301030
e = 965938 ,0 logR"....... 0,0072023
0'—a — 03921 ,6 logcos...... 1,9999715

108 ovvnnnn. 0,3082038 2R"cos (8" — a) = 2,03331
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= ON°3% 2,7 log.%...... 0,301030
a"= 1065349, logR........ 0,0071444
9 —a'==— 15°1847"2 logecos... - ... 1,9843000
logM. ...... 1,9027810
10g.eeennn.. 0,1932554 2MR cos(6—a”)=1,56767
= 106°53'49",9 log2........ 0,301030
a=  965938,0 logM.... .. 1,9027810
o' —a= 95411 9 logeos....... 1,9934793
log...... ... 0,1972005 2Mcos('—a) = 1,57503
B=  18°85'46",8 loglang..... 1,5332317
"— 1886 4,7 logtangp". ... 1,535340
log2........ 0,301030
logM........ 1,902781
log. -oc ... 1,274388  9MtangBtangp” = 0,18810

on a par suite,

r* = 1,03345 — 2,021 .p -} 4,44762 . p*
1= 4,03312 —1,59807 . p -} 0,71429 . p*

3

42" = 2,06717 — 3,62218 | p -} 1,831944i3
~— 2,06006+2,03331 | — 1,575
-+1,56767 | —0,188
d'olt K"t = 0,00741 — 0,02120 . p -}- 0,06375%

Les équations (3)", ()’ et (b)' sont les équations & Faide desquelles
en faisant sur p différentes hypothéses, nous allons essayer de satis-
faire A la relation

. 4,98546=¢[(r+ r;—i- K")%__ (r+ ";—“ K")%].

8i nous faisons d’abord p= 4, nous trouvons

1= 4,03345
+ 1,14762
— 2,024114

r*=0,12696  log = 1,103668
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r=0,35631 4{log= 1,551834
"t =1,03372

+ 0,71429

— 1,59807

= 1,14994  log=1,175918

" =0,38722 1log=1,587939
r = 0,33631
r- " = 0,74353
Hr+4 )= 0,31176
K"t = 0,00744
+ 0,06878
— 0,02120

K™= 0,05469 log = 2,737908

K'=10,23385  1log=— 1,368954
1K= 0,11692

# = 0,48868
R
%ﬁ — 0,2548%
C = 27,40385 log = 1,4378416 log = 1,4378116
0,48868 log — 1,6890240 0,25484 log = 1,4062670

Llog=1,8445120

log 4* terme — 0,9713476
4 terrine = 9,3615
2* terme — 3,5254

‘doli T — T = 5',8361

1log = 1,7031335
log 2* terme == 0,5472124

En faisant p =1; nous trouvens donc pour T"—T une valeur trop
forte.

En &éssayant p = 0,800, en suivant la méme marche, sauf que
nouis avons, dans chaque équation; & calculer par logarit'wnes les

expressions e la forme
Bp et Dp*,

nous trouvons T~ T = #',8570, valeur trop petite. Puistjue p est

compris entre 1 et 0,800, nous essayerons p = 0,850, nous trou-
vons T —— T = 5,06631.

La véritable valeur de p est donc comprise entre 0,800 et 0,850:
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Nous pouvons en obtenir-une valeur approchée par une simple pro-
portion, ' :
On a '
p=0,8004 z,

a étant déterminé par la relation

o 008 > 0,19846

0,19931 0,0322;

d’'ot
p= 0’8322-
Nous allons essayer successivement, p = 0,830 et p = 0,835.

Pour p = 0,830, nous trouvons T —T =4'97501
Pour p = 0,835, . T —T=4,99446;

la véritable valeur est T'— T = 4,98546.
A T'aide d’une proportion nous trouvons enfin

p = 0,83268.

Pour obtenir les valeurs de r et r” correspondantes, nous corri-
geons celles obtenues dans I'avant-derniére hypothése; c'est-a-dire
que

pour p—=0,830 wnous avons trouvé r=0,35124,
pour p==0,835 id. r=0,35007,

on en déduit, par une simple proportion, que
pour p—0,83268  on doit avoir  r= 0,35061.

On trouve de la méme maniére, que v’ = 0,44531.

Ainsi les valeurs & I'aide desquelles nous pouvons calculer les élé-
ments approchés de la cométe sont

p — 0,83268
? r =0,35061
r* = 0,44531.
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Détermination des latitudes et longitudes héliocentriques correspon-
dantes des observations extrémes, de la longitude du neud et de
Vinclinaison.

sinA = m s sin\’ — h._lg_ta'l'lip‘
r r
p =0,83268 log = 1,920478 log = 1,920478
r = 0,35061 ¢ log =0,455176 log M = 1,902784

B=18"55'46",8 logtang — 1,535231 = 0,44531 log = 0,351337
log sin A = 1,950891 B"=18"36'1",7 logtang = 1,535340

o, logsin »” = 1,709936
d’on A =354°3216",0 2" = 30°50'58",0

Appliquons maintenant les formules

psin@—a) ., Mpsin(6’—a")

Y r*cos)”.
tang sin(A"4- %)
tan (1.+‘1I-'—g)- %2 et tang | = — 12082
g 3 Sinv—2) E = mi—g)
nous avons ,
8 —a=8"24'35",3 et (6"—a") =10°33'33"5.

clogr........  0,455476 clogr'........... 0,331337
logp.. ... 1,920478 logp...ocovvnn.. 1,920478
logsin(6—a). 2,974414 logM........... 1,902781
c'logcosh.. ...  0,236449 logsin (8" —«")....  1,263052
logsin€- . -1-,586517 c lOgCOS ) A 0,066250
e= 22942 7°0. logsin " 1,503898

9—'— ‘180. = 271 35 2 ,7 og ¢ ! ) E.".; 18°3’6'26”

L— 2485285 ,7

L"= 2574350 .4
L"—L= 85054 ,7

‘121-‘ = 492527,3

L'-I-%I::-_- 9531823 ,0

= 305058 ,0
A= 5432160

0" 4 180°== 276 20 16 ,4
L" = 257 4350 ,4
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V4a= 832314 ,0 logsin... 1,998501

A—N'= 234118 0 clogsin... 0,396032
‘%‘: 42527,3 logtang.. £,888543

logtang (L-l-%['-- g) 1,283206
(L—l—%l'- _ g): 169° 8 2'0
L+"2_“= 253 18 23 ,0

Longitudedu neeud Q= 841021 ,0  Jogtang). 0,147337
L= 248 52 53 ,7

L—Q = 164 4234 ,7 c'logsin... 0,578872

log tangl. 0,726209
Inclinaison de P'orbite T — 7921’ A1”

Détermination des arguments de la latitude pour les deux pbsilions exirémes.

tangu — Egé‘ol‘s—:.—i@ , tangd'= .tﬁllg..g;.g—l;__sg.).
L= 248°5258",1 L’ =287°4380",4
Q= 841021 ,0 Q= 841021
L—Q= 1644238 ,7 Jogtang.. 1,436858 L'—Q=1733329 4 logtang. 1,053265
I= 79214 ,0 ¢logcos. 0,733736 c'log cos. 0,733736
logtangu. 0,170394 log tang «". 1,187001
u — 4124° 188"

W= 14831 7 : u” = 148°31'7"
W —u=v'—v=— 2429 ,9
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Détermination des anomalies vraies.

r\i 4
tangz:(;;,)’, tangz

logr...... 1,544824
clogr'. .... 0,351337
2loglangs... 1,896161
" logtangz... 1,948080

z=— 41°35'00
A5
A5*—z= 3 2500

(¢ + v) = tang (45" — 2 cotang § (v" — o).

v :" =6T11"2 c'loglang.. 0,969612
logtang (45—z). 2,775993
log tang 'f';" 0. T,145607
v ;" Y= o0 ¢147,0
”';"” — 581298
"";"’ — 12143474

v = 702702 4
v = A5B753 .6

Détermination de la longitude du périhélie dans Uorbite.

Q= 851021°0 Q= 8110210
u=— 124 158 ,0 ‘u'= 14831 7,0
Q-+ u= 2081219 ,0 Q+u"= 2324128,0
v= 45 4753 ,6 "= 170271 2,4
== 162144925 ,4 =— 410621425 ,6
Calcul de la distance périhélie.
On a
1 v=22°58'56".8 1 " =35°13'31".2 =rcos’~v— r"oos’-i—o"
3¥= 9t = o gEresge= 3%
logr......... 1,544824 087" oevun.. 1,648663
2logcosiv . 1,928162 2log cosiv”. 1,824328
logg. ..... . 1,472986 logg = 71,472991
d’ot

Distance péiihélieq = 0,29745.
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Calcul de I'époque du passage au périhélie.
En cherchant au moyen de la formule
= Cg5 s 1 )
t =Cqg1 (tang 2v+3tang2 v

la valeur de ¢ qui correspond & v= 45° 57' 53", 6, nous trouvons

te== 5,9859; .
on a aussi . ) :
Epoquedew. ....... = 92,40322
don Epoque du passage. . . — 16,41732 Juin.

Les €léments approchés de I'orbite parabolique de la cométe de
Juin 1860 sont dong :

Epoque du passage au périkélie T = le 16,4173 Juin.
Distance du périhélie q —  0,29715
Longitude du périhélie n =  162° 1425
Longitude du neeud QQ — 8% 10 21
Inclinaison de Porbite | = 7921 M

Mouvement direct.

Ces éléments sont suffisamment approchés, d’aprés leur compa-
‘raison avec ceux qui ont été publiés, pour qu’il soit inutile d’employer
les formules de corrections que nous avons données.

Les latitudes et longitudes géocentriques dont nous nous sommes
servi n’ont pas été corrigées de Vaberration, ni de la parallaxe; on
pourrait actuellement faire ces corrections et recommencer le calcul ;
mais pour une orbite parabolique on peut se contenter de I'approxi-
mation que nous avons obtenue. En calculant, A I'aide de ces é16-
ments, le lleu de la cométe, on trouve un accord trés-suﬂis:mt

Ty —
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