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E L E M E N S

JD’A L G E B R E.

S E C O N D E PAR TIE.

DE L’ANALYSE INDÉTERMINÉE.

–-}

CHAPITRE PREMIER.

De la réſolution des Equations du premier

degré, qui renfërment plus d’une inconnue.
gre, 7 P

#=:N a vu, dans la remiere Partie.
- fö p 2

::: :, comment une quantité inconnue

fe détermine par une feule équation , &

comment on peut déterminer deux incon

nues moyennant deux équations , trois
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2 E L É M E N s

inconnues moyennant trois équations, &

ainfi de fuite ; en forte qu’il faut toujours

autant d’équations qu'il y a d’inconnues à

déterminer, du moins quand la queſtion

elle-même eſt déterminée.

Lors donc que la queſtion ne fournit pas

autant d’équations qu’on eſt obligé d'ad

mettre d’inconnues, il y en a de celles-ci

qui reſtent indéterminées, & qui dépendent

de notre volonté; & cela fait qu’on nomme

ces fortes de queſtions des problemes in

déterminés. Ils font le fujet d’une branche

particuliere de l’analyfe, & on appelle cette

partie l’analyfe indéterminée.

*

2.

Comme dans ces cas on peut prendre

pour une , ou pour pluſieurs inconnues,

tels nombres qu’on veut, ils admettent auffi

pluſieurs folutions.

Cependant, comme d’un autre côté on

ajoute ordinairement la condition que les

nombres cherchés doivent être des nom

bres entiers & même pofitifs, ou du moins
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des nombres rationnels, le nombre de

toutes les folutions pofibles de ces quef

tions fe trouve fort borné par-là ; de forte

que fouvent il n’y en a que très-peu de

poffibles; que d’autres fois il y en a une

infinité, mais qui ne fe préfentent pas à l'ef

prit facilement ; que quelquefois enfin il

n’y en a aucune de postible. Il arrive par-là

que cette partie de l’analyfe demande fou

vent des artifices tout-à-fait particuliers,

& qu’elle fert beaucoup à aiguifer l’eſprit

des Commençans, & à leur donner de

l’adreffe dans le calcul.

3.

Nous commencerons par une des quef

tions les plus faciles, en cherchant deux

nombres dont la fomme faffe 1 o. Il fera

fuperflu d’ajouter que ces nombres doivent

être entiers & pofitifs.

Indiquons-les par x & y ; en forte qu’il

faut que x+y=1 o ; on trouve x=1 o

—y, où y n'eſt déterminé qu’en tant que

cette lettre fignifie un nombre entier &

- - A ij



4 E L É M E N s

poſitif. On pourroit, par conféquent lui

fubſtituer tous les nombres entiers depuis

I juſqu’à l’infini; mais remarquons que x

doit pareillement être un nombre poſitif,

& il s’enfuit que y ne peut être pris plus

grand que Io, puiſqu’autrement x devien

droit négatif; & fi on rejette auffi la va

leur de x=o, on ne peut même faire y

plus grand que 9. Ainfi ce ne font que les

folutions fuivantes qui ont lieu.

Si y=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ,

On a x=9 , 8, 7, 6, 5 5 4 3 3 3 2 3 I -

Or les quatre dernieres de ces neuf fo

lutions étant les mêmes que les quatre pre

mieres, il eſt clair que la question n’admet

au fond que cinq folutions différentes.

Que fi l’on demandoit trois nombres,

dont la fomme fût Io, on n’auroit qu’à par

tager en deux parties l'un des nombres que

nous venons de trouver, & on obtiendroit

de cette maniere un plus grand nombre

de folutions. *

*
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4.

Comme nous n’appercevons-là aucune

difficulté, nous pafferons à des queſtions

un peu moins faciles.

Question premiere. Il s’agit de partager

25 en deux parties, dont l’une foit divi

fible par 2, & dont l’autre foit diviſible

par 3.

Soit l’une des parties cherchées = 2x,

& l'autre =3y , il faudra que 2 x+3y

=25 , & par conféquent que 2 x= 25

—3y. Si l’on diviſe par 2, on a x=*:”;

d’où nous concluons en premier lieu que

3y doit être moindre que 25 , & par con

féquent y plus petit que 8. Qu’on tire de

cette valeur de x autant d’entiers qu’il eft

poſible, c’eſt-à-dire qu’on divife par le dé

nominateur 2, on aura x=12—y+":";

d’où il fuit que 1—y, ou bien y–1 , doit

être diviſible par 2. Ainfi nous ferons y

—1=2{, & nous aurons y=2{+-1, de

forte que x=12—27— 1—ț=ı 1–3;. Or

puiſque y ne fauroit être plus grand que 8,

A iij



6 E L É M E N s

s l’on ne peut non plus prendre pour ; des

nombres qui rendroient 2 7+1 plus grands

que 8. Par conféquent il faut que { foit plus

petit que 4, c’eſt-à-dire que { ne peut être

pris plus grand que 3 , & de-là réſultent

les folutions qui fuivent:

Si on fait { = o| {=1 | {=2 | H=3,

On a y = I | y=3 | y=5 |y=7,

& x =1 I |x=8|x=5 |x=2.

Donc les deux parties de 25 qu’on cher

choit, font:

I.) 2 2+ 3 , II.) 16+-9, III.) Io-+-15,

IV.)4+ 21.

5.

Question feconde. Partager 1oo en deux

parties, telles que l'une foit divifible par

7 , & l’autre par I I.

Soit donc 7 x la premiere partie & 1 Iy

la feconde, il faudra que 7x+ 1 1y=1oo; &

par conféquent que x="#"=" :=”,
2 - 49' .

ou que x=14—y+*="; donc il faut

que 2—4y, ou 4y–2, foit diviſible par 7.
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i

Or fi l’on peut divifer 4y–2 par 7, on

pourra auffi divifer par 7 fa moitié 2y–1 ;

qu’on faffe donc 2y-1=77, ou 2y=7;

+1 , on aura x=14—y—27. Mais puif.

que 2y=77-+-1=67-+-+-+-1, on aura y

=3{+*: ; & il faudra faire {+1=2u,

ou {= 2u—1 ; cette fuppofition donne y

=3;-+-u, & par conféquent on peut pren

dre pour u tout nombre entier qui ne rend

pas x ou y négatifs. Or comme y devient

=7u—3 & x=19-I-I 1 u, la premiere de

ces formules indique que 7u doit furpaffer

3 ; & fuivant la feconde, i 1 u doit être

moindre que 19 , ou u moindre que : ;

ainfi u ne peut pas même être =2; & puif

qu’il eſt impoffible que ce nombre foito, il

faut néceffairement que u=1 : c’eſt la feule

valeur que cette lettre puiſſe avoir. Il ré

fulte de-là que x=8, & y=4, & que les

deux parties de 1 co qu’on cherchoit, font

I.) 56 , & II.) 44.

A iv
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6.

Question troifeme. Partager 1oo en deux

parties , telles qu’en divifant la premiere

par 5 , il reſte 2 ; & qu’en divifant la fe

conde par 7, il refte 4.

Puiſque la premiere partie, diviſée par

5, laiffe le réſidu 2, nous ſuppoferons qu’elle

foit =5x+2, & par une raifon femblable

nous ferons la feconde partie =7y-+-4.

Nous avons par conféquent 5x+7y+6

=Ioo, ou 5x=94-7y=9o-+-4—5.y

—2y ; d’où nous tirons x=18–y— *#:.

Il s’enfuit de-là que 4— 2y, ou 2.y— 4,

ou bien la moitié y– 2, doit être divifible

par 5. Faifons, par cette confidération,

y—2= 5{, ou y= 57+2, nous aurons

x=1 6–77 ; d’où nous concluons que 7;

doit être plus petit que 16 , & { plus petit

que #, c’eſt-à-dire que 7 ne peut furpaf

fer 2. La queſtion propoſée admet par con

féquent trois folutions.

I. {=o donne x=16&y=2, d’où ré

fultent les deux parties de Ioo qu’on cher

choit, 82 -|-18.

------
- - - -*-*=-–*-------
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II. {=I donne x=9 & y=7, & les

deux parties en queſtion font 47+ 53.

III. z=z donne x=2 &y=12, & on

a les deux parties i 2+88.

Question quatrieme. Deux Payfannes ont

enfemble 1 oo oeufs ; l’une dit à l’autre:

Quand je compte mes æufs par huitaines,

il y a un furplus de 7. La feconde répond:

Si je compte les miens par dizaines, je trouve

le même furplus de 7. On demande com

bien chacune avoit d’oeufs ?

Comme le nombre des oeufs de la pre

miere Payfanne, diviſé par 8, laiffe le ré

fidu 7 ; & que le nombre des oeufs de la

feconde, diviſé par Io, donne le même

réſidu 7 , on exprimera le premier nom

bre par 8x+7 , & le fecond par 1oy+7 ;

de cette façon 8x+1oy+ i 4=1oo, ou

8x=86-1 oy , ou 4x=43—5y=4o-+3

—4y—y. Par conſéquent fi l’on fait y–3

=4{, de forte que y=47+3, on aura

x=1 o—4{—3—{=7—57; d’où il fuit .
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que 57 doit être plus petit que 7, & 7 plus

petit que 2, c’eſt-à-dire qu’on n’aura que

les deux folutions fuivantes.

I.) (=o donne x=7., & y=3 ; ainfi la

premiere Payfanne avoit 63 oeufs, & la

feconde en avoit 37.

II.) (=1 donne x= 2, & y=7 ; donc

la premiere Payfanne avoit 23 oeufs, &

la feconde en avoit 77.

8.

Question cinquieme. Une troupe d'hom

mes & de femmes a dépenfé dans une au

berge i ooo fous. Les hommes ont payé

19 fous chacun, & les femmes I 3. Com

bien y avoit-il d’hommes & de femmes ?

Soit le nombre des hommes =x, &

celui des femmes =y, on aura l’équation

19 x+ 13 y= 1 ooo. Donc 1 3y= 1 ooo

–19x=988+12–13x-6x, & y=76

–x+":"; d’où il fuit que 1 2–6x, ou

6x–12, ou auffi x—2, la fixieme partie

de ce nombre, doit être diviſible par 13.

Qu’on faffe donc x—2=13{, on aura x:
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=13;-+-2 , & y=76–13–2–67, OU!

y=74–197 ; ce qui fait voir que { doit

être moindre que#, & par conſéquent

moindre que 4 ; de forte que les quatre

folutions fuivantes peuvent avoir lieu.

I.) (=o donne x= 2 & y=74. Dans

ce cas il y avoit deux hommes & foixante

& quatorze femmes ; ceux-là ont payé 38

fous, & celles-ci 962 fous. -

II.) ;=1 donne le nombre des hommes

x=1 5, & celui des femmes y=55 ; ceux

là ont dépenſé 285 fous, & celles-ci 715

fous.

III.) (=2 donne le nombre des hom

mes x= 28, & celui des femmes y=36;

donc ceux-là ont dépenſé 532 fous, &

celles-ci 468 fous.

IV.) (= 3 donne x=41 , & y=17 ;

ainfi les hommes ont dépenſé 779 fous,

& les femmes ont dépenſé 22 I fous.

9.

• Question fixieme. Un Fermier achete à

la fois des chevaux & des boeufs pour la
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fomme de 177ð écus; il paye 3 1 écus pour

chaque cheval , & 2 1 écus pour chaque

boeuf. Combien a-t-il acheté de chevaux

& de boeufs ?

Soit le nombre des chevaux =x , &

celui des boeufs =y ; il faudra que 3 1x

+21y=177o, ou que 2 ry=177o—3 1x

=1764+6—2 1.x–1ox , c’eſt-à-dire que

y=84—x++:*. Donc il faut qu’on
2. I

puiſſe divifer I ox–6, & auffi la moitié

5x-3, par 21. Qu’on fuppoſe donc 5x

-3=21 {, on aura 5 x= 2 1 {+ 3, & y

devient =84–x–27. Or, puiſque x

=::=47+':', il faudra faire encore

5-+3=5 u ; cette fuppofition donne (=5u

—3, x=2 Iu–12, & y=84–2 I u+1 2

–Iou-+6=1o2—3 i u ; & il fuit de-là que

u doit être plus grand que o, & cependant

plus petit que 4, ce qui fournit les trois

folutions qui fuivent :

I.) u=ı donne le nombre des chevaux

x=9, & celui des boeufs y=71 ; donc

les premiers ont coûté 279 écus, & les -
|

derniers 1491 écus; en tout 177o écus.
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II.) u=2 donne x=3o & y=4o; ainfi

les chevaux ont coûté 93o écus, & les

boeufs ont coûté 84o écus, ce qui fait en

femble 177o écus.

III.) u=3 donne le nombre des chevaux

x=5 I , & celui des boeufs y=9 ; ceux

là ont coûté 1 581 écus, & ceux-ci 189

écus ; cela fait enfemble 177o écus.

I O.

Les queſtions que nous avons confidé

rées jufqu’à préfent, conduifent toutes à

une équation de la forme ax+by=c, où

a, b & c fignifient des nombres entiers &

pofitifs, & où l’on demande pour x & y

pareillement des nombres entiers pofitifs.

Or fi b eſt négatif, & que l'équation ait

la forme ax=by+c, on a des queſtions

d’une toute autre eſpece, & qui admettent

une infinité de folutions: nous allons en

traiter auffi, avant que de finir ce Cha

pitre.

Les plus fimples de ces queſtions font

de la nature de celle-ci: on cherche deux
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nombres, dont la différence foit 6. Si l’on

fait ici le plus petit nombre =x, & le

plus grand =y, il faudra que y—x=6,

& quey=6+x. Or rien n’empêche main

tenant de fubſtituer au lieu de x tous les

nombres entiers poffibles, & quelque nom

bre que l’on adopte, y fera toujours de 6

plus grand. Qu’on faffe, par exemple, x

=Ioo, on aura y=1o6; il eſt donc clair

qu’une infinité de folutions peuvent avoir

lieu.

I I.

Viennent enfuite les queſtions où c=o,

c’eſt-à-dire où ax doit fimplement équi

valoir à by. Qu’on cherche, par exemple,

un nombre qui foit diviſible tant par 5 que

par 7 ; fi on écrit W pour ce nombre, on

aura d’abord W= 5x, puiſqu’il faut pou

voir divifer W par 5 ; enfuite on aura auffi

N=7y, parce que le même nombre doit

être diviſible par 7 ; on aura, par con

féquent 5x=7y & x=#. Or comme 7

ne peut fe divifer par 5 , il faut que y foit
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*

divifible par 5 ; qu’on faffe donc y=57,

on aura x=7; ; de forte que le nombre

cherché W= 3 5 7; & comme on peut

prendre pour H un nombre entier quelcon

que, on voit qu’on peut affigner pour W

un nombre infini de valeurs; telles font:

35 , 7o, loş , 14o, 175 , 9 Io, &c.

Si on vouloit, outre la condition fup

poſée, que le nombre V fût auffi divifible

par 9, on auroit d’abord W=35{, & on

feroit de plus W=9u. De cette maniere

35 (=9u, & u=#; & il eſt clair qu'il

faut que { foit diviſible par 9. Soit donc

5=9/; on aura u=35/, & le nombre

cherché N=3 15/.

I 2.

La difficulté eſt plus grande, lorſque c

n’eſt pas o; par exemple, lorſqu’il faut que

5x=7y-|-3, équation à laquelle on par

vient, en cherchant un nombre Wtel qu’on

puiffe le divifer par 5, & que fi on le di

vife par 7, on obtienne le réfidu 3 ; car

il faut alors que AV=5x, & auffi que W
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=7y+3, d’où réſulte l'équation 5x=7y

& pa fé t x= 72 t3= 2:22:3
+3, & par conféquen 5 5

=y+"::. Qu’on faffe 2y+3=57, on

aura x=y+{ ; or à caufe de 2y+3=57,

ou de 2y=5 {—3, on a y=#: ou y=2;

+H*. Qu’on fuppofe donc encore {–3

=2u, on aura (=2u+3 , & y=5u-+-6,

& x=y+{=7u-+-9. Donc le nombre

cherché N=35u-+-45, où on peut ſubf

tituer au lieu de u non-feulement tous les

nombres entiers pofitifs, mais auffi des

nombres négatifs; car, comme il fuffit que

Wdevienne pofitif, on peut faire u=—1,

ce qui rend W=1o. On obtient les autres

valeurs, en ajoutant continuellement 35 ,

c’eſt-à-dire que les nombres cherchés font

Io, 45 , 8o, 1 1 5 , 15o, 185 , 22o , &c.

I 3. -

Les folutions de ces fortes de queſtions

dépendent du rapport des deux nombres

par leſquels il s’agit de divifer, c’eſt-à

dire qu’elles deviennent plus ou moins lon

gues, ſuivant la nature de ces diviſeurs.

La
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La queſtion fuivante, par exemple, admet

une folution très-courte: On cherche un

nombre qui, diviſé par 6, laiffe le réſidu 2 ;

& qui, diviſé par 13, donne 3 de réſidu.

Soit W ce nombre: il faut d'abord que

N=6x+- 2 , & après cela que N=13y

+3; par conféquent 6x+ 2=13y+3 ,

& 6x=13y+1, & x=::=2y+":".

Qu’on faffe y+1=67, on aura y=67—1,

& x=2y+7=13{—2 ; d’où il fuit que

le nombre cherché W=787–1o. Donc

la queſtion admet les valeurs fuivantes:

68, 146, 224, 3o 2, 38o, &c. qui for

ment une progreffion arithmétique, dont

la différence eft 78=6. 13. Il fuffit, par

conféquent, de connoître une feule de ces

valeurs pour trouver facilement toutes les

autres ; on n’a qu’à ajouter confiamment

78, & fouftraire ce nombre auffi long-

temps que cela eſt poſſible.

I 4.

La queſtion fuivante fournit un exemple

d’une folution plus longue & plus pénible.

Tome II. - B
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Question huitieme. Trouver un nombre

W qui, étant diviſé par 39 , donne le ré

fidu 16, & tel auffi que fi on le diviſe par

56, on trouve le réfidu 27.

Il faut en premier lieu que W=39p+16,

& en fecond lieu que W=56q+27 ; ainfi

39p+16=56q+27, ou 39p=56q+1 1 ,

& p=::=q+":"=q+r, C11 CX

39 39 T

17q + 1 1

primant par r la fraćtion":". Ainfi 39r
39r- 5r–11

=17q+1 1 , & q= #"=2r+":"=2r

+/; de façon que /=“:”, ou 17 f=5r

—1 1 , d’où provient r="#"=;/+":::

=3/+t; de maniere que t=#", ou 5 t
t –II

=2/+-1 I , d’où l’on tire f="#"=2t+":"2.

=2t+u, en faifant u=H:& t=2u+ i 1.

Or n’y ayant maintenant plus de fraćtions,

on peut prendre u à volonté, & on n’aura

plus qu’à paffer, en rétrogradant, par les

déterminations fuivantes:

- t= 2u+1 1 ,

} f= 2t + u = 5 u+ 22,

r=3/+-t =17u+ 77,

« . q= 2r+f =39u-+-176,

p= q+r =56u-+-253 ,
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& enfin N=39.56u+9883. On trouvera

la plus petite valeur poffible de N, en

faifant u=–4; dans cette fuppofition OÍR

a W=1 147. Que fi l’on fait u=x—4,

on trouve N=2 184x–8736+9883 , ou

N=2 184x+1 147. Ces nombres forment

par conféquent une progreffion arithmé

tique, dont le premier terme eft i 147,

& dont la différence eft 2 184; en voici

quelques termes:

I 147, 3331 , 55 I 5 , 7699 , 9883 , &c.

I 5.

Ajoutons encore quelques autres queſ

tions, fur lefquelles on puiffe s’exercer. .

Question neuvieme. Une compagnie

d’hommes & de femmes fe trouvent à un

pique-nique; chaque homme dépenfe 25 l.

& chaque femme dépenſe 16 liv. & il fe

trouve que toutes les femmes enfemble ont

payé 1 liv. de plus que les hommes. Com

bieny avoit il d’hommes& de femmes?

Soit le nombre des femmes =p, celui

des hommes =q ; les femmes auront dé

Bij
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penſé 16p, & les hommes 25q ; ainfi 16p

= 25 q+1, & p=::=q+*::=q+r.

Nous venons de faire r=':', ainfi 9q

— –16r-i – 7"-I –

=16r–1 , & q=-z+ =r-+---- =r+/

|- - –77-I -

Puis donc que /=:', ou 9f=7r—1,
–9/**– 2/**– . c”

nOUS aVOnS r=#=ſ+# =f+t ; c’eſt

à-dire que t=#, ou 7t= 2/+-1 ; ainfi

–7*** – *-I – *

f="#"=3t+":=3t+u, en faifant u

=“: ou 2u=t–1, de forte que t=2u+1.

Nous aurons par conféquent en rétro

gradant :

r= f+ t = 9u+ 4,

= r+ f=16u+ 7,

p= q + r=25u +1 1 ;

ainfi le nombre des femmes étoit 25 u-+-1 1,

& celui des hommes étoit 16u-+-7 ; & on

peut fubſtituer dans ces formules, au lieu

de u, tels nombres entiers qu’on veut. Les

réfultats les plus petits font par conſéquent

ceux qui fuivent :
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Les

Nombre des femmes: = 1 1, 36, 6 I, 86, 1 1 1, &c.

——— des hommes: = 7, 23, 39, 55, 7 1 , &c.

Suivant la premiere folution , ou celle qui

renferme les plus petits nombres, les fem

mes ont dépenſé 176 liv. & les hommes

175 livres, c'est-à-dire une livre de moins

que les femmes.

I6.

Question dixieme. Quelqu’un achete des

chevaux & des boeufs ; il paye 3 1 écus

par cheval, & 2o écus pour chaque boeuf,

& il fe trouve que les boeufs lui ont coûté

7 écus de plus que ne lui ont coûté les

chevaux : combien cet homme a-t-il acheté

de boeufs & de chevaux ?

Suppofons que p foit le nombre des boeufs

& q celui des chevaux, il faudra que zop

=31q+7, & p=::=q+":=q

+r; de cette maniere nous avons 2or

, - –??" 7– -- I 97-7– |

=1 1q+7, & q=::=r-+?:' =r+/;

- *** * ** zum –"f*7– 2f+7

„ainfi í 1.f=9r–7, & r="#7=f+”:

=f+t, c’eſt-à-dire que 9t=2f+7, & fleft

–9*T7– f - 7–

="#7=4+4=7=4t-+-u , moyennant

B iij
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quoi 2u=t–7, & t=2u+7. Par con

féquent

f=4t+u= 9u-+-28,

r= f+t=1 i u-+35,

q= r+f=2ou-+-63, nomb. des chevaux,

p=q+r=3 1u+98, nombre des boeufs.

Donc les plus petites valeurs pofitives de

p & de q fe trouvent en faifant u=–3 ;

celles qui font plus grandes fe fuivent en

progreffion arithmétique de la maniere

qu’on va voir:

N::}p= 5,36,67,98,129,16o,191,222,253 , &c.

"::: q= 3,23,43,63, 83,1o3,123,143,163 , &c.

17.

Si on confidere comment , dans cet

exemple, les lettres p & q fe déterminent

par les lettres fuivantes, on remarquera fa

cilement que cette détermination dépend

du rapport des nombres 3 1 & 2o, & en

particulier du rapport qu’on découvre en

cherchant le plus grand commun diviſeur

de ces deux nombres. En effet, fi on fait

cette opération
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o ,

il eſt clair que les quotients qu’on obtient

fe retrouvent dans la détermination fuccef

five des lettres p, q, r, f., &c. & qu’ils

font liés avec la premiere lettre à droite,

pendant que la derniere reſte toujours ifo

lée ; on voit de plus que ce n’eſt que dans

la cinquieme & derniere équation que fe

préfente le nombre 7, & qu’il eſt affećłé

du figne + , parce que le nombre de

cette équation eft impair; car fi ce nom

bre avoit été pair, on auroit trouvé –7.

Ce que nous difons deviendra encore plus

clair par la table fuivante, dans laquelle

on verra d'abord la décompofition des

B iv



24 E L é M E W s

nombres 3 1 & 2o, & puis la détermina

tion des lettres p, q, r, &c.

3 1=1.2o+1 1 | p=1.q+r

2o=1. I 1+ 9 || q=1.r+f

I 1=I .9+ 2 | r=1.f+t

9=4. 2-+ 1 | f=4.t+u

2=2 · 1+ o | t =2.u-+7.

I 8.

On peut repréſenter de la même maniere

l’exemple précédent de l’article 14.

56=1.39+17 | p=1.q+r

39=2. 17+ 5 || q=2.r+f

17=3 . 5-+- 2 | r=3.f+t

5=2 · 2+ 1 | f=2.t +u

2=2 · 1+ o | t=2.u-+-1 1.

I 9.

Nous fommes donc en état de réfoudre

de la même maniere toutes les queſtions

de cette eſpece.

En effet, foit donnée l’équation bp=aq

+n, où a, b & n fignifient des nombres

connus. Il ne s’agira ici que de procéder



p” A L C E B R E. 2 ;

2

S

comme fi on cherchoit le plus grand com

mun diviſeur des nombres a & b, on pourra

auffi-tôt déterminer p & q par les lettres

fuivantes, comme on va voir:

Soit a=Ab+c | on aurap=Aq+r

b=Bc+d q=Br+f

c=Cd+e r=Cf-+-t

d=De+f f=Dt+u

e=Ef+g t=Eu+v

f=Fġ+o, u=Fv + n.

On fera feulement attention encore, que

dans la derniere équation il faut donner à n

le figne +, quand le nombre des équations

eftimpair; & qu’au contraire il faut prendre

—n, lorſque ce nombre eſt pair. Et voilà

donc comment on peut réfoudre avec affez

de promptitude les queſtions dont nous nous

occupons dans ce Chapitre: nous en don

nerons quelques exemples.

2O.

* Queſtion onţieme. On cherche un nom

bre qui, étant diviſé par 1 I , donne le ré

fidu 3, & qui étant diviſé par 19, donne

le réfidu 5.

|
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Soit W ce nombre cherché : il faudra

d’abord que N=1 |p-|-3, & en fecond

lieu que W=19q+5. Donc i Ip=197

+2, équation qui fournit la table fuivante:

19=1. I 1+8 | p= q+r

I 1= 1 · 8+3 q= r+f

8=2 . 3+2 | r=2f+t

3=1 . 2+1 | f= t+u

2=2. 1-+-o | t =2u+2,

où l’on peut donner à u telle valeur qu’on

veut, & déterminer par-là fucceffivement,

en rétrogradant, les lettres précédentes.

On aura,

t=2u+2

f= t+-u= 3u+ 2

r=2/+-t= 8u-+- 6

q= r+f=1 1u+ 8

p= q+r=1 9ư+14 3

de-là réfulte le nombre cherché W=2o9u

+1 57; donc le plus petit nombre qui puiffe

exprimer W, ou fatisfaire à la queſtion »

eft 1 57.
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2. I.

Question douzieme. Trouver un nombre

W tel qu’en le divifant par 1 1 , il reſte 3,

& qu’en le divifant par 19, il reſte 5 ; &

de plus, que fi on divife ce nombre par

29, on obtienne le réfidu 1 o.

La derniere condition exige que N=29p

+1 o; & comme on a déjà fait le calcul

pour les deux autres, il faut, en conféquen

ce de ce qu’on a trouvé, que W=2o9u

+157, à la place de quoi nous écrirons

=2o9q+157 ; ainfi 29p-+-Io=2o9q

+157, ou 29p=2o9q+1 47; d’où ré

fulte le type qui fuit:

2ο9=7.29+6; donc p=7q+r,

29=4. 6+5; q=4r+f,

6=1 . 5-+-1; r= f+t,

5=5 · 1-+-o; f=5 t—147.

Et fi nous revenons maintenant fur nos pas,

11OUS dUlfOÍOS

f=5t-147,

r= f+ t = 6t— 1 47,

q=4r+ f = 29t— 735,

p=7q+ r =2o9t-5 292.
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Donc W=6ο611–153458. Le plus petit

nombre fe trouve en faifant t=26, & cette

fuppoſition donne W=4128.

2. 2.

Une remarque cependant qu’il faut faire

néceffairement, c’eſt que, pour qu’une

telle équation bp=aq+n foit réfoluble, il

faut que les deux nombres a & b n'ayent

d’autre commun diviſeur que 1 ; car fans

cela la queſtion feroit impoffible, à moins

que le nombre n n’eût le même commun

diviſeur.

Si Ton demandoit, par exemple, que

9p=1 5 q+2; comme 9 & 1 5 ont le com

mun diviſeur 3, & que ce n’eſt pas un di

viſeur de 2, il eft impoffible de réfoudre

la queſtion, parce que 9p-1 5q pouvant

toujours être diviſé par 3, ne peut en aucun

cas devenir =2. Mais fi dans cet exem

ple n étoit =3 , ou n=6 , &c. la quef.

tion feroit poſſible : il fuffiroit de divifer

auparavant par 3 ; car on auroit 3p=57

+1 , équation qui feroit facilement réfo
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luble par la regle donnée ci-deſſus. On

voit donc clairement que les nombres a

& b ne doivent avoir d’autre commun di

vifeur que l’unité, & que notre regle ne

peut avoir lieu dans d’autres cas.

23.

Pour le prouver encore plus évidem

ment, nous traiterons l'équation 9p= 1 5q

+ 2 fuivant la voie ordinaire. Nous trou

- – 1 57+2– “***– Lr.

vons p=::=q+":=q+r; de forte

que 9r=6q+-2 , ou 6q=9r—2 ; ainſi

–9 T *– 3r - 2– -

q=?:#=r+*:#=r+f; de façon que

3r–2=65 , ou 3r=6/+- 2. Par confé
- –6f+*– 2 . • · H; |

quent == =x/--; ; oril est bien clair

que ceci ne peut jamais devenir un nom

bre entier, parce que feſt néceffairement

un nombre entier. Cela fert à confirmer

que ces fortes de queſtions font impoffibles.

||
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C H A P I T R E I I.

De la regle qu’on nomme regula coeci, où

il s’agit de déterminerpardeux équations,

trois ou un plusgrandnombre d'inconnues.

- 24.

Nous avons vu dans le Chapitre pré

cédent, comment on peut déterminer par

une feule équation deux quantités incon

nues, au point de les exprimer en nombres

entiers & pofitifs.

Si donc on avoit deux équations, il fau

droit, pour que la queſtion fût indétermi

née, que ces équations renfermaffent plus

de deux inconnues. Or il fe préfente de

ces queſtions dans les livres d'Arithmétique

ordinaires; on les réfout par la regle dite

regula cæci, nous ferons voir les fondemens

de cette regle.

*
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25.

Nous commencerons par un exemple.

Queſtion premiere. Trente perſonnes,

hommes, femmes & enfans dépenfent 5o

écus dans une auberge; l'écot d’un hom

me eft 3 écus, celui d’une femme eft 2 écus,

& celui d’un enfant eft un écu ; combien

y avoit il de perſonnes de chaque claffe ?

Soit le nombre des hommes =p , celui

des femmes =q, & celui des enfans =r,

nous aurons les deux équations fuivantes:

1.)p+q+r=3o, II.) 3p+2q+r=5o.

Et il s’agit d’en tirer les trois lettres, p, q

& r en nombres entiers & poſitifs. La pre

miere équation donne r=3o—p—q, d’où

nous concluons d’abord que p+q doit être

moindre que 3 o; & fubſtituant cette valeur

de r dans la feconde équation, nous avons

2p-|-q-+-3o= 5o, de forte que q=2o.

— 2p & p+q=2o–p ; ce qui eſt évi

demment auffi moindre que 3o. Or com

me on peut, en vertu de cette équation,

prendre pour p tous les nombres qui ne
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paffent pas I o, on aura les onze folutions

fuivantes :

Nombre:
hommes,

Nombre des

femmes,

Nombre des

enfans,

& fi on omet la premiere & la derniere,

il en reftera neuf.

P : O, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, Io,

}; = 2o, 18, 16, 14, 12, Io, 8, 6, 4, 2, o »

}r = Io, II, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 2o;

26.

r Question feconde. Quelqu’un achete Ioo

pieces de bétail, des porcs, des chevres

& des moutons, pour 1oo écus ; les porcs

lui coûtent 3 : écus la piece ; les chevres,

I #écu , & les moutons, ; écu : combien

y avoit-il d’animaux de chaque eſpece ?

Soit le nombre des porcs =p, celui des

chevres =q', celui des moutons =r, on

aura les deux équations fuivantes: I.)p+q

+r= 1 oo , ll.) 3#p-+ 1 #q+;r=1oo ;

& cette derniere étant multipliée par 6,

afin de chaffer les fraćtions, fe transforme

en celle-ci, 2 Ip-+-8q+3r=6oo. Or la

premiere donne r=1oo—p—q; & fi l'on

-
fubſtitue
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fubſtitue cette valeur à r dans la feconde,

on a 18p-+-5 q=3oo, ou 5 q=3oo-18p ,

& q=6o–". Par conſéquent il faut que

18p foit diviſible par 5 , & renferme 5

comme faćłeur. Qu’on faffe donc p=5/,

on aura q=6o–18/, & r=1 3/+4o, où

} l’on peut prendre pour fun nombre entier

quelconque, pourvu qu’il foit tel que q ne

devienne pas négatif. Mais certe condition

limite la valeur de / à 3 , de forte que fi

|0 on exclut auffi o, il ne peut y avoir que
ES trois folutions du probleme ; ce font les

CS fuivantes : .

S , Lorſque f= 1 , 2, 3,

eh |- On a P= 5 , I O , I 5 ,

|- 7=42, 24, 16,

les |- r=53, 66 , 79.

on 27.

: Lorſqu’on veut foi-même ſe propofer

6, de tels exemples , il f:: faire attention

m6 fur-tout qu'ils foient poſſibles; & pour pou

la voir en juger, voici ce qu’il faut obſerver:

'on Soient les deux équations auxquelles nous

|- Tome I I. |- C

tilĉ
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parvenions juſqu’à préfent, repréfentées

par I.) x+y+z=a, II.)fx+gy+hĩ=b,

où f, g & h, ainfi que a & b, font des

nombres donnés, fi nous fuppofons qu’entre

les nombres f, g & h le premier ffoit le

plus grand, & h le plus petit ; comme,

à caufe de x+y+z=a, nous avons fx

+fy+f=fa, il eſt clair que fx+fy+f;

eft plus grand que fc-+gy-+-h; ; par con

féquent il faut que fa foit plus grand que b,

ou que b foit plus petit que fa ; & puiſque

de plus hx+hy+hf=ha, & que hx+hy

–|—h; eft certainement plus petit que fe

–|—gy-+-h7 , il faut auffi que ha foit plus

petit que b , ou b plus grand que ha. Il

s’enfuit donc de-là que fi b n'eſt pas plus

petit que fa, & en même temps plus grand

que ha, la question fera impoſſible.

On exprime cette condition auffi, en

difant que b doit être contenu entre les li

mites fa & h a ; & il faut de plus faire at

tention que ce nombre n’approche pas trop

de l’une ou de l'autre limite, parce que

cela feroit qu’on ne pourroit pas déterminer

les autres lettres,
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Dans l’exemple précédent, où a=1oo,

f=3; & h=;, les limites étoient 35 o

& șo; or fi on vouloit ſuppofer b=; r

au lieu de Ioo, les équations deviendroient

x+y+z=1 oo, & 3; x+ 1 ;y+; 7=51,

ou, en chaffant les fraĉtions, 2 1 x+8y

+37=3o6; qu’on multiplie la premiere

par 3, de forte que 3x+3y-+37= 3oo;

fi l'on fouftrait cette équation de l’autre,

il refte 18x+5y=6, ce qu’on voit fur le

champ être impoffible, parce que x & y

doivent être des nombres entiers & po

fitifs.

28.

Les Orfevres & les Monnoyeurs tirent

grand parti de cette regle , quand ils fe

propofent de faire, de trois ou de pluſieurs

fortes d’argent, un alliage d’un prix donné,

ainfi que l'exemple fuivant le fera voir.

Question troiſieme. Un Monnoyeur a

trois fortes d’argent; la premiere à 7 onces,

la feconde à 5 # onces, la troifieme à 4;

onces; il a à faire un alliage de 3o marcs

C ij
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pefant, à 6 onces; combien de marcs doit

il prendre de chaque forte ?

Qu’il prenne x marcs de la premiere

forte, y marcs de la feconde & { marcs

de la troiſieme, il aura x+y+{=3o,

& c’eſt la premiere équation.

Enfuite, puiſqu’un marc de la premiere

forte contient 7 onces d’argent fin, les x

marcs de cette forte contiendront 7x on

ces de tel argent; de même les y marcs

de la feconde forte contiendront 5 :y on

ces , & les { marcs de la troiſieme forte

contiendront 4: { onces d'argent fin ; de

forte que toute la maffe contiendra 7x

+5 ; y+4; { onces d’argent fin. Or puiſ

que cet alliage pefe 3o marcs , & que cha

cun de ces marcs contient 6 onces d'argent

fin, il s’enfuit que la maffe entiere con

tiendra 18o onces d’argent fin ; & de-là

réſulte la feconde équation 7x +5 ; y+4; {

=18o, ou 1 4x+1 1y+97=36o. Si l’on

fouftrait maintenant de cette équation la

premiere prife neuf fois, ou 9x+9y-+9;
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=27o, il refte 5x+2y=9o, équation

qui doit donner en nombres entiers les va

leurs de x & de y. Quant à la valeur de 7,

on la tirera enfuite de l'équation {=3o

—x—y. Or l'équation précédente donne

5

2y=9o— 5 x & y=45 —#; foit donc2

x=2u, on aura y=45— 5u & {= 3u

—15 ; c’eſt figne que u doit être plus grand

que 4, & cependant plus petit que 1 o ; &

par conféquent la queſtion admet les folu

tions fuivantes:

pmamamemwazmazma

ll - 5 | 6, 7, 8,| 9 ,

x=1 o, | 1 2 , | i 4, | I 6, 18,

5 »

9 ,

O ,

I 2.

y=2O > | I 5 , | I O ,

7= O, | 3 , | 6 ,

29.

Il fe préfente quelquefois des queſtions

qui renferment plus de trois inconnues,

mais on les réfout de la même maniere,

comme l’exemple fuivant le fera voir.

Question quatrieme. Quelqu’un achete

Ioo pieces de bétail pour I oo écus; favoir,

* *«. \C iij
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des boeufs à i o écus la piece, des vaches

à 5 écus, des veaux à 2 écus, & des mou

tons à : écu la piece; combien a-t-il acheté

de boeufs, de vaches, de veaux & de

moutons ? |

Soit le nombre des boeufs =p, celui

des vaches =q, celui des veaux =r, &

celui des moutons =/; la premiere équa

tion est p+q+r+f=too, & la feconde

eft i op-+-5 q-+ 2r+:/=1oo, ou, en re

tranchant les fra&tions, 2op-+-ı oq+4r+f

=zoo ; fouftrayant la premiere équation

de celle ci, il reſte 19p-+-9q+3r=1oo ,

d’où l’on tire 3r= 1oo– 19p—9q , &

r=33+;—6p—#p-37, ou r=33—6p

–37+"#; donc il faut que 1 —p ou p

–1 foit diviſible par 3. Qu’on faffe

p—1=3t, on aura

p=3 t+1 ,

7= 7 ,

r=27—19t– 37 3

f=72+ 2q-+-16t;

il s’enfuit de-là que 19t-+3q doit être



»”A E c e B r E. 39

X

|

moindre que 27, & que, pourvu que cette

condition s’obſerve, on peut au reſte don

ner à q & à t telle valeur qu’on veut ; cela

pofé, nous aurons à confidérer les cas fui

Va11S :

I. Si t = o II. Si t = I

on a p= I P= 4

q= q q= q

r=27–3 r= 8–

f=72+2q. f=88–|

On ne peut faire t=2, parce que r

deviendroit négatif.

Dans le premier cas q ne doit pas fur

paffer 9, & dans le fecond cas ce nombre

ne doit pas excéder 2 ; ainfi ces deux cas

donnent les folutions qui fuivent. -

Le premier donne les dix folutions que

voici: 1 -

3

27.

ITTIV. v.v..vvTEKET

I | I || I || I || I || I || I || I || I || I |

- o | I || 2 || 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 ||

27 | 24 | 2 1 || 18 | 15 | 12 | 9 | 6 || 3 || o

[/|72|74|76|78||8o||82|84|86|88|| 9o |

Gy

|p

7

r
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Le fecond cas fournit les trois folutions

fuivantes:

Voilà donc en tout treize folutions, &

elles fe réduifent à dix, fi on exclut celles

qui renferment un zéro.

3O.

La méthode ne laifferoit pas d’être la

même, quand même, dans la premiere

équation, les lettres feroient multipliées par

des nombres donnés, comme on le verra

par l'exemple fuivant:

Question cinquieme. Trouver trois nom

bres entiers, tels que fi on multiplie le pre

mier par 3 , le fecond par 5 & le troifieme

par 7, la fomme des produits foit 56o; &

que fi on multiplie le premier par 9, le

fecond par 25 & le troifieme par 49, la

fomme des produits foit 292 o. |
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+

Soit le premier nombre =x, le fecond

=y, le troiſieme =ỹ, on aura les deux

équations, I.) 3x+5y+77=56o, II.) 9x

+- 25y+497=292o. Si on fouftrait de

la feconde la premiere prife trois fois, ou

9x+1 5y+2 1 (=168o, il refle 1 oy+28;

= I 24o; divifant par 2, on a 5y+ 1 47

=62o, d’où l’on tire y= 124–#. Ainfi

z doit être diviſible par 5 ; qu’on faffe donc

7=5 u, on aura y= I 24— 1 4u ; ces va

leurs étant fubſtituées dans la premiere

équation, on a 3x-35u+62o=56o, ou

3x=35u–6o, & x=':– 2o ; c’eſt

pourquoi l’on fera u=3t, & on aura enfin

la folution fuivante, x=35t—2o, y=124

—42t., & {=I 5 t, où on peut fubſtituer

au lieu de t un nombre entier quelconque,

mais tel cependant que t furpaffe o, &

foit moindre que 3 ; de forte qu’on fe trouve

borné en effet aux deux folutions fuivantes:

I.) Si t=1, on a x=15, y=82, f=15.

II.) Si t=2, on a x=5o, y=4o, {=3o.
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C H A P I T R E I I I.

Des Equations indéterminées compoſées,

dans leſquelles l'une des inconnues ne

paíjë pas le premier degré.

3 I.

No U s paferons à préfent aux équations

indéterminées, dans lefquelles on cherche

deux quantités inconnues, & où l’une de

ces inconnues eſt multipliée par l’autre, ou

élevée à une puiſſance plus haute que la

premiere, tandis que l’autre inconnue ne

s'y trouve cependant encore qu’au premier

degré. Il eſt évident que les équations de

cette eſpece peuvent fe repréfenter par

l'expreſſion générale qui fuit:

- a+bx+cy+dxx+exy+fx" +gxxy

+h x' +kx”,y+ &c. = o.

Comme dans cette équation y ne paffe

pas le premier degré, cette lettre ſe dé

termine facilement; mais il faut au refte,
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comme auparavant, que les valeurs tant

de x que de y, foient affignées en nombres

Cílt162 fS.

Nous allons confidérer quelques-uns de

ces cas, en commençant par les plus faciles.

32.

Question premiere. Trouver deux nom

bres tels que, fi on ajoute leur produit à

leur ſomme, on obtienne 79.

Nommons x & y les deux nombres cher

chés ; il faudra que xy+x+y=79 ; ainfi
-« - –797*– So

xy+y=79—x, & y= 3:-4-1 =—I+:I,

par où l’on voit que x-|– I doit être un

diviſeur de 8o. Or 8o ayant beaucoup de

diviſeurs , on aura auffi pluſieurs valeurs

de x, comme on va voir:

Les diviſeurs de 8o font 1 2 | | 8 io|16|28|12|89 -

3|4|7|3||5||95975

1915 9 7 4 3 || o

donc x = | ol 1

&y=7939

Mais comme les dernieres folutions font

les mêmes que les premieres, on n’a réelle

ment que les cinq folutions fuivantes:
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I. II. III./IV. V

O| I || 3 | 4| 7

79|59|19|15|19

- 33.

C’eft de la même maniere qu’on pourra

réfoudre auffi l’équation générale x,y+ax

+by=c ; car on aura xy+by=c-ax,

& y=H:, ou y=–a+: ; c’eſt-à

dire que x+b doit être un diviſeur du nom

bre connu ab+c; de forte que chaque di

vifeur de ce nombre donne une valeur de x.

Qu’on faffe donc ab+c=fg, on aura y

=–a-|-: ; & ſuppofant x+b=fou

x=f–b, il eſt clair que y=—a+g ou

y=g–a, & par conféquent qu’on aura

même deux folutions pour chaque maniere

de repréſenter le nombre ab+c par un

produit tel que fg. De ces deux folutions,

l'une eft x=f–b & y=g—a, & l'autre

s’obtient en faifant x+b=g, dans lequel

cas x=g–b & y=f—a.

Si donc on fe propofoit l’équation xy

+2x+3y=42, on auroit a=2 » b=3 ;
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|

& c=42; par conſéquent y=—2+:

Or le nombre 48 peut fe repréſenter de

pluſieurs manieres par deux faćteurs, com

me fg, & dans chacun de ces cas on aura

toujours, foit x=f–3 & y=g—2, foit

auffi x=g—3 & y=f— 2. Voici le dé

veloppement de cet exemple:

I. II. III. IV. V.

34.

L’équation peut s’exprimer encore plus

généralement, en écrivant mxy=ax+by

+c, où a, b, c & m font des nombres

donnés, & où l’on cherche pour x & y

des nombres entiers inconnus.

Qu’on fépare d’abord y, on aura y

=:; & chaffant x du numérateur, en

multipliant par m de part & d’autre, on
772232 772: mc+ab

aura my= =a On a mainmx-b ma-b "

Faćłeurs -: 2. 24:3. I 6 4. I 26.8

| x x x x x x x xxx

Nombres|-2|46 - 1||22. oli 4 :::: -

ou '45 -112 i O | 3 I 9 :::
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tenant une fra&tion dont le numérateur eft

un nombre connu, & dont le dénomina

teur doit être un diviſeur de ce nombre;

qu’on repréfente donc le numérateur par

un produit de deux faćteurs, comme fg,

ce qui peut fouvent fe faire de plufieurs

manieres, & qu’on voye fi un de ces fac

teurs peut fe comparer avec mx—b, de

façon que mx —b=f. Or il faut pour cet

effet, puiſque x=':', que f+b foit di

vifible par m ; & il s’enfuit de-là que parmi

les faćłeurs de mc+ab, on ne peut em

ployer que ceux qui font tels, qu’en y ajou

tant b, les fommes foient diviſibles par rz.

Nous allons éclaircir ceci par un exemple.

Soit l’équation 5 xy=2x+3y+18 , on

–2x+18 – IO*+9ɔ – |_ _9° ·

aura y=:& y=::=?+ ";;
il s’agit par conféquent de trouver ceux

des diviſeurs de 96 qui, ajoutés à 3, don

nent des fommes diviſibles par 5. Or fi l’on

confidere tous les diviſeurs de 96, qui font

I - 2 , 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48,

96, on voit facilement qu’il n'y en a que

ces trois, 2 , 12 , 32, qui peuvent fervir.
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Soit donc I.) 5x-3=2, on aura y=5o,

& par conféquent x=1 , &

y=I O.

II.) 5 x–3=12, on aura 5y=Io,

& par conféquent x=3, &

y= 2.

III.) 5x-3=32, on aura 5y=5,

& par conſéquent x=7., &

y=1.

3 5.

Comme dans cette folution générale on

d my—a=:, il fera à propos d’ob

ferver que, fi un nombre compris dans la

formule mc+ab, a un diviſeur de la for

me mx—b, le quotient dans ce cas doit

être néceffairement compris dans la for

mule my—a, & qu’on peut alors repré

fenter le nombre mc-+ab par un produit

tel que (m.x-b) (my—a). Soit, par exem

ple, m=1 2 , a=5, b=7 & c=15 , on

aura 1 2y— 5= :: - ; or les diviſeurs de

12x–7 2

2 I 5 font 1, 5, 43 , 2 i 5 ; il faut en choifir

ceux qui font compris dans la formule 1 2x
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—7, ou qui font tels qu’en y ajoutant 7,

la fomme foit diviſible par 1 2 ; mais il n'y

a que 5 qui fatisfaffe à cette condition,

ainfi I 2x—7=5 & 1 2y— 5=43 ; & de

même que la premiere de ces équations

donne x=1 , on trouve auffi par l’autre y

en nombres entiers, favoir y=4. Cette

propriété eft de la plus grande importance

relativement à la nature des nombres, &

mérite par-là qu’on y faffe attention par

ticuliérement.

36. *

Confidérons maintenant auffi une équa

tion de cette eſpece, xy+xx=2x+3y

+29. Elle nous donne y=#:::*, ouy

=–x =1 :;; ainfi æ–3 doit être un

diviſeur de 26, & dans ce cas, la divifion

étant faite, le quotient fera =y+x+1 ;

or les diviſeurs de 26 étant 1, 2, 13 , 26,

nous aurons donc les folutions fuivantes:

I.) x—3=1 , ou x=4; de forte quey+x

+1 =y+5=26 , & y= 2 1 ;

II.)
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II.) x–3=2, ou x= 5 ; ainfi y+x+1

=y+6=13, & y=7 ;

III.) x—3=13, ou x=16; ainfi y+x+1

=y+17=2, & y=-1 5.

Cette derniere valeur étant négative doit

être omife, & par la même raifon on ne

pourra tenir compte du dernier cas, x—3

=26.

37.

Il ne fera pas néceffaire de développer

ici un plus grand nombre de ces formules,

où on ne rencontre que la premiere puif

fance de y & de plus hautes puifances de

x ; car ces cas ne fe préfentent que rare

ment, & peuvent d’ailleurs toujours fe ré

foudre par la méthode que nous avons ex

pliquée. Mais lorſque y auffi eft élevé à

la feconde puiffance, ou à un degré encore

plus haut, & qu’on veut en déterminer la

valeur par les regles données, on parvient

à des fignes radicaux, qui comprennent

des puifances fecondes ou encore plus

hautes de x, & il s’agit alors de trouver

Tome I I. - D
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pour x des valeurs telles qu’elles faffent

évanouir les fignes radicaux ou l’irration

nalité. Or le plus grand art de l’analyfe

indéterminée, confifte préciſément à ren

dre rationnelles ces formules fourdes ou

incommenſurables; nous en fournirons les

moyens dans les Chapitres fuivans.

C H A P I T R E I V.

De la maniere de rendre rationnelles les quan

tités fourdes de la forme Va+bx+cxx.

38.

IL eft donc queſtion préfentement de

déterminer les valeurs qu’on peut adopter

pour x, afin que la formule a+bx+cxx

devienne effećtivement un quarré, & par

conféquent qu’on puiffe en affigner une

racine rationnelle. Or les lettres a , b & c

fignifient des nombres donnés ; c’eſt de la

nature de ces nombres que dépend prin

cipalement la détermination de l'inconnue
*«
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|

x, & nous remarquerons d'avance que :

dans bien des cas la folution devient im

poſſible. Mais lors même qu’elle eſt pof

fible, il faut du moins fe contenter au

commencement de pouvoir affigner pour

la lettre x des valeurs rationnelles, fans

exiger préciſément que ces valeurs foient

même des nombres entiers ; cette condi

tion entraîne des recherches tout-à-fait

particulieres.

39.

Nous fuppofons ici, comme on voit,

que la formule ne s’étend qu’aux fecondes

puiſſances de x ; les degrés plus élevés

exigent des méthodes différentes , dont

nous parlerons plus bas.

Nous remarquerons d’abord que fi la fe

conde puifance même ne s'y trouvoit pas,

& que c fût =o, la queſtion n’auroit au

cune difficulté ; car fi Va+bx étoit la

formule propoſée, & qu’il fallût détermi

ner x, de maniere que a+bx fût un quarré,

on n’auroit qu’à faire a-H-bx=yy, d’où l’on

D ij
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obtiendroit auffi-tôt x=”:#; or quelque

nombre que l’on fubſtituât ici au lieu de y,

il en réſulteroit toujours pour x une valeur

telle que a+b.x feroit un quarré , & par

conſéquent Va+b.x une quantité ration

nelle.

4O.

Nous commencerons donc par la for

mule V1+xx, c’eſt-à-dire que nous cher

cherons pour x des valeurs telles, qu’en

ajoutant à leurs quarrés l’unité, les fommes

foient pareillement des quarrés ; & comme

il eſt clair que ces valeurs de x ne pourront

être des nombres entiers, il faudra fe con

tenter de trouver les nombres fraćtionnaires

qui les expriment.
}

4.I.

Si on vouloit, à cauſe que 1-+xx doit

être un quarré, fuppofer 1+xx=yy, on

auroit xx=yy—1 , & x=V/yy—1; ainfi

il faudroit, afin de trouver x, chercher

pour y des nombres tels que leurs quarrés,
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diminués de l'unité, donnaffent auffi des

quarrés ; & par conféquent on retomberoit

dans une queſtion auffi difficile que la pre

miere, & on n’auroit pas fait un pas en

avant.

Il eſt cependant certain qu’il y a réel

lement des fraćtions qui, étant fubſtituées

à la place de x, font que 1+xx devient

un quarré; on peut s’en convaincre par les

cas fuivans:

I.) Si x=#, on a 1+xx=#; par con
/

--— .
féquent v/1+xx=#.

II.) 1+xx devient pareillement un quarré;
–4 – 3

fi x=#, on trouve V1+xx=#.
|- ** --– 7 •

III.) Si on fait x=#, on obtient 1+xx

–169

-144 3 dont la racine quarrée eft:.

Mais il s’agit de faire voir comment on

doit trouver ces valeurs de x, & même

tous les nombres poffibles de cette eſpece.

42.

Il y a deux méthodes pour cela. La pre

miere demande qu’on faffe V1+xx=x

D iij
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+p; on a dans cette fuppoſition 1+xæ

=xx+2px+pp, où le quarré xx fe dé

truit; de forte qu'on peut exprimer x fans

figne radical. Car effaçant de part & d’au

tre xx dans l'équation fufdite, on trouve
|- 3 v 3 - - –I-PP

2px #fp= , d’où l’on tire *==#, quan

tité dans laquelle on peut fubſtituer à p un

nombre quelconque , & même des frac

tions.

772

Qu’on fuppofe donc p=#, on aura x
771/72

I*-

F : ; & fi on multiplie les deux ter
2.

71

mes de cette fraćtion par n n, on trouve
77 m. – 771/72

20 ---«
2/71/7

Ainfi, pour que 1+xx devienne un

quarré, on peut prendre pour m & n tous

les nombres entiers poffibles , & trouver

de cette maniere pour x une infinité de

valeurs.

Mf2 – 771/72

2.mn 2

n“–2mmnn+m“

4mmnn

Si l’on fait auffi en général x=

on trouve 1+xx= 1 + 3
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_{nn+mm).

n“ + 2mmnn+ m*

ou 1+xx=–:- , fra&tion
4mmnn

qui eſt effectivement un quarré, & qui

donne V1+xx=":".21/2f2

Nous indiquerons d’après cette folution

quelques-unes des moindres valeurs de x.

(nn–mm)?

(2mn)* -

; & fi on multiplie cette

On voit qu’on a en général 1+

(2mm)”

équation par (2mm)”, on trouve (2mm).

+(nn—mm)*=(nn+mm)* ; ainfi nous

connoiffons d’une maniere générale deux

quarrés, dont la fomme donne un nouveau

quarré. Cette remarque conduit à la réfo

lution de la queſtion fuivante:

Trouver deux nombres quarrés, dont

la fomme foit pareillement un nombre

quarré. D iv
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On veut que pp+qq=rr; on n’a donc

qu’à faire p=2mn & q=nn—mm, & on

aura r=nn-+-mm.

De plus, comme (nn + mm)”– (2mm)*

=(nn–mm)”, on peut auffi réſoudre la

queſtion qui fuit: -

Trouver deux quarrés, dont la diffé

rence foit de même un nombre quarré.

Car fi on veut que pp—qq=rr, on n’a

qu’à fuppofer p=nn-+-mm & q=2mn,

& on aura r=nn–mm. On pourroit auffi

faire p=nn-+-mm & q=nn—mm, & on

auroit r=2mn.

45.

Nous avons parlé de deux manieres de

donner à la formule 1-1-xx la forme d’un

quafré; voici donc l’autre méthode:

Qu’on ſuppofe VI+xx= 1+":, on

aura 1+xx=1+"::"+":#; fi l’on fouf72 11:7

2777:e

trait de part & d’autre 1 , on a xx=#::

+":: ; cette équation fe divife par x, &/1/2

2m 7777723;

par conſéquent on a x=:+":, ou nnx71r2

=2mn+mmx , d'où l'on tire x=;:nn-mm *



D” A L C E B R E. 57

:

Ayant trouvé cette valeur de x , on a

4m m n n

*+*x=1+F=:= * ºº
4 - 4

72 –H- 27777777777 –||– 772 |

::= : +zanan-+": , ce qui eſt le quarré

n“ – 2mmnn+m
d 71n +- 172/73

C –
73

— •

77 - 773772

Or comme il réſulte de-là l’é

( 2mn) _ (nn+mm)

nn–mm)* T (nn—mm)? 3

quation 1-+ (

nous aurons, ainfi que ci-deflus, (nn–mm)”

+(2mn)*=(nn-|-mm)”, c’eſt-à-dire les

deux mêmes quarrés dont la fomme eft

pareillement un quarré.

46.

Le cas que nous venons de développer

d’une maniere détaillée, nous fournit deux

méthodes pour transformer en un quarré

la formule générale a+bx+cxx. La pre

miere de ces méthodes s’applique à tous

les cas où c eſt un quarré ; la feconde fe

rapporte à ceux où a eft:: IlOUS

nous arrêterons à l’une & à l’autre fuppo

fition. - |

I.) Suppofons d’abord que c foit un quarré,

*
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ou que la formule propoſée foit a+bx

+ffæx ; puiſqu’elle doit être un quarré,

nous ferons Va+bx+fjær= x +:, &

nous aurons a+bx+ffxx=ffxx+=

:, où les termes affećtés de xx fe dé

2 mfx 1 mm .

truiſent, de forte que a+bx=::+

fi nous multiplions par nn, nous avons nna

+nn b x= 2mnfx-+-mm ; nous en con

cluons x="":""“., & en fubſtituant à x

nn 3

nnb–2mmf?

cette valeur, nous trouvons Va+bx+ffxx

_mmf– nnaf m _mnb–mmf–nnaf

T Tan5=naf In TT nab–amnf *

Comme nous avons trouvé pour x une

fra&tion, nous ferons x=#, en forte que

p=mm—nna, & q=nnb—2mnf; ainfi la

formule a+:+': eft un quarré; & com

me elle eſt pareillement un quarré, fi on

la multiplie par le quarré qq, il s’enfuit

que la: aqq+bpq+ffpp eft auffi un

quarré, fi on ſuppofe p=mm—nna & q

=nnb–2mnf. Il est clair qu’il réſulte de-là

une infinité de folutions en nombres entiers,
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parce que les valeurs des lettres m & n

font arbitraires.

48.

II.) Le fecond cas que nous avons à con

fidérer, eft celui où a eſt un quarré. Soit

donc propoſée la formule ff+bx+cxx, .

dont il s’agiffe de faire un quarré. Nous

fuppoferons pour cet effet Vff+bx+cxx
7723;

=f+:, & nous aurons ff+bx+cxx

=ff+":"+":: , où, les fffe détruifant,

on peut divifer les termes reſtans par x ,

3 - | -_ 2 mf 1 mm*

de forte qu’on obtient b+cx=":"+":,

ou nnb+nn.cx= 2mnf+mmx, ou nncx:

—mmx=2mnf—nnb, ou enfin x=::::.
- - e J7/1C–172172

Si nous fubſtituons maintenant cette va

leur à la place de x, nous avons ·

v/ff+bx+cxx=f+:=::::::::";nrc--172772 nnc–mm 2

& en faifant x=#, nous pourrons, de la

même maniere que ci-deffus , transformer

en quarré la formule ffq q+bpq+cpp,

favoir en faifant p=2mnf—nnb, & q

T=72/7C-772772, *
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49

On doit diftinguer principalement ici le

cas où a=o, c’eſt-à-dire où il s’agit de

faire un quarré de la formule bx+cxx ;

car on n’a qu’à fuppofer Vbx+cxx=':n 3

"on aura l’équation bx+cxx=": qui,farg

diviſée par x & multipliée par nn, donne

bnn-+-cnnx=mmx , & par conféquent x
nnb

mm-cnn." - .

Qu’on cherche, par exemple, tous les

nombres trigonaux qui font en même temps
» . 3.37–4–32

des quarrés, il faudra que: , & par con

féquent auffi 2 xx+ 2x, foit un quarré.

Suppofons que: foit ce quarré, nous

aurons 2nnx+2nn=mmx, & x==::= ;
mm–2nn ?

on peut fubſtituer dans cette valeur, au

lieu de m & de n, tous les nombres pof

fibles, mais on trouvera pour x ordinai

rement une fraćtion , quelquefois cepen

dant on parviendra auffi à des nombres

entiers; par exemple, fi m=3 & n=2,

on trouve x=8, dont le nombre triangu
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té.

OUS

= }

AW

şof

inai

pen

Abres

=2 |

ang"

laire, qui eſt 36, eft en même temps un

quarre. -

On peut auffi faire m=7 & n= 5 ;

dans ce cas x=— 5o, dont le triangle

1225 eſt en même temps celui de +49 &

le quarré de 35. On auroit trouvé le même

réſultat en faifant n=7 & m=1o ; car

dans ce cas on a pareillement x=49.

De même, fi m= 17 & n= 1 2 , on

trouve x=288, le nombre trigonal en eft

*:9=**= 144.289, ce qui eſt un

quarré dont la racine eft=1.2. 17=2o4.

5O.

Nous remarquerons à l'égard de ce der

nier cas, que la formule bx+cxx a pu être

transformée en un quarré par la raiſon

qu’elle avoit un faćłeur, favoir x ; cette

obſervation nous conduit à de nouveaux

cas, dans lefquels la formule a+bx+cxx

peut pareillement devenir un quarré, lors

même que ni a ni c ne font des quarrés.

Ces cas font ceux où a-1-bx+cxx peut

fe décompoſer en deux facteurs, & cela



62 E L É M E N s

arrive lorſque bb–4ac eſt un quarré. Pour

le prouver, nous remarquerons que les fac

teurs dépendent toujours des racines d’une

équation, & qu’ainfi il faut fuppofer a+bx

--cxx=o; cela pofé, on a cxx=—bx

b -

—a, & xx=–:-–#, d’où l’on tire x

- b bb * - o —–* V55–ae.

|- 2 C– 4cc F, Ou x= 2c -- 2c }

& il eſt clair que fi bb–4ac eft un quarré,

cette quantité devient rationnelle.

Soit donc b b– 4ac=dd, les racines
|- b+d

feront –:, c'eſt-à-dire que x=–#;C 2c 3

& par conféquent les diviſeurs de la for

mule a+bx+cxx font x+:& x+":";

& fi on multiplie ces faćteurs l’un par l’au

tre, on retrouve la même formule , à cela

près qu'elle eſt diviſée par c; car le produit

eft xx+: :—#; & puiſque dd=bb

–4ac, on a xx+#+:–: ::=xx

+:-+#; ce qui étant multiplié par e,

donne cxx-+-bx+a. On n’a donc qu’à

multiplier l’un desfacteurs par c, & on aura

la formule en queſtion exprimée par le

produit
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(cx+:–#) (x+#.+#);

& on voit que cette folution ne peut man-

quer d’avoir lieu toutes les fois que bb+4ac

eft un quarré.

5 I. *

De-là réfulte le troisteme cas, dans le

quel la formule a+bx+cxx peut fe tranſ=

former en un quarré, & que nous allons

joindre aux deux autres.

III.) Ce cas, ainfi que nous l'avons

infinué, a lieu lorſque notre formule peut

fe repréſenter par un produit , tel que

(f+gx).(h+kx). Pour faire de cette quan

tité un quarré , .fuppofons fa racine, ou

V(f+g). (h+kx) =:4:#}; f1OUS AUl

ron: (f+g)(1+kx)="#:#};3

& en divifant cette équation par f+gx,

on a h+kx="#:##9, c’eſt-à-dire hnn

+-knnx=fmm+gmmx, & par conféquent
fmm – hnn

20F knn – gmimi *

nn – gmm
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52.

Pour éclaircir ce réſultat, foit propoſée

la queſtion fuivante: -

Premiere question. Trouver tous les nom

bres x, tels que fi du double de leur quarré

on retranche 2, le reſte foit un quarré.

Puiſque c’eſt 2xx–2 qui doit être un

quarré, il faut faire attention que cette for

mule s’exprime par les facteurs fuivans,

2.x+1.x=i. Si donc on en ſuppofe la

racine ==::=?, on a 2(x+1) (æ–1)
2 - : : :

_":+D, divifant par x+ I &

multipliant par nn, on aura 2nnx—2nn

=mmx+mm , & de-là w=:.

Si l’òn fait m=1 & n=1 , on trouve

x=3, & 2.xx.—2=16= 4”.

Que fi m=3 & n=2 , on a x=—17;

or comme x ne fe rencontre qu’élevé au

fecond degré, il eftindifférent qu’on prenne

x=–17 ou x=-+-17 ; l’une & l’autre

fuppofition donne également 2xx—2=576

=24 - -

53 •
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| 53.

Seconde question. Soit propoſée la for

mule 6+ 1 3x+6xx, pour être transfor

mée en un quarré, nous avons ici a=6,

b=13&c=6, où ni a nic n'eſt un quarré.

Qu’on voie donc fi bö—4ac devient un

quarré, on trouve 25 ; ainfi on est sûr que

la formule peut être repréfentée par deux

facteurs ; ces facteurs font (2+3x)(3+2x).

Que“:” foit leur racine, on aura (2+3x)

s mm(2+3x)* ; c. 11

(3+2x)==: **—, ce qui fechange

en 3nn+2nnx= 2mm-+-3 mm.x, d’où l’on

2mm - 3an– 3"" - 2nin

::::. Or afin qu'ici
-

|

ann – 3mm 3min — 2nn

tire x=

le numérateur devienne pofitif, il faut que

3nn foit plus grand que 2 mm, & par con

féquent 2 mm plus petit que 3nn ; c’eſt-à

dire qu'il faut que : foit plus petit que : .

Quant au dénominateur, s'il doit devenir

pofitif, on voit que 3 mm doit furpaffer 2nn,

& par conféquent : doit être plus grand

que#. Si donc on veut trouver pour x:

des nombres pofitifs, il faut prendre pour

Tone / A. E
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m & n des nombres tels que : foit moin

dre que; & cependant plus grand que#.

Soit, par exemple, m=6 & n=5, on

aura:=#, ce qui eſt moindre que ; &
v • 2. 3

évidemment plus grand que#; c'eſt pour

quoi on trouve x=-+#.
4

54.

IV.) Ce troiſieme cas donne lieu d’en

confidérer encore un quatrieme, qui eft

celui où la formule a+bx+cxx fe décom

pofe en deux parties, telle que la premiere

foit un quarré, & que la feconde foit le

produit de deux faćteurs ; c’eſt-à-dire que

dans ce cas la formule doit être repréfentée

par une quantité de la forme pp-+-qr, où

les lettres p, q & rindiquent des quantités

de la forme f+gx. Il eſt clair que la regle

pour ce cas fera de faire Vpp-+-qr=p

+: ; car on aura pp+qr=pp+":"+":"nn - 2

où les pp s’en vont, après quoi l’on peut
• e 9 • 2777

divifer par q, de forte qu’on obtient r=':"

mmq

:, ou nnr=2mnp+mmq , équation/}/3
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par laquelle x fe détermine facilement.

Voilà donc le quatrieme cas dans lequel

notre formule peut fe transformer en un

quarré; l'application en eſt aiſée, & nous

allons l’éclaircir par quelques exemples.

5 5.

Troiſieme question. On cherche des nom

bres x, tels que leurs quarrés, pris deux

fois, foient de i plus grands que d'autres

quarrés, ou bien que fi on retranche l’unité

d’un de ces doubles quarrés , il reſte un

quarré; ainfi que le cas a lieu pour le nom

bre 5, dont le quatré 25, pris deux fois,

donnele nombre 5o, qui eſt de 1 plus grand

que le quarré 49.

Il faut, d’après cet énoncé, que 2xx-1,

foit un quarré ; & comme nous avons,

ſuivant notre formule, a=—1, b=o &

c=2, on voit que ni a ni ch’eſt un quarré,

& que de plus la quantité propoſée ne

peut être décompoſée en deux faćteurs,

puiſque bb–4ac=8 n’eſt pas non plus un

quarré; de forte qu’aucun des trois premiers

E ij
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cas n’a lieu. Mais, fuivant le quatrieme,

cette formule peut être repréſentée par

::=:=:-)*+?. s
donc on en fuppofe la racine =x+ ":"",

on aura xx+(x+1)(x-1)=xx+":"

mm(x+1)*
–––––4–

| 77 72

avoir effacé les xx & diviſé les autres ter

mes par x+ 1 , donne nnx—nn= 2mnx

; cette équation, après

+mm, d'où l'on tire x=…:; & puif.

que dans notre formule 2.xx.—1, le quarré

xx fe trouve feul, il eft indifférent qu’on

trouve pour x des valeurs pofitives ou né

gatives. On peut d’abord même écrire –m
777777 +/1/1|- 3 •

au lieu de + m, afin d’avoir x==::=.

Si on fait ici m= 1 & n=1 , on trouve

x= 1 & 2.xx—1= 1 ; que fi on fait m=1

|- =3 & 3 x x– I – H-:

& n=2, on trouve x=#& 2xx-1=; »

enfin, fi on fuppofoit m=1 & n=–2,

on trouveroit x=— 5, ou x=-|- 5 , &

2xx—1= 4o

----
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56. -

Quatrieme question. Trouver des nom

bres dont les quarrés doublés & augmentés

de 2, foient pareillement des quarrés. Un

tel nombre, par exemple, eft 7 , le double

de fon quarré eft 98, & fi on y ajoute 2,

on a le quarré Ioo.

Il faut donc que 2.xx-+-2 foit un quarré,

& comme a=2, b=o & c=2; de forte

que ni a nic, ni bb—4ac ou –16, ne font

des quarrés, il faudra recourir à la qua

trieme regle. -

Suppofons la premiere partie = 4, la

feconde fera 2xx–2=2(x+1)(x— 1),

ce qui donne à la quantité propofée la

forme 4+ 2(x+1)(x– 1.) --- - ' .

Que 2+":" en foit la racine, nous
* /1 · -

aurons l'équation 4+2 (x+1)(x-1)=4
} - \ 2" - - - - |

+":"+ang: 0; , où les 4 fe re

tranchent, de façon qu’après avoir divifể

les autres termes par x+1, on a 2 nn x:

– nn=4mn+mmx+mm, & par con
.4mn+mm +2nn , , ':

féquent x="":".. 2.nn-mm.

E iij
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Si on fait dans cette valeur m=1 &

n=1 , on trouve x=7., & 2.xx+2= ; oo

Mais fi m=o & n=1 , on a x=1 & 2xx

+2=4.

57.

Il arrive fouvent auffi que , lorſqu’au

cune des trois premieres regles n’a lieu,

on ne peut trouver comment la formule

peut fe décompofer en deux parties telles

que la quatrieme regle les demande.

Par exemple, s’il eſt queſtion de la for

mule 7+15x+13xx, la décompofition

dont nous parlons eft à la vérité poffible,

mais la façon de la faire ne fe préfente pas

d’abord à l’eſprit; elle exige qu’on fuppofe

la premiere partie =(1—x)” ou 1–2x

+-xx, de façon que l'autre eft=6+17x

+12xx ; & on reconnoît que cette partie

a des faĉteurs, parce que 17”–4.6.12

étant =ı, eſt un quarré. En effet les deux

faćteurs font (2+3x) (3 +4x); de forte

que la formule devient (1-x)'+(2+3x)

(3+4x), & qu’on peut maintenant la ré

foudre par la quatrieme regle,
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Mais, ainfi que ndus l'avons infinué, on

ne doit pas prétendre que cette décompo

fition fe trouve fur le champ ; c’eſt pour

quoi nous indiquerons encore une voie gé

nérale, pour reconnoître préalablement fi

la réfolution d’une telle formule eſt poffi

ble ou non; car il y en a une infinité qui

ne peuvent fe réfoudre du tout: telle eft,

par exemple, la formule 3xx-+-2, qui ne

peut en aucun cas devenir un quarré. D’un

autre côté il ſuffit de connoître un feul cas

où une formule eſt poffible, pour en trou

ver enfuite facilement toutes les folutions;

c’eſt fur quoi nous allons entrer dans quel

que détail.

58.

On remarquera, d’après ce que nous

venons de dire, que tout l'avantage qu’on

peut fe promettre dans ces occafions, c’eſt

de déterminer ou de deviner, pour ainfi

dire, quelque cas dans lequel une formule

telle que a+bx+cxx, fe transforme en

un quarré; & la voie qui fe préfente na

E iv

|
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turellement pour cela, eſt de ſuppofer fuc

ceffivement pour x de petits nombres, juf

qu’à ce qu’on rencontre un cas qui donne

un quarré. -

Or, comme x peut être un nombre rom

pu, qu’on commence par ſubſtituer en gé

néral à x une fraction telle que : ; & fi la

formule a+#.+: qui en réſulte, eſt un

quarré, elle le fera pareillement après avoir

été multipliée par uu ; de forte qu’il ne

refera qu’à tâcher de trouver pour 1 &

pour u des valeurs en nombres entiers,

felles que la formule auu +btu-+-cit foit uń

quarré. Il eſt évident qu’après cela la füp

poſition de x=: ne peut manqüer de faire

trouver la formule a+bx+cxx égale à
y

un quarre. . . . • • • • • • • • • •

Si enfin, quoi qu’on fafe, on ne parvient

à aucun cas fätisfaifant 3 ón a tout lieu de

foupçonner qu'il eft tout-à-fait impoſible

de transformer la formule en un quarré,

ce qui, comme nous ľavons dit, arrive

très fréquemment, |-
-- »

-* - * - - - - - - -
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- «

Préfentement nous ferons voir que ,

lorſqu’au contraire on a déterminé un cas

fatisfaifant, il eſt facile de trouver tous les

autres cas qui donnent pareillement uri

quarré ; on verra en même temps que le
/ - |- • r -

nombre de ces folutions eft toujours infi

niment grand. = - : -

Confidérons d'abord la formule 2+7xx,

où a=2, b=o & c=7, elle devient

évidemment un quarré , fi l'on ſuppoſe x

=1; qu’on faffe donc x=1+y, on aurá

xx=1+2y+yy, & notre formule devient

9+14y+7yy, où le premier terme eft

un quarré ; ainfi nous füppóferons, con

formément à la feconde regle, la racinė

quarrée de la nouvelle formule = 3+: ,

& nous aurons l'équation 9+14y+7yy

=9+:+: , où nous pouvons effacer

9 de part & d’autre, & divifer par y ; cela

fait, nous aurons i 4n n+7n'y=6m n.

6mn–14nn

+mmy; donc y=:;& conſéquem
« - r, ' ' -, *, * - r - - - -
« --- ---- « - * * ** ** L.T.O.

*
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6mn–7nn–m” A 19

ment x==::=-, où l'on peut
7nn–mm -

adopter pour m & n telles valeurs qu’on

Vellt,

Si on fait m=1 & n=1 , on a x=—;;

ou bien auffi, puiſque la feconde puiſſance

de x eſt ſeule, x=+;, donc 2+7xx
–*5

š −=; & n=1 , on a x=-1 , ou x

=-|-1.

Mais fi m=3 & n=-1 , on a x=17;

ce qui donne 2+7xx=2o25, le quarré

de 25.

Suppofons auffi m=8 & n=3, nous

aurons de même x=–17 ou x=-+-17.

Mais en faifant m=8 & n=— 3 , on

trouve x=271 ; de forte que 2-1-7 x x

=5 1 4089=7.17". -

6o.

Examinons à préfent la formule 5xx

+3x+7, qui devient un quarré par la

fuppofition de x=–1. Si nous faifons par

cette raiſon x=y–1 , notre formule fe

change en celle-ci:
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5.yy-1 oy+5

+ 3y-3

+7

5.yy— 7y+9,

dont nous fuppoferons la racine quarrée

=3—: ; moyennant cela nous aurons

|- 6m mmyy

syy-zy+9=9–: +":, ou inny

—7nn=—6mn+mmy ; d’où nous tirons

–7nn – 6mn _2nn–6mn+mm

3/= 5nn – mm ? & enfin x= 5nn–mm

Soit m=2 & n=1, on a x=–6, &

ar conféquent < xx-1-xx-+7= 16o=1 **.
q 5 3x+7 9= 1 3

- Mais fi m=–2 & n=1 , on trouve x

=18, & 5xx-+3x+7=1681=41”.

6 I.

Confidérons maintenant cette autre for

mule 7xx+1 5x+13 , où nous ne pou

vons que commencer par la fuppofition de

f

x=#; ayant fubſtitué & multiplié par uu,

nous avons la formule 7tt-+-15 tu-+-13 uu,

qui doit être un quarré. Effayons donc de

prendre quelques petits nombres pour les

valeurs de t & de u.
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Soit t=1 & u=1, la formule deviendra = 35

t= 2 & l4= I , — — – – – – = 7 1

*=2 & u= –1, – – – – – = 1 1

*=3 & u=1, – – – – – – = I 2 I •

Or i 2 i étant un quarré, c’eſt figne que

la valeur de x=3 fatisfait; fuppofons donc .

*=y+3, & nous aurons, en ſubstituant

dans la formule, 7My-H-42y+63+–15y

+45+13, ou 7yy+57y+1 21. Soit la

|- m y - -

racine = I+:, nous aurons 7yy+;zy
- 22.my mmyy -

+ I2 I=12 1+"::" + , ou 7nny+57nnf1/2

=22mn-+-mmy; donc y= ::::::, & x
– 36nn–22mn+3mm

mm-7nn :* -:

Soit, par exemple, m=3 & n=1 , on

trouve x=—#, & la formule devient7xx

+-1 5x+13=#= (#)'.

Soit m=1 & n=1, on trouve*=— z-;

fi m=3 & n=–1 , on a x="#?, & lä

formule 7xx+1 5x-|-13= *:2= (::).

62.

Mais fouvent on perd fa peine à cher

cher un cas où la formule propoſée puiſſe
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devenir un quarré. Nous avons déjà dit

que 3xx+2 eſt une de ces formules intrai

tables, & on verra, en lui donnant d’après

la regle la forme 3tt-+-2uu , qu’en effet,

quelques valeurs que l’on donne à t & à u,

cette quantité ne devient jamais un nom

bre quarré. Et comme les formules de cette

eſpece font en très grand nombre, il vau

dra la peine d’indiquer quelques caraćteres

auxquels on puiffe reconnoître leur impof.

fibilité . afin qu’on foit fouvent difpenfé
3 q P

par-là d’un tâtonnementinutile: c’eſt à quoi

nous deftinons le Chapitre fuivant.

r- E

C H A P I T R E v.

Des cas où la formule a+bx+cxx 772

peut jamais devenir un quarré.

63.

Cowwe notre formule générale eft de

trois termes, nous obſerverons d’abord

qu’elle peut toujours être transformée en
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une autre, dans laquelle le terme moyen

manque. Cela fe fait en ſuppofant x="#;

cette fubſtitution change notre formule en

celle-ci, a+:+2=:**, ou at:» 3

& puiſqu’elle doit être un quarré, qu’on

la faffe =#, on aura 4ac-bb+yy=cț{,

& par conféquent yy=c{{+bb—4ac. Lors

donc que notre formule fera un quarré,

cette derniere cț{+bb–4ac le fera pareil

lement; & réciproquement, fi celle ci eft

un quarré , la propoſée le fera de même.

Par conféquent, fi on écrit t à la place de

bb–4ac, tout reviendra à déterminer fi

une quantité de la forme c{{+-t peut de

venir un quarré ou non. Et comme cette

formule ne confifte qu’en deux termes, il

eft certainement beaucoup plus facile par-là

de juger fi elle eſt poffible ou fi elle ne

l’eft pas; c’eſt au refte la nature des nom

bres donnés c & t, qui doit nous guider

dans cette recherche.
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64.

Il eſt clair que fi t=o, la formule cț{

ne peut devenir un quarré que dans le cas

où c eſt un quarré; car le quotient de la

divifion d'un quarré par un autre quarré

étant pareillement un qủarré, la quantité

cț{ ne peut être un quarré, à moins que:,

c’eſt-à-dire c, n’en foit un. Ainfi quand c

n’eſt pas un quarré, la formule cțzne peut

en aucune maniere devenir un quarré; &

au contraire , fi c eſt par foi-même un

quarré, cz{ fera de même un quarré, quel

que nombre que l’on adopte pour H.

65.

Si nous voulons: un jugement fur

d’autres cas, il nous faudra recourir à ce

que nous avons dit plus haut au fujet des

différentes eſpeces de nombres confidérés

relativement à leur diviſion par d'autres

nombres.

Nous avons vu, par exemple, que le

diviſeur 3 donne lieu à trois eſpeces dif
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férentes de nombres: la premiere comprend

les nombres qui font diviſibles par 3 , &

qu’on peut exprimer par la formule 3n.

La feconde eſpece comprend les nom

bres qui, diviſés par 3. laiffent 1 de refte,

& qui font contenus dans la formule 3n+1.

A la troifieme eſpece appartiennent les

nombres, où le réfidu de la diviſion par

3 eft 2 , & qui fe repréfentent par l'ex

prefion générale 3n+2.

Or, puiſque tous les nombres font con

tenus dans ces trois formules, confidérons

en les quarrés. D'abord, s’il s’agit d’un

nombre qui foit compris dans la formule

3n, nous voyons que le quarré de cette

quantité étant 9nn, il eft diviſible non-feu

lement par 3, mais aufli par 9.

Que fi le nombre donné eſt compris dans

la formule 3 n+1 , on a le quarré 9 n rz

+6n-+-1, qui, diviſé par 3, donne 3 niz

+2n avec le réfidu 1 , & qui par confé

quent appartient de même à la feconde

eſpece 3n+1.

Enfin, fi le nombre en question eft

|- compris
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compris dans la formule 3n+2, on a à

confidérer le quarré 9nn-+-I 2n-+-4; fi on

le divife par 3 , on trouve 3nn+ 4n+1

& I de refte; de forte que ce quarré ap

partient, ainfi que le précédent, à l’eſpece

3n+1.

Il eſt clair par-là que les nombres quarrés

en général ne font que de deux eſpeces

relativement au diviſeur 3 ; car, ou ils font

diviſibles par 3 , & dans ce cas ils font né

ceffairement auffi diviſibles par 9; ou bien

ils ne font point divifibles par 3 , & dans

ce cas il y aura toujours 1 de réfidu & ja

mais 2. Par cette raiſon aucun nombre con

tenu dans la formule 3n+2, ne peut être

un quarré.

66.

Il nous eſt facile, au moyen de ce que

nous venons de dire, de faire voir que la

formule 3xx-+- 2 ne peut jamais devenir un

quarré, quelque nombre entier ou frac

tionnaire qu’on veuille fubſtituer à x. Car

fi x eſt un nombre entier, & qu’on divife

Tome II. F - .
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la formule 3xx-+-2 par 3, il refte 2 ; donc

elle ne peut être un quarré. Enfuite fi x

eft une fraćtion, nous l’exprimerons par

#, & nous fuppoferons qu’elle eſt déjà ré

duite à fes moindres termes, & que t & u

n’ont d’autre commun diviſeur que 1. Afin

donc que :+ 2 fût un quarré, il faudroit,

en multipliant par uu, que 3tt-+ 2uu fût

de même un quarré ; or c’eſt ce qui ne fe

peut : car remarquons que le nombre u

eft diviſible par 3 , ou qu’il ne l’eſt pas;

s’il l’eft, t ne le fera pas, parce que t & u

n’ont pas de commun diviſeur ; c’eſt pour

quoi, fi on fait u=3f, comme la formule

devient =3tt+18ff, on voit bien qu’on

ne peut la divifer par 3 qu’une fois & pas

davantage, comme il faudroit pouvoir le

faire fi elle étoit un quarré ; en effet, en

divifant d’abord par 3, on a tt+6ff. Or

fi d’un côté 6ff eſt diviſible par 3 , de

l’autre tt étant diviſé par 3, laiffe 1 de

reſte. Suppofons à préfent que u ne foit pas

divifible par 3 , & voyons ce qui refte.

Puiſque le premier terme eſt diviſible par 3,
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il s'agira uniquement de favoir quel réſidu

donne le fecond terme 2 uu. Or uu étant

diviſé par 3, donne le reſte 1 , c’eſt-à-dire

que c’eſt un nombre de l’eſpece 3n-|-1 ;

ainfi 2uu eſt un nombre de l’eſpece 6n-+-2,

& en le divifant par 3 il laiffe 2 de refte;

par conféquent notre formule 3tt +- 2uu,

fi on la divife par 3 , donne le réſidu 2,

& n’est certainement pasun nombre quarré.

67.

On peut démontrer de la même ma

niere, que pareillement la formule 3tt+5 uu

ne peut jamais être un quarré, ni même

aucune des formules fuivantes: 3tt-+-8uu,

3tt-+-1 I uu, 3tt-|-1 4uz, où les nombres

5, 8, 1 1 , 14 &c. diviſés par 3, donnent

2 pour réſidu. Car fi l’on fuppoſe que u

foit diviſible par 3, & que par conſéquent

t ne le foit pas, & qu’on faffe u=3/, on

parviendra toujours à des formules divi

fibles par 3, mais non pas divifibles par 9.

Et fi u n’eſt pas diviſible par 3 , & par con

féquent que uu foit un nombre de l'eſpece

* F ij
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3n+1, on auroit le premier terme, 3tt,

diviſible par 3, tandis que les feconds, 5 uu,

8uu, i 1 uu &c. auroient les formes i 5n+5,

24n+8 , 33 n +1 1 &c. & laifferoient

conſtamment 2 de reſte, quand on les di

viferoit par 3.

68.
*

Il eſt évident que cette remarque s’étend

même juſqu’à la formule générale 3 t t

+(3n+2).uu, laquelle en effet ne peut

jamais devenir un quarré, & pas même en

prenant pour n des nombres négatifs. Si

on vouloit, par exemple, faire n=–1,

je dis qu’il eſt impofſible que la formule

3tt—uu puiſſe devenir un quarré; la chofe

eft claire, fi u eſt diviſible par 3; & fi cela

n’eſt pas, comme dans ce cas uu est un

nombre de l’eſpece 3n+1, notre formule

devient 3tt–3n–1, ce qui, étant diviſé

par 3, donne le réſidu — 1 ou +2, en

augmentant de 3. En général que n foit

=–m, on aura la formule 3tt–(3m–2)uu,

qui ne peut jamais devenir un quarré.

*



D” A L C E B R z. 85

69.

Voilà juſqu’où nous conduit la confidé

ration du diviſeur 3 ; fi nous regardons

maintenant auffi 4 comme un diviſeur,

nous voyons qu’un nombre quelconque eft

toujours compris dans une des quatre for

mules fuivantes:

I.)4n, II.)4n+1, III.)4n+2, IV.)4n+3.

Le quarré de la premiere eſpece de ces

nombres eſt 16nn, & il eſt par conſéquent

diviſible par 16. *

Celui de la feconde eſpece 4n-|-1 eft

16nn-+-8n+1 ; ainfi en le divifant par 8,

il donne 1 de reſte; de forte qu’il appar

tient à la formule 8n+1.

Le quarré de la troifieme eſpece, 4n+2,

eft 16nn-+-16n-+-4; fi on divife par 16,

il reſte 4; donc ce quarré eſt compris dans

la formule 16n-+-4. Enfin le quarré de la

quatrieme eſpece 4n+3, étant 16nn-+-24n

+9, on voit qu’en divifant par 8 il reſte 1.

F iij
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7o.

Nous apprenons par-là, en premier lieu,

que tous les nombres quarrés pairs font

ou de la forme i 6n, ou de celle-ci 16n

--4; & conféquemment que toutes les au

tres formules paires, favoir 16n-|- 2 , 16n

--6, 16n-+-8, 16n-|-1 o, 16n-+-1 2, 16n

--14, ne peuvent jamais devenir des nom

bres quarrés. -

Enfuire, que tous les quarrés impairs font

contenus dans la feule formule 8n+1 ;

c’eſt-à-dire que fi on les diviſe par 8 , ils

laiffent i de réſidu. Et il fuit de-là que tous

les autres nombres impairs, qui auront la

forme ou de 8n+3 , ou de 8n+ 5 , ou

de 8n +7, ne pourront jamais être des

quarres.

71.

Ces principes fourniffent une nouvelle

preuve que la formule 31t+2uu ne peut

être un quarré. Car, ou les deux nombres

t & u font impairs, ou l'un eſt pair & l'autre



Đ’ A L C E R R E. 87

eft impair. Ils ne peuvent être pairs l’un

& l'autre, parce que fi cela étoit, ils au

roient au moins le commun diviſeur 2. Dans

le premier cas donc, où tant tt que uu

font compris dans la formule 8n +-1, le

premier terme 3tt étant diviſé par 8, laif

feroit le réſidu 3 , & l’autre terme, 2uu,

laifferoit 2; ainfi le réſidu total feroit 5 ;

ainfi la formule en queſtion ne peut être

un quarré. Mais fi le fecond cas a lieu,

& que t foit pair & u impair, le premier

terme 3tt fera divifible par 4, & le fecond

terme zuu, fi on le diviſe par 4, laiffera

2 de refte ; ainfi les deux termes enfemble,

diviſés par 4, lạiffent 2 de reſte, & ne

peuvent par conféquent former un quarré.

Enfin, fi on vouloit fuppofer u un nombre

pair:=2f, & t impair, de forte que it

=8n+1 , notre formule fe changeroit en

celle-ci, 24n+3+8ff, qui, diviſée par 8,

laiffe 3, & ne peut donc être un quarré.

Cette démonftration s’étend aufli à la

formule 3tt-+-(8n+2)uu, pareillement à

celle-ci, (8m-+-3)tt-+-2uu, & même auffi

*

F iv
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*

à celle-ci, (8m-+-3)tt+(8n+2)uu, où l’on

peut fubſtituer à m & à n tous les nombres

entiers tant pofitifs que négatifs.

72.

Mais allons plus loin & confidérons le

diviſeur 5, à l’égard duquel tous les nom

bres fe rangent en cinq claffes:

I.)5n, II.); n+1, III.); n+2, IV.); n+3,

V.); n+4.

Nous remarquerons d’abord que fi un

nombre eft de la premiere eſpece, fon

quarré aura la forme 25 nn, & fera par con

féquent diviſible non-feulement par 5, mais

auffi par 25.

Tout nombre de la feconde claffe aura

un quarré de la forme 25 nn+1on+1 ;

& comme la divifion par 5 donne le ré

fidu 1 , ce quarré fera compris dans la for

mule 5n+1. :

Les nombres de la troifieme eſpece au

ront le quarré 25nn+2on-+-4, qui, diviſé

par 5 , donne 4 de reſte. .. "

Le quarré d'un nombre de la quatrieme

~
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* ,

eſpece eft 25nn+3on-+9; fi on le diviſe

par 5, il reſte 4. -

Enfin le quarré d'un nombre de la cin

quieme claffe eft 25 nn+4on-+-16 ; qu'on

divife ce quarré par 5, il reftera 1.

Lors donc qu’un nombre quarré ne peut

être diviſé par 5, le réfidu de la divifion

fera toujours I ou 4, & jamais 2 ou 3 ; &

il s'enfuit qu’aucun quarré ne peut être con

tenu dans les formules 5 n+2 & 5 n+3.

* 73.

Nous partirons de-là pour prouver que

ni la formule 5tt+2uu, ni celle-ci, 5tt

+3uu, ne peuvent être des quarrés. Car,

ou bien u eft divifible par 5 , ou il ne l’eft

pas; dans le premier cas ces formules fe

ront diviſibles par 5, mais elles ne le feront

pas par 25 ; donc elles ne pourront être

des quarrés. Si, au contraire, u n’eſt pas

divifible par 5, uuefera ou 5 n+1 , ou 5n

+4; & dans le premier de ces cas la pre

miere formule fe change en celle-ci, 5tt

+-Ion-+2, qui, diviſée par 5 , laiffe 2 de
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refte, & la feconde formule devient ștt

+ 1 5 n-+-3 , ce qui étant diviſé par 5,

donne 3 de refte, de forte que ni l'une ni

l'autre ne peuvent être un quarré; quant

au cas de uu= 5n+4, la premiere for

mule devient 5tt-+-Ion-+-8, ce qui, diviſé

par 5 , laiffe 3 ; & l’autre devient 5 tt+1 5 n.

+12, ce qui, diviſé par 5 , laiffe 2 ; ainfi

dans ce cas les deux formules ne peuvent

pas non plus être des quarrés. |

On obſervera par un raiſonnement fem

blable que ni la formule 3tt+(5n+2)uu,

ni cette autre, 5tt+(5n+3)uu, ne peu

vent devenir des quarrés, puiſqu’on par

vient aux mêmes réfidus que nous venons

de trouver. On pourroit même écrire dans

le premier terme 5 mtt au lieu de 5tt, pourvu

que m ne foit pas diviſible par 5.

74.

De ce que tous les quarrés pairs font

compris dans la formule 4n, & tous les

quarrés impairs dans la formule 4n+1, &

que par conſéquent ni 4n+2, ni 4n+3 »

––
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ne peuvent devenir des quarrés, il s’enfuit

que la formule générale (4m+-3)tt+(4n

+3)uu ne peut jamais être un quarré. Car

fuppofons que t foit pair, tt pourra être

diviſé par 4, & l’autre terme étant divifé

par 4, donnera 3 de reſte ; & fi nous fup

pofons les deux nombres 1 & u impairs,

les reftes de tt & de uu feront 1 , & par

conféquent le réſidu de la formule entiere

fera 2; or il n’eſt aucun nombre quarré qui,

diviſé par 4, laiffe 2 de refte.

Nous remarquerons auffi que tant m que

n peuvent même être pris négativement,

ou =o, & qu'il s'enfuit que les formules

3tt-+-3uu & 3tt–uu ne peuvent pas non

plus fe transformer en des quarrés.

75.

De même que nous avons trouvé pour

un petit nombre de diviſeurs, que quelques

eſpeces de nombres ne peuvent jamais de

venir des quarrés, on pourroit déterminer

de pareilles eſpeces de nombres pour tous

les autres diviſeurs. . . . . . . . . |

/
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Qu’il s’agiffe du diviſeur 7, on aura à

diftinguer fept différentes eſpeces de nom

bres, dont nous examinerons auffi les

quarrés.

Eſpeces des | Leurs Quarrés font de

Nombres, l’eſpece,
-

\~\~/ \ a -\/- J

I. 7n 49nn 7n

II. 7n+1 | 49nn-+-I 4n+ 1 || 7n+1

III. 7n+2 || 49nn+28n+ 4 || 7n+4

IV. 7n-+-3 || 49nn-+-42n+ 9 7n+2

V. 7n+4 | 49nn+56n+16 | 7n+2

VI. 7n+5 | 49nn+7on-+-25 | 7n+4

VII. 7n+-6 || 49nn+84n+36 | 7n+1.

Puis donc que les quarrés qui ne font

pas diviſibles par 7 , font tous contenus

dans les trois formules 7n+1, 7n+2, 7n

+4, il eſt clair que les trois autres for

mules, 7n+3, 7n+5 & 7n+6, ne s’ac

cordent pas avec la nature des nombres

Pour entrer encore mieux dans le fens

de cette conclufion , on remarquera que

quarrés. -

|
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la derniere eſpece, 7n+6, peut auffi s’ex

primer par 7n–I ; que pareillement la

formule 7n+5 eſt la même que 7n— 2,

& 7n+4, la même que 7n—3. Car,

cela pofé, il eſt évident que les quarrés des

deux eſpeces, 7n+1 & 7n–1, fi on les

divife par 7 , donneront le même réfidu 1;

& que les quarrés des deux eſpeces, 7n+2

& 7n–2 , doivent fe refſembler de la

même maniere.

* 77.

En général donc, quel que foit le di

viſeur, que nous indiquerons par la lettre

d, les différentes eſpeces de nombres qui

en réſultent, font

dn ;

dn+1, dn+2, dn+3, &c.

dn–1, dn— 2, dn— 3, &c.

où les quarrés de dn+1 & dn-1 ont cela

de commun, qu’étant diviſés par d , ils

laiffent le refte 1 , de forte qu’ils appar

tiennent à la même formule dn+1 ; de

même les quarrés des deux eſpeces dn+2
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& dn— 2, appartiennent à la même for

mule dn+4. De façon qu’on peut conclure

en général que les quarrés des deux ef

peces, dn+a & dn–a, étant diviſés par

d, donnent un même réſidu aa , ou celui

qui reſte, en diviſant aa par d.

78.

Ces remarques fuffifent pour indiquer une

infinité de formules, telles que att+buu, qui

ne peuvent en aucune maniere devenir des

quarrés. C’eſt ainſi que le diviſeur 7 donne

facilement à connoître qu’aucune de ces

trois formules, 7tt.+3uu, 7t1+5 uu, 7tt+6uu,

ne peut devenir un quarré; parce que la

divifion de u par 7 ne donne pour réſidu

que 1 , ou 2 ou 4 ; & que dans la premiere

de ces formules il reſte ou 3, ou 6 ou 5 ,

dans la feconde, 5 , 3 & 6, & dans la

troiſieme, 6, ou 5 ou 3 , ce qui ne peut

avoir lieu dans des quarrés. Lors donc qu’on

rencontre de pareilles formules, on eſt sûr

qu’on feroit des efforts inutiles en cherchant

à deviner quelque casoù ellesdeviendroient

/
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des quarrés, & c’eſt pourquoi les confidé

rations dans lefquelles nous venons d’entrer,

ne laiffent pas d'être importantes.

Si, au contraire, une formule propofée

n’eſt pas de cette nature, nous avons vu

dans le Chapitre précédent qu'il ſuffit de

trouver un feul cas où elle devient un

quarré, pour être en état de déduire de

ce cas une infinité d’autres cas pareils.

La formule propoſée étoit proprement

axx+b, & comme on trouve ordinaire

ment pour x des fraćtions, nous avions fup

pofé x=#, en forte qu’il s’agiſſoit de tranf

former en un quarré la formule att+buu.

Mais il ne laiffe pas d'y avoir fouvent

une infinité de cas où x peut même être

affigné en nombres entiers, & c'eſt de la

détermination de ces cas que nous nous

occuperons dans le Chapitre fuivant.

*ğr

eĂ^*\q



96 E L é M E W s

\,

C H A P I T R E V I.

Des Cas en nombres entiers, où la formule

axx-|-b devient un quarré.

79.

o Us avons déjà fait voir plus haut

comment on doit transformer des formu

les telles que a+bx+cxx, fi on veut en

retrancher le fecond terme ; ainfi nous

n’étendrons qu’à la formule axx+b les re

cherches préfentes, où il s’agira de trouver

pour x uniquement des nombres entiers,

qui puiffent transformer cette formule en

un quarré. Or il faut, avant toutes chofes,

qu’une telle formule foit poffible; car fi elle

ne l’eſt pas, on ne trouvera pas même pour

x des veleurs fraćtionnaires, bien loin de

pouvoir trouver des nombres entiers.

8o.

Qu’on fuppofe donc axx+b=yy, où

« & b font des nombres entiers, & où x

&
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& y doivent être de même des nombres

entiers.

Or il eſt abſolument néceffaire ici qu’on

fache, ou qu’on ait déjà trouvé un cas en

nombres entiers, fans quoi ce feroit une

peine perdue de chercher d'autres cas fem

blables, puiſqu’il fe pourroit que la for

mule fût impoffible. - -

Ainfi nous fuppoferons que cette for

mule devienne un quarré, fi l’on fait x=f,

& nous indiquerons ce quarré par gg, en

forte que aff+b=gg, où f & g font des

nombres connus. Tout fe réduit donc à

déduire de ce cas d'autres cas femblables;

& cette recherche eſt d’autant plus impor

tante, qu’elle eſt fjette à des difficultés

confidérables que nous viendrons cependant

à bout de furmonter par les artifices qu’on

"VCÍI de - - - . .

81. . .

Puiſqu'on a déjà trouvé effH=gg, &

que d’ailleurs il faut auffi que axx+b=yy,

fouftrayons la premiere équation de la fe

Tome II. G
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conde, & nous en aurons une nouvelle,

axx—aff=yy—gg, qui peut fe repré

fenter par des faếteurs de la maniere fui

vante, a (x+f) (x-f)=(y+g)(y—g),

& qui en multipliant de plus les deux mem

bres par pq, devient apq(x+f) (x–f)

=pg(y+g)(y-g). Si nous décompo

fons maintenant cette équation, en faifant

a p (x +f) =q (y+g), & q (x–f)

=p(y—g), nous pourrons tirer de ces

deux équations des valeurs des deux lettres

x &y. La premiere, diviſée par q , donne

y+g="#"; la feconde, diviſée par p,

donne y—g="#"; fouftrayant cette der

niere égalité de l'autre, on a 2.g

_(app-qq)x+(a )f a.–

="=":"", ou 2pqg=(app–qq)xP 4

+(an+m)/, donc s=:::-:,
& par-là on obtient y=g+:

–9":::"–#. Et comme dans cette der
(app-qq) P P

niere valeur les deux premiers termes,

contenant tous deux la lettre g , peuvent

être mis fous la forme“:”, & que les

deux autres termes, contenant la lettre f,
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- 3 • –24/P1
peuvent s'exprimer par —: , tous les

termes feront réduits à la même dénomi

F g(arp:3;)-2-## .
nation, & on aura y app-qq

82. .

Ce procédé ſemble d’abord ne point con

venir à notre but, puiſque devant trouver

pour x & poury des nombres entiers, nous

fommes parvenus à des réſultats fraćtion

naires, & qu’il s’agiroit de traiter cette

nouvelle queſtion, quels nombres on peut

fubſtituer à p & à q pour que les frastions

difparoiffent ? queſtion qui paroît plus dif

ficile encore que notre queſtion principale.

Mais on peut employer ici un artifice par

ticulier, qui nous fera parvenir facilement

au but; nous allons l’expliquer: -

Comme tout doit être exprimé en nom

bres entiers, faifons:=m , & z:

=n, pour avoir x=ng-mf, & y=mg

—naf. -

Or nous ne pouvons pas prendre ici m &

n à volonté, puiſque ces lettres doivent fe

déterminer de façon à répondre aux déter

G ij
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minations précédentes ; ainfi nous confidé

rerons pour cet effet leurs quarrés, & nous

a a p“– 2 a «

verrons que nn=:+::

& nn=–4"–-, & que par

a ap“— 2 appq q-+-q

conféquent m m—an n

_aap'+ 2 PP77+9°-4°FP71
a ap“ —2 appqq-+-q*

=ººp=28PP??-+H = ,
Taap“— 2 appq q+q”

83.

On voit par-là que les deux nombres

m & n doivent être tels que mm=ann+1.

Ainfi, comme a eft un nombre connu, il

faudra commencer par fonger aux moyens

de déterminer pour n un nombre entier,

tel que ann+1 devienne un quarré; car

après cela m fera la racine de ce quarré;

& quand on aura déterminé pareillement

le nombre f, de maniere que aff+b de

vienne un quarré, favoir gg, on aura pour

x & poury les valeurs fuivantesen nombres
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entiers, x=ng–mf& y=mg—naf, &

enfin par-là axx+b=yy.

84.

Il eſt évident qu’ayant une fois trouvé

m & n , on peut écrire à leur place —mt

& –n, parce que le quarré nn ne laiffe

pas de refter le même.

Mais nous avons fait entendre que pour

trouver x & y en nombres entiers, de ma

niere que axx+b=yy, il falloit d’abord

onnoître un cas, tel que aff+b=gg;

: donc qu’on aura trouvé un femblable

cas, il faudra tâcher encore de connoître,

outre le nombre a , des valeurs de m &

de n, telles que a n n+1=mm , & nous

en donnerons la méthode dans la fuite.

Quand enfin tout cela fera fait, on aura

un nouveau cas, favoir x=ng+mf, & y

=mg=-naf, & après cela axx+b=yy.

Mettant enfuite ce nouveau cas à la

place du précédent, qu’on avoit regardé

comme connu; c’eſt-à-dire, écrivant ng

+mfaulieu def, & mg+nafau lieu deg,

» G iij
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on aura pour x & y de nouvelles valeurs,

par leſquelles, fi on les fubſtitue à x & à

y, on en trouve enfuite d’autres nouvelles,

& ainfi de fuite auffi loin qu’on voudra;

de forte qu’au moyen d’un feul cas qu’on

connoifſoit d’abord, on en détermine après

cela une infinité d’autres.

85.

La maniere dont nous fommes parvenus

à cette folution étoit affez embarraffée, &

paroiffoit d’abord nous éloigner de notre

but, puiſqu’elle nous avoit conduits à des

fraćtions compliquées qu’un hafard favo

rable a feul pu réduire ; il fera donc à pro

pos d'indiquer une voie plus courte, qui

conduit à la même folution.

86.

Puiſqu'il faut que axx+b=yy, & que

l’on a déjà trouvé aff+b=gg, la premiere

équation nous donne b=yy—axx, & la

feconde donne b=gg—aff; par confé

quent il faut auffi que yy—axx=gg–aff,

& tout fe réduit maintenant à déterminer
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les inconnues x &y par le moyen des quan

tités connues f & g. On voit que pour cet

effet on pourroit faire fimplement x=f

& y=g; mais on voit auffi que cette fup

pofition ne fourniroit pas un nouveau cas

outre celui qu’on connoifſoit d'avance.

Ainſi nous fuppoferons qu’on ait déjà

trouvé pour n un nombre tel que ann-+-1

foit un quarré, ou bien que ann+1=mm ;

cela pofé, nous avons mm—ann=1 ; &

en multipliant par cette équation la der

niere que nous avions ci-deffus, nous trou

vons auffi que yy—a x.x=(gg—aff)

(mm—ann)=ggm m —affm m—ag” nn

+-aaffnn. Suppofons à préfent y=gm

+afn, nous aurons ggm m+2 afgmn

+-aaffnn—axx=ggmm—affinm—aggnn

+aaffnn, où les termes ggmm & aaffnn fe

détruiſent; de forte qu’il reſte axx=affinm

+aggnn-+-2afgmn, ou xx=ffmm+ggnn

+2fgm n ; or cette formule eſt évidem

ment un quarré, & donne x=fm+gn ;

ainfi nous avons trouvé pour x & y les

mêmes formules que ci-deffus.

- G iv
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87.

Il fera néceffaire maintenant de rendre

cette folution plus claire, en l'appliquant

à quelques exemples.

. Premiere question. Trouver pour x tou

tes les valeurs en nombres entiers , telles

que 2.xx.—1 devienne un quarré, ou qu’on

alt 2xx-1=yy.

Nous avons ici a= 2 & b=–1 , & il

fe préfente auffi-tôt un cas fatisfaifant, qui

eft celui où x=1 & y=1. Ce cas connu

nous donne f=1 & g=1 ; or il s’agit de

plus de déterminer une valeur de n, telle

que 2nn+1 devienne un quarré mm ; &

on voit d'abord auffi que ce casa lieu quand

n=2 , & par conſéquent m=3 ; ainfi

chaque cas connu pour f& g nous donnant

ces nouveaux cas x=3f+2g & y=3g

+4f, nous tirons de la premiere folution,

f=1 & g=1, les nouvelles folutions fui

VanteS :

X ==|

3/=g=I

169

239 &c.

5

7

29

4 I
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88.

Seconde question. Trouver tous les nom

bres triangulaires, qui font en même temps

des quarrés.

Soit ; la racine triangulaire, ce fera le

triangle: qui devra être en même temps

un quarré ; & fi nous nommons x la ra

cine de ce quarré, il faudra que : =x.x.

Multiplions par 8, nous aurons 477+47

=8xx ; & ajoutons encore I de chaque

côté, pour avoir 475+4{+1=(2{+1)*

=8xx+1. Ainfi la queſtion eſt de faire

en forte que 8xx-+-1 devienne un quarré;

car fi l’on trouve 8xx+1=yy, on aura

y= 2 {+1, & conféquemment la racine

triangulairę cherchée, {=*=".

Or nous avons a=8 & b=1 , & un

cas fatisfaifant faute aux yeux, favoir f=o

& g=1. On voit de plus que 8n n+-1

=mm, en faifant n=1 & m=3 ; donc

x=3f+g & y=3g+8f; & puiſque

ž=*:', nous aurons les folutions fuivantes:
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x=f=o 1 | 6 || 35 | 2o4 | I 189

3y= g =1 || 3 | 17 | 99 || 577 | 3363

f="#"=o| 1 || 8|49|288||1681 &c.

89.

Troiſieme question. Trouver tous les nom

bres pentagones, qui font en même temps

des quarrés.

Que la racine foit 7, le pentagone fera

=#, que nous égalerons au quarréxx ;

ainfi 3 {{—{=2xx ; multipliant par 1 2 &

ajoutant l’unité, nous avons 36{{—12{+1

=24xx-+-1=(67–1) ; & faifant 24xx

+ 1 =yy , il faudra que y=67— 1 , &

K=*:.

Puiſqu’ici a= 24 & b=1, on connoît

le cas f=o & g=1 ; & comme il faut

que 24 n n+ 1=mm, on fera n=1 , ce

qui donne m=5 ; ainfi on aura x=5f+g

& y=5g-+-24f; & non-feulement {

=*:', mais auffi (=:, parce que l’on

peut écrirey=1—67; de-là réſultent enfin

les folutions fuivantes:
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| 1o| 99|| 98o

49 || 485 || 48o I

I

5 24OI
I 2

–2 ** – I 25. 8 -

2.

3

Quatrieme question. Trouver tous les

quarrés en nombres entiers, qui, pris fept

fois & augmentés de 2, redeviennent des

quarrés.

On demande par conféquent que 7xx

+2=yy, où a=7 & b=2 ; & le cas

connu tombe auffi-tôt fous les fens, c’eſt

à-dire x=1 ; de forte que x=f=1 , &

y=g=3. Si l'on confidere enfuite l'équa

tion 7nn+1=mm , on trouve facilement

auffi que n= 3 & m=8; donc x=8f

+-3 g & y=8g-+ 2 If, & on aura les

folutions qui fuivent:
-

x=f=1 | 17 | 271

y=g=3 | 45 | 717 &c.
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9 I.

Cinquieme question. Trouver tous les

nombres triangulaires, qui font en même

temps pentagones. |

Que la racine du triangle foit =p &

celle du pentagone =q, il faudra que":"

=*#*, ou 3qq-q=pp+p ; qu’on cher

che q, on aura d’abord qq=#q+":", &

de-là q=#+ #+":", OLl

+V rapprºpri
q=H—H::::::. Par conféquent il s’agit

de faire en forte que 1 2pp-+-12p+1 de

vienne un quarré, & même en nombres

entiers. Or comme il y a ici un terme

moyen 1 2p, on commencera par faire p.

=##, au moyen de quoi on aura 12 pp

=3xx–6x+3 & 1 2p=6x—6, par

conféquent 1 2pp+1 2p+1=3xx-2 ; c’eſt

cette derniere quantité préfentement qu’il

eft queſtion de transformer en un quarré.

Si donc on fait 3xx– 2=yy, on aura

p=:#, & q=': ; ainfi tout dépend de

la formule 3xx-2=yy, & on aici a=3
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& b=— 2 ; de plus un cas connu x=f

= 1 & y=g= 1 ; enfin dans l'équation

mm=3nn+1 , on a n=1 & m=2; donc

O11 tfOllVE tant pour x & y que pour p & q

les valeurs fuivantes:

D'abord x=2f+g, & y=2g+3f,

enfuite :

x=f=1 : 4 I

y=g=1 | 5 || I 9 | 7 I

P=O | I || 5 || 2o

q=#| 1 :|::

ou 4=3||-||-5|-#

parce qu’on a auffi q=:.

92.

Juſqu’à préfent, quand la formule pro

poſée contenoit un fecond terme, nous

étions obligés de le retrancher ; mais on

ne laiffe pas de pouvoir appliquer la mé

thode que nous venons de donner, fans

faire difparoître ce fecond terme; nous al

lons encore en expliquer la maniere.

Soit axx+bx+c la formule propoſée
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qui doit être un quarré, ou=yy, & qu’on

connoiffe déjà le cas aff+bf+c=gg.

Si on fouftrait cette équation de la pre

miere, on aura a (x x —ff)+b(x–f)

=yy—gg, ce qu’on peut exprimer par des

faćłeurs de cette façon: (x—f) (ax+af+b)

=(y—g) (y+g). Qu’on multiplie de

part & d’autre par pq, on aura pq (x—f)

(ax+af+b)=pq(y—g) (y+g), &

on décompofera cette équation en ces deux,

I.)p(x—f)=q(y—g), II.)q(ax+-af+b)

=p(y+g). Multipliant maintenant la

premiere par p & la feconde par q, &

fouffrayant le premier produit du fecond,

on obtient (aqq—pp)x+(aqq+pp)f+bqq

=2gpq, ce qui donne x=: |-:

——"—
-

aqq — pp *

Mais la premiere équation eſt q(y—g)

emm- –„ / 28PH —:::--:);
=p(x f)=p(:; aqq — pp aqq —pp / ?

e –o––*** --–—:: - — —::

ainfi y-g=:: aqq — pp ºsi: 3

ar conféquent v= (:: ––:
P b equent y=g a44 - PP / aga-pp

––: -

aqq – pp."

. Il s'agit ici de chaffer les frastions ;
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faifons pour cet effet, comme ci-devant,

::=m, & =::=n, & nous aurons
aqq — pp aqq - pp

777-+-I

44 –m-1 . -"+:=: & =::== 2a 2 donc := s

m -- I

—mf–":"", & y=mg—naf—; bn, .

où les lettres m & n doivent être telles,

ainſi qu’auparavant, que mm=ann+1.

93.

Les formules que nous venons de trou

ver pour x & pour y, font encore mêlées

avec des fraćtions, puiſqu’il y en a dans

les termes qui renferment la lettre b ; &

cela fait qu’elles ne répondent pas à notre

but. Mais il faut remarquer que, fi de ces

valeurs on paffe aux fuivantes, on trouve

conſtamment des nombres entiers , qu’à la

vérité on eût trouvés beaucoup plus faci

lement par le moyen des nombres p & q

que nous avions introduits dès le commen

cement. En effet, qu’on prenne p & q,

de façon que pp=aqq-+- 1 , on aura aqq

–pp=–1 , & les fra&tions diſparoîtront.

Car alors x=-2gpq+f(aqq+pp)+bqq,

& y=-g(aqq-HPP)+2afpq+bpq ; mais
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comme dans le cas connu aff+bf+c=gg,

on ne rencontre que la feconde puiſſance

deg, il eſt indifférent quel figne l’on donne

à cette lettre; qu’on écrive donc –g au

lieu de +g, on aura les formules x=2gpq

+f(aqq+pp)+bqq., & y=g(aqq+pp)

+2afpq+bpq, & on fera affuré mainte

nant que axx+bx+c=yy.

Qu’on cherche, par exemple, les nom

bres hexagones, qui font auffi des quarrés.

Il faudra que 2xx-x=yy, où a=2,

b=-1 & c=o, & le cas connu fera évi

demment x=f=1 & y=g=1.

De plus, pour que pp=2qq.+-1, il faut

que q=2 & p=3 ; ainſi l’on aura x=12g

+17f–4, & y=17g+24f—6, d’où ré

fultent les valeurs qui fuivent:

25 || 841

35 | I 189 &c.

94.

Arrêtons-nous encore à notre premiere

formule, où le fecond terme manquoit ,

& examinons les cas qui font de la for

-
mule

w=f=1

y=g=1
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mule a xx-+-b un quarré en nombres en

tiers.'

Soit donc axx+b=yy, & il s’agira de

remplir deux conditions:

1°. Qu’on connoiffe un cas où cette

équation ait lieu, & nous fuppoferons ce

cas exprimé par l'équation aff+b=gg.

2°. Qu’on connoiffe des valeurs de m

& de n, telles que mm=ann+1 , ce que

nous enfeignerons à trouver dans le Cha

pitre fuivant.

De-là réfulte un nouveau cas, favoir x

=ng+mf, & y=ing+anf, qui conduit

enfuite à d’autres cas pareils, que nous re

préfenterons de la maniere ſuivante:

x=f|A|B|C|D|E

y=g P Q #|# T &c.

où A=ng + mf|B=nP+mA c=nQ-mb|D=nR+mc .

& P=mg+anf|Q=mP+anA|R=mQ+anBS =mR+anC&c.

& ces deux fuites de nombres fe continuent

très-aifément auffi loin qu’on veut.

95.

On remarquera cependant qu'il n’eſt pas

poſible ici de continuer la fuite ſupérieure

Tome I I. - H
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pourx, fans avoir l'inférieure fous les yeux;

mais il eft facile de lever cet inconvénient

& de donner une regle, non-feulement

pour trouver la fuite fupérieure fans con

noître l'inférieure , mais auffi pour déter

miner celle-ci fans le fecours de l’autre.

Il faut obferver que les nombres qu’on

peut fubſtituer à x fe fuivent dans une cer

taine progreffion, telle que chaque terme,

comme, par ex. E, peut fe déterminer par

les deux termes précédens C & D, fans que

l’on foit obligé de recourir aux termes infé

rieurs R & S. En effet, puiſque E=nS+mD

=n(mR+anC) +m(nR+mC)= 2mn R

+annC+mmC, & que nR= D–mC,

on trouve E= 2mD—mmC+annC, ou

E=2mD–(mm—ann)C, ou enfin E

=2mD–C, à caufe de mm=ann+-1

& de mm—ann=1 ; moyennant quoi on

voit clairement comment chaque terme fe

détermine par les deux qui le précedent.

Il en eft de même à l’égard de la fuite

inférieure; car puiſque T=m·S-+-an D, &

D=nR+mC, on a T=mS+ann R
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+amnC. De plus S=m R-+-an C, ainfi

anC=S–mR; & fi l’on fubſtitue cette

valeur de anC, il vient T=2mS–R, ce

qui prouve que la progreffion inférieure

fuit la même loi ou la même regle que la

fupérieure.

Qu’on cherche, par exemple, tous les

nombres entiers x , tels que 2xx-1=yy.

On aura d’abord f=1 & g=1 ; enfuite

mm=2nn+1 , fi n=2 & m=3. Donc,

puiſque A=ng+mf=5, les deux premiers

termes feront 1 & 5, & on trouvera tous

les fuivans par la formule E=6D–C;

c’eſt-à-dire que chaque terme pris fix fois

& diminué du terme précédent, donne le

terme fuivant. Il fuit de-là que les nombres

x que nous cherchons, formeront la fuite

que voici:

1, 5 , 29 , 169 , 985 , 5741 , &c.

On peut continuer cette progreffion auffi

loin qu’on veut; & fi l’on vouloity intro

duire auffi des termes fraćtionnaires, on

en trouveroit une infinité par la méthode

que nous avons donnée plus haut.

H ij
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=s

C H A P I T R E V I I.

D’une Méthode particuliere, par laquelle la

formule ann-+-1 devient un quarré en

nombres entiers.

96.

CE que nous avons enfeigné dans le

Chapitre précédent, ne peut s’exécuter

d’une maniere complette, à moins qu’on

ne foit en état d’affigner pour un nombre

quelconque a un nombre n , tel que ann

-|-1 devienne un quarré, ou qu’on ait mm.

=ann+1.

Si on vouloit fe contenter de nombres

rompus, cette équation feroit facile à ré

foudre, vu qu’on n’auroit qu’à faire m=1

np

: ; car dans cette ſuppoſition on a mm

=1+"::+:=ann+1 , où l’on peut

retrancher 1 de part & d’autre, & divifer

enfuite les autres termes par n, de forte

que multipliant de plus par qq, on obtient

2pq+npp=anqq., & cette équation donnant

#
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n=z:#;, fourniroit une infinité de va

leurs de n. Mais comme n doit être un

nombre entier, cette méthode ne nous fer

viroit de rien, & il faudra en employer

une toute autre pour arriver à notre but.

Nous devons commencer par remarquer

que fi on vouloit que ann+1 fût un quarré

en nombres entiers pour une valeur quel

conque de a, on exigeroit une chofe qui

n’eſt pas toujours poſible.

. Car d’abord il faut exclure tous les cas

où a feroit un nombre négatif; enfuite il

faut exclure auffi ceux où a feroit lui-même

un quarré ; parce qu’alors ann feroit un

quarré, & qu’aucun quarré augmenté de

l’unité, ne peut redevenir un quarré en

nombres entiers. Nous ſommes obligés par

conféquent de reftreindre notre formule ,

de maniere que a ne foit ni négatif ni un

quarré ; mais au refte toutes les fois que a

eft un nombre pofitif fans être un quarré,

il fera poffible de trouver pour n un nombre
*

H iij
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*

entier, tel que ann-+-ı devienne un quarré.

Quand on aura trouvé une telle valeur,

il fera aifé, d’après le Chapitre précédent,

d’en déduire un nombre infini de fembla

bles; mais il fuffit pour notre deffein d’en

connoître une feule, & même la plus pe

tite, & c’eſt ce qu’un favant Anglois, nom

mé Pell, nous a appris à trouver par une

méthode ingénieufe que nous allons ex

pliquer.

98. *

Cette méthode n’eſt pas de nature à

pouvoir être employée généralement pour

un nombre a quelconque, elle n’eſt appli

cable que dans chaque cas particulier.

Ainſi nous commencerons par les cas les

plus faciles, & nous chercherons d’abord

pour n un nombre tel que 2nn+1 foit un

quarré, ou que V2 n n+1 devienne ra

tionnel. –

On voit auffi-tôt que cette racine quar

rée devient plus grande que n, & cepen

dant plus petite que 2n. Si donc nous ex
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primons cette racine par n+p, il eſt sûr

que p eſt moindre que n ; & nous aurons

Vann+i =n+p, enfuite 2nn+1=nn

+2np+pp; donc nn=2ħp+pp+1, &

n=p+V 2pp–1. Tout fe réduit par con

féquent à ce que 2pp— I foit un quarré ;

or ce cas a lieu fi p=1 , & il donne n=2

& V2nn+1 =3.

Si on n’avoit pas auffi-tôt pu s’apperce

voir de ce cas, on feroit allé plus loin ; &

puiſque V 2pp—I >p, & par conféquent

n> 2p, il auroit fallu fuppofer n=2p+q ;

on auroit donc eu 2p+q= 2pp-I »

oup+q=V 2pp—I , & en quarrant, pp

+2pq+qq=2pp—I ; ainfi pp=2pq+qq

+1, ce qui auroit donné p=q+v/277+ i ;

de forte qu’il eût fallu que 2qq+1 fût un

quarré; & comme ce cas a lieu, fi on fait

q=o, on auroit eu p=1 & n=2, com

me auparavant. Cet exemple fuffit pour

donner une idée de la méthode, mais cette

idée deviendra encore plus nette par ce qui

fuivra.

H iv
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|- 99.

Soit à préfent a=3, c’eſt-à-dire qu'il

s'agiffe de transformer en un quarré la for

mule 3nn+1. On fera V3nn+1=n+p 3

ce qui donne 3 n n-|-1 =n n+2mp+pp,

& 2nn=2np+pp–1, d'où l’on tire n

= Y(E. Maintenant, puiſque V 3pp–2

furpaffe p , & que par conféquent n eft

plus grand que: ou que p, qu’on fuppoſe

n=p+q, & on aura 2p+2q=p+V3pp–2

OUl
p+27=V3pp=2; enfuite, en quar

rant, pp-+-4pq+4qq=3pp-2 ; de forte

que 2pp=4pq+477+2, ou PP=2pq+277

+1, & p=q+ V377+1. Or cette for

mule eft femblable à la propofée, ainfi on

peut faire q=o , & on obtient p=1 &
--

n=1 ; de forte que V3nn+1=2.

I OO.

Soit a=5, afin qu’on ait à faire un quarré

de la formule 5 nn+1 , dont la racine eft

plus grande que 2n; on ſuppofera W/5nn+1
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=2n+p, ou 5nn+1=4nn-+4np+pp,

ainfi on aura nn=4np+pp-1 , & n=2p

+v/?pp=1. Or Vypp–i> p, il sen

fuit que n> 4p; c’eſt pourquoi on fera n

=4p+q, ce qui rend 2p+q=V5pp-I,

ou 4pp+4pq+qq=5pp-1 , & pp=4pq

+qq+1, de maniere que p=2q+V 5qq+1;

& comme q=o fatisfait à cette équation,

on aura p=1 & n=4; donc V/5 nn+1

=9.

I O I.

Suppofons à préfent a= 6, pour avoir

à traiter la formule 6nn+1 , dont la ra

cine eſt pareillement comprife entre 2n &

3 n. Nous ferons donc V6nn-H=2n+p,

& nous aurons 6nn+1=4nn-+4np+pp,

ou 2nn=4np+pp—1, & de-là n=p

+Ya= » Ou n=r-YHE, ainfi n> 2p.

Si, en conféquence de cela, nous fai

fons n= 2p+q, nous avons 4p+2q=2p

+V6pp– 2 , ou 2p+ 27= v/6pp– 2 ;

les quarrés font 4pp+8pq+4qq=6pp–2;
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ainſi ºpp=8e7+49q+2, & pp=4pq

+2qq+1, enfinp=27+V3+ī ; cette

formule reffemblant à la premiere, on a

7=o ; donc p=1, n=2 & Vonn+1=5.

I O2.

Allons plus loin, & foit a=7 & 7nn

+ 1=mm, on voit que m > 2n ; qu’on

faffe donc m=2n+p, & on aura 7nn-+-1

=4nn-+4np+pp, ou 3nn=4np+pp–1,

ce qui donne n=+.+FE. Préfentement,

puiſque n>#P , & par conféquent plus

grand que p, qu’on faffe n=p+q, on

aura p+3y=v/7pp–3, & paffant aux

quarrés, PP+6pq+9qq=7pp–3, ainfi

6PP=6Pq.+9qq.+3, ou app=2pq+3qq

+1, d'où l'on tire p='++;ute. Or on a

ici p> #, & par conſéquent p>q, ainfi

on fera p=q+r, & l’on aura q+2 r

=v/77;-+2; de-là les quarrés qq-+-4qr

+4/7=7qq+2; enfuite 6qq=4qr+4rr

-2, ou 377=2qr+2rr-1, & enfin q

==H. On continuera, à caufe de ?
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> r, en fuppofant q=r+f, & on aura

2 r-+-3/=V/7 rr–3 , enfuite 4rr+12rf

+9ff=7rr—3, ou 3rr=1 2r/-+9/f+3,

ou rr=4f+3/J+1, & r=af+v/7/f+I.

Or cette formule eſt pareille à la premiere;

ainfi faifant /=o, on obtiendra r=1 ,

q=1, p=2 & n=3 ou m=8.

Mais ce calcul peut s’abréger confidé

rablement de la maniere qui fuit, & qu’on

peut employer auffi dans d’autres cas.

Puiſque 7nn+1=mm , il s'enfuit que

| v < 3 n. -

Qu’on ſuppofe donc m=3n—p , on

aura 7nn+1=9nn—6np+pp, ou 2nn

=6np—pp+1, d'où l’ontiren=r-YHE3

ainfi n <3p; par cette raifon on écrira n

=3p-2q , & , prenant les quarrés, on

aura 9pp-12pq+4qq=7pp+2, ou 2pp

=12pq-4qq+2 , & pp=6pq-2qq+1 ,

d’où réfultep=37+v/7g7+i . Or on peut

d'abord faire ici q=o, & on trouvera p

=1, n=3 & m=8, comme auparavant.
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IO3.

Que a=8, en forte que 8nn-+-1=mm

& m<3n , il faudra faire m=3n–p, &

on aura 8nn-+-1=9nn–6np+pp, ou nn

=6np—pp+ 1 , d'où réſulte n=3p

+v/8pp+1, & cette formule étant déjà

femblable à la propoſée, on peut faire

p=o, ce qui donne n=1 & m=3.

IO4.

On procédera toujours de la même ma

niere pour tout autre nombre a, pourvu

qu’il foit poſitif & non un quarré, & on

arrivera toujours à la fin à une quantité ra

dicale, comme v/att-+-1 , qui fera fem

blable à la premiere ou la propoſée, & on

n’aura alors qu’à fuppofer t=o; car l'irra

tionnalité difparoîtra, & en retournant fur

fes pas on trouvera pour n néceffairement

une valeur telle que ann+1 foit un quarré.

On arrive quelquefois affez vîte au but,

mais fouvent auffi on eſt obligé de paffer

par un affez grand nombre d’opérations ;
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cela dépend de la nature du nombre a,

mais fans qu’on ait des caraćteres qui don

nent quelques lumieres fur la quantité des

opérations qu’il y aura à faire. Le procédé

n’eſt jamais bien longjufqu’à 13, mais lorf

que a=13 , le calcul devient beaucoup

plus prolixe, & par cette raifon il fera bon

de développer ici ce cas.

I O 5.

Soit donc a=13, & qu’on doive trou

ver 13nn+1=mm. Comme mm > 9nn,

& par conféquent m > 3n, on fuppofera

m=3n+p, & on aura 13nn+1=9nn

+6np+pp, ou 4nn=6np+pp-1 , & n

=e-YHTE, ce qui indique que n>#p,

& à plus forte raiſon plus grand que p.

Qu’on faffe donc n=p+q, on aura p+47

=V1 3pp—4; en quarrant, I 3pp-4=Pp

+8pq+16qq ; ainfi I 2pp=8pq+16qq+4,

ou pp=pq+471+1, & p="4"E.

Ici p> :i, ou p>q.; on continuera donc

par p=q+r, & on aura *#*y=VI 344+3 »
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enfuite 1377+3=4qq.+-12qr+9rr, ou

9qq=1 2qr+9rr—3, ou 3qq=4qr-1-3rr

2r+V 13rr.–3

—1, ce qui donne q=**#!*=".

Préfentement, puiſque q>#", ou q

>r, on fera q=r+f, & on aura r+3f

=V I 3rr— 3 ; & enfuite i 3rr.–3=rr

+6/f+9ff, ou 12rr=6/f+9/f+3, ou Arr

=2rfH-3/f+-1, d’où l’on tire r=str.: E.

Mais r>4:ſ & plus grand quef, foit donc

r=f+t, & nous aurons 3f+4=v/13/f+4,

& 13/f+4=9/f+24ft+16tt; ainfi 4ff

=24fi-+-16tt-4, & ff=61f+4tt–1 ;

donc f=3t+ 13tt—I. Ici nous avons

f>3t+3t, ou que 6t; il faudra donc faire

f=6t-+-u ; ainfi 3 t+ u= v/13a= , &

13tt-1=9tt+6tu+uu ; après cela 4te

=6tu-l-uu-+-1 ; enfin z=1-xGE, où t

> # & > u. Si donc on fait t=u+v,

on aura u+4v=v/13uu+4, & 13uu+4

=uu+8uv+16vv; donc 1 2uu=8uv+16vv

-4 , ou 3uu= 2uv-+-4vv—1, enfin u
+VI |- 4 v.

=+:−, ou u>#, ou u>v.
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Faifons en conféquence u=v+-x, &

HOUS AUTO11S zv+3x=Vi 3 vv.–3, & 1 3vv

—3=4vv-+ I2vx+9xx ; ou 9vv=1 2.vx

+9xx-+3, ou 3vv=4vx+3xx+1, &

v==Y== ; de forte que v> #x & > x.

Suppofons donc v=x+y, & nous au

rons x+3y=V I 3xx+ , & I 3xx-+3

#xx+6xy+9yy, ou 12xx=6xy+9yy

+3, & 4xx=2xy+3yy–1 ; on tire de-là

3c="# [3397-4

4 ? & par conféquent x > y.

Ainfi nous ferons x=y+z, ce qui nous

donne xy+4=V13yy—4, & 13.yy—4

=9yy-+-24 {y+16x{ , ou 4.yy=24y;

+-16R{-+-4 ; donc yy=6y7-+4{{+1 , &

y=5x+v/13{{+1; & cette formule étant

à la fin femblable à la premiere, on peut

prendre (=o, & remonter de la maniere

qui fuit:



128 E L É M E W s

{ = O

y = I

x = y + z = 1

v = x + y = 2

u = v + x = 3 i

t = u + v = 5

f= 6t + u = 33 -

r = f+ t = 38 *

q = r + f= 71 ***

p = q + r =1o9 |

n = p + q =18o

m =3n + p =649.

Il fuit de-là que 18o eſt après o le plus

petit nombre qu’on puiffe fubſtituer à n ,

fi 13nn+1 doit devenir un quarré.

Io6.

On voit fuffiſamment par cet exemple,

combien ces calculs peuvent devenir proli

xes. Lorſqu’il s’agit de nombres plus grands,

on eft fouvent obligé de paffer par dix fois

plus d’opérations que nous n’en avons eu

à faire pour le nombre 13. |

Comme on ne peut guere prévoir non

plus
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plus pour quels nombres on doit s’attendre

à tant de longueurs, il fera bon de pro

fiter de la peine que d’autres ont prife,

& nous joindrons, pour cet effet, à ce

Chapitre une table, où fe trouvent les va

leurs de m & de n pour tous les nombres

a depuis 2 jufqu’à 1oo ; afin que dans les

cas qui peuvent fe préfenter , on puiffe en

tirer les valeurs de m & de n, qui répon

dent à un nombre a donné.

Io7.

Nous remarquerons cependant que pour

de certains nombres on peut déterminer

en général les lettres m & n ; ces cas font

ceux où a n’eſt que de 1 ou 2 plus grand

ou plus petit qu’un quarré; il vaudra la peine

de les développer.

Io8.

Soit donc a=ee– 2; & puiſque nous

devons avoir (ee— 2) nn+1=mm, il eft

clair que m <en ; c’eſt pourquoi nous fe

rons m=en—p , & nous aurons (ee-2)nn

Tơme I l. I
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+ 1 =eenn—2enp+pp, ou 2nn=2enp

—pp+1 ; donc n=2+Y=::=?++; &il eft

évident que fi on fait p=1 , cette quan

tité devient nationnelle, & que nous aurons

n=e & m=ee—1.

Soit, par exemple, a= 23 , de forte

que e=5, nous aurons 23 nn+1=mm,

fi n= 5 & m=24. La raiſon en eſt évi

dente d’ailleurs; car fi, dans le cas de a

=ee-2, on fait n=e, on a ann-+-1=e*

—2ee-|-1, ce qui eſt le quarré de ee—I.

IO9.

Que a=ee–1 , ou d'une unité moindre

qu’un quarré, il faudra que (ee-1)nn+1

=mm. On aura, comme ci-deflus, m<en,

& on fera m=en-p ; cela poſé, on a

(ee–1)nn+1=eenn—2enp+pp, ou nn

=zenp-pp+i; donc n=ep+v/eepp–pp+I.

Or l'irrationnalité difparoît dans la fuppo

fition de p=1 , ainfi n=2e & m=2ee

–1. Auffi cela eft-il facile à voir ; car

puiſque a=ee-1 & n=2e, on trouve ann

+1=4e“–4ee-|-1, ou égal au quarré de
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2ee–1. Soit, par exemple, a=24, ou

e=5, on aura n=1 o, & 24nn-+1=2.4o1

=(49)* (*).

I I O,

Suppofons à préfent a=ee-+-1 , ou que

a foit de 1 plus grand qu’un quarré, il

faudra que (ee-+-1)nn-+-1=mm, & m fera

évidemment plus grand que en ; écrivons

donc m=en-+p, & nous aurons (ee-+-1)

nn+1=eenn+2enp+pp, ou nn=2enp

+pp–1, d’où réſulte n=ep+v/eepp+pp—I.

On peut ici faire p=1 , & cela étant, om

a n=2e ; donc m=2ee-|-1. C’eſt auffi ce

qui devoit arriver, par la raifon que a étant

=ee-|-1 & n=2 e, on a ann+1=4e*

+4ee-|-1 , quarré de 2ee-|-1. Soit, par

exemple, a=17, en forte que e=4, on

aura 17nn+1=mm, en faifant n=8 &

m=33. -

(*) Le figne radical s’évanouit auffi dans ce cas, fi

l’on fait p=o, & cette fuppofition donne inconteſtable

ment pour m & n les plus petits nombres poffibles, fa

voir n= 1 & m= e ; c’eſt-à-dire que fi e = 5, la formule

24nn+1 devient un quarré en faifant n=1, & que la ra

cine de ce quarré fera m=e=5.

I ij
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I I I.

Soit enfin a=ee-+-2 , ou de 2 plus grand

qu’un nombre quarré, on aura (ee+2)

nn+1=mm, &, comme auparavant, m

> en ; c’eſt pourquoi on fuppofera m=en

+p, & on aura eenn+2nn+1=eenn+2enp

+pp , ou 2nn=2enp+pp— 1 , ce qui

–eP+ eepp+2pp-2 3

donne n=#:#::-*. Qu’on faffe p=1,

on trouvera n=e & m=ee+1 ; & en

effet, puiſque a=ee-+ 2 & n=e, on a

ann-+-1=e“+2ee-+-1, ce qui eſt le quarré

de ee+i.
-

Soit, par exemple, a=1 I, de forte que

e=3, on trouvera I Inn-+-1=mm, en fai

fant n=3 & m=1o. Voulût-on fuppofer

a=83, on auroit e=9 & 83nn+1=mm

dans le cas de n=9 & de m=82.

\
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T A . B. L E

Qui indique pour chaque valeur de a les plus

petits nombres m & n, tels que mm=ann

+1.

(1 | 72 772 (l 72 772

2| 2| 3||26|| I o 5 1

3| I || 2||27|| 5| 26

5| 4| 9|28|| 24 I 27 ,

6 2 5 291 82o 98o i

7|| 3| 83o 2 I I

8|| I | 33 || 273 I 52o

1 o 6 1 9||32|| 3 17

I I || 3| I O ||33|| 4| 23

1 2 2 734 6 3 5

I 3||18o|6493 5 I

I 4| 4| I 5 ||37|| I 2| 73

I 5|_|_4||38|| 6 37

17|| 8 3339|| 4| 25

I 8 4 I 74o 3 I 9

I 9 39||17O4 I | -32O 2O49

2O| 2| 9||42| 2 I 3

2 I || I 2| 5 5 43| 53 I || 3482 



/72al /2 m |a|.

47 7 48.74

48 I 7.75

5o I 4 99.76

5 I 7 5 of 77

52 90 64978

53 9I oo 66.42.9

54 66 4858o

# 55 I 2. 89.182

i: 2. I 583

: 57 2.O 1 5 I |84

58 2574 19603 |85

59 69 53 o'86

6o 4 3 1187

61|226153980, 17663 19049|88

62 8 63.89

#63 I 890

#6; I6 I 299 I

66 8 65||92

- #67 5967 4884293

68 4 3394

69 936 7775195

7o 3o 25 196

#71 413 348o 97

#7. 2. 1798

2670ool 2281 2495.99

I 8

9

6

3O996

II 2.2

3

2. I

53ooo

2.

165

I 2O

I 26o

22. Io94

4

5

6377352

IO

I

3699

26

57799

35 I

53

8o

—”

163

82

55

285769

Io.405

28

197

5oooo.I

I 9

1574

I I 5 I

121 5 I

2I43295

39

49

628o9633

99

I O
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f

C H A P I T R E V I I I.

De la Maniere de rendre rationnelle la for

mule irrationnelle Va+bx+cxx+dx’.

I I 2.

Nous pafferons à préfent à une formule

où x s’éleve à la troifieme puiffance, après

quoi nous irons auffi jufqu’à la quatrieme

puiſſance de x , quoique ces deux cas fe

traitent de la même maniere. *

Qu’il s’agiffe donc de transformer en un

quarré la formule a+bx+ cx+dx', &

de trouver pour x des valeurs propres pour

ce deffein, & exprimées en nombres ra

tionnels. Comme cette recherche eft fujette

déjà à de bien plus grandes difficultés que

les précédentes, il faut auffi plus d’art pour

trouver feulement même des valeurs frac

tionnaires de x , & on eſt obligé de fe

contenter de telles valeurs fans prétendre

en trouver en nombres entiers.

I iv
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Nous devons remarquer auffi d’avance

qu’on ne peut ici donner une folution gé

nérale comme dans les cas précédens, &

qu’au lieu que la méthode employée ci

deflus conduifoit à un nombre infini de fo

lutions à la fois, chaque opération main

tenant ne nous fera connoître qu’une feule

valeur de x.

I I 3.

Comme, en traitant de la formule a+bx

+cxx, nous avons remarqué un nombre

infini de cas où la folution, eft tout-à-fait

impoffible, on s’imagine bien que cela a

lieu bien plus fouvent encore pour la for

mule préfente, qui d’ailleurs exige conf

tamment qu’on fache déjà, ou qu’on ait

trouvé une folution. Auffi n’eſt-on en état

ici de donner des regles que pour les cas

où l’on part d’une folution connue pour en

trouver une nouvelle; par le moyen de

celle-ci alors on peut en trouver une autre,

& continuer enfuite de la même maniere.

Mais il n'arrive pas même toujours que
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une folution connue faffe parvenir à une

autre; au contraire il y a bien des cas où

il n'y a qu’une feule folution qui puiffe avoir

lieu, & cette circonſtance eſt d’autant plus

remarquable, que dans les cas que nous

avons développés précédemment, une

feule folution conduiſoit à une infinité d’au

tres folutions nouvelles.

I I 4.

Nous venons de dire que pour que la

formule a+b.x+cxx+dx” puiffe être

transformée en un quarré, il faut nécef

fairement préfuppofer un cas où cette tranf

formation eſt poſſible. Or un tel cas s’ap

perçoit le plus clairement, quand le pre

mier terme eſt lui-même déjà un quarré,

& que la formule eſt exprimée ainfi, ff

+bx+cxx+dx”; car elle devient évi

demment un quarré, fi x=o.

Ce fera donc par la confidération de

cette formule que nous entrerons en ma

tiere; nous tâcherons de voir comment,

en partant du cas connu x=o , nous
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pourrons parvenir à quelqu’autre valeur de

x, & nous emploierons pour cet effet deux

méthodes différentes, que nous explique

rons l’une & l’autre ; il fera bon de com

mencer par des cas particuliers.

I I 5.

Soit donc propoſée la formule 1+2x

–xx+x”, qui doive devenir un quarré.

Comme ici le premier terme eft un quarré,

on adoptera pour la racine cherchée une

quantité telle que les deux premiers termes

s’évanouiffent. Soit pour cet effet 1+x la

racine dont le quarré doit équivaloir à notre

formule, on aura 1 + 2 x– x x+x'= 1

+2x+xx, où les deux premiers termes

fe détruiſent, de forte qu’on a l’équation

xx=–xx+x' ou x' =2xx, qui, étant

diviſée par xx, donne x=2; ainfi la for

mule devient 1-+-4—4+8=9.

De même, pour faire un quarré de la

formule 4+6x-5xx-+3x”, on fuppofera

d’abord fa racine =2+nx, & on cher

chera n de maniere que les deux premiers
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termes difparoiffent ; or on aura 4+6x

–5 x x+ 3 x' =4+4nx+nnxx ; donc

il faut que 4 n=6, & n=#; de-là ré2.

fulte l'équation – 5 xx+ 3 x'=#xx, ou

3x'=': xx, qui donne x=#; & c’eſt

cette valeur qui fera de la formule pro

poſée un quarré, dont la racine fera 2+:

45.

8 •

z I 16.

3 =

-

La feconde méthode confifte à donner

à la racine trois termes, comme f+gx

+h xx, tels que dans l’équation les trois

premiers termes s’évanouiffent.

Soit propoſée, par exemple, la formule

1 –4x+6xx— 5x”, on en fuppofera la

racine =1—2x+hxx, & on aura 1–4x

+6xx–5x” = 1—4x+4xx—4hx” +hhx“

|- +2hxx ;

les deux premiers termes, comme on voit,

fe détruiſent auffi-tôt des deux côtés ; &

pour chaffer auffi le troifieme, il faudra

faire 6=2h-+-4, & par øonféquent h=1;
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par ce moyen on obtient–; x'=-4x'

+x“, ou — 5=–4+x ; de forte que

2Ć--I •

I 17.

C'eſt donc de ces deux méthodes qu’on

peut faire ufage, lorſque le premier terme

a eſt un quarré. La premiere fe fonde fur

ce qu’on exprime la racine par deux ter

mes, comme f+px , où f eſt la racine

quarrée du premier terme, & où p eſt pris

de maniere que le fecond terme doit pa

reillement diſparoître; enforte qu’il nerefte

qu’à comparer pp.xx avec le troifieme &

le quatrieme terme de la formule, favoir

cxx+dx”; car cette équation alors, pou

vant fe divifer par x x, donne une nou

velle valeur de x, qui eft x="#.

Dans la feconde méthode on donne trois

termes à la racine , c’eſt-à-dire que fi le

premier terme a eft=ff, on exprime la

racine par f+px+qxx ; après quoi on

détermine p & q, de façon que les trois

premiers termes de la formule s'évanouif,

fent, ce qui fe fait de la maniere fuivante:

–
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{

Puiſque ff+bx+cxx+dx'=ff+2pfe

+ 2fqxx-+ppxx+ 2pqx” +q qx", il faut

que b= 2fp, & par conféquentP=#; de

plus c=2fq+pp, & partant q=#:#; après

cela refte l’équation dx”= 2pqx” +qqx";

& comme elle eſt diviſible par x’, on en

tire x=#E3E3.
q 7

I I 8.

Il peut cependant arriver fouvent que

lors même que a=ff, aucune de ces deux

méthodes ne donne une nouvelle valeur

de x. C’eſt ce qu’on peut voir, en con

fidérant la formule ff+dx” , où le fecond

& le troifieme terme manquent.

Car fi, d’après la premiere méthode, on

fuppofoit la racine =f'+px, ou bien que

ff+dx'=ff+2fpx-+ppxx, on auroit

o= 2fp & p=o; ainfi on trouveroit dx?

=o, & par-là x=o, ce qui n'eſt point

une nouvelle valeur de x.

Que fi, d’après la feconde méthode, on

vouloit faire la racine =f'+px+qqx , ou

ff+dx'=ff+ 2fpx+2f?xx+2pqx' +77x“,

- +Ppxx
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on trouveroit o= 2 fp & p=o; de plus

o=2f}+pp & q=o; & il en réſulteroit

dx”=o, & pareillement x=o.

I I 9.

Il ne refte d'autre parti à prendre dans

ces cas-là, que de tâcher de trouver quel

que valeur de x, telle que la formule de

vienne un quarré; fi on y réuffit, cette va

leur fera trouver enfuite, par le fecours

de nos deux méthodes, de nouvelles va

leurs; & cette voie eft bonne même pour

les cas où le premier terme ne feroit pas

un quarré.

Que, par exemple, la formule 3+x”

doive devenir un quarré ; comme cela

arrive quand x=1 , on fera x= 1 +y,

& on aura 4+3y+3yy+y”, où le pre

mier terme eſt un quarré. Qu’on en fup

pofe donc, fuivant la premiere méthode,

la racine =2+py, on aura 4+3y-+3yy

+y*=4+ 4py-+ppyy ; & pour que le

fecond terme diſparoiffe , il faudra que

3=4p, & par conféquent p=# ; ainfi 3
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:

48 –-39 .

+y=pp & y=pp–3=#-#=#;

donc x=#, ce qui eſt une nouvelle va

leur de x.

Si on fait de plus, conformément à la

feconde méthode, la racine =2+py+qyy,

on a 4+xy+w:y'=4+4y+"px
+ppyy+2pqy’ +qqy“, d’où on chaf

fera le fecond terme, en faifant 3=4p ou

=#, & le quatrieme, en faifant 3=4q

3 - PP–32.

+pp, ou q=+:=#; ainfi 1=2pq+qqy,

d’où l’on tire y=:* , ou y=#: ,
F –1873

par conſéquent x=::

I 2.O.

En général, fi on a la formule a+bx

+cxx+dx , & qu’on fache d'ailleurs

qu’elle devient un quarré quand x=f, de

forte que a+bf+cff+df”=gg, on

fera x=f'+y, & on aura la nouvelle for

mule qui fuit:



I 44 E L É M E W s

(Z

+ bf+by

+cff+ 2 cfy +cyy

+df” +-3 dffy-|-3 dfyy+dy”

gg+(b+2cf+3 #ff)y+(c+3df)yy+dy'.

Dans cette formule le premier terme eft

un quarré; ainfi on peut y appliquer les

deux méthodes précédentes, & elles four

niront de nouvelles valeurs de y, & par

conféquent auffi de x, puiſque x=f'+y.

I 2 I.

Mais fouvent auffi il ne fert même de

rien d’avoir trouvé une valeur de x ; ce

cas a lieu dans la formule 1+x”, qui de

vient un quarré quand x=2. Car fi, en

conféquence de cela, on fait x=2+y,

on trouvera la formule 9+12y+6yy+y”,

qui devroit de même pouvoir devenir un

quarré. -

Or foit par la premiere regle la racine

=3+py, on aura 9-|-1 2 y+6yy+y”

=9+6py+ppyy, où il faut que 1 2=6p

& p=2 ; donc 6+y=Pp=4, & y=-2,

CC
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* ·

ce qui donne x=o, c’eſt-à-dire une va

leur qui ne conduit à rien de plus.

Effayons auſſi la feconde méthode, &

faifons la racine =3+py+qyy , nous au

rons 9+12y+6yy+y'=q.+6py-+-63yy

- |- +ppyy

+2pqy’+q qy“, où il faudra d’abord

que 1 2=6p & p=2 ; enfuite que 6=6q

+pp=67+4, & q=#; on aura d’abord

1=2pq+qqy=#+:y; de-là y=–3,

& par conféquent x=–1, & 1+ x' =o;

d’où l’on ne peut rien conclure de plus,

parce que, fi on vouloit faire x=–1+7,

on trouveroit la formule 37–3;{-+-{”, où

le premier terme s’en va; de forte qu’on

ne pourroit faire ufage ni de l'une ni de

l’autre méthode. -

On eſt affez fondé à foupçonner, après

ce que nous venons de dire, que la for

mule 1+x” ne peut devenir un quarré que

dans les trois cas que voici:

I.) x= 2 , II.) x=o, III.) x=–1.

Mais c’eſt de quoi on peut fe convaincre

auffi par d'autres raifons.

Tome I I. K
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I 2. 2.

Confidérons encore, pour nous exercer,

la formule 1+3x”, qui devient un quarré

dans les cas fuivans: I.) x=o, II.)x=1 ,

III.) x= 2 , & voyons fi nous parvien

drons à trouver d’autres valeurs femblables.

Puis donc que x=1 eſt une des valeurs

qui fatisfont, fuppofons x=1+y, & nous

aurons I+ 3 x”=4+9y-+9yy+ 3y” -

Que la racine de cette nouvelle formule

foit 2 +py, en forte que 4+9y-+9yy

+3y =4+4py+ppyy, il faudra que

9=4p & p=#, & les autres termes don

neront 9+3y=pp=#& y=-#; par

conféquent x=–#, & 1+3x” devient

un quarré, dont la racine eft —: , O LI

bien auffi +:. Si nous voulions à préfent

continuer, en faifant x=—: +7, nous

ne manquerions pas de trouver de nou

velles valeurs.

Appliquons auffi à la même formule la

feconde méthode, & fuppofons la racine

=2+py+{yy; cette füppoſition donne

-
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4+9y+9xy+xy'=4+4py+4yy
- +ppyy

+2pqy'+ q qy"; donc il faudra que 9

=4p ou p=}, & 9=47+fp=4H+: ,

OUl q=: ; & les autres termes donneront

6 1 R Ar

3=2pq+qqy=: +qqy, ou 567+12.877y

=384, ou 1 287qy=—183 ; c’eſt-à-dire
6 63

I 26.:y=— 183 , ou 42.:y=-61

Ainfi y=—:;, & x=-:: & ces va

leurs en fourniront de nouvelles, en fui

vant les voies que nous avons indiquées.

I 23.

Il faut remarquer cependant que, fi on

vouloit fe donner la peine de tirer de nou

velles valeurs des deux qu’a fourni le cas

connu x=1 , on parviendroit à des frac

tions extrêmement prolixes; & on a lieu

de s’étonner que ce cas, x=1 , n’ait pas

conduit plutôt à cet autre, x=2, qui ne

tombe pas moins évidemment fous les yeux.

Et c’eſt-là une imperfećtion de la méthode

dont il eſt queſtion, & qui eſt juſqu’à pré

fent la feule qu’on connoiffe.

• , K ij
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On peut partir de la même maniere du

cas x=2, afin de trouver d’autres valeurs.

Qu’on faffe, pour cet effet x=2+y, &

il s’agira de faire un quarré de la formule

25 + 36y-|—18.yy+ 3y’; fuppofons-en la

racine, d’après la premiere méthode, = 5

+py, nous aurons 25+36y+18yy+3y”

=25 +1opy+ppyy, & par conféquent

36=I op, ou p=#; effaçant à préfent

les termes qui fe détruiſent, & diviſant les

autres par yy , il en réſulte 18+3y=pp

_:: P: conſéquen:y=:: & *

=: ; d'où il fuit que 1+3x' eſt un quarré

dont la racine eſt 5+py=—: ou +:
i 2 5 125 *

Dans la feconde méthode il faudroit fup

- pofer la racine =5+Ey+qyy, & on au

roit 25–36y+18yy-+3y'= 2 5 +1opy

+1oqyy+2pqy'+$sty“; les feconds &

+ppyy

troifiemes termes difparoîtroient en faifant
18

36=1 op, ou P=H-, & 18=1 o q--pp,

OU 1oq=18–:=:, Oll q=# : &

, , — 125 3

alors les autres termes » diviſés par y” ,
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|- \

donneroient 3= 2pq+qqy, ou qqy=3

---- —–323 3 à-di ––3273

2pq=—:, c'eſt-à-dire y=—:
629

JXC =- 9

1323

I 24.

Ce calcul ne devient pas moins long &

difficile, même dans des cas où, en partant

d’un autre principe, il eſt facile de donner

une folution générale; comme, par exem

ple, quand la formule propoſée eſt 1–x

—xx+x', où l’on peut faire générale

ment x=nn–I, en donnant à n telle va

leur qu’on veut. En effet, foit n=2, on

aura x=3 , & la formule devient =1—3

–9+27= 6. Soit n=3 , on aura x=8,

& la formule devient =1–8–64+5 12

=441 , & ainfi de fuite. -

Mais remarquons que c’eſt à une cir

confiance tout-à-fait particuliere que nous

devons une folution fi facile, & cette cir

conſtance s’apperçoit aiſément, fi on dé

compofe notre formule en faćteurs ; car

on voit auffi-tôt qu’elle eft diviſible par

1—x, que le quotient fera i-xx, qu'il

|- K iij

* |

*



I 5o E L É M E N s.

*

eft compoſé des faćłeurs (1+x) (1–x),

& qu’enfin notre formule 1–x–xx+x”

=(1–x)(1+x)(1–x)=(1 –x) (1+x);

or, puiſqu’elle doit être un Lu (quarré),

& qu’un Li , diviſé par un G , donne un

El pour quotient, il faut auffi que 1+x

=L ; & réciproquement, fi 1-+-x eft un

[] , il faut que (1—x ) (1+x) foit un TG ;

on n’a donc qu’à faire 1+x=nn, & on

aura fur le champ x=nn–1. -

Si cette circonfiance nous eût échappé,

il auroit été difficile de déterminer même

feulement cinq ou fix valeurs de x par les

méthodes précédentes.
\

*

* I 25.

Il s’enfuit donc de-là qu’il eſt bon pour

chaque formule propoſée de la réfoudre en

faćłeurs, quand cela eſt poſſible. Or nous

avons fait voir plus haut comment on s’y

prend pour cet effet, favoir qu’il faut égaler

la formule donnée à zéro, & chercher en

fuite la racine de cette équation, chaque

racine alors, comme x=f, donnant un

* *

*
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faćteur f–x ; & cette recherche eſt d’au

tant plus aifée, qu’on ne cherche ici que

des racines rationnelles, lefquelles font tou

jours des diviſeurs du terme connu ou du

terme qui ne renferme point de x.

I 26.

Cette circonfiance a lieu auffi dans notre

formule générale a+b x+ c x +dx',

quand les deux premiers termes difparoif

fent, & que par conféquent c’eſt la quan-,

tité cxx+dx” qui doit être un quarré; car

il eſt clair, dans ce cas, qu’en divifant par

le quarré xx, il faudra pareillement que

c+dx foit un quarré, & on n’a donc qu’à

fuppofer c+dx=nn, pour avoir x=":'',

valeur qui renferme un nombre infini de

folutions, & même toutes les folutions pof

fibles.

I 27.

Si dans l’application de la premiere des

deux méthodes précédentes on ne vouloit

pas déterminer la lettre p afin de retrancher

le fecond terme , on parviendroit à une

/

K iv
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autre formule irrationnelle, qu'il s’agiroit

de rendre rationnelle.

Soit, par exemple, ff+bx+cxx+dx?

la formule propoſée, & qu’on en faffe la

racine =f+px, on aura fj+bx+cxx

-+dx'=ff+ 2fpx-+-pp.xx, où les pre

miers termes fe détruiſent; divifant donc

les autres par x, on obtient b+cx+dxx

=2fp+ppxx, ce qui eſt une équation du

fecond degré, qui donne

x="T: v/p"=#rºete-",
2.

Ainſi l’affaire fe réduit maintenant à trou

ver pour p des valeurs telles, que la for

mule p“–2cpp+8dfp+cc—4bd devienne

un quarré. Or comme c’eſt la quatrieme

puifance dů nombre cherché p qui fe pré

fente ici , ce cas appartient au Chapitre

fuivant.
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C H A P I T R E I X.

De la maniere de rendre rationnelle la

formule incommenſurable

Va+bx+cxx+dr+ex“.

128.

Nous voici parvenus à des formules

où le nombre indéterminé x monte à la

quatrieme puiſſance, & c’eſt par là que

nous terminerons nos recherches fur les

quantités affećtées du figne de la racine

quarrée, vu qu’on n’a pas été affez loin

encore pour pouvoir transformer en quar

rés des formules où des puiſſances plus

hautes de x fe préfentent.

Notre nouvelle formule fournit trois cas

à confidérer : le premier, quand le pre

mier terme, a, eſt un quarré ; le fecond,

quand le dernier terme, ex“, est un quarré;

& le troifieme, quand le premier terme

& le dernier font l'un & l’autre des quarrés.
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Nous traiterons de chacun de ces cas fé

parément.

I 29.

I.) Réſolution de la formule

v/ff+bx+cxx+dx+ex.

Comme le premier terme ici eſt un quar

ré, on pourroit, par la premiere méthode,

fuppofer la racine =f'+px, & déterminer

p, de maniere que les deux premiers ter

mes difparuffent, & que les autres fuffent

diviſibles par x x ; mais on ne laifferoit

pas alors de rencontrer encore un xx dans

l’équation, & la détermination de x dé

pendroit d’un nouveau figne radical. Ce

fera donc à la feconde méthode que nous

aurons recours; nous ferons la racine =f

+px+qxx ; nous déterminerons p & q

de façon à pouvoir retrancher les trois pre

miers termes, & divifant enfuite les autres

par x’, nous parviendrons à une fimple

équation du premier degré, qui donnera

x dégagé de fignes radicaux.
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I 3O.

Si donc la racine =f'+px+qxx , &

qu’ainfi ff+bx+cxx+dx” –|—ex'=ff

+ 2 fpx+ 2 fq x x+ 2pq x'+qqx", les

+ppxx

premiers termes difparoiffent d’eux-mêmes;

quant aux feconds, on les chaffera en fai

fant b= 2fp, ou p=# & il faudra, pour

: C r–- / --- –f-PP .

les troistemes, que c=2f}+pp, ou q=':';

cela poſé, les autres termes feront divi

fibles par x’, & donneront l’équation d

+ex= 2pq+qqx , de laquelle on tire

d–2pq 2pq-d
- * » OU X=-/- -X qq-e ? .X. e-qq

I 3 I.

Or il est facile de voir que cette mé

thode ne mene à rien, quand le fecond

& le troiſieme terme manquent dans notre

formule, c’eſt-à-dire que tant b que c=o;

car alors p=o & q=o; par conſéquent
, d \ - . T t. •

x=4;, d’où l’on ne peut ordinairement–e 2 s

rien conclure, parce que ce cas donne
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évidemment dx'+e x“=o, & qu’ainfi

notre formule devient égale au quarré ff.

Mais c’eſt fur-tout pour les formules telles

que ff+ex“, que cette méthode n’eſt

d'aucun ufage, puiſque dans ce cas d'étant

auffi =o, on trouve pareillement x=o,

valeur qui ne conduit à rien de plus. Il en

eft de même, lorſque b=o & d=o, c’eſt

à-dire que le fecond & le quatrieme terme

manquent, & que la formule eft ff+cxx

+ex"; car dans ce cas p=o & q=#,

d’où réſulte x=o, comme on le voit auffi

tôt, & ce qui n’eſt d’aucun ufage ultérieur.

I 32.

II.) Réſolution de la formule

- Va+bx+cx+dx' +ggx“

On pourroit réduire cette formule au

cas précédent, en fuppofant x=; ; car,

comme il faudroit alors que la formule a

é i c d i gg - o

————-|--+--+?? fût un quarré , &+5+5+5+;: ut un quarre, &

que dans ce cas celle-ci reſte un quarré »
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fi on la multiplie par le quarré y", on n’au

roit qu’à faire cette multiplication, & on

obtiendroit la formule ay“+by’+cyy

+-dy+gg, qui eft tout-à-fait femblable à

la précédente écrite à rebours. *

Mais on n’a pas befoin de paffer par ce

procédé ; on n’a qu’à ſuppofer la racine

=gxx-+px+q, ou dans l’ordre inverfe,

q+px+gxx, & on aura a+b x+ cx x

+dx'+gg x“=g g+ 2 p q x+ 2 g gx x

- +pp x x

+2gpx' +ggx“; or les cinquiemes termes

fe détruifant ici d’eux-mêmes, on déter

minera d’abord p, de maniere que les qua

triemes termes fe détruiſent pareillement,

ce qui arrive quand d=2 gp, ou p=#;

enfuite on déterminera auffi 7, afin de chaf

fer les troiſiemes termes, & on fera pour

cet effet c= 2gq+pp, ou q=*: ; cela

fait, les deux premiers termes fourniront

l’équation a+bx=qq+2pqx , d’où l’on

|- _ a-77 -– "-"

tire x=;:, , ou x=#;.
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I 33.

Nous retrouvons ici le défaut que nous

avions remarqué ci-deſſus dans le cas où le

fecond & le quatrieme terme manquent,

c’eſt-à-d. que b=c& d=o; en effet on trouve

alors p=o & q=#, donc x=":"; or

cette valeur étant infinie, ne mene pas

plus loin que la valeur x=o, dans le pre

mier cas; d’où il fuit que cette méthode

ne peut du tout être employée pour les

expreſſions de la forme a+cx +ggx“.

I 3 4.

III.) Réfolution de la formule

v/ff+ha+c-a+de+gr.

Il eſt clair qu’on peut employer pour

cette formule l’une & l’autre des deux mé

thodes, dont on vient de faire ufage ; car

d’abord, à caufe que le premier terme eft

un quarré, on peut prendre pour la racine

f+px+qxx, & faire évanouir les trois

premiers termes ; enfuite, comme le der

nier terme eſt pareillement un quarré, on
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peut auffi faire la racine =q+px+gxx,

& chaffer les trois derniers termes , au

moyen de quoi on trouvera même deux

aleurs de x.

Mais on peut traiter auſſi cette formule

par deux autres méthodes qui leur appar

tiennent particuliérement.

Dans la premiere on fuppofe la racine

=f+px+gxx, & on détermine p de façon

que les feconds termes fe détruiſent ; c’eſt

à-dire que , comme il faut que ff+bx

+cxx+dx'+ggx'=ff+2fpx-|–2fģxx

- +ppxx

+ 2.gpx'+ggx“, on fait b= 2 fp ou p

=#; & puiſque de cette maniere tant

les feconds termes que les premiers & les

derniers termes fe détruiſent, on pourra

divifer les autres par xx, & on aura l'équa

tion c+dx=2fg+pp+2gpx, de laquelle

|- – e-ºf-Pp. "* *-+-----* *–

on tirera x=: ou x=":-. Et

on doit fur-tout remarquer ici que comme

dans la formule on ne trouve g qu’à la fe

conde puiffance, la racine de ce quarré,

ou g, peut fe prendre tant négative que
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*

poſitive, & qu’il réſulte de-là qu’on obtient

encore une autre valeur de x , favoir x

–e-ºf-Pp . –PP-2f:--

==:: , ou x=“: .

ay
I } 5.

Il eſt, ainſi que nous l’avons dit, encore

une autre maniere de réfoudre cette for

mule : elle confifte à fuppofer d’abord,

comme auparavant , la racine =f+px

+gxx , & à déterminer enfuite p de

maniere que ce foient les quatriemes ter

mes qui fe détruiſent; cela fe fait en fup

pofant dans l'équation fondamentale d

=28p., ou P=#; car puiſque les pre

miers & les derniers termes difparoiffent

pareillement, on pourra divifer les autres

par x, & il en réſultera l’équation b+cx

=2fp+2fgx+ppx, qui donne x = :::::

De plus nous avons à remarquer que com

me dans la formule le quarré ff fe trouve

feul, on peut ſuppofer égaleinent que fa

racine foit —f, & qu’ainfi on aura aufſi

*: . De forte que cette méthode

aufli fournit deux nouvelles valeurs de x ,
Q

ČČ
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& que par conſéquent les méthodes que

nous avons employées, donnent en tout

fix nouvelles valeurs.

I 36.

Mais ici fe préfente de nouveau cette

circonſtance fâcheufe, qui fait que le fe

cond & le quatrieme terme manquant, ou

b & d étant =o, on ne peut trouver pour

ar aucune valeur qui réponde à notre but ;

de forte qu’on ne peut parvenir à réfoudre

la formule ff+cxx+ggx“. En effet, fi

b=o & d=o, on a par l’une & l’autre voie

p=o; & la premiere donnant x="#,

& l’autre donnant x=o, elles ne font pas

plus propres l'une que l'autre à fournir des

concluſions ultérieures.

I 3 7.

Voilà donc les trois formules auxquelles

on peut appliquer les méthodes que nous

avons détaillées juſqu’ici ; & fi dans la for

mule propoſée ni l’un ni l’autre terme n’eſt

un quarré, il n'y aura aucun fuccès à ef

Tome I I. L
|
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pérer avant qu’on ait trouvé une valeur de

x, telle que la formule devienne un quarré.

Suppofons donc que nous ayons trouvé

que notre formule devient un quarré dans

le cas de x=h, ou que a+bh-+-chh-+-dh”

+-eh“=kk; fi nous faifons x=h+y,

nous aurons une nouvelle formule dans la

quelle le premier terme fera kk, c’eſt-à

dire un quarré, & qui par conféquent re

tombera dans le premier cas. On peut aufſi

faire ufage de cette transformation, après

avoir déterminé par les méthodes précé

dentes une des valeurs de x, par exem

ple x=h; on n’a qu’à faire alors x=h-+y,

& on parvient à une nouvelle équation fur

laquelle on peut opérer de la même ma

niere. Les valeurs de x qu’on aura trou

vées de cette façon, en fourniront de nou

velles; celles-ci encore d'autres, & ainfi

de fuite.

138.

Mais il eft fur-tout à remarquer qu’on

ne peut en aucune maniere eſpérer de ré

foudre les formules où le fecond & le qua
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trieme terme manquent, avant que d’avoir,

pour ainfi dire, trouvé une folution ; &

quant auprocédé qu’il faut fuivre après cela,

nous allons le mettre fous les yeux en l’ap

pliquant à la formule a+ex", qui eſt une

de celles qui fe préfentent le plus fouvent.

Suppofons donc qu’on ait trouvé une

valeur x=h, & qu’on ait a+eh“=kk;

fi l’on veut trouver par-là d’autres valeurs

de x, on fera x=h-+y, & il faudra que

la formule fuivante, a+eh“+4eh’y

+6ehhyy+4ehy'+ey“ , foit un quarré;

or cette formule revenant à celle-ci, kk

+4eh’y+6ehhyy+4ehy’+ey“, appar

tient à la premiere de nos trois eſpeces ;

ainfi nous ferons fa racine quarrée=k+py

+qyy , & la formule elle-même par con

féquent égale au quarré kk-+2kpy+2kqyy

- +ppyy

+2pqy' +q qy“, d'où il faudra d'abord.

chaffer le fecond terme en déterminant p

& q en conféquence, c’eſt-à-dire en faifant
3

4eh”=2kp, oup=:, & 6ehh=2ką

L ij
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6ehh–pp _ 3ehhkk–2eehº

+pp, ou q= 2 k k?

.=awa: "*) , ou enfin , "#iº,

à caufe de eh"=kk–a ; après cela les

termes reſtans, diviſés par y”, donneront

4eh+ey=2pq+qqy, d'où l'on tire y

_4eh-2pq

T qq–e

tion peut fe mettre fous la forme

4ehk =# (k*+s), ou, à caufe de

; le numérateur de cette frac

eh"=kk—a, fous celle-ci,

4ehk“–4eh(kk–a) (kk-+- 2 a)

k“ :

_4eh(—akk-+ 2a")_4aeh (2a—kk)

|- k“ –– #---

Quant au dénominateur qq-e, il devient

_e(kk-a)(kk-+ 2 a)*-ek“
A-mm- - kº

_e (3ak“-4a”) _ea(3k“-4aa)
p-= kº -mm- kº

*

s ainfi

2aeh(2a-kk)
la valeur cherchée fera y= k“
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|- k 6 2hkk (2a–kk)

* ae(; F=qaa)? ouy= 3k“ — 3aa ,& par

- c h(8akk–k“ –4aa) |

conféquent *=-Ịr=I=-,

_h(k“ –8akk + 4aa)

- 4aa– 3k“ -

Si donc on fubſtitue cette valeur de x

dans la formule a+e x“, elle devient un

quarré; & fa racine, que nous avions fup

poſée k-+py+qyy, aura eette forme,

Oll X:

8k (kk-a)(2a–kk) -

k+=r::
16k (kk–a) (kk + 2a) (1a–kk)* e - • • • ••

+* (3k“–4aa)* · · · 3 parce

-
zeh?

que, comme noas avons vu, p=-I-, q

–ehh(x+a) _4hkk (2a-kk)

- k3 » X y= 3k“-4aa

Continuons de confidérer la formule a

+ex“, & puiſque le cas a+eh"=kk eft

connu, regardons-le comme fourniſſant

deux cas différens à caufe de x=+h &

de x=–h; nous pourrons par cette rai

fon transformer notre formule en une autre

L iij
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de la troifieme eſpece, dans laquelle le

premier & le dernier terme font des quarrés.

Cette transformation fe fait par un artifice

qui eſt fouvent d'une grande utilité, & qui

confifte à faire x=:: }; la formule de

vient par-là=-(=:#:{1+y)

?

ou bien

_k+4(kk-2)y+6kkyy+4(kk-2)y'+kky:

– (1-y)“ 4

Qu’on fuppofe la racine de cette for

mule, conformément au troifieme cas,

_k+py-kyy * « »

T : (1–y)”

de notre formule devra être égal au quarré

kk-+- 2kpy—2kkyy–2 kpy+kky“ ; que

+ppyy

l’on chaffe les feconds termes, en faifant

4kk-8a=2kp, ou p=*F“; qu’on di

viſe les autres termes par xy, & on aura

6kk+4(kk-2a)y=—2kk+pp–2 kpy,

ou y(4kk-8a+2kp)=pp–8R,

or p="Ē", & pk=2kk-4a, ainfi y
|- “–16 6 -

(ski-i6a)=-44 = :::::#, & y

, en forte que le numérateur
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_—k“—4akk-+-4aa
V- kk(2kk–4a)

trouver maintenant x, nous avons d’abord

+y=::::::::::, & en fecond

--- : k“— 4aa e

-y=#:#:5 ainfir=y

k“–8 akk-+-4aa

3 k”—4aa

k“–8akk+4aa

3 k“— 4aa - -

refte la même valeur que nous avons déjà

trouvée ci-defus. ·

. Si nous voulons

lieu I

; & par conféquent

-

.h ; mais c’eſt au

I 4O.

Soit, pour appliquer ce réfultat à un

exemple, la formule 2x"— i qui doive

- devenir un quarré. Nous avons ici a=–1

& e=2; & le cas connu où la formule

eft un quarré, eſt celui où x=1 ; ainfi #

= 1 & kk=1, c’eſt-à-dire k=1. Donc

nous aurons la nouvelle valeur x="#4

=–13; & puiſque la quatrieme puif

fance de x fe trouve feule, on peut écrire

L. iv
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auffi x=-+-13, & de-là réſulte 2 x“–r

=5712 I=(239).

Si nous regardons à préfent ceci com

me le cas connu, nous avons h=13 & k

=239, & nous obtenons une nouvelle

- 81 573o721+278488+4valeur de 2x , qui eft X = 2447192.163=4

I 3 = ?"??"??"3. I 3=1°°°7489769
• I 3 ===#í;:I;-13= 2447192.159 *

I 4 I.

Nous allons confidérer de la même ma

niere la formule un peu plus générale, a

+cxx+ex“, & nous prendrons pour le

- cas connu, où elle devient un quarré, x

=h; de forte que a +-chh-+-eh"=kk.

Suppofons donc, afin de trouver par-là

d'autres valeurs, que x=h+y, & notre

formule prendra la forme fuivante:

a - * - * *

chh-+ 2 chy +cyy .

e hº+4eh'y+6ehhyy+4ehy'+ey"

kk+(zch+4eh”)y+(c+6ehh)yy+4ehy’+ey“.

Le premier terme étant un quarré, nous

ſuppoferons que la racine quarrée de cette

*



zo’ A L C E B R E. 169

formule eſt k+py+qyy ; & la formule

elle-même devra être égale au quarré kk

+2kpy+2kqyy+ 2pqy’+qqy“; déter

- +ppyy ,

minons à préfent p & q, afin de retran

cher les feconds & les troiſiemes termes,

nous aurons pour cet effet 2ch-+4eh'= 2kp,

3 - - |

OUi p=*+* , & c+6ehh=2kq+pp 3

6ehh– � . •

ou q=::=”; maintenant les termes fui

vans étant diviſés par y, fe réduiſent à

l'équation 4eh+ey=2pq+qqy, qui donne

enfiny=:: , & par conféquent auffi

la valeur x=h-+y, qui fait que la racine

quarrée de notre formule eſt k+py+qyy.

Si après cela nous regardons ce nouveau

cas comme le cas donné, nous pourrons

trouver un autre nouveau cas, & conti

nuer de la même maniere autant que nous
voudrons. --- - - * * ** -a

142.

Rendons l'article précédent plus clair,

en l'appliquant à la formule 1–xx+x“,
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dans laquelle a= 1 , c=–1 & e=1. On

voit auffi-tôt que le cas connu eft x=1,

& qu’ainfi h=1 & k=1. Si nous faifons

donc x=1+y , & la racine quarrée de

notre formule =1+py+qyy, il faudra

d’abord que p=1 & enfuite q=2 ; & ces

valeurs donnent y=o & x=1 ; or voilà

le cas connu, & on n’en a pas trouvé un

nouveau; mais c’eſt qu’on peut prouver

d’autre part que la formule propoſée ne peut

devenir un quarré que dans les cas de x.

=o & de x=+1.

I 43.

Soit donnée auffi pour exemple la for

mule 2 — 3xx+ 2x“, où a=2, c=—3

& e=2. Le cas connu fe trouve aifément;

il eft x= 1 ; ainfi h=1 & k=1. Si donc

on fait x=1+y, & la racine =1+py

+qyy, on a p=1 & q=4, & de-là ré

fulte y=o & x=1 ; ce qui n’eſt, comme

ci-deffus, rien de nouveau.
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- I 44.

Autre exemple. Soit la formule 1+8xx

+x", où a=1, c=8 & e=1. Une lé

gere confidération fuffit pour remarquer

le cas fatisfaifant x= 2 ; car, en füppo

fant h=2, on trouve k=7; ainfi faifant

x=2+y, & la racine =7+py+qyy,

on aura p=# & q=#, d'où réſulte y

=–: & x=—: , & on peut omet

tre dans ces valeurs le figne moins. Mais

obfervons de plus dans cet exemple, que,

puiſque le dernier terme est en foi déjà

un quarré, & qu’il doit donc demeurer auſſi

un quarré dans la nouvelle formule , on

peut également appliquer ici le procédé

indiqué pour les cas de la troifieme eſpece.

Soit donc comme aupąravant x=2+y,

& nous aurons ,

32+3xy+ 8yy :- ,

16+3xy+24xy+8y'+y: ,

49+64y+3zyy+8y'+y",

exprefion qu’on peut maintenant tranf
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former en un quarré de pluſieurs manieres.

Car d'abord on peut fuppofer la racine =7

+py+yy, & par conféquent la formule

égale au quarré 49+14py+1.4.yy+2py”

+ppyy

+y“; faire évanouir les pénultiemes ter

mes par la fuppofition de 2p=8, ou de

p=4; divifer les autres termes par y, &

tirer de l'équation 64+32.y=14p+14y

+ppy=56+3oy ; la valeur y=–4 &

&=—2, ou x=+2, ce qui n’eſt à la vé

rité que le cas déjà connu. -

Mais fi l’on cherche à déterminer p de

façon que les feconds termes diſparoistent,

on aura 14p=64, & p=#; & les au
7

tres termes, diviſés par yy , formeront

171o

l'équation 14+pp+2py=32+8y, ou:

+#y=3 2+8y, d’où l’on tire y=-#,

& par conſéquent x=—#, ou x=+#;

& cette valeur transforme notre formule

en un quarré, dont la racine eft:. De

plus, comme —yy n’eſt pas moins la ra

cine du dernier terme que ne l'eſt +yy,
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on peut auffi fuppofer la racine de la for

mule =7+py—yy, ou la formule même

=49+14py—14yy—2py’+y“; on fera

- +ppyy * *

évanouir les termes pénultiemes, en fup

pofant 8=—2p, oup=— 4; & divifant

les autres par y, on trouvera 64+32.y

=1 4p-14y+ppy=— 56+2y, ce qui

donne y=— 4, c’eſt-à-dire de nouveau

le cas connu. Que fi l’on vouloit chaffer

les feconds termes, on auroit 64=14p,

& p=#; par conſéquent en divifant les

autres termes par yy, on obtiendroit 32
- - –338

+8y=–14+pp–2py, ou 32+8y=:
64 3 _ \_ 13 • |- - 7 1

–#y, d'où l'on tireroit y=—#& x

=+: , c’eſt-à-dire les mêmes valeurs que

nous avons trouvées ci-deffus.

I 45.

On peut procéder de la même maniere

à l’égard de la formule générale a+bx

+cxx+dx3+ex“, quand on connoît un

cas comme x=h, dans lequel elle devient
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un quarré kk; la méthode eſt toujours de

fuppofer enfuite x=h+y; on obtient par-là

une formule d’autant de termes que l’au

tre, & le premier defquels eſt kk; fi après

cela on exprime la racine par k+py+qyy,

& qu’on détermine p & q de maniere que

les feconds & les troifiemes termes diſpa

roiffent auffi, les deux derniers, pouvant

être diviſés par yº, fe réduifent à une fim

ple équation du premier degré, de laquelle

on tire facilement y , & par conféquent

auffi la valeur de x.

Mais on fera cependant, comme aupa

ravant, obligé d’exclure un grand nombre

de cas que donne cette méthode ; favoir

ceux où la valeur qu'on trouve pour x,

n’eſt autre que celle de x=h, qui étoit

donnée , & dans lefquels par conféquent

on n’a pas fait un pas en avant ; ces fortes

de cas indiquent ou que la formule eft im

poſſible en elle-même, ou qu'il faudroit

trouver encore quelqu’autre cas où elle

devînt un quarré.
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I 46.

Et voilà juſqu’où on eſt parvenu juſqu’à

préfent dans la réfolution des formules qui

font affećtées du figne de la racine quarrée.

On n’a fait encore aucune découverte pour

celles où les quantités qui font fous le figne

paffent le quatrieme degré, & lorſqu’il fe

préfente des formules qui renferment la

cinquieme puiſſance ou une puiſſance plus

haute de x, les artifices que nous avons

développés ne fuffiſent pas pour les ré

foudre, quand même on auroit un cas

donné.

Pour qu’on puiffe mieux fe convaincre

de la vérité de ce que nous difons, nous

confidérerons la formule kk-+bx+cxx

+dx3+ex++fx, dont le premier terme

eft déjà un quarré. Si on vouloit, ainfi

qu’auparavant, fuppofer la racine de cette

formule, =k+px+qxx, & déterminer

p & q de maniere à faire difparoître les

feconds & les troiſiemes termes, il refte

roit cependant toujours encore trois termes
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qui, diviſés par x3, formeroient une équa

tion du fecond degré, & on ne pourroit

évidemment exprimer x que par une nou

velle quantité irrationnelle. Mais voulût

on ſuppofer la racine =k+px+qxx+rx”,

fon quarré monteroit à la fixieme puiſſance,

& quand même, par conféquent, on dé

termineroit p, q & r de façon à retrancher

les feconds, troiſiemes & quatriemes ter

mes, il n’en refteroit pas moins la qua

trieme , la cinquieme & la fixieme puiſ

fance; & en divifant par x4, on ne laif

feroit pas d’avoir une équation du fecond

degré, qu’on ne pourroit réfoudre fans le

fecours d’un figne radical. On voit par-là

qu’en effet nous avons épuiſé ce qu’il y

avoit à dire fur les formules qui doivent

être transformées en des quarrés, & il ne

nous reſte qu’à paffer aux quantités affec

tées du figne de la racine cubique.

eĂ”\a .

CHAPITRE



p” A L C E R R E. 177

3:- *=

C H A P I T R E X.

De la Méthode de rendre rationnelle la for

mule irrationnelle Va+bx+cxx+dx”. .

I 47.

ON cherche donc à préfent des valeurs

de x, telles que la formule a+bx+cxx

+dx” devienne un cube, & qu’on en puiffe

extraire la racine cubique. Nous prévien

drons auffi-tôt qu’on ne pourroit eſpérer

aucune folution de cette eſpece, fi la for

mule paffoit le troifieme degré ; & nous

ajouterons que fi elle n’étoit que du fecond

degré, c’eſt-à-dire que le terme dx dif

parût, la folution n’en deviendroit cepen

dant pas plus facile. Quant au cas où les

deux derniers termes difparoîtroient , &

dans lequel ce feroit la formule a+bx qu’il

s’agiroit de réduire en cube, on voit affez

qu’il ne fouffre aucune difficulté, & qu’on

n’a qu’à faire a+bx=p’, pour trouver fur
- 3–

le champ x="T“.
b

Tome I I. M
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I 48.

Nous devons remarquer de nouveau,

avant que d’aller plus loin , que lorſque

ni le premier ni le dernier terme ne font

des cubes, on ne doit pas penfer à réfoudre

la formule, à moins qu’on ne connoiffe déjà

un cas où elle devient un cube, foit que

ce cas fe préfente naturellement, foit qu’on

ait été obligé de le chercher par le tâton

11eII) e11t. -

Ainſi nous avons d’abord trois eſpeces

de formules à confidérer: l'une a lieu quand

le premier terme eſt un cube; & comme

alors la formule s’exprime par f+bx+cxx

+dx", on s’apperçoit immédiatement que

le cas connu eſt celui de x=o. La feconde

eſpece comprend la formule a+bx+cxx

+g'x', c'eſt-à-dire le cas où le dernier

terme eſt un cube. La troifieme eſpece

enfin eft compoſée des deux premieres,

& comprend les cas dans lefquels tant le

premier terme que le dernier terme eſt un

cube, -
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I 49.

Premier cas. Soit f+bx+cxx+dx la

formule propoſée qu’il s’agit de transformer

en un cube. |- -

Suppofons que fa racine foit =f'+px,

& par conféquent que la formule foit égale

au cube f+3ffpx+3fppxx+"px"; com

me les premiers termes difparoiffent d’eux

mêmes, nous déterminerons p de façon à

faire diſparoître auffi les feconds termes,

favoir en faifant b=3ffp, Oll P=#;

préfentement les termes reſtans, étant di

vifibles par xx, donnent c+dx=3fpp+px »

c—3fpp -

p–d º

* Si le dernier terme dx' ne s’étoit pas

trouvé dans la formule, on auroit pu fup

pofer fimplement la racine cubique =f',

& on auroit eu f'=f'+bx+cxx, ou b

+cx=o & x=–#; mais cette valeur

n’auroit pu fervir à en trouver d'autres.
".

ainfi X=

M ij
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I 5o.

Deuxieme cas. Si en fecond lieu l’expref

fion propoſée a cette forme, a+bx+cxx

+g'x', on indiquera fa racine cubique par

p+gx, dont le cube eftp'-+3gpp.x+3ggpx

+g'x", de forte que les derniers termes

fe détruiſent; maintenant qu’on détermine

p de façon qu’auffi les pénultiemes diſpa

roiffent : cela fe fera en fuppofant c=3ggp
C

P-I,

enfuite a+bx=p’+3gpx, d’où l’on tire

a —pº
3. - ————7 s

3gpp—b

Si le premier terme a avoit manqué, on

auroit pu fe contenter d’exprimer la racine

ou p=;: , & les autres termes donneront

cubique par gx, & on auroit eu g'x'=bx

+cxx+g'x', ou o=b+cx, doncx=—#;

mais cette valeur ordinairement ne fert de

rien pour en trouver d'autres.

I 5 I. ·

Troiſieme cas. Soit enfin troifiémement

la formule f*=+bx+cxx-+g'x', dans la
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quelle le premier & le dernier terme font

des cubes ; il eſt clair qu’on pourra la traiter

comme l'une & comme l’autre des deux

eſpeces précédentes , & par conſéquent

qu’on pourra obtenir deux valeurs de x.

Mais outre cela on peut auffi faire la ra

cine =f'+gx, puis égaler la formule au

cube fº+3ffgx+3f.gg.xx+g x, & à

caufe que les premiers & les derniers ter

mes fe détruiſent, & que les autres font di

vifibles par x, parvenir à l'équation b+cx

=3ffģ+3fģgx, qui donne x=::
*

| I 52.

Lorſqu’au contraire la formule propofée

n’appartient à aucune des trois eſpeces ci

deffus, on n’a d’autre refource que de

chercher à trouver une valeur qui change

cette formule en un cube ; enfuite ayant

trouvé une telle valeur, par exemple, x

=h, de forte que a+bh+chh+dhl=k!,

on ſuppoſe x=h+y, & ſubstituant on
ffOllVC - |

:- * *

M iij
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(7

bh+l.

chh-+-2 chy-+-cyy

dh'+3dhhy+3dhyy+dyº

kº + (b+2ch+3dhh)y+(c+3dh)yy+dy’.

Cette nouvelle formule appartenant à la

premiere eſpece, on fait comment on doit

déterminer y, & on trouvera par-là une

nouvelle valeur de x, qu’on pourra faire

fervir enfuite à en trouver d’autres.

I 53.

Eclairciffons cette méthode par quelques

exemples, & fuppofons d'abord qu’on de

mande que la formule 1 +x+xx, qui

appartient à la premiere eſpece, devienne

un cube. Nous pourrions faire auffi-tôt la

racine cubique =1 , & nous trouverions

æ+xx=o, c’eſt-à-dire x(1+x)=o, &

par conféquent, ou x=o ou x=-1 ;

mais nous ne pourrions rien conclure de-là.

Ecrivons donc pour la racine cubique 1

+px, & comme le cube en eft 1+3px

*

**

* --
- - - - -***-***
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+ 3ppx"+px' , nous aurons 1= 3p

Oll P=#; moyennant quoi les autres ter

mes étant diviſés par xx, donnent i=3pp

* I-

+-pºx, ou ===::
I |

3 or P=5 ; ainfi

#=18, & notre formule est 1+1830=
I

27

+324=343, & la racine cubique, 1+px

=7. Si nous continuons à préfent, en fai

fant x=18+y, notre formule prendra la

forme 343+37y+yy, & il faudra par la

premiere regle en ſuppofer la racine cu

bique =7+py ; en la comparant après

cela avec le cube 343+147py-+-2 Ippyy

+pyº, nous voyons qu'il faut faire 37

=147p, ou p=#; les autres termes don

nent en ce cas l'équation 1=2 Ipp+py,

1—2 Ipp

p”

Am- 34O • I 2 I • I 47 __to49ş8o •

=-—H– =--===, qui peut

d’où nous tirons la valeur de y=

conduire de la même maniere à de nou

velles valeurs,

M iv
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I 54.

Soit propoſé d’égaler à un cube cette

autre formule 2+xx. Comme on trouve

affez aiſément le cas x=5, nous ferons

auffi-tôt x=5+y, & nous aurons 27-+-1 oy

+yy ; nous en fuppoferons la racine cu

bique =3+py, ainfi la formule même

=27+27py-+-9ppyy+py”, & nous au

rons à faire 1o=27p, ou p=#; donc i
I– |- .Q.2

=9pp-+py, &y=H:=–:7I OOO

=–“7. & x=3*3 : par-là notre formule
1 ooo 3 I ooo ?

|- 668 •

devient 2+xx=;:, dont la racine

cubique ne peut manquer d'être 3 +py
129 *

1oo *

I 5 5.

Voyons auffi fi cette formule-ci, 1+x',

peut devenir un cube hors des cas évidens

de x=o, & de x=–1. Nous remar

quons d’abord que, quoique cette formule

appartienne à la troifieme eſpece, la ra

cine 1-+x ne nous eſt cependant d'aucun
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ufage, parce que fon cube 1+3x+3xx

+x', étant égal à la formule, donne 3x

+3xx=o, ou x(1+x)=o, c’eſt-à-dire

de nouveau x =o, ou x=–1.

Que fi nous voulions faire x=–1+y,

nous aurions à transformer en cube la for

mule 3y—3yy+y”, qui appartient à la

feconde eſpece; ainfi ſuppofant fa racine

cubique =p+y, ou la formule même

égale au cube p”-+-3ppy-+-3pyy+y”, nous

aurions —3=3p ou p=– 1 , & de-là

l'équation 3y=p’+3ppy=—1+3y, qui

donne y=;, ou infini; de forte qu’ơn ne

tire aucun parti non plus de cette feconde

ſuppoſition. Il ne faut pas s’en étonner, &

c’eft en vain qu’on chercheroit d’autres

valeurs pour x ; car il eſt démontré que

la fomme de deux cubes, comme t'+x”,

ne peut jamais devenir un cube; ainfi, en

faifant t=1 , il eſt clair que la formule,

1+x', ne peut devenir un cube que dans

les cas que nous avons dit.
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I 56.

On trouvera pareillement que la for

mule, 2+x”, ne peut devenir un cube

que dans le cas x=–1. Cette formule

appartient à la feconde eſpece ; mais on

ne peut y appliquer la regle donnée pour

ce cas, parce que les termes moyens man

quent. C’eſt en fuppofant x=–1+y, ce

qui donne 1+3y–3yy+y”, qu’on peut

traiter la formule fuivant tous les trois cas,

& qu’on peut fe convaincre de la vérité

de ce que nous avançons. En effet, fi dans

le premier cas on fait la racine =1+y,

dont le cube eft 1+3y-+3yy+y”, on a

—3yy=3yy, ce qui ne peut être vrai que

lorſque y=o. Qu’on ſuppofe, d'après le

fecond cas, la racine =— 1 +y, ou la

formule =—1+3y—3yy+y”, on aura 1

+3y=—1+3y, & y=; ou une valeur

infinie. Le troifieme cas enfin exigeroit

qu’on fupposât la racine 1+y, ce qu’on

a déjà fait pour le premier.



zo’A L C E B R E. 187

I 57.

Soit propoſée auffi la formule 3+ 3x",

qui doive devenir un cube : ce cas a lieu

premiérement fi y=–1 , mais on n’en

peut rien conclure, enfuite auffi quand x

=2. Qu’on fuppofe, à caufe de ce fecond

cas, x=2 +y, on aura la formule 27

+36y-+-18.yy-+-3y’; & comme elle eft

de la premiere eſpece, on fera fa racine

=3+py, dont le cube eſt 27+27py

+9ppyy+pyº; comparant maintenant,

on trouve 36=27p ou p=;,& de là ré

fulte l'équation 18+3y=9pp-+-py=16

+#y, qui donne y==#, & par confé

quent x==#. Donc notre formule 3+3x

––92°:

T 4913 »

& cette folution fournira de nou

& fa racine cubique 3+py

=#;

velles valeurs, fi l’on en fouhaite.

|

hmmm.

I 58.

Confidérons encore la formule 4+xx,

qui devient un cube dans deux cas qu’on
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peut regarder comme connus, favoir x=z,

& x=1 I. Si nous faifons d’abord x=2

+y, ce fera la formule 8+4y+yy qui

devra être un cube dont la racine foit 2

+;y, & ce cube étant 8+4y+ệyy

+#y, nous trouvons 1=#.+#y; donc

3y=9 & x=1 i , c’eſt-à-dire le fecond cas

donné.

Si nous fuppofons à préfent x=11+y,

nous avons i 25+22y+yy, ce qui étant

égalé au cube de 5+py, ou à 125+75py

+15ppyy+py, donne p=#, & par

là 1= 1 5 pp--py, ou pºy= 1 — 15 pp
1o9 122625

=—: ; & par conſéquent y=—:,
v ---- 5497

-

& *=-1:s.

Puiſque x peut également être négatif

- –2 + 2y

& pofitif, ſuppofons x=*: , & notre

formule deviendra : +8:, ce qui doit

être un cube; multiplions donc les deux

termes par 1–y, afin que le dénominateur

devienne un cube , & nous aurons

8-8y+8xy-5y !
(I—y)” , & ce ne fera plus que
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|

le numérateur 8–8y-+-8yy–8y”, ou, en

divifant par 8, que la formule 1-y-+yy

—y qu’il s’agira de transformer en un

cube. Cette formule fe rapportant à toutes

les trois eſpeces, conformons-nous d’abord

à la premiere, en prenant pour racine 1

—; y ; le cube en eſt 1—y+;yy—#

y ; ainfi nous avons 1—y=#—#y, ou

27—27y=9—y ; donc y=#; donc 1

+y=# & 1 —y=#; donc x=1 1,

comme auparavant.

" On trouveroit le même réfultat, en re

gardant la formule comme de la feconde

eſpece.

Enfin, fi on vouloit s’en tenir à la troi

fieme & prendre pour racine 1-y, dont

le cube eſt 1–3y+3yy—yº, on auroit

—1+y=-3+3y, & y=i; ainfix=#,

ou infini, & pàr conſéquent un réſultat qui

n’eſt de nul ufage.

- I 59.

Mais puiſque nous connoiffons déjà les

deux cas, x=2 & x=1 i , nous pouvons

|-

** -
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9 –2+I I7 e

auffi faire x=: ; car, moyennant cela,

fi y=o, On a x=2 ; & fi y=co, Olì a

x=-|-1 1.

Soit donc x=:, & notre formule
• 4+44y+12 Iyy

devient 4-+ TITy+5yT ? Oll -

*+:v ; multiplions les deux

termes par 1+y, afin que le dénomina

teur devienne un cube , & ce fera le nu

mérateur 8+6oy-+-177yy-|-125y qu'il

s’agira de transformer en un cube. Si pour

cet effet nous fuppofions la racine =2+5y,

nous verrions difparoître non-feulement les

deux premiers termes, mais auffi les der

niers. Ce fera donc à la feconde eſpece que

nous rapporterons notre formule, en pre

nant pour racine p+5y; le cube en eft

p +15ppy-+75pyy+ 1 25y’; ainfi nous

ferons 177=75p, ou p=#, & il en ré
2943

filte 8+6oy=p+15ppy, ou –:y
–8o379 _ 8o379 3 3 - |

=:;, &y=;: , d'où l'on pourroit

tirer une valeur de x. .

Mais on peut ſuppofer auffi x=:,

& dans ce cas notre formule devient
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|

4

W

|

4+4+44: 21xx_8+34y+"::XX,
* ' 1–2y+yy T , ( 1–y) *

de forte qu’en multipliant les deux termes

par 1–y, on a 8+28y-+-89.yy—125y”.

à transformer en un cube. Si donc nous

fuppofons, conformément au premier cas,

la racine =2+#y, dont le cube eſt 8

--+28.y+:yy+:y , nous avons 89

—125y=# :y, ou :y="#, & par

conſéquent y=::=#; d'où l'on tire x

=1 1 , c’eſt-à-dire une des valeurs déjà

COIhhUleS, -

Mais confidérons plutôt notre formule

relativement au troifieme cas, & fuppo

fons-en la racine =2–5y ; le cube de ce

binome étant 8–6oy+ı şoyy–125y”,

nous aurons 28-+-89.y=—6o-+-15 oy;
–88 * 3 | \ 3 e - ––1999.

donc y=:, d'où l'on tire x=–":, de

forte que notre formule devient= "::: 3

io6

9 *

- I 6o.

Voilà donc les méthodes dont on eſt en -

poffeſion quant à préfent, pour réduire

ou égale au cube de
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des formules telles que celles que nous

avons confidérées, foit à un quarré, foit

à un cube, pourvu que la plus haute puiſ

fance de l’inconnue ne pafle pas le qua

trieme degré dans le premier cas, ni le

troiſieme dans le fecond cas. -

· On pourroit ajouter encore la queſtion

de transformer une formule propoſée en

un quarré-quarré, dans le cas où l’incon

nue ne pafferoit pas le fecond degré. Mais

on obſervera que fi une formule, telle que

a+bx+cxx, doit être un quarré-quarré,

il faut premiérement qu’elle foit un quarré,

après quoi il ne restera qu’à faire de la ra

cine de ce quarré un nouveau quarré, par

les regles que nous avons données pour

cela. Que xx +7, par exemple, doive

être un bi-quarré, on fera d’abord un

quarré, en prenant x=?: , ou bien

auffi x=":"; la formule alors devient

“– - 4

égale au quarré 7-1477PP+49p"+7

- 4PPHH

"H=14:+492, dont il faut tranſ

4PP77 , .

4 : - 4. - -

n-a

former
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former la racine?:" pareillement en un

quarré ; qu’on multiplie dans ce deffein les

deux termes par 2pq, afin que le dénomi

nateur devenant un quarré, on n’ait à trai

ter que le numérateur 2pq(7pp+qq). On

ne peut faire un quarré de cette formule,

qu'après avoir déjà trouvé un cas fatisfai

fant; ainfi ſuppofant q=pg, il faudra que

la formule 2pp{(7pp+pp{5)=2p^{(7+75),

& par conféquent auffi, en divifant par

p", que la formule 27(7+KR) devienne un

quarré. Le cas connu eft ici {=1 , c’eft

pourquoi on fera {= 1 +y, & on aura

(2+2y)(8+2y+yy)= 16+ 2oy-+6yy

*+ 2y”, dont on ſuppofera la racine =4

+:y; le quarré 16+2oy+:yy étant

égalé à la formule, donne 6+2y=#;

donc y=#& {=#. Or {=#; ainſi q=9

& p=8, ce qui rend x=#, & la for
144 ?

_279841 • *

mule 7+xx=:. Si enfin on extrait

la racine quarrée de cette fra&tion, on

trOllVe:, & tirant encore de celle-ci la

racine quarrée, on trouve : ; donc c’eſt

Tome II. N
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de: que la formule propoſée eſt le quarré

quarré.

I 6 I.

Enfin nous avons à remarquer encore

dans ce Chapitre , qu’il eſt des formules

dont on peut faire des cubes d’une maniere

tout-à-fait générale ; car fi, par exemple,

cxx doit être un cube, on n’a qu’à faire

fa racine =px, & on trouve cxx=px',
|- - C

Ou c=p’ x , c’eſt-à-dire x= I: , Ou x=cq”,

P

en écrivant; au lieu de p.

La raiſon en eſt évidemment que la for

mule contient un quarré ; c’est pourquoi

toutes les formules, comme a (b+cx)',

ou alb+2abcx+accx, peuvent très-fa

ciement ſe transformer en cubes. En effet 9

b+cx

qu’on en fuppofe la racine cubique—- ,

- _(b+cx)'

-y

b+cx

3

on aura l'équation a (b+cx)'

qui, diviſée par (b+cx)', donne a=

|- a3’–b

d’où l’on tire x=::= , valeur dans la

quelle q eſt arbitraire.
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Il eſt bien clair par-là combien il eſt utile

de réfoudre les formules propoſées en leurs

faćteurs toutes les fois que cela eſt poſſible;

& c’eſt donc une matiere de laquelle nous

croyons, avec raifon, devoir traiter au

long dans le Chapitre fuivant.

C H A P I T R E x I.

De la Réſolution de la formule axx+bxy

+cyy en fes faċieurs. ' ’

162.

L Es lettres x & y ne fignifieront ici que

des nombres entiers; & nous avons vu

fuffiſamment dans ce qui a précédé, &

• •

}

même lorſqu’il falloit fe contenter de ré
*** a

fultats fraćtionnaires, que la queſtion peut

toujours être ramenée à des nombres en

tiers. En effet fi, par exemple, le nombre

cherché x eſt une fraćtion, on n’a qu’à

faire x=#, & on pourra toujours affigner

t & u en nombres entiers; & comme cette

N ij
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fraćtion peut fe réduire à fes moindres ter

mes, on regardera les nombres t & u com

me n’ayant aucun commun diviſeur.

Suppofons donc que dans la formule pré

fente x & y ne foient que des nombres en

tiers , & tâchons de déterminer quelles

valeurs on doit donner à ces lettres, pour

que la formule obtienne deux ou pluſieurs

faćteurs ; c’eſt une recherche préliminaire

très-néceffaire, avant que nous puiffions

faire voir comment cette formule fe tranf

forme en un quarré, un cube ou une puif

fance plus haute.

· I 63.

Trois cas fe préfentent à confidérer ici.

Le premier, quand la formule fe décom

poſe réellement en deux faćteurs rationnels,

ce qui arrive, comme nous avons déjà vu

plus haut , lorſque b b—4ac devient un

quarré. -

Le fecond cas eft celui où ces deux fac

teurs font égaux, & où par conſéquent la

formule eſt un quarré,
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Le troifieme cas a lieu, quand la for

mule n’a que des faćteurs irrationnels, foit

qu’ils foient fimplement irrationnels, foit

qu’ils foient même imaginaires. Ils feront

fimplement irrationnels, lorſque bb—4ac

fera un nombre pofitif fans être un quarré;

ils feront imaginaires, fi bb–4ac eft négatif.

I 64.

Si, pour commencer par le premier cas,

nous fuppofons que la formule foit réfoluble

en deux faćłeurs rationnels, on pourra lui

donner cette forme (fx+gy) (hx+ky),

qui renferme donc naturellement déjà deux

faćteurs. Voudra-t-on enfuite qu’elle con

tienne d'une maniere générale un plus grand

nombre de faćteurs, on n’aura qu’à faire

fx+gy=pq, & hx+ky=nf; notre for

mule deviendra dans ce cas égale au pro

duit pqrſ, elle contiendra par conféquent

quatre facteurs, & on pourra augmenter

ce nombre à volonté. Or nous obtenons par

ces deux équations-là pour x une double

valeur, favoir x="" &x=A*, ce qui

 

N iij
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donne hpq–hgy=ff–fky, & par con

féquent y=#:, & x=#:#; or fi l’on

veut que x & y foient exprimés en nom

bres entiers, il faudra donner aux lettres

p, q, r & / des valeurs telles que le nu

Inérateur foit réellement diviſible par le

dénominateur ; ce qui arrive lorſque foit

p & r, foit q & f font diviſibles par ce

dénominateur.

I 65.

- Pour rendre tout cela plus clair, foit

donnée la formule xx-yy , qui eſt com

poſée des faćteurs (x+y)(x-y). Si cette

formule doit être réfolue en un plus grand

nombre de facteurs, on fera x+y=pq,

& x–y=r/, & on aura x="#, &y2

=";"; or il faudra donc pour que ces va

leurs deviennent des nombres entiers, que

les deux nombres p q & if foient ou tous

deux pairs ou tous deux impairs.

Soit, par exemple » P=7 , q=5 , 7=3

&f=1 , on aura pq=35 & f=3 ; donc

x=19&y=16; & de-là réſulte xx-yy
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=Io5, lequel nombre eſt compoſé en efet

des faćteurs 7.5.3.1 , de forte que ce cas

ne fouffre aucune difficulté. -

I 66.

Le fecond en fouffre encore moins, fa

voir celui où la formule reħfermant deux

faćteurs égaux, peut fe repréfenter de cette

maniere, (fx+gy) , c’eſt-à-dire par un

quarré, qui ne peut avoir d'autres faĉteurs

que ceux qui proviennent de la racine fr

+gy ; car fi l’on fait fx+gy=pqr, la

formule devient =ppqqrr, & peut avoir

par conféquent autant de facteurs que l’on

veut. Il faut remarquer de plus que l'un

feulement des deux nombres x & y eſt dé

terminé, & que l’autre peut fe prendre à

volonté ; car x="#" , & il eft facile de

donner à y une valeur telle que la fraćtion

difparoiffe.

La formule de cette efpece la plus aiſée

à traiter, eſt xx ; fi l’on fait x=pqr, le

quarré xx renfermfera trois faćteurs quarrés,

favoir Pp, q; & rr.

N iy



2 OC) E L É M E W s

167.

On rencontre bien plus de difficultés

en traitant le troifieme cas, qui eſt celui

dans lequel notre formule ne peut fe dé

compofer en deux faćteurs rationnels; &

il faut ici des årtifices particuliers, afin de

trouver pour x & y des valeurs telles que

la formule renferme deux ou plufieurs fac

teUIS.

Nous rendrons cependant cette recher

che moins difficile, en obſervant que notre

formule fe transforme facilement en une

autre, dans laquelle le terme moyen man

que ; car en effet on n’a qu’à fuppofer x

=*:', pour avoir la formule fuivante:

RE:"+"::"+cy.y={{+ (“#”.

Ainſi nous omettrons auffi-tôt le terme

moyen , nous confidérerons la formule

a xx-+-cyy, & nous chercherons quelles

valeurs on doit donner à x & à y, pour que

cette formule fe décompofe en faćteurs.

On jugera facilement que cela dépend de

la nature des nombres a & c ; auffi com
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mencerons-nous par quelques formules dé

terminées de cette efpece.

168.

Soit donc propoſée d’abord la formule

xx+yy, qui comprend tous les nombres

qui font la fomme de deux quarrés, & dont

nous allons mettre les plus petits fous les

yeux; favoir ceux qui font compris entre

1 & 5o:

I, 2, 4, 5 , 8 , 9, Io , I 3, 16, 17, 18 ,

2o » 25 , 26 , 29 , 32 , 34 , 36 , 37 ,

40 , 4 I 3 4 5 , 49 , 5O

On voit qu’il fe trouve parmi ces nom

bres quelques nombres premiers qui n’ont

point de diviſeurs; ce font ceux-ci : 2, 5,

13, 17, 29 , 37 , 41. Les autres ont des

diviſeurs, & ils rendent plus claire la quef.

tion: Quelles valeurs on doit adopter pour

x & y, afin que la formule xx+yy ait

des diviſeurs ou des faĉteurs, & qu’elle ait

même autant de ces faćteurs que l’on vou

dra? Nous remarquerons de plusqu’on peut

faire abſtraction des cas où x & y ont un
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commun diviſeur, parce qu’alors xx+yy

feroit diviſible par le même diviſeur, &

même par fon quarré : par exemple, fi x

=7p & y=7q , la fomme des quarrés,

ou 49/p+4977=49 (pp-+-qq), fera di

viſible non-feulement par 7, mais aufii par

49. C’eſt pourquoi nous n’étendrons la

queſtion qu’à des formules où x & y n’ont

aucun commun diviſeur. ' ,

On voit facilement à préfent en quoi git

la difficulté; car fi d’un côté il eſt clair que,

lorſque les deux nombres x & y font im

pairs, la formule xx+yy devient un nom

bre pair, & par conféquent diviſible par 2,

il eſt fouvent d’autant moins aifé de favoir

fi la formule a des diviſeurs ou fi elle n’en

a pas, lorſque de l’autre côté un des nom

bres x & y étant pair & l’autre impair , la

formule elle-même devient impaire. Nous

ne parlons pas du cas où x & y feroient

pairs, parce que nous avons déjà fait fentir

que ces nombres ne doivent point avoir

de commun diviſeur.
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:
I 69.

Que les deux nombres x & y foient donc

premiers entr'eux, & que cependant la for

mule xx+yy doive contenir deux ou plu

fieurs faćteurs. La méthode précédente ne

peut s’appliquer ici, parce que la formule

n’eſt pas réfoluble en deux faćteurs ration

nels; mais les faćteurs irrationnels qui com

poſent la formule, & qu’on peut repréfen

ter par le produit (x+yv/–1)(x–yv/– 1),

nous rendront le même fervice. En effet,

on fent bien que fi la formule xx+yy a

des faĉteurs réels, il faut que ces faĉteurs

irrationnels foient compoſés d’autres fac

teurs; parce que s'ils n’avoient pas auffi des

diviſeurs, leur produit ne pourroit pas non

plus en avoir. Or comme ces faĉteurs font

irrationnels, & même imaginaires, & que

de plus les nombres x & y ne doivent point

avoir de commun diviſeur, ils ne peuvent

renfermer des fasteurs rationnels, & il faut

qu’ils foient pareillement irrationnels, &

même imaginaires. -
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I7o.

Si l’on veut donc que la formule xx+yy

ait deux faćteurs rationnels, il faudra dé

compofer chacun des deux faćteurs irra

tionnels en deux autres faćteurs ; c’eft

pourquoi, fuppofons d’abord x+yV—1

=(p+qv–1)(r+/v–1); & puiſque

v—I peut fe prendre auffi bien en moins

qu’en plus, nous aurons en même temps

3 —yv^— 1=(p—qv/–1) (r—/v/–1);

prenons maintenant le produit de ces deux

quantités, & nous verrons que notre for

mule xx-+-yy=(pp+qq) (rr+ff), c’eſt

à-dire qu’elle contient les deux faćteurs ra

tionnels pp-+-qq & rr+f/.

Il nous refte à préfent à déterminer les

valeurs de x & de y, qui doivent de même

être rationnelles; or la fuppofition que nous

avons faite, donne x+yV—1=pr—qf

+p/v/–1-+-qrv/—1 , & x-yV—1=pr

—qf—qrv/—1—p/v/—1 ; fi nous ajoutons

ces formules, nous avons x=pr—qf; fi

nous les fouftrayons l’une de l’autre, nous
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:

trouvons 2yV–1=2p/v/—1+2qry/–1,

ou y=pf+-qr.

Il s’enfuit par conféquent de-là, qu’en

faifant x=pr—qf & y=pf+qr, notre

formule xx+yy ne peut manquer d’obte

nir deux faćteurs, puiſqu’on trouve xx+yy

=(pp-+-qq) (rr+//). Que fi l’on deman

doit après cela un plus grand nombre de

faćteurs, on n’auroit qu’à donner de la

même maniere à p & à q des valeurs telles

que pp-+-qq eût deux faćteurs ; on auroit

alors trois faćłeurs en tout, & ce nombre

pourroit être augmenté par la méthode

autant qu’on voudroit. -

I7I.

Comme nous n’avons rencontré dans

cette folution que les fecondes puiflances

de p, q, r & f , on peut prendre aufli ces

lettres en moins ; que q, par exemple, foit

négatif, on aura x=pr+q/& y=pf-qr;

mais la fomme des quarrés fera la même

qu’auparavant, ce qui nous fait voir que

quand un nombre eſt égal à un produit fel
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que (pp+qq) (rr-|-/f), on peut de deux

façons le décompofer en deux quarrés; car

nous avons trouvé d’abord x=pr— qf&

y=p/+qr, & après cela auffi x=pr+gf

& y=pf— qr.

Soit, par exemple, p=3 , q=2 , r=2

& /=1 , on aura le produit 13.5=65=xx

+yy, où x=4 & y=7 , comme x=8

& y=1 ; puiſque dans l’un & l’autre cas

æx-|-yy=65. Si l’on multiplie pluſieurs

nombres de cette eſpece, on aura aufli un

produit qui pourra être d’un plus grand

nombre de façons la fomme de deux quar

rés. Qu’on multiplie, par exemple, 2°+1*

=5 , 3 + 2*=13 , & 4 +1*=17, on

trouvera i 1 o 5 , lequel nombre peut fe dé

compofer en deux quarrés de quatre ma

nieres, comme on va voir:

I.) 33*-+-4”, II.) 32*-+-9, III.) 31*-+-ı 2”,

IV.) 24 + 23”.

I72.

Parmi les nombres qui font contenus

dans la formule xx+yy, fe trouvent donc
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- premiérement ceux qui font , par la mul

tiplication, le produit de deux ou de plu

fieurs nombres ; en fecond lieu ceux qui

font formés différemment. Nous nomme

rons ces derniers faċleurs ſimples de la for

mule xx+yy, & les premiers fasteurs com

poſés. D'après cela les facteurs fimples fe

ront des nombres tels que les fuivans:

I, 2, 5 , 9, 13, 17, 29 , 37, 41 , 49, &c.

& on diftinguera dans cette fuite deux ef.

peces de nombres ; les uns font les nombres

Premiers, 2 , 5 , 13 , 17, 29 , 37 , 41 ,

qui n’ont aucun diviſeur, & qui tous, ex

cepté le nombre 2, font tels que fi l’on

en ôte 1 , le reſte fe trouve diviſible par

4 ; de forte que tous ces nombres font con

tenus dans l’exprestion 4n+1. La feconde

eſpece comprend les nombres quarrés 9,

49, &c. & on remarquera que les racines

de ces quarrés, favoir 3 , 7 , &c. ne fe

trouvent pas dans la fuite, & que ces ra

cines font contenues dans la formule 4n-1.

Il eſt clair d’ailleurs qu’aucun nombre de

la forme 4n-1 ne peut être la fomme de

*
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deux quarrés; car puiſque ces nombres

font impairs, il faudroit que l’un des deux

quarrés fût pair & que l’autre fût impair;

or nous avons vu plus haut que tous les

quarrés pairs font diviſibles par 4, & que

les quarrés impairs font contenus dans l’ex

prefion 4n+1 ; fi donc on ajoute un quarré

pair & un quarré impair, la fomme aura

toujours la forme de 4n+1, & jamais de

4n–1. Que tout nombre premier au refte

qui appartient à la formule 4n+1, eft la

fomme de deux quarrés ; c’eſt une vérité

indubitable, mais qui n’eſt pas tant aiſée

à démontrer.

I73.

Allons plus loin, & confidérons la for

mule x x+ 2 yy, dans le deffein de voir

quelles valeurs il faut donner à x & à y,

afin qu’elle ait des faćteurs. Comme cette

formule s’exprime par les faćteurs imagi

naires (x+yv/—2) (x-yy/—2), on voit,

ainfi qu'auparavant, que fi elle a des di

viſeurs, ces faćteurs imaginaires doivent

pareillement
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pareillement en avoir. Qu’on ſuppoſe donc

*-+-yy-z=(p+qy/—2) (r+/v/— 2),

d’où s’enfuit de foi-même x–yv/–2

=(p—qy/—2) (r–//– 2), & on aura

xx+2yy=(pp+2qq) (rr+ 2 //) ; ainfi

cette formule a deux faćteurs, defquels

l’un & l’autre ont la même forme. Mais

il refte à déterminer les valeurs de x &

de y, qui produifent cette transforma

tion ; on confidérera , pour y parvenir,

que, puiſque x+y V-2=pr— 27/-+-qr

V—2+p/v/—2, & que x–yV—2=pr

— 2q/-qrv/–2 —p/v/–2, on a la fom

me 2x=2pr—4q/, & par conféquent x

=pr—2qf, & qu’on a de plus la différence

2yv/–2=2qrv/—2+2p/v/—2; de forte

que y=qr+pf. Lors donc que notre for

mule xx+ 2.yy doit avoir des faćteurs, ils

feront toujours des nombres de la même

eſpece que la formule, c’eſt-à-dire que

l’un aura la forme pp-+-2qq., & l’autre la

forme rr+2/f ; & afin que ce cas ait lieu,

x & y pºurront encore ſe déterminer de

deux manieres différentes, à caufe que q

. Tome I I. . . O
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peut être également négatif & pofitif; car

on aura d’abord x=pr—2q/, & y=pſ+qr,

& en fecond lieu x=pr+2qf & y=pf

—qr. -

I 74.

Cette formule xx+2yy renferme donc

tous les nombres qui réſultent de l’addi

tion d’un quarré & du double d’un autre

quarré; & voici l’énumération de ces nom

bres pouffée juſqu'au nombre 5o: ,

1 , 2 , 3 , 4, 6, 8 , 9 , 1 I , 12 , 16, 17,

18 , 19 , 22 , 24, 25 , 27, 32 , 33 , 34,

36, 38 , 41 , 43 , 44, 49 , 5o.

Nous diviferons, comme auparavant ,

ces nombres en ſimples & compoſés ; les

fimples, ou ceux qui ne font pas compoſés

des nombres précédens, font ceux-ci: 1 ,

2, 3, I I , I7 , I9 , 25 , 4 I , 43 , 49 , qui

tous, excepté les quarrés 25 & 49, font

des nombres premiers ; & il faut remar

quer qu’en général, fi un nombre eſt pre

mier & ne fe trouve pas dans cette fuite,

on eſt sûr d’y rencontrer fon quarré. On
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peut obferver auffi que tous les nombres

premiers qui font contenus dans notre for

mule, appartiennent tous foit à l’expreſſion

8n+1 , foit à 8n +-3 , tandis que tous les

autres nombres premiers, favoir ceux qui

font compris dans les formules 8n+ 5 &

8n+7, ne peuvent jamais former la fomme

d’un quarré & d’un double quarré ; il eft

de plus très-certain que tous les nombres

premiers qui font contenus dans une des

autres formules, 8n+1 & 8n+ 3 , font

toujours réſolubles en un quarré joint au

double d’un quarré.

- 175.

Paffons à l’examen de la formule géné

ralexx+cyy, & voyons moyennant quelles

valeurs de x & de y on peut la transfor

mer en un produit de faćteurs.

– " .

Nous procéderons comme ci-deffus ;

nous repréfenterons la formule par le pro

duit (x+yv/-c)(x-yV—c) , & nous

exprimerons pareillement chacun de ces

faćteurs par deux facteurs de la même

O ij
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eſpece ; c’eſt-à-dire que nous ferons x+y

V—c=(p+qrv/-e) (r+/v/-e) &

x–yv/—e=(p-gv/-e)(i-/v/–c);

de-là réfulte xx+cy.y=(pp+cqq)(rr+cf/),

& l’on voit donc que de nouveau les fac

teurs font de la même eſpece que la for

mule. Quant aux valeurs de x & de y,

on trouvera de même facilement x=pr

+cqf & y=qr+p/, ou bien auffi x=pr

– cqf, & y=pf—qr, & il eſt aifé d’ima

giner comment la formule peut fe réfoudre

en un plus grand nombre de faćteurs.

176.

Il fera facile maintenant de procurer auffi

des faćteurs à la formule xx–cyy ; car

d’abord on n’a qu’à écrire –c au lieu de

+c; mais de plus on peut les trouver im

médiatement de la maniere fuivante: com

me notre formule équivaut au produit

(x+yv/c)(x-yy/c), qu’on faffe x+yv/C

=(p+q v/c) (r+/v/c), & x–yv/c

=(p-gv/c)(r-/v/c), & on aura fur

le champ xx-6yy=(pp-cqq)(rr—cff);
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en forte que cette formule eft, de même

que les précédentes, égale à un produit

dont les facteurs lui reffemblent par la for

me. Pour ce qui regarde les valeurs de x

& de y, elles fe trouveront pareillement

être doubles ; cela veut dire qu’on aura

x=pr+cq/ & y=qr+p/, & qu’on aura

auffi x=pr—cqf & y=pf—qr. Que fi on

vouloit faire la preuve & voir fi on obtien

droit par-là le produit qu’on a trouvé, on

auroit, en effayant les premieres valeurs,

xx=pprr+ 2cpqf+ccqqff, & yy=ppff

+2pqrf+q q rr, ou cyy=cpp/f+ 2cpqf

+cqqrr; de forte que x x—cyy=pprr

—cpp/f+ccqqff—cqqrr, ce qui n’eſt autre

chofe que le produit trouvé, (pp—cqq)

(rr—cff).

177.

Juſqu’à préfent nous avons confidéré le

premier terme fans coefficient; mais nous

allons fuppofer à préfent que ce terme foit

pareillement multiplié par une autre lettre,

& nous chercherons quels facteurs la for

mule axx+cyſy peut obtenir.

O iij
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Il eſt évident ici que notre formule eft

égale au produit (x Va+yv/-e) (xVa

–y v/—c), & il s’agit par conféquent

de donner de même des fa&teurs à ces deux

faćteurs. Or il fe préfente en ce point une

difficulté ; car fi l’on vouloit, d’après la

méthode précédente, faire xv/a+yv/-e

=(pv/a+yv/-e)(v/a+/V-s)=apr

—cq #-p/V–ac-i-qrv/-ae , & x Va

—yv/–c=(pv/a-gy/–c) (rv/a-/

—c)=apr—cqf-p/y/–ac—qrV/.—ac,

on auroit 2 x V a.= 2 apr— 2 c.q/, & 2y

V—c=2p/v/—ac+2yrV–ae ; c’eft-à

dire qu’on trouveroit tant pour x que pour

y des valeurs irrationnelles, lefquelles ne

peuvent être admifes ici. -

178.

Mais cette difficulté peut fe lever, &

voici comment: Qu’on faffe xv/a+yv/-e

=(py/a+yv/–)(r+/w/–ac)=prv/a

—cyfv/a+rv/-e+p/v/-e , & xVa

—yy/—c=(pV a–gv/-) (-/V–ac)

=prv/a-e/Va-qrv/-e-ap/v/-es
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4*

:

cette fuppofition donnera pour x & y les

valeurs rationnelles fuivantes; x=pr—cqf

& y=qr+apf; & notre formule, axx

+cyſy, aura les facteurs (app+cqq)(rr+acf/),

dont l'un feulement est de la même eſpece

que la formule , l’autre ayant une forme

différente. -

I79.

Il ne laiffe pas cependant d'y avoir une

grande affinité entre ces deux formules,

vu que tous les nombres qui font contenus

dans la premiere formule, fi on les mul

tiplie par un nombre compris dans la fe

conde, retombent dans la premiere. Nous

avons auffi déjà vu que deux nombres de

la feconde forme xx-+-acyy, laquelle re

vient à la formule xx-+-cyy que nous avons

confidérée, étant multipliés l’un par l’autre,

redonnent un nombre de la même forme.

Il ne nous refte donc qu’à examiner à

quelle formule appartient le produit de deux

nombres de la premiere eſpece, ou de la

forme axx+cyſy.

O 'iy
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Multiplions, dans cette vue, les deux

formules (app+cqq) (arr--eff), qui font

de la premiere eſpece ; il eſt aifé à voir

que ce produit pourra être repréfenté de

cette maniere: (apr+cq/)+ac(pf-qr)’.

Si donc nous fuppofons ici apr+cqf=x,

& pf–qr=y, nous aurons la formule xx

–|—acyy, qui eſt de la derniere eſpece. Il

s'enfuit de-là que deux nombres de la pre

miere eſpece axx-|-ċyy, étant multipliés

l’un par l’autre, le produit eft un nombre

de la feconde eſpece. Si nous indiquons

les nombres de la premiere eſpece par I,

& ceux de la feconde par II, nous pou

vons indiquer de la maniere abrégée qui

fuit les concluſions auxquelles nous venons

d’arriver: . -

I.I donne II, III donne I,II,II donne II.

Et on voit par-là d’autant mieux ce qui doit

en réſulter, fi on multiplie plus de deux

de ces nombres; favoir que

I.I.I fait I; que I.I.H fait II; que I.II.II fait I.

Enfin que II.II.II fait II.
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18o.

Soit, pour éclaircir l’article précédent,

a=2 & c=3, il en réſultera deux eſpeces

de nombres, l'une contenue dans la for

mule 2xx+3yy, l’autre compriſe dans la

formule xx-+-6yy. Or les nombres de la

premiere pouffés juſqu’à 5o, font

I.) 2, 3, 5, 8, 1 1 , 12, 14, 18, 2o, 21,

27, 29, 3o, 32 , 35 , 44, 45 , 48 , 5o.

Et les nombres de la feconde eſpece, pouf

fés de même juſqu’au nombre 5 o, font

II.) I, 4, 6, 7, 9, Io, I 5 , 16, 22 , 24 ,

25 , 28, 31 , 33 , 36 , 4o , 42 , 49.

Si donc nous multiplions maintenant un

nombre de la premiere eſpece, par exem

ple 35 , par un nombre de la feconde, fup

pofons par 3 1 , le produit Io85 fera fure

ment compris dans la formule 2xx+3yy;

ou bien on peut trouver pour y un nom

bre tel que 1 o85–3yy foit le double d’un

quarré , ou =2xx ; or cela arrive d'abord

quand y=3, dans lequel cas x=23 ; en
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fecond lieu, quand y=1 I , en forte que

x=19 ; en troiſieme lieu, lorſque y=13,

ce qui donne x=17; & enfin, en qua

trieme lieu, quand y=19, d’où réſulte

26F I • -

On peut partager ces deux efpeces de

nombres, comme les autres , en nombres

fimples & en nombres compoſés ; on don

nera ce dernier nom à ceux qui font com

poſés de deux ou de pluſieurs des nombres

plus petits de l’une ou de l’autre efpece ;

ainfi les nombres fimples de la premiere

eſpece feront ceux-ci: 2, 3, 5, 1 1 , 29,

& les nombres compoſés de la même ef

pece, feront 8, 12 , 14 , 18 , 2o, 27,

3o, 32 , 35 , 4o , 45 , 48 , 5o, &c.

Les nombres fimples de la feconde ef

pece feront 1, 7, 3 1 , & tous les autres

de cette efpece feront des nombres com

poſés, favoir 4, 6, 9 , 1 o, 15 , 16, 22,

24, 25 , 28 , 33 , 36 , 4o , 42 , 49.

*:%:
*
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C H A P I T R E X I I.

De la Transformation de la formule axx

+cyy en des quarrés & en des puiſſances

plus élevées.

I8I.

Nous avons déjà vu plus haut qu’il eft

fouvent impoffible de réduire à des quar

rés des nombres de la forme axx+cyy ;

mais toutes les fois que cela eſt poffible,

on peut transformer cette formule en une

autre, dans laquelle a=1.

Par exemple, la formule 2pp—qq peut

devenir un quarré, & comme elle peut :

auffi fe repréfenter par (2p+q)–2(p+q)”,

on n’a qu’à faire 2p+q=x & p+q=y,

& on parvient à la formule x x— 2 yy,

dans laquelle a=1 & c= 2. C’eſt une

femblable transformation qui a lieu toutes

les fois que de telles formules peuvent de

venir des quarrés. Ainſi quand il s’agit de

transformer la formule axx+cyy en un
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quarré, ou, en une puiffance plus haute,

mais paíre, on peut, fans balancer, fup

pofer a=1 , & regarder les autres cas

comme impoffibles.

I 82.

Soit donc propoſée la formule xx+cy.y,

& qu’il s’agiſſe d’en faire un quarré. Comme

elle eſt compoſée des facteurs (x+yv/—C)

(x–yv/—c), il faut que ces faćteurs foient

ou des quarrés ou des quarrés multipliés

par un même nombre, Car fi le produit

de deux nombres, par exemple, pq, doit

être un quarré, il faut que p=rr & q=ff;

c’eſt-à-dire que chaque faćteur foit de foi

même un quarré, ou bien que p=mrr &

q=m/ſ, & qu’ainfi ces faćłeurs foient des

quarrés multipliés l’un & l’autre par un

même nombre. C’eſt pourquoi nous ferons

x+yV—c=m (p+qV—>)'; il s’enfui

vra x-yy/—c=m(p—qy/—c)”, & nous

aurons xx-+-cyy=mm (pp-+-cqq)”, ce qui

eft un quarré. Nous avons de plus, pour

déterminer x & y, les équations x+y\/–c
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=mpp+2mpą V–c–mcqq., & x-y

w/–c=mpp–2 mpq V–c–mcqq, dans

lefquelles naturellement x équivaut à la

partie rationnelle, & yV—c à la partie

irrationnelle; ainfi x=mpp—mcqq , & y

V—c=ampgy/-c, ou y=2.mpq, & ce

font ces valeurs de x & de y qui tranf

forment l’expreſſion xx +cyy en un quarré

m m (pp-+cqq)”, dont la racine eſt mpp

+mcqq.

183.

Si les nombres x & y ne doivent point

avoir de diviſeur commun, il faut fuppo

fer m=1. Alors, pour faire que xx-#-cyy

devienne un quarré, on fe contente de

prendre x=pp—cqq & y= 2pq, ce qui

rend la formule égale au quarrépp+cjj.

On peut austi, au lieu de faire x=pp

—cqq, fuppofer x=cq7—pp, vu que le

quarré xx ne laiffe pas d'être le même.

Les mêmes formules, au refte, ayant

été trouvées plus haut par des voies tout

à-fait différentes, il ne peut y avoir de
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doute fur la jufteffe de la méthode que nous

venons d'employer. En effet, fi on veut

que xx-+-cyy devienne un quarré, par la

méthode précédente on fuppofe la racine

=x+":, & on trouve xx-+-cyy=xx

+":"+": ; on efface les xx., on diviſe

les autres termes par y, on multiplie par

qq., & on a cqffy= 2pqx +ppy, ou cqq.y

—ppy=2pqx ; divifant enfin par 2pq &

par y, il en réſulte;=":". Or x & y

devant, ainfi que p & q, n’avoir point

de diviſeur commun, il faut égaler x au

numérateur & y au dénominateur, & on

obtient par-là les mêmes réſultats que nous

venons de trouver, favoir x=cqq—pp,

& y=2pq. -

I 84.

Cette folution eſt bonne, que le nom

bre c foit pofitif ou qu’il foit négatif; mais

fi de plus ce nombre a lui-même des fac

teurs, comme fi c’étoit, par exemple, la

formule x x-+-a cy y qui dût devenir un

quarré, on auroit non-feulement la folu
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tion précédente, qui donne x=acqq—pp

&y=2pq, mais encore cette autre, x=cqq

—app & y=2pq ; car dans ce dernier cas

on a, de même que dans l’autre, xx+acyy

=ccq"+2acppqq.+aap'=(cqq-+-app) ; ce

qui a lieu aufli, quand on prend x=app

—cqq, parce que le quarré xx reſte le

même.

Cette nouvelle folution fe trouve aufli

par la derniere méthode, de la façon fui

VaInte.

Qu’on faffe x+yV–ac=(pVa+g

—c)”, & x—yV—ac= (p V a— q

—c)*, on aura xx+acyy=(app+cqq)”,

& par conféquent = [] ; de plus, à caufe

de x+yv/-ac=opp+"py V—ac-egy,

& de x–yV—ac=app– 2pq y/–ac

—cqq, on trouve x=app-cqq &y=2pq.

Il eſt clair aufſi que fi le nombre ac eft

réfoluble en deux faćteurs d’un plus grand

nombre de manieres, on pourra trouver

auffi un plus grand nombre de folutions.
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185.

Eclairciffons tout cela au moyen de quel

ques formules déterminées ; & d’abord ,

fi c’eſt la formule xx+yy qui doit devenir

un quarré, nous avons ac= 1 ; ainfi x=pp

—qq., & y=2pq, d'où s'enfuit xx+3y

=(Pp-+-77). K

Si on veut que xx-yy=D ; on a ac

=-1 ; ainfi on prendra x=pp+qq & y

=2pq, & il en réſultera xx-yy=(pp

—qq). -

Veut-on que la formule xx+2yy=n,

on a ac= 2 ; qu’on prenne donc x=pp

—2qq, ou x=2pp-q; & y=2pq, & on

aura xx+2yy=(pp-+-277)”, ou xx+2yy

=(2pp+qq). -

Si, en quatrieme lieu, on veut que xx

—2.yy=Lj , où ac=-2, on aura x=pp

+2qq & y=2pq ; donc xx— 2.yy=(pp

—2qq)”.

Qu’on veuille enfin que x+6yy= [],

on aura ac=6 , & par conféquent ou a= 1

& c=6, ou a=2 & c=3 ; dans le premier

CałS
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cas x=pp–6qq , & y=2pq ; de forte

que xx+6yy=(pp-+-6qq); dans le fecond

cas x=2pp—3qq., & y=2pq ; d’où réfulte

æx+6yy= (2pp-+-377).

I 86.

Mais fi c’eſt maintenant la formule axx

+cyy qu’on doit transformer en un quarré;

comme nous avons prévenu que cela ne

peut fe faire que quand on connoît déjà

un cas dans lequel cette formule devient

réellement un quarré, nous fuppoferons

que ce cas donné ait lieu , quand x=f

& y=g; de forte qu’alors aff+cgg=hh ;

& nous remarquerons que cette formule

peut fe transformer en une autre de la forme

3 :. . – af*+egy – 3°-fỳ -

tt-+-acuu, fi l’on fait t= #:#& u=#:#;

car en effet, fi tt=:::::::::::::::::, & que

uu=***=:/2, on a tt+acuu

_ aaffæx+ceggyy+acgg.xx+aeffyy – axx(aff+cgg)+eyy(affi-egg) -

- - ---- h h 3
h h

ainfi, puiſque aff+cgg=hh, on a tt+acuu

=axx+cyſy ; or nous avons donné des

regles faciles pour transformer en un quarré

Tome II. P
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l'exprefion tt-+-acuu, à laquelle nous ve

nons de réduire la formule propoſée axx

--cy y. . '

- 187.

Allons à préfent plus loin, & voyons

comment la formule axx+cyſy, dans la

quelle x & y font fuppoſés n'avoir aucun

divifeur commun, peut fe réduire à un

cube. Les regles données plus haut ne fuf

fifent aucunement pour cela, au lieu que

la méthode que nous avons indiquée en

dernier lieu s’applique ici avec le plus grand

fuccès ; & ce qui eſt fur- tout digne de re

marque, c’eſt que la formule peut toujours

être transformée en un cube , quelques

nombres que foient a & c ; ce qui n’avoit

point lieu pour les quarrés, à moins qu’on

n’eût déjà un cas connu, & ce qui n'a de

même point lieu pour aucune des autres

puiſſances paires; la folution au contraire

est toujours poſſible pour les puiſſances im

paires, telles que la troiſieme, la cinquie

me, la ſeptieme, &c.
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I 88.

Lors donc qu’il s’agira de réduire en cube

la formule axx+cyy, on ſuppofera d’une

maniere analogue à celle qu’on a employée

x Va+yv/—c=(pv/a+gv/-e), &

« Va- y V—c=(pVa-4V—c); le

produit (app+cqq)”, qui eſt un cube,

fera égal à la formule axx+ cyſy. Mais on

cherche auffi à déterminer pour x & y des

valeurs rationnelles, & heureuſement on

y réuffit. En effet, fi l’on prend réellement

les deux cubes indiqués, on a les deux

équations xv/a+yV—c=ap?Va-+-3appq

V–c–3gpgava-egv/-e, & xVa

—yV—c=a; 3 Va–3öppg V—c-3cpqq

. Va+cq V—c, defquelles il fuit évidem

ment que x=ap?-3cpqq, & y=3appq

—cq”. *

Qu’on cherche, par exemple, deux

quarrés xx & yy, dont la fomme xx+yy

faffe un cube. Puiſqu’ici a=1 & c=1 ,

on aura x=p’-3pqq , & y=3Ppq-q’,

ce qui donne xx+y|y=(pp-+qq). Main

Pij -
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tenant fi p=2 & q=1, on trouve x=2

& y=I I ; donc xx +y|y=125=5’.

I 89.

Confidérons auffi la formule xx+3yy

dans le deffein de la faire égale à un cube:

comme nous avons pour cet effet a=1

& c=3 , nous trouvons x=p’—9pqq,

& y=3ppq–3q', d’où réſulte xx+3yy

=(pp-+3qq). Cette formule fe préfente

affez fouvent : c’eſt une raifon pour en

donner ici du moins les cas les plus fa-

ciles.

7 | * | y_i **+3xy

I 8|| o 64= -4’

I 1 I O 9 343 = 7’

2 : 3 5 1 8 2 1 97= 1 3’

I : 24 1728= I 2?

3 § 8o 72 # 2 1 952= 28°

2 || 8 || 3o: 926 1 = 2 I ?

3 ' || I 54 45 : 2979 1 = 3 I ?

I 9O.

Sans la condition que les deux nombres

x & y ne doivent point avoir de commun

 

 

 

 

 

 



p” A L C E R r ë. 229

*

diviſeur, la queſtion ne feroit ſujette à au

cune difficulté ; car fi a x x+-cyy devoit

être un cube, on n’auroit qu’à faire x=t;

& y=u;, & la formule deviendroit attý

+cuuzz ; on l’égaleroit au cube: & on

trouveroit auffi-tôt {=v(att+cuu); par

conféquent les valeurs cherchées de x &

de y feroient x=tv (alt+cut), & y=uvº

(alt+cut), lefquelles ont, outre le cube v’,

auffi la quantité att+c uu pour commun

diviſeur; de forte donc que cette folution

donne fur le champ a xx+cy.y=vº (att

+cuu) (att+cuu)=v' (att-+-cuu)”, ce qui

eft évidemment le cube de vº(att+cuu).

I 9 I.

La méthode dont nous avons fait ufage

en dernier lieu , eſt d’autant plus remar

quable, que c’eſt par le moyen de quan

tités irrationnelles & même imaginaires,

que nous fommes parvenus à des folutions

qui demandoient abſolument des nombres

rationnels & même entiers. Mais ce qui eft

P iij
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encore plus digne d’attention , c’eſt que

dans les cas où l'irrationnalité s’évanouit,

notre méthode ne peut plus avoir lieu. En

effet lorſque, par exemple, la formule xx:

–||– cyy doit être un cube, on ne peut qu’en

inférer que fes deux faćłeurs irrationnels,

x+yv/–c & x–yv/—c, doivent pareil

lement être des cubes, vu que x & y

n’ayant point de diviſeur commun, ces

faċteurs ne peuvent pas non plus en avoir.

Mais files radicaux diſparoiffoient, comme,

par exemple, dans le cas de c=–1 , ce

principe n'auroit plus lieu; parce qu’il fe

pourroit très-bien que les deux faćteurs, qui

feroient alors x+y & x–y, euffent des

diviſeurs communs, quand même x & y

n’en auroient pas; ce qui arriveroit, par

exemple, fi ces deux lettres exprimoient

des nombres impairs.

Ainfi, lorſque xx-yy doit devenir un

cube, il n’eſt pas néceffaire que tant x+y

que x–y foient d’eux-mêmes des cubes;

mais on pourra fuppofer x+y=2p’, &

x-y=4q’; & la formule xx-yy ne
- Y

*
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laiffera pas de devenir un cube incontef

tablement, puiſqu’on la trouvera =8p’q’,

dont la racine cubique eſt 2pq. On aura

de plus x=p+2q’, & y=p’—2q’. Lorf

qu’au contraire la formule axx+cyy n’eſt

pas réfoluble en deux faćteurs rationnels,

on ne pourra trouver d’autres folations que

celles qui ont été données.

I 92.

Nous éclaircirons les recherches qui pré

cedent par quelques questions curieuſes. A

Question premiere. On demande un quar

ré xx en nombres entiers, & tel qu’en y

ajoutant 4, la fomme foit un cube ; le cas

a lieu pour xx=1 2 1 , mais on veut favoir

s’il y a d’autres cas femblables ?

Comme 4 eſt un qưarré, on cherchera

d’abord les cas où xx+yy devient un cube;

or nous en avons trouvé un qui a lieu,

fi x=p’— 3pqq., & y=3/pq—q”. Puis

donc que yy=4, on a y=+ 2 , & par

conféquent ou 3Ppq-q'=+ 2 , ou 3Ppq

–qi=–2: dans le premier cas on a donc

P iv
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q(3pp—qq)=2 ; ainfi q eſt un diviſeur

de 2.

Cela pofé, fuppofons premiérement q

=1, nous aurons 3Pp-1=2; doncp=1 »

d’où ſe dérivent x=2 & xx=4.

Si nous fuppofons en fecond lieu q= 2,

nous avons 6pp—8=+ 2 ; que fi nous

admettons le figne +, nous trouvons 6pp

=1o & pp=#, d'où réſulteroit une va

leur de p irrationnelle, & qui ne peut avoir

lieu ici; mais fi nous confidérons le figne –,

nous avons 6pp=6&p=1'; donc x=1 1.

Voilà les feuls cas poffibles, & ce ne font

donc que les deux quarrés 4 & 1 2 1 qui,

ajoutés à 4, donnent des cubes.

I 93.

Question deuxieme. On cherche en nom

bres entiers d'autres quarrés que 25, qui,

ajoutés à 2 , donnent des cubes.

Puis donc que xx+ 2 doit devenir un

cube, & puiſque 2 eſt le double d’un quar

ré, déterminons d’abord les cas où la for

mule xx+2yy devient un cube; nous avons



D”A L C E E R E. 233

pour cet effet, par l’article 188, où a=1

& c=2 ; nous avons, dis-je, x=p’—6pqq

& y=3ppq–2q ; il faut donc, à caufe

de y=+1, que 3ppq—2q’, ou q(3pp-2qq)

=+1, & par conféquent que q foit un di

viſeur de I.

Soit donc q=1, & nous aurons 3pp–2

=+ 1 ; fi nous prenons le figne fupérieur,

nous trouvons 3pp=3&p=1, d’où ré

fulte x=5 ; & fi nous adoptons l'autre figne,

nous parvenons à une valeur de p, qui étant

irrationnelle, ne nous eſt d’aucun ufage ;

il s’enfuit donc qu’il n’y a pas de quarré,

hors 25 , qui ait la propriété défirée.

-- I94

Question troiſieme. On cherche des quar

rés qui, multipliés par 5 & ajoutés à 7,

produifent des cubes; ou bien on demande

que 5xx-+-7 foit un cube.

Qu’on cherche premiérement les cas où

5xx-+7yy devient un cube; on trouvera

par l’article 188, où a= 5 & c=7, qu’il

faut pour cela que x=5p’—2Ip qq., &
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que y=15ppq–7 q’; ainfi comme dans

notre exemple y=+1 , on a 1 5ppq—7q”

=g(1 5pp-7qq)=+1 , il faut donc que q

foit un diviſeur de 1, c’eſt-à-dire que q= 1 ;

on aura par conféquent 1 5pp–7=+ 1 ,

d’où réſultent , dans l’un & l’autre cas, des

valeurs de p qui font irrationnelles; mais

d’où il ne faut pas conclure cependant que

la queſtion eſt impoffible, vu que p & q

pourroient être des fraćtions telles que y

=1 & que x devînt un nombre entier;

& c'eſt ce qui arrive réellement; car fi p

=#& q=#, on trouve y=1 & x=2 ;

mais il eſt vrai qu’il n'y a pas d'autres frac

tions qui rendent la folution pofible.

I 95.

Question quatrieme. On demande en nom

bres entiers des quarrés dont le double,

diminué de 5, foit un cube ; ou bien on

veut que 2xx-5 foit un cube.

Si nous commençons par chercher les

cas qui fatisfont pour la formule 2xx-5yy,

nous avons dans le 188°. article a=2, &
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c=—5; ainfi x=2p+1 5pqq, & y=6ppq

–||–5 q”. Préfentement il faut ici que y=+1,

& par conféquent 6ppq+5q'=q(6pp+5 qq)

=+1 ; & comme cela ne fe peut ni en

nombres entiers ni même en fraćtions , ce

cas devient très-remarquable, parce qu'il

y a néanmoins une valeur de x qui fatif

fait, favoir x=4; en effet dans ce cas 2xx

—5=27, ou égal au cube de 3. Il eſt im

portant de rechercher la raifon de cette

fingularité.

* I 96.

Non-feulement il eſt poffible, comme

nous voyons, que la formule 2xx– 5.yy

foit un cube; mais ce qui plus eſt, la racine

de ce cube a la forme 2pp— 5 qq., comme

on peut s’en convaincre en faifant x=4,

y=1 , & p= 2 , q= 1 ; ainfi nous con

noiffons un cas où 2xx-5yy=(2pp–5qq)',

quoique les deux faċteurs de 2xx-5yy,

favoir xv^2+yv/5, & xv/2—yv/5, qui,

fuivant notre méthode, devroient être les

cubes de py/2+qv/5, & de Py^2-qv/5,
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ne foient pas des cubes; car dans notre cas

*V2+yv/;=4v/2+v/5, au lieu que

(pv/2+yv/s)=(zv/s+v/s)=46 V2

+29V5, ce qui n’eſt nullementidentique

avec 4 V2+ v/5.

Mais il faut remarquer que la formule

rr-I off peut devenir 1 ou –1 en un nom

bre infini de cas; par exemple, fi r=3

& f=1 , fi r=19 & f=6; & cette for

mule multipliée par 2pp–5 qq reproduit un

nombre de cette derniere forme.

Soit donc ff–1 ogg=1 , & au lieu de

fuppofer, comme nous avons fait ci-de

vant, 2xx—5.yy=(2 pp— 5 q q)”, nous

pourrons fuppofer d’une façon plus géné

rale 2xx-5yy=(ff—rogg)(2pp—5 qq);

de forte que prenant les faćteurs, nous au

rons xv^2+yv/5=(f+gv/1o)(pv/2+qv/5).

Or (pv/2+yv/s)=(2p+1;pyr) V2

+(6ppq+5 q”) V; ; & fi, pour abréger,

nous écrivons A V2+ BV5 à la place

de cette quantité, & que nous multipliions

par f+gvio, nous aurons Afv/2+Bf/5

+2Agv/s+fBgv/2 à égaler à x V2
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|

+y v/; , d’où réſulte x=Af+5Bg, &

y=Bf+ 2 Ag; or, puiſqu’il faut que y

=+1 , il n’eſt pas abſolument néceffaire

que 6ppq+ 5q”=1 ; au contraire il fuffit

que la formule Bf+2Ag, c’eſt-à-dire que

f(6ppq+5q)+2g(2p+1 5pqq) devienne

=+1 ; de forte que f & g peuvent avoir

pluſieurs valeurs. Soit, par exemple, f=3

& g=1 , il faudra que la formule 18ppq

+ 1 5 q’+4p}+ 3op q q devienne =+ 1,

ou bien que 4p+18ppq+3opqq-+-1 5 q”

=+ 1.

I 97.

Cette difficulté de déterminer tous les

cas poffibles de cette eſpece, n’a lieu ce

pendant que lorſque dans la formule axx

+-cyy le nombre c eſt négatif; & la cauſe

en eft qu’alors cette formule, ou bien cette

autre xx-acyy, qui en dépend, peut de

venir = 1 ; ce qui n’arrive jamais quand

c eſt un nombre pofitif, parce que a xx

——cyy, ou xx+acyy, donne toujours de

plus grands nombres, plus on donne de
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grandes valeurs à x & à y. C’eſt pourquoi

la méthode que nous venons d’expliquer,

ne peut s’employer avec avantage que dans

les cas où les deux nombres a & c ont des

valeurs poſitives.

I 98.

Paffons maintenant au quatrieme degré,

& commençons par obferver que, fi la for

mule axx-+-cyy doit devenir un bi-quarré,

il faut que a=1 ; car fi ce nombre n’étoit

pas un quarré, il ne feroit pas même pof

fible de transformer la formule en un quar

ré; & fi cela étoit postible, on pourroit

auffi lui donner la forme tt+acuu ; c’eſt

pourquoi nous n’étendrons la queſtion qu'à

cette derniere formule , qui revient à la

précédente x x+cyy, dans la fuppofi

tion de a=1. Cela pofé, il s’agit de voir

quelle doit être la nature des valeurs de x

& de y, pour que la formule xx+cyy de

vienne un quarré-quarré. Or comme elle eft

compoſée des deux faćteurs (r+yV– c)

(x-yV—c), il faut que chacun de ces
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faĉteurs foit auffi un quarré-quarré de la

même eſpece; & on doit faire x+yv/-e

=(p+pV-c), & x-yV—e=(p-q

V—c)", d’où il réſulte que la formule pro

poſée devient égale au bi-quarré (pp+cqq)“.

Quant aux valeurs de x & de y, elles fe

déterminent facilement par le développe

ment qui fuit:

x+yV—c=p“+4p’ q V—c—6cppqq+ccq“

—4cpq” V—c,

x-yV—c=p-4pgv/-e-6cppagreer

- +4cpq’ V-c ;

donc x=p“—6cppqq-+ccq“, & y=4pq

—4cpq’. -

I 99.

Ainfi, lorſque xx+yy doit être un bi

quarré, comme aćtuellement c=1, nous

avons x=p“-6ppq q-+-q“, & y=4pq

—4pq’; en forte que xx+yy=(pp+qq)".

Suppofons, par exempl. p=2 & q=1,

& nous trouverons x=7 & y=24, d’où

réfulte xx+3y=625= 5“.
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Sip=3 & q=2, nous obtenons x=1 19

& y=I 2o, ce qui donne xx+3y=13“.

2.OO.

Quelle que foit la puiſſance paire dans

laquelle il s’agiffe de transformer la for

mule axx+cyy, il eft toujours abſolument

néceffaire que cette formule puiffe être ré

duite à un quarré; mais il fuffit pour cet

effet qu’on connoiffe un feul cas où cela ar

rive; car on pourra transformer la formule

enfuite , comme nous avons vu, en une

quantité de la forme t t+acuu, dans la

quelle le premier terme t t n’eſt multiplié

que par 1 ; de forte qu’on peut la regarder

comme étant contenue dans l’exprefion

xx-+-cyy ; & c’eſt d’une maniere toujours

femblable qu’on peut donner à cette der

niere exprestion la forme d'une fixieme puiſ

fance ou d'une puistance paire plus haute

quelconque. -

- 2.O I -

Cette condition n’eſt pas requife pour les

puifances impaires; & quels que foient les

nombres
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nombres a & c., on pourra toujours tranf

former la formule axx+cyy en une puif

fance impaire quelconque. Qu’on deman

de, par exemple, la cinquieme; on n’aura

qu’à faire xVa+yv/–c= (pVa+yv/–c)',

& xv/a-yV-e=(pv/a-gv/-e) , &

on obtiendra évidemment axx+cy.y=(app

+cqq); de plus, comme la cinquieme

puiffance de pv/a+9V—c eft aap Va

+ 5 aap“q V—c-Ioacp’qqV a.–1 oacppq"

V-c+;cºpy Va+ecq V—c , on trou

vera avec la même facilité x=aap–1oacpº

qq+5ccpq", & y=5aap'q-Ioacppq'+ccq.

Si donc on demande que la fomme de

deux quarrés, ou xx+yy, foit en même

temps une cinquieme puiſſance, on aura

a=1 & c=1 ; donc x=p-1op'qq+5pq",

& y=5p"q-1 oppq}+q; & en faifant de

plus p= 2 & q=1 , on trouvera x=38

&q=41; par conféquent xx+yy=3125

=5'. ~~ |

výr

e}^T\a

Tome I I. Q
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- - =S

C H A P I T R E X I I I.

- * * * * v - - -, -- - -

De quelques- Expreſſions de la forme ax“

-+-by", qui ne font pas rédustibles à des

quarres. - * . . . . .

- 2O2.

ON s’eft donné beaucoup de peine pour

trouver deux bi- quarrés, dont la fomme

ou la différence fût un quarré; mais inuti

lement, & même on eſt parvenu à la fin

à démontrer que ni la formule x+y, ni

la formule x"—y“, ne peuvent devenir des

quarrés, fi ce n’eſt dans les cas évidens où,

dans la premiere, x ou y=o, & où,

dans la feconde, y=o ou y=x. La chofe
- » Y --- « !

eft d'autant plus remarquable, qu’on peut

trouver, comme on l’a vu , une infinité de

folutions, lorſqu’il ne s’agit que de fimples

quarrés. |

2O3.

Nous allons donnėr la démonftration dont

nous venons de parler , & afin de pro

|
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céder par ordre, nous remarquerons avant.

toutes chofes que les deux nombres x & y

peuvent être regardés comme premiers

entr'eux. En effet, fi ces nombres avoient

un commun diviſeur, de façon qu’on pût

faire x=dp & y=dq, nos formules de

viendroient d'p-+d"q" & d"p"—d"q"; ces

formules, fi elles étoient des quarrés, ref

teroient des quarrés étant diviſées par d';

donc auffi les formules p+q & pº–q“,

dans lefquelles p & q n’ont plus de com

mun diviſeur, feroient des quarrés ; par

conféquent il fuffira de prouver que nos

formules, dans le cas où x & y font des

nombres premiers entr'eux, ne peuvent de

venir des quarrés, & notre démonftration

s’étendra d’elle-même à tous les cas où x

& y auroient des diviſeurs communs.

2O4.

Nous commencerons donc par la ſomme

de deux bi-quarrés, favoir par la formule

x+y“, & en confidérant x & y comme

des nombres qui font premiers entr'eux. Il

Q ij
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s’agit de prouver que cette formule ne peut

devenir un quarré que dans les cas men

tionnés ci-defus; on va voir les raiſon

nemens que cette démonſtration exige.

Si quelqu’un nioit la propoſition, ce fe

roit foutenir qu’il peut y avoir des valeurs

de x & de y telles que x+y“ fût un quarré,

quelque grandes qu’elles fuffent, puiſqu’il

n'y en a pas de petites. *

Or on peut faire voir clairement que fi

x & y avoient des valeurs fatisfaifantes,

on pourroit, quelque grandes que fuffent

ces valeurs, en déduire de moindres pa

reillement fatisfaifantes, tirer de celles-ci

des valeurs encore plus petites, & ainfi de

fuite. Puis donc qu’on ne connoît aucune

valeur en petits nombres, excepté les deux

cas ci-deflus qui ne menent pas plus loin,

on peut auffi conclure avec aflurance qu’il

n’exiſte point de valeurs de x & de y de

la nature de celles qu’on cherche, & pas

même dans les plus grands nombres. La

propofition avancée à l'égard de la diffé

rence de deux bi-quarrés , x“—y", fe
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démontrera par le même principe, comme

on le verra plus bas.

2O5.

Ce font les points fuivans qu’il faut con

fidérer maintenant, fi on veut fe convain

cre que x+y“ ne peut devenir un quarré

que dans les cas évidens dont nous avons

parlé. - -

I.) Puifque nous fuppofons que x & y

font des nombres premiers entr'eux, c’eſt

à-dire, qui n’ont point de commun divi

feur, il faut qu’ils foient ou ímpairs tous

les deux, ou que l’un foit pair &,que l’autre

foit impair. *

II.) Mais ils ne pourroient être impairs

tous deux, à caufe que la fomme de deux

quarrés impairs ne peut jamais être un quar

ré; car un quarré impair eft toujours con

tenu dans la formule 4n+1 , & par con

féquent la fomme de deux quarrés impairs

aura la forme 4n +2, ce qui étant diviſible

par 2, mais non par 4, ne peut être un

quarré. Or ce que nous venons de dire doit

Q iij
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s'entendre auffi de deux bi-quarrés impairs.

III.) Si donc x+y“ doit être un quarré,

il faut qu’un des termes foit pair, & que

l’autre foit impair. Or nous avons vu plus

haut que, pour que la fomme de deux

quarrés foit un quarré, il faut que la ra

cine de l’un puiſſe être exprimée parpp—qq,

& celle de l’autre par 2pq ; donc il faudroit

que xx=pp—qq & yy=2pq, & on auroit

x“+y=(pp-+-qq)”.

IV.) Ici par conféquent y feroit pair &

ac feroit impair; mais puiſque xx=pp—qq,

il faut auffi que des nombres p & q l’un foit

pair & l’autre impair. Or le premier p ne

peut être pair, parce que s'il l’étoit, pp—qq

feroit un nombre de la forme 4n–1 ou

4n+3, & ne pourroit devenir un quarré.

Donc il faudroit que p fût impair & que

q fût pair, & en ce cas il eft clair que ces

nombres feront premiers entr'eux.

V.) Pour que pp—qq devienne un quarré

ou =xx, il faut, comme nous avons vu

plus haut, que p=rr+ff & q= 2rf; car

en ce cas xx=(rr—ff) & x=rr—ff.
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|

VI.) Or il faut que y,y foit pareillement

un quarré; & puiſque nous avions yy=2pq,

nous aurons à préfent yy= 4rf(rr+f/);

de forte que cette formule doit être un

quarré; donc il faut auffi que rf(rr+f/)

foit un quarré: & remarquons que r & f

font des nombres premiers entr'eux, de

façon que les trois facteurs de cette for

mule, favoir r, f & rr+f/, n’ont point

de commun diviſeur. -

VII.) Or, quand un produit de pluſieurs

faćteurs qui n’ont point de diviſeur com

mun, doit être un quarré, il faut que cha

que faćteur foit de lui-même un quarré;

ainfi on fera r=tt & f=uu, & il faudra

que t'+u"= D.

Si donc x“-+-u“ étoit un ri , notre for

mule, l'+u", qui eſt pareillement la fomme

de deux bi-quarrés, feroit de même un II.

Et il eſt bon d’obſerver ici que puiſque xx

=t“–u" & yy=4ttuu(t“-+-u“), les nom

bres t & u feront évidemment bien plus

petits que x & y, vu que x & y fe déter

minent même par les quatriemes pụịflances

*

-

Q iv
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de t & de u, & ne peuvent par confé

quent que devenir bien plus grands que ces

nombres. *

VIII.) Il s’enfuit de-là que fi on pouvoit

affigner, quand même ce feroit en nombres

très grands, deux bi-quarrés, comme x"

& y“, dont la fomme fût un quarré, on

pourroit en déduire une fomme de deux

bi-quarrés beaucoup plus petits, qui feroit

pareillement un quarré ; cette nouvelle

fomme en feroit trouver enfuite une autre

de la même nature & encore plus petite,

& ainfi de fuite jufqu’à ce qu’on parvînt à

des nombres très-petits. Or une telle fom

me, en nombres très-petits, n’étant pas

poſſible, il s’enfuit évidemment qu’il n'y

en a aucune qu’on puiffe exprimer par des

nombres très-grands.

IX.) On pourroit objećter, à la vérité,

qu'il exiſte une fomme de l'eſpece dont nous

parlons, en nombres très-petits, favoir dans

le cas dont nous avons fait mention, où

l’un des deux bi-quarrés devient zéro; mais

nous répondons qu’on n’arrivera certaine
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ment pas à ce cas, en revenant des nombres

très-grands aux plus petits, fuivant la mé

thode indiquée; car fi dans la petite fomme

ou dans la fomme réduite –t“+u“, on avoit

t=o ou u=o, on auroit néceffairement

yy=o dans la grande fomme; or c’eſt un

cas qui n’entre point ici en confidération.

2O6.

Paffons à la feconde propofition, & prou

vons auffi que la différence de deux bi

quarrés, ou x–y“, ne peut jamais devenir

un quarré que dans les cas où y=o& y=x.

I.) On peut regarder les nombres x & y

comme premiers entr'eux, & par confé

quent comme étant ou impairs tous les

deux, ou l’un pair & l’autre impair. Or

comme dans Mun & l’autre cas la différence

de deux quarrés peut redevenir un quarré,

il faudra confidérer ces deux cas fépa

rément.

II.) Suppofons d’abord les deux nombres

& & y impairs, & que x=p+q & y=p—q,

il faudra néceffairement que l'un des deux
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nombres p & q foit impair, & que l'autre

foit pair. Or nous avons xx-yy=4pq,

& xx-1-yy=2pp+2qq.; donc notre for

mule æ“—y“=4pq(2pp+2qq); & ceci

devant être un quarré, il faut auffi que fa

quatrieme partie, p q (2 pp+ 2 qq)= 2pq

(pp-+qq), foit un quarré; & puiſque les

faćteurs de cette formule n’ont point de

commun diviſeur, à cauſe que fi p eſt pair

q eſt impair, chacun de ces faćteurs, 2p,

q & pp+qq, doit être de foi un quarré. Afin

donc de faire en forte que les deux pre

miers deviennent des quarrés, qu’on fup

poſe 2p=4rr ou p=2rr, & q=ff, où f

doit être impair, & il faudra que le troi

fieme faćteur, 4r“+f“, foit pareillement un

quarré.

III.) Or, puiſque f“+4* eſt la fomme

de deux quarrés, dont le premier, f*, eft

impair, & dont l’autre, 4r“, eft pair, qu’on

faffe la racine du premier ff=tt–uu, où

t foit impair & u pair; & la racine du fe

cond, 2 rr= 2 tu, ou rr=tu, où t & u

font premiers entr'eux.
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IV.) Puis donc que tu=rr doit être un

quarré, il faut que tant t que u foient des

quarrés. Qu’on fuppofe donc t=mm & u

=nn, en entendant par m un nombre im

pair, & par n un nombre pair, on aura

ff=m"—n“; de forte qu’il faudroit de nou

veau qu’une différence de deux bi-quarrés,

favoir m'–n“, fût un quarré. Or il eſt clair

que ces nombres feroient bien plus petits

que x & y, puiſqu’ils font moindres que

r & f, qui font eux-mêmes évidemment

plus petits que x &y. Si donc une folution

étoit poffible dans de grands nombres, &

que x–y fût un quarré, il faudroit qu’il

y en eût une aufſi qui fût poſſible pour des

nombres beaucoup plus petits; celle-ci de

vroit faire parvenir à une autre pour des

nombres encore plus petits, & ainfide fuite.

V.) Or les nombres les plus petits, pour

lefquels un tel quarré peut fe trouver, ont

lieu dans le cas où un des bi- quarrés eft |

=o, ou qu’il eſt égal à l’autre bi-quarré.

Dans le premier cas il faudroit que n=o;

donc u=o, & de même r=o, p=o,
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& enfin x“–y“=o, ou x'=y“; ce qui

eft un cas, duquel il n’eſt pas queſtion ici;

que fi n=m, on trouveroit t=u, enfuite

f=o, q=o, & enfin auffi x=y, ce qui

n’entre point ici en confidération.

2O7.

On pourroit faire ici l’objećtion que,

puiſque m eft impair & que n eſt pair, la

derniere différence n’est plus femblable à

la premiere, & qu’ainfi on ne peut en tirer

des conclufions analogues pour des nom

bres plus petits. Mais il ſuffit que la premiere

différence nous ait fait arriver à la feconde,

& nous allons faire voir que x“–y“ ne peut

non plus devenir un quarré, quand l’un des

bi-quarrés eſt pair & que l’autre eftimpair.

I.) D'abord fi le premier x" étoit pair,

& que y fût impair, la chofe feroit claire

d’elle-même, puiſqu’on auroit un nombre

de la forme 4n+3 , qui ne peut être un

quarré. Soit donc x impair & y pair , il

faudra que x.x=pp-+-qq., & y=2pq, .

d’où réſulte x"—y“=p“— 2ppq q-+-q"
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=(pp—qq)”, où des deux nombres p & q

l’un doit être pair & l’autre impair.

II.) Orpp+qq=xx devant être un quar

ré, on a p=rr—ff & q= 2rf; donc x

=rr+f/. Mais de-là réfulte yy=2(rr—ff)

. 2rf, ou yy=4rf(rr—ff), ce qui devant

être un quarré, le quart rf(rr—ff), dont

les faćteurs, font premiers entr'eux, doit

pareillement être un quarré.

III.) Qu’on faffe donc r=tt & f=uu,

on aura le troiſieme faćłeur rr—//=t"—u“,

qui devra de même être un quarré; or

comme ce faćteur équivaut à la différence

de deux bi-quarrés, qui font beaucoup

moindres que les premiers, la démonftra

tion précédente est pleinement confirmée;

& il eſt évident que fi la différence de deux

bi-quarrés pouvoit devenir égale au quarré

d’un nombre, quelque grand qu’on veuille

le fuppofer, on pourroit, moyennant ce

cas connu, parvenir à des différences de

plus en plus petites, qui feroient de même

rédućtibles à des quarrés, fans cependant

retomber dans les deux cas évidens, dont
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nous avons parlé au commencement; donc

il eſt impoſſible que la chofe puiffe avoir

lieu même pour les plus grands nombres.

2ο8.

La premiere partie de la démonftration

précédente, favoir où x & y font fuppoſés

impairs, peut s’abréger de la maniere fui

vante: fix"—y'étoit un quarré, il faudroit

qu’on eût xx=pp-+-qq & yy=pp—qq,

en entendant par p & q des nombres dont

l’un foit pair & l’autre impair; moyennant

cela on auroit xxyy=p"—q“, & il faudroit

par conféquent que p“—q" fût un quarré;

or c’eſt-là une différence de deux bi-quarrés

dont l’un eſt pair & dont l’autre eftimpair;

& il a été prouvé dans la feconde partie

de la démonſtration, qu’une différence de

cette nature ne peut devenir un quarré.

2O9.

Nous avons donc prouvé ces deux pro

pofitions capitales, que ni la fomme ni la

différence de deux bi-quarrés ne peut de
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venir un nombre quarré, fi ce n’eſt dans

un petitnombre de cas tout-à-fait évidens.

Quelques formules donc qu’on veuille

transformer en des quarrés, fi ces formules

demandent qu’on réduiſe à un quarré la

fomme ou la différence de deux bi-quarrés,

on peut prononcer que ces formules pro

poſées font pareillement impostibles. C’eſt

ce qui arrive à l'égard de celles que nous

allons indiquer. * - - - , : '

- I.) ll n’eſt pas pofible que la formule

x"+4y" devienne un quarré; car puiſque

eette formule eſt la fomme de deux quarrés,

il faudroit que xx=pp—qq , & 2yy=2pq

ou yy=pq; or p & q étant des nombres

premiers entr'eux, il faudroit que l'un &

l’autre fût un ra. Si donc on fait p=rr &

q=ff, on atira xx=r*—f“; c'est-à-dire

qu’il faudroit que la différence de deux bi

quarrés fût un quarré, ce qui eſt impoffible.

II.) Il n’eſt pas poffible non plus que la

formule x“–4y" devienne un quarré; car

il faudroit dans ce cas que xx=pp+qq,

& 2 yy= 2pq , afin qu’on eût x*—4y“



256 E L É M E N s ,

=(pp-qq)'; or pour que yy=pq, il faut

que tant p que q foit un quarré; & fi on

fait en conféquence p=rr & q=ff, on

a xx=r*+/"; c’eſt-à-dire qu'il faudroit

que la fomme de deux bi-quarrés pût de

venir un quarré, ce qui eft impoffible. :

III.) Il eſt impoffible auffi que la for

mule 4x"—y“ devienne un quarré, parce

qu’il faudroit en ce cas néceffairement que

y fût un nombre pair; or fi l'on fait y=2;,

on trouve que 4x“—16 (“, & par confé

quent auffi la quatrieme partie x"—4;',

devroit pouvoir fe réduire à un quarré ;

ce que nous venons de voir n'être pas post

fible. . |- ! :

IV.) La formule 2x+2y“ ne peut pa

non plus fe transformer en un quarré; car,

puiſqu’il faudroit que ce quarré fût pair,

& par conféquent 2x"+2y=4 {{, on

auroit x'+iy'=2 {{, ou 2{{+2xxyy=x“

+2xxyy-+y'=L, ou pareillement 27;

—2xxyy=x"—2xxyy-+y=L. Ainfi,

comme tant 2{{+2xxyy que 2{{-2xxyy

deviendroient des quarrés, il faudroit que

* leur
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leur produit 4ý“–4x:y", auffi bien que le

quart de ce produit, ou 7"–x"y", fût un

quarré. Mais ce quart eft la différence de

deux bi- quarrés ; donc, &c.

V.) Enfin je dis auffi que la formule 2 x*

–2y“ ne peut être un quarré; car les deux

nombres x & y ne peuvent être pairs tous

deux, puiſque s'ils l'étoient, ils auroient un

diviſeur commun ; ils ne peuvent être non

plus pair l’un & impair l'autre, puiſqu’au

trement une partie de la formule feroit di

vifible par 4, & l’autre feulement par 2,

& qu’ainfi la formule entiere ne feroit di

viſible que par 2 ; donc il faut que ces

nombres x & y foient impairs tous les deux.

Or fi l'on fait à préſent x=p+q, & y=p

—q , un des nombres p & q fera pair, &

l’autre fera impair ; & puiſque 2x"– 2y“

=2(xx+xy) (xx-yy), & que xx+yy

=2pp+2qq=2(pp+qq), & que xx-yy

=4pq, notre formule fe trouvera exprimée

par 16pq(pp+qq), dont la feizieme partie,

ou pq(pp-+-qq), devra être pareillement un

quarré. Maisces facteurs font premiers entre

Tome I /. R

|
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eux ; ainfi chacun doit de fon côté être un

quarré. Qu’on faffe donc les deux premiers

p=rr & q=f/, & le troifieme devenant

=/"+/-", ce qui ne peut être un quarré,

prouvera que la formule propoſée ne peut

pas non plus devenir un quarré.

2. I O.

On peut démontrer de même que la

formule x“+ 2y“ ne. devient jamais un

quarré; voici l’ordre de cette démonftra

tion :

I.) Le nombre x ne peut être pair, parce

qu’il faudroit en ce cas que y fût impair;

& la formule ne feroit diviſible que par 2

& non par 4; donc x doit être impair.

II.) Qu’on ſuppofe donc la racine quarrée

de notre formule =xx+":", afin qu'elle

devienne impaire, on aura x“+ 2y'=x“

++":"+ *:', où les x“ fe détrui

fent; en forte qu’en divifant les autres ter

mes par yy & multipliant par qq, on trouve

4pqx.x+4ppyy=27ff).Y, ou 4P4-xx=27Hyy
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—4ppyy, d’où l’on tire;=": ; c'est

2pp & yy=2pq, qui font

les mêmes formules que nous avons déjà

données plus haut.

III.) Ainfi qq–2pp devroit être un quarré,

& c’eſt ce qui ne peut arriver, à moins

qu’on ne faffe q=rr+2ff & p=2/, afin

d’avoir xx=(rr—2/)'; or on auroit alors

4/(rr+ 2ff)=yy; & il faudroit qu’auffi

le quart rf(rr+2 //) fủt un quarré, &

par conféquent que r & f fuffent chacun en

particulier des quarrés. Si donc on ſuppofe

r=tt & f=uu, on trouvera le troiſieme

faćteur rr+2ff=t“-+-2u", qui devroit être

un quarré. -

IV.) Par conſéquent fi x+2y" étoit un

quarré, il faudroit auffi que t'+2u fût un

quarré; & comme les nombres t & u fe

roient beaucoup moindres que x & y , om

pourroit parvenir de la même maniere à

des nombres toujours plus petits. Or il eft

facile de fe convaincre, par quelques effais,

que la formule propoſée n’eſt pas un quarré

de quelque petit nombre ; donc elle ne

à-dire xx=77

R ij
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l’eſt pas non plus d’un nombre même très

grand.

2. I I.

Pour ce qui regarde au contraire la for

mule x“– 2y", il n’eſt pas pofſible de prou

ver qu’elle ne peut devenir un quarré, &

on trouve même par un raiſonnement fem

blable au précédent, qu’il y a une infinité

de cas où cette formule devient réellement

un quarré.

En effet, que x“– 2 y" doive être un

quarré, nous venons de voir qu’en faifant

xx=pp+2qq & yy=2pq, on trouve x“

– 2y=(pp— 277)”. Or pp-+-27q doit

donc devenir pareillement un quarré, &

c’eſt ce qui arrive, lorſque p=rr— 2ff &

q=2rf, vu qu’on a dans ce cas x x=(rr

+ 2ff). De plus il eſt à remarquer qu’on

pourroit prendre pour le même effet p=2ff

–rr & q=2r/: nous ferons attention à l’un
& à l’autre cas. r

I.) Soit d'abord p=rr–2ff & q= 2rf,

on aura x=rr+ 2ff; & à caufe de yy

= 2pq, on aura maintenant y.y=4 // (rr
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–2ff); de forte que r & f doivent être

des quarrés. Qu’on faffe donc r=tt &

f=uu, on trouvera yy=4ttuu (t“—2u“).

Ainfi y=2tu v/r –au & x=t“–|— 2 u";

donc, lorſque tº– 2 u" eſt un quarré, on

trouvera auffi x“–2y=ti ; mais quoique

t & u foient des nombres plus petits que

x & y, on ne peut conclure cependant,

comme auparavant, que x“—2y“ ne peut

être un quarré, de ce qu’on parvient à une

formule femblable en de moindres nom

bres; car x"—2y“ peut devenir un quarré,

fans qu’on parvienne à la formule 1"–2u“,

comme on le verra en confidérant le fe

cond cas. -

II.) Soit donc p= 2ff–rr & q= 2 f,

on aura à la vérité, comme ci-devant ,

xx=rr+2/f ; mais on trouvera yy= pq

=4r/(2/f–rr). Si l’on fuppofe maintenant

r=tt & f=uu, on obtient yy= 4 t t u u

(2u“–t“), par conſéquent y=2.tuv/ 2u“–t“

& x=t“+ 2u“, moyennant quoi il eſt clair

que notre formule x“— 2.y“ peut devenir

R iij
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auffi un quarré, quand la formule 2ư“—t“

devient un quarré. Or ce cas a lieu évi

deminent, quand t=1 & u= 1 ; & nous

obtenons par-là :x=3 & y=2, & enfin

**— 2.y“= 81— 2. 16=49.

III.) Nous avons auffi vu plus haut que

2u-t“ devient un quarré, lorſque u=13

& t=1, puiſqu’alors V2 u —“=239.

Si nous fubſtituons donc ces valeurs au lieu

de t & de u, nous trouvons un nouveau

cas pour notre formule, favoir x=1+2

- i 3'–571 23 , & y=2.13.239=62 14.

IV.) De plus, dès qu’on a trouvé des

valeurs de x & de y, on peut les fubſti

tuer à t & à u dans les formules du nº. I,

& on obtiendra par ce moyen de nouvelles

valeurs de x & de y. |

Or nous venons de trouver x=3 & y

=2; faifons donc, dans les formules nº. I,

z=3 & u=2, de forte que v/r –au

=7 , & nous aurons les nouvelles valeurs

fuivantes, x=81+ 2.16=1 1 3 & y= 2

. 3. 2.7=84 ; ainfi x.x=12769 , & x“
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=163o4736 I ; de plus yy=7o56, & y*

=49787 136; donc x"—2y'=6347 3o39 :

la racine quarrée de ce nombre eft 7967,

& elle s’accorde parfaitement avec la for

mule adoptée au commencement, pp–2 qq;

car puiſque t=3 & u=2, on a r=9 &

f=4; donc p=81—32=49 & q=72,

d’où réſulte pp– 2 q q=24o1 — 1o368

=—7967.

C H A P I T R E x I v.

Solutions de quelques Questions qui appar

tiennent à cette partie de l'Analyſe.

2 12.

Nous avons expliqué juſqu’ici les arti

fices qui fe préfentent dans cette partie de

l'analyſe, & qui peuvent être néceffaires

pour réfoudre quelque queſtion que ce foit

qui appartienne à cette partie ; il nous refte

à les mettre dans un plus grand jour, en

joignant ici quelques-unes de ces queſtions

avec leurs folutions.

R iv
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2 I 3.

Premiere question. Trouver un nombre

tel que, fi on y ajoute ou qu’on en retran

che l’unité, on obtienne dans l’un & l’autre

cas un nombre quarré.

Soit le nombre cherché =x, il faut que

tant x+ i que x–1 foit un quarré. Sup

pofons pour le premier cas x+1=pp,

nous aurons x=pp—1 & x-1=pp—2,

ce qui devra pareillement être un L. Que

la racine en foit donc p—q , nous aurons

pp—2=pp-2pq+qq., & par conféquent

p=:, au moyen de quoi on obtięnt x

–?"+4

477

leur quelconque même fraćtionnaire.

, où l’on peut donner à q une va

Si nous faifons donc q=#, en forte que

r“-+-4/*
—, nous aurons pour quelques3

4r/f/ -

2C+

petits nombres les valeurs qui fuivent:

• Si r = I 2 | 1 | 3

& f= 1 | I

– 3. || 5 | 65 | 85

on a x = # | | | Ig | #.
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4

2 I 4.

Seconde question. Trouver un nombre x

tel que, fi on y ajoute deux nombres quel

conques, par exemple 4 & 7, on obtienne

dans l’un & l’autre cas un quarré. *

Il faut d’après cet énoncé que les deux

formules, x-+-4 & x-1-7, deviennent des

quarrés. Qu’on fuppofe donc la premiere

x+4=pp, on aura x=pp–4, & la fe

conde deviendra x+7=pp+3 ; or cette

formule devant auffi être un quarré, foit

fa racine =p+q, & on aura pp-+-3=pp

+2pq+qq, d'où l'on tirera p=':', &

9-????+?', si de
477 -

plus on prend pour q une frastion#, on

9/*– 22 riff +r“

- 4rt// ’

dans laquelle on peut fubſtituer à r & à f

tous les nombres entiers qu’on veut.

Si l’on fait r=1 & /=1 , on trouve x

=-3 ; donc x+4=1 & x+7=4.

Que fi l’on demandoit que x fût un

par conféquent x=

trouve pour x la valeur
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nombre pofitif, on pourroit faire /= 2 &

3=1 , & on auroit x=#, moyennant
- 1 2 1 16

quoi x-+4=:, & x-+7 =:.

Si l'on fait /=3 & r=1, on a x="#,
3 -- Á 6

d’où réſultent x+4=: & x+7="#.

Veut-on que le dernier terme de la for

mule qui exprime x, furpaffe le moyen,

qu'on faffe r= 5 & f=i, on aura x=#,
7- r _ I 2 I –196

& par conféquent x+4=: & x+7=: |

3

2 I 5.

Troiſieme question. On cherche une va

leur fraćtionnaire de x , telle qu’ajoutée à

1 ou fouftraite de 1 , elle donne dans l’un

& l'autre cas un quarré.

Puiſque ce font les deux formules 1+x

& 1–x qui doivent devenir des quarrés,

qu’on fuppoſe la premiere 1+x=pp, on

aura x=pp–1 , & la feconde formule 1

–x=2–pp. Or comme cette formule-ci

doit devenir un quarré, & que ni le pre

mier terme ni le dernier n’eſt un quarré,

il faudra tâcher de trouver un cas où la
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>
-

formule devienne un II ; on ne tarde pas

à en appercevoir un , c’eſt celui de p= 1.

Qu’on faffe donc p=1—g, de forte que

x=qq–2q, notre formule 2 —pp fera

=1+2q–qq; & en fuppofant la racine

=1—qr, on aura -- 27—qq=1—2qr

+qqrr; ainfi 2—q=—2r+qyr, & q=:#;

- 3

#:; & puiſque ren

une fraćtion, qu’on faffe r=#, on aura x

_4:"+4"–4:(:-") & il eft

(tt-+-uu)” (tt--uu) ? * *

clair que u doit être plus grand que t.

Soit donc, par exemple, u=2 & t=1,

On trOUVera x=#.

de la réfulte x=

|- |- - - n:«a --– '2°

Soit u=3 & 1=2, on aura x=#,
-- « ---- - –289 R., – 49 -
& les formules 1+x=: & I -x=ī:, ,

feront toutes deux des quarrés. - -

2. I 6.

Quatrieme question. Trouver des nom

bres x tels que, foit qu’on les ajoute à Io,

foit qu’on les fouftraie de Io, il en réſulte

des quarrés. - - *
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Il s’agit donc de transformer en quarrés

les formules i o+x & 1 o–x, & on pour

roit le faire par la méthode qu’on vient

d’employer; mais indiquons une autre voie

pour y parvenir. On remarquera d'abord

que le produit de ces deux formules, ou

1oo–xx, doit pareillement devenir un

quarré ; or fon premier terme étant déjà
* g - - |

un quarré, il faut en ſuppofer la racine

=1o—px, moyennant quoi on aura 1oo

|- ~ • – 29P .

–xx=1oo–2opx+ppxx ; donc x=: ;

or par-là ce n’eſt encore que le produit

des deux formules qui devient un quarré,

& non pas chacune en particulier. Mais

pourvu que l’une devienne un quarré, l’au

tre fera néceffairement aufli un quarré; or

_1opp+2op+1o _1o(pp+2p+1) |

1o+x="":"=" :"", & puiſque

pp-+ 2p+1 eft déjà un quarré, tout fe

réduit à ce qu’auffi la fra&tion:, ou bien
p

celle-ci tºpp+", foit un quarré. Il faut

(pp-+-1)

pour cela feulement que 1 opp+1 o foit un

quarré, & on a de nouveau befoin ici de

trouver un cas où cela ait lieu. On remar
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quera qu’un tel cas eft p=3 ; c’eſt pour

quoi on fera p=3+q , & on aura i oo

+6oq+1oqq. Que la racine de ceci foit

1o+gt, on aura l'équation finale ioo+6oq

+1oqq=n oo+2oqt+qqit, qui donne q
6o – - / |

=:=:, au moyen de quoi on détermitt– I O

11Cf d P=3+q , & x=:: -

Soit t=3, on trouvera q=o & p=3 ;

donc x=6, & nos formules I o+x=16& Io—x=4. - *a

13
|- - ––4°. *--

Mais fi t=1, on a q=—: &p=—:,

ainfi x=–#; or il eftindifférent de faire

auffi x=+:, donc 1o+x=: & I o

= X-: , quantités qui font toutes deux des

quarrés.

2 17.

Remarque. Si on vouloit généralifer cette

queſtion en demandant pour un nombre

quelconque a des nombres x, tels que tant

a+x que a–x fuffent des quarrés, la fo

lution deviendroit fouvent impoſible, fa

voir dans tous les cas où a ne feroit pas la

fomme de deux quarrés. Or nous avons

/
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déjà vu plus haut que depuis I juſqu’à 5o

ce ne font que les nombres fuivans qui font

les fommes de deux quarrés, ou qui font

contenus dans la formule xx+yy:

I > 2, 4 , 5 , 8, 9, Io, 13 , 16, 17, 18,

2o, 25 , 26, 29 , 32 , 34, 36 , 37,

49 , 4 I 3 4 5 , 49 , 5 O.

Ainfi les autres nombres compris entre 1

& 5o, & qui font:

3 , 6 , 7, 1 I , I 2 , 14, I 5, 19 , 2 1 , 22,

23 , 24, 27 , 28 , 3o, 3 1 , 33 , 35, 38,

39, 42 , 43 , 44, 46, 47 , 48 ,

ne peuvent fe décompofer en deux quarrés;

par conféquent toutes les fois que a feroit

un de ces derniers nombres, la question

feroit impoffible. La démonstration en eft

facile. Soit a+x=pp & a–x=qq, l'ad

dition des deux formules donnera 2a=pp

+qq ; donc il faut que 2a foit la fomme

de deux quarrés; or fi 2a eſt une fomme

de cette eſpece, a en fera une femblable;

par conféquent, lorſque a n’eſt pas la ſomme

de deux quarrés, il fera toujours impof

fible que a+x & a–x foient en même

temps des quarrés.
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2. I 8.

Comme 3 n’eſt pas la fomme de deux

quarrés, il fuit de ce que nous avons dit,

que, fi a= 3 , la queſtion eft impoffible.

Mais on pourroit objećter qu’il y a peut

être deux quarrés fraćtionnaires, dont la

fomme eft = x : nous répondons que cela
3 3 P q

n’eſt pas poffible non plus; car fi 3 étoit
–PP r r

=:+#, & qu'on multipliât par qqſ/,

on auroit 3qqff=pp/f+qqrr, où le fecond

membre, qui eſt la fomme de deux quarrés,

feroit diviſible par 3 ; or nous avons vu

plus haut qu’une fomme de deux quarrés

ne peut avoir pour diviſeurs que des nom

bres qui foient eux-mêmes des fommes de

cette eſpece. -

Il eſt vrai que les nombres 9 & 45 font

diviſibles par 3 , mais ils font diviſibles auffi

par 9, & même chacun des deux quarrés

qui compoſent tant l’un que l’autre, eft di

viſible par 9 , vu que 9=3*-+-o”, & 45

=6+3°; c’eſt donc un cas différent &

duquel il n’eſt pas queſtion ici ; & nous
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pouvons donc nous en tenir à la conclufion,

que fi un nombre a n’eſt pas en nombres

entiers la fomme de deux quarrés, il ne

le fera pas non plus en fraćtions. Lorſqu’au

contraire le nombre a eſt en nombres en

tiers la fomme de deux quarrés, il peut

être d’une infinité de manieres la fomme

de deux quarrés en nombres fraćtionnaires;

c’eſt ce que nous allons faire voir.

2 I 9.

Cinquieme question. Décompofer en au

tant de manieres qu’on voudra un nombre,

qui eſt la fomme de deux quarrés, en une

autre fomme de deux quarrés.

Soit ff+gg le nombre propoſé, &

qu’on cherche deux autres quarrés, par

exemple xx & yy, dont la fomme xx+yy

foit égale au nombre ff+gg. Il est clair

d’abord que fi x eft ou plus grand ou plus

petit que f, il faut qu’au contraire y foit

ou plus petit ou plus grand que g. Qu’on

faffe donc x=f'+p; & y=g–77, on

aura ff+ 2fp{+pp{{+gg—2g77+7y##
/**

– !

J./
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=ff+gg, où les deux termes ff & gg fe

détruiſent; après quoi il ne refte que des

termes qui font diviſibles par 7. Ainfi on

aura afp+pp-ºg-+ght=o, ou fet

+ qqz=2 gq–2fp ; donc f=:,

d’où l’on tire pour x & y les valeurs fui

vantes , x=*:" & y=Mi: :-) ?

dans lefquelles on peut adopter pour p & q

tous les nombres poſſibles à volonté. -

Que , par exemple, 2 foit le nombre

propofé, en forte que f=1 & g=1 , on

aura xx+yy=2; &à cauſe de x=#:;"

& de y=':", fi on faitp=2 & q=1,

– "- –Z
Oİl trouve x=; & y=; e

22.O.

Sixieme question. Si a eft la fomme de

deux quarrés, trouver des nombres x, tels

que a+x & a–x deviennent des quarrés.

Soit a=13=9+ 4, & qu’on faffe 1 3

+x=pp & 13—x=qq, on aura d'abord

par l’addition 26=pp+qq, enfuite par

la fouftraćtion, 2.x=pp—qq ; il faut par

conféquent que p & q foient tels que pp

Tome I I. S
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–|—qq devienne égal au nombre 26, qui eft

auffi la fomme de deux quarrés, favoir de

25 +1. Or puiſqu’il s’agit en effet de dé

compofer 26 en deux quarrés, dont le plus

grand puiffe exprimer pp, & le plus petit

qq, on aura fur le champ p= 5 & q=1,

de forte que x=1 2 ; mais l’on peut ré

foudre le nombre 26 encore d’une infinité

de manieres en deux quarrés. Car puiſque

f=5 & q=1 , fi nous écrivons dans les

formules de ci-deffust & u au lieu de p & q,

& p & q au lieu de x & y, nous trouvons
2.tu+5 (uu–tt) I Ottl+tt–lulu

p=::="& q=":". Maintenant

nous pouvons fubſtituer à t & u des nom

bres quelconques, & déterminer par-là

p & q, & par conféquent auffi la valeur

de x=":".

Soit, par exemple, t= 2 & u=1 , on

aura p=: & q=#; donc pp—qq=:

& x=#.

22 I.

Mais afin de réfoudre cette queſtion d'une

maniere générale, foit a=cc+dd, &
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x

l'inconnue =t ; c'eſt-à-dire que ce foient

les formules a+5 & a.–7 qui doivent de

venir des quarrés.

Faifons a+z=xx & a-{=yy, nous

aurons d'abord 2a=2(cc+dd)=xx+yy,

enfuite 2{=xx-yy. Donc il faut que les

quarrés xx & yy ſoient tels que xx+yy

=2 (cc-+-dd), où en effet 2 (cc+dd) eft

la fomme de deux quarrés, favoir=(c+d):

+(c-d). Suppofons, pour abréger, c+d

=f, & c—d=g, il faudra que æx+yy

=ff+gg, & cela arrivera, d’après ce

qui a été dit ci-deffus, quand x=::=?

&y=":n . On obtient pa:me

folution très-facile, en faifant p=1 & q

=I ; car on trouve x=#=g=c–d,

& y=f=c+d; par conféquent {=2cd';

& il eſt clair que a+7=cc+dd+ 2 cd

=(c+d)”, & a-ţ=cc+dd–2cd=(c–d)".

Cherchons une autre folution, en faiſant

p= 2 & q=1 ; nous aurons x=s+2; &

y=###, où tant c & d que x & y peuvent

fe prendre en moins , parce qu’il n’eſt

S ij
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queſtion que de leurs quarrés. Or puiſque

x doit être plus grand que y, qu’on faffe

dnégatif, on aura x=::& y=#:#. De

, & cette valeur
24dd + 14cd – 24cc

2 5

* • / d d

étant ajoutée à a=cc+dd, donne##|- “,

là réſulte {=

|- - d

dont la racine quarrée eft:.*; fi l'on fouf

trait enfuite 7 de a, il reſte
v := a, le

quarré de "#"; & on voit qu’en effet de

ces deux racines quarrées la premiere eft

=x & la feconde =y.

2. 2:2. *

Septieme question. On cherche un nom

bre x tel que, foit qu’on ajoute I à ce nom

bre même, foit qu’on ajoute 1 à ſon quarré

xx, on obtienne un quarré.

Il s’agit de transformer en quarrés les

deux formules x+1 & xx+1. Qu’on fup

poſe donc la premiere x+1=pp, & à

caufe de x=pp–1, la feconde xx+1=p"

– 2pp+2, devra être un quarré. Cette

derniere formule eſt de nature à ne point

admettre de folution, à moins qu’on ne
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connoiffe d’avance un cas fatisfaifant ; mais

un tel cas fe préfente aufi-tôt, c'eſt celui.

de p=1. Soit donc p=1+q, on aura xx

+1=1+4qq+4q’-+-q“, ce qui peut de

venir un quarré en bien des manieres.

I.) Qu’on en fuppoſe d’abord la racine

=1+qq, on aura 1+4qq+4q’+q"=1

+2qq+q"; ainfi 4q+4qq=2q , ou 4+47

=2 & q=—#; donc p=# & x=—#.

II.) Soit la racine =1—qq, on trouvera

1+499+47+9=1-297+g'; par con

féquent q=—; & p=—#, ce qui donne

x=–#, comme auparavant. . .

III.) Si l’on fait la racine =1+2q-+-qq,

afin de retrancher le premier & les deux

derniers termes, on a 1-+-4qq-+-47’+q“

=1+4q+6qq+4q'+q", d'où l’on tire

q=— 2 & p=-1 ; donc x=o.

IV.) On peut adopter auffi 1—2q-qq

pour la racine, & on a dans ce cas 1 +4qq

+ 4q'+q"=1-4q+2qq-+-4q'+q"; mais

on trouve comme auparavant q=— 2.

V.) On peut, fi l’on veut, retrancher les

- S iij
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deux premiers termes, en faifant la racine

=1+2qq ; car on aura I+4qq+4q'+q“

=1+479+44"; alors q=#&p=#; par

conſéquent x=#; enfin x+1=#= (#)',

& xx+1=::=(:).

On trouvera un plus grand nombre de

valeurs pour q, en faifant ufage pour cela

d’une de celles qu’on vient de déterminer,

par exemple de celle-ci, q=—#; car

foit à préfent q=—; +r, on a p=#+r;

pp=; +r+rr, & p|=#+; r+; rr+ 2 rº

+r“; donc l’exprefion: –; r—: rr+ 2r°.

+-r“, à laquelle notre formule fe réduit,

devra être un quarré, & elle devra l’être

auffi étant multipliée par 16, dans lequel

cas on a 25—24r—8rr+32r+16r“. C’eft

pourquoi faifons à préfent:

I.) La racine = 5+f + 4rr; en forte

que 25— 24 r—8 rr+ 3 − r +16r“=25

+1oj } + 4orr+ffrr+8frº-+-16 r“. Les

premiers & les derniers termes fe détrui

fent, & nous ôterons auffi les feconds,

en faiſant -24=1of, & par conféquent
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12

f=–#; divifant enfuite les termes ref

tans par rr, nous avons —8+32r=+4o ,

+ff+8ff; & en admettant le figne fupé
|- 8

rieur, nous trouvons r= ::::. Or, à caufe

I 2 –21 • |

de f=—#, nous avons r=#; donc p2

–3" –“: a: –( 34 Y?

=#, & x=: ; ainfi x+1=(:)*, &
_/689\2

xx+1=(:) 9

II.) Que fi nous adoptons le figne in

férieur, nous avons —8+32r=—4o-+ff

–8fr, d’où fe conclut r=#:;; & puif

T– I 2 —–4. – 3H

que f=— ?, on a r=—#; doncp= 2o 3

*

ce qui conduit à l’équation précédente.

III.) Soit 4rr+4r+5 la racine de la for

mule; de forte que 1 6r“+32r°–8rr–24r

+25=16r“+32r+4orr+4or+25. Comme

+ 1 6rr - -

de part & d’autre les deux premiers termes

& le dernier fe détruiſent, nous aurons–8r

—24=+4or-+-16r+4o, ou —24r— 24 |

=+4or+4o. Si nous admettons le figne |- ·

fupérieur, nous avons par conféquent –24r

—24=4or-+4o, ou o=64r+64, ou |

o=r-+-1, c’eſt-à-dire r=-1 & p=—;;
 

- S iv
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mais c’eſt un cas qui nous eſt déjà connu,

& on n’en auroit pas trouvé un différent

en faifant ufage de l’autre figne.

IV.) Que la racine foit 5 +fr+grr, &

qu’on détermine f & g, de façon à faire

évanouir les trois premiers termes. Puiſque

aĉtuellement 25—24r—8rr+32r+16r“.

= 25+1ofr+1 ogrr+2fgrº+ggr“, on
+-ffrr X=

aura d’abord —24=1of, ainfi f=–:#;
- 5

enfuite – 8 =1 og+ff, ou g=–*:"

–= 344– 172

::==::. Quand on aura donc ſubf

titué & diviſé les termes reftans par rº,

on aura 32+16r=2fģ+ggr, & r=#::
- 16–gg *

Or le numérateur 2 fg–32 devient ici
–+24.172-32.625 – -32.496– -16.32.31 A

|- 5.125 ——ga;---z=-, & le dé

nominateur 16-gg=(4—g) (4+g)=;:I 25
672 8.32.41.21 . • 155o .

- T=,= -HIGIT ; ainfi r=- šāI ; & on Cíl

|- 2239 •

conclut p=—: , moyennant quoi on

obtient une nouvelle valeur de x à caufe

de x=Pp-I.

|
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223.

Huitieme question. Trouver un nombre

x qui, ajouté à chacun des nombres donnés

a, b & c., produife un quarré.

Puiſqu’il faut que les trois formules x+a,

x+b & x+c foient des quarrés, qu’on

faffe la premiere x+a= {{, on aura x

={{–a, & les deux autres formules fe

changeront en {{+b—a, & {{+c—a.

Il faudroit préfentement que chacune de

celles-ci fût un quarré ; mais c’eſt ce qui

n’admet point de folution générale; fouvent

la chofe est impoffible, & fa poſſibilité dé

pend uniquement de la nature des nombres

b—a & c–a. Car fi, par exemple, b–a

=1 & c—a=— 1 , c’eſt-à-dire b=a+-1

. & c=a–1 , il faudroit que ; ;-+-1 &

H 7–1 fuffent des quarrés, & que { par

conféquent fût une fraćtion; ainfi on feroit

$=#, & il faudroit que les deux formules

pp+qq & pp—qq fuffent des quarrés, &

que par conféquent aufli leur produitp“—q"

fůt un quarré; or nous avons fait voir plus

haut que cela eſt impoſſible, |

*
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Voulût-on faire b—a=2, & c—a=–2,

c’eſt-à-dire b=a+2 & c=a–2 , on au

roit, en faifant encore z=#, les deux for

mules pp+2qq & pp— 2qq à transformer

en quarrés; par conféquent il faudroit auffi

que leur produit p“—4q" devînt un quarré;

or c’eſt ce que nous avons de même fait

voir être impoffible.

Soit en général b—a=m & c–a=n;

de plus {=#, il faudra que les formules

pp-+-mqq & pp--nqq deviennent des quar

rés; & nous venons de voir que cela eft

impostible, tant lorſque m=+1 & n=—1,

que lorſque m=+ 2 & n=— 2.

Cela eft impoffible auffi, lorſque m=ff

& n=—ff; car on auroit dans ce cas

deux formules, dont le produit feroit =pº

–f"q", c’eſt-à-dire la différence de deux

bi-quarrés, & nous favons qu’une telle dif

férence ne peut jamais devenir un quarré.

De même, quand m=2ff& n=–2ff,

on a les deux formules pp+ 2 ffqq & pp

—2ffqq qui ne peuvent devenir toutes les

deux des quarrés, parce qu’il faudroit que
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leur produit pº–4f"q" pût devenir un

quarré; or fi l’on fait fq=r, ce produit fe

change en p“–4 r“, qui eſt une formule

dont l'impoffibilité a été démontrée plus

haut.

Que fi l'on fuppoſe m=1 & n=2, en

forte qu’il s’agiffe de réduire en quarrés les

formules pp+qq & pp+2qq , on fera pp

+qq=rr & pp+2qq=ff; la premiere

équation donnera pp=rr—qq., & la fe

conde donnera rr+qq=ff; donc il fau

droit que tant rr—qq que rr+qq pût être

un quarré; or l'impoffibilité en eft prouvée,

puiſque le produit de ces formules, ou r“

–q“, ne peut devenir un quarré.

Les exemples que nous venons de donner

fuffiſent pour faire voir qu’il n’eſt pas facile

de choifir pour m & n les nombres qui ren

dent la folution poffible. L’unique moyen

de trouver de telles valeurs de m & de n,

c’eſt de les imaginer, ou bien de les déter

miner par la méthode qui fuit.

On fait ff+mgg=hh & ff+ngg=kk;

on a par la premiere équation m="ā",
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& par la feconde n="" ; cela pofé, on

n’a qu’à prendre pour f, g, h & k des nom

bres quelconques à volonté, & on aura

des valeurs de m & de n qui rendront la

folution poffible.

Soit, par exemp. h=3 , k=5, f=1

& g= 2, on aura m=2 & n=6; & om

peut être certain maintenant qu’il eſt pof

fible de réduire en quarrés les formules pp

+ 2 qq & pp-+-6 qq, puiſque cela arrive

quand p=1 & q= 2. Mais la premiere

formule devient en général un quarré, fi

p=rr—2// & q=2rf; car il en réfulte pp

+2qq=(rr+ 2ff)”. La feconde formule

devient alors pp-+-6qq=r“+2ortffH-4/*,

& nous connoiffons un cas où elle devient

un quarré, favoir le cas de p=1 & q=2,

qui donne r=1 & f=1, ou en général

r=f; de forte que la formule eft =25/“.

Connoiffant donc ce cas, nous ferons r=

+-t ; nous aurons rr=ff+ 2ft+tt, & r“

=/*+4/* t+-6/fit-+-4/+-t“, notre for-

mule deviendra 25/* +44f; t+ 26/ftt+4fiº

+-t“; & fppoſant que fa racine foit 5 ff.
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+fft+tt, nous l’égalerons au quarré 25/*

+1off’t-+-Iofftt+ 2ffiº+ 1", au moyen

+ff/ftt

de quoi les premiers & les derniers termes

fe détruiront. Faifons de plus 4= 2f, ou

f=2, afin de chaffer les termes pénul

tiemes, & nous parviendrons à l'équation

44/+26t=1 off-+-Iot+fft=2o/+-14t,

ou 2/=—t, &#=—; ; donc f=–1

& t=2, ou t=—2/, & par conſéquent

r=—f& rr=ff, ce qui n’eſt autre chofe

que le cas déjà connu.

Mais déterminons donc plutôt f, de fa

çon que les feconds termes s’évanouiffent :

il faudra faire 44=tof, OUf=#; & en

diviſant enfuite les autres termes par fit,

nous aurons 26/+4t=1of+fff+ 2ft,

c’eſt-à-dire –:/=# t ; ce qui donne t

=- :/ & r=f+t=:/, ou 7 = : ;

ainfi r=3 & f=i o; moyennant cela nous

trouvons p= 2//– rr=19 I & q=2rf

=6o , & nos formules feront pp+2 qq

=43681=(209) & Pp-+6qq=58o81

=241 -

\
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224.

Remarque. On peut trouver de la même

maniere encore d'autres nombres pour m

& n , qui faffent que nos formules devien

nent des quarrés; & il eft bon de remar

quer que le rapport de m à n eſt arbitraire.

Soit ce rapport, comme a à b, & qu’on

ait m=a; & n=b7, il fera queſtion de

favoir comment on doit déterminer {, afin

que les deux formules pp+a{qq & pp+b;qq

puiffent être transformées en quarrés. Nous

en indiquerons les moyens dans la folution

du probleme ſuivant.

- 225.

Neuvieme question. Si a & b font des

nombres donnés, trouver le nombre 7, tel

que les deux formulespp+azqq&pp+b{qq

deviennent des quarrés, & déterminer en

même temps les plus petites valeurs poffi

bles de p & de q. -

Qu’on faffe pp+ațqq=rr & pp+bțqq

=ff, & qu’on multiplie la premiere équa

tion par b & la feconde para, la différence
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des deux produits fournira l’équation (b–a)

pp=brr—aff, & par conſéquentpp=::=:,

& il faudra que cette formule foit un quarré;

or c’eſt ce qui arrive, quand r=/. Qu’on

fuppofe donc, afin de faire fortir les frac

tions, r=f'+(b-a)t, on aura pp=::=:

_b/f+2b (b–a)ft+ b(b-a)tt–aff

* } - b—a -

(*==)/+*(?=c)/+"("=aya
b—a

=/f+2 bft+b(b-a)tt.

Qu’on faffe maintenant p=f+; t, on

aura pp=ff+#ft+;; tt=/f+2 bft+b

(b–a)tt, où les fffe détruiſent; de forte

que les autres termes étant diviſés par t,

& multipliés par yy, donnent 2 b/yy+b

(b–a)tyy=2fxy+txx, d’où réſulte

t=::::::::: #=r::::::: . Ainfit=2xy

—2byy, & f=b(b-a)yy—xx ; de plus

r=2(b-a)xy—b(b-a)yy—xx, & par

conſéquent p=f+; t=b(b-a)yy+xx

–2bxy=(x—by)”—abyy. -

Ayant donc trouvé p , r & f, il nous
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refte à déterminer 7. Souffrayons pour cet

effet la premiere équation pp-+-afqq=rr

de la feconde pp+b{qq=ff, le reſte fera

z qq (b-a) =ff—rr=(f+r) (/–r).

Or f+r=2(b-a)xy–2.xx, & f–r=2b

(b-a)yy–2(b-a)xy, ou f+r=2x((b-a)

y—x), & f—r=2(b-a)y(by—x); ainfi

(b-a){qq=2x((b-a)y-x).2(b-a)y(hy–x) »

ou {qq=2x((b-a)y-x)2y(hy–x), ou 777

=4xy((b–a)y-x)(hy–x); par confé

quent {=at:2 (y-z).

Il s’agit donc de prendre pour qq le plus

grand quarré, par lequelle numérateur foit

diviſible; mais remarquons premiérement

que nous avons déjà trouvé p=b(b–a)yy

+-xx–2bxy=(x–by)”—abyy , & qu’ainfi

on peut fimplifier en faifant x= v+by,

ou x–hy=v , vu qu’alors p=vv— abyy,

& z=4&tº)3:"("+9) 4 x (x+y)(x+y),
· { \ q 4 * · q q -

Moyennant cela on pourra prendre pour

v & y des nombres quelconques, & adop

tant pour qq le plus grand quarré contenu

dans le numérateur, on déterminera faci

- lement

» Ou {=
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lement la valeur de 7 ; après quoi on re

viendra aux équations m=a{, n=b{, &

p=vv– abyy, & on obtiendra les for

mules qu’on cherchoit.

I.) pp+a{qq=( vv—abyy) + 4a vy

(v+ay)(v+by), qui eſt un quarré dont

la racine eſt r=—vv–2avy—abyy.

II.) La feconde formule devientPP+#{qq

=(vv-affyy)+4bvy('+ay)(v+by), Ce

qui eſt auffi un quarré dont la racinef=— vv

— 2bvy– abyy ; & on peut prendre les

valeurs tant de r que de f pofitives. Dé

veloppons ces réfultats dans quelquesexem

ples.

226.

Exemple premier. Soita=-1 & b=+1,

& qu’on cherche des nombres (, tels que

les deux formules pp-fqq & pp+{qq de

viennent des quarrés; favoir la premiere

= rr, & la feconde =ff. -

Nous avons donc p=vv+yy , & nous

n’aurons, afin de trouver {, qu’à confidérer

la formule f="2":""; nous donnerons

Tome II. . |- T
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à v & à y différentes valeurs, & nous ver

rons celles qui en réfultent pour {

|l|lll|lll. IV. V. || VI.
v 2 3 4 5 16 ð

Jy| I || 2 | I || 4 9 1

v—y 1 1 3 I 7 7

":::|. }|, }.« .} 9 2 5 9

kiala 64361614 9. 16.5|36.25.16 7|16:9.14

q q| 4| 4| 16| 9.16 36.25.16|| 16.9

# 6 33| 15| | 5 7 | - 14

p 51 1 3 | 17| 41 *–:

Nous fommes en état, moyennant ces

valeurs, de réfoudre les formules fuivan

tes, & d’en faire des quarrés. .

I.) On peut transformer en quarrés les

formules pp–67; & pp+677: cela fe fait

en fuppofant p= 5 & q= 2 ; car la pre

miere devient = 25 — 24= 1 , & la fe-

conde = 25 + 24= 49.

II.) Auffi les deux formules pp– 3oqq

& pp-+-3oqq : favoir en faifant p=1 3 &

q=2; car la premiere devient=169—12o

= 49, & la feconde =169+12o=289.

III.) Demême les deux formules pp–15qq

& pp-+-1 5 qq : car fi l'on fait p=17 &
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q=4, on a la premiere = 289— 24o

=49, & la feconde =289+24o=529.

IV.) Les deux formules pp—57q & pp

+5qq deviennent pareillement des quarrés:

favoir quand p=4 I & q=1 2 ; car alors

pp—5 qq=1681—72o=961=31*, & pp

—|-5 qq=168 1+72o=24o1=49°. .

V.) Les deux formules pp—7qq & pp

+-7qq font des quarrés, fi p= 337 & q

=ı 2o; car la premiere alors eft =113569

–1oo8oo=1 2769=1 I 3“, & la feconde

eft = 1 1 3569+1oo8oo=2 | 4369=463”.

VI.) Les formules pp–14qq & pp-+-14qq

deviennent des quarrés dans le cas de p

= 65 & de q=1 2 ; car alors pp — 14qq

=4225—2o16=2 xo9=47', & PP+14qq

=4225+2o16=6241=79’.

227.

Exemple fecond. Lorſque les deux nom

bres m & n font dans le rapport de 1:2,

c’eſt-à-dire que a=1 & b= 2, & qu’ainfi

m=f & n=2ț, trouver pour 7 des valeurs

T ij
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telles, que les formules pp+{qq & pp+2zqq

puiffent être transformées en quarrés.

Il feroit fuperflu ici de faire ufage des

formules générales que nous avons données

plus haut, cet exemple pouvant fe réduire

immédiatement au précédent. En effet, fi

pp-+-{qq=rr & pp-+ 2{qq=ff, on a par

la premiere équation pp=rr—{q}, ce qui

étant fubſtitué dans la feconde, donne rr

+{gg=// ; ainfi la queſtion eſt unique

ment que les deux formules rr—žqq & rr

+{qq puiffent devenir des quarrés, & c'eſt,

comme on voit , le cas de l’exemple pré

cédent. On aura par conféquent pour {

les valeurs fuivantes, 6 , 3o, 15 , 5 , 7,

14, &c.

On peut faire auffi en général une tranf.

formation femblable. Car fuppofons que

les deux formules pp+mgq & pp+ngq

puiffent devenir des quarrés, & faifons pp

-|-mqq=rr & pp+nqq=ff; la premiere

équation donnant pp=rr—mqq, la feconde

deviendra //= rr—m q q-+- ngq , ou rr

+(n-m) qq=ff; fi donc les premieres
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*

formules font poſibles, ces dernieres rr

—mqq & rr+(n-m)qq le feront de même,

& comme m & n peuvent être mis l’un à

la place de l’autre, les formules rr—nqq

& rr+(m–n)qq feront poffibles pareil

lement; & au contraire, fi les premieres

font impoffibles, les autres ne le feront pas

moins.

228.

Exemple troiſieme. Quem foit à n comme

1:3 , ou bien que a=1 &h=3 , de forte

que m={ & n= 3{, & qu’il s’agiffe de

transformer en quarrés les formules pp-+-{qq

& pp-+-3{qq. -

Puiſque a=1 & b=3, la queſtion fera

poffible dans tous les cas où {qq=4vy

(v+y)(v+3y), & p=vv— 3.yy. Ainſi

adoptons pour v&y les valeurs fuivantes:

*

T iij



294 E L É M e w s

p=azzarzzzzz ==à

| 1. || II. || III. | | V. || V.

1V . I 3 4 1 16

y I 2. | ð 9

v +y| 2| 5| 5 | 9 25

fv+3y| | 4| 9 : -- :..«...“
W 1716.249.3o4.4.3 5|49.25.4.24.9.16.25.43

4 || 16| 4.9 44| 4.4.9.25| 4.9.16.45

K : 3O|| 35 2. 43

È 2. 3 1 3 19 1 I 3

Or nous avons ici deux cas pour (=2,

ce qui fait que nous pouvons transformer

de deux manieres les formules pp+2qq & |

Pp-+67q. *

La premiere eft de faire p=2 & q=4,

& par conféquent auffi p=1 & q= 2 ;

car nous avons alors pp-+-2qq=9 & pp.

+6jq= 25.

La feconde maniere eft de fuppofer p

=19 1 & q=6o, moyennant quoi nous

aurons pp+2qq=(2ο9) & pp+6qq=241“.

Il eſt difficile de décider fi on ne pourroit

pas faire auffi {=1 ; ce qui auroit lieu,

quand {qq feroit un quarré. Mais quant à

la queſtion, fi les deux formules pp-+-qq

& pp-+3qq peuvent devenir des quarrés,

voici le procédé qu'elle exige.
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229.

Il s’agit de rechercher fi on peut tranf

former en quarrés, ou non, les formules

pp-+-qq & pp+3qq : qu’on fuppofe pp-|-qq

=rr & pp-+3qq=f/, & qu’on conſidere

les points fuivans:

I.) Les nombres p & q peuvent être

regardés comme premiers entr'eux ; car

s’ils avoient un commun diviſeur, les deux

formules ne laifferoient pas de refter des

quarrés, après qu’on auroit diviſé p & q

par ce diviſeur. -

II.) p ne peut être un nombre pair; car

en ce cas q feroit impair, & par conféquent

la feconde formule feroit un nombre de

l’eſpece 4n+ 3 , qui ne peut devenir un

quarré; donc p eſt néceffairement impair,

& pp eft un nombre de l’efpece 8n +1.

III.) Puis donc que p eſt impair, il faut

que, dans la premiere formule, q foit non

feulement pair, mais qu’il foit même di

vifible par 4, afin que qq devienne un nom

bre de l’eſpece 16n , & que pp-+-qq foit

de l'eſpece 8n +1.

T. iv
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IV.) De plus p ne peut être divifible par

3 ; car fi cela étoit, pp feroit diviſible par

9, & ?? ne le feroit pas; ainfi 3qq ne feroit

diviſible que par 3 & non par 9; par con

féquent aufli pp--37q ne pourroit être di

vifé que par 3 & non par 9, & ne pourroit

donc être un quarré; ainfi p ne peut être

diviſé par 3, & pp fera un nombre de l’ef

pece 3n+1.

V.) Puiſque p n’eſt pas divifible par 3,

il faut que q le foit; car autrement qq feroit

un nombre de l’eſpece 3n+1, & par con

féquent pp+qq un nombre de l’eſpece 3:n

+- 2 , qui ne peut être un quarré ; donc q

doit pouvoir fe divifer par 3.

VI.) p n’eſt pas divifible non plus par 5 ;

car fi cela étoit, q ne le feroit pas, & qą

feroit un nombre de l’eſpece 5n+1 ou

5 n-1-4; par conſéquent 3qq feroit de l’ef

pece 5 n+3 ou 5 n+2, & commespp

+ 3qq appartiendroit aux mêmes eſpeces,

cette formule ne pourroit devenir un quar

ré; donc il faut néceffairement que p ne

foit pas diviſible par 5 , & que pp foit un
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~---

nombre de l’eſpece 5n+1, ou de l’eſpece

5n+4.

VII.) Mais puiſque p n’eſt pas divifible

par 5 , voyons fi q eſt diviſible par 5 ou

non; que fi q n’étoit pas diviſible par 5 ,

qq feroit de l’eſpece 5 n+2 ou 5 n+3,

comme nous avons vu; & puiſque pp eft

5n+1 ou 5n+4, il faudroit que pp+3qq

fût de même, ou 5n+1 ou 5 n +4.

Qu’on s'imagine pp=5n+1 , on aura

qq=5n+4, parce qu’autrement þp+qq

ne pourroit être un quarré; mais on auroit

alors 3qq=5n+2 & pp-+3qq=5n+3,

ce qui ne peut être un quarré.

Soit en fecond lieu pp= 5 n-+-4, on a

dans ce cas qq=5n+1 & 3qq=5n+-3 ;

donc pp-+ 3qq=5n+2, ce qui ne peut

être non plus un quarré. Il s’enfuit de-là que

qq doit être divifible par 5.

VIII.) Or q étant diviſible d’abord par

4, enfuite par 3 & en troifieme lieu auffi

par 5 , il faut que ce foit un nombre tel

que 4.3.5 m, ou que q=6om ; ainfi nos

formules deviendroient pp-+-36oomm=rr,
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&pp-+-Io8oomm=ff; cela pofé, la pre

miere , étant fouftraite de la feconde,

donnera 72oomm=ff–rr=(f+r) (f–r);

de forte qu’il faudra que f+r & f–r

foient des faćteurs de 7 zoomm ; & on doit

faire attention en même temps qu’il faut

que f & r foient des nombres impairs, &

de plus premiers entr'eux.

IX.) Soit de plus 72oomm=4fg, ou

que les faćteurs en foient 2f & 2g, & qu’on

fuppofe f+r=2f& f—r=2g, on aura

f=f+g & r=f–g; & il faudra que

f& g foient premiers entr'eux, & que l’un

foit pair & l’autre impair. Or comme fg

=18oomm, il faudra donc décompofer

18oomm en deux fa&teurs, dont l’un foit

pair & l’autre impair, & qui n’aient aucun

commun diviſeur.

X.) Il eſt à remarquer en outre, que

puiſque rr=pp+qq., & qu’ainfi r eſt un

diviſeur de pp-+-qq, il faut que r=f–g

foit pareillement la fomme de deux quarrés,

& comme ce nombre eft impair, il faut

qu'il foit contenu dans la formule 4n+1.
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XI.) Si nous commençons maintenant

par ſuppofer m=1, nous aurons fg=18oo

=8.9.25 , & de-là réſulteront les décom

pofitions fuivantes: f=18oo & g=1 , ou

f=2oo & g=9 , ou f=72 & g=25,

ou f=225 & g=8. La premiere donne

r=f–g=1799= 4n+ 3 ; la feconde

donne r=f—g=191=4n+3 ; la troi

fieme donne r=f–g=47=4n+3 ; mais

la quatrieme donne r=f–g=217=4n+I.

Ainſi les trois premieres décompoſitions

devront être exclues, & il ne nous reſtera

que la quatrieme; nous pouvons en con- ,

clure en général, que le plus grand faćteur

doit être impair, & que le plus petit doit

être pair; mais au refte la valeur r=217

ne peut même avoir lieu ici, parce que

ce nombre eſt diviſible par 7, ce qui n’eſt

pas la fomme de deux quarrés.

XII.) Soit m=2, on aura fģ=72oo

=32.2 25 ; c’eſt pourquoi l’on fera f=225

& g=32, en forte que r=f-g=193 ;

& ce nombre étant la fomme de deux

quarrés, il vaudra la peine de l'effayer.
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Or comme q=12o & r=193, & que

pp=rr—qq=(r+q)(y-q), on aura r-+-q

=3 13 , & r— q=73; mais puiſque ces

faćteurs ne font pas des quarrés, on voit

bien que pp ne devient pas un quarré. On

perdroit de même fa peine à fubſtituer au

lieu de m d'autres nombres, c’eſt ce que

nous allons encore faire voir.

* 23 O.

Théoreme. Il eſt impoffible que les deux

formules pp+qq & pp+3qq foient l'une

& l’autre un quarré en même temps; de

forte que dans les cas où l’une eſt un quarré,

il eſt sûr que l'autre n’en eſt pas un.

Démonstration. Puiſque p eſt impair &

que q eſt pair, ainfi que nous l’avons vu,pp+qq ne peut être un quarré que lorſque v

q=2rf & p=rr—ff; & pp+3qq ne peut

être =D , que lorſque q= 2tu & p=tt

– 3uu, ou p=3uu— tt. Or comme dans

les deux cas q doit être un double produit »

qu’on fuppofe pour l’un & l’autre q=2abcd,

& qu’on faffe pour la premiere formule

/*
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r=ab & f=cd, & pour la feconde t=ac

& u=bd, on aura pour celle-là p=aabb

—ccdd, & pour celle-ci p=aacc—3bbdd,

ou p= 3bbdd—aaccº, & ces deux valeurs

doivent être égales ; ainſi l’on a ou aabb

—ccdd=aacc–3bbdd, ou bien aabb—ccdd

= 3bbdd–aaoc, & on obſervera que les

nombres a , b, c & d font généralement

plus petits que p & q. Il faudra maintenant

confidérer chaque cas féparément: le pre

mier donne aabb+ 3bbdd=ccdd+-aacc,

ou bb(aa-+3dd)=cc (aa +-dd), d'où ré

fulte:=:, fraćtion qui doit être un

quarré. Or le numérateur & le dénomina

teur ne peuvent avoir ici d’autre commun

diviſeur que 2, parce qu’ils ont pour dif

férence 2.dd. Si donc 2 étoit un commun

- - |- |- +-dd -

diviſeur, il faudroit que tant: que:2

fût un quarré; mais les nombres a & d font

dans ce cas impairs l’un & l’autre, ainfi

leurs quarrés font de la forme 8n+1, &

la formule“:#eft compriſe dans l’expref
2.

fion 4n+2 , & ne peut être un quarré;

'donc 2 ne peut être un diviſeur commun;
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le numérateur aa+dd & le dénominateur

aa+-3dd font premiers entr'eux, & il faut

que chacun foit de foi-même un quarré.

Or ces formules font-ſemblables aux pre

mieres, & fi celles-ci étoient des quarrés,

il faudroit que des formules femblables,

mais compoſées des plus petits nombres,

fuffent auffi des quarrés; ainfi on peut con

clure réciproquement de ce qu’on n’a pas

trouvé des quarrés dans les petits nombres,

qu’il n’y en a point dans les grands.

Cette conclufion cependant n’eſt admif

fible qu’autant que le fecond cas aabb–ccdd

=3bbdd—aacc, nous en fournira une pa

reille. Or cette équation donne aabb+aacc

=3bbdd-+-ccdd, ou aa (bb+cc)=dd(3bb

+cc), & par conſéquent::=::=#:;

ainfi cette fraćtion devant être un quarré,

la conclufion précédente fe trouve pleine

ment confirmée; car fi dans de grands nom

bres il y avoit des cas où pp+qq & pp+

fuffent: quarrés , il :::::::

cas exiſtaffent auffi pour des nombres plus

petits, & c’eſt ce qui n’a pas lieu. •
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23 I.

Douzieme question. Déterminer trois

nombres, x, y & H, tels qu’en les mul

tipliant enfemble deux à deux, & ajoutant

I au produit, on obtienne chaque fois un

quarré; c'eſt-à-dire qu’il s’agit de tranf

former en quarrés les trois formules fui

ValltCS : |

I.)xy +1, II.) x{+1, & III.) y{+1.

Qu’on fuppofe des deux dernieres l’une

ac{-+-1=pp, & l’autre y{+1=qq., & on

aura x="" & y="F". La premiere for

mule fe trouve transformée par-là en celle

ci, (a-:-) +-1, qui doit par conféquent

être un quarré, & qui ne le fera pas moins

fi on la multiplie par {{ ; de forte que la

formule (pp–1)(qq–1)+-77, doit être

un quarré, ce qu’il eſt facile d’obtenir. En

effet, que la racine en foit = f+r, on

aura (pp-1)(qq-1)= 2 rý+rr, & {

="=":="=", où l’on peut fubstituer à p,

q & r des nombres quelconques.

Šoit, par exemple , r=-pq–1 , on
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aura rr=ppqq+2pq+1, & {==:::::::
-2P4-2

=?":21:43 : donc x=(P"-) (*****)
2pq+2 ? Pp+2pq+44

= 2(PH+)(PP-I), & y_2(PH+)(?:-).

(p+q) ” (p+q)”

Mais fi l’on demande des nombres en

tiers, il faudra faire la premiere formule

xy+1=pp, & fuppofer {=x+y+q ;

alors la feconde formule devient xx+xy

+-xq+1=xx+qx-+-pp, & la troifieme

fera xy-+-yy-+-qy+1=yy+qy+pp, &

elles deviennent évidemment des quarrés,

fi l’on fait q=+ 2p, vu que dans ce cas

la feconde eft =xx+ 2px-|–pp, dont la

racine eſt x +p, & la troifieme eft =yy

+ 2py+pp, dont la racine ef y + p. Nous

avons par conféquent cette folution très

élégante : xy+1=pp ou x.y=pp—I.,

qui a lieu facilement pour une valeur quel

conque de p ; & de plus le troifieme nom

bre fe trouve moyennant cela de deux

manieres, puiſqu’on a ou f=x+y+zp,

ou K=x+y—2p. Eclairciffons ces réſultats

par quelques exemples. *

I.) Soit :
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I.) Soit p=3, on aura pp—1=8; &

fi l'on fait x= 2 & y=4, on aura ou {

=1 2 , ou {=o; ainfi les trois nombres

cherchés font 2, 4 & 1 2.

II.) Soit p=4, on a pp-1=I 5 ; main

tenant fi x=5 & y=3, on trouve {=16

ou {=o; donc les trois nombres cherchés

font 3 , 5 & 16.

III.) Soit p=5, on aura pp-1=24;

& fi de plus on fait x=3 & y=8, on

trouve {=2 I , ou bien auffi = 1 ; d’où ré

fultent les nombres fuivans: 1 , 3 & 8, ou

3 , 8 & 2 1.

232.

Treiķieme question. On cherche trois

nombres entiers, x, y, & 7, tels que fi

on ajoute à chaque produit de ces nombres

multipliés deux à deux, un nombre donné

a, on obtienne chaque fois un quarré.

Puiſque les trois formules fuivantes doi

vent être des quarrés, I.) xy+a, II.) x {

+-a, III.) y{+a, qu’on fuppofe la premiere

xy+a=Pp, & qu’on faffe (=x+y+q,

Tome II. V
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on aura pour la feconde formule æx+xy

+æq+a=xx+xq+pp, & pour la troi

fieme xy+yy+yq+a=yy-+-qy+pp, &

elles deviennent toutes deux des quarrés,

fi =+2p ; ainfi z=x+y+2p, c’eſt-à-dire

qu’on peut trouver pour { deux valeurs

différentes.

233.

Quatorzieme question. On demande qua

tre nombres entiers, x, y, z & v, tels que

fi on ajoute aux produits de ces nombres

pris deux à deux , un nombre donné a, il

en réfulte des quarrés.

Il faut donc que les fix formules fuivantes

deviennent des quarrés: -

I.) xy+a, II.) x;-+-a, III.) y{-|-a,

IV.)xv+a, V.)yv+a, VI.){v+a.

Qu’on commence par fuppofer la pre

miere xy+a=pp, & qu’on prenne f=x

+y+2p, la feconde & la troifieme for

mule deviendront des quarrés. Si de plus

on ſuppofe v=x+y—2p, la quatrieme

&. la cinquieme formules deviendront pa

|
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reillement des quarrés; il ne reste donc que

la fixieme formule qui fera xx+2xy+yy

–4pp-+-a, & qui devra de même devenir

un quarré. Or comme pp=xy+a , cette

derniere formule devient xx–2xy+yy

–3a, & par conféquent il s’agit de tranf

former en quarrés les deux formules fui

vantes: - #

I.) xy+a=pp, & II.) (x-y) –3a.

Que la racine de la derniere foit (x–y)

—q, on aura (x-y)-3a=(x-y)*—2q

(x-y)+qq ; ainfi -3a=—2q(x-y)

+ qq., & x-y=":", ou x=y+":";

par conſéquent pp=xy+"::.y+a.

Soit à préfent p=y+r, il en réſultera

2y+rr="#y+a » ou 47 r.y+ 2 q rr

=(qq+3a)y+2aq, ou 27rr—2aq=(qq.+3a)y

—4qry, & y=::, où q & r" font

arbitraires, pourvu que x & y deviennent

des nombres entiers; car puiſque p=y+r,

les nombres 7 & v feront entiers pareille

ment. Le tout dépend principalement de

la nature du nombre a , & il eſt vrai que

V ij
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la condition par laquelle on exige des nom

bres entiers, pourroit caufer quelques dif

ficultés ; mais il faut remarquer que la fo

lution eſt déjà fortreftreinte d’un autre côté,

parce qu’on a donné aux lettres 7 & v les

valeurs x+y+ 2p, tandis qu’elles pour

roient en avoir évidemment un grand nom

bre d’autres. Voici donc quelques confi

dérations fur cette queſtion, qui peuvent

avoir leur utilité auffi dans d’autres cas.

I.) Lorſque xy+a doit être un quarré,

ou xy=pp–a, il faut toujours que les nom

bres x & y aient la forme rr—aff; fi donc

nous fuppofons x=bb–acc & y=dd–aee,

nous trouvons xy=(bd–ace) –a(be–cd)”.

Soit maintenant be—cd=+ 1 , nous au

rons xy=(bd—ace) —a , & par confé

quent xy+a=(bd—ace)”.

II.) Si de plus nous fuppofons {=ff

—agg, & que nous donnions à f& à g

des valeurs telles que bg-cf=+1, & que

aufli dg—ef=+ 1 , les formules x;-+a &

y;-+-a deviendront pareillement des quar

rés. Ainfi tout ſe réduit à donner tant à b,



p”A L C E B R E. 3O9

c, d & e qu’à f & à g, des valeurs telles

que la propriété que nous avons fuppoſée

ait lieu.

III.) Repréfentons ces trois couples de

lettres par les fraćtions#, # & #; elles de

vront être telles que chaque différence de

deux d’entr’elles foit exprimée par une frac

tion, dont le numérateur =1. Car puiſque
b d _be-dc

, il faut, ainſi que nous l’avonsC e C E

/ * /* • -

vu, que ce numérateur foit =+1. Une

de ces fra&tions au refte eft arbitraire, &

il eſt facile d’en trouver une autre, de façon

que la condition prefcrite ait lieu. Soit, par
- b • -

exemple, la premiere #=#, il faudra que

la feconde #lui foit à peu près égale; qu’on

faffe donc#=# , on aura la différence ţ=:

On peut auffi déterminer cette feconde

fraćtion par le moyen de la premiere, d’une

maniere générale; car puiſque; –#=”:,

il faut que 3e—2d=1 , & par conféquent

2d=3e– 1 , & d=e-+-:. Ainfi faifant
e– I

\,

#::=m, ou e= 2m+1 , nous aurons d

=3m-+-1, & notre feconde fra&tion fera

V iij



3 1o E L é M E N s

d 3m +-1

e 2m + 1 "

pourra déterminer la feconde fraćtion pour

C’eſt de la même maniere qu’on

telle premiere que l’on voudra, comme on

le voit par les exemples fuivans:

i “ –3 |#|#|#| ? 13 | 17

C 2. 3 3

d

E

5 4 | 8 || 7

| 3m +1];m +1 7m +28m +3|1 m-3|| 3m +5|17ri+;

2n +II3m + '|3m +ī șm +2| -4m+| 8m+; 7m+2

IV.) Quand on a déterminé de la façon

requife les deux fra&tiqns: &#, il eſt fa

cile d’en trouver auffi une troiſieme analo

gue à celles-là. On n'a qu’à fuppofer f=b+d

& g=c+e, de forte, que4=:#; car les

deux premieres donnant be—cd=+1, on
f h – + . A

a4–:=::;&enfouffrayantdemềmela
f d _ be-cd

g T e - ee+
feconde de la troiſieme, on aura

+1

*- ce+ee *

V.) Après avoir déterminé de cette ma

niere les trois fra&tions:, # &#, il eſt fa

cile de réfoudre notre queſtion pour trois

nombres x, y & $ , en faifant que les trois

formules xy+a , x {+a & y {+ a,

deviennent des quarrés: on n’a qu'à faire
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x=bb—acc, y=dd–aee & H=ff"—agg.

Qu’on prenne, par exemple, dans la table

du nº. III, :=; &#=#, on aura#=#;

d'où réſulte x=25—9a, y=49—16a &

K=144—49a ; & au moyen de quoi on

a d’abord xy+a=1225—84oa+1 44a”

=(35 —1 2 a) ; enfuite x {+ a=36oo

— 25 2oa + 441a =(6o— 2 1 a) ; enfin y{

+a=7o56—47o4a +784aa=(64—28a)".

234.

Qu’il s’agiffe maintenant de déterminer,

conformément à notre queſtion , quatre

lettres, x, y, z & v., il faudra joindre une

quatrieme fraćtion aux trois précédentes.

Soient donc les trois premieres #, #, {2 » G » F
b+d 9 |

: , & qu’on fuppofe la quatrieme frac
- h –d+f_2d+b 3 - 11 ••

tion; =::=:, de façon qu’elle ait

avec la troifieme & la feconde le rapport

prefcrit; fi l'on fait après cela x=bb–aacc,

y=dd—aee , {=ff"—agg & v=hh–akk,

on aura rempli déjà les conditions fuivantes:

I.) xy+a=ū , II.) xz+a=D , III.) y;

}

V iv
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+a= n , IV.)yv+a=D , V.) zv-H-a

=L ; & il ne refte donc qu’à faire en

forte qu’auffi xv+a devienne un quarré,

ce qui ne réfulte pas des fuppofitions pré

cédentes, parce que la premiere fraćtion

n’a pas avec la quatrieme le rapport pref

crit. Cela nous oblige à conferver dans les

trois premieres fraćtions le nombre indé

terminé m ; c’eſt par ce moyen, & eri dé

terminant m, que nous parviendrons à tranf.

former auffi en quarré la formule xv+a.

VI.) Qu’on tire donc de notre petite

table le premier cas, & qu’on faffe:=;

&#=:; on aura #=: & :=:,

d’où réſulte x=9–4a & v=(6m+5)*

–a (4m+4) ; ainfi xv+a=9(6m-+5)*

–4a(6m+5)*—9a(4m+4)*+4aa(4m+4)”,

ou xv+a=9(6m-+5)*—a(288m'+538m

+243)+4aa (4m+4)’, de quoi on peut

facilement faire un quarré, vu que mm fe

trouve multiplié par un quarré; mais c’eſt

à quoi nous ne nous arrêterons pas.

VII.) On peut auffi indiquer d'une ma

niere plus générale les fraćtions dont nous
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avons fait voir qu’on avoit befoin; carfoit
b – I d – n 1-1 f nI + I–I z

:=#, #="F", on aura #=":'', & {
I+I–

=:#; qu’on fuppofe dans cette der

niere fraćtion 2n+1=m, elle deviendra

=:: ; par conféquent la premiere donne

x=II-a, & la derniere fournit v= (Im–2)”

—amm. La queſtion eſt donc feulement que

xv+a devienne un quarré. Or à caufe de

v=(II—a). mm—4Im+4, on a xv+a

=(II–a)’mm–4(II–a)Im-+-4II–3a; &

puis donc que ceci doit être un quarré,

qu’on en fuppofe la racine =(II–a)m—p ;

le quarré de cette quantité étant (II–a)

mm—2 (II —a)mp+pp, on aura —4(II–a)

Im-+-4II—3a=—2(II—a)mp+pp ; donc
_ pp-4II+34 e -

m=HÍ=jā:IŲ. Soit p= 2I+q, on trou
|

vera m=:“, où l'on peut adopter

pour I & q tels nombres que l’on voudra.

Si, par exemple, a=1 , qu’on faffe I

- a –44 +44:3 . - -

=2, on aura m="#"; & en faifant q

=1, on trouvera m=#, de plus m=2n

+1 ; mais ne nous arrêtons pas à cette

queſtion plus long-temps, & paffonsà une
alltTC. -
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Quinţieme question. On cherche trois

nombres x, y & {, tels que les fommes

& les différences de ces nombres pris deux

à deux, foient des quarrés.

La queſtion exigeant qu’on transforme

en quarrés les fix formules fuivantes: I.)x

+y, II.) x+ { , III.)y+{ , IV.) x–y,

V.) x–7, VI.) y–ỹ, on commencera par

les trois dernieres, & on fuppofera x–y

=Pp, x-{=qq & y— K=rr; les deux

dernieres fourniront x=qq.+7 & y=fr

+-5 ; de forte qu’on aura qq=pp+rr, à

caufe de x-y=qq—rr=pp.; ainfi pp-+-rr,

ou la fomme de deux quarrés, doit équi

valoir à un quarré qq; or c’eſt ce qui arrive,

quand p=2ab & r=aa–bb, puiſqu’alors

q=aa+bb. Mais confervons encore les

lettres p, q & r, & confidérons auffi les

trois premieres formules, nous aurons 1°.x

+y=qq-+-rr-1-27 ; 2°. x-+{=qq-+-27 ;

3°. y+{=rr+27. Soit la premiere qq

+rr+27=tt, moyennant quoi 27=tt—qq

–rr ; il faudra encore que tt–rr=LI

& tt—qq=D , c’eſt-à-dire tt–(aa–bb)*
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=TI & tt–(aa+bb)'=ri ; ou bien nous

aurons à traiter les deux formules tt—a“

–b“+ 2aabb & tt–a“–b“– 2aabb; or

comme tant cc-+-dd+2cd que cc-+-dd—2cd

font des quarrés, il eft aifé de voir que nous

atteindrons notrebut, en comparant tt—a“

–b avec cc+dd & 2aabb ávec 2cd. Sup

pofons dans ce deffein cd=aabb=ffgghhkk,

& premons c=ffgg & d=hhkk; aa=ffhh

& bb=ggkk, ou a=fh & b=gk; la pre

miere éqtation tt–a–b"=cc+dd, pren

dra la forme tt–f"h"—g"k"=fg“+h'k“;

donc tt=f'g'+f"h"-+-h“k“-+-g“k“, ou tt

=(f“-+-k“) (g“-+-h“); il faudra par con

féquent que ce produit foit un quarré; mais

comme la réfolution en feroit difficile, re

prenons les chofes d'une autre maniere.

Si nous déterminons par les trois pre

mieres équations x-y=pp, æ—f=qq,

y—{=rr, les lettres y & H ; nous trouvons

y=x—pp & {=x.—qq, d'où s’enfuit qq

=pp-+-rr. Or nos premieres formules de

viennent maintenant x+y=2x-pp, x+{

=2x-qq., & y+{=2x-pp-qq. Faifons
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cette derniere 2x-pp—qq=tt, de forte

que 2x=tt+pp+qq, il ne nous reftera à

transformer en quarrés que les formules

tt-+-qq & tt-+-pp. Mais puiſqu’il faut que

qq=pp-+-rr, foit q=aa+bb, & p=aa

—bb, nous aurons r= 2ab, & par con

féquent nos formules feront: ‘

I.)tt+(aa+bb)=tt+a+b+2aabb= D

II.)tt+(aa–bb)'=tt+a+b“–2aabb=[I.

Nous n’avons à préfent, pour arriver à

notre but, qu'à comparer de fouveau tt

+a+b" avec cc+dd & 2aabb avec 2 cd.

Soit donc, comme ci-deffus, c=ffgg,

d=hhkk, & a=fh , b=gk, nous aurons

cd=aabb, & il faudra encore que tt-+f*

h"+g"k"=cc+dd=f*g'+h'k'; d’où réſulte

tt=fg“–f"h"+h“k“–g"k"=(f*–k")

(g“–h“). Ainfi tout fe réduit à trouver

deux différences de deux bi- quarrés, fa

voir fº–k“ & gº—h", qui, multipliées

l'une par l’autre, produifent un quarré.

Confidérons pour cet effet la formule

m“–n“, voyons quels nombres elle fournit, -

fi l'on ſubſtitue à m & à n des nombres
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donnés, & faifons attention aux quarrés qui

fe trouveront parmi ces nombres; la pro

priété de mº—n'=(mm-+-nn)(mm—nn),

nous fervira à conftruire pour notre deffein

la table qui fuit:

TA B L E des Wombres compris dans la

Formule m“–n“.

mm nn mm–nn mm-+-nn m'–n“

4. I 3 5 3. 5

9 I 8 I O I 6.5

9| 4 5 I 3 5. I 3

I 6 I I 5 17 3.5. 17

I 6 9 7|| 2 5 25.7

25| 1 24 , 26 I 6.3. I 3

25| 9 I 6 34 I 6. 2. 17

49 I 48 5 o 25. I 6.2.3

49|16 33 65 I 3.5. I I. I 3

64| 1 63 65: 9.5.7. I 3

81||49 32 I 3o 64.5. I 3

I 2 I || 4 I 17 I 25 25.9. 5. I 3

I 2 I || 9 I I 2 I 3 o 16.2.5.7.1 3

I 2 I |49 7 2 17O I 44.5. I7

I 44|25 I I 9 I 69 169.7. 17

169| 1 * 1 68 17o 16.3.5.7. 17

1698 i 88 25o25. I 6.5. I I

22564 I 6 I 289 289.7.23

BEBA
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Nous pouvons déjà déduire de-là quel

ques folutions. En effet, foit ff=9 & kk

=4, nous avons f“–k"=13.5 ; foit de

plus gg=81 & hh=49, nous aurons gº

—h'=64.5.13 ; donc alors tt=64.25.169,

& t=5 2o. Or puiſque tt= 27o4oo, f

=3, g=9, k= 2, h=7, nous aurons

a= 2 1 , b=18 ; ainfi p=1 17 , q=765,

& r=756; de tout cela réfulte 2x=tt

+-pp-+-qq=8693 I 4, & par conféquent

x=434657; enfuite y=x–pp=42o968,

& enfin z=x—qq=— 15o568; & ce

dernier nombre peut auffi ſe prendre po

fitif; la différence alors devient la fomme,

& réciproquement la fomme devient la

différence. Puis donc que les trois nombres

cherchés font:

&=434657

y=42o968

K=1 5o568 *

nous avons x+y=855625=(925)"

.X. {=585 225=(765)’

y+{=571 536=(756):

& de plus x-y= 1 3689=(1 17)"

x—7=284089=(533)*

y-{=27o4oo=(52o)”.
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La table que nous avons donnée, feroit

trouver encore d'autres nombres, en fup

pofant ff=9 , kk=4, & gg=1 2 1 , hh

=4; car alors tt=I3.5.5.13.9.25=9.25

.25.169, & t=3.5.5.13=975. Or com

me f=3, g=1 I , k= 2 & h=2, on a

a=fh=6 & b=gk=22; par confé

quent p=aa—bb=—448, q=aa+bb

=52o, & r=2ab=264; de-là provient

2x=tt+pp+ qq=95o625+2oo7o4

+27 o 4oo= 142 1729, & x=+:*;

1o2o321

| 2
donc y=x—pp= , & {=x-qq.

=*:?. Or il faut obſerver que fi ces

nombres ont la propriété qu’on exige, ils

la conferveront par quelque quarré qu'on

les multiplie. Si donc on les prend quatre

fois plus grands, il faut que les nombres

fuivans fatisfaffent également: x=2843458,

y=2o4o642 & =176 1858; & comme

ces nombres font plus grands que les pré

cédens, on peut regarder ceux-ci comme

les plus petits que la queſtion admette.
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236. *

Seiķieme question. On demande trois

quarrés, tels que la différence de chaque

couple de ces quarrés foit un quarré.

La folution précédente peut fervir à ré

foudre auffi cette nouvelle queſtion. En

effet, fi x, y & { font des nombres tels

que les formules fuivantes deviennent des

quarrés: I.) x+y, II.) x–y, III.) x+{,

IV.) x—{, V.)y+{, VI.)y–{ ; il eft

clair que pareillement le produit xx-yy

de la premiere & de la feconde, le produit

æx—77 de la troifieme & de la quatrieme,

& le produit yy–75 de la cinquieme &

de la fixieme feront des quarrés, & par

conféquent xx,yy & {{ feront trois quarrés

tels qu’on les demande. Mais ces nombres

feroient fort grands, & il y en a fans doute

de moindres qui fatisfont , vu qu’il n’eft

pas néceffaire, pour que xx–yy devienne

un quarré, que x+y & x–y foient des

quarrés; car, par exemple, 25—9 eſt un

quarré, quoique ni 5-+-3 ni 5—3 ne foient

pas
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pas des quarrés. Ainfi réſolvons la queſtion

indépendamment de cette confidération,

& remarquons d'abord qu’on peut prendre

1 pour l’un des quarrés cherchés: la raiſon

en eft"que fi les formules xx-yy, xx-#

& yy—; { font des quarrés, elles ne le

feront pas moins, fi on les divife par {{:

par conféquent on peut fuppofer qu’il s’agit

de transformer:—: , :

& la queſtion ne roule à préfent que fu

les deux fraćtions; & # e -

*
-

r fi n f *="tº &? = 11:: -

Or fi nous ſuppofons#=: &#=#,

les deux dernieres conditions fe trouveront

remplies, puiſque de cette façon :— 1

==** = & x–1=–472

(pp.–1) ** ** (qq—1)”

moyen-là il ne nous reſte à traiter que

· -- zz – (PP-+ ')'
la premiere formule: ti T(pp.– 1)"

(qq+1)*_ +1 + I | + 1 + i Y .

-::=(#.+#)x(#-#);
or le premier faćteur eft ici =

22–

—1, &#—1,

I . Par ce

2(ppqq-1)

(pp-1)(qq-1) *

– 2(34-PP) e

le fecond eft =#:5, & le produit

Tome I I, X
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~

_4(PP44-i)(44-PP) .

T (pp-1)* (qq–1)**

On voit que dans ce produit le dénomi

nateur eft déjà un quarré, & que le nu

mérateur renferme le quarré 4; donc iľ

ne s'agit que de transformer en quarré la

formule (ppq q-1)(qq—pp), ou bien

7 7

celle-ci, (ppqq-1) (#—1), & on y par

vient en faifantpq=#&#=::, puiſ

que dans ce cas chaque faćteur devient

féparément un quarré. Pour s’en convain

cre, on remarquera que qq= "::: x :::::,

que par conféquent le produit de ces deux

fraćtions doit être un quarré, qu’il doit

l’être auffi étant multiplié par 4ffģg.hhkk,

moyennant quoi il devient =fg(ff+gg)

hk(hh-+kk); enfuite, que cette formule

devient tout-à-fait femblable à celle qu’on

a trouvée précédemment, fi l’on fait f=a

+b, g=a— b, h=c+d & k=c—d;

puiſqu’alors on a 2(a-b). 2 (c'–d')=4

(a –b)(c-d), ce qui a lieu, comme

nous avons vu, quand aa=9, bb=4, cc

=81 & dd=49, ou a=3; b=2, c=9

de ces deux faćteurs eft
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& d=7. Ainfi f=5, g=1 , h=16 &

*- 3 | \ / - –"3 4. –26°–65 e

k=2, d’où réſulte pq=#&#=:=#;

le produit de ces deux équations donne qq
–65:13 – 13.13 . –*3. • 1 : 3 -

=:=: ; donc q=#, & il s'enfuit
- –4 4D - 3:

que p=#, moyennant cela nous avons;

–PP + 1 ––“ 2. –– 11 ** –185 . •

-pp –1 - 9 ? & ; — si : =I: ; puis
– 4" K R3 , ,– 1 & 5 K •

done que x=–:& y=#, faiſons, à

l'effet d’obtenir des nombres entiers, {

=153 , & nous aurons x=–697 & y

=185. Donc enfin les trois nombres quar

rés cherchés font

xx=4858o9, & en effet xx-yy=45 1584=(672)*

yy= 34225 , yy-zz= 1o816=(104)*

{{= 234O9, - xx-xz=4624oo=(68o)“.

Il eſt évident de plus que ces quarrés

font beaucoup plus petits que ceux que nous

euffions trouvés, en quarrant les trois nom

bres x, y & z de la folution précédente.

237.

On nous objećtera fans doute ici que

.cette folution n’a été trouvée que par un

fimple tâtonnement, puiſque nous avons

fait ufage de la table de l'art. 235. Mais

nous répondrons que nous ne nous fommes

X ij
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fervi de ce moyen, qu’afin de parvenir aux

plus petits nombres poſſibles; car fi on

vouloit ne pas avoir égard à la briéveté,

il feroit facile, moyennant les regles don

nées ci-deflus, de trouver une infinité de

folutions. En effet, ayant trouvéặ=::
pp — I

&#=:#, nous avons réduit la question
K qq -1 *

à celle de transformer en quarré le produit

(ppqq–1) (#—1); fi donc nous faifons

#=m ou q=mp, notre formule devien

dra (mmp“–1) (mm–1), ce qui eſt évi

demment un quarré, quand p=1 ; mais

de plus nous allons voir que cette valeur

nous en fera connoître d’autres, fi nous

écrivons p=1+f; nous avons, en con

féquence de cette fuppoſition, à transfor

mer la formule (mm–1). (mm.–I + 4mmf

+6mm/f+4mm/*+mmf); elle ne fera

pas moins un quarré, fi on la diviſe par

(mm.–1) ; cette divifion nous donne 1 ,

mmf 6mm/f 4mm/? mm/* - |

+:+ + +:-I ; & fi
777772-I 171771 – I 772772- I

mm2

772172 -pour abréger nous faifons :=a, nous
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aurons à réduire en quarré la formule 1

+4a/+6a/f+ 4af3+-af“. Que la racine

en foit 1+ff+g/f, dont le quarré eſt I

+2ff+ 2g/f+ffff+ 2fgf +ggf“, &

qu’on détermine f& g de maniere que les

trois premiers termes s’évanouiffent, favoir

en faifant 4a=2fou f=2a, & 6a=2g

+ffou g=“F"=3 a.–2 aa, les deux

derniers termes fourniront l’équation 4a
----« - /" -l” – N. --A –4a-2f:

+a/=2fg+ggſ, d'où réſulte /=:

4a–12aa––8a? 4—12a+-8aa

4a“—12a’+9aa—aT 4a?–12aa+9a–1 ?

ou f=:: , fi on divife la fraćtion pré

cédente par a–1. Cette valeur eſt déjà

fuffifante pour nous donner une infinité de

folutions, parce que le nombre m, dans

la valeur de a, =: , peut fe prendre

à volonté: c’eſt ce qu’il eſtà propos d'éclair

cir par quelques exemples. -

I.) Soit m=2, on aura a=#; ainfi f

s-s 3–––“º . —–37 * *

F4 • t-4 33 3 donc p= 23 2 & 7

—–24 · * –94? - & 3 – 6°º3 .

=—#; enfin; =:, &# -3937:

X iij
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;- ---– 3 –9 87 /–

II.) Soit m=#, on aura a='# & f=4
» I3

5– 26o 249

— II: ; par conféquentp=—:1 I ?

g=#'; au moyen de quoi l’on peut dé

terminer les frastions; &#.

Il eſt un cas particulier qui mérite que

nous y faffions attention; c’eſt celui où a

eft un quarré, & il a lieu, par exemple,

quand m=#, puiſqu’alors a=#. Si nous

faifons encore ici, pour abréger, a=bb,

en forte que notre formule foit 1+4hbf

+6hbff+4bl/*+-blf“, nous pourrons la

comparer avec le quarré de 1-1-26:fl-liff,

c’eſt-à-dire avec 1+4bbf+ 2 b/f+4b/f

+4 b'/*+bb/*; & effaçant de part &

d’autre les deux premiers termes & le der

nier, & divifant les autres par f/, nous au

rons 6bb-H-4bb/= 2 b+4b +4 b'f, d’où

bb–2b–48* 2b–1–2b’

réfulte/=“:=::=:

ou bien cette frastion étant diviſible en
- –2b–2b

core par b–I, nous aurons enfin /=:::::::
1–2bb

& p= 2 ET •
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Remarquons que nous aurions auffi pu

adopter 1+2bf+bff pour la racine de notre

formule; le quarré du trinome étant 1+4bf

+2bf/+4bbff+4bb/*+bb/*, nous aurions

effacé le premier & les deux derniers ter

mes; & divifant les autres par f, nous fe

rions parvenus à l’équation 4bb-+-6b&f=4b

+2b/+4b.bf. Mais comme bb=#& b

=: , cette équation nous auroit donné f

=—2 & p=-1 ; par conféquent pp— 1

=o, & nous n’aurions pu tirer de-là au

cune conclufion, puiſque 7 deviendroit=o.

Pour revenir donc à la folution précé

|- r –2bb

dente, qui a donné p=': , comme b

=: , elle nous indique que fi m=#, on a

– "7 - – +7

p=: & q=mp=#,

–989 Rw 3 – 433

— II -- I — II •

/ 3:

par conſéquent :

» - - - -

- 238. . .

Dix-ſeptieme queſtion. On cherche trois

nombres quarrés, tels que la fomme de

chaque couple foit un quarré.

Puiſque ce font les trois formules xx+yy,

xx+{z & yy+{{, qu'il s’agit de tranſ

X iv
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former, divifons-les par 75, afin d’avoir

ces trois autres: -

* * | 3 ) _ * * –r

I.) :+:=n, II.) :+1=D 3

yy –į“:

III.): +1=L. |

On fatisfait aux deux dernieres, en fai

fant#=": &#=##, & la premiere
K 2P - z 24 ,, -

formule fe change par-là en celle-ci,

":"+"::", qui doit auffi être

un quarré, fi on la multiplie par 4ppqq,

c'est-à-dire qu'il faut que qq (pp-1)+pp

(qq— 1 ) = [] ; or c’eſt ce qui ne peut

- guere s’obtenir, à moins qu’on ne con

noiffe d’ailleurs un cas où cette formule

devient un quarré ; & comme il eſt diffi

cile aufli de trouver un femblable cas, il

faudra avoir recours à d’autres artifices 5

dont nous allons rapporter quelques-uns.

I.) Comme la formule en question peut

s’exprimer ainfi , qq(p+1) (p—1)^+pp

(q+1)(q-1)=t , qu’on faffe en forte

qu’elle foit divifible par le quarré (p+1);

on l'obtient en faiſant q–1=p+1, ou

q=p+2 ; car alors q+1=p-+-3, & la
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formule devient (p+ 2)(p-+-1)·(p-1)*

+pp(p-+-3)” (p+1) =g; de forte qu’en

divifant par (p+1), on a (p+2)·(p-1)*

+pp(p-+-3)”, ce qui doit être un quarré,

& à quoi on peut donner la forme 2p+8p?

+6pp–4p-+-4. Or le dernier terme étant

ici un quarré, fuppofons que la racine de

la formule foit 2+fp+gpp ou gpp+fp+2,

dont le quarré eſt ggp+2 fgp;+4gpp

+ffpp-+4fp+4, & nous chafferons les

trois derniers termes, en faifant —4=4f

ou f=—1 , & g=4g-+-I ou g=#'; les

premiers termes étant diviſés par p’, don

neront enfuite 2 p-+8=ggp-+ 2fg=: p

–#; nous trouvons par-là p=—24 &

**- «= ", º, º * – PP -! –– 373.

q=—22; donc enfin; =::=—:,
–– 7° 3 –??-1––483

Oll X = :;, &#=::= I: , ouy

––483

=- :: {. - -

Faifons maintenant {=16. 3.1 1 , nous

aurons x=575. I 1 & y=483. I 2 , &

par conféquent les racines des trois quarrés

que nous cherchons, feront :

• * *
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x=6325=II.23.25 ; y=5796=12.21.23;

7=528= 3. I I. I 6;

car il en réſulte:

æx-+-yy=23 (275+252)=23°. 373“.

xx+77=11 (575 + 48°)=1 I”. 577.

yy+{{=1,2*(483+ 44)=1 2“. 485“.

II.) On peut obtenir encore d’une in

finité de manieres, que notre formule foit

diviſible par un quarré ; qu’on ſuppofe,

par exemple, (q+1)=4(p+1), ou q

+1=2 (p+1), c’eſt-à-dire q= 2p+1

& q– 1= 2p , la formule deviendra

(2p+1)*(p+1)* (p—I)*+pp.4.(p+1);

(4pp)= [] , ce qu’on peut divifer par

(p+1) , moyennant quoi l’on a (2p+1);

(p–1) +-16pt=D , ou 2op"—4p’— 3pp

+2p+1=D , mais de quoi on ne peut

tirer aucun parti. -

III.) Faifons donc plutôt (q– 1) =

(p+1)*, ou q—1= 2 (p+1), nous au

rons q=2p-+-3 & q+1=2p+4, ou

q+1=2 (p+2), & nous obtiendrons,

après avoir diviſé notre formule par (p+1),

cette autre formule: (2p+3)(p-1)!+16pp
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(p+2) ou 9–6p+53pp+68p'+2op“;

que la racine en foit 3—p-+-gpp , dont le

quarré est 9–6p+6gpp+pp-2gp'+ggp';

les deux premiers termes s’évanouiffent,

& nous chaffons le troiſieme en faifant 53

=6g-+-1, ou g=#'; ainfi les autres ter

mes fe diviſent par p & donnent zop+68

-- 256– 496 , , . – 48
=ggp- ºg , ou H = H P ; donc P= T

–189 |- |

& q=':', au moyen de quoi nous obteI

nons une nouvelle folution.

IV.) Si l'on veut faire q–1=#(p-1),
2

on a q =# p—; & q+1=#p-+;=;

(2p+1), & la formule après avoir été di

vifée par (p–1), devient(:) (p+1)

- #pp(2p+1); multipliant par 81 , on

a 9 (4.p— 1 ) (p+ 1) +64pp(2p+ 1)?

=4oop"+472p+73pp—54p-H-9, où le

premier & le dernier terme font l’un &

l’autre des quarrés. Qu’on fuppofe donc

la racine =2opp-9p+3, dont le quarré

eft 4oop"— 36op +1 2opp+8 ipp– 54p

+9, on aura 472p+73=—36op-+-2o 1 ;

donc P=# . & 1=#-#

*
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On auroit auffi pu prendre pour racine

2opp-+-9p—3, ce qui eſt celle de 4oop"

+36op’—12opp+8 Ipp— 5.4p-+-9 ; mais

en comparânt ce quarré avec notre for

mule, on auroit trouvé 472p+73=36op

—39, & par conféquent p=-1 , valeur

qui ne peut nous fervir.

V.) On peut faire auffi que notre for

mule foit même diviſible par les deux

quarrés (p+1) & (p—I) en même tems.

Qu’on faffe pour cet effet q=:, de forte
T P+: »

_pt+p+t+1 – (p+1)(t+1)

que q+1= p + t T p + t 3 & q— 1

=: =(=::=0 , la formule fe divi

fera par (p+1)(p-1)!, & fe réduira

(pt+1)* (t+1) (t— 1)”
à:+r:#;" ;fionmul

tiplie par (p-+-t)“, il faudra, comme au

paravant, que la formule puiffe devenir

un quarré , & on aura (pt+1)·(p-+-t)”

+pp(i+1)(t-1)*, ou ttp“+ 2t(t+1)p

+ 2tipp-+-(t,t+1) pp-+-(t,t-1) pp-+-2t

(tt-+-1)p+tt, où le premier & le dernier

termes font des quarrés. Qu’on prenne

donc pour racine ipp-+-(tt-+-1)p—t, ce
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qui eſt celle du quarré tip + 2t(t+1)p'

—2tipp-+-(tt+1) pp–2t(tt+1)p+tt, on

aura, en comparant, 2 t tp-+-(t,t+1)^p

+(tt—1)p+2t(t+1)=–2ttp+(tt+1)^p

—2t(tt-+-1), ou 4tp+(n-1)p+4a(t+1)

=o, ou (tt+1)^p+ 4t (tt-+I)=o, c’eſt

à-dire tt +-1==#; de-là réfultep=1:;P tt-+1 2

F _ —3tt+1

par conféquent pt +-1=-:-, & p+t

t”– at – 2 tt -- I=:2%; enfin auffi q= 3tt+ , &

tt-+-1 t’—3t

la lettre t eft arbitraire.

Soit, par exemple, t=2, on aura p

= ;& q=T: ; ainfiệ=":=+:,&

*=:=—:, ou x=: {&y=:: -

Si de plus {=4.4.5.II, on a, x=3.13.II

& y=4.5.9.13, & les racines des trois

quarrés cherchés font x=3.II.13=429,

y=4.5.9.13=23.49, & {=4.4.5.II=88o.

On voit qu’elles font encore plus petites

que celles que nous avons trouvées ci-deſ

fus, & il en réfulte

xx+yy=3”. 13”(I 2 I-|-36oo)=3*.13°. 61*,

ax+{{=1 I”. (1 52 I-+-64oo)=1 r. 89”,

3y+{{=2o’. (13689+1936)=2o. I 25°.
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VI.) Une derniere remarque que nous

ferons au fujet de cette queſtion, c’eſt que

chaque folution en fournit aiſément une

nouvelle ; car lorſqu’on a trouvé trois va

leurs, x=a, y=b & {=c, de forte que

aa+bb=D , aa+cc=D , & bb+cc=D,

les trois valeurs fuivantes fatisferont pa

reillement, favoir x=ab, y=bc & (=ac.

Il faut que - {

.xx-+-yy=aabb+bbcc=bb(aa-|-cc)=ri,

xx-+{{=aabb-+-aacc=aa(bb+cc)=L,

3y+{{=aacc+bbcc=cc(aa-1-bb)=D.

Or, comme nous venons de trouver

x=a=3. I 1. i 3, y=b=4.5.9. 1 3 & {=c

= 4.4.5. I 1 , nous avons d'après la nou

velle folution ,

x=ab=3.4.5.9.II.13.13 ,

y=bc=4.4.4.5.5.9.II.13 ,

{=ac=3.4.4.5. II.II.I 3.

Et toutes ces trois valeurs étant diviſibles

par 3.4.5.II.13, fe réduifent aux ſuivantes,

x=9.13, y=3.4.4.5 & {= 4. II, ou x

=I17, y=24o & {=44, qui font encore

moindres que celles qu'a données la folution

précédente, & il en réſulte
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xx+yy=71 289=267”,

xx+{{=1 5625=125”,

yy+{{=59536=244’.

239.

Dix-huitieme question. On cherche deux

nombres x & y, tels que l’un ajouté au

quarré de l’autre, produife un quarré; c'eſt

à-dire que xx+y & 3y+x foient des

quarrés.

Si on vouloit commencer par ſuppofer

xx-+y=pp, & en déduire y=pp-xx,

on auroit pour l’autre formule p“—2ppxx

+x+x=D , & on auroit de la peine

à la réfoudre.

Qu’on fuppofe donc en même tems l’une

des deux formules xx+y=(p-x)=pp

–2px+xx, & l’autre yy+x=(q–y)”

=qq–2qy+yy , on obtiendra par-là les

deux équations fuivantes, I.)y+2px=pp,

& II.)x+2qy=qq, defquelles on tire ai

fément x=:&y=:=#, où p & q

font indéterminés. Qu’on fuppofe donc,

par exemple, p=2 & q=3, on aura les
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/ –"5 –32
deux nombres cherchés x= 23 & y=#F ,

|- –22 5 32 – 96r

moyennant quoi xx+y=;: +: =:
3 1 N2 –1924 _i_ 3 – 1369 _ (37Y?

=(:) , & yy + x= 52; † 5; = ::= (:; es

Si on faifoit p=1 & q=3, on auroit

x=—# &y=#, folution qu’on pourroit

ne pas admettre, parce que l’un des nom

bres cherchés fe trouve négatif.

Mais foit p=1 & q=#, nous aqrons2.

- 3 7 3 A f • r

*=# & y=#, d’où nous dérivons x x

+y=:+#=:=(:), & yy+x
–42- L3.– “ – (*\*
- Ioo 2o - Ioo - V lo J •

24O.

Dix-neuvieme queſtion. Trouver deux

nombres dont la fomme foit un quarré ,

& dont les quarrés ajoutés enſemble pro

duifent un bi-quarré. *

Nommons ces nombres x & y ; & puif

que xx+yy doit devenir un bi- quarré,

commençons par en faire un quarté, en

fuppofant x =pp—qq & y=2pq, au

moyen de quoi xx-+-yy=(pp-+-qq). Or,

pour*
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pour que ce quarré devienne un bi-quarré,

il faut que pp-+qq foit un quarré; con

tinuons donc en faifant p=rr—ff & q

=2f, afin que pp-+qq=(rr+f/) ; &

préfentement nous avons x x+y|y=(rr

+//)", ce qui eſt un bi-quarré. Or, fui

vant ces fuppoſitions, nous avons x=r*

–6rr/f+/* & y=4r/— 4 yf"; il nous

reſte par conféquent à transformer en un

quarré la formule x+y=r*-+-4rf–6rfff"

|- 4r/? +/*. -

Imaginons que fa racine foit rr+ 2rf

+//, ou la formule égale au quarré r“

+4r/+6r/ff+4ff: +/", nous pourrons

effacer de part & d’autre les deux premiers

& le dernier terme, & divifer les autres

par rff, ainfi nous aurpns 6r-+-4/=–6r

—4/, ou I z r+8/=o; de forte que f

=—:=—; r. Nous pourrions auffi fup

pofer la racine =rr— 2/f+ff, en égalant

la formule au quarré r“—4r/+6rfj-–4ff?

+/"; de cette maniere le premier & les

deux derniers termes fe détruifant des deux

côtés, nous aurions, en divifant par rrf,

Tome I I. Y
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les autres termes, 4r–6/=–4r+6/

ou 8 r=12f; par conféquent r=#f; ainfi

dans cette feconde fuppofition fi r=3 &

f=2, nous trouverions x=–1 19 , ou

une valeur négative. -

Mais faifons à préfent r=#f+t, nous

aurons pour notre formule

rr=#ff+ 3ft + tt; r=#f +#fft+:fit-+”.

O Il C

- r“= ##f“+#ft+#fftt +-6f3+t“

+4rºf= #f“+27f’t+18/ftt+4ft

–6rff=–#f“–18f’t– 6/ftt

–4f*=–6/* — 4/* t

+/* =+f“; & par conféquent la formule

+'; /* + : ft + '://it + 1ofiº +t“.

Cette formule doit auffi être un quarré,

fi on la multiplie par 16, moyennant quoi

elle devient f“+296/t+4o8/ftt+16ofiº

+-16t“. Egalons-la au quarré de /f+1 48/i

–4tt, c’eſt-à-dire à f“+296/t+2 1896ffit

– I 184ft +-16t“; nous voyons les deux

premiers termes & le dernier fe détruire

des deux côtés , & nous parvenons par-là
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à l’équation 2 1896/–1 184t=4ο8/+16ot,

qui fournit#=::=;:F# . Puis donc

que f=84 & t=1 343 , nous aurons r

=#f+t=1469, & par conſéquent x=r*

—6r/ff+f=4565486o27761, & y=4rf

—4rfº=1 o6165 2293 52o.

C H A P I T R E X V.

Solutions de quelques Questions où l’on

demande des Cubes.

24 I.

Nous avons traité dans le Chapitre pré

cédent quelques queſtions où il s’agifſoit de

faire en forte que certaines formules de

vinffent des quarrés, & elles nous ont donné

occafion de développer différens artifices

que demande l’application des regles que

nous avions données plus haut. Il nous refte

à préfent à confidérer des queſtións qui rou

lent fur la transformation de certaines for

mules en cubes; les folutions qui vont fuivre

Y ij
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répandront du jour fur les regles que nous

avons auffi indiquées plus haut pour les

transformations de cette eſpece.

242.

Question premiere. On demande que la

fomme de deux cubes, x & yº, foit un

cube.

Puiſque x+y doit être un cube, il faut

qu’en divifant cette formule par le cubey”,

le quotient foit pareillement un cube, ou

x3 -

que; +1=C. Soit donc;={-1, nous

aurons 7–3{{+37=C. Si nous voulions

maintenant, en fuivant les regles données

plus haut, fuppofer ici la racine cubique

={-u, & en comparant la formule avec

le cube 7–3uț5-+-3uuţ-u, déterminer

u de façon que le fecond terme auffi s’éva

nouît, nous aurions u=1 & les autres ter

mes, formant l'équation 37=3uuţ-u=35

–1 ; nous trouverions 7=oo , d'où nous

ne pourrions rien conclure. Laifſons donc

plutôt u indéterminé, & tirons { de l’équa
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tion quarrée —377+37=—3uzz-+-3uuz

—u”, Oll 3ư77 —3;{{=3 uuỹ-3 (-u’, OLI

3(u-1){{=3(uu—I)7—u”, ou {{=(u+1)
3 .

{-K:=5 11OUS trOUVETOITS

="#+v/#.+#.+# - lz?

2 – 4 3 (u—1)

Oll =#+ \/=::=::=i;{ 2. - I 2(u–p— 3 la

queſtion fe réduit par conſéquent à tranſ

former en quarré la fraćtion qui eſt fous

ce figne radical. Multiplions d’abord pour

cet effet les deux termes par 3 (u —I),

afin que le dénominateur devenant un

quarré, favoir 36 (u—1)*, nous n’ayons

à traiter que le numérateur –3u+1 zu

—18uu-+-9. Comme le dernier terme eft

un quarré, nous fuppoferons la formule,

conformément à la regle , égale au quarré

de guu+fu+3, c'eſt-à-dire à ggu|+2fģu

+6guu+6fu+9, nous ferons diſparoître

+ffuu

les trois derniers termes, en faifant o=6f

Ou f=O , & 6g-+ff=— 18, Ou g=-3 ;

Y iij
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:

& l’équation qui refte, favoir –3u+12

=ggu+ 2fu=9u, donnera u=1. Mais

cette valeur ne nous apprend encore rien ;

ainfi nous continuerons en écrivant u=1

+-t ; or notre formule devenant dans ce

cas —12t—3t“, ce qui ne peut être un

quarré, à moins que t ne foit négatif, fai

fons auffi-tôt t=–f; nous avons par ce

moyen la formule 12f–3/*, qui devient

un quarré dans le cas de f=1. Mais nous

voici arrêtés de nouveau ; car dans ce cas

de f=1 , on a t=–1 & u=o, d’où l’on

ne peut conclure autre chofe, fi ce n’eſt que

de quelque maniere qu’on s'y prenne, on

ne trouvera jamais une valeur qui faffe par

venir au but qu’on fe propofe; & l’on peut

en inférer déjà avec affez de confiance,

qu'il eſt impoffible de trouver deux cubes

dont la fomme foit un cube ; on s’en con

vaincra entiérement par la démonftration

fuivante. -
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243.

Théoreme. Il n’eſt pas poffible de trouver

deux cubes dont la fomme ou bien la dif

férence foit un cube.

Nous commencerons par faire obferver

que fi l’impoffibilité dont nous parlons a

lieu pour la fomme, elle a lieu auffi pour -

la différence de deux cubes. En effet, s’il

eft impoffible que x+y={', il eft im

poffible auffi que {—y'=xº; or 7 —y .

eft la différence de deux cubes; donc, &c.

Cela pofé, il fuffira de démontrer l'impof

fibilité en queſtion, foit de la fomme feu

lement, foit de la différence ; or voici la

fuite des raifonnemens que cette démonſ

tration exige. v

I.) On peut regarder les nombres x &

y comme premiers entr'eux; car s’ils avoient

un commun diviſeur, les cubes feroient

auffi diviſibles par le cube de ce diviſeur.

Par exemple, foit x=2a & y=2b, on

auroit x}+y=8a+-8bº; or fi cette for

mule eſt un cube, a'+b en eft auffi un.

Y iv
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II.) Puis donc que x & y n’ont point

de faćteur commun , ces deux nombres

font ou impairs tous les deux, ou bien l’un

eft pair & l’autre eft impair. Dans le pre

mier cas il faudroit que ; fût pair, & dans

l'autre ce nombre feroit impair. Par con

féquent de ces trois nombres x, y & 7,

il y en a toujours un qui eſt pair & deux

qui font impairs; & il nous fuffira donc

pour notre démonftration de confidérer le

cas où x & y font tous deux impairs, parce

qu’il eftindifférent de prouver l’impoffibilité

dont il s’agit pour la fomme ou pour la

différence, & qu’il arrive feulement que

la fomme devient la différence, lorſqu’une

des racines eſt négative.

III.) Si donc x & y font impairs, il eft

clair que tant leur fomme que leur dif

férence fera un nombre pair. Soit donc

*:=p & :=q, nous aurons x=p+q

&y=p—q, d'où il fuit que l'un des deux

nombres p & q doit être pair & que l’autre

doit être impair. Or nous avons x + y*

=2p+6pqq=2p(pp-+3qq); de forte qu'il
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s'agit de prouver que ce produit 2p (pp

+3qq) ne peut devenir un cube; & fi la

démonſtration devoit fe rapporter à la dif

férence, on auroit x’–y'=6ppq+2q’

=2q(77+3pp), formule tout-à-fait la mê

me que la précédente, fi on met p & q

à la place l’un de l’autre. Par conféquent

il fuffit pour notre queſtion de démontrer

l'impoſibilité de la formule 2p (pp-4-377),

puiſqu’il s'enfuivra néceffairement que ni

la fomme ni la différence de deux cubes

ne peut devenir un cube.

IV.) Si donc 2p(pp+3qq) étoit un cube,

ce cube feroit pair, & par conféquent

diviſible par 8 ; donc il faudroit que la

huitieme partie de notre formule, ou; p

(pp+3qq), fût un nombre entier & outre

cela un cube. Or nous favons que l’un des

nombres p & q eſt pair, & l’autre impair;

ainfi pp-|–37q doit être un nombre impair,

qui n’étant point divifible par 4, il faut que

p le foit, ou que : foit un nombre entier.

V.) Mais afin que le produit: (pþ+3qq)

foit un cube , il faut que chacun de ces
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faćteurs, s'ils n’ont point de diviſeur com

mun, foit un cube féparément; car fi un

produit de deux faćteurs qui font premiers

entr'eux, doit être un cube, il faut nécef

fairement que chacun foit de foi-même un

cube ; le cas eft différent & demande une

confidération particuliere, fi ces faćteurs

ont un diviſeur commun. Ainfi la queſtion

eft ici de favoir fi les deux facteurs p &

pp+3qq ne pourroient pas avoir un diviſeur

commun? Pour y répondre, il faut con

fidérer que fi ces faĉteurs ont un diviſeur

commun, les nombres pp & pp-+3qq au

ront le même diviſeur; que la différence

auffi de ces nombres, qui eft 3 qq., aura

le même diviſeur commun avec pp, &

que, puiſque p & q font premiers entre

eux, ces nombres pp & 3 qq ne peuvent

avoir d’autre commun diviſeur que 3 , ce

qui a lieu quand p eſt divifible par 3.

VI.) Nous avons par conféquent deux

cas à examiner : l’un eft celui où les fac

teurs p & pp+3qq n’ont point de commun

diviſeur, ce qui arrive toujours , lorſque
*
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p n’eſt pas diviſible par 3 ; l’autre cas eft

celui où ces faĉteurs ont un diviſeur com

mun, & il a lieu quand p peut fe divifer

par 3 ; parce qu’alors les deux nombres

font diviſibles par 3. Nous avons befoin

de diftinguer foigneufement ces deux cas

l'un de l'autre, parce qu’ils exigent chacun

une démonftration particuliere. -

VII.) Premier cas. Que p ne foit pas

diviſible par 3, & que par conféquent nos

deux facteurs ; & pp+3qq foient premiers

entr'eux, de forte que chacun en particu

lier doive être un cube. Pour faire d’abord

que pp-+3qq devienne un cube, il n’y a,

comme nous l’avons vu plus haut, qu’à

fuppofer p+qV—3=(t+uy/–3)? &

p—qy/—3=(t—uy/—3)” , ce qui donne

pp-+3qq= (tt-+-3uu)” ou un cube. Or

par-là p=t’—9tuu=t (tt.—9 u u), & q

=3ttu–3u}=3u(tt-uu). Puis donc que

q eſt un nombre impair, il faut que u auffi

foit impair, & par conféquent que t foit

pair, parce que fans cela tt—uu feroit

pair.
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VIII.) Maintenant que nous avons tranf.

formé pp-+3qq en cube, & que nous

avons trouvé p=t(tt–9uu)=t(t+3u)

(t—3u), il s’agit auffi que : , & par con

féquent auffi que 2p foit un cube; ou, ce

qui revient au même, que la formule

2t(t+-3u) (t–3u) foit un cube. Or nous

avons à obſerver ici que t eſt un nombre

pair & non diviſible par 3 ; puiſqu’autre

ment p feroit diviſible par 3, ce qu’on a

expreffément fuppofé n’être pas; ainfi les

trois faćteurs, 2 t, t+3u & t– 3u, font

premiers entr'eux, & il faudroit que cha

cun d’eux fût un cube en particulier. Si

donc nous faifons t+3u=f & t-3u=g',

nous aurons 2t=f'+g'. Si donc 2t eft

un cube, nous aurons deux cubes f & g”,

dont la fomme feroit un cube, & qui fe

roient évidemment beaucoup plus petits

que les cubes x & y adoptés au commen

cement; car comme nous avons d'abord

fait x=p+q & y=p—q , & que nous

venons à préfent de déterminer p & q par

les lettres t & u, il faut néceffairement que
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les nombres x & y foient beaucoup plus

grands que t & u.

IX.) Si donc il exiſtoit dans de grands

nombres deux cubes tels que nous les de

mandons, on pourroit auffi affigner en de

moindres nombres deux cubes dont la fom

me feroit un cube, & on pourroit parve

nir de la même maniere à des cubes tou

jours plus petits. Or comme il eft très-cer

tain qu’il n'y a point de ces cubes dans les

petits nombres, il s’enfuit qu’il n’y en a

point non plus dans les plus grands. Cette

conclufion fe confirme par celle que fournit

le fecond cas & qui eſt la même, comme

on va voir. -

X.) Second cas. Suppofons à préfent que

p foit divifible par 3, & que q ne le foit

pas, & faifons p=3r., notre formule de

viendra: .(9rr+ 3qq), ou : r( 3r/-+-qq);

& ces deux faćteurs font premiers entr'eux,

vu que 3rr+qq n’eſt divifible ni par 2 ni

par 3, & que r doit être pair auffi bien

que p ; c’eſt pourquoi chacun de ces deux

fasteurs doit être un cube en particulier.
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XI.) Or en transformant le fecond fac

teur 3rr+qq ou qq +3rr, nous trouvons

de la même maniere que ci-deffus q=t

(tt—9uu) & r= 3u(tt—uu) ; & il faut

remarquer que puiſque q étoit impair, t

doit êtreicipareillement un nombre impair,

& que u doit être pair. |

XII.) Maisilfaut aufique: ſoit un cube;

ou en multipliant par le cube : , que : ou

2u(tt—uu)=2u(t+t)(t-u), foit un cube;

& comme ces trois faćteurs font des nom

bres premiers entr'eux, il faut que chacun

par lui-même foit un cube. Suppofons donc

t+u=f & t-u=g', il s'enfuivra 2u=f;

—g, c’eſt-à-dire que fi zu étoit un cube,

f–g feroit un cube. On auroit par con

féquent deux cubes f & gº beaucoup plus

petits que les premiers, dont la différence

feroit un cube, & par-là même on con

noîtroit auffi deux cubes dont la fomme

feroit un cube, puiſqu’on n’auroit qu’à faire

f–g=hº pour avoir fº=h'+g', ou un

cube égal à la fomme de deux cubes. Voilà

donc la conclufion précédente pleinement
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confirmée ; c’eſt-à-dire qu’on ne peut af

figner même par les plus grands nombres

deux cubes tels, que leur fomme ou leur

différence foit un cube, & cela par la raifon

qu’on ne rencontre point de cubes de cette

eſpece dans les plus petits nombres.

244. *

Puis donc qu’il eſt impoffible de trouver

deux cubes dont la fomme ou la différence

foitun cube, notre premiere queſtion tombe

d'elle-même; auffi a-t-on coutume plutôt

de commencer dans cette matiere par la

queſtion de déterminer trois cubes, dont

la fomme faffe un cube ; mais en fuppofant

que deux de ces cubes foient arbitraires,

de forte qu’il ne s’agit que de trouver le

troiſieme; ainfi nous pafferons immédia

tement à cette queſtion.

245.

Queſtion deuxieme. Deux cubes a & bº

étant donnés, on demande un troifieme

cube, tel que ces trois cubes ajoutés en

femble faffent un cube. |
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Il s’agit de transformer en cube la for

mule a +b +x' ; cela ne peut fe faire à

moins qu’on ne connoiffe d’avance un cas

fatisfaifant ; mais un cas de cette eſpece fe

préfente auffi-tôt, c’eſt celui de x=–a ;

qu’on faffe donc x=y—a, on aura x'=y?

—3ayy+3ayy—a’; c’eſt par conféquent

la formule y–3axy+3aay+b qui doit

devenir un cube; or le premier & le der

nier terme étant ici des cubes, on trouve

auffi-tôt deux folutions.

I.) La premiere demande qu’on faffe la

racine de la formule =y+b, dont le cube

eft y+3byy+ 3bby+b; on a de cette

maniere —3ay-+3an=3by+3bb; & par

conféquenty=:=a-b ; mais x=–b;

de forte que cette folution ne nous eft

d’aucun ufage. * -

II.) Mais on peut auffi prendre pour ra

cine b+fy, dont le cube eft fy+3bffyy

––3 bhfy-|-bº, & déterminer f de façon

qu’auffi les troiſiemes termes ſe détruiſent,

favoir en faifant 3aa=3bbf, ou f=#; ;

car alors on parvient à l'équation y—32

=fy
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=fy+ 3#ff=: +# , qui, multi

pliée par b“, devient by–3ab"=aºy+3a“b”,

3ab + 3ab^ _ 3 ab (a'+b)

b“– a“ b“– a“
& donne y=

=:, & par conféquent x=y—a

: ?:'+gt_a.:"+a. Ainſi les deux
b”–a b”–a?

cubes a & b étant donnés, nous connoiſ

fons auffi la racine du troifieme cube cher

ché ; & fi nous voulons que cette racine

foit pofitive, nous n'avons qu’à ſuppofer

le cube bº plus grand que l’autre a’ : faifons

en l'application à quelques exemples.

I.) Soient 1 & 8 les deux cubes donnés,

en forte que a=1 & b= 2 ; la formule

9+x, deviendra un cube, fi x=#; car

on aura 9+x'=:=(:)’.

II.) Soient les cubes donnés 8 & 27,

de forte que a= 2 & b= 3 ; la formule

35+x fera un cube dans le cas de x=::- -

III.) Que 27 & 64 foient les cubes

donnés, c’eſt-à-dire que a= 3 & b=4;

Tome I I. Z



3 5 4 E L É -M E W s

la formule 91+x” deviendra un cube, fi

x=4# -— 37 • *- /*

Si l’on vouloit déterminer pour deux

cubes donnés d’autres troifiemes cubes, il

|- |- - |- 2ab+a“

faudroit pourſuivre en ſubstituant : 3

- - ”– (l

+; au lieu de x , dans la formule a+b

+x'; car on parviendroit par ce moyen

à une formule femblable à la précédente,

& qui fourniroit enfuite de nouvelles va

leurs de { ; mais on voit affez qu’on s’en

gageroit dans des calculs très-prolixes.

246.

Il fe préfente au refte dans cette quef

tion un cas remarquable, celui où les deux

cubes donnés font égaux, où a=b; car

3 a“

o
dans ce cas on a x=?+=ce ; c’eſt-à-dire

qu’on n’a aucune folution; & voilà la raiſon

pour laquelle on n’a pu encore réfoudre le

probleme de transformer en cube la for

mule 2a +x'. Soit, par exemple a=1 ,

ou que cette formule foit 2 +x', on trou

/
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vera que quelques formes qu’on lui donne,

ce fera toujours inutilement, & qu’on cher

chera en vain une valeur de x qui fatisfaffe.

On conclut de-là avec affez de certitude,

qu’il eſt impoſible de trouver un cube égal

à la fomme d’un cube & d’un double cube,

ou bien que l’équation 2a+x'=y eſt im

poſible; & comme cette équation donne

2a'=y”–x”, il feroit impoffible aufi de

trouver deux cubes dont la différence fût

égale au double d’un autre cube ; cette

conféquence s’étend de même à la fomme

de deux cubes; & tout cela va être porté

jufqu’à une évidence complette par la dé

monftration qui fuit.

247.

Théoreme. Ni la fomme ni la différence

de deux cubes ne peut devenir égale au

double d'un autre cube ; cela veut dire que

la formule x+y=27 eft toujours impof

fible, fi ce n’eſt dans le cas évident y=x.

On peut encore ici regarder x & y com

me premiers entr'eux ; car fi ces nombres

avoient un diviſeur commun, il faudrcit

*
-

Zij
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/

que { eût le même diviſeur, & que toute

l'équation, par conféquent, fût diviſible

par le cube de ce diviſeur. Cela pofé, com

me x+y doit être un nombre pair, il faut

que les nombres x & y foient impairs tous

les deux, moyennant qùoi tant leur fomme

que leur différence fera paire. Ainfi faifons

::=p & :=q, nous aurons x=p+q

& y=p—q , & il faudra que des deux

nombres p & q l’un foit pair & l’autre

impair. Or de-là il fuit x +y'=2p’+6pqq

=2p(pp-+3qq), & x’—y'=6ppq+ 27'

=2q (3pp+qq), c’eſt-à-dire deux for

mules tout-à-fait femblables. Par conféquent

il fuffira de prouver que la formule 2p (pp

+- 3 q q) ne peut devenir le double d’un

cube, ou que p(pp-+3qq) ne peut être un

cube. On va voir comment nous nous y

prendrons pour cette démonftration. * -

I.) Il fe préfente de nouveau deux cas

différens à confidérer : l’un où les deux fac

teurs p & pp+3qq n’ont point de commun

diviſeur, & doivent être un cube chacun

féparément; l'autre où ces faćteurs ont un

diviſeur commun, lequel diviſeur cepen
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\

dant, comme nous avons vu, ne peut être

autre que 3.

II.) Premier cas. En ſuppofant donc que

p ne foit pas divifible par 3, & qu’ainfi les

deux facteurs foient premiers entr'eux, nous

réduirons d’abord pp-+3qq en cube, en

faifant p=t(tt–9uu) & q=3u(tt—9ut);

moyennant cela il faudra feulement encore

que p devienne un cube. Or t n’étant pas

diviſible par 3, puiſqu’autrement p feroit

auffi divifible par 3, les deux faćteurs t &

tt–9uu font premiers entr'eux, & par coń

féquent il faut que chacun en particulier

foit un cube.

III.) Mais le dernier faćteur à fon tour

a deux faćteurs, favoir t+ 3 u & t–3u,

qui font des nombres premiers entr'eux,

d’abord parce que t n’eſt pas diviſible par 3,

& en fecond lieu, parce que l’un des nom

bres t & u eft pair, tandis que l’autre eft

impair; car fi ces nombres étoient impairs

tous les deux, il faudroit que non-feulement

p, mais auffi que q fût impair, ce qui ne

fe peut ; donc il faut que chacun de ces

deux faćteurs, t-+-3u & t—3u en parti

culier foit un cube. Z iij ----
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IV.) Soit donc t+3u=f & t–3u=g',

nous aurons 2t=f'+g'. Ort doit être un

cube que nous défignerons par h”, moyen

nant quoi il faudroit que fº+g=2h; par

conféquent nous aurions deux cubes beau

coup moindres, favoir f & g”, dont la

fomme feroit le double d’un cube.

V.) Second cas. Suppofons à préfent p

divifible par 3, & conféquemment que q

ne le foit pas.

Si nous faifons p= 3r, notre formule

devient 3r(9rr+3qq)=9r(3rr-+-qq), &

ces fa&teurs étant maintenant des nombres

premiers entr'eux, il faut que l’un & l’autre

foient un cube. ,

VI.) Afin donc de transformer en cube

le fecond , qq-+-3 rr, nous ferons q=t

(tt—9uu) & r=3u(tt—uu), & il faudra

encore que l’un des nombres t & u foit

impair & l’autre pair, vu qu’autrement les

deux nombres q & r feroient pairs. Or nous

obtenons par-là le premier facteur 9r=27u

(ti– uu) ; & comme il doit être un cube,

il faut auſſi qu’en le divifant par 27, la for

mule u(tt—uu), ou u(t+u) (t-u),

foit un cube.
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VII.) Mais ces trois fasteurs étant pre

miers entr'eux, il faut qu’ils foient tous eux

mêmes des cubes. Ainfi ſuppofons pour les

deux derniers t +u=f & t—u=g”, nous

aurons 2u=f? –g”; mais u devant être

un cube, nous aurions de cette maniere,

en de bien plus petits nombres, deux cubes

dont la différence feroit égale au double

d’un autre cube.

VIII.) Puis donc qu’on ne peut affigner

en petits nombres des cubes tels que leur

fomme ou leur différence foit un cube dou

blé, il eſt clair qu’il n'y a point de cubes

de cette eſpece, même parmi les plus

grands nombres. - -

IX.) On objećtera peut-être que notre

conclufion pourroit induire en erreur; parce

qu’il exiſte dans ces moindres nombres un

cas fatisfaifant, favoir celui de f=g. Mais

on doit confidérer que lorſque f=g, on

a dans le premier cas t+ 3u=t—3u, &

ainfi u=o; que par conſéquent auſſi q=o,

& que comme nous avions fuppoſé x=p+q

& y=p—q, il faudroit que les deux pre

miers cubes x & y euffent déjà été égaux

* * * - - Z iv
*
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l’un & l'autre, lequel cas a été expreffément

excepté. De même, dans le fecond cas,

fi f=g, il faut que t+u=t—u, & pa

reillement u=o; donc auffi r=o & p=o;

donc les deux premiers cubes x & y de-

viendroient encore égaux, de quoi il n’eſt

pas question dans le probleme.

248. |

Question troiſieme. On demande en gé

néral trois cubes, x, y) & {}, dont la

fomme foit égale à un cube.

Nous venons de voir qu’on peut fup

poſer deux de ces cubes connus, & qu’on

peut déterminer par-là le troifieme, pourvu

qu’il n’y en ait pas deux d’égaux ; mais la

méthode précédente ne fournit dans chaque

cas qu'une feule valeur pour le troifieme

cube , & il feroit difficile d’en déduire de

nouvelles.

Nous regarderons donc à préfent les trois

cubes comme inconnus; & afin de donner

une folution générale, nous ferons x+y.

+7 =v'; nous tranfpoferons un des pre

miers pour avoir x+y=y-ț’; & voici

–––––
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comment nous fatisferons à cette équa

tion.

I.) Soit x=p+q & y=p—q , nous

aurons, comme nous avons vu, xº+y*

=2p(pp-+ 3qq). Soit de plus v=r+f&

{=r—f, nous aurons auffi v”—ș”= 2f

(/f+3rr); donc il faut que 2p(pp+3qq)

=2f(/f+3rſ), ou p (pp+3qq)=f(/f+3r).

II.) Nous avons vu plus haut qu’un nom

bre, tel que pp-+3qq, ne peut avoir pour

diviſeurs que des nombres de la même for

me. Puis donc que ces deux formules pp

+3qq & ff+ 3 rr, doivent avoir néceffai

rement un diviſeur commun, foit ce divi

feur =t+ 3 utt.

III.) Faifons en conféquence pp-+3qq

=(ff+3gg) (tt-+-3uu) & ff+-3rr= (hh

+3kk) (tt-+-3uu), & nous aurons p=ft

+3gu & q=gt—fu ; par conféquent pp

=fftt+-6fgtu-+-9gguu & qq=ggtt—2fgtu

+ffuu, d'où réſulte pp+3qq=(ff+3gg)tt

+ (3ff"+9gg) uu, ou bien pp-+3qq=(ff

+ 3gg) (tt-+-3uu).

IV.) Nous tirons de la même maniere

de l’autre formule, f='ht+ 3ku & r=kt
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—hu ; d'où réſulte l'équation (f+3gu)

(f}+3gg)(tt-+-3uu)=(ht+3ku)(hh-+-3kk)

(tt-i-3uu), qui, diviſée par tt-+-3uu, donne

ft(ff+3gg)+3gu(ff+3gg)=ht(hh+3kk)

+3:(4+3k), ou f(f+g)-h(#4

| +3kk)=3ku(hh-+-3kk)—3gu(ff+3gg),

moyennant quoi t=::::::::::::
TỪ HIF)=F(#F5F5 “

V.) Chaffons encore les fra&tions, en

faifant u=f(ff+3gg) —h (h h+ 3kk),

& nous aurons t=3 k(hh-+-3 kk)– 3g

(ff+3gg), où l’on peut donner telles

valeurs qu’on veut aux lettres f, g, h & k.

VI.) Lors donc que nous aurons déter

miné par ces quatre nombres les valeurs

de t & de u, nous aurons I.) p=ft+3gu,

II.) q=gt–fu, III.) /=ht-+-3ku, IV.) r

=kt–hu ; de-là nous parviendrons en

fin à la folution de la queſtion, x=p+q,

y=p—q, {=r—f & v=r+/; & cette

folution eft générale, au point qu’elle ren

ferme tous les cas pofibles, vu que dans

tout ce calcul on n’a admis aucune limi

tation arbitraire. Tout l’artifice confiftoit

à rendre notre équation divifible par tt

+3 uu, moyennant quoi nous avons pu
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déterminer les lettres t & u par une équa

tion du premier degré. On peut faire des

applications fans nombre de nos formules:

nous en donnerons quelques-unes pour

exemples.

I.) Soit k=o & h=1, on aura t=–3g

(ff+3gg), & u=f(ff+3gg)–1 ; ainfi

p=-3fģ(ff+3gg)+3fģ(ff+3gg)—3g

=-3g, & q=—(ff+3gg)'+f; de plus

f=—3g(ff+3gg), & r=-f(ff+3gg)

+1 ; par conféquent

x=—3g—(ff+ 3gg)" +f,

y=—3g-+-(ff+ 3gg)*—f,

H=(3.g.—f) (ff+3gg)+1 ;

enfin v=—(3g+f) (ff+ 3gg) +1.

Si outre, cela nous fuppofons f=–1

& g=+1, nous aurons x=— 2o, y

=14, z=17&v=–7; & de-là ré

fulte l'équation finale –2o + 14+17°

=–7°, ou 14’ +17°+7°= 2o”.

II.) Soit f=2, g=1 , & par conféquent

ff+ 3gg=7; de plus h=o & k=1 ; ainſi

hh-+-3kk=3 ; on aura t=—12 & u=14;

de forte que p=2t+ 3u=18, q=t—2u

=-4o, r=t=-12, & f=3|u=42 ;

*

*

/
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il en réfultera x=p+q=— 22, y=p

— q=58, {=r—f=—54, & v=r+f

= 3o; donc—22'+ 58’—54’=3o’, ou

58=3oº-+-54’+ 22' ; & comme toutes

les racines font diviſibles par 2, on aura

auffi 29’=I 5’-+- 27°+1 1’.

III.) Soit f= 3 , g=1 , h=1 & k=1 ;

en forte que ff+3gg=1 2, & hh-+-3kk

= 4; & qu’ainfi t=—24 & u=32, ces

deux valeurs font diviſibles par 8; & com

me il ne s’agit ici que de leurs rapports,

nous pouvons faire t=—3 & u=4. Nous

obtenons par-là p=3t+3u=+3, q=t

–3u=—I 5, r=t—u=—7 & f=t+3ư

=+9; par conféquent x=-12&y=18,

H=–16 & v=2, d’où provient – 1 2°

+18–16= 2’, ou 18°=16+12'+2',

ou bien auffi, en divifant par le cube de 2,

9’=8'+6+1’.

IV.) Suppofons auffi g=o & k=h, au

moyen de quoi nous laifons f & h indéter

minées. Nous aurons ff+3gg=ff & hh

+3kk=4hh ; ainfi t=1 2hº & u=f?–4hº ;

de plus p=ff=12fh’, q=—f“+4fh” ,

r=1 2 h*—hf*-+-4h"=16h“– hf., & f

/

|
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=3hf: ; donc enfin x=p+q=16fh’—f“,

y=p—q=8fh’+f“, H=r—f=16 hº

—4hf., & v=x+f=16h+ 2 hf. Si

nous faifons maintenant f=h=1 , nous

avons x=1 5 , y=9 , {=12, & v=18,

ou bien, en divifant tout par 3, x=5,

y=3, =4 & y=6; de façon que 3+4"

+ 5 =6°. La progreſſion de ces trois‘ra

cines 3, 4, 5, augmentant de l'unité, eft

digne d’attention ; c’eſt pourquoi nous re

chercherons s'il y en a encore d'autres de

la même eſpece. -

249.

Question quatrieme. On demande trois

nombres qui forment une progrestion arith

métique, dont la différence foit 1, & qui

foient tels que leurs cubes ajoutés enfemble

reproduifent un cube. - ·

Soit x le nombre ou le terme moyen,

x–1 fera le plus petit & x+1 le plus grand ;

la fomme des cubes de ces trois nombres

eft 3x+6x=3x (xx+2), & elle doit

être un cube. Il nous faut ici d’avance un

cas où cette propriété ait lieu, & nous

*
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trouvons après quelques effais que ce cas

eft x=4.

Ainſi nous pouvons, d’après les regles

établies plus haut, faire x=4+y; en forte

que xx=16+8y+yy & x'=64+48y

+1 2 yy+y*, & moyennant quoi notre

formule devient 216+15oy-+-3óyy+3y”,

où le premier terme eſt un cube, mais où

le dernier ne l’eſt pas. *

Suppofons donc la racine =6+fy, ou

la formule = 2 16+1o8fy+18ffyy+fy,

& faifons évanouir les deux feconds termes,

2 5

en écrivant 1 5o=1 o8f, ou f=#; les

autres termes, diviſés par yy, donneront

36+3y=18/f+fy=:+:y, ou

18.36+18.3y=18.25 +25 y, ou I 83

.36—18.25=25’y—18.3y; donc y

– 18.36-18, 25° 18'. (18.36–25“)

25’— 3. 18? 25°–3. 18° °

’est-à-dire v-=3?4:23–-745?

c'eſt-à-dire y==::==::, & par con
7 - ^^ -- 32

féquent x=#;.

Comme on pourroit trouver embarraf

fant de pourfuivre cette rédućtion en cubes,

A
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il eſt bon d'obſerver que la question peut

toujours fe réduire à des quarrés. En effet,

puiſque 3x(xx+2) doit être un cube, qu’on

fuppofe cette formule =xy?, & on aura

3 x x+6=x xy}, & par conféquent xx

6 36

3– 3 T 6 yi–18

de cette fraćtion étant déjà un quarré, nous

n'avons befoin de transformer en quarré

que le dénominateur 6y–18, ce qui exige

auffi qu’on ait trouvé un cas. Confidérons

pour cet effet que 18 eſt divifible par 9 3

mais que 6 eſt ſeulement diviſible par 3,

& qu’ainfi y pourra fe divifer par 3 ; fi nous

faifons donc y=3{, notre dénominateur

deviendra =1627–18, ce qui étant di

vifé par 9 & devenant 18;?–2, doit en

core être un quarré; or c’eſt ce qui a lieu

évidemment dans le cas de z=1. Ainfinous

ferons (=1+v, & il faudra que 16+54v

+54vw+18v'=ri ; que la racine en ſoit

4+:v, dont le quarré eft 16+54v-+:

vv, il faudra que 54+18v=:; ou 18 v
– 135 – "3 r

=–:, ou 2v=—: , & par conféquent

––" . * ** –– – 17

v=—#; ce qui produit t=1+y=;:32 2

& après cela y=#.

•-,

* Or le iíumérateur

2
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Reprenons à préſent le dénominateur 6.y

—18=1627—18=9(187?–2); puiſque

la racine quarrée du facteur 187 — 2 eft:4

+: v=#, celle du dénominateur total

eft:; mais la racine du numérateur eft 6;128

,6 6

donc x=#EI =;:

Hs 197

férente de celle que nous avons trouvée

précédemment. Il s’enfuit que les racines

de nos trois cubes cherchés font I.) x –i

=:, II.) x=** III.) x+1=#; & la
1 o7 ? 1ο7 ?

fomme des cubes de ces trois nombres fera

un cube dont la racine xy=;:.#=:
ī57 · 55 -ī57 ·

, valeur tout-à-fait dif

2 5O.

Nous terminerons ici ce traité de l'Ana

lyfe indéterminée, ayant eu fuffiſamment

occafion dans les queſtions que nous avons

réſolues, d'expliquer les principaux arti

fices qu’on a imaginés juſqu’à préfent dans

cette partie de l'Analyſe.

Fin des Élémens d'Algebre.

ADDITIONS.
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ADDITIO NS.
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A VER TI S S E ME N T.

Ệ

- Les Géometres du fiecle paffé fe ·

font beaucoup occupés de l'Analyfe

indéterminée, qu’on appelle vulgai

rement Analy/e de Diophante; mais

il n'y a proprement que Meffieurs

Bachet & Fermat qui aient ajouté

quelque chofe à ce que Diophante

lui-même nous a laiffé ſur cette ma

tiere. - *

On doit fur-tout au premier une

Méthode complette pour réfoudre en

nombres entiers tous les problemes

indéterminés du premier degré [a];

[a] Voyez plus bas le paragraphe III. Au refte je

ne parle point ici de fon Commentaire fur Diophante,

parce que cet Ouvrage, excellent dans fon genre, ne

renferme à proprement parler aucune découverte.

A a ij
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le fecond eft l'Auteur de quelques

Méthodes pour la réſolution des

équations indéterminées qui paffent

le fecond degré [b]; de la Méthode

finguliere, par laquelle on démontre

qu'il eſt impostible que la ſomme ou

la différence de deux carrés-carrés,

puiffe jamais être un carré [c]; de

la folution d'un grand nombre de

problemes très - difficiles & de plu

fieurs beaux théoremes fur les nom

bres entiers, qu'il a laiffés fans dé

monftration, mais dont la plupart

[b] Ce font celles qui font expoſées dans les cha

pitres 8, 9 & 1o du Traité précédent. Le P. Billi les

a recueillies dans différens écrits de M. Fermat, & les

a publiées à la tête de la nouvelle édition de Diophante,

donnée par M. Fermat le fils.

[c] Cette méthode eft détaillée dans le chapit. 13 du

Traité précédent ; on en trouve les principes dans la

Remarque de M. Fermat, qui eſt après la Queſtion xxvi

du Livre vi de Diophante, -
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ont été enfuite démontrés par M.

Euler dans les Commentaires de Pé

tersbourg [d]. -

Cette branche de l'Analyfe a été

prefque abandonnée dans ce fiecle;

& fi on en excepte M'. Euler, je

ne connois perfonne qui s’y foit ap

pliqué; mais les belles & nombreufes

découvertes que ce grand Géometre

y a faites, nous ont bien dédommagé

de l'eſpece d'indifférence que les au

tres Géometres paroiffent avoir eue

juſqu'ici pour ces fortes de recher

[d] Les problemes & les théoremes dont nous parlons,

font répandus dans les Remarques de M. Fermat fur les

Queſtions de Diophante, & dans fes Lettres imprimées

dans les Opera Mathematica, &c. & dans le fecond vo

lume des GEuvres de JVallis.

On trouvera auffi dans les Mémoires de l’Académie

de Berlin, pour les années 177o & fuiv. les démonftra

tions de quelques théoremes de cet Auteur, qui n’avoient

pas encore été démontrés.

Aa i
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ches. Les Commentaires de Péters

bourg font pleins des travaux de M'.

Euler dans ce genre, & l'Ouvrage

qu’il vient de donner eftun nouveau

fervice qu’il rend aux Amateurs de

l'Analyfe de Diophante. On n'avoit

point encore d'Ouvrage où cette

fcience fût traitée d’une maniere mé

thodique, & qui renfermåt & ex

pliquât clairement les principales

regles connues juſqu’ici pour la fo

lution des problemes indéterminés.

Le Traité précédent réunit ce double

avantage; mais pour le rendre encore

plus complet, j'ai cru devoir y faire

pluſieurs additions dont je vais ren

dre compte en peu de mots.

La théorie des fra&tions continues

eft une des plus utiles de l'Arithmé
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tique, où elle fert à réfoudre avec

facilité des problemes qui, fans fon

fecours, feroient prefqu'intraitables;

mais elle eſt d'un plus grand ufage

encore dans la folution des problemes

indéterminés, lorſqu’on ne demande

que des nombresentiers. Cette raifon

m’a engagé à expoſer cette théorie

avec toute l'étendue néceffaire pour

la faire bien entendre ; comme elle

manque dans les principaux Ouvra

ges d'Arithmétique & d'Algebre,

elle doit être peu connue des Géo

metres; je ferai fatisfait, fi je puis

contribuer à la leur rendre un peu

plus familiere. A la fuite de cette

théorie qui occupe le §. 1, vien

nent différens problemes curieux &
e |- |- /*

entiérement nouveaux, qui dépen

A a iv
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dent à la vérité de la même théorie,

mais que j’ai cru devoir traiter d’une

maniere direćłe, pour en rendre la

folution plus intéreffante; on y re

marquera principalement une mé

thode très-fimple & très-facile pour

réduire en fra&tions continues les ra

cines des équations du fecond degré,

& une démonftration rigoureufe que

ces fraćtions doivent toujours être

néceffairement périodiques.

Les autres Additions concernent

fur-tout la réſolution des équations

indéterminées du premier & du fe

cond degré; je donne pour celles-ci

des méthodes générales & nouvelles,

tant pour le cas où l'on ne demande

que des nombres rationnels, quepour

celui où l'on exige que les nombres
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cherchés foient entiers; & je traite

d'ailleurs quelques autres matieres

importantes & relatives au même

objet.

Enfin le dernier paragraphe ren

ferme des recherches fur les fon&tions

qui ont la propriété, que le produit

de deux ou de pluſieurs fonctions

femblables, eſt auffi une fonction

femblable; j'y donne une méthode

générale pour trouver ces fortes de

fonctions, & jen fais voir l'uſage

pour la réſolution de différens pro

blemes indéterminés, fur lefquels les

méthodes connues n’auroient aucune

prife.

Tels font les principaux objets de

ces Additions, auxquelles j'auroispu

donner beaucoup plus d’étendue, fi
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je n’avois craint de paffer de juftes

bornes; je fouhaite que les matieres

que j'y ai traitées puiſſent mériter

l'attention des Géometres, & réveil

ler leur goût pour une partie de

l'Analyſe, qui me paroit très-digne

d'exercer leur fagacité.

er*,
#-#:::::::-ệs

ºxº
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PARAGRAPHE PREMIER.

S CV R

LES FRA CTIo Ns coNTINVEs.

I • |C oMM E la théorie des Fraćtions

continues manque dans les livres

ordinaires d'Arithmétique & d’Algebre, &

que par cette raiſon elle doit être peu

connue des Géometres, nous croyons de

voir commencer ces Additions par une ex

pofition abrégée de cette théorie, dont nous

aurons fouvent lieu de faire l’application

dans la fuite.

On appelle en général frastion continue

toute exprefion de cette forme,

«
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b ----

“+ā+“ , d

*+5+, &c.

où les quantités 2, 2, 3, 4, &c. & b, c, d,

&c. font des nombres entiers pofitifs ou né

gatifs; mais nous ne confidérerons ici que

les fraćtions continues, où les numérateurs

b, c, d, &c. font égaux à l’unité, c’eſt

à-dire celles qui font de la forme
I |

«+2 +: , ·

» +5+, &c. -

« , 8, 7 , &c. étant d’ailleurs des nombres

quelconques entiers pofitifs ou négatifs; car

celles-ci font, à proprement parler, les

feules qui foient d’un grand ufage dans

l'Analyſe, les autres n’étant prefque que

de pure curiofité.

2. Milord Brouncker eft, je crois, le

premier qui ait imaginé les fraćtions con

tinues ; on connoît celle qu’il a trouvée

pour exprimer le rapport du carré circonf

crit, à l’aire du cercle, & qui eft
1

*+2 +2 . ,
3+25

2 +, &c,
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Mais on ignore le chemin qui l'y a conduit.

On trouve ſeulement dans l’Arithmetica in

finitorum quelques recherches fur ce fujet,

dans lefquelles Wallis démontre d’une ma

niere affez indirećte, quoique fort ingé

nieufe, l'identité de l’exprefion de Brounc

ker avec la fienne, qui eft, comme l’on

fait, :::::::; il y donne auffi la méthode

de réduire en général toutes fortes de frac

tions continues à des fraćtions ordinaires.

Au refte il ne paroît pas que l’un ou l’autre

de ces deux grands Géometres ait connu

les principales propriétés & les avantages

finguliers des fra&tions continues ; nous

verrons ci-après que la découverte en eft

principalement due à Huyghens. -

3. Les fraćtions continues fe préfentent

naturellement toutes les fois qu’il s’agit

d’exprimer en nombres des quantités frac

tionnaires ou irrationnelles. En effet, fup

pofons qu’on ait à évaluerune quantité quel

conque donnée a, qui ne foit pas expri

mable par un nombre entier ; la voie la

plus fimple eſt de commencer par chercher
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le nombre entier qui fera le plus proche de

la valeur de a, & qui n’en différera que

par une fraćtion moindre que l’unité. Soit

ce nombre 2, & l’on aura a—a égal à une

fraćtion plus petite que l’unité ; de forte

que := fera au contraire un nombre plus

grand que l’unité; foit donc ::= b , &

comme b doit être un nombre plus grand

que l’unité, on pourra chercher de même

le nombre entier qui approchera le plus

de la valeur de b ; & ce nombre étant

nommé é, on aura de nouveau b–st égal

à une fra&tion plus petite que l'unité, &

par conféquent := fera égal à une quantité

plus grande que l'unité, qu’on pourra dé

figner par c ; ainfi, pour évaluer c, il n’y

aura qu’à chercher pareillement le nombre

entier le plus proche de c , lequel étant

défigné par , , on aura c—7 égal à une

quantité plus petite que l'unité, & par con

féquent : ; fera égal à une quantité d plus

grande que l'unité, & ainfi de fuite. Par

ce moyen il eſt clair qu’on doit épuifer
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peu à peu la valeur de a , & cela de la

maniere la plus fimple & la plus prompte

qu'il eſt poſſible, puiſqu’on n’emploie que

des nombres entiers dont chacun approche,

autant qu’il eſt poffible, de la valeur cher

chée.

Maintenant, puiſque :==b, on aura a

—«=;, & a=a+#; de même, à caufe

de #==c, on aura b=8+#; &, à caufe

de:;=d, on aura pareillement c=y+#,

& ainfi de fuite; de forte qu’en fubſtituant

fucceſſivement ces valeurs, on aura

, , I

a=a+g,

· I · ·

==+H+:
0 »

|- I -*

=a+= +1 NI

- ? + F,

& en général
I

* - * a=a+E+ : 1 -

- - ? +5+, &c.

Il eſt bon de remarquer ici que les nom

bres «» 8, 7 , &c. qui repréfentent, comme
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nous venons de le voir, les valeurs entieres

approchées des quantités a, b, c, &c. peu

vent être pris chacun de deux manieres

différentes, puiſqu’on peut prendre égale

ment pour la valeurentiere approchéed’une

quantité donnée, l’un ou l’autre des deux

nombres entiers, entre lefquels ſe trouve

cette quantité ; il y a cependant une dif

férence effentielle entre ces deux manieres

de prendre les valeurs approchées par rap-

port à la fraćtion continue qui en réſulte ;

car fi on prend toujours les valeurs appro

chées plus petites que les véritables, les

dénominateurs É, , , , &c. feront tous po

fitifs ; au lieu qu’ils feront, tous négatifs,

fi on prend les valeurs approchées toutes

plus grandes que les véritables, & ils feront -

en partie pofitifs & en partie négatifs, fi

les valeurs approchées font priſes tantôttrop

petites & tantôt trop grandes.

En effet, fi a eſt plus petit que a, a– z

fera une quantité poſitive; donc b fera po

fitive, & º le fera auffi ; au contraire a

-- fera négative, fi a eſt plus grand que a ;

* donc

/

l
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donc b fera négative, & 8 le fera auffi. De

même fi 8 eſt plus petit que b, b—É fera

toujours une quantité pofitive ; donc c le

fera auffi, & par conféquent auffi ; ; mais fi

É eſt plus grand que b, b-st fera une quantité

négative; de forte que c, & par conféquent

auffi y, feront négatifs, & ainfi de fuite.

Au refte, lorſqu’il s’agit de quantités né

gatives, j’entends par quantités plus petites

celles qui, prifes pofitivement, feroient

plus grandes; nous aurons cependant quel

quefois dans la fuite occafion de comparer

entr’elles des quantités purement par rap

port à leur grandeur abſolue ; mais nous

aurons foin d'avertir alors qu’il faudra faire

abstraction des fignes.

Je dois remarquer encore que fi, parmi

les quantités b, c, d, &c. il s’en trouve une

qui foit égale à un nombre entier, alors

la fra&tion continue fera terminée, parce

qu’on pourra y conferver cette quantité

même ; par exemple, fi c eſt un nombre

entier, la fraćtion continue qui donne la

valeur de a, fera

Tome II, B b
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I

: |- I

(2 *+a+:

En effet, il eſt clair qu’il faudroit prendre

y=c, ce qui donneroit d=;|:=:=co,

& par conſéquent º=oo ; de forte que l'on

auroit

*

/I

a= c +É+; I »

GO

les termes fuivans évanouiffant vis-à-vis de

la quantité infinie oo ; or :=o; donc on

aura fimplement

a=-+# +#
C •

Ce cas arrivera toutes les fois que la

quantité a fera commenfurable, c’eſt-à

dire qu’elle fera exprimée par une fraćtion

rationnelle ; mais lorſque a fera une quan

tité irrationnelle ou tranſcendante, alors

la fraćtion continue ira néceffairement à

l’infini.

4. Suppofons que la quantité a foit une

fra&tion ordinaire#, A & B étant des nom

bres entiers donnés ; il eſt d’abord évident
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que le nombre entier a qui approchera le

plus de#, fera le quotient de la diviſion

de A par B ; ainfi fuppofant la diviſion

faite à la maniere ordinaire, & nommant

« le quotient & C le reſte, on aura#–«

=#; donc b=#; pour avoir de même

la valeur entiere approchée a de la frac

tion#, il n'y aura qu’à divifer B par C,

& prendre pour ê le quotient de cette di

vifion; alors nommant D le refte, on aura

b–8=#, & par conſéquent c=#; on

continuera donc à divifer C par D, & le

quotient fera la valeur du nombre 7, &

ainfi de fuite; d’où réſulte cette regle fort

fimple pour réduire les fraćtions ordinaires

en fraćtions continues.

Diviſe; d’abord le numérateur de la frac

tion propoſée parfon dénominateur, & nom

mest le quotient « ; divife; enfuite le déno

minateurpar le reffe, & nomme; le quotient ê;

diviſe; après cela le premier refie par le fê

cond refie, & foit le quotient » ; continue;

ainfi en diviſant toujours l'avant-dernier refle

B b ij



388 A p p z T 1 o w s.

par le dernier, juſqu’à ce qu’on parvienne

à une diviſion qui fe faſe fans refle, ce qui

doit néceſſairement arriver, puiſque les refies

font tous des nombres entiers qui vont en

diminuant ; vous aureș la fraćfion continue
I

**ē+: , !

**5+, &c.

qui fera égale à la fraćfion donnée.

5. Soit propoſé de réduire en fraćtion
I ro3 .continue la fraćtion:; on divifera donc

I 1o3 par 887, on aura le quotient 1 &

le refte 2 16; on divifera 887 par 216, on

aura le quotient 4 & le refte 23 ; on di

vifera 216 par 23, ce qui donnera le quo

tient 9 & le refte 9 ; on divifera encore 23

par 9, on aura le quotient 2 & le refte 5 ; on

divifera 9 par 5, on aura le quotient 1 & le

refte 4; on divifera 5 par 4, on aura le quo

tient 1 & le refte 1 ; enfin, divifant 4 par I,

on aura le quotient 4 & le reſte nul, de forte

que l’opération fera terminée. Raffemblant

donc par ordre tous les quotiens trouvés, on

aura cette férie 1 , 4, 9 , 2, 1, 1, 4, d’où

l’on formera la fraćtion continue
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I 1o3 I

357 f“† 4 + . . . -

9 + 3 + H . 1

* 1 + I + !
* 4•

6. Comme dans la maniere ordinaire de

faire les divifions, on prend toujours pour

quotient le nombre entier qui eſt égal ou

moindre que la fra&tion propoſée, il s’enfuit

que par la méthode précédente on n’aura

que des fraćtions continues, dont tous les

dénominateurs feront des nombres pofitifs.

Or on peut auffi prendre pour quotient

le nombre entier, qui eft immédiatement

plus grand que la valeur de la fraćtion,

lorſque cette fraćtion n’eſt pas rédustible

à un nombre entier, & pour cela il n’y a

qu’à augmenter d’une unité la valeur du

quotient trouvé à la maniere ordinaire ;

alors le refte fera négatif, & le quotient

fuivant fera néceffairement négatif. Ainst

on pourra à volonté rendre les termes de

la fraćtion continue poſitifs ou négatifs.

Dans l’exemple précédent , au lieu de

prendre 1 pour le quotient de 11o3 diviſé

B b iij
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par 887, je puis prendre 2 ; mais j’aurai le

refte négatif –67 r., par lequel il faudra

maintenant divifer 887 ; on divifera donc

887 par —67 1 , & l’on aura ou le quo

tient — 1 & le refte 216, ou le quotient

–2 & le reſte – 455. Prenons le quotient

plus grand —1 , & alors il faudra divifer

le reſte –67 i par le refte 2 16, d’où l’on

aura ou le quotient – 3 & le refte – 23,

ou le quotient —4 & le reſte 193. Je con

tinue la divifion en adoptant le quotient plus

grand — 3 ; j’aurai à divifer le reſte 2 16

par le refte — 23, ce qui me donnera ou

le quotient —9 & le refte 9, ou le quo

tient –1o & le refte – 14, & ainfi de

fuite.

De cette maniere on aura

1 Io3 I

====*+=*=+–:
* 3 —9 + 3 &c -

où l’on voit que tous les dénominateurs font

négatifs. - -

7. On peut au réſte rendre poſitif chaquè

dénominateur négatif, en changeant le
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figne du numérateur ; mais il faut alors

changer auffi le figne du numérateur fui

vant; car il eſt clair qu’on a
I

a+=:+: ="-F_1

7+, &c. - * 7 +, &c.

Enſuite on pourra, fi l’on veut, faire

difparoître tous les fignes – de la fraćtion

continue, & la réduire à une autre, où

tous les termes foient pofitifs ; car on a en

général *

I I |

-- - ALL- I -- - . Iv +, &c. A4 +; p=ī+, &c.

comme on peut s’en convaincre aiſément,

en réduifant ces deux quantités en fraćtions

ordinaires.

On pourroit auffi par un moyen fem

blable introduire des termes négatifs à la

place des pofitifs, car on a

I I

px + – = u+ I—— , I

v +, &c. ' *=+, &c.

D’où l’on voit que par ces fortes de tranf

formations on peut quelquefois fimplifier

une fraćtion continue, & la réduire à un

moindre nombre de termes ; ce qui aura

B b iv
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lieu toutes les fois qu’il y aura des déno

minateurs égaux à l’unité pofitive ou né

gative.

En général il eſt clair que pour avoir la

fra&tion continue la plus convergente qu’il

est poſſible vers la valeur de la quantité

donnée, il faut toujours prendre pour a,

É, 7; &c. les nombres entiers qui appro

chent le plus des quantités a, b, c, &c. foit

qu’ils foient plus petits ou plus grands que

ces quantités ; or il eſt facile de voir que

fi, par exemple, on ne prend pas pour «

le nombre entier qui approche le plus, foit

en excès ou en défaut, de a , le nombre

fuivant 8 fera néceffairement égal à l'unité;

en effet la différence entre a & a fera alors

plus grande que ;, par conféquent on aura

b=: plus petit que 2 ; donc 4 ne pourra

être qu’égal à l’unité.

Ainfi toutes les fois que dans une frac

tion continue on trouvera des dénomina

teurs égaux à l’unité, ce fera une marque

que l’on n’a pas pris les dénominateurs pré

cédens auffi approchans qu’il eſt poffible,
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& que par conféquent la fraćtion peut fe

fimplifier en augmentänt ou en diminuant

ces dénominateurs d’une unité, ce qu’on

pourra exécuter par les formules précé

dentes, fans être obligé de refaire en entier

le calcul. v

8. La méthode de l'art. 4 peut fervir auffi

à réduire en fraćtion continue toute quan

tité irrationnelle ou tranſcendante, pourvu

qu’elle foit auparavant exprimée en déci

males; mais comme la valeur en décimales

ne peut être qu’approchée, & qu’en aug

mentant d’une unité le dernier caraćtere

on a deux limites, entre lefquelles doit fe

trouver la vraie valeur de la quantité pro

poſée, il faudra, pour ne pas fortir de ces

limites, faire à la fois le même calcul fur

les deux fraćtions dont il s’agit, & n'ad

mettre enfuite dans la fraćtion continue que

les quotiens qui réſulteront également des

deux opérations.

Soit, par exemple, propoſé d’exprimer

par une fraćtion continue le rapport de la

circonférence du cercle au diametre,
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Ce rapport exprimé en décimales eſt,

par le calcul de Viete, 3,1415926535...;

de forte qu’on aura la fra&tion:à

réduire en fraćtion continue par la méthode -

ci-deſſus; or fi on ne prend que la frac

tion:, on trouve les quotiens 3, 7, 15,

1 , &c. & fi on prenoit la fraćtion plus
6 9 •

grande:, on trouveroit les quotiens 3,Iooooo 3

7, 16, &c. de forte que le troifieme quo

tient demeureroit incertain ; d’où l’on voit

que, pour, pouvoir pouffer feulement la

fraćtion continue au-delà de trois termes,

il faudra néceffairement adopter une va

leur de la périférie qui ait plus de fix ca

raćteres.

Or fi on prend la valeur donnée par

Ludolph en trente-cinq caraćteres, & qui

eft 3, 141 59, 26535, 89793 , 23846,

26433 , 83279 , 5o288; & qu’on opere

en même temps fur cette fraćtion & fur la

même, en y augmentant le dernier carac

tere 8 d’une unité, on trouvera cette fuite

de quotiens, 3 , 7 , I 5 , 1 , 292 » I » I »

I , 2 , 1 , 33 I 5 I 4 , 2 » I » I 3 2 2 2 , 2 » 2 »
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I , 84 , 2 , I , I , I 5 , 3 » I3, I 3 4 , 2 »

6, 6, 1 ; de forte que l’on aura

Périph. _ I

diamétr. T**7+# |..

+ I +
I

55 +#4 :
1 + &c.

Comme il y a ici des dénominateurs

égaux à l'unité, on pourra fimplifier la

fra&tion, en y introduifant des termes né

gatifs, par les formules de l’art. 7, & l’on

frOUVCf3l

Périph. _ , , 1

diamétr. T”*7+: ; I

294- ; _ I

3 + , &c.

ou bien

Périph. _ , , 1

diamur. f3*7+#+––

-294 += _, _I

—3 + &c.

9. Nous avons montré ailleurs comment

on peut appliquer la théorie des fraćtions

continues à la réſolution numérique des

équations, pour laquelle on n’avoit encore

que des méthodes imparfaites & inſuffi
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fantes. (Vąyez les Mémoires de l’Académie

de Berlin pour les années 1767 & 1768.)

Toute la difficulté confifte à pouvoir trou-

ver dans une équation quelconque la valeur

entiere la plus approchée , foit en excès

ou en défaut de la racine cherchée, & c’eſt

fur quoi nous avons donné les premiers des

regles fures & générales, par leſquelles on

peut non-feulement reconnoître combien

de racines réelles pofitives ou négatives,

égales ou inégales, contient la propoſée,

mais encore trouver facilement les limites

de chacune de ces racines, & même les

limites des quantités réelles qui compofent

les racines imaginaires. Suppofant donc que

» foit l'inconnue de l’équation propoſée,

on cherchera d'abord le nombre entier qui

approchera le plus de la racine cherchée,

& nommant ce nombre 2, il n’y aura qu’à

faire, comme on l’a vu dans l’art. 3, x =2

+;; (je nomme ici 2, y, ý, &c. ce que

j’ai dénoté dans l’art. cité par a, b, c, &c.)

& fubſtituant cette valeur à la place de " ,

on aura, après avoir fait évanouir les frac
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tions, une équation du même degré eny,

qui devra avoir au moins une racine pofi

tive ou négative plus grande que l’unité.

On cherchera donc de nouveau la valeur

entiere approchée de cette racine, & nom

mant cette valeur ê, on fera enfuite y=g

+#, ce qui donnera de même une équa

tion en 7, qui aura auffi néceffairement une

racine plus grande que l’unité , & dont on

cherchera pareillement la valeur entiere

approchée », & ainfi de fuite. De cette

maniere la racine cherchée fe trouvera ex

primée par la fraćtion continue

I

º+= +: I

?+5+, &c.

qui fera terminée fi la racine eft commen

furable, mais qui ira néceffairement à l’in

fini, fi elle eft incommenfurable.

On trouvera dans les Mémoires cités tous

les principes & les détails néceffaires pour

fe mettre au fait de cette méthode & de

fes ufages, & même différens moyens pour

abréger fouvent les opérations qu’elle de
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mande; nous croyons n’y avoir prefque

rien laiffé à défirer fur ce fujet fi important.

Au refte, pour ce qui regarde les racines

des équations du fecond degré, nous don

nerons plus bas, (art. 33 & fuiv.) une mé

thode particuliere & très-fimple pour les

convertir en fraćtions continues.

1o. Après avoir expliqué la génération

des fraćtions continues, nous allons en mon

trer les ufages & les principales propriétés.

Il eſt d'abord évident que plus on prend

de termes dans une fraćtion continue, plus

on doit approcher de la vraie valeur de

la quantité qu’on a exprimée par cette frac

tion ; de forte que fi on s’arrête fucceffi

vement à chaque terme de la fraćtion, on

aura une fuite de quantités qui feront né

ceffairement convergentes vers la quantité

propoſée.

Ainfi ayant réduit la valeur de a à la

fraćtion continue

I

«+7 , 1
(3 + . . . I

?+5+, &c.
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bn aura les quantités

I I

---+---+5+: ,
7 » C’C.

ou bien, en réduifant,

« É+I a. É y+x+y
» g * éy+1 ? &c.

qui approcheront de plus en plus de la

valeur de a.

Pour pouvoir mieux juger de la loi &

de la convergence de ces quantités, nous

remarquerons que par les formules de l’ar

ticle 3 on a

a=a+;, b=2+#, c=y+#, &c.

d’où l’on voit d’abord que a eſt la premiere

valeur approchée de a ; qu’enfuite fi on

prend la valeur exaćte de a, qui eft:,

& qu’on y fubſtitue pour b fa valeur ap

prochée º, on aura cette valeur plus ap

prochée :: ; qu’on aura de même une

troifieme valeur plus approchée de a, en

mettant d’abord pour b fa valeur exaćłe

É c + I (aĝ+1)c+«

:::*, & prenant

enfuite pour c la valeur approchée ? ; par

, ce qui donne a=
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ce moyen la nouvelle valeur approchée.

de a fera

(a. É + 1) y + a

continuant le même raifonnement , on

pourra approcher davantage, en mettant,

dans l’exprefion de a trouvée ci-deffus,

*:', ce quidà la place de c fa valeur exacte

donnera

((« É+1) y + a) d + a & +1

(É y+1)d+ É

& prenant enfuite pour d fa valeur appro

chée ?; de forte qu’on aura pour la qua

trieme approximation la quantité

((« É+i)y+ 2)4 + 2 É +I

- (Ey+1)d +4

& ainfi de fuite.

\ (l=

De-là il eft facile de voir que fi par le

moyen des nombres 2, 8, 7, 8, &c. on forme

les expreſſions fuivantes,

A=z A'=1 |

B=8A+1 B = 2

=3, B+A C'= > B +4

D= C+B D =4 C +B

E= D+ C '== D +C

&c. &c.

On
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on aura cette fuite de fraćtions conver

gentes vers la quantité a,

A B C D E F

AF ? F º Ci » ZJ ? Eī ? F»

Si la quantité a eſt rationnelle, & re

&c. *

f |- V

préfentée par une fraćtion quelconque Pz. »

il eſt évident que cette fraćtion fera tou

jours la derniere dans la férie précédente;

puiſque dans ce cas la fraćtion continue

fera terminée, & que la derniere fraćtion

de la férie ci-defus doit toujours équiva

loir à toute la fraćtion continue.

Mais fi la quantité a eſt irrationnelle ou

tranſcendante, alors la fra&tion continue

allant néceffairement à l’infini, on pourra

auffi pouffer à l’infini la férie des fraćtions

convergentes. -

I 1. Examinons maintenant la nature de

ces fraćtions; & d’abord il eſt viſible que

les nombres A, B, C, &c. doivent aller

en augmentant, auffi bien que les nombres

A', B', C" , &c. car 1°. fi les nombres

«, 8, 7 , &c. font tous pofitifs, les nombres

Tome I I. C c
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A, B, C, &c. A', B, C, &c. feront auffi

tous pofitifs, & l’on aura évidemment B

> A, C> B, D> C, &c. & B" = ou

> A", C > B", D" > C, &c.

2°. Si les nombres 2, 3, 7 , &c. font tous

ou en partie négatifs, alors parmi les nom

bres A, B, C, &c. & A", B, C, il y

en aura de pofitifs & de négatifs ; mais

dans ce cas on confidérera que l’on a en

général par les formules précédentes

:=a+: , :=y+4, #=s+#, &c.

d'où l'on voit d'abord que fi les nombres

«, 8, 7, &c. font différens de l’unité, quels

que foient d’ailleurs leurs fignes, on aura

néceffairement, en faifant abſtraćtion des

fignes, : plus grand que l'unité ; donc ;

moindre que l'unité, par conſéquent ;

plus grand que l’unité, & ainfi de fuite;

donc B plus grand que A, C plus grand

que B, &c.

Il n’y aura d’exception quelorſque parmi

les nombres 2, 8, 7 , &c. il s’en trouvera

d’égaux à l'unité; fuppofons, par exemple,
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que le nombre º foit le premier qui foit

égal à + 1 ; on aura d'abord B plus grand

que A, mais C fera moindre que B, s’il

arrive que la fra&tion#foit de figne diffé

rent de 7 ; ce qui eſt clair par l’équation

$=y+#; parce que dans ce cas y+#

fera un nombre moindre que l'unité ; or

je dis qu’alors on aura néceffairement D

plus grand que B ; car puiſque ? =+1,

on aura, (art. Io), c=+1+#, & c—#

=+1 ; or comme c & d font des quan

tités plus grandes que l'unité, (art. 3), il eft

clair que cette équation ne pourra fubfifter,

à moins que c & d ne foient de même

figne; donc, puiſque 7 & 3 font les valeurs

entieres approchées de c & d, ces nom

bres 3 & 3 devront être auffi de même

figne ; mais la fra&tion#=2+# doit être

de même figne que », à cauſe que y eft

un nombre entier, &#une fraćtion moin

dre que l’unité; donc ; & º feront des

quantités de même figne; par conſéquent

# fera une quantité poſitive. Or on a #

C c ij
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=?+#; donc multipliant par#, on aura

#="#+1 ; donc : étant une quantité po

fitive, il eſt clair que : fera plus grande

que l'unité ; donc D plus grand que B.

De-là on voit que s'il arrive que dans

la férie A, B, C, &c. il fe trouve un terme

qui foit moindre que le précédent, le terme

fuivant fera néceffairement plus grand; de

forte qu'en mettant à part ces termes plus

petits, la férie ne laiffera pas d'aller en

augmentant.

Au refte on pourra toujours éviter, fi

l’on veut, cet inconvénient, foit en prenant

·les nombres 2, 8, 7 , &c. tous pofitifs, foit

en les prenant tous différens de l’unité, ce

qui eſt toujours poffible.

: On fera les mêmes raiſonnemens par

rapport à la férie A', B, C, &c. dans

laquelle on a pareillement

A?" . C: Ai D: , Ä91

#=", #=s+$, É="+#, &c.

d’où l’on déduira des conclufions fembla

bles aux précédentes.
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12. Maintenant, fi on multiplie en croix

les termes des fraćtions voiſines dans la

A B C

férie AF » F » G » &c. on trouvera B A

–AB=1, cB–Bc=AB–BA,

DC–CD'=BC–CB", &c. d’où je con

clus qu’on aura en général

BA“–A B= 1 -

|- CB– B C =–1

DC –C D= 1

ED"–DE=–1 , &c.

Cette propriété eft très-remarquable, &

donne lieu à plufieurs conſéquences im

portantes. -

D’abord on voit que les fraćtions A *

A“ 3

B C � f * \ P • -

F» G ? &c. doivent être déjà réduites à

leurs moindres termes; car fi, par exems

ple, C & C avoient un commun diviſeur

autre que l'unité, le nombre entier CB“

– B C feroit auffi diviſible par ce même

diviſeur, ce qui ne fe peut , à caufe de

C. B."–BC=-I • : -->

cc ij
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Enſuite fi on met les équations précé

dentes fous cette forme

B A _ 1

FT Æ- ÆTHE

C B |- I

ZF - F--ZTH

P_ 6 – 1

DFT CF -GTDF

E D I

F-Zī=-Z5 Z. , &c.

il eſt aifé de voir que les différences entre

- • • f • B

les frastions voiſines de la férie ZF » F »

C e - -

CF &c. vont continuellement en diminuant,

de forte que cette férie eſt néceffairement

convergente. |

Or je dis que la différence entre deux

fra&tions confécutives eft auffi petite qu’il

eft poffible; en forte qu’entre ces mêmes

fraćtions il ne fauroit tomber aucune autre

fraćtion quelconque, à moins qu’elle n’ait

un dénominateur plus grand que ceux de

ces fractions-là. - - - -
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Car prenons, par exemple, les deux

fastions# & # , dont la différence eft

zip , & ſuppofons, s'il est poſſible, qu'il

exiſte une autre fraćtion:, dont la valeur

tombe entre celles de ces deux fraćtions,

& dans laquelle le dénominateur n foit

moindre que C ou que D' ; donc puiſque :

doit fe trouver entre # & # , il faudra

» (Yº y C e

que la différence entre : & Z » qui eft

m Cº– n C → nC–m C"

n C" OUl n C"
, foit plus petite

I • (ºrº / , D - C |

que ZTZ5 » différence entre 75 & ā: ; mais

il eſt clair que celle-là ne fauroit être

I

n. G 3

fera néceffairement plus grande que

moindre que donc, fi n < D', elle

I 4.

- A ..-, , m o D
de même la différence entre 7 & Di ne

· I

ant être plus petite que —= . fera
pouvant etre plus p que HT5 : -

C c iv
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I

TTJ , f

n < C, au lieu qu’elle devroit en être plus

petite.

néceffairement plus grande que

13. Voyons préfentement de combien

• , . A B -

chaque fraćtion de la férie AF » Z? » &c. ap

prochera de la valeur de la quantité a. Pour

cela on remarquera que les formules trou

vées dans l’art. I o donnent

_Ab-+-1

a=-F#

---- Bc+A

* , º=A=++

__Cd+ B

º=CH+g

---- De+C .

º=ZJI IZ

- & ainfi de fuite. -

-- Donc fi on veut favoir de combien la

. C

fraćtion #r, par exemple, approche de la
· - C" - A 2, , , ;* - Pp | - -

quantité, on cherchera la différence entre

È & a ; en prenant pour a la quantité

*
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Cd-|– B C Cd-+ B
ČIJIEF, ’ OÍl allfa º-z=CH+H,

–“– B C –C B 1

Z=C(CȚIĘG=ZYCJI F5" à

caufe de B C –CB = 1 , (art. I 2); or

comme on ſuppofe que º foit la valeur ap

prochée de d, en forte que la différence

entre d & 3 foit moindre que l’unité, (art.

3), il eſt clair que la valeur de d fera ren

fermée entre les deux nombres 3 & 3 + 1,

(le figne fupérieur étant pour le cas où la

valeur approchée à eſt moindre que la vé

ritable d, & le figne inférieur pour le cas

où eſt plus grand que d), & que par con

féquent la valeur de C d+ B, fera auffi

renfermée entre ces deux-ci, Ca +B &

C" (3+1)-|– B", c’eſt-à-dire entre D' &

D + C; donc la différence --# fera

F · · · I

renfermée entre ees deux limites =:H, ,
- - C" AD" -

> I 3. « A |

ZODIFCFF; d’où l'on pourra juger de la

quantité de l’approximation de la fraćtion
C - - f:x : * * |

- - - - - - - - - - - -

*- *-*

EF"



4 I O A p p r r r o w s.

14. En général on aura

A I

a=#+Hz

B? I

(1--- ---:

C I

"=ă-+ETT:EAJ

_D H

"=D-D (DIEZG

& ainfi de fuite.

Or fi on ſuppofe que les valeurs appro

chées 2 , 8, 7, &c. foient toujours prifes

moindres que les véritables, ces nombres

feront tous pofitifs, auffi bien que les quan

tités b, c, d, &c. (art. 3) ; donc les nom

bres A", B', C" , &c. feront auffi tous po

fitifs ; d’où il s’enfuit que les différences

A B

AF » F »

&c. feront alternativement pofitives &

entre la quantité a & les fra&tions

C

ZIT »

négatives ; c’eſt-à-dire que ces fraĉtions

feront alternativement plus petites & plus

grandes que la quantité a.
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De plus, comme b > 8, c> y, d> ^,

&c. (hyp.) on aura b> B", Bc+A"> B »

+ A' > C:, C: d+ B > C 3+B > D",

&c. & comme b <8+1, c < 3+1, d< ?

+-1, on aura b <B +-1, B"c+A"< B“

(z+1)+A"< C'+B', C" d+ Bº < C*

(3+1)+ Bº < D'+ C, &c. de forte que

les erreurs qu’on commettroit en prenant

A B C

ZF • F • G •

leur de a, feroient reſpectivement moin

I I I

ZāTF º FCF º GTDF ?

plus grandes que

les fraćtions &c. pour la va

dres que &c. mais

I I -

A(B+A)” B (C+B)”

, &c. d’où l’on voit combien

- I

C" (D'+C"). -

ces erreurs font petites, & combien elles

vont en diminuant d’une fraćtion à l’autre.

Mais il y a plus : puiſque les fraćtions

A B - C

# , # , #, &c. font alternativement plus

petites & plus grandes que la quantité a,

il eſt clair que la valeur de cette quantité
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fe trouvera toujours entre deux fraćtions

confécutives quelconques ; or nous avons

vu ci-deffus, (art. I 2), qu’il eftimpofible

qu’entre deux telles fraćtions puiffe fe

trouver une autre fraćtion quelconque qui

ait un dénominateur moindre que l’un de

ceux de ces deux frastions; d'où l'on peut

conclure que chacune des fra&tions dont il

s'agit, exprime la quantité a plus exaćte

ment que ne pourroit faire toute autre frac

tion quelconque , dont le dénominateur

feroit plus petit que celui de la fraćtion

fiivante; c’eſt-à-dire que la fraćtion # 3

par exemple, exprimera la valeur de a

plus exaćtement que toute autre fraction:,

dans laquelle n feroit moindre que D.
|

* -

15. Si les valeurs approchées 2, 2, 3,

&c. font toutes ou en partie plus grandes

que les véritables, alors parmi ces nom

bres ilyen aura néceffairement de négatifs,

(art. 3), ce qui rendra auffi négatifs quel

ques-uns des termes des féries A, B, C,

&c. A', B", C, &c. par conféquent les



A D D 1 T 1 o w s. 41 3

différences entre les faaions#. #, # 3

&c. & la quantité a, ne feront plus alter

nativement pofitives & négatives, comme

dans le cas de l’article précédent; de forte

que ces fraćtions n’auront plus l'avantage

de donner toujours des limites en plus &

en moins de la quantité a, avantage qui

me paroît d’une très-grande importance,

& qui doit par conféquent faire préférer

toujours dans la pratique les fraćtions con

tinues où les dénominateurs feront tous po

fitifs. Ainfi nous ne confidérerons plus dans

la fuite que des fraćtions de cettę eſpece.

A B

AF » F »

N.

#, # , &c. dans laquelle les fraćtions font

alternativement plus petites & plus grandes

que la quantité a , & il eſt clair qu’on

pourra partager cette férie en ces deux-ci:

4 2 : » ET » &c.

16. Confidérons donc la férie
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donc la premiere fera compoſée de frac

tions toutes plus petites que a , & qui iront

en augmentant vers la quantité a ; donc

la feconde fera compoſée de fraćtionstoutes

plus grandes que a, mais qui iront en di

minuant vers cette même quantité. Exa

minons maintenant chacune de ces deux

féries en particulier: dans la premiere on

aura, (art. 1o & 1 2),

C A 7

ZFTÆTÆTCF

E C É

F- =="Ei, &c.

& dans la feconde on aura *

A3 D J

JD F z |

ZJ -F=ZJF , &c.

Or fi les nombres 7 , â, e, &c. étoient

tous égaux à l’unité, on pourroit prouver,

comme dans l’art. I 2, qu’entre deux frac

tions confécutives quelconques de l’une ou

de l’autre des féries précédentes, il ne pour

, roit jamais fe trouver aucune autre fraćtion



A p p z T 1 o w s. 4I 5

|

:

:

:

:

|

dont le dénominateur feroit moindre que

ceux de ces deux fraćtions ; mais il n’en

fera pas de même , lorſque les nombres

2 , â, e, &c. feront différens de l’unité ; car

dans ce cas on pourra inférer entre les frac

tions dont il s’agit autant de fraćtions in

termédiaires qu’il y aura d’unités dans les

nombres 7. –1, 6–1, * –1, &c. & pour

cela il n'y aura qu'à mettre ſucceſſivement

dans les valeurs de C & Cº, (art. 1o), les

nombres 1 , 2, 3, &c. , à la place de 7 ;

& de même dans les valeurs de D & D",

les nombres 1, 2, 3, &c. & à la place de

3, & ainfi de fuite. -

17. Suppofons, par exemple, que º foit

=4, on aura C=4 B +A & C"=4 B“

+A", & on pourra inférer entre les frac

e A C . e * y y • •

tions #, & , trois fraćtions intermédiai
A“ - C

e B+A 2 B+A -

res, qui feront BT-EAF" = BT-EA •

3 B+A | -

5ĀTIEF

Or il eſt clair que les dénominateurs de .
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ces fraćtions forment une fuite croiffante

arithmétiquement depuis A' juſqu’à C"; &

nous allons voir que les fraćtions elles-mê

mes croiffent auffi continuellement depuis

# juſqu’à #, en forte qu’il feroit main

teflaſht impoffible d'inférer dans la férie

A B+A 2B+A 3B+A 4B+A

A ? B +A' ? 2B +A' ? 3B+A"? 4B+A"

#, aucune fraćtion dont la valeur tombât

Oll

entre celles de deux fraćtions confécutives,

& dont le dénominateur fe trouvât auffi

entre ceux des mêmes fraćtions. Car fi on

prend les différences entre les fraćtions

précédentes, on aura , à caufe de BA“

–A B"=1 ,

B+A 4 I

ETH-ÆTā - F(EET)

2B+A B+A _ I

3ETEM TET-FM T (FET)GET-ET)

3B+A |- 2B+A _ - I |

3B+A' 2 B +A' T (2B+A) (3B+A")

C 3B+A _ I

C-5BF-GHEZIJE;

d’où l’on voit d’abord que les fraćtions

|-

#
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#, ###, &c. vont en augmentant ,

A ? B + A' ? }

puiſque leurs différences font toutes pofi

tives; enfuite, comme ces différences font

égales à l’unité diviſée par le produit des

deux dénominateurs, on pourra prouver

par un raiſonnement analogue à celui que

nous avons fait dans l’art. I 2, qu’il eft im

poffible qu’entre deux fraćtions confécu

tives de la ſérie précédente, il puiſſe tomber

une fraćtion quelconque :, fi le dénomi

nateur n tombe entre les dénominateurs de

ces fractions, ou en général s'il eſt plus -

petit que le plus grand des deux dénomi

11afCUTS, |- -

De plus, comme les fraćtions dont nous

parlons font toutes plus grandes que la

vraie valeur de a, & que la fraćtion #

en eft plus petite, il eſt évident que cha

cune de ces fra&tions approchera de la

quantité a, en forte que la différence en

fera plus petite que celle de la même frac
|- • B

tion & de la frastion #; or on trouve

Tome II. D d
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A B _ 1

TÆ TF- ÆTĘ

B+A B _ 1

ZTETT F-YHTETJE

2 B+A B _ I

2ĀTIEM TBFT GETHETJE

3 B+A B _ I

GĀTIEFTZFTG BT-EĀYĀ

C B 1

ZF TZF- GTF ·

Donc, puiſque ces différences font auffi

égales à l’unité, diviſée par le produit des

dénominateurs, on y pourra appliquer le

même raiſonnement de l’article 1 2, pour

prouver qu’aucune fraćtion : ne fauroit

tomber entre une quelconque des fraćtions

A B+A 2 B+A c. g.
AF » ###, ##-## , ** * la frac

tion# , fi le dénominateur n eſt plus petit

que celui de la même frastion ; d'où il fuit

que chacune de ces frastions approche plus

de la quantité a que ne pourroit faire toute

autre fra&tion plus petite que a, & qui auroit
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·

*

un dénominateur plus petit, c’eſt-à-dire,

qui feroit conçue en termes plus ſimples.

18. Nous n’avons confidéré dans l’article

précédent que les fraćtions intermédiaires

A C .

entre - & C • il en fera de même des

A"

|- |- / 7 • • C E

fraćtions intermédiaires entre C & TE »

G

entre #&#, &c. fi º se ſont des

nombres plus grands que l'unité.

|- On peut auffi appliquer à l’autre férie

B D F

ZF » DJ » F º &c. tout ce que nous venons

de dire relativement à la premiere férie

A C

AF 3 CF 3

3, K, &c. font plus grands que l’unité, on

D

&c. de forte que fi les nombres

• /* f |- A3

pourra inférer entre les fraćtions #, &

entre ? &# &c. différentes fraćtions

Z; * ZJI»

intermédiaires toutes plus grandes que a ,

mais qui iront continuellement en dimi

nuant, & qui feront telles qu’elles expri

D d ij
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meront la quantité a plus exaćtement que

ne pourroit faire aucune autre fraćtion plus

grande que a, & qui feroit conçue en ter

mes plus fimples.

De plus, fi 8 eſt auffi un nombre plus

grand que l’unité, on pourra pareillement

placer avant la fraćtion #; les fraćtions
B

A +-1 3 2 A +-1 3 3 A-+-1 , &c. juſqu’à

I 2. 3

14:e , favoir# , & ces fraćtions auront

les mêmes propriétés queles autres fra&tions

intermédiaires.
-

De cette maniere on aura donc ces deux

fuites complettes de fraćtions convergentes

vers la quantité a.

Fraấtions croiſſantes & plus petites que a.

A B-H-A 2 B+A 3 B-H-A &

ā” FIEF ZEEH” 5 5-HT“

2B+A C D+C 2 D+C 3D+C

5ÆFIFAF” C’’ DIFE” EDIFŪ? 3D-IC

* &c. -

&c. &c. &c.
D+C E F+E

IL-FC · Zº FIFE :

\
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Fraćtions décroiſſantes & plus grandes que a.

A+1 2 A+I 3 A +-1 &
I ? 2 ? 3 ? C.

A A-H-1 B C+B 2 C+B

TIT» F CHEF, ICTIEF’

3C+ B D E+D
īCTIEB ' DF ? ETHED” &c. &c. &c.

Si la quantité a eftirrationnelle ou tranf

cendante, les deux féries précédentes iront

&c.

à l'infini, puiſque la férie des stadions4
A : ?

}} C

F » G » &c. que nous nommerons dans la

fuite fraćtions principales, pour les diftin

guer des fraćtions intermédiaires, va d'elle

même à l’infini (art. Io).

Mais fi la quantité a eſt rationnelle &

• V

égale à une fraćtion quelconque Pz , nous

avons vu dans l’article cité, que la férie

dont il s’agit fera terminée, & que la der

niere fraćtion de cette férie fera la fraćtion

pr |- |

même Pzi » donc cette fraćtion terminera

- D d iij
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außi néceffairement une des deux féries

ci-deflus, mais l’autre férie pourra toujours

aller à l’infini.

En effet, fuppofons que º foit le dernier

dénominateur de la fraction continue , alors

# fera la derniere des fraćtions princi

pales, & la férie des fraćtions plus grandes

que a fera terminée par cette même frac

. D y • |

tion Z5 , or l’autre férie des fraćtions plus

petites que a , fe trouvera naturellement

AD

D' 3

mais pour la continuer, il n'y a qu’à con

fidérer que le dénominateur e, qui devroit

fuivre le dernier dénominateur ở fera= oo,

. C • /

arrêtée à la fraćtion C , qui précede

(art. 3); de forte que la stadion# , qui

fuivroit # dans la fuite des fraćtions prin

D+C D

cipales, feroit : =- : or par la
palés » z D-EC - Dº rp

loi des fraćtions intermédiaires, il eſt clair
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qu’à caufe de e=co, on pourra inférer

entre les fra&tions # & # une infinité de

fraćtions intermédiaires, qui feront

D+C 2 D+C 3 D+C &
D'+C" ” 2 D'+C** 3 D'+– C’’ C•

Ainfi dans ce cas on pourra, après la

. C |- |

fraćtion ČF dans la premiere fuite de frac

tions, placer encore les fraćtions intermé

diaires dont nous parlons, & les contiuuer

à l'infini.

P R o B L E M E.

19. Une frastion exprimée par un grand

nombre de chiffres étant donnée, trouver

toutes les fraếtions en moindres termes qui

- approchent f près de la vérité, qu’il foit

impoſſible d'en approcher davantage fans en

employer de plus grandes.

Ce probleme fe réfoudra facilement par

la théorie que nous venons d’expliquer.

On commencera par réduire la fraćtion

propoſée en fra&tion continue par la mé

thode de l’art. 4, en ayant foin de prendre

|- D d iv
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toutes les valeurs approchées plus petites

que les véritables, pour que les nombres

e, 3, 4, &c. foient tous pofitifs; enfuite,

à l’aide des nombres trouvés 2, 3, 7 , &c.

on formera, d'après les formules de l'art.

Io, les fraćtions #, #, #, &c. dont la

derniere fera néceffairement la même que

la fraćtion propoſée, parce que dans ce cas

la fra&tion continue eſt terminée. Ces frac

tions feront alternativement plus petites &

plus grandes que la fraćtion donnée, &

feront fucceſſivement conçues en termes

plus grands; & de plus elles feront telles

que chacune de ces fraćtions approchera

plus de la fraćtion donnée, que ne pourroit

faire toute autre fraćtion quelconque qui

feroit conçue en termes moins fimples. Ainfi

on aura par ce moyen toutes les fraćtions

conçues en moindres termes que la pro

poſée, qui pourront fatisfaire au probleme.

Que fi on veut confidérer en particulier

les fraćtions plus petites & les fraćtions plus

grandes que la propoſée, on inférera entre

\
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les fra&tions précédentes autant de fraćtions

intermédiaires que l’on pourra , & on en

formera deux fuites de fra&tions conver

gentes, les unes toutes plus petites & les

autres toutes plus grandes que la fraćtion

donnée, (art. 16, 17 & 18) ; chacune de

ces fuites aura en particulier les mêmes

propriétés que la fuite des fraćtions princi

A B C

º q » F » G »

chaque fuite feront fucceſſivement conçues

en plus grands termes, & chacune d’elles

approchera plus de la fraćtion propoſée,

que ne pourroit faire aucune autre fraćtion

qui feroit pareillement plus petite ou plus

grande que la propoſée, mais qui feroit

conçue en termes plus fimples.

pale &c. car les fraćtions dans

Au refte il peut arriver qu’une des frac

tions intermédiaires d’une férie n’approche

pas fi près de la fraćtion donnée, qu’une

des fraćtions de l'autre férie, quoique con

çue en termes moins fimples que celle-ci ;

c’eſt pourquoi il ne convient d’employer

les fraćtions intermédiaires, que lorſqu’on



426 A p p r r r o w s.

veut que les fraćtions cherchées foient

toutes plus petites ou toutes plus grandes

que la fraćtion donnée.

E x E M P L E I.

2o. Suivant M. de la Caille, l’année fo

laire eſt de 365'5" 48' 49", & par confé

quent plus longue de 5° 48' 49" que l’année

commune de 365'; fi cette différence étoit

exaĉtement de 6 heures, elle donneroit un

jour au bout de quatre années communes;

mais fi on veut favoir au jufte au bout de

combien d'années communes cette diffé

rence peut produire un certain nombre de

jours, il faut chercher le rapport qu’il y a

entre 24 & 5° 48' 49", & on trouve ce

rapport=: ; de forte qu’on peut dire

qu’au bout de 864oo années communes,

il faudroit intercaler zo929 jours pour les

réduire à des années tropiques.

Or comme le rapport de 864oo à 20929

est exprimé en termes fort grands, on pro

poſe de trouver en de termes plus petits

des rapports auffi approchés de celui-ci

qu’il eſt poſſible.
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: On réduira donc la fra&tion“ en frac
29929

tion continue par la regle donnée dans l’art.

4, qui eſt la même que celle qui fert à

trouver le plus grand commun diviſeur de

deux nombres donnés: on aura

2092986400|4=2

|83716

T268||209297=4 /*

18788 -

-*

2 I4 I 2684||1=y

2. I 4 I - *

543||2141|3=3

1629
en----

5 I 2 543|1=*

5 12

31; 12

|496||

1631

16

1516

| 51

1|15|15=1 , !

I 5

16=;

I =w

I =0

O.

Connoiffant ainfi tous les quotiens 2, 3,

2, &c. on en formera aifément la férie

A B

27 ° F ?

4, 7, 1 , 3 , I, 16, I , I , I 5.

a 29 33 128 161 27o4 2865 3569 364oo

a 2 7 3 8 2 3 1 2 39 3 655 2 694 2 1349 2 20929 ?

&c. de la maniere fuivante:
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où l’on voit que la derniere fraćtion eſt la

même que la propoſée.

Pour faciliter la formation de ces frac

tions, on écrira d’abord, comme je viens

de le faire, la fuite des quotiens 4, 7, 1 ,

&c. & on placera au-deſſous de ces coeffi
|- „ Q.: -, ... e 4 29 33 • á

ciens les fraĉtions#, 7 » ST 2 &c. qui en ré

fultent.

La premiere fra&tion aura toujours pour

numérateur le nombre qui eft au-deffus,

& pour dénominateur l’unité.

La feconde aura pour numérateur le

produit du nombre qui y eſt au-deffus par

le numérateur de la premiere, plus l’unité,

& pour dénominateur le nombre même qui

eft au-deffus.

La troifieme aura pour numérateur le

produit du nombre qui y eſt au-deſſus par

le numérateur de la feconde, plus celui de

la premiere; & de même pour dénomi

nateur, le produit du nombre qui eft au

deffus par le dénominateur de la feconde,

plus celui de la premiere.

Et en général chaque fra&tion aura pour
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numérateur le produit du nombre qui y eft

au-deflus par le numérateur de la fraćtion

précédente, plus celui de l’avant-précé

dente; & pour dénominateur le produit du

même nombre par le dénominateur de la

fra&tion précédente, plus celui de l’avant

précédente.

Ainſi 29=7. 4+1 , 7=7, 33 =1. 29

+4, 8=1.7+1, 128=3.33 + 29, 3 I

=3.8+7 , & ainfi de fuite; ce qui s’ac

corde avec les formules de l’art. I o.

Maintenant on voit par les fraćtions#,

:, :, &c. que l'intercalation la plus fimple

eft celle d’un jour dans quatre années com

munes, ce qui eſt le fondement du calen

drier Julien; mais qu’on approcheroit plus

de l’exaćtitude en n'intercalant que ſept

jours dans l’eſpace de vingt-neuf années

communes, ou huit dans l’eſpace de trente

trois ans, & ainfi de fuite.

On voit de plus que comme les frastions

#, :, : font alternativement plus petites
I 3 7 3 8 86

4co

plus grandes que la fiastion : ou
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24" 3 « " • 9 •

5"48/49"? l'intercalation d’un jourfur quatre

ans fera trop forte, celle de fept jours fur

vingt-neuf ans trop foible, celle de huit

jours fur trente-trois ans trop forte, & ainfi

de fuite; mais chacune de ces intercalations

fera toujours la plus exacte qu’il eſt pof

fible dans le même eſpace de temps.

Or, fi on range dans deux féries par

ticulieres les fraćtions plus petites & les

fraćtions plus grandes que la fraćtion don

née, on y pourra encore inférer différentes |

fraćtions fecondaires pour compléter les

féries; & pour cela on fuivra le même

procédé que ci-deffus, mais en prenant

fucceſſivement à la place de chaque nom

bre de la férie fupérieure tous les nombres

entiers moindres que ce nombre, (lorſqu’il

y en a). -

Aimfi, confidérant d’abord les fra&tions

croiſſantes |

I » I » I » I 5 •

4 33 161 2865 864co

I 3 5 3 397 3 694 2 209297

on voit qu’à caufe que l'unité eft au-deffus
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:

de la feconde, de la troifieme & de la

quatrieme, on ne pourra placer aucune

fraćtion intermédiaire, ni entre la premiere

& la feconde ; ni entre la feconde & la

troiſieme, ni entre la troifieme & la qua

trieme ; mais comme la derniere fraćtion

a au-destus d’elle le nombre 1 5 , on pourra

entre cette frastion & la précédente, placer

quatorze fraćtions intermédiaires, dont les

numérateurs formeront la progreſſion arith

métique 2865 + 5 569 , 2865 + 2.5 569,

2865+3.5 569 &c. & dont les dénomina

teurs formeront auffi la progrestion arith

métique 694-+-1349 , 694+2.1 349, 694

+3. I 349 , &c.

Par ce moyen la fuite complette des

fra&tions croiffantes fera ~

4; 33 161 2865 8434 140o3 · 19572 25141

1 2 3 3 357 3 694 º 2643 º 3392 2 474ī º Goyo ?

3o71o 36279 41848 47417 52986 58575 64124

7439 3 8788 ? 1 o 137 ? 1 1486 2 12835 º 14 1842 15533 2

69693 75262 8o83 1 864oo -

16582 ? 1323 3 19.585 º 26929 *

Et comme la derniere frastion eft la même

que la frastion donnée, il est clair que cette

férie ne peut pas être pouffée plus loin.
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De-là on voit que fi on ne veut admettre

que des intercalations qui pechent par ex

cès, les plus fimples & lesplus exaćtesferont

celles d’un jour fur quatre années, ou de

huit jours fur trente-trois ans, ou de trente

neuf fur cent foixante-un ans, & ainfi de

fuite.

Confidérons maintenant les fraćtions dé

croifiantes

7, 3 , 16 , 1.

29 128 27o4 5569

|- 7 3 3 1 2 655 ? - 1349 ?

& d'abord , à caufe du nombre 7 qui eft

au-deſſus de la premiere fraćtion, on pourra

en placer fix autres avant celle-ci, dont

les numérateurs formeront la progreſſion

arithmétique 4-+-I, 2.4-+-I, 3.4+1, &c.

& dont les dénominateurs formeront la

progreffion I, 2, 3, &c. de même, à cauſe

du nombre 7, on pourra placer entre la

premiere & la feconde frastion deux frac

tions intermédiaires; & entre la feconde &

la troiſieme on en pourra placer i 5 , à

caufe du nombre 16 qui eſt au-destus de la

troifieme ;
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troiſieme; mais entre celle-ci & la derniere

on n’en pourra inférer aucune, à caufe que

le nombre qui y eſt au-deſſus eſt l’unité.

De plus , il faut remarquer que comme

la férie précédente n’eſt pas terminée par

la fraćtion donnée, on peut encore la con

tinuer auffi loin que l’on veut, comme nous

l’avons fait voir dans l’art. 18. Ainfi on aura

cette férie de fraćtions croiffantes

3 2 13 z ar as 22 e ºs es

I º 3 3 3 3 3 2 5 2 5 7 7 2 T, º 23 º sĩ »

289 459 611 772 933 ro94 1255 1416

7o 3 159 º 148 ? 187 ° 226 º xá; * 3o4 º 343 2

1577 1738 1899 2o6o 2221 2382 2543

3S, 3 asī > 465 2 495 ? 535 º 577 · 6ī5 »

27o4 5569 , 91969 178369 264762 , 351 169

65; º 1339 º 23273 º 23:57 2 64136 º 85065 2

437569
1o5994 ? &c.

lefquelles font toutes plus petites quela frac

tion propoſée, & en approchent plus que

toutes autres fraćtions qui feroient conçues

en termes moins fimples.

On peut conclure de-là, que fi on ne

vouloit avoir égard qu’aux intercalations

qui pécheroient par défaut, les plus fim

ples & les plus exactes feroient celles d’un

Tome I I. E e
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jour fur cinq ans, ou de deux jours fur neuf

ans, ou de trois jours fur treize ans, &c.

Dans le calendrier grégorienon intercale

feulement quatre-vingt dix-ſept jours dans

quatre cents années; on voit par la table

précédente qu’on approcheroit beaucoup

plus de l'exaćtitude, en intercalant cent

neufjours en quatre cents cinquante années.

Mais il faut remarquer que dans la ré

formation grégorienne on s’eft fervi de la

détermination de l'année donnée par Co

pernic, laquelle eft de 365' 5" 49' 2o". En

employant cet élément on auroit, au lieu

864do
- • : 864oo -

de la fraćtion 2ο929 ? celle-ci: 3 Oll bien

: ; d'où l'on trouveroit par la méthode

précédente les quotiens 4, 8, 5 , 3 , &

de-là ces fraćtions principales

4, 8 , 5 , 3.

4 33 169 , 4o

1 3 8 3 4 1 2 1 31 3

qui font, à l’exception des deux premieres,

affez différentes de celles que nous avons

trouvées ci-deffus. Cependant on ne trouve
|- • - |- 4oo

pas parmi ces fra&tions la fraếtion: adop

~

)
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tée dans le calendrier grégorien ; & cette

fraćtion ne peut pas même fe trouver parmi

les fraćtions intermédiaires qu’on pourroit

inférer dans les deux féries #, : , & : ,4 % 3

#:; car il eſt clair qu’elle ne pourroit tomI 3 I

ber qu’entre ces deux dernieres fraćłions,

entre lefquelles, à caufe du nombre 3 qui

eft au-deffus de la fraćtion :, il peut tom

ber deux fraćtions intermédiaires, qui feront
32O2 z 37 I . 3 | \ 3 |- 3 |

49 & 95 3 d’où l’on voit qu'on auroit ap

proché plus de l’exaĉtitude, fi dans la ré

formation grégorienne on avoit preſcrit de

n’intercaler que quatre-vingt-dix jours dans

l’eſpace de trois cents foixante & onze ans.

Si on réduit la fraćtion : à avoir pour

numérateur le nombre 864oo , elle devien

dra: , ce qui fuppoferoit l'année tropique

de 365' 5" 49' 12".

Dans ce cas l'interpolation grégorienne

feroit tout-à-fait exacte ; mais comme lęs

obſervations donnent l’année plus courte

de plus de 2o", il eſt clair qu’il faudra né

ceffairement, au bout d'un certain eſpace

E e ij
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de temps, introduire une nouvelle inter

calation. -

Si on vouloit s’en tenir à la détermina

tion de M. de la Caille, comme le déno

4oo

minateur 97 de la fra&tion:fe trouve entre

les dénominateurs de la cinquieme & de

la fixieme des fraćtions principales trouvées

ci-devant, il s’enfuit de ce que nous avons

démontré, (art. 14), que la fraćtion: ap

procheroit plus de la vérité que la fraćtion

:; au reſte, comme les Aftronomes font

encore partagés fur la véritable longueur

de l’année, nous nous abſtiendrons de pro

noncer fur ce fujet; auffi n'avons-nous eu

d’autre objet dans les détails que nous ve

nons de donner, que de faciliter les moyens

de fe mettre au fait des fraćtions continues

& de leurs ufages; dans cette vue nous ajou

terons encore l’exemple fuivant.

E X E M P L E I I.

21. Nous avons déjà donné, (art. 8),

la fraćtion continue qui exprime le rapport

de la circonférence du cercle au diametre,
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en tant qu’elle réſulte de la frastion de Lu

dolph; ainfi il n'y aura qu’à calculer, de la

maniere enfeignée dans l’exemple précé

dent, la férie des fractions convergentes

vers ce même rapport, laquelle fera

3 » 7 , I 5 , 1 , 292 , I , I 3 I »

3 , 22 333 355 1o3993 ro4348 208341 312689

I 3 7 3 1063 113 3 331o2 3 33215 2 66317 2 99532 ?

2 3 I ɔ 3 3 I ɔ I 4 3

333719 1146408 4272943 541935 i 8o143857

265381 2 36491 3 2 136o12o 2 1725o33 2 255 to582 3

2 » I 3 I » 2 ,

1657o7c65 24585o922 411 557987 1068966896

52746197 2 78256779 ? 13 1oo2976 3 34o262731 2

2 3 2 3 2 3 I 3

2549491779 616795o454 14885392687 21o53343141 ·

Bī528438 3 19633196o7 2 4738167652 2 67o1487259 2

84, 2 3 · I »

1783366216531 3587785776203 , 5371151992734

567663697408 3 1142027682075 2 1709690779483 ?

I 3 I.5 » 3 »

8958937768937 139755218526789 428224593349304

33517ī546ī558 3 T44485467702853 º 13630812157o117 2 ,

I 3 » I 3 4 »

5706674932o67741 6134899525417o45 30246273o3373592I ;

Hşī645īõ45ī4374 º 1952799159684491 ? 9627687726852338 2

Ee iij
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2 3 6 9

66627445 592888887 43ooto946791069243

2ino874623389167 3 13687673546718734o 3

6, I •

2646693145 139304345 30767e4ɔ71730373588

8424685874265 13207 2 9793453228937oo547 *

Ces fraćtions feront donc alternative

ment plus petites & plus grandes que la

vraie raifon de la circonférence au dia

metre, c’eſt-à-dire que la premiere; fera

plus petite, la feconde: plus grande, &

ainfi de fuite ; & chacune d’elles appro

chera plus de la vérité que ne pourroit faire

toute autre fraćtion qui feroit exprimée en

termes plus fimples, ou, en général, qui

auroit un dénominateur moindre que le dé

nominateur de la fraćtion fuiyante; de forte

que l'on peut affurer que la fraćtion ; ap

proche plus de la vérité que ne peut faire

aucune autre fraćtion dont le dénominateur

feroit moindre que 7; de même la frastion

# approchera plus de la vérité que toute

autre fraćtion dont le dénominateur feroit

moindre que Io6 , & ainfides autres.
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Quant à l’erreur de chaque fraćtion, elle

fera toujours moindre que l’unité diviſée

par le produit du dénominateur de cette

fraćtion par celui de la fraćtion fuivante.

Ainfi l’erreur de la frastion; fera moindre

que ;, celle de la fra&tion: fera moindre

que 7:5, & ainfi de fuite. Mais en même

temps l’erreur de chaque fraćtion fera plus

grande que l’unité diviſée par le produit du

dénominateur de cette fraćtion, par la fom

me de ce dénominateur, & du dénomina

teur de la fraćtion fuivante; de forte que

l’erreur de la fraćtion; fera plus grande que

#, celle de la fraćtion#plus grande que

7:ā, & ainfi de fuite, (art. 14).

Si on vouloit maintenant féparer les frac

tions plus petites quele rapport de la circon

férence au diametre, d’avec les plus gran

des, on pourroit, en inférant les fraćtions

intermédiaires convenables, former deux

fuites de fraćtions, les unes croiffantes &

les autres décroiffantes vers le vrai rapport
 

E e iv
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dont il s’agit ; on auroit de cette maniere

Fraĉions plus petites que :#ip: .
diam.

3 , 25 , 47 69 , 91 · 113 135 157 179 221 223 .

I 7 8 9 1 5 3 22 2 29 7 36 3 43 3 5o 3 57 3 64 3 7 1 2

245 267 289 3 1 1 333 688 1043 1398 1753

78 3 55 > 9, 3 99 3 Io6 2 213 3 332 3 4 5 ? 553 2

21 o8 2463

671 3 784 3 &c.

Frastions plus grandes que péripé.
diam.

4 7 1o 13 16 19 22 3 ; 5 Io4348 3 12689 *

I 3 = 3 5 3 4 » F º 5 » 7 » TH » Giī; 3 55:33 >

I 146468 541935 1 85:63208 1657o7o65 41 I 557987

3649 3 2 172 5o33 2 272356 i 5 2 52746197 ? 13 1oo29762

148o5 24883 *

471 2657o7 ? &c.

Chaque frastion de la premiere férie

approche plus de la vérité que ne peut faire

aucune autre fraćtion exprimée en termes

plus fimples, & qui pécheroit auffi par dé

faut ; & chaque fraćtion de la feconde férie

approche auffi plus de la vérité que ne peut

faire aucune autre fraćtion exprimée en

termes plus fimples & péchant par excès.

Au reſte ces féries deviendroient fort

prolixes, fi on vouloit les pouffer auffi

loin que nous avons fait celle des fraćtions
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principales donnée ci-deffus. Les bornes

de cet Ouvrage ne nous permettent pas de

les inférer ici dans toute leur étendue ; mais

on peut les trouver au befoin dans le chap.

* XI de l’Algebre de Wallis, (Operum Ma

themat. vol. II.)

R E M A R Q U E.

22. La premiere folution de ce probleme

a été donnée par Wallis dans un petit Traité

qu’il a joint aux Guvres pofthumes d’Hor

rocius, & on la retrouve dans l’endroit

cité de fon Algebre; mais la méthode de

cet Auteur est indireste & fort laborieuſe.

Celle que nous venons de donner eft due

à Huyghens, & on doit la regarder comme

une des principales découvertesde ce grand

Géometre. La conftruction de fon auto

mate planétaire, paroît en avoir été l’oc

cafion. En effet il eſt clair que pour pouvoir

repréfenter exaćłement les mouvemens &

les périodes des planetes, il faudroit em

ployer des roues où les nombres des dents
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fuffent préciſément dans les mêmes rapports

que les périodes dont il s’agit; mais comme

on ne peut pas multiplier les dents au-delà

d’une certaine limite dépendante de la

grandeur de la roue, & que d’ailleurs les“

périodes des planetes font incommenfura

bles, ou du moins ne peuvent être repré

fentées avec une certaine exaćtitude que

par de très-grands nombres, on eſt obligé

de fe contenter d’un à-peu-près, & la dif

ficulté fe réduit à trouver des rapports ex

primés en plus petits nombres, qui appro

chent autant qu’il eſt poffible de la vérité,

& plus que ne pourroient faire d’autres

rapports quelconques qui ne feroient pas

conçus en termes plus grands.

M. Huyghens réfout cette queſtion par

le moyen des fraćtions continues, comme

nous l’avons fait ci-deffus ; il donne la ma

niere de former ces fraćtions par des di

viſions continuelles, & il démontre enfuite

les principales propriétés des fraćtions con

vergentes qui en réſultent, fans oublier
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même les fraćtions intermédiaires. Voyez

dans fes Opera posthuma le Traité intitulé

Deſcriptio automati planetarii.

D’autres grands Géometres ont enfuite

confidéré les fraćtions continues d’une ma

niere plus générale. On trouve fur-tout dans

les Commentaires de Pétersbourg, (tom.

IX & XI des anciens, & tom. IX & XI

des nouveaux ) , des Mémoires de M'.

Euler remplis des recherches les plus fa

vantes & les plus ingénieufes fur ce fujet;

mais la théorie de ces fra&tions, enviſagée

du côté arithmétique qui en eſt le plus in

téreffant, n’avoit pas encore été, ce me

femble, autant cultivée qu’elle le méritoit;

c’eſt ce qui m’a engagé à en compofer ce

petit Traité pour la rendre plus familiere

aux Géometres. Voyez auffi les Mémoires

de Berlin pour les années 1767 & 1768. .

Au reste cette théorie est d'un ufage très

étendu dans toute l'Arithmétique, & il y

a peu de problemes de cette fcience, au

moins parmi ceux pour lefquels les regles

Y.
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ordinaires ne fuffiſent pas, qui n’en dépen

dent direćtement ou indírećłement. M'.

Jean Bernoulli vient d'en faire une appli

cation heureufe & utile dans une nouvelle

eſpece de calcul qu’il a imaginé pour fa

ciliter la conſtruction des tables de parties

proportionnelles. Voyez le tome I de fon

Recueil pour les Aſtronomes.

* . :

3:gastſ”\&#2ë

*#:###
; GANG;#
X.-..-..-...<x
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P A R A G R A P H E I I.

Solutions de quelques Problemes curieux &

720l/1/62(llſ.X.: d'Arithmétique.

Quoique les problemes dont nous

allons nous occuper aient un rapport im

médiat avec le précédent, & dépendent

des mêmes principes, nous croyons cepen

dant devoir les traiter d’une maniere di

rećte, & fans rien fuppofër de ce qui a

été démontré juſqu’ici.

On aura par ce moyen la fatisfaćtion de

voir comment dans ces fortes de matieres

on eſt néceffairement conduit à la théorie

des fraćtions continues ; d’ailleurs cette

théorie en deviendra beaucoup plus lumi

neufe, & recevra par-là de nouveaux de

grés de perfećtion.

P R o B L E M E I.

23. Etant donnée une quantité poſitive a,

rationnelle ou non, & fuppoſant que p & q

ne puiſſent étre que des nombres entiers po

Ú
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fitifs & premiers entr'eux, on demande de

trouver des valeurs de p & q, telles que la

valeur de p—aq, (alfstraffion faite dufigne),

foit plus petite qu’elle ne feroit, fi on donnoit

à p & q des valeurs moindres quelconques.

Pour pouvoir réfoudre ce probleme di

rećłement, nous commencerons par fup

pofer que l’on ait en effet déjà trouvé des

valeurs de p & q qui aient les conditions

requifes; donc prenant pour r & f des nom

bres quelconques entiers poſitifs moindres

que p & q, il faudra que la valeur de p

—aq foit moindre que celle de r—a/, abf

traćtion faite des fignes de ces deux quan

tités, c’eſt-à-dire en les prenant toutes deux

pofitivement. Or je remarque d’abord que

fi les nombres r & f font tels que pf–qr

=+ i , le figne fupérieur ayant lieu lorſque

p–aq eſt un nombre poſitif, & l’inférieur,

lorſque p— aq eſt un nombre négatif, on

en peut conclure en général que la valeur

de toute exprefion y–a { fera toujours

plus grande, (abſtraction faite du figne),

que celle de p-aq, tant qu’on ne donnera
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à ; & à y que des valeurs entieres, moin

dres que celles de p & q.

En effet, il eſt clair qu’on peut fuppofer

en général

y=pt-+-ru, & {=qt+ru,

t & u étant deux inconnues ; or par la réfo

lution de ces équations on a

t={};" =9TPR.:

pf-qr ? qr–pf*

donc, à caufe de pf–qr=+ 1 , t=+(/y

—rỹ), & u=+(qy—p;); d’où l’on voit

que t & u feront toujours des nombres en

tiers, puiſque p, q, ř, /&y, ; font fup

pofés entiers. |

Donc, t & u étant des nombres entiers,

& p, q, r, / des nombres entiers pofitifs,

il eſt clair que pour que les valeurs de y

& H foient moindres que celles de p & q,

il faudra néceffairement que les nombres

t & u foient de fignes différens.

Maintenant je remarque que la valeur

de r–af fera auffi de différent figne que

celle de p—aq ; car faifant p—aq=P,

& r—af=R , on aura;=a+#, F=a
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*

+# ; mais l'équation pf—qr=+1, donne

#—#=+ # s donc :–#=+ ; ; donc,

puiſqu’on fuppofe que le figne ambigu foit

pris conformément à celui de la quantité

p—aq ou P, il faudra que la quantité :

- –# foit pofitive, fi P eſt pofitif, & né

gative, fi P eſt négatif; or comme f eft

<q, & que Reft plus grand que P, (hyp.),

il eſt clair que #fera à plus forte raiſon plus

grand que #, (abſtraĉtion faite du figne);

donc la quantité #-# fera toujours de figne

différent de #, c’eſt-à-dire de R, puiſque

feſt pofitif; donc P & R feront néceſ

fairement de fignes différens.

Cela pofé, on aura, en fubſtituant les

valeurs ci-deflus de y & {, y—a5=(p

–aq)t+(r—af)u= Pt-- Ru ; or t & u

étant de fignes différens, auffi bien que P

& R, il eſt clair que Pt & Ru feront des

quantités de mêmes fignes; donc puiſque

z & u font d’ailleurs des nombres entiers,

il eft vifible que la valeur de y–a; fera

toujours plus grande que P, c’eſt-à-dire

que
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que la valeur de p–aq, abſtraction faite .

des fignes. -

Mais il reſte maintenant à favoir fi, les

nombres p & q étant donnés, on peut tou

jours trouver des nombres r & f moindres

que ceux-là, & tels que pf-qr=+1, les

fignes ambigus étant à volonté; or cela fuit

évidemment de la théorie des fraćtions con

tinues ; mais on peut auffi le démontrer di

rećłement & indépendamment de cette

théorie. Car la difficulté ſe réduit à prouver

qu'il exiſte néceffairement un nombre entier

pofitif & moindre que p, lequel étant pris

pour r, rendra qri:1 diviſible par P-3 Or

fuppofons qu’on fubſtitue fucceſſivement à

la place de r les nombres naturels 1, 2,

3, &c. juſqu’à p, & qu’on diviſe les nom

bres q+1, 27+1, 37+1 , &c. pq+1 par p,

on aura p, reſtes moindres que p, qui feront

néceffairement tous différens les uns des

autres; car fi, par exemple; mq+1 & ng

+1, (m & n étant des nombres entiers dif

férens qui ne furpaffent pas p), étant di

vifés par p, donnoient un même refte, il

Tome I I. F f
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eft clair que leur différence, (m–n) 7,

devroit être diviſible par p ; or c’eſt ce qui

ne fe peut, à caufe que q eſt premier à p,

& que m—n eſt un nombre moindre que p.

Donc, puiſque tous les reftes dont il s’agit,

font des nombres entiers pofitifs moindres

que p & différens entr'eux, & que ces reftes

font au nombre de p, il eſt clair qu’il faudra

néceffairement que le zéro fe trouve parmi

ces reſtes, & conféquemment qu’il y ait

un des nombres 7+1 , 24+1, 39+1, &c.

pq+ 1 , qui foit diviſible parp; or il eſt clair

que ce ne peut être le dernier; ainfi il y

aura furement une valeur der moindre que

p, laquelle rendra rq+1 diviſible par p ;

& il eſt clair en même temps que le quotient

fera moindre que q ; donc il y aura tou

jours une valeur entiere & pofitive de r

moindre que p, & une autre valeur pareille

de f & moindre que q, lefquelles fatisfe

ront à l'équation ="#, Ollpf-qr=+1.

24. La queſtion eft donc réduite main

tenant à trouver quatre nombres entiers &

pofitifs, p, q, r, /, dont les deux derniers
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foient moindres que les premiers, c’eſt-à

dire r <p & f< q., & qui foient tels que

pf—qr=+1, que de plus les quantités p

—aq & r–af foient de fignes différens,

& qu’en même temps r–affoit une quan

tité plus grande que p—a q, abstraćtion

faite des fignes.

Défignons, pour plus de fimplicité, r par

p & f par q', en forte que l’on ait pq"—qp

=+1 ; & comme q > q', (hyp.), foit u

le quotient qui proviendroit de la divifion

de q par q', & foit le refte q", qui fera

par conféquent < q'; foit de même u' le

quotient de la divifion de q' par q", & q" -

le refte, qui fera < q"; pareillement foit

z" le quotient de la divifion de q" par q",

& q” le refte < q.", & ainfi de fuite, juf

qu’à ce qu’on parvienne à un refte nul; on

aura de cette maniere

q = u q' +q.“

q = "q" +q"

q" = zz"q"+q”

q"= p"q" +q'; &c.

où les nombres u, u', A", &c. feront tous

entiers & pofitifs, & où les nombres q, q',
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q", q", &c. feront auffi entiers pofitifs,

& formeront une fuite décroiffante juſqu’à

zéro.

Suppofons pareillement |

p = Ap' +p"

p' = "p" +p"

p" = p"p" +p"

p"+ p"p" +-p', &c.

Et comme les nombresp & p font regardés

ici comme donnés, auffi bien que les nom

bres u, u', A", &c. on pourra déterminer

par ces équations les nombres p", p", p",

&c. qui feront évidemment tous entiers.

Maintenant, comme on doit avoir pq

–qp'=+1, on aura auffi, en fubſtituant

les valeurs précédentes de p & q, & effa

çant ce qui fe détruit, p" q'—q"p'=+1;

& ſubstituant de nouveau dans cette équa

tion les valeurs de p & q', il viendra p“

q"–q"p"=+1, & ainfi de fuite ; de

forte qu’on aura en général

p q — ºp' =+1

pg" — 'p" =+1

p"q" |- g"p"=+1
I I I

p"q" - 4 P –,

V –

+
I 3 &c.
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Donc, fi q", par exemple, étoit nul,

on auroit —q"p"=+1 ; donc q"=1 &

p"=+1 ; mais fi q” étoit =o, on auroit

—q"p"=+1 ; donc q"=1 & p"=+1 ;

donc en général, fi q”=o, on aura qi-*

=1 ; & enfuite pr=+1, fi º eſt pair, &

p*=+1, fi p eft impair.

Or, comme on ne fait pas d’avance

fi c’eſt le figne fupérieur ou l'inférieur qui

doit avoir lieu , il faudroit fuppofer fuc

ceffivement p=1 & =—1 ; mais je re

marque que l’on peut toujours ramener l’un

de ces cas à l’autre ; & pour cela il eſt clair

qu’il fuffit de prouver qu’on peut toujours

faire en forte que le e du terme qe qui doit

être nul , foit pair ou impair à volonté.

En effet, ſuppofons, par exemple, que q”

foit =o, on aura donc q"=1 & q" > 1,

c’eſt-à-dire q"= 2 ou > 2 , à caufe que

les nombres q, q', q", &c. forment natu

rellement une férie décroiffante; donc,

puiſque q"="q"+ q”, on aura q"=a",

de forte que u" fera = ou > 2 ; ainfi on

pourra, fi l’on veut, diminuer " d'une

F f iij



45 4 A p p r r r o w s.

unité, fans que ce nombre devierine nul,

& alors q”, qui étoit=o, deviendra=1,

& q’ fera =o; car mettant u"—1 à la

place de u", on aura q"=(u"–1)q"

+ q”; mais q"=", q"=1; donc q"=1;

enfuite ayant q"=u"q"+ q , c’eſt-à-dire

1="+q , on aura néceffairement u"

=1 & q'=O. -

De-là on peut donc conclure en général

que, fi q”=o, on aura q*-*=1 & pe=+1,

le figne ambigu étant à volonté.

Maintenant , fi on ſubſtitue les valeurs

de p & q données par les formules précé

dentes dans p—aq , celles de p & q' dans

p"—aq', & ainfi des autres, on aura

p — a q = (p —aq ) +p"—aq

- p — a q' =u' (p" —a q") + p'"— a q

p" — a q" ="" (p"— a q") +p”–a q"

p"—aq"=":"(p" —aq”)+p –aq',

&c.

1 I I

d’où l’on tire

=::=?" + p-aq.
/4 I I i

p —a q p—aq
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- aq"–p" - p"—a q'
Ll - –: I I |- I I I I * *

p" — aq +# —a q -

I I aq"–p" p"—a q"
fA. + I I I I I I I I I I i I

p”—a q + } —aq -

" I I– a q”—p” p"–a q" Ć

A*= -1;-1; —I:--:-, G'c.

p” — a q + p"—a q” ’

Or comme, (hyp.), les quantités p—aq

& p–aq font de fignes différens, & que

de plus p'–aq doit être, (abſtraction faite

| —aq

—aq'

fera une quantité négative & plus petite que

l’unité. Donc, pour que a foit un nombre

entier pofitif, comme il le faut, il eſt clair

que ::=: doit être une quantité pofi

p-aq 3 * , / Q _ • |

tive plus grande que l’unité ; & il eſt vi

fible en même temps que u ne peut être

que le nombre entier, qui eft immédiate

des fignes) >p—aq, il s'enfuit que#I

I I I

– n** #

ment moindre que ag p—, c’eſt-à-dire,

- p—aq I

qui eſt contenu entre ces limites : —p I

p-aq

aq"–p" e p—aq

:—HI-— I ; car puiſque — 4: MTp"—aq' 3 p GI p —aq

F f iv
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a 7"-p"
> o & < 1 , on aura “< #==# , &

> aq"–p"
—— —I •

p"—a q'

De même, puiſque nous venons de voir
(l I I–n' I e • Af

que :=: doit être une quantité pofi

tive plus grande que l’unité, il s’enfuit que
‘—a I • , y f e

#=: fera une quantité négative plus
–a

petite que l’unité, (je dis plus petite que

l’unité, en faifant abſtraction du figne).

Donc, pour que a foit un nombre entier
e • (l ***– I I I •

pofitif, il faudra que: =: foit une

p"—a q

quantité pofitive plus grande que l’unité,

& le nombre u ne pourra être par confé

quent que le nombre entier, qui fera im

médiatement au-defus de la quantité

a q"—p

p"–aq"

On prouvera de la même maniere & par

la confidération, que a" doit être un nom

1 I I

- • |- aq"—p"

bre entier pofitif, que la quantité PT=af
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fera néceffairement pofitive & au-deffus de

l’unité, & que u" ne pourra être que le

nombre entier, qui fera immédiatement

au-deſſous de la même quantité, & ainfi

de fuite.

Il s’enfuit de-là, 1º. que les quantités

p—aq, p—aq', p"—aq", &c. feront fuc

ceffivement de fignes différens, c’eſt-à-d.

alternativement pofitives & négatives, &

qu’elles formeront une fuite continuellement

croiffante; 2°. que fi on défigne par le figne

< le nombre entier, qui eft immédiate

ment moindre que la valeur de la quantité

placée après ce figne, on aura pour la dé

termination des nombres ", "", "", &c.

aq"–p"
f4 < I H

p -a q

* I a q"–p"

P < —#—Hr

p"—aq

t1 aq"–p"
M. < III III &c.

p"—aq"?

Or nous avons vu plus haut que la férie

q, q', q", &c. doit fe terminer par zéro,

& qu’alors le terme précédent fera =1 , &
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le terme correſpondant à zéro dans l’autre

férie p, p', p", &c. fera =+1 à volonté.

Ainfi fuppofons, par exemple, que l’on

ait q”=o, on aura donc q"=1 & pº=1;

donc p"—aq"=p"—a, & pº–aq”=1;

donc il faudra que p"—a foit une quantité

négative & moindre que 1 , abſtraćtion

faite du figne ; c’eſt-à-dire que a–p" devra

être > o & < 1 ; de forte que p" ne pourra

être que le nombre entier, qui fera immé

diatement au-deſſous de a ; on connoîtra

donc les valeurs de ces quatre termes

p"= q”=o,

p"<a q"=1 ,

à l’aide defquelles on pourra, en remontant

par les formules ci-deffus, trouver tous les

termes précédens. En effet on aura d'abord

la valeur de u", enfuite on aura p" & q" par

les formules p"=u"p"+p" & q"=u"q"

+q"; de-là on trouvera a & enfuite p & q',

& ainfi du refte.

En général foit q”=o, on aura q** &

pt=1 ; & on prouvera, comme ci-deffus,

quep” ne pourra être que le nombre entier
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qui eft immédiatement au-deffous de a; de

forte qu’on aura ces quatre termes

p =I q =o

p***<a q*-*= 1 ;

enfuite on aura

?– 1)?

"<;:=:=
<

==

p-*=pt-ºp-'+pº, q-*=pt-"q"-"+q'

a-i <:E:
p"-*-+-aq***

pt-3=pt-ºp-"+pr-", q-3=ut-º q"-"+q"-",

& ainfi de fuite.

On pourra donc remonter de cette ma

niere aux premiers termes p & q; mais nous

remarquerons que tous les termes fuivans,

p', q', p", q", &c. jouiffent des mêmes

propriétés que ceux-là, & réfolvent éga

lement le probleme propoſé. Car il eſt vi

fible par les formules précédentes que les

nombres p, p', p", &c. & q, q', 'q", &c.

font tous entiers pofitifs, & forment deux

féries continuellement décroiffantes, dont

la premiere fetermine par l’unité, & la fe

conde par zéro.

* \,
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De plus, on a vu que ces nombres font

tels, que pq—qp'=+1, pq"—q'p"=+1,

&c. & que les quantités p—aq, p—aq',

p"—aq", &c. font alternativement pofitives

& négatives, & forment en même temps

une fuite continuellement croiffante. D’où

il fuit que les mêmes conditions qui ont lieu

entre les quatre nombres p, q, r, f, ou p,

q, p', q', & d’où dépend la folution du

probleme, comme on l’a vu plus haut, ont

lieu également entre les nombres p', q',

p", q", & entre ceux-ci, p", q", P", q",

& ainfi de fuite.

Donc, en commençant par les derniers

termes pt & qť, & remontant toujours par

les formules qu’on vient de trouver, on

aura fucceffivement toutes les valeurs de p

& q qui peuvent réfoudre la queſtion pro

poſée.

25. Comme les valeurs des termes pr,

p", &c. q, q'-', &c. font indépendantes de

l’expofant p, nous pouvons en faire abf

traćtion, & défigner les termes de ces deux

féries croiffantes de cette maniere,



A p p z T z o w s. 461

;

:

öp 3 P', p", p", p", &c. ?”, q', q", q", ?", &c.

ainfi nous aurons les déterminations fui

vantes, ~

pº = I q° =o

p' =A. q' = I

p"=A' p" +-1 q"=A'

p"=u"p" +-p' q"= px" q"+ q'

p"=u"p"+p" q”:"q"+ q”

&c. - &c. • •

Enfuite

A < a

- P'-^ — — | —
Aw' < a q'—p' < a—Pa.

„ - a q'-p'

p" < -74—4= .

p"—a q

III p"—a q"

P”< 4–III—+III

a q”—p

I (l q"–p" -

p" < :–1:, &c.

p"—aq" ”

où le figne < dénote le nombre entier qui

eft immédiatement moindre que la valeur

de la quantité placée après ce figne.

On trouvera ainfi fucceſſivement toutes

les valeurs de p & q qui pourront fatisfaire
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/

au probleme, ces valeurs ne pouvant être

que les termes correſpondans desdeux féries

P”, p', P", P", &c. & q”, 7', 7" , ?", &c.

C o R o L L A I R E I.

26. Si on fait

b=?=?".

aq'—p'

Cl '– I

C= : #::

p”—a q

''– a I I

d=: III :, &c.

on aura, comme il eſt facile de le voir,

I

b=
- _^

a– fx

c==

Tb–u

I

d===, &c.

& a <a, u'<b, u"<c, u"<d, &c. donc

les nombres A», A', A", &c. ne feront autre

chofe que ceux que nous avons défignés

par 2, 8, 7 , &c. dans l’art. 3, c’eſt-à-dire

que ces nombres feront les termes de la
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fra&tion continue qui repréfente la valeur

de a, en forte que l’on aura ici
| 1

a=A +T, , I
ALL +–:

cr Aw" + , &c.

Par conféquent les nombres p', p", p",

&c. feront les numérateurs, & q', q", q",

&c. les dénominateurs des fraćtions con

vergentes vers a, fraćtions que nous avons

B #, &c.

défignées ci-devant par AF » F » G »

(art. 1o). /

Ainfi tout fe réduit à convertir la valeur

de a en une fraćtion continue, dont tous

les termes foient pofitifs, ce qu’on peut

exécuter par les méthodes expoſées plus

haut, pourvu qu’on ait foin de prendre

toujours les valeurs approchées en défaut;

enfuite il n'y aura plus qu’à former la fuite

des fraćtions principales convergentes vers

a, & les termes de chacune de ces frac

tions donneront des valeurs de p & q, qui

réfoudront le probleme propoſé; de forte

que; ne pourra être qu'une de ces mêmes

fraćtions. -
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C o R o L L A I R E I I.

27. Il réſulte de-là une nouvelle pro

riété des fraćtions dont nous parlons ;p des fraćt dont parl

c’eſt que nommant # une des fraćtions

principales convergentes vers a, (pourvu

u’elles foient déduites d’une fraćtion con
qu’elles foient déduites d’une fraćt

tinue, dont tous les termes foient pofitifs),

la quantité p—aq aura toujours une valeur

plus petite, (abſtraćtion faite du figne),

u’elle n’auroit. fi on y mettoit à la placequ’elle n’auroit, fi on y mettoit à la pl

de p & q d'autres nombres moindres quel

conques.

P R o B L E M E I I.

28. Etant propoſée la quantité -

Ap"+Bp"-" q+Cp**q +, &c. +Vq",

dans laquelle A, B, C, &c. font des nom

bres entiers donnés poſitifs ou négatifs, &

où p & q font des nombres indéterminés qu’on

fuppoſe devoir étre entiers & poſitifs ; on de

mande quelles valeurs on doit donner à p & q,

pour que la quantité propoſée devienne laplus

petite qu’il eſt poſſible.

Soient «, 8, 7 , &c. les racines réelles,

&
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& a+ v/-i, z+, VII, &c. les racines

imaginaires de l’équation

A,"+ B,"-"+C"-*-+-, &c. +-V=o,

on aura par la théorie des équations Ap"

+Bp"-"q+Cp"-"q"+, &c. +v/q"=A

(p-b)(p-a)(p-2)·(p-(a+v/-i))

(p-(2-ºv/-i)?)(p-(=+ev/-i)?)

(p-(°-ºv/-i))....=A(p-a)(p-a)

(p-2q)... ((p-uq) +"q")((p-7q) + f'q')...

Donc la queſtion fe réduit à faire en

forte que le produit des quantités p—aq,

p—êj, p—7 g, &c. & (p—, q) + g',

(p–7 q) + p q , &c. foit le plus petit qu’il

eft postible, tant que p & q font des nom

bres entiers pofitifs,

Suppofons qu’on ait trouvé les valeurs

de p & q qui répondent au minimum ; &

fi l’on met à la place de p & q d’autres

nombres moindres, il faudra que le pro

duit dont il s’agit, acquiere une valeur

plus grande. Donc il faudra néceffairement

que quelqu’un des faćteurs augmente de

valeur. Or il eſt viſible que fia, par exemp.

Tome / /. G g
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étoit négatif, le faćteur p—aq diminueroit

toujours, lorſque p & q décroîtroient; la

même chofe arriveroit au fa&teur (p-aq)”

+"q", fi a étoit négatif, & ainfi des au

tres; d’où il s’enfuit que parmi les faćteurs

fimples réels il n’y a que ceux où les ra

cines font pofitives, qui puiffent augmenter

de valeur; & parmi les faćteurs doubles

imaginaires, il n’y aura que ceux où la

partie réelle de la racine imaginaire fera

pofitive, qui puiffent augmenter auffi; de

plus il faut remarquer à l'égard de ces der

niers, que pour que (p—aq)*-+-"q" aug

mente tandis que p & q diminuent, il faut

nểceffairement que la partie (p—aq) aug

mente, parce que l’autre terme "q" diminue

néceffairement; de forte que l’augmenta

tion de ce faćteur dépendra de la quantité

p–p, q, & ainfi des autres.

Donc les valeurs de p & q qui répondent

au minimum , doivent être telles que la

quantité p—aq augmente, en donnant à p

& q des valeurs moindres, & prenant pour

a une des racines réelles poſitives de l’équa

tion
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A "+ B,"-"+C"-*-+-, &c. +7=o,

ou une des parties réelles poſitives des

racines imaginaires de la même équation,

s'il y en a. -

Soient r & f deux nombres entiers po

fitifs moindres que p & q ; il faudra donc

que r–af foit >p—aq, (abſtraction faite

du figne de ces deux quantités). Qu’on fup

poſe, comme dans l’article 23 , que ces

nombres foient tels que pf—qr=+1 , le

figne fupérieur ayant lieu, lorſque p—aq

eft pofitive; & l’inférieur, lorſque p—aq

eft négative ; en forte que les deux quan

titésp—aq & r–af deviennent de différens

fignes, & l’on aura exaćtement le cas au

quel nous avons réduit le probleme pré

cédent, (art. 24), & dont nous avons déjà

donné la folution.

Donc, (art. 26), les valeurs de p & q

devront néceffairement fe trouver parmi

les termes des fraćtions principales conver

gentes vers a, c’eſt-à-dire vers quelqu'une

des quantités que nous avons dit pouvoir

être priſes pour a. Ainfi il faudra réduire

|- G g ij
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toutes ces quantités en fraćtions continues,

(ce qu’on pourra exécuter facilement par

les méthodes enfeignées ailleurs), & en

déduire enfuite les fraćtions convergentes

dont il s’agit, après quoi on fera fucceffi

vement p égal à tous les numérateurs de

ces fraćtions, & q égal aux dénominateurs

correſpondans, & celle de ces fuppofitions

qui donnera la moindre valeur de la fonc

tion propoſée, fera néceffairement auffi

celle qui répondra au minimum cherché.

R E M A R Q U E I.

29. Nous avons fuppofé que les nombres

p & q devoient être tous deux pofitifs ; il eft

clair que fi on les prenoit tous deux né

gatifs, il n’en réfulteroit aucun changement

dans la valeur abſolue de la formule propo

fée; elle ne feroit que changer de figne

dans le cas où l’expofant m feroit impair;

& elle demeureroit abſolument la même,

dans le čas où l’expofant m feroit pair; ainfi

il n’importe quels fignes on donne aux nom

bres p & q , lorſqu’on les fuppofe tous deux

de mêmes fignes.
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Mais il n’en fera pas de même, fi on

donne à p & q des fignes différens ; car

alors les termes alternatifs de l’équation

propoſée changeront de figne, ce qui en

fera changer auffi aux racines 2, 8, 7 , &c.

a+ v/– } -+ v/-i , &c. de forte que

celles des quantités 2, 8, 7 , &c. u - 7 , &c.

qui étoient négatives, & par conſéquent

inutiles dans le premier cas, deviendront

pofitives dans celui-ci, & devront être em

ployées à la place des autres.

De-là je conclus en général quelorff’on

recherche le minimum de la formule pro

poſée fans autre restrićtion, finon que p

& q foient des nombres entiers, il faut

prendre fucceffivement pour a toutes les

racines réelles 2, 3, 7 , &c. & toutes les

parties réelles 1., 7, &c. des racines ima

ginaires de l’équation

A,"+ B,"-"+Cx"-*-+-, &c. +V=o,

en faifant abſtraćtion des fignes de ces

quantités ; mais enfuite il faudra donner à

p & q les mêmes fignes, ou des fignes dif

férens, fuivant que la quantité qu’on aura

Gg iij
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prife pour a , aura eu originairement le

figne pofitif ou le figne négatif.

R E M A R Q U E I I.

3o. Lorſque parmi les racines réelles « »

8, 7 , &c. il y en a de commenfurables,

alors il eſt clair que la quantité propofée

deviendra nulle, en faifant; égal à une de

ces racines ; de forte que dans ce cas il

n’y aura pas, à proprement parler, de mi

nimum ; dans tous les autres cas il fera im

poſſible que la quantité dont il s’agit de

vienne zéro, tant que p & q feront des

nombres entiers; or comme les coefficiens

A, B, C, &c. font auffi des nombres en

tiers, (hyp.) cette quantité fera toujours

égale à un nombre entier, & par confé

quent elle ne pourra jamais être moindre

que l’unité.

Donc fi on avoit à réfoudre en nombres

entiers l’équation

Ap"+Bp"-"q+Cp"-"q" + &c. +Vg"=+1,

il faudroit chercher les valeurs de p & q

par la méthode du probleme précédent,
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excepté dans les cas où l'équation

A,"+ B,"-"+C"-*-+-, &c. +-V=o,

auroit des racines ou des diviſeurs quelcon

ques commenfurables; car alors il eſt vi

fible que la quantité

Ap"+ Bp"-" q + Cp"-"q" +, &c.

pourroit fe décompofer en deux ou plu

fieurs quantités femblables de degrés moin

dres; de forte qu’il faudroit que chacune

de ces formules partielles fût égale à l’unité

en particulier, ce qui donneroit pour le

moins deux équations qui ferviroient à dé

terminer p & q.

Nous avons déjà donné ailleurs, (Mé

moires de l'Académie de Berlin pour l’année

z 768), une folution de ce dernier pro

bleme; mais celle que nous venons d'in

diquer eft beaucoup plus fimple & plus di

reĉte, quoique toutes les deux dépendent

de la même théorie des fraćtions continues.

G g iv
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P R o B L E M E I I I.

31. On demande les valeurs de p & de GI »

qui rendront la quantité *

A p +Bpq+Cq.

la plus petite qu’il eſt poſſible, dans l'hy

potheſe qu’on n’admette pour p & q que des

nombres entiers.

Ce probleme n’eſt, comme l’on voit,

qu’un cas particulier du précédent ; mais

nous avons cru devoir le traiter en parti

culier, parce qu’il eſt fufceptible d’une fo

lution très-fimple & très-élégante, & que

d’ailleurs nous aurons dans la fuite occaſion

d’en faire ufage dans la réſolution des équa

tions du fecond degré à deux inconnues,

en nombres entiers. -

Suivant la méthode générale il faudra

donc commencer par chercher les racines

de l'équation

Ax+ Bx+C=o,

lefquelles font, comme l’on fait,

–B+v/(B”– 4A C)
—IA —•
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Or, 1°. fi B"–4AC eſt égal à un nom

bre carré, les deux racines feront commen

furables, & il n'y aura point de minimum

proprement dit, parce que la quantité Ap”

+ Bpq+ Cq pourra devenir nulle.

2°. Si B”–4AC n’eſt pas carré, alors

les deux racines feront irrationnelles ou

imaginaires, fuivant que B"–4AC fera

> ou <o, ce qui fait deux cas qu’il faut

confidérer féparément; nous commence

rons par le dernier, qui eſt le plus facile

à réfoudre. |

Premier Cas lorſque B–4AC <o.

32. Les deux racines étant dans ce cas
• - º –B |

imaginaires, on aura; pour la partie toute

réelle de ces racines, laquelle devra par

conféquent être prife pour a. Ainfi il n'y
3 \ / • |- –B * -

aura qu’à réduire la fraćtion : , (en faifant

abſtraćtion du figne qu’elle peut avoir),

en fraćtion continue par la méthode de

l’art. 4, & en déduire enfuite la férie des

fraćtions convergentes, (art. 1o), laquelle

fera néceffairement terminée ; cela fait,



474 A p p r r r o w s.

on effayera fucceffivement pour p les nu

mérateurs de ces fraćtions, & pour q les

dénominateurs correſpondans , en ayant

foin de donner à p & q les mêmes fignes

ou des fignes différens, ſuivant que : fera

un nombre pofitif ou négatif. On trouvera

de cette maniere les valeurs de p & q , qui

peuvent rendre la formule propoſée un

moindre.

E x E. M P L E.

Soit propoſée, par exemple, la quantité

49p — 238 pq+- 29oq”.

On aura donc ici A=49 , B=– 238,

| C=29o; donc B”—4AC=—196, & #

=:=#. Opérant donc fur cette frac

tion de la maniere enfeignée dans l’art. 4,

on trouvera les quotiens 2, 2, 3, à l’aide

defquels on formera ces fraćtions, (voyez
3

l'art. 2o),

2 , 2 » 3 •

I 2 5 17

5 » T » E 3 7 • |

De forte que les nombres à effayer feront

1, 2, 5, 17 pour P, & o, r , 2, 7 pour 7 s

|
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or défignant par P la quantité propoſée,

Oİl tİ’OllVera

P q P

I O 49

2 I I O

5 2. 5

17 7 49 3

d’où l'on voit que la plus petite valeur de P

eft 5 , laquelle réfulte de ces fuppofitions

p=5 & q=2 ; ainfi on peut conclure en

général que la formule propoſée ne pourra

jamais devenir plus petite que 5 , tant que

p & q feront des nombres entiers; de forte .

que le minimum aura lieu, lorſque p=5

& q= 2.

Second Cas lorſque B"–4AC> o.

33. Comme dans le cas préfent l’équa

tion Ax+ Bx+C=o a deux racines

réelles irrationnelles, il faudra les réduire

l’une & l’autre en fra&tions continues. Cette

opération peut fe faire avec la plus grande

facilité par une méthode particuliere que

nous avons expoſée ailleurs, & que nous
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croyons devoir rapeler ici, d’autant qu’elle

fe déduit naturellement des formules de

l'article 25 , & qu’elle renferme d’ailleurs

tous les principes néceffaires pour la folu

tion complette & générale du probleme

propofé.

Dénotons donc par a la racine qu’on a

deffein de convertir en fraćtion continue,

& que nous fuppoferons toujours pofitive,

& foit en même temps b l’autre racine, on

aura, comme l'on fait, a+b=—#, &

z_Y("-449)
|- A

–° - d’a?ab=# 2 d’où (I– 3

ou bien en faifant, pour abréger,

B”–4AC=E,

a—b="#, où le radical VE peut être

pofitif ou négatif ; il fera pofitif, lorſque

la racine a fera la plus grande des deux,

& négatif, lorſque cette racine fera la plus

petite; donc

_– B +V E 1,_ – B – V E

a==#:##, b==#:##.

Maintenant, fi on conferve les mêmes

dénominations de l'art. 25 , il n'y aura qu’à
*

|
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fubſtituer à la place de a la valeur précé

dente , & la difficulté ne confiftera qu’à

pouvoir déterminer facilement les valeurs

entieres approchées u', u", "", &c.

Pour faciliter ces déterminations , je

multiplie le haut & le bas des fraćtions

:T:, :=:, :IT: , &c. ref.
aq —p p — a q“ a q”—p

pećtivement par A(bq–p'), A(p"–bq"),

A(bq"–p"), &c. & comme on a

A(p-ay)(p-by)=A - -

A(aq–p) (by-p)=Ap–4(a+b)pg
–Aaby=Ap+Bpy+c; 3

A(p —aq")(p-b)=Ap–4(a+b)

p"q"–Aabq:=Ap'+Bp"q"+Cq , &c.

A(pº–aq")(bq'—p')=–A–# B–#VE,

A(aq–p)(p"—bq")=—App"+Aap"q"

+Abp"q"—A a bqq"=—App"–Cqq"

—; B (p"q"+q'p")+; VE (p"q"—q"p"),

A (p"—aq") (bq"—p")=-Ap"p"+Aap"p"

+Abp"q"–Aabq"q"=-Ap"p"–Cq"q"

–; B(p"q"+q"p")+; VE(p"q"—q"p"),

& ainfi de fuite, je fais, pour abréger,
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*"=A: +B y+c;

#"=Ap' + Bp"q"+c} , &c.

Q = # B

' =AA +: B

"=APP"+; B (pq"+qip”)+c4'4"

2"=4p"P"+; B(p"q"+q"p")+cq"q",
&c

:

J'aurai, à caufe dep"q–qºp=1, p"q"

—q"p"=–1 3 p"q"–q"p"= 1 2 &c. les

formules fuivantes,

e < -9#vÉ
- Pº

• <=&#irë

Au" < =9#v=

"<=&##~#, &c.

Or fi dans l'exprefion de Q" on met

Pour P" & q" leurs valeurs ap+1 & 2",

elle deviendra u P+Q'; de même fi on

fubſtitue dans l'expreſſion de Q" pour p”
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& q" leurs valeurs p"p"+p', & u"q"+q',

elle fe changera en u"P"-+-Q", & ainfi

du refte; de forte que l’on aura

Q = p. Pº +Qº

Q"= u'P' +Q

Q"=p"P" +Q"

Q" ="P"+-Q", &c.

Pareillement fi on ſubſtitue dans l’ex

prefion de P" les valeurs de p" & q", elle

deviendra à P-+za Q+A; & fi on ſubf

titue les valeurs de p" & q" dans l’expref

fion de P", elle deviendra "P"+2a"

Q"+P", & ainfi de fuite ; de forte que

l’on aura

P = P +2a Q +c

P = P +2a Q +P

P"= P + w Q +P

Pº= P +2a"Q"+P", &c.

Ainfi on pourra, à l'aide de ces formu

les, continuer auffi loin qu’on voudra les

fuites des nombres u, u', A", Q”, Q', Q",

& Pº, P", P", &c. qui dépendent, com

me l’on voit , mutuellement les uns des
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autres, fans qu’il foit néceffaire de calculer
A

I

en même temps les nombres p”, p', p", &c.

& q”, 7', 7", &c.

On peut encore trouver les valeurs de

P", P", P", &c. par des formules plus

fimples que les précédentes, en remarquant

que l'on a Q–P=(u A+; B) –A

("A+aB+C)=; B.--Ac, Ợ–PP"

=(aP+Q)–P(& P + 2a Q+A)
=Q–A P", & ainfi de fuite ; c’eſt-à

dire

Ộ – PºP =; E

Ö – PP =; E

Ö – PºP =; E, &c.

d’où l’on tire

, Q"—; E

P ==P=

„ Ö–# E
P ——HI

P=9::F#, &c.

Les nombres u, u', "", &c. étant donc

trouvés
//
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*

trouvés ainfi, on aura, (art. 26), la frac

tion continue

1

a= pu +-- I

/4 *Ě +, &c. -

& pour trouver le minimum de la formule

Ap'+Bpq+-Cq , il n’y aura qu’à calculer

les nombres p”, p', p", p", &c. & q”, q',

q", q", &c. (art. 25 ), & les effayer en-

fuite à la place de p & q ; mais on peut

encore fe diſpenfer de cette opération, en

remarquant que les quantités Pº, P, P"

&c. ne font autre chofe que les valeurs de

la formule dont il s’agit, lorſqu’on y fait

fucceílivement p=p”, p', p", &c. & q=q”,

q', q", &c. Ainfi il n’y aura qu’à voir quel

est le plus petit terme de la fuite Pº, P,

P", &c. qu’on aura calculée en même

temps que la fuite u, u', "", &c. & ce fera

le minimum cherché ; on trouvera enfuite

les valeurs correſpondantes de p & q par

les formules citées. -

34. Maintenant je dis qu’en continuant

la férie Pº, P, P", &c. on doit nécef

fairement parvenir à deux termes confécu

Tome I I. H h



482 A p p r t r o w s.

}

tifs de fignes différens, & qu’alors tous les

termes fuivans feront auffi deux à deux de

différens fignes. Caron a, (art. précéd.),

Pº=A(pº-aq") (pº-bq"), P=A(p-aq)

(p-bq), &c. or de ce qu’on a démontré

dans le probleme II, il s’enfuit que les quan

tités pº—aq”, p—aq', p"—aq", &c. doi

vent être de fignes alternatifs, & aller tou

jours en diminuant; donc, 1°. fi b eſt une

quantité négative, les quantités pº—bq”,

p'—bq', &c. feront toutes pofitives; par

conféquent les nombres Pº, P, P" feront

tous de fignes alternatifs; 2°. fi b eſt une

quantité poſitive , comme les quantités

p"—a q' , p"—a q", &c. & à plus forte

raiſon les quantités #--, *——a , for

ment une fuite décroiffante à l’infini, on

arrivera néceffairement à une de ces der

III

nieres quantités, comme și-a, qui fera

<a–b, (abſtraĉtion faite du figne), &

#-a, -a,alors toutes les fuivantes, q”
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le feront auffi; de forte que toutes les quan

tités a-b+:—a , ---+:– &c.

feront néceffairement de même figne que

la quantité a–b; par conféquent les quan

tités }:–b , #-# , &c. & celles-ci, p"

–bq", p”—bq", &c. à l'infini, feront

toutes de même figne ; donc les nombres

P", P", &c. feront tous de fignes alter

natifs.

Suppofons donc en général que l'on foit

parvenu à des termes de fignes alternatifs

dans la férie P", P", P", &c. & que P*

foit le premier de ces termes, en forte que

tous les termes, P*, P***, P***, &c. à

l’infini, foient alternativement poſitifs &

négatifs, je dis qu’aucun de ces termes ne

pourra être plus grand que E. Car fi, par

exemple, P", P”, P*, &c. font tous de

fignes alternatifs, il eſt clair que lės pro

duits deux à deux, P" P*, P* P*, &c.

feront néceffairement tous négatifs ; mais

on a, (article précéd.) o̟ –P" P"= E,

H h ij
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Q – P" P =E, &c. donc les nombres :

pofitifs, – P" P", –P" P", feront tous

moindres que E, ou au moins pas plus grands

que E ; de forte que, comme les nombres

Pº, P", P", &c. font d’ailleurs tous en

tiers par leur nature, les nombres P", P",

&c. & en général les nombres P*, P*",

&c. (abſtraćtion faite de leurs fignes), ne

pourront jamais furpaffer le nombre E.

Il s’enfuit auffi de-là que les termes Q",

Q, &c. & en général Q", Q***, &c. ne

pourront jamais être plus grands que V.E.

D’où il eft facile de conclure que les

deux ſéries Pº, Pº", P***, &c. & Q***,

Q***, &c. quoique pouffées à l'infini, ne

pourront être compoſées que d’un certain

nombre de termes différens, ces termes ne

pouvant être pour la premiere que les nom

bres naturels juſqu’à E pris pofitivement

ou négativement, & pour la feconde, les

nombres naturels jufqu’à VE avec les frac

tions intermédiaires#, #, #, &c. pris auffi

pofitivement ou négativement; car il eft

viſible par les formules de l'article précé
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dent que les nombres Q", Q", Q", &c.

feront toujours entiers, lorſque B fera pair,

mais qu’ils contiendront chacun la fraćtion

#, lorſque B fera impair. -

Donc, en continuant les deux féries P",

P", P", &c. & Q", Q", Q", &c. il ar

rivera néceffairement qųe deux termes cor

refpondans, comme P* & Qº , revien

dront après un certain intervalle de ter

mes, dont le nombre pourra toujours être

fuppoſé pair; car, comme il faut que les

mêmes termes P* & Q, reviennent en

même temps une infinité de fois, à cauſe

que le nombre des termes différens dans

l’une & dans l'autre férie eſt limité, & par

conféquent auffi le nombre de leurs com

binaifons différentes, il eſt clair que fi ces

deux termes revenoient toujours après un

intervalle d’un nombre impair de termes,

;il n'y auroit qu’à confidérer leurs retours

alternativement, & alors les intervalles

feroient tous compoſés d’un nombre pair
de termes. •

- Hh iij
*
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On aura donc, en dénotant par 2 °, le

nombre des termes intermédiaires

P***=P*, & Q***t=Q*,

& alors tous les termes P*, P*, P*** &c.

Q" , Q***, Q***, & pº, u", p”, &c.

reviendront auffi au bout de chaque inter

valle de 2p termes. Car il eft facile de voir

par les formules données dans l’article pré

cédent pour la détermination des nombres

p', u", "", &c. Q", Q", Q", &c. &, P,

P", P", &c. que dès qu’on aura P****

=P*, & Q***=Q*, on aura auffi pº***

=pº, enſuite Q*****=Q*** & P*****

= P***; donc auffi u******= a***, & ainfi
de fuite. - - - f

Donc, fi II eſt un nombre quelconque

égal ou plus grand que 7 , & que m dé

note un nombre quelconque entier pofitif,

on aura en général

Prirani= Hn, Qn+"=Qn, pn+":=pºm;

de forte qu’en connoiffant les 7+2p pre

miers termes de chacune de ces trois fuites,

on connoitra auffi tous les fuivans, qui ne

Y *
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feront autre chofe que les 2 e derniers ter

mes répétés à l’infini dans le même ordre.

De tout cela il s'enfuit que pour trouver

la plus petite valeur de P=Ap'+Bpq+Cq',

il fuffit de pouffer les féries Pº, P, P",

&c. & Q, Q', Q", &c. juſqu'à ce que

deux termes correſpondans, comme P* &

Q" reparoiffent enſemble après un nombre

pair de termes intermédiaires, en forte que

l'on ait P***=P*, & Q***=Q*; alors

le plus petit terme de la férie Pº, P, P",

&c. P**** fera le minimum cherché.

C o R O L L A I R E I.

35. Si le plus petit terme de la férie Pº,

P", P", &c. P**** ne fe trouve pas avant

le terme P", alors ce terme reparoîtra une

infinité de fois dans la même fuite prolon

gée à l'infini; ainfi il y aura alors une infi

nité de valeurs de p & de q qui répondront

au minimum, & qu’on pourra trouver tou

tes par les formules de l’art. 25, en con

tinuant la férie des nombres u', u", "", &c.

au-delà du terme "*** par la répétition des

H h iv
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mêmes termes u***, g***, &c. comme on
|- 3 3 -

l'a dit plus haut.

On peut auffi dans ce cas avoir des for

mules générales qui repréfentent toutes les

valeurs de p & de q dont il s'agit ; mais le

détail de la méthode qu’il faut employer

pour y parvenir, nous meneroit trop loin ;

quant à préfent, nous nous contenterons

de renvoyer pour cet objet aux Mémoires

de Berlin déjà cités, an. 1768, pag i 23.

& fuiv. où l’on trouvera une théorie gé
|

nérale & nouvelle des fraćtions continues

périodiques.

C o R o L L A 1 R E I I.

36. Nous avons démontré dans l’art. 34,

qu’en continuant la férie P", P", P" &c.

on doit trouver des termes confécutifs de

fignes différens. Suppofons donc, par ex.

que P" & P" foient les deux premiers ter

mes de cette qualité, on aura néceffaire

ment les deux quantités p"—bq" & p"

–bq” de mêmes fignes, à caufe que les

quantités p"—aq" & p"—aq" font de leur
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nature de différens fignes. Or en mettant

dans les quantités p”—bq”, p”—bq", &c.

les valeurs de p, p“, &c. q, q”, &c. (art.

25 ), OÍl allTal

p” —bq' =>"(p”—bq")+p"–bq"

p”—bq"=" (p —bq )+p” —bq" &c.

D'où, à cauſe que u", u, &c. font des

nombres pofitifs, il est clair que toutes les

quantités p”—bq", p”—bq", &c. à l'infini,

feront de mêmes fignes que les quantités

p"—bq" & p”—bq"; par conféquent tous

les termes P", P", P*, &c. à l'infini,

auront alternativement les fignes plus &

772C) I 72J » . -

Maintenant on aura par les équations

précédentes . -

„“ = P=47 –?":=#1
"–b q” p"—bq"

I i t.

Y = -ég" | P"-bq" -

fM.

P

F=#F TH=#F

P"-"9", P-47 z.p”—b q” p”—by" 3 &c.

III

V I

ALL -

p"-by" p”-bq"

p”—bq”
où les quantités

feront toutes pofitives.



49o A p p r r r o w s.

Donc, puiſque les nombres ø", "", "",

&c. doivent être tous entiers pofitifs, (hyp.)

la quantité#=: devra être pofitive

— . , p”—bq”
& >1, de même que les quantités" 7

p"—bq" 2 • /
"-bq"

p"—bq" ” &c. donc les quantités p-bq ?

H:=:, &c. feront pofitives & moindres
p”– bq -

que l’unité; de forte que les nombres p”,

P”, &c. ne pourront être que les nombres

entiers, qui font immédiatement moindres

p"–bq” p"- bq"
que les valeurs de P=F, º F=FF"

&c. quant au nombre u", il fera auffi égal

au nombre entier, qui eft immédiatement

moindre que la valeur de p :: , toutes

- - 1 I I -

#:#;
les fois qu’on aura"—: < 1. Ainſi

q p"–bq"

OÍl dUlfa b

Iv p –b q” -
fi p"— q"

A. IV IV 1 IV Iv I

<# : 2 P —bq <I ,

v
p"— q” -

Az < ——74

P T: }

fa" < p - : ? &c.

p”—bą
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le figne < placé après les nombresa", "",

tº, &c. dénotant, comme plus haut, les

nombres entiers qui font immédiatement

au-deſſous des quantités qui fuivent ce

même figne.

Or il eſt facile de transformer, par des

rédućtions femblables à celles de l’art. 33

les quantités :=: ":=: , &c. en

4 p"—o q” p —p q

9:24, 9"=:vé se de

3

celles-ci,
p" APv

lus la condition de "=": < 1 peut fe
p - |- #:-49: p W I I

réduire à celle-ci =::= < :—": ;P V p"—a q" 2

III III .

laquelle, à caufe de:=:E D I , aura

furement lieu lorſqu’on aura=: - Oll

< I ; donc on aura - -

/** <&#4 , fi=: =ou <1 ·

A = 8:=:vÉ, -

fa" < g"#v= 3 &c.

/**
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|

En combinant ces formules avec celles

de l'art. 33 , qui renferment la loi des féries

P“, P", P", &c. & Q, Q", Q", &c. on

verra aiſément que fi on ſuppofe donnés

deux termes correſpondans de ces deux

féries, dont le numéro foit plus grand que 3,

on pourra remonter aux termes précédens

juſqu'à P" & Q, & même juſqu’aux ter

mes P" & Q", fi la condition de =:

= OUl <1 a lieu ; en forte que tous ces

termes feront abſolument déterminés par

ceux qu’on a fuppofé donnés.

En effet connoiffant, par exemple, P"

& Q", on connoîtra d'abord P par l’équa

tion Ö–PP"=; E ; enfuite ayant Q"

& Pº, on trouvera la valeur de pº, à l'aide

de laquelle on trouvera enfuite la valeur

de Q par l'équation Q"="P"-+-Q'; or

l'équation Ộ–P"P =; E donnera P";

ADtv

= ou < 1 , on trouvera u", après quoi

& fi on fait d’avance que doit être
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on aura Q" par l'équation Q"="P"+Q",

& enfuite P" par celle-ci, Ö–P"Pº

- =#E. * -

De-là il eft facile de tirer cette conclu

fion générale, que fi P & P**" font les

premiers termes de la férie P", P", P",

&c. qui fe trouvent confécutivement de

différens fignes, le terme P*** & les fuivans

reviendront toujours après un certain nom

bre de termes intermédiaires, & qu’il en

A 3 + P^

fera de même du terme P*, fi l’on a HIT:

= Ou < I.

Car imaginons, comme dans l’art. 34,

que l’on ait trouvé P***=P*, & Q****

=Q*, & fuppofons que a foit > », c’eſt

à-dire z=x+"; donc on pourra d’un côté

remonter du terme P* au terme Pº" ou P,

& de l’autre, du terme P***t au terme

P****** ou P**** ; & comme les termes d’où

l’on part, de part & d'autre font égaux,

tous les dérivés feront auffi reſpećtivement

égaux; de forte qu’on aura P*****=P*",
}Dx -

+ }
A – ALVA - -

ou même P***= Pº, fiÉ== ou <1.
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*

Par-là on pourra donc juger d’avance

du commencement des périodes dans la

férie Pº, P", P", P", &c. & par confé

quent austi dans les deux autres féries, Qº,

Q', Q", Q", &c. & u, u', u", "", &c. mais

quant à la longueur des périodes, cela dé

pend de la nature du nombre E, & même

uniquement de la valeur de ce nombre,

comme je pourrois le démontrer, fi je ne

craignois que ce détail ne me menât trop

loin.

C o R O L L A I R E I I I.

37. Ce qu’on vient de démontrer dans

le corol. préc. peut fervir encore à prouver

ce beau théoreme: Que toute équation de

la forme p —Kq =1 , où K e/º un nom

bre entier poſitif non carré, & p & q deux

indéterminées, ef toujours réſoluble en nom

bres entiers.

Car, en comparant la formule p– Kq”

avec la formule générale Ap'+Bpq+Cq',

on a A=1, B=o, C=— K ; donc E

=B –44 c=4K, &# VE = v(x,
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(art. 33). Donc Pº=1 , Qº=o; donc u

</K, Q=a, & P=a– K, d'où

l'on voit 1°. que P" eſt négatif, & par

conféquent de figne différent de Pº; 2°. que

– P eſt = ou > 1 , parce que K & 1

font des nombres entiers; de forte qu’on
RAJO

aura==ou <1 ; donc on aura, (art.

préc.) x=o, & P*=Pº=1 ; de forte

qu’en continuant la férie Pº, P, P", &c.

le terme Pº=1 reviendra néceffairement

après un certain intervalle de termes; par

conſéquent on pourra toujours trouver une

infinité de valeurs de p & de q qui rendent

la formule p — Kq égale à l’unité.

C o R o L L A I R E I V.

38. On peut auffi démontrer cet autre

théoreme: Que fi l'équation p’–Kq'=+H

eft réſoluble en nombres entiers, en fuppofant

K un nombre poſitif non-carré, & H un nom

bre poſitif& moindre que VK, les nombres

p & q doivent être tels que :foit une des fac

tions principales convergentes vers la valeur

de VK. - *
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Suppofons que le figne fupérieur doive

avoir lieu, en forte que p – Kq”= H ;

donc on aura # ? K==#x & ;

–VAC= == ; qu’on cherche

q (; + v/K)

deux nombres entiers pofitifs, r&f, moin

dres que p & q, & tels que pf-qr=1,

ce qui eft toujours poffible, comme on l’a

démontré dans l'art. 23, & l'on aura ; —#

=# ; donc retranchant cette é uation de

la précédente, il viendra#— AĆ

=FGHIJK5-##

de forte qu’on aura

H

p—qv/K= q(;+ v/ K)

I /H

--/V&=(HỊ:#Vz5-)
Or comme; >VK & H<v/K, il est

H

E_L V K fera < : ; donc p—q

;+V
H

VK fera <.# ; doncF#x5 fera à

4

clair que

plus
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plus forte raifon <;, puiſque f< q ; de

forte que r—fV K fera une quantité né

gative, laquelle, prife poſitivement , fera

> : * fe d __JA > :

2 q ? q(#.+ K) 2

Ainfi on aura les deux quantitésp-gv/K

& r—/VK, ou bien, en faifanta=VK,

p—aq& r—af, lefquelles feront aſſujetties

aux mêmes conditions que nous avons fup

poſées dans l'art. 24, & d’où l’on tirera

des concluſions femblables; donc &c. (art.

26), fi l’on avoit p–Kq=–H , alors

il faudroit chercher les nombres r & f, tels

que pf—qr=—1, & l’on auroit ces deux

équations

H .*

gv/K-p= q (v K+;)

r- 1 /* -

/V#--#(RVÉH —1).

Comme H<v/K & f<q, il eſt clair que

fH

g(v/K+;) -

quantité fVK—r fera négative; or je dis

Tome II, I i

fera < 1; de forte que la
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que cette quantité, priſe pofitivement, fera

plus grande que q y/K—p ; pour cela il

fH

q(v/KH5)

|- H(1+4

JOZKIEJ" bien que I>:

favoir v/K+;> H+4:, mais H<VĂ,

(hyp.); donc il ſuffit de prouver que ;

>"#, ou bien que p>/VK, c’eſt ce

qui eſt évident, à caufe que la quantité

fy/A — r étant négative, il faut que r

> /v/K, & à plus forte raiſonp>/VK,

puiſque p> r. |

Ainſi les deux quantités, p-gv/K &

r–fv/K, feront de différens fignes, &

la feconde fera plus grande que la pre

miere, (abſtrastion faite des fignes), com

me dans le cas précédent; donc, &c.

/ - f

} O ÍT -

faut démontrer que ; (1

Donc, lorſqu’on aura à réfoudre en nom

bres entiers une équation de la forme pº

–Kq*=+ H, ou H<v/K, il n'y aura

qu’à fuivre les mêmes procédés de l’art. 33,

en faifant A=1, B=o & C=—K ; &
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fi dans la férie Pº, P, P", P" &c. P****,

on rencontre un terme =+ H, on aura

la réfolution cherchée, finon on fera affuré

que l'équation propoſée n'admet abſolu

ment aucune folution en nombres entiers.

R E M A R Q U E.

39. Nous n'avons confidéré dans l'art. 33

qu’une des racines de l'équation Ax+B*

+C=o, que nous avons ſuppoſé pofitive;

fi cette équation a fes deux racines pofi

tives, il faudra les prendre ſucceſſivement

pour a, & faire la même opération fur

l'une que fur l’autre ; mais fi l’une des deux

racines ou toutes deux étoient négatives,

alors on les changeroit d'aborden poſitives,

en changeant ſeulement le figne de B, &

on opéreroit comme ci-deflus; mais en

fuite il faudroit prendre les valeurs de p &

de q avec des fignes différens, c’eſt-à-dire

l’une poſitivement & l’autre négativement,

(art. 29). . . . -

Donc en général on donnera à la valeur

de B, le figne ambigu +, de même qu’à

Ii ij
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v/E, c'est-à-dire qu'on fera Q =+; B,

& qu’on mettra + à la place deVE, &

il faudra prendre ces fignes, en forte que

la racine . . . . . · · · · · · · -

a F####VE
A , !

foit pofitive, ce qui pourra toujours fe faire

de deux manieres différentes; le figne fu

périeur de B indiquera une racine pofitive,

auquel casil faudra prendre p & q tous deux

de mêmes fignes; au contraire le figne in

férieur de B indiquera une racine négative,

auquelcas les valeurs de p & q devront être

priſes de fignes différens. |

. . . . . E x E M P L E.

4o. On demande quels nombres entiers il.

faudroit prendre pour p & q , afin que la

quantité :

9 p –118pq+378 q

devint la plus petite qu'il est poſſible.

-- Comparant cette quantité avec la for

mule générale du probleme III, on aurà

A=9, B=–1 18, C=378, donc B”

–4AC=3 16; d’où l’on voit que ce cas

|
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fe rapporte à celui de l'art. 33. On fera

donc E=316 & #VE=V79, où l’on

remarquera d'abord que V79>8 & <9;

de forte que dans les formules dont il ne

s'agira que d'avoir la valeur entiere appro

chée, on pourra prendre fur le champ à

la place du radical V79 le nombre 8 ou 9,

fuivant que ce radical fe trouvera ajouté

ou retranché des autres nombres de la

même formule. -

Maintenant on donnera tant à B qu’à

VE le figne ambigu +1, & on prendra

enfuite ces fignes tels que

| a=tiº:V79

9

foit une quantité pofitive, (art. 39); d’où

l'on voit qu'il faut toujours prendre le figne

ſupérieur pour le nombre 59, & que pour

le radical v/79 on peut prendre également

le ſupérieur & l'inférieur. Ainfi on fera tou

jours Q”=—; B, & VE pourra être pris

fucceffivement en plus & en moins. /

Soit donc Iº. :VE=V79 avec le figne

pofitif, on fera, (art. 33), le calcul ſuivant:

/* Ii iij

*
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*

Je m’arrête ici, parce que je vois que

Q"=Q, & P"=P, & que la diffé

rence entre les deux numéros 1 & 7 eft

paire ; d’où il s’enfuit que tous les termes

cédens; ainfi on aura Q”=4, Q"=–3,

Q”=7, &c. P"=–7, P"=ro, &c.

de forte qu’on pourra, fi l’on veut, con

tinuer les féries ci-deffus à l’infini, en ne

faifant que répéter les mêmes termes.

2°. Prenons maintenant le radical v/79

avec un figne négatif, & le calcul fera com

me il fuit:

fuivans feront auffi les mêmes que les pré-*

I i iv
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car en continuant les féries on ne retrou

veroit plus que les mêmes termes qu’on a

déjà trouvés. *

Or fi on confidere les valeurs des termes

Pº, P", P", P", &c. trouvées dans les

deux cas, on verra que le plus petit de ces

termes eft égal à– 3 ; dans le premier cas

c’eſt le terme P" auquel répondent les va

leurs p" & q"; & dans le fecond cas, c’eſt

le terme P" auquel répondent les valeurs

p" & q”.

D’où il s’enfuit que la plus petite valeur

que puiffe recevoir la quantité propofée

eft –3 ; & pour avoir les valeurs de p & q

qui y répondent, on prendra dans le pre

mier cas les nombres u, u', px", favoir 7,

1 & 1, & l’on en formera les fraćtions prin

cipales convergentes#, #, #; la troiſieme

frastion fera donc# , en forte que l’on

aura p"=1 ; & q"= 2 ; c’eſt-à-dire que

les valeurs cherchées feront p=1 ; & q

=2. Dans le fecond cas on prendra les

nombres ", "", "", "", favoir 5, I, I, 3,
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lefquels donneront ces frastions#, #, #,

#; de forte qu’on aura pº=39 & q”=7;

donc p=39 & q=7.

Les valeurs qu’on vient de trouver pour

p & q dans le cas du minimum, font auffi

les plus petites qu’il eft poffible; mais on

pourra, fi l’on veut, en trouver fucceffi

vement d'autres plus grandes ; car il eft

clair que lė même terme –3 reviendra

toujours au bout de chaque intervalle de

fix termes; de forte que dans le premier

ÇaS OIl dura P"=–3 , P*=–3, P"

=–3, &c. & dans le fecond, P"=—3,

P*=–3, P"=–3 , &c. Donc dans

le premier cas on aura pour les valeurs fa

tisfaifantes de p & q celles-ci, p", q",

p”, q”, p”, q”, &c. & dans le fecond cas

celles-ci, p”, q”, p”, q”, p”, q”, &c. Or

les valeurs de u, u', "", &c. font dans le

premier cas 7, I, I, 5, 3, 2 » I » I, I, 5,

3, 2, 1, 1, 1, 5, 3, &c. à l'infini, parce

que "=" & P."=", &c. ainfi il n’y

aura qu’à former par la méthode de l'art.

2o les fractions

*
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7 » I » I 3 5 3 3 3 2 » I » I » I » 5 •

7 8 , 15 , 83 264 , 611 , 875 , 1486 246: 13291

i 3 1 3 2 3 1 1 3 35 3 81 º 116 3 197 3 313 3 1762 3

&c.

& on pourra prendre pour p les numéra

teurs de la troifieme, de la neuvieme, &c.

& pour q les dénominateurs correſpondans;

on aura donc p=1 5, q= 2, ou p=2361 »

q=313 ou , &c.

Dans le fecond cas les valeurs de Az', u",

""> &c. feront 5 , 1, 1, 3 , 5 , 1, 1, 1, 2,

3, 5 , I, I, I, 2, &c. parce que "=",

A*=A”, &c. On formera donc ces frac

tions-ci,

5 » I » I 3 3 3 5 » I » I » I » 2 » 3 »

3 6 11 , 39 2o6 245 451 696 1843 622;

ī > 1 2 2 2 7 3 373 44 ? SI > II; 3 33ī 3 īīīE »

5.

31968

:, &c.

& les fraćtions quatrieme, dixieme, &c.

donneront les valeurs de p & q, leſquelles

feront donc p=39 , q=7, ou p=62 25,

q=1 i 18, &c. -

De cette maniere on pourra donc trou

ver par ordre toutes les valenrs de p & q,
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qui rendront la formule propoſée =–3,

valeur qui eſt la plus petite qu’elle puiffe

recevoir. On pourroit même avoir une

formule générale qui renfermât toutes ces

valeurs de p & de q ; on la trouvera, fi

l'on en eſt curieux, par la méthode que nous

avons expoſée ailleurs , & dont nous avons

parlé plus haut, (art. 35).

Nous venons de trouver que le mini

mum de la quantité propoſée eſt – 3 , &

par conféquent négatif; or on pourroitpro

pofer de trouver la plus petite valeur po

fitive que la même quantité puiffe recevoir,

alors il n'y auroit qu'à examiner les féries

Pº, Pº, P", P", &c. dans les deux cas,

& on verroit que le plus petit terme po

fitif eft 5 dans les deux cas ; & comme

dans le premier cas c’eſt P*, & dans le

fecond P" qui eft = 5, les valeurs de p

& de q, qui donneront la plus petite valeur

poſitive de la quantité propoſée, feront

p”, q”, ou p, q, ou &c. dans le premier

cas, & p", q", ou p”, q” &c. dans le fe

cond; de forte que l’on aura par les frac
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tions ci-destusp=83, q=II, ou p=13291,

q=1762 &c. ou p=II, q=2, p=1843,

q=331 &c. - -

Au refte on ne doit pas oublier de re

marquer que les nombres ", "", "", &c.

trouvés dans les deux cas ci-deffus, ne font

autre chofe que les termes des fraćtions con

tinues, qui repréſentent les deux racines de

l’équation
|- .

9**—1 182+378=o.

De forte que ces racines feront

I

7+7 u 1

**i+#4 : |

5 3 + , &c.

5+; I - -

i +; i+! -

3 5 +, &c.

exprefions qu’on pourra continuer à l'in

fini par la fimple répétition des mêmes

nombres. - - |- -

Ainfi on voit par-là comment on doit

s'y prendre pour réduire en fra&tions con

tinues les racines de toute équation du fe

cond degré.
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* , S c o L I E.

41. M. Euler a donné dans le tome XI

des nouveaux Commentaires de Péterf.

bourg une méthode analogue à la précé

dente, quoique déduite de principes un peu

différens, pour réduire en fra&tion continue

la racine d’un nombre quelconque entier

non-carré, & il y a joint une table où les .

fraćtions continues font calculées pour tous

les nombres naturels non-carrés juſqu'à 12o.

Comme cette table peut être utile en dif.

férentes occafions, & fur-tout pour la fo

lution des problemes indéterminés du fe

cond degré, comme on le verra plus bas,

(§. VII.), nous croyons faire plaifir à nos

Le&eurs de la leur préfenter ici ; on re

marquera qu’à chaque nombre radical il

répond deux fuites de nombres entiers; la

fupérieure eſt celle des nombres Pº, –P,

P“, –P", &c. & l'inférieure eſt celle

des nombres " " ""» "", &c. --. . .
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Io I To TT ſo 1 Io &c."

1 Io 1 Io 1 Io 1 &c.

I 1 1 1 &c.

12 12 12 12 &c.

2 I 2 1 2 1 &c.

6 12 16 12 6 12 &c.

3 1 3 I 3 1 &c.

4 12 4 12 4 12 &c.

4-1 4 1 4 1 &c.

3 12 3 12 3 12 &c.

5 5 I 5 5 I &c.

2 2 12.2 2 12 &c.

6 - 1 6 1 6 1 &c.

2 12 2 12 2 12 &c.
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- Ainfi on aura, par exemple,
- I

V2=I+ 7 -- I

***+, &c.
I

V/3= 1+ 7 LI

* **=+, &c.

& ainfi des autres.

Et fi on forme les fraćtions convergentes

Ė, E 2 #:, #:, &c. d’après chacune de

q” q' q” ?

ces fra&tions continues on aura

(pº) – 2 (q°)'=1 , p — 2 q”=-1 ,

þ–2}=1 , &c.

& de même,

(pº) –3 (4°)'=1, pº-3 q=-2,
1 I

þ–3} =1 , &c. &c.
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PARAGR A P H E I I I.

Sur la réſolution des Equations du premier

degré à deux inconnues en nombres entiers.
|

Addition pour le Chapitre I.

42• Lossovos a à réfoudre une équa

tion de cette forme

ax—by=c, -

où a, b, c font des nombres entiers donnés

pofitifs ou négatifs, & où les deux incon

nues x & y doivent être auffi des nombres

entiers, il fuffit de connoître une feule fo

lution, pour pouvoir en déduire facilement

toutes les autres folutions poſſibles.

En effet, fuppofons que l’on fache que

ces valeurs, x=2 & y=3, fatisfont à

l’équation propoſée, a & É étant des nom

bres entiers quelconques, on aura donc

a2–b 8=c, & par conféquent ax–by

=az–bê, ou bien a (x-z)—b (y–3)

=o; d’où l’on tire
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Qu’on réduiſe la frastion : à fes moin

dres termes, & ſuppofant qu’elle fe change

par-là en celle-ci, :, où b' & a' feront

premiers entr'eux, il eft vifible que l'équa

*=:=: ne fauroit fubfifter, dans
y— 8 a“

la fuppofition que x–2 & y– º foient

des nombres entiers, à moins que l’on ait

x–z=m b', & y—É=ma', m étant

un nómbre quelconque entier; de forte que

l'on aura en général x=a + mb', & y=8

+-ma', m étant un nombre entier indé

terminé.

tion

Comme on peut prendre m poſitif ou

négatif à volonté, il eſt facile de voir qu’on

pourra toujours déterminer ce nombre m,

en forte que la valeur de x ne foit pas plus
II •

grande que #, ou que celle de y ne foit

pas plus grande que :, (abſtra&tion faite

des fignes de ces quantités); d’où il s’enfuit

que fi l'équation propoſée, ax-by=c,
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eft réfoluble en nombres entiers, & qu’on

y fubstitue fucceſſivement à la place de x

tous les nombres entiers tant poſitifs que

négatifs, renfermés entre ces deux limites

b" – b" - A e

– & –, on en trouvera néceffairement

2 " ' 2., : „ , - -

un qui fatisfera à cette équation; & on trou

vera de même une valeur fatisfaifante de y

parmi les nombres entiers pofitifs ou né

gatifs, contenus entre les limites: & –: �

Ainfi on pourra par ce moyen trouver

une premiere folution de la propoſée, après

quoi on aura toutes les autres par les for

mules ci-deſſus. - ; ,

43. Mais fi on ne veut pas employer la

méthode de tâtonnement que nous venons

de propofer, & qui feroit fouvent très-la

borieuſe, on pourra faire ufage de celle

qui eftexpoſée dans le chap. 1 du traité

précédent, & qui eſt très-fimple & très-di

rećłe , ou bien on pourra s'y prendre de .

la maniere ſuivante. . . . . .

On remarquera 1°, que fi les nombres

|- K k iv
|
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a & b ne font pas premiers entr'eux, l'équa

tion ne pourra fubfifter en nombres entiers,

à moins que le nombre donné c ne foit di

vifible par la plus grande commune me

fure de a & b. De forte qu’en füppofant

la diviſion faite lorſqu’elle a lieu, & dé

fignant les quotiens par a', b, c, on aura

à réfoudre l'équation
***

d'x—by=c',

où a & b feront premiers entr'eux. . .

. . .2°. Que fi l’on peut trouver des valeurs

de p & de q qui fatisfaffent à l'équation

-- , , , , ' a'p-h q=+l, -?

on pourra réfoudre l'équation précédente;

caritest viſible qu’en multipliant cesvaleurs

par + c", on aura des valeurs qui fåtisferont

à l'équation a x–by=c; c'eſt-à-dire qu'on

dUlfel x=+pc & y=+qc. * 2 : - - -

v. Or Téquation ap—b'q=+1 est toujours

réfoluble en nombres entiers, comme nous

l'avons démontré dans l'art. 23 ; & pour

trouver les plus petites valeurs de p & de q

qui y peuvent fatisfaire, il n'y aura qu’à
-- - -

- -----*===
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. . . . b 4 |

convertir la fraćtion : en fraćtion continue

par la méthode de l’art. 4, & en déduire

enfuite la férie des fraćtions principales con

|- - - e b"

vergentes vers la même fraćtion : par les
- - (l

formules de l’art. I o ; la derniere de ces

|- • }

fra&tions fera la fraćtion même : , & fi on
C2

défigne l'avant-derniere par;, on aura par

la loi de ces fraćtions, (art. I 2), ap-bq

=+1 , le figne fupérieur étant pour le cas

où le quantieme de la frastion; eſt pair,

& l’inférieur pour celui où ce quantieme

eft pair. -

Ces valeurs de p & de q étant ainfi con

nües, on aura donc d’abord x=+pc &

y=+ gc', & prenant enfuire ces valeurs

pour a & 8, on aura en général (art. 42),

:: - x=+pc'-|-mb", y=+qc'+-ma',

exprestions qui renfermeront néceffaire

ment toutes les folutions poffibles en nom

bres entiers de l’équation propoſée.

Au reſte, pour ne laiffer aucun embarras

*
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dans la pratique de cette méthode, nous

remarquerons que quoique les nombres a

& b puiffent être pofitifs ou négatifs, on

peut néanmoins les prendre toujours pofi

tivement, pourvu qu’on donne des fignes

contraires à x, fi a eſt négatif, & à y, fi

b eſt négatif.

E x E M P L E.

44. Pour donner un exemple de la mé

thode précédente , nous prendrons celui

de l’art. 14 du chap. I du traité précéd.

où il s’agit de réfoudre l’équation 39p=56q

-|-1 I ; changeant p en x & q en y, on aura

donc •

39 x— 56y=1 1. -

Ainfi on fera a= 39, b=56 & c=1 1 ;

& comme 56 & 39 font déjà premiers entre

eux, on aura a'=39, b'= 56, c'=1 1.

On réduira donc en fraćtion continue la

frastion *=# & pour cela on fera,
a T 39 º -

(comme on l'a déjà pratiqué dans l’art. 2o),

le calcul ſuivant,

-----–4
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3956

39

17

I |

39||2

|34

:I 5

T2

4

I

*

3

5
2

2

2.

o. -

Enfuite, à l'aide des quotiens 1, 2, 3,

&c, on formera les fraćtions

I » 2 3 3 3 2 » 2 •

I 3 I O 23. 36

I 3 3 3 772 IG 3 55 »

& la pénultieme fraćtion : fera celle que

2

nous avons défignée en général par #; de

forte qu’on aura p=23, q=16; & comme

cette fraćtion eſt la quatrieme, & par con

féquent d’un quantieme pair, il faudra

prendre le figne fupérieur ; ainfi l’on aura

en général - -

x= 23. I 1+56m, & y=16.1 1+39m,

m pouvant être un nombre quelconque en

tier pofitif ou négatif. -
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R E M A R Q U E.

45. On doit la premiere folution de ce

prôbleme à M. Bachet de Meziriac, qui

l’a donnée dans la feconde édition de fes

Récréations mathématiques, intitulées Pro

blemes plaiſans & délestables, &c. La pre

miere édition de cet Ouvrage a paru en

1612, mais la folution dont il s’agit, n’y

eft qu’annoncée, & ce n’eſt que dans l’édi

tion de 1624 qu’on la trouve complette.

La méthode de M. Bachet eft très - direćłe

& très-ingénieufe, & ne laiffe rien à dé

firer du côté de l’élégance & de la géné

ralité. -

Nous faififfons avec plaifir cette occa

fion de rendre à ce favant Auteur la juſtice

qui lui eft due fur ce fujet, parce que nous

avons remarqué que les Géometres qui ont

traité le même probleme après lui, n’ont

jamais fait aucune mention de fon travail.

Voici en peu de mots à quoi fe réduit

la méthode de M. Bachet. Après avoir fait

voir comment la folution des équations de

i
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la forme ax—by=c, (a & b étant pre

miers entr'eux ), fe réduit à celle de ax

—by=+1, il s’attache à réfoudre cette

derniere équation, & pour cela il prefcrit

de faire entre les nombres a & b la même

opération que fi on vouloit chercher leur

plus grand commun diviſeur, (c’eſt auffi

la même que nous avons pratiquée ci-de

vant); enfuite nommant c, d, e, f, &c.

les reftes provenant des différentes divi

fions, & fuppofant, par exemple, que f

foit le dernier reſte qui fera néceffairement

égal à l’unité, (à caufe que a & b font

premiers entr'eux, hyp.), il fait, lorſque

le nombre des reftes eſt pair, comme dans

Ce CaS, - }

e+1 =“, ::=4, *#*=?, *#=3,

É a + 1

=d ;

ces derniers nombres 8 & » feront les plus

petites valeurs de x & y.

Si le nombre des reftes étoit impair,

comme fi gétoit le dernier refte =1, alors

il faudroit faire

f+1={, ###=”, ::=?, &c.
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Il eſt facile de voir que cette méthode

revient au même dans le fond que celle du

chapitre premier; mais elle en eft moins

commode, parce qu’elle demande des di

vifions; au refte, les Géometres qui font

curieux de ces matieres , verront avec

plaifir dans l’Ouvrage de M. Bachet les

artifices qu’il a employés pour parvenir à

la regle précédente, & pour en déduire la

folution complette des équations de laforme

ax—by=c. |- .

-«,

*
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4

PARAGRAPHE IV.

Méthode générale pour réfoudre en nombres

entiers les Equations à deux inconnues,

dont l’une ne paljė pas le premier degré.

Addition pour le Chapitre III.

46.S o IT propoſée l’équation générale,

a-+bx+cy+dx+exy+fx+gxy+hx“

+kxy+ &c. =o, dans laquelle les coef

ficiens a, b, c &c. foient des nombres en

tiers donnés, & où x & y foient deux nom

bres indéterminés, qui doivent auffi être

entiers.

Tirant la valeur de y de cette équation,

OÍl dUlfa. |

„_ a+b.x+dx+fx+hx“+, &c.
y=- c+ex+gx*-+-kx + , &c.

ainfi la queſtion fera réduite à trouver un

nombre entier qui, étant pris pour x, rende

le numérateur de cette fraćtion divifible

par fon dénominateur.

*
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W

Soit fuppoſé - -

p=a+bx+dx+fx+hx"+, &c.

q=c+ex+gx+kx’+, &c.

& qu’on retranche x de ces deux équations

par les regles ordinaires de l'Algebre, on

aura une équation finale de cette forme,

A+Bp+Cq.+Dp --Epq+Fq.+Gp + &c.

— O 3 *

où les coefficiens A, B, C &c. feront des

fonćtions rationnelles & entieres des nom

bres a, b, c, &c. -

Maintenant, puiſque y=–#, on aura

auffi p=—qy; de forte qu’en ſubſtituant

cette valeur de p, il viendra

A—Byq-+ C q+ Dy^q – Epq y +F?”

+ &c. =o, -

où l’on voit que tous les termes font mul

tipliés par q, à l’exception du premier ter

me A ; donc il faudra que le nombre A

foit diviſible par le nombre q, autrement

il feroit impoflible que les nombres H & y

puffent être entiers à la fois.

On cherchera donc tous les diviſeurs du

nombre entier connu A, & on prendra

fucceſſivement

*
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fucceſſivement chacun de ces diviſeurs

pour q ; on aura par chacune de ces fup

poſitions une équation déterminée en x,

dont on cherchera, par les méthodes con

nues, les racines rationnelles & entieres,

s'il y eń a; on ſubſtituera enfuite ces ra

cines à la place de x, & on verra fi les

valeurs réſultantes de p & de q feront telles

que ; foit un nombre entier. On fera sûr

de trouver par ce moyen toutes les valeurs

entieres de x , qui peuvent donner auffi

des valeurs entieres pour y dans l’équation

propoſée.

De-là on voit que le nombre des folu

tions en entiers de ces fortes d’équations

eft toujours néceffairement limité; mais il

y a un cas qui doit être excepté, & qui

échappe à la méthode précédente.

47. Ce cas eſt celui où les coefficiens

e, g, k, &c. font nuls, en forte que l’on

ait fimplement

y= a+bx+dx +fx+hx“+ &c. .

-* C »

or voici comment il faudra s'y prendre

Tome I I. L l
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pour trouver toutes les valeurs de x qui

pourront rendre la quantité

a+b.x+dx +fx+hx“-+-, &c.

diviſible par le nombre donné c : je fup

pofe d’abord qu’on ait trouvé un nombre

entier n qui fatisfaffe à cette condition, il

eft facile de voir que tout nombre de la

forme n + u c y fatisfera auffi, a étant un

nombre quelconque entier; de plus fi n eft

> ; , (abſtraćtion faite des fignes de n &

de c), on pourra toujours déterminer le

nombre u & le figne qui le précede, en

forte que le nombre n+uc devienne <;;

& il eſt aifé de voir que cela ne fauroit

fe faire que d’une feule maniere, les valeurs

de n & de c étant données ; donc fi on dé

figne par nº cette valeur de n+1, c, laquelle

eft < #, & qui fatisfait à la condition dont

il s’agit, on aura en général n=n'+" c,

Az étant un nombre quelconque.

D’où je conclus que fi on ſubſtitue fuc

ceffivement, dans la formule a+bx+dx"

+fx++, &c. à la place de x tous les nom

bres entiers poſitifs ou négatifs qui ne paffent
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pas #, & qu’on dénote par n', n", n" &c.

ceux de ces nombres qui rendront la quan

tité a+bx+dx + &c. diviſible par c,

tous les autres nombres qui pourront faire

le même effet, feront néceffairement ren

fermés dans ces formules -

n'+u'c, n" + "c, n"+p" c, &c.

p", "", "", &c. étant des nombres quel

conques entiers.

On pourroit faire ici différentes remar

ques pour faciliter la recherche des nombres

n', n", n", &c. mais nous ne croyons pas

devoir nous arrêter davantage fur ce fujet,

d'autant que nous avons déjà eu occafion

de le traiter dans un Mémoire imprimé

parmi ceux de l’Académie de Berlin pour

l’année 1768, & qui a pour titre nouvelle

Méthode pour réſoudre les Problemes indé

terminés. -

48. Je dirai cependant encore un mot

de la maniere de déterminer deux nombres

æ & y, en forte que la fraćtion

ay"+hy"-"x+dy***x+fy"-3x + &c.

C -

L l ij
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devienne un nombre entier ; c’eſt une re

cherche qui nous fera fort utile dans la

fuite.

Je ſuppofe que y & x doivent être pre

miers entr'eux, & que de plus y doive être

premier à c, je dis qu’on pourra toujours

faire x=ny—c{, n & H étant des nombres

indéterminés; car en regardant x, y & c

comme des nombres donnés, on aura une

équation qui fera toujours réfoluble en en

tiers par la méthode du S. III, à cauſe que

y & c n’ont d’autre commune meſure que

l’unité, par l'hypothefe. Or fi on ſubſtitue

cette exprefion de x dans la quantité ay"

+-by"-* x +dy"-*x+ &c. elle deviendra

(a+b n-+-dn'+fn + &c.)y"

– (b+ 2 dn+3fn + &c.)cy"-* {

+(d+-3fn+ &c.) cy"-* {

—, &c. - · -

& il eſt clair que cette quantité ne fauroit

être diviſible par c, à moins que le premier

terme

(a+bn-+-dn'+fn’+ &c.)y"

ne le foit, puiſque tous leszautres termes
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font des multiples de c. Donc, commec&y

font fuppoſés premiers entr'eux, il faudra

que la quantité - . .

a+bn-+-dn'+fn'+, &c. - -

foit elle-même divifible par c ; ainfi il n'y

aura qu’à chercher par la méthode de l’art.

préc. toutes les valeurs de n qui pourront

fatisfaire à cette condition, & alors on aura

en général *

x=ny—az, -

5 étant un nombre quelconque entier.

Il eſt bon d’obſerver que quoique nous

ayons ſuppofé que les nombres x & y doi

vent être premiers entr'eux, ainfi que les

nombres y & c., notre folution n’en eſt ce

pendant pas moins générale; car fi on vou

loit que x & y euffent une commune me

fure 2, il n'y auroit qu’à mettre 2æ &ay

à la place de x & y, & on regarderoit en

fuite x &y comme premiers entr'eux; de

même fi y"& c devoient avoir une com

mune meſure 3, on pourroit mettre By" à

la place de y, &ilferoit permis de regarder

y" & c comme premiers entr'eux. - -

L1 ij
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P A R A G R A P H E V.

Méthode direste & générale pour trouver les

valeurs de x, qui peuvent rendre ration

nelles les quantités de la forme

V (a+bx+cx”),

& pour réfoudre en nombres rationnels les

équations indéterminées du fecond degré

à deux inconnues, lorſqu’elles admettent

des folutions de cette eſpece.

Addition pour le Chapitre I V.

49.JE fuppofe d’abord que les nombres

connus a, b, c foient entiers; s'ils étoient

frastionnaires, il n'y auroit qu’à les réduire

à un même-dénominateur carré, & alors

il eſt clair qu’on pourroit toujours faire abf.

traćtion de leur dénominateur; quant au

nombre x, on ſuppofera ici qu'il puiſſe être

entier ou fraćtionnaire, & onverra par la

fuite comment il faudra réfoudre la quef.

tion, lorſqu’on ne veut admettre que des

nombre: entiers, . . . . . .|-

* |

»*
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Soit donc

V(a+bx+cx')=y,

& l’on en tirera

2 cx+b=V(4cy”-+-b”— 4 ac);

de forte que la difficulté fera réduite à ren

dre rationnelle la quantité

V(4 cy"+b —4 ac).

5o. Suppofons donc en général qu’on ait

à rendre rationnelle la quantité v(Ay'+B),

c’eſt-à-dire, à rendre Ay’+B égal à un

carré, A & B étant des nombres entiers -

donnés pofitifs ou négatifs, & y un nombre

indéterminé qui doit être rationnel.

Il eſt d’abord clair que fi l’un des nom

bres A ou B étoit=1 , ou égal à un carré

quelconque, le probleme feroit réfoluble

par les méthodes connues de Diophante,

qui font détaillées dans le chap. IV ; ainſi

nous ferons ici abſtraction de ces cas, ou

plutôt nous tâcherons d'y ramener tous les

autres. , - - -

De plus, fi les nombres A & B étoient

diviſibles par des nombres carrés quelcon

ques, on pourroit auffi faire abstraćtion de

- L l iv -
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ces diviſeurs, c’eſt-à-dire, les fupprimer,

en ne prenant pour A & B que les quotiens

qu’on auroit après avoir diviſé les valeurs

données par les plus grands carréspoffibles;

en effet, fuppofant A=2*A, & B=A'B',

on aura à rendre carré le nombre A"ay

+B'É ; donc divifant par B, & faifant

::=y', il s’agira de déterminer l'inconnue

y"; en forte que A"y'+B' foit un carré. *

D'où il s’enfuit que dès qu’on aura trouvé

une valeur de y propre à rendre Ay”-+-B

égalà un carré, en rejetant dans les valeurs

données de A & de B les faćteurs carrés

2 & 8 qu’elles pourroient renfermer, il n’y

aura qu'à multiplier la valeur trouvée dey

paré, pour avoir celle qui convient à la

quantité propoſée, . . . . . . . .

51. Confidérons donc la formule Ay"

+ B, danslaquelle A & B foient des nom

bres entiers donnés qui ne foient divifibles

par aucun carré; & comme on ſuppofe que

y puiſſe être une frastion, faifons y=;,

p & q étant des nombres entiers & premiers
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entr'eux, pour que la fraćtion foit réduite

à fes moindres termes ; on aura donc la

..:.4 4P' |- A |- r

quantité :-+ B qui devra être un carré;
4 -

donc Ap'+By devra en être un auf; de

forte qu'on aura à réfoudre l’équation Ap”

+Bq={", en fuppofant p, q &# des

nombres entiers. . .

Or je dis qu'il faudra que q foit premier

à A, & que p le foit à B ; car fi q & A

avoient un commun diviſeur, il eſt clair

que le terme Bq’ feroit diviſible par le carré

de ce diviſeur ; & que le terme Apº ne

feroit diviſible que par la premiere puif

fance du même diviſeur, à cauſe que q & p

font premiers entr'eux, & que A est fip

pọfé ne contenir aucün fasteur carré; donc

le nombre Ap+By ne feroit divisible

qu'une feule fois pár le diviſeur commun

de q & de A, par conféquent il feroit im

postible que ce nombre fût un carré. On

prouvera de même que p & B ne fitoient

avoir aucun diviſeur commun. . . . .

* * * * 4.- * ** * * * · - -

* * * * - - - -- • • • • ** * * * ** *
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*

Réſolution de l'équation Apº-+-Bq'=z' en

nombres entiers.

52. Suppofons A plus grand que B, on

écrira cette équation ainfi,

Ap'= { – Bq', *

& on remarquera que comme les nombres

p, q & { doivent être entiers, il faudra

que {*–Bq foit diviſible par A. -

Donc, puiſque A & q font premiers en

tr'eux, (art. préc.), on fera, fuivant la

méthode du S. IV, art. 48, ci-deffus,

{ #=n q—A q',

n & q étant deux nombres entiers indé

terminés ; ce qui changera la formule {

– Bq en celle-ci, | –

(n–B)q – 2 n Aqq +A' q', ,

dans laquelle il faudra que n’– B foit di

vifible par A, en prenant pour n un nom

bre entier non > #. · · · · |

On effayera donc pour n tous les nom

bres entiers qui ne furpaffent pas #, & fi

on n’en trouve aucun qui rende n’— B-di

vifible par A, on en conclura fur le champ
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que l'équation Ap=5"–Bq n’eſt pas ré

foluble en nombres entiers, & qu’ainfi la

quantité Ay'+B ne fauroit jamais devenir

llIl CafIC. /

Mais fi on trouve une ou plufieurs valeurs

fatisfaifantes de n, on les mettra l’une après

l'autre à la place de n, & on pourſuivra

le calcul comme on va le voir.

Je remarquerai feulement encore qu'il

feroit inutile de donner auffi à n des valeurs

plus grandes que#; car nommant n', n",

n" &c. les valeurs de n moindres que #,

qui rendront n°–B diviſible par A, toutes

les autres valeurs de n qui pourront faire le

même effet feront renfermées dans ces for

mules, n'+u'A , n''+u".A, n"+u"A &c.

(article 47 du §. IV); or fubſtituant ces

valeurs à la place de n dans la formule

(n°– B) q – 2nAqq +A#, c’eſt-à-dire

(nq–Ay')?--Bq , il gft clair qu’on aura .

les mêmes réſultats que fi on mettoit feu- :

lement n, n", n': &c. à la place de n,

& qu'on ajoutât à q' les quantités Fe'q,

v
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+u"q, Lu"q &c. de forte que , comme

q eſt un nombre indéterminé, ces ſubsti

tutions ne donneroient pas des formules dif

férentes de celles qu’on aura par la fimple

fubſtitution des valeurs n', n", n", &c.

53. Puis donc que n’– B doit être di

vifible par A, foit A" le quotient de cette

divifion, en forte que A.A'=n–B ; &

l'équation Ap'={-Bq'=(n’-B)q’—2nAqq"

+A" }, étant diviſée par A, deviendra

celle-ci,

p'=A'q — 2 n q q'+-Aq”,

où A fera néceffairement moindre que A,

à cauſe que A =:= * & que B<A,

& n non > #. -

Or 1°. fi A eſt un nombre carré, il eft

clair que cette équation fera réſoluble par

les méthodes connues, & l’on en aura la

folution la plus fimple qu’il eſt poffible, en

faifant q'=o, q=1 & p=v/A.

2º. Si A n’eſt pas égal à un carré, on

verra fi ce nombre eſt moindre que B, ou
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au moins s'il eſt divifible par un nombre

quelconque carré, en forte que le quotient

foit moindre que B, abſtraćtion faite des

fignes; alors on multipliera toute l’équation

par A", & l’on aura, à caufe de AA'—nº

=—B, |

A"p"=(A'q–nq') –B q” ;

de forte qu'il faudra que B y +Ap ſoit

un carré ; donc divifant par p & faiſant?

=y'& A"=C, on aura à rendre carrée la

formule By+C , laquelle eft, comme l’on

voit, analogue à celle de l'art. 2. Ainfi, fi

C contient un faćteur carré ?”, on pourra

le fupprimer, en ayant attention de mul

tiplier enfuite par y la valeur qu’on trou

vera pour y', pour avoir fa véritable va

leur ; & l’on aura une formule qui fera dans

le cas de celle de l’art. 5 1 , mais avec cette

différence que les coefficiens B & C de

celle-ci feront moindres que les coefficiens

A & B de celle-là.

54. Mais fi A" n’eſt pas moindre que B',

ni ne peut le devenir en le divifant par le

2 »
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plus grand carré qui le meſure, alors on

fera q= q'+ q”, & ſubſtituant cette va

leur dans l’équation, elle deviendra

p =A' q'—2n'q''q'+-A" q”,

où n'=n—"A",

h –B

A ’

On déterminera, ce qui eft toujours poſ

& A"=A'"– 2n--+A=

fible, le nombre entier », en forte que n'

|- A' |- ·

ne foit pas >= , abſtraćtion faite des

fignes, & alors il eſt clair que A" deviendra

n”– B

A“ & de B

E OUl <a, & n = ou <#.

<A", à caufe de A“=

On fera donc ici le même raifonnement

que nous avons fait dans l'article précédent,

& fi A" eft carré, on aura la réfolution de

l'équation; fi A" n’eſt pas carré, mais qu’il

foit < B ou qu’il le devienne, étant diviſé

par un carré, on multipliera l'équation par

A" & on aura, en faifant #=; & A"
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=C, la formule By + C, qui devra être

un carré, & dans laquelle les coefficiens

B & C, (après avoir ſupprimé dans C les

diviſeurs carrés, s'il y en a), feront moin

dres que ceux de la formule Ay“+B de

l'art. 5 1. |

Mais fi ces cas n’ont pas lieu, on fera,

comme ci-deffus, q'="q"+q", & l’équa

tion fe changera en celle-ci,

pº=A"q–2n"q"q"-+-A" q”,
A

où n''= n'–y"A", -

I I

n”– B

A“ G

On prendra donc pour y un nombre en

& A"=A" – 2n +A=

I I

9 e A

tier, tel que n" ne foit pas > --- » abf

traćtion faite des fignes; & comme B n'eſt

pas >A", (hyp.), il s’enfuit de l'équation

_#-B
A“= A“ -

on pourra faire derechef les mêmes raifon

nemens que ci-deffus, & on en tirera des

conęłufions femblables, & ainfide fuite.

que A" fera < A"; ainfi
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Maintenant, comme les nombres A,

A", A', A" &c. forment une fuite décroiſ

fante de nombres entiers, il eſt viſible qu’en

continuant cette fuite on parviendra né

ceffairement à un terme moindre que le

nombre donné B ; & alors nommant ce

terme C, on aura, comme nous l’avons vu

ci-deffus, la formule By+c à rendre

égale à un carré. De forte que par les opé

rations que nous venons d’expofer, on fera

toujours afluré de pouvoir ramener la for

mule Ay -- B à une autre plus fimple,

telle que By+C , au moins fi le probleme

eft réfoluble.

55. Or, de même qu’on a réduit la for

mule Ay^+B à celle-ci By+c, on pourra

réduire cette derniere à cette autre-ci,

cy+D, où D fera moindre que C, &

ainfi de fuite ; & comme les nombres A,

B, C, D &c. forment une férie décroiſ

fante de nombres entiers, il eſt clair que

cette férie ne pourra pas aller à l’infini, &

qu’ainfi l’opération fera toujours néceſſai

ÍC#il Cİlf
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rement terminée. Si la queſtion n'admet

point de folution en nombres rationnels,

on parviendra à une condition impoſible;

mais fi la queſtion eſt réfoluble, on arri

vera toujours à une équation femblable à

celle de l’art. 53, & où l’un des coefficiens,

comme A", fera carré; en forte qu’elle fera

fuſceptible des méthodes connues; or cette

équation étant réfolue, on pourra, en ré

trogradant, réfoudre fucceffivement toutes

les équations précédentes, juſqu’à la pre

miere Apº-+-Bq ={". -

Eclairciffons cette méthode par quelques

exemples.

E x E M P L E I.

56. Soit propoſé de trouver une valeur

rationnelle de x, telle que la formule

7-+-ı 5 x-+-13 x"

devienne un carré. (Voy. chap. IV. art. 57

du traité précédent).

On aura donc ici a=7, b=15, c=13;

donc 4c=4.13 , & b-4ac=-139 ; de

forte qu’en nommant y la racine du carré

Tome II. Mm

--/
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dont il s’agit, on aura la formule 4. I 3y”

—139 qui devra être un carré; ainfi on

aura A=4.13 & B=—139, où l’on re

marquera d'abord que A et diviſible par

le carré 4; de forte qu’il faudra rejeter ce

diviſeur carré & ſuppofer fimplement A

=13 ; mais on fe fouviendra enfuite de di

viſer par 2 la valeur qu'on trouvera poury,

(art. 5o). - |- - - - - -

On aura donc, en faifant y=#, l'équa

tion I3p —139 q = {", ou bien, à cauſe

que 139 eſt > 13, on fera y=#, pour

avoir —139p+ 3q=f, équation qu'on

écrira ainfi,

— I 39p ={ —I 3 q”.

On fera, (art. 52), (=nq—1397', &

il faudra prendre pour n un nombre entier

non > :?, c’eſt-à-dire < 7o, tel que nº

–13 foit diviſible par 139 ; je trouve n

=41, ce qui donne n —13=1668=139

..12; de forte qu’en faifant la fubſtitution

& divifant enfuite par — 139, on aura

'équation - -

p=—12 g +2.4149’—139$.

-
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r

Or, comme –12 n’eſt pas un carré,

cette équation n’a pas encore les conditions

requifes; ainfi, puiſque 1 2 eſt déjà moindré

que 13, on multipliera toute l'équation par

—12., & elle deviendra – 2p'=(–124

+41?)-13; , de forte qu’il faudra que

I 3 q”—1 2 pº foit un carré, ou bien , en
I

faifant :=y, que 13y– 12, en foit un

auffi.

On voit ici qu’il n'y auroit qu’à faire

y=1, mais comme ce n’eſt que le hafard

qui nous donne cette valeur, nous allons

pourfuivre le calcul felon notre méthode,

juſqu’à ce que l’on arrive à une formule

qui foit fufceptible des méthodes ordinaires.

Comme 12 eſt diviſible par 4, je rejete ce

diviſeur carré, en me fouvenant que je dois

enfuite multiplier la valeur de y' par 2 ;

j’aurai donc à rendre carrée la formule

13y–3, ou bien, en faifant y=#, (on

fuppofe que r & f'font des nombres entiers

premiers entr'eux, en forte que la fraćtion

M m ij
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# foit déjà réduite à fes moindres termes,

comme la fra&tion #), celle-ci 13r–3/*;

foit la racine {", j’aurai

13 r*= W + 3f“,

& je ferai ('=mf–13f, m étant un

nombre entier non > #, c’eſt-à-d. <7,

& tel que m'+3 foit divifible par 13; or

je trouve m=6, ce qui donne m’+3=39

=13. 3 ; donc ſubſtituant la valeur de {

& divifant toute l’équation par 13, on aura

r*=3/*—2.6/f+1 3/*. -

Comme le coefficient 3 de f° n’eſt ni carré

ni moindre que celui de f* dans l'équation

précédente, on fera, (art. 54), f="f

+f“, & ſubſtituant l’on aura la transfor

mée

r=3/*—2(6—31)/f+(3 u'-2.6u-+13)/";

on déterminera u, en forte que 6–3A ne

foit pas > #, & il eſt clair qu'il faudra

faire u= 2, ce qui donne 6-3"=o; &

l'équation deviendra

rº=3/*+/*,

laquelle eſt, comme l'on voit, réduits à
*
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l'état demandé, puiſque le coefficient du

carré de l'une des deux indéterminées du

fecond membre eft auffi carré.

On fera donc, pour avoir la folution la

plus fimple qu’il eſt poffible, f"=o, f'=1

& r=1 ; donc /=a=2 , & de-là y'=#

=#; mais nous avons vu qu'il faut mul

tiplier la valeur de y par 2 ; ainfi on aura

y'=1 ; donc, en rétrogradant toujours,

OI1 aura;= ; donc q'=p; donc l'équa

tion —12p'=(–127+41 q')*—13 q”, don

nera (–12 q.+ 4 Ip)=p ; donc –12 q

+4Ip=p, c’eſt-à-dire 12q=4op ; donc

y=#=#=#; mais comme il faut di

•
- 5 |

vifer la valeur de y par 2, on aura y=;;

ce fera le côté de la racine de la formule

propoſée 7+15x+13x"; ainfi faifant cette

quantité =#, on trouvera par la réfolu

tion de l'équation, 26x+15=+#, d'où

—–12. —–* - -

x=-5, ou =-5:

On auroit pu prendre auffi —12q+41p

=–p, & l'on auroit eu y=#=#, &

-
Mm iij
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diviſant par 2, y=#; faifant donc 7+15x

+13 x'=(#), on trouvera 26x+15

=+#; donc x=—#, ou =—;.

Si on vouloit avoir d’autres valeurs de x,

il n'y auroit qu’à chercher d’autres folutions

de l’équation r*= 3/*+J*, laquelle eft

réfoluble en général par les méthodes con

nues; mais on peut auffi, dès qu’on connoît

une feule valeur de x , en déduire immé

diatement toutes les autres valeurs fatisfai

fantes de x par la méthode expliquée dans

le chap. IV du traité précédent.

R E M A R Q U E.

57. Suppofons en général que la quan

tité a+bx+cx devienne égale à un carré

g”, lorſque x=f, en forte que l’on ait

a+bf+cf*=g: ; donc a=g–bf–ef*;

de forte qu’en fubſtituant cette valeur dans

la formule propoſée, elle deviendra

g^+h(x-f)+c(x –f).

Qu’on prenne g+m (x–f) pour la ra

cine de cette quantité, m étant un nom

bre indéterminé, & l’on aura l'équation



* - * A p b 1 r , o w s. 55 I

g+b(x=f)+c(x,-f)=g'+img(x–f)

+m(x–f), c'eſt-à-dire en effaçant gº

de part & d'autre, & divifant enfuite par

x—f, b+c(x+f)=2mg+m (x—f);

d’où l’on tire . . ::::::::::- - - - -
-, ,

* ,

* , - - m”–zom - * : : :

: :m”–c – – -

4 |v.

*

* • * ~ *

, ;

Et il eſt clair qu’à caufe du nombre indé
• / , : , · -- T - - •

terminé m, cette exprefion de x doit ren

fermer toutes les valeurs qu’on peut donner

à x , pour que laformulepropoſée devienne

un carré; car quel que foit le nombre carré

auquel cette formule peut être égale, il eft

viſible que la racine de ce nombre pourra

toujours être repréfentée par g+m(x-f),

en donnant à m une valeur convenable.

Ainſi quand on aura trouvé par la mé

thode expliquée ci-deſſus une feule valeur

fatisfaifante de x, il n'y aura qu'à la prendre
• 4 • - - -

pourf, & la racine du carré qui en réſultera
f : C - *

pour g; l'on aura, par la formule précé

dente, toutes les autres valeurs poſſibles

Dans l’exemple précédent on a trouvé

|- Mm iv

---- »– – –
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y=#& x=-;; ainfi on fera g=#, &

f=—;, & l'on aura

JXZ 19 – 1 om—2m” .

TT3 (m–ī3) ”

c’eſt l'exprefion générale des valeurs ra

tionnelles de x, qui peuvent rendre carrée

la quantité 7+15x+13 x“.

| – ". :::::-: .

.

58. Soit encore propoſé de trouver une

valeur rationnelle de y, telle que 23y–5

foit un carré. : |- · · · ·

Comme 23 & 5 ne font divifibles par

aucun nombre carré, il n'y aura aucune

réduction à y faire. Ainfi en faiſanty=;,

il faudra que la formule 23 p”– 5 q de

vienne un carré ; ; de forte qu’on aura

l'équation 23p'=f'+5 q'. ' ’

On fera donc f=nq–237', & il faudra

prendre pour nun nombre entier non >#,

tel que n'+5 foit divifible par 23. Je

trouve n=8, ce qui donne n+5=23.3,

& cette valeur de n eft la feule qui ait

E x e M P L E I I.
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les conditions requifes. Subſtituant donc

3q–23q à la place de { , & divifant toute

l’équation par 23 , j'aurai celle-ci 2

p =3 q”— 2.8 q q'-+-23 q”,

dans laquelle on voit que le coefficient 3

eft déjà moindre que la valeur de B qui

eft 5 , abſtraćtion faite du figne.

Ainfi on multipliera toute l’équation par

3, & l’on aura 3p=(37–89)+sy;

de forte qu’en faifant#=y, il faudra que

la formule – 5y +3 foit un carré, où

les coefficiens 5 & 3 n’admettent aucune

rédućtion.

-- Soit donc y=ý, (r & f font fuppoſés

premiers entr'eux, au lieu que q & p peu

vent ne pas l'être), & l’on aura à rendre

carrée la quantité — 5 r*-+-3/* ; de forte

qu’en nommant la racine {', on aura –5r“

+3f*=;*, & de - là — 5 r*=;"–3/*.

On prendra donc z =mf+ 5f. & il

faudra que m foit un nombre entier non

>;, & tel que m’–3 foit diviſible par 5 ;

or c’eſt ce qui eſt impoſible, car on ne
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pourroit prendre que m=1 ou =2 ; ce

qui donne m’–3=–2 ou =1. Ainfi on

en doit conclure que le probleme n’eſt pas

réfoluble, c’est-à-dire qu’il eſt impoffible

que la formule 23y–5 puiffe jamais de

venir égale à un nombre carré, quelque

nombre que l’on fubftitue à la place de y. :

C O R O L L A I R. E.

59. Si on avoit une équation quelcon

que du fecond degré à deux inconnues,

telle que a+bx+cy+dx+exy+fy=o,

& que l’on proposât de trouver des valeurs

rationnelles de x & y qui fatisfiffent à cette

équation, on y pourroit parvenir, lorſque

cela eſt postible, par la méthode que nous

venons d’expoſer. - · .

En effet, fi on tire la valeur de y en*,

OIl aUlf al ' – , , · *

afy+ex+c=v/((c+ex)*—4f(a+bx+dx)),

ou bien en faifant -

a=cº—4af, 2=2ce—4bf, y=e"—4df,

afy+ex+c=v/(=+2x+3x); . -

de forte que la queſtion fera réduite à trou

ver des valeurs de x qui rendent rationnel

le radical V(2+4x+3x). -

|

|

| 
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R E M A R Q U E.

6o. Nous avons déjà traité ce même

fujet, mais d'une maniere un peu différente,

dans les Mémoires de l’Académie desScien

ces de Berlin pour l’année 1767, & nous

croyons être les premiers qui ayons donné

une méthode directe & exempte de tâton

nement pour la folution des problemes in

déterminés du fecond degré. Le Leĉteur

qui fera curieux d’approfondir cette ma

tiere, pourra confulter les Mémoires cités,

où il trouvera fur-tout des remarques nou

velles & importantes fur la recherche des

nombres entiers qui, étant pris pour n ,

peuvent rendre n’– B diviſible par A,

A & B étant des nombres donnés. '

On trouvera auffi dans les Mémoires pour

les années 177o & fuivantes, des recher

ches fur la forme des diviſeurs des nombres

repréfentés par "–Bq'; de forte que par

la forme même du nombre A, on pourra

juger fouvent de l'impoffibilité de l’équa

tion Ap'= { –Bq', où Ay“+B= à un

carré, (art. 52). -

~
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T~ =

P A R A G R A P H E V I.

Sur les doubles & triples Egalités.

6.Nous traiterons ici en peu de mots

des doubles & triples égalités, qui font d’un

ufage très-fréquent dans l’analyfe de Dio

phante, & pour la folution defquelles ce

grand Géometre & fes Commentateurs ont

cru devoir donner des regles particulieres.

Lorſqu’on a une formule contenant une

ou plufieurs inconnues à égaler à une puif

fance parfaite, comme à un carré ou à un

cube &c. cela s’appelle dans l'analyſe de

Diophante une égalité fimple; & lorſqu’on

a deux formules contenant la même ou les

mêmes inconnues à égaler chacune à des

puiffances parfaites, cela s'appelle une éga

lité double, & ainfi de fuite.

Juſqu’ici on a vu comment il faut ré

foudre les égalités fimples où l’inconnue ne

paffe pas le fecond degré, & où la puiſ.

fance propoſée eſt la feconde, c’eſt-à-direle carré. • ,
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Voyons donc comment on doit traiter

les égalités doubles & triples de la même

eſpece.

62. Soit d'abord propoſée cette égalité

doublée,
-

a+ bx= à un carré

c+ dx= à un carré,

où l'inconnue x ne fe trouve qu'au premier

degré.
-

Faifant a+bx=t’ & c+dx=u', &

chaffant x de ces deux équations, on aura

ad—bc=di’—bu”; donc d'=bu'+ad–bc,

& (dt)^=dbu?--(ad–bc)d ; de forte

que la difficulté fera réduite à trouver une

valeur rationnelle de u, telle que dbu'+adº

–bcd devienne un carré. On réfoudra

cette égalité fimple par la méthode expoſée

ci-deffus, & connoiffant ainfi u on aura

u”– c

20= º

d

Si l’égalité doublée étoit

ax +bx=à un carré

cx+dx=à un carré,

|- |- |- I |

il n'y auroit qu’à faire x= x ? . & multi
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*

plier enfuite l’une & l’autre formule par

le carré x“, on auroit ces deux autres éga

lités a+bx= à un carré & c+dx= à un

carré, qui font femblables aux précédentes.

Ainfi on peut réfoudre en général toutes

les égalités doubles où l'inconnue ne paffe

pas le premier degré, & celles où l'incon

nue fe trouve dans tous les termes, pourvu

qu’elle ne paffe pas le fecond degré ; mais

il n’en eft pas de même lorſque l’on a des

égalités de cette forme,

a+bx+cx = à un carré

a+2x+yx'= à un carré.

Si on réfoud la premiere de ces égalités

par notre méthode , & qu’on nomme fla

valeur de x qui rend a+b.x+cx“ = au

carrég’, on aura en général, (art. 57),

x="=2gm+b+cf.

- 772°–C 3

donc fubstituant cette expreſſion de x dans

l’autre formule a+8x+y,x”, & la mul

tipliant enfuite par (m —c)”, on aura à

réfoudre l’égalité, -

-(a-c)+F(n-9 (fm – gm++j) -
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N

+2 (fin — 2gm=+b+cf)'= à un carré,

dans laquelle l'inconnue m monte au qua

trieme degré.

Or on n’a juſqu'à préfent aucune regle

générale pour réfoudre ces fortes d’égalités,

& tout ce qu’on peut faire, c’eſt de trouver

fucceffivement différentes folutions, lorf

qu’on en connoît une feule. (Voyez le cha

pitre IX).

63. Si on avoit la triple égalité

ax+ by

:::-: un carré,

on feroit ax+by=t', cx+dy=ư, &

hx+ky=f*, & chaffant x de ces trois

équations, on auroit celle-ci, |

(ak–bh)u”—(ck—dh)t=(ad—cb)/*;

de forte qu’en faifant#=ỹ, la difficulté fe

réduiroit à réfoudre l’égalité fimple,

ak–bh , ck—dh , f

ad—ch {-=== a un carre,

laquelle eſt, comme l’on voit, dans le cas

de notre méthode générale.
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Ayant trouvé la valeur de {, on aura

u=t; , & les deux premieres équations

donneront

d—b; „ .,._a; –c30= 2

āJ-: ' » Y===".

Mais fi la triple égalité propoſée ne con

tenoit qu’une feule variable, on retombe

roit alors dans une égalité où l’inconnue

monteroit au quatrieme degré.

En effet, il eſt clair que ce cas peut fe

déduire du précédent, en faifant y=1;
2

3 • 'an air “{Tº a

de forte qu’il fudia que l’on ait ād=ch“

* a z”– c W

=1 , & par conféquent :::-: = (l l/77

carré. -

Or nommant fune des valeurs de 7 qui

peuvent fatisfaire à l'égalité ci-deffus, &

faifant, pour abréger, ::=e » On aura

en général, (art. 57),

_fm– 2gm+ef

{= ZF=T

Donc, fubſtituant cette valeur de { dans

la derniere égalité, & la multipliant toute

par le carré de m'-e, on aura celle-ci,

a (fm?
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*– *– *– 2. ·

a(fm = 2gm+ef)’-e (m”-e) ,

- a d— c b -

= à un carré, où l'inconnue m monte,

comme l'on voit, au quatrieme degré.

PARAGRAPHIE V II.

Méthode direste & générale pour trouver tou

tes les valeurs de y exprimées en nombres

entiers, par leſquelles on peut rendre ra

tionnelles les quantités de la forme

V Ay”-+-B), |

. A & B étant des nombres entiers donnés ;

- & pour trouver auff toutes les folutions

poſſibles en nombres entiers des Fquations

indéterminées du fecond degré à deux in

connues. |

Addition pour le Chapitre VI.

64.Q voi Que par la méthode du S. V

on puiſſe trouver des formules générales

qui renferment toutes les valeurs ration

nelles de y, propres à rendre Ay'+B égal

à un carré, cependant ces formules ne font

Tome II, N n -
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d'aucun ufage, lorſqu’on demande pour y

des valeurs exprimées en nombres entiers;

c’eſt pourquoi nous fommes obligés de

donner ici une méthode particuliere pour

réfoudre la queſtion dans le cas des nom

bres entiers.

Soit donc Ay-+B=x" ; & comme A

& B font fuppoſés des nombres entiers, &

que y doit être auffi un nombre entier, il eft

clair que x devra être pareillement entier;

de forte qu’on aura à réfoudre en entiers

l’équation -

x”–Ay= B e. *

Je commence par remarquer ici que fi B

n’est diviſible par aucun nombre carré, il

faudra néceffairement que y foit premier

à B ; car fuppofons, s'il eſt poſſible, que

y & B aient une commune meſure a, en

forte que y=a3. & B=« B"; donc on

aura x“=Aay == B, d’où il s’enfuit

qu’il faudra que x foit diviſible par a ; &

comme a n’eſt nicarré ni divifible par aucun

carré, (hyp.); à caufe que « eft fasteur
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de B, il faudra que x foit divifible para ;

faiſant donc x=-x , on aura a&==Ay

+« B", ou bien en divifant par a , a &

=-Ay+B ; d’où l’on voit que B" de

vroit encore être diviſible par a, ce qui eft

contre l'hypothefe.

Ce n’eſt donc que lorſque B contient des

faćteurs carrés que y peut avoir une com

mune meſure avec. B ; & il eſt facile de

voir par la démonftration précédente que

cette commune meſure de y & de B ne

peut être que la racine d’un des faćteurs

carrés de B, & que le nombre x devra

avoir la même commune meſure; en forte

que toute l'équation fera divifible par le

carré de ce commun diviſeur de x, y & B.

De-là je conclus, 1°. que fi B n'eſt di

vifible-par aucun carré, y & B feront

premiers entr'eux.

2°. Que fi B eſt diviſible par un feul

carré «”, y pourra être premier à B ou di

vifible par a, ce qui fait deux cas qu'il fau

dra examiner ſéparément; dans le premier

N n ij
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cas on réfoudra l’équation x"–Ay = B,

en fuppofant y & B premiers entr'eux; dans

le fecond on aura à réfoudre l’équation

x –Ay“= B", B étant =#, en fup

pofant auffi y & B" premiers entr'eux; mais

il faudra enfuite multiplier par a les valeurs

qu’on aura trouvées pour y & x, pour

avoir les valeurs convenables à l’équation

propoſée.

3°. Que fi B eſt diviſible par deux dif

férens carrés, a & B", on aura trois cas

à confidérer; dans le premier on réfoudra

l’équation x" —Ay = B, en regardant y

& B comme premiers entr'eux ; dans le

fecond on réfoudra de même l’équation

x –ay=B, B étant=#, dansrhy

pothefe de y & B" premiers entreux, &

on multipliera enfuite les valeurs de x & y

par «; dans le troifieme on réfoudra l’équa

tion xº-Ay'= B", B" étant ==, dans

l'hypothefe de y & B" premiers entr'eux,

& on multipliera enfuite les valeurs de x

& de y par É.
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4°. &c. Ainſi on aura autant d’équations

différentes à réfoudre, qu’il y aura de dif

férens diviſeurs carrés de B ; mais ces

équations feront toutes de la même forme

x –Ay = B, & y fera auffi toujours

premier à B. - -

65. Confidérons donc en général l'équa

tion x"—Ay'= B, où y eſt premier à B;

& comme x & y doivent être des nombres

entiers, il faudra que x”—Ay” foit divi

fible par B. -

On fera donc, fuivant la méthode du

§. IV, art. 48, x=ny—BK, & l’on aura

l’équation - - -

(nº–A)y"–2n By{-+-B*7 = B,

par laquelle on voit que le terme (n’—A)yº

doit être diviſible par B, puiſque tous les

autres le font d’eux-mêmes; donc, comme

y eſt premier à B, (hyp.), il faudra que

n’—A foit diviſible par B ; de forte qu’en

... n —A : , .

faifant A3 =C, on aura, après avoir

diviſé par B, - |

* Cy–2ny{+B:=1 ; '

Nn iij
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or cette équation eft plus fimple que la pro

poſée, en ce que le fecond membre eft

égal à l'unité.

On cherchera donc les valeurs de n qui

peuvent rendre n’ –A divifible par B ;

pour cela il fuffira, (art. 47), d’effayer

pour n tous les nombres entiers pofitifs ou

négatifs non > #; & fi parmi ceux-ci on

n’en trouve aucun qui fatisfaffe, on en

conclura d'abord qu’il eft impoſſible que

n'–A puiſſe être diviſible par B, & qu’ainſi

l'équation propoſée n’eſt pas réſoluble en

nombres entiers,

Mais fi on trouve de cette maniere un

ou pluſieurs nombres fatisfaifans, on les

prendra l'un après l’autre pour n , ce qui

dönnera autant de différentes équations qu’il

faudra traiter ſéparément, & dont chacune

pourra fournir une ou pluſieurs folutions de

la queſtion propoſée. .

. Quant aux valeurs de n qui furpafferoient

telle de #, on en pourra faire abſtrastion,

parce qu’elles ne donneroient point d'équa

tions différentes de celles qui réſulteront
*
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des valeurs de n qui ne font pas >#, com

me nous l’avons déjà montré dans l’art. 52.

Au reſte, comme la condition par la

quelle on doit déterminer n eſt que n'–A

foit diviſible par B, il eſt clair que chaque

valeur de n pourra être également pofitive

ou négative; de forte qu’il fuffira d’effayer

ſucceſſivement pour n tous les nombres

naturels qui ne font pas plus grands que#,

& de prendre enfuite les valeurs fatisfai

fantes de n tant en plus qu’en moins.-.

* Nous avons donné, ailleurs des regles

pour faciliter la recherche des valeurs den

qui peuvent avoir la propriété requife, &

même pour trouver ces valeurs à priori

dans un grand nombre de cas. Koyez les

Mémoires de Berlin pour l'année 2767;

pages 194 & 2.74- *: : : : : : ::::::::-:
|
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Réſolution de l'équation Cy”-2nyz+Bz'=1

en nombres entiers.

On peut réfoudre cette équation par

deux méthodes différentes que nous allons

expliquer. - -

PREMIER E MÉTH O D E.

66. Comme les quantités C, n , B font

fuppoſées des nombres entiers, de même

que les indéterminées y & H, il est viſible

que la quantité Cy—2ny{+B; fera tou

jours néceffairement égale à des nombres

entiers; par conſéquent l’unité fera la plus

petite valeur qu’elle puiffe recevoir ; à

moins qu'elle ne puiſſe devemir nulle, ce

qui ne peut arriver que lorſque cette quan

țité peut fe décompofer en deux;fa&teurs

rationnels; comme ce cas n’a aucune dif:

ficulté, nous en ferons d’abord abſtraćtion,

& la queſtion fe réduira à trouver les va

leurs de y & {, qui rendront la quantité

dont il s’agit la plus petite qu’il est poffible;

fi le minimum eſt égal à l’unité, on aura

la réſolution de l'équation propoſée, finon
.*

*: : :
';

, ** ********

*
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en fera affuré qu’elle n’admet aucune fo

lutionen nombresentiers. Ainfile probleme

préfent rentre dans le probleme III du §. II,

& eft fufceptible d’une folution femblable.

Or comme l'on a ici (2n)*—4BC=4A ,

(art. 65), il faudra diftinguer deux cas,

fuivant que A fera pofitif ou négatif.

Premier Cas lorſque n’–BC=A <o.

* 67. Suivant la méthode de l’art. 32 il

faudra réduire en fraćtion continue la frac

tion#, prife poſitivement ; c’eſt ce qu’on

'exécutera par la regle de l'art. 4; enfuite

on formera par les formules de l'art. I o la

férie des fraĉtions convergentes vers #, &

il n'y aura plus qu’à estayer fucceflivement

les numérateurs de ces frastions, pour le

nombrey, & les dénominateurs correſpon

dans pour le nombre ; ; fi la propoſée eft

réfoluble en nombres entiers, on trouvera

de cette maniere les valeûrs fatisfaifantes

dey & ; ; & réciproquement on fera affuré

que la propoſée n’admet aucune folution en

nombresentiers, fi parmi les nombres qu’on
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aura effayés il ne s’en trouve point de fa

tisfaifans. -

Second Cas lorſque n’–BC=A> e.

68. On fera ufage ici de la méthode de

l’art. 33 & fuiv. ainfi, à caufe de E=4A,

on confidérera d'abord la quantité, (arti

cle 39), | ---

+ V/A.

a="#{4
C 3

dans laquelle il faudra déterminer les fignes

tant de la valeur de n, que nous avons vu

pouvoir être également pofitive & néga

tive, que de v/A, en forte qu’elle devienne

poſitive ; enfuite on fera le calcul fuivant:

Q =–n, Pº = C, (w <=º:Ya

Q =a Pº+Qº, Pº =&#4 , pu: < –#H++H+8:4

. . . . ö–A ...–o"zva
Q" = p P + Q', Prı =°F » A" < 9:Y

· —A |

Q"=px"P"+Q", P*"=“: , pu" < |- Prix :::

&c. &c. &c. : : : . . . . . . .

& on continuera feulement ces féries juſqu’à

ce que deux termes correſpondans de la

Q”= v/A - |
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premiere & de la feconde férie reparoiffent

enfemble; alors, fi parmi les termes de la

feconde férie Pº, P", P" &c. il s’en trouve

un égal à l’unité poſitive, ce terme donnera

une folution de l'équation propoſée, & les

valeurs de y & { feront les termes corref

pondans des deux féries p”, p', p", &c.

& q”, q', q", calculées parles formules de

l’art. 25 ; finon on en conclura fur le champ

que la propoſée n’eſt pas réfoluble en nom

bres entiers, (Voyez l’exemple de l'art. 4o.)

Troiſieme Cas lorſque A= à un carré.

69. Dans ce cas le nombre v/A deviendra

rationnel, & la quantité Cy—2ny--B;:

pourra fe décompofer en deux fasteurs ra

tionnels. En effet cette quantité n’eſt autre

chofe que celle-ci, (ex=ny=ar 3

laquelle, en fuppofant A=a”, peut fe

mettre fous cette forme,

(cx+(n+a)}(cx+d=ɔɔ.
Or comme n’—a'=AC=(n+a)(n–a),

il faudra que le produit de n+a par n-a
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foit diviſible par C, & par conſéquent que

l’un de ces deux nombres n+a & n–a

foit diviſible par un des faćteurs de C, &

l'autre par le facteur réciproque; ſuppofons

donc C=bc & que n+a=fb, & n—a=gc,

f& b étant des nombres entiers, & la quan

tité précédente deviendra le produit de ces

deux faćłeurs linéaires, cy+f; & by+g( ;

donc, puiſque ces deux faćteurs font égaux

à des nombres entiers, il eſt clair que leur

produit ne fauroit être =1 , comme l'équa

tion propofée le demande, à moins que

chacun d’eux ne foit en particulier =+1 ;

on fera donc cy+f;=+ 1 & by+gț=+ 1,

& on déterminera par - là les nombres y

& { ; fi ces nombres fe trouvent entiers,

on aura la folution de l’équation propofée,

finon elle fera infoluble au moins en nom

bres entiers.

S E c o N D E M É T H o D E.

7o. Qu’on pratique fur la formule Cy

—2ny{-+-B; des transformations fembla

bles à celles dont nous avons fait ufage plus
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haut, (art. 54), & je dis qu’on pourra

toujours parvenir à une transformée, telle

que

L#–2M#4 + Wy”,

les nombres L, M, W étant des nombres

entiers dépendans des nombres donnés C,

B, n, en forte que l’on ait Mº–LN=n

—CB=A, & que de plus 2M ne foit pas

plus grand, (abſtraćtion faite des fignes),

que le nombre L, ni que le nombre W,

les nombres # & + feront auffi des nom

bres entiers, mais dépendans des nombres

indéterminés y & H. -

En effet foit, par exemple, C moindre

que B, & qu’on mette la formule dont il

s'agit fous cette forme

By”– 2 nyy'+ By”,

en faifant C= B & t=y; fi 2n n’eſt pas

plus grand que B", il eſt clair que cette

formule aura déjà d’elle-même les condi

tions requifes; mais fi 2 n eſt plus grand

que B", alors on fuppofera y=my+y",

& ſubſtituant on aura la transformée
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By”–2ny"y"+ B"y",

où n'=n–m B", I

* * n”–A

B"=m" B"– 2 m n+B=
A3* *

Or comme le nombre m eftindéterminé,

on pourra, en le fuppofant entier, le pren

dre tel que le nombre n–m B" ne foit pas

plus grand que ; B“; alors 2n' ne furpaf

fera pas B". Ainfi, fi 2 n ne furpaffe pas

non plus B", la transformée précédente

fera déjà dans le cas qu’on a en vue ; mais

fi 2n eſt plus grand que B", on continuera

alors à fuppofer y'=my"+y" , ce qui

donnera la nouvelle transformée

B"y"– 2n"y"y"+ B"y",

où n''=+n'—m" B", I 1

* I 1 1 -- nº–A

B"=m B"—amn+B=-z+$

On déterminera le nombre entier m',

en forte que n'—m B" ne foit pas plus

grand que=-, moyennant quoi 2 n" ne

furpafera pas B"; de forte que l'on aura
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la transformée cherchée, fi 2n" ne furpaffe

pas non plus B", mais fi 2n" furpaffe B",

on fuppofera de nouveau y"=m"y"+y"

&c. &c. |

Or il eſt viſible que ces opérations ne

peuvent pas aller à l'infini; car puiſque 2n

eft plus grand que B" & que 2n ne l’eft

pas, il eſt clair que n'fera moindre que n ;

de même 2n eſt plus grand que B", &

2n" ne l’eſt pas; donc n'' fera moindre que

n', & ainfi de fuite; de forte que les nom

bres n, n', n" &c. formeront une fuite dé

croiffante de nombres entiers, laquelle ne

pourra par conféquent pas aller à l'infini.

On parviendra donc néceffairement à une

formule où le coefficient du terme moyen

ne fera pas plus grand que ceux des deux

termes extrêmes, & qui aura d’ailleurs les

autres propriétés que nous avons énoncées

ci-deffus; ce qui eſt évident par la nature

même des transformations pratiquées.

Pour faciliter la transformation de la for

mule

Cy – zny(-+-B:
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f72"

m”|

|- AL)**

en celle-ci,

Lğ“– 2 M$++ WP",

je défigne par D le plus grand des deux

coefficiens extrêmes C & B, & par D.

l’autre coefficient ; &, vice versá, je dé

figne par 6 la variable dont le carré fe trou

vera multiplié par D: & par 8 l’autre va

riable; en forte que la formule propoſée

prenne cette forme |

Dº–2 nas + D*,

où D" foit moindre que D; enfuite je n’au

rai qu’à faire le calcul fuivant:

#"> n' = n– m. Dº p"=":“, 0 =m 6' +6"

=-:-, n'' = n' – m' D" p"="#, 6 = m' 6" +6"

=#:: n"=n"-m"D" p"=":, 6"=m"6"+0" -

&c. &c. &c.

où il faut bien remarquer que le figne =,

qui eſt mis après les lettres m, m', m" &c.

n’indique pas une égalité parfaite, mais feu

lement une égalité auffi approchée qu’il eft

· poſible,
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poſſible, en tant qu’on n’entend par m,

m', m" &c. que des nombres entiers. Je

n’ai employé ce figne = que faute d’un

autre figne convenable.

Ces opérations doivent être continuées

juſqu’à ce que dans la férie n, n', n" &c.

on trouve un terme comme n’, qui, (abf

traction faite du figne), ne furpaffe pas la

moitié du terme correſpondant Dº de la

férie D", D", D" &c. non plus que la

moitié du terme ſuivant D**". Alors on

pourra faire Dt= L, nt= W, D**" =M,

& 6'=+, 6 **=#, ou bien Dr=M, D***

=L & b'=#, 6 **=+. Nous fuppoferons

toujours dans la fuite qu’on ait pris pour M

le plus petit des deux nombres Dr, D**".

71. L’équation Cy”–2 ny {+ D H =1

fera donc réduite à celle-ci,

L#–2 WĘ4 +M*=1,

où Wº–LM=A, & où 2 N n'est ni > L

ni > M, (abſtra&tion faite des fignes).

Or, M étant le plus petit des deux coeffi

ciens L & M, qu’on multiplie toute l’équa

tion par ce coefficient M, & faifant

Tome I I, O o

!
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v=M +– WĘ 3

il eſt clair qu’elle fe changera en celle-ci,

u”–Ağ*=M 3

dans laquelle il faudra maintenant diftin

guer les deux cas de A pofitif & de A

négatif.

Soit 1°. A négatif & =—a, a étant

un nombre pofitif, l'équation fera donc

v' + a # =M. Or, comme Wº–LM=A,

on aura a= LM– W* ; d’où l’on voit

d’abord que les nombres L & M doivent

être de mêmes fignes; d’ailleurs 2 W ne

doit être ni > L ni > M ; donc W° ne

fera pas > #', donc a= ou > ; LM, &

puiſque M eft ſuppoſé moindre que L, ou

au moins pas plus grand que L, on aura

à plus forte raifon a= ou > # M'; donc

M= ou <v/#; donc.M<; Va.

On voit par-là que l’équation v^-+-a $*

=M ne fauroit fubfifter dans l’hypotheſe

que º & # foient des nombres entiers, à

moins que l’on ne faffe ž=o& v =M,

ce qui demande que M foit un nombre

carré.
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Suppofons donc M=t”, & l’on aura

=o, v=+u ; donc par l’équation v=M+

— WĘ, on aura u^*=+a , & par confé

quent *=+: ; de forte que + ne fauroit

être un nombre entier, comme il le doit,

(hyp.) à moins que a ne foit égal à l’unité,

foit =+1, & par conféquent M=1.

De-là je tire donc cette conféquence,

que l’équation propoſée ne fauroit être ré

foluble en nombres entiers, à moins que

M ne fe trouve égal à l’unité pofitive. Si

cette condition a lieu, alors on fera ģ=o,

*=+1, & on remontera de ces valeurs à

celles de y & z. |

Cette méthode revient pour le fond au

même que celle de l’art. 67, mais elle a

fur celle-là l'avantage de n’exiger aucun

tâtonnement.

2º. Soit maintenant A un nombre po

fitif, on aura A= W*– LM ; or comme

Nº ne peut pas être plus grand que:", il

eft clair que l'équation ne pourra fubfifter,

à moins que –LM ne foit un nombre po

fitif, c’eſt-à-dire que L & M ne foient de

O o ij
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fignes différens. Ainfi A fera néceffairement

<– LM, ou tout au plus =– LM, fi

W=o; de forte qu’on aura –LM= ou

<A, & par conféquent M*= ou <A,

ou M= ou < VA. - |

Le cas de M=VA ne peut avoir lieu

que lorſque A eſt un carré; par conféquent

ce cas eft très-facile à réfoudre par la mé

thoɖe donnée plus haut, (art. 69).

Refte donc le cas où A n’eſt pas carré,

& dans lequel on aura néceffairement M

< VA, (abſtraćtion faite du figne de M);

alors l’équation vº–A$ =M fera dans le

cas du théoreme de l’art. 38, & fe réfoudra

par conféquent par la méthode que nous

y avons indiquée. -

Ainſi il n'y aura qu’à faire le calcul fui

vant ,

Q° =o, Pº = 1, p < VA

Q F Aw » - : P = G-4, a <=º:Ya

Q'-4 „... -- Q"+v/A
- Q" = u'P' + Q', P*| – P , Au" < FIT

I I I

*–A - *** – A

Q"=u"P"+Q", P1"= “: » Aa"< 4:4

&c. &c. &c.
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qu’on continuera juſqu’à ce que deux ter

mes correſpondans de la premiere & de

la feconde férie reparoiffent enfemble, ou

bien juſqu’à ce que dans la férie P", P",

P" &c. il fe trouve un terme égal à l’unité

poſitive, c’eſt-à-dire = Pº ; car alors tous

les termes ſuivans reviendront dans le même

ordre dans chacune des trois féries, (ar

ticle 37). Si dans la férie P", P", P" &c.

il fe trouve un terme égal à M, on aura

la réfolution de l'équation propoſée ; car il

n’y aura qu’à prendre pour u & $ les termes

correſpondans des féries p', 'p'", p" &c. q',

q", q" &c. calculées d’après les formules

de l’art. 25 ; & même on pourra trouver

une infinité de valeurs fatisfaifantes de v &

#, en continųant à l'infini les mêmes féries.

: Or dès qu’on connoîtra deux valeurs de

v & $ , on aura, par l'équation º=M*

–WĘ, celle de +, laquelle fera auffi tou

jours égale à un nombre entier; enfuite on

pourra remonter de ces valeurs de $ & *,

c’eſt-à-dire de 6'*' & $ , à celles de 4 & 4',

ou bien de y & H, (art. 7o).

O o iij
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Mais fi dans la férie P", P", P" &c.

il n'y a aucun terme qui foit =M, on en

conclura hardiment que l'équation propo

fée n’admet aucune fblution en nombres

entiers.

Il eſt bon de remarquer que comme la

férie Pº, P, P" &c. ainfi que les deux

autres, Q, Q', Q" &c. & ", "", "", &c.

ne dépendent que du nombre A; le calcul

une fois fait pour une valeur donnée de A

fervira pour toutes les équations où A,

c’eſt-à-dire n’—CB, aura la même valeur;

& c'eſt en quoi la méthode précédente eft

préférable à celle de l’art. 68, qui exige

un nouveau calcul pour chaque équation.

- Au refte tant que A ne paffera pas 1oo,

on pourra faire ufage de la table que nous

avons donnée à l’art. 41, laquelle contient

pour chaque radical VA, les valeurs des

termes des deux féries Pº, –P, P“,

–P" &c. & A", "", "", "" &c. continues,

jufqu'à ce que l’un des termes P", P", P"

&c. devienne = 1 , après quoi tous les

termes fuivans de l'une & de l'autre férie
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reviennent dans le même ordre. De forte

qu'on pourra juger fur le champ, par le

moyen de cette table, de la réſolubilité de

l’équation vº–A#=M.

De la maniere de trouver toutes lesfolutions

poſſibles de l'Equation

Cy”—2nyz-+-Bz'=1 ,

lorſqu’on n’en connoit qu’une fêule.

72. Quoique par les méthodes que nous

venons de donner on puiffe trouver fuc

ceffivement toutes les folutions de cette

équation, lorſqu’elle eſt réfoluble en nom

bres entiers, cependant on peut parvenir à

cet objet d’une maniere encore plus fimple

que voici: - |- ,

Qu’on nomme p & q les valeurs trou

vées de y & H, en forte que l'on ait

Cp — 2npq+ Bq =1 ,

& qu’on prenne deux autres nombres en

tiers r & f, tels que pf–qr=1, (ce qui

eft toujours poſſible, à caufe que p & q

font néceffairement premiers entr'eux),

qu’on fuppofe enfuite -

O o iv
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y=pt-+-ru, & {=qt+fu,

t & u étant deux nouvelles indéterminées ;

fubſtituant ces expreſſions dans l'équation

Cy’— 2ny{+ B}{"=1 ,

& faifant pour abréger

P=Cp – 2npq+ Bq',

Q=Cpr—n (pf+qr)+ Bqf,

R=Cr –2 n rf+ B/*,

on aura cette transformée,

Pt +2Qtu-+-Ru"=1.

Or on a., (hyp.), P=1 ; de plus fi on

nomme p & • deux valeurs de r & f qui

fatisfaffent à l’équation pf– qr=1 , on

aura en général, (art. 42),

r=e-+mp, f='+mq, .

métant un nombre quelconque entier; donc

mettant ces valeurs dans l’exprefion de Q,

elle deviendra

Q=Cp –n (p2+qp)+ Bq.+mP;

de forte que comme P=1 , on pourra

rendre Q=o, en prenant ,

m=— Cpp+n (pa+q)— Bqa.

Maintenant je remarque que la valeur

de Q –PR ſe réduit, (après les fubſtitu
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tions & les rédu&tions), à celle-ci, (n’-CB)

(pf—qr) ; de forte que comme pf–qr

=1, on aura Q –PR=n*—CB=A ;

donc faifant P=1 & Q=o, il viendra

— R=A, favoir R=–A ; ainfi l’équa

tion transformée ci-deffus fe changera en

celle-ci, t’ —Au=1 ; or comme y, ý,

p, q, r & f font par l’hypothefe des nom

bres entiers, il eſt facile de voir que t & u

feront auffi des nombres entiers; car, en

tirant leurs valeurs des équations y=pt+ru

& {=qt-+-fu, on a t=#ff. & u="=";
- pf-qr ? T qr–pfɔ

c’eſt-à-dire, à caufe de pf—qr=1, t=fy

—rf, u=p{-qy. . . . *

Il n’y aura donc qu’à réfoudre en nom

bres entiers l’équation

· t’ —Au”=1 ,

& chaque valeur de t & de u donnera de

nouvelles valeurs de y & z.

En effet, fubſtituant dans les valeurs gé

nérales de r & f la valeur du nombre m

trouvée ci-deflus, on aura

r=f(I—Cp*)—Bpq^-+ np (pr--qp),

/==(1—Bq')— Cpge-+nq(p+q),
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ou bien, à caufe de Cp*—2npq+-Bq =1 ,

r=(Bq-np) (qe—pa)=– Bq.+np,

f=(Cp—nq) (pa —qp)=Cp—nq.

Donc mettant ces valeurs de r & fdans

les expreſſions ci-deſſus de y & {, on aura

en général

y=pt—(Bq—np)u ,

H=qt+(Cp—nq)u.

73. Tout fe réduit donc à réfoudre l'équa

tion t’–Au’=I.

Or, 1°. fi A eſt un nombre négatif, il

eft vifible que cette équation ne fauroit

fubfifter en nombres entiers, qu’en faifant

u=o & t=1, ce qui donneroit y=p &

- {= q. D'où l'on peut conclure que dans

le cas où A eſt un nombre pofitif, l’équation

propofée, Cy”—2nyỹ-+-B;"=1 , ne peut

jamais admettre qu’une feule folution en

nombres entiers. -

Il en feroit de même, fi A étoit un nom

bre pofitif carré; car faifant A=a", on

auroit (t+au)(t—au)=1; donc t+au=+ 1,

& t—au=+ 1 ; donc 2au=o; donc u=o,

& par conféquent t=+1.
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2°. Mais fi A eſt un nombre pofitif non

carré, alors l’équation t'–Au'=1 eſt tou

jours fufceptible d’une infinité de folutions

en nombres entiers, (art. 37), qu’on peut

trouver toutes par les formules données

ci-deſſus, (art. 71, nº. 2); mais il fuffira

de trouver les plus petites valeurs de t & u,

& pour cela, dès que l’on fera parvenu,

dans la férie P", P", P" &c. à un terme

égal à l’unité, il n'y aura qu’à calculer par

les formules de l'art. 25 les termes corref

pondans des deux féries p', p", p” &c.

& q', q", q" &c. ce feront les valeurs

cherchées de t & u. D’où l’on voit que

le même calcul qu’on aura fait pour la ré

folution de l'équation v’—A#"=M, fervira

auffi pour celle de l’équation t'–Au’=I.

Au reſte, tant que A ne paffe pas Ioo,

on a les plus petites valeurs de t & u toutes

calculées dans la table qui eſt à la fin du

chap. VII du traité préc. & dans laquelle

les nombres a, m, n font les mêmes que

ceux que nous appellons ici A, t & u.

74. Défignons par t', u' les plus petites
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valeurs de t, u dans l'équation t'–Au‘=1;

& de même que ces valeurs peuvent fervir

à trouver de nouvelles valeurs de y & {

dans l'équation Cy”– 2yz+ B*=1 , de

même auffi elles pourront fervir à trouver

de nouvelles valeurs de t & u dans l'équa

tion tº–Au=1, qui n’eſt qu’un cas par

ticulier de celle-là. Pour cela il n’y aura

qu’à fuppofer C=1 & n=0, ce qui donne

—B=A, & prendre enfuite t, u à la place

de y, ý, & t', u'à la place de p, q. Fai-

fant donc ces ſubſtitutions dans les expref.

fions générales de y & 7 de l’art. 72, &

mettant de plus T, V à la place de t , u,

on aura en général

t =T +A Vu",

u=Tu'+ Wt', : --

& pour la détermination de T& W l'équa

tion Tº–AW*=1 , qui eſt femblable à la

propoſée. - - -

Ainfi on pourra fuppofer T= t', &

V=u', ce qui donnera -

* -

t=i+Aie, u=t' u'+ t'u'.

- * ** *

M

|

j
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}

Nommant donc t", u" les fecondes va

leurs de t & u, on aura

*"="+Aừ, u'= 2t' u'.

Maintenantil eſt clair qu’on peut prendre

ces nouvelles valeurs t", u" à la place des

premieres t', u' ; ainfi l’on aura

t =Tt"+AVu",

u=Tu"+Vt",

où l’on peut fuppofer de nouveau T=t',

V=u', ce qui donnera

t=t't"-+-Au’u", u=t'u"+u't".

Ainfi on aura de nouvelles valeurs de t & u,

lefquelles feront -

t**" -t"f** +-Au’u"=t (# +3Al) 2

u"=t'u"+u't" =a(3+ Au),

& ainfi de fuite. -

75. La méthode précédente ne fait trou

ver que ſucceffivement les valeurs t", t."

&c. u", u" &c. voyons maintenant com

ment on peut généralifer cette recherche.

On a d’abord

t=T+A Vu", u=Tu'+W';

d’où je tire cette combinaifon »
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1+uv/A=(e+, VA)(T+VVA);

donc fuppofant T=t' & V=u', on aura

t"+u" VA=(1+u VA).

Qu’on mette à préfent ces valeurs de t“

& ų" à la place de celles de t & u', l’on

allfal

1+uv/A=(1+u v/A) (T+VVA),

où faifant de nouveau T=t' & u=u', &

nommant t'", u" les valeurs réſultantes de

z & u , il viendra

*"+u" v/A=(a'+u VA).

On trouvera de même

"+u"VA=(1+u VA),

& ainfi de fuite. -

Donc, fi pour plus de fimplicité on nom

me maintenant T& V les premieres & plus

petites valeurs de t, u, que nous avons

nommées ci-deffus t', u', on aura en gé

néral - -

1+uv/A=(T+VVA)",

m étant un nombre quelconque entier po

fitif; d’où l’on tire à caufe de l’ambiguité

des fignes

|



A p p r T z o w s. 59 I

, (7+YVA) +(7-YV4):
2

„_(7+YVA)"-(7-KVA)".
2 V/A

Quoique ces expreſſions paroiffent fous

une forme irrationnelle, cependant il eft

aifé de voir qu’elles deviendront ration

nelles, en développant les puiffances de

T+VVA ; car on a, comme l’on fait,

(T+VVA)"=T" + mT"-"V"v/A

+24=27 -- yeA+=~:=T- p73

A VA+, &c.

Donc

* =Tn+":=) AT-27

+---:-)A2 Tm-4 V4 +-, &c.
2 - 3 • 4

u=mT*- v+===::=) AT-sy.2 •

m (m-1)(m-2)(m-3) (m-4) A2 Tm–
+"=":"="A T *V*-+-, &c.

où l’on pourra prendre pour m des nom

bres quelconques entiers pofitifs.

Il eſt clair qu’en faifant fucceffivement

m=1, 2, 3 , 4 &c. on aura des valeurs

de t & u, qui iront en augmentant.

Or je vais prouver que l’on aura de cette
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maniere toutes les valeurs poffibles de t&u,

pourvu que T & W en foient les plus pe

tites. Pour cela il fuffit de prouver qu’entre

les valeurs de t & u qui répondent à un

nombre quelconque m, & celles qui ré

pondroient au nombre fuivant m+1 , il

eft impofible qu’il fe trouve des valeurs

intermédiaires qui puiffent fatisfaire à l'équa

tion t’– Au*=1.

Prenons, par exemple, les valeurs ",

u", qui réſultent de la ſuppoſition de m=3,

& les valeurs t”, u", qui réſultent de la

fuppoſition m=4, & foient, s'il eſt pof

fible, d’autres valeurs intermédiaires 0 & v,

qui fatisfafient auffi à l'équation *-Au'=1.

Puiſque l’on a –A–i, P-A?=

& 3'–Av= 1, on aura – =a(b–T)

& –*=A(ä–v), d’où l’on voit que

fi 8 > " & < 1", on aura auffi v > u" &

< u". De plus on aura austi ces autres va

leurs de t & u, favoir t=ºt"–Avu”,

u=ºu"—ut”, qui fatisferont à la même

équation t’—Au’=I ; car en les y ſubfti

tulant »
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tuant, on auroit (8 t”–Avu”)*—A (ut"

–ºu")=(?–Av) (*— A :)=1,

équation identique, à caufe de 9.–Av=1,

&#–Aă = , (hyp.). Or ces deux der

|- } |-
v. r

nieres équations donnent 0–0V4= I:=

*V– r, *V - I - * -

& t”–u VA=I+#v=doneme:

tant, dans l’exprefion de u=ºu”– vt",

à la place de 9, vy/A +II: -a, & à la place

I
C 1 V IV

de t”, u Y4+I+: Izaº OÍl allfal

|- zu" U

"=īIZĀ TFIIFIzā’

de même, fi on confidere la quantité t"

1 I L'

u”– u"t", elle pourra auffi, à caufe de tº

–Au’=1, fe mettre fous la forme

tv

d/ u"

t'"+u"V/A t”-+-u" v/A’

Or il eſt facile de voir que la quantité

précédente doit être plus petite que celle

ci, à caufe de 8× " & v > u"; donc on

aura une valeur de u, qui fera moindre

Tome I I. P p
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que la quantité t"u"—u"t"; mais cette

quantité eſt égale à V; car

en _(7+KVA)'+(T-YvA)',
2. 3

, (7+YA)'+(7=YYA),
2.

„_(T+KVA)'-(7-YY4):-m- - 2 VA 3

„... (7+Yy4)'-(7-YZ4)',
|- 2 VA 3

d’où t" u”– t'' lt":

(T–VV/A) (TIKVA)—(T–VVA)"(T-V/A);

2 VA

de plus v.

(T–V/A)’(T+VVA)?=(T°–A V.)?

= 1 , puiſque T*—AY*=1, (hypoth.) ;

donc (T–VVA)’x(T+VVA)'=T+VV/A,

& (T–V/A)’(T+VVA)'=T–V/A;

de forte que la valeur de "u"—u"t" fe

réduira à : * = V.

Il s’enfuivroit donc de-là qu’on auroit

une valeur de u < V, ce qui eſt contre

l'hypothefe, puiſque V eſt fuppofé la plus

petite valeur poílible de u. Donc il ne
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fauroit y avoir de valeurs de t & u inter

médiaires entre celles-ci, t", t” & u", u".

Et comme ce raiſonnement peut s'appliquer

en général à toutes valeurs de t & u qui

réſulteroient des formules ci-deffus, en y

faifant m égal à un nombre entier quel

conque, on en peut conclure que ces for

mules renferment effećtivement toutes les

valeurs poſibles de 1 & u.

Au refte il eſt inutile de remarquer que

les valeurs de t & de u peuvent être égale

ment poſitives ou négatives; car cela eft

vifible par l'équation même t'-—Au'=1. -

De la maniere de trouver toutes les ſolutions

poſſibles, en nombres entiers, des Equa

tions indéterminées du ſecond degré à deux

Z71 CO72721/62.S.

76. Les méthodes que nous venons d’ex

pofer fuffifent pour la réfolution complette

des équations de la forme Ay+B=x;

mais il peut arriver qu’on ait à réfoudre

des équations du fecond degré d’une forme

plus compoſée; c’eſt pourquoi nous croyons

P p ij
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devoir montrer comment il faudra s’y

prendre.

Soit propoſée l’équation

, a r+br/+c/*+dr+eſ+f=o,

où a, b, c, d, e, f foient des nombres

entiers donnés, & où r & ffoient deux in

connues qui doivent être auffi des nombres

entiers.

J’aurai d’abord, par la réfolution ordi

naire,

- 2. (l r-+bf+d

=V((bf+d)*—4a (c/*+ef+d)),

d’où l’on voit que la difficulté ſe réduit à

faire en forte que

(bf+d)*—4a (cf*-+-ef+d)

foit un carré.
-

Suppofons pour plus de fimplicité

b” — 4ac=A ,

bd— 2 ae=g,

d“—4af=h,

& il faudra que A/*+2gf+h foit un

carré; fuppofons ce carré =y”, en forte

que l’on ait l'équation |

Af*+ 2.gf+h=y”,
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& tirant la valeur de f, on aura

Af+g=V (Ay +-g“–Ah) ;

de forte qu’il ne s’agira plus que de rendre

carrée la formule Ay^+g –Ah.

Donc fi on fait ericore

gº–Ah= B,

on aura à rendre rationnel le radical

V (Ay"+B) ;

c’eſt à quoi on parviendra par les méthodes

données. - -

Soit V(Ay'+B)=x, en forte que

l’équation à réfoudre foit

Ay”-+-B=x”,

l’on aura donc Af+g=+x ; d’ailleurs

on a déjà 2 ar+bf+d=+y ; ainfi dès

qu’on aura trouvé les valeurs de x & y,

on aura celles de r & fpar les deux équa

tions :

–†*-g

f=#F#,
+ y – d–b

r=#2=*=".
2 43

Or comme r & f doivent être des nom

bresentiers, ileft vifible qu’il faudra 1°. que

x & y foient des nombres entiers auffi ;

2°. que +x–g foit divifible par A, &

Pp iij
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qu’enfuite +y–d–bf le foit par 2a. Ainſi,

arrès avoir trouvé toutes les valeurs pof

fibles de x & y en nombres entiers, il ref

tera encore à trouver parmi ces valeurs,

celles qui pourront rendre r & f des nom

bres entiers. . |

Si A eſt un nombre négatif ou un nom

bre pofitif carré, nous avons vu que le

nombre des folutions poffibles en nombres

entiers eft toujours limité ; de forte que

dans ces cas il n'y aura qu’à effayer fuc

cefðvement pour x & y les valeurs trou

vées, & fi l’on n’en rencontre aucune qui

donne pour r & f des nombres entiers, on

en conclura que l’équation propoſée n’ad

met point de folution de cette eſpece.

- La difficulté ne tombe donc que fur le

cas où A est un nombre pofitif non-carré,

dans lequel on a vu que le nombre des

folutions poſſibles en entiers peut être in

fini; comme l'on auroit dans ce cas un nom

bre infini de valeurs à effayer, on ne pour

roit jamais bien juger de la réfolubilité de

l'équation propoſée » à moins d'avoir une

\
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regle qui réduiſe le tâtonnement entre cer

taines limites ; c’eſt ce que nous allons re

chercher.
-

77. Puiſqu’on a, (art. 65), x=ny–B;,

&, (art. 72), y=pt— (Bq— np.) u, &

z=qt+(Cp—nq) u, il eſt facile de voir

que les expreſſions générales de r&fferont

de cette forme,

t+ (2 u + ' t + 2' u + 7"

r=* JN 2, f='+f+':'+x.,

2, 3, 7 , â, «', 2', y', 3" étant des nombres

entiers connus, & t , u étant donnés par

les formules de l’art. 75 , dans lefquelles

l’expofant m peut être un nombre entier

poſitif quelconque; ainfi la queſtion fe ré

duit à trouver quelle valeur on doit donner

à m, pour que les valeurs de r & f foient

des nombres entiers.

78. Je remarque d’abord qu’il eſt tou

jours poffible de trouver une valeur de u

qui foit divifible par un nombre quelconque

donné A; car fuppofant u=Aº, l'équation

t’–Au’=I deviendra t’—AA º'=1 , la

quelle eſt toujours réſoluble en nombres

P p iv ·
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entiers ; & l’on trouvera les plus petites

valeurs de t & », en faifant le même cal

cul qu’auparavant, mais en prenant AA'

à la place de A ; or, comme ces valeurs

fatisfont auffi à l’équation tº–Au= 1, elles

feront néceffairement renfermées dans les

formules de l’art. 75. Ainfi il y aura né

ceffairement une valeur de m qui rendra

l’exprefion de u diviſible par A.

Qu’on dénote cette valeur de m par u,

& je dis que fi dans les exprefions géné

rales de t & u de l’article cité on fait m

=2/2, la valeur de u fera diviſible par A,

& celle de t étant diviſée par A donnera 1

pour refte.

Car fi on défigne par T & V les valeurs

de 1 & u , où m=a, & par T" & V"

celles où m=2 u, on aura, (art. 75),

T + V v/A =(T+VVA), &

TH. V v/A = (7+ y'v/A)", donc

(T+ y VA)= (T + V" VA),

c’eſt-à-dire en comparant la partie ration

nelle du premier membre avec la ration

nelle du fecond, & l’irrationnelle avec l'ir

rationnelle '</
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Tº= i +A V*, & v =2T. V ;

donc, puiſque V eſt diviſible par A, V" >

le fera auffi, & T" laiffera le même refte

que laifferoit 7- ; mais on a 7"–A”

=1, (hyp.) donc İ°–1 doit être diviſible

par a & même par a”, puiſque p” l'eſt

déjà ; donc Ť* & par conféquent auffi T"

étant diviſé par a, laiffera le refte 1.

Maintenant je dis que les valeurs de t

& u qui répondent à un expofant quelcon

que m , étant diviſées par a, laifferont les

mêmes reftes que les valeurs de t & u, qui

répondreient à l’expofant m+ 2 u. Car dé

fignant ces dernieres par " & ", on aura

i+ u VA=(T+YVA)",

& + • VA=(T+VVA)",

donc

º+ • VA=(1+uv/A)(T+VVA)";

mais nous venons de trouver ci-deflus

· ·T· + V" VA=(T+VVA)";

donc on aura

• + • VA=(1+u VA) (T+rv/A),

d’où l’on tire, en faifant la multiplication
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& comparant enfuite les parties rationnelles

enfemble & les, irrationnelles enfemble ,

6=tT"+A u V", v=1V"+uT".

Or V" eſt diviſible par A, & Tº laiffe

le refte 1 ; donc º laiffera le même refte

que t, & v le même refte que u.

Donc en général les reftes des valeurs

de t & u répondantes aux expofans m+22,

m+4u, m+6a, &c. feront les mêmes que

ceux des valeurs qui répondent à l’expofant

quelconque m.

De-là on peut donc conclure que fi l’on

veut avoir les reftes provenans de la di

vifion des termes t', t", t" &c. &*u', u",

u" &c. qui répondent à m=1, 2, 3 &c.

par le nombre A, il fuffira de trouver ces

reftes jufqu’aux termes t” & u^* inclufive

ment; car, après ces termes, les mêmes

reftes reviendront dans le même ordre, &

ainfi de fuite à l’infini. *

Quant aux termes t” & u^*, auxquels -

on pourra s'arrêter , ce feront ceux dont

l’un uº“ fera exaĉtement diviſible par A,

&dont l'autre t’º laiflera l'unité pour refte; Ä
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r

*

ainfi il n’y aura qu’à pouffer les divifions

jufqu’à ce qu’on parvienne aux reftes 1 & o;

alors on fera affuré que les termes fuivans

redonneront toujours les mêmes reftes que

l’on a déjà trouvés. .

. On pourroit auffi trouver l’expofant 2"

à priori ; car il n'y auroit qu’à faire le calcul

indiqué dans l’art. 71, nº. 2, premiérement

pour le nombre A, & enfuite pour le nom

bre Aa ; & fi on nomme z le numéro du

terme de la férie P", P", P" &c. qui dans

le premier cas fera =1, & p le numéro du

terme qui fera =1 dans le fecond cas, on

n’aura qu’à chercher le plus petit multiple

de 7 & de f, lequel étant diviſé par?? don

nera la valeur cherchée de 2. *

*Ainſi fi l’on a, par exemple, A=6 &

A= 3, on trouvera dans la table de l’ar

ticle 41 pour le radical V6 , Pº=1 , P.

=– 2 , P"=1; donc z= 2 ; enfuite on

trouvera dans la même table pour le ra

dical V(69)=v/34, ‘=1, P=—5 ,

P"=9, P"=–2, P"=9, P*=— 5,

P“=1; donc f=6; or le plus petit mul
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tiple de 2 & 6 est 6, qui étant diviſé par z

donne 3 pour quotient, de forte qu’on aura

ici u= 3 & 2 u=6. -

Donc, pour avoir dans ce cas tous les

reftes de la divifion des termes t', t", t" &c.

& u', u", u" &c. par 3, il fuffira de cher

cher ceux des fix premiers termes de l’une

& de l’autre férie ; car les termes fuivans

redonneront toujours les mêmes reftes,

c’eſt-à-dire que les feptiemes termes don

neront les mêmes reftes que les premiers,

les huitiemes les mêmes reftes que les fe

conds, & ainfi de fuite à l'infini.

Au reſte il peut arriver quelquefois que

les termes " & uº aient les mêmes pro

priétés que les termes t” & u”, c’eſt-à

dire que uº foit diviſible par a, & que tº

laiffe l’unité pour refte. Dans ces cas on

pourra s’arrêter à ces mêmes termes; car

les reftes des termes fuivans tº*, t.“** &c.

u", u" &c. feront les mêmes que ceux

des termes tº, t", &c. u', u", &c. & ainfi

des autres. * -

En général nous défignerons par M la

|
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|

plus petite valeur de l’expofant m, qui ren

dra t-1 & u diviſibles par A.

79. Suppofons maintenant que l'on ait

une exprefſion quelconque compoſée de t

& u & de nombres entiers donnés, de ma

niere qu’elle repréfente toujours des nom

bres entiers, & qu'il s’agiffe de trouverles

valeurs qu’il faudroit donner à l’expofant m,

pour que cette expreſſion devînt diviſible

par un nombre quelconque donné a, il n’y

aura qu’à faire fucceſſivement m=1 , 2,

3 &c. juſqu’à M ; & fi aucune de ces fup

pofitions ne rend l’exprefion propoſée di

viſible par a, on en conclura hardiment

qu’elle ne peut jamais le devenir, quelques

valeurs qu’on donne à m.

Mais fi l’on trouve de cette maniere une

ou plufieurs valeurs de m qui rendent la

propoſée diviſible par a , alors nommant

W chacune de ces valeurs, toutes les va

leurs poffibles de m qui pourront faire le

même effet, feront W, W+ M, W+ 2M,

N+3M &c. & en général W+A M, à

étant un nombre entier quelconque.

}
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De même , fi l’on avoit une autre ex

prefion compoſée de même de t, u & de

nombres entiers donnés, laquelle dût être

en même temps diviſible par un autre nom

bre quelconque donné a', on chercheroit

pareillement les valeurs convenables de M

& de W, que nous défignerons ici par M:

& N, & toutes les valeurs de l’expofant m

qui pourront fatisfaire à la condition pro

poſée, feront renfermées dans la formule

W+x' M', x' étant un nombre quelcon

que entier. Ainfi il n’y aura plus qu’à cher

cher les valeurs qu’on doit donner aux nom

bres entiers x & x', pour que l’on ait W

+xM=W+x' M, favoir -

Mx–Mx'= W – W,

équation réſoluble par la méthode de l'ar

ticle 42.

Il eſt maintenant aifé de faire l’applica

tion de ce que nous venons de dire au cas

de l’art. 77, où les exprefions propoſées

font de la forme at+ ºu + y, a't + 8' u+ y',

& les diviſeurs font 3 & 3". -

Ilfaudra ſeulementfefouvenir deprendre
*
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les nombres t & u fucceſſivement en plus

& en moins, pour avoir tous les cas pof

fibles. -

R E M A R Q U E.

8o. Si l’équation propoſée à réfoudre en

nombres entiers étoit de la forme

a rº+ 2 brf+c/*=f,

on y pourroit appliquer immédiatement la

méthode de l’art. 65 ; car 1º. il eſt viſible

que r & f ne pourroient avoir un commun

diviſeur, à moins que le nombre f ne fût

en même temps diviſible par le carré de

ce diviſeur; de forte qu’on pourra toujours

réduire la queſtion au cas où r & f feront

premiers entr'eux. 2°. On voit auffi que

f & f ne pourroient avoir un commun di

viſeur, à moins que ce diviſeur n’en fût un

auffi du nombre a, en fuppofant r premier

à f ; ainfi on pourra réduire encore la quef

tion au cas où f & f feront premiers en

tr'eux. (Voyez l'art. 64).

Or fétant ſuppoſé premier à f & à r,

on pourra faire r=nf-f , & il faudra,
-

*
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Z

pour que l’équation foit réſoluble en nom

bres entiers, qu’il y ait une valeur de n

poſitive ou négative pas plus grande quest,

laquelle rende la quantité a n +2 b n+c

diviſible par f. Cette valeur étant mife à

la place de n, toute l’équation deviendra

diviſible par f, & fe trouvera réduite au

cas de celle de l’art. 66 & fuiv.

Il eſt facile de voir que la même mé

thode peut fervir à réduire toute équation

de la forme

ar”-+-brºf+cr”- f + &c. + kf"=b,

a, b, c &c. étant des nombres entiers don

nés, & r & f deux indéterminées qui doi

vent être auffi des nombres entiers, en une

autre équation femblable, mais dans la

quelle le terme tout connu foit ľunité, &

alors on y pourra appliquer la méthode gé

nérale du §. II. Voy. la remarque de l'art. 3o.

E X E M P L E I.

81. Soit propoſé de rendre rationnelle

cette quantité,

V(3o+62/–7f.),
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en ne prenant pour f que des nombres en

tiers; on aura donc à réfoudre cette équa

tion

3o+62f—7f*=y“,

laquelle étant multipliée par 7, peut fe

mettre fous cette forme,

7. 3o+(31)*—(7/–31)*=7y”,

ou bien en faifant 7/–3 1=x, & tranf

pofant

x*=1 171—7y”, ou x +7y= 71.

Cette équation eſt donc maintenant dans

le cas de l’article 64; de forte qu’on aura

=—7 & B=1171 ; d’où l’on voit

d’abord que y & B doivent être premiers

entr'eux, puiſque ce dernier nombre ne

renferme aucun faćteur carré.

On fera, fuivant la méthode de l’art. 65,

x=ny— I 171 {, & il faudra, pour que

l'équation foit réfoluble, que l'on puiste

trouver pour n un nombre entier pofitifou

négatif non > #, c'eſt-à-dire non > 58o,

tel que n’—A ou n’+7 foit diviſible par

B ou par i 171. *

Je trouve n=+321 , ce qui donne n’+7

Tome II. Q q
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=1 171x88; ainfi je ſubſtitue dans l’équa

tion précédente + 3 2 1y–1 1717 à la place

de x, moyennant quoi elle fe trouve toute

diviſible par i 17 1, & la divifion faite, elle

devient 88y +642y;+1 17 1;"=1.

Pour réfoudre cette équation je vais faire

ufage de la feconde méthode expoſée dans

l'art. 7o, parce qu’elle eft en effet plus fim

ple & plus commode que la premiere. Or

comme le coefficient de y eſt plus petit que

celui de 7", j'aurai ici D=1171, D=88

& n=+ 32 ; ; donc retenant pour plus de

fimplicité la lettre y à la place de 0, & met

tant y' à la place de 7, je ferai le calcul

fuivant, où je ſuppoferai d’abord n= 3 2 1:

m ===== 4, n = 32 1-4.88=— 31,

– -3 * – I 1 ----
m =-II-=-3, n =— 3 1+ 3. I 1= 2,

I 2. I I I

m” =—= 2, z2"= 2 - 2. I= O,
I

1° I I

p" = ? ::= i; y= 4y'+y",

I 1 I4 1 I I ·

AD"— 4:2 =1, y'=-3y''+y",
|

JO V - # =7, y"=2y"+y”. -
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1 II

Puiſque n"=o & par conféquent <=

I v

, on s’arrêtera ici & on fera
& < 2 |

D"=M=1, D"= L=7, n"=o= W,

& y"=#, y"=+, à cauſe que D" eft

< D". *

Maintenant je remarque que A étant

=—7, & par conféquent négatif; il faut,

pour la réfolubilité de l’équation, que l’on

ait M=1; c’eſt ce que l’on vient de trou

ver; de forte qu’on en peut cónclure

d’abord que la réſolution eſt poffible. On

fuppofera donc f=y"=o, +=y"=+1;

& l’on aura, par les formules ci-deffus,

y'=+1, y'=+3=7, y=+12+1=+1 1,

les fignes ambigus étant à volonté. Donc

x=3.2 Iy–1 1717=+18 , & conféquem

ment f="#"="#"=":, OU =#=7.

Or comme on exige que la valeur de ffoit

égale à un nombre entier, on ne pourra

prendre que f=7. -

Il eſt remarquable que l’autre valeur de
- 13 - - •

f, favoir #, quoique fractionnaire, donne

Q q ij
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néanmoins un nombre entier pour la valeur

du radical V(3o+62/–7f.) , & le même

nombre 1 1 que donne la valeur f=7; de

forte que ces deux valeurs de fferont les

racines de l’équation 3o+62/–7/*=121.

Nous avons fuppoſé ci-deffus n= 3 2 1 ;

or on peut faire également n=—3 2 1 ;

mais il eſt facile de voir d’avance que tout

le changement qui en réſultera dans les for

mules précédentes, c’eſt que les valeurs de

m, m', m”, & de n', n", changeront de

figne, moyennant quoi les valeurs de y' &

de y deviendront auffi de différens fignes,

ce qui ne donnera aucun nouveau réfultat,

puiſque ces valeurs ont déjà d’elles-mêmes

le figne ambigu +. -

Il en fera de même dans tous les autres

cas; de forte qu’on pourra toujours fe dif

penfer de prendre fucceſſivement la valeur

de n en plus & en moins.

La valeur f=7 que nous venons de

trouver, réfulte de la valeur de n=+321;

on pourroit trouver d’autres valeurs de f,

fi on trouvoit d'autres valeurs de n qui
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euffent la condition requife; mais comme

le diviſeur B=1 171 eſt un nombre pre

mier, il ne fauroit y avoir d’autres valeurs

de n de la même qualité, comme nous

l’avons démontré ailleurs, (Mémoires de

Berlin pour l’année z 767, pag. 194), d’où

il faut conclure que le nombre 7 eſt le feul

qui puiffe fatisfaire à la queſtion.

J’avoue au refte qu'on peut réfoudre le

probleme précédent avec plus de facilité

par le fimple tâtonnement; car dès qu’on

eft parvenu à l’équation x=1 17 1–7y“,

il n’y aura qu’à effayer poury tous les nom

bres entiers dont les carrés multipliés par 7

ne furpafferont pas I 171, c’eſt-à-dire tous

les nombres < :::<13.

Il en eft de même de toutes les équations

où A eſt un nombre négatif; car dès qu’on

eft arrivé à l'équation x = B+Ay”, où,

(en faifant A=–a), x'=B—ayº , il eft

clair que les valeurs fatisfaifantes de y, s’il

y en a, ne pourront fe trouver que parmi

les nombres < V#. Auffi n'ai-je donné@

des méthodes particulieres pour le cas de A

Q q iij
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négatif, que parce que ces méthodes ont

une liaifon intime avec celles qui concer

nent le cas de A pofitif, & que toutes ces

méthodes étant ainfi rapprochées les unes

des autres, peuvent fe prêter un jour mutuel

& acquérir un plus grand degré d’évidence.

E X E M P L E I I.

82. Donnons maintenant quelques exem

ples pour le cas de A pofitif, & foit pro

poſé de trouver tous les nombres entiers

qu’on pourra prendre pour y, en forte que

la quantité radicale,

V(13y +1o),

devienne rationnelle.

On aura ici, (art. 64), A=13, B=1o1,

& l’équation à réfoudre en entiers fera

**—13y*=1 o 1 ,

dans laquelle, à caufe que I o I n’eſt divi

fible par aucun carré, y fera néceffairement

-- premier à 1o1.

On fera donc, (art. 65), x=ny–1o1;,

& il faudra que n’–13 foit diviſible par
I O I

Io1, en prenant n <: <5 I.
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Je trouve n=35, ce qui donne n’=I 225

& n — I 3= 1 2 1 2= 1 o 1 x 1 2 ; ainfi on

pourra prendre n=+ 35, & ſubstituant,

au lieu de x, + 35y—1o1 { , on aura une

équation toute diviſible par 1o1, qui, la

divifion faite, fera

1 2 y' +7oy; +1 o 1 {*=1.

Employons encore, pour réfoudre cette

équation, la méthode de l’art. 7o ; faifons

D=12, D=1o1, m=+35, mais au lieu

de la lettre 6 nous conferverons la lettre y,

& nous changerons feulement { en y", com

me dans l’exemple précédent.

Soit, 1º. n=35, on fera le calcul fuivant:

- I– I

772 =::=3 , n'=35-3.12=-1, D" = ;: =-I,y=y*y

n'=== , n"=— 1 + 1 = o, D"==: =13, y'=y"+y"

I I

Comme n"=o& conféquemment <==

III

& < –, on s’arrêtera ici & l’on aura

`~
»

la transformée

1 I

D"y– 2n"y"y"-+-D" y =I,

ou bien

Q q iv
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I r I I I

13y”—y=1,

laquelle étant réduite à cette forme

y”—13 y"=—I ,

fera fufceptible de la méthode de l'art. 71,

nº. 2; & comme A=13 eft| < 1 oo, on

pourra faire ufage de la table de l’art. 41.

Ainfi il n’y aura qu’à voir fi dans la férie

fupérieure des nombres qui répondent à

13. il fe trouve le nombre 1 dans une

place paire; car il faut, pour que l’équa

tion précédente foit réfoluble, que dans la

férie Pº, P", P" &c. il fe trouve un terme

=—1; mais on a Pº=1, –P=4, P“

=3 &c. donc &c. or dans la férie I, 4,

3, 3, 4, 1 &c. on trouve juſtement 1 à

la fixieme place, en forte que P=–1;

donc on aura une folution de l’équation pro

poſée, en prenant y"=p’, & y"=q', les

nombres p, q étant calculés d’après les

formules de l'art. 25 , en donnant à e, a',

p" &c. les valeurs 3, I, I, I, I, 6 &c. qui

forment la férie inférieure des nombres ré

pondans à V13 dans la même table.
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On aura donc

o

p*=I q”=o

P' =3 q =I

p"=p' +pº =4 q"=1

p"=p"+p =7 q"=q"+q'=2

p"=p"+p"=1 I q”=q"+q"=

p' =p"+p"=18, q' =q"+q"=5.

Donc y"=18 & y"=5 ; donc y'=y"

+y"=23 , & y=3y +y"=74.

Nous avons fuppofé ci-deffus n=35,

mais on peut auffi prendre n=—35.

Soit donc, 2°. n=— 35 , on fera

-35 _ 1–13

m = –2 =-3 , n'=-3 ; +3.12=1, D"=

É:=-3, 35+3 2 I 2
=-1, y=-3y+y"

- I —13
- - //– - /// - 1– I

m=== =-1 , n"=1-1=o, D ====13,y=y+y:

ainfi on aura les mêmes valeurs de D", D"

& n" qu’auparavant, de forte que la tranf

formée en y" & y" fera auffi la même.

. On aura donc auffi y"= 18 & y"=5;

donc y'=—y"+y"=13 , & y=–3y"

-|-y"=— 34.

Nous avons donc trouvé deux valeurs

de y avec les valeurs correſpondantes de

y ou ; & ces valeurs réſultent de la fup
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poſition de n=+ 3 5 ; or comme on ne

peut trouver aucune autre valeur de n qui

ait les conditions requifes, il s’enfuit que les

valeurs précédentes feront les feules valeurs

primitives que l’on puiffe avoir ; mais on

pourra enfuite en trouver une infinité de

dérivées par la méthode de l’art. 72.

Prenant donc ces valeurs de y & H pour

p & q, on aura en général, (art. cité),

y=74t—(1 o 1. 23—35.74)u=74t-+-267ư

7=23t+( 1 2.74—35.23)u=23t+ 83u

OUI *

y=-34t—(I o 1. 13–35.34)u=–34t–I 23ư

. {= 13t+(-12.34+35.13) u=13t + 47ư

& il n’y aura plus qu’à tirer les valeurs de t

& u de l'équation t’–13u'=1; or ces va

leurs fe trouvent déjà toutes calculées dans

la table qui eſt à la fin du chap. VII du

traité précédent; on aura donc fur le champ

t=649 & u=18o; de forte que prenant

ces valeurs pour T & V dans les formules

de l’art. 75, on aura en général

,_(649+18ov213)"+(649-18ov(! 3)"

2 |

|

|-*|
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„_(649+18ov13)'-(649-rºovia)".

* 2 V I 3

où l’on pourra donner à m telle valeur qu’on

voudra, pourvu qu’on ne prenne que des

nombres entiers poſitifs.

Or comme les valeurs de t & u peuvent

être prifes tant en plus qu’en moins, les

valeurs de y qui peuvent fatisfaire à la

queſtion, feront toutes renfermées dans ces

deux formules, -

y=+74 t+ 267u,

|- =+ 34 t+ 1 2 3u,

les fignes ambigus étant à volonté. .

Si on fait m=o, on aura t=1 & u=o;

donc y=+74, ou =+34; & cette der

*

niere valeur fera la plus petite qui puiffe.

réfoudre le probleme.

Nous avons déjà réfolu ce même pro

bleme dans les Mémoires de Berlin pour

l'année 1768, pag. 243 ; mais comme nous

y avons fait ufage d’une méthode un peu

différente de la précédente, & qui revient

au même pour le fond que la premiere mé

thode de l’art. 66 ci-deflus, nous avons cru
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devoir le redonner ici, pour que la com

paraiſon des réfultats qui font les mêmes

par l’une & l’autre méthode, puiffe leur

fervir de confirmation, s’il en eft befoin.

E X E M P L E I I I.

83. Soit propoſé encore de trouver des
- 9 , * |

nombres entiers qui, étant pris pour y,

rendent rationnelle la quantité

V(79y+to).

On aura donc à réfoudre en entiers

l'équation

x”—79y =1o1,

dans laquelle y fera premier à 1o1, puiſque

ce nombre ne renferme aucun faćteur carré.

Qu’on ſuppoſe donc x=ny— 1 oI; , &

il faudra que n’–79 foit diviſible par 1o1,

en prenant n <: <5 I; on trouve n=33,

ce qui donne n’—13 =1 o1o=1 oIx Io;

ainfi on pourra prendre n=+ 33, & ces

valeurs feront les feules qui aient la con

dition requife.

Subſtituant donc +33y—1o1 { à la place
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|

de x, & divifant toute l’équation par 1o1,

on aura cette transformée

1 oy” +66y{ + 1 o 1 {*=I.

On fera donc D=1o, D=1o1, n=+33,

& prenant d’abord n en plus, on opérera

comme dans l’exemple précédent; on aura

ainfi :

m=::=3, n'=33—3.1o=3, p=2:2=-7, y=3y'+y".

Dr.

2. 3Or comme n'=3 eſt déjà <?:&<

il ne fera pas néceffaire d’aller plus loin;

ainfi on aura la transformée

—7y–6y"y"+1 oy”=1 ,

laquelle étant multipliée par –7, pourra

fe mettre fous cette forme,

(7y +3y")?–79y =—7.

Puiſque donc 7 eſt <v/79, fi cette équa

tion eſt réfoluble, il faudra que le nom

bre 7 fe trouve parmi les termes de la férie

fupérieure des nombres qui répondent à

v/79 dans la table de l'art. 41 , & même

que ce nombre 7 y occupe une place paire,

puiſqu'il a le figne — Mais la férie dont
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il s’agit ne renferme que les nombres 1,

I 5 , 2 , qui reviennent toujours; donc on

doit conclure fur le champ que la derniere

équation n’eſt pas réfoluble, & qu’ainfi la

propoſée ne l’eft pas, au moins d’après la

valeur de n= 33.

Il ne refte donc qu'à effayer l'autre valeur

n=—33, laquelle donnera |

-33 =-3, n'=-33+3. Io=-3 , Du = 9T79
I O : IO

=–7, y=-3y'+y"

de forte qu’on aura cette autre transformée,

—7y'+6y'y''+1oy'=1,

laquelle fe réduit à la forme

(7y"— 3y")?–79y =–7,

qui eſt femblable à la précédente. D'où je

conclus que l'équation propoſée n’admet

abfolument aucune folution en nombres

entiers. - -

R E M A R Q U E. -- »

84. M. Euler, dans un excellent Mé

moire imprimé dans le tome IX des nou

veaux Commentaires de Pétersbourg, trouve

par indućtion cette regle, pour juger de

la réſolubilité de toute équation de la forme

|

|
i
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x –Ay =B, lorſque B eſt un nombre

premier; c’eſt que l’équation doit être pof.

fible toutes les fois que B fera de la forme

4.An-+-r“, ou 4An-+-rº–A ; mais l’exem

ple précédent met cette regle en défaut;

car 1 o 1 eſt un nombre premier de la forme

4.An-+-r”—A, en faifant A=79, n=–4

& r=38; cependant l'équation x –79y”

=1o1 n’admet aucune folution en nombres

entiers. *

Si la regle précédente étoit vraie, il s’en

fuivroit qủe fi l’équation x"–Ay'=B eft

poffible lorſque B a une valeur quelconque

b, elle le feroit auffi en prenant B=4An

+b, pourvu que B fût un nombre premier.

On pourroit limiter cette derniere regle,

en exigeant que b fût auffi un nombre pre

mier; mais avec cette limitation même elle

fe trouveroit démentie par l’exemple pré

cédent; car on a 1o1=4An+b, en pre

nant A=79, n=—2 & b=733 ; or 733

eft un nombre premier de la forme x

–79y”, en faifant x=3.8 & y=3 ; ce

pendant ioi n’eſt pas de la même forme

x°–79y”. -
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PAR AGRA P H E VIII.

Remarques fur les Equations de la forme

p=Aq+1,

& fur la maniere ordinaire de les réfoudre

en nombres entiers. /

85.LA méthode du chap. VII du traité

précédent, pour réfoudre les équations de

cette eſpece, est la même que celle que

M. Wallis donne dans fon Algebre, (chap.

XCVIII), & qu’il attribue à Milọrd Broun

ker; on la trouve auffi dans l’Algebre de M.

Ozanam, qui en fait honneur à M. de Fer

mat. Quoi qu’il en foit de l’Inventeur de

cette méthode, il eft au moins certain que

M. de Fermat eſt l’Auteur du probleme qui

en fait l’objet; il l’avoit propoſé comme un

défi à tous les Géometres Anglois, ainfi

qu’on le voit par le commercium epifolicum

de M. Wallis ; c’eſt ce qui donna occaſion

à Milord Brounker d’inventer la méthode

dont nous parlons; mais il ne paroît pas que

CCf
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cet Auteur ait connu toute l’importance du

probleme qu’il avoit réfolu; on ne trouve

même rien fur ce fujet dans les écrits qui

nous font reſtés de M. Fermat, ni dans aucun

des Ouvrages du fiecle paffé, où l’on traite

de l’Analyfe indéterminée. Il eſt bien na

turel de croire que M. Fermat, qui s'étoit

principalement occupé de la théorie des

nombres entiers, fur leſquels il nous a d'ail

leurs laiffé de très-beaux théoremes, avoit

été conduit au probleme dont il s’agit par

les recherches qu’il avoit faites fur la ré

folution générale des équations de la forme

x'=Ay”-+-B, auxquelles fe réduifent tou

tes les équations du fecond degré à deux

inconnues ; cependant ce n’eſt qu’à M'.

Euler que nous devons la remarque que ce

probleme eſt néceffaire pour trouver toutes

les folutions poſſibles de ces fortes d’équa

tions. (Voyez le chap. VI ci-deffus, le

tome VI des anciens Commentaires de Pé

tersbourg, & le tome IX des nouveaux).

La méthode que nous avons fuivie pour

démontrer cette propofition eſt un peu dif

Tome I I. R r
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férente de celle de M. Euler, mais auffi

eft-elle, fi je ne me trompe, plus direćte

& plus générale. Car d’un côté la méthode

de M. Euler conduit naturellement à des

expreſſions fraćtionnaires lorſqu’il s’agit de

les éviter, & de l'autre on ne voit pas

clairement que les fuppofitions qu’on y fait

pour faire difparoître les fraćtions, foient

les ſeules qui puiffent avoir lieu. En effet

nous avons fait voir ailleurs qu’il ne fuffit

pas toujours de trouver une feule folution

de l’équation x=Ay+B, pour pouvoir

en déduire toutes les autres, à l’aide de

l'équation p =Ag^+1 ; & qu'il peut y

avoir fouvent, au moins lorſque B n'eſt pas

un nombre premier, des valeurs de x & y

qui ne fauroient être renfermées dans les

expreſſions générales de M. Euler. (Voy.

l’art. 45 de mon Mémoirefur les problemes

indéterminés, dans les Mémoires de Berlin;
: «- »

* -

année 1767). - - - 4

Quant à la méthode de réfoudre les

équations de la forme p=Ag+1, il nous

femble que celle du chap. VII, quelque

/
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ingénieufe qu’elle foit, eft encore affez im

parfaite. Car, 1°. elle ne fait pas voir que

toute équation de ce genre eſt toujours ré

foluble en nombres entiers, lorſque a eft

un nombre pofitif non-carré. 2°. Il n’eſt pas

démontré qu’elle doive faire parvenir tou

jours à la réfolution cherchée. M. Wallis

a, à la vérité, prétendu prouver la pre

miere de ces deux propoſitions ; mais fa

démonftration n’eſt, fi j’ofe le dire, qu’une

fimple pétition de principe. (Voy. le chap.

XCIX de fon Algebre). Je crois donc être

le premier qui en ait donné une tout-à-fait

rigoureufe ; elle fe trouve dans les Mélan

ges de Turin, tome IV ; mais elle eſt très

longue & très-indireếte; celle de l'art. 37

ci-deffus, eft tirée des vrais principes de la

chofe, & ne laiffe, ce me femble, rien à

défirer. Cette méthode nous met auffi en

état d’apprécier celle du chap. VII, & de

reconnoître les inconvéniens où l’on pour

roit tomber, fi on la fuivoit fans aucune

précaution ; c’eſt ce que nous allons dif

CU[CI. -

R r ij
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86. De ce que nous avons démontré dans

le §. II, il s’enfuit que les valeurs de p & q

qui fatisfont à l'équation p’—Aq'=1 , ne

peuvent être que les termes de quelqu’une

des fraćtions principales déduites de la frac

tion continue qui exprimeroit la valeur de

VA ; de forte que fuppofant cette fraćtion

continue repréfentée ainfi,

I

**F+:4 : . . .
pu" + &c.

on aura néceffairement

;=a+:++ -

Aw" + &c. I

+: ,
v At

pº étant un terme quelconque de la férie

infinie u', u" &c. dont le quantieme p ne

peut fe déterminer qu’à posteriori.

Il faut remarquer que dans cette fraćtion

continue les nombres 12 , u', u" &c. doivent

être tous pofitifs, quoique nous ayons vu

dans l’art. 3 qu’on peut en général, dans

les fra&tions continues, rendre les déno

minateurs poſitifs ou négatifs, fuivant que
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l’on prend les valeurs approchées plus pe

tites ou plus grandes queles véritables; mais

la méthode du probleme I, (art. 23 & fuiv.)

exige abſolument que les valeurs appro

chées u , u', "" &c. foient toutes prifes en

défaut. -

87. Maintenant, puiſque la frastion :

eft égale à une fraćtion continue dont les

termes font u , u', px" &c. „f, il eſt clair,

par l'art. 4, que u fera le quotient de p

diviſé par q, que a fera celui de q diviſé

par le refte, a'" celui de ce refte diviſé par

le fecond refte , & ainfi de fuite ; de forte

que nommant r, /, t &c. les reftes dont il

s’agit, on aura, par la nature de la divifion,

p=u q + r, q="r+f, r=a*/+ t , &c.

où le dernier refte fera néceffairement =o,

& l'avant-dernier =1 , à cauſe que p & q

font des nombres premiers entr'eux. Ainſi

a fera la valeur entiere approchée de:, a

celle de 4, aº celle de # &c. ces valeurs

étant toutes prifes moindres que les véri

tables, à l’exception de la derniere pº, qui

fera exactement égale à la fra&tion corref

R r iij
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pondante, à cauſe que le reste ſuivant eft

fuppoſé nul.

Or comme les nombres u , u', u" &c. uſ »

font les mêmes pour la fraćtion continue

qui exprime la valeur de;, & pour celle

qui exprime la valeur de VA, on peut

prendre, juſqu’au terme u', ;=VA, c’eſt

à-dire pº–A q”=o. Ainfi on cherchera

d’abord la valeur approchée en défaut de

#, c’eſt-à-dire de v/A , & ce fera la valeur

de u ; enfuite on ſubſtituera dans pº–Aq”

=o, à la place de p fa valeur aq+r, ce

qui donnera („—A) q + 2 uqr+r=o,

& on cherchera de nouveau la valeur ap

prochée en défaut de : , c'eſt-à-dire de la

racine pofitive de l’équation

(„—A) (#) + 2 "#+1=o,

& l’on aura la valeur de u'.

On continuera à ſubftituer dans la tranf

formée (, —A)q + 2 uqr+r=o, à la

place de q, u r-Hf; on aura une équation

dont la racine fera#; on prendra la valeur

approchée en défaut de cette racine, & l’on
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aura la valeur de u". On ſubſtituera „"r+f

à la place de r, &c.

Suppofons maintenant que t foit, par ex.

le dernier reſte qui doit être nul, f fera

l'avant-dernier qui doit être =1 ; donc fi

la transformée en f& t de la formule pº

—Aq eſt P/*+Qft+ Riº, il faudra qu’en

y faifant t=o & f=1 elle devienne =1,

pour que l'équation propoſée p —Aq=1

ait lieu; donc P devra être =1. Ainfi il

n'y aura qu’à continuer les opérations &

les transformations ci-deflus, juſqu’à ce que

l’on parvienne à une transformée où le

coefficient du premier terme foit égal à

l'unité ; alors on fera dans cette formule

la premiere des deux indéterminées, com

me r, égale à 1 , & la feconde, commef,

égale à zéro; & en remontant on aura les

valeurs convenables de p & q. -

: On pourroit auffi opérer fur l’équation

même p –Aq = 1 , en ayant feulement

foinde faire abſtraction du terme tout connu

1, & par conſéquent auffi des autres termes

tout connus qui peuvent réfulter de celui-ci,

R r iv
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dans la détermination des valeurs appro

chées u, u', "" &c. de#, #, # &c. dans ce

cas on effayera à chaque nouvelle tranf

formation, fi l’équation transformée peut

fubfifter en y faifant l’une des deux indéter

minées =1 & l’autre =o; quand on fera

parvenu à une pareille transformée, l'opé

ration fera achevée, & il n’y aura plus qu’à

revenir fur fes pas pour avoir les valeurs

cherchées de p & de q. -

Nous voilà donc conduits à la méthode

du chapitre VII. A examiner cette mé

thode en elle-même & indépendamment

des principes d’où nous venons de la dé

duire, il doit paroître affez indifférent de

prendre les valeurs approchées de u, u', ""

&c. plus petites ou plus grandes que les vé

ritables, d'autant que, de quelque maniere

qu’on prenne ces valeurs, celles de r, /,

t &c. doivent aller également en diminuant

jufqu’à zéro, (art. 6). -

Auffi M. Wallis remarque-t-il expref

fément qu’on peut employer à volonté les li

mites en plus ou en moins pour les nombres
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ju , u', u" &c. & il propofe même ce moyen

comme propre à abréger fouvent le calcul;

c’eſt auffi ce que M. Euler fait obſerver

dans l'art. 1o2 & fuiv. du chap. cité ; ce

pendant je vais faire voir par un exemple,

qu’en s'y prenant de cette maniere on peut

rifquer de ne jamais parvenir à la folution

de l'équation propoſée.

Prenons l’exemple de l'art. 1o1 du même

chap, où il s’agit de réfoudre une équation

de cette forme, pº=6q+1 , ou bien p”

—6q =1. On aura doncp=v/ 67*-+-1),

& négligeant le terme confiant 1, p=qW/ 6;

donc:=V6> 2 < 3 ; prenons la limite

en moins & faifons A= 2, & enfuite p

=2 q+r ; fubſtituant donc cette valeur,

on aura – 2 q + 4 qr+r=1 ; donc q

= ar Ever=º, ou bien, en rejet

* |- ri/6

tant le terme conſtant – 2, q=?:“,
? -, N, 7 2+ 1/6 • -

d’où # = ##> 2 < 3 ; prenons de nou

veau la limite en moins, & faifons q=2r

+/, la derniere équation deviendra r

–4rf– 2f*=1 , où l'on voit d’abord
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qu’on peut fuppofer f=o & r=1 ; ainſi

On aura q= 2 , P= 5.

Maintenant reprenons la premiere tranf

formée – 2 q^-+-4 qr+r=1 , où nous

avons vu que : > 2 & <3, & au lieu de

prendre la limite en moins, prenons-la en

plus, c’eſt-à-dire, fuppofons q=3 r+/,

ou bien, puiſque fdoit être alors une quan

tité négative, q=3 r—f, on aura la tranf

formée fuivante, – 5r“+8 rf–2f*=1,

4f+V (6/*= 2;

5

donc négligeant le terme confiant 5, r

–4ft/Y6 R, r.– 4 + 1/6 * .

—-; , &#= #"> 1 <2.

Prenons de nouveau la limite en plus,

& faifons r=2f-t, on aura —6/*+ 12fe

donc f=servựr=o 3

- 6t +tV6

donc, rejetant le terme –6, f=':",

&#=1+":: > 1 <2.

Qu’on continue à prendre les limites en

plus & qu’on faffe f= 2 t—u, il viendra

- 6u+V(6ư-5).

5 ?

laquelle donnera r=

—5 t*=I 3

–5t'+ 12tu-6u'=1; donc t=3 *
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donc#=#> 1 < 2. Faifons donc de

même t= 2u—x, on aura — 2 u +8 ux

— 5 x*=1; donc &c.

Continuant de cette maniere à prendre

toujours les limites en plus, on ne trouvera

jamais de transformée où le coefficient du

premier terme foit égal à l’unité, comme

il le faut, pour qu’on puiffe trouver une

folution de la propoſée.

La même chofe arrivera néceffairement

toutes les fois qu’on prendra la premiere

limite en moins, & les fuivantes toutes en

plus ; je pourrois en donner la raiſon à

priori ; mais comme le Lecteur peut la

trouver aiſément par les principes de notre

théorie, je ne m'y arrêterai pas. Quant à

préfent il me fuffit d’avoir montré la né

ceffité de traiter ces fortes de problemes

d’une maniere plus rigoureufe & plus pro

fonde qu’on ne l’avoit encore fait.

. »

|

ž Ś
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*T * -

PARAGRAPH E IX.

• De la maniere de trouver des Fonĝions algé

briques de tous les degrés, qui étant mul

tipliées enſemble produiſent toujours des

fonĉtions femblables.
<

-

|

Addition pour les Chapitres XI & XII.

88.JE crois avoir eu en même temps que

M. Euler l’idée de faire fervir les faćteurs

irrationnels & même imaginaires des for

mules du fecond degré, à trouver les con

ditions qui rendent ces formules égales à

des carrés ou à des puistances quelconques;

j’ai lu fur ce fujet à l’Académie en 1768,

un Mémoire qui n’a pas été imprimé, mais

dont j’ai donné un précis à la fin de mes

recherches fur les Problemes indéterminés,

qui fe trouvent dans le volume pour l’année

1767, lequel a paru en 1769, avant même

la tradućtion Allemande de l'Algebre de

M. Euler.

J’ai fait voir dans l’endroit que je viens
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*

de citer, comment on peut étendre la

même méthode à des formules de degrés

plus élevés que le fecond; & j'ai par ce

moyen donné la folution de quelques équa

tions dont il auroit peut-être été fort dif

ficile de venir à bout par d’autres voies. Je

vais maintenant généralifer encore davan

tage cette méthode, qui me paroît mériter

particuliérement l’attention des Géometres

par fa nouveauté & par fa fingularité.

89. Soient a & e les deux racines de

l’équation du fecond degré

f” —af+b=o,

& confidérons le produit de ces deux fac

fellfS

(x+a,y) (x+a,y),

qui fera néceffairement réel ; ce produit

fera x+(2+2)xy+2sty“; or on a 2+3

=a, & z&=b, par la nature de l'équa

tion f°–af+b=o; donc on aura cette

formule du fecond degré |

x+axy+by“,

laquelle eſt compoſée des deux facteurs

x+2y & x-+-êy.
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Maintenant il eſt viſible que fi l'on a une

formule femblable |

x*-+-ax',y'+by”,

& qu’on veuille les multiplier l’une par l'au

tre, il fuffira de multiplier enfemble les

deux facteurs x + ay, x' + 2y', & les deux

x + É y, x' +Éy', enfuite les deux produits

l’un par l’autre. Or le produit de x+2y

par x' +2y eſt xx' + a(x）y'+ yx') +2yy';

mais puiſque a eſt une des racines de l'équa

tion /*–a/+b=o, on aura a – a 2+b

=o; donc z =a2–b ; donc fubſtituant

cette valeur de 2° dans la formule précé

dente, elle deviendra xx'–byy'+a(xy'

+yx'+ayy"); de forte qu’en faifant,

pour plus de fimplicité,

X=xx'—byy',

K =xy'+yx'+a.yy',

le produit des deux faćteurs x+zy, x+2y',

fera X+«Y, & par conféquent de la même

forme que chacun d’eux. On trouvera de

même que le produit des deux autres fac

teurs, x-|-sty & x'+ ºy', fera X+4 FG
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de forte que le produit total fera (X+«Y)

(X+AY), favoir

X+aXY+bY".

C’eſt le produit des deux formules fem

blables,

x+axy+y', & & +axy+by.

. Si on vouloitavoir le produit de ces trois

formules femblables

x+axy +by,

x +axy +by”,

*+axy+y,

il n'y auroit qu’à trouver celui de la for

mule X+aXY+bY* par la derniere :

+axy+dy, & il eft vifible, par les for

mules ci-deffus, qu’en faifant -

X =Xx"–b Ky",

Y =Xy"+Kx"+a Ky",

le produit cherché feroit

- X-+aXY+éř. –

On pourra trouver de même le produit

de quatre ou d’un plus grand nombre de

formules femblables à celle-ci,

~
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x*-+-axy+by“,

& ces produits feront toujours auffi de la

même forme. - -

9o. Si on fait &=x & y=y, on aura

X=x"–by”, Y= 2xy+ay”,

& par conféquent

(x+axy+by) =X+aXY+bY.

Donc, fi l’on veut trouver des valeurs

rationnelles de X & Y, telles que la for

mule X-+-aXK+bY" devienne un carré,

il n'y aura qu’à donner à X & à Kles va

leurs précédentes, & l'on aura pour la ra

cine du carré la formule x+axy+by”,

x & y étant deux indéterminées.

: Si on fait de plus x'=x'=x & y'=y*

=y, on aura X=Xx—b} y, Y'=Xy

+Kx-+-a Ky, c’eſt-à-dire en fubſtituant

les valeurs précédentes de X & Y,

X'=x?— 3bxy+aby”, : , :

K"=3xy+3axy +(a–b)yº ;

donc . . . · · · · · · · · |

(x+axy+iy)=X+aXř+bře.. !

Ainfi, fi l'on propofoit de trouver des

valeurs
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valeurs rationnelles de X & Y“, telles que

la formule x+axř+bř devint un

cube, il n’y auroit qu’à donner à X & Y

les valeurs précédentes; moyennant quoi

on auroit un cube dont la râcine feroit x"

+axy+by”, x & y étant deux indéter

minées. -

On pourroit réfoudre d’une maniere fem

blable les queſtions où il s’agiroit de pro

duire des puiffances quatrièmes, cinquie

mes &c. mais on peut auffi trouver immé

diatement des formules générales pour une

puiſſance quelconque m, fans paſſer par

les puiffances inférieures.

Soit donc propoſé de trouver des valeurs

rationnelles de X & Y, telles que la for

mule X+aXY+bY" devienne une puiſ

fance m, c’eſt-à-dire qu'il s'agiffe de ré

foudre l’équation

X°+ a XY+bYº=Z".

Comme la quantité X"+aXY+bY eft

formée du produit des deux facteurs X+«Y

& X-+-É Y, il faudra, pour que cette quan

Tome I I. S s
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tité devienne une puiſſance du degré m,

que chacun de fes deux faćteurs devienne

aufi,une femblable puifance.

Faifons donc d’abord

X+a}=(x+a,y)" ;

& développant cette puiſſance par le théo

reme de Wewton, on aura

x"+mx"-"ya+:-9x"-"yra:

–|—---- » x"-3y 2 + &c.

Or, puiſque a eſt une des racines de

l’équation f°–af+b=o, on aura auffi

« –a 2 + b=o; donc a'=aa–b, z=az

–ba= (a –b)2—ab, a'=(a –b) a

–a b a= (a – 2 a b) 2—a b+b*, & ainfi

de fuite. Ainſi il n'y aura qu’à fubſtituer ces

valeurs dans la formulė précédente, & elle

fe trouvera par-là compoſée de deux par

ties, l’une toute rationnelle qu’on compa

rera à X, & l’autre toute multipliée par

la racine a, qu’on comparera à a Y.

Si on fait pour plus de fimplicité

A'=I B =o

4"=a B"=b

|
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A"=aA“–bA B"=a B"–b Bº

A"=aA"– b A" B"=a B"–b B" |

4" =aA”–bA", Bº = a B"–b B",

&c. &c. &c.

OÍl allI3 -

a =A* a – B"

a?=A* a– B"

a3=A"a– B"

«*=A^* a– B", &c.

Donc ſubſtituant ces valeurs, & com

parant, on aura -

X=x"–mx"="yB –2: 9x"-ºy" B" -

- ---- (m-2)x"-ºy Å?" |- &c.

Y=mx"-"y A.+":" æ"-ºy"A“

m(m-r)(m-2) „m– I I I

+---*** 3 y A"+ &c.

Or, comme la racine « n’entre point

dans les exprestions de X & Y, il eſt clair

qu’ayant X+2Y=(x+a,y)", on aura

auffi X-+-É Y=(x+3y)" ; donc multi

pliant ces deux équations l'une par l'autre,

OIl dillTal

X*-+-a XY+bY*=(x+axy+by^)",

& par conſéquent -

S s ij
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- Z=x*-+-axy+by”. •

Ainfi, le probleme eſt réfolu.

Si a étoit =o, les formules précédentes

deviendroient beaucoup plus fimples; car

on auroit A=1, A"=o, A"=—b, A"

=o, A"=b', A"=o, A"=–b? &c.

& de même B"=o, B"=b, B"=o,

B"=–bº, B"=o, B"=b &c.

donc -

x=x-–2": "x"-y-b+='::=?

x"-ºy" b –&c.

Y=mx-y+=":="x"-ºyib
| m(m-1)(m-2)(m-3)(m-4) „m– 2

+"=":"="x"-yb –&c.

& ces valeurs fatisferont à l’équation

X°–|-b Yº=(x^-+-by)".

91. Paffons maintenant aux formules de

trois dimenſions ; pour cela nous défigne

rons par 2, 8, 7 les trois racines de l’équa

tion du troifieme degré,

fº—af"+bf.—c=o,

& nous confidérerons enfuite le produit

de ces trois fa&teurs,

(x+a,y+zx)(x+2y+É";) (x+xy+y^x),
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lequel fera néceffairement rationnel, com

me on va le voir. La multiplication faite,

on aura le produit ſuivant, -

x}+(2+2+y)xy+(a'+B'+)*)x^{+(a2+xy+2y)

xy"+ (a^2+2^3+3a+2’y+y^2+y^2)xyz+(a’2’

+a’y”-+É’7”)x{"+a2)y'+(x^3y +2*z)+7°æÉ)y'z

+(a"É"y+x')^2+2*3*2)yz"+2"É", "z”;

or par la nature de l’équation on a

cx + 3 + 7 = a , c/3 + xy + 2y = b, x2y= c;

de plus on trouvera

a’+ß*-+?*=(a+(2+2)*—2 (x2+xy+2y) = a – 2b,

a^2+a’y+3z+2°) +7^2+y^2=(a+(3+3)(x2+zy

+2y)-3a@y=ab—3c, 2°2'+2'2'+2'2'=(x2+zy

+27)*—2 (a+ 8 +7)28)=b^—2ac 3 a’Éy+2’zy

+7’aĝ=(2+2+3)22)=ac , 2'2'+2')^2+6’3’«

= (a2+ xy+ 2y) »ĝo = bc.;

donc faifant ces ſubſtitutions, le produit

dạnt il s’agit fera s- |

x+ax.y+(a’—2b)x^{+bxy +(ab—3c)

:+(b°–2ac) x;"+cy'+acy (-+-bey;"

– c” K”. - -

Et cette formule aura la propriété, que

fi on multiplie enfemble autant de fem

blables formules que l’on veut, le produit

fera toujours auffi une formule femblable.

S s iij



646 A p p r r r o w s.

En effet fuppofons qu’on demande le pro

duit de cette formule-là par cette autre-ci,

x+ax.y +(a”–2b) * { + bx.y + (ab—3c)

x'y'#'+(b-2ac) x'{'+-cy+acy {'+bcy'{'

--cº ; ; il eſt clair qu’il n’y aura qu’à cher

cher celui de ces fix facteurs, x+2y+z^{,

x+By+a; 3 x+y+''; , x+2y'+2';',

x'+e y'-|-É’; , x'+2'y' +3°; ; qu’on

multiplie d’abord x+2y+a"; par x'+zy"

+2^{', on aura ce produit partiel xx+2

(xy+yx)+a(x;'+fx+yy)+a (y + y)

--ø"; ; ; or a étant une des racines de

l’équation fº-af“-+-bf-c=o, on aura a’

–az-+-ba—c=o, par conféquent «’=az

–ba +c; donc a'=aai-ba +cz=(a –b)

a – (ab–c)2+ac ; de forte qu’en fubf

tituant ces valeurs, & faifant pour abréger

X=xx'—c(y;:+ {(y')+ ac{F', |

Y=xy+yx-A(y+{y)—(ab-c)zr,

Z=x+(x+xy'+a(y+zy)+(a-b)st",

le produit dont il s’agit deviendra de cette

forme -

X+«Y+2°Z,
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c’eſt-à-dire de la même forme que chacun

des produifans. Or comme la racine 2 n’en

tre point dans les valeurs de X, Y, Z, il

eft clair que ces quantités feront les mêmes

en changeant « en 3 ou en , ; donc puif

que l’on a déjà

(x+a,y+25) (x+ay'+2';')=X+2 Y+2 Z,

on aura auffi, en changeant a en 3,

(x+2y+g'?)(x+2y'+g'{')=X+2} +g'Z,

& en changeant a en ?,

(x+xy+y)(x+xy+y^{')=X+y}+y-Z;

donc multipliant ces trois équations enfem

ble, on aura d’un côté le produit des deux

formules propoſées, & de l’autre la for

mule -

X+aX*Y-+(a'–2b)X+Z+bXY-4-(ab

–3c)XYZ+(b–2ac)XZ^+cY}+ acY*

Z+ bc YZ"+ c"Z", -

qui fera donc égale au produit demandé,

& qui eſt, comme l’on voit, de la même

forme que chacune des deux formules dont

elle eſt compoſée. -

Si on avoit une troifieme formule telle

que celle-ci, -

S s iv



648 A p p r r r o w s.

&+a:y"+(a-2b)*{"+kx y +(ab

—3°)x"y":"+(s-a)*"r+ey+acy

7"+bcy"{"+ c*z*,

& qu’on voulût avoir le produit de cette

formule & des deux précédentes, il eft

clair qu’il n'y auroit qu’à faire

X=Xx"—c(Y;"+Zy")+acZț",

Y=Xy"+Yx"—b(Y;"+Zy")-(ab-c)Z;"

Z=X;"+Zx"+Ky"+a(Kỹ"+–Zy")

+(a –b) Z{", -

& l’on auroit pour le produit cherché

x+ax+Y+(a-2b)XZ-+bxř+(ab
–3e)XYZ+(b-1a-)Xż+cř+acř

Z+bcYŽ+cŽ.

92. Faifons maintenant x'=x, y'=y,

{"={, nous aurons

X=x”—2cy{+ac{”,

K=2xy—2by{-(ab-c);",

Z=2x{+y+2ay{+(a-b){',

& ces valeurs fatisferont à l'équation

X+aX+Y+bXY"+cY3+(a’–2b)X-Z

+(ab—3t)XYZ+acY-Z+(b–2ac)X.

Z+bcKZ-+c"Zi=V”,
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en prenant

V=x+axy+bxy+-cy+ (a^— 2b) x {

+ (ab— 3c) xyz+acy”{ + (b — 2ac)

xr+by+c';'; -

donc fi l’on avoit, par exemple, à réfou

dre une équation de cette forme,

X+aX+Y+bXY"+c} =V*,

a, b, c étant des quantités quelconques

données, il n'y auroit qu’à rendre Z=o,

en faifant - - *

2x{+y+2ay{+(a”—b");"=o,

d'où l'on tire

x=_y+2x+("=");',
2 {

& fubſtituant cette valeur de x dans les

expreſſions précédentes de X, Y & V,

on aura des valeurs très-générales de ces

quantités, qui fatisferont à l'équation pro

pofée. - *

Cette folution mérite d’être bien remar

quée à caufe de fa généralité & de la ma

niere dont nous y fommes parvenus, qui eft

peut-être l’unique qui puiffe y conduire

facilement.
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On auroit de 'même la réfolution de

l'équation

X+aXY+(?–2b)xz+bXř+(ab

–3) XY Z +(b–2ac)X ž+cř

+acřZ+bcÝŽ+ež=V ,

en faifant dans les formules ci-deffus

2x''=x'=x , y'=y'=y, {"={"={,

& prenant ·

V=x+axy+(a'–2b)x^{+ bxy +(ab

—3c) xyz+(b?—2ac)x{H-cy"+ acy”{

+bcy;"+ c*z.

Et on pourroit réfoudre auffi fucceffive

ment les cas où, au lieu de la troifieme

puiſſance Vº, on auroit V.“, V. &c. mais

nous allons traiter ces queſtions d’une ma

niere tout-à-fait générale, comme nous

l’avons fait dans l’art. 9o ci-deflus.

93. Soit donc propoſé de réfoudre une

équation de cette forme,

X+aX-Y-|– (a –2b) X-Z+bXY+(ab

—3c)XYZ+(b-2ac) XZ-+cY3+acY Z

+bcKZ-+c"Zi=V".

Puiſque la quantité qui forme le premier
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membre de cette équation n’eſt autre chofe

que le produit de ces trois facteurs,

(X+-K+-Z}(X+BY+a Z)(X+Y+3°Z),

il eſt clair que pour rendre cette quantité

égale à une puistance du degré m, il ne

faudra que rendre chacun de fes fasteurs

en particulier égal à une pareille puiſſance.

Soit donc

X+2 Y+2 Z=(x+a,y+a ()”,

on commencera par développer la puif

fance m de x+2y+a’; par le théoreme

de Wewton, ce qui donnera

m(m —1)
x"+mx"- (y + zz ) a +– x"-(y+zț)’a’

+:-*x*(y+25)^2+, &c.

ou bien, en formant les différentes puif.

fances de y+2 Z, & ordonnant enfuite,

par rapport aux dimenſions de «,

|- æ"+mx"- 2+ (mx"-";+":=) x"- y)2

+(m(m-1)x"- yt+":="x"-y)=

+ &c.

Mais comme dans cette formule on ne

voit pas aiſément la loi des termes, nous

ſuppoferons en général
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(x+y+z^*)"=P+P2+P"«^+P"«"

+P"a"+ &c.

& l’on trouvera

= x” ,

Pi =:",

p_(m-1)yP+2 m; P
« — 2. X. 3

pa_(m-2)y P"+(2 m-1); "

- |- 3 x 3

PV= (m–3)yP"+(2m–2);P" &c.

4 %

c’eſt ce qui fe démontre facilement par le

calcul différentiel. -

Maintenant on aura, à caufe que a eft

une des racines de l’équation f –af+bf

—c=o, on aura, dis-je, « —a a +b a

—c=o ; d’où

a'=a & –b2+c ; donc

a'=azº–bz --ca=(a'–b)2°–(ab—c)a+ac, ..

a'=(a'–b)«—(ab—c)a+acz=(a–2ab

+c)=–(ab–b–ac)2+(a-b)c,

& ainfi de fuite.

De forte que fi on fait pour plus de fim

plicité
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A =o

A"= 1

A"=a -

4"=a.A"—b/*-ī-cA.

A" =a.A"—bA"—H·cA"

4"=a.A" —b.4"–Hca", &c.

B = 1 -

B"=o

B"= }

B"=aB"—BB"--cB.

Aºv =aB"—bB"-HcB"

B"=aB- —bB"—Hºch", &c.

C =o

C* = o

C*=c

Civ =aC"—b C*-ī-cC.

C" =aC*-*C*-HcC"

C"= a Cy —b C*-i-cC", &c.

O11 aluſa.

a =A wº —B a +C.

*=4"º-B". H-c"

a?=A**—B"a-HC" -

*=4"a –B"2+C", &c.
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Subſtituant donc ces valeurs dans l’ex

prefion de (x+a,y+a^{)", elle fe trou

vera compoſée de trois parties, l’une toute

rationnelle, l’autre toute multipliée par 2,

& la troifieme toute multipliée par a’; ainfi

il n'y aura qu’à comparer la premiere à X,

la feconde à a K, & la troiſieme à a Z,

& l’on dura par ce moyen -

X=P+PC+P"C"+P"C"+P"C" &c.

Y=–P" B"–P" B"–P" B"–P"BY&c.

Z=PA+P"A"+P"A"+P"A" &c.

Ces valeurs fatisferont donc à l’équation

X+2K+2 Z=(x+a,y+2’ W)" ;

& comme la racine a n’entre point en par

ticulier dans les expreſſions de X, Y &

Z, il eſt clair qu’on pourra changer a en 2,

ou en , ; de forte qu’on aura également

.x+ºr+z=a+o+rer.

X+3 Y+7° Z=(x+3y+3°;)".

Or multipliant enfemble ces trois équa

tions, il est viſible que le premier membre

fera le même que celui de l’équation pro

poſée, & que le fecond fera égal à une
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puifance m, dont la racine étant nommée

V, on aura - ,

W= x' + ax y+ (a – 2 b) x {+ b xy”

+ (ab.—3c) xyz +(b°–2ac) xz +cy”

+agy*z +bcyf+c';'.

Ainfi on aura les valeurs demandées de

X, Y, Z & V, lefquelles renfermeront

trois indéterminées x, y, z.

94. Si on vouloit trouver des formules

de quatre dimenſions qui euffent les mêmes

propriétés que celles que nous venons

d’examiner, il faudroit confidérer le pro

duit de quatre facteurs de cette forme,

x+2y+2*3 + 2’t

x +B y+ 8 {+ 4't

x+yy+7^{+?’t

æ+ 3y+3*3 + ”t,

en fuppofant que 2, 8, 7 , 3 fuffent les ra

cines d’une équation du quatrieme degré,

telle que celle-ci,

f"—af?+bf”—cf+d=o;

on aura ainfi
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a + 8 + 7 + 3 = a ,

c/2+ xy+a3 + 3y + 23+y^=b,

«@y+z^3 + ayổ + 2y3 = c,

a 3y3 = d,

moyennant quoi on pourra déterminer tous

les coefficiens des différens termes du pro

duit dontil s’agit, fans connoître les racines

2, 3, 7 , 3 en particulier. Mais comme il

faudra faire pour cela différentes réduc

tions qui peuvent ne pas fe préfenter fa

cilement, on pourra s'y prendre, fi on le

juge plus commode, de la maniere que

voici.

Qu’on fuppofe en général

x+fy+f* {-+-f?t=p;

& comme feſt déterminé par l'équation

f"—afº-+-b/*–cf+d=o,

qu’on chaffe / de ces deux équations par

les regles connues, & l’équation réfultante

de l’évanouiffement de f étant ordonnée

par rapport à l'inconnue p , montera au

quatrieme degré ; de forte qu’elle pourra

fe mettre fous cette forme,

F'— Wp + P F –Q P+R=o.

Or
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Or cette équation en p ne monte au qua

trieme degré que parce que f peut avoir

les quatre valeurs 2, 8, 7 , 3, & qu’ainfi ?

peut avoir auffi ces quatre valeurs cor
reſpondantes, * v -

x+2y+2 H+ a t

x+By+6 H+ Bºt

x+xy+y^{+3't

æ+3y+ 4*3+ ”t,

lefquelles ne font autre chofe que les fac

teurs dont il s’agit d’avoir le produit. Donc,

puiſque le dernier terme R doit être le

produit de toutes les quatre racines, ou

valeurs de p, il s’enfuit que cette quantité R

fera le produit demandé.

Mais en voilà affez fur ce fujet, que nous

pourrons peut-être reprendre dans une

autre occafion.

Je terminerai ici ces Additions, que les

bornes que je me fuis prefcrites ne me per

mettent pas d’étendre plus loin; peut-être

* même les trouvera-t-on déjà trop longues;

mais les objets que j'y ai traités étant d’un

Tome II. ' . T t
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genre affez nouveau & peu connu, j’ai cru

devoir entrer dans pluſieurs détails nécef.

faires pour fe mettre bien au fait des mé

thodes que j’ai expoſées, & de leurs dif

férens ufages. |

:
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x1y: - »ss & SCS X=2224 -

K =ests:=*=}

T A B L E

D E S MA T I E R E S '

C o N T E N U E S

DANS LA SECOND E PARTIE.

D E L’A W A L Y S E

IN D É T E R M IN É E.

CHAP. I.DE la réſolution des équations

du premier degré, qui renfer

ment plus d'une inconnue, p. I

–– II. De la regle qu’on nomme regula

coeci, où il s’agit de détermi

ner, par deux équations, trois

ou un plus grand nombre d'in

connues , 3o

––III. Des équations indéterminées com

poſées, dans leſquelles l'une des

inconnues ne paſë pas le pre

mier degré, 42

Tt ij
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CH. IV. De la maniere de rendre ration

nelles les quantités fourdes de

la forme Va+bx+cxx, p. 5o

–– V. Des cas où la formule a+bx+cxx

ne peut jamais devenirun carré,

77

–VI. Des cas en nombres entiers, où

la formule axx+b devient un

carré, 96

–VII. D’une méthode particuliere, par

laquelle la formule ann+1 de

vient un carré en nombres en

tiers, I 16

––VIII. De la maniere de rendre ration

nelle la formule irrationnelle

Va+bx+cxx+dx?, 135

–– IX. De la maniere de rendre ration

nelle la formule incommenfu

rable Va+bx+cxx+dx+ex",

I 53

– X. De la méthode de rendre ration

nelle la formule irrationnelle

|- Va+bx+cxx+dx, 177
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CH. XI. De la réſolution de la formule

axx+bxy+cyy en fes fac

teurs, - pag. I 95

––XII. De la transformation de la for

mule axx+cyy en des carrés

& en des puiſſances plus élevées,

2 I 9

– XIII. De quelques expreſſions de la

forme ax“-+-by", qui ne font

pas réductibles à des carrés, 242

– XIV. Solutions de quelques questions

qui appartiennent à cette partie

de l'analyfe, 263

–XV. Solutions de quelques questions

où l’on demande des cubes, 339

*

::* }+
Ä*NE* |

"Hº

+

T t iij
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T A B L E

D E S M A T I E R E S

CONTENUES DANS LES ADDITIONS.

Arnarissensºr, pag. 37 I

§. I. Sur les frastions continues, 379

§. II. Solutions de quelques problemes cu

rieux & nouveaux d'Arithmétique,

445

§. III. Sur la réſolution des équations du

premier degré à deux inconnues en

nombres entiers, : 5 17

§. IV. Méthode générale pour réſoudre en

nombres entiers les équations à deux

inconnues, dont l'une ne pafè pas

le premier degré, 527

§. V. Méthode direĉfe & générale pour ré

foudre les équations du fecond degré

à deux inconnues, en nombres ra

tionnels, 534

*
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Réſolution de l'équation Ap”-+-Bq'=z en

nombres entiers, pag. 538

S. VI. Sur les doubles & triples égalités,

5 5 6

Ş. VII. Méthode direste & générale pour ré

foudre en nombres entiers les équa

tions du fecond degré à deux in

connues, 56 I

Réſolution de l'équation Cy—2nyz

+-Bzº=1 en nombres entiers.

Premiere méthode, 568

Seconde méthode, 572

De la maniere de trouver toutes les

folutions poſſibles de l'équation Cy”

— 2 nyz+B z =1 , lorſqu’on en

connoît une feule, 583

De la maniere de trouver toutes les

folutions poſſibles en nombres entiers

des équations du fecond degré à deux

inconnues , 595

S. VIII. Remarques fur les équations de la

forme p=Aq'+1 , & fur la ma

niere ordinaire de les réſoudre en

nombres entiers, 624
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§. IX. De la maniere de trouver des fonc

tions algébriques de tous les degrés,

qui étant multipliées en/emble pro

duiſent toujours des fonĉlions fem

blables, - pag. 636

}
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A P P R o B A T I o N.

J’Ai lu par ordre de Monfeigneur le Chancelier la

Traduction Françoiſe des Elémens d'Algebre de M.

Euler ; les moindres ouvrages des grands hommes

font toujours précieux, les Additions que M. de

la Grange a faites à celui-ci le rendent plus précieux

encore. A Paris , le 17 Août 1771.

M A R I E.

P R I V I L E G E D CV R O I.

Louis, PAR LA GRACE DE DIEU , RoI DE France

ET DE NAvARRE: A nos amés & féaux Confeillers, les

Gens tenant nos Cours de Parlement, Maîtres des Re

quêtes ordinaires de notre Hôtel, Grand-Confeil, Prévôt

de Paris, Baillis, Sénéchaux, leurs Lieutenans Civils &

autres nos Juſticiers qu’il appartiendra: S AL UT. Notre

amé le Sieur J. M. BRUYsET, Libraire à Lyon, Nous a

fait expofer qu’il défireroit faire imprimer & donner au

Public des Elémens d'Algebre par M. Euler, traduits de

l'Allemand & enrichis de notes par M. Bernoulli, avec un

traité d’Analyfe indéterminée par M. de la Grange ; s’il

Nous plaifoit lui accorder nos Lettres de Privilege pour

ce néceffaires. A cEs cAUsEs, voulant favorablement trai

ter l’Expofant, Nous lui avons permis & permettons par

ces Préfentes, de faire imprimer ledit Ouvrage autant de

fois que bon lui femblera, & de le vendre, faire vendre &



débiter par tout notre Royaume pendant le temps de fix

années confécutives, à compter du jour de la date des

Préfentes. FAIsoNs défenfes à tous Imprimeurs, Librai

res, & autres perfonnes de quelque qualité & condition

qu’elles foient, d’en introduire d'impreſſion étrangere dans

aucun lieu de notre obéiffance ; comme auffi d'imprimer

ou faire imprimer, vendre, faire vendre, débiter ni con

trefaire ledit Ouvrage, ni d’en faire aucuns extraits, fous

quelque prétexte que ce puiſſe être , fans la permiffion

expreffe & par écrit dudit Expofant ou de ceux qui au

ront droit de lui, à peine de confifcation des Exemplaires

contrefaits, de trois mille livres d'amende contre chacun

des Contrevenans , dont un tiers à Nous, un tiers à

l'Hôtel-Dieu de Paris, & l’autre tiers audit Expofant, ou

à celui qui aura droit de lui, & de tous dépens, domma

ges & intérêts; A LA CHARGE que ces Préfentes feront

enregiſtrées tout au long fur le Regiſtre de la Communauté

des Imprimeurs & Libraires de Paris, dans trois mois

de la date d'icelles ; que l’impreſſion dudit Ouvrage fera

faite dans notre Royaume & non ailleurs, en beau papier

& beaux caracteres, conformément aux Réglemens de la

Librairie, & notamment à celui du 1o Avril 1725, à peine

de déchéance du préſent Privilege; qu’avant de l’expofer

en vente, le Manufcrit qui aura fervi de copie à l’im

prefion dudit Ouvrage, fera remis dans le même état où

l’Approbation y aura été donnée, ès mains de notre très

cher & féal Chevalier Chancelier Garde des Sceaux de

France , le Sieur DE MAUPEou ; qu’il en fera enſuite

remis deux exemplaires dans notre Bibliotheque publique, .

un dans celle de notre Château du Louvre, & un dans

celle dudit Sieur DE MAUPEou ; le tout à peine de nullité

des Préfentes: DU coNTENU defquelles vous mandons

 



& enjoignons de faire jouir ledit Expofant & fes ayans

caufes, pleinement & paifiblement , fans fouffrir qu’il

leur foit fait aucun trouble ou empêchement. Voulons

que la copie des Préfentes, qui fera imprimée tout au

long, au commencement ou à la fin dudit Ouvrage, foit

tenue pour dûment fignifiée, & qu’aux copies collation

nées par l’un de nos amés & féaux Confeillers-Secrétai

res, foi foit ajoutée comme à l’original. CoMMANDoNs

au premier notre Huiffier ou Sergent fur ce requis, de

faire pour l’exécution d'icelles tous Aćtes requis & nécef

faires, fans demander autre permiffion, & nonobſtant

clameur de Haro, Charte Normande , & Lettres à ce

contraires : CAR teleft notre plaifir. DoNNÉ à Paris, le

douzieme jour du mois de Septembre, l’an de grace mil

fept cent foixante & onze, & de notre Regne le cinquan

te - feptieme.

PAR LE Ro1 EN soN CoNsEIL.

Signé L E B E GUE.

Registré fur le Registre XVIII. de la Chambre Royale &

Syndicale des Libraires & Imprimeurs de Paris, Nº. 1638,

fol. 53o, conformément au Réglement de 1723: A Paris,

ce 17 Septembre 1771.

Signé, J. HERISSANT, Syndic.
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