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A M o NsIE U R,

M. D'ALEMBERT,

SE C R ÉTA IR E P E R P É T U EL

DE L’ACADÉMIE FRANçoISE, D Es

ACADÉMIES ROYALES DES SCIENCES

DE FRANCE, DE PRUssE, D’ANGLE

TERRE ET D E RU’ss IE, DE L’ACA

DÉMIE RoyALE DES BELLES-LETTRES

D E SUEDE, D E L’INSTITUT DE. Bo- .

LOGNE ET D Es SocIÉTÉS ROYALES

DES SC I EN C Es D E TUR IN ET DE

NoRwEGE.

&WC o wsieur,

I L ne nous appartient ni de pro

noncer fur le mérite de l'Ouvrage

dont vous rtous avex permis de faire

- a iij
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paroître la premiere édition Françoi/ê

fous vos auſpices, ni d'ajouter aux

éloges qu'il a reçus , /oit dans få

langue originale, foit dans la tra

duċſion Ruffè qu'on en a donnée. Le

nom fêul de M. EULER, en le rendant

précieux aux Mathématiciens, an

nonce à ceux qui travaillent à le de

venir , tout ce qu’ils peuvent s’en

promettre.

M. BERNOULLI , digne héritier

de ce nom fi grand dans les Sciences,

& Directeur de l'Obſervatoire de

Berlin, s’eſt chargé de rendre en notre

langue le texte de M. EU LE R, &

de l'enrichir de quelques Notes hiſto

riques. M. DE LA GRANGE, dont

le rare génie & les nombreux fuccès

fixent depuis long-temps l'attention
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de toute l'Europe /avante, a ajouté

au mérite de l'Ouvrage, en y joignant

un morceau deſtiné à compléter le

traité de l'Analyſe indéterminée.

Tout concourt, MONSIEUR,

à établir vos droits fur l'hommage

que nous prenons la liberté de vous

offrir. C'efi au Philoſophe, au Ma

thématicien qui honore/onfiecle , que

nous devions préfenter l'Ouvrage d'un

homme également definé à l'illustrer.

L'ambition s’attacha fouvent au rang

pour s’appuyer de la faveur de la pro

testion ; un motif qui nous eſt plus

cher nous porte à vous offrir le té

moignage public de la reconnoiſſance

que nous devons aux bontés dont vous

nous avex honorés. En plaçant votre

nom à la tête de ce Livre, nos fenti

3 1V
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mens pour vous, MONSIEUR,

nous ont fuggéré le choix qu'auroit

pu faire le differnement le plus juffe,

& nous nous applaudirons dans notre

hommage, d'avoir l'Europe entiere

pour témoin & pour approbateur.
/

Nous avons l'honneur d’étre avec

le plus profond reſpeċ7,

}

MowsIEUR,

Vos très-humbles & très-obéiſſans

ferviteurs

J. M. Bevrs er, pere&fils.
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A V E R T I S S E M E N T

D E S É D I T E U R S

D E L’ O R I G A W A L.

NoUs mettons entre les mains

des Amateurs de l'Algebre un

Ouvrage dont il a déjà paru une

tradućtion Ruffe il y a deux ans.

Les vues du célebre Auteur

étoient de compofer un Livre

élémentaire, au moyen duquel

on pût apprendre , fans aucun

autre fecours, l'Algebre à fond.

La perte de fa vue lui avoit fug

géré cette idée, l'aćtivité de fon

génie ne lui permit pas de dif
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férer long-temps à la mettre en

exécution. M. Euler choifit pour

cet effet un jeune homme qu’il

avoit pris à fon fervice en quit

tant Berlin, qui poffédoit affez

bien l'Arithmétique, mais qui

n’avoit d'ailleurs aucune teinture

des Mathématiques; il avoit ap

pris le métier de Tailleur, & ne

pouvoit être mis, quant à fa ca

pacité, qu’au rang des eſprits

ordinaires. Non-feulement ce

jeune homme a très-bien faifi

tout ce que fon illuftre Maître

lui enfeignoit & lui dićtoit, mais

il s’eft même trouvé en peu de

temps en état d'achever tout

feul les calculs algébriques les
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plus difficiles, & de réfoudre

promptement toutes les quef

tions analytiques qu'on lui pro

pofoit. -

Le fait que nous citons doit

donnef une idée d’autant plus

avantageufe de la méthode qui

regne dans cet Ouvrage, que

le jeune homme qui l'a écrit, qui

en a développé les calculs, &

dont les progrès ont été fi mar

qués, n’a reçu abſolument d’au

tres inftrućtions que de ce Maî

tre, fupérieur à la vérité, mais

privé de la vue.

Indépendamment d'un avan

tage auffi grand, les Connoif

feurs verront, avec autant de
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plaifir que d'admiration, l'ex

pofition de la doćtrine des lo

garithmes & de fa liaifon avec

d'autres calculs, ainfi que les

méthodes qu’on donne pour la

réfolution des équations du troi

fieme & du quatrieme degré.

Ceux enfin que les problemes

de Diophante peuvent intéref

fer, feront charmés de trouver

dans la derniere fećtion de la

feconde Partie , tous ces pro

blemes préfentés d'une maniere

fuivie, & l'explication de tous

les procédés de calcul néceffai

res pour les réfoudre. -

*****
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A V E R T I S S E M E N T

D U T R A D UV C T E LV R.

- LE Traité d'Algebre que j'ai en

trepris de traduire, a été publié en

Allemand en 177o par l’Académie

Impériale des Sciences de Saint-Pé

tersbourg. Je m’abſtiendrai d'enlouer

le mérite, ce feroit prefque faire in

jure au nom célebre de fon Auteur;

il fuffira d'ailleurs d'en lire quelques

pages, pour voir, parla clarté avec

laquelle tout eft expoſé, quel fruit

les Commençans peuvent en retirer.

C’eſt fur d'autres objets que je crois

devoir un Avertiffement.

Je me fuis écarté de la diviſion

fuivie dans l'original, en faifant. en

trer dans le premier volume de la

traduction Françoife la premiereSec

tion du fecond volume de l'original,

qui complette l'Analyſe déterminée.
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On fentira facilement les raifons de

ce changement; non-feulement il fa

voriſoit la divifion affez naturelle de

l'Algebre en Analyſe déterminée &

en Analyfe indéterminée, mais il

devenoit néceffaire pour conferver

quelque égalité dans l’épaiffeur des

deux volumes, par rapport aux Ad

ditions qu’on trouve à la fin de la

feconde Partie. -

On s'appercevra aifément à la lec

ture de ces Additions, qu’elles ne

peuvent être que de M. de la Grange;

auffi font-elles une des raifons qui

m’ont principalement engagé à en

treprendre ma Tradućtion; je me fuis

félicité d'être le premier à faire voir

plus généralement aux Mathémati

ciens à quel haut point de perfestion

deux de nos plus illuftres Géometres

ont porté depuis peu une branche de

ÞAnalyſe, peu connue, mais dont

on fent les épines dès qu’on cherche

à l'approfondir, & qui, de l'aveu
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même de ces grands génies, leur a

offert les problemes les plus difficiles

qu'ils aient jamais réſolus.

Je crois avoir traduit cette Algebre

comme on convientqu'il faut traduire

des Ouvrages de cette eſpece; je me

fuis principalement attaché à entrer

dans le fens de l'original &à le rendre

avec toute la clarté poſſible; peut

être même oferai-je attribuer quelque

fupériorité à ma Traduction fur l'ori

ginal, parce que cet Ouvrage ayant

été disté & n’ayant pu être revu par

fon illuſtre Auteur même, il eſt aifé

de concevoir qu’il auroit befoin dans

plufieurs endroits qu’on y paffåt la

lime. Au refte, fi je ne me fuis point

affervi à traduire littéralement, je

n’ai pas laifié de fuivre mon Auteur

pas à pas; j’ai confervé les mêmes

divifions dans les articles, & c’eſt

dans un fi petit nombre d’endroits

que j'ai penſé à fupprimer quelques

détails de calcul, ou à inférer une
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ou deux lignes d'éclairciffement dans

le texte, qu’il ne vaut pas, je crois,

la peine d'entrer dans le détail des

raifons qui peuvent me juſtifier.

Je ne dirai rien non plus des notes

que j'ai ajoutées à la premiere Partie;

elles font en affez petit nombre pour

que je ne craigne pas le reproche

d'avoir groffi inutilement le volume;

elles peuvent d'ailleurs répandre du

jour fur différens points de l'hiſtoire

des Mathématiques, & faire connoî

tre un grand nombre de tables fub

fidiaires peu connues.

Quant à l'exactitude de la correc

tion, je compte qu’elle ne le cédera

en rien à celle de l'original; j’ai com

paré avec foin tous les calculs, &

en ayant refait un grand nombre

moi-même, j'ai pu corriger pluſieurs

fautes indépendamment de celles qui

étoient indiquées dans l'Errata.

ÉLÉMENs
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&{= =E}= - X3*

P R E MI E R E P A R T I E,

Où l’on traite de l’Analyſe déterminée.

(= )

S E CT I O N - P R E M I E R E.

Des différentes Méthodes de calcul pour les grandeurs

fîmples ou incomplexes. *

=A

CHAP IT RE PREMIER.

DES MATHÉMATIQUES EN GÉNÉRAL;

I.

?õN nomme grandeur ou quantité ;

# : tout ce qui eſt fuſceptible d’aug

mentation & de diminution.

Une fomme d’argent eſt donc une quan

Tome I. A
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tité, puiſqu’on peut y ajouter & qu’on peut

en ôter.

Il en eft de même d’un poids & d’autres

chofes de cette nature.

2.

On voit donc facilement qu’il doit y

avoir tant de différentes eſpeces de gran

deurs, qu’il feroit même difficile d’en faire

l’énumération: & voilà l’origine des diffé

rentes Parties des Mathématiques, chacune

d'elles s’occupant d’une eſpece particuliere

de grandeurs. Les Mathématiques en gé

néral ne font autre chofe que la ſcience des

quantités, ou la fcience qui cherche les

moyens de les meſurer.

3.

Or nous ne pouvons mefurer ou déter

miner une quantité, qu’en regardant une

autre quantité de la même eſpece comme

connue, & en indiquant le rapport de celle

ci à celle-là.
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Qu'il s'agiste, par exemple, de déter

iminer la quantité d’une fomme d’argent, on

regardera comme connu un louis, un écu,

un ducat ou quelqu’autre monnoie, & on

indiquera combien de ces pieces font con

tenues dans ladite fomme.

De même, s'il étoit queſtion de déter

miner la quantité d’un poids, on regarde

roit un certain poids comme connu ; par

exemple, une livre, un quintal, une once,

& on indiqueroit combien de fois tel ou tel

poids eft contenu dans celui qu’on déter

mine.

Veut-on meſurer une longueur ou une

étendue, on fe fervira d'une certaine lon

gueur connue, telle qu’eſt un pied.

4.

Ainfi les déterminations ou les meſures

de grandeurs de toutes eſpeces, reviennent

à ceci: Qu’on fixe d’abord à volonté une

certaine grandeur de la même eſpece que

celle qu’on veut déterminer , afin de la

A ij
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prendre pour meſure ou unité ; enfuite, que

l'on détermine le rapport qu’a la grandeur

prefcrite avec cette mefure connue. Ce

rapport s’exprime toujours par des nom

bres, d’où il s’enfuit qu’un nombre n’eſt

autre chofe que le rapport d’une grandeur à

une autre prife arbitrairement pour l’unité.

5.

Il eft évident par-là que toutes les gran

deurs peuvent être exprimées par des nom

bres, & qu’on doit faire confifter ce fon

dement de toutes les Sciences Mathéma

tiques, dans un traité complet de la fcience

des Nombres & un examen foigneux des

différentes manieres de calculer quipeuvent

fe préfenter. A -

On nomme cette partie fondamentale

des Mathématiques, l'Analyſe ou l’Alge

bre (*). -

(*) Pluſieurs Mathématiciens diffinguent entre Ana

lyf & Algebre. Ils entendent par le terme d'Analyſe la

méthode qui enfeigne à trouver ces regles générales, au
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6.

On ne confidere donc dans l'Analyſe,

que des nombres qui repréfentent des quan

tités, fans s’embarraffer des eſpeces parti

culieres des Quantités. C’eft dans les autres

parties des Mathématiques qu’on s’occupe

de ces eſpeces.

7.

On traite des Nombres en particulier

dans l'Arithmétique , qui eſt la fcience des

Nombres proprement dite ; mais cette ſcience

ne s’étend qu’à de certaines façons de cal

culer qui fe préfentent ordinairement dans

la vie commune. L'Analyfe au contraire

comprend généralement tous les cas qui

peuvent avoir lieu dans la doĉtrine & le

calcul des Nombres.

moyen defquelles on foulage l’eſprit dans toutes les

recherches mathématiques ; & ils nomment Algebre l’inst

trument que cette méthode emploie pour y parvenir.

C’eſt la définition que M. Bezout adopte dans la Préface

de fon Algebre. - * *

-- ----------

A iii



6 E L É M E W s

C H A P I T R E I I.

Explication des Signes+Plus &– Moins,

O UAND il s’agit d’ajouter à un nombre

donné un autre nombre, cela s'indique par

le figne + qu’on met devant ce fecond

nombre, & qu’on prononce plus. Ainſi

5 + 3 fignifie qu’on doit ajouter encore

3 au nombre 5, & tout le monde fait qu’il

en réfultera 8 ; de même 1 2+ 7 font 19;

25 + 16 font 41 ; la fomme de 25 + 41

eft 66 , &c.

9.

On a coutume auffi de fe fervir du même

figne -- plus, pour lier enfemble pluſieurs

nombres; par exemple: 7+ 5+9 ſignifie

qu’au nombre 7 il faut ajouter 5 & de plus

encore 9 , ce qui fait 21. On comprend

donc ce que fignifie la formule fuivante:

8+5+13+11+1+3+1o,
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à favoir, la fomme de tous ces nombres,

qui fait 5 1.

I O.

Tout cela ne peut qu’être clair, & it

refte à faire obſerver que dans l’Analyfe

on indique les nombres d’une maniere gé

nérale par des lettres, comme a, b, c, d,

&c. Ainfi , quand on écrit a+b, cela

fignifie la fomme des deux nombres qu’on

a exprimés par a & b , & ces nombres

peuvent être très-grands ou très-petits. De

même f+m+ b+x, fignifie la fomme

des nombres indiqués par ces quatre lettres.

Il fuffira donc toujours de favoir quels

nombres ont été indiqués par detelleslettres

pour trouver auffi-tôt, par l'Arithmétique,

les ſommes ou les valeurs de pareilles for

mules. - - - - - ----

I I. * -

-

;

Quand il eſt qüeſtion, au contraire;

d'ôter ou de fouftraire un nombre d’un

* A iv
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autre nombre, on indique cette opération

par le figne —, qui fignifie moins, & qu’on

met devant le nombre à fouftraire: ainfi

8–5

fignifie que le nombre 5 doit être ôté du

nombre 8 ; ce qui étant fait il reſte 3 , com

me perſonne ne l’ignore. De même 12–7

eft autant que 5, & 2o– 14 eſt autant

que 6, &c. -

I 2.

Il peut arriver auffi qu’on ait pluſieurs

nombres à fouftraire d’un feul nombre. C’eft

le cas de cet exemple:

5o– 1— 3—5-7-9. -

Cela fignifie: Otez d'abord I de 5o, il refte

49; ôtez 3 de ce reſte, il reſtera 46; ôtez

en encore 5, reſtent 41 ; ôtez enfuite 7,

il reſte 34; ôtez-en enfin 9 , reftent 25 ;

& ce dernier refte eſt la valeur de la for

mule propoſée. Mais comme les nombres

1 , 3 , 5 , 7, 9 font tous à fouftraire , il

revient au même de fouftraire leur ſomme,
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qui eft 25 , toute à la fois de 5o ; le refte

fera 25 , comme auparavant.

I 3.

Il eſt de même très-facile de déterminer

la valeur de pareilles formules, où les deux

fignes + plus & – moins fe rencontrent;

par exemple: -

1 2 —3—5+ 2— 1 eſtautant que 5.

Il n’y a qu’à prendre féparément la fomme

des nombres précédés du figne + , & en

ôter celle des nombres précédés de –. La

fomme de 1 2 & de 2 eſt 14, celle de 3,

5 & 1 , eft 9 ; or 9 étant ôté de 14, il

refte 5.

I 4.

On s’appercevra bien par ces exemples

que l’ordre des nombres qu’on écrit eft très

indifférent & tout-à-fait arbitraire, pourvu

qu’on conferve à chacun fon figne. Rien

n’empêcheroit de mettre à la place de la

formule du S précédent celles-ci:

I 2+2–5–3–1 ; ou 2—1—3—5-|-12 ;

|- ou 2+-I 2—3—1–5 ;
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~^

|

{ |

ou encore d’autres; & il faut remarquer

que dans la formule propoſée, le figne + |

eft cenſé être mis devant le nombre 12.

I 5.

On n’aura plus de difficultés non plus |

quand, pour généraliſer ces procédés, on

voudra fe fervir de lettres à la place de

nombres réels. Il eſt clair, par exemple,

que

a–b– c +d–e

fignifie qu’on a des nombres exprimés

par a & d., & que de ces nombres, ou de

leur fomme , il faut ôter les nombres ex

primés par les lettres b, c, e, & précédés

du figne —.

I 6.

Il importe donc principalement ici de

favoir quel figne fe trouve devant chaque

nombre. De-là vient que dans l’Algebre,

les quantités fimples font les nombres con

fidérés avec les fignes qui les précedent

- -------===
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ou qui les affeffent. On nomme quantités

poſitives, celles devant lefquelles fe trouve

le figne +; & quantités négatives , celles

qui font affećtées du figne —.

17.

La maniere dont on a coutume d’indi

quer les biens d’une perſonne, eft très

propre à éclaircir ce que nous venons de

dire. On indique par des nombres pofitifs,

& moyennant le figne --, ce qu’un homme

postede réellement, au lieu que fes dettes

fe repréfentent par des nombres négatifs,

ou par le moyen du figne —. Ainfi quand

on dit de quelqu’un qu’il a 1oo écus, mais

qu’il en doit 5o, c’eſt dire que fon bien

fe monte à *

1oo—5o; ou, ce qui eſt la même chofe,

+-Ioo— 5o, c’eſt-à-dire ;o.

I 8.

Puiſque les nombres négatifs peuvent

être confidérés comme des dettes, en tant

||
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que les nombres pofitifs indiquent des biens

effećtifs, on peut dire que les nombres né

gatifs font moins que rien. Ainſi quand un

homme ne poffede rien, & qu’il doit même

5o écus, il eft certain qu’il a 5 o écus de

moins que rien ; car fi quelqu’un lui faifoit

préfent de 5o écus pour payer fes dettes,

il ne feroit encore qu’au point de n’avoir

rien, quoiqu’il fût devenu plus riche qu’il

n’étoit.

I 9.

De même donc que les nombres pofitifs

font inconteſtablement plus grands que

rien, les nombres négatifs font plus petits

que rien. Or on obtient des nombres po

fitifs en ajoutant 1 à o, c’eſt-à-dire, à rien,

& en continuant d’augmenter ainfi toujours

de l’unité. C’eſt-là l’origine de la fuite des

nombres qu’on nomme nombres naturels;

en voici les premiers termes:

o, +1, +2, +3, +4, +5, +6, +7, +8, +9, +1o,

& ainfi de fuite à l'infini,
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Mais fi au lieu de continuer ainfi cette

fuite par des additions fucceffives on la con

tinuoit dans le feris contraire, en retran

chant perpétuellement l’unité, on auroit

la fuite , ou férie fuivante, des nombres

négatifs :

o,-1,-2,-3,-4,-5, -6, -7, -8, -9,—1o,

& ainfi de fuite juſqu’à l’infini.

2.O.

Tous ces nombres tant pofitifs que néga

tifs, ont le nom connu de nombres entiers;

lefquels par conféquent font ou plus grands

ou plus petits que rien. On les nomme

nombres entiers, pour les diftinguer d’avec

les nombres rompus, & d’avec pluſieurs

autres eſpeces de nombres dont nous par

lerons dans la fuite. Car 5o, par exemple,

étant plus grand d’une unité entiere que 49,

on comprend facilement qu’il peut y avoir

entre 49 & 5 o une infinité de nombres in

termédiaires, tous plus grands que 49, &

pourtant tous plus petits que 5o. On n’a
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qu'à ſe repréſenter deux lignes, l'une ion

gue de 5o pieds, l’autre longue de 49 pieds,

on conçoit aifément qu’on peut tirer un

nombre infini de lignes toutes plus longues

que 49 pieds , & plus courtes cependant

que 5o pieds.

2. I.

Il importe extrêmement dans toute l'Al

gebre, que l’on fe faffe une idée nette de

ces quantités négatives dont il a été queſ.

tion. Je me contenterai de faire remarquer

ici d’avance que toutes ces formules , par

exemple,

+1–1, +2 –2, +3—3, +4—4, &ca

valent o ou rien. Enfuite que

+2–5 vaut —3. -

Car fi quelqu’un a 2 écus & qu'il en doive

5, non-feulement il n’a rien, mais il doit

encore 3 écus: de même

7— 1 2 eſt autant que — 5.

& 25—4o vaut— 15.

|
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2. 2.

Les mêmes chofes doivent s’obſerver,

quand on emploie d’une maniere plus gé

nérale des lettres au lieu de nombres; on

aura toujours o ou rien pour la valeur

de+ a–a. Veut-on favoir enfuite ce que

fignifie, par exemple, +a-b, l’on con

fidérera deux cas:

Le premier a lieu quand a eſt plus grand

que b ; il faut alors fouftraire b de a & le

reſte, devant lequel on mettra ou l’on fup

pofera le figne +, qui indique la valeur

cherchée.

Le fecond cas eſt celui où a eſt plus petit

que b ; on fouftraira dans ce cas a de b, &

on prendra le refte négatif, en lui donnant

le figne —, ce fera la valeur cherchée.
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C H A P I T R E I I I.

De la multiplication des Quantitésfimples.

23.

Quaso on a deux ou pluſieurs nombres

égaux à ajouter enfemble, on peut expri

mer cette fomme d’une maniere abrégée;

par exemple:

a+a eft autant que 2.a &

a+a+a—3.a; de même

a+a+a+–a – 4.a, & ainfi de fuite

C’eſt ainfi qu’on peut prendre une idée

de la multiplication, & il faut remarquer

que:

2.a fignifie 2 fois a &

3.a : 3 fois a &

4.a——— 4 fois a, &c

* 24

S'il s’agit donc de multiplier un nombre

exprimé par une lettre, avec un nombre

quelconque,
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*
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: i n s

**. : «Quand le nombre par lequel on devroit

multiplier , eft auffi repréfenté par une

quelconque, on met fimplement ce nombre

devant la lettre; ainfi

a multiplié par 2o fait 2o a, &

b multiplié par 3o donne 3o 4, &c.

On voit auffi que c pris une fois, ou 1 c

eft autant que c.

25.

Il eſt de plus facile de multiplier de fem

blables produits encore par d'autres nom

bres; par exemple:

2 fois 3 a fait 6 a.

3 fois 4 b fait 12 b.

5 fois 7 x fait 35 x.

Et ces produits peuvent fe multiplier en

core par d’autres nombres à volonté.

26.

lettre , on la met immédiatement devant

l'autre lettre ; ainfi quand il s’agit de mul

tiplier b par a, le produit doit s’écrire a b ;

Tome I. B
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& p q fera le produit de la multiplication

du nombre q par p. Si l'on multiplioit ce

p q encore par a , on obtiendroit a p 7.

27.

Il faut bien remarquer qu’ici l’ordre des

lettres jointes enfemble eft indifférent; que

a b eſt la même chofe que b a ; car b mul

tiplié par a fait autant que a multiplié par b.

Pour comprendre ceci on n’a qu’à prendre

pour a & b des nombres connus, comme

3 & 4; la chofe fera claire par elle-même:

3 fois 4 font autant que 4 fois 3

*--- 28.

On n’aura pas de peine à voir, que quand

il s’agit de mettre des nombres à la place

des lettres jointes enfemble de la maniere

qu’on a vu, on ne peut pas les écrire de la .

même maniere l’un à côté de l'autre. Car

fi l’on vouloit écrire 34 pour 3 fois 4, ce

feroit mettre 34 & non pas 12. On a donc

foin, quandil s’agit d’une multiplication de
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nombres ordinaires, de les féparer par des

points: ainfi 3.4 fignifie 3 fois 4, c’eſt-à

dire 12. De même 1.2 eft autant que 2;

& 1.2.3 fait 6. Pareillement 1.2.3.4.56

fait 1344; & 1.2.3.4.5.6.7.8.9. I o vaut

36288oo, &c.

29.

On peut auffi conclure de-là ce que figni

fie une quantité de cette forme 5.7.8. a bcd.

Elle montre que 5 doit fe multiplier par 7,

& qu’il faut multiplier ce produit encore par

8; enfuite qu’il faut multiplier ce produit

des trois nombres, par a, & puis par b &

puis par c, & enfin par d. On remarquera

de plus qu’on peut écrire à la place de 5.7.8

fa valeur, laquelle eft 28o; car c’eſt ce qui

vient, quând on multiplie par 8 le produit

de 5 par 7, ou 35.

3O.

On aura remarqué que nous avons nom

mé PRODUITs les formules qui naiffent de

Bij
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la multiplication de deux ou plufieurs nom

bres. Il faut obferver auffi qu’on nomme

faċieurs les nombres ou les lettres iſolées.

3 I.

Juſqu’ici nous n’avons confidéré que des

nombres poſitifs, & il n’y a pas eu lieu de

douter que les produits que nous avons vu

fe former ne fuffent pofitifs de même: favoir

+ a par + b doit donner néceffairement

+a b. Mais il faudra examiner à part ce

quidoit provenir de la multiplication de+a

par —b, & de — a par — b.

32.

Commençons par multiplier — a par 3

ou + 3 ; or puiſque —a peut être confi

déré comme une dette, il eſt clair que fi

l'on prend trois fois cette dette, elle doit

auffi devenir trois fois plus grande, & par

conféquent le produit cherché eſt –3 a.

De même s'il s’agit de multiplier – a

par+b, on obtiendra — ba, ou, ce qui
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eft la même chofe, – a b. Nous tirons de-là

la conféquence, qu’une quantité poſitive

étant multipliée par une quantité négative,

le produit eſt négatif; & nous prenons pour

regle, que + par +- fait + ou plus, &

qu’au contraire + par —, ou — par +

donne — ou moins.

33.

Il nous refte à réfoudre encore ce cas où

– eſt multiplié par –, ou, par exemple,

– a par – b. Il eſt évident d’abord que,

quant aux lettres, le produit fera a b ; mais

il eſt incertain encore fi c’eſt le figne +,

ou bien le figne — qu’il faut mettre devant

ce produit ; tout ce qu’on fait, c’eſt que

ce fera ou l’un ou l’autre de ces fignes. Or

je dis que ce ne peut être le figne — : car

–a par + b donne — a b, & —a par

—b ne peut produire le même réſultat que

–a par + b ; mais il doit en réfulter

l'oppoſé, c’eſt-à-dire, + a b ; par confé

quent nous avons cette regle: — multiplié

B iij
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par– fait +, de même que + multiplié

par +. -

34.

Les regles que nous venons de déve

lopper s’expriment plus briévement de la

maniere qui fuit:

Deux fignes égaux ou femblables, mul

tipliés l'un par l’autre, donnent +; deux

fignes diffemblables, ou contraires, don

nent –. Ainſi quand il s’agit de multiplier

enfemble ces nombres-ci : +a, -b, -c, +d ;

on a d’abord + a multiplié par —b, fait

– a b ; ceci par —c, fait +ab c , & ceci

enfin multiplié par+ d, fait +abcd.

35.

Les difficultés à l'égard des fignes étant

levées, nous n’avons plus qu’à faire voir

comment on doit multiplier enfemble des

nombres qui font déjà des produits eux

mêmes. S’il s’agit, par exemple, de mul

tiplier le nombre ab par le nombre c d,
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le produit fera a b c d, & il provient de ce

qu’on multiplie d’abord a b par c, & enfuite

le réſultat de cette multiplication encore

par d. Ou bien s'il s'agiſſoit de multiplier

36 par 1 2 : puiſque i 2 eſt autant que 3 fois

4, on n’auroit qu’à multiplier 36 d’abord

par 3, & enfuite le produit i o8 encore

par 4, pour avoir le produit total de la

multiplication de 1 2 par 36, lequel eſt par

conféquent 432.

36.

Mais fi l’on vouloit multiplier 5 a b par

3 cd, on pourroit à la vérité écrire 3 cd

5 a b ; cependant comme il ne s’agit pasici

de l’ordre des nombres à multiplier enfem

ble, on fera mieux de mettre, comme c’eſt

auffi la coutume, les nombres ordinaires

devant les lettres, & d’exprimer le produit

de cette maniere: 5.3 a b c d, ou 1 5 a bc d ;

parce que 5 fois 3 eſt autant que 15.

De même fi l'on avoit à multiplier 12 pqr

par 7 x y, on obtiendroit 12.7 pqrxy, ou

84 p q rx y. B iy
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-

C H A P I T R E I V.

De la nature des Wombres entiers, eu égard

à leurs faĉieurs.
-

37.

o Us avons remarqué qu’un produit

tire fon origine de la multiplication de deux

ou de pluſieurs nombres les uns par les

autres, & qu’on nomme ces nombres des

fasteurs.

Ainfi ce font les nombres a, b, c, d, qui

font les faćteurs du produit a b c d.

38.

Si l’on confidere donc tous les nombres

entiers en tant qu'ils peuvent provenir de

la multiplication de deux ou de pluſieurs

nombres entr'eux, on trouvera bientôt que

quelques-uns ne fauroient réfulter d’une pa

reille multiplication, & n’ont par confé

quent point de facteurs, tandis que d'autres
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peuvent être les produits de deux ou de

pluſieurs nombres multipliés enfemble, &

peuvent par conféquent avoir deux ou plu

fieurs faćteurs. C’eſt ainfi que:

4 eſt autant que 2,2 ; que 6 eſt autant

que 2.3 ; que 8 eſt autant que 2.2.2 ; ou

* 27 autant que 3.3.3 ; & 1 o autant que

2.5 , &c.

* 39.

Mais d'un autre côté les nombres 2, 3,

5, 7, 1 1, 13, 17, &c. ne peuvent être repré

fentés de la même façon par des faćteurs,

à moins qu’on ne voulût employer pour

cet effet l’unité, & repréfenter 2, par exem

ple, par 1.2. Or les nombres qui font mul

tipliés par I, reftant les mêmes, on n’a pas

jugé à propos de compter l’unité parmi les

faćłeurs.

Tous ces nombres donc, 2, 3, 5, 7, 1 1,

13, 17, &c. qui ne peuvent pas s'indiquer

par des facteurs, ont été nommés nombres

fimples, ou nombres premiers, au lieu que
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les autres, comme 4, 6, 8, 9, Io, 12, 14,

I 5, 16, 18, &c. qui peuvent être repréfen

tés par des faĉteurs, s'appellent des nom

bres compoſés.

4O

Les nombresſimples ou premiers méritent •

donc une attention particuliere, par la rai

fon qu'ils ne proviennent pas de la mul

tiplication de deux ou de pluſieurs nom

bres. Il eſt fur- tout digne de remarque,

que fi l’on écrit ces nombres dans leur ordre

naturel comme ils fe fuivent,

2, 3, 5,7, 1 1, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,41,43,47. &c. ()

(*) On trouve tous les nombres premiers depuis 1

juſqu’à 1ooooo dans les tables de Diviſeur, dont je par

lerai à l’art. 72o de la quatrieme fećtion. Mais on a de

plus des tables particulieres des nombres premiers qui

vont depuis I juſqu’à 1o1coo, & qui ont été publiées

à Halle par M. Kruger, dans un Ouvrage Allemand in

titulé Penfes fur l'Algebre ; M. Kruger les avoit eues en

manuſcrit de celui qui les avoit calculées, & qui fe nom

moit Pierre Jaeger. M. Lambert a continué ces tables juf

qu’à 1o2ooo, & les a redonnées dans fes Supplémens
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on n’y remarque point d’ordre régulier ;

leurs augmentations font tantôt plus gran

des, tantôt moindres ; & juſqu’à préfent

aux Tables Logarithmiques & Trigonométriques, impri

mées à Berlin en 177o, Ouvrage qui contient auffi plu

fieurs autres tables qui peuvent être d’une grande utilité

dans les différentes parties des Mathématiques, & des

éclairciffemens qu’il feroit trop long de rapporter ici.

L’Académie Royale des Sciences de Paris poſſede des

tables de nombres premiers, qui lui ont été préfentées

par le P. Mercaſtel de l’Oratoire, & par M. du Tour;

mais elles n’ont pas été publiées : il en eft parlé dans le

tome V des Mémoires étrangers préfentés à l’Académie,

à l’occafion d’un Mémoire de M. Rallier des Ourmes,

Confeiller d’Honneur au Préfidial de Rennes, qui fe

trouve dans ce volume , & l’Auteur y expofe une mé

thode facile de trouver les nombres premiers.

On trouve dans le même volume un autre Mémoire

de M. Rillier des Ourmes, qu’il a intitulé Méthode nou

velle de diviſion , quand le dividende eſt multiple du diviſeur,

& fe peut par conféquent divifer fans refle, & d’extrastion

de racines quand la puiſſance eſt parfaite. Cette méthode

plus curieuſe à la vérité qu’utile, n’a preſque rien de

commun avec la méthode ordinaire ; elle eft très-facile

& elle a cette fingularité, que pourvu qu’on connoiffe

autant de chiffres fur la droite du dividende ou de la puiſ

fance, que le quotient ou la racine doivent avoir de

chiffres, on peut fe paſſer des chiffres qui les précedent,
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on n’a pu découvrir fi elles fe font fuivant

une certaine loi ou non.

4 I -

Les nombres compoſés, qui peuvent être

repréfentés par des faćteurs, proviennent

tous des nombres premiers fufdits , c’eſt-à

dire que tous leurs faćteurs font des nombres

premiers. Car fi l’on trouve un faćteur qui

ne foit pas un nombre premier , on peut

toujours le décompofer & le repréfenter

par deux ou pluſieurs nombres premiers.

Quand on a indiqué, par exemple, le

nombre 3o par 5.6, on voit que 6 n’étant

pas un nombre premier, mais valant 2.3 ,

on auroit pu indiquer 3 o par 5.2.3 , ou

par 2.3.5 ; c’eſt-à-dire, par des faćteurs qui

font tous des nombres premiers.
* **

& obtenir de même le quotient. M. Rallier des Ourmes

s’eft ouvert cette nouvelle route au moyen de quelques

réflexions fur les nombres qui terminent les exprestions

numériques des produits ou des puistances, une eſpece

de nombres que j’ai remarqués auffi dans d'autres occa

fions qu'il étoit utile de confidérer.
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42. (

Si l’on réfléchit maintenant fur ces nom

bres compoſés réſolubles en nombres pre

miers, on y remarquera une grande diffé

rence ; on verra que les uns n’ont que deux

de ces faćteurs, que d’autres en ont trois,

& que d'autres encore en ont un plus grand

nombre. Nous avons déjà vu, par exem

ple, que

4 eſt autant que 2.2, | 6 autant que 2.3 ,

8 — — — 2.2.2, | 9 — — — — 3.3,

Io — — — — 2.5 , | 12 — — — 2.3.2,

14 — — — — 2.7, | 15 — — — — 3.5,

16 — — — 2.2.2.2. | & ainfi de fuite.

9

On conclura aiſément de-là comment

on doit déterminer les faćteurs fimples d’un

nombre quelconque.

Soit propoſé pour exemple le nombre

36o, on le repréſentera d'abord par 2. 18o.

Or 18o eſt autant que 2.9o, &

9o — — — 2.45, &

45 — — — 3. i 5, & enfin

15 — — — 3.5.



3o E L É M. E. W s

Par conféquent le nombre 36o peut être

repréſenté par les facteurs fimples que

voici:

2.2.2.3.3. 5 »

puiſque tous ces nombres multipliés enfem

ble produifent 36o (*).

44

Nous voyons donc par tout cela, que

les nombres premiers ne peuvent pas être

diviſés par d’autres nombres, & que d’un

autre côté on trouve les faćteurs fimples

des nombres compoſés, le plus commo

dément & le plus furement, en cherchant

les nombres fimples, ou premiers , par

lefquels ces nombres compoſés font divi

fibles. Mais on a befoin pour cela de la

diviſion ; nous allons donc expliquer, dans

le chapitre fuivant, les regles de cette

opération. *

(*) On trouve à la fin d’une Arithmétique Allemande

de Poétius, publiée à Leipfick en 1728, une table où

tođs les nombres depuis 1 juſqu’à 1oooo font repréfentés

de cette maniere par leurs fàcteurs fimples.
*
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C H A P I T R E V.

De la diviſion des Quantités fimples.

45. -

Quase il s’agit de décompofer un

nombre en deux, trois ou pluſieurs parties

égales, on le fait par le moyen de la di

vifon, laquelle nous apprend à déterminer

la grandeur d’une de ces parties. Quand

on veut , par exemple , décompofer le

nombre 12 en trois parties égales, on trouve

par la divifion que chacune de ces parties

eft égale à 4.

Voici quelques expreſſions dont on fe

fert dans cette opération. Le nombre qu’on

doit décompofer ou divifer, s’appelle le

dividende ; le nombre des parties égales

qu’on cherche fe nomme le diviſeur ; la

grandeur d’une de ces parties, déterminée
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par la divifion, s'appelle le quotient ; ainfi

dans l’exemple cité:

12 eſt le dividende,

3 eſt le diviſeur, &

4 eſt le quotient.

46.

Il s’enfuit de-là, que fi l’on diviſe un

nombre par 2 ou en deux parties égales,

il faut qu’une de ces parties, ou le quotient,

prife deux fois, faffe exaĉtement le nombre

Propoſé ; & pareillement que fi l’on a un

nombre à divifer par 3, le quotient pris

trois fois doit redonner le même nombre.

Il faut en général que la multiplication du

quotient par le diviſeur reproduife toujours

le dividende.

47.

C’eſt auffi pourquoi on prefcrit pour la

divifion la regle, de chercher un nombre

ou quotient tel, qu’étant multiplié par le

diviſeur, il en réſulte préciſément le divi

dende.



z” A L C E B R E. 33

dende. Par exemple, s'il s’agit de divifer

35 par 5, on cherche un nombre qui, mul

tiplié par 5, produiſe 35. Or ce nombre

eft 7 , puiſque cinq fois 7 fait 35. La façon

de parler dont on fait ufage dans ce rai

fonnement, eft celle-ci: 5 en 35 j’ai 7 fois;

& 5 fois 7 font 35.

48.

On fe repréſente donc le dividende

comme un produit, duquel un des facteurs

eft égal au diviſeur , l’autre faćteur indi-

quant enfuite le quotient. Ainfi en fuppo

fant qu’on ait 63 à divifer par 7, on cher

chera un produit tel , qu’en prenant 7 pour

un de fes faćteurs, l’autre faćteur multiplié .

par celui-ci donne exaćtement 63. Or 7.9

eft un tel produit, & par conféquent 9 eft

le quotient qu’on obtient en divifant 63

par 7. |

49.

S’il eſt queſtion à préfent de divifer en

général un nombre a b par a, il eſt évident

Tome I. C
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que le quotient fera b ; parce que a mul

tiplié par b redonne le dividende a b. Il eft

clair aufli que fi l’on avoit à divifer a b

par 6, le quotient feroit a.

Ainfi en général dans tous les exemples

de divifion qu’on peut avoir faits, fi l’on

diviſe le dividende par le quotient, on ob

tiendra de nouveau le diviſeur : de même

que 24 diviſé par 4 donne 6 , 24 diviſé

par 6 donnera 4.

5o.

Comme tout fe réduit à repréſenter le

dividende par deux faćteurs, dont l’un foit

égal au diviſeur, l’autre au quotient, on

comprendra facilement les exemples qui

fuivent. Je dis d’abord que le dividende

a b c, diviſé par a, donne b c ; car a, mul

tiplié par bc, fait a b c; pareillement ab c,

étant diviſé par b, on aura a c ; & a b c,

diviſé par a c, donne b. Je dis auffi que

12 m n, diviſé par 3 m, fait 4 n ; car 3 m,

multiplié par 4 n, fait 12 mn. Mais fi ce
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même nombre 1 2 m n avoit dû être diviſé

par 1 2 , on auroit obtenu le quotient m n.
--

5 I.

Puiſque tout nombre a peut être exprime

par I a ou un a, il eſt évident que fi l’on

avoit à divifer a ou I a par 1 , le quotient

feroit le même nombre a. Mais au con

traire, fi le même nombre a ou I a doit

fe divifer par a, le quotient fera 1.

52.

Il n'arrive pas toujours qu’on peut re

préfenter le dividende comme le produit

de deux facteurs , dont l’un foit égal au

diviſeur, & la divifion alors ne peut pas

fe faire de la maniere que nous avons dit.

Quand on a, par exemple, 24 à divifer

par 7 , on voit d’abord que le nombre 7

n’eſt pas un faćteur de 24; car 7.3 ne fait

que 2 1 , & par conféquent trop peu, &

7.4 fait 28, qui eſt déjà plus grand que 24.

Maison voit du moins par-là que le quotient

C ij
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doit être plus grand que 3 , & plus petit

que 4. Afin donc de le déterminer exac

tement, on emploie une autre eſpece de

nombres, qu’on nomme les frastions, &

de laquelle nous traiterons dans un des

chapitres fuivans.

53.

Avant qu’on paffe à l’uſage des fraćtions,

on a coutume de fe contenter du nombre

entier qui approche le plus du quotient vé

ritable, mais en faifant attention au réſidu

qui refte; ainfi l’on dit, 7 en 24 j’ai 3 fois,

& le réfidu eft 3 , parce que 3 fois 7 ne

fait que 21, & par conféquent 3 de moins

que 24. On confidérera de la même ma

niere les exemples fuivans:

6||34|5 c’eſt-à-dire que le diviſeur eft 6,

3o que le dividende eft 34,

4 que le quotient eft 5,

& que le réfidueft 4,

|
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:: | ici le diviſeur eft 9 »

36 le dividende eft 41 ,

T; le quotient eft 4,

& le réſidu eft 5.

Il faut obſerver la regle fuivante dans

les exemples où il reſte un réfidu.

54. ^ |

Quand on multiplie le diviſeur par le

quotient, & qu’au produit l’on ajoute le

réfidu, il faut qu’on obtienne le dividende;

*

c’eft la maniere de vérifier la divifion, &

de voir fi l’on a bien calculé ou non. C’eft

ainfi que dans le premier des deux derniers

exemples, fi l’on multiplie 6 par 5, & qu’au

produit 3o on ajoute le réfidu 4, il vient

34 ou le dividende.

De même dans le dernier exemple, fi

l’on multiplie le diviſeur 9 par le quotient 4,

& qu’au produit 36 on ajoute le réfidu 5,

on obtient le dividende 41. |

C iij



38 E L É M E N s

55.

Il eſt enfin néceffaire auffi de faire re

marquer ici à l’égard des fignes + plus,

& – moins, que fi l’on divife + a b par

+ a , le quotient fera + b, ce qui eft

évident. |- - -

Mais que s'il s’agit de divifer + a b par

— a , le quotient fera – b ; parce que

—a multiplié par –b fait + ab. Enfuite:

Que fi le dividende eſt – a b, & qu’il

s’ag ffe de le divifer par le diviſeur + a,

le quotient fera – b ; parce que c’eſt — 6

qui, multiplié par + a, fait — ab. Enfin,

que s'il eſt queſtion de divifer le dividende

–a b par le diviſeur – a, le quotient fera

+b; parce que le dividende – a b eſt le

produit de — a par + b.

56.

La divifion admet donc quant aux fignes

+ &— les mêmes regles que nous avons|-

/
-
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vu avoir lieu pour la multiplication ; à

favoir :

+par +- fait+ : + par– fait –:

— par+ fait —: —par— fait +;

ou en peu de mots, les mêmes fignes don

nent plus , les fignes contraires donnent

moins.

7.

Ainſi quand on diviſe 18 p q par — 3p,

le quotient eft – 6 q.

De plus: – 3o xy diviſé par +6y donne– 5 x

& – 54 abc diviſé par– 9 b donne +6 ac ;

car, dans ce dernier exemple, —9 b mul

tiplié par + 6 ac fait — 6.9 a b c , ou

— 54 a b c ; mais nous croyons à préfent

en avoir affez dit fur la divifion en quan

tités fimples; nous ne tarderons donc pas

à paffer à l'explication des fraćtions, après

avoir ajouté encore quelques remarques fur

la nature des nombres, eu égard à leurs

diviſeurs. |
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C H A P I T R E V I.

Des propriétés des Wombres entiers par

rapport à leurs diviſeurs.

58.

C oMME nous avons vu que quelques

nombres font diviſibles par de certains di

viſeurs, pendant que dẫtresnele font pas,

il eſt néceffaire pour parvenir à une con

no stance plus particuliere des nombres ,

de bien faire attention à cette différence,

tant en diftinguant les nombres diviſibles

par des diviſeurs de ceux qui ne le font pas,

qu’en confidérant le réfidu qui refte dans

la divifion de ces derniers. Pour cet effet

examinons les divịfeurs:

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 » 9, Io, &c.

· * - 5 9.

Soit d’abord le diviſeur 2 ; les nombres

qui peuvent être diviſés par celui-là font:

2, 4, 6, 8, 1o, 12, 14, 16, 18, 2o, &c.
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lefquels, comme on voit, croiffent tou

jours de deux unités. On appelle ces nom

bres, quelque loin qu’ils puiffent fe conti

nuer, des nombres pairs.

Mais il eſt d’autres nombres ; à favoir:

I, 3, 5, 7, 9, 1 1 , 13 , i 5 , 17, 19, &c.

qui font toujours d’une unité plus petits ou

plus grands que ceux-là , & qu’on ne peut

divifer par 2, fans qu’il reſte le réfidu 1 ;

on nomme ceux-ci les nombres impairs.

Les nombres pairs font tous compris dans

la formule générale 2 a ; car on les obtient

tous en mettant fucceſſivement à la place

de a les nombres entiers I, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

&c. & de-là il s’enfuit que les nombres

impairs font tous compris dans la formule

2 a + 1 , parce que 2 a+ 1 eſt d’une unité

plus grand que le nombre pair 2 a.

6o.

En fecond lieu, foit pour diviſeur le

nombre 3 : les nombres diviſibles par ce

diviſeur font,

3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24 , & ainfide fuite.

3. |
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Et ces nombres peuvent fe repréfenter par

la formule 3 a ; car 3 a diviſé par 3 donne

le quotient a fans réſidu. Tous les autres

nombres au contraire qu’on voudroit di

vifer par 3, donneront I ou 2 de réfidu,

& font par conféquent de deux fortes. Ceux

qui après la divifion laiffent le refte 1, font:

I, 4, 7, 1 o, 13, 16, 19, &c.

& font contenus dans la formule 3 a +1;

mais l'autre eſpece, où les nombres qui

donnent le reſte 2, font:

2, 5, 8, 1 1, 14, 17, 2o, &c.

& la formule qui les exprime générale

ment eft 3 a+ 2 ; de façon donc que tous

les nombres peuvent s'indiquer ou par 3 a,

ou par 3 a+ 1 , ou par 3 a-+-2.

6 I.

Suppofons maintenant que 4 foit le di

viſeur en queſtion, les nombres qu’il di

viſe font:

4, 8, 12, 16, 2o, 24, &c.

lefquels augmentent réguliérement par 4,
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& font contenus dans la formule 4 a. Les

autres nombres, c’eſt-à-dire ceux qui ne

font pas divifibles par 4, peuvent laiffer le
7 /

réfidu I , ou être de I plús grands que ceux

là : comme |

I, 5, 9, 13, 17, 2 1 , 25, &c.

& être par conſéquent compris dans la for

mule 4 a+ 1 :

ou bien ils peuvent donner le réfidu 2 ;

COIIIII) C

2, 6 , ro, 14, 18, 22, 26, &c.

& s’exprimer par la formule 4a+ 2 ; ou

enfin ils donneront le refte 3 ; comme

3, 7, 1 1 , 15, 19, 23, 27, &c.

& feront indiqués par la formule 4a+ 3.

Tous les nombres entiers poffibles font

donc contenus dans l’une ou l’autre de ces

quatre expreſſions: |- -

4a, 4a+1, 4a+2, 4a+3.
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*

62. *

Il en eſt à peu près de même quand le

diviſeur eft 5 ; car tous les nombres divi

fibles par celui-là font contenus dans la

formule 5 a, & ceux qu’on ne peut divifer

par 5, reviennent à une des formules qui

fuivent :

5 a+ 1 , 5 a+ 2 , 5 a+3, 5 a+4;

& c’eſt de la même maniere qu’on pourra

continuer & confidérer de plus grands di

viſeurs.

63.

Il eſt à propos de fe rappeller ici ce

qui a été dit plus haut de la réſolution des

nombres en leurs faćteurs fimples ; car

tout nombre, parmi les faćteurs duquel fe

trOuVe -

2 ou 3 ou 4 ou 5 ou7,

ou un autre nombre quelconque, fera di- ·

vifible par ces nombres. Par exemple:

6o étant autant que 2.2.3.5 , ,
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il eſt clair que 6o eſt divifible par 2 , &

par 3 & par 5 (*).

(*) Il y a quelques nombres qu’on voit affez facile

ment être diviſeurs ou non d’un nombre propofé.

Un nombre propofé eft diviſible par 2 3 fi le dernier

chiffre eſt pair; il eft diviſible par 4, fi les deux derniers

chiffres font diviſibles par 4 ; il eft divifible par 8, fi les

trois derniers chiffres font diviſibles par 8; & en général

il eſt diviſible par 2", fi les n derniers chiffres font divi

fibles par 2".

Un nombre eft diviſible par 3 , fi la ſomme des chiffres

eft divifible par 3 ; il fe diviſe par 6 , fi outre cela le der

nier chiffre eſt pair ; il eſt divifible par 9, fi la fomme

des chiffres peut fe divifer par 9. -

Tout nombre dont le dernier chiffre eft o ou 5 , eft

diviſible par 5.

Un nombre eft diviſible par II , lorſque la fomme du

premier, du troifieme , du cinquieme , &c. chiffre eft

égale à la fomme du fecond, du quatrieme, du fixieme,

&c. chiffre. . \,

Il est affez facile de fe rendre raifon de ces regles, &

de les étendre aux produits des diviſeurs que nous venons

de confidérer ; on peut imaginer auffi des regles pour

quelques autres nombres, mais l'application en feroit or

dinairement plus longue que l'effai de la divifion réelle.

Je dis, par exemple, que le nombre 53764689213 eft

diviſible par 7, parce que je trouve que la fomme des

chiffres du nombre 640o4245433 eſt diviſible par 7 ; c'eſt
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64.

De plus, comme la formule générale

ab c d eſt non-feulement diviſible par a, &

b, & c., & d., mais auffi par

ab; a c, a d, bc, b d, cd, & par

a b c, a b d, acd, bcd, & enfin par

abcd, c’eſt-à-dire, par fa propre valeur;

il s’enfuit que 6o , ou 2.2.3.5, peut fe

divifer non-feulement par ces nombres

fimples, mais auffi par ceux qui font com

poſés de deux nombres fimples, c’eſt-à

dire, par 4, 6, 19, I 5.

Et pareillement par ceux qui font com

poſés de trois faćteurs fimples, c’eſt à-dire

par 12, 2o, 3o , & enfin auffi, par 6o

même.

65.

Quand on aura donc repréfenté un nom

que ce ſecond nombre eft formé, fuivant une regle affez

fimple, des réfidus qu’on trouve en divifant par 7 les

nombres 1o, 1oo, 1ooo , &c. 2o, 2oo, 2ooo, &c. juf

qu'à 6o, 6oo , 6ooo , &c.

*
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bre pris à volonté, par fes faĉteurs fimples,

il fera très-facile d’indiquer tous les nom

bres par lefquels celui-là pourra être diviſé.

Car on n’a qu’à prendre d’abord les fac

teurs fimples un à un, & enfuite les mul

tiplier enfemble deux à deux, trois à trois,

quatre à quatre, &c. juſqu’à ce qu’on ar

rive au nombre propoſé.

66.

Il faut remarquericiavant toutes chofes,

que tout nombre eſt divifible par 1 ; & de

même que tout nombre eft divifible par

lui-même ; de forte donc que chaque nom

bre a au moins deux faćteurs ou diviſeurs;

à favoir ce nombre même & l’unité ; mais

tout nombre qui n’a pas d'autre diviſeur que

ces deux, appartient à la claffe de: nombres

que nous avons nommés plus haut nombres

fimples ou premiers.

Hors ceux - là tous les autres nombres

compoſés ont, outre l’unité & foi-même,

d’autres diviſeurs, comme on peut le voir

-
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par la table fuivante , dans laquelle on

a mis fous chaque nombre tous fes divi

feurs (*).

T A B L E.

^- Musſº'\

| 2 3 4 5 6 7 8 9 1o1 ::2131415161718192o

I i II || 1 || 1 || 1 || || 1|1|1|1|1|1||I||I||I||If I I

2 3 2 5 2 7 2 9 2|I I 2|13|| 2| 3! 2|17|| 2|19| 2

4 3 4 9 5 3 7|| 5 | 4 3 4

6 | 8| || 1 4| ||14|15|| 8 6 5

6 16 I O

|- I 2 # 2o

| 2||2|3| 2| 4| 2| 4| |3|4|2||6||2|4|4|5| 2 6 2 6

P- P- P-| | P | | P. p.| | P. p.|T|p.

Enfin l’on doit obſerver que o , ou zéro,

peut être regardé comme un nombre qui

(*) On a une pareille table pour tous les diviſeurs des

nombres naturels, depuis I juſqu’à 1oooo, qui a été

publiée à ': en 1767 par M. Henri Anjema. On a

encore une autre table de diviſeurs, qui vajuſqu’à 1ooooo;

mais dans laquelle il n’y a que le plus petit diviſeur de

chaque nombre. Elle fe trouve dans le Dictionnaire An

glois de Harris, dans le Distionnaire Encyclopédique &

dans le Recueil de M. Lambert, que nous avons déjà cité

à l’article 4o. Elle eſt même continuée dans ce dernier

Ouvrage juſqu’à 1o2coo.

a la
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a la propriété d’être divifible par tous les

nombres poſſibles; parce que par quelque

nombre a que l'on ait à divifer o , le quo

tient fe trouve toujours être o; car il faut

bien remarquer que la multiplication d’un

nombre quelconque par zéro ne produit

rien, & qu’ainfi o fois a, ou oa, eft o.

C H A P I T R E v I I.

Des Fraĉions en général.
|

68.

U A N D un nombre, comme 7, par

exemple, eft dit n’être pas diviſible par un

autre nombre, fuppofons par 3 , cela veut

feulement dire que le quotient ne peut pas

être exprimé par un nombre entier, & il

ne faut point du tout croire qu’on ne puiſſe

pas fe faire une idée de ce quotient.

On n’a qu’à s’imaginer une ligne longue

de 7 pieds, perſonne ne doutera qu’il ne

Tome I. * - D
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foit poſſible de divifer cette ligne en 3 par

ties égales, & de fe faire une idée de la

longueur d’une de ces parties.

69.

Puis donc qu’on peut fe faire une idée

nette du quotient qu’on obtient dans des

cas femblables , quoique ce quotient ne

foit pas un nombre entier, on fe trouve

conduit par là à confidérer une eſpece par

ticuliere de nombres, qu’on nomme frac

tions ou nombres rompus.

L’exemple allégué en fournit une preuve.

S’il s’agit de divifer 7 par 3, on fe repré

fente facilement le quotient qui doit en

réſulter, & on l'exprime par #; en mettant

le diviſeur fous le dividende, & en fépa

rant les deux nombres par un trait.

7o.

Ainſi quand en général le nombre a doit

être diviſé par le nombre b, on indique le

quotient par #, & on appelle cette façon

-



|
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de s’exprimer, une fraffion. On ne peut

donc donner mieux une idée d’une fraćtion

#, qu’en difant qu’on indique de cette ma

niere le quotient qui provient de la divifion

du nombre fupérieur par le nombre infé

rieur. Il faut fe fouvenir auffi que dans

toutes ces fraćtions le nombre inférieur fe

nomme le dénominateur, & que celui qui

eft au - deffus du trait s’appelle le numé

7Alféll 7.

7 I.

Dans la fraćtion citée, ; ; qu’on pro

nonce fept tiers , 7 eſt donc le numéra

teur, & 3 eſt le dénominateur.

Il faut de même prononcer

#, deux tiers; ; , trois quarts;

#, trois huitiemes; : , douze centiemes;

mais ; fe prononce un demi, & non pas

un deuxieme.

72.

Afin de parvenir à une connoiffance plus

parfaite de la nature des fraćtions, nous

D ij
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commencerons par confidérer le cas où

le numérateur eft égal au dénominateur,

comme dans ;. Or puiſqu’on indique par

là le quotient qu’on obtient, quand on di

vife a par a, il eſt clair que ce quotient

eft exaĉtement l'unité, & que par confé

quent cette fraćtion : vaut autant que 1 ,

ou un entier; il s’enfuit de plus que toutes

les fraćtions qui fuivent:

2 3 4 5 6 7 8

2 3 3 2 4 3 5 2 5 3 7 2 3 » &c.

font toutes égales en valeur l’une à l’autre,

walant chacune 1 , ou un entier.

73.

Nous venons de voir qu’une fra&tion qui

ale numérateur égal au dénominateur, vaut

l'unité. Il faut donc que toutes les fraćtions

dont les numérateurs font plus petits que

les dénominateurs, ayent une valeur moin

dre que l'unité. Car fi j’ai un nombre à di

vifer par un autre qui eſt plus grand, il me

vient néceffairement moins que 1 : une

ligne, par exemple, de deux pieds de long,
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devant être coupée en trois parties, une

feule de ces parties fera fans contredit plus

courte qu’un pied ; il eſt donc évident que

; eft plus petit que 1 , & cela par la même

raifon que le numérateur 2 eſt plus petit que

le dénominateur 3.

74.

Si le numérateur eft au contraire plus

grand que le dénominateur, la valeur de

la fraćtion eſt plus grande que l’unité. C’eft

ainfi que ; vaut plus que 1 ; car # eſt autant

que ; & encore :. Or # eſt autant que 1,

par conféquent ; vaut 1 : , c’eſt-à-dire,

un entier & encore un demi. De même

# valent 1 # , # valent i ;, &#valent 2;.

Et en général il fuffit dans ces cas de di

vifer le nombre fupérieur par l'inférieur,

& de joindre au quotient une fraćtion qui

ait le réfidu pour numérateur, & le divi

feur pour dénominateur. Si la fraćtion don

née étoit, par exemple, :, on aụroit au

quotient 3 , & 7 pour réſidu ; d'où l’on

~ - D iij -*
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concluroit que # eft la même chofe que

7

3 Izº f

On voit par-là comment les fraćtions,

dont les numérateurs furpaffent les déno

minateurs, fe réſolvent en deux membres,

l’un defquels eſt un nombre entier, & l’autre

un nombre rompu, dont le numérateur eft

plus petit que le dénominateur. On nomme

ces fraćtions, qui contiennent un ou plu

fleurs entiers, des frastions impropres par

oppoſition aux fraćtions réelles ou propre

ment dites, qui ayant le numérateur plus

petit que le dénominateur, font moindres

que l’unité ou qu’un entier.

76.

On a coutume de fe faire une idée de

la nature des fraćtions encore d’une autre

maniere, qui éclaircit affez bien la chofe.

Si l’on eonfidere, par exemple, la fraćtion

$, il eſt évident qu’elle eſt trois fois plus

-
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grande que ;. Or cette fraćtion ; fignifie

que fi l’on partage I en 4 parties égales,

ce fera-là la valeur d’une de ces parties ;

il eſt donc clair qu’en prenant enfemble 3

de ces parties, on aura la valeur de la

fraĉion $. *

On peut confidérer de la même maniere

toute autre fraćtion, par exemple, : ; fi

l'on partage l’unité en 12 parties égales,

7 de ces parties équivaudront à la fraction

propoſée.

77.

C’eſt auffi à cette maniere de repréſen

ter les fraćtions, que les dénominations

fufdites de numérateur & de dénominateur

doivent leur origine. Car , comme dans la

fra&tion précédente + , le nombre qui eft
3

fous le trait indique :e c’eſt en 1 2 parties

que l’unité doit fe divifer; par conſéquent,

comme il défigne ou nomme ces parties,

on ne l’a pas nommé fans raiſon le déno

minateur.

D iv
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De plus, comme le nombre fupérieur,

favoir 7, indique que pour avoir la valeur

de la fraćtion il faut prendre ou raffembler

7 de ces parties, & que par conféquent

il les compte pour ainfi dire, on a jugé à

propos de nommer ce nombre qui eſt au

deflus du trait, de numérateur.

78.

Puiſqu’il eſt 'aifé de comprendre ce que
» 3 * - I

c’est que : , quand on fait ce que fignifie : ,

nous pouvons confidérer les fraćtions dont

le numérateur eft l’unité, comme faifant le

fondement de toutes les autres. Telles font

les fraćtions

I I I I I I I I I I I &c

2 3 5 3 3 3 5 3 5 7 7 3 5 7 5 3 ī5 » TI » E ?

& il faut remarquer que ces fraćtions vont

toujours en diminuant; car plus vous divifez

un entier, ou plus le nombre des parties que

vous en faites est grand, plus au contraire

chacune de ces parties devient petite. C’eft

ainfi que :, est plus petit que : ; que:plus

petit que I:; &

I OOC)

I

199
kQQ9Q Plus petit que I:Iooo"
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79.

On a vu que plus on augmente le dé

nominateur de pareilles fraćtions, & plus

leurs valeurs deviennent peties. On pour

roit donc demander s'il ne fe oit pas poffible

de faire ce dénominateur fi grand, que la

fraćtion fe réduisit à rien ? Nous répon

drons que non; car en combien de parties,

innombrables même, que vous divifiez

l’unité ; par exemple , la longueur d’un

pied, ces parties ne laifferont pas de con

ferver une certaine grandeur, & ne feront

par conféquent jamais abſolument rien.

8o.

Il eſt vrai que fi l’on divife la longueur

d'un pied en 1 ooo parties, par exemple;

ces parties ne tomberont plus facilement

fous nos fens. Mais regardez-les par un bon

microfcope, elles paroîtront affez grandes

pour pouvoir être diviſées encore en Ioo

parties & davantage. - -

*
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Il ne s’agit cependant pas du tout ici de

ce qu'il dépend de nous de faire, ou de

ce que nous fommes capables d’exécuter

réellement, & de ce que nos yeux peuvent

appercevoir ; il eſt queſtion plutôt de ce

qui eſt poſſible en foi - même. Or il eft

certain dans ce fens , que quelque grand

qu’on veuille fuppofer le dénominateur, la

fraćtion pourtant ne s’évanouira jamais en

tiérement, ou ne deviendra jamais tout

à-fait égale à o.

8 I.

On n’arrive donc jamais entiérement à

rien, quelque grand qu’on faffe le déno

minateur ; & ces fraćtions confervant tou

jours encore une certaine grandeur , on

peut continuer, fans jamais ceffer, la fuite

de fra&tions de l’article 78. Cette propriété

a fait dire qu’il faudroit que le dénomi

nateur fût infini ou infiniment grand, pour

que la fra&tion fe réduisit enfin à o, ou à

rien ; & ce mot d'infini fignifie en effet
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ici qu’on ne parviendroit jamais à une fin

avec la fuite deſdites fraćtions.

82.

On fe fert pour repréſenter cette idée,

qui eſt très-fondée, du figne co, lequel par

conféquent fignifie un nombre infiniment

grand; & on peut donc dire que cette frac

tion : est un rien réel, par la raiſon même

qu’une fra&tion ne fauroit fe réduire à rien,

auffi long-temps que le dénominateur n’a

pas été augmenté à l’infini.

83.

Il eſt d’autant plus néceffaire de faire

attention à cette idée de l'infini, qu’elle

eft déduite des premiers fondemens de nos

connoiſſances, & qu’elle fera de la plus

grande importancề dans ce qui fuivra.

Nous pouvons ici déjà en tirer des con

féquences auffi belles que dignes de notre

attention.

La fraćtion : indique le quotient de la

:

|
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divifion du dividende i par le diviſeur ce:

Or nous favons qu’en divifant le dividen

de 1 par le quotient :, qui eft, comme

nous avons vu, autant que o, on retrouve

le diviſeur co : voici donc une nouvelle

notion de l'infini que nous acquérons; 11OUS

apprenons qu’il provient de la divifion de 1

par o ; & l’on eſt par conféquent fondé à

dire, que I diviſé par o indique un nombre

infiniment grand ou oo.

84.

Il eſt néceffaire encore ici de diffiper

l’erreur affez commune de ceux qui pré

tendent qu’un infiniment grand n’eſt pas

fuſceptible d’augmentation.

Cette opinion ne fauroit ſubfifter avec

les principes folides que nous venons d’éta

blir; car : fignifiant un nombre infiniment

grand, &#étant inconteſtablement le dou

ble de : , il eſt clair qu’un nombre, quoi

que infiniment grand, peut devenir encore

deux ou pluſieurs fois plus grand.
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C H A P I T R E VI I I.

Des propriétés des Frastions.

85.

Nous avons vu plus haut que chacune

des fraćtions,

#, #, # » # » :, # : , &c.

fait un entier, & que par conſéquent elles

font toutes égales entr’elles. La même éga

lité regne dans les fraćtions qui fuivent,

?, : , :, :, :, : , &c.

chacune d’elles faifant deux entiers ; car

le numérateur de chacune diviſé par fon

dénominateur, donne 2. De même toutes

ces fraćtions

3 6 9 I2 15 IS

I 3 = 3 3 » TI » T » :, &c.

font égales entr’elles, puiſqu’elles ont 3

pour valeur commune.
*
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86.

On peut pareillement repréfenter la

valeur d’une fraćtion quelconque , d’une

infinité de manieres. Car fi l’on multiplie

tant le numérateur que le dénominateur

d’une fraćtion par un même nombre , que

l’on peut prendre à volonté, cette fraćtion

n’en confervera pas moins la même valeur.

C’eſt par cette raiſon que toutes ces frac

tions

*...*... }, #. --. 4-, 2- , :. "... ". &c.2 3 4 5 6 7 8 9 1o º 12 ? 14 3 16 » 18 > 2o 3 es

font égales entr’elles, chacune valant :.

De même - | –

; ; #, # # , # , #, #, # , # , :, &c.

font des fraćtions égales, & dont chacune

vaut #. Les fraćtions |

#, #, :, :, :, :, :, &c.

ont pareillement toutes une même valeur;

& on peut conclure enfin en général que

la fraćtion : peut être repréfentée par les

expreſſions fuivantes, dont chacune équi

#; favoir :

A

d

“ . 2 a 3 a 4 a 5 a 6 a
b º 2 b ? 3 b 3 4 5 ? 5 b 2 6 b ? &c.
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*

87.

Pour s’en convaincre on n’a qu’à écrire

pour la valeur de la fra&tion : une certaine

lettre c, en entendant par cette lettre c

le quotient de la divifion de a par b ; &

fe rappeller que la multiplication du quo

tient c par le diviſeur b, doit donner le

dividende. Car puiſque c multiplié par b

donne a, il eſt clair que c multiplié par

2 b donnera 2a, que c multiplié par 3 b

donnera 3 a , & qu’ainfi en général c mul

tiplié par mb doit donner m.a. Or chan

geant maintenant ceci en un exemple de

divifion, & divifant le produit ma par m b,

l’un des faĉteurs, il faut que le quotient

foit égal à l’autre faćteur c ; mais ma di

viſé par m b donne auffi la fraćtion ::,

laquelle eſt par conféquent égale à c; &

voilà ce qu’il s’agistoit de prouver: car c

ayant été adopté pour la valeur de la frac

tion #, il eſt évident que cette frastion est

égale à la fraćtion : , quelque valeur que

l’on donne à m.
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88.

Nous avons vu que toute fraćtion peut

être repréſentée fous une infinité de formes,

dont chacune contient la même valeur; &

il eft indubitable que de toutes ces formes,

c’eſt celle qui fera compoſée des plus petits

nombres, dont on faifira le mieux la figni

fication. Par exemple, on pourroit mettre

au lieu de; les fraćtions ſuivantes,

#, #, # , :, :, &c.

mais il n’eſt pas douteux que; ne foit tou

jours de toutes ces exprefions celle dont

il eſt le plus facile de fe faire une idée.

Il fe préfente donc ici la queſtion comment

une fraćtion, comme : , qui n’eſt pas ex

primée par les plus petits nombres pofibles,

peut être réduite à fa forme la plus fimple

ou à ſes moindres termes, c’eſt-à-dire dans

notre exemple, à ặ.

89.

Il fera facile de réfoudre cette queſtion,

fi l’on confidere qu’une fraćtion ne laiffe

* |- pas
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pas de conferver fa valeur, quand on mul

tiplie fes deux termes, ou fon numérateur

& fon dénominateur, par un même nom

bre. Car de-là il s’enfuit qu’auffi en diviſant

le numérateur & le dénominateur d’une

fraćtion par un même nombre, cette frac

tion doit conferver la même valeur. Cela

fe voit encore plus clairement par le moyen

de la formule générale : ; car fi l’on di

vife tant le numérateur ma que le déno

minateur m b par le nombre m, on obtient

la fraćtion#, laquelle, comme on l'a prouvé

ci-deffus, eſt égale à :.

9O.

Afin donc de réduire une fraćtion pro

poſée à fes moindres termes, il s’agit de

trouver un nombre par lequel tant le nu

mérateur que le dénominateur puiſſe être

diviſé. Un nombre de cette eſpece fe nom

me un commun diviſeur, & auffi long-temps

qu’on peut indiquer un commun diviſeur

entre le numérateur & le dénominateur,

Tome I. E
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il eſt certain que la fraćtion peut être ré

duite à une exprefſion plus petite ; mais

quand on voit au contraire qu’à l’exception

de l’unité aucun autre commun diviſeur

ne fauroit avoir lieu, c’eſt figne que la

fraćtion fe trouve déjà fous la forme la

plus fimple qu’il eſt poſſible.

- 9 I.

Pour rendre ceci plus clair, confidérons

la fraćtion : Nous voyons d'abord que

les deux termes fe divifent par 2, & qu’il

en réſulte la fraćtion #. Enfuite qu’on peut

de nouveau diviſer par 2, & réduire la

fraćtion à : ; & celle-ci ayant encore 2

pour commun diviſeur, il eſt clair qu’on

peut la réduire à #. Mais à préfent l’on

s’apperçoit facilement que le numérateur

& le dénominateur font encore diviſibles

par 3 ; faifant donc cette divifion on ob

tient la fraćtion ;, laquelle eſt égale à la

fraćtion propoſée, & indique l’expreſſion

la plus fimple à laquelle on puiffe la ré

duire ; car 2 & 5 n’ont que le commun
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diviſeur ; , lequel ne peut diminuer ces

nombres davantage.

Cette propriété qu'ont les frastions, de

garder une valeur invariable, foit qu’on di

* ***

vife ou qu’on multiplie le numérateur & le

dénominateur par un même nombre; cette

propriété, dis - je, eſt de la plus grande

importance & fait le principe fondamental

de tout ce qu’on enſeigne fur les fra&tions

On ne peut guere, par exemple, ajoutër

enfemble deux fraćtions, ou les fouftraire

l'une de l'autre, avant que , moyennant

cette propriété, on les ait réduites à d'au

tres formes, c’eſt-à-dire à des exprestions

dont les dénominateurs foient égaux. C'eſt

de quoi nous parlerons dans le chapitre
fuivant. . . .

Nous finirons celui-ci par la remarque,

qu'on peut auffi repréſenter tous les nombres

entiers par des fractions, Par exemple, 6

· · · ft

* E ij
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eft autant que :, parce que 6 diviſé par :

fait 6; & on peut de la même maniere

:pt:ne: ce:no: 6 par les frastions

:, :, :, :, & une infinité d'autres qui

ont la même valeur.

C H A P I T R E IX. .

De l'addition & de la ſoufrastion des Frastions.

94.

Loasov: les fraćtions ont des dénomi

nateurs égaux, il n’y a aucune difficulté à

les ajouter & à les fouftraire ; car; +; eft

autant que #, &#-# autant que ;: on
n’opere dans ce cas, foit pour l'addition,

foit pour la fouftraćtion, que fur les nu

mérateurs, & on met fous le trait le dé

nominateur commun ; ainfi

7––L––2 – 12 – 23. –1– 22. fair 2-.
166 Too T Too T Ioo I OO fait 1oo ?

24 – 7.– 12 -l- il fait 34 a. *.
5o 5o 5o+ 5o fait 5o OU! 2 5 3

16 3 I I 16 4
*-- -- - *4 fait #9 -4-a º

2.O 2Q 2O 2O fait Oll 5 ' ?
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/

de même ; +; font; ou 1, c'eſt-à-dire

un entier; &# —: +; font :, c'eſt-à

dire rien, ou o. 1

95.

Mais quand les fraćtions n’ont pas des

dénominateurs égaux, il eft toujours pof

fible de les transformer en d’autres fraćtions

qui ayent un même dénominateur. Par

exemple, quand on propoſe d’ajouter en

femble les fraćtions; &#, il faut confidé

rer que; eſt autant que ;, & que ; équi

vaut à ; ; nous avons donc à la place des

deux fraćtions propoſées ces deux autres,

#+ #, dont la fomme fait $. Si les deux

fraćtions étoient jointes par le figne moins,

comme ; —#, on auroit ; —; ou #.

Autre exemple: Soient les fraćtions pro

poſées ; +#; puiſque; eſt la même chofe

que #, on peut lui fubſtituer cette valeur

& dire : +# font # ou I ;.

Suppofez qu’on demande encore ce que

donnent ; & ; ajoutés enfemble , je dis

que c’eſt #; car; fait #, &# fait #.

E iij
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96.

Il peut arriver qu’on ait un plus grand

nombre de fraćtions à réduire à un même

dénominateur; par exemp. #, #, #, #, #,

tout fe réduit alors à trouver un nombre

qui foit diviſible par tous les dénominateurs

de ces frastions. 6o eſt ici le nombre qui

a cette propriété, & qui devient par con

fékt:ent le dénominateur commun. Nous

aurons donc : au lieu de : ; : au lieu de; ;

#aa lieu de : ; : au lieu de#, & : au lieu

de #. S'il s’agit à préfent d’ajouter enfemble

toutes CeS frastions::, :, ::, :, : ; on

ne fait qu’ajouter tous les numérateurs, &

on donne à la fomme le dénominateur

commun 6o; c’eſt-à-dire qu’on aura : ,

ou 3 entiers & : , ou 3 : . . .

97.

Tout fe réduit ici, nous le répétons, à

transformer deux fra&tions dont les déno

minateurs font inégaux, en deux autres
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dont les dénominateurs font égaux. Pour

faire donc cette opération d’une maniere

générale, foient ; & ; les fraćtions propo

fées. Qu’on multiplie d’abord les deux ter

mes de la premiere par d, on aura la frac

tion #égale à #; qu’on multiplie enfuite les

deux termes de la feconde fraćtion par b,

on en aura une valeur équivalente expri

méepar:#; & voilà les deux dénominateurs

devenus égaux. Maintenant fi l’on demande

quelle eſt la fomme des deux fraćtions pro

poſées, on peut répondre auffi-tôt que

c’eſt :#; & s'il eſt question de la diffé

rence, on dit qu’elle eft:-. S'il s'agiſ

foit, par exemple, des fraćtions: &#, on

obtiendroit à leur place # &#, dont la

& dont la différence eft#
I O I

fomme e 7E »

98.

C'est à cette matiere auffi qu’appartient

la queſtion, laquelle de deux fraćtions pro

poſées eſt la plus grande ou la plus petite ?

car, pour y répondre , on n’a qu’à réduire

#

E. iv
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ces deux fraćtions au même dénominateur.

Prenons pour exemple les deux fraćtions

; &#; fi on les réduit au même dénomi

nateur, la premiere devient #, & la fe

conde : , & il eſt évident à préfent que

c'eſt la feconde, ou;, qui eſt la plus

grande, & que c’eſt de : qu’elle furpaffe la

premiere.

Soient propoſées encore les deux frac

tions ; &#, on aura à leur place celles
: 24 , 25 . , !?AN, 1° • /*/ - _3

ci, : & : ; d'où l'on peut inférer que ;

furpaſſe ;, mais feulement de #.

99.

Lorſqu’il eſt queſtion de fouftraire une

fraćtion d’un nombre entier , il fuffit de

convertir une des unités de ce nombre en

tier en une fraćtion qui ait le même dé

nominateur que celle qu’il faut fouftraire,

le reſte fe fait fans difficulté. Qu’il s’agiffe,

par exemple, de fouftraire ; de 1 , on écri

ra; au lieu de 1, & on dira; ôté de ; laiffe

; de reste. De même : , fouftrait de 1 ,

laiffe #.
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S'il s’agistoit de fouftraire; de deux, on

écriroit 1 &# au lieu de 2, & on verroit

d’abord qu’il doit refter après la fouftrac

tion 1 :
*

*

I OO.

Ilarrive auffi quelquefois qu’ayantajouté

enfemble deux ou pluſieurs fraćtions, on

obtient plus d’un entier, c’eſt-à-dire , un

numérateur plus grand que le dénomina

teur ; c’eſt un cas qui s’eſt même déjà pré

fenté & auquel il faut faire attention. .

Nous avons trouvé, par exemple, à

l'article 96 que la fomme des cinq frac

tions #, # , # , # &#étoit :, & nousavons

fait obferver que cette fomme fignifioit

3 entiers & : ou #. De même ; +3 ou :

+ # font : ou 1 : . Il n'y a qu’à faire la

divifion réelle du numérateur par le déno

minateur, voir combien d'entiers viennent

au quotient, & tenir compte du réfidu.

On fera de même à peu près pour ajou

ter enfemble des quantités compoſées de
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nombres entiers & de fraćtions; on ajou

tera d’abord les fraćtions, & fi leur fomme

fait un ou pluſieurs entiers, on les ajoute

aux autres entiers. Qu’il foit queſtion, par

exemple, d'ajouter 3; & 2;, on prend

d'abord la fomme de; &#, ou de # &#.

Elle eft; ou I ; ; donc la fomme totale eft

6 #.

C H A P I T R E X.

De la multiplication & de la diviſion

des Fraćfions.

I O I.

LA regle pour la multiplication d’une

fraćtion par un nombre entier, eft de ne

multiplier par ce nombre que le numéra

teur, & de ne rien changer au dénomina

teur ; ainfi *

2 fois; fait ; ou I entier;

2 fois; fait ; ; &
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3 fois : fait ; ou #;

4 fois: fait: ou 1 : ou 1 #.

On peut cependant, au lieu de cette

regle , employer auffi celle de divifer le

dénominateur par le nombre entier donné;

& il eft bon de s’en fervir, quand cela fe

peut, parce qu’on abrege par-là le calcul.

Qu’il s’agiffe, par exemple, de multiplier;

par 3 ; fi l’on multiplie le numérateur par

le nombre entier, on obtient #, lequel

produit ſe réduit à #. Mais fi l’on ne change

rien au numérateur & qu’on divife le dé

nominateur par le nombre entier, on trouve

immédiatement # ou 2 # pour le produit

cherché. De même : multipliés par 6

I

donnent : ou a i.
4 2 4

I O2.

En général donc, le produit de la mul

tiplication d’une fraćtion ; par c eſt :, &

on peutremarquer que quand le nombre en

tier eft préciſément égal au dénominateur,

le produit doit être égal au numérateur.
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En effet |- f

# pris 2 fois donne 1 ;

# pris 3 fois donne 2 ; | (

# pris 4 fois donne 3. |

Et en général, fi l’on multiplie la fra&tion;

par le nombre b, le produit doit être a,

comme on l'a déjà fait fentir plus haut;

car puiſque ; indique le quotient de la di- «

vifion du dividende a par le diviſeur b, &

qu’on a démontré que le quotient multiplié

par le diviſeur doit donner le dividende,

il eſt clair que ; multiplié par b doit pro-

duire a. -

•

IO3.

Nous avons vu comment on doit mul

tiplier une frastion par un nombre entier,

voyons à préfent auffi comment il faut di

vifer une fraćtion par un nombre entier;

cette recherche eſt néceffaire avant que

nous paffions à la multiplication des frac

tions par des fraćtions. Or il eſt clair que

fi j'ai à diviſer la fra&tion ; par 2, il doit

|
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me venir;; & que le quotient de $ diviſé

par 3 eft;. La regle eſt donc, qu’il faut

divifer le numérateur par le nombre entier

fans changer le dénominateur. Ainfi:
I 2 • • /*/ 6

## diviſé par 2 donne : ; &
I 2 • • /* f 4 .

## diviſé par 3 donne # ; &
12 • • /*/ 3

25 diviſé par 4 donne #, &c.

IO4.

Cette regle peut être pratiquée fans dif

ficulté, pourvu que le numérateur foit di

viſible par le nombre propoſé ; mais fort

fouvent il ne l’eft pas; il faut donc obferver

qu’on peut transformer une frastion en un

nombre infini d'autres expreſſions, & que

dans ce nombre il ne peut manquer d’y

en avoir de telles, que le numérateur puiffe

être diviſé par le nombre entier donné. S'il

s'agistoit, par exemple, de divifer ; par 2,

on changeroit la fraćtion en:, & divifant

maintenant le numérateur par 2, on auroit

auffi-tôt # pour le quotient cherché.

En général, s'il eſt queſtion de divifer
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la fraćtion; par c, on la transformera en

celle-ci#, &divifant enfuite le numérateur

a c par c , on écrira : pour le quotient

cherché.

I O 5. º

Nous voyons donc que dans le cas où

une fraćtion ; doit être diviſée par un nom

bre entier c, on n’a qu’à multiplier le dé

nominateur par ce nombre, & laiffer le .

numérateur tel qu’il eft. C’eſt ainfi que :

: , & que : diviſé par 5diviſé par 3 fait 24 2

fait : . -

Ce calcul devient cependant plus facile

quand le numérateur lui-même eſt diviſible

par le nombre entier, comme nous l’avons

fuppoſé à l'article 1o3. Par exemple: diviſé

par 3 feroit, fuivant notre derniere regle,

#; mais par la premiere regle, qui eft ap

plicableici, ona#, expreſſion qui équivaut

à #, mais qui eſt plus fimple.
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Io6.

On fera maintenant en état de compren

dre comment il faut multiplier une frac

tion ; par une autre fraćtion #. On n’a qu’à

confidérer que # fignifie que c eſt diviſé

par d; & en partant de-là, on multipliera

d’abord la fraćtion ; par c, ce qui produit

le réfultat : ; après quoi on divifera par d

ce qui donne ##. Nous tirons-de-là la regle

fuivante, que pour multiplier deux frac

tions, on n’a befoin que de multiplier fé

parément les numérateurs & les dénomi

nateurs. Ainſi

# par # donne le produit ; ou

# par # fait # ; &

# par# produit : ou #, &c.

I .

3 3

Io7.

Il nous reſte à montrer comment on doit

divifer une fraćtion par une autre. Il faut

remarquer d’abord que fi les deux fraćtions

ont le même nombre pour dénominateur,

„“
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la divifion n’a lieu qu’à l’égard des numé

rateurs ; car il eſt évident, par exemple,

que : font contenus autant de fois dans :-,

que 3 l’eft dans 9, c’eſt-à-dire, 3 fois; &
|- • • 8 9 3 _.

pareillement pour divifer : par : , on n’a
3 • • •* |- 8

qu’à divifer 8 Þar 9:ce qui donne;. On
A H ic · –Z en 42

aura de même : en:, 3 fois; :, en : , 7

is . 2- en “- “

fois; # en : , #, &c.

* Io8.

Mais quand les fraćtions n’ont pas leurs

dénominateurs égaux, il faut avoir recours

à la maniere dont nous avons dit qu’on

les réduifoit au même dénominateur. Qu’on

ait, par exemple, la fraćtion ; à divifer

par la fraćtion#, on les réduira d'abord au

même dénominateur, & l’on aura # à di

vifer par #; & il eſt clair à préfent que

le quotient doit être indiqué fimplement

par la divifion de ad par b c ; ce qui donne
a d

FF"

Voici donc la regle : il faut multiplier

le numérateur du dividende par le dénomi

113tEUlf
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nateur du diviſeur, & le dénominateur du

dividende par le numérateur du diviſeur;

le premier produit fera le numérateur du

quotient, & le fecond produit fera fon

dénominateur.

IO9.

Ainfi, en fuivant cette regle pour divi

fer; par;, on aura le quotient : ; la di

vifion de#par; produira: ou;, ou 1 & : ;
2 5 I 5o 5

& celle de : par # donnera : ou #.

I I O.

On a coutume auffi de préfenter cette

regle pour la divifion d’une maniere plus

facile à retenir, que voici: Si l’on renverfe

la fraćtion par laquelle il s’agit de divifer,

de façon que le dénominateur fe mette

à la place du numérateur, & que celui-ci

s’écrive fous le trait, & qu’enfuite on mul

tiplie la fraćtion, qui eſt le dividende, par

cette fraćtion renverſée, le produit fera le

quotient cherché. Ainfi : diviſé par : eft

autant que; multiplié par#, ce qui fait # ou
Tome I.
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#. De même ; diviſé par; eſt autant que
|- • * 3 * • I 5 . 2 5

multiplié par í, ce qui produit : ; ou :
• • /*/ 5 • } 25 - • /

ivifé par : fait autant que 48 multiplié par
* • I 5o 5

, dont le produit eft : ou #.

On voit donc en général que de divifer

par la fraćtion : , c’eſt la même chofe que

de multiplier par # ou 2 ; que la divifion

par # revient à la multiplication par # ou

par 3 , &c.

I I I:

Le nombre 1oo diviſé par : donnera

donc zoo; & 1ooo diviſé par; fait 3ooo.
3 · 1 _ 3 _ _ • s º I

De plus , s'il s’agit de divifer i Par I: ,

le quotient eſt 1ooo ; & en divifant 1

par I: , il vient 1ooooo. Cela aide à

comprendre qu’en divifant par o , il doit

en réfulter un nombre infiniment grand ;

car la divifion de 1 par la petite fraćtion

::::: produit déjà le nombre très-grandJ OOOOOOOOO

I OOOOOOOOO•
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I I 2.

Tout nombre diviſé par lui-même don

nant l’unité, on fent bien qu’une fraćtion

diviſée par elle-même doit auffi donner le

quotient 1 ; la même vérité fuit de notre

regle: car pour diviſer; par:, il faut mul

tiplier; par#, & on obtient : ou 1 ; & s'il

s'agit de divifer#par;, on multiplie; par: ;

or le produit : eſt égal à 1.

I I 3.

Nous avons auffi à expliquer encore une

exprefion dont l'uſage eſt fréquent. On

demande, par exemple, ce que c’eſt que

la moitié de $; cela veut dire qu’on doit

multiplier; par #. De même fi l'on demande
2. -1 - 5 - - - na r ? '

ce que font les; de:, on multipliera; par;,

ce qui produit:; &# de# fontaurantque :

multiplié par#, & font :

I I 4.

Enfin il faut obſerver ici à l’égard des

fignes + & –, les mêmes principes que

F ij
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nous avons établis plus haut pour les nom

bres entiers. Ainfi +; multiplié par – # »

fait —#; & —; multiplié par –#, donne

+ #. De plus—: diviſé par+;, fait—:;

& —; diviſé par —#, fait +# ou+ 1.

C H A P I T R E X I.

Des Nombres quarrés.

I I 5.

Le produit d'un nombre multiplié par

le même nombre, fe nomme un quarré ;

& par cette raifon on appelle racine quarrée

ce nombre confidéré relativement à un tel

produit.

Par exemple, quand on multiplie 1 2

par 1 2 , le produit 144 eſt un quarré dont

la racine eft 12.

- Le fondement de cette dénomination eft

pris dans la Géométrie, où l’on trouve le

contenu d’un quarré en multipliant fon côté

par lui-même.

-
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I 16.

Tous les nombres quarrés fe trouvent

donc par la multiplication ; c’eſt-à-dire,

en multipliant la racine par elle-même.

C’eſt ainfi que 1 eſt le quarré de 1, parce

que 1 multiplié par 1 fait 1 ; & pareille

ment, que 4 eſt le quarré de 2 ; & 9 le

quarré de 3 ; que 2 eſt la racine de 4,

& 3 celle de 9.

Nous confidérerons en premier lieu les

quarrés des nombres naturels, & nous don

nerons d’abord la petite table qui fuit, dans

laquelle pluſieurs nombres ou racines fe

trouvent fur la premiere ligne, & leurs

quarrés fur la feconde (*).

|::: 1| 2| 3| 4| 5| 6|7|8|9 1o| 11 12] |
{

Quarrés || 1||4||9||16 25|36|49|6481||rooli 21||144||169
[13,

(*) Nous avons des tables très-complettes pour les

quarrés des nombres naturels, publiées fous le titre de

Tetragonometria Tabularia, &c. austore J. Joro LvpoLro.

Amſtelodami, 169o , in-4°. Ces tables vont depuis 1,

 

F iij
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I 17.

On remarquera d’abord fans peine dans

ces nombres quarrés rangés ainfi par ordre,

une belle propriété ; à favoir que, fi l’on

fouftrait chacun de ces quarrés de celui qui

fuit immédiatement, les reſtes augmentent

toujours de 2 , & forment la fuite que

voici:

3, 5, 7, 9, 1 1 , 13, 15 , 17, 19, 21 , &c.

qui eſt celle des nombres impairs.

I I 8.

Les quarrés des fra&tions fe trouvent

pareillement, en multipliant une fraćtion

donnée par elle-même. Par exemple, le
F 1 I

quatre de; eft;, &

# a pour quarré3

2

- - - - ---«

3
}3

jufqu’à 1ooooo, non-ſeulement pour trouver ces quarrés,

mais auffi les produits de deux nombres quelconques

moindres que Iooooo ; fans parler de différens autres

ufages qui font détaillés dans l’Introduction qui eſt à la

tête de l’Ouvrage. * *
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I

# a pour quarré : ;

# – – – – :, & ainfide fuite.

On voit affez qu’il fuffit de divifer le

quarré du numérateur par le quarré du

dénominateur, & que la fraćtion qui ex

prime cette divifion, doit être le quarré

de la fraćtion donnée. C’eſt ainfi encore

que : eſt le quarré de : ; & réciproque

ment que ; eſt la racine de :. |

I I 9.

Quand on veut trouver le quarré d’un

nombre mixte, ou compoſé d’un nombre

entier & d’une fraćtion , on n’a qu’à le

#

réduire à une feule fraćtion , & prendre

enfuite le quarré de cette fraćtion. Qu’il

s'agiffe, par exemple, de trouver le quarré

de 2 :; on exprimera d’abord ce nombre

par ;, & prenant le quarré de cette frac

tion, on a : ou 6: pour la valeur du quarré

de 2#. De même pour prendre le quarré

de 3;, on dira 3 : eft autant que : ; donc

fon quarré eſt égalà:, ou à 1o&#. Voici

F iv
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pour chaque quart d’augmentation les quar

rés des nombres compris entre 3 & 4.

Is—=

| Nombres 3

Quarrés

[2=

3

3 Ã

W2||

I47'; |
-:||

4

Io: 12 #

On peut conclure de cette petite table,

que fi une racine contient une frastion,

fon quarré ne manque pas d'en contenir

une auffi. Soit, par exemple, la racine 1 : ;I 2 3

/ 289 I . 3 |

fon quarré eft:, ou 2 : ; c’eſt-à-dire un

peu plus grand que le nombre entier 2.

I 2O.

Paffons aux expreffions générales. Quand

la racine eft a, le quarré doit être a a ; fi

la racine eft 2 a , le quarré eft 4 aa; ce

qui donne à connoître qu’en doublant la

racine, le quarré devient 4 fois plus grand.

De même, fi la racine eft 3 a, le quarré

eft 9 aa ; & fi la racine eft 4a , le quarré

eft 16aa. Mais fi la racine eft ab, le quarré

eft a a b b; & fi la racine eſt a b c, le quarré

eft aabbcc.
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I 2 I.

Ainfi, quand la racine eſt compoſée de

deux ou de plufieurs facteurs, il faut mul

tiplier enfemble leurs quarrés; & récipro

quement, fi un quarré eſt compoſé de deux

ou de plufieurs faćłeurs, dont chacun eft

un quarré, on n’a qu’à multiplier enfemble

les racines de ces quarrés, pour avoir la

racine complette du quarré propoſé. Ainfi,

comme 23o4 eft autant que 4.16.36 , la

racine quarrée en eit 2.4.6 ou 48; & en

effet 48 fe trouve être la racine quarrée

de 23o4, parce que 48.48 fait 23o4.

_/ I 22.

Voyons auffi ce qu’il faut obferver dans

cette matiere à l’égard des fignes +& —.

Et d’abord il eſt clair que fi la racine a

le figne+, c’eſt-à-dire qu’elle eſt un nom

bre pofitif, fon quarré doit néceffairement

être de même un nombre pofitif, parce

que + par +- fait + : le quarré de + a
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fera -- aa. Mais fi la racine eſt un nombre

négatif, comme — a , le quarré n’en de

vient pas moins poſitif, puiſqu’il eft +aa;

nous pouvons donc conclure que +a a

eft le quarré tant de + a que de –a, &

que par conféquent on peut indiquer pour

tout quarré deux racines, l’une poſitive &

l'autre négative. La racine quarrée de 25,

par exemple , eſt également+ 5 &— 5,

parce que — 5 multiplié par — 5 donne

25 auffi bien que + 5 par +5.

C H A P I T R E x II.

Des Racines quarrées & des Wombres irra

tionnels qui en réſultent.

I 23.

C E que nous avons dit dans le chapitre

précédent revient principalement à ceci:

Que la racine quarrée d’un nombre pro

poſé n’eſt autre chofe qu’un nombre tel
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que fon quarré foit égal au nombre pro

pofé, & qu’on peut mettre devant ces ra

cines tant le figne pofitif que le figne né

gatif.

I 24.

Ainfi quand un nombre propoſé eft un

quarré, & qu’on a retenu dans la mémoire

un nombre ſuffifant de nombres quarrés,

il eſt facile de trouver la racine de celui

qui eſt donné. Si c’eſt 196, par exemple,

quřfoit ce nombre propoſé, on fait que

fa racine quarrée eft 14.

On traite de même avec facilité les

fractions: il eſt clair, par exemple, que ;

eft la racine quarrée de : ; on n’a, pour

s’en convaincre , qu’à prendre la racine

quarrée du numérateur, & celle du déno

minateur.

Si le nombre propoſé eſt un nombre

mixte, comme 12 #, on le réduira à une

feule fraćtion, laquelle est ici ::, & on

verra fur le champ que c’eſt : ou 3;, qui

doit être la racine quarrée de 12 ;.

|

|

|
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Mais quand le nombre propoſé n’eſt pas

un quarré, comme 1 2 par exemple, il

n’eſt pas poffible non plus d’en extraire la

racine quarrée, ou d’indiquer un nombre

tel que, multiplié par lui-même, il donne

le produit 12. Ce que nous favons cepen

dant, c’eſt que la racine quarrée de 1 2

doit être plus grande que 3 , parce que 3.3

ne font que 9; & plus petite que 4, pafce

que 4.4 font 16, c’eſt-à-dire plus de 12.

Nous favons même auffi que cette racine

eft plus petite que 3 : ; car nous avons vu

que le quarré de 3 ; ou # eſt 1 2 ;. Enfin

nous pouvons déterminer cette racine d’une

maniere encore plus approchée, en la com
7 A 7

parant avec 3 #; car le quarré de 3 : ou
52 27o4 4 *

de # eft H; ou 12 & : , par conſéquent

cette fraćtion eft encore un peu plus grande

que la racine qu’on demande; mais de très

peu, puiſque les deux quarrés ne different

entr'eux que de :225 *
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I 26.

On pourroit foupçonner que puiſque 3 :

& 3 : font des nombres plus grands que

la racine de 12 , il feroit poſſible d’ajouter

à 3 une fraction un peu plus petite que :,

& préciſément telle que le quarré de la

fomme fût égal à 12.

Effayons donc avec 3}, puiſque; eſt un

peu moindre que #. Or 3 ; eſt autant que

#, dont le quarré est :, & par conſéquent

plus petit de: que le quarré de 12, qu’on

peut exprimer par :. Il eſt donc prouvé

que 3 ; eſt plus petit, & que 3 : eſt plus

grand que la racine cherchée. Effayons

donc un nombre un peu plus grand que

3 #, mais pourtant plus petit que 3 #, pag

exemp. 3 : . Ce nombre qui vaut:, a pour

quarré :. Or en réduifant 1 2 à ce déno

minateur on trouve : ; il s’enfuit donc que

3 : eft encore plus petit que la racine de

12, à favoir de :. Subſtituons donc à : la

fraćtion # , qui eſt un peu plus grande,
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&voyons encore ce qui réſulte de la com
• 4• f. 6

paraiſon du quarré de 3 H avec le nombre

/ f. 6

12 propoſé: le quarré de 3 : eft:, or 12

réduit à la même dénomination fait #:;

ainfi 3 # eft encore troppetit, quoique feu

lement de :,, tandis que 3 : s'eſt trouvé

trop grand. 9

I 27.

On peut comprendre facilement que

quelque fraćtion que l’on joigne à 3 , le

quarré de cette fomme doit toujours con

tenir une fraćtion, & ne peut jamais de

venir exaćtement égal au nombre entier 12.

Ainſi, quoique nous fachions que la racine

quarrée de 12 eſt plus grande que 3 : &

*noindre que 3 # » nous fommes cependant

forcés de convenir que nous ne fommes

pas en état d’affigner une fraćtion intermé

diaire entre ces deux-là, & telle en même

temps qu’ajoutée à 3, elle exprime exac

tement la racine quarrée de 12. Avec tout

cela cependant on ne peut pas dire que la
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racine quarrée de 12 foit indéterminée par

elle-même & abſolument; il fuit feulement

de ce que nous avons rapporté, que cette

racine, quoiqu’elle ait néceffairement une

grandeur déterminée, ne fauroit être ex- |

primée par des fraćtions.

I 28.

Il eſt donc une eſpece de nombres qui

ne font aucunement affignables par des

fra&tions, & qui font cependant des quan

tités déterminées ; la racine quarrée de 1 2

nous en a offert un exemple. On nomme

cette nouvelle eſpece de nombres, des

nombres irrationnels ; ils fe préfentent toutes

les fois qu’on cherche la racine quarrée d’un

nombre qui n’eſt pas un quarré. C’eſt ainſi

que 2 n’étant pas un quarré parfait, la ra

cine quarrée de 2, ou le nombre qui, mul

tiplié par lui-même , produit 2 , eſt une

quantité irrationnelle. On nomme auffi ces

nombres des quantités fourdes ou des in

commenfurables.
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I 29.

Ces quantités irrationnelles, quoiqu’elles

ne puiffent pas s’exprimer par des fraćtions,

font cependant des grandeurs dont on peut

fe faire une idée jufte. Car quelque cachée

que nous paroiffe, par exemple, la racine

de 1 2 , nous n’ignorons pas cependant que

c’eſt un nombre qui, multiplié par lui-mê

me, produit exactement 12; & cette pro

priété eft fuffifante pour nous donner une

idée de ce nombre, d’autant qu’il dépend

de nous d'approcher de plus en plus de fa

valeur.

. I 3 O.

Comme on eft donc fuffifamment au fait

de la fignification des nombres irrationnels

dont il eſt queſtion, on eſt convenu d’un

certain figne, pour indiquer les racines

quarrées des nombres qui ne font pas des

quarrés parfaits. Ce figne a cette figure V3

& fe prononce en effet racine quarrée. Ainfi

V1 2 fignifie la racine quarrée de 1 2 , ou

le
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le nombre qui, multiplié par lui-même,

fait 12. De même, V 2 indique la racine

quarrée de 2 ; V3 , celle de 3 ; V;, la

racine quarrée de ; ; & en général V a.

indique la racine quarrée du nombre a.

Toutes les fois donc qu’on voudra indiquer

la racine quarrée d’un nombre qui n’eſt pas

un quarré, on n’aura qu’à fe fervir de la

marque Venlamettant devant cenombre.

I 3 I.

L’explication que nous avons donnée

des nombres irrationnels, nous met auffi

tôt fur la voie pour appliquer à ces nom

bres les calculs ufités. Car fachant, par

exemple, que la racine quarrée de 2, mul

tipliée par elle-même, doit produire 2 ;

nous favons aufſi que la multiplication de

2 par v/2 doit produire nécestairement

2; que de même celle de y/3 par V3 doit

donner 3 ; que V 5 par v/; fait 5 ; que

v/# par VỆ fait ; ; ,& que généralement

Va multiplié par Va produit a.

Tome I. |- G
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I 32.

Mais quand il s’agit de multiplier V(Z

par Vb, le produit eſt V a b ; parce que

nous avons montré plus haut que fi un

quarré a des faćteurs, fa racine doit être

compoſée des racines de ces faĉteurs. C’eſt

pourquoi l’on trouve la racine quarrée du

produit a b, laquelle eft v/ab, en multi

pliant la racine quarrée de a ou Va, par

la racine quarrée de b, ou par Vb. Il eft

clair par-là que fi b étoit égal à a, on au

roit Va a pour le produit de Va par v/b.

Or Vaa eſt évidemment a , parce que aa

eft le quarré de a.

I 33.

S’il s’agit de la divifion, & qu’on ait

a, par exemple, à divifer par Vé, OÍT.

obtient V; ; & il peut arriver ici que dans

le quotient l'irrationalité s’évanouiffe. C’eſt

ainfi qu’ayant à divifer v/18 par V8, on

obtient le quotient V#, lequel ſe réduità
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V:, & par conféquent à V #, parce que
9 p 3

4. eft le quarré de 2 • #

I 34.

Quand le nombre devant lequel on a

mis le figne radical V, eft lui-même un

quarré, on en exprime la racine de la ma

niere àccoutumée. Ainfi V4 eſtautant que

2 » V9 autant que 3 , V 36 autant que 6,

& V 12 : autant que ; ou 3 : . On voit

que dans ces cas l’irrationalité n’eſt qu’ap

parente, & qu’elle diſparoît d'elle-même.

I 3 5.

Il eſt facile auffi de multiplier nos nom

bres irrationnels par les nombres ordinaires.

Par exemple, 2 multiplié par v/ 5 fait

2 V6 , & 3 fois V2 fait 3 V2. Dans ce

fecond exemple cependant, comme 3 eft

autant que V 9., on peut exprimer aufli 3

fois V2 par V9 multipliant V2, ou par

18. De même 2 y/a eſt autant que Vai,

& 3 v/a autant que V9 a. Et en général

- Gij
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b Va a la même valeur que la racine quar

rée de b b a ou Vabb ; d’où l’on infere

réciproquement, que quand le nombre qui

eft précédé du figne radical contient un

quarré, on peut prendre la racine de ce

quarré & la mettre devant le figne, comme

on feroit en écrivant b Va au lieu de Viba.

On comprendra aifément d’après cela les

rédu&tions qui fuivent :

v/8 OU! V2.4 eft autant que 2 V2;

1 2 ou y 3.4 - - - 2 V 3 ;

18 ou V2.9 - - - 3 V2;

v/24 ou V6.4 - - - 2 V6,

3 2 ou y/ 2. 16 — — — 4 V/2 ;
/ -

-

V75 ou V3.25 — — — 5 V/ 3 3

& ainfi de fuite.

I 36.

La diviſion eſt fondée fur les mêmes

principes. Va diviſé par Vb, fait # ou

#. Et pareillement -

- 8

## eft autant que V; ou V4 ou 2;
}^2 S
***– – – – IS |

v2 - V; ou V9 ou 3 ;

#— — — — V; ou V
V 3 ; ou V 4 ou 2.
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De plus

_2_ |- Hou V; ou v/2;#; eſt autaħt que ## ou V; ou v/2 ;

? — — — — Hou V; ou V3 ;
I 2 V I44 I 44

F;— — — — I: on y :, ou v 24

OU! V64, ou enfin z V6.

~)

I 37.

Il n'y a rien à remarquer de particulier à

l'égard de l'addition & de la foutraĉion,

parce qu’on ne fait que lier les:
par les fignes + &— Par exemple, V2

ajouté à V3 s’écrit V2+V3; & V3

fouftrait de V5 s'écrit v/ 5 —V3 •

I 38.

Enfin nous ferons obſerver que par op

pofition à ces nombres irrationnels, on

nomme les autres nombres, tant entiers

que fraćtionnaires, des nombres rationnels.

Ainfi toutes les fois qu’on parle de nom

bres rationnels, on entend par-là des nom

bres entiers, ou bien auffi des fraćtions.

G iij
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C H A P I T R E XIII.

Des Quantités impoſſibles ou imaginaires 3

qui dérivent de la méme fource.
�

I 39.

Nous avons déjà vu plus haut que les

quarrés des nombres, tant pofitifs que né

gatifs, font toujours pofitifs ou affećtés du

figne +; ayant fait obferver que– a mul

tiplié par —a fait +aa, tout comme le

produit de + a par + a. C’eſt pourquoi,

dans le chapitre précédent, nous avons

fuppofé que tous les nombres dont il s’agif

foit d’extraire les racines quarrées, étoient

poſitifs.

I 4O.

Quand il arrive donc qu’il foit queſtion

d’extraire la racine d’un nombre négatif,

on ne peut que fe trouver fort embarraffé,

n'y ayant aucun nombre affignable dont le
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*

nombres négatifs.

quarré foit un nombre négatif. Car ſuppo

fez, par exemple, qu’on voulût extraire

la racine de — 4, ce feroit demander un

nombre tel que, multiplié par lui-même,

il donnât–4 ; or ce nombre cherché n’eſt

ni + 2 ni — 2, parce que le quarré, tant

de +- 2 que de — 2, eft + 4 & non pas

- 4. -

I 4 I.

Il faut donc conclure que la racine quar

rée d’un nombre négatif ne peut être ni

un nombre pofitif, ni un nombre négatif,

puiſqu’auffi les quarrés des nombres néga

tifs prennent le figne plus. Par conféquent

il faut que la racine en queſtion appartienne

à une efpece tout-à-fait particuliere de

nombres; puiſqu’elle ne peut être comptée

ni parmi les nombres pofitifs, ni parmi les

- Or nous avons remarqué plus haut que

les nombres pofitifs font tous plus grands

 

G iv
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|

–-

que rien ou o, & que les nombres négatifs

font tous plus petits que rien ou o ; de façon

que tout ce qui furpaffe o s’exprime par

des nombres poſitifs, & que tout ce qui

eft moindre que o, s’exprime par des nom

bres négatifs. Nous voyons donc que les

racines quarrées de nombres négatifs ne

font ni plus grandes ni plus petites que rien.

Cependant on ne peut pas dire qu’elles

foient o ; car o multiplié par o fait o, &

par conſéquent ne donne pas un nombre

négatif. -

- 143.
« ** * *

- -

Or puiſque tous les nombres qu’il eft

postible de s'imaginer, font ou plus grands

ou plus petits que o, ou font o même, il

eft clair qu’on ne peut pas même compter

la racine quarrée d’un nombre négatif parmi

les nombres poſſibles, & il faut donc dire

que c’eſt une quantité impoſible. C’eſt de

cette façon què nous fommes conduits à

l'idée de nombres qui par leur nature font
* }
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impoffibles. On nomme ordinairement ces

nombres des quantités imaginaires, parce

qu’elles exiſtent purement dans l'imagi

nation.

I 44.

Toutes les exprefiọns, comme v/— I ,

V–2, v/–3 2 V–4 , &c. font par

conféquent des nombres impostibles ou

imaginaires, puiſqu’ils indiquent des racines

de quantités négatives. Et c’eſt de pareils

nombres qu’on foutient avec raiſon qu’ils

ne font ni rien, ni plus que rien, ni moins

que rien ; ce qui fait principalement qu’on

- est obligé de les déclarer impoſſibles. -

– I 45. .

Avec tout cela cependant ces nombres

fe préfentent à l’eſprit, ils ont lieu dans

notre imagination, & nous ne laifſons pas

d’en avoir une idée ſuffifante ; puiſque nous

favons que par V— 4, par exemple, on

entend un nombre qui, multiplié par lui

même, fait — 4. C'eſt aufli pourquoi rien
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ne nous empêche d’appliquer le calcul à

ces nombres imaginaires , & de les em

ployer. |

I 46.

Notre premiere notion dans la matiere

que nous traitons, eſt que le quarré de

- 3 , par exemple, ou le produit de

v/–3 par V–3, eft — 3 ; que celui

de v/– par V– , fait — 1 ; & en gé

néral, qu’en multipliant V–a par V–a,

ou en prenant le quarré de V–a, on

obtient – a. |

I 47.

Maintenant, comme –a fignifie autant

que -+-a multiplié par — 1 , & que la ra

cine quarrée d’un produit fe trouve en mul

tipliant enfemble les racines des faćteurs,

il s’enfuit que la racine de a multipliée par

— I , ou V–a, eft autant que Va mul

tipliée par V— 1. Or Va eſt un nombre

- poffible ou réel, par conféquent ce qu'il

y a d'impoſible dans une quantité imagi
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naire, peut toujours fe réduire à V— I •

. Par cette raifon donc, V— 4 eſt autant

que V4 multipliée par V— 1 , & autant

que 2 V-1 , à caufe de V4 égal à 2.

Par la même raifon V– 9 fe réduit à

V9 V-1, ou à 3 V–1 ; & V–16

fignifie 4 V– I •

I 48.

De plus, comme v/a multipliée par

v/b fait Vab, l'on aura v/6 pour la va

leur de v/– 2 multipliée par V– 3 ; &

V4 ou 2 , pour la valeur du produit de

— I par V— 4. On voit donc que deux

nombres imaginaires, multipliés l’un par

l’autre, en produifent un réel ou poſſible.

Mais au contraire un nombre poſſible,

multiplié par un nombre impoſible, donne

toujours de l'imaginaire: V—3 parV+ 5

fait y/— 15. .* -

I 49.

Il en eft de même à l’égard de la diyi

fion ; car Va diviſé par Vb faifant Vi »
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il eſt clair que V–4 diviſé par V– 1

fera v/+4 ou 2 ; que V+3 diviſé par .

— 3 fera V— 1 ; & que I diviſé par

— 1 me donne y/=: ou V/– 1 ; parce

que I eft autant que y/+- 1.

I 5 O.

Nous avons obſervé plus haut que la

racine quarrée d’un nombre quelconque a

toujours deux valeurs , , l’une pofitive &

l'autre négative ; que y/4, par exemple,

eft également + 2 & — 2 , & qu’en gé

néral on peut adopter —Va comme +v/(Z

pour la racine quarrée de a. Cette remar

que a lieu auffi, quand il s’agit de nombres

imaginaires: la racine quarrée de — a eft

également + v/– a & –V–a ; mais

il faut fe garder de confondre les fignes

+&– qui font devant le figne radical V?

& le figne qui ne vient qu’après cette mar

que V . -

*
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I 5 I.

Il nous refte enfin à lever le doute qu’on

pourroit avoir fur l’utilité des nombres dont

nous venons de parler ; car en effet ces

nombres étant impoſſibles, il ne feroit pas

étonnant qu’on les crût tout-à-fait inutiles

& l’objet feulement d'une vaine ſpécula

tion. On fe tromperoit cependant; le calcul

des imaginaires eſt de la plus grande im

portance; fouvent il fe préfente des queſ

tions, defquelles on ne fauroit dire fur le

champ fi elles renferment quelque chofe de

réel & de postible ou non. Or quand la fo

lution d’une pareille question nous conduit

à des nombres imaginaires, nous fommes

certains que ce qu’on demande eft impof

fible.

Afin d’éclaircir ce que nous venons de

dire par un exemple , fuppofons qu’on

propoſe la question : de divifer le nombre

12 en deux parties, telles que le produit

de ces parties faffe 4o. Si l’on réfout cette
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queſtion parles regles ordinaires, on trouve

pour les parties cherchées 6 +-V— 4 &

6 —V—4; mais ces nombres font ima

ginaires: on conclut donc par cela même

qu'il eftimpoſſible de réfoudre la queſtion.

On faifira facilement la différence, en

fuppofant que la queſtion eût été de divifer

12 en deux parties qui , multipliées C11

femble, fiffent 35 ; car il eſt évident que

ces parties feroient 7 & 5.

C H A P I T R E x I v.

Des Wombres Cubiques.

I 52.

Quaso un nombre a été multiplié trois

fois par lui-même, ou , ce qui revient

au même, que le quarré d’un nombre a

été multiplié encore une fois par ce nom

bre, on a un produit qui fe nomme un

cube ou un nombre cubique. C’eſt ainfi
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que le cube de a eſt a a a, vu que c’eſt ce

qu’on obtient en multipliant a par foi

même, ou par a, & enfuite ce quarré a a

encore par a.

On voit par-là que les cubes des nom

bres naturels doivent fe fuivre dans l’ordre

que voici (*):

f::= =

AZIS

:::::::::::::::|:::|
Cubes | I |8|27||64|125|26|343||512||729|Iooo *

R

|
{z

I 53.

Si nous confidérons les différences de ces

nombres cubiques, comme nous l’avons

fait pour les quarrés, en fouftrayant chaque

cube de celui qui le fuit, nous obtenons la

fuite de nombres que voici:

7, 19, 37, 6 I, 9 I , I 27, I 69, 2 17, 27 I ;

nous ne remarquons d'abord aucune régu

(*) On doit à un Mathématicien, nommé J. Paul

Buchner, des tables publiées à Nuremberg en 17o1 , dans

lefquelles on trouve tant les quarrés que les cubes de

tous les nombres depuis I juſqu'à 12ooo,
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larité dans cette fuite ; mais fi nous prenons

les différences de ces nombres, nous voyons.

fe former la férie fuivante:

1 2 , 18, 24, 3o, 36 , 42, 48, 54;

dans laquelle les termes augmentent tou

jours évidemment de 6.

I 54.

Après la définition que nous avons donnée

du cube, il ne fera pas difficile de trouver

les cubes des nombres fraćtionnaires : on

I I I

verra que : eſt le cube de : ; que : eft

le cube de #, & que # eft celui de #. En

effet on n’a qu’à prendre féparément le cube

du numérateur & celui du dénominateur,

Oſl dUlf3. : pour le cube de la fraćtion #

I 5 5.

Si c’eſt d’un nombre mixte qu’il s’agit

de trouver le cube , il faut d’abord le ré

duire en une feule fraćtion, & procéder

enfuite comme il a été dit. Pour trouver,

par exemple, le cube de 1 , il faut prendre
celui
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celui de#, qui eft:-, ou 3 &#. De même

le cube de 1 ;, ou de la fraćtion ſeule : ,

eft : ou 1 & : , & le cube de 3 ; ou

de : eſt :, ou 34 : .

I 56.

Puiſque aa a eſt le cube de a, celui du

nombre a b fera aaa b b b ; d’où l’on voit

que fi un nombre a deux ou pluſieurs fac

teurs, on peut trouver fon cube en mul

tipliant enfemble les cubes de ces faćteurs

Par exemple, comme i 2 eſt autant que

3.4, on multiplie le cube de 3, qui eft 27,

par le cube de 4 qui eft 64, & on obtient

1728, cube de 12. On voit de plus que

le cube de 2 a eſt 8 aaa, & par conſéquent

8 fois plus grand que le cube de a ; & de

même, que le cube de 3 a eft 27 a a a,

c’eſt-à-dire qu'il eft 27 fois plus grand que

le cube de a.

I 57.

Faifons attention auffi aux fignes -- &

–. Il eſt clair d’abord que le cube d’un

Tome I. H
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nombre pofitif+a ne peut qu’être pofitifde

même, c’eſt-à-dire + aaa. Mais s'il s’agit

de prendre le cube d’un nombre négatif

—a, on verra qu’en prenant d’abord le

quarré, lequel eft+ a a, & multipliant en

fuite, felon la regle, ce quarré par —a,

le cube cherché devient– aaa. Il n’en eft

donc pas, à cet égard, des nombres cu

biques comme des nombres quarrés, puiſ

que ceux-ci fe trouvent toujours pofitifs.

Le cube de – 1 eſt – 1 , celui de – z

eft – 8, celui de — 3 eſt — 27 , & ainfi

de fuite.

C H A P I T R E X v.

Des Racines cubiques & des Nombres irra

tionnels qui en dérivent.

I 58. -

HDE même qu’on peut, comme on avu,

trouver le cube d’un nombre donné, on

peut réciproquement auffi, étant donné un
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nombre quelconque , trouver le nombre

qui, multiplié trois fois par lui-même, pro

duit le nombre propoſé. Ce nombre cher

ché s’appelle relativement à l’autre, la ra

cine cubique. Ainfi la racine cubique d’un

nombre donné eft le nombre dont le cube

eft égal à ce nombre donné.

I 59.

Il eſt donc facile de déterminer la racine

cubique, quand le nombre propoſé eſt réel

lement un cube, comme nous en avons vu

des exemples dans le chapitre précédent.

On fent bien que la racine cubique de 1

eft 1 ; que celle de 8 eſt 2 ; que celle de

27 eft 3 ; que celle de 64 eft 4, & ainfi

de fuite. Et pareillement, que la racine cu

bique de – 27 eſt — 3 ; & que celle de

– 125 eft — 5. |

De plus, que fi le nombre propofé eft

rompu, comme # , la racine cubique en

doit être; ; & que celle de : eft;. Enfin,

que la racine cubique d’un nombre mixte

H i
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I O • , A 4 I . - ro.

2 : doit et: # ou 1 #; parce que 2 : eft
|- 4

autant que #.

I 6o. * *

Mais fi le nombre propofé n’eſt pas réel

lement un cube , fa racine cubique ne

pourra pas non plus s’exprimer ni en nom

bres entiers, ni en nombres fraćtionnaires.

Par exemple, 43 n’eſt pas un nombre cu

bique; je dis donc qu’il eſt impoſible d’af

figner un nombre, foit entier foit fraćtion

naire, dont le cube faffe exaćłement 43.

Ce qu’on peut affurer cependant, c’eſt que

la racine cubique de ce nombre eſt plus

grande que 3, vu que le cube de 3 ne fait

que 27 , & que cette racine eſt plus petite

que 4, parce que le cube de 4 eſt 64. Nous

favons donc que la racine cubique cher

chée eſt néceffairement contenue entre les

nombres 3 & 4. #

16 I.

Si l’on veut donc, puiſque la racine cu

bique de 43 furpafle 3 , ajouter à 3 une
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frastion; il eſt fůr qu’on pourra de plus en

plus approcher de la vraie valeur de cette

racine ; mais on ne pourra cependant ja

mais indiquer de nombre qui exprime exac

tement cette valeur ; parce que le cube

d’un nombre mixte ne peut jamais être par

faitement égal à un nombre entier, tel

qu’eft 43. Si l’on fuppofoit, par exemple,

que 3 : ou # fût la racine cubique cherchée

de 43, on fe tromperoit de #; car le cube

de 4 ne fait que : ou 42 4.

I 62.

Il eſt donc clair par-là que la racine cu

bique de 43 ne peut en aucune maniere

s’exprimer foit par des nombres entiers,

foit par des fraćtions. Cependant on a une

idée diftinćte de la grandeur de cette ra

cine ; cela engage à fe fervir, pour l’in

diquer, du figne V, qu’on met devant le

nombre propofé, & qu’on prononce racine

cubique, afin de la diftinguer de la racine

quarrée, laquelle on ne fait fouvent que

H iij
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nommer fimplement racine. Ainfi V43 fi

gnifie la racine cubique de 43, c’eſt-à-dire,

le nombre dont le cube eft 43, ou qui,

multiplié trois fois par lui-même, fait 43.

163.

Il eſt donc clair auffi que de telles ex

preſſions ne peuvent appartenir aux quan

tités rationnelles, & qu'elles conſtituent

plutôt une eſpece particuliere de quantités

irrationnelles. Elles n’ont même rien de

commun avec les racines quarrées, & il

n’eſt pas poſſible d’exprimer une telle ra

cine cubique par une racine quarrée, com

me par exemple par V12 ; car le quarré

de V I 2 étant 12, fon cube fera I 2 V 12,

par conféquent encore irrationnel & tel

qu’il ne peut être égal à 43.

I 64.

Que fi le nombre propofé eſt un cube

réel, nos exprefions deviennent rationnel
3 / 3

les : V 1 eſt autant que 1 ; V8 eft autant
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3 P *

que 2; V27 autant que 3; & en général
3

Vaaa autant que a.

165.

S'il étoit queſtion de multiplier une ra
3

C111C cubique COÍIlII162' Va par une alltf62

3 3
* |- |

COITIII)C Vb, le produit doit être. Va b ;

car nous favons que la racine cubique d’un

produit a b fe trouve en multipliant enfem

ble les racines cubiques des faćteurs. On

voit par cela même que s'il s’agifſoit de la

diviſion de Va par Vi, le quotient feroit

3/a (*';

V#

I 66.

3

On comprend auffi que 2Va eft autant

3 |- 3

que V8 a , parce que 2 équivaut à V8;
3 3 3/

que 3 Va eft autant que V27a, & bV a

3 -

autant que Vab b b. Ainfi réciproquement,

fi le nombre qui fuit le figne radical a un

facteur qui foit un cube, on peut le faire

 

H iv
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difparoître en en mettant la racine cubique

devant le figne. Par exemple, au lieu de
3 3 ) 3

V64a on peut écrire 4W/a ; & ; Va d'Ul

3 3

lieu de V 1 25a. Il fuit de-là que V16 eft

3

autant que 2 V2, parce que 16 eſt au

tant que 8.2. -

* 167.

Quand un nombre propoſé eft négatif,

fa racine cubique n’eſt pas fujette aux dif

ficultés que nous avons rencontrées en trai

tant des racines quarrées. Car puiſque les

cubes de nombres négatifs font négatifs, de

même il s’enfuit qu’auffi les racines cubiques

de nombres négatifs font fimplement néga
3 3 -

tives. Ainſi V-8 fignifie –2, & V–27,

eft autant que – 3. Il s'enfuit auffi que
3 3

V-12 eft la même chofe que –V12,
3 |- 3

& que V–a peut s’exprimer par –VCl•

D’où l’on voit que le figne –, s'il fe trouve

derriere le figne de la racine cubique, au

*

:
4
*
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roit auffi pu fe mettre devant ce figne. Nous

ne fommes donc pas conduits ici à des nom

bres impofibles ou imaginaires, comme

cela nous eft arrivé en confidérant les ra

cines quarrées des nombres négatifs.

C H A P I T R E XVI.

Des Puifances en général.

- 168.

L E produit qu’on obtient en multipliant -

un nombre pluſieurs fois par lui-même , fe

nomme une puiſſance. Ainfi un quarré qui

provient de la multiplication d'un nombre

par lui-même, & un cube qu’on obtient en

multipliant un nombre trois fois par lui

même, font des puifances. On dit aufst

dans le premier cas, que le nombre eft

élevé au fecond degré, ou à la feconde

puiſſance ; & dans l’autre cas, que le nom

bre eſt élevé au troiſieme degré ou à la

troifieme puiſſance.
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I 69.

C’eſt qu’on diftingue ces puifances l’une

de l’autre par le nombre de fois que le nom

bre propoſé a été multiplié par lui-même.

Par exemple, un quarré fe nomme la fe

conde puistance, parce qu’un certain nom-

bre donné a été multiplié deux fois par lui

même ; fi un tombre a été multiplié trois

fois par lui-même, on nomme le produit

la troifieme puiffance, laquelle fignifie donc

la même chofe qu’un cube. Multipliez un

nombre quatre fois par lui-même, vous

aurez fa quatrieme puistance, ou bien ce

qu’on nomme communément le quarré

quarré ou le bi-quarré : & il n’eſt pas dif

ficile à préfent de comprendre ce qu’on

entend par la cinquieme, fixieme, ſeptie

me, &c. puiſſance d’un nombre. J'ajoute

feulement que ces puiſſances ceffent après

le quatrieme degré d’avoir d'autres noms

particuliers.
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17o.

Pour éclaircir tout cela encore mieux,

nous remarquerons d’abord que les puif

fances de I reftent conftamment les mêmes;

parce que, quelque nombre de fois qu’on

multiplie ce nombre 1 par lui-même, le

produit fe trouve toujours être 1. Nous

commencerons donc ici par indiquer les

puiſſances de 2 & de 3.Voici l'ordre qu’elle

fuivent : -

Puiſſances | du Nombre 2, | du Nombre 3.

I |- 2.

II. 4 }
III. 8 27

IV. 16 8 I

V. 32 243

VI. 64 729

VII. 128 2187

VIII. 256 6561

IX. 5 1 2 19683

X. I O 24 59O49

XI. 2o48 177147

XII. 4096 53 I 44 I

XIII, 8192 I 594323

XIV. 16384 4782969

XV. 32768 | 14348907

XVI. 65536 | 43o46721 |

XVII. 13 1072 | 129 14o 163

XVIII. 262 144 | 38742o489
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Mais ce font fur-tout les puiffances du

nombre 1o qui font remarquables; car fur

ces puiffances fe fonde toute notre Arith

métique. En voici quelques-unes rangées

par ordre, en commençant par la premiere

puiſſance:

I. II. III. IV. V. VI.

Io, 1oo , Iooo , Ioooo, 1ooooo, 1oooooo, &c.

17 I.

Si l’on veut maintenant enviſager la chofe

d'une maniere plus générale, on verra que

les puiſſances d’un nombre quelconque a

fe fuivent dans cet ordre:

I. II. III. Iv. v. vi.

a, a a , aa a, a aaa , aaa aa , aa aaa a, &c.

Mais on ne tardera pas à s’appercevoir

de l'inconvénient qui accompagne cette

façon d’écrire les puifances, & qui con

fifte en ce qu’il faudroit, pour exprimer de

grandes puiſſances, écrire la même lettre

très - fouvent ; le Lećteur même n’auroit

pas moins de peine, s'il étoit obligé de

compter toutes ces lettres pour favoir

*
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quelle puiſſance on a voulu indiquer. La

centieme puistance , par exemple , ne

s'écriroit pas commodément de cette fa

çon-là, & il feroit encore plus difficile de

la reconnoître, -

172.

Afin d’éviter cet inconvénient , on a

imaginé une façon bien plus commode d’ex

primer de telles puiffances, & qui mérite à

caufe de fon ufage étendu, d’être expliquée

foigneufement: favoir, pour exprimer, par

exemple, la centieme puiſſance, on écrit

fimplement le nombre 1oo au-deffus de ce

lui dont on veut exprimer la centieme puif

fance, & un peu vers la droite: ainfi a 'ºº,

qui fignifie a élevé à Ioo, indique la cen

tieme puiffance de a. Il ne faut pas ou

blier qu’on donne le nom d’expoſant au

nombre écrit au-deffus de celui dont il in

dique la puiſſance ou le degré, & qui eft

1oo dans le cas que nous avons fuppoſé.
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I73.

De cette maniere a º fignifie donc a élevé

à 2, ou la feconde puiſſance de a, laquelle

cependant on indique auffi quelquefois par

aa, parce que l’une & l’autre expreſſion

s'écrit & fe comprend avec la même fa- -

cilité. Mais déjà pour exprimer le cube ou

la troiſieme puiffance aa a, on écrit a’ con

formément à la nouvelle regle, afin de

gagner de la place. De même a“ fignifie

la quatrieme, a la cinquieme, & a º la

fixieme puiflance de a.

I 74.

En un mot toutes les puiſſances de a fe

repréfenteront par

a, aº, a’, a“, a’ , a“, a’, a“, a”, a“, &c.

d’où l’on voit que , fuivant cette maniere,

on auroit très-bien pu écrire a ' au lieu de a

pour le premier membre de la férie, afin

d’en mieux faire appercevoir l’ordre. En

effet a ' n’eſt autre chofe que a , vu que
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cette unité indique que la lettre a ne doit

s'écrire qu’une fois. Une pareille fuite de

puiffances fe nomme auffi une progreffion

géométrique, parce que chaque terme eft

d’un nombre de fois plus grand que le pré

cédent.

175.

Comme dans cette même fuite de puif

fances chaque terme fe trouve en multi

pliant par a celui qui le précede, ce qui

augmente l’expofant de 1 ; on peut auffi,

au moyen d’un terme donné, trouver celui

qui le précede, en divifant par a , parce

que c’eſt diminuer l’expofant d’une unité.

Cela nous apprend que le terme qui pré

cede le premier terme a ' , doit être nécef

fairement : ou I ; or fi l’on fe regle fur les

expofans, on conclura fans peine que ce

terme qui précede le premier, doit être a º.

On peut donc déduire de-là la propriété

remarquable, que aº eſt conſtamment égal

à 1 , quelque valeur grande ou petite qu’ait
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le nombre a , & même quand a n’eſt rien;

c’eſt-à-dire que même o º fait 1.

176.

Nous pouvons continuer encore notre

fuite de puiffances en rétrogradant , &

même de deux manieres différentes: l’une en

divifant toujours para ; l’autre en diminuant

l’expofant d’une unité. Et nous ne pouvons

douter que, fuivant l’une ou l’autre façon,

les termes ne foient parfaitement égaux.

Nous allons préfenter cette férie rétrograde

fous l’une & l’autre forme, en avertiffant

que c’eſt auffi à rebours, c’eſt-à-dire, en

allant de la droite vers la gauche, que l’on

doit la lire.

I I | I I | I I | |

|aaaaaaaaaaaaaaa aaa | aa | a

Ie I I I I I 1

a 6 a $ | a * | a ? | a ? | a *

|

---

II°.| a—6 | a— || a-4 |- a—? | a— * a:a'
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177.

Nous voici parvenus à connoître des

puiſſances dont les expofans font négatifs,

& à pouvoir affigner exaćłement les va

leurs de ces puiſſances. Nous mettrons fous

les yeux ce que nous avons trouvé, de la

façon qui fuit: d'abord

a º eſt autant que 1 ; enfuite
- I

a- * - a 3

- 2. I _I_

a-- ––– Ta ou aº ;

–3 ----

a-—:i ;

I

a-“—: ,

& ainfi de fuite. * \

178.

Il eſt clair auffi par ce qui a précédé,

comment on doit trouver les puiſſances

d’un produit a b. Elles feront évidemment

a b ou a' b', aº 6°, a’ b’, a“ b“, a’ b’, &c.

Et on trouvera de même les puiſſances des

fraćtions; par exemple, celles de #font

a" aº a? a“ a’ a6 a7

HI » F » I » T » ET» I » T » &c.
Tome I, v. }
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i 79. /

Enfin nous avons à confidérer austi les

puiſſances des nombres négatifs. Or fup

pofons donné le nombre – a ; fes puiffan

ces fe fuivront dans l’ordre que voici:

—a, +a a , —a” , +a“, —a' , +a“ &c.

On voit donc qu’il n’y a que les puif.

fances dont les expoſans font des nombres

impairs, qui deviennent négatives, & qu’au

contraire toutes les puiſſances qui ont un

nombre pair pour expofant , font pofiti

ves. En effet, les puistances troiſieme, cin

quieme, ſeptieme , neuvieme , &c. ont

toutes le figne —; & les puifances fe

conde, quàtrieme, fixieme, huitieme, &c.

font affećłées dù ſigne +.

ë: #
*

Š# $% 3

$ $$
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. C H A P I T R E XV I I.

Du calcul des Puifances.

I 8o.

Nous n’avons rien à obſerver de par

ticulier par rapport à l'addition & à la fouf

traćtion des puiſſances ; car on ne fait

qu'indiquer ces opérations moyennant les

fignes + & —, quand les puiſſances font

différentes entr’elles. Par exemple, a’ +a=

eft la fomme de la feconde & de la troi-

fieme puiſſance de a ; & a'–a“ eſt ce qui

reſte en fouftrayant la quatrieme puifance

de a de la cinquieme; & l’on ne peut indi

quer plus briévement ni l'un ni l'autre ré

fultat. Que s'il s’agit de puiflances de la

même eſpece ou du même degré, il eft

clair qu’il n’eſt pas néceffaire de les lier par

des fignes: aº + a’ fait 2 aº , &c.

I ij



1 3 2 E L É M E W s

I 8 I.

Mais la multiplication des puifances

exige qu’on faffe attention à différentes

choſes.

D’abord quand il s’agit de multiplier

par a une puiſſance quelconque de a, on

obtient la puistance fuivante, c’eſt-à-dire,

celle dont l'expofant eſt d’une unité plus

grand. Ainfi a’, multiplié par a, fait a? ;

& a’, multiplié par a, fait a“. Et de même,

quand il s’agit de multiplier par a les puiſ

fances de ce nombre qui ont des expofans

négatifs, on ne fait qu’ajouter 1 à l’expo

fant. Ainſi a- multiplié par a produit aº ou

I ; ce qui eſt d'autant plus évident, que

a-" eſt égal à :, & que le produit de a

par : étant :, il eſt par conféquent égal à 1.

Par des raiſons femblables a-” , multiplié

par a, fait a-" ou : ; & a-'º, multiplié

par a, donne a-º, & ainfi de fuite.
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182.

Enfuite, s'il eſt question de multiplier

une puistance de a par a a ou par la deu

xieme puiſſance, je dis que l’expofant de

vient plus grand de 2. Ainfi le produit de

a par aº eſt a“; celui de aº par a” eft a' ;

celui de a“ par aº eſt a“; & plus généra

lement encore , a" multiplié par a fait

a "**. Pour ce qui eſt des expofans néga

tifs, on aura a ou a pour le produit de a-'

par aº ; car a- étant égal à :, c'eſt com

me fi l’on avoit à divifer a a par a ; par

conſéquent le produit cherché eſt : ou a.

De même a-”, multiplié par a” , fait aº ou

I ; & a-3 , multiplié par a“, fait a-: .

I 83.

Il n’eſt pas moins évident que, pour

multiplier une puifance quelconque de a

par aº , il faut en augmenter l'expofant de

trois unités ; & que par conféquent le pro

duit de a" par aº eſta"*3. Et toutes les fois

I iij



I 3 4 E 1 É Mr E w s

donc qu’il s’agit de multiplier enfemble

deux puistances de a, on voit que le pro

duit fera de même une puifance de a, &

tel que fon expofant fera la fomme de ceux

des deux puiſſances données. Par exemple,

a“ multiplié par a fera a’, & a” multiplié

par a’ fera a ”, &c.

I 84.

En partant de - là on peut déterminer

affez facilement des puifances très-élevées.

Pour trouver, par exemple, la vingt-qua

trieme puifance de 2, je multiplie la dou

zieme puiſſance par la douzieme puiſſance,

parce que 2“ eft autant que 2" multiplié

par 2”. Or nous avons vu plus haut que

2“ fait 4096 ; je dis donc que c’eſt le

nombre 167772 16, ou le produit de 4096

par 4o96, qui exprime la puifance cher

chée 2°“.

I 85.

Paffons à la divifion. Nous remarque

rons en premier lieu, que pour diviſer une
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puiſſance de a par a, il faut fouftraire I

de l’expofant , ou le diminuer de l’unité.

Ainfi a' . diviſé par a , fait a“; aº ou -1
3 p 3 2 3.

diviſé par a . eſt autant que a-" ou : : c-3
3 a 3 2

diviſé par a, fait a-“.

I 86.

Si c’eſt par aº qu'il faut divifer une puiſ

fance donnée de a , il faudra diminuer

l’expofant de 2 ; & fi c’eſt par a 3, il faut

fouftraire trois unités de l’expofant de la

puiſſance propoſée. Ainfi en général, quel

que puistance de a que ce foit qu’il s’agiffe

de divifer par une autre puistance quel

conque de a, la regle eſt toujours de fouſ

traire l’expofant de la feconde de l'expo

fant de la premiere de ces puiſſances. C’eſt

ainfi que d", diviſé par a7, donnera aº ;

que a“, diviſé par a7, donnera a- ; &

que a-3, diviſé par a“, donnera a-7.

187.

Par ce que nous avons dit plus haut,

il eſt facile de comprendre comment on :

I iv
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|

|

doit trouver les puiſſances des puiſſances,

& que cela fe fait par la multiplication.

Quand on cherche, par exemple, le quarré

ou la feconde puiſſance de a 3 , on trouve

a“ ; & de la mêmę maniere on trouve a "*

pour la troifieme puiſſance, ou le cube de

a 4 ; on voit que pour prendre le quarré

d’une puiſſance, il n’y a qu’à doubler fon

expofant; que pour en prendre le cube ,

il faut tripler cet expofant, & ainfi de fuite.

Le quarré de a" eft a?"; le cube de a" eft

a”; la feptieme puiſſance de a" est a7", &c.

I 88.

Le quarré de a*, ou le quarré du quarré

de a étant a“ , on voit pourquoi on nomme

la quatrieme puiſſance, le bi-quarré ou le

quarré-quarré.

Le quarré de aº eſt a“, c’eſt ce qui a

fait donner à la fixieme puiſſance le nom

de quarré-cube.

Enfin le cube de a? étant aº, on appelle

les neuviemes puistances cubes-cubes. On
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n’a pas introduit d'autres dénominations de

cette eſpece pour les puiſſances, & même

les deux dernieres ne font pas fort en ufage.

C H A P I T R E XV I I I.

Des Racines relativement à toutes les

Puiſſances en général.

189.

Petsave la racine quarrée d’un nombre

donné eſt un nombre tel que fon quarré

eſt égal à ce nombre donné , & que la

racine cubique d’un nombre donné eſt un

nombre tel que fon cube eſt égal à ce nom

bre donné ; il s’enfuit qu’étant donné un

nombre quelconque, on peut toujours en

indiquer des racines telles que leur qua

trieme ou leur cinquieme puiſſance, ou

quelque autre à volonté, foit égale au

nombre donné. Afin de diſtinguer mieux

ces différentes eſpeces de racines, nous
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nommerons la racine quarrée, racine deu

xieme ; la racine cubique, racine troiſième »

parce que d’après cette dénomination on

peut nommer racine quatrieme, celle dont

le quarré - quarré eſt égal à un nombre

donné; & racine cinquieme, celle dont la

cinquieme puiſſance eſt égale à un nombre

donné, &c. - *

}

I 9O.

De même que la racine quarrée ou deu

xieme s'indique par le figne V, & la racine

3 / -

cubique ou troiſieme, par le figne V, Om .

repréſente la racine quatrieme par le figne
4 5

V; la racine cinquieme par le figne v/ |

&ainfi de fuite. Il eſt clair que fuivant cette

façon de s’exprimer, le figne de la racine
y

quarrée devroit être V. Mais comme de

toutes les racines c’eſt celle-ci qui fe pré

fente le plus fouvent, on eſt convenu, pour

abréger, d’omettre le nombre 2 du figne

de cette racine. Ainfi, quand dans un figne
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radical il ne fe trouve pas de nombre, cela

fuppofë toujours que c’eſt la racine quarrée

qu’on a voulu indiquer.

I 9 I. -

Nous allons, pour nous expliquer encore

mieux, mettre fous les yeux les différentes

racines du nombre a , avec leurs fignifi

cations.

v/a eft la II.“ racinę de a,

Va– III. –a,

Va– IV.° ——a,

Va– V.“ ––a ,

6,

V a V I.°—a,

& ainfi de fuite. -

De forte que réciproquement:

la I l.° puifance de Va eſt égale à a,

la III.° – Va —a,

la i V.“ Va —a,

la V.“ Va @ »

la V I.° V. @ »

& ainfi de fuite.



I 4O E L É M E N s

-

/

I 92. - -

Que le nombre a foit donc grand ou

petit , on comprend quel fens on doit

attacher à toutes ces racines de différens

degrés.

Il faut remarquer auffi, que fi l’on prend

pour a l'unité, toutes ces racines reſtent

conſtamment 1 ; parce que toutes les puif--

fances de 1 ont pour valeur l’unité. Que

fi le nombre a eſt plus grand que 1 , toutes

fes racines auffi furpafferont l’unité. Enfin,

que fi ce nombre eſt plus petit que 1 ,

toutes fes racines aufli feront moindres que

l’unité.

ð I 93.

Quand le nombre a eſt pofitif, on com

prend, par ce qui a été dit plus haut des

racines quarrées & cubiques, que toutes

les autres racines auffi pourront être indi

quées réellement, & feront des nombres

réels & poſſibles. - *
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Mais fi le nombre a eſt négatif, il faut

que fes raćines, deuxieme , quatrieme,

fixieme, & en général toutes celles d’un

degré pair, deviennent des nombres im

poſſibles ou imaginaires; parce que toutes -

les puistances d’un degré pair, tant des

nombres poſitifs que des nombres négatifs,

font toujours affećtées du figne plus. Au

lieu que les racines troifieme, cinquieme,

feptieme, & en général toutes les racines

impaires, deviennent négatives, mais ra

tionnelles ; parce que les puistances im

paires de nombres négatifs, font négatives

de même. -

I 94.

Enfin nous avons là aufli une fource iné

puiſable de nouvelles eſpeces de quantités

fourdes ou irrationnelles; car toutes les fois

que le nombre a n’eſt pas réellement une

puifance telle que le figne radical en in

dique une, ou femble en requérir une, il

eft impoſible aufli d’exprimer cette racine,
**

|
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foit en nombres entiers, foit par des frac

tions, & par conſéquent cette racine doit

alors être rangée dans la claffe des nom

bres qu’on nomme irrationnels.

C H A P I T R E X I X.

De la maniere d'indiquer les Wombres irra

tionnels par des expoſans fraćfionnaires.

I 95.

Nous venons de faire voir dans le cha

pitre précédent, que le quarré d’une puiſ

fance quelconque fe trouve en doublant

l'expofant de cette puiſſance , & qu’en gé

néral le quarré ou la feconde puiffance de

aº eſta”. Il s'enfuit de-là l'inverſe, favoir,

que la racine quarrée de la puifance a” eft

aº , & qu’on la trouve en prenant la moi

tié de l’expofant de cette puiflance, ou en

divifant cet expofant par 2.
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1 96.

Ainfi la racine quarrée de aº eſt a " ;

celle de a 4 eft a? ; celle de aº eſt a 3 ; &

ainfi de fuite. Et comme c’eſt-là une vérité

générale, on voit que la racine quarrée

de as doit néceffairement être a#, & que

celle de as eſt a #. Par conféquent on aura

de même a i pour la racine quarrée de a ;

d'où l'on voit que a #eft autant que Va;

& cette nouvelle maniere d'indiquer la

racine quarrée, demande qu’on y faffe

attention. -

I 97.

Nous avons montré auffi que pour trou

ver le cube d’une puiflance comme a" ,

il falloit multiplier fon expofant par 3 , &

que par conféquent ce cube étoit a?".

Ainfi, quand il s’agit de trouver en ré

trogradant la racine troifieme » ou cubi

que, de la puiſſance a 3", on ne fait que

divifer cet expofant par 3 , & on conclut
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que la racine cherchée eſt a". Par confé

quent a', ou a, eſt la racine cubique de

a3 ; aº eſt celle de aº ; a 3 eſt celle de a9,

& ainfi de fuite.

I 98.

Rien n’empêche d’appliquer ces princi

pes aux cas où l’expofant ne feroit pas di

vifible par 3, & de conclure que la racine

cubique de aº eſt aï, & que celle de a*
4 r

eft a 5 ou a" . Par conféquent auffi la ra

cine troiſieme, ou cubique, de a même,

ou bien de a " , doit être a $. D’où l’on voit

que ai eſt la même chofe que V ·

I 99.

Il en eſt de même des racines d'un degré

plus élevé. La racine quatrieme de a fera

a i., laquelle expreſſion fignifie donc au

tant que Va. La racine cinquieme de a

fera ai, ce qui eſt par conféquent l'équi

valent de Va ; & ces vérités s’étendent

fans difficulté à toutes les racines d'un degré

plus élevé. 2OOs

*.
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2.OO.

On pourroit donc fe paffer entiérement

des fignes radicaux ufités, & employer à

leur place les expofans fraćtionnaires que

nous venons d’expliquer; cependant com

me on eſt accoutumé à ces fignes depuis

long-temps, & qu’on les rencontre dans

tous les écrits analytiques , on auroit tort

de vouloir les bannir tout-à-fait du calcul.

Mais on a raifon auffi de fe fervir beaucoup,

comme l’on fait aujourd’hui, de l’autre

maniere, parce qu’elle répond avec évi

dence à la nature de la chofe. En effet,

on voit fur le champ que a # eſt la racine

quarrée de a, parce qu’on fait que le quarré

de a š, c'eſt-à-dire, ai multiplié par aš,

eft égal à a" ou a. -

2O I.

On voit par ce qui a précédé, comment

on doit interpréter tous les autres expofans

rompus qui peuvent fe préfenter. Que fi

Tome I. |- K



I 46 , E L É M E N s

l’on a, par exemple, aí, cela fignifie qu'il

faut prendre d'abord la quatrieme puiſſance

de a, & en extraire enſuite la racine cu

bique ou troifieme ; de forte que ai eft

autant que, fuivant la façon ordinaire,

Va“. Que pour trouver la valeur de ai »

il faut prendre d'abord le cube ou la troi

fieme puiſſance de a, qui eſt a”, & en

extraire après cela la racine quatrieme ;

de façon que ai eſt la même chofe que
4 4 5

Va: . De même af eft autant que Va:&c.

2O2.

Quand la fra&tion qui repréfente l’ex

pofant furpafe l'unité, on peut indiquer

encore d’une autre maniere la valeur de

la quantité propoſée. Suppofez que ce foit

a#; cette quantité équivaut à a**, qui eft

le produit de a par a: Or aë étant égal

à Va, on voit que aí eſtautantque aº VCl•

De même a# ou a’i eſt autant que a

Va; & &#, c'eſt-à-dire a”, fignifie
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a? Va'. Ces exemples fuffiſent pour faire

concevoir la grande utilité des expofans

fraćtionnaires.

2O3. «

. Leur ufage s'étend auffi aux nombres

2 |- I |

rompus: Qu'on ait : ., on fait que cette

I

quantité eſt égale à . H ; or nous avons vu
(l *

- I

plus haut qu’une fra&tion de la forme „F

3 _ _ _ • |- I

peut s'exprimer par a-º ; ainfi pour #.

on peut fe fervir de l’exprefion a –#. De

ême := eſt autant que a-i. Soitmeme j = e q . Soit pro

r . , , d.?

poſée encore la quantité : -i; qu’on la tranf
VCl

a 2

forme en celle-ci: “r, qui eſt le produit
a *

3. " • • •

de aº par a -º; or ce produit équivaut

5. 1. 4

à a* ou à a**, ou enfin à ava. L’uſage

rendra faciles de femblables rédućtions.

K ij
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2O4.

Enfin nous obferverons que chaque ra

cine peut fe repréfenter d'un grand nombre

de manieres. Car Va étant la même chofe

que a#, &# pouvant être transformé err

toutes ces fraćtions, #, #, #, #, # &c. .

il eſt clair que Va eſt autant que Ža: , &

que Wa”, & que Va“, & ainfi de fuite.

Pareillement, Va qui fignifie aể , fera

égale à Ve & à Va', & à Waº. Et l’on

voit de même que le nombre a, ou a ,

pourroit s'indiquer par les exprefſions ra

dicales qui fuivent:

Ve, Va', Vaº, Va, &c.

2O5.

Cette propriété eſt d’un bon ufage dans

la multiplication & dans la divifion. Car

fi l’on a, par exemple, à multiplier V(£

par Va, on écrit Va pour Va, & Va.
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s- 3 * • •

au lieu de Va ; de cette façon on obtient

de part & d’autre le même figne radical,

& la multiplication fe faifant maintenant,
6

donne le produit Va3. Le même réſultat

fe déduit de ce que ai multiplié par as fait

aëti ; car; +; eft;, & par conſéquent
• |- i

le produit en queſtion eft en effet až ou
6

Va? .

3 • e 2 --

S'il s’agiffoit de divifer Va ou aº par

| 3 __ • e +–+

Va ou a * , on auroit pour quotient a * ?,
2* – |- _1 6

ou aFTF, c’eſt-à-dire a 5 ou V(7.

C H A P I T R E X X.

- * Aº f • fy*y |

Qui traite en général des différentes manieres

de calculer & de leur liaifon.

2o6. -

NoUs avons expoſé juſqu’ici différentes

opérations de calcul: l'Addition, la Souf.

traction, la Multiplication & la Divifion?

V

K iij
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*

l’élévation des Puiflances , & enfin l’ex

traćtion des Racines. Il ne fera donc pas

hors de propos de remonter à l'origine de

ces différentes manieres de calculer &

d'expliquer la liaifon qui eſt entr’elles, afin

qu’on puiffe s’affurer s'il eſt poffible ou non

qu’il exiſte encore d’autres opérations de

cette eſpece. Cette recherche ne pourra

que répandre plus de jour fur les matieres

que nous avons traitées.

Nous nous fervirons dans ce deffein d’un

nouveau figne qu’on peut employer à la

place de l’exprefion fi fouvent répétée,

eft autant que ; ce figne eſt celui-ci = ,

& fe prononce est égal. Ainſi quand j'écris

a=b, cela fignifie que a eft autant que b,

ou que a eſt égal à b : de même, par exem

ple, 3.5 = 15.

2O7.

La premiere façon de calculer qui fe

préfente à notre eſprit, eſt fans contredit

l’addition, par laquelle on ajoute deux

nombres enfemble & qu'on trouve leur
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fomme. Soient donc a & b ces deux nom

bres propoſés, & qu’on indique leur ſomme

par la lettre c, on aura a+b=c. Ainfi

quand on connoît les deux nombres a & 4.

l'addition enfeigne à trouver moyennant

cela le nombre c. * * * * *

2ο8.

Confervons cette comparaiſon a+b=c,

mais renverfons la question en demandant,

comment, les nombres a & c étant connus,

on doit trouver le nombre b. :

Il s’agit donc de favoir quel nombre il

faut ajouter au nombre a , pour qu’il en

réſulte ce nombre c. Soit, par exemple,

a= 3 & c=8; de forte qu’il faudroit que

l'on eût 3 +b=8; il eſt clair qu’on trou

vera b en fouftrayant 3 de 8. Ainfi en gé

néral, pour trouver b, il faudra fouftraire

a de c, d’où provient b=c—a ; car en

ajoutant de nouveau a de part & d’autre,

on a b +a=c-a+a, c'eſt-à-dire =c.,

comme on l’avoit fuppofé.

Et voilà donc l'origine de la fouffra&tion:

|- K iv
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2O9.

Ainfi la fouftraĉtion a lieu, quand on

renverſe la queſtion qui donne lieu à l'ad

dition. Or il peut arriver que le nombre

qu’il s’agit de fouftraire foit plus grand que

celui duquel il faut le fouftraire ; comme,

par exemple, s'il s’agiffoit de fouftraire 9

de 5 ; ce cas eſt donc propre à nous fournir

l'idée d'une nouvelle eſpece de nombres,

u’on nomme nombres négatifs, parce que
2

5 —9=-4.

2. I O.

Quand pluſieurs nombres qui doivent

être ajoutés enfemble font égaux entr'eux,

leur fomme fe trouve par la multiplication,

& fe nomme un produit. Ainfi a b fignifie

le produit qui provient de la multiplication

de a par b, ou bien de ce qu’on a ajouté

enfemble un nombre a de nombres b. Si

nous indiquons à préfent ce produit par la

lettre c, nous aurons a b=c.; & la mul

tiplication nous apprend comment, les

/

-

|
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nombres a & b étant connus, l’on doit dé

terminer par-là le nombre c.

2 I I.

A

Propofons-nous maintenant la queſtion

fuivante: Les nombres a & c étant connus,

trouver le nombre b. Soit, par exemple,

a=3- & c= 15, de façon que 3 b= 15,

& qu’on demande par quel nombre il faut

multiplier 3 , pour qu’il nous vienne 1 5 ;

c’eſt à quoi revient la queſtion propoſée.

Or c’eſt ici le cas de la divifion: le nom

bre qu’on demande fe trouve en divifant

15 par 3, & en général le nombre b fe

trouve donc en divifant c par a ; d’où il

réfulte par conféquent l'équation b=# .

– - {

2. I 2.

Or, comme il arrive fouvent que le

nombre c ne peut être diviſé réellement

par le nombre a, & que cependant la

lettre b doit avoir une valeur déterminée,

il fe préfente encore une nouvelle eſpece
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de nombres ; ce font les fraćtions. Par

exemple, en fuppofant a=4, c=3, de

façon que 4b=3 , on voit bien que b ne

fauroit être un nombre entier, mais que

ce fera une fra&tion, & qu’on aura b=#.

2 I 3.

Nous avons vu que la multiplication

provient de l’addition, c’eſt-à-dire, de ce

qu’on ajoute enfemble pluſieurs quantités

égales. Si nous allons à préfent plus loin,

nous voyons que c’eſt à la multiplication

de pluſieurs quantités égales entr’elles que

les puistances doivent leur origine. Ces

puiſſances fe repréſentent d’une manieregé

nérale par la formule a", par laquelle om

entend que le nombre a doit être multiplié

autant de fois par lui-même que le nom

bre b l'indique. Et l’on fait, par ce qui

a précédé, qu’ici a eſt ce qu’on nomme

la racine, b l’expofant, & aº la puistance.
- - - r

*: * · · · -
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2. I 4.

Si nous indiquons maintenant cette puif

fance même par la lettre c , nous avons

a" =c, une équation par conféquent dans

laquelle fe préfentent trois lettres a, b, c.

Or on montre dans la théorie des puistan

ces, comment une racine a avec l’expo

fant b étant donnés, on doit trouver la puif

fance elle-même, c’eſt-à-dire, la lettre c.

Soit, par exemple, a= 5, & b=3, en

forte que c= 53 : on voit qu’il faut pren

dre la troifieme puifance de 5 , qui eft

I 25, & qu’ainfi c=1 25.

2 I 5.

On a vu comment, par le moyen de

la racine a & de l’expofant b, on doit dé

terminer la puistance c ; mais fi l'on veut

à préfent changer ou renverfer la queſtion,

comme on a déjà fait, on verra que cela

peut fe faire de deux manieres, & qu’on

a deux cas différens à confidérer. En effet
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fi, deux de ces trois nombres a, b, c étant

donnés, il s’agit de trouver le troifieme,

on voit auffi-tôt que cette queſtion admet

trois fuppofitions différentes, & par con

féquent trois folutions. Nous venons de

confidérer le cas où a & b étoient les don

nées, nous pouvons donc ſuppofer encore

que c & a, ou bien que c & b foient con

nus & qu’il faille déterminer la troifieme

lettre. Remarquons donc, avant que d’al

ler plus loin, une différence affez effentielle

entre l’élévation des puiſſances & les deux

opérations qui conduifent à celle-là. Lorf,

que dans l'addition nous avons renverſé la

queſtion, nous n’avons pu le faire que d’une

feule maniere; il étoitindifférentde prendre

c & a ou c & b pour données, parce qu’il

eft indifférent d’écrire a+b ou d’écrire

b+a. Il en étoit de même de la multipli

cation; on pouvoit pareillement prendre

les lettres a & b l'une pour l’autre, l'équa

tion ab=c étant exaćtement la même que

ba=c.
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Dans le calcul des puiffances, au con

traire la même chofe n'a pas lieu, & on

ne peut point du tout écrire bº au lieu de

a“. Un feul exemple fuffit pour s’en con

vaincre : Soit a= 5 , & b=3 ; on a

aº= 53 = I 25. Mais bº=33 = 243: deux

réfultats très-différens.

2. I 6.

Il eſt donc clair qu’on peut réellement

fe propofer encore deux queſtions : l’une,

de trouver la racine a par le moyen de

la puiſſance donnée c, & de l’expofant b.

L’autre, de trouver l’expofant b, en fup

pofant connues la puiffance c & la racine a.

2 I7.

On peut dire que la premiere de ces

queſtions a été réfolue dans le chapitre de

l’extraĉtion des racines. Car, par exemple,

fi b= 2 & que a* =c, nous favons que

cela fignifie que a eſt un nombre tel que

fon quarré foit égal à c, & par conſéquent
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2

que a=Ve. De même, fi b=3 & a3=c;

on fait qu’il faut que le cube de a foit égal

au nombre donné c , & conféquemment

3/ / • /*/ |

que a= Vc. Il eſt donc aifé de conclure

généralement de-là comment on doit dé

terminer la lettre a par le moyen des lettres
b

c & b : il faut néceffairement que a=VC•

2. I 8.

Nous avons auffi déjà fait remarquer la

conféquence qui s’enfuit ducastrès fréquent

où le nombre donné c n’eſt pas réellement

une puistance ; favoir qu’alors la racine

cherchée a ne peut s’exprimer ni par des

nombres entiers, ni par des fraćtions. Et

comme cette racine doit avoir cependant

néceffairement une valeur déterminée, la

même remarque nous a conduits à une

nouvelle eſpecede nombres que nous avons

dit qu’on nommoit nombres fourds ou irra

tionnels, & que nous avons vus fe divifer

en une infinité d’eſpeces à caufe de la

|
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grande diverfité des racines. Enfin la même

confidération nous a appris à connoître l’ef

pece particuliere de nombres, qu’on a

nommée nombres imaginaires.

2. I 9.

Il nous refte à confidérer la feconde

queſtion, qui étoit de déterminer l’expofant

par le moyen de la puiffance c & de la

racine a, toutes deux connues. Cette quef.

tion, qui ne s’étoit pas encore préfentée,

nous conduira à l'importante théorie des

Logarithmes, dont l’uſage eft fi étendu dans

toutes les Mathématiques, qu’il y a peu de

long calcul dont on puiffe venir à bout fans

fon fecours. On verra dans le chapitre

fuivant, pour lequel nous réfervons cette

théorie, qu’elle nous fait parvenir à une

eſpece de nombres encore tout-à fait nou

velle, & qu’on ne peut pas même compter

parmi les nombres irrationnels dont nous

avons parlé.



16o E Z É M E W s

**** |- =9

C H A P I T R E X X I.

Des Logarithmes en général.

22O.

EN reprenant l’équation a“= c , nous

commencerons par remarquer que dans la

doćtrine des logarithmes on adopte pour

, la racine a un certain nombre pris à vo

lonté, & qu’on fuppoſe que cette racine

conferve invariablement la valeur adoptée.

Cela pofé, on prend l’expofant b tel, que

la puifance aº devienne égale à un nom

bre donné c, & c’eſt alors cet expofant b

qu’on dit être le logarithme du nombre c.

Nous nous fervirons, pour exprimer cette

fignification, de la lettre L. ou des lettres

initiales log. Ainfi en écrivant b=L. c,

ou b=log. c, on indique que b eſt égale

au logarithme du nombre c, ou bien que

le logarithme de c eſt b. -

22 I •
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2. 2. I.

On voit donc que la valeur de la ra

cine a une fois établie, le logarithme d’un

nombre quelconque c n’eſt autre chofe que

l'expofant de la puiſſance de a , qui eft

égale à c. C’eſt ainfi que c étant =a" , b

eft le logarithme de la puifance a“. Si l’on

fuppoſe à préfent que b=1, on a 1 pour

le logarithme de a*, & par conféquent

L. a=1. Si l’on fuppofe b=2, on a 2 pour

le logarithme de aº; c’eſt-à-dire, L. a?=2.

On peut obtenir de la même maniere,

L.a’=3 ; L. a“=4 ; L. a'=5, & ainfi

de fuite. - -

222.

Si l’on fait b=o, on voit que o fera le
J 9 /

logarithme de aº : or aº=1; par confé

quent L. 1=o, quelque valeur qu’on donne

à la racine a.

Que fi l’on fuppofe b= –1 , ce fera

— I qui fera le logarithme de a-". Or

Tome I. L *
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a-'=#; on a donc L. := –1. On aura

|- I I

pareillement L. i:=-2; L-a =- 3 ;

I ,

L. G. =-4, &c.

Il est donc évident comment on peut

indiquer les logarithmes de toutes les puif.

fances de la racine a, & même ceux de

fraćtions qui ont pour numérateur l’unité,

& pour dénominateur une puifance de a.

On voit auffi que dans tous ces cas les lo

garithmes font des nombres entiers; mais

il faut obſerver que fi b étoit une fraćtion,

elle feroit le logarithme d’un nombre ir

rationnel. Car fi l’on fuppofe, par exem

ple, b=#, il fuit que : eſt le logarithme2

de a* ou de v/a : par conféquent on a
5 . P

- 3

–* ême LVa=LV =#. On trouvera de même L. 33

4

I * *

L. Va=}, &c.
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224.

Mais s'il s’agit de trouver le logarithme

d’un autre nombre c, on voit aiſément qu’il

ne peut être ni un nombre entier, ni une

fra&tion. Cependant il faut qu’il exiſte un

expofant b, tel que la puiſſance a devienne

égale au nombre propoſé: on a donc b=L.c.

Donc généralement a“=c.

/ 22 5.

Confidérons à préfent un autre nombre d,

dont le logarithme ait été indiqué d’une

maniere femblable par L. d. ; de façon que

a“=d. Si nous multiplions cette formule

par la précédente a“=c , nous aurons

a"**"*=cd; or l’expofant eft toujours

le logarithme de la puifance ; par con

féquent L. c-+-L. d=L. cd.

Que fi au lieu de multiplier nous divi

fions la premiere formule par la feconde,

nous obtiendrions a“-“=#; &par con

féquent L. c.-L. d=L.#.

L ij |
<
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v.

226.

C’eſt ainfi que nous avons été conduits

à la découverte des deux principales

propriétés des logarithmes, qui confiftent

dans les équations L. c-+-L. d=L. cd, &

L. c.—L. d=L.#. La premiere de ces

équations nous apprend que le logarithme

d'un produit , comme c d, fe trouve en

ajoutant enfemble les logarithmes des fac

teurs. La feconde nous indique la pro

priété, que le logarithme d’une fraćtion

peut fe déterminer en fouftrayant le loga- -

rithme du dénominateur de celui du nu

mérateur.

227.

Il s’enfuit donc de-là, que quand il s’agit

de multiplier ou de divifer deux nombres

l'un par l'autre, on n’a befoin que d'ajou

ter ou de fouftraire leurs logarithmes. Et

c’eſt-là préciſément en quoi confifte l'uti

lité infigne des logarithmes dans le calcul.

:

|
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|

Car qui ne voit qu’il eſt incomparablement

plus aifé d’ajouter ou de fouftraire des nom

bres, que d’en multiplier ou d’en divifer,

fur- tout quand la queſtion roule fur de

grands nombres.

228.

Les logarithmes offrent des avantages

encore plus grands , dans le calcul des

puifances & dans l'extraction des racines.

Car fi d=c, on a par la premiere pro

priété L. c-+-L. c=L. cc; par conféquent

L. c c= 2 L. c. On obtient pareillement

L. c'=3 L. c; L. c“ =4 L. c; & en général

L. c"=n L. c. - - -

Si l’on fubſtitue maintenant à n des nom

bres rompus, on aura, par exemple, L. c#2

c’eſt-à-dire, L.Vc=; L. c. :

Enfin, fi l’on ſuppoſe que n repréfente

des nombres négatifs, on aura L. c-" ou

L.#=—L. c; L. c-" ou L.:=-2 L. c.,

& ainfi de fuite. Cela fuit non-feulement

de l'équation L, cº =n.L. c., mais auffi dę

L iij



166 E 1 É M E w s

ce que, comme nous l'avons vu plus haut,

L. I=o.

229. -

Si l’on a donc des tables dans lefquelles

les logarithmes fe trouvent calculés pour

tous les nombres, on a, comme l’on voit,

un puiffant fecours pour venir facilement

à bout de calculs très-prolixes, qui exige

roient beaucoup de multiplications, de di

vifions, d’élévations de puiffances & d’ex

trastions de racines. Car on trouveroit dans

*

ces tables non-feulement les ľogarithmes

pour tous les nombres , mais auffi les nom

bres pour les logarithmes. Par exemple,

s'il eſt queſtion de chercher la racine quar

rée du nombre c, on cherche d’abord le

logarithme de c, qui eſt L. c., & prenant

enfuite la moitié de ce logarithme, ou: L.c,

- on fait qu’on a le logarithme de la racine

quarrée qu’on cherche. On n’a donc qu’à

voiridans les tables quel nombre répond

la racine cherchéė. -- : ***

à ce logarithme, on eſt affuré qu'il exprime

----
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23O.

Nous avons vu plus haut que les nom

bres I, 2, 3, 4, 5, 6, &c. c'eſt-à-dire tous

les nombres pofitifs, font des logarithmes

de la racine a & defes puifances pofitives,

& par conféquent des logarithmes de nom

bres plus grands que l'unité. Et au contraire

que les nombres négatifs, comme — I ,

—2, &c. font les logarithmes des frastions

:, :, &c. qui font plus petites que l'unité,

mais cependant encore plus grandes que

rien. . . . --

Il fuit de-là que fi le logarithme eſt po

fitif, le nombre eſt toujours plus grand que

l'unité ; mais que fi le logarithme eſt né

gatif, le nombre eſt toujours plus petit que

1, & pourtant plus grand que zéro. Par

conféquent on ne fauroit indiquer des lo

garithmes de nombres négatifs, & il faut

en conclure que les legarithmes des nom

bres négatifs font impoffibles, & qu'ils ap

partiennent à la claffe des quantités imagi

naires. |- L iv
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23 I.

Il fera bon, afin d’éclaircir tout cela en

core mieux, d'adopter un nombre déter

miné pour la racine a, & nous choifirons

celui-là même fur lequel on a fondé les

tables logarithmiques ordinaires. C’eſt le

nombre 1o; on lui a donné la préférence,

parce qu’il fert déjà de bafe à toute notre

Arithmétique. Mais on voit facilement que

tout autre nombre, pourvu qu’il fût plus

grand que l'unité, pourroit fervir au même

ufage. Quant à la raifon pourquoi on ne

pourroit pas fuppofer a=1, elle eſt claire;

toutes les puiflances aº feroient conftam

ment égales à l'unité, & ne pourroient

jamais devenir égales à un autre nombre
donné c. - } - r : " ·

*
|
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Ir

= a

C H A P I T R E X X I I.

Des Tables de Logarithmes uſitées.

232.

Dans ces tables on part de la fuppo

fition , comme nous venons de le dire,

que la racine a=1o. Ainfi le logarithme

d'un nombre quelconque c eſt l’expofant

auquel il faut élever le nombre 1 o, pour

qu'il en réfulte une puiſſance égale au nom

bre c. Ou bien, fi l’on défigne le logarithme

de c par L.c., on aura toujours Io“=c.

233. -

Nous avons déjà fait remarquer que le

logarithme du nombre 1 eſt toujours o;

&en effet on a 1oº=1; par conſéquent:

L.I=o; L.1o=1; L.roo=2; L.1ooo=3;

L. I oooo=4; L. Iooooo=5; L. Ioooooo=6.

De plus

|-=–1 : L. -—– • · ————
L := 1 ; L := 2 3 L. I:= 33

IOOOO

L ::==— 6.
• Ioooºoo-

L. I:==-4 ; L =:==-5 ;lQ9999
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234

Ces logarithmes des nombres principaux

fe déterminent, comme on voit, fans au

cune peine. Mais il eſt d’autant plus diffi

cile de trouver les logarithmes de tous les

autres nombres, & cependant il eſt nécef.

faire qu’on les infere dans les tables. Ce

n’eſt pas ici encore le lieu de donner toutes

les inftrućtions requifes pour cette recher

che, nous nous contenterons pour lepréſent

de voir en général ce qu’elle exige.

23 5.

D'abord, puiſque L. 1=o & L.1o=1,

il eſt évident que les logarithmes de tous

les nombres entre 1 & 1 o doivent être

compris entre o & 1 , & être par confé

quent plus grands que o & plus petits que 1.

Nous n'avons qu'à confidérer le feul nom

bre 2 ; il eſt certain que fon logarithme eft

plus grand que o, & cependant plus petit

que l'unité; & fi nous défignons ce loga:
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rithme par la lettre x, en forte que L.2=x,

il faut que la valeur de cette lettre foit telle

qu’on ait exaĉtement Io*= 2.

Il eſt facile auffi de fe convaincre que x

doit être beaucoup plus petit que ; ou ce

qui revient au même, que Io# eſt plus

grand que 2. Car fi nous prenons de part &

d’autre les quarrés, on trouve le quarré de

I oặ=1o & celui de 2=4; or ce dernier

eft de beaucoup moindre que le premier.

De même ; eſt encore une valeur trop

grande pour x, c'eſt-à-dire que Ioi eſt plus

grand que 2. Car le cube de 1oj eſt 1o,

& celui de 2 ne fait que 8. Mais au con

traire en ne faifant x que de; ón lui don

neroit une valeur trop petite , parce que

la quatrieme puiſſance de Ioš étant 1o &

celle de 2 étant 16, il eſt clair que 1o*

eft moindre que 2.

On voit que x ou le L. 2 eſt plus petit
I I

que;, & cependant plus grand que;. On

peut déterminer de la même maniere à
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l’égard de toute fraćtion contenue entre

;&#, fi elle eſt trop grande ou fi elle eft

troppetite. En tentant, par exemple, avec

#, qui eſt une fraćtion moindre que ;, &

plus grande que ;, il faudroit que Io”,

ou 1 oŽ, fût = 2; ou bien que la ſeptieme

puiſſance de 1o”, c’eſt-à-dire 1oº ou 1oo,

fût égale à la feptieme puiffance de 2 ; or

celle-ci eft= 128, & par conféquent plus

grande que celle-là. Nous concluons donc

de-là que ro” est auffi moindre que 2, &

qu’ainfi ; eſt moindre que L. 2, & que L. 2

qui s'étoit trouvé plus petit que ; et ce

pendant plus grand que #.

Effayons encore une autre fraćtion qui

foit, en conféquence de ce que nous venons

de trouver, compriſe entre#&#. Une telle

fra&tion eft;, & il s’agit donc de voir fi

1o*=2; fi cela eſt, les dixiemes puiſ

fances de ces deux nombres font auffi

égales entr’elles; or la dixieme puiſſance

de 1oïs eſt 1o3 = 1ooo, & la dixieme
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puiſſance de 2 eft= 1o24; il faut donc

conclure que Iofs n’eſt pas = 2, que :

eft une fraćtion trop petite pour produire

cette égalité, & que le L. 2, quoique plus

petit que ; et cependant plus grand que
3
-

Io *

.* 236.

Cette confidération fert à nous faire voir

que L. 2 a une grandeur déterminée, puiſ

que nous favons que ce logarithme eft cer

tainement plus grand que : & plus petit ,

que ;. Nous ne pouvons pas aller plus

loin pour le préfent, & puiſque nous igno

rons encore la vraie valeur de ce loga

rithme, nous l’indiquerons par x, en forte

que L. 2=x ; & nous montrerons com

ment, fi elle étoit connue, on pourroit en

déduire les logarithmes d’une infinité d’au

tres nombres. Nous nous fervirons pour

cet effet de l’équation rapportée plus haut

L. cd= L. c-+-L. d., qui renferme la pro

priété, que le logarithme d'un produit fe
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trouve en ajoutantenſemble les logarithmes

des facteurs.

237.

D’abord, comme L. 2=x, & L. I o=1 ,

nous aurons L.2o=x+1; L.2oo=x+2;

L. 2ooo=x+3 ; L. 2oooo=x+4;

- & L. 2ooooo= x+ 5, &c.

238.

De plus, comme L.cº=2L.c & L.c3 =3L.c

& L. c4= 4 L. c, &c. nous avons

L.4=2x; L:8=3x; L.16=4x; L.32=5x;

L.64=6x, &c. & nous trouvons par-là

que

L. 4o= 2 x+ 1 ; L. 40o= 2 x + 2;

L.4ooo=2x+3 ; L.4oooo=2x+4, &c.

L. 8o=3 x+ 1 ; L. 8oo= 3 x+ 2; -

L.8ooo=3x+3; L.8oooo=3x+4, &c.

L. 16o= 4x+ 1 ; L. 16oo=4 x+ 2 ;

L.16ooo=4x+3; L.16oooo=4x+4&c.

2 3 9.

Reprenons auffi l’autre équation fonda

mentale, L.;=L, c—L. d., & fuppofons
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c= 1 o, & d= 2 ; puiſque L. Io= 1 &

L.2=x, nous aurons L. : ou L.5=1-x,

& nous déduirons de-là les équations fui

VantCS :

L. 5o= 2—x ; L. 5oo=3— x ;

L. 5.ooo=4-x, &c.

L. 25=2—2 x ; L. 125=3—3 x;

L. 625=4—4x, &c.

L. 25o= 3 — 2 x ; L. 25oo=4-2 x ;

L. 25.ooo=5— 2 x, &c.

L. I 25o=4-3 x ; L. I 25oo=5 — 3 x ;

L. I 25.ooo=6— 3 x, &c.

L. 625o=5—4x ; L. 625oo=6—4x;

L. 62 5ooo=7-4x , &c.

& ainfi de fuite. |

| 24O. . /

Si l’on connoifſoit le logarithme de 3 ,

ce feroit encore le moyen de déterminer

un nombre prodigieux d’autres logarithmes.

En voici quelques preuves, en ſuppofant

le L.3 exprimé par la lettre y.

L. 3o=y+1 ; L. 3oo=y+2 ;

L. 3ooo=y+-3 , &c.
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----

L. 9= 2y; L. 27= 3 y; L. 81 =4y;

L. 243= 5ys &c.

On aura auffi

L. 6=x+y; L. I 2= 2 x+y;

L. 18= x+ 2y ;

& L. I 5=L. 3+L. 5=y+1–x.

24 I.

Nous avons vu plus haut que tous les

nombres proviennent de la multiplication

des nombres qu’on nomme premiers. Si

l'on connoifſoit donc feulement les loga

rithmes de tous les nombres premiers, on

pourroit trouver par dė fimples additions

les logarithmes de tous les autres nombres.

Le nombre 2 Io, par exemple, étant formé

des faćteurs 2, 3 , 5, 7 , fon logarithme

fera=L. 2+L. 3 + L. 5 +L. 7. Pareille

ment, puiſque 36o=2.2.2.3.3.5=2:3:5,

on a L. 36o=3 L. 2 + 2 L.3 +L. 5. Il eft

donc clair que moyennant les logarithmes

des nombres premiers, on peut déterminer

ceux de tous les autres nombres , & que
3 !

c’eft
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c’eſt à déterminer ceux-là qu’il faut s’atta

cher avant toutes chofes, fi l’on fe propoſe

de conftruire des tables de logarithmes.

C H A P I T R E XXIII.

De la maniere de repréſènter les Logarithmes.

242.

Nous avons vu que le logarithme de 2

eft plus grand que : & plus petit que ; ,

& que par conſéquent l’expofant de 1 o doit

tomber entre ces deux fraćtions, pour que

la puiſſance devienne= 2. Or quoiqu’on

fache cela, quelque fraćtion cependant

qu’on adopte conformément à cette con

dition, la puifance qui en réſulte fera tou

jours un nombre irrationnel, plus grand

ou plus petit que 2 ; & par conféquent le

logarithme de 2 ne fauroit être exprimé

par une telle fraćtion. Cela fait qu’il faut

fe contenter de déterminer la valeur de ce

Tome I, M '
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logarithme d’une maniere affez approchée

pour que l’erreur devienne infenſible. On

fe fert pour cela des fraćfions décimales ;

c’eſt ainfi qu’on nomme des quantités , dont

la nature & les propriétés méritent d’être

miſes dans tout le jour poffible.

243.

On fait que dans la maniere ordinaire

d’écrire les nombres avec le fecours des dix

chiffres ou caraćteres ~

o, I , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8, 9,

il n'y a que le premier chiffre à droite qui

ait fa fignification naturelle; que les chiffres

à la feconde place fignifient dix fois plus

que ce qu’ils fignifieroient à la premiere;

que les chiffres à la troifieme place figni

fient cent fois davantage; & ceux à la qua

trieme mille fois davantage , & ainfi de

fuite ; c’est-à-dire qu’à meſure qu’ils avan

cent vers la gauche ils acquierent une va

leur dix fois plus grande qu’ils n'avoient au

rang précédent. C’eſt ainfi que dans le
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nombre 1765 le chiffre ; est au premier

rang à la droite, & fignifie auffi 5 réel

lement. Au fecond rang eft 6 ; mais ce

chiffre, au lieu de fignifier 6, indique 1o.6

ou 6o. Le chiffre 7 eſt au troiſieme rang,

& fignifie Ioo.7 ou 7oo. Enfin le 1 , qui

eft au quatrieme rang, fignifie i ooo ; voilà

donc pourquoi on prononce le nombre pro

poſé de cette maniere,

Un mille (ou mille, ) fept cent, foixante

& cinq.

244. - -

Puiſque la valeur des chiffres devient

toujours dix fois plus grande en allant de

la droite vers la gauche, & que par con

féquent elle devient continuellement dix

fois moindre en allant de la gauche vers

la droite, on pourra en fe conformant à

cette loi avancer encore davantage vers

la droite, & on obtiendra des chiffres dont

la fignification continuera de devenir dix

fois moindre. Mais à quoi il faudra bien

M ij



1 8o E L É M E N s

faire attention, c’eſt la place où les chiffres

ont leur valeur naturelle, on l'indique par

une virgule qu’on met après ce rang. Si

l'on rencontre donc, par exemple, le nom

bre 36,54892, voici comme il faut l'en

tendre: le chiffre 6 d'abord a fa valeur na

turelle ; & le chiffre 3 , qui eft au fecond

rang, fignifie 3o. Mais le chiffre 5 qui vient

après la virgule, ne fignifie que : ; en

fuite le 4 ne vaut que : ; le chiffre 8 fico 3

gnifie I: ; le chiffre 9 fignifie :: ; & leI ooo ? I OCCO

chiffre 2 : . On voit donc que plusI OOOOO

ces chiffres avancent vers la droite, plus

leurs valeurs diminuent, & qu’à la fin ces

valeurs deviennent fi petites , qu’on peut

avec raiſon les regarder comme nulles (*).

(*) Les opérations de l'Arithmétique fe pratiquent

fur les frastions décimales de la même maniere que fur

les nombres entiers ; il y a feulement quelques précau

tions, à prendre après l’opération pour placer la virgule

qui ſépare les nombres entiers des décimales. On peut

conſulter fîr ce ſujet preſque tous les Traités d'Arithmé

tique. Lorſque dans la multiplication de ces frastions le

multiplicande & le multiplicateur ont un grand nombre
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245.

Voilà l’eſpece de nombres qu’on nomme

frastions décimales, & c’eſt de cette ma

niere auffi qu’on indique les logarithmes

dans les tables. On y exprime, par exem

ple, le logarithme de 2 par o,3o1o3oo, où

nous voyons 1“. que puiſqu’il y a un o de

vant la virgule, ce logarithme ne fait pas un
O I

; a - - - 9 3

entier; 2”. que fa valeur eft: +: +-I:I OC) I COC)

+==+==+==+=:= On peut

remarquer qu’on auroit bien pu omettre

les deux derniers zéros, mais c’eſt qu’ils

fervent à indiquer que le logarithme en

queſtion ne contient aucune de ces parties

qui ont I oooooo & 1 ooooooo pour dé

nominateur. On ne nie pas au reſte qu’on

de décimales, l’opération feroit fort longue & donneroit

un réſultat beaucoup plus exaết qu’on n’en a befoin com

munément; mais on peut la fimplifier par une méthode

qui ne fe trouve pas dans beaucoup d'Auteurs, & que

M. Marie a indiquée dans fon édition des Leçons de

Mathématiques de M. de la Caille, où il explique auffi

une méthode ſemblable pour la divifion des décimales,

M iij
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n’eût pu trouver, en continuant encore,

des parties plus petites; mais pour ce qui

eft de celles-ci on les néglige à caufe de

leur extrême petiteffe.

· 246.

Le logarithme de 3 fe trouve exprimé

dans les tables par o,477 12 13 ; on voit

donc qu’il ne contient point d’entier, &

qu’il eſt compoſé des fraćtions fuivantes:

; + : + 1:5 -- I:s + I:= + I:

-- I:=,. Mais il ne faut pas croire que

de cette maniere le logarithme foit affigné

avec la derniere précifion. On peut feu

lement être certain que l’erreur eſt moin

dre que de I: ; il eſt vrai d’un autre

côté que cette erreur eft fi petite, qu’on

peut très-bien la négliger dans la plupart

des calculs.

247.

Suivant cette façon d’exprimer les lo

garithmes, celui de I doit être indiqué

|
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par o,ooooooo, puiſqu’il eſt réellement

=o. Le logarithme de 1 o eſt 1,ooooooo,

où l’on reconnoît qu’il eſt exaĉtement=1.

Le logarithme de Ioo eft 2,ooooooo, ou

exaĉtement= 2. Et l’on peut en conclure

que les logarithmes de tous les nombres qui

font qạntenus entre Io & Ioo, & par con

féquent compoſés de deux chiffres, que ces

logarithmes, dis-je, font compris entre 1

& 2, & par conféquent qu’ils doivent s’ex

primer par 1 +une fra&tion décimale. C’eſt

ainfi que L. 5o= 1,69897oo; fa valeur

eft donc l’unité, & outre cela : + :I O I OG

9 9 7 3

+ TCSS+ I OCCO+ I ooooo * On 11 dUlfa pas de

• A -

peine à remarquer de même que les loga

rithmes des nombres entre Ioo & I ooo

s’expriment par 2 entiers avec une fraćtion

décimale. Ceux des nombres entre I ooo

& Ioooo.. par une fraćtion décimale.
3

Ceux des nombres entre Ioooo & I ooooo

par 4 entiers joints à une telle fraćtion ,

& ainfi de fuite, Le log. 8oo, par exem

ple, eft =2,9o3o9oo; celui de 229o eft

3,3598355. &c. M iv
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248.

Les logarithmes au contraire des nom

bres moindres que i o, ou qui ne s’expri

ment que par un feul chiffre, ne font pas

un entier , & voilà pourquoi on trouve un

o devant la virgule. Ainfi nous avons deux

parties à confidérer dans un logarithme. La

premiere eſt celle qui précede la virgule

& qui indique les entiers quand il y en a;

l’autre indique les fraćtions décimales qu’il

fut ajouter aux entiers. La partie premiere

ou entiere d’un logarithme, qu’on nomme

le pius fouvent la caraćiéristique, fe déter

mine facilement d'après ce que nous avons

dit dans l’article précédent. Elle eft o pour

tous les nombres qui n’ont qu’un chiffre;

elle eſt i pour ceux qui en ont deux ; elle

eft 2 pour ceux qui en ont trois , & en

général elle est toujours d’une unité moin

dre que le nombre des chiffres. Si donc on

demande le logarithme de 1766, on fait

déjà que la premiere partie, ou celle des

entiers, eft 3 néceffairement.

/

|

|-

|-

|
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249.

Ainfi réciproquement on reconnoît à la

premiere infpećtion de la premiere partie

d’un logarithme, de combien de chiffres

eft compoſé le nombre qui répond à ce

logarithme; puiſque le nombre de ces fi

gures eſt toujours d’une unité plus grand

que la partie des entiers du logarithme. Si

on avoit trouvé, par exemple, pour le loga

rithme d’un nombre inconnu 6,477 I 2 I 3 ,

on fauroit d’abord que ce nombre doit être

de fept chiffres, & plus grand que Ioooooo.

Et en effet ce nombre eft 3 oooooo; car

log. 3oooooo= L. 3 + L. I oooooo. Or

L. 3 = O,477 i 2 i 3 , & L. Ioooooo=6,

& la fomme de ces deux logarithmes eft

6,477 I 2 I 3.

25o. *

Le principal pour chaque logarithme eft

donc la fraćtion décimale qui fuit la vir

gule, laquelle même une fois connue fert

pour pluſieurs nombres. Pour prouver ceci,
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confidérons le logarithme du nombre 365 :

fa premiere partie eft 2 fans contredit;

quant à l’autre ou la fraćtion décimale,

indiquons-la, pour abréger, par la lettre x.

Nous avons donc L. 365 = 2+x. Or en

multipliant continuellement par Io, nous

aurons L.365o=3+x ; L.365oo=4+x ;

L. 365 ooo= 5+x, & ainfi de fuite. Mais

nous pouvons auffi rebrouffer & divifer

continuellement par Io, cela nous don

nera L. 36,5= 1 + x ; L. 3,65=o-+x :

L.o,365=—1+x; Lo,o365=—2+x;

L. o,oo365=—3+x, & ainfi de fuite.

25 I.

Tous ces nombres donc qui proviennent

des figures 365 , foit précédées, foit fui

vies de zéros, ont toujours la même frac
* • -

“tion décimale pour feconde partie du lo

garithme; & toute la différence roule fur

le nombre entier qui eft devant la virgule,

lequel peut même, comme nous avons vu,

devenir négatif, favoir quand le nombre
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propoſé est plus petit que 1. Or comme

les Calculateurs ordinaires ont de la peine

à traiter les nombres négatifs, on a cou

tume dans ces cas d’augmenter de 1o les

entiers du logarithme, c’est-à-dire qu’on

écrit 1o au lieu de o devant la virgule.

De forte qu’à la place de – 1 on a 9 ;

au lieu de – 2 on a 8 ; au lieu de – 3

on a 7, &c. Mais il ne faut jamais oublier

alors que la cara&tériſtique a été prife de

dix unités trop grande , & ne pas s’imagi

ner que le nombre eſt de 1o, ou 9 ou 8

chiffres. On fent bien que fi dans le cas

dont nous parlons cette carastéristique eft

plus petite que to, on ne peut commencer

à écrire les chiffres du nombre qu’après

une virgule. Par exemple, que fi la carac

tériſtique eſt 9 , on doit commencer au

premier rang après une virgule; que fi elle

eft 8, il faut mettre encore un zéro à ce

premier rang, & ne commencer à écrire

les chiffres qu’au fecond rang. C’eſt ainſ; . s

que 9,5622929 feroit le logarithme de
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o,365 , & 8,5622929 le log de o,o365.

Mais c’eſt dans les tables des finus princi

palement qu’on fait ufage de cette maniere

d’écrire les logarithmes.

2 52.

On trouve dans les tables ordinaires les

décimales des logarithmes pouffées juſqu’à

fept chiffres ou figures , dont la derniere

par conféquent indique les I: , & on

eft sûr qu’ils ne font jamais en défaut d’une

telle petite partie entiere, & que l’erreur

ne peut donc être d’aucune importance.

Il y a cependant des calculs où l'on a beſoin

d’une précifion encore plus particuliere ;

on fe fert alors des grandes tables dė Vlacq,

où les logarithmes fe trouvent calculés en

dix décimales.

2 53.

Comme la premiere partie, ou la carac

tériſtique d’un logarithme, n’eſt fujette à

aucune difficulté, on l'indique rarement
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dans les tables ; on n’y exprime que la

feconde partie , ou les fept figures de la

fraćtion décimale. On a des tables angloi

fes où l’on trouve les logarithmes de tous

les nombres depuis I juſqu’à 1ooooo, &

même ceux de nombres plus grands, parce

que de petites tables additionnelles indi

quent ce qu’il faut ajouter aux logarithmes,

à raifon des chiffres que les nombres pro

poſés ont de plus que dans les tables. On

trouve, par exemple, le logarithme de

379456 facilement, par le moyen de celui

de 37945 & des petites tables dont nous

parlons (*).

(*) Ces tables angloiſes font celles que Scherwin publia

au commencement de ce fiecle , & qui ont été réim

primées pluſieurs fois ; on les trouve auffi dans les tables

de Gardiner, dont les Aftronomes fe fervent communé

ment, & qui viennent d’être réimprimées à Avignon.

Il eſt bon de remarquer à l’égard de ces tables, que

comme les logarithmes n’y font pouffés que juſqu’à ſept

caraćteres, abstraction faite de la caraćtériſtique, on ne

peut par leur moyen opérer avec une entiere exaćtitude

que fur des nombres qui n’ayent pas plus de fix carac

teres; mais quand on emploie lęs grandes tables de Vlacq,



19o E L É M E N $

1

2 54.

On comprendra aiſément par ce qui a

été dit, comment, ayant trouvé un loga

rithme, on doit prendre dans les tables le

où les logarithmes font pouffés juſqu’à dix caracteres en

décimales, on peut, en prenant les parties proportion

nelles, opérer, fans commettre aucune erreur , fur des

nombres qui ayent juſqu’à neuf carasteres. La raiſon de

ce que nous venons de dire & les moyens de faire fervir

facilement ces tables à des opérations fur de plus grands

nombres, fe trouvent très-bien expliqués dans les Elé

mens d'Algebre de SA v wp e Rs o w, Liv. IX, IIe Part.

Ces tables, au refte, ne donnent direćłement que les

logarithmes qui répondent à des nombres propofés, &

lorſqu’on veut repaffer des logarithmes aux nombres,

comme on rencontre rarement dans les tables le loga

rithme que l’on a, on eſt obligé le plus fouvent de

chercher ces nombres par une méthode d'interpolation,

c’eſt-à-dire, par une voie indirećłe. Pour fuppléer à ce

défaut on a calculé en Angleterre une autre table, qui

a été publiée à Londres en 1742 , fous le titre de The

Anti-logarithmie Canon, &c. by James Dopsov, & qui

eft encore affez peu connue ; on y trouve les décimales

des logarithmes rangées par ordre depuis o,ooo I juſqu’à

1,oooo, & à côté les nombres correſpondans pouffés

juſqu'à onze chiffres; on y trouve auffi les parties pro
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nombre qui lui convient. Cela deviendra

encore plus clair par un exemple: mul

tiplions les nombres 343 & 24o1. Puif.

qu’il faut ajouter enfemble les logarithmes,

on écrira le calcul de la façon qui fuit:

L. F -

L 343 ::::::94: } ajoutés

L. 24o1 =3,38o3922

5,9 I 56863 {!-- nvzÁ: fouffrayés -

I 6.

Le nombre cherché eſt donc 823543.

Car la fomme eſt le logarithme du pro

duit cherché ; on voit par fa caractéristique

5 que ce produit eſt compoſé de fix chiffres,

& ceux-ci fe trouvent par le moyen de

la fraćtion décimale & de la table , être

823543.

2 55.

Comme c’eſt en particuliér dans l’ex

traĉtion des racines que les logarithmes

portionnelles néceffaires pour déterminer les nombres

qui répondent aux logarithmes intermédiaires qui ne fe

trouvent pas dans la table.
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rendent de grands fervices, donnons auffi

un exemple de la maniere dont on les

applique à cette partie du calcul. Suppofez

qu’il s’agiffe d’extraire la racine quarrée de

1o. Vous divifez fimplement par 2 le lo

garithme de Io, qui eſt 1,ooooooo ; le

quotient o,5.oooooo eſt le logarithme de la

racine cherchée. Or le nombre qui dans

les tables répond à ce logarithme , eft

3,16228, dont le quarré eſt effećtivement

égal à Io, à un cent millieme près dont

· il eſt plus grand.

SE CTI ON
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SECTION SECONDE.

Des différentes Méthodes de Calcul

pour les Grandeurs compo/ếes Oll

complexes.

§
%.

C H A P I T R E P R E M I E R.

De l’Addition des Quantités complexes.

256. *

Loasovos a deux ou pluſieurs for

mules compoſées de pluſieurs termes à

ajouter enfemble, on ne fait fouvent qu'in

diquer cette addition par des fignes, en

mettant chaque formule entre deux pa

renthefes , & en la liant avec les autres

par le moyen du figne +. S'il s’agit, par

exemple, d'ajouter enfemble les formules

Tome I. N
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a+ b+ c & d+ e +f, on indique la

fomme en cette maniere :

(a+ b+ c) + (d+e+f).

2 57.

On fent bien que ce n’est pas lå effećtuer

l'addition, que ce n’eſt que l'indiquer. Mais

on voit auffi que pour la faire réellement

on n’a qu’à omettre les crochets; car le

nombre d'+ e+f devant être ajouté à

l’autre, on fait que cela fe fait en y joignant

d’abord + d, enfuite + e & enfuite +f;

ce qui donne donc la fomme a+b+c

+d+e+f.

On ſuivroit la même voie, fi quelques

uns des termes étoient affećtés du figne–;

il faudroit les joindre de la même façon,

moyennant le figne qui leur eft propre.

258.

Afin de rendre ceci plus clair, nous con

fidérerons un exemple en nombres purs;

nous nous propoferons d'ajouter à la for

mule 1 2— 8 cette autre, I 5—6. Si nous
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commençons donc par ajouter 15 , nous

aurons I 2—8-+-15 ; or c’étoit ajouter

trop, puiſqu’il ne falloitajouter que 1 5—6,

& il eſt clair que c'eſt 6 que nous avons

ajouté de trop. Otons, reprenons donc ces

6 en les écrivant avec leur figne négatif,

nous aurons la fomme véritable -

I 2—8+1 5—6. . . .

D'où l’on voit que les fommes fè trou

vent en écrivant tous les termes; chacun

avec le figne qui lui eft propre. - - -

2 59. |- * - .

S'il eft donc queſtion d’ajouter la for

mule d–e–f à la formule a–b–H–c,

on exprimera la fomme ainfi: -

- a-b+c+d–e–f,

en remarquant cependant qu’il n’importe

en rien dans quel ordre on écrit ces termes.

On peut les changer de place à volonté,

pourvu qu'on leur conferve leurs fignes.

Cette fomme poùrroit , par exemple,
* { · · · · -

s’écrire ainfi: - -

c-e+a–f+d–b.

N ij
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26o.

On voit affez que l’addition ne fouffre au

cune difficulté, de quelque forme que foient

les termes à ajouter. S'il falloit ajouter

enfemble les formules 2a +6Vb-4Le

& ; Va–7c, on écrirdit

2a +6V6–4 Lie-H; Va–7 C »

foit dans cet ordre même, foit en chan

geant cet ordre des termes. La fomme

reviendra toujours à cela, fi l'on ne change

pas les fignes. , ; .

* * 26 I. -

Mais il arrive fouvent que les fommes

trouvées de cette maniere peuvent fel ré

duire confidérablement : favoir , quand

deux ou pluſieurs termes ſe détruiſent les

uns les autres. Par exemple, fi l'on ren

|

contre dans une même fomme les termes

+a-a ou 3a-4a+a; ou bien quand

on peut réduire deux ou pluſieurs termes

en un feul. Voici des exemples de cette

feconde rédućtion:
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3a+2a=5 a ; 7 b—3 b=+ 4 b ;

—6c+1 o c=-|–4 c ;

5 a—8a=— 3 a ; –7b+b=–6 b ;

—3 c—4c=—7 c ;

2a–5a+a=—2a ; –3b–5 b+2b=—6b.

On peut donc abréger toutes les fois que

deux ou plufieurs termes font entiérement

les mêmes quant aux lettres. Mais il ne

faut pas confondre ces cas avec ceux-ci

2 a a+ 3 a , ou 2 bº –b"; ceux de cette

eſpece ne fouffrent point de rédućtion.

262.

Confidérons encore quelques exemples

de rédućtion ; le fuivant nous conduira

d’abordà une vérité très utile. Suppofez qu'il

faille ajouter enfemble les formules a+b

& a–b ; notre regle donne a+b+a–b ;

Of a+a=2 a , & b–b=o; la fomme

eft donc 2a ; par conféquent fi l'on ajoute

enfemble la fomme de deux nombres(a+b)

& leur différence (a–b), on obtient le

double duplus grand de ces deux nombres.

N iij
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Voici encore d’autres exemples:

3 a— 2 b-c| a?— 2 a a b+ 2 a b b

5 b–6 c+a|—aab-+-2 a b b–b’

4a+3b–7c | a; — 3 a ab+4abb—b”.

C H A P I T R E. I I.

De la Soufrastion des Quantités complexes.

263.

SI on ne veut qu'indiquer la fouftraćtion,

on enferme chaque formule entre deux

crochets, en joignant par le figne — la

formule qui doit être fouftraite à celle dont

il faut la fouftraire.

En fouftrayant, par exemple, la formule

d–e–f de la formule a–b–H–c, on trouve

le refte -

(a –b-+-c)–(d—e+f);

& cette façon de l'indiquer donne fuffifam

ment à connoître laquelle des deux for

mules doit être fouftraite de l'autre.
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* 264.

Mais quand on veut effestuer réellement

la fouftraĉtion, il faut obſerver premiére

ment, qu’en fouftrayant d'une quantité a

une autre quantité poſitive +b, on obtient

a—b. En fecond lieu, qu’en fouftrayant

de a une quantité négative —b, on ob

tient a+b; parce qu'ôter à quelqu’un une

dette eſt autant que lui donner quelque

chofe. * |

265.

Suppofons maintenant qu'il s’agiffe de

fouftraire de la formule a–c la formule

b–d, on ôtera d’abord b ; ce qui donne

a–c–b: or c’étoit ôter la quantité d de

trop, puiſqu’il ne falloit fouftraire que b–d;

il faudra donc reſtituer la valeur de d,

& on aura -

a–c–b–H-d ;

d’où il eſt évident qu’il faut changer les

fignes des termes de la formule à fouftraire,

N iv
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/

& les joindre avec ces fignes contraires aux

termes de l’autre formule. *

266.

Il eſt donc facile, moyennant cette regle,

de faire la fouftraćtion, puiſqu’on ne fait

qu’écrire, telle qu’elle eft, la formule de

laquelle il faut fouftraire, & que l’autre

s'y joint fans autre changement que celui

des fignes. C’eſt ainfi que dans le premier

exemple, où il s’agifloit de fouftraire de

a–b–|—c la formule d—e+f, on obtient

a–b–H–c–d–e–f.

Un exemple en nombres rendra cela

encore plus clair. Si on fouftrait la formule

6–2+4 de 9–3+ 2, on obtient

9—3+2—6+2—4=o,

cela eſt évident; car 9–3+ 2=8 ; de

même 6–2+4=8; or 8–8=o,

267.

La fouftrastion n’étant donc fujette à

aucune difficulté, il ne reſte qu’à faire
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remarquer que fi dans le reſte il fe trouve

deux ou pluſieurs termes tout-à-fait fem

blables quant aux lettres, ce reſte peut fe

réduire à une expreſſion plus abrégée,

fuivant les mêmes regles que nous avons

données pour les fommes dans l’addition.

268.

Qu’on ait à fouftraire de a-H-b, ou de

la fomme de deux quantités, leur différence

a—b, on aura d'abord a+b-a+b; or

a—a=o & b+b=2b; le refte cherché

eft donc 2 b, c’eſt-à-dire le double de la

plus petite des deux quantités.

269.

Les exemples fuivans tiendront lieu

d’éclairciffemens ultérieurs :

aa+ab+bb|3a—4b+5c

bb+ab—aa || 2b+4c–6a

24767. 9a—6b-+c.



2O2 E L É M E N s

a’ +3 aab+3 a b b+b*

a’—3 a ab+3 abb–bº

6 a ab+ 2 b”.

Va+2 V6

Va–3 Vb

+5 Vb.

*E

C H A P I T R E I I I.

Dela multiplication des Quantités complexes.
P p

27o.

Lorsqu'n n’eſt queſtion que d'indiquer

fimplement une telle multiplication, on

met entre deux crochets chacune des for

mules qui doivent être multipliées enfem

ble , & on les joint les unes aux autres,

quelquefois fans aucun figne, quelquefois,

en mettant un point ou le figne x entre

deux. Par exempl. pour indiquer le produit
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des deux formules a–b–H–c & d—e+f

multipliées l’une par l’autre, on écrit

(a-b+c). (d–e+f) ou (a-b+c) x (d-e+f).

On fe fert beaucoup de cette façon d'in

diquer les produits, parce qu’elle donne

à connoître fur le champ de quels faćteurs

ils font compoſés.

* 27I.

Mais pour montrer comment on doit s'y

prendre pour faire une multiplication ef

fećtive, nous remarquerons d’abord que

pour multiplier, par exemple, une formule

comme a–b+c par 2, on en multiplie

chaque terme ſéparément par ce nombre,

de forte qu’on obtient

- 2a— 2 b+ 2 c.

Or la même chofe a lieu pour tous les

autres nombres. Si c’étoit par d qu’il fallût

multiplier la même formule, on obtien

droit -

ad– bd-+-çd.

*
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272.

Nous avons fuppofé tout-à-l’heure que

d'étoit un nombre pofitif; mais fi c’eſt par

un nombre négatif comme —e, que la

multiplication doit fe faire, il faut fe rap

peller la regle que nous avons donnée plus

haut, que deux fignes contraires multipliés

enſemble font–, & que đềux fignes égaux

donnent +. On aura donc:

—ae+ b e— ce.

273.

Pour faire voir à préfent comment une

formule, comme A, qu’elle foit fimple ou

complexe, doit être multipliée par une

formule complexe d—e ; nous confidérer

rons d’abord un exemple en nombres or

dinaires, en fuppofant que A doive être

multiplié par 7–3. Or il eſt évident que

c'eſtici le quadruple de A qu’on demande;

car fi Ton prend d’abord A fept fois, il fau

dra fouftraire enfuite A pris trois fois.
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En général donc s’il s’agit de multiplier

par d—e, on multipliera la formule A

d’abord par d & enfuite par e, & on fouf

traira ce dernier produit du premier ; d’où

réfulte d'A –eA.

Suppofons maintenant A=a–b, & que

c’eſt, cette quantité-ci qu’il faut multiplier

par d—e ; nous aurons

dA=ad–b d

e A=ae–be ;

donc le prod. cherc. =ad—bd—ae+be.

274.

Puiſque nous connoiffons donc le pro

duit (a–b).(d—e), & que nous n’avons

pas lieu de douter de fa jufteffe, nous nous

remettrons le même exemple de multipli

cation fous les yeux, fous la forme que

voici:

a—b

d–e |

ag–Eg–ge-FE.
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}

Il nous fait voir qu’il faut multiplier chaque

terme de la formule fupérieure par chaque

terme de la formule inférieure, & que pour

ce qui regarde les fignes il faut obferver

ftriĉtement la regle donnée plus haut; regle

qui fe confirmeroit par-là entiérement, fi

elle avoit pu être révoquée en doute le

moins du monde. -

* 27 5 e

Il fera fácile, d'après cette regle, de

calculer l’exemple fuivant, qui eft de mul

tiplier a+b par a–b :

a+b

* a–b - |

aa+ab

–a 5–b b :

le produit fera=aa–b b.

276.

On fait qu’on peut fubſtituer pour a & b

des nombres déterminés à volonté ; ainfi



D” A L C E B R E. 2ο7

*

l'exemple que nous venons de donner,

renferme le principe que voici: le produit

de la fomme de deux nombres multipliée

par leur différence eſt égal à la différence

des quarrés de ces nombres. On peut ex

primer cette vérité en cette maniere:

(a+b)x (a–b)=aa–bb.

Et on en conclut cette autre vérité : que

la différence de deux nombres quarrés eft

toujours un produit, & diviſible tant par

la fomme que par la différence des racines

de ces deux quarrés ; & que par confé

quent la différence de deux quarrés ne

peut jamais être un nombre premier.

277. --

Calculons encore quelques autres exem

ples:

I.) 2a—3 II.)4aa.—6a-H-9

a+2 2a+3

2aa—3a 8a’—12aa+–18a

+4a–6 +12aa—18a-4-27

2aa-i- a-6. 8a’+ 27.
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III.) 3aa– 2ab –bb

2a— 4b

6a?— 4aab–2abb

—1 zaab-+-8abb+4b?

6a?–16aab-+-6abb+4b? .

IV.) aa+2ab +2bb

aa–2ab +2bb

a +2ab+2abb

—2a’b–4aabb–4abº .

+2aabb+4ab+4b.“

a“+4b“. -

V.) zaa–3ab —4bb

3aa–2ab +bb

6a“–9a’b –12aabb

—4a? b +6aabb+8abº

|- +2aabb—3ab?–4bº

6a“–13ab-4aabb+3ab –4b“.

vI)
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V I.) |

aa-+bb +cc-ab-ac-bc –“

a+b +c

a’+abb+acc-aab-a.ac-abc

–abb–acc+aab+aac-abc +b’+bcc-bbc

–abc –bcc+bbc+c”

a’–3abc+b'+c”.

278.

Lorſqu’on a plus de deux formules à

multiplier enfemble, on comprendra fans

doute qu’après en avoir multiplié deux l’une

par l'autre, il faut enfuite multiplier ce

produit par une de celles qui reſtent, &

ainfi de fuite ; & qu’il eft indifférent quel

ordre on fuive dans ces multiplications.

Qu’on fe propoſe, par exemple, de trou

ver la valeur du produit fuivant compoſé

de quatre faćteurs:

I. I I. III. IV.

(a+b) (aa-1-ab+bb)(a-b) (aa–ab+bb),

Tome I. - -
O
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on multipliera d’abord les faćteurs I & II:

II. aa+ab+bb

I. a+b

a’+-aab+abb

+-aab-+abb+b2

I.II.a +2ab+2ab5+F.

Après cela on multipliera les faćteurs

}II & IV:

IV. aa–ab+bb

III. a–b

a?—aab+abb

–aab+abb–bº

III. IV. a’—2aab+2abb–b’.

Il reſte donc à multiplier le premier pro

duit I, II, par ce fecond produit III, IV:

a 3+2aab-+2abb+b” I. II.

a” –naab-+2abb–bº III. IV.

2+2ab+2ab+a. b3

—2a'b–4a“bb–4a bº —2aab.“

+2a“bb+4a bi +4aab“+2ab*

– a bº – 2aab“–2ab’–bº

a“–b “. |

Et ceci eſt le produit cherché.

".

.*

!
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279.

Reprenons le même exemple, mais chan

geons-en l'ordre, en multipliant d’abord

les formules I & III, & enfuite les formu

les II & IV: -

I. a+b

III. a–b

aa+25

–ab–bb

* I. III. =ad-bh.

II. aa+ab +bb

IV. aa–ab +bb

a“+a’b-+-aabb -

· —a’ b—aabb—ab?

+aabb+ab+bº

II. IV.=a*-+-aabb+b“. -

*
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Multipliant enfin ces deux produits I, III

& II, IV:

II. IV. =a“+-aabb+b*

I. III. =aa–bb

a“+a“bb-+-aab“

–a“bb–aab“–bº

on a aº–bº,

qui eſt le produit cherché.

28o.

Nous ferons ce calcul encore dans un

autre ordre, en multipliant d’abord la I.“

formule par la IV.“, & enſuite la II.° par

la III.“ |

IV. aa–ab +bb

I. a+b

a'–aab+abb

+-aab–abb+b”

I. IV. =a+b’.

----
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|- II. aa+ab +bb

III. a–b

a ? +-aab+abb

–aab–abb–b’

II. III. =a?–b’.

Il refte à multiplier les produits I, IV

& II, III.

a'+b*I. IV. =

II. III. = a’– b?

a“+a’ b’

- –a’b 3–54

----

& l’on trouve encore a“–bº.

28 I.

Il eſt à propos d’éclaircir cet exemple

par une application numérique. Faifons

a=3 & b=2 , nous aurons a+b=5 &

a-b=1 ; de plus, aa=9 , ab=6, bb=4.

Donc aa+ab+bb=19 & aa–ab+bb=7.

Donc on demande le produit de 5.19.1.7,

qui eſt 665.

O iij
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*
Or a“=729 & b'=64, par confé

1 « p *v

quent le produit cherché a“—H^+=665 »

comme nous venons de le dire. A

C H A P I T R E I V.

*
*

-

De la Diviſion des Quantités complexes.

* * *

282.

Quaso on ne veut qu’indiquer la di

viſion, on fe fert ou de la marque ordi

nairé des fraćtions, qui eſt d’écrire le dé

nominateur fous le numérateur, & en les

féparant par un trait ; ou bien de deux

crochets qui renferment chaque formule,

& en mettant deux points entre le divi

feur & le dividende. S'il eſt queſtion, par

exemple, de divifer a+b par c+d, on

indique le quotient ainfi, :, fuivant la

premiere maniere ; & de cette façon,

(a+b): (c+d), fuivant la feconde. L’une

& l'autre exprestion fe prononce a+b

diviſé par c+d.
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283.

S’il s’agit de divifer une formule com

poſée par une formule fimple , on divife

chaque terme féparément. Par exemple: '

6a–8b-+-4c diviſé par 2 fait 3a–46+2c;

& (aa– 2 a b): (a)=a— 2 b. De même

(a–2aab-|-3abb):(a)=aa–2ab+3bb ;

(4aab-6aac+8abc):(2a)=2ab-3ac+4bc;

(9aabc-12abbc+1;abcc):(3abc)=3a-46+5c

&c. -

|- 284.

S'il arrive qu’un des termes du dividende

ne foit pas diviſible par le diviſeur, on in

dique le quotient par une fraction, comme

dans la divifion de a-+-b par a , qui donne

1 +#. De même |

(a a—ab+bb):(aa)=1—:+:- -

Par la même raifon · fi l’on diviſe 2a+b

"- - - - |- b

par 2, on obtient a+: ; & on peut re- -

marquer à cette occafion qu’on pourroits
F |- I |- b - I |

écrire : b au lieu de $, parce que : fois 6

 

O iv



216 E 1 É M E N s

eft autant que :· Pareillement ; eft autant

I 2 b 2

que ; b, &#autant que ;b, &c.

285.

Mais quand le diviſeur eft lui-même une

quantité complexe , la divifion a plus de

difficultés. Souvent elle a lieu où on s’en

doute le moins ; mais lorſqu’elle ne peut

fe faire, il faut fe contenter d'indiquer le

quotient par une fraćtion, de la maniere

que nous avons dit. Nous commencerons

par confidérer quelques cas où la diviſion

effećtive réuffit.

---- 286.

Suppofons qu’il s’agiste de divifer le di

vidende a c–b c par le diviſeur a–b, il

faut donc que le quotient foit tel qu’étant

multiplié par le diviſeur a-b, on obtienne

le dividende ac–bc. Or on voit aifément

que ce quotient doit renfermer un c, puif

que fans cela on ne pourroit obtenir ac.

Afin donc de voir fi c eſt le quotiententier,

*---
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on n’a qu’à le multiplier par le diviſeur,

& voir fi cette multiplication produit le

dividende en entier, ou fi elle n’en donne

qu’une partie. Dans notre cas, fi nous mul

tiplions a–b par c, nous avons ac-bc qui

eft en effet le dividende même ; de forte

que c eſt le quotient complet. Il n’eſt pas

moins clair que

(aa+ab):(a+b)=a; (3aa-2ab):(3a-2b)=a;

(6aa-9ab):(2a—3b)=3a, &c.

287. s

On ne peut manquer de cette maniere

de trouver une partie du quotient; fi donc

ce qu’on a vu multiplié par le diviſeur,

n’épuife pas encore le dividende , on n’a

qu’à divifer le réfidu encore par le diviſeur,

pour obtenir une feconde partie du quo

tient ; & l’on continuera de la même ma

niere juſqu’à ce qu’on ait trouvé le quotient

en entier.

Divifons, afin de donner un exemple,

aa-i-3 ab+ 2 b b par a+b; il eſt clair en
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premier lieu que le quotient contiendra le

terme a, puiſque, fi cela n’étoit pas, on

n’obtiendroit point aa. Or en multipliant le

diviſeur a+b par a, il provient aa--ab ;

laquelle quantité étant fouftraite du divi

dende, laiffe un reſte 2ab+2hb. Ce refte,

il faut auf le divifer par a+b; & il faute

aux yeux que le quotient de cette divifion

doit contenir le terme 2b. Or 2b multiplié

par a+b fait exaćłement 2ab+2bb ; par

conféquent a+2b eſt ce quotient cherché

qui, multiplié par le diviſeur a+b, doit

produire le dividende aa+3ab+2bb. Voici

toute l’opération : -

a+b)aa+3ab+2bb(a+25 - .

aa+ ab · · · · · ·

| +2ab+2bb

+2ab+2hb

|- O. - - -

288. : · ·

On ſe facilite cette opération en faifant

choix d'un des termes du diviſeur pour

/
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Técrire le premier, & pour ranger enfuite

les termes du dividende, en commençant

par les plus hautes puiſſances de ce premier

terme du diviſeur. Ce terme étoit a dans

l'exemple précédent. Les exemples fuivans

rendront la chofe encore plus claire:

a–H)3’–3aab+3abb–b'(aa–2ab+bb

a?–aab

—2aab+3abb

—2aab+2abb

+abb–b’

--abb–b’

O. *

a+b) aa–bb (a–b
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2.

3a–25) 18aa–855(6a+–45

ſ 18aa–12al,

* +12ab–8bb

+12a5–8bb

O.

a+b) a’–H5° (aa–ab-Hbb

a’+aab

—aab-Hb’

—aab–abb

+abb–H5°

+abb-i-b’

O.

2a–b) 8a’—b’ (4aa-H2ab-Hbb

8a’—4aab

+4aab–5°

+4aab–2abb

+2abb—bº

+2abb—b’

Oe
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aa–2ab–H55) at-4a ––6aabb–4ab'+B"

aa—2ab-Hbb) at-2a’b-H aabb

—za'b-H5 aabb—4ab’

—2a'b-H4aabb–2ab’

+ aabb—zab'+5°

+ aabb—zab'+b"

O.

aa–2ab+4bb) a”--4aabb-H 165°

aa-H2ab+4b5) a”—za’b +4aabb

+2a’b +16B"

+2a’b —4aabb--8ab?

+4aabb–8ab'+165°

+4aabb–8ab'+165° -

O.

aa-zab+2bb) a'4-4b*

aa-Hzab+2bb) a”–2a’b+2aabb

+2a3b-2aabb-H4b*

+2a2b–4aabb-H4ab?

+2aabb–4ab?--4b*

+2aabb–4ab'+4b*

O.
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1-2x+xx) 1–5x+10xx-1ox'+ 5x“–x
j

1-3x+3xx-x’) 1-2x+xx -

A

—3x+9xx-1ox3

—3x+6ææ– 3æ?

+3xx- 7x3+5x4

+3ææ– 6x?+3x“ }

|- æ”+2x“–æ* |

-a æ:'+2x“–æ*

o.

C H A P I T R E V.

De la Réſolution des Frastions en des fuites

infinies (*).

289.

UAND le dividende n’eſt pas diviſible

par le diviſeur, le quotient s’exprime,

comme nous l’avons déjà dit , par une

fra&tion. -

(*) La théorie des fries eſt une des plus importantes de

toutes les Mathématiques. Les féries dont il eſt queſtion

/

%.
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*

C'eſt ainfi que fi l’on doit divifer 1 par

1-a, on obtient la fraćtion I:; . Cela n’em

pêche pas cependant qu’on ne puiffe en

treprendre la divifion fuivant les regles que

nous avons données, & qu’on ne puiſſe la

continuer auffi loin qu’on veut. On nelaiſ

fera pas de trouver le vrai quotient, quoi

que fous des formes différentes.

29O.

Pour le prouver, divifons réellement le

dividende 1 par le diviſeur 1—a, comme
-

*

O11 Val VOIÍ :

dans ce chapitre, ont été trouvées par Mercator au milieu

du fiecle paffé , & Newton trouva bientôt après celles

qui dérivent de l’extraćtion des racines, & dont il fera

queſtion au chapitre xII. Cette théorie a reçu enfuite un

nouveau degré de perfećtion de pluſieurs autres Géo

metres diſtingués. Les CEuvres de Jacques Bernoulli &

la feconde partie du Calcul différentiel de M. Euler, font

les ouvrages où l’on pourra le mieux s’inſtruire fur ces

matieres. On trouvera auffi dans les Mémoires de Berlin

pour 1768, une nouvelle méthode de M. de la Grange

pour réfoudre, par le moyen des fuites infinies, toutes

les équations littérales de quelque degré qu’elles foient,

-

*
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ý. A

1 –a) 1 (1 + 1:- ou 1-a) 1 (1+a+;“.

+ 1–a + 1 —a

réfidu + a. +a

+-a —aa

réfidu + a.a.

Pour trouver encore un plus grand nom

bre de formes, on n’a qu’à continuer en

divifant a a par 1 —a:

3 e 4

I—a) aa (aa+: enfuite 1–a) a (a’+:

aa-a” a3_a“

a--

+a” + (l.

& puis 1–a) a“ (a“+:
- I -41

4

a“–a’

+g', &c.

29 I.

Nous voyons par là que la fraćtion -I:

peut fe mettre fous toutes les formes qui

fuivent :

1) +É.; II) +-+#.

III),
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III) i+a+a+ :

IV.) 1+a+-aa+a’ :::

V.) 1+a+an+a+a+:- &c.

Or en confidérant la premiere de ces

formules, qui eft 1 + 1:7 , & en faifant

attention que I eft autant que #E: , nous

3łVOI1S

+

d I –d. a I -đ+-d! I

I | 1 –4 I –4 I–4 I –d. i – a *

Si on fuit le même procédé pour la fe

conde formule 1+a+: , c’eſt-à-dire que

l'on réduife la partie des entiers 1+a au

même dénominateur I —a, on aura =: , à

I – a 1+aa

1-a ?quoi fi l’on ajoute + :: on aura

c’eſt-à-dire H; .
3

E a º

Dans la 3°. formule 1+a+an+: ,

les entiers, réduits au dénominateur 1–1,

I–a 3 • «

font Ta º & fi on y ajoute la frastion

a? 1 -

:I on a :: ; donc toutes ces formules

Tome I, * P
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font en effet égales en valeur à la fraćtion

propoſée :::

292.

Cela étant on pourra aller plus loin &

auffi loin qu’on voudra, fans avoir befoin

de calculer davantage. On aura donc

::=1+a+ad+a’ +a“+a' +a^-+a’

a 8 . . |- -

+: ; ou bien on pourroit continuer
- d. *

encore, & même fans jamais finir. C’eſt

pourquoi l’on peut dire que la fraćtion pro

poſée a été réſolue en une fuite infinie,

laquelle eſt, 1+a+aa+a? --a*+a+a“

+a’ +a"+a”+a"+a" +a"+ &c. à

l'infini. Et on eft très-fondé à foutenir que

la valeur de cette férie infinie eſt la même

que celle de la fraćtion +-.I - 4

293.

Ce que nous venons de dire peut, au

premier abord, paroître étonnant; mais la

confidération de quelques cas particuliers

le fera comprendre aiſément.
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Suppofons premiérement a=1 ; notre

fuite deviendra 1+1+1+1+1+1+1 ,

&c. juſqu’à l’infini. La fraćtion H, , à la

quelle elle doit être égale, devient : ; or

nous avons remarqué plus haut que : eft

un nombre infiniment grand ; cela fe con

firme donc ici d’une maniere élégante.

Mais fi l’on fuppofe a=2, notre fuite

devient = 1+2+4+8+16+32+64 ,

&c. à l'infini, & fa valeur doit être I: ; ,

c’eſt-à-dire =:=–1 ; ce qui au premier

coup d’oeil femblera abſurde. Mais il faut

remarquer que fi l’on veut s’arrêter à quel

que terme de la férie fufdite, on ne doit le

faire qu’en joignant la fraćtion qui reste.

Suppofons, par exemple, que nous vou

lions nous arrêter à 64, il faudra, après

avoir écrit 1+2+4+8+16+32+-64,

joindre la fra&tion : ou : ou–128; on

aura donc 127–128, c’eſt-à-dire en effet

-- I •

Que fi on continuoit fans ceffe la fuite,

33 -

Pij
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il ne feroit à la vérité plus queſtion de

la fraćtion, mais auffi on ne s’arrêteroit

jamais. -

294.

Voilà donc des confidérations néceffai

res, quand on prend pour a des nombres

plus grands que l’unité. Mais fi l’on fuppofe

a plus petit que 1 , tout devient plus facile

à concevoir.

Soit, par exemple, a=#; on auraH
1 I

- - e / f •

= 1 := i =2, ce qui fera égal à la férie
2.

---- • I [ I I I I I __

fuivante: 1-+#.+#.+#.+#.+#.+#.+;:s

&c. à l'infini. Or fi l’on prend deux termes

feulement de cette fuite, on a 1 +;, &
• º I 3 • r A * –

il s'en faut de; qu’elle ne foit égale àH==2.

Si on prend trois termes, il s’en faut en

core de : ; car la fomme eſt i #. Si l’on

prend quatre termes on a 1 #, & il ne man

que plus que #. On voit donc que plus

on prend de termes, & plus la différence

devient petite , & que par conféquent fi
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on continue à l’infini, il n’y aura plus de

différence du tout entre la fomme de la

fuite & la valeur 2 de la fraćtion H.

295. I

Soit a=#; notre fraćtion H;fera=I_;
I

3

3

=#= 1;, à quoi fe réduit par conféquent

la fuite 1+#.+#.+#.+#.+;, &c. juf

qu’à l’infini. -

Quand on prend deux termes on a 1;,

& il manque#. Si vous prenez trois ter

meS , Vous avez 1 $, & il manquera G11

core #. Prenez quatre termes, vous au

réz 1 #, & la différence eft ;. Puis donc

que l’erreur devient toujours trois fois

moindre, il faut bien qu’à la fin elle s'éva

nouiffe. - . . . . . .

| 296.
R

-----v«

Suppofons a=#; nous aurons#.=ī_;

=3, & la fuite 1+$+#.+#.+#.+:

&c. jufqu’à l’infini, Prenant d’abord 1 ; 3

S.

vº | | }

P iij
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l'erreur eft 1 #; prenant trois termes, qui

font 2;, l’erreur eft de#; prenant quatre

teIII)CS O11 al 2: , & l’erreur eft encore

de #.

297.
|- ––

Si a=#, la fraćtion efti_I 3

v 4

#
I

4

- -- * |- fo |- I I _1_ I

& la fuite devient 1-+#.+#.+#.+: ,

&c. Les deux premiers termes faifant 1+;,

*

= 3 = I

4

produiront # d’erreur ; & prenant un ter

me de plus on a 1 : , c’eſt-à-dire feule

ment : d’erreur.

298.

- On pourra de la même maniere réfoudre

en férie infinie la fra&tion :;, en divifant

réellement le numérateur I par le déno

minateur 1 +a, comme on va voir :
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1+a) 1 . (1–a–1-aa-a’-+a“

1+a -

-()

–d.- (lúE

-+-aa

+aa+a;
w=

–a?
*

–a?–a“

-IF

--a“+a’

» . . —a’ , &c.

d'où il fuit que la frastion := eſt égale à

la fuite, - . · . . . . .

1–a–1-aa—a’ +a“–a +-a“ —a” , &e.

299. , ’

si ron poſe a=1, on a cette compº

raiſon remarquable : - - -

I |- r.-T – -*-** - |- * ---- ·

H=== I - 1 + 1–1+1-1+1-1 ;

&c. à l'infini. On y trouvera quelque chofe

de contradistoire; car fi on s'arrête à Tº

P iv.
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la férie donne o; & fi on finit par +-1 ,

elle donne 1. Mais c’eſt-là préciſément ce

qui tranche le noeud ; car puiſqu’on doit

continuer juſqu’à l’infini fans s’arrêterjamais

ni à – 1 , ni à + 1 , il eſt clair que la

fomme ne peut être ni o ni 1, & qu’il faut

que ce réfultat final tienne-un milieu entre

ces deux, & qu’il foit.#.

3oo.

Faifons à préfent a=#, notre fraćtion
# " ' e

fera III =;, laquelle doit donc exprimer

* |- / • I 1 - I I I

la valeur de la ſérie 1–; +:–;+:–#

+: , &c. à l’infini. Si l’on ne prend de

cette férie que les deux premiers termes,
I

2.

- - * 3 |

prend trois termes, on a #, ce qui eft trop

on a#, ce qui eſt trop peu de:. Si l'on

I -

de : . Si l’on prend quatre termes, on a
ș |- I

š, ce qui eſt trop peu de : , &c.
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3OI.

I

Suppofons encore a=#; notre frastion
I

fera = I+: =#, & c’eſt à quoi doit fe
3

/* |- A • I I I I I

réduire la férie 1—; +; —; Si T24;

+: , &c. à l'infini. Or en confidérant

feulement deux termes on a#, c’eſt trop

peu de #. Trois termes font#, c’eſt trop

|- T - N 26 3

de#. Quatre termes font: , c'eſt troppeu

de : , & ainfi de fuite.

3O2.

La fra&tion H peut fe réfoudre encore

d’une autre maniere ; favoir en divifant 1

par a+1, comme il fuit:
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a+) i (:-:+:–#.+#

1+:

-: , &c.

Par conféquent notre frastion:, eſt éga

e • • I I I I - I

le à la fuite infinie : —:: == Tai+#

\,

—: , &c. Qu’on faffe a=1 , on aura la
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Az º 6 - I

férie 1 – 1+ 1 — I — — I — I , &c. =: ,

comme ci-deſſus. Et fi l’on fuppoſe a=2,
I | I I

|- f • 1

on aura la férie : — : +: - : --
I

&c. =;

32 54

3O3.

C’eſt d’une maniere femblable qu’on

pourra réfoudre généralement en une fuite

infinie la fraćtion : , on aura

- 3

a+b). (:-:+:-: , &c.
c+bc

a

—H:

Ta

–bc– b b c

Ta Taa

+ b b c

47 42

+ b b c + b^c

al Al a?

-FT

a

–bºc – b“c

Ta ar

+b^c

a" ;
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d’où l’on voit qu’on peut comparer : avec
3

A • b b b C - v 13 •

la férie : —: +:–*: &c.juſqu'à l'in4 d. (l a“

fini.

Soit a=2, b=4, c=3, nous aurons

-f, =-3 =#=#=#—3+6–12, &c.
a+b 4+2 2. 2.

Soit a=1 o, b=1 & c=1 1, nous avons

e I I I I I I 1 I

–- =I - - -- –––11– &c.
a+b" Io+I IO IOO ICOO IOQOO

Si l’on ne confidere qu’un feul terme de

F

I

– ?

Io 2cette fuite, on a :, ce qui eſt trop de

99

Ioo 3fi on prend deux termes, on a :, c’eſt trop

peu de : ; fi on prend trois termes, on aIoo 3

c’eſt trop de I: , &c.Iooo 3

3O4.

Quand il y a plus de deux termes dans

le diviſeur, on peut également continuer

la divifion juſqu’à l’infini, de la même ma

niere.

C’eſt ainfi que fi on propofoit la fra&tion

:: , la fuite infinie à laquelle elle eft1 —a+ad 3

égale, fe trouveroit comme il fuit:

1oo I

Iooo 2
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1-a+aa) 1 (1+a –a –a“+a^+a", &c.

I—a+aa

-H-a –aa

+a –aa-+-a?

–a?

-- – a3+-a“–a

- - - . . —a“+a –aº

|- +a“–a7+a”

+a7–a”+aº

– a?.

I

Nous avons donc l’équation =::

+a—a”—a“+a“+a' –a”–a'º, &c.

fans fin. Si nous faifons ici a= 1 , nous

avons I= I+ I— I — I —+ I +I–I–I

+ 1 + 1 , &c. laquelle férie contient deux

fois la férie trouvée plus haut 1–1-+-1–1

=I

+1 , &c. or comme nous avons trouvé

celle-ci =#, il n’eſt pas étonnant que nous

trouvions; ou 1 pour la valeur de celle

que nous venons de déterminer,
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Qu’on faſe a=#, on aura l'équation

#=1+; — —: +: + : – :, ,

1

&3.

C.

Qu’on füppoſe a=#, on aura l'équa
1

tion;=; – 1+;—#—:+#, , &c.

Si oń prend les quatre premiers termes de

cette fuite, on a :, qui n’eſt que de :

moins que # |

Suppofons encore a =#, nous aurons

–2 – 2 \ 8 16 64 Q :: | C.

9 *

donc que cette fuite foit égale à la pré

#

cédente ; & ſouftrayant l’une de l'autre,
• – –+– ––"

il faut que o=; –#—: +: &c. Ces

quatre termes ajoutés enfemble font –:.

3.o5.

La méthode que nous avons expoſée fert

à réfoudre généralement toutes les fraĉtions

en fuites infinies, & par là elle eſt fouvent
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de la plus grande utilité. De plus il eſt très

remarquable d’ailleurs qu’une férie infinie,

quoiqu’elle ne ceffe jamais , puiffe avoir

une valeur déterminée. Auffi a-t-on tiré de

ce fonds les inventions les plus importantes,

& cette matiere mérite d’autant plus, qu’on

l'étudie avec toute l’attention pofible.

C H A P I T R E V I.

Des Quarrés des Quantités complexes.

3o6.

Quaso il s’agit de trouver le quarré

d’une grandeur complexe, on n’a qu’à la

multiplier par elle-même, le produit fera

le quarré qu’on cherche.

Par exemple, le quarré de a-ţ-b fe trouve

de la maniere fuivante :

a+b

a–1-b *

a a+ab

a b+bb

aa+2ab+bb.
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3o7.

Ainfi quand la racine confifte en deux

termes ajoutés enfemble, comme a+b,

le quarré renferme, 1°. les quarrés de l’un

& de l’autre terme, favoir a a & b b ; 2°. le

double du produit des deux, favoir za b.

De forte que la fomme aa+2 a b+bb

eft le quarré de a-+b. Soit, par exemple,

a=1 o & b=3 , c’eſt-à-dire qu’il foit queſ

tion de trouver le quarré de 13, on aura

Ioo-+-6o-+-9 ou 169.

- 3ο8.

On trouvera facilement, par le fecours

de cette formule, les quarrés d'affez grands

nombres, en les partageant en deux parties.

Pour trouver, par exemple, le quarré de

57, on confidérera que ce nombre eft

=5o+7; d’où l’on conclut que fon quarré

eft =25 oo-+-7oo-+49=3249.

- 3O9.

On voit auffi par là que le quarré de

a+1 fera aa-l-2a+i : or puiſque le quarré

de
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de a eft aa, on trouve donc le quarré de

a+1 en ajoutant à celui-là 2a+1 ; & il faut ,

remarquer que ce za+t et la fomme des

deux racines a & a-|-1.

Ainfi comme le quarré de 1o eſt 1oo,

celui de 1 i fera 1oo+ 21. Le quarré de

57 étant 3249, celui de 58 eft3 249-H-1 I 5

=3364. Le quarré de 59=3364-+ | 17

=348 I ; le quarré de 6o=3481+1 19

=36oo, &c.

3 I O.

Le quarré d’une quantité complexe ,

comme a+b, s'indique de cette façon :

(a+b)*. On a donc (a+b)*=aa+ 2ab

+b b, d’où l’on déduit les équations fui

VallteS :

(a+1)*=aa+2a+I ; (a+2)*=aa+4a+4;

(a+3)*=aa+6a+9; (a+4)*=aa+8a+I6 ;

&c.

3 I I.

Si la racine eſt a–b, le quarré en eft

aa–2ab+bb, qui renferme par conféquent

Tome I, Q
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auffi le quarré des deux termes, mais en

forte qu’il faut en ôter le double du produit

de ces deux termes.

Soit, par exemple, a=1o & b=1, le

quarré de 9 fe trouvera = 1oo– 2o+1

=8I.

3 I 2. *

Puiſque nous avons l’équation (a-b)”

= aa— 2ab+bb, nous aurons (a–1)*

=aa–2a+1. Le quarré de a–1 fe trouve

donc en fouftrayant de aa la fomme des

deux racines a & a- 1 , favoir 2 a.–I.

Soit, par exemple, a=5 o, on a aa=25oo

& a- 1=49 ; donc 49°=25oo—99

=24O I •

3 I 3.

Ce que nous avons dit peut auffi fe con

firmer & s'éclaircir par des fraćtions. Car
|- 3 2 e •

fi l'on prend pour racine; +# (ce qui fait

1) le quarré fera:

9 4 1 12– 25 3 A. J. -

#+ : +:=#, c'eſt-à-dire 1.
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/ I I I

De plus le quarré de; –; (ou de ;)
- I I I I

fera; —; +; =#.

3 I 4.

Lorſque la racine eſt d'un plus grand

nombre de termes, la méthode de déter

miner le quarré eſt la même. Voici, par

exemple, comment on trouve le quarré

de a+b+c :

a +b +c

a+b +c

aa+a b +ac +bc

+a b +ac+bb+b c+cc

aa-+ 2ab+2ac+bb+2bc+cc;

on voit qu’il renferme d’abord le quarré de

chaque terme de la racine, & outre cela

les doubles produits de ces termes multi

pliés deux à deux.

* 3 I 5.

Pour éclaircir ceci par un exemple, par

tageons le nombre 256 en trois parties,

Q ij
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2oo-+-5o-+-6; fon quarré fera donc com

poſé des parties fuivantes:

4COCO 256

25 oo 256

36 I 536

2OOOO |- I 28o

24OO 5 I 2

6oo - 65536

65536 , ce qui eft évidemment égal au

produit 256.2 56. -

3 I 6.

Quand quelques termes de la racine font

négatifs, le quarré fe trouve encore par la

même regle; mais il faut faire attention

quels fignes on doit donner aux doubles

produits. Ainfi le quarré de a–b–c étant

aa+bb+cc— 2ab— 2ac+ 2bc, fi l’on re

préfentoit donc le nombre 256 par 3oo

—40–4 , on auroit
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Parties poſitives. Parties négatives.

N--~--~ N--~~----/

--9oooo — 24.OOO

I 6oo 24OO

32O –264oo

I 6

+9 1936

—264oo

65536, quarré de 256 comme ci

deffus.

== --1

C H A P I T R E VII.

*

De l'extrastion des Racines appliquée aux

Quantités complexes.

3 I 7.

SI nous voulons donner une regle fure

pour cette opération, il nous faut confi

dérer attentivement le quarré de la racine

a+b, qui eſt aa+2ab+bb, afin de voir

comment on peut réciproquement parvenir

à trouver la racine d’un quarré donné. Fai

fons donc les réflexions qui fuivent.

Q iij
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3 18.

D'abord comme le quarré aa+2ab+bb

eft compoſé de pluſieurs termes, il eſt cer

tain que la racine auffi renfermera plus d’un

terme; & que fi l’on écrit le quarré de

maniere que les puistances d’une des lettres,

comme de a, aillent toujours en diminuant,

le premier terme fera le quarré du premier

terme de la racine. Et puiſque dans notre

cas le premier terme du quarré eſt aa,

il faut que le premier terme de la racine

foit a.

3 I 9.

Ayant donc trouvé le premier terme de

la racine, c’est-à-dire a, on confidérera le

refte du quarré, favoir 2ab+bb, pour voir

fi on pourra en tirer la feconde partie de

la racine, qui eft b. Nous remarquerons ici

que ce reste 2ab+bb peut être repréfenté

par ce produit-ci, (2a+b)b. Or ce refte

ayant donc deux facteurs, 2a+b & b, il

~~~~
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eft clair qu’on trouvera ce dernier b, qui

est la feconde partie de la racine, en divi

fant le refte 2ab+bb par 2a+b.

32O.

C’eſt donc le quotient de la divifion du

refte fufdit par 2a+b, qui eſt le fecond

terme cherché de la racine. Or remarquons

dans cette divifion que 2 a eſt le double

du premier terme a de cette racine, lequel

eft déjà déterminé. Ainfi, quoique le fecond

terme foit encore inconnu, & qu’il faille

jufqu’à préfent laiffer fa place vide, nous

pouvons néanmoins entreprendre la divi

fion, puiſqu’on n’y regarde qu’au premier

terme 2a. Mais auffi-tôt qu’on aura trouvé

le quotient, qui eftici b, il faudra le mettre

à la place vide, & rendre de cette façon

la divifion complete.

32 I.

Le calcul donc par lequel on trouve la

racine du quarré aa+ 2ab+bb, peut fe

repréſenter de cette maniere:

Q iv
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a a+ 2 a b+b b (a+b

2a+b +2a5+55

+ 2 a b+b b

O.

322.

On pourra de la même maniere trouver

la racine quarrée d’autres formules com

pọfées, pourvu qu’elles foient des quarrés;

les exemples fuivans le feront voir :

a a +6a b-+-9 b b (a+ 3b

(/ (E.

2 a + 3b +-6 a b+9 bb

+6a b+9 bb

O.

4aa –4ab+b b (2 a—b

4 a a

4a–B–4ab+bb

–4ab+bb
*-a

Qe
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9pp +24pq+1677 (3p-H-47

9pp
-

6p-+-47 | +- 24pq+ 16 qq

+24pq+ 16qq

O.

25 xx –6ox-+-36 (5 x—6

25 xx

I ox –6 |— 6ox+ 36

—6ox+ 36

—:

323.

Quand après la divifion il refte un ré

fidu, c’eſt figne que la racine eſt compoſée

de plus de deux termes. Ce qu’on fait alors,

c’eſt de regarder les deux termes déjà trou

vés comme faifant la premiere partie, &

de tirer du réſidu la feconde partie, de

la même maniere qu’on avoit trouvé le

fecond terme de la racine. Les exemples

ſuivans rendront ce procédé plus clair.
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aa-H2ab–2ac—2bc-Háb-i-cc.(a+b-c

&Q.

2a+b +2a5–ac-le-Hº-Ecc

+2ab +bb

2a+2b–c |–2ac—25c+cc

—zac—25c+cc.

a" +2a’–H3aa-H2a+1 (aa-Ha-H1

Q.

zaa-Ha +2a’–H3aa

+2a’–H aa

2aa-H2a –H1 |+2aa-H2a+1

+2a4+2a+1.--

a “–4a’b-F8ab?--45" (aa-zab–25%

a *

zaa—2ab |–4a’b-i-8ab’

–4a’b-H4aabb

2aa–4ab —2bbl-4aabb-i-8ab'+45°

–4aabb-H8ab'+45°.
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324

On déduit facilement de la regle que

nous venons d’expofer, la méthode qu’en

feignent les livres d'Arithmétique pour l’ex

traction de la racine quarrée. Voici quel

ques exemples en nombres:

5'29|23 I 7'6 442 2 3'o:
4 I 6 I 6

43|| I 29 82|| 64 887 o 4

I 29 I 6 4 7 O 4

---- To. —=

4o'96||64 96'o 498

36 8 1

I 24|4.9 6 188 i 5 o 4

49 6 I 5 O 4

O. O.

1'5 6'25|125 99'8o'o i 1999

I 8 I

22, 5T 189ī555T

|44 | 17o1

245 1225 ":::
I 22 5 179οI

To. Q»

|
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32 5.

Mais lorſqu’après l’opération entiere il

refte un réfidu , c’eſt une marque que le .

nombre propoſé n’eſt pas un quarré , &

par conféquent qu’on ne peut pas en affigner

la racine. On fe fert dans ces cas du figne

radical que nous avons déjà employé plus

haut; on écrit ce figne devant la formule,

& on met la formule elle-même entre deux

crochets, ou fous un trait. C’eſt ainfi que

la racine quarrée de aa+bb s'indique par

V(aa+bb) , ou par Vaa-FEE, & que

v/(1-xx), OUI VI –xx , exprime la

racine quarrée de 1–xx. On peut auffi,

au lieu de ce figne radical, faire ufage de

l'expofant rompu #, & indiquer, par exem

ple, la racine quarrée de aa+b b par

(aa+bb): , ou par a a+böä.

E\, v^3

*P.

 



254 E L É M E N S

C H A P I T R E VIII.

Du Calcul des Quantités irrationnelles.

326.

Lorsqu'il s'agit d’ajouter enfemble

deux ou pluſieurs formules irrationnelles,

cela fè fait, fuivant la maniere prefcrite

plus haut, en écrivant de fuite tous les

termes chacun avec le figne qui lui eſt pro

pre. Et ce qu’il faut remarquer quant aux

façons d'abréger, c’eſt que, par exemple,

au lieu de Va+v/a on écrit 2.Va , & que

a-v/a, fait o, ces deux termes fe dé

truifant ľun l'autre. C'est ainfi que les for

mules 3+v/2 & 1+V2 ajoutées enfem

ble, font 4+2 V2 Oll 4+v/s ; que la

fomme de 5+V3 & de 4—V3 , eft 9 ;

& que celle de 2 V3+3 V2 , & de

V3-V2, eft 3 V3+2 V2.
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3 27.

La fouftraćtion fe fait de même très-fa

cilement, vu qu’on n’a befoin que d’ajouter

enfemble les nombres propofés, en prenant

le contraire des fignes qui les affećtent:

l’exemple fuivant le fera voir ; nous fouf

trairons le nombre inférieur du fupérieur.

4- V2+V3–3v/s+4V6

1+zv/2–2v/3–5 V5+6V6

3—3V2+4V3+2V5-V6.

328.

On fe rappellera dans la multiplication

que Va multiplié par Va fait a ; & que

fi les nombres qui fuivent le figne V font

différens, comme a & h, on a Vab pour

le produit de Va multiplié par Vb. Il fera

facile après cela de calculer les exemples

qui fuivent:
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1+ v/2 4-4-2v/2

1+ v^2 2- V2_

1-- V2 * * 8+4v/2

+ v2+2 —4v/2-4

ī+2,72+2=3+2v/2. 8-4 =4.

329.

Ce que nous avons dit regarde auffi les

quantités imaginaires, On obſervera feu

lement encore que V-a multiplié par V— (L

fait —a.

S'il s'agifiſoit de trouver le cube de

–1+V–3, on prendroit le quarré de ce

nombre, & on multiplieroit ce quarré en

core par le même nombre ; voici l'opé

ration: -

–I+ V-3

—1+ v(-3.

+1— V-3

— V-3=3

FI-AV–3–3=-2-2V-3

- – + V-3

+2 +2y/—3

-2V-3+6
2 +6 =ð,

33O.

|
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33O.

Dans la divifion des quantités fourdes

on n’a befoin que de mettre les quantités

propoſées en forme de fraćtion ; celle-ci

peut enfuite fe changer en une autre ex

prefion dont le dénominateur foit ration

nel. Car fi ce dénominateur eft, par exem

ple, a+v/b, & qu’on le multiplie de même

que le numérateur par a—Vb, le nouveau

dénominateur fera aa–b, où il ne fe trouve

plus de figne radical. Suppofons qu’on pro

poſe de diviſer 3+2 V2 par I +V2 3

nous aurons d’abord :#. Multipliant

maintenant les deux termes de la fraćtion

par 1-v/2, nous aurons pour le numé

TatCUÍ :

3+2v/2

1– V2

3+2v/2

—3V2–4

3— V2-4=-V2- $

Tome V. R.
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& pour le dénominateur:

1+V2

1-V2

1+V2

—V2–2

I —2=— I •

Notre nouvelle fraćtion eſt donc =H= 3

& fi nous multiplions encoreles deux termes

par –1 , nous aurons pour le numérateur

+v/2+1, & pour le dénominateur +1.

Or il eſt facile de fe convaincre que V2+ I

équivaut à la fraćtion propoſée ::#; car

V2+1 étant multiplié par le diviſeur

1 +V2 -

1-+ V2.

+ V2

1-+ V2

+ v/2+2

on a 1+2v/2+2= 3+2V2. -
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Autre exemple : 8– 5 V2 diviſé par

3–2v/2 fait :=:#. Multipliant ces deux
3-2V2 "

termes de la fraćtion par 3+2V2 » On a

pour le numérateur

8– 5V2

3+ 2v/2

- 24—15V2

+tºva-se -

24+ Vz–zo=4+V2 3

& pour le dénominateur

3–2v/2

3+2v/2

9–6V2 -

+6V2-4.2

9—8 = +1.

Par conſéquent le quotient feroit4+V2a

En voici la preuve:

R ij
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4+ v/,

3–2v/2

12+3v/z

|- —8v/2–4

Is-sv.-4=8–3v/..

33 I.

C’eſt de la même maniere qu’on peut

transformer de ces fraćtions en d'autres,

dont le dénominateur foit rationnel. Si l’on

|- |- I

a, par exemple, la fra&tion =:=, & que

l’on en multiplie le numérateur & le dé

nominateur par 5–2v/6, on la transfor

mera en celle-ci, i=*** V6.
A • 2.

De même la fraćtion=r:= prend cette
2+21/–3 _ 1+V-3 V6+1/5

forme, **= H+. Et #:#|

– "t?Y32. –

=+:4*= 1 1+2 W/3o.

332. .

On pourra de la même maniere faire

devient

difparoître peu à peu les radicaux du dé- -
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nominateur, quand il contient pluſieurs
|- / * I

termes. Soit propoſée la fra&tion T=#.+5,

on multipliera d’abord ces deux termes par

|- +V(Io+V2+V3

Vio-l-V2 +V3 ; on aura —=#Fz|--

Multipliant enfuite encore ce numérateur

& ce dénominateur par 5+2v/6 , on a

5v/io+iiv/2+9V3+2V6o.

C H A P I T R E I X.

Des Cubes & de l'extrastion des Racines

cubiques.

333.

Po U R trouver le cube d’une racine

a+b, on ne fait que multiplier fon quarré

aa+2ab+bb encore une fois par a+b,

aa+2ab +bb

a+b

a5+2ab+5

+- aab+2abb+b*

le cube fera = a’+3aab-+3abb+b’.

- R iij



262 E E É N1 E w s

Il renferme donc les cubes des deux

parties de la racine , & outre cela encore

3 a ab+3 a b b , quantité qui équivaut à

(3 a b).(a+b), c’eſt-à-dire, au triple du

produit des deux parties a & b, multiplié

par leur fomme.

|- 334.

Ainfi toutes les fois qu’une racine eft

compoſée de deux termes, il eſt facile d'en

trouver le cube d'après cette regle. Par

exemple, le nombre 5=3+2 ; fon cube

est donc 27+8+18.5=1 25. -

Que 7+3=1 o foit la racine ; le cube

fera 343+27-1-63. I o=1 ooo.

Pour trouver le cube de 36, on ſuppo

fera la racine 36=3o+-6, & on aura pour

le cube cherché, 27ooo+216+54o.36

=4665 6.

33 5. -

Mais fi c’eſt au contraire le cube qui eft

donné, favoir a’+3aa6+3aßß+b', &

qu’il s’agiste d’en trouver la racine, on fera

préalablement les remarques qui fuivent,

x
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D’abord fi le cube eſt ordonné ſuivant

les puistances d’une lettre, on, reconnoît

facilement par le premier terme a’, le pre

mier terme a de la racine, puiſque le cube

en eft aº ; fi l’on fouftrait donc ce cube du

cube propofé, on obtient le refte , 3aab

+3abb+b*, lequel doit fournir le fecond

terme de la racine. -

336. - -

Mais comme nous favons d’avance que

ce fecond terme est +6, il s’agit princi

palement de voir comment il fe déduit du

reſte fufdit. Or ce reste peut être exprimé

par deux faćłeurs, comme (3 aa+3 a b

+-bb).(b); fi on le diviſe donc par 3 a z

+ 3ab+bb, c'eſt le moyen d’obtenir la

feconde partie de la racine + b , qu’on

demande. - -

337.

Mais comme ce fecond terme ne doit

pas être fuppoſé connu , le diviſeur eft in

connu pareillement; cependant nous avons

- R iy
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le premier terme de ce diviſeur, & cela

fuffit; car il eft3aa, c’eſt-à-dire, le triple

du quarré du premier terme déjà trouvé,

& moyennant cela il n’eſt pas difficile de

trouver auffi l’autre partie b, & de com

pléter enfuite le diviſeuravant qu’on acheve |

la divifion. Il faudra pour cet effet joindre

à 3aa le triple du produit des deux termes

ou 3ab , & bb ou le quarré du fecond terme

de la racine.

338.

Appliquons ce que nous venons de dire

à deux exemples pour d'autres cubes

donnés.

I.) a’ +1 2aa+48a-H-64 (a+4

a?

3aa-+-1 2a+16 +1 zaa-I-48a-H-64

- +-12aa-|-48a-H-64

Q•
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339.

L’explication que nous avons donnée fait

le fondement de la regle ordinaire pour

l'extraction des racines cubiques des nom

bres. Voici, par exemple, le plan de l'opé

ration pour le nombre 2 197: -

2' 197 (1 o+3=13

I ooo

3oo | I I 97 -

9o

_9

399 | I 197_

O.

Faifons encore le calcul de l’extrastion

de la racine cubique de 34965783 :

34 965 783 (3oo-+20+7

27 ooo ooo

27oooo | 7 965 783

1 8ooo

499

2384ɔɔ| 3 768 ooo

3o72co.|| 2 1 97 783

672o

49

33969|| 3TT37 733

Os

*
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C H A P I T R E X.

Des Puiſinces plus hautes dès Quantités

complexes.

34O. *

PRÈs les quarrés & les cubes viennent

des puiſſances plus hautes, ou d’un plus

grand nombre de degrés. On les indique

par des expofans de la maniere que nous

avons expliquée plus haut ; il faut feule

ment obſerver, quand la racine eft com

plexe, de l’enfermer entre deux paren

thefes. Ainfi (a+b) fignifie que a+b eft

élevé au cinquieme degré, & (a–b)“ in

dique la fixieme puiſſance de a–b. Nous

ferons voir dans ce chapitre le dévelop

pement de ces puiſſances.

34 I.

Soit donc a+b la racine ou la premiere

puistance, les puifances plus hautes fe trou

veront par la multiplication de la maniere

qui fuit:
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(a+b)'- a-HB ---,

a+b
*—

(a+b)”=aa-H2ab —Hºb

-
a–H5

a’—H2aab-H abb

+ aab-H2abb +5°.

(a+b)?- a'+3aab-H3abb +b”

a+5

a'+3a’5–H3aabb+ abº

+ a’b+3aabb +3ab’ + bº.

(a+b)*= a +4a'b-H6aabb-H4ab’ + bº

a–H5 -

a'+4a'b-H6a’bb–H4aab'+ ab"

+ a'5–H4a’BB+6aab'+4ab"

+ B’.
*
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(a+b)'=a +5 a“b+ Ioa’bb+ 1o aab?

+ 5ab“+b’

a+b

a“+5 a'b+ 1 oa“bb-|– 1oa’b’

| +5aab“+abº

+ a’ b+ 5 a“bb+ 1oa’ b’

+1o&#'+;ai +4°.

(a+b)*=a“+6a’b-+ 15 a“bb+ zoa” b?

+15aab“+ 6ab’+bº , &c.

342.

On trouve de même les puiffances de

la racine a–b, & on va voir qu’elles ne

different des précédentes, qu’en ce que les

termes 2“, 4°, 6°, &c. font affećtés du

figne moins :

(a-b)‘=a–b

a–b

aa—ab

—ab+bb. -
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(a–b)*=aa–2ab +bb

a—b

a’—2aab-+- abb

-
aab+2abb –b’.

(a–b)”=a’—3aab-+3abb –b’

-
a–b

a“ –33° 5+5ad55–5°

-
a’b+3aabb–3ab” +-b“.

(a–b)“=a“–4a”b-+-6aabb–4ab +b*

a–b

a’–4a“ķ+6a’bb–4aab?

+ ab.“

– a“b+4a’bb–6aab?

+4ab“–b’.

(a–b)'=a'–5a“b-+-Ioa’bb–Ioaab?

+ 5 ab“–b’
a–b

a“–5a’b+-Ioa“bb–Ioa’b’

5 aab“–ab’

-
– a’b-+ zaºbh-i oa3 b3

-
+-Ioaab“–5ab'+b“.
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(a-b)“=a“–6a’b+15 a“bb–2oa’b’

* –|—15aab"–6ab'+b*, &c.

On voit ici que toutes les puifances im

paires de b reçoivent le figne –, tandis

que les puiſſances paires gardent le figne

+-. La raifon en eft évidente; car puiſque

dans la racine fe trouve –b, les puifances

de cette lettre monteront de cette maniere:

–6, +bb, –bº , +-b“, —bº , +64 , &c.

& il eſt clair par là que les puiſſances paires

doivent être affećtées du figne --, & les

impaires du figne contraire —.

343 •

Il fe préfenteici une question importante,

c’eſt comment, fans continuer le calcul de

la même maniere dans toutes les formes,

*

on pourroit trouver toutes les puifances

tant de a+b, que de a—bº. Nous remar

querons avant toutes chofes, que fi on eft

en état d’affigner toutes les puistances de

a+b, celles de a-b font toutes trouvées,

puiſqu’on n’a qu’à changer les fignes des
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termes pairs, c’eſt-à dire du fecond, du

quatrieme, du fixieme terme, &c. Le prin

cipal revient donc à établir une regle,

d'après laquelle toute puiſſance de a+b,

quelque haute qu’elle foit, puiſſe être dé

terminée fans qu’il foit néceffaire de faire

le calcul pour toutes celles quila précedent.

344.

Or obfervons que fi dans les puiffances

déterminées ci-defus on fait abſtraćtion

des nombres qui précedent chaque terme,

& qu’on nomme les coefficiens, il regne

dans tous ces termes un ordre remarqua

ble ; d’abord on voit le premier terme a

de la racine élevé à la puiſſance même

qu’on demande ; dans les termes fuivans

les puiſſances de a diminuent continuelle

ment de l’unité, les puifances de baugmen

tent d’autant; de forte que la fomme des

expofans de a & de b eft toujours la même

& égale au nombre du degré demandé,

& à la fin fe trouve le terme b feul élevé à

la

|

|
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*

la même puiffance. Si l’on demande donc

la dixieme puiſſance de a+b, on eſt sûr

que les termes dégagés des coefficiens fe

fuivront dans l'ordre que voici: a“, a’ b,

aº b b , a’ bº, aº b“, a’ b’ , a“ bº , a’ b’,

aº bº, abº, bº.

345.

Il reſte donc à faire voir comment om

doit déterminer les coefficiens qui appar

tiennent à ces termes, ou les nombres par

lefquels il faut multiplier ces termes. Or

quant au premier terme, fon coefficient eft

toujours l’unité ; & quant au fecond ,

fon coefficient eft conſtamment l’expofant

même de la puiſſance ; mais pour ce qui

regarde les autres termes, il n’eſt pas fi

facile d’obſerver un ordre dans leurs coef

ficiens. Cependant fi l’on continue encore

ces coefficiens, on ne laiffera pas d’apper

cevoir auffi une loi, moyennant laquelle

on pourra aller auffi loin qu’on voudra. C’eſt

ce que la table fuivante fera voir.

Tome I. S



274 E E É M E N s

I. puff coefficiens 1,1

II. ————— 1,2,1

III. —— 1,3,3, 1

IV. – 1,4,6,4, I

V. — 1,5, 1o, Io, 5, 1

VI. — 1,6, 15,2o, i 5,6,1

VII. — 1,7,2 1,35,35,2 1,7,1

VIII. — 1,8, 28,56,7o,56,28,8,1

IX. 1,9,36,84,126, I 26,84,36,9,1

X. I, I o, 45,12o,21 o,252,2 i o, i 20,45, Io,I

&c.

On voit donc que la dixieme puiſſance

de a-i-b fera:

a“-+-Ioa”b+-45 a*bb-+-12oa’b’+2Ioa*b*

+252a'b'+21 oa“b“-+-12oa’b’+45 a*b*

+-Ioab?+b*°. |- - -

|- 346.

... Il faut remarquer à l’égard de ces coef

ficiens, que pour chaque puistance leur

fomme doit être égale au nombre 2 élevé

à la même puiſſance. Qu’on faffe a= 1

& b=1, chaque terme, abſtraction faite
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du coefficient, fera =1 ; par conféquent

ce fera fimplement la fomme des coeffi

ciens qui indiquera la valeur de la puiſ

fance ; cette fomme dans l’exemple pré

cédent eft 1o24, & en effet (1 + 1)"

=2 **= I O24.

Il en eft de même des autres puiſſances;

on a pour la

I.“ 1+1=2=2",

II. º 1+2+1= =2* ,

III.“ 1+3+3+1=8=2”,

IV.° 1+4+6+4+1=16=2“,

V.° 1+5+1o-+-Io+5+1=32=2',

VI.“ 1+6+1 5+2o-+-1 5+6+1=64

=2“,

VII.“ 1+7+21+35+35+2 1+7+1

=1 28=2” , &c.

347.

Une autre remarque à faire au fujet de

ces coefficiens, c’eſt qu’ils croiffent depuis

le commencementjufqu’au milieu, & qu’en

fuite ils décroiffent dans le même ordre.

* S ij
- N

{
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Dans les puiſſances paires le plus grand

coefficient eft exaćłement au milieu ; mais

dans les puiſſances impaires, on voit deux

coefficiens égaux & plus grands que les

autres qui fe trouvent au milieu, & qui

appartiennent aux termes moyens.

Quant à l’ordre de ces coefficiens, il

mérite une attention particuliere; car c’eſt

dans cet ordre même qu’on trouve les

moyens de les déterminer pour une puif.

fance quelconque, fans paffer par les pré

cédentes. Nous allons en donner la mé

thode, en en réſervant cependant la dé

monftration pour le chapitre fuivant.

Pour trouver les coefficiens d’une puiſ.

fance propoſée, par exemple, la feptieme,

on écrira les fraćtions qui fuivent l'une après

« l’autre :

7 6 5 4 3 2 .

* 1 2 2 3 3 2 4 º 5 ? - 6 º 7 *

. On voit dans cet arrangement que les

, numérateurs commencent par l’expofant de

j

|
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la puiffance qu’on demande, & qu’ils di

minuent fucceffivement de l’unité pendant

que les dénominateurs fe fuivent dans l’or

dre naturel des nombres, I, 2, 3, 4, &c.

Or le premier coefficient étant toujours 1,

la premiere fra&tion donne le fecond coef

ficient. Le produit des deux premieres frac

tions, multipliées l’une par l'autre, repré

fente le troifieme coefficient. Le produit

des trois premieres fraćtions repréſente le

quatrieme coefficient, & ainfi de fuite.

Ainfi le premier coefficient = 1 ; le fe

cond =#=7 ; le troiſieme =;.$=21 ;

le quatrieme =#,#-#=35 ; le cinquieme

–7 ° i 4 – - - . |- –7 6 5 4 3=#-#-## =35 ; le fixieme - 5:4 ;

=2 1 ; le feptieme = 2 1.#=7 ; le huitie

me=7.#=I.

349. . .

On a donc pour la feconde puiſſance

les deux fra&tions#-#, d’où il s’enfuit que

le premier coefficient=1 ; le fecond =#

=2 ; & le troiſieme =2.#=1.

S iij
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(

La troifieme puiſſance fournit les frac

tions ;.;...; ; donc le premier coefficient

=1; le fecond=#=3 ; le troifieme =3

.ệ=3 ; le quatrieme=?..:.#= 1.

On a pour la quatrieme puifance ces

fra&tions-ci, #.?.?.: ; par conſéquent le

premier coefficient = 1 ; le fecond :=4;

le troifieme##=6; le quatrieme#,#-#=4,
|- |- 4

& le cinquieme;.

Cette regle nous procure donc évidem

ment l’avantage de n’avoir pas befoin de

connoître les coefficiens précédens, & de

trouver au contraire fur le champ, pour

une puifance quelconque, les coefficiens

qui lui font propres.

Ainfi pour la dixieme puifance on écrira

les fraćtions :, :, #, # . #, #, #, #, ; ;

#, moyennant quoi l'on-trouve

le premier coefficient = 1,

le fecond =:= i o, a .4 3
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le troifieme = 1 o.:=45,

le quatrieme =45#= i zo, *

le cinquieme = 1 2o.#=2 Io,

le fixieme =21o := 2; 2,

le ſeptieme = 25 2.;= 2 Io,

le huitieme =21o.;= 12o,

le neuvieme = I zo.#=45, -

le dixieme =45;=1.o, , , , , ,

le onzieme = 19.:F I •

, - - ; ! 3 5 I. *

On peut auffi écrire ces frastions telles

qu’elles font, fans en calculer la valeur,

& il eſt facile de cettę maniere d’écrire une

puiſſance quelconque de a+b, quelque

haute qu’elle foit. C’eſt ainfi que la cen

tieme puifance de a-H-b fera (a+b)**

=a"+"::.a”b+:.aº bb+"::::::a?7$? .

- - - -

1.2.3.

+":::::a” bº +, &c. d'où il eſt aifé

de conclure quelle fera la loi des termes

fuivans. -: - . , , , - »

$ $ . . . . ~ - , o

Seiy
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C H A P I T R E x I.

De la permutation des Lettres, fur laquelle

fe fonde la démonstration de la Regle

précédente. -

* 3 52 9

I on remonte à l'origine des coefficiens -

dont nous venons de nous occuper, on

trouvera que chaque terme fe préfente au

tant de fois qu’il eſt poſſible de tranfpofer

les lettres qui compoſent ce terme; ou bien,

pour nous exprimer d'une autre maniere,

que le coefficient de chaque terme eſt égal

au nómbre des permutations que fouffrent

les lettres dont ce terme eſt compoſé. Dans

la feconde puiſſance · parexemple,le terme

ab eſt pris deux fois, c’eſt-à-dire que fon

coefficient eft 2 ; & on peut en effet

changer doublement l’ordre des lettres qui

compoſent ce terme, puiſqu’on peut écrire

ab & ba ; le terme aa au contraire ne fe
|-

*

* * *
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préfente qu’une fois, parce que l'ordre des

lettres ne peut fubir aucun changement ou

permutation. Dans la troifieme puiſſance

de a-|-b, le terme aab peut s’écrire detrois

manieres différentes, aab, aba, baa; auffi

le coefficient, eft-il 3. De même dans la

quatrieme puiffance le terme a? b ou aaab,

admet les quatre difpofitions différentes,

a aab, a a ba, a baa , baaa ; c’eſt pour

quoi fon coefficient eft 4. Le terme a abb

fouffre fix permutations, aabb, abba, baba,

abab, bbaa , baab, & fon coefficient eft 6.

Il en eft de même dans tous les cas.

3 5 3.

En effet fi l’on confidere que la quatrieme

puistance, par exemple, d’une racine quel

conque compoſée même de plus de deux

termes, comme (a+b+c+d)“, fe trouve

en multipliant ces quatre faćteurs, I. a+b

+c+d; II. a+b+c+d; III. a+b+c+d;

IV. a+b+c+d; on peut voir aiſément

que chaque lettre du premier faćteur doit
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fe multiplier par chaque lettre du fecond,

enfuite par chaque lettre du troifieme, &

enfin encore par chaque lettre du qua

tf1621me. ** -

Il faut donc non-feulement que chaque

terme foit compoſé de quatre lettres, mais

auffi qu’il fe préfente ou qu'il entre dans la

fomme autant de fois que ces lettres peu

vent être diſpoſées différemment entr’elles,

d’où provient enfuite fon coefficient.

3 5 4. .

Il importe donc beaucoup ici de favoir

de combien de manieres différentes un

nombre donné de lettres peuvent être dif:

poſées entr’elles. Et il faudra dans cette re

cherche faire attention fur-tout files lettres

dont il s’agit font les mêmes ou diverfes.

Quand elles font les mêmes, il ne peut y

avoir de permutation, & c’eft auffi pour

quoi les puistances fimples , comme aº, aº,

a“, &c. ont toutes l’unité pour coefficient.
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3 5 5.

Nous fuppoferons d’abord toutes les let

tres diverfes; & en commençant par le cas,

le plus fimple, de deux lettres ou a b, nous

voyons que ce font évidemment deux tranf.

poſitions qui peuvent avoir lieu, favoir

a b, ba. - - :

Si nous avons trois lettres, abc, à con

fidérer, nous remarquons que chacune des

trois pourroit prendre la premiere place,

tandis que les deux autres admettroient

deux permutations. Car fi a eſt la premiere

lettre, on a les deux difpofitions abc, acb;

fi b eſt à la premiere place, on a les dif

poſitions bac, bca; enfin fi c occupe la pre

miere place , on a de même deux diſpo

fitions, favoir cab, cba. Et par conféquent

le nombre total des difpofitions eft 3.2=6.

Si on a quatre lettres, ab cd, chacune

peut occuper la premiere place; & dans

chacun de ces cas les trois autres peuvent

former fix difpofitions différentes, comme
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nous venons de voir. Le nombre total des

permutations eſt donc 4.6=24=4.3.2.1.

Si on a cinq lettres, a b cde, chacune

des cinq pouvant également fe trouver la

premiere, & les quatre autres fouffrirvingt.

quatre permutations, il s’enfuit que le nom

bre total des permutations fera 5.24=12o

E5-4-3-2-1 •

3 56.

Quelque grand par conféquent que foit

le nombre des lettres, on voit affez que,

pourvu qu’elles foient toutes différentes,

il eſt facile de déterminer le nombre de

toutes les permutations, & qu’on pourra

faire ufage de la table fuivante:

«.

*

| 1
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Nombre des Lettres: Nombre des Permutations:

I.————— ī F I

II.– 2. I F 2.

III.— 3.2.1 = 6.

IV.– 4-3-2. I F 24

V. ———5.4.3.2.1 = 1 2o.

VI. —— 6.5.4.3.2.1 = 72o.

VII. — 7.6.5.4.3.2.1 = 5o4o.

VIII. — 8.7.6.5.4.3.2.1 = 4o32o.

IX. 9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 36288o.

X. Io.9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 36288oo.

3 57.

Mais comme nous l’avons infinué, les

nombres de cette table ne peuvent s’em

ployer que dans les cas où toutes les lettres

font différentes; car fi deux ou plufieurs

d’entre elles font femblables, le nombre

des permutations devient beaucoup moin

dre ; & fi toutes les lettres font les mêmes,

on n’a qu’une feule difpofition. Nous allons

donc voir comment les nombres de la table

doivent être diminués fuivant le nombre

des lettres femblables,
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358.

Quand deux lettres font données, & que

ces lettres font les mêmes, les deux difpofi

tions fe réduifent à une feule, & par confé

quent le nombre que nous avions trouvé ci

deffusfe réduit à la moitié, c’eſt-à-dire qu’il

faut le divifer par 2. Si on a trois lettres fem

blables, on voit fix permutations fe réduire

à une feule; d’où il fuit que les nombres de

la table doivent être diviſés par 6=3.2.1.

Et par une raifon femblable, fi quatre let

tres font les mêmes, il faudra divifer les

nombres trouvés par 24 ou par 4.3.2.1 &c.

Il eſt donc facile maintenant de déter

miner, par exemple, de combien de per

mutations les lettres a a abbc font fufcep

tibles. Elles font au nombre de fix, & par

conſéquent fi elles étoient toutes différen

tes, elles admettroient 6.5.4.3.2.1 permu

tations. Mais puiſque a fe trouve trois fois

dans ces lettres, il faudra divifer ce nom

bre de permutations par 3.2.1 ; & puiſque
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*

b fe rencontre deux fois, il faudra encore

divifer par 2.1 ; le nombre des permuta

tions cherché fera donc=:=5·4·3

= 6o.

3 59.

Il nous fera donc facile à préfent de dé

terminer les coefficiens de tous les termes

d’une puiffance quelconque. Nous en don

nerons un exemple für la feptieme puiſſance

(a+b)”.

Le premier terme eft a”, qui ne fe ren

contre qu’une fois; & comme tous les autres

termes ont chacun fept lettres, il s’enfuit

que le nombre de toutes les permutations

pour chaque terme feroit 7.6.5.4.3.2.1 , fi

toutes les lettres étoient diffemblables. Mais

puiſque dans le fecond terme a“b on trouve

fix lettres femblables, il faudra divifer ce

produit-là par 6.5.4.3.2.1, d'où il fuit que le

coefficient eſt =::=#.

Dans le troifieme terme a’b b., on trouve

cinq fois la même lettre a, & deux fois la
4.
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J

même lettre b ; il faut donc divifer ce nom

bre d’abord par 5.4.3.2.1 , & enfuite en

core par 2.1 ; d’où réſulte le coefficient

7.6.5.4.3.2.1 – 7:6

5.4.3.2.1.1.2T 1.2 *

Le quatrieme terme a “b” contient quatre

fois la lettre a, & trois fois la lettre b ; par

conféquent le nombre total des permuta

tions de fept lettres , doit être diviſé en

premier lieu par 4.3.2.1 , & en fecond lieu

par 3.2.1 , ou par 1.2.3, & le fecond coef

7.6.5:4:3:2:1 –7.6.5

4.3.2.1.1.2.3T 1.2.3 "

On trouvera de la même maniere:

pour le coefficient du cinquieme terme, &

ainfi des autres ; au moyen de quoi la regle

donnée plus haut fe trouve démontrée (*).

. ficient devient =

(*) Souvent auffi on tire de la théorie des Combinai

fons les regles qu’on vient de voir pour la détermination

des coefficiens des termes de la puiffance d'un binome;

c’eſt peut-être avec quelque avantage, parce que tout fe

rappqrte alors à une feule formule.

Pour indiquer d'abord en paffant la différence qui eft

entre les permutations & les combinaifons, remarquons

que dans celles-là on demande de combien de manieres

différentes, par exemplę, leş lettres qui compoſent une

36o
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36o.

Ces confidérations nous conduiſent en

core plus loin, & nous montrent auffi com

ment on doit trouver toutes les puiſſances

certaine formule peuvent changer de place, au lieu que

dans les combinaifons on demande combien de fois ces

lettres peuvent être priſes ou multipliées enſemble une

à une, deux à deux, trois à trois.

Qu’on ait, par exemple, la formule a b c, on a vu que

les lettres qui la compofent fouffrent fix permutations,

favoir abc, ach, bac, bca, cab, cba. Mais s'il s'agit des

combinaifons , je dis que fi on prend ces trois lettres

une à une, on a trois combinaifons, favoir a, b & c. Que

fi on les prend deux à deux , on a les trois combinaifons

ab, ac & b c Enfin, que fi on prend ces trois lettres

trois à trois, on a la feule combinaifon abc.

Or de même qu’on prouve que 5 choſes différentes

admettent 1.2.3.4 -- 5 permutations différentes, & que fì

de ces 5 chofes il y en a r égales, le nombre des per

mutations eft :#; on prouve auffi que 5 chofes peu

vent fe prendre r à r, le nombre ::= ::::: F'*' de fois,

ou que de ces 5 chofes on peut en prendre r d’autant

de manieres différentes. Cela fait que fi on nomme $

l'expofant de la puiſſance à laquelle on veut élever la

Tome I.



29o E L É Mr E w s

des racines qui font compoſées de plus de

deux termes (*). Nous en ferons l’appli

cation à la troifieme puiffance de a+b+c,

dont les termes doivent être formés de

binome a+b, & r. l’expofant de la lettre b.dans un terme

5.s-1.5—2 ---F

1.2.3 ----rquelconque, c’eſt toujours cette formule

qui exprime le coefficient de ce terme. Ainfi dans l’exem

ple de cet article 359 ou 5=7, on a pour le troifieme

terme a’bb, l’expofant r=2, & par conféquent le coef

- 7.6

ficient = ##.
I.2

Pour le quatrieme terme on a r= 3 & le coefficient

|-: , & ainfi de fuite. Ce font, comme on voit, les

mêmes réfultats que par les permutations.

On a des traités complets & étendus fur la théorie des

combinaifons, qu’on doit à Mestieurs Frenicle, de Mon

mort, Jacques Bernoulli , &c. Ces deux derniers ont ap

profondi cette théorie, relativement à fon grand ufage,

dans le calcul des probabilités, calcul qui mériteroit bien

qu’on en eût un traité élémentaire en françois, non

feulement à caufe des nombreufes applications qu’on en

fait aujourd’hui, mais auffi parce qu’il exerce l’eſprit plus

que tout autre, & de la maniere la plus agréable.

(*) On nomme ces racines ou ces quantités compo

fées de plus de deux termes, des polynomes, pour les

diftinguer des binomes ou des quantités complexes à deux

termes,



zo’A L C E B R E. 291

toutes les combinaifons poffibles de trois

lettres, & où chaque terme doit avoir pour

coefficient, comme ci-deflus, le nombre

de fes permutations.

La troiſieme puiſſance de (a+b+c)"

fera, fans paffer par la multiplication, a’

+3aab+3aac+3abb+6abc+ 3acc+b”

+3bbc+3bcc+c”.

Suppofons a=1 , b=1, c=1 , le cube

de 1+1+1 , ou de 3, fera

1+3+3+3+6+3+1+3+3+1=27,

Ce réfultat eftjufte & confirme la regle.

Si l’on avoit fuppoſé a= 1, b= 1 &

c=–1 , on auroit trouvé pour le cube

de 1-+-1–1 , c’eſt-à-dire de 1

1+3–3+3—6+3+1—3+3-1=1.

.:::: ****,

*******
?»,ºf

ºj:
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C H A P I T R E XII.

Du Développement des Puiſſances irration

nelles par des fuites infinies.

36 I.

Coor nous avons fait voir de quelle

maniere on doit trouver une puifance quel

conque de la racine a+b, quelque grand

que foit l’expofant, nous fommes en état

d’exprimer généralement la puiffance de

a+b, dont l'expofant feroit indéterminé

Il eſt évident que fi on indique cet expofant

par n, on aura par la regle donnée plus

haut (art. 348 & fuiv.):

(a+b)'=a^+; a**b-+#. :::a**b*-+#

&c.

362.

Que fi on demandoit la même puiffance

de la racine a-b, on ne feroit que changer
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les fignes du fecond, quatrieme, fixieme,

&c. terme , & on auroit (a–b)"=a

n n-1 n n-1 ,n-2 ,2 n n-1 m-2 an-3 13
— I a b-+#."#a — I · =-.-; (L b

;...:.….":a” bº –, &c.

363.

Ces formules font d’une utilité infigne;

car elles fervent auffi à exprimer toutes

les eſpeces de radicaux. Nous avons fait

voir que toutes les quantités irrationnelles

peuvent fe mettre fous la forme de puif

fances dont les expofans font rompus, &

que Va=3 ; Va=a, & Va=a; ?

&c. on aura donc auffi

VG-H)=(a+b), VG-H)=(a+b)
& W(a+b)=(a+b);, &c.

C’eſt pourquoi, fi l’on veut trouver la

racine quarrée de a-i-b, on n’a befoin que

de ſubstituer à l'expofant n la frastion;

dans la formule générale de l'art. 361 , &

on aura d’abord pour les coefficiens,

T iii
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* =: : :=:=–H : "=? =–3 : "=?––4

; —; ; =---: ; H=–-5; -5-=-ặ;

*-4 – Z . " - 3 – 9. |- " – „#
;-–— I; ; -g- —— II. Enfuite a" =aš

"-" – " . „”-2– I . „”-3–

=Va& a =T: ; a . === 3 a ==T=

&c. ou bien on pourra exprimer ces puif

fances de a de cette autre maniere: a"=Va;
72 72

"-" –Y“. „”-2 – “ – Va . „n-3 – “
— a 3 (l – -7 — = 3 - — H

(l (l (2

12

Va . --4 _a". Va
==; (l = ===, &c.

Cl. (l (l

364.

Cela pofé, la racine quarrée de a+ b

pourra s'exprimer de la maniere qui fuit:

V(a+b)= -

I 7 V/a I I 42 I I Va

Va+###-## bé: +:-:-: "";d d 2 * 4 * 6 (l

Si donc a eſt un nombre quarré, on

pourra affigner la valeur de Va, & par



p” A L C E B R E. 295

conféquent la racine quarrée de a+b pourra

être exprimée par une fuite infinie fans au

cun figne radical.

Soit , par exemple, a=cc, on aura

Va=es donc V(ac+b) FC+:–:

3 4

.."—4-4. &
+#.*; —: . #, &c.

C C

On voit par là qu’il n’eſt aucun nom

bre dont on ne puiffe extraire la racine

quarrée de la même maniere ; puiſque tout

nombre peut fe décompofer en deux par

ties, dont l'une foit un quarré repréfenté

par cc. Si on cherche, par exemple, la

racine quarrée de 6, on fera 6=4+ 2,

par conféquent cc=4, c=2, b=2 ; d’où

/
-« + –+ ––+ – –– &réfulte V6= 2+# 16 +: 1O24 &c.

Si on vouloit ne prendre que les deux
q

-

premiers termes de cette fuite, on auroit

1 – 5 4 25_
2; =#, dont le quarré : eſt de : plus

grand que 6 ; mais fi on confidere trois

termes on a 2 :=#, dont le quarré :256

eft encore de : trop petit. /

T iv
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366.

Puiſque dans cet exemple # approche

beaucoup déjà de la valeur vraie de V6,

nous prendrons pour 6 la quantité équiva

lente #–#..Ainſi cc=: ; c=#; =—+=
4 4 4 2. | 4 9

& calculant ſeulement les deux premiers

11

–L-LL -3
termes, nous trouvons V6=;-+#.-I

2

– 49
5 I —3.– 5– -- 4 f

=#—#,#-=#—#=#; le quarré de#
240 I

:, ne furpaffe que de

: le quarré de v/ 6.

cette fraćtion étant

- - -
–24O I I

Faiſant maintenant 6 =:–:, de
I

—12 & h––––.forte que c=# & b=– 4oo ? & ne pre

nant encore que les deux premiers termes,
- - I I

O11 d. V6=: 499–49 –H. 499–49

r= -- Iz-z-z-z ===
2o 2O

–––=": – 23o496or

196oT 196o ? dont le quarré eft=:.

Or 6 réduit au même dénominateur eft

=:; l'erreur n’eſt donc plus que de

Fog"

I
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367.

On pourra de la même maniere expri

mer la racine cubique de a-+ b par une

férie infinie. Car puiſque V(a+b)=(a+b)',

on aura dans la formule générale n=; 3

& pour les coefficiens, #= :-; :=–:
3 7 2 3

3

*-*=— : "=?=–* · * *=–H

H——-5, -I———; ; -I—— :, &c. &
* 3

quant aux puiffances de a, on auraa”=V/a;
3 3 / */

*"=Y“, **=Y“, a" ?=Y “ &c.

Cl (l (l a’

3 3

donc V(t)=V+; Yº ..., Y:CZ F =" e -–— • |O11C ( + ) a+; b (L 9 (l (Z

- 3 3

- W 5 ; Va V
+:: - b Y “ –: b4 g, &c.

|- (l a*
243 •

368.

Si donc a eft un cube , ou a=c”, on

3 •

a Va=c , & les fignes radicaux s’éva

nouiront; car on aura þ*

3 bh . b?
3 –- , " " * *-i- i –––“ –

V@ +b)=c+#. :-;. zēt šī cē. Tās cī.

H-, &c.
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369.

Voilà donc une formule, au moyen de

laquelle on pourra trouver par approxima

tion, comme on dit, la racine cubique d’un

nombre quelconque; puiſque tout nombre

peut fe partager en deux parties, comme

c’+b, dont la premiere foit un cube.

On voudroit, par exemple, déterminer

la racine cubique de 2 ; on repréfentera

2 par 1+1 , de façon que c=1 & b= 1,

par conféquent V:=i+;—;+#. &c.

les deux premiers termes de cette fuite font

I –4 64

I 5 =; , dont le cube : eſt trop grand
7

64 I O
I O 9 |- --

de:. Qu’on faffe donc 2 ==#-# , on

–4 – "º *

aura c=; 8Z b=—:, & par conféquent

3 —io

V2=#.+#.+#. Ces deux termes font
3 i 3 "º

9

#– i=2, dont le cube eſt : . Or a
3 72 72 373248

– 746496 |- 3 - 7o75 -

=#::, ainfi l'erreur eſt : . Et voilà
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|

comment on pourra approcher toujours da

vantage, & d’autant plus vîte qu’on pren

dra un plus grand nombre de termes (*).

(*) M. Halley a donné dans les Tranfastions philoſo

phiques de 1694 une méthode très-belle & très-générale

pour extraire par approximation les racines d'un degré

quelconque. Monfieur Halley prouve qu’on a générale

ment VITI= m-2 – +–** – .
41 +b = :E: a+ (EETJE - L (mm – m)a"-217

Ceux qui ne feront pas à portée de confulter les Tran

fastions philoſophiques, trouveront des éclairciffemens fur

la formation & fur les ufages de cette formule, dans la

nouvelle édition des Leçons élémentaires de Mathématiques

de M. l’Abbé de la Caille, publiées par M. l’Abbé Marie.

chr

eř:S 9

#-#::::::-:

ºsgº
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C H A P I T R E XIII.

Du Développement des Puiſſances négatives.

37o.

o Us avons fait voir plus haut qu’on

peut exprimer : par a='; on peut donc de

même exprimer : par (a+b)-"; de forte

que la fraćtion : peut être regardée com

me une puiffance de a+b, c’eſt-à-dire celle

dont l’expofant eſt –1 ; & il s’enfuit de-là

que la férie trouvée ci-deffus pour la va

leur de (a+b)” s’étend auffi à ce cas.

37 I.

Puis donc que : fignifie autant que

(a+b)T', fuppofons dans la formule citée

n=— 1 ; nous aurons d’abord pour les
|- f? n-1 – - "-2– 6.

coefficiens: :=–1; ":=-1; +=-1;

::=– 1 , &c. & enfuite pour les puif
~

|

fances de a:
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/2 - I - |- I - I

a'=aT*=: ; a"T"=a *=-r; a" *=+;
Cl

I |- |-b) * =:
72- I – –*

(Z '===', &c. ainfi (a b) a+b a

b , b b b” , b“ b’

| +–+&c. & c’eft
a* + a” a“ a' a“

la même fuite que nous avons déjà trouvée

plus haut par la divifion.

372.

I , -2 +

De plus (a+E)” étant autant que (a+b)T°,

réduifons auffi cette formule en une fuite

infinie. Il faudra pour cet effet ſuppofer

n=—2 , & nous aurons pour les coef

ficiens d’abord; =— ; ; ::: =— ; ; :::*1 2 2 2 2 3

––4 . "73——? iſ

=—; ; :=—;, &c. Et pour les puiſ

I –1 I

fances de a : a = #; a”=#; a

I - I

: ; aº * =: , &c. Nous obtenons=

I I b

-Hdonc (a+ b)T*= [III] = F –#.
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-

|

# #
3 4 !

2 • 3 • 75
3 * ##

=* . 2

=4 ; I

=5 , &c. Par conféquent nous avons

––––- b b° b'... b'

G#G=#--#-+35-4: +5:
, b’ . b6 “• *

—6: +7 a5 » &c. . "

373.

Continuons & fuppofons n=–3, nous

2 – 3 • ? 3 3
Or =2 ; " 2 • 2 •

I 3

s

3

aurons une fuite qui exprimera la valeur

I - |

deGH-F OUl de (a+b)-3. Les coefficiens

feront: #=—#; :=–#; :=— ;
I I 2 * 3 3

3 2.

- -- 6 |

::=—;, &c. & les puistances de a de
e . .” [ f!-- I I fl-2 I

viennent: a = –H-; a“ =— ; a T=-7
(l - Cl

&c. ce qui nous donne: I — *

. ce q (a+b)”T a’

2 3 4

–##.++:–1:, : : : : ?I a“ I 2 a F 1 * 2 * 3 a 6 T·E· 3 · 3 a7

I b þ* h? » B4

&c. =-: — 3 ++6+—1o= +15 =

7 8

b’ þ6 A b

— 2. I : +28: —36;=+45:n &c.
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Faifons encore n=—4, nous aurons

|- |- n. "-"- 4 |- "="––3 -

pour les coefficiens: :=—#; ":=–#;

M-2 6 .. n-3 7. |

#=—#; :=–#&c. & pour les puiſ
I I I

fances: a"=- : a"T" =--: a" *= - z :

a“ 3 a' 3 a“ 2

(Z C2

––––––4 #.+# # 2 : ¿?

GH-F-F-F-F-T-T-E-F-F-F-5F
4 2

4 5 6 7 8 — * b : b

+##-#-#-#- &c. = :: –4: + 1o:

3 b“ b’

374.

Les différens cas que nous venons de

confidérer nous mettent en état maintenant

de conclure avec certitude qu’on aura gé

néralement pour une telle puiflance néga

tive quelconque de a-1-b:

¿?– – – “ -1-2 = 772

–+=+—#. --I, +#. ::::... +:—#
(Z (l
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Et on peut, moyennant cette formule;

transformer toutes ces eſpeces de fraćtions

en fuites infinies, en fubftituant même à

m des fraćtions, afin d’exprimer des for

mules irrationnelles.

375.

Pour éclaircir encore davantage cette

matiere, nous joindrons ici les confidéra

tions qui fuivent. |

Nous avons trouvé :

I , b , b * b * , b“

+z=#-#-+:-:-+;
&c. -

Si nous multiplions donc cette fuite par

a+b, il faut que le produit foit = 1 ; &

cela fe trouve vrai, comme on va le voir,

en effećtuant la multiplication:

b’ -

—: +,

2 3 4 5

1–#+: –: +:-:--&c.
4 a” a “(l

a+b

b * b ? , b * ßº .

1—: +:--: +:-: + &c.

+:
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, , , b” , b’ b“ i b’

+:–#.+#--#.+#F–&c.

I

376.

- I

Nous avons trouvé auffi ––=---OllS dV " (=#F 4 4

b , abb Abº b“ 6 b’ s»

–#+:-:-+:--:-&c. Si(l (! (l Cl

on multiplie donc cette fuite par (a+b)”,

il faut que le produit foit pareillement=1.

Or (a+b) =aa+2ab+bb, voici donc

le plan de l’opération:

, 2 b bb 4 b’ ; b.* 6 b’

== Taf +? – *"---"a’

|

5

a“ (l (Z (l

&c. -

|- aa+2ab+bb

2 b? },“ 6 b’ -

1–#+:-:-+: —:-+&c.

6 b? 8 b“ , 1 o bº
** –“ -1-:— —

a dá + a’ a“ + a'

b? b“ b?

::-:-+: —:-+&c.(l

- &c.

1 produit que la nature de la chofe exigeoit.

Tome I. V
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z 2 bb , 3 b”

a“

377. |

Que fi l’on ne multiplioit que par a+b

F • y - I

la férie trouvée pour la valeur de(=EEJE »

il faudroit que le produit répondît à la frac

tion :r, ou fût égal à la férie trouvée ci
- 3 4 |

destis, ; –#+:–:+: &c. &d Cl (l (l Cl

c’eſt ce que la multiplication effećtive con

firmera.

, 2b bb 4 b” þ“ -

:.–: +:-:-+:- &c.

a+b . \,

, at , 3 bb 4 b” , 5 bº

:-:+:–# 4 +:- &c.(l

h“

—:- &c.| +:–#+

—II–III.

:—i.+#—; +: - &c.

>>*<<
G:AP

||

CVRG»
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S E C T I O N T R O I SIE ME.

Des Rapports & des Proportions.

=4

CHAP IT RE PREMIER.

Du Rapport arithmétique, ou de la différence

entre deux Nombres.

378.

E U x grandeurs font ou égales l'une

à l’autre, ou elles ne le font pas. Dans ce

dernier cas où l’une eſt plus grande que

l'autre , on peut envifager leur inégalité

fous deux points de vue différens; on peut

demander de combien une des quantités eft

plus grande que l'autre? On peut auffi de

mander combien de fois l’une eſt plus grande

, que l'autre? Les déterminations qui for

ment les réponſes à ces deux queſtions, fe

*

- V ij
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nomment toutes deux des rapports ou des

raifons; on a coutume de nommer la pre

miere rapport arithmétique, & la feconde

rapport géométrique , fans cependant que

ces dénominations ayent aucune liaifon

avec la chofe même ; c’eſt arbitrairement

qu’elles ont été adoptées.

379.

On s’imagine bien fans doute qu'iłfaut

que les grandeurs dont nous parlons foient

d’une même eſpece, puiſque fans cela on

ne pourroit rien déterminer au fujet de leur

égalité ou de leur inégalité. Il feroit ab

furde, par exemple, de demander fi deux

livres & trois aunes font des quantités éga

les ? C’eſt pourquoi dans ce qui va fuivre

il ne peut être queſtion que de quantités

d’une même eſpece ; & comme elles peu

vent toujours être affignées en nombres,

ce n’eſt auffi, comme nous en avons averti

dès le commencement, que des nombres

dont nous traiterons.
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38o.

Quand on demande donc de deux nom

bres donnés, de combien l'un eſt plus grand

que l’autre, la réponſe à cette queſtion

détermine le rapport arithmétique de ces

deux nombres. Or puiſque cette détermi

nation fe fait en indiquant la différence des

deux nombres, il s’enfuit qu’un rapport

arithmétique n’eſt autre chofe que la dif

férence entre deux nombres. Et comme

ce mot de différence nous paroît une ex

prefion plus propre, nous réferverons celles

de rapport ou raiſon , pour exprimer les

rapports géométriques.

38 I. ·

La différence entre deux nombres fe

trouve, comme on fait, en fouftrayant le

plus petit du plus grand; rien de plus facile

par conſéquent que de réfoudre la queſtion,

de combien l'un eſt plus grand que l’autre.

Et dans le cas donc où les nombres font

. V iij
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égaux, la différence étant nulle ou zéro,

fi l’on demande de combien un des nom-

bres eſt plus grand que l'autre, on répon

dra, de rien. Par exemple, 6 étant= 2.3,

la différence entre 6 & 2.3 eſt o.

382.

Mais lorſque les deux nombres ne font

pas égaux, comme 5 & 3, & qu’on de

mande de combien 5 eſt plus grand que 3 ,

la réponſe eſt, de 2 ; & elle fe détermine

en fouftrayant 3 de 5. De même 1 5 eft

plus grand que 5, de 1o ; & 2o furpafle 8

de 12. -

383.

Nous avons donc trois chofes à confi

dérer ici: 1°. le plus grand des deux nom

bres; 2°. le plus petit, & 3°. la différence.

Et ces trois quantités ont entr’elles une liai

fontelle, que deux des trois étant données,

elles déterminent toujours la troifieme.

Soit le plus grand nombre =a, le plus

petit =b , & la différence =d; on trou

*
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vera la différence den fouffrayant b de a,

de façon que d=a–b ; d’où l’on voit

comment a & b étant donnés on peut trou

ver d.

384.

Mais fi c’eſt la différence qui eſt donnée

avec le plus petit des deux nombres, ou b,

ce fera le nombre plus grand qu’on pourra

déterminer, favoir en ajoutant enfemble la

différence & le nombre plus petit, ce qui

donne a=b+d. Car fi on ôte de b+d

le moindre nombre b, il refte d, qui eft

la différence connue. Soit le moindre nom

bre = 1 2 , la différence = 8, le nombre

plus grand fera = 2o. -

385.

Enfin fi outre la différenced le plus grand

nombre a eft donné, on trouve l’autre nom

bre b en fouftrayant la différence du plus

grand nombre, ce qui fait qu’on a b=a—d.

Car fi j’ôte le nombre a—d du nombre.

V iv
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plus granda, il reſte d, qui eſt la différence

donnée.

386.

La liaifon entre ces trois nombres a, b, d

eft donc telle qu’on en tire les trois dé

terminations fuivantes : 1º. d= a– b ;

2°. a=b+d); 3°. b=a–d ; & fi une

de ces trois comparaiſons eft juſte, il faut

néceffairement que les deux autres le foient

auffi. Donc en général fi {= x+y, il

faut abſolument quey={-x & x={-y.

387.

Il eſt à remarquer au fujet de ces raifons

arithmétiques, que fi l’on ajoute aux deux

nombres a & b un nombre c pris à volonté,

ou qu’on l'en fouftraie, la différence refte

la même. C’eſt-à-dire que fi d eſt la dif

férence entre a & b , ce nombre d fera

auffi la différence entre a+c & b+c, &

entre a–c & b–c. Par exemple, la dif

férence entre les nombres 2o & 1 2 étant 8,
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cette différence reftera la même, quelque

nombre qu’on ajoute à ces nombres 2o

& 1 2, & quelque nombre qu’on en re

tranche.

388.

La preuve en eft évidente. Car fi a–b

=d, on a auffi (a+c) –(b+c)=d; & ·

de même (a-c)—(b–c)=d.

389.

Si on double les deux nombres a & b ,

la différence deviendra double auffi. Ainfi

quand a—b=d, on aura 2a—2b=2d;

& en général na– nb=nd, quelque nom

bre qu’on prenne pour n.

$\.){3

4è.
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=

C H A P I T R E I I.

Des Proportions arithmétiques.

39O.

- Lorsque deux rapports arithmétiques

font égaux, cette égalité fe nomme une

proportion arithmétique.

Ainſi quand a–b=d & p—q=d, de

forte que la différence eſt la même entre

les nombres p & q, qu’entre les nombres

a & b, on dit que ces quatre nombres for

ment une proportion arithmétique ; on

l’écrit a–b=p—q, & on indique claire

ment par là que la différence entre a & á

eft égale à la différence entre p & q.

39 I.

Une proportion arithmétique confifte

donc dans quatre termes, qui doivent être

tels, que fi on fouftrait le fecond du pre

mier, le reſte fe trouve le même qu’en
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ſouftrayant le quatrieme du troiſieme. Ainfi

ces quatre nombres 12, 7, 9 , 4 forment

une proportion arithmétique, parce que

12-7=9–4 (*).

392. -

. Quand on a une proportion arithméti

que comme a—b=p—q, on peut faire

changer de place au fecond & au troi

fieme terme, en écrivant a–p=b–q ;

cette égalité ne fera pas moins vraie. Car

puiſque a-b=p—q, qu’on ajoute d'abord

b des deux côtés, on aura a=b+p—q.

Qu’on fouftraie enfuite p des deux côtés,

on aura a—p=b–q.

Ainfi, comme i 2—7=9—4, on a auffi

I 2—9=7—4.

393.

On peut auffi dans toute proportion arith

métique, mettre le fecond terme à la place

/

(*) Pour défigner que ces nombres font une telle pro

portion, quelques-uns les écrivent ainfi: 12.7: 9.4.
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du premier, fi on fait en même temps une

tranſpoſition pareille du troifieme & du

quatrieme. C'eſt-à-dire que fi a–b=p—q,

on aura auffi b—a=q—p. Car b–a eft

la négative de a-b, & de même q–p

eft la négative de p— q. Ainfi, puiſque

I 2—7=9–4, on a pareillement 7–1 z

=4-9. |

394- -

Mais la propriété principale d’une pro

portion arithmétique quelconque eſt celle

ci: que la fomme du fecond & du troifieme

terme eſt égale conftamment à la fomme

du premier & du quatrieme terme. Cette

propriété, à laquelle il faut bien faire at

tention, s'exprime auffi de cette façon : la

fomme des moyens eſt égale à la fomme

des extrémes. Aínfi, comme i 2—7=9–4,

on a 7+9=12+4; & en effet la fomme

eft 16 de part & d'autre. -
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395.

Soit, pour démontrer cette propriété

principale , a-b=p—q; fi on ajoute de

part & d’autre b+q, on a a+q=b+p 3

c’eſt-à-dire que la fomme du premier &

du quatrieme terme eſt égale à la fomme

du fecond & du troifieme. Et réciproque

ment, fi quatre nombres, a, b, p, q, font

tels que la fomme du fecond & du troi

fieme eſt égale à la fomme du premier &

du quatrieme, c’eſt-à-dire que b+p=a+q,

on en conclut, fans pouvoir fe tromper,

que ces nombres font en proportion arith

métique, & que a-b=p—q. En effet,

puiſque a+q=b+p, fi on fouftrait de l’un

& de l’autre côté b+q, on obtient a-b

=p-q.

Ainfi les nombres 18, 13 , 15, 1 o étant

tels que la fomme des moyens 13 + 1 5

= 28 eſt égale à la fomme des extrêmes

18+1o=28, on eſt certain qu’ils forment

auffi une proportion arithmétique, & par

conféquent que 18—13=1 5—1 o.
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* 396.

Il eſt facile au moyen de la propriété

dont nous parlons, de réfoudre la queſtion

qui fuit : les trois premiers termes d’une

, proportion arithmétique étant donnés ,

trouver le quatrieme ? Soient a, b, p ces

trois premiers termes, & exprimons par q

le quatrieme qu’il s’agit de déterminer, nous

aurons a+q=b+p; fouftrayant enfuite a
.- 3 * - -

de part & d’autre, nous obtenons q=b+p

–a. Ainfi le quatrieme terme ſe trouve en

ajoutant enfemble le fecond & le troiſieme,

& en fouftrayant de cette ſomme le fecond.

Suppofez, par exemple , que 19, 28, 13

foient les trois premiers termes donnés, la

fomme du fecond & du troisieme eft=.41 ;

ôtez-en le premier qui eſt i 9 , il reste 2 z

pour le quatrieme terme cherché, & la

proportion arithmétique fera indiquée par

19–28=13—22, ou par 28— 19=2z

—I 3 , ou par 28-22=19—13.

|
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397.

Lorſque dans une proportion arithmé

tique le fecond terme eſt égal au troifieme,

on n’a que trois nombres , mais dont la

propriété eft telle, que le premier moins

le fecond fait autant que le fecond moins

le troifieme, ou bien que la différence entre

le premier & le fecond nombre eſt égale

à la différence entre le fecond & le troi

fieme. Les trois nombres 19, 15 , 1 1 font

de cette eſpece, puiſque 19—15=15—11.

398.

On dit de trois nombres tels que ceux-là,

qu’ils forment une proportion arithmétique

continue, & on le défigne quelquefois par

le figne -, en écrivant, par exemple ,

+ 19, 15, 1 1. On nomme auffi ces fortes

de proportions des progreſſions arithméti

ques, fur-tout s’il y a un plus grand nombre

de termes qui fe fuivent conformément à

la même loi.

*

-
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*

Une progreffion arithmétique peut être

ou croiſſante ou décroiſſante. La premiere

dénomination lui convient quand les termes

vont en augmentant, c’eſt-à-dire, quand

le fecond furpaffe le premier, & que le

troiſieme furpaffe d’autant le fecond, com

me ces nombres-ci, 4, 7, 1 o. La progref

fion décroiffante eſt celle où les termes vont

toujours en diminuant de la même quan

tité, tels font les nombres 9, 5 , 1.

399. :

Suppofons que les nombres a, b, c foient

en progreſſion arithmétique, il faut que

a-b=b–c, d’où il fuit, à caufe de l’éga

lité de la fomme des extrêmes & de celle

des moyens, que 2b=a+c; & fi on fouſ

trait a de part& d’autre, on ac=2b—a.

4OO.

Ainſi quand les deux premiers termes,

a, b, d’une progreffion arithmétique font

donnés, on trouve le troiſieme, en ôtant

le
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le premier du double du fecond. Soient

1 & 3 les deux premiers termes d’une pro

greffion arithmétique, le troiſieme fera

=2.3—1=5. Et ces trois nombres I, 3, 5

donnent la proportion 1—3=3—5.

}

4o1.

On peut, en fuivant la même voie, aller

plus loin & continuer la progreffion arith

métique auffi loin qu’on voudra: on n’a

qu'à chercher le quatrieme terme moyen

nant le fecond & le troiſieme, de la même

maniere qu’on a déterminé le troiſieme au

moyen du premier & du fecond, & ainfi

de fuite. Soit a le premier terme, & b le

fecond , le troifieme fera = 2b–a, le

quatrieme =45—2a—b=3b–2a, le cin

quieme 6b–4a-2b+a=4b-3a, le fi

xieme =8b–6a–3b-+-2a=5b—4a, le

feptieme = 1ob-8a-4b+3a=6b—5a.

*#*

Tome I. X
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C H A P I T R E I I I.

Des Progreſſions Arithmétiques.

4O2.

Nous avons infinué qu’on nomme pro

greſſion arithmétique une fuite de nombres

compoſée d’autant de termes qu’on veut,

lefquels croiffent ou décroiffent toujours

d’une même quantité.

Ainfi les nombres naturels écrits par or

dre, comme 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,

9, 1 o, &c. forment une progreffion arith

métique, parce qu’ils augmentent toujours

de ľunité; & la fuite 25, 22, 19 , 16,

13 , 1o, 7, 4, 1 , &c. eft auffi une telle

progreffion, puiſque ces nombres dimi

nuent confiamment de 3.

4O3.

Le nombre ou la quantité dont les termes

d'une progreffion arithmétique deviennent

/*
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plus grands ou plus petits, fe nomme la

différence. Ainſi quand le premier terme eft

donné avec la différence, on peut conti

nuer la progreffion arithmétique auffi loin

qu’on voudra. Soit, par exemple, le pre

mier terme = 2 , & la différence =3 »

on aura la progreſſion croiffante qui fuit:

2, 5, 8, 1 1 , 14, 17, 2o, 23, 26, 29, &c.

où chaque terme ſe trouve en ajoutant la

différence au terme précédent.

4O4.

On a coutume d'écrire les nombres na

turels, 1 , 2, 3, 4, 5, &c. au-deffus des

termes d’une telle progreffion arithmétique,

afin qu’on reconnoiffe d’abord le rang où

un terme quelconque fe trouve être dans

la progreſſion. On peut nommer ces nom

bres écrits au - deffus des termes, des in

dices ; ainfi l’exemple cité s’écrira comme

il fuit:

Indices , 1,2,3, 4, 5 , 6, 7, 8, 9, 1o

Prog, arithm. 2,5,8,1 1, 14, 17, 2o,23,26,29

X ij
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&c. où l’on voit que 29 eſt le dixieme

terme.

4O5.

Soit a le premier terme, & d la diffé

rence, la progreffion arithmétique conti

huera dans cet ordre:

I 2 3 4 5 6 7

a,a+d,a+2d,a+3d,a+4d,a+5d,a+6d, &c.

par lequel on voit qu’il eſt facile de trou

ver auffi-tôt un terme quelconque de la

progreffion, fans qu’il foit néceffaire de

connoître tous les termes précédens, &

uniquement par le moyen du premier terme

a & de la différence d. Par exemple, le

dixieme terme fera =a+9d, le centieme

terme =a+99d., & en général le terme

n quelconque fera =a+(n-1)d.

4O6.

Lorſqu’on s'arrête en quelqu’endroit de

la progreſſion, il eſt effentiel de faire at

tention au premier & au dernier terme,
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& l'indice du dernier indiquera le nombre

des termes. Si donc le premier terme =a,

la différence=d, & le nombre des termes

=n, on a le dernier terme=a+(n-1)d,

lequel fe trouve par conféquent en mul

tipliant la différence par le nombre des ter

mes moins un, & ajoutant à ce produit le

premier terme. * *

Suppofez, par exemple, une progreffion

arithmétique de cent termes, dont le pre

mier =4, & que la différence foit =3,

le dernier terme fera=99.3+4=3o1.

: : 4O7.

Lorſqu’on connoît le premier terme a &

le dernier 7, avec le nombre des termes

=n, on peut trouver la différence d. Car

puiſque le dernier terme z=a+(n-1)d,

fi on fouftrait de part & d’autre a, on ob

tient 7–a=(n–1)d. Ainfi en fouftrayant

le premier terme du dernier, on a le produit

de la différence multipliée par le nombre

des termes moins 1. On n'aura donc qu’à

X iij
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divifer {—a par n–1 pour obtenir lavaleur

cherchée de la différence d, qui fera=#.

Ce réſultat fournit cette regle: on fouftrait

le premier terme du dernier terme, & on

divife le refte par le nombre des termes

diminué de l’unité, le quotient eſt la dif

férence; par le moyen de laquelle on eft

en état enfuite d’écrire toute la progreffion,

408,

Suppofons, par exemple, une progref.

fion arithmétique de neuf termes, dont le

premier foit = 2 , & le dernier =26 , &

qu'il s’agiffe de trouver la différence. Il

faudra donc fouftraire le premiér terme z

du dernier 26 & divifer le reſte, qui eft

24, par 9-1 , c’est-à-dire par 8 ; le quo

tient 3 fera égal à la différence cherchée,

& la progreffion entiere fera: , :, :, :

- 1 2 3 4 5 6 7 - 8 9

- 2 , 5 , 8, 1 1 , 14, 17, 2o, 23; 26. i

a Suppofons, pour donner un autre exem

ple, que le premier terme foit =1 ; le

-

|
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dernier =2, le nombre des termes = 1 o,

& qu’on demande la progreffion arithmé

tique qui répond à ces fuppoſitions, nous

aurons auffi-tôt pour la différence ==;,

& de-là nous conclurons que la progreſion

eft:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o
' _ 8

H. I 2 I 3. 6

I » I 5, 15, 1; 9

Autre exemple. Soit le premier terme

=2;, le dernier= 12;, & le nombre

des termes =7 , on aura la différence

I I I

I 2 : — 2 -- I O 7 6 -

*—+= **=:=1;, & par con
. 7— I 6

A

féquent la progreffion:

1 2 3 4 5 6 7
I I 13 5 I 29 I

25 , 45g » 5 #, 7# , 95, 1 o 5%, I 2;

4O9. · ·:

Maintenant fi les données font le pré
|- **a |- |

mier terme a, le dernier terme H & la dif

férence d, elles font trouver le nombre

des termes n. Car puiſque {—a=(n-1)d,

en divifera des deux côtés par d, & on aura

4 5 7

3 I ; ; IȘ, I 3 15 » 15 » 2.

**

X iy
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*#*=n–1. Or n étant de 1 plus grand

que n–1, on a n=4: + 1 ; par confé

quent le nombre des termes fe trouve en

divifant la différence entre le premier &

le dernier terme, ou {—a, par la diffé

rence de la progreſſion, & en ajoutant,

l’unité au quotient ::. -

Soit, par exemple , le premier terme

=4, le dernier = 1 oo , & la différence

=12, le nombre des termes fera:“+1;12.

& voici quels feront ces neuf termes :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 .

4, 16, 28, 4o, 52, 64, 76, 88, Ioo.

Si le premier terme=2, le dernier =6,

& la différence =1;, le nombre des ter

mes fera#+ 1=4, & ces quatre termes
| 3

-

feront |

- - I 2 3 4
- * I 3.

: -- 2, 3; , 4; » 6.

Soit encore le premier terme=3;, le

dernier =7;, & la différence = 1; , la
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nombre des termes fera = złHii+ 1

9

=4; & voici ces quatre termes:

3;, 4;, 6;, 7;.

4IO.

Mais il faut obferver que le nombre des

termes devant être néceffairement un nom

bre entier, fi on n’avoit pas trouvé un tel

nombre pour n dans les exemples de l’ar

ticle précédent, les queſtions auroient été

abfurdes. -

Toutes les fois donc qu’on ne trouvera

pas un nombre entier pour la valeur de

#, il fera impoſible de réſoudre la queſ

tion ; & par conféquent pour que ces fortes

de queſtions foient poffibles, il faut que

7-a foit diviſible par d.

41 I.

On conclura de ce que nous avons dit,

qu’on a toujours quatre quantités ou élé

mens à confidérer dans une progreſſion

arithmétique:

*



33o E L É Mr E w s

I. le premier terme a,

II. le dernier terme (,

III. la différence d,

IV. le nombre des termes n.

Et les rapports de ces quantités les unes

aux autres font tels, que fi on en connoît

trois, on eſt en état de déterminer la qua

trieme; car: . |- -

I. Si a , d & n font connus, on a {=a

+(n— 1)d.

II. Si ; , d & n font connus, on a a= {

–(n— 1 ) d.

III. Si a, z & n font connus, on a d=##.

– K -:3

IV. Si a, # & d font connus, on a n=3:

+ 1.

:

*

.::::::::

* *
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-i

C H A P I T R E IV.

De la Sommation des Progreſſions

arithmétiques.

4 I 2.

ON a fouvent befoin auffi de prendre

la fomme d’une progreffion arithmétique.

On la trouveroit en ajoutant enfemble tous

Mes termes ; mais comme cette addition

feroit très - prolixe, quand la progreffion

confifte en un grand nombre de termes,

on a imaginé une regle, par le fecours de

laquelle on trouve très facilement la fomme

dont nous parlons.

4 I 3.

Nous confidérerons d'abord une progref.

fion de cette efpece qui foit donnée, &

telle que le premier terme =2, la diffé

rence =3, le dernier terme =29, & le

nombre des termes = 1 o: -

*
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o

2, 5, 8, I I , 14, 17, 2o, 23 , 26, 29

Nous voyons que dans cette progreffion

la fomme du premier & du dernier terme

=31 ; la fomme du fecond & du pénul

tieme =3 1 ; la fomme du troifieme & de

l’antépénultieme =31 , & ainfi de fuite ;

& nous en conclurons que la fomme de

deux termes quelconques également éloi

gnés l'un du premier & l’autre du dernier

terme, eft toujours égale à la fomme du

premier & du dernier terme.

4I4- *

Il eſt facile d’en faifir la raifon. Car fi

nous fuppofons le premier terme =a , le

dernier=;, & la différence=d, la fomme

du premier & du dernier terme eft=a+{ ;

& le fecond terme étant =a+d& le pé

nultieme =ţ–d, la fomme de ces deux

termes eft auffi=a+{. Enfuite le troifieme

terme étant a+ 2d., & l’antépénultieme

={-2d, il eſt clair que ces deux termes
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ajoutés enfemble font auffi a+7. On dé

montrera la même chofe de tous les autres.

4I 5.

Pour parvenir donc à déterminer la fom

me de la progreffion propoſée on écrira

deffous, terme pour terme, la même pro

greffion prife à rebours, & on fera l'ad

dition des termes correſpondans, comme

il fuit: -

2 +5 +8 + 1 1+14+17+2o+23+26+29

29+26+23+2o-+17+14+1 1 + 8+ 5 + 2

3 1 +3 i +3 1 +3 1 +3 1+3 \ +3 1 +3 1 +3 1 +3 I

. Cette fuite de termes égaux eft évidem

ment égale au double de la fomme de la

progreffion propoſée ; or le nombre de

ces termes égaux eſt Io, comme dans la

progreffion, & leur fomme, par confé

quent, =1o.3 1=3 Io. Ainfi, puiſque cette

fomme eſt le double de la fomme de la

progreffion arithmétique, il faut que cette

fomme cherchée foit = 1 5 5.
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- 4I 6.

Si on procede de la même maniere å

l’égard d’une progreffion arithmétique quel

conque, dont le premier terme foit = a ,

le dernier = {, & le nombre des termes

=n ; en écrivant fous la progreffion doa

née la même progreffion en rétrogradant,

on aura, en faifant l’addition terme à terme,

une fuite de n termes , dont chacun fera

=a+7; la fomme de cette fuite fera par

conſéquent =n(a+7), & elle fera le

double de la fomme de la progreffion arith

métique propoſée ; celle-ci fera donc
–”(a+x)
--e

4I 7.

Ce réfultat fournit une méthode facile

pour trouver la fomme d'une progreſſion

arithmétique quelconque; elle fe réduit à

cette regle:

Multipliez la fomme du premier & du

dernier terme par le nombre des termes,
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la moitié du produit indiquera la fomme

de toute la progreſſion.

Ou, ce qui revient au même, multipliez

la fomme du premier & du dernier terme

par la moitié du nombre des termes.

Ou bien, multipliez la moitié de la fom

me du premier & du dernier terme par le

nombre total des termes. Ces deux manieres

d'énoncer la regle, donnent également la

fomme de la progreffion.

418.

Il fera néceffaire d’éclaircir cette regle

par quelques exemples.

Soit d'abord la progreffion des nomb:es

naturels, 1, 2, 3 &c. juſqu’à Ioo, dont

il s’agiffe de trouver la fomme. Celle-ci
ICO. I o I

fera par la premiere regle ="#:## = 5o

• I o I=5o5o.

Si on demande combien de coups une

horloge fonne en douze heures? il faudra

ajouter enfemble les nombres 1 , 2 , 3 juf

qu’à 1 2 ; or cette fomme fe trouve fur le
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champ =::=6.13=78. Que fi fon

vouloit favoir la fomme de la même pro

greffion continuée jufqu’à 1ooo, on trou

veroit 5oo5oo ; & la fomme de cette pro

greſſion, continuée juſqu'à 1oooo, feroit

5.ooo 5.ooo.

4 I 9.

Autre question. Quelqu'un achete un che

val, fous la condition que pour le premier

clou il payera 5 fous, pour le fecond 8,

pour le troifieme 1 1 , & pareillement tou

jours 3 fous de plus pour chacun des fui

vans: le cheval a 3 2 clous, on demande

combien il coûtera à l’acheteur ?

On voit qu’il s’agit ici de trouver la fom

me d’une progreffion arithmétique, dont

le premier terme eft 5, la différence=3,

& la fomme des termes = 32. Il faut donc

commencer par déterminer le dernier ter

me ; on le trouve (par la regle des arti

cles 406, 41 1) =5+31.3=98. Mainte

nant la fomme cherchée fe trouve, fans

* difficulté,
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difficulté, =::= 1o3.16 ; d'où l'on

conclut que le cheval coûte 1648 fous,

ou 82 liv. 8 f.

42O.

Soit en général le premier terme =a,

la différence=d, & le nombre des termes

=n ; & qu’il s’agiffe de trouver, par le

moyen de ces données, la fomme de toute

la progreffion. Comme le dernier terme

doit être=a+(n-1)d, la fomme du pre

mier & du dernier fera = 2a+(n-1)d.

Multipliant cette ſomme par le nombre des

termes n, on a 2na-+n(n-1)d, donc la

fomme cherchée fera =na+":".

Cette formule appliquée à l’exemple pré

cédent, où a=5, d=3, & n=32, donne

5.32 +":"+= 16o-+- 1488= 1648 ; la

même fomme qu’on avoit trouvée.

42 I.

S'il eſt queſtion d'ajouter enfemble tous

les nombres naturels depuis I juſqu’à n, on

Tome I. Y
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a pour trouver cette fomme : le premier

terme =1 , le dernier terme =n, & le

nombre des termes = n ; donc la fomme

nn+-r2 n (n+1)

- 9

2.

cherchée = 2.

Si on fait n=1766, la fomme de tous

les nombres, depuis I juſqu’à 1766, fera

=883. 1767= 156o261. -

**

422.

Soit propoſée la progreffion des nombres

impairs, 1 , 3, 5 , 7 , &c. continuée juf

qu’à n termes, & qu’on en demande la

fomme : -

Le premier terme eſt ici =1, la diffé

rence =2, le nombre des termes =n ;

le dernier terme fera donc =1+(n–1)2

=2n-1 , & par conféquent la fomme

cherchée =nn.

Tout fe réduit donc à multiplier le nom

bre des termes par lui-même. Ainfi quel que

foit le nombre des termes de cette progref:

fion qu’on ajoute enfemble, la fomme fera

toujours un quarré » favoir le quarré du
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nombre des termes. C’eſt ce que nous allons

mettre fous les yeux : . . .

Indic. I,2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1o &c.

Progreſ 1,3,5, 7, 9, 1 1, 13, 15, 17, 19 &c.

Somme, 1,4,9, 16, 25,36,49,64,8I,Ioo &c.

. . . . . 423.

Soit à préfent le premier terme = 1 , la

différence =3 , & le nombre des termes

=n, on aura la progreffion I, 4, 7, io,

&c. dont le dernier terme fera=1+(n-3)3

=3 n— 2 ; donc la fomme du premier

& du dernier terme = 3 n – 1 , & par

conféquent la fomme de cette progreſſion .
–"(3"-1)– 3"-"

=":="=":=". Si on fuppofe n=2.o, la2.

fomme eft = 1o.59=59o.

424.

Soit encore le premier terme = 1 , la

différence =d, & le nombre des termes

=n, le dernier terme fera= 1+(n-1)d.

Ajoutant le premier on a 2+(n-1)d, &

multipliant par le nombre des termes on

Y ij
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a 2n+n(n-1)d, d'où ſe déduit la fomme

n(n-1)d

de la progreffion =n+":"

... Joignons ici la petite table qui fuit:

Si d=1, la fomme eft=n+---G:9=":2. 2.

d=2 == = =* *** n+":"=nº2

---- 3n(n-1)–3nn-n

d=3 – – – – n-+-***="#*

d=4 — «msm = =*** n+“Pº=ana--
2

--- – — — — 5 n(n-1)– 5nn-3n

d=5 n+":"=": -

d=6 — — — — n+:-9=sns-an

---a, -s = º=º = 7a(a-1) –7nn–sn

=7 n+ =————

=8 – – – – n-+#.+?=4an-3

- – 9n(n-1)– 9nn–d=9 a= , s-m- *** n+2":="=": 7n

Ion(n-1)

d=1o – — — n-+-:-*=san-4

È: 24

Eš:

Fío

$23

ŠŘ
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==

C H A P I T R E V.

- -

Des Wombres figurés ou polygones.

|-
42 5.

LA fommation des progreſſions arithmě

tiques qui,commencent par 1, & dont la

différence est i ou 2 ou 3, ou quelqu’autre

nombre entier que ce foit ; cette fomma

tion, dis-je, nous conduit à la théorie

des nombres polygones, lefquels fe forment

quand on ajoute enfemble quelques termes

de l'une ou de l'autre de ces progreſſions.

. . . 426.

Sion fuppoſe la différence=r ; puiſque

le premier terme eſt conſtamment =1 , on

aura la progreffion arithmétique, 1, 2, 3,

4, 5, 6, 7, 8, 9, 1 o, i 1 , 12 , &c. Et

fi dans cette progreffion on prend la fomme

de un , de deux, de trois &c. termes, on

verra fe former cette fuite de nombres:

* <%

Y iij
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v.

1, 3, 6, 1o, 15, 21; 28, 36, 45, 55, 66 &c.

Car I=I , 1+2=3 , 1+2+3=6, 1+z

+3+4=1 o, &c.

Ces nombres on les nomme triangulaires

ou trigonaux, parce qu’on peut toujours

ranger en triangle autant de points qu’ils

contiennent d'unités, comme on va voir:

I 3 6 Io . . . . I 5 ,

|- |- - |- |- e |- • • |- : |- |- s- |

* - 4 |- |- e |- 4

4. 9 |

-

· :

2 I 3 a 28, -

A 4 º : a • • • t • • • • •

* « e � |- • • • • e

* |- • • • - --

, 427.
-

On voit dans tous ces triangles combien

chaque côté contient de points. Dans le

premier triangle il n'y a qu’un point; dans

le fecond il y en a deux ; dans le troifieme

-*
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il y en a trois; dans le quatrieme il y en

a quatre, &c. Ainfi les nombres triangu

laires, ou le nombre des points (qu’on nom

me fimplement le triangle), fe reglent fur

le nombre des points que contient le côté,

lequel nombre on nomme en un mot le côté.

C’eſt-à-dire que le troifieme nombre trian

gulaire, par exemple, ou le troifieme trian

gle, eft celui dont le côté a trois points;

le quatrieme, celui dont le côté est quatre,

& ainfi de fuite; & voici comment nous

repréfenterons cette propriété:

Cóté |- e º 9 e º • • • •

Triangle s. : • • • • • • • •

Côté - - - - - 5 • • • • •

Triangle • s s e • a � 9 e • e

a e &
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428.

Il fe préfente donc ici la queſtion, com

ment, le côté étant donné, on doit détermi

ner le triangle? Et après ce que nous avons

expoſé, nous y fatisferons facilement.

Car foit le côté =n , le triangle fera

|- 1+2+3+4+. ... n. Or la fomme de

77 72 -+- 12

cette progreffion eft = #:#; par confé

quent la valeur du triangle eft": (*).

Et fi n=1, le triangle eft = 1,

fi n=2, — — — —=3,

fi n=3, — — — —=6,2

v

fi n=4, — — — —=Io,

& ainfide fuite. Lorſque n=iod, le trian

gle fera = 5o5o.

- 429.

On nomme cette formule: , la for

mule générale des nombres triangulaires;

(*) M, de Joncourt a publié à la Haye en 1762 une

table des nombres trigonaux, qui répondent à tous les

nombres naturels depuis 1 jufqu’à 2oooo. Cės tables peu

vent être utiles pour faciliter un grand nombre d’opéra

tions arithmétiques, comme l'Auteur le fait voir dans une

Introduction fort étendue,



p” A L C E B R E. 345

parce que par fon fecours on trouve le

nombre triangulaire, ou le triangle, qui

répond à un côté quelconque indiqué par n.

On peut transformer cette formule en

celle-ci, #4:19; & cela fert même à fa

ciliter le calcul, parce que toujours un des

deux nombres n , ou n+1, eſt un nombre

pair, & par conféquent diviſible par 2.

C'eſt ainfi que fi n=12, le triangle eft

=::=6.13=78. Et que fi n=15 , le

triangle eſt ="#=15.8=12o, &c.

- 43 O.

Qu’on fuppoſe à préfent la différence

=2, on aura la progrestion arithmétique

fuivante: . . . , .

I, 3, 5, 7, 9, 1 1, 13, 15, 17, 19, 21 , &c.

dont les fommes, en prenant fücceſſive

ment un, deux, trois, quatre termes &cº

forment cette férie :

I, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, Ioo, I 2 I &c.

On nomme les termes de cette fuite,

les nombres quadrangulaires, ou plutôt

*

–*– ------- – –
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quarrés ; puiſqu’en effet cette fuite repré

fente les quarrés des nombres naturels,

comme nous les avons trouvés plus haut;

& cette dénomination leur convient d’au

tant plus, qu’on peut toujours former un

quarré du nombre de points qu'indiquent

ces termes, ainfi qu'on va le voir :
|- * ·

I 3 4 » 9 3

,

-

-

|- » 9 © e 6 © G • �

9 • s * e * e e 6 e

q 9 9 G G E

,
*

G G $

;

<

|- |- |- 36,

g G R • • • • 9

49 s. � 9 9 G $

fº � d G 9 * e

4. 49 e $ � 4 G 9

G @ � 9 9 s 9

� G 49 G 9 G G

. 43 I.
W

16,

e * *

e.

- -

*

25 »

*

:
*

. On voit ici que le côté d’un tel quarré

contient préciſément le nombre de points
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qu'indique la racine quarrée. Le côté du

quarré 25, par exemple, eſt de cinq points;

celui du quarré 36 eſt de fix points; & en

général donc, fi le côté eſt n, c’eſt-à-dire

que le nombre des termes de la progref

fion, 1 , 3 , 5 , 7 , &c. qu’on aura pris,

foit indiqué par n , on voit que le quarré,

ou le nombre quadrangulaire, fera égal à

la fomme de ces termes, ou =nii, ainfi

que nous l'avons trouvée à l'article 422.

Nous ne nous arrêterons pas davantage à

ces nombres quarrés, en ayant traité aủ

long plus haut. ·

432.

|- Faiſant maintenant la différence =3,

& prenant de la même maniere les fommes,

on obtiendra des nombres qu’on appelle

pentagones, quoiqu’on ne puiſſe plus fi bien

les repréſenter par des points (*). Ces fui

tes commencent ainfi: -

(*) Ce n’eſt pas cependant qu’on ne puiſſe austi repré

fenter par des points les polygones d'un nombre quel
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Indices, I,2, 3, 4, 5 , 6, 7, 8, 9 &c.

Prog, arith. I,4, 7, Io, 13,16,19,22, 25 &c.

Pentagone, I, 5,1 2,22,35,51,7o,92,117 &c.

les indicesindiquant le côté de chaque pen

tagone.

433

Il s'enfuit de-là que fi on fait le côté=n;

- |- m (3n-1).

1.

Soit, par exemple, n=7, le pentagone

fera =7o. Si on demande le pentagone,

dont le côté eft Ioo, on fera n=1oo, &

on aura 1495 o pour le nombre cherché. *

v.

- „ – 3"-"–

le nombre pentagone fera=::=

conque de côtés; mais la regle que j’ai remarqué qu'il faut

fuivre pour cet effet, & que je vais indiquer, me paroît

avoir échappé à tous les Algébriftes que j’ai confultés.

On commence par tracer un petit polygone régulier

qui ait le nombre de côtés qu’on demande ; ce nombre

refte conſtant pour une même fuite de nombres poly

gones, & il eit égal à 2 plus la différence de la pro

greffion arithmétique qui produit la fuite; on choifit en

fuite un des angles de ce polygone pour tirer du point

de concours autant de diagonales indéfinies qu’il eſt poffi

ble ; on prolonge de même indéfiniment les deux côtés

qui forment l'angle qu’on a adopté ; après cela on prend

ces deux côtés & les diagonales du premier polygones
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434.

Que fi l’on fuppofe la différence=4, on

parvient aux nombres hexagones, comme

on le voit dans les progreffions qui fuivent:

refpestivement autant de fois qu’on veut fur les lignes

indéfinies; on tire des points correſpondans où le compas

s’eft arrêté, des lignes paralleles aux côtés du premier

polygone, & on les partage en autant de parties égales,

ou par autant de points qu’en ont actuellement les dia

gonales & les deux côtés prolongés. Cette regle eſt gé

nérale depuis le triangle juſqu’au polygone d’un nombre

infini de côtés. Les deux figures qui fuivent fuffiront pour

en faciliter l'application.

La divifion de ces figures en triangles fournit encore -

matiere à différentes confidérations curieuſes & à des

transformations affez jolies des formules générales, par

lefquelles on voit dans ce chapitre comments’exprimentles

nombres polygones; mais je ne crois pas devoir m'y

arrêter.
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Indices, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 &c.

Prog, arith. I, 5, 9, 13,17, 21, 25, 29, 33 &c.

Hexagone, 1,6,15, 28,45,66,91,12o,153&c.

les indices montrant encore le côté de cha

que hexagone.

Ainſi quand le côté eſt n , le nombre

hexagone eft =2nn–n=n (2n-1); &

on obfervera au refte que tous les nombres

hexagones font auffi triangulaires, puiſque

en ne prenant de ces derniers que le pre

mier, le troifieme, le cinquieme &c. on

a précifément la fuite des hexagones.

436.

On trouvera de la même maniere les

nombres heptagones, octogones, ennéa

gones, &c. Nous nous contenterons de

donner encore ici le tableau des formules

générales de tous ces nombres, compris

fous le nom général de nombres polygones.

En fuppofant le côté =n, on a

+ º–a(a+1)
|- - /217

le triangle ="#"=":",
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le

le

le

le

le

- le

le

le

le

le

le

le

º

U131ff –?"" : " "= n n
quarre 2. 2

v gone =3""=" ="G"=")
2. 2 2

_4nn - 2n – |

vi gone =—— =2nn–n=n(2n-1)

–snn-3" –"G"-3)
VII gone =—— –--- »

vIII gone="#" =3nn–1n=n(3n-2)

1x gone ="#" ="{::=? 3

x gone =:::::: =4nn-3n=n(4n-3)

xi gone =”---- =22:2,

XII gone =:::::: = 5nn–4n=n(5n-4)

xx gone=::::::: =9nn–8n=n(9n-8)

xxv gone===="#" 3

m gone =(z-a):=(a-): (*).

437.

Ainfi le côté étant n, on a en généralle

(m-2)nn-(n-4)2 \

nombre m angulaire =-a ; d’où

l'on peut déduire tous les nombres poly

(*) on remarquera fans peine que cette table n’eſt

que celle de l'article 424 pouffée plus loin.
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gones poffibles dont le côté feroit n. Si on

cherchoit, par exemple, les nombres bi

angulaires, on auroit m= 2, & par con

féquent le nombre cherché =n ; c’eſt-à

dire que les nombres biangulaires font les

nombres naturels 1 , 2 , 3 , &c.

Si on fait m=3, on a le nombre trian
–– 72- /1/2

gulaire ="#.

Si on fait m=4, on a le nombre quarré

=nn, &c.

438.

Suppofons, pour éclaircir cette regle par

des exemples, qu’on cherche le nombre

xxv gone, dont le côté eſt 36; on cher

chera d'abord dans notre table le nombre

xxv gone pour le côté n ; on le trouvera
23:nn – 2 i n

=?++. Faifant enfuite n=36, on trou

vera le nombre cherché = 145 26.

* 439.

Queſtion. Quelqu’un a acheté une mai

fon, & on lui demande combien il en a

payé? Il répond que le nombre 365 gone

-
de

*
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de 12 eſt le nombre d’écus qu’il l’a ache

tée.

Afin de trouver ce nombre, on fera

m=365 & n=1 2 ; & ſubſtituant ces

valeurs dans la formule générale , on

trouvera pour le prix de la maiſon 2397o

écus (*).

(*) Le chapitre qu’on vient de lire, eft intitulé des nom

bres figurés ou polygones. On peut avoir remarqué que ce

n’eſt pas fans fondement que quelques Algébriftes diftin

guent entre nombres figurés & nombres polygones. En

effet les nombres qu’on nomme communément figurés,

dérivent tous d’une feule progreffion arithmétique , &

chaque fuite de ces nombres fe forme après cela en ajou

tant enfemble les termes de la fuite précédente. Chaque

fuite des nombres polygones, au contraire, provient d’une

progreffion arithmétique différente; cela fait qu’on ne peut

dire à la rigueur d'une feule fuite de nombres figurés,

qu’elle eft en même temps une fuite de nombres poly

gones. On s’en convaincra mieux en jetant les yeux fur

les tables qui fuivent. -

TA B L E DES NOMBRES FIGURÉS.

Nombres constans – – – – – I. I. 1. 1. 1. 1. &c.

naturels – – – – – 1.2. 3. 4. 5. 6. &c.

- triangulaires — — — 1.3. 6. 1o. 15. 21. &c.

pyramidaux — — — 1.4.1o.2o.35. 56. &c.

trianguli-pyramidaux 1.5.15.35.7o.126. &c.

Tome I. Z
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TA B L E DES NOMBRES POLYGOWES.

Diff de la progr.|Nombres

1 | triangulaires
-

- 1.3. 6.1o. 15. &c.

2 | quarrés — — — 1.4. 9.16.25. &c.

3 | pentagones — — 1.5.12.22.35. &c.

4 |hexagones — — 1.6.15.28.45. &c.

Les puiſſances forment auffi des fuites particulieres de

hombres. Les deux premieres fe retrouvent dans les nom

bres figurés, & la troiſieme dans les nombres polygo

nes; c’eſt ce qu’on va voir, en fubſtituant à a fucceffi

vement les nombres 1, 2, 3 &c.

TA B L E D E S P UVI S SA W C E S.

aº – – – – – 1. 1. 1. 1. 1. &c.

* – – – – – 1. 2. 3. 4. 5. &c.

a* — — — — — 1. 4. 9. 16. 25. &c.

a 3 – – – – – 1. 8.27. 64.125. &c.

a“ — — — — — 1. 16.81.256.625. &c.

Les Algébriftes du feizieme & du dix-ſeptieme fiecle

fe font tous beaucoup occupés de ces différentes eſpeces

de nombres & de leurs rapports entr’elles ; ils y ont

trouvé une variété finguliere de propriétés curieuſes ;

mais leur utilité n’étant cependant pas grande, on néglige

aujourd'hui, avec raifon, d'en parler beaucoup dans les

cours de Mathématiques.

$3.
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C H A P I T R E V I.

Du Rapport Géométrique.

44O.

LE rapport géométrique entre deux nom

bres contient la réponſe à la queſtion, com

bien de fois l’un de ces nombres eſt plus

grand que l'autre? On le trouve en divi

fant l'un par l’autre ; le quotient indique la

raiſon cherchée. •

* 44I.

On a donc trois chofes à confidérer icí;

1°. le premier des deux nombres propoſés,

qu’on nomme l’antécédent ; 2°, l’autre nom

bre, qu’on appelle le conſéquent ; 3°. la

raiſon des deux nombres, ou le quotient

de la diviſion de l’antécédent par le con

féquent. Par exemple, fi c’eſt le rapport

des nombres 18 & 1 2 qu’il s’agit d'indiquer,

18 eſt l'antécédent, 12 eſt le conféquent,

Z ij
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I

& la raiſon fera:= 1 ; ; d’où l’on voit

que l'antécédent contient le conféquent une

fois & demie.

442.

On a coutume d’indiquer le rapport géo

métrique par deux points, mis l’un au-deſ

fus de l’autre entre l’antécédent & le con

féquent. -

Ainfi a:b fignifie le rapport géométrique

de ces deux nombres, ou la raifon de bà a.

Nous avons déjà remarqué plus haut qu’on

fe fert de ce fiğne pour indiquer la divifion,

& c’eſt auffi pourquoi on l'emploie ici;

parce qu’afin de connoître ce rapport , il

faut qu’on diviſe a par b. La raiſon, indi

quée par ce figne, fe prononce en difant

fimplement a eſt à b.

443.

On repréfente donc l’exprefion d’un

rapport par une fraćtion dont le numéra

teur eft l’antécédent, & dont le dénomi

nateur eſt le conféquent. La clarté exige
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:

qu’on réduife toujours cette fraćtion à fes

moindres termes, ce qu’on fait, comme

nous l’avons montré plus haut, en divifant

le numérateur & le dénominateur par leur

plus grand commun diviſeur. Ainfi la frac

tion : fe réduit à :, en diviſant les deux

termes par 6. '

444

Les rapports ne different donc entr'eux

qu’en tant que leurs raifons font différen

tes; & il y a autant de différentes eſpeces

de rapports géométriques qu’on peut ima-

giner de différentes raifons. -

La premiere eſpece eſt fans contredit

celle où la raifon devient l’unité ; ce cas

arrive quand les deux nombres font égaux,

comme dans 3:3; 4:4; a:a ; la raifon eft

ici 1 , & à caufe de cela on la nomme le

rapport de l’égalité. -

Viennent enfuite les eſpeces où la raifon

eft un autre nombre entier; dans 4:2 la

raifon eft 2, & on la nomme raiſon double ;

Z iij -
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dans 12:4 la raifon eft 3 , & on la nomme

raiſon triple ; dans 24:6 la raifon eft 4,

& elle s’appelle raifon quadruple, &c.

Après ces eſpeces là viennent celles dont

les raifons s’expriment par des fraćtions,

comme 12:9 , où la raiſon eft; ou 1 #;

18:27, où la raiſon eft;, &c. On peut

même diftinguer parmi celles-ci les raifons

où le conféquent contient exaćtement deux

fois, trois fois &c. l’antécédent : tels font

les rapports 6: 1 2, 5 : 1 5 &c. dont quel

ques-uns nomment les raifons, raifons foú

doubles, foátriples, &c.

Nous ajouterons qu’on nomme raifon de

nombre à nombre, celle dont le quotient

n’eſt pas un nombre inexprimable, l'anté

cédent & le quotient étant des nombres

entiers, comme i 1:7, 8: 15 &c. & qu’on

appelle raifon irrationnelle oufourde, celle

dont le quotient ne peut s’exprimer exac

tement ni par des nombres entiers, ni par

des fraćtions, comme V à 8, 4 à V3.
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445 •

Soit à préfent a l'antécédent, b le con

féquent & d la raifon, nous favons déjà

que a & b étant donnés, on trouve d=;.

Que fi le conféquent b étoit donné avec

la raifon, on trouveroit l’antécédent a=bd,

parce que bd diviſé par b fait d. Enfin fi

l’antécédent a eſt donné & la raifon d, on

trouvera le conféquent b=#; car en di

vifant l'antécédent a par ce conſéquent;,

on trouve le quotient d, c’eſt-à-dire la

raifon. - -

446.

Tout rapport a: b reſte confiant, foit

qu’on multiplie ou qu’on divife l’antécé

dent & le conféquent par le même nom

bre, parce que la raifon reſte la même.

Soit d la raiſon de a:b, on a d=#; or la

raifon du rapport na: nb eft auffi# = d,

& celle du rapport :: eſt pareillement

=d. ;
Z iv
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447.

Quand une raifon a été réduite à fes moin

dres termes, il eft facile d’en reconnoître le

rapport & de l’énoncer. Par exempl. quand

la raifon; a été réduite à la fraction#, on

dit a:b=p:q , a:b::p: q, ce qui ſe pro

nonce, a eſt à b comme p eſt à q. Ainfi,

la raifon du rapport 6:3 étant# ou 2 , on

dira 6: 3= 2: 1. On aura de même 18: 1 2

=3:2, & 24:18=4:3, & 3o:45 =2:3

&c. Que fi la raifon ne peut s’abréger,

le rapport ne deviendra pas plus clair ; on

ne fimplifie pas en difant 9:7=9:7.

448.

On peut, au contraire, transformer quel

quefois en un rapport clair & fimple celui

de deux très-grands nombres, favoir, lorf

que la raifon fe réduit à de très-petits ter

mes. Par exemple , quand on peut dire

28844: 1 4422= 2:1 , ou I o566:7o44=3

; 2 , ou 576oo: 252oo=16:7.
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449.

Il eſt donc effentiel, pour exprimer un

rapport quelconque de la maniere la plus

claire qu’il foit poffible, de chercher à ré

duire la raifon aux plus petits nombres qu’il

fe puiſſe. Cela fe fait facilement, en divi

fant les deux termes du rapport par leur plus

grand commun divifeur. Parexemple, pour

réduire le rapport 576oo: 252oo à celui-ci,

16:7, tout confifte dans la feule opération

de divifer les nombres 576 & 252 par 36,

qui eſt leur plus grand commun diviſeur.

4 5 O.

On voit donc auffi combien il importe

qu’on fache toujours trouver le plus grand

commun diviſeur de deux nombrès donnés;

mais c’eſt ce qui demande une méthode

que nous détaillerons dans le chapitre fui

Vallt.

vÞr
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C H A P I T R E V I I.

Du plus grand commun Diviſeur de deux

Nombres donnés.

45 I.

IL eft des nombres qui n’ont d’autre com

mun diviſeur que l’unité, & quand le nu

mérateur & le dénominateur d’une fraćtion

font de cette nature, il n’eſt pas pofible

de la réduire à une forme plus commode.

On voit, par exemple, que les deux

nombres 48 & 35 n’ont pas de commun

diviſeur, quoique chacun ait fes diviſeurs

en particulier. C’eſt pourquoi on ne peut

exprimer plus fimplement le rapport 48:35,

parce quefa divifion de deux nombres par i

ne les rend pas plus petits.

452.

Mais lorſque les deux nombres ont un

commun diviſeur, on le trouve, & même
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le plus grand qu’ils aient, par la regle fui

Vante :

Il faut divifer le plus grand des deux

nombres par le plus petit ; on divifera en

fuite par le réidu le diviſeur précédent;

ce qui reſte dans cette feconde divifion »

fervira après cela de diviſeur pour une troi

fieme divifion, dans laquelle le réfidu ou

le diviſeur précédent fera le dividende, &

on continuera de la même manière juſqu'à

ce qu’on arrive à une divifion fans refte;

le diviſeur de cette divifion , & par con

féquent le dernier diviſeur, fera le plus

grand commun diviſeur des deux nombres

donnés.

Voici cette opération pour les deux nom

bres 576 & 252 :

252 || 576||2

5O4 *

72 | 252 | 3

2 1 6 ||

T36||72
^

\,

2

O•
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Ainfi le plus grand commun diviſeur eft

ici 36.

453.

Il fera bon d’éclaircir encore cette regle

par quelques autres exemples.

Suppofons qu’on cherche le plus grand

commun diviſeur des nombres 5o4 & 3 I2,

O11 dUlfa : |- »

3 I2 || 5O4 | I *

3 1 2

I 92 || 3 I2

I 92 | I

72 || I 2o| 1

72

T48 72 | 1

48

24 48 | 2

48

To.

Ainfi 24 eſt le plus grand commun divi

feur, & par conféquent le rapport 5o4:312

fe réduit à la forme 21:13.
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454.

Soit donné le rapport 625: 529, & qu’on

cherche le plus grand diviſeur commun en

tre ces deux nombres:

| 529||625 | 1

| 529

96 || 529 | 5

48o

49 | 5 | I - ---- -**

|49.

"|: I

| 47

2 | 47 | 23

46

TIT 2 | 2

2

To.

Donc I eft ici le plus grand commun

diviſeur, & par conféquent on ne peut ex

primer la raifon 625: 529 par des nombres

plus petits, & la réduire à de moindres

ÍCÍ ÍTICS.
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4 5 5.

Il fera néceffaire à préfent de donner auffi

la démonftration de cette regle. Suppofons

pour cela que a foit le plus grand & b le

plus petit des nombres donnés, & que d

foit un de leurs communs diviſeurs, on com

prendra d’abord que a & b étant divifibles

par d, on pourra auffi divifer par d les quan

tités a — b, a— 2b, a— 3b, & en général

a— nb.

456.

Le réciproque n’eſt pas moins vrai ; c’eſt

à-dire que fi les nombres b & a–nb font

diviſibles par d, le nombre a fera austi di

vifible par d. Car nb pouvant être diviſés

par d, on ne pourroit divifer a—nb par d,

fi a n'étoit pas diviſible de même pard.

457.

Nous remarquerons de plus que fi d eft

le plus grand commun diviſeur des deux

nombres b & a- nb, il fera auffi le plus
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grand commun diviſeur des deux nombres

a & b. Car fi, pour ces nombres a & b,

un diviſeur commun plus grand que d pou

voit avoir lieu, ce nombre feroit auffi un

diviſeur commun de b & a–nb, & par con

féquent d ne feroit pas le plus grand divi

feur de ces deux nombres. Or nous venons

de fuppofer d le plus grand diviſeur com

mun à b & à a–nb ; donc il faut que d foit

auffi le plus grand commun diviſeur de a

& de b.

458.

Ces trois chofes étant poſées, diviſons,

fuivant la regle, le plus grand nombre a par

le plus petit b; & ſuppofons le quotient=n,

nous aủrons le réfidu a—nb, qui ne peut

qu’être plus petit que b. Or ce refte a–nő

ayant le même plus grand commun divi

feur avec b que les nombres donnés a & b,

on n’a qu’à recommencer la divifion, en

divifant le diviſeur précédent b par ce ré

fidu a–nb, le nouveau réſidu qu’on ob
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tiendra, aura encore, avec le diviſeur pré

cédent, le même plus grand commun di

viſeur, & ainfi de fuite.

Onem: de la même ma

niere, jufqu’à ce qu’on parvienne à une di

vifion fans refte, c’eſt-à-dire où le réfidu

foit zéro. Soit p ce dernier diviſeur, con

tenu exaćtement un certain nombre de fois

- dans fon dividende ; ce dividende fera

donc diviſible par p, & aura la forme mp;

ainfi ces nombres p & mp font tous les deux

diviſibles par p, & il eſt sûr qu’ils n’ont

pas de plus grand commun diviſeur, parce

qu’aucun nombre ne peut être diviſé réel

lement par un nombre plus grand que lui

même. Par conféquent c’eſt auffi ce dernier

diviſeur qui eſt le plus grand commun di

vifeur des nombres propoſés a & b, & voilà

la démonftration de la regle prefcrite.

- 46o.

Mettons ici encore un exemple de la

même regle, en cherchant le plus grand

COIIl IIlUlIR
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commun divifeur des nombres 1728 &

23o4. Voici l’opération:

1728 || 2 3o4 | 1

1728

576 :::::
1728

O.

Il s’enfuit de-là que 576 eſt le plus grand

commun diviſeur, & que le rapport 1728

: 23o4 ſe réduit à celui-ci, 3:4 ; c’eſt-à

dire que 1728 eſt à 23o4 tout comme 3

eft à 4.
-

C H A P I T R E V I I I.

Des Proportions Géométriques.

46 I.

DEUx rapports géométriques font égaux

lorſque leurs raifons font égales. Cette éga

lité de deux rapports fenomme unepropor-

tion géométrique ; & on écrit, par exemple,

a:b=c:d ou a:b:c:d, pour indiquer que

Tome I. A a
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le rapport a:b eft égal au rapport c:d ; mais

on exprime plus fimplement la fignification

de cette formule, en difant a eſt à b comme

c à d. Une telle proportion eft celle-ci,

8:4=I 2: 6; car la raifon du rapport 8:4

eft;, & c’eſt auffi la raiſon du rapport

1 2 : 6.

462.

Ainfi a:b=c:d étant une proportion

géométrique, il faut qu’une même raifon

ait lieu des deux côtés, & que #=#; &

réciproquement fi les fraćtions # & # font

égales, on a a:b=c:d.

463.

Une proportion géométrique confifte

donc en quatre termes, tels que le pre

mier, diviſé par le fecond, donne le même

quotient que le troifieme, diviſé par le qua

trieme. On déduit de-là une propriété im

portante, commune à toutes les propor

tions géométriques, & qui eſt que le produit
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du premier & du quatrieme terme eft tou

jours égal au produit du fecond & du troifie

me; ou plus fimplement, que le produit des

extrêmes eſt égal au produit des moyens.

464.

Prenons, pour démontrer cette proprié

té, la proportion géométrique a:b=c:d,

de forte que #=#. Si on multiplie l’une &

l’autre de ces deux fraćtions par b, on ob

tient a=#, & multipliant de plus par d

des deux côtés, on a ad=bc. Or ad eft

le produit des termes extrêmes, bc eſt celui

des moyens, & ces deux produits fe trou

vent égaux. -

465.

Réciproquement fi les quatre nombres

a, b, c, d, font tels que le produit des

deux extrêmes a & d eſt égal au produit

des deux moyens b & c., on eſt certain qu’ils

forment une proportion géométrique. Car,

puiſque ad=bc, on n’a qu’à diviſer depart

Aa ij
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*

*

a d – b e á3 -

& d’autre par b d, on aura ##= ##, ou #

=#, & par conféquent a:b=c:d.

466.

Les quatre termes d’une proportion géo

métrique, comme a:b=c:d, peuvent fe

tranſpofer de différentes manieres, fans que

la proportion ceffe de ſubfifter. Car le prin

cipal étant toujours que le produit des ex

trêmes foit égal au produit des moyens,

ou ad=bc, on peut dire: 1°. b:a=d: c ;

2°. a:c=b:d s 3“. d:b=c:a 3 4°. dic=b:a.
W

467.

Outre ces quatre proportions géométri

ques, on peut en déduire encore d’autres

de la même proportion, a:b=c:d. On peut

dire: a-+-b: a, ou le premier terme plus

le fecond, eft au premier, comme le troi

fieme+le quatrieme eſt au troifieme, c’eſt

à-dire, a+b:a=c+d:c.

. On peut enfuite dire : le premier–le

fecond eft au premier comme le troiſieme



zo’A L C E B R E. 373

—le quatrieme eſt au troifieme, ou bien

a—b:a=c–d:c. -

Car fi l'on prend le produit des extrêmes

& des moyens, on a ac–bc=ac—ad, ce

qui revient évidemment à l’égalité ad=bc.

Enfin il eſt facile auffi de démontrer que

a+b:b=c+d:d; & que a–b:b=c—d:d.

- 468.

Toutes les proportions que nous avons

vu dériver de a:b=c:d, peuvent fe repré

fenter de la maniere générale qui fuit:

ma+nb:pa-|-qb=mc--nd:pc+qd.

Car le produit des termes extrêmes eft

mpac-+-npbc+mqad+nqbd , ou , puiſque

ad=bc, ce produit devient mpac+npóc

+mqbc+nqbd. De plus le produit des ter

mes moyens eſt mpac+mqbc+npad+nqbd,

ou , à caufe de ad=bc, il eſt mpac+mqbc

+-npbc+nqbd, ainfi ces deux produits font

égaux.

Il eſt donc clair qu’une proportion géo

métrique étant donnée, par exemple, 6:3

A a iij
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=1 o:5 , on peut en déduire une infinité

d’autres de celle-ci. Nous n’en mettrons ici

que quelques-unes.

3:6=5:1 o ; 6:1 o=3:5 ; 9:6=1 5: Io;

3:3=5 : 5 ; 9: I 5=3:5 ; 9:3= 1 5 : 5. *

47O.

Puifque dans toute proportion géomé

trique le produit des extrêmes eſt égal au

produit des moyens, on peut, les trois pre

miers termes étant connus, trouver par leur

moyen le quatrieme. Soient les trois pre

miers termes 24: I 5 =4o à.... comme le

produit des moyens eſt ici 6oo, il faut que

le quatrieme terme multiplié par le premier,

c’eſt-à-dire par 24, faffe pareillement 6oo;

par conféquent en divifant 6oo par 24, le

quotient 25 fera le quatrieme terme cher

ché, & la proportion entiere fera 24:1 ;

=40:25. En général donc, fi les trois pre

miers termes font a:b=c:.... on mettra d

pour la quatrieme lettre inconnue ; & puiſ

qu'il faut que ad=bc, on diviſera de part
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& d’autre par a, & on aura d=:. Ainſi

le quatrieme terme eft =:, & on le trou4

ve en multipliant le fecond terme par le

troiſieme , & en divifant ce produit par le

premier terme. *

47 I.

Voilà le fondement de cette regle de trois

fi célebre dans l’arithmétique; car que cher

che ton dans cette regle? On ſuppoſe trois

nombres donnés, & on en cherche un qua

trieme qui foit avec ceux-là en proportion

géométrique; de façon que le premier foit

au fecond comme le troifieme eft au qua

trieme.

472.

Quelques circonftances particulieres fe

préfentent à remarquer ici. |

Dabord, fi dans deux proportions les

premiers & les troifiemes termes font les

mêmes, comme dans a:b=c:d & a:f=c:g,

je dis que les deux feconds & les deux qua

triemes termes feront aufli en proportion

Aa iv
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géométrique, & que b:d=fg. Car la pre

miere proportion fe transformant en celle

ci, a:c=b:d, & la feconde en celle-ci, a:c

=fig, il s’enfuit que les raiſons b:d & f;g

font égales, puiſque chacune d’elles eft

égale à la raifon a:c. Par exemple, fi 5:1 oo

=2:40, & 5:15=2:6, il faut que loo:40

FI 5:6. |

Mais fi deux proportions font telles que

les termes moyens font les mêmes dans l’une

& dans l’autre, je dis que les premiers ter

mes feront en raifon inverſe avec les qua

triemes. C’eſt-à-dire, fi a:b=c:d, & fib

=cig, il s'enfuit que a:f=gd. Soient, par

exemple, les proportions 24:8=9:3, &

6:8=9:12, on aura 24:6=1 2:3. La raifon

en eft évidente : la premiere proportion

donne ad=bc ; la feconde donne fģ=bc ;

donc ad=fg, & a:f=g:d, ou ag=fd.

474.

Deux proportions étant données, on peut

toujours en faire une nouvelle, en multi
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pliant féparément le premier terme de l’une

par le premier terme de l’autre, le fecond

par le fecond, & ainfi des autres termes.

C’eſt ainfi que les proportions a:b=c:d &

e:f=g:h fourniront celle-ci, ae:f=cg:dh

Car la premiere donnant ad=bc., & la fe

conde donnant eh=fg, on aura auffi adeh

=befg. Or adeh eſt le produit des extrê

mes, & bcfg eſt le produit des moyens

dans la nouvelle proportion; ainfi ces deux

produits étant égaux, la proportion eft

yraie. /

475.

Soient, par exemple, les deux propor

tions, 6:4=1 5:1 o & 9:12=15:2o, leur

combinaifon donnera la proportion, 6.9:4

• I 2=I 5. I 5: I.O. 2o »

ou 54:48= 225:2oo,

ou 9 : 8= 9 : 8.

476.

Nous obſerverons enfin que fi deux pro

duits font égaux, comme ad=bc, on peut
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réciproquement convertir cette égalité en

une proportion géométrique.

On a toujours l’un des faćłeurs du pre

mier produit à un des faĉteurs du fecond

produit, comme l’autre faćteur du fecond

produit à l’autre faćteur du fecond produit;

c’eſt-à-dire, dans notre cas a:c=b:d, ou

a:b=c:d. Soit 3.8=4.6, on en formera

cette proportion, 8:4=6:3 , ou celle-ci,

3:4=6:8. De même fi 3.5 =1. I 5 , on aura

3: 1 5=1:5 , Ou 5: I=I 5:3 , Ou 3:I= 1 5:5

|- =

C H A P I T R E I X.

Remarques fur les Proportions & fur leur

ufage.

477.

C ETTE théorie eft tellement néceffaire

dans la vie commune, que perſonne pref

que ne peut s’en paffer. Il y a toujours pro

portion entre les prix & les marchandifes;
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& quand il eſt queſtion de différentes ef.

peces de monnoie, tout fe réduit à déter

miner les rapports qui font entrelles. Les

exemples que ces réflexions nous fournif

fent, feront très-propres à éclaircir les prin

cipes des proportions, & à en faire voir

l'utilité dans l’application.

478.

On voudroit favoir, par exemple, le

rapport entre deux eſpeces de monnoie:

fuppofons un louis d’or vieux & un ducat;

il faudra voir d'abord combien ces eſpeces

valent, étant comparées à une même ef

pece. Ainfi un louis vieux valant à Berlin

5 rixdales & 8 gros, & un ducat valant

3 rixdales, fi on réduit ces deux valeurs à

une même eſpece; foit à des rixdales, ce

qui donne la proportion 1 L.: 1 D.:=5; R.

:3 R. ou = 16:9; foit à des gros, dans

lequel cas on auroit 1 L.: 1 D. = I 28:72

=16:9. On voit que ces proportions don

nent le rapportjufte du louisvieux au ducat;
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car l’égalité des produits des extrêmes &

des moyens donne dans l’une & dans l’autre

9 louis = 16 ducats; & au moyen de cette

comparaiſon on pourra changer en ducats

une fomme quelconque de louis d’or vieux,

& réciproquement. Suppofez qu’on deman

de combien Iooo louis vieux font en ducats,

vous ferez cette regle de trois: 9 louis font

16 ducats; que font 1ooo louis ? & vous

répondrez, 1777 # ducats.

Que fi l’on demandoit, au contraire,

combien 1ooo ducats font de louis d’or »

vieux, il faudroit faire cette regle de trois:

16 ducats font 9 louis; que font I ooo du
p - I |- 3 e

cats ? réponſe, 562 : louis d’or vieux.

479.

Ici (à Saint-Pétersbourg) la valeur du .

ducat varie & dépend du cours du change.

C’eſt ce cours qui détermine la valeur du

rouble en ftuvers ou fous de Hollande, def

quels 1o5 font un ducat.

Ainſi quand le change eſt à 45 ftuvers,
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on a cette proportion, 1 rouble: I ducat

=45: 1 o5=3:7; & de-là l’égalité:7 rou

bles = 3 ducats.

On trouvera par-là combien un ducat

fait en roubles ; car 3 ducats:7 roubles

=1 ducat: .... réponſe, 2; roubles.

Si le change étoit à 5 o fluvers, on auroit

cette proportion, 1 rouble: i ducat =5o

: Io5 = 1 o: 2 1 , ce qui donneroit 2 I rou

bles=1 o ducats; & on auroit I ducat=2;,

roubles. Enfin, quand le change eft à 44

ftuvers, on a I rouble: 1 ducat:= 44: 1 o 5,

& par conféquent i ducat = 2: roubles

= 2 roubles 38; copeckes.

48o.

Il s’enfuit de-là qu’on peut auffi compa

rer enfemble plus de deux eſpeces de mon

noie, ce qu’on a très fréquemment occafion

de faire dans les lettres de change. Sup

pofons, pour en donner un exemple, que

quelqu’un d'ici ait 1ooo roubles à faire
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payer à Berlin, & qu’il veuille favoir com

bien cette fomme fait en ducats à Berlin.

Le change eft ici à 47;, c’eſt-à-d. qu’un

rouble fait 47; fluvers. En Hollande, 2o

ftuvers font un florin; 2; florins de Hol

lande font une rixdale de Hollande. De

plus le change de la Hollande avec Berlin

eft à 142, c’eſt-à-dire que pour I oo rix

dales hollandoifes on paye à Berlin 142

rixdales. Enfin le ducat vaut à Berlin 3

rixdales.

48 I.
*

Pour réfoudre maintenant la queſtion,

propoſée, allons pas à pas. En commen

çant donc par les ftuvers, puiſque 1 rouble

=47#ftuvers, ou 2 roubles=95 ftuvers,

nous ferons 2 roubles:95 ftuvers= 1ooo...

réponſe, 475 oo ftuvers ; & fi nous allons

plus loin & que nous difions , 2o ftuvers

: I florin=475 oo ftuvers:.... nous aurons

2375 florins. -

De plus, 2; florins = 1 rixdale hollan
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doife, ou 5 florins= 2 rixdales hollandoi

fes; on fera donc 5 florins: 2 rixdales hol

landoifes= 2375 florins:.... réponſe, 9.5o

rixdales hollandoiſes.

Prenant enfuite les écus de Berlin fuivant

le change à 142, nous aurons 1oo rixdales

hollandoiſes: 142 rixdales=95o: au qua

trieme terme, 1349 rixdales de Berlin. Paf.

fons enfin aux ducats, & difons 3 rixdales

: I ducat=1349 rixdales à . . . . . rép. 449#

ducats.

482.

Suppofons, pour rendre ces calculs en

core plus complets, que le Banquier de

Berlin faffe difficulté, fous quelque pré

texte que ce foit, de payer cette fomme,

& qu'il ne veuille acquitter la lettre de

change qu’à raiſon de cinq pour cent de

rabais, c’eſt-à-dire en ne payant que 1 co

au lieu de v o5 , il faudra encore faire cette

regle de trois: 1 o5: Ioo=449#à un qua

trieme terme, qui eſt 428: ducats.
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483.

Nous venons de voir qu’on avoit befoin

de fix opérations en fe fervant de la regle

de trois ; or on a trouvé moyen d'abréger

extrêmement ces calculs par la regle qu’on

nomme regle de rédućfion. Pour expliquer

cette regle, nous confidérerons d’abord les

deux antécédens de chacune des fix opé

rations précédentes: .*

I.) z roubles : 95 ftuvers.

II.) 2o ftuvers : I flor. holl.

III.) 5 flor. holl. : 2 rixd. holl.

IV.) I oo rixd. hol. : 1 42 rixd.

V.) 3 rixdales : I ducat.

VI.) I o 5 ducats : 1oo ducats.

Si nous repaffons à préfent fur les calculs

ci-deffus, nous remarquerons que nous

avons toujours multiplié la fomme propo

fée par les feconds termes, & que nous

avons diviſé les produits par les premiers

termes ; il eſt donc clair qu’on parviendra

au même réſultat, en multipliant la fomme

/ . propoſée
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propoſée toute d’une fois, par le produit

de tous les feconds termes, & en divifant

par le produit de tous les premiers termes.

Ou, ce qui revient au même, qu’on n’aura

qu’à faire la regle de trois fuivante: com

me le produit de tous les premiers termes

eft au produit de tous les feconds termes,

ainfi le nombre de roubles donné eft au

nombre de ducats payables à Berlin.

484.

Ce calcul s’abrege encore davantage,

quand parmi les premiers termes il s'en

trouve qui ont des diviſeurs communs avec

quelques-uns des feconds termes; car dans

ce cas on efface ces termes, & on met à

la place les quotients provenus de la divifion

par ce diviſeur commun. L’exemple précé

dent prendra de cette maniere la forme

qu’on va voir:

Tome I. B b
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Roubles z. 19øy fluv. Iooo ries:

2 þ. I flor. holland.

5'- z rixd. holland.

I OO. 142 rixd.

3. I duc.

* Þý.2 1. # # # # duc.

63 þț : 2698= Iob; à....

7)2698o.

9)3854(2.

428(2. Rép. 428: ducats.

485.

L'ordre qu'il faut fuivre en fe fervant de

la regle de rédućtion eſt celui-ci: on com

mence par l’eſpece de monnoie dont il eft

queſtion, & on la compare avec une autre

quidoit commencer le rapportfuivant, dans

lequel on compare cette feconde eſpece

avec une troiſieme, & ainfi de fuite ; de

façon que chaque rapport commence par

l’eſpece par laquelle le rapport précédent

finiffoit ; on continue de même juſqu’à ce
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qu’on arrive à l’eſpece fur laquelle on de

mande la réponfe, & à la finontient compte

encore des faux frais.

486.

Donnons encore d'autres exemples, afin

de faciliter la pratique de ces opérations.

Siles ducats gagnent à Hambourg 1 pour

cent fur deux rixdales de banque, c’eſt-à

dire que 5 o ducats valent, non pas 1oo,

mais I or rixdales de banque , & que le

change entre Hambourg & Konigsberg

foit i 19 gros de Pologne, c’eſt-à-dire que

I rixdale banco faffe 1 19 gros polonois,

combien feront 1ooo ducats en florins polo

nois? 3o gros polonois font I florin polon.

Ducat I : 2 rixd. Bº. I coo duc,

* pp 5o : 1 o 1 rixd. Bº.

I : I 19 gr. pol.

3o : I flor. pol.

i 5 #þ : forº= rogº duc.:....

- 3) I 2o19o.

5)4oo63(1.
-

8o1 2(3. Rép. 8o12; fl. p.
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487. -

On peut auffi abréger encore un peu da

vantage, en écrivant le nombre qui fait le

troifieme terme au-deffus du fecond rang;

car alors le produit du fecond rang, divité

par le produit du premier rang, donnera

la réponſe déſirée. -

Question. On fait venir à Leipfig des

ducats d'Amfterdam, ayant cours dans cette

derniere ville à raifon de 5 flor. 4 fluvers

courans, c’eſt-à-dire que i ducat vaut I o4

ftuvers, & que 5 ducats valent 26 florins

hollandois. Si donc l’agio di Bº. eſt à Amf

terdam de 5 pour cent, c'eſt-à-dire que

1 o 5 courans faffent 1oo de banque, & que

le change de Leipfig à Amfterdam , en

argent de banque, foit 133 # pour cent,

c’eſt-à-dire que pour Ioo rixdales on paye

à Leipfig 133; rixdales; enfin 2 rixdales de

Hollande faifant 5 florins de Hollande, on

demande combien, fuivant ces changes,

il faudra payer de rixdales à Leipfig pour

1ooo ducats ?
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5. rợ bộ ducats.

Ducats 3 : 26 fl:holl. cour.

+ $5.2 1 : 4,2 p. + p { flor. holl. Bº.

5 : z rixd. Bº.

4þ þ.2 : 533 rixd. à Leipf.

21 : 3)55432(1:

7) I 8477(4.

2639.

Rép. 2639: rixdales, ou

2639 rixdales & 1 5

bons gros.

C H A P I T R E X.

Des Rapports compoſés.

) 488.

ON obtient des rapports compoſés, en

multipliant par ordre les termes de deux

ou de plufieurs raiſons, les antécédens par

les antécédens, & les conféquens par les

*

Bb iij
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conféquens; & on dit alors que le rapport

entre ces deux produits eft compoſé des rap

ports donnés. -

C’eſt ainfi que les rapports a: b, c.: d, e:f

donnent le rapport compoſé ace: bdf(*).

489.

- Une raifon restant toujours la même,

quand, pour l’abréger, on divife fes deux

termes par un même nombre, on peut fa

ciliter beaucoup la compofition ci-deffus

en comparant les antécédens & les confé

quens dans le deffein de faire de telles ré

du&tions, ainfi que nous l’avons fait dans

le chapitre précédent.

Voici, par exemple, comment on trouve

le rapport compoſé des rapports donnés

qui fuivent.

;

(*) Chacune de ces trois raiſons eſt dite être une des

racines de la raiſon compoſée, - - -

* --, - ,

* - *
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Rapports donnés.

12:25, 28:33 , & 55:56.

*2,4,2 : · 5 · 25- * **

28 * * * 33.

55 5 : 2 ý6.

2 : 5.

Donc 2:5 eft la raiſon compoſée qu’on

cherchoit.

49O.

Le même procédé a lieu, quand il s’agit

d’opérer en général fur des lettres ; & le

cas le plus remarquable eſt celui où chaque

antécédent eſt égal au conféquent de la

raiſon précédente. Si les raifons données

font

::::

* ( 5

la raiſon compoſée eſt 1 : 1.

 

Bb iv
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49I.

On verra l'utilité de ces principes, en

remarquant que deux champs quarrés ont

entr'eux un tel rapport, compoſé des rap

ports des longueurs & des largeurs.

Soient, par exemple, les deux champs

A & B ; que A ait 5oo pieds de longueur

fur 6o pieds de largeur, & que la longueur

de B foit de 36o pieds, & fa largeur de

Ioo pieds ; le rapport des longueurs fera

5oo: 36o, & celui des largeurs 6o: Ioo.

Ainſi l’on a

5%,5 : 6,3%ó.

% þ : * þp.

5 : 6.

Donc le champ A eft au champ B comme

5 à 6.

492.

Autre exemple. Soit le champ A long

de 72o pieds, large de 88 pieds; le champ

Blong de 66opieds, & large de 9o piedsa
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on compofera les rapports de la maniere

qui fuit:

Rapport des long. #2ộ,8 : 1 5,6%,46%.

Rapport des larg. 88 8 2 : % þ.

Rap. des champs A & B 16 : I 5 •

493.

De plus, s'il s’agit de comparer deux

chambres relativement à l’eſpace ou au con

tenu, on obſervera que ce rapport eft com

poſé de trois rappõrts; favoir, de celui des

longueurs, de celui des largeurs & de celui

des hauteurs. Soit, par exemple, la cham

bre A, dont la longueur =36 pieds, la

largeur = 16 pieds, & la hauteur = 14

pieds; & la chambre B, dont la longueur

=42 pieds, la largeur =24 pieds, & la

hauteur = 1 o pieds; on aura ces trois

rapports: |

pour la longueur 36,6 : 42,7.

pour la largeur *** 2 : 244.

pour la hauteur 14,2 : +4,5. -

4 : 5 •
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Ainſi le contenu de la chambre A eſt au

contenu de la chambre B comme 4 à 5.

494.

Lorſque les raifons qu’on compofe de

cette maniere font égales, il en réſulte des

raifons multiples. Savoir, deux raifons éga

les donnent une raiſon doublée ou quarrée;

trois raifons égales produiſent la raiſon tri

plée ou cubique, & ainfi de fuite. Par exemp.

les raiſons a: b & a:b donnent la raifon

compoſée aa: bb ; c’eſt pourquoi l'on dit

que les quarrés font en raifon doublée de

leurs racines. Et le rapport a:b multiplié

trois fois, donnant le rapport a’ : b’, on dit

que les cubes font en raifon triplée de leurs

racines.

495.

On enfeigne dans la Géométrie que deux

eſpaces circulaires font en raifon doublée

de leurs diametres; cela fignifie qu’ils font

l'un à l'autre dans le rapport des quarrés

de leurs diametres.
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Seit A un tel eſpace dont le diametre

=45 pieds, & B un autre eſpace circu

laire dont le diametre =3o pieds; le pre

mier eſpace fera au fecond comme 45.45

à 3o.3o, ou, en compoſant ces deux rai

fons égales,

45,9,3 : 3$,6,2

45, 3,3 : 3 §,6,2

9 : 4

Donc ces deux aires font entr’elles comme

9 à 4.

496.

On démontre auffi que les folidités des

fpheres font en raifon cubique des diame

tres de ces globes. Ainfi le diametre d’un

globe A étant i pied, & le diametre d’un

globe B étant 2 pieds, la folidité de A fera

à celle de B comme I’: 2’, ou comme

1 à 8.

Si donc ces ſpheres font d’une même

matiere, la ſphere B pefera 8 fois autant

quę la ſphere A.

*
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497.

On voit qu’on peut trouver par-là le poids

des boulets de canon , leurs diametres &

le poids d’un feul étant donnés. Soit, par

exemple, le boulet A dont le diametre =2

pouces, & le poids =5 livres, & qu’on

demande le poids d’un autre boulet dont

le diametre feroit de 8 pouces, on aura

cette proportion, 2’: 8°= 5 ; au quatrie

me terme, 32o liv. qui indique le poids du

boulet B. On auroit pour un autre boulet

C, dont le diametre feroit= 1 5 pouces,

2’: 15”=5 :.... Rép. 21o9# liv.

498.

Quand on cherche le rapport de deux

fraćtions, comme #:#, on peut toujours

l’exprimer en nombres entiers; car on n’a

qu’à multiplier les deux fraćtions par b d,

on obtiendra le rapport ad:bc qui eſt égal

à l’autre, & d’où réſulte la proportion #:#

=ad: bc. Si donc ad & bc ont des diviſeurs



D” A L C E B R E. 397

communs, le rapport pourra fe réduire à
I 5 , 25

de moindres termes. C’eſt ainfi que ::
24 36

=1 5-36: 24.2 5=9: Io.

499.

On voudroit favoir encore quel eſt le .

rapport des fraćtions: &#; il eſt clair qu’on

aura#:;=b : a ; ce qu’on exprime en di

fant que deux fraćtions qui ont l'unité pour

numérateur, font en raiſon réciproque ou

inverſe de leurs dénominateurs. On dit la

même chofe de deux fraćtions qui ont un

même numérateur quelconque ; car # : ;

=b : a. Mais fi deux fra&tions ont leurs dé

nominateurs égaux, comme#:#, elles font

en raiſon direĉfe des numérateurs, favoir,

• inst 3.1––“. 3 –6.2–3

comme a: b. Ainfiặ:=::=6:3=2:1,

&#:#=1o: 15 , ou =2:3.

5oo.

. On a remarqué dans la chute libre des

corps, qu’un corps tombe de 15 pieds dans
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une feconde, que dans deux fecondes de

temps il tombe de la hauteur de 6o pieds,

& que dans trois fecondes il tombe de 135

pieds; on en a conclu que les hauteurs font

entr’elles comme les quarrés des temps,

& que réciproquement les temps font en

raifon fous-doublée des temps, ou comme

les racines quarrées des temps.

Si donc on demande combien de temps

il faut à une pierre pour tomber de la hau

teur de 2 1 6o pieds; on aura I 5:2 16o=1

au quarré du temps cherché. Ainfi le quarré

du temps cherché eft 144, & par confé

quent le temps qu’on demande eft 1 2 fe

condes.

5O I.

On demande combien de chemin, ou

quelle hauteur, une pierre pourra parcou

rir en tombant pendant une heure de tems,

c’eſt-à-dire en 36oo fecondes ? On dira

donc, comme les quarrés des temps, c’eſt

à-dire 1 *: 36ooº ; ainfi la hauteur donnée

= 1 5 pieds, à la hauteur cherchée.
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:

1 : 1296oooo=15:.... 1944ooooo haut'.

15 cherchée.

648ooooo

I 296

I 944OOOOO.

Si nous comptons maintenant 18ooo

pieds pour une lieue, nous trouverons cette

hauteur de 1 o8oo, & par conféquent près

de quatre fois plus grande que le diametre

de la Terre.

5o2.

Il en eft de même à l'égard du prix des

pierres précieuſes, lefquelles ne fe vendent

pas dans la proportion des poids ; tout le

monde fait que ces prix fuivent un plus

grand rapport. La regle pour les diamans

eft, que le prix eft en raiſon quarrée du

poids, c’eſt-à-dire que le rapport des prix

eft égal à la raifon doublée des poids. On

exprime le poids des diamans en carats,

& un carat vaut 4 grains; fi donc un dia
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mant d’un carat vaut 1 o liv. un diamant

de 1oo carats vaudra autant de fois Io

livres, que le quarré de 1oo eſt plus grand

que 1 ; ainfi on aura, fuivant la regle de

trois,

2

1 * : I oo*=Io liv.:

ou 1 : 1oooo =1o:..... Rép. Iooooo liv.

Il y a un diamant en Portugal qui pefe

168o carats; fon prix fe trouvera donc en

faifant

1“: 168o*=1 o liv.: ..... ou

I : 28224oo =Io : 28224ooo liv.

5O3.

Les poftes fourniffent affez d’exemples

de rapports compoſés, parce qu’elles fe

payent en raifon compoſée du nombre des

chevaux & de celui des lieues ou des postes.

Par exemple, un cheval fe payant 2o fous

par pofte, qu’on veuille favoir ce qu’on

aura à payer pour 28 chevaux & pour 4#

poftes?
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postes? On écrira d'abord le rapport des *

chevaux, — — — — — I : 28,

fous ce rapport on mettra celui

des poftes, — — — — 2 : 9 ,
––-

& compofant les deux rapports,

O11 allfa ·— — - — — 2 : 252 3

ou 1 : 126= 1 liv. à 126 fr. ou 42 écus.

Autre question. Si on paye un ducat pour

huit chevaux par trois milles d'Allemagne,

combien coûteront trente chevaux pour

quatre milles ? On fera le calcul fuivant:

S4 : 34, 15,5.

3 : 4

1 : 5= I duc.: au 4°. terme, qui

fera 5 duc.

| 5O4.

La même compoſition des rapports fe

préfente, quand il eſt queſtion de payer

des Ouvriers, puiſque ces payemens fui

vent ordinairement la raifon compoſée du

nombre des Ouvriers & de celui des jours

qu’on les a employés.

Tome I, C c
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Si on donne, par exemple, 25 fous par

jour à un Maçon, & qu’on demande ce

qu’il faudra payer à vingt-quatre Maçons

qui auront travaillé pendant 5o jours? On

fera ce calcul: *

I : 24

I : 5o

1 : 1 2oo= 25:..... 1 5oo francs

2 5

2o)3 oooo(1 5oo.

Comme dans ces fortes d’exemples on

a cinq données, on nomme dans les livres

d'Arithmétique regle de cinq , celle qui

fert à réfoudre ces queſtions.



Đ’ A L G É B R E. 4O3

--

C H A P I T R E X I.

Des Progreſſions géométriques.

|- 5O 5.

Use fuite de nombres qui deviennent

toujours un même nombre de fois plus

grands ou plus petits, fe nomme une pro

greffon géométrique, parce que chaque

terme eſt conſtamment au fuivant dans le

même rapport géométrique. Et le nombre

qui indique combien de fois chaque terme

eft plus grand que le précédent, s’appelle

l’expoſant. Ainfi, quand le premier terme

eft 1 & l’expofant=2, la progreffion géo

métrique devient:

Termes I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 &c.

Progr. I, 2, 4, 8, 16, 32, 64, I 28, 256 &c.

les nombres 1 , 2 , 3 &c. marquant tou

jours les quantiemes termes de la progref.

fion.

v C c ij
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5O6.

Si on ſuppofe, en général, le premier

terme =a & l’expofant=b, on a la pro

grefion géométrique fuivante:

I, 2, 3, 4, 5 , 6 , 7 , 8 .... n.

Progr. a,ab,ab”, ab*, ab“, ab', ab“, ab'... ab"-".

Ainfi, quand cette progreſſion eft de n

termes, le dernier terme eft =ab"-". Il

faut remarquer ici, que fi l'expofant b eft

plus grand que l’unité, les termes augmen

tent continuellement; que fi l’expofantb=I,

les termes font tous égaux ; enfin, que fi

l’expofant b eſt plus petit que 1 , ou qu’il ait

une fraćtion , les termes décroiffent fans

ceffe. Ainfi quand a=1 & b=#, on a

cette progreffion géométrique:

I I I I I I I

1 2 = 2 4 3 5 3 15 » 3E > 64 3 1253 &c.

5ο7.

Ici fe préfentent donc à confidérer:

I.) Le premier terme que nous avons nom

IIIC (la
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II.) L’expofant, que nous appellons b.

III.) Le nombre des termes, que nous avons

indiqué par n.

IV.) Le dernier terme , que nous avons

trouvé =ab"-". ! 4

Ainfi, quand les trois premieres de ces

parties font données, on trouve le dernier

terme, en multipliant par le premier terme

a la n–1° puiffance de b, ou b"-".

Si on demandoit donc le 5oº terme de

la progreffion géométrique 1 , 2, 4, 8,

&c. on auroit a= 1 , b=2 & n=5o ;

par conféquent le 5oº terme = 2”. Or 2”

étant = 5 1 2 ; 2” fera= 1 o24. Donc le

quarré de 2", ou 2”, = 1 o48576 , & le

quarré de ce nombre, ou 1o995 I 1627776

=2“. Multipliant donc cette valeur de

2” par 2” ou par 5 1 2 , on a 2” égalant

56294995342 13 12.

5ο8.

, Une des principales queſtions qui ſe pré

fentent dans cette matiere, c’eſt de trouver

C c iij
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la fomme de tous les termes d'une pro

greffion géométrique; nous allons donc en

expliquer la méthode. Soit donnée d’abord

la progreffion fuivante, compoſée de dix

terȚIlCS : - -

I ɔ }, 4, 8, 16, 32 , 64, I 28, 256, 5 I2,

dont nous indiquerons la fomme parf, de

forte que:

- f=1+2+4+8+16+32 +64+1 28 + 256

+5 1 2 , nous aurons, en prenant le double

de part & d’autre, 2/=2+4+8+16+32

+64+128+256+1 o24. Otant de ceci

la progreffion indiquée par f, il refte

f=1024–1 =1o23 ; donc la fomme

cherchée = 1 o23.

5O9. . .

Suppofons maintenant que dans la même

progreſſion le nombre des termes foit indé

terminé&=n, de façon que la fomme en

queſtion, ou f, foit=1+2+2'+2'+2“

.... 2"-". Si on multiplie par 2, on a 2/=2

r+2'+2'+2“.... 2", & fouftrayant de
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cette égalité la précédente, on af=2"–1.

On voit donc que la fomme cherchée fe

trouve, en multipliant le dernier terme,

2", par l'expoſant 2, afin d'avoir 2', &

en fouftrayant de ce produit l'unité.

5 IO.

Cela devient encore plus clair par les

exemples fuivans, où nous fubſtituerons

fucceffivement à n les nombres 1 , 2, 3,

4, &c.

1=I ; 1+2=3 ; 1+2+4=7; 1+2+4+8

= 1 ; ; 1-+2+4+8+16=3 1 ; 1+2+4

+8+16+32=63, &c. .

5 I I.

On propofe ordinairement dans cette

matiere la queſtion qui fuit: Un homme

propoſe de vendre fon cheval par les cloux,

qui font au nombre de 32 ; il demande 1

liard pour le premier clou , 2 liards pour

le fecond clou, 4 liards pour le troiſieme

clou, 8 liards pour le quatrieme, & ainſi

* C c iv
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de fuite, en demandant pour chaque clou

le double du prix du précédent. On de

mande quel feroit le prix du cheval?

Cette queſtion ſe réduit évidemment à

trouver la fomme de tous les termes de la

progreffion géométrique I, 2, 4, 8, 16,

&c. continuée juſqu’au 32° terme. Or ce

dernier terme eft 2''; & comme nous avons

trouvé plus haut 2**= Io48576 , & 2"
O

=1o24, nous aurons 2”. 2”=2” égal à

Io73741824; & en multipliant encore par

2, le dernier terme 2”= 2 1 47483648;

en doublant donc ce nombre & en retran

chant l’unité du produit, la fomme cher

chée devient 4294967295 liards. Ces liards

font 1073741823; fous, & divifant par 2o

on a 53687o9I liv. 3 f, 9 den. pour le prix

cherché. *

5 I 2.

Soit à préfent l’expofant =3, & qu’il

s'agiffe de trouver la fomme de la progref.

fion géométrique I - 3 , 9 , 27 , ****43,



zo” A L C E R R E. 4C9

729, compoſée de 7 termes. Suppofons-la

pour un moment =/, de forte que

f=1+3+9+27+81+243+729.

Nous aurons, en multipliant par 3 :

3/=3+9+27-+-81+243+729+2187.

Et fouftrayant la férie précédente, nous

avons 2f=2187–1=2186. Ainfi le double

de la fomme eft = 2186, & par confé

quent la fomme cherchée =Io93.

5 I 3.

Soit dans la même progreffion le nombre

des termes=n, & la fomme =/; de forte

que f=1+3+3+3”+3“+ .... 3"-".

Si on multiplie par 3, on a 3f=3+ 3* .

+3'+3“+.... 3". Souffrayant de ceci

la valeur de f, comme tous les termes de

celle-ci , excepté le premier, détruiſent

tous les termes de la valeur de 3 f, ex

cepté le dernier , on aura 2/= 3"—1;

donc f=:. Ainſi la fomme cherchée

fę trouve en multipliant le dernier terme
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par 3, en fouftrayant I du produit, & en

diviſant le reſte par 2. C’eſt ce qu’on voit

auffi par les exemples fuivans: I=I ; 1-+-3

="#"=4; 1+3+9=*==13; 1+3+9

+ 27=#==4o; 1+3+9+27-+-81

="==121.
2

5 I 4.

Suppofons maintenant, en général, le

premier terme =a, l’expofant =b, le

nombre des termes =n, & leur fomme

=/, en forte que *

f=a+ab+ab +ab’ +ab“+ .... ab"-".

- Si nous multiplions par b, nous avons

b/=ab +ab +ab’+ab“+ab'+.... ab",

& fouffrayant l'égalité précédente il reſte

(b-1)/=ab"—a ; d’où nous tirons faci

. Par

ab"– a

b–I

conféquent la fomme d’une progreffion géo

métrique quelconque fe trouve, fi on mul

tiplie le dernier terme par l'expofant de la
3 • -

progreſſion, qu’oh fouftraie du produit le

lement la fomme cherchéef=



zp” A L C E B R E. 4 I H

premier terme & qu’on diviſe le reſte par

l’expofant diminué de l’unité.

5 I 5.

Soit une progreſſion géométrique de fept

termes, dont le premier= 3 , & que l'ex

pofant foit = 2, on aura a=3 , b=2 &

n=7 ; donc le dernier terme = 3.2“, ou

3.64=192. ; & la progreffion entiere fera

3, 6 , 12 , 24 , 48, 96, 192.

Si de plus on multiplie le dernier terme

192 par l’expofant 2, on a 384; ôtant le

premier terme 3, il refte 381 ; & divifant

ceci par b— I ou par I, on a 381 pour la

ſomme de toute la progreſſion.

5 I 6.

Soit encore une autre progreſſion géo

métrique de fix termes, que 4 en foit le

premier, & que l'expofant foit =# . La

progreſſion eft

4, 6, 9 , : » : , :.
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Multiplions ce dernier terme: par l'ex

pofant#, nous aurons : ; la fouftraction
• |- 66 |

du premier terme 4 laiffe le refte : , qui,
• • /*/ ' 66

diviſé par b–1=#, donne:=83#.

5 17.

Lorſque l’expofant eft plus petit que 1,

& que, par conféquent, les termes de la

progreffion vont toujours en diminuant,

on peut indiquer la fomme d’une telle pro

"greffion décroiffante qui iroit à l'infini.

Soit, par exemple, le premier terme
i

=1, l’expofant =#, & la fomme =f, en2

forte que :

f=1+#.+#.+#.+#.+#.+#.+ , &c.

fans fin.

Si on multiplie par 2, on a

2f=2+1+#.+#.+#.+#.+#.+, &c.

fans fin.

Et fouftrayant la progreffion précédente,

il reſte f=2 pour la fomme de la progreß

fion infinie propoſée,
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5 18.

Sile premier terme=1, l’expofant=

& la fomme =/; de façon que

f=1+#.+#.+#.+#.+, &c. à l'infini.

On multipliera le tout par 3, on aura

3f=3+1+#.+#.+#.+ &c. à l’infini;

& fouftrayant la valeur de f, il reſte 2 f

= 3 ; donc la fomme f=1;.

5 I 9.

Qu’on ait une progreffion dont la fomme

=/, le premier terme=2, l'expofant=#;

de façon que

f=2+#.+#.+#.+#.+, &c. à l'infini.

Multipliant par; on aura;f=:+ 2 +#

+#.+#.+#.+, &c. fans fin. Or fouſ

trayant la progreffion f, il reſte #f=#;

donc la fomme cherchée =8.

I

3 3

5 2.O.

Si on ſuppofe, en général, le premier

terme =a, & l’expofant de la progreſſion



4 I 4 E L É M E N s

=#, de maniere que cette fraćtion foit plus

petite que 1, & par conféquent c plus grand

que b; voici comment on trouvera la fom

me de cette progreffion pouffée à l'infini:

on fera |

2 3 4

• b , a á a b a b

=a+:-+-+ +-+-+-+-+-, &c.
- C C C C

fans fin.

Multipliant par#, on aura -

, , a b” a b? a b* v 12 * - "º º

#f=: + c” + H-+ TH- &c. à l’infini.

Et fouftrayant cette égalité de la précé
• , b |

dente, il reſte (I — :) /=a.

(l

Par conféquent f=-7.
- I ——

Si on multiplie les deux termes de cette

fraćtion par c, on a /=:$. La ſomme de

la progreffion géométrique infinie propoſée

fe trouve donc en divifant le premier terme

a par i moins l’expofant, ou bien en mul

tipliant le premier terme a par le dénomina

teur de l'expofant, & en divifant le produit

par le même dénominateur diminué du nu

mérateur de l’expofant.
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52 I. - ~

On trouve de la même maniere les fom

mes des progreffions, dont les termes font

affećtés alternativement des fignes +& —-

Soit, par exemple,

; , a b” a b’ a b“

f=a—: -:-— — —+ I—— , &c.

C C C

|- • • • b

Si on multiplie par#, on a

* r_2, . abº a b? a b“ &

:f=: —:- +:–– == cxc.2.

C C

Et fi on ajoute cette égalité à la pré

cédente, on obtient (1+:) /=a. D'où
*

· % (l

l'on tire la fomme cherchée /= –1 , oub

F

f=#:;.

522. *

' On voit donc que fi le premier terme

a=#, & l'expofant =ặ, c’eſt-à-dire, b

=2 & c=5 , on trouvera la fomme de
6

la progreſſion; + : + : + : +&c. =1;
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puiſqu’en fouffrayant l’expofant de 1 il ref

tera;, & qu’en diviſant le premier terme

par ce reſte, le quotient eft 1.

On voit en fecond lieu que fi les termes

font alternativement poſitifs & négatifs, &

que la progreffion ait cette forme:

3* 6 12 24 +&
- mums - C•

# - H -TI;-=;

la fomme fera

523.

Autre exemple. Soit la progreffion infinie
3 3 - || 3 || 3 3

;+ : +- ::+ ::= + :+&c.
• : - : 3

Le premier terme eft ici ::, & l’expo

fant eft;. Souftrayant ce dernier de 1 ,

il reſte : ; & fi l’on diviſe le premier terme

par cette frastion, il vient; pour la fom
/ A º \

me de la progreffion donnée. Ainfi en ne

prenant qu'un terme de la progreffion, fa

voir : , l’erreur feroit de : ·
|- * 3––L––3––33

En prenant deux termes, : +:-=#,

- il
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:

;·

:

il s’en faudroit encore de:
1OQ que la fomme

I

ne fût = 3 •

524.

Autre exemple. Soit donnée la progreffion

infinie:

9+#.+#.+':'+I:+&c.
- 3 I •

Le premier terme eft 9, l’expofant eft;.

- - |- 9

Ainfi I moins l’expostant fait : ; &3 =1o,
Io

fomme cherchée.

On remarquera que cette fuite s’exprime

par une fraćtion décimale en cette maniere,

9,9999999, &c.

|

CHAP IT RE XII.

Des Frastions décimales infinies.

; 52 5.

Nous avons vu plus haut que dans les

calculs logarithmiques on emploie des frac

tions décimales au lieu des fraćtions ordi

Tome I. D d
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naires; cela fe pratique auffi avec beaucoup

d’avantage dans d’autres calculs. Il s’agira

principalement de faire voir comment on

transforme une fra&tion ordinaire en une

fraćtion décimale, & comment on peut

exprimer réciproquement la valeur d’une

fraćtion décimale par une fraćtion ordi

naire. -

526.

Qu’on ait généralement à changer en

fraćtion décimalela fraćtion#: commecette

fraćtion exprime le quotient de la divifion

du numérateur a par le dénominateur b, on

écrira à la place de a la formule a,ooooooo,

dont la valeur ne differe pas du tout de

celle de a, puiſqu’elle ne contient ni di

xiemes, ni centiemes &c. On divifera en

fuite cette formule par le nombre b, fuivant

les regles ordinaires de la divifion, & en

obſervant feulement de mettre à la place

convenable la virgule qui ſépare les déci

males & les entiers. Voilà tout le procédé,
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& nous allons l’éclaircir par quelques

exemples.

Soit donnée d’abord la fraćtion;, la di

vifion en décimales prendra cette forme:

2) I,ooooooo _1

3,5ooooooT**

Nous voyons par-là que; eſtautantque

o,5.oooooo ou que o,5 ; & en effet cela

eft évident, puiſque cette fraćtion décimale

indique : , qui équivalent à ;.

527.

Que; foit la frastion donnée, on aura

3) I »ooooooo _1 *

O,3333333 ? '

Cela fait voir que la fraćtion décimale,

dont la valeur= #, ne peut, à la rigueur,

être difcontinuée nulle part, & qu’elle va

à l'infini en confervant toujours le nombre

3. Auffi avons-nous trouvé plus haut que
;a..e 3 1 3 . . . 3 3

les fra&tions :-+;:+7: &c. à
15553 3

l'infini, ajoutées enfemble font;.

D d ij
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: La fraćtion décimale qui exprime la va

leur de # » fe continue de même à l’infini,

Cd'Í OÍl dl

3)2,ooooooo_

1,6666666T

Et cela fuit d’ailleurs évidemment de ce

que nous venons de dire, parce que ; eft

le double de #- -

- 528.

#

Si ; eſt la frastion propoſée, on a

4) I,ooooooo _ ·
- ***

o, 25.oooooT 4 . . .

Aimfi ; eſt autant que o, 25.ooooo ou que

o,25; & cela eſt clair, puiſque : +:,
– *" – *

— Foo - H

, , On auroit pareillement pour la frastion;

4)3,ooooooo_;

o,75 oooooT4

inst 3. – |- 2– 5 – 7f

Ainfi :=o,75 ; & en effet : +1:=:

:3. d. -

4

La fraćtion : fe change en fraćtion dé

cimale, en faifant *---

-***
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4)5,ooooooo ;

1,25 ooooo *

Or I + : =# .

529.

On trouvera de la même maniere ;

=o,2 ; ;=o,4; #=o,6; #=o,8; #=1;

=I,2, &c.

Quand le dénominateur eſt 6, on trouve

#=o,1666666 &c. ce qui eſt autant que

o,666666–o,5. Or o,666666=; & o,5

=#, donc en effet o,1666666=#—:=#.

On trouve auffi#=o,333333 &c.=#;

mais; devient o,5.oooooo=#. Enſuite #

=o,833333=o,333333+o,5 , c’eſt-à-d.

;+;=#.

#

53O.

Lorſque le dénominateur eft7, les frac

tions décimales deviennent plus compli

quées. Par exemp. on trouve;=o, 142857

&c. cependant il faut remarquer que ces

fix chiffres 142857 reviennent conſtam

D d iij
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ment. Pour fe convaincre donc que cette

fraćtion décimale exprime préciſément la

valeur de#, on peut la transformer en une

progreffion géométrique, dont le premier

terme foit=#:;, &l'expofant==::=;

142857

& par conféquent la fomme =:::::::-:
I

I I OOOOOO

142857

=:(en multipliant les deux termes par

Ioooooo) =# .

53 I.

On peut prouver encore d’une maniere

plus facile, que la fra&tion décimale trou

vée fait exaĉtement;; car pofant pour fa

valeur la lettre f, on a

f=o,142857142857142857 &c.

Iof=1, 42857142857142857 &c.

Ioof=14, 2857142857142857 &c.

1οoof=142, 857142857142857 &c.

I oooof=1428, 57142857142857 &c.

Iooooof=14285, 7 1 42857142857 &c.

Ioooooof=1428:57, 142857142857 &c.

Souffrayez/= o, I 42857142857 &c.

999999f=142857.
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Et divifant par 999999 , vous aurez f

=::=#. Donc la fra&tion décimale,
-999999

3 • ** – |- I.

qu'on avoit fait =/, eft=;.

532

On transformera de la même maniere

# en une frastion décimale, qui fera

o, 28571428 &c. & cela nous conduit à

trouver plus facilement la valeur de la

fraćtion décimale que nous venons de fup

pofer =/; parce que o,28571 428 , &c.

doit être le double de celle-là, & par con

féquent =2f. Car nous avons eu

Ioof=14,28571428571 &c.

ainfi en fouf

trayant 2/= o,2857 I 428571 &c. .

il refte 98/=14 |

donc f=#=#.

On trouve auffi#=o,42857142857 &c.

ce qui, après notre fuppoſition, doit être

=3f; or nous avons trouvé -

1of=1,42857142857, &c.
ainfi en fouf :

trayant 3/=o,42857142857, &c.

nous avons 7f=1, donc/=#
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533.

Ainfi quand une fra&tion propoſée a le

dénominateur 7 , la fra&tion décimale eft

infinie, & 6 chiffres y font continuellement

répétés. La raifon en eft, comme il eft

facile de s’en appercevoir, qu’en continuant

la divifion il faut qu’on revienne tôt ou tard

à un réfidu qu’on aura déjà eu. Or il ne

peut refter dans cette divifion que 6 nom

bres différens, favoir 1, 2, 3, 4, 5, 6;

ainfi, après la fixieme divifion au plus tard,

il faut que les mêmes chiffres reviennent;

mais lorſque le dénominateur eft de nature

à faire parvenir à une divifion fans refte,

ces cas-là ne peuvent avoir lieu.

Suppofons à préfent que 8 foit le déno

minateur de la fraćtion propoſée, on trou

vera les fraćtions décimales qui fuivent:

#=o,125 ; ; =O,25 O; #=o,375 3

4 – ; :=o.62s : *= e

ğ =O,5 OO; F =O,625 ; 5 =Q,75 o 3

7 -

#=o,875, &c.
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)

53 5.

Si le dénominateur eft 9, on a

#=o, 1 1 1 &c.;=0,222 &c.;=o,333&c.

Si le dénominateur eft I o, on a

5.–n. · *— · 3––

#=o,1oo; Ệ=o,2oo; #=o,3. Cela eft

clair par la nature de la chofe, de même
I

que IE9=O,O I 3 que :=O, 37 ; que IgG3ICO IOO

24

IOOOO

536.

Que 1 1 foit le dénominateur de la frac

tion propoſée, on aura # =o,o9o9o9o ,

&c. Or fuppofons qu’on veuille trouver la

valeur de cette fra&tion décimale , & nom

mons-laſ, nous aurons f=0,090909., &

Io/=oo,9o9o9o; de plus, Ioo =9.99999,

Si donc nous fouftrayons de ceci la valeur

de f, nous aurons 99f=9, & par confé

quent /=:=#. Nous aurons auffi

Ệ=o,181818, &c.:=o,272727, &c. :

=o,545454 &c.

=o,256 ; que =o,oo24, &c.
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« 537.

Il eſt donc un grand nombre de fra&tions

décimales, où un, deux ou pluſieurs chif.

fres reviennent conftamment, & qui con

tinuent de cette maniere juſqu'à l'infini. De

telles fraćtions font affez remarquables, &

nous allons faire voir comment on peut

trouver aiſément leurs valeurs (*).

(*) Ces fraćtions décimales périodiques fourniffent

matiere à plufieurs recherches intéreſſantes; j’avois com

mencé à m’en occuper, même avant que d’avoir vu cette

Algebre, & j’aurois peut-être continué, fi je n’attendois

auffi l’occafion de voir un Mémoire inféré dans les Tran

fastions philoſophiques pour 1769, & intitulé ofthe Theory

of circulating Frastions. Je me contenterai de rapporter

ici le raifomnement par lequel j’avois commencé.

Soit #une frastion réelle quelconque irrédustible à de

moindres termes; on demande jufqu’à combien de chiffres

il faudra la réduire en décimales, avant que les mêmes

termes ou chiffres reviennent. Je ſuppofe que 1 o N foit

plus grand que D; fi cela n’étoit pas, mais que 1oo N

ou 1ooo N feulement fût > P, il faudroit commencer

Nar voir fi I o N ou:: &c. fe réduit à de moindres

P D D

termes, ou à une fraction DF"
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Suppofons d'abord qu’un feul chiffre foit

toujours répété, & indiquons-le par a, de

forte que f=o,aaaaaaa. Nous avons #

Iof=a,aaaaaaa,

& fouftrayant f=o,aaaaaaa

62

nous aurons 9f=a; donc f=;.

Cela pofé, je dis que la même période ne peut re

venir que lorſque dans la divifion continuelle qu’on fait,

le même réfidu N revient. Suppofons que juſqu’alors on

ait ajouté fzéros, & que Q foit le nombre du quotient

en entier, & abſtraction faite de la virgule, on aura
Wx 1of a W f

H-=2+H; donc Q = Ī5* (1of – 1). Or Q devant

être un nombre entier, il s’agit de déterminer pour f

le plus petit nombre entier, tel que T5* (1o/ – 1), ou

1o/ – 1 - . |

feulement que D foit un nombre entier.

Ce problême demande qu'on diftingue différens cas:

le premier eſt celui où D eſt un diviſeur de 1o, ou de

roo ou de 1ooo &c. & il eſt clair que dans ce cas au

cune fra&tion périodique ne peut avoir lieu. Nous pren

drons pour le fecond cas celui où D eſt un nombre im

- pair, & qui ne foit pas un fasteur d’une puiſſance de

1o; dans ce cas la valeur de f peut aller jufqu’à D-1,

mais fouvent elle eft moindre. Un troifieme cas enfin

eft celui où D eſt pair, & où par conféquent, fans être

un facteur d’une puiſſance de 19 , il a cependant un
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Lorſque deux chiffres font répétés, com

me ab, on a f=o,a ba baba. Donc loof

=absababab; & fi on en fouftrait f, il reſte

99/=ab; par conſéquent f=;.

Lorſque trois chiffres, comme a bc, fe

trouvent répétés, on a f=a,abcabcabc; par

conféquent 1ooo f=abc,abcabc; & en fouf

tray:: /, il reſte 999 f=a b c ; donc f

=#, & ainfi de fuite.

538.

Toutes les fois donc qu’une fra&tion dé

cimale de cette eſpece fe préfente, il eft

facile d’en trouver la valeur. Soit donnée,

par exemple: celle-ci, o,296296, fa va
- 29t - -a, • -

leur fera =:=#, en diviſant les deux

termes par 37.

commun diviſeur avec une de ces puistances. Ce commun

diviſeur ne peut être qu’un nombre de la forme 2° ; fi

done#=a, je dis que les périodes feront les mêmes
*

. N . ,
que pour la fraćtion IF, mais qu elles ne commenceront

qu’au chiffre défigné par c. Ainfi ce cas revient au fecond

cas, & il eſt évident au reſte que c'eſt celui-ci qui fait

l'effentiel de cette théorie.
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Cette fra&tion doit redonner la fraćtion

décimale propoſée ; & on peut fe con

vaincre facilement que ce réſultat a lieu en

effet, en divifant 8 par 9, & après cela le

quotient par 3, parce que 27=3.9. Ona

9)8,ooooooo

3)5,8888888

To,2962962 &c.

ce qui eſt la fraćtion décimale propoſée.

| 539.

Donnons encore un exemple affez cu

rieux, en changeant en fraćtion décimale

la fraćtion III:III., ce qui fe fait de

la maniere qu’on va voir:

2) I,oooooooooooooo

3)o, 5 ooooooooooooo

4)o, 1 6666666666666

5)o,o4166666666666

6)o,oo833333333333

7)o,oo 138888888888

8)o,ooo u 9841 269841 |

9)o,oooo248o1 5873o - ,

Io)o,ooooo275 573 192

Q,OOOooo275 573 I 9.
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I

C H A P I T R E X I I I. v

Des Calculs d’intérêts (*).

54O.

N a coutume d’exprimer les intérêts

d'un capital en pourcents, en difant combien

on paie annuellement d’intérêt de la fomme

de Ioo. Il eſt affez ordinaire qu’on place

fon capital à 5 pour cent, c’eſt-à-dire,

.."

(*) La théorie du calcul de l’intérêt doit fes premiers

progrès à Leibnitz, qui en donna les principaux élémens

dans les Asta Eruditorum de Leipfig pour 1683. Elle a

fourni matiere enfuite à pluſieurs differtations détachées

très-intéreffantes; ceux qui l’ont le plus avancée, font

les Mathématiciens qui ont travaillé fur l’Arithmétique

politique, dans laquelle on combine d'une maniere vé

ritablement utile le calcul des probabilités, le calcul de

l’intérêt & les données que fourniffent depuis environ

un fiecle les régîtres mortuaires. De bons élémens d'Arith

métique politique nous manquent encore, quoique cette

branche des Mathématiques, auffi belle qu’étendue, ait

été fort cultivée en Angleterre, en France & en Hol

lande,
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=

:

:

/

de maniere qu’on tire 5 écus d'intérêt d’un

capital de roo écus. Ainfi rien de plus fa

cile que de calculer les intérêts d’un ca

pital quelconque: on n’a qu’à dire, fuivant

la regle de trois:

1oo donnent 5 ; que donne le capital

propoſé? Soit, par exemple, le capital 86o

écus, on trouve fon intérêt annuel, en

difant:

I oo:5 =86o à.... Rép. 43 écus.

5

Ioo)43oo

- - 43 •

\- 54 I.

Nous ne nous arrêterons pas à ces calcuk

de l'intérêt fimple, afin de paffer auffi-tôt

au calcul de l’intérêt fur intérét. On de-,

mande principalement dans ce calcul, à

quelle fomme monte un capitaldonné après

un certain nombre d’années, fi on joint an

nuellement l'intérêt au capital, & que de

cette maniere on augmente continuellement
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le capital? On part, pour réfoudre cette

queſtion, de ce que Ioo écus placés à 5

pour cent fe changent au bout d’une année

en un capital de 1 o 5 écus. Soit le capital

=a, on trouvera ce qu’il vaut au bout de

l’année, en difant: 1oo donne I o5 , que
Io5 a 2. I d

===-, ce queIOO 2o 2

l’on peut auffi écrire de cette maniere, :

donne a ; la réponfe eft

.a, ou de celle-ci, a+:.a.

542.

Ainfi, quand on ajoute au capitalaćtuel

fa vingtieme partie, on obtient la valeur

du capital pour l’année prochaine. Ajoutant

à celui-cifon vingtieme, on fait ce que vaut

le capital donné après deux ans, & ainfi

de fuite. Il eſt donc facile d’apprécier les

accroiffemens fucceffifs & annuels du ca

pital, & de continuer ce calcul auffi loin

qu’on voudra. . .

|- - 543.

| Suppofons un capital qui foit préſente

ment de Iooo écus, qu'il foit placé à cinq

pour
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}

:

pour cent, & qu’on joigne chaque année

l'intérêt au capital. Comme ce calcul ne

tarde pas à conduire à des fraćtions, nous

nous fervirons des fraćtions décimales, mais

fans les pouffer plus loin que juſqu’aux mil

liemes parties d’un écu, vu que des parties

plus petites n’entrent pas ici en confidé

ration. |

Le capital donné de Iooo écus vaudra ·

après 1 an — — — Io5o écus

52, 5 »

après 2 ans — — — i io2,5

* 55; I 25 ,

après 3 ans — — — I 157,625 ,

- 57,881,

après 4 ans — — — I 2 I 5,5 o6

6o.775,

après 5 ans — — — 1 276,28 i &c.

544.

On peut continuer de la même maniere

pour autant d'années qu'on voudra; mais

lorſque le nombre des années eſt fort grand,

le calcul devient long & ennuyeux ; voici

comment on peut l'abréger:
Toine I. E e
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|

Soit le capital préfent =a, & puiſqu'un

capital de zo écus vaut 2 1 écus au bout de

l’année, le capital a vaudra : a après un

an. Le même capital montera l'année fui

vante à *** a=(:) a. Ce capital de
2.O.2o?

deux ans vaudra #:). a l’année d’après;

ce qui fera donc le capital de trois ans.

Celui-ci augmentant de même, le capital

donné vaudra (:). a au bout de quatre

ans. Il vaudra (:) a au bout de cinq ans.

Après un fieele il vaudra (:)*a ; & en

général (2: Y". a fera la valeur de ce ca

2O

pital après n années ; & cette formule fer

vira à déterminer la quantité du capital

après un nombre quelconque d’années.

545.

La fra&ion : qui eſt entrée dans ce cal

cul, fe fonde fur ce que les intérêts ont été

comptés à 5 pour cent, & que : eft au

-
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Io5 -

Too" Que fi les intérêts fe comp

toient à 6 pour cent, le capital a monte

roit à (:) a au bout d’un an; à (: * a

NI OO IOO

au bout de deux ans; & à (:) a dUl

I O

bout de n années.

Mais files intérêts ne font que de 4 pour

cent, le capital a ne vaudra que (:) a
IOQ

tant que

après n ans.

* 546.

Or il eſt aifé, lorſque le capital a, ainſi

que le nombre des années, eſt donné, de

réfoudre ces formules par les logarithmes.

Car s’il eſt queſtion de celle que nous avons

trouvée dans la premiere fuppofition, on

prendra le logarithme de (:)". a, qui eft

=log. (:)" +-log, a s parce que la for

mule en queſtion eſt le produit de (#)'

& de a. Et comme (:) eft une puifance,

on aura L. (:)"=n L.;. Ainfi le loga
2.O

rithme du capital cherché eft =n. L.#

Ee ij
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+-L. a. De plus le logarithme de la frac

tion:=L. 2 I —L. 2o.

547.

Soit à préfent le capital = 1ooo écus,

& qu’on demande de combien il fera au

bout de 1oo ans, en comptant les intérêts à

5 pour cent?

Nous avons ici n= Ioo. Le logarithme

du capital cherché fera par conféquent

=1ooL.#.+L. Iooo, & voici comment

on évalue cette quantité:

\ L 2 1 =1,3222193

foųftrayant L. 2o= 1,3o1o3oo

L :=o,o2 I 1893

multipliant par Ioo

2. I

1ooL.:= 2, 1 1893oo

ajoutant L. I ooo=3,ooooooo

logarithme du =5, I 1893oo

capital cherché.

On voit par la caraćtériſtique de ce lo

garithme, que le capital cherché fera un



D’ A L C E B R È. 437

nombre de fix chiffres, & en effet ce ca

pital fe trouve =1 3 1 5o1 écus.

548.

Un capital de 345 2 livres à 6 pour cent,

de combien fera-t il après 64 ans?
.*.

Nous avons ici a=345 2, & n=64.

Donc le logarithme du capital cherché

=64L.#.+L. 3452, ce qu’on calcule de

Cette maniere : * *

L. 53= 1,7242759

fouftrayant L. 5o=1,69897oo

L :=o,o253o59 •

multipl. par 64:64 L := 1,6195776

L. 3452=3,538o7O8

5, 1 576484.

Et en prenant le nombre de ce loga

rithme, on trouve le capital cherché égal

à 143763 livres.

**

549. -

Quand le nombre des années eſt fort

grand, comme il s’agit de multiplier ce

Ee iij
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nombre par le logarithme d’une fra&tion,

il pourroit provenir une affez grande erreur

de ce que les logarithmes ne fe trouvent

calculés dans les tables que juſqu'à 7 chiffres

de décimales. C’eſt pourquoi il faudra em

ployer des logarithmes pouffés à un plus

grand nombre de figures, comme on l'a

fait dans l’exemple fuivant:

Un capital d'un écu reſtant placé à 5

pour cent pendant 5oo ans, & les intérêts

s’y joignant annuellement, on demande à

quelle fomme fe montera ce capital après

les 5oo années ?

On a ici a=1 & n=5oo ; par confé

quent le logarithme du capital cherché eft

égal à 5 oo L: +L. 1, ce qui produit ce

calcul: -

L. 21= 1,322219294733919

fouftrayant L. 2o= 1,3o1o2999566398 1

L := o,oz i 189299o69938

mult. par 5oo on a i o,594649534969ooo

Voilà donc le logarithme du capital cher

ché, lequel fera par conſéquent égal à

393232ooooo écus,
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5 5O.

Si on ne fe contentoit pas de joindre

annuellement l’intérêt au capital, & qu’on

voulût encore l'augmenter tous les ans

d’une nouvelle fomme=b, le capital aćtuel

que nous nommerons a, s’accroîtroit cha

que année de la maniere qu’on verra:

après 1 an : a-H-b, |

après 2 ans (:) a+: b+b,

après 3 ans (:)’a+(:)'b+: b+b,

après 4 ans (:) a+(:)’b+(:)'b

+(:)b+b,

après n ans (:) a+(:)*'b+(:)***

+-.......: b+ b.

Ce capital confifte, comme on voit, en

deux parties, dont la premiere =(:)'a,

& dont l’autre prife à rebours forme la férie |

b+: b+(:) b+(:) b+.... (:)*'b.

Cette fuite eſt évidemment une progreffion

géométrique, dont l'expofant eſt egal à :.

Ee iv
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Nous en chercherons donc la fomme, en

multipliant d'abordledernierterme(:)"b

par l'expofant: ; nous aurons (:) b. Souf.

trayant enfuite le premier terme b, il refte

2. I \ n º º 3

:) b—b; & divifant enfin par l’expofant

moins 1, c’eſt-à-dire par : , nous trouve

rons la fomme cherchée = 2o (: "b-2ob ;

- • / 2. I \ n

donc le capital cherché eft, (:) a+ 2o

2. I \ n _ / 2 I \" |

(:) b–2ob= (:) . (a+2ob)—2ob.

5 5 I.

Le développement de cette formule exige

qu’on calcule féparément fon premier terme

(:). (a+2ob); ce qui fe fait en prenant

fon logarithme, qui eſt nL.; +L.(a+2ob);

car le nombre qui répond à ce logarithme

dans les tables, fera la valeur de ce pre

mier terme. Si l’on fouftrait enfuite 2ob

de cette quantité, on connoît le capital

cherché,
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5 52.

Question. Quelqu’un a un capital de Iooo

écus placé à cinq pour cent, il y ajoute

annuellement 1oo écus outre les intérêts,

on demande la valeur de ce capital au bout

de vingt-cinq ans ?

Nous avons ici a=1ooo ; b=1oo; n

=25 ; voici donc le plan de l’opération:

L. :=o,o2 I 189299. -

Multipliant par 25 on a

25 L :=o,529732475o

L. (a+2ob)= 3,4771 213 135

- =4,oo68537885.

Ainfi la premiere partie, ou le nombre

qui répond à ce logarithme, eft 1o1 59,1

écus, & fi on en fouftrait 2o b=2ooo,

on trouve que le capital en queſtion vau

dra, après vingt-cinq ans, 8 1 59, 1 écus.

553.

Puis donc que ce capital de Iooo écus

va toujours en augmentant, & qu'après

|
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vingt-cinq ans il fe monte à 8 1 59 : écus,

on peut faire la queſtion, en combien d'an

nées il montera juſqu’à 1 oooooo écus.

Soit n ce nombre d’années, & puiſque

a=1ooo, b=1oo, le capital fera au bout

de n ans:

(:)" (3ooo)–2ooo, fomme qui doit faire

1 oooooo d’écus; de-là réſulte donc cette

égalité ou équation: -

3ooo(: " – 2ooo=1oooooo.

Ajoutant des deux côtés 2ooo, on a

3ooo (:)'=1oozooo.

Divifant de part & d’autre par 3ooo, il

vient (:)'=334

Prenant les logarithmes, on a n L.#

=L. 334; & divifant par L.: , on ob

tient n=:. Or L. 334= 2,5237465,

V · |- ? 6

& L.:=o,o2 i 1893 ; donc n=:.

Et fi l’on multiplie enfin les deux termes

de cette fra&tion par Iooooooo, on aura
6 |- • |

=:-, ce qui fait cent dix-neuf ans
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:

un mois fept jours, & c’eſt là le temps après

lequel le capital de 1 ooo écus fe fera accru

jufqu’à I oooooo d’écus.

5 54.

Mais fi on ſuppofoit que quelqu’un, au

lieu d’augmenter annuellement fon capital

d’une certaine fomme fixe, le diminuât en

employant, chaque année, une certaine

fomme pour fon entretien, on auroit les

gradations fuivantes pour les valeurs de ce

capitala, année par année, en le fuppofant

placé à 5 pour cent, & en entendant par

b la fomme qu’on en ôte annuellement:
A 2. I

après I an, : a—b,

\ 2. I \ 2 21

fCS 2 alfl (: (1--- O–
ap ans, G: b—b,2O

après 3 ans, (:)’a—(:)* b–: —b,

après n ans, (:) a–(:)**b–(:)*b

..... —(:)b—b. -

5 5 5.

Ce capital confifte donc en deux parties,

l'une eft (:)'a, & l'autre qui doit en être
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fouftraite forme , en prenant les termes

en rétrogradant, la progreffion géométri

que fuivante:
2 I 2 I \ 2 21 N 3 2. I \ /2-I

b+(:)*+(:) b+(:) b+...(:)*'b.

Nous avons déjà trouvé ci-deffus la fom

me de cette progreffion=2o(:)"b–2ob;

fi donc on fouffrait cette quantité de (::)”a,

on aura le capital cherché, après n ans,

=(:)"(a— zob)+2ob.

556.

On auroit pu tirer auffi cette formule

immédiatement de la précédente. Car de

même qu’on ajoutoit, dans la fuppofition

précédente, annuellement la fomme b, on

ôte à préfent chaque année la même fom

me b. On n’a donc qu’à mettre dans la for

mule précédente, par-tout — b à la place

de +b. Il faut remarquer principalement

ici que, fi zob eſt plus grand que a, la

premiere partie devient négative, & par

conféquent que le capital va toujours en

|

-----
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diminuant. Cela fe comprend aiſément, car

fi on ôte plus du capital annuellement qu’il

ne s'y joint d’argent en intérêts, il eſt clair

que ce capital doit devenir continuellement

plus petit, & qu’à la fin il doit même fe

réduire abſolumentàrien. C’eſt ce que nous

allons éclaircir par un exemple.

557.

Queſtion. Quelqu’un a un capital de

1 ooooo écus placé à 5 pour cent; il lui faut

chaque année 6ooo écus pour fon entre

tien; cela fait plus que les intérêts de fon

argent, leſquels ne fe montent qu’à 5ooo

écus; par conféquent le capital ira toujours

en diminuant. On demande en combien

de temps il s'évanouira tout-à-fait. Suppo

fons ce nombre d’années =n, & puiſque

a=1ooooo & b=6ooo, nous favons que

après n ans la valeur du capital fera =

–2oooo(:)+ 12 oooo, ou 12 oooo

–2oooo(:)”. Ainſi le capital fe réduira

à zéro, lorſque 2oooo (:) ſe montera à
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12oooo écus, ou lorſque 2oooo (:) éga

lera i 2oooo. Divifant des deux côtés par

2oooo, on a (:)'=6. Prenant les loga

rithmes, on a n L.:=L. 6. Divifant par

2I ; |- – L 6 _o778 I 5 I

L.: , il vient n=::=:::::::: » Ou 12

_7781 513 |- |

=:. Donc n = 36 ans 8 mois 22

jours, au bout duquel temps il ne reftera

plus rien du capital."

558.

Il fera bon dé faire voir auffi comment,

en partant des mêmes principes, on peut

calculer les intérêts pour des temps plus

courts que des années entieres. On fe fert

pour cela de la formule (:) a trouvée plus

haut, qui exprime la valeur d’un capital

placé à 5 pour cent après n années ; car fi

le temps eft de moins d’un an, l'expofant

n devient une fraćtion , & le calcul fe fait

par les logarithmes comme auparavant. Si

on demandoit, par exemple, la valeur du
- A - - I

capital après un jour, on feroit n=#; ;
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:

fi c'eſt après deux jours, n=#F, & ainfi

de fuite.

Soit le capital a= 1 ooooo écus, placé

à 5 pour cent, à combien montera-t-il en

huit jours de temps ?
8

Nous avons a=1 ooooo, & n=5:;, par
/ |- p 21 s–?

conféquent le capital cherché =(:)**

1ooooo. Le logarithme de cette quantité

21s –º– 8 2I

eft = L. (:)*'+ L. Iooooo =; L.;

+ L. I ooooo. Or L. : = o, o 2 1 1 893,
8

multipliant par: on a o,ooo4644

ajoutant L. I ooooo= 5,ooooooo

la fomme eft= 5,ooo4644.

Le nombre de ce logarithme fe trouve

=1ooI o7. Ainfi dans les premiers huit jours

les intérêts du capital font déjà i o7 écus.

56o.

Dans cette matiere fe préfentent auffi les

queſtions d'eſtimer la valeur préfente d’une
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fomme d'argent qui ne feroit payable

que dans quelques années. On confidérera

que, puiſque 2o écus en argent comptant

montent à 2 1 écus en douze mois, il faut

que réciproquement 2 1 écus qu’on ne pour

roit toucher qu’au bout d’un an, ne valent

actuellement que zo écus. Si donc on ex

prime par a une fomme dont le payement

écherroit au bout d’un an, la valeur pré

fente de cette fomme eft:a. Ainfi pour

trouver combien un capitala, payable feu

lement au bout d’un certain temps, vau

droit une année plutôt, il faudra le mul

tiplier par : ; pour trouver fa valeur deux

ans avant l’échéance , on le multipliera par

(:)’a; & en général fa valeur, n ans avant

'échéance, s'exprimera par (

56 I.

Suppofons qu’un homme ait à tirer pen

dant cinq années confécutives une rente

annuelle de cent écus, & qu’il veuille la

céder pour de l'argent comptant, en comp

tallt

29)" azi ) e.

/
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tant les intérêts à 5 pour cent, fi on de

mande combienil doit recevoir, voici com

ment il faudra raiſonner:

Pour 1oo écus qui échoient |

après I an il reçoit 95,239.

après 2 ans - 9O,7o4.

après 3 ans—86,385.

après 4 ans ——— 82,272.

après 5 ans — 78,3 55.

fomme des 5 termes 432,955.

Ainfi le Poffeffeur de la rente ne peut

prétendre en argent comptant que 432,955

écus, ou 1298 livres 17 fous 3; deniers.

562.

On remarquera que fi une telle rente

devoit durer un nombre d’années beaucoup

plus grand, le calcul, de la maniere que

nous l’avons fait, deviendroit très-pénible,

voici les moyens de le faciliter:

Soit la rente annuelle =a, commençant

dès-à-préfent & durant n années, elle vau

dra aćtuellement:

Tome I. F f
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- 26 2o N 2 aos 1 - i zaos“. -

a+(:)a+(:) a+(:) a+(:) đ • • • • •

|- 2.O N 77

+(:) a.

Voilà une progreffion géométrique, &

tout ſe réduit à en trouver la fomme. On

multipliera donc le dernier terme par l’ex

pofant, le produit eft (:)”a; fouftrayant

le premier terme, il reſte (:)”a–a ; di

vifant enfin par l’expofant moins 1 » c’eſt

à-dire, par –:, ou, ce qui revient au
même, multipliant par -2 i , on aura la

fomme cherchée =—21 (:)”a+? i º »

ou bien, 21 a.–21(:)”’a ; & ce fecond

terme qu'il s'agit de fouftraire, fe calcule

facilement par les logarithmes.

*-*;;;;;;**

vÞr

ös:
+#.
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- 563.

Le but principal de l’Algebre, ainfi que

de toutes les parties des Mathématiques,

eft de déterminer la valeur de quantités,

qui auparavant étoient inconnues. On l’at

teint en pefant avec attention les conditions

prefcrites, lefquelles s'expriment toujours

par des quantités connues. C’eſt auffi pour

quoi on définit l'Algebre, la fcience qui en

feigne à déterminer des quantités inconnues

par le moyen de quantités connues.

F f j
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564.
* *

Ce que nous venons de dire s’accorde

auffi avec tout ce qui a été expoſéjufqu'ici.

Par-tout on a vu la connoiffance de cer

taines quantités faire arriver à celle d’autres

quantités qu’on pouvoit auparavant regar

der comme inconnues.

L’Addition en offroit d’abord un exem

ple. Pour trouver la fomme de deux ou de

plufieurs nombres donnés, il falloit cher

cher un nombre inconnu qui fût égal à ces

nombres connus pris enfemble.

Dans la Souftraćtion on cherchoit un

nombre qui fût égal à la différence de deux

nombres connus. -

Une multitude d’autres exemples fe font

préfentés dans la Multiplication & dans la

Divifion, dans l’élévation des puiffances

& dans l'extrastion des racines; la quef

tion fe réduiſoit toujours à trouver, par le

moyen de quantités connues, une autre

quantité inconnue juſqu'alors.
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565.

* Enfin dans la derniere fećtion nous

avons auffi réfolu différentes queſtions, où

il s’agiffoit de déterminer un nombre qui

ne pouvoit être conclu de la connoiffance

d’autres nombres donnés que fous de cer

taines conditions.

Toutes les queſtions fe réduifent donc

à trouver, par le fecours de quelques nom

bres donnés, un nouveau nombre qui ait

avec ceux-là une «certaine connexion ; &

cette connexion fe détermine par de cer

taines conditions ou propriétés qui doivent

convenir à la quantité cherchée.

566.

Lorſqu’il fe préfente une queſtion à ré

foudre, on indique par une des dernieres

lettres de l’Alphabet le nombre cherché,

& on examine enfuite de quelle maniere

les conditions données peuvent former une

égalité entre deux quantités ; cette égalité

F f iij
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qui eft repréfentée par une eſpece de for

mule qu’on appelle équation, fert enfuite

à déterminer la valeur du nombre cherché,

& par conſéquent à réfoudre la queſtion.

Il arrive quelquefois qu’on cherche plu

fieurs nombres; on les trouve pareillement

par des équations. |

567.

Expliquons-nous mieux par un exemple,

& fuppofons la queſtion ou le probléme qui

fuit: - * *

Vingt perſonnes, hommes & femmes,

mangent dans une auberge, l’écot d’un

homme eft 8 fous, celui d’une femme eft

7 fous, & la dépenfe totale ſe monte à 7 I.

5 fous; on demande le nombre des hom

mes & celui des femmes ?

On ſuppofera, pour réfoudre cette quef.

tion, que le nombre des hommes foit =x,

& regardant maintenant ce nombre com

me connu, on procédera de la même ma

niere que fi en vouloit faire la preuve &

|
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voir fi ce nombre fatisfait à la queſtion.

Or le nombre des hommes étant =x, &

les hommes & les femmes faifant enfem

ble vingt perſonnes, il eſt facile de déter-

miner le nombre des femmes, on n'a qu’à

fouftraire de 2o celui des hommes, c’eſt

à-dire que le nombre des femmes =2o

— X. - - - -

* Mais un homme dépenfe 8 fous, donc

x hommes dépenfent 8x fous.

Et puiſqu’une femme dépenfe 7 fous,

2o—x femmes auront dépenfé 140–7x

fous.

Ainſi ajoutantenſemble 8x & 140–7x,

on voit que toutes les 2o perfonnes auront

dépenſé 14o-+x fous. Or on fait d'avance

combien elles ont dépenfé, favoir 7 liv.

5 fous, ou 145 fous; il faut donc qu'il y

ait égalité entre 14o-+-x & 145 , c’eſt-à

dire qu’on ait l'équation I 4o-+-x= 145,

& de-là on tire facilement x=5.

i Donc l’écot étoit de 5 hommes & de

i 5 femmes. . . - -

F f iv
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568.

Autre question de la même eſpece.

Vingt perſonnes, hommes & femmes,

fe trouvent dans une auberge ; les hommes.

dépenfent 24 florins, & les femmes autant,

& il fe trouve qu’un homme a dépenſé 1

florin de plus qu’une femme; on demande

combien il y avoit d'hommes & combien

de femmes ? -

Soit le nombre des hommes=x,

celui des femmes fera =2o-x. -- -- , **

Or ces x hommes ayant dépenſé 24

florins, l'écot de chaque homme eft de

# florins. . . )

De plus les 2o-x femmes ayant auffi

dépenſé 24 florins, l’écot de chaque femme,

eft :::: florins.

-- Mais on fait que cet écot d’une femme,

eft d’un florin plus petit que celui d’un

homme; fi donc on fouftrait 1 de l’écot

d'un homme, il faut qu’on obtienne celui

d'une femme, & par conſéquent que :
V * *
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24

2.O – 3:

-- I= . Voilà donc l'équation de la

quelle il s’agit de tirer la valeur de x ; on

ne trouve pas cette valeur avec la même

facilité que dans la queſtion précédente ;

mais on verra dans la fuite que x=8, &

cette valeur fatisfait en effet à l’équation;

car #—1=#renferme l’égalité 2= 2.

569.

On voit bien à quel point il eft effentiel,

dans tous les problêmes, de pefer avec at

tention toutes les circonftances de la quef

tion, afin d’en déduire une équation, en

exprimant par des lettres les nombres cher

chés ou inconnus. Tout l’art confifte en

fuite à réfoudre ces équations pour en tirer

les valeurs des nombres inconnus, & c’eſt

de quoi nous nous occuperons dans cette

fećtion.

57o.

Nous avons à remarquer d’abord une

diverſité qui réſide dans les queſtions elles

**«.
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mêmes. Dans quelques-unes on ne cherche

qu’une feule quantité inconnue, dans d’au

tres on en cherche deux ou pluſieurs; & il

faut obferver dans ce dernier cas qu’il faut,

pour les déterminer toutes, pouvoir dé

duire des circonftances ou des conditions

du problême, autant d’équations qu’il y a

d'inconnues. -

57 I.

On a déjà pu s’appercevoir qu’une équa

tion confifte en deux membres qu’on fépare

par le figne d'égalité, =, pour indiquer

que ces deux quantités font égales l’une à

l’autre. On eſt obligé fouvent de faire fubir

bien des transformations à ces deux mem

bres, afin d’en déduire la valeur de la

quantité inconnue ; mais ces transforma

tions cependant doivent toutes fe fonder

für ce que deux quantités égales restent éga

les, foit qu’on leur ajoute ou qu’on en re

tranche des quantités égales, foit qu’on les

multiplie ou qu’on les diviſe par un même
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nombre, foit qu’on les éleve toutes deux

à la même puiſſance, ou qu’on en extraie

les racines d’un même degré, foit enfin que

l’on prenne les logarithmes de ces quan

tités, comme nous l’avons déjà pratiqué

dans la fećtion précédente.

572.

Les équations qu’on réfout le plus faci

lement, font celles où l’inconnue ne paffe

pas la premiere puiſſance après qu’on a mis

les termes de l'équation en ordre, & on

les appelle équations du premier degré. Mais

lorſqu'ayant réduit & ordonné une équa

tion, on y rencontre le quarré ou la fe

conde puistance de l'inconnue, on a une

équation du fecond degré, qui eſt déjà plus

difficile à réfoudre. Enfuite viennent les

équations du troiſieme degré, qui renferment

le cube de l’inconnue, & ainfi de fuite.

Nous traiterons de toutes dans cette fećtion.

*

<>$2

d
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C H A P I T R E I I.

De la réſolution des Equations du premier

- degré.

573.

Lorsque le nombre cherchéouinconnu

eft indiqué par la lettre x , & que l’équa

tion qu’on a obtenue eſt telle que l'un de

fes membres renferme fimplement cet x, &

l’autre purement un nombre connu, com

me, par exemp. x=25, la valeur cherchée

de x eft toute trouvée. C’eſt donc à parvenir

à une telle forme qu'il faut toujours faire

fes efforts, quelque compliquée que foit

l'équation qu’on a trouvée d'abord. Nous

donneròns dans la fuite les regles qui ren

dent ces rédućtions plus faciles. -

574.

Commençons par les cas les plus fimples,

& ſuppofons d'abord qu’on foit parvenu à
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l’équation x+9=16, on voit fur le champ

que x=7. Et en général fi on a trouvé

x+a=b, où a & b fignifient des nombres

quelconques, mais connus, on n’a qu’à fouf

traire a de l’un & de l’autre membre, &

on obtient l’équation x=b—a, qui indique

la valeur de x. *

575.

Si l’équation trouvée eſt x–a=b, on

ajoutera des deux côtés a, & on aura la

valeur cherchée de x=b+a.

On procédera de même, fi la premiere

équation a cette forme, x—a=aa+1;

car on aura fur le champ x=aa+a+1.

Cette autre équation, x—8a=2o—6a,

donne x=2o-6a-H-8a, ou x=2o-+-2a.

Et celle-ci, x-+-6a=2o-+-3a, donne x

=2o-+-3a-6a, ou x=2o-3a.

Si l’équation primitive a cette forme,

x—a+b=c, on peut commencer par ajou

ter de part & d’autre a, on aurax+b=c+a;
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-

& en fouftrayant enfuite b des deux côtés,

on trouvera x=c+a–b. Mais on peut

auffi ajouter d'abord +a–b de part &

d'autre; on obtient par-là fur le champ x

=c+a-b.

Ainfi dans les exemples fuivans

Si x—2a+3b=o, on a x=2a–3b.

Si x—3a+2b=25+a+2b, on a x=25

+4a. |

Si x-9+6a=25+2a, on a x=34—4a.

577.

Quand l’équation trouvée a la forme

ax=b, on divife feulement les deux mem

bres par a, & on a x=#. Mais fi l'équa

tion eft de la forme ax+b-c=d, il faudra

d'abord faire diſparoître les termes qui ac

compagnent ax , en ajoutant de part &

d’autre–b+c; & après cela, en divifant

par a la nouvelle équation ax=d—b+c,
d – b + c

OIl dUlf3 X= *

41

On auroit trouvé la même chofe en fouf

trayant +b-c de l'équation donnée ; on
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auroit eu pareillement ax=a–b+c, &

d–b+c • r

x=:=: . En conféquence de cela

Si 2x+5=17, on a 2x=1 2 , & x=6.

Si 3x—8=7, on a 3x=15 , & x=5.

Si 4x— 5 —3a= 1 5 + 9a, on a 4x=2o

+-12a, & par conféquent x=5+3a.

578.

Quand la premiere équation aura la for

me#=b, on multipliera des deux côtés

par a, pour avoir x=ab.

Mais fi l’on a :+b-c=d, il faudra

d’abord faire :=d—b+c, après quoi on

obtiendra x=(d-b+c)a=ad-ab+ac.
• I I

Soit : x– 3= 4, on a : x=7., & x

E I 4. |

• . I

Soit; x–1+2a=3+a, on aura; x=4

–a, & x=12—3a.
• 3;

Soit :ī–1=a, on aura ==T=a+1 , &

X=dal-- I • ·
/*

579.

Quand on eſt parvenu à une équation,

comme :=c, on multiplie d'abord par
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b, afin d'avoir ax=bc., & diviſant enfuite

par a, on trouve x=#.

Que fi :—c=d, on commenceroit par

donner à l'équation cette forme :=d+c,

après quoi on parviendroit à la valeur de

ax=bd+bc, & à celle de x=#:#.
4.

2. -- 2

Suppofons; x—4= 1 , nous aurons;
- -

|- –** –— *

x=5, & 2x=15 ; donc x=#ou=7#.

: 3 * – 3 --– ISi #x+;=5 , nous avons : x=5—=

=#; donc 3 x=18, & x=6.

|- 58o.

Confidérons à préfent le cas, qui peut

arriver fréquemment, où deux ou plufieurs

termes contiennent la lettre x , foit dans

un feul membre de l'équation, foit dans

tous les deux. *

Si ces termes font tous du même côté,

c’eſt-à-dire dans un feul membre, comme

dans l’équation x-+#x+5=1 i , on a x

+: x=6, & 3x= 2, & enfin x=4.2.

Soit
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Soit x+; x+;x=44, & qu’on de

mande la valeur de x : fi on multiplie d’a

bord par 3, on a 4x+#x=132 ; multi

pliant enfuite par 2, on a II x=264;

donc x=24. On auroit pu procéder plus

briévement, en commençant par réduire

les trois termes qui renferment x, au feul

terme :-x, & divifant enfuite par II l'équa

tion : =44, on auroit eu : x=4, donc

2 =24.

Soit; x—#x+: x=1, on aura, en ré

duifant, : x=1 , & x=2;.

Soit, plus généralement, ax—bx+cx

=d, c’eſt comme fi on avoit (a-b+c)

*=d, d’où l’on tire x==#F"

58 I.
/

-

-

Lorſqu'il fe trouve des termes renfer

mant x dans l’un & l’autre membre de

l'équation, on commencera par faire dif

paroître ces termes du côté où cela eſt plus

facile, c’eſt-à-dire où il y en a le moins,

Tome 1. G g
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Si on a , par exemple, l’équation 3x-|–2

=x-+-Io, il faudra fouftraire d’abord x

des deux côtés, on aura 2x+2=1o ; donc

2x=8, & x=4.

Qu’on aitx+4=2o-x , il eft clair que

2x+4=2o; & par conféquent 2x=16,

& x=8.
|

Soit x+8=32—3x, on aura 4x+8=32;

enfuite 4x= 24, & x=6.

Soit 1 5—x=2o-2x , on aura 15+x

=2o, & x=5. -

Soit 1+x=5—; x, on aura 1+} x

=5 ; après cela : x=4 ; 3 x=8 ; enfin

x=ể= 2*.

\ 3 I• I * --– I |- I |

Si ; –;x=#—; x, on ajoutera; x,

refte : x=#; & multipliant par 12 , on

obtient x=2.

Si 1; —#x=;+; x, on ajoute ; x,

cela donne 1 ;=#.+#x. Souftrayant ; ,

on a #x=1;, d'où l'on tire x=1:=#,

en multipliant par 6, & en diviſant par 7.
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582.

Si on eſt parvenu à une équation où le

nombre inconnu x eft un dénominateur, il

faut faire diſparoître la fraćtion, en multi

pliant toute l'équation par ce dénominateur

Suppofons qu’on ait trouvé : —8=12,

on ajoutera d'abord 8, & on aura ::=2o;

multipliant enfuite par x, on a 1oo=2ox;

& divifant par 2o, on trouve x=5.

5x+3

Soit 4–- 2=7.
4 – I

Si on multiplie par x-1, on a 5x+3=7x

—7. -

Souftrayant 5x, il refte 3=2x–7.

Ajoutant 7, il vient 2x=1o. Donc x=5.

583.

Quelquefois auffi on rencontre desfignes

radicaux, & l’équation ne laiffe pas d'ap

partenir au premier degré. Par exemple,

on cherche un nombre x au-defious de Ioo,

& tel que la racine quarrée de 1oo–x

devienne égale à 8, ou V(Ioo—x)=8,

* G g ij



468 E L É M E N s

on prendra des deux côtés le quarré Ioo

—x=64, & en ajoutant x on aura Ioo

=64+x, d’où l’on tire x=1 oo—64=36.

On pourroit auffi, puiſque Ioo—x=64,

fouftraire 1oo de l'un & de l’autre membre;

on auroit —x=–36, & en multipliant

par — I , x=36.

Quelquefois enfin le nombre inconnu x

fe trouve dans l’expofant, nous en avons

vu des exemples plus haut, & il faut alors

avoir recours aux logarithmes.

Ainfi, quand on a 2”= 5 12, on prend

des deux côtés les logarithmes; on a x L. 2

=L.5 12; & en divifant par L. 2, on trouve

x=:::::. Les tables donneront donce –2,79927oo–279927

o,3o1o3ooT 3o1o3
• 2.3% *

Soit 5.3“— I oo= 305 , on ajoutera
|- 232 • •

1oo ; cela fait 5.3”=4o5 ; divifant par

5, on a 3”=81 ; prenant les logarithmes

2xL.3=L.81, & diviſant par 2L.3, on a
L 81 L. 81 İ,9ο84852

-- – =- 3 Il F2 = zī: ou x L.9 2 do c 20 Os9542425

— 1908485o– 2.

– IIIIIII ---

Ul x=9.
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C H A P I T R E I I I.

De la folution de quelques queſtions relatives

au Chapitre précédent.

585.

DREMIERE Qvestrow. Partager7 en deux

parties, telles que la plus grande furpaffe

de 3 la plus petite.

Soit la plus grande partie =x, la plus

petite fera =7–x ; il faut donc que x

=7—x+3, ou=1o–x ; ajoutant x,

on a 2x=1o; & divifant par 2, le réful

tat eſt x= 5.

Réponſe. La plus grande partie eft 5 ,

& la plus petite eft 2.

Seconde question. On propofe de par

tager a en deux parties, de façon que la

plus grande furpaffe de b la plus petite.

Soit la plus grande partie =x , l’autre

fera a–x. ; ainfi x=a-x+b; ajoutant

G g iij
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x, on a 2 x=a+b; & divifant par 2 ,

a+b

Autre folution. Soit la plus grande partie

=x ; comme elle est plus grande de b que

la plus petite, il eft clair que celle-ci eft

de b plus petite que l’autre, & =x.–b.

Or ces deux parties, priſes enfemble, doi

vent faire a ; il faut donc que 2x-b=a;

ajoutant b, on a 2x=a+b; donc x= *: ,

c’eſt la valeur de la plus grande partie,
a+ă

& celle de la plus petite fera *: –b ou“:
b –b

2. 2

586.

Troiſieme question. Un pere qui a trois

fils, leur laiffe 16oo écus. Le teſtament

porte que l'aîné aura 2oo écus de plus que

le puîné , & que celui-ci aura 1oo écus

de plus que le cadet. On demande quelle

fera la portion de chacun ?

Soit la portion du troifieme fils =x ; celle

du fecond fera =x+ Ioo, & celle du

Premier=x+3oo. Or on fait que ces trois

*
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portions font enfemble 16oo écus. On a

donc 3x+4oo =16oo ;

3 x =1 2oo , ,

& x = 4oo.

Réponſe. La part du cadet eft 4oo écus,

celle du puîné eſt 5oo écus, & celle de

l’aîné eft 7oo écus. :

587. }

Quatrieme question. Un pere laiffe quatre

fils & 86oo liv. ; fuivant le teſtament la part

de l’aîné doit être double de celle du fe

cond , moins 1oo liv. le fecond doit rece

voir trois fois autant quele troifieme, moins

2oo liv. & le troifieme doit recevoir quatre

fois autant que le quatrieme, moins 3oo l.

On demande quelles font les portions de

ces quatre fils ? Nommons x la portion du

cadet ; celle du troiſieme fils fera =4x

–3oo ; celle du fecond =12x–1 Ioo,

& celle de l’aîné =24x–23oo. La fomme

de ces quatre parts doit faire 86oo liv. On

a donc l'équation 41x-37oo=86oo, ou

41x=123oo, & x=3oo.

*

 

Gg iv
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Réponſe. Il revient au cadet 3oo livres,

au troifieme fils 9oo livres, au fecond 25 oo

livres, & à l’aîné 46oo livres.

588.

Cinquieme question. Un homme laiffe

1 Iooo écus à partager entre fa veuve,

deux fils & trois filles. Il veut que la mere

reçoive deux fois la portion d’un fils, &

qu'un fils reçoive deux fois autant qu’une

fille. On demande combien il revient à ces

perſonnes féparément ? - -

Suppofons la portion d’une fille=x, celle

d’un fils eſt par conféquent= 2x, & celle

de la veuve=4x ; tout l'héritage eft donc

3x+4x+4x ; ainfi I 1x= 11 ooo , & x

= 1 OOO. -

Réponſe. Une fille tire Iooo écus,

ainfi toutes les trois reçoivent 3ooo écus.

Un fils tire 2ooo écus,

ainfi les deux fils reçoivent 4ooo

La mere reçoit — — — — 4.ooo

<

|-
-

fomme I i ooo écus.
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589.

Sixieme question. Un pere veut par fon

teſtament, que fes trois fils partagent fon

bien de la maniere fuivante: l’aîné reçoit

Iooo écus de moins que la moitié de tout

l'héritage ; le fecond reçoit 8oo écus de

moins que le tiers de tout le bien ; & le

troifieme reçoit 6oo écus de moins que le

quart du bien. On demande à quelle fomme

fe monte l’héritage entier, & quelle eſt la

part de chaque héritier ?

Exprimons l'héritage par x:

la part du premier fils eft: x–1ooo

celle du fecond #x— 8oo

celle du troiſieme #x— 6oo.

Ainfi les trois fils enfemble tirent; x+#

x+: x– 24oo, & cette fomme doit être

égale à x ; on a donc l'équation#x-24oo

F X. - -

Souftrayant x, il reſte : x–24oo=o.
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I

Ajoutant 24oo, on a :x= 24oo. Multi

pliant enfin par 12 , le produit eft x éga

lant 288oo.

Réponſe. L’héritage eft de 288oo écus, &

l’aîné des fils reçoit 134oo écus.

le puîné — — — — 88oo

le cadet – – – – 66oo

tous trois enfemble 288oo écus.

5 9O.

Septieme question. Un pere laiffe quatre

fils, qui partagent fon bien de la maniere

qui fuit:

Le premier prend la moitié de l'héritage,

moins 3 ooo livres. |

Le fecond prend le tiers, moins I ooo l.

Le troiſieme prend exaĉtement le quart

du bien. -

Le quatrieme prend 6oo livres, & la

cinquieme partie du bien. -

De combien étoit l'héritage, & com

bien chaque fils a-t-il reçu ?



zo’ A L C E B R E. 475

Soit l'héritage total =x: #

l'aîné des fils aura º #x–3ooo2.

le puîné — — — #x–1ooo

le troiſieme – – #x

I

le cadet — — — #x+ 6oo.

Tous les quatre auront reçu; x+; x+;

x+#x—34oo, ce qu’il faut égaler à x,

d'où réſulte l'équation#x—34oo=x ;

fouftrayant x, on a#x-34oo=o;

ajoutant 34oo, on a :x=34co;

divifant par 17, on a #x=2oo;

multipliant par 6o , on a x=1 2ooo.

Réponſe. L'héritage étoit de 12ooo liv.

le premier fils en a pris 3ooo

le fecond — — — — 3ooo

le troiſieme — — — 3ooo

le quatrieme — — — 3ooo.

59 I.

Huitieme question. Trouver un nombre

tel que, fi on y ajoute fa moitié, la fomme
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furpaffe 6o d'autant que le nombre lui

même eft au-deffous de 65.

Soit ce nombre =x, il faut que x+;

x—6o=65–x, c’eſt-à-dire ; x–6o=65

—x ; -

ajoutant x, on a #x—6o=65;

ajoutant 6o, on a : x=125;

divifant par 5, on a : x=25;

multipliant par 2 , on a x= 5o.

Réponſe. Le nombre cherché eft 5o.

592.

Neuvieme question. Partager 3ż en deux

parties telles que, fi je divife la moindre

par 6, & la plus grande par 5 , les deux

quotiens pris enfemble faffent 6.

Soit la plus petite des deux parties cher

chées=x ; la plus grande fera =32—x;

la premiere, diviſée par 6, donne: ; la fe

conde, diviſée par 5 , donne ***

faut que ;-+-***=6. Ainſi multipliant par
I

5 , on a : x-+-32-x=3o, ou —#x-+32
{

; or il

–3O.
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ajoutant#x, il vient 32=3o+#x;

fouftrayant 3o, il refte 2=#x ;

multipliant par 6, on a x=12.

Réponſe. Les deux parties font: la plus pe

tite =12, la plus grande =2o.

593.

Dixieme question. Trouver un nombre

tel que, fi je le multiplie par 5 , le produit

foit autant au-deſſous de 4o, que le nom

* bre lui-même eft au-deffous de 12. Je nom

merai ce nombre x, il eſt au-defious de

12 de 12–x ; prenant le nombre x cinq

fois, j’ai 5 x, ce qui eſt moindre que 4o

de 4o-5x, & cette quantité doit être égale

Zł I 2— X.

J’ai donc 4o–5x=1 2— x ;

ajoutant 5x, j’ai 4o=12+4x ;

fouftrayant 1 2 , j'ai 28=4x ;

divifant par 4, j’ai x=7, nombre cher

ché. -
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594.

Onțieme question. Partager 25 en deux

parties, telles que la plus grande contienne

49 fois la plus petite.

Soit cette derniere =x, la plus grande

fera =25–x. Celle-ci diviſée par celle-là

doit donner le quotient 49 ; on a donc

25 – x

27 F49

Multipliant par x, on a 25-x=49x ;

ajoutant x , — — — 25 =5ox ;

divifant par 5o, — — x =#.

Réponſe. La plus petite des deux parties

cherchées eft;, & la plus grande eft 24;;

divifant celle-ci par;, ou multipliant par

2, on trouve 49.

595.

Doazieme question. Partager 48 en neuf

parties, de façon que l'une foit toujours de

; plus grande que la précédente.

Soit la premiere & la plus petite partie

=x, la feconde fera =x+;, la troifieme

=x+1 3 &c.
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Or ces parties formant une progreffion

arithmétique, dont le premier terme =x,

le neuvieme & dernier terme fera =x+4.

Ajoutant ces deux termes enfemble, on a

2x+4 ; multipliant cette quantité par le

nombre des termes, ou par 9, on a 18x

+36; & divifant ce produit par 2, on

obtient la fomme de toutes les neuf parties

=9x+18 , & qui doit équivaloir à 48.

On a donc 9x+18=48;

fouftrayant 18, il reſte 9x=3o;

& divifant par 9 on a x=3;.

Réponſe. La premiere partie eſt 3;, &

les neuf parties fe fuivent dans l'ordre que

voici:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3; +3; +4; +4#.+5 #+5 #+6;+6#.+7#.

Toutes enfemble font 48.

Treiņieme question. Trouver une progref

fion arithmétique, dont le premier terme

=5, le dernier=1 o, & la fomme=6o.

|

|
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Nous ne connoiffons ici ni la différence

ni le nombre des termes, mais nous favons

que le premier & le dernier terme nous

fuffiroient pour exprimer la fomme de la

progreffion, fi feulement le nombre des

termes étoit donné. Nous fuppoferons donc

ce nombre =x, & la fomme de la pro

greffion s’exprimera par:#; or nous favons

d’ailleurs que cette fomme eft 6o; ainfi

::=6o; ;x=4, & x=8.

Maintenant, puiſque le nombre des ter

mes eft 8, fi nous fuppofons la différence

={, il ne s’agit plus que de chercher le

huitieme terme dans cette fuppofition, &

de le faire= 1 o. Le fecond terme eft 5+{;

le troiſieme eft 5+2{, & le huitieme eft

5 +75 , ainfi

| 5+77=1 o

77= 5

& {= #.

Réponſe. La différence de la progreſſion

eft;, & le nombre des termes eſt 8, &

par conſéquent la progreffion eft

1
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1 2 3 4 5 6 7 8

5+5}+6}+7#.+7#.+8#.+9; + 1o,

dont la fomme =6o.

597.

Quatorzieme question. Je cherche un nom

bre tel, que fi du double de ce nombre

je fouftrais 1, & que je double le reſte,

qu’enfuite je fouftraie 2, & que je divife

le reſte par 4, le nombre réfultant de ces

opérations foit de 1 plus petit que le nom

bre cherché. -

Je ſuppoſerai ce nombre =x; le double

eft 2 x ; fouftrayant 1 , il reſte 2 x—1 ;

doublant ceci, j'ai 4 x— 2; fouftrayant 2,

il me reſte 4x-4 ; divifant par 4, il me

vient x–1 ; & c’eſt ce qui doit être d’une

unité plus petit que x ; ainfi

X— I= X–I • *

Mais voilà ce qu’on nomme une équa

tion identique ; elle indique que x n’eſt pas

du tout déterminé, & qu’on peut prendre

à fa place un nombre quelconque à volonté.

Tome I. H h
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598.

Quințieme question. J'ai acheté quelques

aunes de drap à raifon de 7 écus pour 5

aunes, j’ai revendu de ce drap à raifon de

1 1 écus pour 7 aunes, & j'ai gagné Ioo

écus fur le tout: on demande combien il

y avoit de drap ?

Suppofons qu’il y en ait eu x aunes;

il faudra voir d’abord combien l’emplette

a coûté; cela fe trouve par la regle de trois

fuivante:

Cinq aunes coûtent 7 écus; que coûtent

x aunes ? Réponſe, # x écus.

Voilà ma dépenfe. Voyons à préfent

quelle eſt ma recette ; il faudra faire la

regle de trois qui fuit: Sept aunes me valent

I 1 écus, combien me rapportent x aunes ?

Rép. # x écus.

Cette recette doit furpaffer de 1oo écus

la dépenfe; on a donc cette équation:

I I –7 |

;-x=#x+1oo; 6

fouftrayant#x, il reſte; x=1oo;
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|

I

donc 6x=35oo, & x=583;.
/* |- I |

Réponſe. Il y avoit 583; aunes, qui ont

été achetées pour 816; écus, & revendues

enfuite pour 916; écus, moyennant quoi

le profit a été de 1oo écus.

599.

Seiſieme question. Quelqu’un achete 1 z

pieces de drap pour 14o écus. Deux font

blanches , trois font noires & ſept font

bleues. Une piece de drap noir coûte deux

écus de plus qu’une piece de drap blanc,

& une piece de drap bleu coûte trois écus

de plus qu’une noire ; on demande le prix

de chaque forte.

Suppofez qu’une piece blanche coûte x

écus, les deux de cette forte coûteront 2x.

De plus une piece noire coûtant x+2, les

trois pieces de cette couleur coûteront 3x

+6. Enfin une piece bleue coûte x-+-5 ;

donc les ſept bleues coûtent 7x+35. Ainſi

toutes les douze pieces reviennent enfem

ble à 12 x+41.

- Hh ij

·
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Or le prix réel & connu de ces douze

pieces eft 14o écus ; on a donc 1 2x+41

F I4O ,

|- & I 2 x=99 ;

donc x=8;;

ainfi une piece de drap blanc coûte 8: écus.

drap noir Io;

drap bleu I 3;

6oo. -

Dix-ſeptieme question. Un homme qui

a acheté des noix mufcades, dit que trois

noix lui coûtent autant au-delà d’un fou

que quatre lui coûtent au-delà de dix liards:

on demande le prix de ces noix ?

On nommera x l'argent que trois noix

coûtent de plus qu’un fou ou quatre liards,

& on dira: trois noix coûtent x-+-4 liards,

& quatre coûteront, par la condition du

problême, x+1o liards. Or le prix de

trois noix donne celui de quatre noix

encore d’une autre maniere, favoir par la



D” A L C E B R E. 485

regle de trois ; on fera 3:x+4= 4. Ré

ponſe, «;s. Ainſi :=x+1o, Ou 4X

+16=3x+3o;

donc x+16=3o,

& JXC FI 4•

Réponſe. Trois noix coûtent 18 liards,

& quatre coûtent 6 fous ; donc chacune

coûte 6 liards. |

6o I.

Dix-huitieme question. Quelqu’un a deux

gobelets d'argent avec un feul couvercle

pour les deux. Le premier gobelet pefe

1 2 onces, & fi on y met le couvercle, il

pefe deux fois plus que l’autre gobelet;

mais fi on couvre ľautre gobelet, celui-ci

pefe trois fois plus que le premier: il s’agit

de trouver le poids du fecond gobelet &

celui du couvercle. -

Suppofons le poids du couvercle =x

onces; le premier gobelet étant couvert

pefera x+1 2 onces. Or ce poids étant le

double de celui du fecond gobelet, il faut

- H h iij
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que ce gobelet-ci pefe ; x+6. Si on le

couvre, il pefera; x+6,& ce poids doit

être le triple de 12, ou du poids du pre-

mier gobelet. On aura donc l'équation# x:

+6=36, ou; x=3o; donc#x=1o&

X = 2O,

Réponſe. Le couvercle peſe zo onces,

& le fecond gobelet pefe 16 onces.

6o2.

Dix-neuvieme queſtion. Un Banquier a

deux eſpeces de monnoie; il faut a pieces

de la premiere pour faire un écu ; il faut b

pieces de la feconde pour faire la même

fomme. Quelqu’un vient & demande c pie

ces pour un éçu; combien le Banquier lui

donnera-t-il de pieces de chaque eſpece

pour le fatisfaire ? .

Suppofons que le Banquier donne x pie

ces de la premiere eſpece ; il eſt clair qu’il

donnera c–x pieces de l'autre eſpece. Or

les x pieces de la premiere valent : écr:
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par la proportion a:1=x: ; & les c–x

pieces de la feconde eſpece valent : écu,
*

parce qu’on a b:1=c—ac::. Il faut donc
- b

que :+*:FI 3 ou::+c—x=b , Ou bx

+ac—ax=ab, ou bien bx—ax=ab—ac ;

d'où l'on tire x=::, ou x=:2. Par-4 b–a

bc-ab _b(c-a)

5-a - 5=== *

/ |- b– |- -

Réponſe. Le Banquier donnera:? pie
|- b (c-a) „;

ces de la premiere eſpece, & *#:ł pieces

de la feconde eſpece.

Remarque. Ces deux nombres fetrouvent

facilement par la regle de trois, lorſqu’il

s’agit de faire une application de nos ré

fultats. On dira, pour trouver le premier:
ab-ac

b—a:b–c=a:::::. Le fecond nombre

fe détermine en faifant: b—a:c–a=b:=:.

Il faut remarquer auffi que a eft plus

petit que b, & que c eſt pareillement plus

petit que b , mais cependant plus grand

que a, ainfi que la nature de la chofe le

demande. -

conféquent c–x=

Hh iv
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6o3.

Vingtieme question. Un Banquier a deux

fortes de monnoie: dix pieces de l'une font

un écu, & il faut 2o pieces de l’autre pour

faire un écu. Or quelqu’un demande à

changer un écu contre dix-ſept pieces de

monnoie ; combien recevra-t-il donc de

pieces de chaque forte?

Nous avons ici a=1 o, b=2o, & c=17;

ce qui fournit les regles de trois fuivantes:

I. Io:3=1 o:3 , ainfi 3 pieces de la pre

miere forte.

II. Io:7=2o:14, & 14 pieces de la fe

conde forte.

- 6o4. -

Vingt-unieme question. Un pere laiffe à

fa mort quelques enfans, avec un bien qu’ils

partagent de la maniere fuivante:

Le premier reçoit cent écus & la di

xieme partie du refte,

Le fecond tire deux cents écus & la di

xieme partie de ce qui reſte,
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Le troifieme prend trois cents écus & la

dixieme partie de ce qui refte.

Le quatrieme prend quatre cents écus &

la dixieme partie de ce qui reſte, & ainfi

de fuite.

Et il fe trouve à la fin, que le bien a été

partagé également entre tous les enfans.

On demande maintenant de combien étoit

l'héritage, combien il y avoit d’enfans,

& combien chacun a reçu ?

Cette queſtion eſt d’une nature toute par

ticuliere, & mérite par-là qu’on y faffe at

tention. Pour la réfoudre plus facilement,

nous fuppoferons l'héritage total ={ écus;

& puiſque tous les enfans tirent une même

fomme, foit cette portion d’un chacun =x,

moyennant quoi le nombre des enfans s’ex

prime par; . Cela pofé, voici comment

nous nous, y prendrons pour réfoudre la

queſtion propoſée.
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La Maffe | Ordre

ou le bien | des Portion de chacun. Différences:

à partager. | Enfins.

- I OO

g|le 1'.|x=1 oo++:

z–x|le 2". |x=zoo-+-+: || 1 oo–H:=

X-2x|le 3°.|x=3oo-+-+:*|1oo–::=o

z-3x|le 4°.|x=4oo+H:::::| 1oo–*:=o

–4x- 5oo – IOO

{–4x|le 5°.|x=5oo-+-+:*| 1oo–H:=
– tx–6 |- •

z–5x|le 6°.|x=6oo++::|&ainfide fuite.

Nous avons inféré dans la derniere co

lonne les différences qu’on obtient en fouf

trayant chaque portion de la fuivante. Or

toutes les portions étant égales, il faut que

chacune de ces différences foit =o. Et

comme il arrive heureufement qu’une mê

me exprefion a lieu pour toutes ces dif

férences, il fuffira d'en égaler une feule à

zéro, & on aura donc l'équationïoo—#::

=o. Multipliant par Io, on a 1ooo-x

–ioo=o, ou 9oo-x=o; par confë

quent x=9oo.
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Nous favons donc déjà que la part de

chaque enfant étoit 9oo écus; ainfi en pre

nant à préfent à volonté une des équations

de la troifieme colonne, par exemple la

premiere, elle devient, en fubſtituant à x

fa valeur, 9oo=1oo-+-H: , d’où l’ontire

3 fur le champ ; car on a 9ooo=1 ooo-+{

—Ioo, ou 9ooo=9oo-+-7; donc {=81 oo;
*

z–Ioo

& par conféquent#=9.

Réponſe. Ainfi le nombre des enfans=9;

l'héritage laiffé par le pere =81oo écus;

& la portion de chaque enfant =9oo écus.

*** -7

C H A P I T R E I V.

De la réſolution de deux ou de pluſieurs

Equations du premier degré.

6o5.

I Larrive fouvent qu’on eſt obligé de faire

entrer dans le calcul deux ou pluſieurs de

ces nombres inconnus, repréſentés par les
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lettres x, y, ý, &c. & fi la queſtion eft

déterminée, on parvient dans ce cas-là à

autant d’équations, defquelles il s'agit EIl

fuite de tirer les inconnues. Comme nous

ne confidérons encore que les équations qui

ne contiennent pas des puifances d’une in

connue plus élevées que la premiere, ni

des produits de deux ou de pluſieurs in

ĉonnues, on voit que ces équations auront

toutes la forme a{+by+cx=d.

6ο6.

Commençant donc par deux équations,

nous chercherons à en tirer les valeurs de

x & y ; & pour traiter ce cas d'une ma

niere générale, foient les deux équations:

I. ax+by=c, & II. fx+gy=h, où a,

b, c & f, g, h fignifient des nombres con

nus. Il s’agit donc ici de tirer de ces deux

équations, les deux inconnues x & y.

6o7.

La voie la plus naturelle pour y parvenir

fe préſente aiſément à l’eſprit ; c’eſt de

*
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déterminer par l’une & l’autre équation la

valeur d’une des inconnues, par exemple,

de x , & de confidérer enfuite l'égalité de

ces deux valeurs ; car on aura une équa

tion, dans laquelle l'inconnue y fe trouvera

feule & pourra être déterminée par les

regles que nous avons données plus haut.

Connoiffant donc alors y, on n’aura plus

qu’à fubſtituer fa valeur dans une des quan

tités qui exprimoient x.

6o8.

D'après cette regle, nous tirons de la
|- y |- –b

premiere équation: x=#:#, & de la fe

conde, x=##2; pofant ces deux valeurs

égales l’une à l’autre, nous avons cette

nouvelle équation:

4-8 –4-82 .

= — - F- » . .

multipliant par a, le produit eſt c-by
–ah -agy .

–-H-»

multipliant par f, le produit eſt fc —fby

=ah-agy s
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ajoutant agy, on a fe—fly+agy=ah ;

fouftrayant fc, il reſte —fby+agy=ah-fc;

ou bien (ag— bf)y=ah—fc;

divifant enfin par ag–bf, nous avons y

–ah-fe

Tag=F*

Pour ſubſtituer donc à préſent cette va

leur de y dans une des deux valeurs que

nous avons trouvées pour x, comme dans
• –b

la premiere x=“:”, nous aurons d’abord4 |- -

abh+bcf . c– abh-i-bef .

Tag-If* de-là c–by=c—:

acg – bef— abh + bcf _acg-abh . & di
- - 2 *s

ag=FTTTag-if

� –b –bh

vifant par a , x=.*?=#.

OU c—by=

6O9.

Premiere question. Pour éclaircir cette

méthode par des exemples, foit propoſé

de trouver deux nombres, dont la fomme

foit = 5, & la différence =7.

Nommons x le nombre qui eſt le plus

grand, &y le plus petit. Nous aurons

I.) x+y=15 , & II.) x–y=7.

ag-bfu *
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La premiere équation donne x=1 5—y,

& la feconde donne x=7+y; de-là ré

fulte la nouvelle équation 15—y=7+y.

Ainfi 1 5=7+2y; 2y=8, & y=4 ; au

moyen de quoi on trouve x=1 1.

Réponſe. Le plus petit nombre eft 4, &

le plus grand eft i 1.

6 Io.

Seconde question. On peut auffi généra

lifer la queſtion précédente, en cherchant

deux nombres, dont la fomme foit =a,

& la différence =b.

Soit le plus grand des deux =x, & le

plus petit =y.

On aura I.)x+y=a, & II.)x-y=b;

la premiere équation donne x=a—y s

la feconde – – – – – x=b+y.

Donca—y=b+y; a=b+2y; 2y=a-b;

enfin y=": , & par conſéquent x=a-y

a+b a+b
(l-– |

Réponſº. Lé plus grand nombre, où x

eft ="#; & le plus petit, où y eft =“:2 3

\



496 E L É M E N s

ou, ce qui revient au même, x=; a+;b,

& y=#a—;b; & de-là réſulte le théo

reme fuivant: Quand la fomme de deux

nombres quelconques eft a , & que la dif

férence de ces deux nombres eft b, le plus

grand des deux nombres eſt égal à la moitié .

de la fomme plus la moitié de la diffé

rence; & le plus petit des deux nombres

eft égal à la fomme moins la moitié de la

différence.

6 I I.

On peut auffi réfoudre la même queſ

tion de la maniere qui fuit:

Puiſque les deux équations font, x+y

=a, & x-y=b.

Si on les ajoute l’une avec l’autre, on

a 2x=a+b.

Donc x="#.

Enfuite, fouftrayant les mêmes équations

l'une de l’autre, on a 2y=a-b ; donc

–a-b

y==.

61 2.
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612.

Troiſieme question. Un mulet & un âne

portent des charges de quelques quintaux.

L'âne fe plaint de la fienne & dit au mulet:

il ne me manque que de porter encore un

quintal de ta charge, pour être plus chargé

que toi du double. Le mulet répond: oui,

mais fi tu me donnois un quintalde latienne,

je ferois trois fois plus chargé que toi. On

demande combien de quintaux ils portoieńr

chacun ?

Suppofons la charge du mulet de x quin

taux, & celle de l'âne de y quintaux. Si

le mulet donne à l'âne un quintal , celui-ci

aura y+ 1 , & il reftera à l'autre x-1 ;

& puiſque dans ce cas l'âne eft deux fois

plus chargé que le mulet, on ay+1=2x

- 2=

Mais fi l'âne donne un quintal au mulet,

celui-ci a x+1, & l'âne garde y–1 ; &

la charge du premier étantmaintenant triple

de celle du fecond, on ax+1=3y–3.

Tome I. I i
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Nos deux équations feront par confé

quent

* I.)y+1=2x-2, II.)x+1=3y–3. -

-- La premiere donne x=2#, & la fe

conde donne x=3y—4; de-là réfulte la

nouvelle équation*:=3y–4, qui donne

y=#, & au moyen de quoi on détermine

auffi la valeur de x, qui devient=2;.

Réponſe. Le mulet portoit 2 ; quintaux,

& ľâne portoit 2; quintaux.

6 I 3.

Lorſqu’on a trois nombres inconnus, &

autant d’équations, comme, par exemple,

I.)x+y–{=8, II.) x+{—y=9 , III.) y

+{—x=1o, on commencera, comme

auparavant par tirer de chacune la valeur

de x, & on aura par la I°.)x=8-+-z-y ;

par la II*.)x=9+y—{, & par la III°.)x

=y+{—1o.

Comparant maintenant la premiere de

ces valeurs avec la feconde, & après cela
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auffi avec la troifieme, on aura les équa

tions fuivantes:

I.)8+{—y=9+y—{, II.)8+{—y=y

+-{-1 o.

Or la premiere donne 27–2y=1, &

la feconde donne 2y=18, ou y=9 ; fi

donc on ſubſtitue cette valeur de y dans

2H-2y=1, on a 27-18=1 , & 2{=19,

ainfi {=9#; il ne refte donc que x à dé

terminer, & on le trouve facilement=8#.

Il eſt arrivé ici par hafard que la lettre

5 s’eſt éliminée dans la derniere équation,

& qu’on a trouvé la valeur de y immédia

tement. Si ce cas n’avoit pas eu lieu, on

auroit eu deux équations entre { & y, qu’il

auroit fallu réfoudre par la regle précé

dente.

6 I 4.

Qu’on ait trouvé les trois équations fui

VantCS : -

I.)3x+5y-47=25, II.)5x-2y+37=46,

III.)3y+5{-x=62. -

Ii ij
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Si on tire de chacune la valeur de x,

OÍ1 d.

I.)x==# , II.)x=4:=i; 9

III.)x=3y-+-57–62. -

Comparant à préfent ces trois valeurs

entr’elles, & d’abord la troifieme avec la

|- am- –25-53+4{ .

premiere, on a 3y+5x-62=*=#;

multipliant par 3 , 9y+ 15{— 186=25

—5y+4{ ; ainfi 9y+1 57=2 I 1-5y+4{,

& 14y+I I Z=2 I I par la premiere & la

troifieme.Comparant auffi latroifieme avec

la feconde, on a 3y+57–62=#:##,

ou 46+2y-37=15y+- 257— 3 Io, ce

qui fe réduit à 356=13y+287.

On tirera maintenant de ces deux nou

velles équations la valeur de y:

I.)2 1 1=14y+1 17; donc 14y=2 I 1—1 15 ,

- & y=":".

II.)3 56=13y+28; ; donc 13y=356-28{,

- - & y=3:#.

Ces deux valeurs forment la nouvelle

21 1–1 Iz
• • 356–28z

équation":4=#:#, laquelle fechange
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en celle-ci, 2743–1437=4984—3927,

qui fe réduit à 2493=2241 , & d’où l’on

tire {=9.

Cette valeur étant fubſtituée dans une

des deux équations de y & H, on trouve

y=9, & enfin une fubſtitution femblable

dans une des trois valeurs de x, donnera

3 =7.

6 I 5.

Si on avoit plus de trois inconnues à dé

terminer, & autant d'équations à réfoudre,

on pourroit s'y prendre de la même ma

niere; mais on fe trouveroit engagé le plus

fouvent dans des calculs fort prolixes.

Il eſt donc à propos de remarquer que

dans chaque cas particulier on ne manque

guere de rencontrer des moyens qui en fa

cilitent beaucoupla réſolution. Ces moyens

font d’introduire dans le calcul, à côté des

inconnues principales, une nouvelle incon

nue arbitraire, telle qu’eſt, parex. la fomme

de toutes les autres; & quand on eſt un

Ii iij
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peu verſé dans ces fortes de calculs, on

juge affez facilement ce qu’il eſt le plus

convenable de faire (*). Nous allons rap

porter quelques exemples qui peuvent gui

der dans l’application de cette méthode.

6I 6.

Quatrieme question. Trois perfonnes

jouent enfemble ; dans la premiere partie

le premier Joueur perd avec chacun des

deux autres autant que chacun d'eux avoit

d'argent fur lui. Dans la feconde partie,

c’eſt au fecond Joueur que les deux autres

gagnent autant chacun qu'ils ont déjà d'ar

gent. Dans la troiſieme partie enfin, le pre

mier & le fecond Joueur gagnent au troi

fieme autant d'argent chacun, qu’ils en

avoient. Ils ceffent alors de jouer, & il fè

(*) M. Cramer a donné à la fin de fon Introdustion à

l'analyſe des lignes courbes, une très-belle regle pour dé

terminer immédiatement, & fans paffer par les opérations

ordinaires, la valeur des inconnues de ces fortes d’équa

tions, en quelque nombre que foient ces inconnues,
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trouve qu’ils ont tous une fomme égale,

, favoir vingt-quatre louis chacun. On dei

mande avec combien d’argent chacun s’eft

mis au jeu ? - -"

- Suppofons que l’enjeu du premier Joueur

ait été de x louis, celui du fecond, y, &

celui du troifieme, z. Et faifons outre cela

la fomme de tous les enjeux, ou x+y+7,

=/. Or le premier Joueur perdant dans

la premiere partie autant d'argent qu'en

ont les deux autres, il perdf-x ; ( car

lui-même ayant eux, les deux autres au

ront eu f—x); donc illui reſtera 2x-/;

le fecond aura 2y, & le troifieme aura zĘ. ,

Voici donc ce que chacun aura après -

la premiere partie : le I.)2x-f, le II.) zy,

le III.)25. » - - · :

Dans la feconde partie, le fecond Joueur

qui a maintenant 2.y - perd autant d'argent

qu’en ont les deux autres, c’eſt-à-d. f–2y;

il lui refte par conféquent 4y—f. Quant

aux autres, ils auront le double chacun de

ce qu’ils avoient; ainfi après la feconde

I i iv
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partie les trois Joueurs ont le I.) 4æ–2f,

le II.)4y—f, le III.)47. . . .

Dans la troifieme partie, c’est le troi

fieme Joueur, lequel a aĉtuellement 47,

qui eſt le perdant; il perd avec le premier

4x— 2/, & avec le fecond 4y—f; par

conféquent après cette partie nos trois

Joueurs auront : - . , . |

le I.)8x–4f, le II.)8y–2f, le III.)87–f.

Or chacun ayant maintenant 24 louis,

nous avons trois équations, telles que la

premiere donne fur le champ x , la feconde

y, & la troifieme ; ; de plus fest connu

& =72, puiſque les trois Joueurs enfemble

ont 72 louis à la fin de la derniere partie;

mais c’est à quoi il n’eſt pas même nécef.

faire de faire attention d'abord, comme

on va le voir. Nous avons

I.) 8x—4f=24, ou 8x=24+4f, ou x

=3 +:/'; · · -

II.)8y—2/=24, ou 8y=24+2f, ou y=3

. +;f; - -

III.) 87-f=24, ou 8{=24+/, ou K=3+#f.
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Ajoutant ces trois valeurs, on a

x+y+{=9+#f.

Ainfi, puiſque x+y+{=f, on a f=9

+$/; donc #f=9, & f=72.

Si on ſubſtitue à préfent cette valeur de

f dans les expreſſions trouvées pour x, y

& {, on trouvera qu’avant que de fe mettre

au jeu, le premier Joueur avoit 39 louis;

le fecond, 21 louis ; & le troifieme, 12

louis.

On voit par cette folution comment,

par le fecours de la fomme des trois in

connues, on furmonte heureufement les

obſtacles qui fe préfentent dans la voie or

dinaire. -

617.

Quoique la queſtion précédente paroiffe

d’abord affez difficile, nous remarquerons

cependant qu’on peut la réfoudre, même

fans algebre. On n’a qu'à chercher à le

faire en rétrogradant. On confidérera que

uiſque les Joueurs , en quittant le jeu
puliq |- 3 qui Jeu,
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avoient chacun 24 louis, & que dans la

troifieme partie, le premier & le fecond

ont doublé leur argent, ils doivent avoir

eu avant cette derniere partie: -

le I.)12, le II.): 2, & le III.)48.

Dans la feconde partie ce font le pre

mier & le troifieme qui ont doublé leur

argent; donc avant cette partie ils avoient:

le I.)6, le II.)42, le III)24. i

Enfin, dans la premiere partie, le fe

cond & le troifieme Joueur ont gagné cha

cun autant d’argent qu’il en avoit fortis

donc en commençant les trois Joueurs

avoient devant eux: - *

I.)39, II.)2 I , III.) I 2. o

Ce que nous avons auffi trouvé par la fo

lution précédente.

- Y

6 I 8. .

Cinquieme question. Deux perſonnes doi

vent 29 piftoles; elles ont de l'argent toutes

les deux, mais pas autant chacune pour

pouvoir acquitter feule cette dette com
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mune; le premier Débiteur dit donc au

fecond, fi vous me donnez les # de votre

argent , je payerai feul la dette fur le

champ. Le fecond lui réplique qu’il pourroit

auffi acquitter feul la dette, fi l’autre lui

donnoit les; de fon argent. On demande

combien ils ont l’un & l’autre ?

Suppofons que le premier ait x piſtoles,

& que le fecond ait y piſtoles.

Nous aurons d’abord x+;y=29;

enfuite auffi, y+:x=29.

La premiere équation donne x=29
I 16 — 4y .

3 9

. On tire de cette

–#y, & la feconde donne x=
I 16 – 4y

3

|- I - - - | 1

équation y=14#; donc x=19#.

ainfi 29—#y=

Réponſe. Le premier Débiteur a 19;

piſtoles, & le fecond a 14; piſtoles.

6 I 9.

Sixieme question. Trois freres ont acheté

une vigne pour cent louis. Le cadet dit

}
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qu’il pourroit la payer feul, fi le fecond

lui donnoit la moitié de l’argent qu’il a;

le fecond dit que fi l’aîné lui donnoit le

tiers feulement de fon argent, il payeroit

la vigne feul ; enfin l’aîné ne demande que

le quart de l’argent du cadet, pour payer

feul la vigne. Combien chacun avoit-il

d’argent ? Que le premier ait eu x louis;

le fecond, y louis; le troifieme, z louis;

on aura les trois équations fuivantes: -

I.) x+;y=1oo. II)y+;z=1oo. III.) {

+#x=1oo ; deux defquelles feulement

donnent la valeur de x, favoir I.)x=1 oo

–:y, III.)x=4oo—47. Ainfi on a l’é

quation:

1oo—:y=4oo-47, ou 47-#y=3oo,

qu'il faudra combiner avec la feconde,

afin de déterminer y & H. Or la feconde

équation étoit y+;7=1oo ; on en tire

donc y=1oo–; ; ; & l’équation trouvée

en dernier lieu étant 47 —#y=3oo, on

ay=85–6oo. Par conféquent la derniere

équation eft:
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1oo—; K=8{–6oo; ainfi 8 # H=7oo,

ou# {=7oo, & {=84. Donc y= 1 oo

—28=72, & x= 64.

Réponfe. Le cadet avoit 64 louis, le

puîné avoit 72 louis, & l’aîné avoit 84

louis.

· 62o.

Comme dans cet exemple chaque équa

tion ne renferme que deux inconnues, on

peut parvenir d’une façon plus commode

à la folution cherchée.

La premiere équation donne y= 2oo

–2x ; ainfi y eſt déterminé en x ; & fi

on fubſtitue cette valeur dans la feconde

équation, on a 2oo— 2x +# {= 1oo;

donc#7=2x-Ioo, & =6x—3oo.

Ainfi Z eſt auffi déterminé en x ; & fi

on introduit cette valeur dans la troiſieme

équation, on obtient 6x—3oo-+#x=1oo,

où x fe trouve feul & qu’on réduit à 25x

–16oo=o , d’où l’on tire x=64. Par

conféquenty=2oo—128=72, & {=384

—3oo=84.

|
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62 I.

On peut fuivre le même procédé, lorf

qu’on a un plus grand nombre d’équations.

Suppofons, par exemple, qu’on ait d’une

maniere générale: I.)u+:=n, II.) x+#

=n, III.)y+#=n, IV.){+#=n; ou,

en chaffant les fraćtions: I.)au-+x=an,

II.) bx+y=bn, III.) cy+{=cn, IV.)dz

+u=dn.

Ici la premiere équation donne d’abord

æ:=an–au , & cette valeur étant fubſti

tuée dans la feconde, on a abn—abu-+y

=bn ; ainfi y=bn-abn-+-abu; la fubſti

tution de cette valeur dans la troifieme

équation donne bcn—abcn+abcu-+-{=cn;

donc z=cn–bcn+abcn—abcu ; fubſtituant

enfin ceci dans la quatrieme équation, on a

cdn–bcdn-+-abcdn-abcdu-+-u=dn. Ainſi

dn–cdn--bcdn–abcdn=—abcdu-+-u ,

ou bien (abcd–1)x=abcdn-bcdn-+-cdn

v. • bcdn-bcdn-+cdn –d

–dn; d’où l’on tire u=:::::::::-*=n

(abcd-bcd+cd-d) ,

- abcd-I

absd-I

d.
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Par conféquent on aura

abcdn-acdn+adn–an _ (abcd-acd+ad-a)
F abcd–1 =- J 5 e abcd–1 s

_ abcdn-abda+abn-bn – (abcd-abd+ab-b)
- abcd–1 - 72 • abcd–I G

_ abcdn-abcn+bcn-cn – (abcd–abc+bc–c)

=-===I— –ze - -III-T.--

– abcdn–bcdn-+cdn-dn – (abcd–bcd+cd-d)
ll -—––= 72 • 3–: @

abcd–1 abcd-1

622.

Septieme question. Un Capitaine a trois

compagnies: l'une eft de Suiffes, l’autre

eft de Suabes, la troiſieme eft de Saxons.

Il veut donner un affaut avec une partie

de ces troupes, & il promet une récom

penfe de 9oi écus fur le pied fuivant:

Que chaque Soldat de la compagnie

qui montera à l’affaut, recevra I écu, &

que le refte de l’argent fera diſtribué éga

lement aux deux autres compagnies.

Or il fe trouve que fi les Suiffes donnent

l'affaut, chaque Soldat des autres com

pagnies reçoit un demi-écu; que fi les Sua

bes vont à l'affaut, chacun des autres reçoit

#écu; enfin, que fi les Saxons donnent
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l'affaut, chacun des autres reçoit : écu. On

demande de combien d’hommes étoit cha

que compagnie ?

Suppofons le nombre des Suiffes =æ,

celui des Suabes=y, & celui des Saxons

=#. Et faifons de plus x+y+z=f, parce

qu’il eft facile de voir que c’eſt le moyen

d’abréger confidérablement le calcul. Si

donc les Suiffes donnent l'affaut, leur nom

bre étant=x, celui des autres fera f-.*;

or ceux-là reçoivent 1 écu, & ceux-ci un

demi-écu ; ainfi on aura

x+#f—; x=9o1.

On trouvera de la même maniere que

fi les Suabes donnent l'affaut, on a

y+;f-;y=9or.

Et enfin que, fi ce font les Saxons qui

montent à l’affaut, on aura

7-+#f—#7=9or.

Chacune de ces trois équations fuffira

pour déterminer une des inconnues x ,

y & { ;
C3Hf
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F

car la premiere donne x= 18o2 —f,

la feconde donne 2y= 27o3 –/,

la troifieme donne 3 (=36o4—f.

Or fi l’on prend maintenant les valeurs

de 6x, 6y & 6K , & qu’on écrive ces va

leurs l’une fous l’autre, on aura

6x=1 o81 2— 6/,

6y= 81 o9— 3/,

6 {= 72o8— 2/,

& ajoutant: 6f=26129–1 If, ou 17 f.

=26129; ainfi f=1532 ; c’eſt le nombre

total des Soldats, au moyen duquel oħ

trOUVE

z=18o2—1 537= 265 ;

2y=27o3—1537=1 I 66, ou y=583 ;

3x=36o4-1537=2o67, ou {=689.

Réponſe. La compagnie des Suiffes eft

de 265 hommes ; celle des Suabes, de 583

hommes ; & celle des Saxons, de 689

hommes.

$$

Tome I. - K k
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C H A P I T R E V.

De la réſolution des Equations pures d

fecond degré.
-

623.

ON dit qu’une équation eft du fecond

degré, quand elle renferme le quarré ou

la feconde puifance de l'inconnue, fans

qu'on y trouve des puiſſances plus élevées

đe cette inconnue. Une équation qui ren

fermeroit auffi la troifieme puiſſance de

l'inconnue, appartiendroit déjà aux équa

tions cubiques, & fa réfolution demande

roit des regles particulieres,

624.

Il n'y a donc que trois efpeces de termes

dans une équation du fecond degré. En

premier lieu les termes où l’inconnue ne

fe trouve pas du tout, ou qui ne font com

poſés que de nombres connus.
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En fecond lieu, les termes dans lefquels

on rencontre feulement la premiere puiſ

fance de la quantité inconnue. -

En troifieme lieu, les termes qui con

tiennent le quarré de la quantité inconnue.

Ainfi x fignifiant une quantité inconnue,

& les lettres a, b, c, d, &c. repréfentant

des nombres connus, les termes de la pre

miere eſpece feront de la forme a, les ter

mes de la feconde eſpece auront la forme

bx, & les termes de la troifieme eſpece

auront la forme cxx.

625.

On a déjà vu fuffiſamment que deux ou

plufieurs termes d'une même eſpece peu

vent fe réunir enfemble, & être confi

dérés comme un feul terme.

Par exemple, on peut confidérer comme

un feul terme la formule axx—bxx+cxx,

en la repréſentant par (a-b+c)xx ; puif

qu’en effet a–b–H–c eſt une quantité con

Illles

Kk -
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Et quand même de tels termes fe trou

veroient des deux côtés du figne = , on

a vu comment on doit les porter d’un même

côté, & les réduire enfuite à un feul terme.

Soit , par exemple, l'équation

2xx-3x+4=5xx-8x+1 1 ;

on fouftrait d’abord 2.xx, & il vient

—3x+4=3xx-8x+1 1 ;

ajoutant enfuite 8x, on obtient

5x+4=3xx+1 1 ;

fouftrayant enfin 1 1 , il refte 3xx=5x—7.

626.

On peut auffi tranſporter tous les termes

d’un même côté du figne=, de façon qu'il

ne refie que o dans l'autre membre ; le

principal eft de faire attention que quand

on tranſporte des termes d’un côté à l’autre,

il faut en changer les fignes.

C’eſt ainfi que l’équation ci-deffus pren

dra cette forme, 3xx-5x+7=o, &

c’eſt auffi pourquoi on peut repréfenter

toute équation du fecond degré générale

ment par cette formule,
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axx + bx +e=o,

dans laquelle le figne + fe prononce plus

ou moins, & indique que de tels termes

peuvent être tantôt pofitifs & tantôt né

gatifs.

627.

Quelle forme qu’ait primitivement une

équation du fecond degré, on peut toujours

la réduire à cette formule de trois termes:

qu’on foit parvenu, par exemple, à l’équa

tion

ax + b–ex +f
----

cx + a Tgx + h ?

il faudra, avant toute chofe, chaffer les

fraćtions: multipliant pour cet effet d’abord

par cx+d, on a ax+b= a:a:a 9

enfuite par gx+h , on a

agxx+bgx+ahx+bh=cexx+cfx+edx+fd,

ce qui eſt une équation du fecond degré,

& qu’on réduit aux trois termes fuivans,

que nous tranſpoferons en les rangeant dê

la maniere qui eſt le plus en ufage:

K k iij
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o=agxx-|-bgx+bh,

—cexx+ahx—fd,

On peut repréſenter auffi cette équation

de la maniere fuivante, qui eſt même plus

claire :

o=(ag-ce)xx+(bg+ah-ef-ed)x+bh-fd.

628.

Ces équations dufecond degré, où toutes

les trois eſpeces de termes fe trouvent, fe

nomment completes, & leur réfolution eft

auffi fujette à plus de difficultés ; c’eſt pour

quoi nous commencerons par confidérer

celles où un de ces termes manque.

Or fi c’étoit le terme xx qui ne fe trou

vât pas dans l’équation, elle ne feroit pas

du fecond degré, mais elle appartien

droit à celles dont nous avons traité ; que

fi c’étoit le terme qui ne contient que des

nombres connus, qui manquât, l’équation

auroit cette forme, axx+b x=o, laquelle
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étant diviſible par x, fe réduit à ax +b=o,

qui eſt pareillement une équation du pre

mier degré, & n’appartiēnt pas ici.

629.

Mais lorſque c’eſt le terme moyen, le

quel contient la premiere puiſſance, de x,

qui manque, l'équation revêt cette forme,

axx+c=o, ou axx='+ c ; le figne de c

pouvant être foit pofitif, foit négatif.

Nous appellerons une telle équation, une

équation du fecond degré pure, par la rai

fon que fa réfolution ne fouffre aucune dif

ficulté. En effet, on n’a qu’à divifer par a,

on obtient xx=#; & prenant de part &

d’autre la racine quarrée, on trouve x

=v/; ; au moyen de quoi l'équation eft

réſolue.

63o.

Mais nous avons à préfent trois cas à

confidérer ici. Le premier, quand : eſt un

nombre quarré, dont on puiſſe par confé

Kk iv



52o E L É M E W s

quent affigner réellement la racine, on

obtient dans ce cas pour la valeur de x

un nombre ratiomhel, lequel peut être ou

entier ou rompu. Par exemple, l’équation

xx=144, donne x=12; & celle-ci, xx

=#, donne x=#. ·

Le fecond cas a lieu, quand : n’eſt pas

un quarré, dans lequel cas par conféquent

il faut fe contenter du figne V. Si, par

exemple, xx=1 2 , on a x=V/12, dont

la valeur peut fe déterminer par approxi

mation, comme nous l’avons fait voir plus

haut. |

Le troifieme cas enfin eſt celui où : de

vient un nombre négatif; alors la valeur

de x eſt tout-à-fait impoffible&imaginaire,

& ce réfultat prouve que la queſtion qui

a conduit à une telle équation, eft impof.

fible d’elle-même.

63 I.

Nous obſerverons encore, avant que

d'aller plus loin, que toutes les fois qu'il
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eft queſtion d’extraire la racine quarrée

d’un nombre, cette racine a toujours deux

valeurs, dont l’une eſt pofitive & l’autre

négative. Nous avons déjà fait remarquer

cela plus haut. Qu’on ait l’équation xx=49,

la valeur de x ne fera pas feulement +7,

mais auffi-7, ce qu’on indique par x=+7.

Ainfi toutes ces queſtions admettent une

folution double; mais on remarquera ce

pendant que dans plufieurs cas, dans ceux,

par exemple, où il s’agit d’un certain nom

bre d’hommes, l’on comprend bien que la

valeur négative ne fauroit avoir lieu.

632.

Dans le cas précédent même, où c'eſt

la quantité connue qui manque, les équa

tions, axx=bx, ne laiffent pas d’admettre

deux valeurs de x, quoiqu’on n’en trouve

qu’une feule, fi l’on diviſe par x. Car fi l’on

a, par exemple , l'équation xx=3x, où

il s’agit d’affigner pour x une valeur telle,

que xx devienne égal à 3x, cela fe fait
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en fuppofant x=3, valeur qu’on trouve

en divifant l'équation par x ; mais outre

cette valeur il en eft encore une autre qui

fatisfait également, c’eft x=o; car alors

xx=o, & 3x=o. Toutes les équations

du fecond degré en général admettent deux

réfolutions, tandis qu’une feule folution

peut avoir lieu pour les équations du pre

mier degré. -

Nous allons maintenant -éclaircir par

quelques exemples ce que nous avons dit

fur les équations du fecond degré pures.

633.

Premiere question. On cherche un nom

bre dont la moitié, multipliée par le tiers,

faffe 24?

Soit ce nombre = x : il faut que ; x,

multiplié par ; x , donne 2.4; on aura donc

l'équation ; xx= 24.

Multipliant par 6, on a xx=144; &

l'extraction de la racine donne *=+1.2
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On met +; car fi x=-|-12, on a: x=6,

&#x=4, & le produit de ces deux nom

bres eft 24; & fi x=–12, on a : x=-6,

&#x=–4, dont le produit eſt égale

ment 24. -

634.

Seconde question. On cherche un nom

bre tel, qu’en y ajoutant 5, & en en re

tranchant 5 , le produit de la fomme par

la différence foit =96.

Soit ce nombre x, il faudra que x-+-5,

multiplié par x–5, donne 96; d’où réſulte

l'équation xx— 25 =96.

Ajoutant 25, on a xx=12I ; & extrayant

la racine, il vient x=1 I. Ainfi x+5=16,

& x–5=6; or en effet 6.16= 96.

635.

Troiſieme question. On cherche un nom

bre tel, qu’en l’ajoutant à 1 o, & en le re

tranchant de Io, la fomme multipliée par

le reſte ou par la différence, donne 51.
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Que x foit ce nombre; il faut que 1 o+x,

multiplié par 1o–x, faffe 5 I, & qu’ainfi

Ioo—xx=5 1. Ajoutant xx, & fouftrayant

5 1, on a xx=49, dont la racine quarrée

donne x=7.

636.

Quatrieme question. Trois Joueurs qui

ont fait une partie, fe retirent; le premier

avec autant de fois 7 écus, que le fecond

a de fois trois écus; & le fecond avec autant

de fois 17 écus, que le troifieme a de fois

5 écus; & fi on multiplie l’argent du pre

mier par l'argent du fecond, & l’argent du

fecond par l’argent du troifieme , & enfin

l’argent du troifieme par l’argent du pre

mier, la fomme de ces trois produits eft

383 oặ. Combien d'argent ont-ils chacun?

Suppofons que le premier Joueur ait x

écus; & puiſqu’il a autant de fois 7 écus,

que le fecond a de fois 3 écus, cela fignifie

que fon argent eſt à celui du fecond, en

raifon de 7:3.

^
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On fera donc 7:3=x, à l'argent du

fecond Joueur, qui eſt donc } x.

De plus, comme l'argent du fecond

Joueur eft à celui du troifieme en raifon

de 17:5, on dira 17:5=#x à l'argent du

troifieme Joueur, ou à : x.

Multipliant à préfent x , ou l’argent du
• 3 3

premier Joueur, par; x, l'argent du fe

cond, on a le produit; xx.

Après cela, ; x, l'argent du fecond, mul

tiplié par l'argent du troifieme, ou par :x,

donne : xx. Enfin l'argent du troifieme,
1 5 • 7 • r 3

ou : x, multiplié par x, ou l'argent du

premier, donne : xx. La fomme de ces
|- · 3 45 | 15 -

trois produits eft }xx+:xx+: ææ; &

en réduifant au même dénominateur, on

la trouve =: xx , ce qui doit équivaloir
833 ---- »

|- 2 - -

au nombre 383o;.

3°7 - v.– 2

On a donc :xx=383o;.

Ainfi :: xx= 1 1492, & 1 5 2 1 xx étant

égal à 9572836, diviſant par 1521 , on

*
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9572836 .

1521 3

3. X.X - & en prenant la racine,

On trOllVe x=#. Cette fraćtion eft en

core rédućtible à de moindres termes, en

2

divifant par 13 ; ainfi x= ::=79; ; &

on conclut de-là que } x=34, & que :,

36= I O.

Réponſe. Le premier Joueur a79 ; écus,

le fecond a 34 écus, & le troiſieme fe re

tire avec Io écus.

Remarque. Ce calcul peut fe faire encore

d’une maniere plus facile; favoir, en pre

nant les facteurs des nombres qui s'y pré

fentent, & en faifant attention principa

lement aux quarrés de ces faćłeurs.

On voit que 5o7=3. 169, & que 169

eft le quarré de 13 ; enfuite, que 833=7

. I 19, & que i 19=7. 17. Or on a:

xx=383o;, & fi on multiplie par 3, on

3.:xx=1 1492. Qu’on réfolve auffi ce

nombre en fes fa&teurs ; on voit d’abord

que le premier eft 4, c’eſt-à-dire, que II.492

=4.2873; de plus 2873 eſt diviſible par

*
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17, de forte que 2873=17.169. Par con

féquent notre équation aura la forme fui
. 9.169 – • • fwy

vante: :=4.17.169, laquelle, diviſée

par 169, fe réduit à :xx=4.17; mul

tipliant de plus par 17.49, & divifant par

9, on a xx=4:”, où tous les fasteurs

font des quarrés: d'où il fuit qu'on a. fans
q 3 3

autre calcul, la racine x=:º=: 2

comme ci-devant.

637. *

Cinquieme question. Quelques Négocians

établiffent un Fasteur à Archangel. Chacun

d’eux contribue pour le commerce qu’ils

ont en vue, dix fois autant d’écus qu’ils font

d’Affociés. Le profit du Faćłeur eft fixé à

deux fois autant d’écus qu’il y a d’Affociés

pour 1oo écus. Et fi l’on multiplie la :,

partie de fon gain total par 2;, on trouve

le nombre des Afſociés. On demande quel

eft ce nombre ?

Soit ce nombre=æ; & puiſque chaque
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*

Affocié a fourni 1ox, le capital entier eft

=1oxx. Or avec chaque centaine d’écus

le Faćteur gagne 2 x , fon profit fera donc

1

5

- * v.3 . - - - 2

ce gain eft:.*' ; multipliant par 2;, ou

3 |- I |

x” avec le capital 1 oxx. La : partie de

2O 2O 3 I 3 3

par :, on a :, x', ou;, x', & c’eſt ce

qui doit être égal au nombre des Affociés x.

On a donc l'équation;, x'=x, ou x’

=225 x ; elle paroît d’abord être du troi

fieme degré ; mais comme on peut divifer

par x, elle fe réduit à l'équation du fecond

degré xx=22 s - d’où l’on tire x=15.
5 »

Réponſe. Il y a quinze Affociés, & chacun

a contribué 1 5o écus.

*

**a

#

*ợs

* CHAPITRE
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C H A P I T R E v I.

De la réſolution des Equations mixtes

du fecond degré.

638.

ON dit d’une équation du fecond degré,

qu’elle eſt mixte ou complette, lorſqu’on

y rencontre trois eſpeces de termes, favoir

celle qui contient le quarré de la quantité

inconnue, comme axx ; celle où l’incon

nue fe trouve feulement élevée à la pre

miere puiffance, comme bx ; enfin l’eſpece

de termes qui n’eſt compoſée que de quan

tités connues. Et puiſqu’on peut réunir deux

ou pluſieurs termes d'une même eſpece en

un feul, & qu’on peut porter tous les termes

d’un même côté du figne =, la forme de

l'équation mixte du fecond degré fera cel

le-ci :

axx + bx + c= o.

Nous montrerons dans ce Chapitre com

Tome I. L l
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ment on doit tirer la valeur de x de ces

fortes d’équations; on verra qu’il y a deux

routes pour y parvenir.

639.

Une équation de l’eſpece dont il s’agit,

peut fe réduire, par le moyen de la divi

fion, à une forme telle, que le premier

terme ne contienne purement que le quarré

xx de l’inconnue x. On laiffera le fecond

terme du même côté où eft x , & le terme

connu on le portera de l’autre côté du figne

=. Notre équation prendra de cette ma

niere la forme xx +px=+ q, où p & q

fignifient des nombres connus quelconques,

pofitifs ou négatifs ; & tout ſe réduit à pré

fent à déterminer la vraie valeur de x. Nous

commencerons par remarquer que fi xx

+px étoit un quarré effectif, la réſolution

n’auroit aucune difficulté, parce qu’il ne

s'agiroit que de prendre des deux cotés la

racine quarrée
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64o.

Mais il eſt clair que xx+px ne fauroit

être un quarré, puiſque nous avons vu plus

haut que fi une racine eſt de deux termes,

par exemple x+n , fon quarré contient tou

jours trois termes, favoir, outre le quarré

de chaque partie, encore le double du

produit des deux parties ; c’eſt-à-dire, que

le quarré de x+n eſt xx+2nx+nn. Or

nous avons déjà d’un côté xx+px, nous

pouvons donc regarder xx comme le

quarré de la premiere partie de la racine,

& il faut en ce cas que px repréfente le

double du produit de la premiere partie x

de la racine par la feconde partie; par con

féquent cette feconde partie doit être : p,

& en effet le quarré de x+;p fe trouve

être xx+px+#pp.

· 64I.

Or xx+px+;pp étant un quarré réel

qui a pour racine x-+#p, fi: repre

1J
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nons notre équation xx+px=q, nous

n'avons qu'à ajouter de part& d'autre;pp,

ce qui nous donne xx+px+;pp=q+;

pp, où le premier membre eſt effective

ment un quarré, & où l’autre membre ne

renferme que des quantités connues. Si donc

nous prenons des deux côtés la racine quar

rée, nous trouvons x+;p=V(#Pp+q);

& fouftrayant : p, nous obtenons x=–;

p+v/#pp+; ; & comme toute racine

quarrée peut être prife foit affirmativement,

foit négativement, nous aurons pour x

deux valeurs exprimées de cette maniere:

x=—+p+ V:Perg.

642.

Voilà la formule qui contient la regle,

d’après laquelle toutes les équations du fe

cond degré peuvent être réfolues, & il fera

bon d’en imprimer la fubſtance dans la mé

moire, afin qu’on n’ait pas befoin de ré

péter à chaque fois toute l'opération que



p” A L C E B R Ė. 533

nous venons de faire. On pourra toujours

ordonner l’équation, de façon que le quarré

pur xx fe trouve d’un feul côté, & qu’ainfi

l’équation ci-deffus ait la forme xx=—px

+q , où l’on voit alors fur le champ que

x=-#p+v/#pp+q.

643.

La regle générale que nous déduifons

de-là pour réfoudre l’équation xx=–px

+q, confifte donc en ceci:

Que la quantité inconnue x eſt égale à

la moitié du nombre qui multiplie x dans

l’autre membre de l'équation, plus ou moins

la racine quarrée du quarré du nombre que

l’on vient de dire, & de la quantité connue

qui forme le troifieme terme de l'équation.

C'eſt ainfi que fi on avoit l'équation xx

=6x+7, on diroit auffi-tôt que x=3

+V9+7=3+4, d'où réſultent ces deux

valeurs de x, I.) x=7; II.)x=—1. Pa

reillement l'équation xx=1ox-9, dən

Ll iij
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~

neroit x=5 + V2;–9=5 + 4, c’eſt-à

dire que les deux valeurs de x font 9 & 1.

644.

On fe mettra encore mieux au fait de

cette regle en diftinguant les cas fuivans:

I.) fi p eſt un nombre pair; II.) fi p eſt un

nombre impair; & III.) fi p eſt un nombre

rompu.

Soit I.) p un nombre pair, & l’équation

telle que, xx=2px-+q, on aura x=P

+v/p+7.

Soit II.) p un nombre impair, & l’équa

tion xx=px+q, on aura x=#p+ V#PP+q;

& puiſque;pp+q=":", on pourra ex

traire la racine quarrée de ce dénomina

teur, & écrire x=#p+YFa=tzyprº.

Enfin III.) Soit pune fraćtion, on pourra

réfoudre l’équation de la maniere qui fuit:

Que l’équation en queſtion foit celle-ci,
** ---- |- –h * C

axx=bx+c, ou xx=*-+#, on aura,
– " bb C bb

pat la regle, x=#.+V:+:- Or :
V

T4
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+:= :::::: , où le dénominateur eſt un

quarré; ainfi x=3+Yº-:.
2.4

645.

L’autre voie qui conduit à la réſolution

des équations du fecond degré mixtes, eft

de les transformer en des équations pures.

Cela fe fait en ſubſtituant, par exemp, dans

l'équation xx=px+q, à la place de l'in

connue x, une autre inconnuey, telle que

x=y+;p; au moyen de quoi, quand

on a déterminé y, on trouve auffi-tôt la

valeur de x.

Si nous faifons cette ſubſtitution de y

+; p à la place de x, nous avons xx=yy

+py-+#pp, & p.x=py-+#pp; par con

féquent notre équation fe change en celle

ci: yy+py+: pp=py+:Pp-+q, qui fe

réduit, en fouftrayant py, d’abord à yy

+;pp=#pp+q; & enfuite, en fouftrayant

#PP, à yy=#pp+q. Ceci eſt une équa

tion du fecond degré pure, qui donne auffi

L l iv
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tôt y=+v/#FFF9. Orpuiſque x=y+;p, |

on a x=#p+v/#pp+q , ainfi que nous |
l’avons trouvé ci-deflus. Il ne nous refte

donc qu’à éclaircir cette regle par quelques

exemples. |

646.

Premiere queſtion. J'ai deux nombres;

l'un furpaffe l’autre de 6, & leur produit

eft 91. Quels font ces nombres ?

Si le plus petit eft x , l’autre eft x+6,

& leur produit 91=xx+6x.

Souftrayant 6x, il reſte xx=91–6x,

& la regle donne x=–3+v/9+91=-3

+ Io ; ainfi x=7., & x=—13.

Rép. La queſtion admet deux folutions:

Suivant l’une , le plus petit nombre x

eft =7, & le plus grand x+6=13.

Suivant l’autre, le plus petit nombre x

=—13, & le plus grand x+6=–7.

647.

Seconde question. Trouver un nombre

tel que, fi de fon quarré je retranche 9,
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-

il me vienne un nombre qui foit d’autant

d’unités plus grand que Ioo, que le nom

bre cherché eſt plus petit que 23.

Soit le nombre cherché=x ; je vois que

xx–9 furpaffe 1oo de xx–1o9. Et puif

que x eft au deffous de 23 de 23–x, j’au

rai cette équation: xx-1o9=23—x.

Donc xx=-x+132, &, par la regle,

x=–#+VH52, =-}+v/?=—;

+#. Ainfi x=1 1 & x=–12.

Réponſe. Lorſqu’on ne demande qu’un

nombre pofitif, ce nombre cherché eft 11,

dont le quarré moins 9 eft 1 12 , & par

conféquent de 1 2 plus grand que Ioo, de

même que i I eft de 12 plus petit que 23.

648.

Troiſieme question. Trouver un nombre

tel, que fi on multiplie fa moitié par fon

tiers, & qu’au produit on ajoute la moitié

du nombre qu’on cherche, le réfultat foit

3Os
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* Qu’on fuppoſe ce nombre =x, fa moi

tié, multipliée par fon tiers, fera; xx ; il

faut donc que: xx+x=3o. Multipliant

par 6, on a xx+3x=18o, ou xx=-3x

+18o, ce qui donne x=–}+V: +18o

3 I, 27 -

=–2-++.
2 - 2

Par conſéquent x eft ou = 2 , ou égal

—i 5.

649.

Quatrieme queſtion. Trouver deux nom

bres qui foient en proportion double, &

tels que fi on ajoute leur fomme à leur

produit, on obtienne 9o.

Soit l'un des nombres =x, & le Plus

grand =2x, leur produit fera =2xx , &

fi on y ajoute 3 x ou leur ſomme, la nou

velle fomme doit faire 90. Ainſi 2xx+3x

=9o; 2.x.x=9o-3* ; xx=–#x+45 ,

d’où l'on tire x=-:+V:+ 45 =—#+# �

Par conféquent x=6, cu x=-7#.
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65o.

Cinquieme question. Un Maquignon qui

a acheté un cheval pour un certain nom

bre d’écus, le revend pour 1 19 écus, &

il gagne autant pour cent écus, que le

cheval lui a coûté. On demande ce qu’il

en avoit payé ?

Suppofons que le cheval ait coûté x écus;

comme le Maquignon y gagne x pour cent,

on dira 1oo donnent le profit x: que donne

x ? Réponſe, :. Puis donc qu’il a gagné:

& que le cheval lui coûte x écus d’achat,

il faut qu’il l’ait vendu pour x+: ; donc
3:32

I OO

=—x+-1 19; & multipliant par Ioo, il

vient xx=— i oox+i 19oo. Appliquant

maintenant la regle, on trouve x=— 5o

+v/2555+ī9ɔɔ =– jotv/T4400

=—5o-+ I 2o.

x+ : = 1 19. Souftrayant x , on aI OO

Réponſe. Le cheval a coûté 7o écus, &

puiſque le Maquignon a gagné 7o pour



54O E L É M E W s

cent en le revendant, le profit doit avoir

été de 49 écus. Le cheval doit, par confé

quent, avoir été revendu en effet pour 7o

H-49 , c’eſt-à-dire pour 1 19 écus.

65 I.

Sixieme question. Quelqu’un achete un

certain nombre de pieces de drap ; il paye

pour la premiere 2 écus; pour la feconde,

4 écus; pour la troiſieme , 6 écus, & de

même toujours 2 écus de plus pour les fui

vantes; & toutes les pieces enfemble lui

coûtent 1 1o écus. Combien y avoit-il de

pieces ? {

Soit le nombre cherché =x ; & voici

le plan de ce que l'Acheteur a payé pour

les différentes pieces:

pour la 1 , 2, 3, 4, 5 x

il paye 2 , 4, 6, 8, 1 o 2x écus.

Il s’agit par conféquent de fommer la

progreffion arithmétique 2+4+6+8+-Io

+..... 2x, qui eſt de x termes, afin d’en

déduire le prix de toutes les pieces de drap
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prifes enfemble. La regle que nous avons

donnée plus haut pour cette opération,

exige qu’on ajoute le dernier terme & le

premier. La fomme eſt 2x+2 ; qu’on mul

tiplie cette fomme par le nombre des ter

mes x , le produit eft 2.xx+2x ; qu’on di

vife enfin par la différence 2, le quotient

eft xx+x, c’eſt la fomme de la progref.

fion; ainfi l’on a xx-1-x=1 I o ; donc xx

=—x+1 1o, & x=—;+ v/:+ 1 I o

=—;+ ::=—; :-=1 o.

Réponſe. Le nombre des pieces de drap

achetées eſt 1o. *

652.

Septieme question. Quelqu’un a acheté

pluſieurs pieces de drap pour 18o écus. S'il

avoit reçu pour la même fomme 3 pieces

de plus, il auroit eu la piece à meilleur

marché de 3 écus. Combien a-t-il acheté

de pieces ?

Faifons le nombre cherché=x; chaque

piece aura coûté réellement : écus. Or fi
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l'Acheteur avoit eu x+3 pieces pour 18ơ
7 |- e 4" - 8o ,

écus, la piece lui feroit revenue à: écus;

& puiſque ce prix eſt moindre de 3 écus

que le prix réel, il faut que nous ayons

l'équation,

18o – 18o

===-3.

Multipliant par x, nous avons ::= 18o
x + 3

- - 3 6o æ–

—3x ; divifant par 3 , l’on a ::=6o-x;

multipliant par x+3 , nous aurons 6ox

=18o-+-57x–xx ; ajoutant xx, l’on aura

xx+6ox=18o+57x; fouffrayant 6ox,

nous aurons xx=—3x+18o.

La regle donne par conféquent

=—;+ v/}+18o, ou x=—;+#

F I 2. -

Réponſe. On a acheté pour 18o écus 12

pieces de drap à 15 écus la piece, & fi

on eût obtenu 3 pieces de plus, favoir 15

pieces pour 18o écus, la piece ne feroit

revenue qu’à 12 écus, c’eſt-à-dire, à 3 écus

de moins,
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653.

Huitieme question. Deux Marchands en

trent en fociété avec un fonds de Ioo écus;

l’un laiffe fon argent dans la fociété pendant

trois mois, l’autre laiffe le fien pendantdeux

mois, & chacun retire 99 écus de capital &

d'intérêts. On demande quelle part chacun

avoit fourni au fonds ?

Suppofons que le premier Affocié ait

contribué x écus, l’autre aura contribué

1 oo–x. Or celui-là retirant 99 écus, fon

profit eft 99 —x, qu’il aura acquis en trois

mois avec le capital x ; & puiſque le fecond

retire pareillement 99 écus, fon profit eft

a-1 , qu’il aura acquis en deux mois de

temps avec le capital 1 oo–æ ; & il eft

clair que le profit de ce fecond Affocié eût

été :*, s'il avoit refté trois mois dans la

fociété. Maintenant, comme les profits

acquis dans le même temps font propor

tionnels aux capitaux, nous avons évidem

ment x:99—x=1oo–æ::-*.
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L’égalité du produit des extrêmes & de

celui des moyens, donne l’équation

3xx – 3x

*:*=99οο–199x+xx;

multipliant par 2, nous aurons 3xx-3x

=198oo—398x+2xx; fouftrayant 2.xx,

l’on aura xx-3x=198oo—398x ; ajou

tant 3x, nous aurons xx=198oo—395x

Donc par la regle

x=–:+v/:+2:=–:+#
–2º– -

===45. *

Réponſe. Le premier Afſocié a contribué

45 écus, & l’autre 55 écus. Le premier

ayant gagné en trois mois 54 écus, auroit

gagné en un mois 18 écus ; & le fecond

ayant gagné en deux mois 44 écus, auroit

gagné en un mois 22 écus : or ces deux

profits s'accordent; car, fi avec 45 écus

on gagne 18 écus dans un mois de temps,

on gagnera dans le même temps 22 écus

avec 55 écus.

654.
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-

654. *

Neuvieme question. Deux Payfannes por

tent enfemble Ioo oeufs au marché ; l’une

en porte plus que l'autre, & cependant le

produit eſt le même pour l’une & pour

l’autre. La premiere dit à la feconde: Si

j’avois eu tes oeufs, j'aurois retiré 15 fous.

L’autre lui répond : Si j'avois eu les tiens,

j'aurois retiré 6; fous. Combien d'oeufs

chacune a-t-elle portés au marché ?

Que la premiere ait eu x oeufs, la fe

conde en aura eu Ioo-x. : •

Puis donc que celle-là eût vendu 1 co

–x ceufs pour 15 fous, on fera la regle
-

*
* ,

· -

de trois fuivante: ‘ . . . . . * 4.

.

* , , , ---- *** • • | 1 * · - * ** * * *

1oo– x: 1 5=x.... à ::::: fous. .

De même, puiſque la feconde eût vendu
- - - - - : 1 c i · ·:· :

x oeufs pour 6: fous, on trouvera com
• • • • „ ”; u'} : x * r 1 - - ffent ren ; :::::

bien 1oo—x oeufs lui euffent rendu, en

difant . -

io - : adoở–żox ::

|- 4 : -5= I QQ-- X , • • • • å?ºº::cz,

** - . 3 : „ . . . . . . 3*. . * , , , , , A

Tome I. M m
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Or les deux Payfannes ont retiré autant

d'argent l'une que l'autre ; nous avons par

conſéquent l'équation, :#;=*E*, qui

fe réduit à celle-ci,

25 xx=2ooooo-4.ooox ;

& enfin à celle-ci,

xx=–16ox +8ooo;

d’où l’on tire

x=–8o-+V64oo-+-8ooo=-8o--12o

=4o.

Réponſe. La premiere Payfanne avoit

4o oeufs, la feconde en avoit 6o, & cha

cune a retiré 1o fous.

655.

Dixieme question. Deux Marchandsven

dent chacun d’une certaine étoffe ; le fe

cond en vend 3 aunes de plus que le pre

mier, & ils tirent enfemble 35 écus. Le

premier dit au fecond : J’aurois retiré de

votre étoffe 24 écus ; l’autre répond, &

moi j'aurois retiré de la vôtre 12 écus &

demi. Combien d’aunes avoient-ils chacun?
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Suppofons que le premier ait eux aunes,

le fecond aura eu x+3 aunes. Or puiſque

le premier eût vendu x-+3 aunes pour 24

écus, il faut qu'il ait retiré #écus de fes

x aunes. Et quant au fecond, puiſqu’il eût

débité x aunes pour 12 #écus, il faut qu'il

ait vendu fes x+3 aunes pour*: ; ainfi

la fomme totale qu’ils ont retirée eft##

+"::"=35 écus. . . . . . . $

Cette équation ſe réduit à xx= 2ox

–75, d’où l’on tire æ=io:+ Vioo–#;

=Io>+ 5. . . . .

Réponſe. La queſtion a deux folutions:

fuivant la premiere, le premier Marchand

avoit 15 aunes, & le fecond en avoit 18 ;

& puiſque celui-là eûțyendu 18 aunes pour

24 écus, il aura vendų fes, 15 aunes pour

2o écus; le fecond, qui eût vendu 15 aunes

pour 12 écus & demi, aura vendu fes 18

aunes 15 écus; donc en effet ils ont tiré

35 écus de leur marchandife. -

Suivant la feconde folution, le premier

-

Mm ij
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Marchand avoit 5 aunes, &l'autre 8 aunès;

ainfi, puiſque le premier eût débité8 aunes

pour 24 écus, il aura retiré 15 écus de fes

5 aunes; & le ſecond, puiſqu'il eût vendu

ș-aunes pour 12 écus & demi, fes 18 aunes

lui auront rendu zo écus. La fomme eften

core 35 écus.: cg ester : # - s* -

*=sto a_1=a—

.. '! - 3 , : ?

Y.J. R. c H A PI T R E v.

Pe l'extrastion des Racines des nombres.

|- polygones. ti- |

=

I I.

* - -

- ar . ! " . 1af, g - fi ----- r. 1 ' , . v ***

: &{!“ :: '! ! ! ! !} + 2C: , f. i -5, TCS . .

|-
|- |

- '-,-- + -e -- s- 5 *... : * ------<- ",

, ! " .. sºrtsmº) 9: i. eiq bi zinzi

Nousavo:fait voit plus haut comment

on doit déterminer les nombres polygones;

or ce que nous avons nommé alors in côté,

s'appelle auffiunt racine. Sidonc önindique

la racine par x, on trouvera ce qui fuit

pour tous les nombres polygones:**
-1 -1 - 5 : 7 3 corº:oa : ?

* ,
-- --

e* - --- *: * -- 's obzi: : : : :
* * * * *

|-
-

... * * · * * * · · -
- * * *, * - * * * * *- - - - - - - .. <!--

|

· :
|
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----
- |-

-

**+* , , , , , ,
le III gone, ou le triangle, eft -I- , : ·

- - ; ' * * * * * , , , , f · ,

le 1v gone, ou le quarré, " xx, . ”
* * , - * - - - - - - - - 3xx-x *** -

le V gone — — — — — - »... -

le vi gone – – – –– 2xx-x,

le vII gone — — — — — ***, a

le vIII gone — — — — — 3xx–2x,

7xx–5x -

le 1x gone — — — — — ==,

le x gone — — – – – 4xx-3x,

(n-2)*x-(n-4)æ",

le n gone – – – – – +":"+.

» 657.

Nous avons fait voir fuffifamment plus

haut, qu'il eſt facile, par le moyen de ces

formules, de trouver, pour une racine

donnée quelconque, un nombre polygone

cherché. Mais lorſqu’il s'agit de trouver

réciproquement le côté, ou la racine d’un

polygone dont on connoît le nombre

des côtés, l’opération eſt plus difficile

& demande toujours la réfolution d’une

Mm iij
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équation du fecond degré. Cela fait que

cet article mérite d'être traité ici féparé

ment. Nous le ferons par ordre, en com

mençant par les nombres triangulaires, &

en paffant de-là à ceux d'un plus grand

nombre d'angles.

* 658.

Soit donc 91 le nombre triangulaire

donné, & duquel on cherche le côté ou

la racine.

Si nous faifons cette racine =x, il faut
33; +- 3° |- -

que *:* foit =91 ; que xx+x=182,

& xx=-x+- 182, & par conféquent

-- -–—1-1--/E_i ––* 725

que x=–;+V;+182=—;+ V:
=–+-+-+=1 R. |- -

–-,+#=13. Nous en concluons que

la racine trigonale cherchée eſt 13 ; car

le triangle de 13 eſt 91.

Mais foit en général ale nombre trigonal

donné, & qu'on en cherche la racine,
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Si on la fait =x, on a*:*=a, ou xx

+x=2a; donc xx=-x+2a, & par

la regle, x=–;+V+ 2 a , Ou x =

– 1+\/sa-i

2 |

Ce réſultat donne la regle qui fuit: Pou

trouver une racine trigonale, il faut mul

tiplier par 8 le nombre trigonal donné,

ajouter 1 au produit, extraire la racine de

la fomme, fouftraire I de cette racine ,

& divifer enfin le reſte par 2.

66o.

On voit par-là que tous les nombres tri

gonaux ont la propriété, que fi on les mul

tiplie par 8, & qu’on ajoute l'unité au pro

duit, la fomme eft toujours un quarré : la

petite table qui fuit en donne quelques

exemples.

: : 1, 3, 6, Io, 15, 21 , 28, 36, 45, 55 &c.

8 fois + 1 : 9, 25, 49,81, 121, 169, 225, 289, 361, 441 &c.

On remarquera que fi le nombre donné

a ne fatisfait pas à cette condition, c'eſt

Mm. iv
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figne que ce n’eſt pas un nombre trigonal

réel, ou qu’on ne peut en indiquer une

racine rationnelle.

661.

Qu'on cherche, ſuivant cette regle, la

racine trigonale de 21 o, on aura a=21o

& 8a+1=1681, dont la racine quarrée

eſt 41 ; d’où l’on voit que le nombre 21 o

eft réellement triangulaire, & que fa ra

cine eft=+++= 2o. Mais fi on donnoit

pour trigonal le nombre 4, & qu’on pro

posât d’en affigner la racine, elle fe trou

veroit ="#–;, & par conféquent irra

tionnelle ; cependant on trouve réellement

le triangle de cette racine “#” —;, de la

maniere qui fuit: -

* - Puiſque x=++, O11 3 3Ć X =### »

& en y ajoutant x , la fomme eſt xx+x

=#=8, & par conſéquent le triangle,2.

3:JC-4-3:

ou le nombre trigonal ----4.

es * *
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662.
*

Les nombres tétragones étant la même

chofe que les quarrés, ils ne caufent au

cune difficulté. Car fuppofons le nombre

tétragone donné =a, & fa racine cher- «

chée =x, nous aurons xx=a, & par

conféquent x=v/a ; de forte que la ra

cine quarrée & la racine tétragone font la

même chofe. *

663.

- Paffons donc aux nombres pentagones.

Soit 22 un nombre de cette eſpece, &

x fa racine; il faudra que *: *= 22, ou

.32x.x - x=44 , ou xx=#x-+#. On tire

- là x— i IL24 – I+ V 529
de - là x=;+v/# ;, ou x=–***

–* 23 –

=ğ+ :=4.

Donc 4 eſt la racine pentagone du nom

bre 22. - -

Qu’on propofe maintenant la queſtion:

étant donné le pentagone a, trouver fa ra

cine.
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Soit cette racine =x, on aura l’équa

3xx-x

2.
tion =a, ou 3xx-x=2a, ou xx=;

2d - |

x +#; au moyen de quoi on: 2C

–*. +--L*: c’ - – I+ V 244+-1

=#+v/#.+#, c'eſt-à-d. x=1+"::"+:

Lors donc que a eſt un pentagone effectif,

il faut que 24a-H-1 foit un quarré.

Que 33o foit, par exemple, le penta

gone donné, la racine fera x=1:42:

I + 89–

: 6 =I 5.

665.

Soit à préfent a un nombre hexagone

donné, & qu’on en cherche la racine.

Si on la fuppofe =x, on aura 2xx–x

=a, ou xx=#x-+; a; d’où l’on tire x

=#+V:+H2=1+YE. Ainſi pour

que a foit réellement un hexagone, il faut

que 8a+1 devienne un quarré; d’où l’on

voit que tous les nombres hexagones font

compris dans les trigonaux; mais il n’en

eft pas de même des racines.

Soit, par exemple, le nombre hexagone
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1 +v/9501 –1+39

4
1 225 , fa racine fera x= 4

= 25.

666.

Suppofons a un nombre heptagone, du

quel il foit queſtion de trouver le côté ou

la racine.

• 9 5xx-3*

Soit cette racine =x, on aura ***

=a, ou xx=#x-+#a, ce qui donne x

– 3– 9 L2a–3+V(acar:

=#+v/:+; a=1+Y:=tº. Tous les

nombres heptagones ont par conféquent la

propriété, que fi on les multiplie par 4o

& qu’on ajoute 9 au produit, la fomme

eft toujours un quarré.

Soit, par exemple, le heptagone 2o59;

on trouvera fa racine=x=1+Y:TE= :::::

: 29

667.

Qu’on entende par a un nombre oĉto

one . duquel on veuille trouver la ra
ß 9

cine x. .

|- –? I

On aura 3xx-2x=a, ouxx=#x+;a,

V
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3 A –* I I –1+V3 +- I i

d'où réſulte x=#+v/#.+; a=1+"::

Tous les nombres octogones font tels, par

conféquent, que fi on les multiplie par 3

& qu’on ajoute l’unité au produit, la fomme

eft conftamment un quarré.

Soit, par exemple, 3816 un o&togone;

fa racine fera x==Y==::=36.

668.

Soit enfin a un nombre n gone donné,

dont il s’agiffe de déterminer la racine; on

aura cette équation:

(**):=(=+):=a» ou (n-2)xx—(n–4)

x=2a, par conſéquent xx=9::+:#;

OIT EIl t1re

Zi- (n–4)* 2 d. . , *

x=:4:5-+V:=:+, OUI • ;

n–4 · 1 ! (n-4) i 8(n-2)a
3f=##5 4G,–2)* +Ř=ý » Ou

X =n–4+V8(n-2)a+(n–4)* 9 -

- - 2(n-2) . . . .

Cette formule renferme une regle gé

nérale pour trouver toutes les racines poly

gones poſibles de nombres donnés,
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v |

: Par ex. foit donné le nombre xxiv gone

3oo9 ; puiſque a eſt ici =3oo9 & n=24,

on a n–2=22 & n—4=2o; donc la

racine ou x=aº:YG34+42=*:*=1 7.

44 44 •

-
|

E= --

C H A P I T R E v I I I.

De l'extrađion des Racines quarrées des

e ' ’ . ---- Binomes. |- -

-- - -- - - - -

-* * * * * ---- . , ,

€ . . : , :.: 669. - · · · · - -- : .

ON nomme en Algebre un binome (*),

une quantité compoſée de deux parties qui

font, ou toutes affectées du figne de la ra
• , |- -- - - - -, -- * * * * --- - - * * - - - -- : - · -

re u d |

cipe quarree, ou aont ľune au moins ren

ferme ce figne.
- - - - - - * * * * * a * * |- • • • • • -

3 |- -

Ç’eſt par cette raiſon que 3+y/5 e

a:, :, , , r: , :

ċir" ºli b 1:

--(°) Quoique dans PÁlgebre on nommé en général
- * * *- r T - - - > - |- * *

binonie uneiquantité compoſée de deux termes, M. Euler

ąjugé à propos d'appellerainfi en particulier les expreſ

fons que les Analyſtes françois défignent par quantités
fo ::: : :fr: , : „ ' . " ", :

èh pařtie commenfúrables, & en partie incommenfurables.
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un binome, & pareillement V8+v/3 3

& il eſt indifférent que ces deux termes

foicnt joints par le figne + ou par le figne

—. C’eſt pourquoi 3–V5 eſt auffi bien

un binome que 3+ v/5.

67o.

La principale raifon pour laquelle ces

binomes méritent attention, c’eſt que dans

la réſolution des équations du fecond degré,

c’eſt toujours à des quantités de cette forme

qu’on parvient, lorſque la réfolution ne

peut fe faire. Par exemple, l'équation xx

=6x—4 donne x=3+v/;: -

On fent bien, par conféquent, que ces

formules doivent fe préfenter fréquemment

dans les calculs algébriques; auffi avons

nous eu foin plus haut de faire voir com

ment on doit les traiter dans les opérations

ordinaires de l'Addition, de la Souftrac

tion, de la Multiplication & de la Divi

fion; mais ce n’eſt qu'à préfent que nous

fommes en état de montrer comment on
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doit en extraire les racines quarrées, c’eſt

à-dire, autant que cette extraction eſt pof.

fible; car, quand elle ne l’eſt pas, on fe

contente de donner un nouveau figne ra

dical à la quantité. La racine quarrée de

3+v2 est V3+V2.

- 671.

Il faut obferver d’abord que les quarrés

de tels binomes font auffi des binomes pa

reils, dans lefquels même un des termes

eft toujours rationnel.

Car, qu’on prenne le quarré de a+V%.

Oİl tTOUVET3l (a+b)+ia Vb. Si donc il

s'agiffoit réciproquement de prendre la ra

cine de la formule (a+b)+nav/b, on la

trouveroit =a+v/b, & il est, fans con

tredit, bien plus facile de s’en faire une

idée de cette maniere, que fion avoit fim

plement mis encore le figne V devant cette

formule. De même, fi on prend le quarré

de Va+Vb, on trouve (a+b)+zv/ab;

donc réciproquement la racine quarrée de
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(++)+2 Vai fera Va+V", laquelle

fera pareillement plus facile à faifir , que

fi on fe contentoit de mettre le figne

devant la quantité. |

|- 672.

Il s’agit donc principalement de déter

miner un carastere qui puiffe faire recon

noître dans tous les cas fi une telle racine

quarrée a lieu ou non. Nous commence

rons, dans ce deffein, par une formule fa

cile, en cherchant fi on peut affigner, dans

lefens que nous avons dit, la racine quarrée

du binome 5+2 V6. : . - - -

Suppofons donc que cette racine foit VJX.

+W%, e quarré en est (*+y)+"Vy,
& il doit être égal à la formule 5+2V:

Par conſéquent la partie rationnelle x+y

doit être égale à 5, & la partie irration
nelle 2 v/xy doit être égale à zv/6. Cette

derniere égalité donne V&y=V6, & x.y

=6. o: puiſque x+y=5, on ay=5

-x, & cette valeur ſubſtituée dans l'équa

- - *

f1O1ł
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tion xy=6, produira 5x+xx=6, ou xx

=5x–6. Donc x=#+v/#. — : = :

+#=3. Ainfi x= 3 & y= 2, d’où nous

concluons que la racine quarrée de 5+*V6

eft V3+ v/2.

673.

Comme nous avons trouvé ici les deux

équations, I.)x+y=5 , & II.) x.y=6,

hous allons indiquer une voie particuliere

pour en tirer les valeurs de x & de y.

Puiſque x+y=5 , qu’on prenne les

quarrés xx+2xy+yy=25; faifant atten

tion maintenant que xx-2xy+yy eſt le

quarré de x–y, qu’on fouftraie de xx

+2xy+yy=25 l’équation xy=6 prife

quatre fois, ou 4xy=24 , afin d’avoir xx

– 2xy+yy= 1 ; car prenant à préfent

les racines, on a x-y=1; & x-+y étant

=5, on trouvera aifément x=3 & y=2.

Donc la racine quarrée de 5 + 2 V6 eft

Tome I. Nn

V3+V.
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674.

Confidérons le binome générala+v^b,&

fuppofonsfaracine quarrée=v/x+v/y, nous

aurons l’équation (x+y)+2v/xy=a+vés

ainfix+y=a, & 2v/xy=Vb, ou 4xy=b;

ſouffrayant ce quarré du quarré de l'équa

tion x+y=a, ou de xx+2xy+yy=aa,

il reſte xx–2xy+yy=aa-b, dont la ra

cine quarrée eſt x-y= Vaa.–5. Or x

+y=a; nous avons donc x=a+x ==#3

y===Y==', & par conféquent la racine

quarrée cherchée de a-H-Vb est v/FYE

+V2=YF.

675. -

Nous conviendrons que cette formule

est plus compliquée que fi ò̟n eût mis fim

plement le figne radical V devant le bi

nome donné a+Vb, & qu’on eût écrit

a+v/b. Mais confidérons que ladite for

mule peut fe fimplifier beaucoup, lorſque
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les nombres a & b font tels que aa–b

devient un quarré, puiſqu'alors le figne V

qui eſt fous le figne V fe trouve éliminé.

Nous voyons en même temps qu’on ne

peut extraire commodément la racine quar

rée du binome a+Vb, que lorſque a a

—b=cc; car dans ce cas la racine quarrée

cherchée eſt V::" + VF, & que fi aa

—b n’eſt pas un quarré parfait, on ne peut

indiquer plus convenablement la racine

quarrée de a+v/b, qu’en mettant le figne

radical V devant cette quantité.

676. |- *

La condition donc qui eſt requife pour

qu’on puiffe exprimer d’une façon plus

commode la racine quarrée d’un binome

a+Vb, c’eſt que aa—b foit un quarré ;

& fi on indique ce quarré par cc, on aura

pour la racine quarrée en queſtion V:::

+V***. Il faut remarquer de plus que la

racine quarrée de a–Vb fera v/**f-v/*===
T2T 2 2

N n ij
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car, en prenant le quarré de cette formule;
đa- CC

On tIOU.Ve a– 2.V #; or puiſque cc=aa

—b, & par conféquent aa—cc=b, le
// b

même quarré fe trouve =a–2 V==a
2. Vb Vé

=–→Cl-

677. -

Lors donc qu’il s’agit d’extraire la ra

cine quarrée d’un binome tel que a+v/é,

la regle eft de fouftraire du quarré aa de

la partie rationnelle le quarré b de la par

tie irrationnelle, de prendre la racine quar

rée du refte, & en nommant cette racine *

d+-C

c, d'écrire pour la racine cherchée V:

- a-c .

Qu’on cherche la racine quarrée de z

+v/3, on a a=2 & b=3 ; donc aa–b

=cc=1 , & c=1 ; ainfi la racine cherchée

=V}+v/#=V}+v/:.

Qu’il s’agiffe de trouver la racine quarrée

du binome 1 1+6 V2, on aura a=1 I ,
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& Vb=6V2; par conféquent b=36.2

=72, & aa-b=49 ; ce qui donne c=7 ;

& il réſulte de-là que la racine quarrée de

I 1+6V2 eft V3+V2, Oll 3+V2.

Qu’on cherche la racine quarrée de 1 1

+2V3o: ici a=1 1 & Vi==v/3o; par

conféquent b=4.3o=1 2o, & aa-b=1 ,

& c=1 ; donc la racine cherchée =V6

—V;.

* 679. J

Cette regle a lieu également, lors même

que le binome renferme des quantités ima

ginaires ou impoffibles. - -

Soit propofé, par exemple, le binome

1+4V–3 , on aura a=1 & Vi=4V

–3, c’eſt-à-dire , b=—48 & aa—b=49.

Donc c=7, & par conféquent la racine

quarrée qu’on cherche =V4+V—3=2

+v/–3. - »

Autre exemple. Soit donné — : +: v/

–3, nous avons a=—#; Vb=; v/–3 »

& b=#.—3=—;. Donc aa-b=#.+#

N n iij
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=1 , & c=1 ; & le réfultat cherché eft

V;+V-:=?++?, ou;+; V–3.

Un autre exemple remarquable eſt celui

où il s’agit de trouver la racine quarrée de

2. V–1. Comme il n’y a point ici de partie

rationnelle, on aura a=o ; or b=zv/

—1 & b=–4, donc aa–b=4 & c=2;

par conféquent la racine quarrée qu’on

cherche eft V1+V–1=i+v/– , &

en effet le quarré de cette quantité eft 1

+2V–1-1=zv/–1.

68o.

Suppofons encore qu’il fe préfentât une

équation telle que xx=a+Vb, & que aa

–b fût =cc; on, en concluroit la valeur

de x=V: + v/*:#, ce qui peut être

d’ufage en bien des cas.

Soit, par exemple, xx=17+12 Vz,

On aura x=3+V8=3+2 --

68 I. *

Ce cas a lieu principalement dans la ré

folution de quelques équationsduquatrieme
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degré, par exemple, de x“= 2a|xx+ d.

Car fi l’on fuppofe xx=y, on a x“=yy,

ce qui réduit l’équation donnée à yy=2ay

+-d, & d’où l’on tire y=a+Vaa+d. On

a donc xx=a+Vaa+d, & par conféquent

encore une extraction de racine à faire.

Or, puiſqu'ici Vb= Vaa+d, on aura b

=aa+d, & aa–b=–d. Si donc –d eft

un quarré comme cc, c’eſt-à-dire que d

=—cc, on pourra affigner la racine de

mandée.

Suppofons qu’effećtivement d=–cc, ou

bien que l’équation du quatrieme degré

propoſée foit x“= 2axx—cc, nous trou

verons donc x=V/*:' +

682.

Nous rendrons plus fenfible, par quel

ques exemples, ce que nous venons dedire.

1º. On cherche deux nombres dont le

produit foit Io5, & dont les quarrés faffent

enfemble 274.

2- c

e

2.

N n iv
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Indiquons ces deux nombres par x & y;

nous aurons les deux équations, I.) x.y

=1o5 , & II.) xx-+-yy=274.

La premiere donne y=#, & cette vax 3

leur de y étant fubſtituée dans la feconde

équation, nous avons xx+: =274.

Donc x“+1 o 5 *=274xx, ou x'=274xx

— i o5 *.

Si nous comparons maintenant cette

équation avec celle de l’article précédent,

nous avons 2a=274, & —cc=—1ο5*;

par conféquent c=1o5, & a=137. Nous

trouvons par conféquent

x=v/FE2+ V li#"=1 I+4

Il s’enfuit de-là que x eft, ou = 15,

ou =7. Dans le premier cas y=7, dans

le fecond cas y=15. Donc les deux nom

bres cherchés font I 5 & 7.

683.

Il fera bon cependant de remarquer que

ce calcul peut fe faire beaucoup plus fa

silement d’une autre maniere. Car puiſque
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xx-+2xy+yy & xx–2xy+yy font des

quarrés, & que nous connoiffons les va

leurs de xx+yy & de xy, nous n’avons

qu’à prendre le double de cette derniere

quantité, l’ajouter à la premiere & l’en fouf

traire, comme on va voir: xx-+-yy=274.

Si on y ajoute 2xy=2Io, on a xx+2xy

+yy=484, ce qui donne x+y=22.

Souftrayant à préfent 2xy, il reſte xx

—2xy+yy=64, d’où l’on tire x-y=8.

Ainſi 2x=3o & 2y=14, & par con

féquent x=1 5 & y=7.

La queſtion générale qui fuit, fe réfout

par la même méthode.

2°. On cherche deux nombres, dont

le produit foit=m, & la fomme des quar

rés =n.

Si ces nombres font, l’un =x, l’autre

=y, on a les deux équations fuivantes:

I.) xy=m, II.) xx-+-yy=n. Or 2xy=2m

étant ajouté à xx-+-yy=n, on a xx+2xy

+yy=n+2m, & par conféquent x+y

FVn+2m. - -
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Mais fouftrayant 2xy, il reſte xx–2xy

+-yy= n— 2 m, d’où l’on tire x–y

=Vm=27; on aura doncx=#Vn+2m

+# (n-2m, &y=#Vn+27-VI-27.

- 684.

3°. On cherche deux nombres tels que

leur produit=35 , & la différence de leurs

quarrés = 24.

Soit le plus grand des deux nombres=x.

& le plus petit=y, on aura les deux équa

tions xy= 35 , & xx—yy= 24; & les

mêmes avantages n’ayant pas lieu ici, on

procédera par la voie ordinaire. La pre

miere équation donne y=#, &, en fubf

tituant cette valeur de y dans la feconde,

on a xx—:=24. Multipliant par xx,

on a x“– 1225=24xx, & x“=24xx

+ 1225. Or le fecond membre de cette

équation étant affe&té du figne +, on ne

pourra pas faire ufage de la formule donnée

ci-deffus, parce que cc étant =—1225 »

c deviendroit imaginaire.

;
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Qu’on faffe donc xx={ , on aura ({

=245+ 1225 ; d’où l’on tire {= 12

+V 144+1225, ou {=12+37; par con

féquent xx=1 2+ 37, c’eſt-à-d. ou = 49

ou =— 25.

Si on adopte la premiere valeur, on a

*=7 & y= 5.

Si on adopte la feconde valeur, on a

” WAA - – 35 =V:=V
x=v/ 25 & y==#;= = 2;- v

-49.

685. *

Nous terminerons ce Chapitre par la

queſtion fuivante. -

4°. On cherche deux nombres tels qu’il

y ait égalité entre leur fomme, leur pro

duit & la différence de leurs quarrés.

Soit x le plus grand des deux nombres,

& y le plus petit; il faudra que les trois

formules qui fuivent foient égales entre

elles: I.) la fomme x+y; II.) le produit

xy; III.) la différence des quarrés xx-yy.

Si l’on compare la premiere avec la fe
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conde, on a x+y=xy, ce qui donnera

une valeur de x ; car on aura y=xy—x

=x(y— 1), & x=;#. Par conſéquent

x+y=;”, , & *y=#, , c’eſt-à-dire que

la fomme eft en effet égale au produit;

& c'eſt à quoi doit être égale auffi la dif

férence des quarrés. Or on a x x–yy
=–2––vae——>***”. Ea; |

==#n-yy=#:#; faifant donc ceci
f • , f 4 a 39' _3y_

égal à la quantité trouvee #, , on a #;

–—y“ +2y3

; divifant par yy , il vient ::3y-2y+1 - y–L

– T70't29 . • 1 : 9 – I Y*

=;: ; multipliant par (y— 1)", on a

y-1=-yy-+2y; par conſéquentyy=y

+ 1; Cela donne y= ; + v/: +1 =#

+v/# ou y="#, & on aura donc x
- 2. 2

– 1+V(5

—FI=I - |

Pour chaffer la quantité fourde du dé

nominateur, on multipliera les deux termes

par V5+1 , & on obtiendra x=#:##1
4

–3+Y: .

Réponſe. Le plus grand des nombres

cherchés, ou x, =*:#; & le plus petit,2 3

I+)/5

y, =##. Ainfi leur fomme x+y=z
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+v/; ; leur produit xy=2+V3 ; & puif

que xx=2:4, & yy=?:“, on a auffi

la différence des quarrés x x-yy= 2

+v/s.

686.

Comme cette folution étoit affez longue,

il fera bon de faire remarquer qu’on peut

Tabréger. Qu’on commence par faire la

fomme x+y égale à la différence des

quarrés xx-yy, on aura x+y=xx-yy;

& divifant par x+y, à caufe de xx-yy

=(x+y)(x-y), on trouve 1=x-y

& x=y+1. Par conféquent x+y=2y

+1, & xx-yy=2y+1 ; de plus le pro

duit xy ou yy+y devant être égal à la

même quantité, on a yy+y=2y+1 ,

ou yy=y+I, ce qui donne, comme ci

deflus, y="#.

687.

... 5°. La queſtion précédente nous conduit

à confidérer encore celle-ci: Trouver deux
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nombres tels, qu’il y ait égalité entre leur

fomme, leur produit & la fomme de leurs

quarrés. |

Nommons x & y les nombres cherchés;

il faut qu’il y ait égalité entre I.) x+y,

II.) xy, & III.) xx+yy.

Comparant la premiere & la feconde

formule, nous avons x+y=xy, d'où nous

tirons x=;: ; par conféquent xy ou x-+y

-#:. Or la même quantité équivaut à

xx+xy, ainfi nous avons ==::=I+yy

=#;. Multipliant par yy– 2y+-1, le

prða: eft y“— 2y +2yy=y'–yy,

ou y'= 3y”–3yy ; & en divifant par

yy, nous avons yy=3y—3 ; ce qui donne
9. –3+Y-3, . A .

#—3="#+; par conſéquenty=' +

y–1=++, d'où réſulte x=#:### ; &
2. I+)/-3 3

en multipliant les deux termes par 1—V-3,

le réſultat eft x=::=?

Réponſe. Donc les deux nombres cher

3–1/–37 *4 - _3+V

chés font x=3+4+, & y=#:#-i , leur

fomme eſt x+y=3, leur produit xy=3;

ou 3=4=3.
2.
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-

---- -

-?)/

enfin, puiſque xx= == &yy=ł: ’,

la fomme des quarrés xx-+-yy=3.

688.

On peut abréger confidérablement ce

calcul par un artifice particulier, qui eft

applicable auffi dans d’autres cas. Il con

fifte à exprimer les nombres cherchés par

la fomme & par la différence de deux

lettres, au lieu de les indiquer par des

lettres fimples.

Qu’on fuppofe , dans notre derniere

queſtion, l’un des nombres cherchés =p

+q, & l’autre =p-q, leur fomme fera

2p, leur produit fera pp—qq., & la fomme

de leurs quarrés fera = 2pp-+2qq., & ces

trois quantités doivent être égales entr’elles,

Egalant d’abord la premiere à la feconde,

on a 2p=PP-47, ce qui donne qq=pp–2p.

Subſtituant cette valeur de qq dans la troi

fieme quantité, & comparant le réfultat

4PP-4P avec la premiere, on a 2p=4pp

-4p, d'où l'on tire p=#.
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?

de forte que les nombres que nous cher

–3+V-3 3-v–3

chons fontp+q= 2. —,

comme nous les avons trouvés ci-deffus.

*
|

C H A P I T R E I X.

Par conſéquent qq =—;, &q=H*;

3 &p—q=

De la nature des Equations du fecond degré,

689.

ON a vu fuffifamment par ce qui pré

cede, que les équations du fecond degré

font réfolubles de deux manieres, & cette

propriété mérite à tous égards d’être exa

minée, parce que la nature des équations

d’un degré fupérieur ne peut que recevoir

par-là beaucoup de jour. Nous remonte

rons donc avec plus d’attention aux caufes

qui font que toute équation du fecond degré

admet une double folution ; elles renfer

ment indubitablement une propriété effen

tielle de ces équations. * -

69o.
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69o.

Il eſt vrai que nous avons déjà vu que

cette double folution provient de ce que

la racine quarrée d'un nombre quelconque

peut être prife, foit poſitive, foit négative;

cependant, comme ce principe ne s’appli

queroit pas aiſément à des équations de

dimenſions plus hautes, il fera bon de dé

velopper clairement la même propriété

encore d’une autre maniere. Nous pren

drons pour exemple l'équation du fecond

degré, xx=1 2x— 35, & nous donnerons

une nouvelle raifon, par laquelle cette équa

tion eſt réfoluble de deux façons, en ad

mettant pour x les deux valeurs « & 7 qui

lui fatisfont également.

691.

Il eſt plus convenable pour notre but;

de commencer par tranfpofer les termes

de l'équation, de maniere qu’un des mem

bres devienne o ; cette équation prend par

Tome I, O o

|



578 E L É M E N s

conféquent la forme xx– 12x+35=o,

& il s’agit à préfent de trouver un nombre

tel que, fi on le fubſtitue à x , la formule

xx–12x+35 fe réduife effećtivement à

rien; il fera queſtion après cela de montrer

pourquoi cela peut fe faire de deux ma

nieres.

692. -

Or le tout confifte ici à faire voir avec

clarté, qu'une quantité de la forme xx:

–I 2x+35 peut être enviſagée comme le

produit de deux faćteurs ; ainfi en effet la

formule dont nous parlons eſt compoſée

des deux faćłeurs (x-5)(x-7). Car puiſque

cette quantité doit fe réduire à o, il faut

auffi que le produit (x-5). (x–7)=o;

mais un produit , de quelque nombre de

fasteurs qu’il foit compoſé, devient =o,

lors même qu’un feul de ces fa&teurs fe

réduit à o ; c’eſt un principe fondamental

auquelil faut faire attention, fur-tout quand

il s’agit d’équations de pluſieurs degrés.
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693.

On comprend donc aifément, que le

produit (x-5).(x–7) peut devenir o de

deux façons : l’une, quand le premier fac

teur x—5=o; l’autre, quand le fecond

faćteur x–7=o. Dans le premier cas

x=5, dans l’autre cas x=7. La raiſon eft

donc très-claire, pourquoi une telle équa

tion xx—12x+35=o, admet deux fo

lutions ; c’eſt-à-dire, pourquoi on peut

affigner pour x deux valeurs qui fatisfont

également à l’équation. Cette raifon fon

damentale confifte en ce que la formule

xx—12x+35 peut être repréſentée par le

produit de deux facteurs.

694.

Les mêmes circonſtances fe retrouvent

dans toutes les équations du fecond degré.

Car, après avoir porté tous les termes d’un

même côté, on ne manque jamais de par

venir à une équation de la forme xx-ax

O o ij
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+b=o, & cette formule peut toujours

être regardée pareillement comme le pro

duit de deux faćłeurs, que nous repréfen

terons par (x-p)x—q, fans nous embar

raffer quels nombres font les valeurs de p

& de q. Or ce produit devant être =o

par la nature de notre équation, il eſt clair

que cela peut arriver de deux manieres:

en premier lieu, lorſque x=p ; & en fe

cond lieu, lorſque x=q ; & ce font-là les

deux valeurs de x qui fatisfont à l'équation.

695.

Voyons maintenant de quelle nature

doivent être ces deux faćteurs , pour que

la multiplication de l’un par l’autre repro

duife exaĉtement notre formule xx–ax

+b. Nous trouvons, en les multipliant réel

lement, x x —(p+q)x-+-pq ; or cette

quantité doit être la même chofe que xx

–ax+b, il faut donc évidemment que

p+q=a, & pq=b. Ainfi nous apprenons

cette propriété bien remarquable, que dans
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toute équation de la forme xx-ax+b=o,

les deux valeurs de x font telles que leur

fomme eſt égale à a, & leur produit égal

à b ; d’où il fuit que, dès qu’on connoît

l’une des valeurs, on trouve auffi l’autre

facilement. -

696.

Nous venons de confidérer le cas où les

deux valeurs de x font poſitives, & qui

exige que le fecond terme de l’équation

ait le figne –, & que le troifieme terme

ait le figne +. Confidérons donc auffi les

cas dans lefquels foit l’une ou toutes les deux

valeurs de x deviennent négatives. Le pre

mier de ces cas a lieu, lorſque les deux

faćteurs de l’équation donnent un produit

de cette forme (x-p)(x+q); car alors

les deux valeurs de x fontx=p& x=–q;

l’équation elle-même devient xx+(q–p)

x–pq=o; le fecond terme a le figne +-,

quand q eſt plus grand que p, & le figne

—, quand q eſt plus petit que p ; enfin le

troifieme terme eft toujours négatif.

O o ii;
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Le fecond cas, où les deux valeurs de

æ font négatives, a lieu, lorſque les deux

faćłeurs font (x-+-p)(x+q); car on a

x=–p & x=–q ; l’équation elle-même

devient x x+(p-+-q)x+"pq=o, où le

fecond comme le troifieme terme font af

fećtés du figne +.

697.

Les fignes du fecond & du troiſieme

terme nous font connoître par conféquent

la qualité des racines d’une équation quel

conque du fecond degré. Soit l'équation

æx.... ax.... b=o: fi le fecond & le troi

fieme terme ont le figne +, les deux valeurs

de x font négatives; fi le fecond terme a

le figne –, & que le troiſieme terme ait

+-, les deux valeurs font poſitives; enfin,

fi le troiſieme terme affecte de même le

figne –, une des valeurs en queſtion eft

pofitive. Mais dans tous les cas au refte le

fecond terme contient la fomme des deux

valeurs, & le troiſieme terme contient leur

produit. -
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698.

On trouvera très-facile, après ce qui a

été dit, de former des équations du fecond

degré qui renferment deux valeurs données

à volonté. On demande, par exemple, une

équation telle que l'une des valeurs de x

foit 7, & que l’autre foit– 3. Qu’on forme

d’abord les équations fimples x=7 & x

=—3 ; enfuite de-là celles-ci, x–7=o

& x+ 3 =o, on aura de cette maniere

les faćteurs de l’équation cherchée, laquelle

devient par conféquent xx-4x –21=o.

Auffi en appliquant ici la regle donnée plus

haut, trouve-t-on les deux valeurs de x

fuppoſées ; car fi x.x=4x+2 I , on a x

=2+v/25=2+5, c'eſt-à-dire x=7, ou

x=-3.

699.

Il peut arriver auffi que les valeurs de

x deviennent égales: qu’on cherche, par

exemple, une équation où ces deux valeurs.

foient= 5, les deux facteurs feront (x-5)

:

O o iv
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(x— 5), & l’équation cherchée fera xx

— I ox-|- 2 5 =o. Dans cette équation x

paroît n’avoir qu’une valeur; mais c’eſt que

æ fe trouve doublement = 5 , comme la

folution ordinaire le fait voir pareillement;

car on a xx=1ox—25 ; donc x=5+V3

=5 + o, c’eſt-à-dire que x eft de deux

façons =5.

7oo.

Un cas remarquable fur-tout, & qui ar

rive quelquefois, c’eſt celui où les deux

valeurs de x deviennent imaginaires ou im

poſſibles ; car il eſt tout-à-fait impoffible

alors d’affigner pour x une valeur telle

qu’elle fatisfaffe à l'équation. Qu’on fe pro

pofe, par exemple, de partager le nom

bre 1 o en deux parties, telles que leur pro

duit foit 3o; fi on nomme x une de ces

parties, l'autre fera =ıo—x, & leur pro

duit fera i ox–xx=3o ; donc xx=1 ox

—3o, & x=3+v/-5 , ce qui eſt un nom

bre imaginaire qui apprend que la queſtion

ęft impoſſible, . -
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7o1. *

Il eſt donc très-important de trouver un

figne auquel on puiffe reconnoître fur le

champ fi une équation du fecond degré

eft poffible, ou fi elle ne l'eſt pas.

Reprenons l’équation générale xx-ax

+b=o, nous aurons xx=ax—b, & x

=;a+v/#aa-5. On voit par-là que fi b

eft plus grand que : aa, ou 4b plus grand

que aa, les deux valeurs de x deviennent

toujours imaginaires, vu qu’il s’agiroit d’ex

traire-la racine quarrée d’une quantité né

gative; & au contraire, que fi b eſt plus

petit que : aa, ou même plus petit que o,

c’eſt-à-dire que ce foit un nombre négatif,

les deux valeurs feront poffibles ou réelles.

Au refte, qu’elles foient réelles ou qu’elles

foient imaginaires , il n’en eſt pas moins

vrai qu’on pourra toujours les exprimer,

& qu’elles ont auffi toujours la propriété

que leur fomme eft =a, & leur produit

=b. Dans l'équation xx-6x+1o=o ;

* *
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par exemple, la fomme des deux valeurs

de x doit être =6, & le produit de ces

deux valeurs doit être =1 o; or on trouve,

I)x=3+v/-i , & II)x=3—V- 2

quantités dont la fomme =6, & le pro

duit =1o. -

7o2.

Le caraĉtere que nous venons de trouver

peut s’exprimer d’une maniere encore plus

générale, & de façon à pouvọir même être

appliqué aux équations de cette forme,

fxx+gx+h=o; car cette équation donne

xx=F#-#, & x=+#.+v/#—#, ou

x====Y=ay; d’où l’on infere que les

deux valeurs font imaginaires, & par con

féquent l'équation impoffible, quand 4fh

eft plus grand que gg; c’eſt-à-dire, lorſque

dans l'équation fxx—gx+h=o, le qua

druple du produit du premier & du dernier

terme furpaffe le quarré du fecond terme;

car ce produit du premier & du dernier

terme, pris quatre fois, eſt 4fhxx, & le
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quarré du terme moyen eft ggxx ; or fi

4fhxx eſt plus grand que gg.xx , 4fh eft

auffi plus grand que gg , & dans ce cas

l’équation eſt évidemment impoffible. Dans

tous les autres cas l’équation eſt poſſible, &

on peut affigner deux valeurs réelles pour x;

il eft vrai que fouvent elles deviennent ir

rationnelles; mais nous avons vu plus haut

que dans ces cas on ne laiffe pas de pouvoir

les connoître en approchant autant qu’on

veut ; au lieu qu’aucune approximation ne

fauroit avoir lieu pour les expreſſions ima

ginaires, telles que V— 5 ; car 1oo eft

auffi éloigné d’être la valeur de cette ra

cine, que l’eft 1 ou un autre nombre quel

conque.

7o3.

Nous avons encore à faire remarquer

qu’une formule quelconque du fecond de

gré, xx+ax+b, eft toujours néceffaire

ment réfoluble en deux faćłeurs, tels que

(x+p)(x+ q). Car fi l’on prenoit trois
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faćteurs pareils à ceux-là, on parviendroit

à une quantité du troifieme degré, & en

ne prenant qu’un feul faćteur pareil, on

ne pafferoit pas le premier degré.

C’eſt donc un point qui eſt au-deffus de

toute conteſtation, que toute équation du

fecond degré renferme néceffairement deux

valeurs de x, & qu'il ne peut y en avoir

moins ou davantage.

7O4.

Nous avons déjà vu que quand on a

trouvé les deux faćteurs, on connoît auffi

les deux valeurs de x, vu que chaque fac

teur donne une de ces valeurs, quand on

le ſuppofe =o. L’inverfe a lieu pareille

ment, c’eſt-à-dire que dès qu’on a trouvé

une valeur de x, on connoît auffi un des

faćteurs de l’équation ; car fi x=p indique

une des valeurs de x dans une équation

quelconque du fecond degré, x–p eſt un

des faćłeurs de cette équation ; c’eſt-à-dire

que tous les termes ayant été portés du
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même côté, l’équation eſt divifible par

æ—p, & qui plus eſt, le quotient exprime

l’autre faćteur. -

7o5.

Soit donnée, pour éclaircir mieux ce

que nous venons de dire , l’équation xx

+4x— 21=o, de laquelle nous favons

que x=3 eſt une des valeurs de x, parce

que 3.3 +4.3 — 2 1 =o ; cela nous fait

juger que x–3 eft un des faćteurs de cette

équation, ou que xx+4x—21 eft divifible

par x–3, & en effet la divifion fuivante

le fait voir.

x—3) xx-+-4x --21(x+7

xx-3x

7x–2 I

7x–2 I

Os

Ainfi l'autre fasteur eft|x+7, & notre

équation fe repréfente par le produit (x-3)

(x+7)=o; d’où s'enfuivent immédiate

ment les deux valeurs de x , le premier

faćteur donnant x= 3, & l'autre faćteur

donnant x=-7. *
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C H A P I T R E X.

Des Equations pures du troiſieme degré.

7o6.

ON dit d’une équation du troifieme de

: gré, qu’elle eſt pure, lorſque le cube de

la quantité inconnue eſt égal à une quan

tité connue, fans que ni le quarré de l'in

connue ni l’inconnue même fe trouvent dans

l’équation.

x'=125, ou plus généralement x'=a,

x'=#, font des équations de ce genre.

7o7.

Il eſt clair comment on doit tirer la va

leur de x d’une telle équation, vu qu’on

n’a befoin que d’extraire des deux côtés la

racine cubique. L’équation x’=I 25 donne
/ 3

* �

x=5, l'équation x'=a donne x= Va,
3

& l’équation x'=#donne x=V#, Oll X:
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=#. Il fuffit donc qu’on ait appris à ex
V b

traire la racine cubique d’un nombre pro

pofé, pour qu’on foit en état de réfoudre

de femblables équations.

7o8.

On n’obtient de cette matiere qu’une

feule valeur pour x; cependant toute équa

tion du fecond degré ayant deux valeurs,

on eſt fondé à foupçonner qu’une équation

du troifieme degré a pareillement plus d’une

valeur ; il vaudra donc la peine d’appro

fondir la chofe, & en cas qu'on trouve

qu’une telle équation doit avoir pluſieurs

valeurs pour x, de déterminer ces valeurs.

* 7o9.

Confidérons, par exemple, l’équation

x”= 8, dans la vue d’en conclure tous

les nombres dont le cube eft 8. Comme

æ=2 eſt fans contredit un tel nombre, il

faut, d'après le Chapitre précédent, que

la formule x” - 8=o, foit néceffairement
-

******
7•

4 -:-24----
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diviſible par x–2. Faifons donc cette di

viſion:

x-2) x’—8 (xx+2x+4

x”–2xx |

2xx-8

2xx-4x

4x—8

4x—8

O.

Il s'enfuit que notre équation x'–8=o

peut fe repréfenter par ces faćteurs-ci:

(x-2)(xx+2x+4)=o.

- 7 Io.

Orla queſtion eſt de favoir quel nombre

on doit ſubſtituer à la place de x, pour que

x”=8, ou que x”—8=o; & il eſt clair

qu’on fatisfait à cette condition, en ſuppo

fant=ole přðduit que nous venons de trou

ver; mais cela arrive non-feulement quand

le premier faćteur x—2=o, d’où réſulte

x=2, mais auffi quand le fecond faćteur

213:
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xx+2x+4=o. Qu’on faffe donc xx+2x

| +4=o, on aura xx=—2x-4, & de-là

x=-1 + V-3.

7 I I.

Outre le cas donc où x=2, qui fatif

fait à l'équation x'=8, nous avons en

core pour x deux autres valeurs dont les

cubes font pareillement 8, & qui font:

I)x=-1+V-3, & II)x=-1-v/-3.

On n’en doutera plus, fi on prend les

cubes effećtivement comme nous allons

faire :

–1+ v/–3 —1— V–3

—1+ v/–3 —I— V–3

1— V-3 - 1+ v/–3

– V—3—3 . + V–3–3

—2–2v—; quarré -2+2y-3

—1+ V–3 —I— V–3

2+2y-3 2—2V-3

—2v^—3+6 +2v/–3+6

8 cube. 8.

Tome I. P p
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Ileft vrai que ces deux valeurs fontima

ginaires ou impoffibles; mais elles méritent

cependant qu’on y faffe attention.

7 I 2.

Ce que nous venons de voir a lieu en

général pour toute équation cubique, telle

que x”=a ; on trouvera toujours outre la
3

valeur x=Va, encore deux autres valeurs.

Qu’on fuppofe, pour abréger, Va=c, de

forte que a=c”, notre équation prendra

cette forme, x” –cº =o, qui fera diviſible

par x– c., comme la divifion effećtive le

fait voir:

x-c)x” — c’ (xx+cx+cc

x” —cx x -

- c x x– c’
|

: --- - c x x— c cx \,:

---- ccx–c’

< ccx–c?
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Par conféquent l’équation en queſtion

peut être repréſentée par le produit (x-c)

(xx+cx+cc)=o, qui eft en effet =o,

non-feulement lorſque x-c=o, ou x=c,

mais auffi quand xx+cx+cc=o. Or cette

formule::: valeurs de % 5

4:

car elle donne xx=—cx-cc., & x=–#
----

fº , . . . . –-e-:V. -3ec 3 • .

|- _-ctc+/-r3 _. - 1=t\/-3 |- ;--* * *

· X=–=–H-=–=-<- . C., : |- ----- - ** - -*

| 2 2. -
|

-- · · · · 2 ----

- 7 I 3.-, . - ; · * ; , :

Or comme c avoit été mis à la place

de Va, nous en inférons que toute équa

tion du troifieme degré, de la forme x?

=a , fournit trois valeurs pour x exprimées

de la maniere fuivante : . . . . -

*

*

:

i 1 s ..… - ? :s:: -i-v-: / :::::

I.)x= Va., II.)x==::=i. Va, “

. . . . . . . .
-

VE,” 3 { ?

e - - - - – —I-V-3 · |- |

· · · · · · · III.)x= \2 #. Va. - -->

On voit par-là que chaque racine cubi

que a trois différentes valeurs; mais qu'une

feule eſt réelle ou poſſible, les deux autres

* |- -- : * PP ijs : 1-"
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étant impoſibles. Cela eſt d'autant plus à

remarquer, que touteracine quarrée a deux

valeurs, & que nous verrons plus basqu’une

racine bi- quarrée a quatre valeurs diffé

rentes , qu’une racine cinquieme a cinq

valeurs, & ainfi de fuite. : .

Il eſt vrai que dans les calculs ordinaires

on n’emploie que la premiere de ces trois

valeurs, parce que les deux autres font

imaginaires ; c’eſt ce que nous confirme

rons par quelques exemples.

-- 71 4- : -a: |- |

- Premiere question. Trouver un nombre

tel que fon quarré multiplié parfon quart

produife 432; ------- · · · · *

Que x foit ce nombre, il faut que le

produit de xx multiplié par; x foit égalau

nombre 432, c’eſt-à-dire que; x'=432,

& que x' = 1728. Qu’on extraie la racine

cúbique, on aụra x=12. : -

cr: Réponſe. Le nombre cherché eſt i 2; car

fon quarré 144, multiplié parfon quartou

par 3, dopne 432. *

* · * * * * * --
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7 I 5.

Seconde question. Je cherche un nombre

tel, qu’en divifant fa quatrieme puiſſance

par fa moitié, & en ajoutant 14; au pro

duit, il me vienne Ioo. - -

Je nommerai ce nombre x; fa quatrieme

puiſſance fera x“; divifant par la moitié; æ,

j’ai 2x”, & il faut qu'en ajoutant 14;, la

fomme foit 1oo ; j’ai donc 2x + 14;

=1oo; fouffrayant 14;, il reste 2x'=':';

divifant par 2, j’ai x'=':, & prenant la

racine cubique, j’obtiens enfin x=#. -

|- - 716.

Troiſieme question. Quelques Capitaines

fe trouvent en campagne ; chacun com

mande à trois fois autant de Cavaliers, &

à vingt fois autant de Fantaffins qu’ils font

de Capitaines. Un Cavalier reçoit chaque

mois pour fa paye autant de florins qu’il y

a de Capitaines, & chaque Fantaffin reçoiț

P p iij
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la moitié de cette paye ; la dépenfe totale

par mois eft de 13ooo florins; on demande

combien il y a de Capitaines ? "

Soit x le nombre cherché, chaque Ca

pitaipe aura fous lui 3x Cavaliers & zox

Fantaffins. Ainfi le nombre total des Ca

valiers eft 3.xx, & celui des Fantaffins eft

2oxx. Or chaque Cavalier recevant par

mois x florins, & chaque Fantaffin rece

vant;x flor. la paye des Cavaliers, à cha

que mois, fe monte à 3 x”, & celle des

Fantaffins eſt 1ox'; ils reçoivent donc tous

enfemble i 3 x” flor. & cette fomme doit

équivaloir à 13 ooo florins; on a donc 13x'

· =1 3ooo, ou x'=i ooo, & x=ı o, nom

þre cherché des Capitaines,

717.

Quatrieme question. Quelques Négocians

entrent en fociété, & chacun contribue

cent fois autant qu’il y a d’Affociés ; ils en

voient un Faćteur à Venife pour faire valoir

ce capital ; ce Faćłeur gagne pour cent
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ke

fequins deux fois autant de fequins qu’il y

a d’Intéreffés, & il revient avec 2662 fe

quins de profit ; on demande le nombre

des Afſociés ? -

Si ce nombre eft fuppofé =x , chacun

des Négocians afſociés aura fourni I oox

fequins, & le capital entier aura été de

I ooxx fequins; or le profit étant de 2 x

pour Ioo, le capital aura rapporté 2 x';

ainfi il faut faire 2 x” = 2662, ou x' = 133 1;

cela donne x=1 1, & c'est le nombre des

Afſociés.

-
718.

Cinquieme question. Une Payfanne échan

ge des fromages contre des poules, à raiſon

de deux fromages pour trois. poules ; ces

poules pondent chacune ; autant d'oeufs

qu’il y a de poules; la Payfanne vend au

marché neuf oeufs pour autant de fous que

chaque poule a pondu d’oeufs, & elle tire

72 fous; on demande combien de fromages

elle a échangé ?

Pp iv
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Soit ce nombre des fromages =x , ce

lui des poules que la Payfanne aura reçues

en échange fera =#x, & chaque poule

pondant; x oeufs, le nombre des oeufs fera

=#xx. Or neuf oeufs fe vendent pour; x

fous, ainfi l’argent que # xx oeufs produi

fent, eft; x’, & il faut que : x'=72.

Par conféquent x*=24.72=8.3.8.9=8

.8.27, & x=1 2 ; c’eſt-à-dire que la Pay

fanne a échangé douze fromages contre

dix-huit poules.

F=

C H A P I T R E X I.

De la réſolution des Equations complettes

du troiſieme degré.

7 I 9.

Use équation du troifieme degré eſt dite

complette, lorſqu’elle renferme , outre le

cube de l’inconnue, auffi cette quantité in

connue elle-même, & le quarré de cette
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quantité; de forte que la formule générale

pour toutes ces équations, en portant tous

les termes d'un même côté, eft

a x' + bx +cx+d=o.

C’eſt à faire voir comment on doit tirer

de telles équations les valeurs de x, qu’on

nomme auffi les racines de l’équation, que

nous deftinons ce Chapitre. Nous fuppo

ferons qu’on n’a aucun doute qu’une telle

équation n’ait trois racines, après que nous

avons fait voir dans le Chapitre précédent

que cela eft vrai à l'égard des équations

pures du même degré.

72o.

Nous confidérerons d’abord l’équation

x”—6xx +1 1 x–6= o; & de même

qu’une équation du fecond degré peut être

regardée comme étant le produit de deux

faćteurs, on peut repréfenter une équation

du troifieme degré par le produit de trois

faćteurs qui font dans notre cas, (x–1)

(x-2) (x-3)=o; puiſqu’en les multi
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pliant effećtivement on parvient à l’équa

tion donnée; car (x-u). (x—2) donne

xx-3x+2, & multipliant ceci par x—3

on trouve x” –6xx+1 1x–6, ce qui eft

en effet la formule prefcrite, & qui doit

être =o. Or cela a lieu par conféquent,

quand le produit (x-1)(x-2)(x-3) fe

réduit à rien ; & comme il fuffit pour cet

effet qu’un feul de ces fa&teurs foit =o,

trois différens cas peuvent donner ce ré

fultat, favoir x—1=o, ou x=1 ; en fe

cond lieu, x—2=o, ou x=2; & en troi

fieme lieu, x–3=o, ou x=3.

On voit fur le champ auffi, que fi on

fubſtituoit à la place de x un nombre quel

conque, autre qu’un des trois ci-deffus, au

cun des trois faćteurs ne deviendroit =o,

& par conféquent que le produit ne de

viendroit pas o non plus; ce qui prouve

que notre équation ne peut avoir d’autre

racine que ces trois racines-là.
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, ' 72 I.

Si l’on pouvoit dans tout autre cas af

figner de même les trois faćłeurs d’une telle

équation, on auroit immédiatement fes

trois racines. Confidérons donc d’une ma

niere plus générale ces trois faćteurs , x

—p, x—q, x-r ; fi nous cherchons leur

produit, le premier multiplié par le fecond

donne xx—(p+q) x+-pq, & ce produit

multiplié par x —r fait x’ —(p+q+ r)

xx+(pq+pr+qr)x—pqr.

· Or fi cette formule doit devenir =o ,

cela peut arriver dans trois cas: le premier

eft celui où x—p=o, ou x=p ; le fecond

a lieu quand x—q=o, ou x=q ; le troi

fieme cas eſt celui de x –r=o, ou de

3 = V •

722.

Repréfentons maintenant la formule trou

vée par l'équation x” –axx + bx–c=o; il

eft clair que pour que fes trois racines foient
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I.)x=p, II.)x=q, III.)x=r, il faut 1°.

que a=p+q+r, 2°, que b=pq+pr+qr,

& 3°. que c=pqr. Ainfi nous apprenons

par-là que le fecond terme contient la fom

me des trois racines, que le troiſieme terme

contient la fomme des produits des racines :

priſes deux à deux, enfin que le quatrieme

terme eſt formé du produit de toutes les

trois racines multipliées les unes par les

alltfƐS,

Cette derniere propriété nous préfente

auffi-tôt une vérité importante, qui eft

qu’une équation du troiſieme degré ne peut

certainement avoir d’autres racines ration

nelles que des diviſeurs du dernier terme;

car puiſque ce terme eſt le produit des trois

racines, il faut qu'il foit diviſible par cha

cune d’elles. On voit donc fur le champ,

lorſqu’on veut chercher une racine par le

tâtonnement, de quels nombres on doit

faire l’effai (*).

(*) On verra dans la fuite, que cette propriété estgé

nérale pour les équations d’un degré quelconque. An
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Si nous confidérons, pour nous expli

quer mieux, l'équation x'=x+6, ou x’

— x–6=o, comme cette équation ne

peut avoir d’autres racines rationnelles que

des nombres qui font faćłeurs du dernier

terme 6, nous n'avons befoin d’effayer que

les nombres 1 , 2, 3, 6, & voici le détail

de ces effais: *

I.) Si x=1, on a 1–1-6=—6.

II.) Si x=2, on a 8–2–6=o.

III.) Si x=3, on a 27–3–6=18.

IV.) Si x=6, on a 2 16—6—6=2o4.

Nous voyons par-là que x=2 eſt une

des racines de l’équation propoſée, & fa

chant cela il nous eft facile de trouver les

deux autres ; car x= 2 étant une des ra

cines, x–2 eft un fasteur de l'équation,

& on n’a donc qu'à chercher l'autre fasteur

par la voie de la Divifion, ainfi que nous
©

allons le faire:

refte comme ce tâtonnement exige qu’on connoiffe tous

les diviſeurs du dernier terme de l’équation, on peut

avoir recours pour cela aux tables indiquées à l'art. 66.
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æ–2)x –x–6(xx+2x+3

x” – 2xx

2xx-x-6

2xx-4x

3x—6 -

3x-6 *

O.

Puis donc que notre formule fe repré

fente par le produit (x-2) (xx+2x+3),

elle deviendra =o, non-ſeulement quand

z–2=o, mais auffi quand x x+2 x

+3=o. Or ce dernier facteur donnexx

=–2x–3 , & par conféquent x=-1

+v–2. Ce font donc ici les deux autres

racines de notre équation, leſquelles font,

comme on le voit, impoſibles ou ima

ginaires. )

723.

La méthode que nous venons d'indiquer,

n’eſt applicable immédiatementque lorſque

le premier terme x' eſt multiplié par 1 ;

N
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& que les autres termes de l'équation ont

pour coefficiens des nombres entiers. Quand

cette condition n’a pas lieu, il faut com

mencer par une préparation qui confifte

à transformer l’équation en une autre qui

ait la condition requife, après quoi on fait

l’effai que nous avons dit.

Soit donnée, par exemple , l’équation

x’–3xx+:-x-:=o; comme elle ren

ferme des quarts, qu’on faffe x=#, on

aura:--: +:–#=o, & en multi

pliant par 8, on obtiendra l’équation yº

—6yy+ 1 1y—6=o, dont les racines

font, comme nous l’avons vu plus haut,

y=1, y=2, y=3 ; d'où il s'enfuit que

dans l’équation propoſée on a I.)x=#,

II.) x=1 , III.)x=#. |- *

724.

Qu’on ait une équation, dont le pre

mier terme ait pour coefficient un nombre

entier autre que 1 , & dont le dernier terme

* * *
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foit 1 ; par exemple, 6x” – I 1xx+6x

— 1=o; fi on divife par 6, on aura x’

—: xx+x–#=o; on pourroit purger

cette équation des fraćtions, par la regle

que nous venons de donner, en fuppofant

x=#; car on auroit:—: +#—;=o;

& en multipliant par 216, il viendroit yº

—ı 1yy-+-36y–36=o. Mais comme il

feroit trop long de faire l’effai avec tous les

diviſeurs du nombre 36, remarquons que

puiſque le dernier terme de l'équation pri

mitive eft I, il vaut mieux fuppofer dans

cette équation x=#; car on aura l'équa

. 6 I I 1 6 * • * * * *

nonp–#+:– 1 =o, qui multipliée

par 7” donne 6–1 1{+67' –;" =o, & en

tranfpofant tous les termes, {'—6H+-I 1 {

—6=o. Les racines font ici (158)z=1,

{= 2, {=3 ; d’où il fuit que dans notre

équation x=1, x=#, x=#.

725.
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72 5.

On aura obſervé dans les articles précé

dens, que pour que les racines foient toutes

des nombres pofitifs, il faut que les fignes

plus & moins fe fuivent alternativement;

moyennant quoi l’équation prend cette

forme , x” —axx+bx –c=o, dans la

quelle les fignes changent autant de fois

qu’il y a de racines pofitives. Si toutes les

trois racines euffent été négatives, & qu’on

eût multiplié entr'eux les trois faćteurs x+p,

x+q, x+r, tous les termes auroient eu

le figne plus, & la forme de l'équation

auroit été x' +axx+bx+c=o, où on

voit les mêmes fignes fe fuivre trois fois,

c’eſt-à-dire , le nombre des racines néga

tives.

On a donc conclu qu’autant de fois que

les fignes changent , autant l'équation a

de racines pofitives, & qu’autant de fois

que les mêmes fignes fe fuccedent, autant

l’équation a de racines négatives; & cette

Tome I. Q q
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remarque eſt très-importante, parce qu’on

fait par-là fi c’eſt en plus ou en moins qu’on

doit prendre les diviſeurs du dernier terme,

quand on veut faire l’effai dont nous avons

parlé.

726.

Confidérons , afin d'éclaircir par un

exemple ce que nous venons de dire,

l'équation x' +xx— 34x+56=o, dans

laquelle les fignes changent deux fois, &

où ce n’est qu’une fois que le même figne

revient. Nous concluons que l’équation a

deux racines pofitives & une racine néga

tive, & comme ces racines doivent être

des diviſeurs du dernier terme 56, il faut

qu’elles foient compriſes dans les nombres

+ 1 , 2, 4, 7, 8, 14, 28 , 56.

Si nous faifons maintenant x=2, nous

avons 8+4—68+56=o ; d’où nous con

cluons que x=2 eſt une racine pofitive,

& qu’ainfi x–2 eft un diviſeur de notre

équation, au moyen de quoi nous trouvons
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facilement les deux autres racines ; car di

vifant effećtivement par x–2, on a

*-2) x' + xx-34x+56 (xx+3x-28

x’—2xx

3xx-34x+56

3xx- 6x

—28x+56

—28x+56

O.

Et fi on fait ce quotient xx+3x– 28

=o, on trouve les deux autres racines,

qui feront x=–#+ V: +28=—#+:-,

c’eſt-à-dire x=4 & x=–7 ; & tenant

compte de la racine trouvée ci-deffus,

x=2, on voit clairement qu’en effet l'équa

tion a deux racines poſitives & une néga

tive. Nous donnerons encore quelques au

tres exemples pour rendre la chofe encore

plus évidente.

727.

Premiere question. On a deux nombres,

leur différence eft 12, leur produit mul

Q q ij



612 E L É M E N s

tiplié par leur ſomme fait 1456.o. Quels

font ces nombres ? -

Soit x le plus petit des deux nombres,

le plus grand fera x-+-12, leur produit,

=xx+1 2 x , multiplié par la fomme 2.x

+ 12, donne 2x" + 36xx +144x=1456o;

& divifant par 2 , on a x' +- 18xx-+-72x

=728o.

Or le dernier terme 728o eſt trop grand

pour qu’on puiffe entreprendre l’effai de

tous fes diviſeurs, & nous remarquons qu’il

eft divifible par 8 ; c’eſt pourquoi on fera

x=2y, parce qu'après la fubſtitution la

nouvelle équation, 8y”+7 2.yy-+-1 4 4y

=728o, étant diviſée par 8, fe réduira

à celle-ci, y' +9yy+ 18y=91 o, pour

laquelle on n’a befoin d’effayer que les di

viſeurs I, 2, 5, 7, 1 o, 13 , &c. du nom

bre 91 o. Or il eſt évident que les premiers,

1, 2, 5, font trop petits; en commençant

donc par la fuppofition dey=7, on trouve

auffi tôt que c’eſt là une des racines; car

la ſubſtitution donne 343+441+126=91o.
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-1}

|

Il fuit que x=14, & on trouvera les deux

autres racines en divifant y'+9yy +18y

–91o pary—7, ce que nous allons faire:

y—7)y’ + 9yy+18y–9Io(yy+16y+13o

3'- 779

16yy+18y—91o

16yy–1 I 2y

I 3oy—9 I o

13oy—9 I o

O.

Suppofant maintenant ce quotient yy

* +-16y-+-13o=o , on aura yy=–16y

–13o, & de-là y=—8+v/–66: preuve

que les deux autres racines font impoffibles.

Réponſe. Les deux nombres cherchés font

14 & 26; leur produit 364, multiplié par

leur fomme 4o, donne I 456o. -

728.

Seconde queſtion. Trouver deux nom

bres, dont la différence foit 18, & qui

foient tels, que fi on multiplie enfemble leur

Q q iij
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fomme & la différence de leurs cubes, on

obtienne le nombre 275 184.

Soit x le moins grand des deux nombres,

x+18 fera le plus grand ; le cube du pre

mier fera=x”, & le cube du fecond =x*

+-54xx-+-972x+5832 ; la différence des

cubes = 54xx +972x+5832=54 (x x

+- 18x+ 1 o8 ) , multipliée par la fomme

2x +18 ou 2 (x-+-9), donne le produit

I o8 (x'+ 27xx+27ox-+-972)=275 184.

Divifant par 1 o8, on a x'+ 27xx+27ox

+972=2 5 48, ou x’+ 27 x x+27ox

=1576. Les diviſeurs de 1 576 font 1 , 2, .

4, 8, &c. les premiers 1 , 2 font trop petits;

mais fi on effaie x=4, on trouve que ce

nombre fatisfait à l’équation.

Il reſte donc à la divifer par x–4, afin

de trouver les deux autres racines. Cette di

vifion donne le quotient xx+31x+394;

en faifant donc xx=—3 1 x— 394, on

trouvera x=–#+v/:—"#, c'eſt-à

dire deux racines imaginaires.

Réponſe. Les nombres cherchés font 4

& 22.
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729.

Troiſieme question. Je cherche deux nom

bres dont la différence =72o, & tels que

fi je multiplie le plus petit par la racine

quarrée du plus grand, il me vienne 2o736.

Si le plus petit eft x, le plus grand fera

z+72o, & il faut que xv/rizzo=20736

=8.8.4.8 1. Quarrant les deux membres,

j’ai xx (x-|–72o)=x” —|-7 zoxx=83 83,

4: 81°. Je fais x=8y ; cette fuppofition

me donne 8’y’ +72o.8 y =8; 8: 4: 81”;

& divifant par 8”, j’ai y' +9oyy=8.4:

81*. Je ſuppofe de plus y=25 , & j’ai

8{' +4.9oț{=8.4 81*, ou, en divifant

par 8, 7' +45 {{=4? 81”.

Je fais encore {=9u, pour avoir 9’u’

+45.9’ uu=4: 9“, parce qu’en divifant

à préfent par 9’, l’équation fe réduit à u’

+ 5uu=4° 9, ou uu(u+5)=16.9=144.

Je n’ai pas de peine à voir ici que u=4;

car dans ce cas uu=16 & u-+5=9. Puis

donc que u=4, j’ai {=36, y=72 &

*

Q q iv
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x=576, c’eft le plus petit des deux nom

bres cherchés; ainfi le plus grand eft i 296,

& en effet la racine quarrée de celui-ci,

ou 36, multipliée par l’autre nombre 576,

donne 2o736.

73o.

Remarque. Cette queſtion admettoit une

folution plus fimple; car puiſque la racine

quarrée du plus grand nombre, multipliée

par le plus petit nombre, doit donner un

produit égal à un nombre donné, il faut

que le plus grand des deux nombres foit

un quarré. Si donc, par cette confidération, .

nous le fuppofons =xx, l’autre nombre

fera xx–72o. Celui-ci étant multiplié par

la racine quarrée du plus grand, ou par x,

nous avons x”—72ox=2o736=64.27

.12. Faifons x=4y, nous aurons 64y”

—72o.4y=64.27. I 2 » ou bien y"— 45y

=27. i 2. Suppofant de plus y=3{, nous

trouvons 277* —1357=27. I 2 , ou en di

vifant par 27, {' - 5{=12 , ou {? — 5{

*
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–12=o. Les diviſeurs de 1 2 font 1, 2,

3, 4, 6, 12; les deux premiers font trop

petits; mais la fuppofition de {=3 donne

préciſément 27–1 5–12=o. Par confé

quent {=3, y=9 & x=36; d'où nous

concluons que le plus grand des deux nom

bres cherchés, ou x x , = 1 296, & que

le plus petit, ou xx–72o,=576, com

me ci-deflus.

73 I.

Quatrieme queſtion. On a deux nombres,

dont la différence eft 12; le produit de

cette différence par la fomme des cubes,

eft 1o2 144: quels font ces deux nombres?

Nommant x le plus petit de ces deux

nombres, le plus grand eft|x-+-12 , le cube

du premier eft x”, & le cube du fecond

eft x' +36xx+432x+-1728 ; le produit

de la fomme de ces cubes par la différence

1 2 , eft

12(2x' +36xx+432x+1728)=1o2 I 44;

diviſant ſucceſſivementpar 12 & par 2, ona
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x’+18xx+216x+ 864=4256, ou

x' +- 18xx-|- 2 16x=3392=8.8.53.

Qu’on ſuppoſe x=2y, qu'on ſubſtitue

& qu’on divife par 8 , on aura

y'+9yy-+-54y=8.53 =424.

Les diviſeurs du dernier membre font

I, 2, 4, 8 , 53 , &c. 1 & 2 font trop

petits ; mais fi l’on fait y=4, on trouve

64+144+2 16=424. De forte que y=4

& x=8 ; d’où l’on conclut que les deux

nombres cherchés font 8 & 2o.

732.

Cinquieme question. Quelques perſonnes

forment une fociété & établiffent un fonds,

auquel chacune contribue dix fois autant

d’écus qu’elles font de perſonnes ; elles

gagnent fur chaque centieme d’écus 6 écus

au-delà du nombre d’écus égal à leur nom

bre; le profit total eſt de 392 écus; on

demande combien ils font d’Affociés ?

Soit x le nombre cherché ; chaque Af

focié aura fourni i ox écus, & tous en
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femble 1 o xx écus; & puiſqu'ils gagnent

x-+-6 pour cent, ils auront gagné avec le

x’+6

capital entier, ::, ce qu’il faut égaler

à 392.

On a donc x’+6xx=392o, & en

faifant x=2y & divifant par 8, y' +3yy

=49o. Les diviſeurs du fecond membre

font 1, 2, 5, 7, 1o, &c. les trois pre

miers font trop petits; mais en fuppofant

y=7 , on a 343+147=49o ; de forte

que y=7, & x=14. -

Réponſe. Il y avoit quatorze Affociés,

& chacun d’eux a mis 14o écus dans la

maffe commune.

733.

Sixieme question. Quelques Négocians

ont en commun un capital de 824o écus;

chacun y ajoute quarante fois autant d’écus

qu’ils font d'Affociés ; ils gagnent avec la

fomme totale autant de fois pour cent qu’ils

font d'Afſociés; en partageant le profit, il fe

trouve qu’après que chacun a pris dix fois
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autant d’écus qu'ils font d’Affociés, il refte

224 écus. On demande quel étoit donc

le nombre de ces Affociés ?

Si ce nombre eft x, chacun aura ajouté

4ox écus au capital 824o écus ; par con

féquent tous enfemble auront ajouté 4oxx,

ce qui a rendu le capital = 4oxx-+-824o;

ils gagnent avec cette fomme x écus pour

cent; ainfi le gain total eft #: +*:1OO

=# x'+ : x= # x' + : x. C’eſt de

cette fomme que chacun préleve 1o x, &

par conféquent tous enfemble i oxx, en

laiffant un refte de 224 écus; il faut donc

que le profit ait été I oxx+224, & qu’on

ait l’équation 2 * .+4:*=1oxx+ 224.

Multipliant par 5 & divifant par 2, on

a x” +2o6x=25xx-+-56o, ou x’-25xx

+2o6x–56o=o : la premiere forme

fera cependant plus commode pour effayer.

Les diviſeurs du dernier terme font I , 2,

4, 5, 7, 8 , 1o, 14, 16 &c. & il faut

les prendre pofitifs, parce que dans la fe
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conde forme de l'équation les fignes varient

trois fois, ce qui donne à connoître avec

certitude que toutes les trois racines font

pofitives.

Or fi l'on effaye d’abord x=1 & x=2,

il eſt évident que le premier membre de

viendroit plus petit que le fecond. Nous

ferons donc l’effai des autres diviſeurs.

Quand x=4, on a 64+824=4oo

+ 56o, ce qui ne fatisfait point.

Quand x= 5 , on a 125+1o3o=625

+ 56o, ce qui ne fatisfait pas non plus.

Quand x=7, on a 343+1442=1225

+56o, ce qui fatisfait à l'équation ; de

forte que x=7 en eſt une racine. Cher

chons donc à préfent les deux autres, en

divifant par x—7 la feconde forme de

notre équation.

x–7)x” – 25 xx+2o6x-56o(xx–18x+8o

x – 73cx

– I 8xx+zo6x

– 18xx+1 26æ

8ox–56o

8ox–56o
z-i---a

O«

--
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Egalant le quotient à zéro, nous avons

:cx–18x+8o=o ou xx=18x—8o, ce

qui donne x=9+1, de forte que les deux

autres racines font x=8 & x=1 o.

Réponſe. Trois réponfes ont lieu pour la

queſtion propoſée : fuivant la premiere le

nombre des Négocians eſt 7 , fuivant la

feconde il eft 8, & fuivant la troifieme il

eft i o; le tableau ſuivant préſente la preuve

de toutes:

224 224 ||

I. II. III.

# Nombre des Négocians || 7 8

Chacun fournit 4ox — — — 28o || 32o || 4oo |

Tous enfemble ajoutent4oxx| 196o || 256o || 4ooo :

L’ancien capital étoit — — || 824o || 824o || 824o į

Le capital entier eft 4 o x x :

: +824o – — — — — — — 1o2oo | Io8oo || 1224o ;

|Ils gagnent avec ce capital

autant pour cent qu’ils *

font d’Affociés – – – – 714 || 864 | 1224 ;

: Chacun en ôte 1ox – – – 7o 8o || 1oo :

Ainfi tous enfemble pren- J

g nent 1o xx — — — — — 49o || 64o || 1ooo ;

È Doncil reſte - - - - - - 224 :
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… —w

C H A P I T R E X I I.

De la Regle de CarpAw ou de Scipio w

FE R R E o.

734.

ORSQU’ON a chaffé les fra&tions d’une

équation du troifieme degré, fuivant la

maniere enfeignée, & qu’aucun des divi

feurs du dernier terme ne fe trouve être

une racine de l’équation, c’eſt une marque

certaine, non feulement que l’équation n’a

pas de racine en nombres entiers, mais

qu’une racine fraćtionnaire même ne peut

avoir lieu; c’eſt ce que nous allons prouver.

Soit l’équation x” — axx+bx–c=o,

où a, b, c ſignifient des nombres entiers;

- –3

fi on vouloit fuppofer, par exemple, x=#,

on auroit : —; a+; b-c ; or le premier

terme a feul ici 8 pour dénominateur; tous

les autres font, ou des nombres entiers,

ou diviſés feulement par 4 ou par 2 , &
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ne peuvent par conféquent faire o avec le

premier terme: la même chofe a lieu pour

toute autre fraćtion.

73 5.

Comme donc dans ces cas les racines

de l'équation ne font ni des nombres en

tiers, ni des fraćtions, elles font irration

nelles, ou même, ce qui arrive fouvent,

imaginaires. Or la maniere de les expri

mer alors & de déterminer les fignes ra

dicaux qui les affećtent, fait un point très

important, & qui mérite d’être expliqué

ici avec foin. On attribue cette méthode,

qu’on nomme la regle de Cardan, à Cardan,

ou plutôt à Scipion Ferreo, qui ont vécu

il y a quelques fiecles (*).

736.

Il faut, pour entrer dans l’eſprit de cette

regle, confidérer d'abord avec attention la

(*) L’hiſtoire de cette regle, découverte dans le même

temps par Tartaléa, fe lit avec autant d’intérêt que de

fruit dans l'Hiſtoire des Mathématiques, par M. de Montucla

IldtllTC

:
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nature d’un cube , dont la racine eſt un

binome. -

Soit a+b cette racine, le cube en eft

x' +3 aab+3 a b b+b*, & nous voyons

qu’il eſt compoſé des cubes des deux ter

mes du binome, & outre cela de deux

termes moyens , 3aab-+-3abb , qui ont le

faćteur commun 3ab, lequel multiplie l’au

tre faćteur a+b ; c’eſt-à-dire que ces deux

termes contiennent le triple produit des

deux termes du binome, multiplié par la

fomme de ces termes.

737.

Qu’on fuppofe maintenant x=a+b,

& qu’on prenne de part & d’autre le cube,

on a x'=a +b +3ab (a+b). Or puiſ

que a+b=x, on aura l’équation du troi

fieme degré, x'=a’+b’+3abx ou x’

=3abx+a’+b”, dont nous favons qu’une

des racines eft x=a+b. Toutes les fois

donc qu’il fe préfente une telle équation,

nous pouvons en affigner une racine.

Tome I. R r
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Soit, par exemple, a=2 & b=3 , on

aura l'équation x'=18x-+-35 , que nous

favons avec certitude avoir x=5 pour ra

cine,

738.

Que de plus on ſuppoſe à préfent a’=p

& b'=q, on aura a=V% & 4=V1.

par conféquent ab=Vpq ; lors donc que

l'on rencontre une équation du troifieme

degré de la forme x”=3x Vej-Ep-Eg,

on fait qu’une des racines eft Vp+V7

Or on peut toujours déterminer p & q,

|- 3 / ‘ -

de maniere que tant 3Vpg que p+q foient

des quantités égales à un nombre donné;

ainfi on eſt toujours en état de réfoudre

une équation du troiſieme degré, de l’ef

pece dont nous parlons.

Soit propoſée en général l'équation x*

=fx+g ; il s’agira ici de comparerfavec

v.

/
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3 Vpq , & g avecp+q ; c’eſt-à-dire qu’il

faudra déterminer p & q de maniere que

3 Ve7 devienne égal à f, & que p+q

devienne égal à g ; car nous favons alors

qu’une des racines de notre équation fera

x=Vp+V, *..*

74O. -

Nous avons donc à réſoudre ces deux
|- 3 -

équations, I.) 3VPq=f, & II.)p+q=g.
3

La premiere donne Veg=ý, & Py=#

=# ’, & 4PH=#f”. La feconde équa

tion étant quarrée, donne PP-+ 2pq+qq

=gg; fi l’on en fouftrait 4P9=#f3, on

3l PP-2pq+qq=gg–#f3, & prenant

la racine quarrée de part & d’autre, on

a p—q=Vgg=; 3. Or puiſque p+7

=s, ºna p=s+VG=#F, & .;
=g— gg—# ’, par conféquent p= .

go– +73 s-a– --------

s+Y==#2; &g===V==#f***---------

-----––-

2 * 2 *

R r ij
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74 I.

Toutes les fois donc qu’on a une équa

tion du troifieme degré de la forme x”

=fx+g, quels que foient les nombres

f& g, on a toujours pour une des racines

3 3

Gơ– ā7 #3 - __4_ f;x=V/EHY: f +v/# Yi: #f';

c’eſt-à-dire une quantité irrationnelle, qui

renferme non-feulement le figne radical

quarré, mais auffi le figne de la racine cu

bique; & c'eſt cette formule qu’on nomme

proprement la regle de Cardan.

742.

Appliquons - la à quelques exemples,

pour en mieux faire comprendre l’ufage.

Soit x'=6x+9, on aura f=6&g=9;

ainfi gg=81, f*=2 16, & # f3 = 3 2 ;
4

puis gg—#f*=49, & Vgg=# 3=7.

Donc une des racines de l’équation donnée
3 9-7 % 5-7 3, 16 3,2 3

est x=V: +v* =V: +y := V8

3

+V1=2+1=3. \
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Soit propoſée cette autre équation x*

=3x+2 ; on aura f=3&g=2 ; par con

féquent gg=4, f3=27, & #f=4; ce
• 4 –~ . d’aîı i

qui nous donne Vgg–# 3=o; d’où il

3 /–

s’enfuit qu’une des racines eft x=V:“

+VF=1+1=2.

744.

Il arrive fouvent cependant que, quoi

qu’une telle équation ait une racine ration

nelle, on ne peut trouver cette racine par

la regle dont nous nous occupons.

Soit donnée l’équation x”=6x+4o, où

x=4 eſt une des racines. Nous avons ici

- - |- 4

f=6 & g=4o, de pl: gg=16oo &#

f3= 32 ; ainfi gg– #f*=1568, &

4 {3 – |

Vgg=# *= v/ 5 68 = V4.4.49.2

=28 V/2 ; par conféquent une des racines
- 3/7—GIZ- 3/7 —5—

|- 40+28V2 VETE
x=V/*##+VH, ou

R r iii
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x=v 2 o-+-14 v^2 +V25–1472 ; &

cette quantité eſt réellement = 4, quoi

qu’à la premiere infpe&tion on ne s’en doute

pas. En effet le cube de 2+V 2 étant 2o

+14V2, on a réciproquement la racine

cubique de 2o-+-14 V/2 égale à 2+v^2;
3)—

de même Vzo=14v2=2–va ; donc

notre racine x=z+V2+2-V2=4 (*).

745.

On pourroit objećter à cette regle ,

qu’elle ne s’étend pas à toutes les équations

du troifieme degré, parce que le quarré

de x ne s'y rencontre point, č’eſt-à-dire

(*) On n’a pas pour l’extrastion de la racine cubique

de ces binomes, des regles générales comme pour l’ex

traćtion de la racine quarrée ; celles que différens Auteurs

ont données ramenent toujours à une équation mixte du

troifieme degré ſemblable à la propoſée. Au reſte, quand

l’extrastion de la racine cubique eſt poſſible, la fomme

des deux radicaux qui repréfentent la racine de l’équa

tion, devient toujours rationnelle, de forte qu’on peut

la trouver immédiatement par la méthode indiquée à

l’article 722. ~
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que le fecond terme manque dans l’équa

tion. Mais nous remarquerons que toute

équation complette peut fe transformer en

une autre où le fecond terme manque,

après quoi l’on peut par conféquent appli

quer la regle. - -

Soit, pour le prouver, l'équation com

plette x’–6xx+1 1x–6=o. Si l’on prend

icile tiers du coefficient 6 du fecond terme,

& qu’on faffe x—2=y, on aura

2x=y+- 2 , xx=yy+ 4y+ 4, &

x'=y'+6yy+12y+8; par conſéquemt

x'=y' + 6.yy+1 2y+ 8

-6xx= –6yy–24y–24
e +1 1x= +i I y+22

x”–6xx+1 1x- 6=y* — y.

On a donc l'équation y' —y=o, dont

la réfolution eft manifeſte, puiſqu’on voit

fur le champ qu’elle eſt le produit des fac-

teurs y(yy—1)=y(y-+-1)(y-1)=o.

Si l’on fait maintenant chacun de ces

facteurs =o, on a *

R r iv
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I. }:=: 1I. { y=-1, III. {::
20F2 , 2= I , 20F3 »

c’eſt-à-dire, les trois racines trouvées déjà

plus haut. -

746.

Soit donnée à préfent l’équation géné

rale du troifieme degré, x' +axx+bx

+c=o, de laquelle il s’agiffe d’éliminer

le fecond terme.

On ajoutera pour cet effet à x le tiers

du coefficient du fecond terme, en con

fervant le même figne, & on écrira pour

cette fomme une nouvelle lettre, par exem

ple, y ; de forte qu'on aura x +#a=y,

& x=y–#a, d'où réſulte le calcul ſuivant:

x=y—;a , xx=yy-#ay+#aa,

& x'=y'-ayy+#aay—# a';

par conféquent

- x?=y —ayy+#aay–#a’

(IX.X- +ayy–#aay+; a’

bx= + by—; ab

C= +c

y” –(#aa-b)y+# a’—#ab+c=o,
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équation dans laquelle le fecond terme

manque.

747.

Nous fommes en état, moyennant cette

transformation, de trouver les racines de

toutes les équations du troifieme degré ;

l’exemple qui fuit en fournira une preuve.

L’équation propoſée eſt x’—6xx-+-13x

-I 2 =O.

Il s’agit d’abord de chaffer le fecord ter

me ; on fera pour cet effet x–2=y, &

on aura x=y+2, xx=yy+4y+4, &

x'=y' +6yy-+-12.y+8 ; donc

x'=y'+6yy+1 2y+ 8

—6xx= -6yy—24y—24

+ 13x= +-13y+26

— I 2 = –I 2

y”+ y — 2 = o

ou y'=–y-+-2.

Si on compare cette équation avec la

formule x'=fx+g, on a f=-1 , g=2;
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donc gg=4, & #f*=—#; de plus gg

—#f=4+#=#, & Vgg=#f5

::=?:#; par conſéquent
|- —-g-,27

3 3

2+4)/21 2–4V/21

y=v/(:)+v/(:::), ou
2 2.

=V * 1 2 į/ 2 I V 272 f ... ?/ŞTIZEI

y=V1+*:"+ v/1–*#= —5–

VEH—VEF:+VEF:E –*+ 9 — 27 27—5

3 3/– -

I « .

V 27-+-6V2 I +; V27–6v21 ; & il

refte à ſubſtituer cette valeur dans x=y

+ 2.

748.

Nous fommes parvenus dans la folution

de cet exemple, à une quantité double

ment irrationnelle; mais il ne faut pas en

conclure fur le champ que la racine eft

irrationnelle, parce qu’il pourroit arriver

par un heureux hafard, que les binomes

27+6V2. I fuffent des cubes effećtifs; &

c’eſt auffi ce qui a lieu ici; car le cube
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de: étant "#"=27+6v/21, il2 S

fuit que la racine cubique de 27+6v/2. f

eft H, & que la racine cubique de 27

–6v/zi est i=le. Cela fait donc que la2

valeur trouvée pour y, devient y=;

(+*:)+;(=#*)=++;=1. Orpuiſ

que y=1, nous avons x=3 pour une des

racines de l’équation propoſée, & les deux

autres fe trouveront en divifant l'équation

par x—3.

x-3)x’—6xx-4-13x—12 (xx-3x+4

3

x —3xx

—3xx-+-13x—12 -3

—3xx-+ 9x -

4x— I 2
*

4x— I 2 -

Q.
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Et en égalant à o le quotient xx-3x+4 ;

l'on a xx=3 x—4, & x=}+V#-#4

–3. V 7 –3=}+v/–;="#-7. Ce font les deux ra

cines en queſtion, mais elles font imagi

naires.

C’eſt par hafard - comme nous l’avons
3

remarqué, qu’on a pu, dans l’exemple

précédent, extraire la racine cubique des

binomes trouvés , & ce cas n’a lieu que

lorſque l'équation a une racine rationnelle,

& que par conféquent on emploie avec

plus de facilité, pour trouver cette racine,

les regles du Chapitre précédent. Mais

quand aucune racine rationnelle n’a lieu,

il n’eſt pas poffible au contraire d’exprimer

autrement la racine qu’on trouve, qu’en

fuivant la regle de Cardan; de forte qu’il

eft impoſible alors d’appliquer des réduc

tions. Par exemple, dans l'équation x’

=6x-+-4, on a f=6&g=4; de forte

}
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**

3 3 /

que x=V2+37= +V2=V=T,

ce qui ne peut s’exprimer d’une maniere

différente (*).

(*) On a dans cet exemple # fº plus petit que gg;

ce qui eſt le cas très-connu fous le nom du cas irréduc

tible du troiſieme degré, & qui eft d’autant plus remarqua

ble, qu'alors toutes les trois racines font toujours réelles.

On ne peut dans ce cas faire ufage de la formule de

Cardan, qu’en y appliquant des méthodes d'approxima

tion, par exemple, en la transformant en une férie infinie.

M. Lambert a donné dans l'ouvrage cité à l'article 4o,

des tables particulteres qui fervent à trouver facilement

les valeurs numériques des racines des équations du troi

fieme degré, tant dans le cas irrédućtible que dans les

autres cas. On peut auffi employer pour cet ufage les

tables ordinaires des finus. Voyez l’Aſtronomie fphérique

de M. Mauduit, imprimée à Paris en 1765.

Au refte il ne faut pas chercher dans cet Ouvrage de

M. Euler, tout ce qu’il y avoit à dire fur les réfolutions,

foit directes, foit approchées, des équations. Il avoit à

traiter encore trop d'objets curieux & importans, pour

s’appefantir fur ces matieres; mais qu’on conſulte l'Hif.

toire des Mathématiques, l’Algebre de M. Clairaut, le Cours

de Mathématiques de M. Bezout, & les derniers volumes

des Mémoires des Académies des Sciences de Paris &

de Berlin, on y trouvera à peu près tout ce qu’on fait

aujourd'hui fur la réſolution des équations, -
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C H A P I T R E X I I I.

De la réſolution des Equations du quatrieme

degré. |

75o.

Loasove la plus haute puiſſance de la

quantité x monte au quatrieme degré, on

a des équations du quatrieme degré, & la

formule générale en eft •

x“+ax+bxx+cx+d=o.

Nous confidérerons en premier lieu les

équations du quatrieme degré Pures, dont

la formule eft fimplement x'=f, & dont

on trouve auffi-tôt la racine en prenant de

part & d’autre la racinė bi-quarrée, puiſ

qu'on obtient x=Vf:

· 751.

Comme x“eft le quarré de xx, on fe fa

cilite beaucoup le calcul en commençant
- Cf. |- - r

par extraire la racine quarrée; car on aura
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alors xx= Vf: & prenant enfuite de nou

veau la racine quarrée, on a x=v/Vf;

de forte que Vf n’eſt autre chofe que la

racine quarrée de la racine quarrée de f.

- Si on avoit, par exemple , l'équation

x'=24o1 , on auroit d'abord xx=49, &

après cela x=7.
o , • • • • •

Il eſt vrai que voilà feulement une ra

cine, & cependant puiſqu’on trouve tou

jours trois racines cubiques, il n’eſt pas

douteux que quatre racines ne doiventavoir

lieu ici ; mais remarquons que la méthode

indiquée ne laiffe pas de donner en effet

ces quatre racines. Car dans l’exemple ci

deffus on a non-feulement x=49, mais

austi x=–49; or la premiere valeur donne

les deux racines x=7 & x=–7, & la

feconde valeurdonnex=v/-49=7v/-i,

& x=–V–49=–7 V–i. Er voită

les quatre racines quarré-quarrées de 24o1.

Il en feroit de même à l'égard d’autres

Hombres.
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753.

Après ces équations pures viennent dans

l'ordre celles où le fecond & le quatrieme

terme manquent, & qui ont la forme x“

+fxx+g=o. Elles font réfolubles, fui

vant la regle , pour les équations du fe

cond degré ; car fi l’on fait xx=y, on a

3y+f+g=o, ou xy=-fy—g, d'où

l’on tire

––* TZT.– ft Vff-Ag -

y=–#f+v/#ff=g=– 2 : 3

Of xx=y; ainfi *=+V-FYF, où

- 2. -- »

les fignes doubles + indiquent toutes les

quatre racines.

|-
754.

Mais fi l’équation contient tous les termes

poſſibles, on peut toujours la regarder

comme le produit de quatre faćteurs. En

effet fi l’on multiplie entr'eux ces quatre

facteurs, (x-p)(x-y)(x-r)(x—
/),

on trouve le produit x" —(p+q+r+f)

x' + (pq+pr+p/+qr+q/+ f) xx—(pqr

+
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+-pqf+p/f+ qif) x +pqrf, & cette formule

ne peut devenir égale à o, que lorſqu’un

de ces quatre faćteurs eft = o. Or cela

peut arriver en quatre manieres: I.) quand

x=p, II.) quand x=q, III.) quand x=r,

IV.) quand x=/; & ce font-là par con

féquent les quatre racines de l'équation.

75 5.

Si nous confidérons cette formule avec

quelque attention, nous remarquons, dans

le fecond terme , la fomme des quatre ra

cines, multipliée par –x’; dans le troi

fieme terme, la fomme de tous les produits

poffibles de deux racines, multipliée par

xx ; dans le quatrieme terme , la fomme

des produits des racines multipliées trois

à trois, multipliée par —x ; enfin dans le

cinquieme terme , le produit de toutes les

quatre racines multipliées enfemble.

756.

Comme le dernier terme contient le

produit de toutes les racines , il eſt clair

Tome I. S s
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qu’une telle équation du quatrieme degré

ne peut avoir une racine rationnelle qui

ne foit en même temps un diviſeur du der

nier terme. Ce principe fournit donc un

moyen facile de déterminer toutes les ra

cines rationnelles, lorſqu’il y en a; puiſ

qu’on n’a qu’à fubſtituer fucceffivement à

x tous les diviſeurs du dernier terme, juf.

qu’à ce qu’on en trouve un qui fatisfaffe à

l’équation ; car ayant trouvé une telle ra

cine, par exemple, x=p, on n’a qu’à di

vifer l'équation par x—p, après avoir porté

tous les termes du même côté, & ſuppofer

enfuite le quotient =o; on obtiendra une

équation du troiſieme degré, qu’on pourra

réſoudre par les regles données ci-deffus.

757.

Or il eſt abſolument néceffaire pour cela

que tous les termes confiftent en des nom

bres entiers, & que le premier n’ait que

l’unité pour coefficient; toutes les fois donc

que quelques termes renferment des frac

|
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tions, il faudra commencer par éliminer ces

fra&tions, & c’eſt ce qu’on peut toujours

faire en fubſtituant, au lieu de x, la quan

tité y, diviſée par un nombre qui renferme

tous les dénominateurs de ces fraćtions.

Par exemple, fi l’on a l’équation x“ –:2.

x'+; xx+; x+:=o, comme on y

rencontre des fraćtions qui ont pour dé

nominateurs 2, 3 & des puiflances de ces

nombres, on fuppofera x=#, & on aura

, .4 LA,? + 3– -

:--:-+:-: +#=o, équa

tion, qui multipliée par 6“ devienty“ –3y”

+ xyy-16.y+72=o.

Si l’on vouloit chercher maintenant fi

cette équation a des racines rationnelles,

il faudroit écrire à la place de y fuccef

fivement les diviſeurs de 72, afin de voir

dans quels cas la formule fe réduiroit réel

lement à o.

S s ij
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758.

Mais comme les racines peuvent être

aufi bien pofitives que négatives, il fau

droit avec chaque diviſeur faire deux effais,

l'un en fuppofant ce diviſeur pofitif, l'autre

en le regardant comme négatif; cependant

une nouvelle remarque en difpenfe fou

vent (*). Toutes les fois que les fignes +

& – fe fuivent réguliérement, l'équation

a autant de racines pofitives, qu’il y a de

changemens dans les fignes; & autant de

fois que les mêmes fignes reviennent fans

interruption, autant l’équation a de racines

négatives. Or notre exemple contient qua

tre changemens de fignes & aucune fuccef

fion ; ainfi toutes les racines font pofitives,

& on n’a pas befoin de prendre aucun des

diviſeurs du dernier terme en moins.

(*) Cette regle est générale pour les équations de

tous les degrés, pourvu qu’il n'y ait point de racines

imaginaires ; les François l'attribuent à Destartes, les

Anglois à Harriot; mais M. l’Abbé de Gua eſt le pre

mier qui en ait donné une démonſtration générale. Voyez

les Mém, de l'Académie des Sciences de Paris , Pour 1741,

----

*
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759.

Soit donnée l’équation x“+2x”—7xx

—8x+12=o.

Nous voyons ici deux changemens de

fignes, mais auffi deux fucceſſions ; d’où

nous concluons avec certitude, que cette

équation contient deux racines pofitives &

autant de racines négatives, qui doivent

toutes être des diviſeurs du nombre 12.

Or ces diviſeurs font I , 2, 3, 4, 6, 12;

qu’on effaye donc d’abord x=-|-1, on

parviendra réellement à o ; donc une des

racines eft x=1.

Si l’on fait enfuite x=–1 , on trouve

+1—2—7+8+12=21=-9=1 2 ; ainfi

x=—1 n’eſt pas une des racines. Qu’on

faffe après cela x=2 , on trouve de nou

veau la formule =o, & par conféquent,

pour une des racines , x=2 ; maisy=–2

au contraire ne fe trouve pas être une ra

cine. Lorſqu’on fait enfuite x=3, on a

81-+-54—63—24+12=6o, c’eſt-à-dire

S s iij
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que cette fuppofition ne fatisfait pas; au

lieu que x=–3, donnant 8 1 –54–63

+24+12=o, eſt évidemment une des

racines qu’on cherche. Enfin, quand on

aura eſſayé x=–4, on verra pareille

ment l’équation fe réduire à zéro ; de forte

donc que toutes les quatre racines font

rationnelles, & ont les valeurs fuivantes:

I.)x=1 , II.)x=2, III.)x=— 3 , IV.)

x=–4; & conformément à la regle don

née ci-deffus, deux de ces racines font po

fitives, & les deux autres font négatives.

76o.

Mais aucune racine ne pouvant être dé

terminée par gette voie , lorſque les ra

cines font toutes irrationnelles, il a fallu

fonger à des expédiens pour exprimer les

racines dans ce cas. On y a réuffi au point

qu’on a découvert deux routes différentes

pour parvenir à la connoiffance de fem

blables racines, quelle que foit la nature

de l’équation du quatrieme degré.

i
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Il fera bon, avant que d’expliquer ces

méthodes générales, que nous donnions

les folutions de quelques cas particuliers,

lefquelles peuvent fouvent s’appliquer très

utilement.

76 I.

Lorſque l’équation eſt de nature, que

les coefficiens des termes fe fuivent de la

même maniere, tant dans l’ordre direćt

des termes, que dans l'ordre rétrograde,

comme il arrive dans l’équation fuivan

te (*): -

x“+mx +nxx+mx+1=o,

ou dans cette autre équation qui eſt plus

générale :

(*) On peut nommer ces équations réciproques, parce

qu’elles ne changent point en y mettant : à la place de

x. Il fuit de cette propriété que fi a, par exemple, eft

une des racines , : en fera une auffi ; c’eſt la raifon pour

quoi ces fortes d’équations peuvent fe réduire à d’autres

équations, dont le degré eft plus petit de la moitié. M.

de Moivre donne dans fes Mifċellanea analytica, p. 71,

des formules générales pour la rédu&tion de ces fortes

d'équations, de quelque degré qu’elles foient.

S s iv
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æ“+max'+naaxx-|– ma’ x+a“=o.

On peut toujours regarder une telle for

mule comme le produit de deux faćteurs,

qui font des formules du fecond degré, &

qu’on réfout facilement. En effet, qu’on

repréſente cette derniere équation par le

produit (xx-+-pax-+-aa) (xx+qax-|-aa)

=o, où il s’agiffe de déterminer p & q

de maniere qu’on obtienne l'équation fuf

dite, on trouvera, en effe&uant la multi

plication, x'+(p+q) a x'+(p q+ 2)

a a x x+(p+q) a’ x+a“=o; & pour

que cette équation foit la même que la

précédente, il faut 1°. que p+ q=m,

2°. que pq+ 2=n, & par conféquent

que pq=n — 2.

Maintenant, quarrant la premiere de ces

égalités, on a pp-+-2pq+qq=mm ; fi on

fouftrait de ceci la feconde, prife quatre

fois, ou 4pq=4n—8, il reſte pp-2pq

+qq=mm—4n+8; & prenant la racine

quarrée, on trouve p—q=v/mm—4n+8.

Or p+q=m , on aura donc par l’addition,
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?p=m+v/mn-4n+8 3 Ollp=n-YFF;
2.

& par la fouftraćtion, 2i=n-Vmm–4n+8

m – V mm–4n +8

2.

Ou q = . Ayant donc trouvé

p & q, on n’a plus qu’à fuppofer chaque

faćteur= o; afin de déterminer les valeurs

de x : le premier donne x x+pax+aa

=o, ou xx=—pax–aa, d’où l’on tire

––" v/:– ––":+ +20= 2 + 4 a a , Ou x = 2. +;

a Vpp=4; le fecond fa&teur donne x

=–#+; a Vgg–4; & ce font-là les
2 – 2.

quatre racines de l’équation propoſée.

762.

Pour rendre cet article plus clair, foit

donnée l’équation x" – 4x” – 3xx–4x

+1=o. Nous avons ici a=1, m=—4,

n=—3; par conféquent mm-4n+8=36,

& la racine quarrée de cette quantité=6;

donc p=—#=1 , & q=—“:=-5;

de-là réfultent les quatre racines I.) & II.)

x=–: ++ –3 =—:#-# ; & III.)
2. - 2. 2
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& IV) x={+; Vzı="#, c'est-à-d.

que les quatre racines de l'équation pro

poſée font:

__ —I +V- 2 – 5 + 1^2 T

I.) x ==::=?, III.) x= ##-,

II.) x===::=?, IV.) x= =re. -

Les deux premieres de ces racines font

imaginaires ou impoffibles; mais les deux

dernieres font poſibles ; puiſqu’on peut

indiquer V2 1 auffi exaĉtement qu’on le

fouhaite, en exprimant cette racine par

des fraćtions décimales. En effet, 2 1 étant

autant que 2 1,oooooooo, on n’a qu’à tirer

la racine quarrée, comme il fuit:

21ļoooooooooo|4,5825

I 6 -

85|5oo

42-5

9ο875oo

7264

9 162 |236oo

I 8324

91 645|5 276oo

458225

69375.
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Puis donc que Vzı=4,582; , la troi

fieme racine approche d’affez près x

=4,7912, & la quatrieme, x=o,2087;

& il eût été facile de déterminer ces ra

cines avec encore plus de précifion.

Remarquons que la quatrieme racine
/ V V 2 I

étant à très-peu près : ou;, cette valeur

fatisfera déjà affez exaćtement à l’équation;

en effet, fi l'on fait x=#, on trouve :,
4 3 4 –31 . . • , 7 A -

—É,—#—#+1=#; on auroit dû trou

ver o, mais la différence, comme on voit3

n’eſt pas grande.

763.

Le fecond cas où une réfolution fem

blable a lieu, eſt le même que le premier

quant aux coefficiens , mais il en differe

dans les fignes ; car nous fuppoferons que

le fecond & le quatrieme termes ayent des

fignes différens ; une telle équation eft

donc, par exemple:

x“+max'+naaxx–ma’ x'+a“=o,



652 E L É M E W s

qui peut être repréſentée par le produit,

(xx-+-pax—aa) (xx+qax—aa)=o.

Car la multiplication réelle de ces faćteurs

donne

x'+(p+q)ax' + (pq–2) aaxx-(p+q)

- a’ x+ a“ 3

quantité qui eft égale à la formule pro

poſée, fi on fuppofe en premier lieu p+q

=m, & en fecond lieu p q— 2=n , ou

pq=n+2; parce que de cette façon les

quatriemes termes deviennent égaux d’eux

mêmes. Qu'on quarre, comme ci-defus,

la premiere équation, on aura pp-+- 2 p q

+qq=mm ; qu’on fouftraye de celle-ci

la feconde prife quatre fois, ou 4pq=4n

+8, il reftera pp— 2 p q+ q q=m m

–4 n—8; la racine quarrée eſt p—q

- =v/mn-4–8 , & de-là on obtient p

–m.+Vmin-an-8 372 – Ymm-4a-8

2.

|

& q= . Ayant

donc trouvé p & q, on connoîtra par le

premier faćteur les deux racines x=–:

pa+:aVpp+4, & par le fecond faĉteur
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|- I I

les deux racines x=–: ga:aVF4,

c’eſt-à-dire qu’on aura les quatre racines

de l'équation propoſée.

764.

Soit donnée l’équation x"– 3.2 x' +3

.8x+16=o, nous avons a=2 & m=-3,

& n=o; ainfi v/mm–4–8=1 , & par

conféquent

–T3 ** – –T3T* – *

p==::=—1, & q==::=—2.

Donc les deux premieres racines font x

=1 + V5 , & les deux dernieres font x

=2+v/8 ; moyennant quoi les quatre ra

cines cherchées feront: I.) x=1+V; 3

II)x=1-v/; 3 III)x=2+v/8 , IV.) x

= 2– V8. Par conféquent les quatre fac

teurs de notre équation feront (x-1 —v/5)

(x-1+V)(x-2-V8)(x-2+V8),

& leur multiplication effećtive produit réel

lement cette équation ; car les deux pre

miers étant multipliés entr'eux, donnent

xx–2x–4, & les deux autres donnent
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xx-4x-4 ; or ces deux produits multi

pliés pareillement l'un par l'autre , font x*

–6x” +24x+16, ce qui eſt préciſément

l’équation propoſée.

5

C H A P I T R E X I V.

De la Regle de BoMB EL LI, pour réduire

la réſolution des Equations du quatrieme

degré à celle des Equations du troiſieme

degré. *

| Nous avons fait voir plus haut, com

ment on réfout, par la regle de Cardan,

les équations du troifieme degré; ainfi tout

confifte principalement, pour les équa

tions du quatrieme, à en réduire la réfo

lution à celle des équations du troifieme

degré. C’eſt qu’il n’eſt pas poffible de ré

foudre généralement les équations du qua

trieme degré fans le fecours de celles du

t
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troifieme, vu qu’ayant même déterminé

une des racines, les autres ne laiffent pas

de dépendre d’une équation du troiſieme

degré. Et on peut conclure de-là qu’auffi

les équations de dimenſions plus hautes,

préſuppổfent la réfolution de toutes les

équations de degrés inférieurs.

766.

Or il y a déjà quelques fiecles qu’un
y ja quelq q

Italien, nommé Bombelli, a donné une

regle pour cela, que nous nous propofons

d'expliquer dans ce Chapitre (*).

Soit donnée l’équation générale du qua

trieme degré, x'+ax +bxx+cx+d

=o, où les lettres a , b, c, d fignifient

tous les nombres imaginables. Qu’on fup

pofe maintenant que cette équation foit la
|- I

même que celle-ci, (xx+; a x+p)*

–(qx+r)”=o, où il s’agiffe de déter

(*) Cette méthode appartient plutôt à Louis Ferrari. On

la nomme improprement la regle de Bombelli, ainfi qu’on

attribue à Cardan la méthode imaginée par Scipion Ferreo.
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miner les lettresp, q&r, de maniere qu’on

obtienne l'équation propoſée. Si on range

la nouvelle équation, on aura

x“+ax'+:aax x+ apx+pp

+ 2pxx—2 qrx=-rr

— q q x x.

Or les deux premiers termes font ici déjà

les mêmes que dans l’équation donnée ; le

troifieme terme exige qu'on fafe; aa+2p

—qq=b, ce qui donne qq=# a a+ 2 p

–b ; le quatrieme terme indique qu’on

doit faire ap— 2qr=c, ou 2qr=ap—c;

enfin on a pour le dernier terme pp–rr

=d, ou rr=pp–d. Voilà donc trois équa

tions qui doivent donner les valeurs de

p, q & r. 6

767.

La maniere la plus facile d’en tirer ces

valeurs eſt la fuivante: qu’on prenne la pre

miere équation quatre fois, on aura 477

=aa+8p—4b ; cette équation multipliée

par la derniere, rr=pp—d, donne

477 r. r
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4qqrr=8p' +(aa– 4b)pp—8dp—d

(aa—4b).

Si de plus on quarre la feconde équation,

on aura 4qqrr=aapp–2 acp-+-cc. Ainſi

nous avons pour 4qqrr deux valeurs qu’on

peut égaler entr’elles, ce qui fournit l’équa

tion 8p”+ (aa—4b)pp–8dp—d(aa-4b)

=aapp— 2acp+cc, ou, en portant tous

les termes d'un même côté, 8 p” – 4bpp

+(2ac—8d)p—aad+4bd—cc=o, équa

tion du troifieme degré, qui donnera tou

jours la valeur de p par les regles expoſées

plus haut. *

768.

Ayant donc déterminé les trois valeurs

de p par les données a, b, c, d, ce qui

ne demande que d’avoir trouvé une feule

de ces valeurs, ón aura auffi les valeurs

des deux autres lettres q & r ; car la pre
|- |- H————

miere équation donnera q= V#aa+2p-b,

& la feconde donne r=#:#. Or cestrois

valeurs étant déterminées pour chaque cas

Tome I. T t
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donné, voici comment on pourra trouver

enfin les quatre racines de l'équation pro

poſée :

Cette équation ayant été réduite à la

forme (xx +;axp)” – (q x+r)* =o,

on aura (xx+; a x +p)* = (qx+r)” ,

& en tirant la racine, xx+:ax+p=qx

+r, ou bien xx--:ax+p=—qx— r.

La premiere équation donne xx=(q–: a)

x–p+r, d’où l’on peut avoir deux raci

nes; & la feconde équation, à laquelle on

peut donner la forme xx=—(q+; a )

æ–p–r, fournira les deux autres racines.

769.

Eclairciffons cette regle par un exemple,

& ſuppofons donnée l’équation x" — i ox”

+-35xx— 5ox-+24=o. Si nous la com

parons avec notre formule générale, nous

avons a=-1o, b=35, c=-5o, d=24,

& par conféquent l’équation qui doit donner

la valeur de p eft 8p” — 14 opp+8 o 8p
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–1 5 4c=o, ou 2p’—35pp+2o2p—38;

=o. Les diviſeurs du dernier terme font

1, 5, 7, 1 1 , &c. Le premier I ne fatif

fait pas; mais en faifant p= 5 , on trouve

25o—875+1o1o—385=o, en forte que

p= 5. Si on fuppofe de plus p=7, on ·

trouve 686— 17 i 5 + 1414– 385 =o,

marque que p=7 eft la feconde racine.

Il reſte à trouver la troifieme racine: qu’on

diviſe donc l’équation par 2 , pour avoir

p’—#pp+1o1p—:=o, & qu'on con

fidere que le coefficient du fecond terme,

ou :-, étant la fomme de toutes les trois

racines, & les deux premieres faifant en

femble 1 2 , la troiſieme doit néceffaire

ment être :-.

Nous connoiffons par conféquent les

trois racines en queſtion. Mais remarquons

qu’une feule eût fuffi, parce que chacune

donne également les quatre racines de

notre équation du quatrieme degré.

T t ij
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77o.

Pour le prouver, foit d’abord p= 5 ;

nous aurons q= v/25+io–3; =o , &

5o--5o

r=—:*=#. Or rien n’étant déterminé

par-là , prenons la troifieme équation rr

=pp—d=25—24=1 , de forte que r=1;

nos deux équations du fecond degré feront:

I.) xx= 5x—4, II.) xx= 5x— 6.

La premiere donne les deux racines x

=#+ V#, ou x=#”, c’eſt-à-dire x=4

& x=1. -

La feconde équation donne x=; +V#

=#, c’eſt-à-dire, x=3 & x=2.

Mais fuppofons maintenant p=7, nous

aurons q= v/25+14–35 =2 & r=

7o+5o==—5 , d’où réfultent les deux

équations du fecond degré, I.) x x=7.x

–12, II.)xx=3x.—2; la premiere donne

x=#+ V#, ou x=#, ainfi x=4 & x

3 ; la feconde fournit la racine x=;F 2

+V =#, & par conféquent x=2, & .
I

4 -
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x=1 ; de forte que par cette feconde fup

pofition on trouve les mêmes quatre ra

cines que par la premiere.

Enfin les mêmes racines fe trouvent, par

la troifieme valeur de p, =:-. Car on a

dans ce cas q=v/25+11=35 =1 ; &

r=—":"=—#; &par-là les deux équa

tions du fecond degré,

I.) xx=6x—8, II.) xx=4x–3.

On tire de la premiere, x=3+v/ , c’eſt

à-dire, x=4 & x=2 ; & de la feconde,

x=x+v/1, c’eſt-à-dire, x=3 & x=1 ,

ce qui forme encore les quatre racines trou

vées ci-devant.

771.

Soit propoſée cette autre équation, x“

– 16x— 1 2=o, dans laquelle a=o,

b=o, c=—16, d=—12. Notre équa

tion du troiſieme degré fera, 8 p” +96p

–256=o, ou p”+12p-32=o, & on

peut rendre cette équation encore plus fim

ple, en faifant p=2t ; car on a alors 8t”

T t iij
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+24t—32=o, ou t’+ 3r–4=o. Les

diviſeus du dernier terme font I , 2 , 4.

Une des racines fe trouve être t= 1 ; donc

P=2 , v=V4=2 , & r=#=4. Par

conféquent les deux équations du fecond

degré font xx=2x+2, & xx=—2x-6,

& elles fourniffent les racines x=1+\/3

& x=-1+ V–5.

772.

Nous tâcherons de rendre encore plus

familiere la réfolution dont nous parlons,

en la répétant toute entiere dans l’exem

ple fuivant:

On a l’équation x“–6x”+12xx–1 2x

+4=o, qui doit être contenue dans la

formule (xx–3x+p)*—(qx+r)” = o,

dans la premiere partie de laquelle on a

mis –3x, parce que — 3 eſt la moitié

du coefficient –6 du fecond terme de

l’équation propoſée. Cette formule étant

développée , donne x*—6x” +(2p+9

—qq)xx—(6p+2qr)x+pp–rr=o, à



zo’A L C E B R E. 66;

comparer avec notre équation, & il en

réfulte les égalités fuivantes:

I.) 2p+9—qq=1 2 , II.)6p+2qr=1 2 ,

III.) pp–rr=4. La premiere donne, qq

=2p-3 ; la feconde, 2qr=I 2-6p , ou

qr= 6— 3p; la troiſieme, rr=pp— 4.

Multipliant rr par qq, on a q qrr= 2p’

— 3pp— 8p-+-12; & d’un autre côté, fi

on quarre la valeur de qr , on a qyrr=36

—36p+-9pp ; ainfi nous avons l'équation

2p’ —3pp—8p+12=9pp—36p+36, ou

2p’ — 1 2pp +28p—24=o, ou p”—6pp

+14p–12=o, dont une des racines eft

p=2 ; & il s’enfuit que qq=1, q=1 &

qr=r=o. Donc notre équation fera (xx

—3x+2) =xx, & la racine quarrée en

fera xx–3x+ 2=+x. Si on adopte le

figne fupérieur, on a xx=4x—2 ; & en

admettant le figne inférieur, on obtient xx

=2x–2., d’où fe tirent les quatre racines

x=x+V2, & x=1+v/-i.

:s::

T t jy
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C H A P I T R E X V.

D’une nouvelle méthode de réfoudre les

Equations du quatrieme degré.

773.

oUs avons vu comment, par la regle

de Bombelli, on réfout les équations du

quatrieme degré par le moyen d’une équa

tion du troifieme degré ; mais on a trouvé,

depuis l’invention de cette regle, une autre

voie pour parvenir à cette réfolution ; &

comme cette méthode eft tout-à-fait dif

férente de la premiere, elle mérite d’être

expliquée féparément (*).

774.

On ſuppofe que la racine d’une équa

tion du quatrieme degré a la forme x=v/P

(*) La méthode dont il va être queſtion, appartient

à M. Euler lui-même. Il l’a expoſée dans le fixieme vo

lume des anciens Commentaires de Pétersbourg.
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+V2+Vr, où les lettres p, q, r figni

fient les racines d’une équation du troifieme

degré, F'—f{+gỹ–h=o; en forte que

p+q+r=f, pq+pr+qr=g, & pqr=h.

Cela pofé, on quarre la formule adoptée,

x=Vp+v/q+v/r, & on a xx=p+4

+r+:Vpy+zv/pr+zv/gr; & puiſque

p+q+r=f, on a xx-f=2v/pq+2v/pr

+2 V/qr; on prend de nouveau les quarrés,

& on trouve x“— 2.fxx+ff=4pq+4pr

+4r+8v/pppr+8Vegir-i-8VPyrr. Ör

4pq+4pr+4qr=4g , ainfi l'équation de

vient x“— 2.fxx+ff"—4g=8 Vejr. (Ve

+v/g+v/), mais Vp+v/g+v/r=x,

& pqr=h, ou v/pq=v/h ; donc on par

vient à l'équation du quatrieme degré x“

–2fxx —8x Vh+ff=4g=o , dont une

des racines eft furement x= v/p+ v/q

+Vr, & où p, q & r font les racines de

l'équation du troiſieme degré , {” –f:{

+g;—h= o.



666 E L é M E W s

775.

L’équation du quatrieme degré, à la

quelle nous fommes parvenus, peut être

regardée comme générale, quoique le fe

cond terme x* y manque; car nous ferons

voir plus bas qu’une équation complette

quelconque peut être transformée en une

autre où le fecond terme foit ôté.

Soit donc propoſée l’équation x“ –axx

—bx—c=o, pour en déterminer une ra

cine. Nous la comparerons avec la for

mule trouvée, afin de parvenir aux valeurs

de f, g & h ; il faut 1°. que 2f=a, &

f=#; 2°. que 8 V/h=b , ainſi h=:;

3°. que ff—4g=—c, ou :–4g+c=o»

ou: aa-i-c=4g; par conféquent que g=;

aa+; c. 6

776.

Puis donc que l’équation x“—axx–bæ

–c=o, donne les valeurs des lettres f,

g & h, de maniere que f=#a, g=#aa
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+;e, & h='; bó, ou Vh=##, on for

mera de ces valeurs l’équation du troiſieme

degré 7” –f#-+-g7–h=o, pour en cher

cher les trois racines par la regle connue.

Et fi l’on fuppofe ces racines, I.) (=p,

II.) (=q, III.);=r, il faut qu’une des ra

cines de notre équation du quatrieme degré

foi x=Vp+v/q+v/r.

777.

Il femble d’abord que cette méthode ne

fournit qu’une feule des racines de l’équa

tion propoſée ; mais fi on réfléchit que cha

que figne peut être pris, tant négati

vement que pofitivement, on fentira fur

le champ que cette formule contient même

toutes les quatre racines.

Il y a plus, fi on vouloit admettre tous

les changemens poſſibles des fignes , on

auroit huit valeurs différentes pour x, &

cependant quatre feulement peuvent avoir

lieu. Mais remarquons que, le produit de

ces trois termes, qui eſt Vpqr, doit être
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égal à v/h=##, & que fi : b eſt pofitif,

le produit des termes Vp 3 V9 & Vr,

doit pareillement être pofitif, de forte que

les variations admifibles ſe réduifent aux

quatre qui fuivent:

I.) x= Vp+V2+Vr,

II.) x= p–Vq—Vr,

III) x=–Vp+v/g-Vr,

IV.) x=–Vp-v/?.+v/r.

De même, quand # b eſt négatif, on a

fimplement les quatre valeurs de x que

VO1C1 :

I) JXC:- Vp+v/g-Vr,

II.) x= Vp-v/?.+Vr,

III.) x=–Vp+v/g+Vr,

IV.) x=–Vp-V2-V.

Cette remarque nous met en état de dé

terminer les quatre racines dans tous les

cas; l’exemple fuivant le fera voir.

–/ *

--A I
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778.

Soit propoſée l’équation du quatrieme

degré x“ — 25 xx-+6ox—36=o , dans

laquelle le fecond terme manque. Si nous

la comparons avec la formule générale,

nous avons a=25, b=—6o & c=36,
V –25 –625 –769

& après cela f=#, g=: +9=: , &

h=: ; moyennant quoi notre équation

du troifieme degré devient:
3 25 -,- 769 *** –

5 —= {{-+-IĘ {— ==o.

Pour chaffer d’abord les fraćtions, fai
3 2

ll 2 5 ll 6

fons {=#; nous aurons:——+. :=+:{=5; 64 2 * 16 | 16

Zl 225 - - -

.;—:=o, & en multipliant par le plus

grand dénominateur, u’ – 5 ouu+769 u

–36oo=o. Il faut déterminer les trois

racines de cette équation ; elles fe trouvent

toutes trois poſitives; l’une d’elles eſt u=9,

& en divifant l’équation par u—9, on

trouve la nouvelle équation uu—41 u+4oo

=o, ou uu= 4ru-4oo, qui donne u

=#: "–"*=+2, de forte que les
—= . v = - - - — - » I

*a~~~
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trois racines font u=9, u=16, & u=25.

Par conféquent *

2 ;

I.) (=#, II)7=4, III.) (=:4

Et voilà donc les valeurs des lettres p,

93 |

q & r, c’eſt-à-dire que p=#, q=4, r

=:-. Maintenant, fi nous faifons atten

|- – - / l.– ** 3 •

tion que Vejr=Vh=—#, & qu’ainfi

cette valeur =# b eſt négative, il nous

faudra, pour nous conformer à ce qui a

été dit à l'égard des fignes des racines VP»

Vq & Vr., prendre tous ces trois radicaux,

en moins, ou n’en prendre qu’un feul en

moins ; & par conféquent , comme Vp

=#, Vg=2 & Vr=#, les quatre ra

cines de l'équation propoſée fe trouvent

être:

I.)x= #+ 2—#= 1,

II.)x= #— 2+#=

III.)x=–#+ 2 +#= 3,

/ IV.)x=–#—2—#=—6.

De ces racines réſultent les quatre faćłeurs,

(x–1)(x-2)(x-3)(x-+-6)=o.
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Les deux premiers, multipliés enfemble,

donnent xx–3x+2; le produit des deux

derniers eſt xx+3x–18 , & en multi

pliant ces deux produits l’un par l’autre,

on trouve exaćtement l’équation propoſée.

779.

Il nous refte à faire voir comment une

équation du quatrieme degré, dans laquelle

le fecond terme fe trouve , peut être tranf

formée en une autre où ce terme manque.

Nous donnerons pour cet effet la regle fui

vante.

Soit propoſée l'équation générale y“

+-ay’ +byy+-cy+d=o. Qu’on ajoute à

y la quatrieme partie du coefficient du

fecond terme, ou bien;a, & qu’on écrive

à la place de la fomme une nouvelle lettre

x, de façon que y+:a=x, & par con
I

2

/* I -

féquent y=x —; a ; on aura yy=xx—

I

a x + : a a, y'=x.” —: axx+: aax—:

a”, & enfin ce qui fuit:
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y“=x“–ax”-+#aaxæ— : a’x + 1; z a“

+ ay’= + ax”—: aaxx+ : a’æ— și a“ v

+byy= +b x æ –; a b x + 7 = aab

+ cy= + c x — ; ac

+ d = + d *

æ“+ o –#aaxx+ #a’æ — := a*

+ b x x —; a b x + rza ab

+ c x —; a c

+ d

On a donc à préfent une équation, dans

laquelle le fecond terme eſt ôté, & à la

quelle rien n’empêche d’appliquer la regle

donnée, pour en déterminer les quatre ra

cines. Après quoi ces valeurs de x étant

trouvées, on déterminera facilement celles

=O=

de y, puiſque y=x-#a.

78o.

Voilà où on eſt parvenu juſqu’à préfent

dans la réfolution des équations algébriques;

c’eſtinutilement qu’on s’eft donné beaucoup

de peines pour réfoudre de la même ma

niere les équations du cinquieme degré &

de
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de dimenſions plus élevées, ou pour les

réduire du moins à des degrés inférieurs;

de forte qu’on n’eſt pas en état de donner

des regles générales pour trouver les ra

cines des équations qui paffent le quatrieme

degré. -

Tout ce qu’on a eu de fuccès ne s’étend

qu’à des cas très-particuliers; le principal

de ces cas eſt celui où une racine ration

nelle a lieu ; car on la trouve facilement

par la méthode des diviſeurs, parce qu’on

fait qu’une telle racine doit toujours être

faćteur du dernier terme ; le procédé, au

reſte, eſt le même que celui que nous avons.

enfeigné pour les équations du troiſieme &

du quatrieme degré.

781.

Il fera cependant néceffaire d’appliquer

encore la regle de Bombelli auffi à une

équation qui n’ait point de racines ration

nelles.

Soit donnée l’équation y“–8y’+14yy

Tome I. |- V v



674 E L é M E N s

+4y—8=o. Il faudra commencer par

retrancher le fecond terme, en ajoutant le

quart de fon coefficient à y, en fuppofant

y—2=x, & en fubſtituant dans l’équa

tion, au lieu de y fa nouvelle valeur x+2 ,

au lieu de yy la valeur xx+4x+4, &

au lieu de y” la valeur x' + 6x x+ 1 2 x

+8. Et faifant de même à l’égard de y“,

Oil dUlfa :

y'=x'+8x” +24xx +3 2x + 16

— 8y'= -8x’–48xx–96x–64

+14yy= +14xx + 56x +56

+ 4y = + 4x+ 8

– 8 % = – 8

**+ o –Ioxx– 4x+ 8=o.

Cette équation étant comparée avec

notre formule générale, donne a= 1o,

b=4, c=—8 ; d’où nous concluons que

f=5, g=#, #=#& Vh=; ; que le

produit Vpqr fera pofitif; & que c’eſt de

l’équation du troifieme degré 7” – 57{+:

z—#=o, qu'il faut chercher les trois ra

cines p, q, r.
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782.

Retranchons d’abord les fra&tions de cette

équation. Si nous faifons {=#, nous avons,

après avoir multiplié par 8, l’équation u’

— Iouu+ 17u— 2=o, où toutes les ra

cines font pofitives. Or les diviſeurs du

dernier terme font 1 & 2 ; fi nous effayons

par u=1, nous trouvons I– I o+17–2

=6; ainfi l’équation ne fe réduit pas à

zéro; mais en effayant par u= 2, nous

trouvons 8—4o-+-34—2=o, ce qui fa

tisfait à l’équation, & donne à connoître

que u= 2 eſt une des racines. Les deux

autres fe trouveront en divifant par u.–2,

comme de coutume ; le quotient uu–8u

+1=o donne ua=8u—1, & u=4+v/ 5 •

Et puiſque (=: u, les trois racines de l’é

quation du troifieme degré font, I.);=p

=1, II.) (=q=#", III.){=r=+:.

V v ij
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Ayant donc déterminé p, q, r, nous

avons auffi leurs racines quarrées, favoir:

---- –Vsari; 7- –V8-avi;

VP=1 , v(q=+*:43, & vr=****".

Mais nous avons vu plus haut, (675,

676), que la racine quarrée de a+ Vb ,

quand Vaa-b=c, s'exprime par v/a+vö

=VEF + *#; ainfi, comme dans notre

cas a=8 & v/b=2 V15 , & que par

conféquent b=6o & c= 2 , nous avons

V3+2715=v5+v3 , & V8–2vi;

=V5 -V3.

Or nous avons maintenant Vp= 1 ,

v/q=H: , & Vr="#* ; donc, puif.
2.

que nous favons auffi que le produit de

ces quantités eſt poſitif, les quatre valeurs

de x feront celles-ci:

I.)x=v/p+v/q+v/r=1+"::"+3

=1+v/5, -

II.)x=vp–v/q–Vr=1—H+":" +3

=I-V5 ,
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III)x=vp+vy-vr=–1+":"**

J=-1+ V.3 ,

IV.)x=–y/p—v/q+v/r=–1–*** : • r3

=—I—V/3.

Enfin, comme nous avions y=x+ 2,

les quatre racines de l’équation propoſée

font:

/

I)y=3+v/; 2 ::=i+v; 3

II)y=3—v/5, IV)y=1-V3.

C H A P I T R E XV I.

De la réſolution des Equations par des

approximattons.

784.

Lorsque les racines d’une équation ne

font pas rationnelles, foit qu’on puiffe les

exprimer par des quantités radicales, foit

qu’on n’ait pas même cette refource, com

me c’eſt le cas pour les équations qui paffent

le quatrieme degré, on eſt obligé de fe

V v iij
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contenter de déterminer leurs valeurs par

des approximations, c’eſt-à-dire par des

voies qui font qu’on approche toujours

davantage de la vraie valeur, juſqu’à ce

que l’erreur puiſſe être cenſée nulle. On a

propoſé différentes méthodes de cette ef

pece, nous allons détailler les principales.

785.

Le premier moyen dont nous parlerons,

fuppofe qu’on ait déjà déterminé affez exac

tement la valeur d’une racine (*); qu’on

fache, par exemple, qu’une telle valeur
|- 3 •

fürpaffe 4, & qu’elle eſt plus petite que 5.

Dans ce cas, fi l’on fuppoſe cette valeur

=4+p, on eſt sûr que p exprime une

fra&tion. Or fi p eſt une fraćtion, & par

conféquent moindre que l’unité, le quarré

(*) Cette méthode eſt celle que Newton a donnée au

commencement de fa méthode des fluxions. En l’appro

fondiffant on la trouve fujette à différentes imperfećtions;

c’eſt pourquoi on y fubſtituera avec avantage la méthode

que M. de la Grange a donnée dans les Mémoires de

Berlin, pour les années 1767 & 68.
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de p, fon cube , & en général toutes les

puistances plus hautes de p, feront encore

beaucoup plus petites à l’égard de l’unité,

& cela fait que , puiſqu’il ne s’agit que

d’une approximation, on peut les omettre

dans le calcul. Quand on aura donc dé

terminé à peu près la fraćtion p , on con

ncitra déjà plus exaćłement la racine 4+p;

on partira de-là pour déterminer une nou

velle valeur encore plus exaĉte, & on con

tinuera de la même maniere , jufqu’à ce

qu’on ait approché de la vérité autant qu’on

le fouhaitoit.

786.

Nous éclaircirons cette méthode d’abord

par un exemple facile, en cherchant par

approximation la racine de l'équation xx

E2O.

On voit ici que x eſt plus grand que 4

& plus petit que 5 ; en conféquence de

cela on fera x=4+p, & on aura xx=16

+8p+pp=2o; mais comme pp eſt très

V V iv
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petit, on négligera ce terme pour avoir

feulement l'équation 16+8p=2o, ou 8p

=4; elle donne p=# & x=4;, ce qui

approche déjà beaucoup plus de la vérité.

Si donc on fuppofe à préfent x=4;+p;

on eft für que p fignifie une fraćtion en

core beaucoup plus petite qu’auparavant,

& qu’on pourra négliger pp à bien plus

forte raifon. On aura donc xx= 2o;

+9p=2o, ou 9p=—;, & par confé

quentp=—#; donc x=4#-# =4#.

Que fi l’on vouloit approcher encore

davantage de la vraie valeur, on feroit

x=4#.+p, & on auroit xx=2o I:
34 r.– » n - ain G R 34 r.––– –+8#p=zo; ainfi 8#p= Ig3 , 322P

—––* =–+ =—— ———:

* 1296T - 36 ? & P=-5= I 1592°

I 4473
– . "7 |

Donc x=45;— TIGEF4ī:: » valeur qui

approche fi fort de la vérité, qu’on peut

avec confiance regarder l’erreur comme

nulle.
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|- 787.

Généralifons ce que nous venons d'ex

poſer, en fuppofant que l’équation donnée

foit xx=a, & qu’on fache d’avance que x

eft plus grand que n, mais plus petit que

n-+-1. Si après cela nous fuppofons x=n

+p, en forte que p doive être une frac

tion, & que pp puiffe fe négliger comme

une quantité très-petite, nous aurons xx

=nn+ 2np=a ; ainfi 2 np=a-nn, &

p=*:: ; par conféquent x=n+":"2. f2

f1/7 + d
|

=:“. Or fi n approchoit déjà de la vraie
11/2 –– 42

valeur, cette nouvelle valeur :: en ap

prochera encore beaucoup plus. Ainfi en

la fubſtituant à n, on fe trouvera encore

plus près de la vérité ; on aura une nou

velle valeur qu’on pourra fubstituer de nou

veau, afin d'approcher encore davantage;

& on pourra continuer le même procédé

aufi loin qu’on voudra.

. Soit, par exemple, a=2 , c’est-à-dire

qu’on demande la racine quarrée de 2 ; fi
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on connoît déjà une valeur affez appro

chante, & qu’on l’exprime par n, on aura

une valeur de la racine encore plus ap

prochante, exprimée par":#. Soit donc

I.) n=1 , on aura x=#,

II.) n=#, on aura x=#,

577 .– 47 *- <--

III.) n=#, on aura x=:;

& cette derniere valeur approche fi fort

- | 332929 -

de V2, que fon quarré :nediffere du

• • / I

nombre 2 que de la petite quantitéī: ,

dont il le furpaffe.

788.

On pourra procéder de la même ma

niere, quand il s’agira de trouver par ap

proximation des racines cubiques, quarré

quarrées, &c.

Soit donnée l’équation du troiſieme de

gré, x'=a , & qu’on fe propofe de trou

ver la valeur de Va. On fuppofera, fa

chant qu’elle eft à peu près n, que x=n

+-p; on aura, en omettant pp & p”, x*
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=n’+ 3 nnp=a ; ainfi 3nnp=a—n’,
3

(1— 71

3

& p==; donc x=****. Sidonc

3nn 3nn

n eſt de fort près =Va , la formule que

l’on vient de trouver en approchera en

core beaucoup plus. Mais pour une pré

cifion encore plus grande, on pourra la

fubſtituer à fon tour à la place de n, &

ainfi de fuite.

Soit, par exemple, x”=2, & qu’on

veuille déterminer V2. Si n approche de

V 2n” +2

près le nombre cherché, la formuleH:

exprimera ce nombre encore de plus près;

qu’on faffe donc

I.) n= 1 , on aura x=#,

– 4 –21

II.) n=#, on aura x=#, 6

–9" ,-. – 162130896

III.) n=#, on aura x=::::::

On emploie cette méthode avec le même

fuccès, pour trouver par approximation

les racines de toutes les équations.
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Suppofons, pour le faire voir, qu’on ait

l’équation générale du troiſieme degré,

x”+axx-+bx+c=o , où n approche

déjà beaucoup d’une des racines. Faifons

*=n—p; &, puiſque p fera une fraćtion,

négligeant les puiffances de cette lettre

plus hautes que le premier degré, nous

aurons xx=nn—2np, & x'=n*—3npp,

d’où réſulte l’équation n’ – 3nnp+ann

–2anp-+-bn—bp+c=o, ou n’ +ann

+-bn+c=3nnp+2anp+bp=(3nn+2an

+b)p; ainfi p_":::::::::::: & x

· n’ + ann+bn +c\ _2n’+ann–c

=n–(:)=:

Cette valeur, qui eſt déjà plus exacte que

la premiere, étant ſubſtituée à la place de

n , en fournira une nouvelle encore plus

exaćte.

79o.

Soit, pour appliquer ce procédé à un

exemple, x' + 2xx + 3x— 5o=o, où
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a=2, b=3 & c=— 5o. Si n eſt cenfé

approcher de près une des racines, x
3 49

= ?"+2"+52, fera une valeur en

3nn+4n+ 3

core plus proche de la vraie. Or la valeur

x=3 n'étant pas éloignée de la véritable,

nous fuppoferons n= 3 , & nous trouvons
6 • •

x=: . Que fi nous écrivions cette nou2 1 *

velle valeur à la place de n, nous en trou

verions une autre encore plus exaćte.

79 I.

Nous ne donnerons pour les équations

des degrés fupérieurs au troifieme , que

l’exemple fuivant:

Soit x'=6x+ 1 o, ou x'–6x– 1o

=o, où on remarque facilement que 1

eft trop petit, & que 2 eſt trop grand. Or,

fi x=n eſt une valeur affez proche de la

vraie, & qu’on faffe x=n +p, on aura

x'=n' +5 n'p, & par conſéquent n’

+ 5n“p=6n-+-6p+1 o, ou 5 n'p–6p

6n +Io–n’
=6n+1o–n’ 9 DoncP====5=
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5

&x=:: Qu’on fuppofe n=1 ,

on aura x=#=–14; cette valeur eft

tout-à-fait impropre, & cela vient de ce

que la valeur approchée de n étoit de beau

coup trop petite. On fera donc n=2, &

O11 dUlfa x=::=: , valeur qui s’écarte

beaucoup moins de la vraie. Si on fe don

noit la peine de fubſtituer maintenant, au

lieu de n , la fraćtion: on parviendroit

à une valeur encore bien plus exaćte de

la racine x.

792.

Voilà la méthode la plus ordinaire pour

trouver par approximation les racines d’une

équation, & elle s’applique utilement dans

tous les cas.

Nous allons indiquer cependantune autre

méthode, qui mérite attention à caufe de

la facilité du calcul (*). Le fondement de
{

(*) La méthode d'approximation qui fuit, fe fonde

fur la théorie des féries qu’on nomme récurrentes, & qui
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cette méthode confifte à déterminer pour

chaque équation une fuite de nombres,

comme a, b, c, &c. tels que chaque terme

de la fuite, diviſé par le précédent, indique

la valeur de la racine d’autant plus exac

tement, qu'on aura continué plus loin cette

fuite de nombres.

Suppofons que nous foyons parvenus déjà

aux termes p, q, r, f, t, &c. il faudra que

#indique la racine x déjà affez exaĉtement,

c'eſt à-dire qu’on ait à très-peu près#= x.

On aura de même; =x, & la multipli

cation des deux valeurs donnera ;=xx.

ont été imaginées par M. de Moivre. On doit cette mé

thode à M. Daniel Bernoulli, qui l’a donnée dans les

anciens Commentaires de Pétersbourg, tom. III. Mais

M. Euler la préfente ici fous un point de vue un peu

différent. Ceux qui fouhaiteront d'approfondir ces ma

tieres, peuvent confulter les chapitres xIII & xvII đu

premier volume de l’Introd. in anal. inf de notre célebre

Auteur : Ouvrage excellent, dans lequel plufieurs des

matieres traitées dans cette premiere partie, & beaucoup

d'autres qui font pareillement relatives aux Mathémati

ques pures, font développées avec autant de clarté que

de profondeur, -
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f

De plus, comme #=x , on aura auffi #r

– v-? . • |- “ – t

=x”; enfuite, puiſqueF=x, on aura F

=x“, & ainfi de fuite.

793.

Afin de nous expliquer mieux fur cette

méthode, nous commencerons par l’équa

tion du fecond degré xx=x+1, & nous

fuppoferons que dans la férie ci-deffus fe

préfentent les termes p, q, r, f, t, &c.

Or, comme;=x, &#=xx, nous ob

tiendrons l'équation#=#+1, ou q+p=r

Et comme nous trouvons de la même ma

niere que /=r+;, & t=/+r; nous en

concluons que chaque terme de notre fuite

eft la fomme des deux termes précédens;

de forte qu’ayant les deux premiers termes;

on eft en état de continuer facilement la

fuite auffi loin qu'on voudra. Quant à ces

deux premiers termes, on peut les prendre

à volonté; fi nous fuppofons donc qu’ils

foient o, I , notre fuite fera o, I , 1, 2,

3 »
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3, 5, 8, 13, 21 , 34, 55 , 89, i 44, &c.

& telle que, fi on en divife un terme quel

conque par celui qui le précede immédia

tement, on aura une valeur de x d’autant

plus approchante de la véritable, qu’on

aura choifi un terme plus éloigné. L’erreur,

à la vérité, eſt très-grande au commen

cement; mais plus on avance, & plus elle

diminue. Voici la fuite de ces valeurs de x,

dans l'ordre où elles s’approchent toujours

davantage de la véritable:

2 3 5 8 13 2r 34 55

2 1 2 2 3 3 2 5 » 8 3 1 3 2 2 1 3 34 ?

89 144
55 3 S3 » &c.

–*

20FE »

I

I

Si, par exemple, on fait x=#, O11 3

44I – 21 - 442 v 3 3

::=#+1=#, où l’erreur n’eſt que de

;:,: les termes fuivans la donneroient en

core plus petite.

794.

Confidérons auffi l’équation xx=2x+1;

& puiſque toujours x=#, & xx=#,
- r 2 - |

nous aurons#=#+1 , ou r=2q-+p,

Tome I. X x
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d’où nous concluons que le double de

chaque terme ajouté au terme précédent,

donne le terme fuivant. Si nous commen

çons donc encore par o, 1, nous aurons

la férie :

o, I , 2, 5, 12, 29, 7o, I 69, 408, &c.

d’où il s’enfuit que la valeur cherchée de x

fera exprimée de plus en plus exaĉtement

par les fraćtions fuivantes:

1 2 29 7o 169 408
» ; » № 3 29 7 7o ? 1697 &c.

lefquelles, par conſéquent, approcheront

X = 3
5

3 2:

2.

I

toujours davantage de la vraie valeur x:

=1+V2 ; de forte que fi on retranche

de ces fraćtions l’unité, la valeur de V2

fe trouvera exprimée de plus en plus exac

tement par les fraćtions:
I I 3 7 17 4 I 99 239

5 » T 2 2 3 5 » T2 º 357 752 T59 º &c.
98o199 Á

Par exemple, : a pour quarré: , ce
- * /7 I

qui ne differe que de : du nombre 2.

Cette méthode n’eſt pas moins appli

cable aux équations qui ont un plus grand
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nombre de dimenfions. Si l’on a, par exem

ple, l'équation du troiſieme degré x'=xx

+2x+1, on fera x=#, xx=#, & x*

=#, & on aura f= r-+-27-|-p, par où

l’on voit comment , par les trois termes

p, q & r, on doit déterminer le fuivant / ;

& comme le commencement eſt toujours

arbitraire, on peut former la férie qui fuit:

o, o, 1, 1, 3, 6, 13, 28, 6o, i 29, &c.

de laquelle réſultent les fraćtions fuivantes

pour les valeurs approchées de x:

3 6 1 3 28 6o 129 7

» I » H » GT » I; ? 55 » :, &c.

les premieres de ces valeurs font prodigieu
P

fement en défaut : mais fi on ſubſtitue dans
3

'équation, au lieu de x. : ou +, on trouve1 3 2 2 7 2
«»

Q

3375 _ 225 3o 3388 v 13 3

::=: +#.+1=:, où l'erreur n’eſt
13

343 °

O I

o 3 o 3
.X =

I

I

que de

796.

Il faut remarquer cependant que toutes

les équations ne font pas de nature à pou

voir y appliquer cette méthode; & particu

liérement lorſque le fecond terme manque,

X x ij
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elle ne peut être employée. Car foit ;

par exemple, xx=2 ; fi on vouloit faire

x=# & xx=#, on auroit#=2, Oll J“

=2p, c’eſt-à-dire r=oq+2p, d’où ré

fulteroit la fuite

I, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, 16, 16, 32 , 32 &c.

de laquelle on ne peut rien conclure, parce

que chaque terme, diviſé par le précédent,

donne toujours x=1 , ou x=2. Mais on

peut obvier à cet inconvénient, en faifant

x=y-1 ; car de cette façon on ayy+2y

—1=2; & fi l'on fait maintenant y=#
r 3 |- |

& yy=#, on trouve l'approximation que

nous avons déjà donnée ci-deffus.

797.

Il en feroit de même de l'équation x*

= 2; elle ne fourniroit pas une telle fuite de

nombres qui indiquât la valeur de V2«

Mais on n’a qu’à fuppofer x=y–1 , afin

d’avoir l’équation y’ —3yy-+3y–1=2,

ou y'=3yy—3y-|-1 ; car faifant à préfent
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|- y=#, My=#, &y=#, O11 a f=3r–37

+- 3p, moyennant quoi l’on voit comment

trois termes donnés déterminent le fuivant.

Adoptant donc trois termes quelcon

ques pour les premiers, par exemple o,

o, 1 , on a la férie que voici: |

o, o, I, 3, 6, 12, 27, 63, i 44, 324, &c.

Les deux derniers termes de cette fuite

donnent y=;: & x=#; & cette fraćtion

approche en effet affez de la racine cubique

de 2 ; car le cube de : eft: , & celui de
– I 28
2=7 •

798.

Il faut obſerver de plus, au fuiet de cette

méthode, que lorſque l’équation a une ra

cine rationnelle, & qu’on choifit le com

mencement de la période tel que cette ra

cine en réſulte, chaque terme de la fuite,

diviſé par le terme précédent, donnera éga

lement la racine exaćłement.

Pour le faire voir, foit donnée l’équa

tion xx=x+2, dont une des racines eft

Xx iij



694 E L É M E N $

x= 2 ; comme on a ici, pour la férie,

la formule r=q+ 2p, fi on prend I , 2

pour les deux premiers termes, on a la

fuite 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, &c. qui

eft une progreſſion géométrique dont l’ex

pofant = 2.

La même propriété fe prouve par l’équa

tion du troifieme degré x'=xx+3x+9,

qui a x= 3 pour une des racines. Si on

fuppofe les premiers termes 1 , 3 , 9 , on

trouvera, par la formule f=r-+3q-+-9p,

la férie 1 , 3 , 9, 27, 81 , 243 , &c. qui

eft pareillement une progreffion géomé

trique. -

799.

Mais lorſque le commencement de la

fuite s’écarte de la racine, il ne faut pas

croire qu’on ira du moins en s’approchant

de cette racine ; car lorſque l’équation a

plus d’une racine , la fuite ne donne par

approximation que la plus grande racine;

on netrouve pas une des moindres, à moins
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d’avoir choifi les premiers termes conve

nablement pour cet effet; cela s'éclaircira

par l’exemple fuivant:

Soit l’équation xx=4x— 3 , dont les

deux racines font x=1 & x=3. La for

mule pour la fuite eſt r=4q–3p, & fi

l’on prend 1 , 1 pour le commencement

de la férie, qui indique par conféquent la

plus petite racine, on a pour la fuite en

tiere: I, I, I, 1, 1, 1, 1 , 1 , &c. mais

fi on adopte pour premiers termes les nom

bres 1 , 3 , qui contiennent la plus grande

racine, on a la fuite : 1 , 3 , 9 , 27 , 81 ,

243, 729, &c. où tous les termes indiquent

avec préciſion la racine 3. Enfin, fi on

adopte un autre qemmencement quelcon

que, pourvu qu’il foit tel que la plus pe

tite racine n’y foit pas comprife, la férie

approchera toujours davantage de la plus

grande racine 3 ; c’eſt ce qu’on peut voir

par les féries qui fuivent:

Xx jv
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Commencement,

o, 1, 4, 13 , 4o , I 2 1 , 364, &c.

1, 2, 5, 14, 41 , 122, 365, &c.

2, 3, 6, 15, 42, 123, 366, 1o95,&c.

2, 1,–2, –11,-38,- 18,—362, –1991,

–3278, &c.

où les quotiens de la divifion des derniers

termes par les précédens, approchent tou

jours plus de la racine plus grande 3 , &

jamais de la plus petite.

8oo.

On peut appliquer cette méthode même

à des équations qui vont à l’infini ; l’équa

tion fuivante en fournira un exemple:

xº=x-'+x---+æ*'+x---+ &c.

La férie doit être telle pour cette équation,

que chaque terme foit égal à la fomme

de tous les précédens, c’eſt-à-dire qu’on

dllfa

I, I, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, &c.

d’où l’on voit que la plus grande racine

$
-
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de l'équation propoſée eſt exaĉtement

x=2 ; & c’eſt ce qu’on peut faire voir

auffi de la maniere fuivante. Qu’on divife

l'équation par x*, on aura

I I [ I --

1=#+#.+: +#.+ &c.

ce qui eſt une progreſſion géométrique,

dont la fomme ſe trouve =: , ; de forte

que 1 =: ; multipliant donc par x—1 ,x– I ?

on a x-I=I , & 20F2-

8o I.

Outre ces deux méthodes de déterminer

par des approximations les racines d’une

équation, on en trouve çà & là quelques

autres, mais qui font toutes ou trop pé

nibles ou pas affez générales. La méthode

qui mérite la préférence fur toutes, eft

celle que nous avons expliquée en premier

lieu; car elle s’applique avec fuccès à toutes

les eſpeces d’équations, tandis que l'autre

exige fouvent que l'équation foit préparée
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d’une certaine maniere. fans quoi on ne
3 q

pourroit en faire ufage ; nous en avons

vu la preuve dans différens exemples.

Fin du Tome premier.
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