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ERRATA du Tome fécond.

Nota. Quelques-unes des fautes d'impreiTion indiquées dans cet £rrjM , viennent

du texte même , lur lequel j'ai corrigé prefque toutes les épreuves , le temps ne m'ayant

pas permis de refaire tous les calculs, a mefure que les feuilles s'imprimoient.

Page 6, lig. 3^, au lliu de & parce que la nature d'une courbe, m«;q ou lorfque

la nature de la courbe

P. 13 , lig. 5 , au lieu de des quantités, mettes de quantités

Ibid. lig. xi , au lieu de t Si. u , meue^ entre t 8c u,

P. 1 6 , lig. 19, au lieu de el\ renfermée dans , meiui renferme
a, a

P. 1 9 , lig. 2 , au lieu de —
, mettez —

;

P. 3 1 , lig. 11 , au lieu de où , metic^ ou
P. 52, lig. 30, au lieu de fin. PQM, mettez //j. P XI Q
^- 53 » ''»• il > a/rèf— « , meire^ == o »

P. 58, lig. 1, auUiude CA.AP , mettez CA:AP.
P. 59, à la marge, au lieu de Fig. 31, mettes Fig. 30.
P. 76 j lig. 16, au lieu de Bi, mettez Ai
P. 78, lig. 22, au lieu de C h^, mettez G H".
P. 80 , lig. 18, au lieu de l'un ou l'autre , metiei l'un & l'autre

P- ^9 > ''S* ^ > '"' ^''^" ^' "° > mene^ ou

P. 00, lie. 26, au lieu de -r-, mettez ~^^—

P. 92, lig. lî, au lieu de a y -\- t x , mettez a y— bx
P. 10^ , à la marge, au lieu de PI. V. meiui PI. IV.
P. 136 , lig. 6, au lieu de e, mettez c

P. 149 , lig. 17, au lieu de alternatives , /Bemç alternations ;

Ibid. lig. iS , au lieu de, fi les deux, rncltc^ û deux
P. 151, lig. Il , au lieu de 0,933, métier — 0,933
P- ^53» ''S- '4» "" ''"' '^' "' 1 i mettez Mq

,

P. 163, lig. 17, <3K &« de Eu^ , mettez E u^

P. 166, lig. i6 , au //«u de qu'elle lui foit parallèle, mettei à fa parallèle,

P. 168, lig. 4 , <z« lieu de A. A^E , mettez A'^E

.,.. ,. ,. _,
A^MA^ a\Mi\^

Ibid. lig. 10, au lieu de —
, mettez .

P- 170. lig- 17» -w '«" <^« appliquée s, mettes appliquée s négative,

Ibid. lig. 27, au lieu de rX/iA'+B"), mettez r^ {A'+ B^ )
P. 17^ , lig. 2 , au lieu de A/ , mettez ot ;

P. 180 ,
lig. 20 , au lieu ^^ Q & R ou t & S , 7nctie:r Q & T ou R & S

P. 186 , à la marge , dernière indication
, mettfr Fig. 72.

'

P. 192, lig. 21, au lieu de AE, BE, mettez AEBF,
P. 194, lig. 29, au lieu de quarrés , mettii quanés quarrés.

P. 199 , lig. 12 , au lieu de — 3 v V <7 , mettez — 3 vV

a

Ibid. lig. 18, au lieu de — 3 ij/lî, mettez — 3 vV

a

IbiJ. même ligne, au lieu de — 3 v K <j /î , mettez "^vV aR
P-

t'^'.'
''S- " & 23. -^" -^«^ '^' l'origine a: des abfci.Tes , metui l'oriçlne des

abfcilles a;
,

- n

2 2

P. 204, lig. l, au lieu de Vî"." -^ Q.''
) , metui V^ 7^" + Q='

j



p. 107 , lig. a6 , au lieu de zb «^
, mettez ± **

P. 219, lig. 20, au lieu de + ^ y* , mettez + Çxy
P. 221), lig. lO , au lieu de CAM, mettez ACM
P. 230, lig. 28, au lieu de — L^l^ , mettez + i+{*

P. 2Ç7 , lig. 23 , au lieu de — , mettez —

—

P. 263, lig. 16, au lieu de (Sp— Q^], mettez (Sj— Qi)
P. 267, lig. 1 , au lieu de /j"~', mettez p y"'—^

P. 26S , lig. 19 , au lieu de Q*p , mettez QV*
P. 269, lig. 9, au lieu de tt i> , mettez et s.

P. 273 , lig. 6 , au heu de V „

'—-' , mettez ^rr": '
4 A^'j" 4 A'd*

o !• - ;• V AA 2AA
r. 277, hg. 15, <7B heu de — , mettez — -

1 j 16
P. 278 , lig. 22 & 23 , au lieu de — 4 B E , mettes — 4 B E E
P. 281 , lig. 30, au lieu de quarante-neuvième, mer/ej quarante-deuxième

r. 292, lig. i') , au heu de -77-, mettez —

-

60* 6 ^'

P. 294, lig. î, au lieu de & - + /.Ililt—ZJ
. mettez 8c - + ^.

""^~ *"
'

.p. 295 , lig. 33, au lieu de B, mettez C

p. 307, lig. I , au lieu de , mettez
i. n^ 2 n*

p. 312, lig. 2î , au lieu de ACB, mettez AEB
P. 315, à la marge, au lieu de Fig. 115, mettei Fig. 113.

p. 316, à la marge, iiu lieu de Fig. 24, me«c{ Fig. 114.

Ibid. lig. 8 , au lieu de au demi-cercle , tncttej^ à la moitié du demî-ceicle

P. 319, lig. 23 , au lieu de cof. (45°

—

^) ^ , metic^ cof. (45°

—

^s)
P, 322, lig. dernière, au lieu de ^0°, mcKq ^"

P. 337 , 11g. 6 Si. 7, au lieu de
^^^^,

mettez
^J^''^

P. 337, lig. 8 , au lieu de {» ^i Ç , mettez ^ , y , a:

P. 360, lig. 12 , au lieu de cof. è. fin. 9 au dénominateur, mettei cof. 9. cof.
<f>

Ibid. lig. 29, au lieu de cof. h M, metiei cof. h'

P. 564, avant-dernière ligne, au lieu de —f./în.<p, mettez— . f. fin. ^m m
P. 378, lig. 13, iiu lieu de celle-ci, mette!^ celles-ci

P. 380 , lig. 10 , au lieu de et au dénominateur , mette^ 2 et,

P. 383, lig. 21, au lieu de «j = , mettez 2<zç =
P. 387 , lig. 2 , au lieu de ne manque. Mais , mettes ne manque , maïs
P. 392 , lig. 13, après genre, menci pai^^ qu'ils font ou droits ou fcalènes ,

JbiJ. lig. 20 , au lieu de égal , mettes égalé

P. 400, au commencement de la ligne 20, mettei^ 147.

P. 413 , lig. 19, au lieu de a " x , mettez a " x "

P. 416 , lig. I , au lieu de —^ - , mettez r ]> —
k k n

Fin de ^Errata du Tome fc:o7id.

INTRODUCTION



A

L'ANALYSE INFINITÉSIMALE,

LIVRE SECOND,
Contenant la Théorie des Lignes courbes , avec un Traité

abrégé des Surfaces.

1 , , ,

' \t

CHAPTTRF. PREMIER.
Des Lignes Courbes en général.

I. Une quantité variable étant une grandeur confidérée en Pi. I. Fig.n

général, qui renferme toutes les valeurs déterminées; une
droite indéfinie, telle que R 5, fera très - propre à re-

préfenter, en géométrie , une quantité de cette nature. En
effet, puifqu'on peut prendre fur une droite indéfinie , une
partie quelconque, qui ait une valeur déterminée, cette ligne
préfente à l'efprit la même idée de grandeur, que la quantité
variable. Il faut donc, avant tout, fixer fur une ligne indéfinie

RS un point A , qui fera cenfé l'origine des grandeurs déter-
minées, qu'on en féparera; ainfi une portion déterminée AP
repréfentera une valeur déterminée comprife dans la quantité
variable.

2. Soit donc x une quantité variable, repréfentée par la

droite indéfinie RS ^ il efi: clair que toutes les valeurs déter-
minées àç. X , pourvu qu'elles foient réelles

, peuvent être
exprimées par des portions prifes fur la ligne R S. Par exemple
EULER, Introduction à. CAnal. injin. Tome II, 3 A



2 - DES Lignes courbes
û le point F tombe fur le point A , l'intervalle AP^ devenanî
nul , repréfentera la valeur de x= o; mais plus le point P
s'éloignera du point y4, plus la valeur déterminée de x repré-
fentée par l'intervalle -^P deviendra grande.

On appelle ces intervalles ^P, ABSCISSES.
Ainfi les abfcifles reprélentent les valeurs déterminées de

la variable x.

3. Or, comme la droite indéfinie RS s'étend à l'infini de
part «S^" d'autre du point ^4, on pourra auffi couper de part &
d'autre toutes les valeurs de x. Mais , li nous prenons les va-
leurs pofitives de x, en allant fur la droite depuis le point Â,
les intervalles Ap fitués fur la gauche repréfenteront les va-
leurs négatives de x. En effet, puifque plus le point P s'éloigne

du point y^vers la droite, plus efl: grande la valeur de x re-

préfentée par l'intervalle y4P ; réciproquement, plus le point

P s'éloigne vers la gauche, plus la valeur de x eil diminuée;
ÔC, û P tombe fur y4^ la valeur de m- <iev'ieilf=o. C'eft pour-
quoi , fi le poinr P eft reculé davantage vers la gauche, les

valeurs de x deviendront plus petites que zéro, c'efl-à-dire,

feront négatives , & les intervalles A p pris fur la gauche de-

puis le point A, repréfenteront les valeurs négatives de x, û
les intervalles AP, fitués à la droite , font cenfés repréfenter

les valeurs pofitives. Au refle , il eft indifférent de prendre du
côté qu'on voudra les valeurs pofitives de x^ car le côté op-

pofé renfermera toujours les valeurs négatives.

PI. I. Eg. 2. 4. Puifqu'une ligne droite indéfinie efl: propre à repréfenter

une quantité variable x ^ cherchons à préfent une manière très-

commode de repréfenter géométriquement une fonftion quel-

conque de X. Soit j cette fonftion de x; laquelle par confé-

quent recevra une valeur déterminée, fi on fubfliitue pour x
une valeur donnée. Ayant pris une droite indéfinie RAS
pour repréfenter les valeurs de x , il faudra ,

pour chaque va-

leur déterminée AP de x, élever fur cette ligne une perpen-

diculaire PM, égale à la valeur correfpondantedey; c'eft-à-

dire que , fi la valeur de y eft pofitive , il faudra la placer au-

deffus de RS; mais, fila valeur de y devient négative, il

faudra la placer perpendiculairement au-deffous de la droite
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RS. Car les valeurs pofitives dey étant prifes au-deflus de ia

droite RS, celles qui deviennent nulles tomberont fur la ligne

même RS, Sz celles qui font négatives, au-defîbus.

5. La figure donne donc pour j une fonftion de x , telle

qu'en faifant x=o,y a une valeur poritive=/4^; qu'en fai-

fant x= AP, j=PM i que fi x=AD, y devient= o,

& que fi x^==AP, la fonftionj)^ prend une valeur négative,

& par conféquent la perpendiculaire PM tombe au-deffous

de la droite RS. De même les valeurs de y, qui répondent

aux valeurs négatives de x , font repréfentées par des perpen-

diculaires placées au-defTus de i? 5", fi elles font pofitives; &
dans le cas contraire, elles doivent être placées au-deflous de
la droite RS , comme p m : mais , fi pour une valeur quel-

conque de x, comme— x= A E, y devient= o ; alors la

longueur de la perpendiculaire devient nulle.

6. Si donc, pour chaque valeur donnée de x, on détermine

de cette manière les valeurs correfpondantes de y^ on élèvera

à chaque point P de la droite RS des perpendiculaires PM
,

qui exprimeront les valeurs de la fonftion y : l'une des ex-

trémités P tombera fur la droite R S , Sz l'autre Af au-deffus

de i? 5, fi les valeurs dey font pofitives ; ou au-delTous, fi elles

font négatives; ou même fur la ligne i?5, fi elles font égales

à zéro, comme il arrive aux points D & £. Les extrémités Ai"

de chacune des perpendiculaires repréfenteront une certaine

ligne droite ou courbe , qui par conféquent fe trouvera dé-

terminée par la fonction y. Ainfi chaque fonftion de x , rap-

portée de cette manière à la géométrie, donnera une ligne

droite ou courbe , dont la nature dépendra de celle de la fonc-

tion y.
7. On connoît parfaitement, en fuivant ce procédé, la

ligne courbe qui réfulte de la fonftiony, puifque c'efl: cette

fonftion qui en détermine tous les points ; en effet
, pour

chaque point P on a la longueur de la perpendiculaire P M,
dont l'extrémité Af appartient à la courbe; & on trouve ainfi

tous les points de cette ligne. Or, quelle que foit la nature de

la courbe , on peut mener de chacun de fes points des perpen-

diculaires à la droite RS^ on a par-là les intervalles AP, qui

3 A ij



4 DES Lignes courbes
expriment les valeurs de la variable x ; Se les longueurs des

perpendiculaires FM, qui repréfentent les valeurs de la fonc-

tiony; ainii il n'y aura aucun point de la courbe, qui ne foit

déterminé de cette manière par le moyen de la fonftioa

J.
S. Quoiqu'on puiffe décrire mécaniquement plufîeurs lignes

courbes par le mouvement continu d'un point, qui prélente aux

yeux la courbe dans fon enfemble; nous les conlidérons ici prin-

cipalement comme le réfultat de fondions; cette manière de

les envifager étant plus analytique, plus générale & plus propre

au calcul. Ainfi une fonftion quelconque de x donnera une cer-

taine ligne droite ou courbe ; d'où il fuit que réciproquement

on pourra rapporter aux fondions les lignes courbes. Par con-

féquent, la nature d'une ligne courbe fera déterminée par une

fonftion de x, qui repréfentera toujours la longueur de la per-

pendiculaire MP, tandis que les intervalles AP pris fur la

ligne.i?^, fui laquelle tombent les perpendiculaires MP
abaiffées de chaque point M de la courbe , font indiqués par.

la variable x.

9. De cette idée des lignes courbes découle naturellement

leur divifion en continues , & en dlfcojitïnue.s ou mixtes. La ligne

courbe continue eft celle dont la nature eft exprimée par une

feule fonftion déterminée de x. Mais, fi la ligne courbe eft

compofée de différentes portions BM, MD , DM, &c. dé-

terminées par plufieurs fondions de x , de manière qu'une

partie BM étant le réfultat d'une fonftion , une autre MD
foit celui d'une féconde fonfticn; nous appelons ces fortes de

lignes courbes difcontinues, ou mixtes- & irrégulières , parce

qu'elles ne font pas formées fuivant une feule loi conftante , &
qu'elles font com.pofées de portions de différentes courbes

continues.

10. Il s'agit principalement en géométrie de courbes con-

tinues, & on fera voir dans la fuite que les courbes, qui font

décrites mécaniquement d'un mouvement uniforme , fuivant

une certaine loi confiante, peuvent auffi être exprimées par

une fonftion unique, & que par conféquent ce font des courbes

continues. Soit donc TO^^SAfi^Mune ligne courbe continuent
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dont la nature eft exprimée par une fonftion quelconque y
de X ; il eil: évident qu'en prenant lur la droite RS depuis un
point fixe A des valeurs déterminées de x ^ les valeurs corref-

pondantes de y donnent la longueur des perpendiculaires

PM.
11. Il y a dans ce que nous venons de dire fur la nature des

courbes, certains noms à retenir, & dont l'ufage revient très-

fréquemment dans leur théorie.

D'abord la droite RS ^ fur laquelle fe prennent les valeurs

de X, s'appelle TAXE, ou la direclrke.

Le point A , depuis lequel fe comptent les valeurs de .r, fe

nomme Vorigme des abfcijjl's.

Les parties de l'axe AP qui repréfentent les valeurs déter-
minées de X, s'appellent ordinairement ABSCISSES.

Et on a donné le nom d'APPLIQUÈES * aux perpendicu-
laires PM, menées des extrémités des abfciffes à la courbe.

Les appliquées font dites dans ce cas-ci perpendiculaires ou
orthogonales , parce qu'elles font avec l'axe un angle droit; &
comme les appliquées PM peuvent de même faire avec l'axe

un angle oblique , on les appelle alors des appliquées obliques.

Au relie , dans l'explication que nous ferons de la nature des
courbes , nous emploierons conflamment des appliquées per-
pendiculaires, à moins que nous n'avertifîions exprelTément du
contraire.

12. Si donc une abfcifle quelconque y^Peflrepréfentée par ,

la variable x, de manière qu'on ait PA^^=x ; alors la fonftion

y indiquera la grandeur de l'appliquée PM^ & on aura PM
=j. La nature de la ligne, courbe , lorfqu'elle eft continue,
dépendra donc de celle de la fonftion , ou de la manière dont
les quantités x,y & les confiantes font combinées entre elles.

Ainfi la portion y^5 prife fur l'axe RS fera le lieu des abfciffes
pofitives, & la portion y^iî celui des abfciffes néo-atives

;

* Le? appliquées renomment encore ordinairement orJonnies ; mais Eulerparoit avoir
refervé la dénomination ^'ordonnées aux droites qui partent d'un point de la courbe &
qui fe terminent à un autre point de cette courbe ; c'efl ce qu'il appelle aufli cordes, comW
on le Terra par la fuite.
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quant aux appliquées, les politives îomberont au-deffus de l'axe

RS ,&: les négatives au-deffous.

13. Une fonftion quelconque de x donnant naiffance à

une ligne courbe continue , il s'enfuit qu'on pourra par fou

moyen la connoître & la décrire. Car donnons à x des valeurs

pofitives ,
qui croiflent fucceffivement depuis o jufqu'à 00

, Se

cherchons pour chacune les valeurs correfpondantes de la

iondiiony, qui foient repréfentées par des appliquées menées
au-deffus ou au-deffous , fuivant qu'elles font pofitives ou né-

gatives ; on aura la portion de la courbe BMM. En donnant
enfuite femblablement à x toutes les valeurs négatives depuis

o jufqu'à 00 , les valeurs correfpondantes de y détermineront

la portion BEm de la courbe; ainfi toute la courbe renfermée

dans la fonftion fe trouvera décrite.

14. Puifquey eftunefonftion de ;>cr, il s'enfuit ou que y fera

égal à une fonftion explicite de x , ou qu'on aura une équa-

tion entre x &:jy, qui déterminera la valeur dey en x. Dans
les deux cas on dit que cette équation exprime la nature de la

courbe. C'eft pourquoi la nature d'une ligne courbe quelcon-

que eft donnée par une équation entre deux variables x & j,
dont la première x repréfente les abfciffes comptées fur l'axe

depuis leur origine Â , Sih féconde les appliquées perpendi-

culaires à l'axe. Ces abfciffes &: ces appliquées confidérées

enfemble s'appellent les COORDONNÉES perpendiculaires.

Ainii on dit que la nature d'une ligne courbe eff exprimée

par une équation entre les coordonnées perpendiculaires,

lorfqu'on a entre x $iy une équation, qui exprime la nature de

la fonftion y.

15. Puifque la connoiffance des lignes courbes eft ramenée

à celle des fonftions, il y aura autant d'efpèces de lignes

courbes que nous avons vu qu'il y avoit de fondions diffé-

rentes. Ainfi les courbes fe divifent très-bien , de même que

les fondions, en algébriques & en tranfcendantes . La courbe

fera algébrique , fi l'appliquée y eft une fonftion algébrique-

de l'abfciffe x ; &", parce que la nature d'une courbe eft ex-

primée par une équation algébrique entre les coordonnées ;v

& j^ on a coutume d'appeler auffi ces fortes de lignes des
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courbes géométtiques. Une courbe tranfcendante efl: celle dont

la nature eft exprimée par une équation tranfcendante entre

X 8i y, ou dans laquelle^ devient une fonftion transcendante

de X. Telle ert la principale divifion des lignes courbes con-

tinues, qui font ou algébriques ou transcendantes.

i5. Pour décrire une ligne courbe réfultante d'une fonc»

tien de .v,qui donne la valeur de l'appliquéej, il faudra bien

faire attention à la nature de cette fonftion
,

pour, iavoir fi

elle ert uniforme ou multiforme. Suppofons d'abord que y foit

one fonftion uniforme de x, ou o^zy=P, P défignant une
fonftion quelconque uniforme de x; comme en donnant à x
une valeur quelconque déterminée, il en réfulte auffi poury
une valeur déterminée ; il s'enfuit qu'à chaque abfcifl'e répon-

dra une appliquée, & que par conféquent la courbe fera d'une

forme telle que, fi on élève à un point quelconque P de l'axe

RS une perpendiculaire PM, cette perpendiculaire coupera
toujours la courbe, & cela en un feul point M. Ainfi à chaque
point de l'axe répondra un point de la courbe ; & comme
l'axe s'étend à l'infini des deux côtés , la courbe s'étendra

aufii à l'infini de part & d'autre ; ou la courbe qui naîtra d'une

telle fonftion, fe prolongera à l'infini de part & d'autre avec
l'axe par un cours continu, ainfi que le fait voir la figure 2,
où la ligne courbe mEBMDM s'étend à l'infini fans inter-

ruption à droite & à gauche.

17. Soitj une fondion biforme de X; ou bien, les lettres jP Pi.i. f;ç'.3.

& Q défignant des fondions uniformes de x, foit yyz^=^iPy
— QL' ou y^=Pzt^^( PP—(l), On voit qu'à chaque
abfciffe ;f répond une double appliquée yy & l'une & l'autre

eft ou réelle ou imaginaire, fuivant que PP efi: > Q ou < Ç.
Ainfi, tant que les deux valeurs de y feront réelles, il y aura
pour chaque abfciffe AP deux appliquées PM, PM^ ou la

perpendiculaire élevée fur l'axe au point P coupera la courbe
dans deux points M & M. Mais lorfque PP < Q^ il n'y a
plus d'appliquée, qui réponde à l'abfcifTe ; ou la perpendicu-
laire à l'axe menée par ces points ne rencontrera la courbe
nulle part; c'eft ce qui arrive au point;?. Mais comme aupa-
ravant PP étoit > (li PP n'a pu devenir < Q , qu'en paffant



g DES Lignes courbes
par le cas où PP^^= Q,, qui eft la limite entre les appliquées

réelles & imaginaires. Ainfî , lorfque les appliquées ceffent

d'être réelles , comme en C ou en G
, j devient alors= P

dtzo ; c'eil-à-dire que les deux appliquées deviennent égales

entre elles, & la courbe forme en ce point une inflexion dans

fon cours.

18. Il efl clair, d'après l'infpeftion de la figure, que, tant

que l'abfcifle négative— .reft renfermée entre les limites^ C
éi A E , l'appliquée y eft imaginaire; mais qu'en avan-

çant vers la gauche au-delà du point E , les appliquées re-

deviennent réelles ; ce qui ne peut arriver, à moins qu'on n'ait

en E, PP= Q, & que par conféquent les deux appliquées ne

fe confondent. Alors aux abfciflés AP répond de nouveau

une double appliquée P m , Pm^ jufqu'à ce qu'on foit arrivé

en G, o\x les deux appliquées fe confondent; & au-delà de G,
elles font encore imaginaires. Une telle courbe pourra donc

être compofée de deux ou de plufieurs parties féparées les

unes des autres, comme MB D BM & Fm Hm : cependant

l'enfemble de ces parties efl: cenfé ne former qu'une ligne

courbe continue ou régulière, parce que ces parties réfultent

d'une feule & même fonftion. Ces courbes ont donc cette

propriété que, fi on prolonge les perpendiculaires MM élevées

à chaque point de l'axe, elles ne rencontreront la courbe

nulle part, ou elles la couperont en deux points, à moins que

par hafard les deux points d'interfeftion ne fe réuniffent en

un feul , ce qui arrive lorfque les appliquées palTent par les

points D y F, H ^ L
19. Sij eft une fonftion triforme de x , ou fi j eft déter-

miné par l'équation j'—^J^ -^ Qj—R= o j P , QS^ R
étant des fondions uniformes de x, alors, pour chaque valeur

de X, l'appliquéej aura trois valeurs
,
qui feront toutes réelles,

ou dont l'une feulement le fera , tandis que les deux autres

feront ipiaginaires. Toutes les appliquées couperont donc la

courbe ou en trois points , ou feulement en un feul, à moins

que deux ou même trois points d'interfeftion ne fe réunifient

en un feul. Puifqu'il répond à chaque abfcifi"e au moins une

pppliquée réelle, il s'enfuit que la courbe s'étend à l'infini avec

l'axe
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l'axe de part & d'autre. La courbe fera donc formée d'un feul Pl.l.F;g.4& j,

4rait continu comme dans \z figure quatrième ; ou de deux par-

ties féparées l'une de l'autre, comme dans \di figure cinquième ;

ou même d'un plus grand nombre de parties, qui pourtant ne
conlHtuent enfemble qu'une feule & même courbe continue.

20. Si y eft une fonftion quadriforme de jc, ou fi y eft

donné par réquationj/+—Py-^Qy'—Ry-\-S^=o, on aura

pour chaque valeur de x, ou quatre valeurs réelles correfpon-

dantes dey, ou deux feulement , ou enfin on n'en aura aucune,

Ainfi , dans une courbe qui eft le réfultat d'une fonftion

quadriforme, les appliquées couperont la courbe ou en quatre

points, ou en deux feulement, ou ne la couperont nulle part;

ces cas font repréfentés par hfigurefixième : il faut diftinguer pi.I.Fig.6,

les points / & o, où deux points d'interfeftion fe réunifient

en un feul. C'eft pourquoi, tant à droite qu'à gauche, ou la

courbe n'aura aucune branche qui s'étende à l'infini, ou elle

en aura deux, ou elle en aura quatre. Dans le premier cas où
nulle branche de la courbe ne s'étend à l'infini d'aucun côté,

la courbe fera fermée de toute part, ainfi que le fait voir la

figure , & elle renfermera un efpace déterminé. On peut donc
déjà conclure de ce qui précède la nature des lignes courbes,

qui font formées de fondions multiformes d'un degré quel-

conque.

21. Si y eft une fonftion multiforme, ou eft déterminé par

une équation, dans laquelle n foit le plus grand expofant de la

puiflance y,- dans ce cas le nombre des valeurs réelles dey
fera ou n, ou n— 2, ou n— 4, ou n— 6, ^c; chaque appli-

quée coupera donc la courbe en autant de points. Ainfi , fi

une appliquée coupe la courbe continue en m points .^ toutes

les autres la couperont en un nombre de points
,
qui diff"érera

toujours de m d'un nombre pair; la courbe ne pourra donc
être coupée nulle part par une appliquée en m-{-i , ou m— i ,

ou /n=b:i , &c. points; c'eft-à-dire, que fi le nombre des in-

terfeftions d'une appliquée eft pair ou impair , toutes les au-
tres appliquées couperont aufli la courbe en un nombre de
points pair ou impair.

22. Par conféquent h une appliquée coupe la courbe enuil
EuLER, ImroduQion à VAnal, infin. Tome II. 3B
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nombre de points impair, il eft impoflible qu'il y ait un point

où elle ne puifle plus être rencontrée par une autre. La courbe
aura donc, de chaque côté, au moins une branche infinie, &
û de part & d'autre il y a plufieurs branches, qui s'étendent à

l'infini, le nombre en doit être impair, puifque le nombre des

interfeRions de chaque appliquée ne peut être pair; donc, fî

on compte de part & d'autre toutes les branches qui s'étendent

à l'infini , leur nombre fera conftamment pair. La même re-

marque a lieu , fi les appliquées rencontrent la courbe en un
nombre pair de points , car alors il n'y aura de part & d'autre

en particulier aucune branche qui s'éloigne à l'infini, ou il y
en aura deux, ou quatre , &c. ; & par confequent le nombre
de toutes les branches infinies fera encore pair. Nous avons

donc déjà acquis la connoifî'ance de quelques propriétés re-

marquables, qui appartiennent aux courbes continues & régu-

lières , & qui peuvent fervir à les difl:inguer des courbes dif-

continues & irrégulières.

CHAPITRE I L

Du changement des Coordonnées.

23. De même qu'au moyen de l'équation entre les coordon-
nées X & y, dont la première repréfente l'abfcifTe, & la fé-

conde l'appliquée , on décrit une courbe déterminée fur un
axe i^ i' , en prenant à volonté un point A pour l'origine des

abfciffes; de même, réciproquement, fi la courbe efl déjà dé-

crite, fa nature pourra être exprimée par une équation entre

Pl.I.Fig.î. les coordonnées. Mais ici, quoique la courbe foit donnée,
deux chofes cependant refient indéterminées, favoir la pofi-

tion de l'axe RS^ & l'origine A des abfcilTes; &, comme on
peut les varier d'une infinité de manières, il s'enfuit qu'on

pourra avoir pour une même ligne courbe une quantité innom-

brable d'équations; c'efl pourquoi on ne peut pas toujours de
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la divetfilé des équations conclure celle des lignes courbes

qu'elles renferment
,
quoique des courbes diflFérentes donnent

toujours des équations diflérentes.

24. Puilqu'en laifant varier l'axe & l'origine des abfciffes,

on multiplie indéfiniment les équations, qui expriment la nature

d'une même courbe, il faut donc qu'elles foient toutes d'une

telle forme
,
qu'une feule une fois donnée puifle faire trouver

toutes les autres; car l'équation donnée entre les coordonnées

fait connoître la courbe même, Si, celle-ci une fois connue,

fi on prend une droite quelconque pour l'axe, &fur cette ligne

un point pour l'origine des abfcifles, l'équation entre les coor-

données perpendiculaires fera déterminée. Nous donnerons

donc dans ce chapitre une méthode , au moyen de laquelle

l'équation d'une courbe étant donnée, on puifi^e trouver pour

un autre axe quelconque, & une autre origine des abfcifies,

une équation entre les coordonnées, laquelle exprinie la nature

de la même courbe : on trouvera de cette manière toutes les

équations, qui peuvent convenir à la même courbe. Se il fera

ainfi plus facile de juger de la diverfité des lignes courbes par

celle des équations.

25. Soit donc donnée une équation quelconque entrer: & pi.l.Fig:/,

f, au moyen de laquelle, après avoir pris une droite i? 5 pour

l'axe, & le point A p'cur l'origine des abfcifi"es, de manière

que X repréfente rabfcifi"e AP, &j l'appliquée PM, on ait

décrit la courbe CB M , dont la nature par confcquent efl

exprimée par cette équation. Confervons d'abord le même
axe RS y èc prenons fur cet axe un autre point D pour l'ori-

gine des abfcifl'es , de forte qu'à préfent au point M de la

courbe réponde l'abfcifl^'e DP, que je fuppofe =;, l'ap-

pliquée MP refi:era la même qu'auparavant S<:=y : cher-

chons une équation entre t èc y propre à exprimer la

nature de la courbe CBM. Soit=/ la diftance AD
, qui

tombe à la gauche du point A du côté des abfcifles négatives,

on aura D P=t z=f-\-x, & par conféquent x=t— f. Si dans

l'équation donnée entre x Si. y on fubftitue par-tout pour x
t—fy on aura une équation entre t Scy, qui rcpréfentcra la

même ligne courbe CBM s Se comme la grandeur A D=f
3Bij
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eft arbitraire, il s'enfuit que nous avons déjà une infinité d'é-

quations, qui repréfentent toutes la même courbe.

26. Si la courbe rencontre quelque part l'axe RS comme
en C, alors en prenant ce point Cpour l'origine des abfcifîes,

on aura une équation, qui, en faifant l'abfciffe CP= o, don-
nera en même temps pour l'appliquéePM une quantité nulle,

pourvu qu'il n'y en ait qu'une qui réponde au point C de
l'axe. Au reile, l'interfeftion C, s'il y en a une ou plusieurs,

fe trouvera, au moyen de l'équation propofée, entre x &:j,
en fuppofant y= o, & en cherchant , d'après cette fuppofi-

îion, la valeur ou les valeurs de xj car, à l'endroit où la courbe

rencontre l'axe, y devient= o, &, réciproquement, en fai-

fant jy=o , on aura toutes les abfciffes, ou les valeurs de x,

où la courbe tombe fur l'axe.

27. On changera donc l'origine des abfciffes , fans chan-

ger l'axe, en augmentant ou en diminuant l'abfciffe x d'une

quantité donnée, c'eft-à-dire , en écrivant t—fk la place de
Xj la quantité/ fera pofitive, fi la nouvelle origine des ab-

fciffes D tombe à la gauche du point -^ , & la quantité /
fera négative, fi le point D tombe à la droite du même
point A.

Pl.I.Fi'a.8, Suppofons maintenant que la courbe LBM ayant été dé-

crite au moyen d'une équation donnée entre A P = x
& PM=y, on prenne un autre axe rs parallèle au premier,

& fur cet axe le point D pour l'origine des abfciffes : que
cet axe tombe du côté des appliquées négatives , & que fa

diffance AF du premier= ^,- & que l'intervalle DF=AG
=f. Si on fait fur ce nouvel axe l'abfciffe DQ^, qui répond

au point M=t, & l'appHquée QM=Uy on aura t=D F
-Jr-F Q==f-hx ,8zu=PM-}~PQ=g-\-y ^ ce qui donne

x= t—/, &_y= z/— g. C'eff pourquoi, fi dans l'équation

donnée entre x Scy on met par-tout /

—

fk la place de x.

Si u— g^ à la place dey , on aura l'équation entre t diu , qui

exprimera la nature de la même ligne courbe.

a8. Puifque les grandeurs/&^font à notre choix, & qu'il

y a pour cette raifon une infinité de manières de les déter-

miner, il y aura infiniment plus d'équations dans ce cas-ci que
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dans le premier, qui toutes, cependant, appartiendront à la

même ligne courbe. Donc, fi deux équations, l'une entre x

& y & l'autre entre t 81 u, diffèrent entre elles de manière

cependant que l'une puiffe fe transformer en l'autre , en aug-

mentant ou en diminuant les coordonnées de l'une des quan-

tités données, les deux équations, quoique différentes, ap-

partiendront néanmoins à la même courbe. On pourra donc

former facilement de cette manière tant d'équations diffé-

rentes qu'on voudra
,
qui toutes feront propres à exprimer la

nature d'une même courbe.

29. Suppofons que le nouvel axe rs foit perpendiculaire au VlA.F.g: ç:

premier RS &i qu'il le coupe à l'origine des abfciffes ^, de

manière que l'origine des abfciffes foit la même pour les deux

axes. Comme on a par rapport à l'axe RS l'équation de la

courbe L M entre l'abfciffe A P= x , & l'ordonnée PM
=y i foit menée du point M de la courbe fur le nouvel axe

rs la perpendiculaire AU Q^, & foit la nouvelle abfciffe A Q
s=^, & la nouvelle appliquée Q7lf=:z/,- à caufe du parallélo-

gramme reftangle A PM Q, on aura t=j &cu= x. Donc,
au moyen de l'équation donnée entre x Se y, on formera l'é-

quation f & « , en mettant u à la place de x, & i^ à la place

dey. Ainfî la première abfciffe x devient l'appliquée QM
i=u. Sa la première appliquée j/ devient l'abfciffe AQ^= t i

il n'y aura donc pour ce nouvel axe aucun autre changement
dansl'équation, finonque les coordonnées x&y font échangées:

c'eft pour cela qu'on appelle ordinairement l'abfciffe & l'ap-

pliquée les coordonnées, étant indifférent laquelle des deux
quantités on prend pour l'abfciffe ou pour l'appliquée ; car

une équation étant donnée entre deux coordonnées x Si.y , il

en réfulte la même courbe, û on prend -v ou y pour repréfen-

ter l'abfciffe*

30. Nous avons fuppofé ici que la portion As du nouvel axe

rs repréfentoit les abfciffes pofitives , & que la droite de l'axe

rs étoit le lieu des appliquées pofitives; comme cela eff arbi-

traire , on pourra les changer à volonté. Par exemple , fi la

portion Ar de l'axe eff deftinée aux abfciffes pofitives , on

aura alors /4 Ç=— 'j ^^^^^ ^^"^ l'équation entre x & jy il
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faudra mettre— t au lieu àe y ; fi on fuppofe enfuîte que la

droite de Taxe rs foit réfervée pour les appliquées négatives,

Q^M deviendra ==— u , & on devra écrire— u au lieu de x.

On comprend par-là que la nature d'une ligne courbe ne
change pas, quoiqu'on faiTe dans fon équation une des coor-

données ou toutes les deux négatives, ce qu'il fera bon de fe

rappeler dans tous les changemens d'équation.

Pl.Il.Fig. 10. 3 1. Suppofons que le nouvel axe /-j coupe le premier i^i" fous

un angle quelconque S As, & que l'interl'eftion foit faite au
point A qui deviendra par-là l'origine commune des abfciffes

peur les deux axes. Soit donnée pour l'axe RSxxne. équation

quelconque pour la courbe L M entre l'abfcifTe AP=x, &
l'appliquée PM=y ; on veut trouver l'équation à la même
courbe pour le nouvel axe rs , ou, en imaginant abaiflée du
point M de la courbe au nouvel axe la perpendiculaier M Q,
une équation entre l'abfcifîe ^Q= r, &: l'appliquée MÇ=r/.
Soit l'angle 5"^j-=^, fonfinus= /n &fon cofînus=/z,- ayant

pris l'unité pour le finus total, de manière que mOT+««=i; Soient

menées du point F les perpendiculaires Pp &i. P q fur les nou-

velles coordonnées ; on aura AP= x, Pp=x. fin. q; Ap
x=^x. cof. q. Enfuite, comme l'angle PMQ=PAQ=q,
on aura, à caufe de PM=y, P1= Q,P=^y • fi'^' 1 i Mq=
y. cof. q. On tirera donc de là AQ^^t=Ap— Qp==x.
cof.q—y' fin. qi & Q^M^=u=^Mq-\- Pp= x . fin. q -^r.

y. cof. q. ^
32. Mais , comme nous avons îdài fin. q= m, cof q=zny

nous aurons t=^nx— my & u= mx ->!- ny ; & par fuite /z r

-ir-mur=n-x -\-m'x=x, Sznu— mt=n^y -+ ^"y=y' On
trouvera donc l'équation cherchée entre t Se u , fi dans l'équa-

tion propofée entre x Si y on écrit par-tout mu-k-nt au lieu

de X, & nu— mt au lieu dej^j pourvu toutefois que la por-

tion A s de l'axe renferme les abfciffes pofitives, & que les

appliquées pofitives tombent du côté de QM. Nous avons

auffi fuppofé ici que l'angle SA s tomboit du côté des appli-

quées négatives ; car fi As tomboit au-defTus de AS, il fau-

jdroit faire dans le calcul l'angle SAs=q négatif, & par cour

(equent fon finus m devroit êîre pris négatlvementv
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Jj. Donnons à prélent au nouvel axe rs une poution quel- Pl.II.Eg. u.

conque , (S: prenons , à volonté , fur cet axe un point D pour

l'orioine des ablcifTes. Soit RS le premier axe pour lequel on a

l'équation entre l'abrciire AP= x & l'appliquée PM=y ,

laquelle exprime la nature de la courbe LAI; il s'agit d'avoir

l'équation entre les autres coordonnées t & u rapportées au

nouvel axe rs. Soit abaiffée de chaque point M de la courbe

fur le nouvel axe rs la perpendiculaire MQi foiffaite l'ab--

{ciffe DQ= t;, & l'appliquée Q^M=u. Pour trouver l'é-

quation cherchée , menons du point D , nouvelle origine des

abfciiTes, la perpendiculaire DG fur le premier axe RS, &fai-

fons AG^=^f, & DG=g i enfuite foit menée par le point-

D parallèlement au premier axe RS Is. ligne D O
,
qui foit

rencontrée en O par le prolongement de la première appliquée

PMi on aura M O =y-i-g 6z DO = GP^x ^-f. Enfin
,

foit l'angle O D Q = i]f dont le lînus= /w , & le cofinus=:

n , le linus total étant toujours= i , de forte que mm-^ nn

34. Soient abaiffées maintenant du point fur le nouvel

axeZ?Q& fur l'appliquéeMQ les perpendiculaires Op & O^j
àcaufe de l'angle OMq=(>nQ,de D 0=x -]-f,&L de

M O =y -^ g 7 on aura Op= Qq= ( ^ -^f ) fin^ q =^
mx -\- mf, & Dp=^ ( X -y-f ) cof. q= tpx-\- nj ; enluite

O q= Q_P==( y -+- g ) fif^- s ^^^y^ "^ g T ^ M q=:
(y-^g)cof. q= ny -\- ng. On conclura de là DQ==i
e= nx -^ nf— my— ^gj & Q_M:==u=mx -\- mf-\- ny
H- ng; on aura ainfi les nouvelles coordonnées t ^u en x &
enjy. On en tirera n t-\-mu-=x -\-

f, & nu-— mt=y-\- g,
à caufe àt mm -\- nn = \ ; on aura donc x= m u-{-nt —f
Se y= nu— mt — g, qui feront les valeurs qu'il faudra fub-

ftituer dans l'équation entre x & y, au lieu de ces quantités,

pour avoir l'équation entre tS>Lu, qui exprimera la nature de la

même courbe.

3^. Puifqu'on ne peut imaginer aucun axe rs
, pourvu qu'il

foit litué dans le même plan que la courbe , qui ne fe trouve

compris dans cette dernière folution , il n'exigera non plus

pour la même courbe ZM^ entre les coordonnées perpendi-
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culaires, aucune équation, qui ne foit renfermée clans celle

qui a été trouvée entre ;&«,-&, comme on peut varier d'une

infinité de manières les quantités/&^, ainfi que l'angle q qui

détermine ;;z & /2, il s'enfuit que toutes les équations, qui font

comprifes dans celle qu'on vient d'obtenir de cette manière

entre ^&i/, expriment la nature de la même courbe. C'eft

pourquoi on a coutume d'appeler cette équation entre t Si. u

l'équation générale de la courbe LAI , parce qu'elle renferme

généralement toutes celles qui appartiennent à la même ligne.

36. Nous avons donné à entendre auparavant qu'il étoit dif-

ficile de juger, par la diverfité de quelques équations entre les

coordonnées, fi elles appartenoient à la même courbe ou à des

courbes différentes : il fe préfente à préfent un moyen de ré-

foudre toutes ces fortes de queftions. En effet, foient propo-

fées deux équations, l'une entre x Szj, & l'autre entre /&;/,-

foient fuppofés dans la première x= mu-\-nt—f, & j=
nu— mt—g, dans laquelle m Si n dépendent mutuellement

l'une de l'autre, de manière que mm-\-nn= 1 ; alors il faudra

voir fi cette nouvelle équation entre t Si u eu. renfermée dans

celle qu'on a déjà ; ou fi les quantités /, g avec m Si n

peuvent être déterminées de manière qu'il en réfulte l'autre

équation entre t Si u. Si cela peut fe faire, ce fera une preuve

que les deux équations expriment la même ligne courbe j finon ,

elles appartiennent à des courbes différentes.

Exemple.
On verra de cette manière que ces deux équations

yy— a .v=:0

&
l6u^— 24tu-\-ç)t- — 55aw-h 10 a t= o ,

appartiennent à la même courbe
,
quoiqu'elles diffèrent beau-

coup entre elles. En effet , fi nous fuppofons dans la première

équation X = m u -+~ nt—f Si y= nu— mt— g^ elle fe

transformera en celle-ci :

îi' ir— xmntu-\-m^ t^— ingu-\- imgt-hgg
=

-^mau— nat -+ af
Pour
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Pour favoir û cette équation contient l'autre, multiplions

celle-ci par nn, & la dernière par 16, afin que les premiers

termes foient les mêmes de part & d'autre, on aura :

\6n^ii^— i/^n^ tu -{- ^n^t^— 55 n' au-\- ton^at=o
&

l6n^ u^ "— }imntu-{- i6m' t''— -^ingu -\-}imgt-[- 16 g^

==0
— 16m au— î6nai-+-i6af

Cherchons à préfent combien il y a de termes à égaler

pour déterminer les quantités arbitraires fy g , m oc «,•

nous aurons d'abord i4n' = }zmn, & ^n'' == i6m' f

chacune de ces équations donne } n= 4m , &, comme
m' =^^ i — /2% on aura aufli 25«- =16, par conféquent

n=—, & /n= -; voilà donc déjà trois termes qui fe con-

viennent. Le quatrième & le cinquième donnent 55«^^!:=
^ing-i-lôma, Scion'a= -^img—~i6na; d'où il faut

favoir fi l'on tirera pour g la même valeur; la première équa-

tion donne ff
= =-5 ^^== <^3 tx la leconde,o 32 2/2 o 8 '

£= —-
1 =-H == a ; les deux valeurs font les^ 10/71 zm 3 3

mêmes, & les cinq premiers termes s'accordent : il ne refte

plus qu'à fatisfaire à l'équation gg-\- af= o , ce qui ne
fouffre aucune difficulté

,
puifque /n'a point encore été déter-

minée; on aura/'=— a. On a donc fait voir que les deux
équations propofées repréfentent la même courbe.

37. Mais, quoiqu'il puilTe arriver que des équations très-

différentes appartiennent à la même courbe , cependant de
la différence des équations on conclut fouvent en fureté celle

des lignes courbes ; c'eft lorfque les équations propofées font

de différens degrés, ou que les plus grandes dimenfions, que
forment les coordonnées x 8>i y ou/&z/, font différentes

dans les deux équations; car, à coup fur, dans ce cas, les

lignes conrbes qu'elles repréfentent, feront auffi différentes.

En effet, de quelque ordre que foit une équation entre xScj,
û on fait x= mu -{- nt—f, on y= nu— mt— g , il eu

EULER, Introducliçn à l'Anal, infin. Tome II. 3 C
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rélultera entre / & r/ une équation du même ordre ; donc , fi

une autre équation proposée entre / & « appartient à un autre

ordre, elle exprimera aufli une autre courbe.

38. Ainfî, toutes les fois que deux équations propofées, l'une

entre x &jk & l'autre entre ^ & «, ne font pas du même ordre,

on en pourra conclure fur-le-champ que les courbes qu'elles ex-

priment font différentes. 11 ne peut donc plus y a von- de doute

que pour les cas où les deux équations font du même ordre; &
alors il faudra s'aider du moyen que nous venons d'expliquer :

mais , comme cette recherche ell aflez pénible , lorfque les

équations font d'un degré plus élevé , nous donnerons dans

la fuite des règles plus expéditives, qui feront juger fur-le-

champ de la variété des courbes.

ri.U.Fl^.is. 39- Ce que nous venons de prefcrire ,pour trouver l'équa-

tion générale, qui appartient à une ligne courbe quelconque,

peut aufli s'appliquer à la ligne droite. Car, foit propofée, au

lieu d'une ligne courbe, la droite ZTkf que nous fuppoferons

parallèle à l'axe RS : dans quelque endroit qu'on place l'o-

no'ine Â des abfciffes, l'appliquée PAI fera toujours d'une

grandeur confiante, ou jy= a : telle eil l'équation de la ligne

droite parallèle à l'axe. Cherchons à préfent l'équation gé-

nérale de la ligne droite, rapportée à un axe quelconque rs^

ayant fait DG= g, le finus de l'angle ODs= m, le coii-

nus:=/z, & ayant appelé l'abfcifle D Q^= t, èi l'appliquée

AlQ=u, à caufe dej=nu— mt— g , on aura m/—mt—g— fl==o, écjuation générale de la ligne droite. Multiplions-

la par la confiante yt , & fuppofons nk=^ci. , mk=— ë &
(g -h a ) k=— /j y nous aurons l'équation au -+- Ct-+-ù=o
pour la ligne droite; comme c'efll'équation générale du pre-

mier ordre entre r & «, il efl clair qu'aucune équation du pre-

mier ordre entre deux coordonnées ne repréfente une ligne

courbe , miais bien une ligne droite.

n.îl.Fig 13. AO. Toutes les fois donc qu'on aura entre les coordonnées

X 8c y une équation de cette forme : ax-héy— a= o, elle

appartiendra à une ligne droite, dont on déterminera ainfî la

pofition à l'égard de l'axe RS. Soit fait d'abordj>'=o, on

trouvera par-là fur l'axe le point C où cette droite le coupe ;
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car AC devient= - ; foit fait enfuite a:= o
, y deviendra

s=-, qui ell la valeur de l'appliquée AB k l'origine des

abfcifles ; & puifqu'on a deux points ^ & C fur la droite de-

mandée, elle fera déterminée , & par conféquent la droite

L N fatisfera à l'équation propofée. Car, foit fuppofée une

abfciffe quelconque AP= x, & l'appliquée corre'fpondante

MP==y, on aura, à caufe de la fimiliiude des triangles

CPM, CAB; CP : PMv.CA : AB , c'eft-à-dire-— .v:y
et ^

, d'où l'on tirera —=-^—• -r- ou axH-é'y= a

qui efl: l'équation propofée.

41. Si a ou ^=0, cette con-ftruftion ne pourra plus avoir

lieu; mais ces cas font très-faciles par eux-mêmes ; car foit

tf^o, Se y= a, il eft clair que la ligne qui fatisfait efl: une
droite parallèle à l'axe, & qui en efl: éloignée d'une quantité

= a; il a= o, ou_y==o, la ligne qui fatisfera fe confondra

avec l'axe. Mais, fi ^=0, & x= a, il eft évident que la

ligne qui fatisfait efl: une droite perpendiculaire à l'axe, qui

eft éloignée de l'origine des abfcifles d'une quantité= a; c'efl:-

à-dire
,
que dans ce cas il ne répond qu'une feule abfcifle à

toutes les appliquées, de forte que l'abfcifl'e cefl'e d'être une
quantité variable. On voit donc clairement, d'après cela, com-
ment les lignes droites peuvent être déflgnées par des équa-

tions entre des coordonnées perpendiculaires.

42. Nous avons fuppofé jufqu'ici que les coordonnées, qui

exprimoient la nature de la courbe, étoient perpendiculaires

entre elles; mais on déterminera femblablement la ligne courbe
'

au moyen d'une équation donnée, fi les appliquées font inclinées

à l'axe fous un angle quelconque; donc , réciproquement , la

nature d'une courbe pourra être exprimée par une équation

entre deux coordonnées obliques; & on peut, fans changer

la courbe, faire varier ces équations d'une infinité de ma-
nières, en variant l'axe & l'origine des abfcifl'es; ainfi on peut

obtenir l'équation générale de la courbe pour chaque obliquité

des coordonnées; mais fi on fuppofe auflique l'obliquité varie,

3C ij
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l'équation de la courbe fera encore beaucoup plus étendue, &
nous l'appellerons pour cette raifon l'équation la plus générale,

parce qu'elle exprime la nature de la courbe , non-feulement

en fuppofant l'équation rapportée à un axe quelconque & à

une origine quelconque des abfcifî'es, mais encore pour toute

efpèce d'obliquité entre les coordonnées. Ainfi cette équation

Ja plus générale de toutes deviendra l'équation générale que

nous avons donnée , fi l'angle que font entre elles les coor-

données eu droit.

r ll.Fig TA. 4v ^0^^ donnée pour la courbe LAI une équation entre les

coordonnées perpendiculaires; & fans changer l'axe RS m
l'origine A des abfciffes , cherchons l'équation entre les

coordonnées, qui font entre elles un angle «p. Du point Af foit

menée à l'axe RS la. droite MQ^ qui faffe l'angle donné

M Q^A , dont le finus= /^ & le colînus= v; AQ^ fera donc

la nouvelle abfcifle , & M(2, la nouvelle appliquée : en fai-

fant A Q= t Ôc Q^M= li , on aura dans le triangle rec-

tangle F MO, ^=^^ & ^= v==-i~^. Donc u=^,

& r := y z/ -f- -r= h -v ,• & réciproquement y = juu Se

X = t — vu. Conféquemment , fl dans l'équation propofée

entre x Si y on fuppofe x==t— vu 6c y= ju u , on aura

l'équation entre les coordonnées obliques i& z/ ^ qui font

entre elles un angle donné <p.

44. Mais, fi l'équation de la courbe LM eu donnée entre

les coordonnées obliques ^Q & QM, on en pourra conclure

réciproquement l'équation de la même courbe entre les coor-

données perpendiculaires ^P & P M. Car, foit (p l'angle

que les appliquées M Q font avec les abfcifTes AQ, dont le

fînus =^ & le colînus = y, & foit donnée l'équation entre

AQ= t Si QM=u ; il faudra mener du- point M fur l'axe

la perpendiculaire MP, & ayant fait l'abfciffe AP= x Se

l'appliquée MP=y ^ comme u =- Sz t=— -+- x, en

fubftituant ces valeurs dans l'équation propofée entre t Se u ,

•on obtiendra l'équation entre x Se y , que l'on cherchoit.
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45. Etant donnée maintenant une équation entre les coor- Pl.II.Fig. ij;

données perpendiculaires AP=x & PM=j/, relativement

à une courbe LM^ on pourra trouver de cette manière l'équa-

tion la plus générale, qui convient à cette même courbe. 'Soit

prife une droite quelconque rs pour l'axe, & fur cette ligne

un point D pour l'origine des abl'cifîes; que les appliquéesMT
menées à cet axe failent un angle D TM= <p , dont le finus

=,a, & le cofinus^f,- on aura donc une nouvelle abfciffe

DT 8si une nouvelle appliquée TM, entre telquelles il s'agit

de trouver l'équation. Du point D loit menée lur le premier

axe RS \a. perpendiculaire D G , 8:. foit y4 G=f, DG= g;
ayant mené D O parallèlement à l'axe RS , foit le fmus de

l'angle OD s= m, & le cofînus.= n. Abaiflbns , comme
nous l'avons fait auparavant , du point M fur le nouvel axe

rs la perpendiculaire MQ^, & fuppofons 2? Q=f , QM= u i foient les coordonnées obliques DT=r, TM= s ,

on aura d'abord /==/— v s Se u= ii/.s (art. 4} ),• enfuite x
= mu -\-nt—f. Si y= nu— mt^— g ( art. 36 ). On con-

clura de- là x= nr— ( nv
— m^) s—/ & jy =— mr -\-

( fji.n-\-vm ) s— gi équations dans lefquelles la quantité /2 1»

'— m [A, exprime le colinus de l'angle A VM , que les nou-

velles appliquées font avec le premier axe ^^S" ^ & la quan-

tité ixn-^vm exprime le fmus du même angle A VM. Donc,
/î dans l'équation entre x&j/ on fublHtue les valeurs qu'on a

trouvées pour x ^ y , on aura l'équation entre les coordon-

nées obliques / & j, qui fera l'équation la plus générale, qui

appartienne à la courbe L M.
46. Comme dans les valeurs qu'on fubftitue pour x & pour

y, les nouvelles variables r &: s n'ont qu'une dimenfion, il eil

évident que l'équation la plus générale efl: du même ordre que
l'équation propofée entre x Si y. Ainfii, de quelque manière
qu'on transforme l'équation d'une courbe, en changeant,
comme on voudra, l'axe & l'origine des abfciffes^avec l'incli-

naifon mutuelle des coordonnées, l'équation refiera toujours

du même ordre. Donc, quoiqu'une équation entre les coor-

données, foit perpendiculaires , foit obliques, puifl'e varier

d'une infinité de manières, fans ceffer d'appartenir à la même
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courbe; cependant on ne pourra jamais la ramener à un de-

gré fupérieur ou inférieur. C'eil pour cela que des équations

d'un ordre différent
,
quelque affinité qu'elles paroiffent avoir

d'ailleurs, repréiénteront toujours des courbes différentes.

CHAPITRE I I L

De la Divifion des Lignes courbes algébriques en Ordres,

47. Comme il y a une variété infinie de lignes courbes

ainii que de tonftions , il fera impoffible d'en acquérir la con-

noiffance , à moins qu'on ne fafîe de cette multitude infinie

des claffes bien diftinftes , & qu'on n'aide &: dirige
, par ce

moyen, l'efprit dans leur examen. Nous avons déjà divifé les

courbes en algébriques & en tranfceiidantes ; mais ces deux di-

vifions , à caufe de la variété infinie des courbes , ont befoin

d'une fubdivifion ultérieure. Au reffe, nous ne confidérons

pour le préfent que les courbes algébriques , qu'il s'agit ici de

claffer de la manière la plus avantageufe. Il faut donc d'a-

bord fixer les caraftères qui les diftinguent, afin de rapporter

à la même claffe celles qui préfentent le même caraftère,

& à une autre celles qui en préfentent un différent.

48. Les caraftères diftinftifs de ces différentes clafl"es ne
peuvent donc fe tirer d'ailleurs que des fondions ou équa-

tions qui repréfentent la nature des lignes courbes , parce

qu'il n'y a pas encore d'autre moyen d'arriver à la connoif-

fance des courbes , & qu'aucun autre connu ne peut s'appli-

buer à toutes les courbes algébriques. Or, on peut diftribuer

de plufieurs manières, en difterens genres, les fonftions & les

équations entre deux coordonnées, comme nous l'avons fait

dans le premier livre. Le point de vue qui fe préfente d'a-

bord, & qui paroît le plus favorable pour la di\'ifion des

lignes courbes en différentes claffes, eff: de confidérer les

fondions fous le rapport de leur multiformité. Il s'enfuivroit
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de-là que les lignes courbes, qui naiffent des fondions uni-

formes , feroient rapportées au premier genre
;
que celles

qui proviennent des tonftions bitormes , ieroient du fécond

genre , & que celles qui réfultent des fondions triformes
,

appartiendroient au troifième genre ; ainiï de fuite.

49. Quoique cette divifion paroifTe naturelle , cependant,

fi on y fait un peu plus d'attention , elle ne fe trouvera nul-

lement conforme à la nature & au caraftère des lignes courbes.

Car la multiformité des fonélions dépend principalement de

la pofîtion de l'axe , laquelle eft arbitraire ; de forte que fi

pour un axe l'appliquée eft une fonftion uniforme de l'ab-

fciffe , elle peut en devenir, en changeant l'axe, une fonc-

tion multiforme ; de cette manière une même ligne courbe fe

trouveroit appartenir à différens genres, ce qui ne rempliroit

pas notre but. Par exemple, la ligne courbe renfermée dans

l'équation a^y= a'x- — x+ appartiendroit au premier genre,

parce que l'appliquée j)' eft une fonftion uniforme de x ^ mais
en échangeant les coordonnées , ou en prenant un axe per-

pendiculaire au premier , la même courbe fera repréfentée

par l'équation y^— ay^ -4- a^'x == o , & appartiendroit par

conféquent au quatrième genre. On ne peut donc admettre

la multiformité des fondions pour établir un caraftère diilinc-

tif entre les différentes claffes de lignes courbes.

50. La fimplicité que les équations, qui expriment la nature

des lignes courbes, peuvent préfenter, eu égard au nombre de
leurs termes, n'eft pas plus propre à fixer leur diilinftion. En
effet , fi on rapporte au premier genre les courbes dont l'é-

quation eff compofée de deux termes, comme j'"'= «a:"; au
fécond, celles dont l'équation renferme trois termes, comme
ay"' -h ëyfx^ -+- yx''= o ; & ainfi de fuite : il eff clair que la

même ligne appartiendroit encore à plufieurs genres. Car
l'exemple donné art. 36 nous apprendroit que la ligne courbe,

qui eff repréfentée par l'équation yy— ax= o, devroit être

rapportée à la fois au premier genre & au quatrième, puifqu'en

changeant l'axe, elle effauffi exprimée par cette équation :

i6uîi— 24tu-\-<^tt— 55a ?^ -4- 10 at= o.

Elle devroit aufîi, en choififfant un autre axe &une autre ori-
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gine des abfcilTes , appartenir en même temps au fécond
genre, au troifième & au cinquième : cette divifion n'eil donc
pas admiffible.

51. Nous éviterons ces inconvéniens, en prenant, pour claf-

ferles courbes, les ordres des équations qui expriment la rela-

tion entre les coordonnées. Car, pour une même courbe,
l'équation reilant toujours du même ordre , de quelque manière
qu'on varie l'axe & l'origine des abfciffes & même l'inclinai-

fon des coordonnées, une même ligne courbe ne fera plus rap-

portée à différentes claffes. Si on prend donc pour caraftère

diftinftii: le nombre des dimenfions que les coordonnées per-

pendiculaires ou obliques forment dans l'équation, on ne trou-

blera plus l'ordre des clafîes , en changeant l'axe ou l'origine

des abfciffes , ou en faifant varier l'inclinaifon des coordon-

nées ; & la même courbe fera toujours rangée dans la même
claffe, foit qu'on prenne chaque équation particulière entre les

coordonnées, foit qu'on prenne l'équation générale, ou même
la plus générale. Ainfi le caraftére diftinftif tiré du degré des

équations convient parfaitement à la diftinftion des lignes

courbes.

52. Comme nous avons appelé ordres les divers genres

d'équations que conftitue le nombre plus ou moins grand de
dimenfions, nous diftinguerons par le même nom les difterens

genres de lignes qui e^n réfultent. Conféquemment, l'équation

générale du premier ordre étant

0=a.-\-Qx -\-yy ,

nous rapporterons au premier ordre toutes les lignes courbes

qui, en prenant x &C y pour coordonnées perpendiculaires ou

obliques ,
proviennent de cette équation. Mais nous avons

vu ci-deffus que cette équation renfermoit feulement la ligne

droite; donc le premier ordre comprend la feule ligne droite,

qui eff la plus fimple de toutes les lignes ; & comme par cette

raifon le nom de courbe ne convient pas au premier ordre ,

nous ne diftinguerons point les différens ordres par le nom
de lignes courbes , mais fimplement par le terme générique de

lignes ; ainfî le premier ordre des lignes ne renferme aucune

jcourbe , & comprend uniquement la ligne droite.

53. Au
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53. Au refle, il eft indifférent que les coordonnées Ibient

perpendiculaires ou non ; car, fi les appliquées font avec

l'axe un angle <p, dont le finus foit //, & le cofinus v, on ra-

mènera l'équation aux coordonnées perpendiculaires , en fai-

{ant y= -. Se X = h /(art. 44); ce qui donne pour

l'équation entre les perpendiculaires t Se u

o = a. -^Ct-\- (— -h ^) u.

Comme elle s'applique à autant de cas que la première , cat

l'une & l'autre eft générale , il s'enfuit évidemment que la

fignification de l'équation ne fe trouve pas reilrein te, quoique
l'angle que les appliquées font avec l'axe, foit fuppofé droit.

Il en fera de même des équations des ordres fupérieurs
, qui

n'en feront pas moins générales, quoique les coordonnées
foient perpendiculaires. Ainfi

,
puifque la détermination de

l'inclinaifon des appliquées fur l'axe ne fait rien perdre de fa

généralité à une équation générale d'un ordre quelconque,
nous ne mettrons aucune reftriflion à ce qu'elle fignifie, en
fuppofant les coordonnées perpendiculaires; car, quelle que
foit la ligne courbe comprife dans une équation générale d'un

ordre quelconque , lorfque les coordonnées font entre elles

des angles obliques , la même ligne fera renfermée dans la

même équation, fi elles font des angles droits.

54. Toutes les lignes du fécond ordre feront comprifes dans
cette équation générale du fécond ordre

0=a.-i!-èx-\ryy -\- Sx^ -+ ^ xy-{-l^y'- ;

c*=eft-à-dire que nous rangerons parmi les lignes du fé-

cond ordre , toutes les lignes courbes que cette équation
exprime, x Se y défignant les coordonnées perpendiculaires.

Ces lignes courbes font donc les plus fimples de toutes
,
puif-

qu'il n'y a point de lignes courbes dans le premier ordre ; c'eft

pour cette raifon que quelques-uns les appellent les lignes

courbes du premier ordre. Mais les courbes renfermées dans
cette équation font plus connues fous le nom de Serions coni-

ques , parce qu'elles réfultent toutes de la feftion d'un cône.
Ces différentes efpèces de lignes font le Cercle, l'EUipfe, la

EULER, latroduclion à l'Anal, injin. Tonje II. j D
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Parabole & l'Hyperbole

,
que nous déduirons dans la fuite

de l'équation générale.

55. On rapporte aux lignes du troifième ordre toutes les

courbes que peut donner l'équation générale fuivante du troi-

fième ordre :

X & y étant pris pour les coordonnées perpendiculaires, puis-

que la condition de l'obliquité des appliquées ne change rien

à l'expreffion de cette équation , comme nous l'avons déjà re-

marqué. Il y a dans cette équation beaucoup plus de lettres

confiantes que dans la précédente , & qu'on peut déterminer

à volonté ; aulll le nombre des efpèces diiTérentes comprifes

dans cet ordre eft-il beaucoup plus confidérable. NEWTON
en a fait l'énumération.

56. On regarde comme appartenant au quatrième ordre

toutes les lignes courbes, que fournit l'équation générale du

quatrième ordre :

0=a-H ëx-{-yy-hJ'x--{-ixy -{-^y--\- ti x'^-^Qxy-htxy"

-i- jtj' -+- Ax* + f^x^y -+- vxy H- Hxy'' -+- oy*,

en prenant toujours x Si y pour les coordonnées perpendicu-

laires; car, encore une fois, l'obliquité des appliquées n'ajoute

rien à la généralité de l'équation. Il y a dans cette dernière

équation quinze quantités confiantes, qu'on peut déterminer à

volonté ; ce qui donne une variété d'efpèces encore beaucoup

plus confidérable pour cet ordre que pour le précédent. On
appelle ordinairement ces lignes du quatrième ordre les

courbes du troifième ordre
,
parce que le fécond ordre des

lignes en général ne forme que le premier ordre des courbes;

& que pareillement les lignes du troifième ordre fe confon-

dent avec les courbes du fécond.

57. On comprend déjà par ce qui précède quelles font les

lignes courbes qui appartiennent au cinquième ordre , au

fixième , au feptième & aux fuivans ; mais comme il faut

ajouter à l'équation générale du quatrième ordfe, les termes

a:%- x^i xy'; xyy xy^iy'^i

pour avoir l'équation générale qui renferme toutes les lignes

du cinquième ordre; cette dernière fera compofée de vingt &
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un termes : & l'équation générale qui comprend toutes les

liornes courbes du (îxième ordre, aura vingt-huit termes , Se

ainfi des autres fuivant la loi des nombres triangulaires. Ainfi

l'équation générale pour les lignes de l'ordre n contiendra

-
'^ ("^ + ^^

termes , & autant de lettres confiantes
, qu'on

peut déterminer à volonté.

58. Il ne faut pas croire que chaque détermination diffé-

rente des conrtantes produife des courbes différentes; car

nous avons vu dans le chapitre précédent qu'on pouvoit avoir

pour une même ligne courbe, en changeant l'axe &: l'origine

des ablciffes, une infinité d'équations différentes; ainfi la

diverfité des équations qui appartiennent au même ordre, ne
mène point à la diverfité des courbes indiquées par ces équa-
tions. C'efl: pourquoi dans l'énumération des genres & des
efpèces du même ordre

,
que l'on déduit de l'équation géné-

rale , il faut bien prendre garde de rapporter la même ligne

courbe à deux efpèces , ou à un plus grand nombre.

59. Puifque l'ordre de l'équation propofée entre les coor-
données fait connoître celui de la ligne courbe ; étant donnée
une équation algébrique quelconque entre les coordonnées x
&^, on faura tout de fuite à quel ordre il faudra rapporter

la courbe repréfentée par cette équation. D'abord, fi l'équa-

tion eft irrationnelle , il faudra la délivrer de fon irrationna-

lité, &, s'il y a des fraftions, il faudra de même les faire

difparoître ; cela fait, le nombre le plus grand des dimenfions
que forment les variables x &j, indiquera l'ordre auquel
appartient la Hgne courbe. Ainfi la courbe que donne cette
équation yy — a x= o , fera du fécond ordre ; mais la

courbe renfermée dans cette équation j'jy'== Ary^a'— x^J,
laquelle, débarraffée de fon irrationnahté , devient du qua-
trième ordre , fera du quatrième ordre; & la ligne courbe que

fournit cette équation y= "
~'""'

. fgf^ <Jq troifième ordre»
^- "^ aa-\- XX '

parce que l'équation , après qu'on a fait difparoître les frac-

tions, devient aay-+-xxy= a'^ — a x x, oùie terme xy
renferme trois dimenfions.

3Dii
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60. Il ei\ poflible qu'une feule & même équation donne

plufîeurs lignes courbes différentes, fuivant que les appliquées

tombent fut l'axe ou perpendiculairement , ou Ibus une obli-

quité donnée. Par exemple, cette éqnditïon yj= a x— xx
donne un Cercle , lorfque les coordonnées l'ont fuppofées

perpendiculaires ; mais , fi les coordonnées font obliques , la

courbe fera une EUypfe. Cependant toutes ces courbes diffé-

rentes appartiennent au même ordre
, parce que le change-

ment des coordonnées obliques en coordonnées perpendicu-

laires n'influe pas fur l'ordre de la courbe. Ainfi
, quoique la

grandeur de l'angle que forment les appliquées avec l'axe,

n'ajoute ou n'ôte rien à la généralité de l'équation
, qui

exprime les lignes courbes de chaque ordre , cependant
une équation particulière étant donnée , la courbe qu'elle

renferme ne fera déterminée qu'autant que l'angle que font

entre elles les coordonnées le fera auffi.

61. Pour qu'une ligne courbe fe rapporte proprement à

l'ordre indiqué par l'équation , il faut que cette équation ne
puiffe fe décompofer en fafteurs rationnels; car, û elle étoit

compofée de deux ou de plufîeurs fafteurs , alors elle com-
prendroit deux ou plufieurs équations, dont chacune engen-
dreroit une ligne courbe particulière , & la réunion de ces

courbes feroit tout ce que l'équation propofée pourroit re-

préfenter. Ces fortes d'équations qui font décompofables en
faéleurs , ne renferment donc pas une feule courbe continue,

mais plufieurs à la fois, dont chacune peut être exprimée par

une équation particulière; ces courbes n'ont pas d'autre con-
nexion entre elles, que celle qui réfulte de la multiplication

de leurs équations les unes par les autres; &, comme cette

connexion efl: entièrement dépendante de notre volonté, de
telles courbes ne peuvent pas être cenfées former une feule

iigne continue. Ces équations que nous avons auparavant ap-

pelées complexes, produiront des lignes courbes non conti-

nues, mais compofées cependant de courbes continues; c'eft

la raifon qui les a fait appeler complexes.

6i. Ainfi cette équation j''= ay -h xy— ax qui paroît

appartenir à une ligne du fécond ordre , fi on la réduit à zéro,
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en faifant rjy'— ay— xy -f- ax= o, fera compofce de ces

fafteurs (y
—x) (y— ^ J= o : elle renferme donc ces deux

équations y — x^=^o & y— a=o. L'une & l'autre appar-

tient à la ligne droite; la première forme avec l'axe à l'ori-

gine àzs abfcilTes un angle égal à la moitié d'un angle droit,

& la féconde efl parallèle à l'axe &menée aune dillance=:a.

Ces deux lignes confîdérées enfemble font comprifes dans

l'équation propoféej'jy'= c_y-i-,rj)'—-ax. On doit femblable-

menî regarder comme complexe cette équation jyt— xy' —

•

a^x''— ay^'' ->r-axxy-\-a'xy^=o\ & par conféquent elle ne
repréfente point une ligne continue du quatrième ordre ; car

les fafteurs étant (y — x) (y
— a) (yy— ax ) , elle ren-

fermera trois lignes diftin^fes , favoir deux droites & une
courbe comprife dans l'équation y^— ax= c.

63. On peut donc former à volonté des lignes complexes
quelconques, qui renferment deux ou plufîeurs droites ou
courbes décrites, comme on voudra. Car, fi la nature de
chaque ligne eu. exprimée par une équation rapportée au
même axe & à la même origine des abfcifles, & qu'après avoir

réduit chacune des équations à zéro, on les multiplie l'une

par l'autre , il en réfultera une équation complexe qui con-
tiendra à la fois toutes les lignes fuppofées. Par exemple, fi du pi

jj p;, j^
centre C, & avec un rayon CA= a, on décrit un cercle , &
qu'en outre on mène par le centre C une droite LN , on
pourra pour un axe quelconque trouver une équation qui
renferme en même temps le cercle & la ligne droite, comme
fi ces deux lignes n'en formoient qu'une.

64. Soit pris pour l'axe le diamètre A B, qui forme avec la

droite LN \xn angle égal à la moitié d'un angle droit; ayant
placé l'origine des abfciffes en>^ , fait l'abfciffe A P= x ^& l'appliquée PM=y -, on aura pour la ligne droite P

M

=CP=a— x:&:, parce que le pointM de la droite tombe
du côté des appliquées négatives, on aura j=— a -h at, ou y
.— x-{- a= o; or, pour le cercle on a PM~ =AP. PB,
& BP= xa— x , ce qui donne y^= iax — Ar% ou jy"" -h
-4-^'

—

zax= o. Multiplions à préfent ces deux équations
l'une par l'autre , nous obtiendrons l'équation complexe du
troifième ordre :
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y'—y'^x -\-yx'—x^-\-ayy— 2 axy -^ 3 axx— la^'x^o y

qui repréfentera à la fois le cercle & la ligne droite. Ainfi

on trouvera qu'à l'abfciiTe y^P= :)ir répondent trois appli-

quées, deux pour le cercle & une pour la ligne droite. Soit,

par exemple, xr= — a, l'équation deviendra jy' H ay"^

.— Ifl'v ^a'=o; d'où l'on tire d'abord y-\—a=o, & en
4 •/ 8

^' 2
'

divifant par cette racine, j^'' a^=o, ce qui donne les

trois valeurs de y.

m. y^^^-ay/~l.

On voit donc que le tout eft repréfenté par une équation,

comme fi le cercle ne formoit avec la droite LN qu'une

courbe continue.

65. Cette différence entre les courbes incomplexes 8c com-
plexes une fois bien établie , il eft clair que les lignes du fé-

cond ordre font ou des courbes continues, ou des lignes com-
plexes formées de deux lignes droites ; car fi l'équation gé-

nérale a des fafteurs, ils feront du premier ordre & défigne-

ront par conféquent des lignes droites. Les lignes du troifième

ordre feront ou incomplexes , ou complexes formées d'une

droite & d'une ligne du fécond ordre, ou formées de trois

lignes droites. De même les lignes du quatrième ordre feront

continues, ou incomplexes , ou bien complexes renfermant

une ligne droite & une ligne du troifième ordre, ou deux lignes

du fécond ordre , ou enfin quatre lignes droites. Les lignes

complexes du cinquième ordre & des ordres fupérieurs feront

fufceptibles d'une combinaifon analogue & d'une femblable

énumération. 11 fuit de-là qu'un ordre quelconque de lignes

renferme à la fois toutes les lignes des ordres inférieurs, c'eft-

à-dire
,

qu'elle peut contenir une ligne complexe des ordres

inférieurs avec une ou plufieurs lignes droites , ou avec des
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lignes du fécond ordre , du troifième ou des fuivans , de

manière que , ii on fait une fomme des nombres de chaque

ordre, auquel appartiennent les lignes fimples, il en réfulte

le nombre qui indique l'ordre de la ligne complexe.

CHAPITRE IV.

Des principales Propriétés de chaque Ordre de

Lignes.

66. Parmi les principales propriétés des lignes de chaque
ordre, celle qui frappe d'abord eu leur rencontre avec la

ligne droite, ou le nombre d'interfeâlions que ces lignes peu-
vent faire avec elle. Comme la ligne du premier ordre , cîi

.une droite ne peut être coupée par une autre droite que dans

un feul point, & que les lignes courbes peuvent l'être en

plufieurs, on a donc raifon de chercher en combien de points

une courbe d'un ordre quelconque peut être rencontrée par

une droite menée comme on voudra; car la folution de cette

queflion fervira à faire mieux connoître la nature des lignes

courbes des différens ordres. On trouvera qu'une ligne du
fécond ordre ne peut être coupée par une ligne droite en plus

de deux points ; une ligne du troifième ordre en plus de trois

points , & ainfî de fuite.

67. Nous avons déjà parlé de la manière dont on peut trou-

ver en combien de points l'axe d'une courbe quelconque eft

coupé par cette courbe. Étant donnée une équation entre

l'abfciffe x & l'appliquée j,- comme à l'endroit où la courbe
tombe fur l'axe, l'appliquéej devient= 0, on fera donc l'é-

quation ^^=0, & l'équation réfultante qui renfermera feule-

ment X, donnera les valeurs de x^ & par conféquent les points

de l'axe où la courbe le coupera. Ain{i,,dans l'équation au pi.n.Flg.iÊ,

cercle que nous, avons trouvée ci-deffus
, yy= 2ax— xx

^

û nous fuppofons jy= , l'équation deviendra = zax—
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XX , ce qui donne pour x deux valeurs,- x= o & x= la

i

qui indiquent que l'axe RS rencontre le cercle d'abord à l'o-

rigine A des abfciires, & enfuite au point B , AB étant=
2a. De même dans les autres courbes, enfaifant dans l'équa-

tion jy= o ; les racines de x indiqueront les interférions de
la courbe avec l'axe.

68. Comme dans l'équation générale d'une courbe une
droite quelconque fait la fonftion d'un axe , en fuppofant dans

cette équation l'appliquée j= o , celle qui reliera fera voir

en combien de points la courbe eft rencontrée par une droite

quelconque. Or, on aura une équation qui ne contiendra plus

que l'abfciffe x comme inconnue , & dont les racines feront

connoître les interférions de la courbe avec l'axe. Le nombre
des interférions dépendra donc de la plus grande puiflance de
X dans l'équation , & par conféquent il ne pourra être plus

grand que l'expofant de cette plus grande puiflance. Il y aura,

au refte , autant d'interfeftions que l'expofant de la plus grande

puifl^ance de x contient d'unités, fi toutes les racines de l'équa-

tion font réelles; mais, s'il y a quelques racines imaginaires,

le nombre des interférions en fera diminué d'autant.

69. Comme nous avons donné pour chaque ordre de lignes

l'équation la plus générale , nous en pourrons conclure , de la

manière que nous venons d'expofer, en combien de points une
droite quelconque peut couper les lignes de chaque ordre.

Prenons donc l'équation générale qui convient aux lignes du
premier ordre , ou à la ligne droite , o= a.-^ Ç,x -\-yy ; en

f3ifant^= o, on a o= a -h Ç>x, équation qui ne peut avoir

plus d'une racine ; d'où il fuit qu'une ligne droite ne peut

être coupée qu'en un point par une autre ligne droite; mais,

fi on fuppofe €=0, l'équation o= a eft impolîible &fait voir

que dans ce cas l'axe n'eft rencontré nulle part par la ligne

droite; en q^qi ces deux droites feront parallèles entre elles^

comme l'apprend l'équation o-=ai.-\-yy y que donne la fup-

pofition de ê=o.
70. Si dans l'équation générale pour les lignes du fécond

ordre :

= « -h ^:)c -t- >jy -t- ^xx -h ixy-^-iyy,
nous
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flous failbns ^^= 0^ nous aurons l'équation:

o= a -f- ê.r -h ê X- f

qui renferme deux racines réelles, ou qui n'en renferme ai>

cune, ou bien qui en renferme une feule , fi cr=o. Ainli une

ligne du fécond ordre fera coupée par une droite ou dans

deux points , ou dans un l'eul , ou ne le fera nulle part. Ces
cas peuvent être renfermés dans un ieul, en difant qu'une ligne

duiecond ordre ne peut être coupée par une ligne-droite en

plus de deux points.

71. Si dans l'équation générale pour les lignes du troifième

ordre, nous fuppofons jy= o, nous aurons l'équation:

= aH- Cx-h"} x' -h Sx'' ;

qui, ne pouvant avoir plus de trois racines, fait voir clairement

que les lignes du troifième ordre ne peuvent être coupées par

une droite en plus de trois points. Mais il peut arriver que !a

lignedu troifième ordrefoit rencontrée par une droite eii un plus

petit nombre de points; favoir en deux, il S=Oy & fi en

même temps les deux racines de l'équation o=a.-\-&x-k-yxx
font réelles ; ou en un feul point , fi deux racines de l'équa-

tion font imaginaires , ou fi on a à la fois cT= o & ^ = o
;

ou enfin, qu'elle ne le foit nulle part, fi cr=o , & que les

autres racines de l'équation foient imaginaires; ce qui arrivera

^ufïi, (\ C, yy Qi S s'évanouiffent, & que a ne foit pas une
quantité égale à zéro.

72. On conclura d'une manière femblable, que les lignes

du quatrièm-e ordre ne peuvent être coupées par une droite en
plus de quatre points, & cette propriété s'étendra également
à tous les autres ordres, de manière que les lignes de l'ordre

n ne pourront être coupées par une ligne droite en plus de h
points. Il ne s'enfuit pas de-là qu'une ligne droite quelconque
coupe en n points toute ligne de l'ordre n ; il peut arriver

que le nombre des interférions foit moindre, & même nul,

ainfi que nous l'avons obfervé pour les lignes du fécond & du
troifième ordre. Ainfi tout le fens de la propofition confifle

en ce que le nombre des interférions ne peut jamais être

plus grand que l'expofant de l'ordre , auquel la ligne courbe
eft rapportée.

EuLER, Introducîion à l'Anal. Infin, Tome II. 3E
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7}. Le nombre des interférions qu'une ligne droite quel-

conque fait avec une ligne donnée, ne pourra donc déterminer

l'ordre auquel une ligne courbe appartient. Car, û le nombre des

interférions= /z, il ne s'enfuit pas que la courbe appartienne

à l'ordre «,• mais elle peut être rapportée aufli à quelque

ordre fupérieur : il peut fe faire même que la courbe ne foit

pas algébrique, mais tranfcendante. Ce cas excepté, on peut

toujours affirmer en toute fureté qu'une ligne courbe, qui eft

coupée par une droite en n points, ne peut appartenir à aucun

ordre inférieur de lignes. Ainfi, lorfqu'une droite coupe dans

quatre points une courbe propofée, il efl: certain qu'elle n'ap-

partient ni au fécond, ni au troifième ordre; mais doit-elle

être rapportée au quatrième ordre, ou à un ordre fupérieur,

ou bien eft-elle tranfcendante ? C'eft ce qu'on ne peut dé-

cider.

74. Les équations générales
,
que nous avons données pour

les lignes de chaque ordre , contiennent plufîeurs quantités

confiantes arbitraires ,
qui détermineront entièrement la ligne

courbe , fi on leur donne des valeurs déterminées; & elles fe-

ront décrites fur un axe donné , de manière que toutes les au-

tres courbes, qui étoient renfermées dans la même équation

générale, fe trouvent par-là exclues. Ainfi, quoique l'équa-

tion du premier ordre o= ct-+-ëx-\~yy ne convienne

qu'à la ligne droite, on peut varier à fon égard, d'une infi-

nité de manières, la pofition de l'axe, fuivant la diverfité in-

finie des valeurs qu'on peut donner aux conftantes a, €, y.

Mais, dès qu'une fois ces quantités confiantes ont une valeur

déterminée, la pofition de la ligne droite efl fixée; & il n'y

en a plus aucune autre qui puifTe fatisfaire à l'équation.

75. Cette équation o^=cc,-h€x-\-yy pourroit paroître

fufceptible de trois déterminations, à caufe des trois conf-

iantes arbitraires a, ê 8z y. Mais on fait par la nature des

équations, que pour qu'elle foit déterminée, il fufHt de con-

noître le rapport entre ces confiantes, c'efl-à-dire le rapport de

deux d'entre elles à la troifième ; ainfi cette équation fera feule-

ment fufceptible de deux déterminations. En efïet, fi on déter-

pune ^ & 7- par la lettre a, de manipre que ^=— «, & y= i et.
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l'équation o= a— ax-h 2, «y, à caufe que a. fort par la di-

vifîon, fera entièrement déterminée. Par une railbn femblable,

l'équation générale des lignes du fécond ordre, qui contient

fix confiantes arbitraires , ell fufceptible feulement de cinq dé-

terminations; l'équation générale des lignes du troifième ordre

feulement de neuf; &, généralement, l'équation générale pour

IesiiQ;nesdel ordre?: admettra 1 determmations,

76. En déterminant ces conftant~es arbitraires, on peut
affujettir la ligne courbe à pafler par un point donné , ce qui
donnera déjà une détermination. Car, foit propofée l'équa-

tion générale d'un ordre quelconque de lignes, c[u'il s'agiiTe

de déterminer en faifant paffer la ligne courbe par le point t« n r-

J}. Ayant pris a volonté un axe & lur cette ligne un point A
pour l'origine des abfciflcs, foit abaiffée du point B fur l'axe

la perpendiculaire B 6 , il eft évident que fi la courbe paffe

par le point ^, en prenant l'intervalle ^h pour ,r, la per-
pendiculaire Bù donne la valeur de l'appliquée y. C'efl pour-
quoi, fî dans l'équation générale propofée on fubftitue ^^
au lieu de x 8z B l> an lieu àej, il en réfultera une équation
qui pourra déterminer une des confiantes a. , ê, 7 , cT^ «^ &c. ;

cela fait, toutes les courbes qui font comprifes dans l'équa-

tion générale déterminée de cette manière
,

pafléront par le

point donné B,

77. Si la ligne courbe doit pafTer, en outre, par le point
C, ayant abaiffé de ce point une perpendiculaire Ce à l'axe,

& fait dans Téquation x^:= Ac 8zj=Cc , la nouvelle équa-
tion qui en proviendra , déterminera pareillement une des
quantités confiantes «, ë, y, J", &c. On conçoit de même
que , û on aflîgne trois points B, C, D, par où la ligne courbe
doive pafler, cette condition déterminera trois confiantes, -

& qu'avec quatre points B, C^D,E, quatre confiantes fe

trouvent déterminées. Donc , fî on propofé autant de points ,

par où la courbe doive pafler, qu'il y a de déterminations

dont l'équation générale foit fufceptible, la ligne courbe
fera entièrement déterminée, & elle fera par conféquent k
feule qui puiffe pafl"er par tous les points propofés.

3Eij
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78. Puil'quc l'équation générale pour les ligiies du prcmiet

ordre, ou pour la ligne droite, n'eil: fufceptible que de deux
déterminations ; fi on propofe deux points par où la ligne

du premier ordre ou une droite foit aflujettie à pafler, cette

ligne eft entièrement déterminée, & par deux points on ne
pourra pas mener plus d'une ligne droite; ce qui, à la vérité,

eH connu par les élémens. Mais fi on ne donnoit qu'un point,

alors, comme l'équation ne feroit pas déterminée , on pourroit

mener encore une infinité de lignes droites par ce même
point,

79. Uéquation générale pour les lignes du fécond ordre

admet cinq déterminations
;
par conféquent , fi on propofe

cinq points par lefquels une ligne courbe doive pafi'er , la.

ligne du fécond ordre eft entièrement déterminée. C'eft pour-

quoi on ne peut faire paffer qu'une feule ligne du fécond ordre

par cinq points donnés; mais, fi on propofe feulement quatre

points ou un moindre nombre, comme l'équation n'eft pas

alors déterminée, il y aura une infinité de lignes toutes du
fécond ordre qu on pourra faire pafler par ces points. S'il arri-

voit que de ces cinq points trois fuflent en ligne droite,

comme une ligne du fécond ordre ne peut être rencontrée par

une droite en trois points, on n'aura aucune courbe continue,

mais bien une ligne complexe , favoir deux lignes droites, qui,

comme nous en avons déjà prévenu, font renferrnées dans l'é-

quation générale du fécond ordre.

tic. L'équation générale pour les lignes du trpifième ordre

étant fufceptible de neuf déterminations, en prenant neuf

points à volonté, on pourra toujours y faire pafl^er une ligne

du troifième ordre, & ce fera la feule. Mais, fi le nombre des

points eft au-defl'ous de neuf, on pourra faire pafler par ces

points une infinité de lignes du troifième ordre. Semblable-

rnent, par quatorze points donnés on ne pourra faire pafl!"er

qu'une ligne du quatrième ordre , & par vingt points qu'yne

ligne du cinquième ordre, ainfi de fuite; &, en géné-

ral, les lignes d'un ordre n feront déterminées par autant de

points que cette formule -i—— — i === con^
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tient d'unités ; de forte que , Ci le nombre des points don-

nés eft moindre , on peut alors faire pafTer par ces points une

infinité de lignes de l'ordre n.

81. A moins qu'on ne propofe un nombre de points plus

grand que —^——, il y aura toujours une ligne ou une infi-

nité de lignes de l'ordre n qu'on pourra faire pafîer par ces

points; favoir une, fi le nombre des points donnés=^ —
,

& une infinité, s'il eft moindre. Au refi:e, de quelque ma-
nière que ces points foient difpofés, la folution ne deviendra

jamais impoflible; car la détermination des coefiiciens a, €,

y, cT, &c. n'exige jamais la réfolution d'une équation du
Second degré ou d'un degré fupérieur , mais s'achève toute

entière par des équations fimples ; on n'aura donc jamais de

valeurs imaginaires pour les quantités a. , Q , y , &c. , ni de
valeurs multiforrnes : c'efl: pourquoi on aura toujours une ligne

réelle qui paflera par les points propofés ; & cette ligne fera

unique, fi on propofe autant de points que l'équation géné-

rale peut recevoir de déterminations.

82. Comme la pofition de l'axe efi: arbitraire ,' la détermi-

nation des coefficiens deviendra plus facile , fi on fait pafl'er

l'axe par un des points donnés , & qu'on y place en même
temps l'origine A des abfciffes; car en fuppofant .y=^o , on
devra avoir j= o, ce qui fait voir tout de fuite que dans l'é-

quation générale :

64 devient= o. On peut enfuite faire aufli pafl^'er l'axe par un
autre point propofe; par ce moyen le nombre des quantités,

qui fixent la pofition des points donnés, fera diminué. Enfin,

au lieu d'appliquées perpendiculaires, on peut choifir des ap-

pliquées obliques , de manière que celle qui pafl'e par l'origine

des abfcilTes, pafi^^e en même temps par un autre point donné ;

car il n'y a pas plus de difficulté pour connoître & confl:ruire

la courbe , lorfque les appliquées font inclinées à l'axe
,
que

lorfqu'elles font perpendiculaires.

83. Si pour trouver une ligne du fécond ordre, qui pafle Pl.II.Fig. i8.
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par les cinq points donnés A, B, C^ D &c E , on mène Taxe

par les deux points J Sa B, &i qu'on place l'origine des abf-

cides à un de ces points Aj on joindra alors ce point A avec un

îroiiième C , & on prendra l'angle CAB pour marquer l'obli-

quité des appliquées. Il faudra donc mener des autres points

D ^ E i\ir l'axe les appliquées Dd, Ee parallèles k AC. 'E.n-

fuite on fera^-^= cz,- A C=bi A d =^ c; Dd=d ^ Ae
t=e è^ eE= fi fi on prend l'équation générale des lignes

du fécond ordre :

= 0. H- bx -I- yy -\- o -x

il eft: évident

-\- i Xy -\-
'Cy%

qu'en fuppofant

x= o
x= o

x= a

x== c

x= e

on aura

y ""^^ ^
y == B

y= d

y==f

1.

II.

m.
IV.

V.
ces valeurs

d'où réfultentles cinq équations

o= a

O = a -hT-^ -H C^^= a+ ^a -t- cTa^

O= a -h ^e -h >/+ «^^^ + « ^Z"
On aura donc a= o ; 7=— C'^;

é'^:— (^ a ;

fubftituées dans les autres équations donnent r

=— S'ac— ^bd-\- <^c^^-\-icd-\-'Cdd

o=_ cTa é — c^/+ ^«' -H « ^/h- c/y>

multiplions la première par g/& la féconde par c^, & re-

îranchons l'une de l'autre pour éliminer s, nous aurons:

O^^S'acef—P'ief-hé'ccef-h'Cddef-^

ou
S- bdef—bcdf-~ddef^-_c_dff

ac de — ac e f— c d ,

d'où l'on conclut

ccej'

S'=.df(be—-bc — de-^cf)
^= ce(ad—af—de-{-cf)i.
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& par conféquent tous les coefficiens feront déterminés.

84. Après avoir trouvé de cette manière tous les coeffi-

ciens de l'équation générale o= et -\- ëx -{- ) j -+- Sx'' 4-

Ôic. ; on décrira la ligne courbe fur l'axe donné & Tous l'angle

choilî pour l'obliquité des appliquées , en déterminant , au
moyen de l'équation, autant de points qu'on voudra; & cette

ligne courbe paffera par tous les points propofés. Si l'équa-

tion générale eft fufceptible de plus de déterminations qu'il

«y a de points donnés, on prendra les autres à volonté, & on aura

à décrire, au moyen d'une équation entièrement déterminée,
une ligne courbe qui pafiera par chacun des points propofés. Au
refte , on donne à l'abfcifle x fuccefïïvement des valeurs tant

pofitives que négatives, comme o, i, 2, 3, 4, 5, 6, &c. ;

& — I, — 2, — 3, — 4, &c, ; & Ton tire de l'équation

pour chacune de ces valeurs, celles de l'appliquée j qui con-
viennent; par ce moyen on aura un grand nombre de points

affez voifins, par où paflera la courbe, & qui par conféquent
rendront fenfible le cours de cette ligne.

CHAPITRE V.

Des Lignes dufécond Ordre.

85. Comme le premier ordre des lignes ne comprend que
la ligne droite dont la nature eft déjà affez connue par les élé-

mens de géométrie, pafîbns aux lignes du SECOND
ORDRE, & examinons-les avec un peu plus d'attention

,

tant parce que ce font les courbes les plus fimples, que parce
qu'elles ont un ufage très-étendu dans toute la haute géomé-
trie. Ces lignes

, qu'on défigne aufli fous le nom de SEC-
TIONS CONIQUES, jouiflent d'un grand nombre de pro-
priétés remarquables

,
qui étoient connues des anciens géo-

mètres, ou qui ont été découvertes par les modernes. La con-
noiffance en eft jugée fi néceffaire, que la plupart des auteurs
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ont accoutumé de les expliquer immédiatement après la géc--

métrie élémentaire. Mais, comme toutes ces propriétés ne
peuvent pas dériver d'un feul principe

; qu'il y en a qui fe ti-

rent de l'équation de ces courbes, & d'autres de leur géné-
ration par la iéftion d'un cône; & qu'il y en a d'autres enfin

qui fe concluent de la manière dont elles font décrites; nous
nous contenterons d'examiner ici celles qu'on peut déduire

de leur équation , fans recourir à d'autres moyens.

86. Confidérons donc cette équation générale :

o= a -h ëx-\- yy -i- cTx^ -h e xy -f- "CjJ i

qui, comme nous l'avons fait voir, efl: propre à repréfenter

toutes les lignes du fécond ordre
,
quelle que foit l'inclinaifon

fous Inquelle les appliquées rencontrent l'axe.. Donnons-lui

cette forme :

( i X -\- •\\s ^ XX -!- Ç,x -X- a.

yy + ^—
r-^ "^ ^—^- = o ;

elle apprend clairement que pour chaque abfcifle x on a

deux appliquées j, ou' qu'on \\cw a aucune, fuivant que Tes

deux racines de y feront réelles ou imaginaires. Si ^= o
,

aFors il n'y aura plus qu'une appliquée qui répondra à chaque

abfciffe ; l'autre deviendra infinie : ainfi ce cas ne peut nuire à

la recherche dont nous nous occupons.

îl. II. Fig.-i9. 87. Toutes les fois que les deux valeurs de_y font réelles ; ce qui

a lieu, lorfque l'appliquée PÂfiV coupe la courbe en deux points

M & N , on aura la fomme des racines PM-\-PN= ~"^~'^

= "^^-^ -; en prenant la droite A E F pour l'axe des

abfcifïes, ^ pour leur origine, & l'angle arbitraire APN ^om
marquer l'inclinaifon des appliquées à l'égard de l'axe. Si on

mène fous le même angle une autre appliquée quelconque

npm , dont la valeur pm efl: négative, on aura de même pn
—p 771 :i=

~'"
^——. En retranchant cette équation de la

première , le réfultat fera PM-\-pm -^-PN—pn= ' ^~—

-

= ^—
^, Menons des points m ^ n des droites parallèles à

Taxe
5
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l'axe, jusqu'à ce qu'elles rencontrent la première appliquée

aux points /u 8c v; nous aurons M ^-4- Nv= , ou la

fomme Mf/.-\-Nv dans le rapport confiant de « à ^ avec P p,

ou m jbt, onnv. Ainfi ce rapport fera toujours le même, quelles

que foient les droites MN 8c mn qu'on mènera dans la

courbe, pourvu qu'elles faflent avec l'axe un angle confiant,

& que les droites nv 8c m fx foient parallèles à l'axe'.

88. Si l'appliquée PMN ei\. reculée jufqu'à ce que les

points M 8c N coïncident, alors elle touchera la courbe;

car, lorfque les deux points d'interfeftion coïncident, la fé-

cante devient tangente. Soit donc K CI une telle tangente, pi.ii.FIg. lo:

à laquelle foient menées parallèlement tant de droites qu'on

voudra MNy mn, qui rencontrent la courbe de part 8c

d'autre. On appelle ordinairement ces droites CORDES &
ORDONNÉES; 8c foient menées des points M, N, m , n ,

à la tangente les droites Ml, NK, 8c mi, nk, paral-

lèles à l'axe qu'on a choifî d'abord. Comme les intervalles

CK , Ck , tombent à préfent en fens contraire du point C,
on devra les prendre négativement. On aura donc CI— CK:
Mlr.i:^; 8c Ci—Ck-.mi::^:^; donc CI—CK:MI
::Ci— Ck:mi, on M I : miwCI— C K'.'X i — Ck.

89. La pofition de l'axe à l'égard de la courbe étant arbi-

traire, on pourra mener à volonté les droites MI, NK, m i,

n k , pourvu qu'elles foient parallèles entre elles ; & on aura

toujours M/: OT /':: C/— CK:Ci— Ck. Donc , fi les pa-

rallèles MI 8c NK font menées de manière que CI=CK,
ce qui arrivera, fi les lignes MI 8c NK font menées paral-

lèlement à la droite CL, qui, partant du point de contaft C,

divife l'ordonnée MN en deux parties égales au point L :

alors, à caufe de CI— CK= o , on aura aufTi Ci— Ck=
~. (CI— CK J = o. Donc, h on prolonge CL jufqu'en /,

comme , à caufe des lignes m i 8c n k aufTi parallèles k C L ,

on a m 1= Ci , 8c n 1= Ck , on aura pareillement ml=nl^
D'où il fuit qu'une droite C Ll , qui, menée du point de conr
taél C divife en deux parties égales une ordonnée MN paral-

EuLER, Introduclion à l'Anal, injin. Tome II. 3 F
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lele à la tangente, coupe auffi de la même manière toutes les

ordonnées m n parallèles à la même tangente.

90. Par la raifon que la droite CLl divife en deux parties

égales toutes les ordonnées qui font parallèles à la tangente

ICK, cette ligne CLl s'appelle ordinairement le DIA-
MÈTRE de la ligne du fécond ordre OU de lafeclion conique. On
peut donc mener dans chaque ligne du fécond ordre une in-

finité de diamètres, puifqu'il n'y a aucun point de la courbe

où l'on ne puilfe imaginer une tangente. En eiî"et, quelle que
foit la tangente donnée I CK , on n'a qu'à lui mener parai-

lèlement une ordonnée quelconque MN , & la divifer en

deux également au point Z , la droite CL fera un diamètre

de la ligne du fécond ordre ,
qui coupera en deux parties

égales toutes les ordonnées parallèles à la tangente IK,

91. Il fuit auffi de ce quiprécède, que, fi une droite Z/ divife

en deux parties égales deux ordonnées parallèles quelconques

MN Se mn, elle partagera de la même manière toutes les

autres ordonnées parallèles à celles-ci ; car la courbe aura

quelque part une tangente IK parallèle à ces ordonnées , &
par conféquent la droite dont il s'agit fera un diamètre.

Voilà donc une nouvelle manière de trouver pour une ligne

donnée du fécond ordre une infinité de diamètres : il fuffira

de mener à volonté deux ordonnées ou cordes M N Se m n

parallèles entre elles , de les divifer en deux également aux

points L &: l i la droite qui paffera par ces deux points , di-

vifera femblablement toutes les autres ordonnées parallèles à

celles-ci, on aura par ce moyen un diamètre; &, fi par le

point C, oii le diamètre prolongé rencontre la courbe, on

mène une droite JK parallèlement aux ordonnées, cette droite

touchera la courbe au point C. - '

91. Nous avons été conduits à cette propriété par la fîmpl-e

confidération de la fomme des racines dey dans l'équation:
Pl.Il.Fig. ig. (ex + y) S' x x \- C x -\- u.

yy ^ —y -^
1

= ^*

Mais il eft confiant, par la même équation
,
que le produit

des deux racines PM .PN= *
"^ —-, Cette expreffioa
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-* ^ '^ a deux fafteurs fîmples réels, ou n'en a point. Le

premier cas a lieu, fi l'axe coupe la courbe en deux points

E & F ; car, comme on a pour ces points y= o, on aura

auffi — —-= o ; les racines de x feront A E ^ A F y

& les fafteurs ( x — A E ) ( x— A F ) ^ de forte que
^""'''^" + '' = ~ (x -- AE) (x — AF)=:~. PE. FF,

à caufe de x=AP. On aura donc FM. FN=-. FE. FF,

ou le reftangle FM. FN fera au reftangle F E. FF dans le

rapport confiant de «T : ^, par-tout oii fera menée l'appliquée

FMN i pourvu que l'angle NF F foit égal à celui qui dé-
figne l'inclinaifon des appliquées à l'axe. Donc, fi on ima-
gine une ordonnée mn, k caufe que les quantités E p dcpm
deviennent négatives, on aura femblablement /?;7z. pn= -'

pE.pF.
93. Ayant donc tiré une droite quelconque FEF qui pi.iiif!^"ï

coupe la ligne du fécond ordre aux deux points £" & jF_, fi on
mène à cette ligne des ordonnées quelconques NMF, npm,
parallèles entre elles, on aura toujours FM. FN : FE. FF
Wpm.pn-.pE.pF; car les deux rapports de cette propor-

tion font égaux à cT : ^. Semblablement , comme la pofition

de Taxe eft arbitraire , en prenant la droite FMN ^o\m l'axe,

& menant parallèlement à FEF une autre ligne quelconque

eqf, on ZMXK FM.FN : FE .FF :'. qM .q N : q e .qf'.\ p m .

p n: p E.p F, & alternant
, qe.qf: p E.p F'.'. qM.qN: pm.

pn. Etant donc données deux ordonnées parallèles ef, E F,
fi on en imagine deux autres quelconques AIN Se mn aufli

parallèles entre elles, & qui coupent les premières aux points

F,p , q, /, on aura cette fuite de rapports égaux FM.FN :

FE.FF'.'.pm.pn '. p E .p F:\ qM.qN : qe.qf'.'. rm.rn: r e.

rf. C'eft - là une féconde propriété générale des lignes du
fécond ordre.

94. Donc, fi les deux points M & iV^ de la courbe coïn-

cident , la droite PMN deviendra tangente au point de
-; F ij
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concours de ces deux points, & le reélangle PM.PN de-

viendra le quarré de PM ou de P N^ ce qui donne une nou-
1". m. Fig, 14- velle propriété des tangentes. En effet , îuppofons la droite

CPp qui touche la ligne du fécond ordre au point C, & me-
nons tant de lignes que nous voudrons PMN , pmn , paral-

lèles entre elles, & qui par conféquent faffent toutes jivec la

tangente un même angle , nous aurons
,
par la propriété qui

vient d'être trouvée :

PO -.PM.PNv.pO '.pm.prii

c'eil-à-dire, que, quelle que foit Tordonnée qu'on mène à la

tangente fous un angle donné , le rapport du quarré de i'a;

droite CP au reftangle P MxPN (tva. confiant.

PI II. Fie. 20. 95' ^1 ^"^^ de-là en même temps que , fi dans une ligne du
fécond ordre on mène un diamètre quelconque CD^ qui coupe

en deux parties égales toutes les cordes MiV, m n. Si que ce
diamètre rencontre la courbe en deux points C &c D , on
aura :

CL.LD.LM.LNwCl.lD -.Im.ln.

Mais, comme LM= L N Se lm= In , on aura LM- : Im'

:: CL.LD : C LlD , ou le quarré delà demi-ordonnée Z vt

fera continuellement au reftangk CL.LD dans un rapport

conftant. Ainfi , en prenant le diamètre CD pour axe, les

demi-ordonnées ZiVf pour appliquées, on trouvera l'équatioa

aux lignes du fécond ordre; car, foit le diamètre CD= a,
l'abfciffe C L==x , & l'appliquée L M=y , LD fera a—x,

& on aura jy'' à ax— xx dans un rapport conftant
, que je

fuppoferai celui de A à /t : ce qui donnera pour les lignes du
L

fécond ordre l'équation yy = - (ax— x^)^

PI III Fîe '2^ 9^* ^^^ àe\xx propriétés des lignes du fécond ordre
,
que

nous avons déjà trouvées
,
pourront nous en faire découvrir

plufieurs autres. Suppofons dans une ligne du même ordre

deux ordonnées A B ik CD parallèles entre elles , & ache-

vons le quadrilatère A CD B ; fi nous menons par un point

quelconque M de k courbe une ordonnée AfiV parallèle à AB
& à CZ?, & qui coupe les droites A C^ BD aux points Z?

4
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& Q , les parties PM S: QN feront égales entre elles. Car
la droite qui coupe en deux parties égales les deux ordonnées

j4B & CD parallèles entre elles, coupera de la même ma-
nière l'ordonnée MN ; mais, comme on le fait par la géomé-
trie élémentaire , la même droite qui partage également les

deux côtés AB & CD , divifera aufll en deux parties égales

la portion PQ^, Ainfi
,
puifque les lignes MN Si: P Q font

divifées également au même point, il s'enfuit néceffairement

que MP= NQ, & MQ= NP. On pourra donc, étant

donné, outre les quatre points A, B, C &c D, un cinquième
M y en trouver, au moyen de ce dernier, un fixième N , en
prenant N Q^= MP.

97. Puifque MQ-QiVefî à BQ^.Q^D dans un rapport"

confiant, à caufe de Q^N^ MP, MP .M (^krad.\xïï\3iB(l.

Q^D dans le même rapport ; c'eft-à-dire, que fi on prend un
autre point quelconque de la courbe , comme c, & que par
ce point on imagine la droite G c // parallèle aux W^wtsAB
& CD, jufqu'à ce qu'elle rencontre les côtés AC , B

D

, aux
points G & H , on aura auffi le même rapport confiant pour
celui de c G.c H h. BH . DH , & par conféquent c G .eH•
BH.DHwMP .M Q^: B Q^.DQ^. Mais,fi on mène par M
parallèlement à la bafe BD une ligne RM S, qui rencontre
les ordonnées parallèles AB, CD, en R Si en S , a caufe de
BQ= MR, &de/)(2= M5, le rapport MP . MQ :

MR.MS fera auffi confiant. Donc, fi par un point M quel-
conque de la courbe on mène deux droites, l'une MP Q pa-
rallêle aux côtés AB, CD , & l'autre RM S parallèle à la

bafeBD, les interférions P, Q, R Si S feront tellement dif-

pofées
,
que le rapport de MP.MQ k MR.MS fera conf-

tant.

98. Si au lieu de l'ordonnée CD, qui eu fuppofée parallèle

à AB, on en mène une autre quelconque D c du point D ,

& qu'on tire la corde Ac : de manière que les droites M Q& RMS menées, comme auparavant, par le point M, paral-
lèlement aux côtés A B Si B D, coupent les côtés du qua-
drilatère A B D c aux points /7, Q, R Si s ; une femblable
propriété aura lieu. En effet > on a MP . MQ: B Q . D Q
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wcG.cH-.BH.DH, omMP.MQ_ : MR.MSwcG.c H :

BH.DHt à caufe de la droite RS parallèle & égale à BD^
mais les triangles femblables ^Z*;?, AGc, S>c D S s , cHD,
donnent, favoir les premiers, la proportion P p : APwGc:
AG, ou

,
parce ç{Me AP : A G::B Q: B H , celle-ci : Pp :

BQ^wGc-.BH, & les derniers, la proportion DS (MQ^)-.
S s\\ cH : DH i &, en multipliant par ordre, on aura MO.
Pp-.MR.Ss :: cG.cH: B H.D H,kcau{ede BQ= MR,
Cette dernière proportion comparée avec celle qui a été

trouvée ci-defTus, donne:'

MP.Â^Q-.MR.MSi-.Pp.MQ-.MR.Ss,
& prenant la fompie des antécédens & celle des conféquens :

MP.Mq : MR.MSy.Mp.Mq : MR.Ms;
ainfi, dans quelque endroit de la courbe qu'on prenne les

points c dzM, le rapport de Mp.MQ à MR.Ms, fera tou-

jours le même, pourvu c(ue les droites MQ^ & Rs , qui paf-

lent par M , foient parallèles aux cordes AB & BD. Il fuit

de la proportion précédente que MP : MS w Mp .Ms ^ donc,
puifqu'en failant varier le point c on ne fait que changer les

points ^ & j, le rapport de Mp à M s fera confiant
, quelle

que foit la pofition du point c, pourvu que le point Af refle fixe,

99. Si on prend quatre points A , B, C, D, fur une ligne

du fécond ordre, & qu'on les joigne par des droites, afin d'a-

voir le trapèze infcrit AB DC, on déduira de ce qui précède

PI.III.Fig.23. une propriété des ferions coniques beaucoup plus générale;

c'eft que, fi d'un point quelconque M de la courbe on mène
à chacun des côtés du trapèze , fous des angles donnés , les

droites MP, M Q, AIR & MS ^ les reftangles formés par

les deux lignes menées aux côtés.oppefés feront toujours entre

eux dans le même rapport, c'eft-à-dire, que A'IP .AiQ fera à

MR.MS dans un rapport confl:ant, quelle que foit la pofi-

tion du point M fur la courbe
,
pourvu que les angles en P,

Q, R &c S , ne changent pas. Pour le faire voir, menons par

le point Af deux droites M q &i r s , la première parallèle au

côté AB, la féconde au côté B D ^ Se marquons les points

dUnterfeftion p, cj, r ^ s, avec les cotés du trapèze; fuivant

'' ^^ ^^•:l^!^v^?'SaBfca*^S-»^--.



dusecondOrdre. 47
ce que nous avons vu, Mp.M c] fera à Mr.M s clans un rap-

port confiant; mais, comme les angles font tous donnés, les

rapports MP : Mp; MQ : Mq; MR : Mr & MS : Ms, feront

aufîi donnés; d'où il fuit que MP .MQ_ fera à MR.MS en-
core dans un rapport confiant.

100. Comme nous avons vu ci-defliis que, fi on prolonge
les ordonnées parallèles MN , mn, jufqu'à ce qu'elles ren-
contrent la tangente CPp en P èzp, on aura. PM.PN: CP^
V.pm.pn: Cp- ; fi on marque les points Z & l, de manière que Pl.in.Fig. i^;

PL foit moyenne proportionnelle entre PM&: PN, & qu'il en
foit de même de pi k l'égard dep m Si pn , on aura PL^ : CP'
::pl' : Cp'i & par conféquent PL : CPiipJ: Cp ; d'où il

fuit que tous les points L , l
^

font fitués fur la ligne droite
qui pafTe par le point de contaft C. Donc, iî une appliquée
PMN efl partagée au point L de manière que PL-=PM.
P N, la droite CLD menée par les points CS,: L divifera aufTi

toutes les autres appliquées /^ot/z en /*, de façon que/; / foit

moyenne proportionnelle entre p m &c p n j ou bien , fi on
coupe deux appliquées PN èc p n aux points Z & l, de forte

que P L- = P M.PN, d>^ pi' =pm.pn, la droite qui paffe
par Z & / étant prolongée, pafTera par le point de contaft C,
& coupera dans le même rapport toutes les autres appliquées
parallèles à celles-ci.

loi. Après avoir expofé ces propriétés des lignes du fécond
ordre, qui découlent immédiatement de la forme de l'équa-
tion, pafTons à la recherche d'autres propriétés plus cachées.
Soif, pour cet effet, propofée l'équation générale des lignes du Pi.lii.Fig. 25;
fécond ordre :

yy-^ ^jH !^—t_ = o;

comme il répond à chaque abfcifle AP= x deux appliquées

y, (avoir PM&zPN ^ on pourra déterminer la pofition du
diamètre qui coupe en deux parties égales toutes les ordonnées
MN. Car, foit I G ce diamètre qui doit couper l'ordonnéeMN au milieu Z, qui tombera par conféquent fur le diamètre

cherché. Faifons /'Z= { , puifque :^=-PM-+- - P N^
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nous aurons {= —^— , ou i l^i -i- i x -+ y = o ] qui e(l

l'équation demandée pour déterminer la pofition du diamètre

IG.
102. On pourra déduire de-là la longueur du diamètre

IG, qui indique fur la courbe les deux endroits où les points

M & iV coïncident, ou bien dans quels points PM=PN»
L'équation donne PM+ PN=-^^^ ôcPM,PN=
ÎJll±^±±^, & par conféquent (PM— P N)^ = (P Af-4-

a(iê^— ey) yy— Actï, .= o , ou x^—r — -TT,— X H- —i- —r = o; les racines

de cette équation font donc AK ^AH , de forte que AK-h
jff^ ACK-^^y ^jj^jj^^ yy~4'^j:

. Il fuit de-là que

/-Jf^f .1KV -
^rT,_ 4{^^t— ^yY— 4{,B,— 4ir,){yy— 4'^K)

Mais IG^=—^—KH% fi toutefois les appliquées font

perpendiculaires à l'axe.

103. Suppofons que les appliquées que nous avons confîr

dérées ici foient perpendiculaires à l'axe , & cherchons à

préfent l'équation qui convient aux appliquées obliques. Me-
nons , en conféquence, d'un point quelconque M de la courbe

à l'axe une appliquée Mp, qui falTe avec cet axe l'angle obli-

que MpH , dont le fmus foit = /^ & le cofinus= v. Soit la

nouvelle abfcilfe Ap=t, la nouvelle appliquée /jM=«, on

aura -= u, ^ — = v ; d'où y= uu & x = t -\r vu. Cesun -^

valeurs étant fubftituées dans l'équation entre x &y ; = «

_t- ^x-\-yy-^'^xx-\-i xy -f- ^jjy ,• donnent :

0==a-h êf-h f^uH-cTi'-l-l vS'tu-^- vvS'u^

-\-fA.yu -{- ju i t u -\- /Liviu^

ou

104.



DU SECOND Ordre. 49
104. Chaque appliquée aura donc encore ici deux valeurs,

pM3c pn; ainfi on pourra déterminer, comme auparavant, le

diamètre i l g des ordonnées Ain. En effet, ayant coupé en

deux parties égales l'ordonnée Mn en /, le point /appartien-

dra au diamètre. Soit donc p l= v, on aura v= — ~ ==

^{yi + y )t—i^y—^
^ Abaiffons du point / fur l'axe ^^la per-

pendiculaire Iq,^ ïddÇons A q=p, ql=q, nous aurons ^==:—

&»/=—=^-^ , & par conféquent v= ~S<:t=p— vv=p

—' Subftituons ces valeurs dans l'équation trouvée entre

t îx V. oî. nous aurons -= —

—

— -:

—

_i

ou

( 1 /AfA-^-^-fx-Vi) q -\- (f/, y. i -If- 1 lAV ê'
) p -\- fy^ ju.y -^

f/, uC=o,
ou enfin

( 1 fx^ -^ V i y,q -h ( fAi -\- 1 V S- ) p -\~ y ju-+- 9 C=== o,

équation qui détermine la pofîtion du diamètre ig.

105. Le premier diamètre IG , dont la pofîtion eft déter-

minée par cette équation 2^^ H- i x -h y = o ^ étant pro-

longé , rencontrera l'axe en O, & on aura A = ^^, &
par conféquent P = ^^ — x. La tangente de l'angle

LO P fera = -—= '-—= _— & la tangente de l'angle

ML G, fous lequel le diamètre IG coupe les ordonnées ?4N
fera = -^. L'autre diamètre ig prolongé rencontrera l'axe

en o, & on aura Ao=—^^v—?r-, &: la tangente de l'ande

A l fera = ^^'

l^" . Comme celle de l'ande^ O L= ~.
les deux diamètres fe couperont en un certain point C , &
feront entre eux un angle OCo = A ol— AOL, don - la

tangente par conféquent efl:= "^^ ^ — v.s ^
EuLER, IntroduBion à l'Anal, injîn. Tome IL 3 G
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l'angle fous lequel cet autre diamètre coupe fes ordon-

nées , eft M

1

0= 1 80° — Ip — A l, dont la tangente =:
1 fji /y. ^ -\- 1 /J. t' s -\- 2 V v S'

lJi(AS-\- ifj.vi'— 2-l^vt,— ces*

106. Cherchons maintenant le point Cou ces deux diamè-
tres fe coupent mutuellement. Pour cela, imaginons une per-

pendiculaire CD abaiffée de ce point lur l'axe ; appelons

AD=g, CD=k : d'abord, en tant que le point C appar-

tient au diamètre I G , nous aurons xl^h-\-ig-{-y= o^ &
enluite, en tant qu'il appartient au diamètre ig, nous aurons

(2iui^-\-vî)/i-\-(iu.i-\-ivS')g-hluy-{-vë=o. Re-
tranchons de cette dernière équation la première , après l'a-

voir multipliée par ^ , & il nous refiera v s /i-+- x v <^ g -{-v S

== o, ou i h -{- 2 <^g -\-C=o ; d'où l'on tire h= —^ ^~~y
,

= , & par conféquent (i i — 4 S' ^) g= 1 €^—
-5 8;p-= — &A= T-, Comme les quantités !«&

V, d'où dépend l'obliquité des appliquées /? M /z , n'entrent

pas dans ces exprefllons , il s'enfuit évidemment que le point

C refte le même ,
quelle que foit cette obliquité.

107. Puifque tous les diamètres /G & ^^ fe coupent mu-
tuellement dans un même point Cy dès qu'il fera une fois

trouvé, on aura un point par où pafferont tous les diamètres;

& réciproquement toutes les droites menées par ce point

feront autant de diamètres qui couperont toutes les ordonnées

qu'on aura tirées fous un certain angle ; & comme ce point

où tous les diamètres s'entrecoupent, eft unique dans chaque

ligne du fécond ordre, on a coutume de le nommer le

CENTRE de la feftion conique. On le trouvera au moyen
de l'équation propofée entre x 2^ y ,

o = a. -\- èx -ir yy -^- (^ x^ -h ê Xy -f- ^y^ ,-

en prenant A D= ^^— , ùi CV=
^^{ ' es— 4crÇ

108. Nous avons trouvé ci-deffus que A K -\- AH=
''~~

; mais IK Se GH(ontdes perpendiculaires abaif-
ït— 4J^Ç
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i'ées des extrémités du diamètre 1 G fur l'axe, ce qui fait voir

que A D= y & par conféquent le point D fera le

milieu entre les points K Se H. C'eft pourquoi le centre C
fera aufîi placé au milieu du diamètre I G i & coinme cela

doit également s'entendre de tout autre diamètre , il s'enfuit

que non-feulement tous les diamètres fe coupent les uns les

autres en un même point C, mais qu'ils s'y coupent.récipro-

quement en deux parties égales.

109. Prenons à préfent un diamètre quelconque Â I pour PI. III. Fig. 26,

l'axe , auquel les ordonnées MN foient appliquées fous un
angle APM=ij, dont lelinus= m & lecofinus= /z.

Soit l'ablciffe A P = x Si. l'appliquée PM=y i comme
celle-ci a deux valeurs égales , l'une pofitive , l'autre néga-
tive, & que par conféquent leur fomme = o , l'équation gé-
nérale pour la ligne du fécond ordre prendra cette forme:

yy=a. -+- € x-\-y X

X

, laquelle donnera, en faifant j/= 0,
les deux points t? & / où la courbe traverfe l'axe. Ainfi les

racines de l'équation x x -\ x -\— = 0, feront x= A G^ y y
8>c x= A I j & par conféquent on aura A G -\- A I=
—- ScAG.A /= -. Puis donc que le centre C eft placé au

milieu du diamètre G/, on trouvera facilement le centre C de

la feftion conique ; car on aura A C= =—

.

ïio. Le centre C de la feftion conique étant maintenant
connu , on pourra très-bien le prendre pour rorig;ine des ab-

fcifles. Soit en conféquence C P= t, comme PM=y refte

la même , à caufe de x = A C— C P = ~^ — t . on aura

cette équation entre les coordonnées t S>i y :

ce ce ^ „

ou
ce

yy = ct h y et.

On aura donc, en écrivant x au lieu de r, l'équation géné-

3 G ij
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raie pour les lignes clu iecond ordre, un diamètre quelconque

étant pris pour axe, & les ablciffes étant comptées du centre ;

&, fi on change la forme des confiantes , elle deviendra yy= a — Qx X. En faifant y = o ^ on aura C G == C I=
}/~ -;, &:par couféquent le diamètre entier G / fera= 2 y/~-.

III. Soit fait jc^ o, & on trouvera l'ordonnée E F qui

pafle par le centre; on aura CE=^C

F

=%/ a. , & con-

féquemment toute l'ordonnée E F= z\/ a.;&z^ comme elle

paffe par le centre , elle fera auffi un diamètre qui fera avec
le premier G J un angle E CG= q. Or, cet autre diamètre

E F coupera également toutes les ordonnées parallèles au dia-

mètre GI; car, ayant fait l'abfcifl'e CP négaiive, l'appliquée

aAf qui tombera du côté de I fera égale à la première /*ilfy

&, comme elle lui efl en même temps parallèle, les deux
points M joints enfemble donneront une ligne parallèle au

diamètre GI , & qui devra par conféquent être divifée en
àenx parties égales par le diamètre E F. Ces deux diamètres

G I &: E F {ont donc tellement difpofés entre eux, que l'un

coupe en deux également toutes les ordonnées parallèles à

l'autre, & réciproquement; & c'efl:à caufe de cette propriété

que ces deux diamètres fe nomment CONJUGUÉS. Donc,
(i on mène par les extrémités G & / du diamètre G/ des

droites parallèles à l'autre diamètre E F, elles toucheront la

courbe ; & de même , fi par les points E 6z F on mené des

droites parallèles au diamètre GI, elles toucheront la courbe

aux points E & F.

. 112. Soit menée à prcfent une appliquée oblique quelcon-

que MQ qui fafle l'angle yi Q_M= (p , dont le finus=/^ &
le cofmus =: v^ foit TabfcifTe CÇ= f, & l'appliquée M Q^
^=^11 i comme l'angle PAfQ= <P — q,^ panant Jin. FQM
^:^ ju. n — V m, on aura , dans le triangle PAÏQ, y : u : F Q

1
/'" Q rt r\ (/^"— '''")" o

'.', /n : m : u n — vm ; donc y= — ci. r U= , ex
' ^ m ^- m

n n r\ ( /''"— vm)u „ , , .

par conféquent x-= t — P Q^= t— -^ -^—. Subfhtuons

ces va eurs dans l'équation donnée ci-defrusj'y=a— Cx x ,

ou yy -\-Qx X— a= o , & nous aurons :
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(liAu-\-C(un—vm)-)uu— iCm(/un—vmJtu-hCm'r—a.m'=o^
équation qui donne pour l'appliquée u deux valeurs QM &:—
O/j, & par conféquent Q M— Q n= -y= '—. S

on coupe en deux parties égales l'ordonnée M n en p , la

droite Cpg fera un nouveau diamètre qui coupera par le mi-

lieu toutes les ordonnées parallèles k M n , & on aura Q^p =3
Cm {fJin— V m) t

lÂ^ -\-Q (fjLTi— V m j'^

113. On trouve par-là que la tangente de l'angle G Cg=
H^QP /^ ^ Cm{iJ.n — vm)—

—

-—, ou que tang. G C g =z ——— , & que

M l^-CQ [/./x + e(/y.n—vmy
,

tang. pg ^,q.|_^.(;Q iy.v-'rC{f^ri— vm){vji + i-<.m)'
^ ^"

l'angle fous lequel les nouvelles ordonnées Mn font coupées par
le diamètre gi. Au relie , C p-^^ C (^* -H Qp~ -{- iv . C Q.

-i —r, . i>i on fait Cp=zr Se

pM=s, on aura ; =^ -—::t-—-

—

-— -—
f^ ^

Qm{fj.n — vm)r
U = S -'r U P = s -t-

—

-p-, ; %
— _ .

Ces valeurs donnent :

fj.s ^ ( /-'- "— V m) r

•^
"" ^ "^

v/"! • •
)

{(j-n— V m)s /x r

m \r\ )
'

d'où l'on conclura, en fubftituant dans l'équation j'j h- é'^cx

^

(^^ + fa(.M"— VmY)ss Q ( l/.
(J. -\- Z { IJ. n — VmY)rr

mm l^y. + ie fJ.n(iJ.n — v m) -{- i^
{

/j. n— y/nj-

a,= O.

114. Faifons à préfent le demi-diamètre CG=f& le demi-

conjugué C E= C F= g ; nous aurons/= \^''~
, & ,0 =

\/~k , ou cf= g' &c €= -; d'où réfulte l'équation jj n-

~xx=gg. Suppofons l'angle GCo-=;7, nous aurons ta/ig.p

=—
,

\'
T. Mais à caufe de l'angle GC E==û, û on
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fait l'angle E C e = tt ^ on aura AQ_M=(p=q-\~7r^ &
par conléquent (jl = fin. (q -^ vr) , v = cof. (q -+ 71), m=
fin. q ùi n= col. q. Donc tanp. p = -—— ————-—

•

Srang. q .turig. rr „ ^fin.qfin.T

& ^/!^-4- Q(fA.n—vm)-= (Jin. (q-^Tr))' + ê(/in.7r)\ Ces

valeurs étant fubftituées, on obtiendra, pour l'équation entre

' 0-?r Z?{fin.qY{fir,.TY
. _ tang.p./ifiJq-^-T) tjns. p( tj.i^. q -\- tann.T)— a=o;mais6==,-7—— ——=— -—^

yin. q— coj. q . tang. pjjin. w rang, t (jang. q— tjn^. p)
es cot. rr . targ. q + 1 ff+pg J' v 1>_^j_- 5-J OU !an^. <7== ~ , d oui on
ff cot. p . tang. q

— l ^ ' gg-cot.p—ff.coi.T

peut déduire plufieurs corollaires; au refle, on aura %=^
ftn.p .fin.{q-\- t)

fin.Tfin.{q—p)'
,

115. Soit le demi-diametre Cg= a, & ion demi-conjugué

Ce= b, on trouvera, par l'équation donnée ci-deffus, a=.
fin. q fin. -^ . \/~A ? ge. (In. q . fin. T

J!"-P i/^iifM.q+rrY+ Sifui.'TrY) Jin.piTlffiJn. {q + t) y +|^(/n.T)»)

fin. . -.f.fin.p. Mais (fin. ^j +,;j.+gC/„.^J.=|^J
y^r / \/'r /' \ ^ r r \

fin.q.fin.{q^l)fin.{^q\-rT—p)
(fin.(q—p)(fin.(q-^-7r)-\-fin.p.fin.7r)=

fm.u-p) '

donc a = -^r^r—y/ ^ ,
, ,, . , y ou, a caule de

f.fin.p ^ fin.(q + '7r)fin.{q+-^— P \
gZ fin. p.fin.(q + t) _^ /— fin, q . fin. ( q + rr)

// fin.Tfin.{q — p) ' J ^ fin. {q—p}fin. { q + T—p) ^

"

fin.q.fin.iq-p)
^ ^ . ^

^r^
(q -^ TT) : ^.SV jia\q-\-'7r)fiin.{q-^!-T—p)' >J ^^ ^ ^

fin. (q— p) ^ ah= - ,'
. „ r.

116. Donc, fî dans une feftion conique on conçoit les

diamètres conjugués G /, EF ^ gï, ef, on aura d'abord :

C g : Ce'.'. CE 'fin. E Ce : CG • Jîn. G Cg,
donc

//;. G C g:[in. E C c'.'.C E.C e: CG .Cg;
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&, fi on imagine des cordes Ee 8c G g, le triangle C G g
deviendra = au triangle CEe; on aura enfuite C g : Ce::

CG.fin. GCe-.CE.fin.gC E, ou C c.C G .fin.G Ce= CE .

C g.(în. g CE; donc, n on mène des cordes Ge & gE , les

triangles GCeSi gCE(eront égaux entre eux, ou bien, en pre-

nant ceux qui font oppofés, le triangle /Cyf"era=au triangle

i CF. La dernière équation ab.Jin. (q -h tt— p^^=fg.Jln.
a donnera. Cg.C e.^n. gC e = C G. CE fin. G C E. Donc,
lî on mène des cordes E G Si e g , ou à l'oppofite FI Sz fi ,

les triangles I CF &z i C/Yeront pareillement égaux ; d'où il

fuit que tous les parallélogrammes conftruits autour des deux
diamètres conjugués font égaux.

117. On a donc trois paires de triangles égaux entre eux,

favoir :

L Le triangle F C f égû au triangle I C i;

II. Le triangle /"C y égal au triangle F Ci;
III. Le triangle /'C/égal au triangle y" C /y

d'où il fuit que les trapèzes FfCl & il Cfferont égaux entre

eux; fi on en retranche le même triangle /C/, le triangle

/'//'fera= au triangle Ifi; &, comme ils ont même bafe

fl, il efl: néceffaire que la corde Fi foit parallèle à /7. On
aura donc encore le triangle /'/i= au triangle i/F; & fi

on leur ajoute les triangles égaux FCI & fCi , il en réfultera

les deux trapèzes égaux entre eux F CJi==i CfF.

118. On conclut aufîl de-là une méthode de mener une Pi. III. Fig. a7.

tangente MTk un point quelconque Md'une ligne du fécond
ordre. Car ayant pris pour axe un diamètre G/, dont ledemi-
conjugué foit EC, m.enons du point M à l'axe, parallèlement
à CE, la ligne MF qui fera une demi-ordonnée , & qui don-
nera PN= PM ; ayant tiré enfuite le demi-diamètre CM,
cherchons fon demi-conjugué CK , & la tangente demandée
M T lui fera parallèle. Soit l'angle GC E = q , GCM= p
& ECK= 77- , on aura , comme nous l'avons vu , =

G c
fin, p. fin, {^^r'^) n ,j^ Ç Ç . /- fin, q fin. { g -\- 'tt)
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dans le triangle CMP on sl M C'= C P'-\-M P'~h iPM.
CP. cof. q; de plus , MP : MC wfui. p : fin. q & MP : CP
wfin.p : (In. (q

— p). En outre, dans le triangle CMT, dont

les angles font donnés, on aura CM : CT : MTv.fin. (q-\-7r) :

fin. (q-hTT—p) : fin. p. Donc, en éliminant les angles, on

aura MC^C G ^/~^^^^^ ou CG^=CP.CT; donc CP-.

C G'.'.C G : CT i ce qui donne un moyen expéditif de trou-

ver la pofition de la tangente. Cette proportion donnera aufîi,

dlvïdendo , C P : P G'.'.C G : T G , & componendo , à caufe

de C G= C I , C P : J P :: CG : T I.

, CF^ (în.p .fin.{q -^-t) C K"^ fin. p. fin. {:j— p)
1 19. Puilqu om-T—= —-—-r-, r,-

——=- —

—

-.

CM'' fn.q fin.{q-'r '7r)
q^. ^ ^'' fîn.q.fin.{q— p)

C-f'+CG^ Jln.p.fm.{q-\.'7r)Jr f!n.T.rin.{q—p) ^
il S enfuit que ——— == —-7—,

^ * oc^ c G^" fin. T .fm.i^q-r-p)

CK^ + C M''
.f!"- P f'"- (l— P ) +/"• ^firi.(q + T)

j^^.^ „^^ ^
CM^ ftn.T.JIn.{q + 'T)

' J ' '

fin.B=-cof.(A—B)— - cof. (A-\-B)} Se réciproquement

- cof. A— - cof. B= fin, fin, . On aura donc

fin,p .fin, (q-{-7r)-\-fin,7r,fiin. (q
—p) = - cof (q-^-Tr—p)

--\ccf(q-\-7r-^p)^\ cof (q— tt —p)—\cof (q-^vr

— p) ='-<="/' (1— '^ —p)— î ^""f' (q-^'7f-^rp)=^fin. q.

fin. (p-ifTr). De même//z. p .fin. (q
—p) -h fin. rr.fin. (q-h

vr)= ^ cof (q~lp) — { cof q^\cofq--\cof(q-\-X-7T)

= 7 cof (q— >?)— \cof (q-\-l7r) =fin, (q-\-7r—p)

fin. Çp -\. tt). On aura donc :

C£= 4- CC^ fin.q.fin.(p + ^)

CG''- fin. it .fin. {q—p)'
&

d'où
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d ou 1 an tire
^jr:]^rZJr^ "" cÂT- ';/«. {i—p)jin. {q + tt—/.) cm»"

^'. donc CE' -}-C G- = C K=-I-CM% &par conféquent la

ibmme des quarrés de deux diamètres conjugués eil toujouià

confiante dans une même ligne du Tecond ordre.

120. Les deux demi-diamètres conjugués CG &l GE étant

donnés, fî on prend à volonté un demi - diamètre CM, on

trouve tout de Tuite Ton demi-conjugué CK^ en prenant CK
=^y/~(C E^ -^ C G- — CM^). Mais, par les propriétés des

feftions coniques trouvées auparavant, TG. T I : TM~ :: CG.
CI: CK'wCG-.CK'v.CG': C E'-\- CG''— C M'i & par

conféquent TM= ^S/JTG.TI (C E'-^ CG'— CM')).

Si, en fuppofant l'ordonnée MiVprolo^ngée , on imagine la

tangente NT, les deux tangentes M T &L N T rencontre-

ront l'axe 77 au même point Tj car on aura pour l'une & pour

l'autre CP : C G:: CG : C T. Mais, fi on mène la droite CN,

on aura TN= ^ .y^TG. TI.(C E'-hC G'—C N')),_

& conféquemment T M' : T N' :: C E' ^ C G' ~ C M' :

CE'-\-CG'—CN'i & comme MiVeftdivifée en deux parties

égales en P, on aura//?. C TM -.fin. C TN:: TN : TM::
y/XC E' -\- C G' — CN'): y/ (C E' -\- C G' — C M').

121. Menons aux extrémités y^ & B du diamètre les tan- PI. ÎII. Fig- ^5.

genres AK , B L, ^ foit prolongée une autre tangente quel-

conque M T , jufqu'à ce qu'elle rencontre les deux premières
aux points K èc L ; foit de plus le diamètre conjugué ECF,
auquel les appliquées M P èi les tangentes ^A^ & BL feront

parallèles. Puifque par la nature de la tangente C P : C Ay.
€A:CT, à caufe de C B =^ C A , on aura C P : A P y.

CA:AT,Sc CP : BP:: C A : B T,- donc CP: CAv.CA:
CT::AIP:AT::BP :B T,- d'où AT: B T:\AP : B P;
mais AT: BT'.;AK:B L; donc AK : B L'.: AP : B P.

On a enfuite A T=^^ . B T ==^^ , P T=.

i±£L ^ A P= 11I^, donc AT :PTv.C A :BP.

EULER, Introduclion à l'Anal, infin. Tome II. 3 H
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V.A K: PM. On a femblablement B T: P T:: C^A . A P
V.B L : P Mi d OU 1 on tire A K=— , BL=BP ' AP
ê^AK.BL= ^f^l^J . Mais A P . BP : P M^v.A O :A r . ti p
C E"" ; d'où l'on conclut cette belle propriété AK . B£ =
CE\ Il fuit de-là c{yiQ A K = C E y^ Ç^, ^ B L^ C E.

y/ ^^iAPiBPv.AK^ : CE^wCE^ i BL^ v.KM :ML ,

èi A K: B L'.'.K MiLM.
122. Donc, fi on mène à un point quelconque M de la

courbe une tangente qui en rencontre deux autres AK, BL,
parallèles entre elles, en K d)i. en L , le demi-diametre CE
parallèle aux tangentes AK & BL fera toujours moyen pro-

portionnel entre ^Z & B L, ou CE'=AK.BL. Donc , ù
on mène d'une manière femblable à un autre point quelconque
m de la courbe une tangente kml, on aura auffi CE^=Ak.B l;

& par conféquent^iî: : Akw B l : B L , ^ AK : Kkw B L:

L l. Si les tangentes fe coupent en o, on aura A K : B I::

Ak : B L::Kk: Lly.ko ; LowKo : Lo, Telles font les

principales propriétés des feélions coniques , au moyen def-

quelles NEWTON a réfolu un grand nombre de problêmes,

remarquables dans fes Principes^

123. Puifqu'on a AK : Bl'.'.Ko\Lo, fi on prolonge la

tangente LB jufqu'en / de manière que B I=^AKy le point

/ fera le point où la tangente menée de l'autre côté parallè-

lement di K L doit rencontrer cette tangente LB, comme le

point K fur la tangente LK eft celui où elle eft coupée par

la tangente AK parallèle à BL. La droite IK paffera donc
par le centre C, & y fera partagée en deux également. Donc^
fi deux tangentes quelconques B L, ML, font prolongées ^

ainfi qu'on vient de le prefcrire ,
jufqu'en / & en K, &

qu'elles foient coupées par une troifième Imo aux points i & o,

on aura. B I : BlwKo : Lo, 81 componendo , IB : II:: Ko :

KL ; ainfi , quel que foit le point par où la troifième tangente

imo pafl'era , on aura toujours IB .K L= I l ,K 0. Ayant
donc mené une quatrième tangente quelconque X fji. co y qui
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coupe les deux premières /Z & ^Z en A & en », on aura
pareillement I B .KL= I X.Kw , & par conféquent I l.Ko= I h.K cù ^ ou. 1 1 : I A ::K ù) : K o. Donc, fi on imagine les

deux droites /&> , Ao, coupées dans un rapport quelconque,
la droite, qui pafferapar les points de divifion, partagera IK
dans le même rapport. Conféquemment , fi les droites i a 8c

À font coupées par le milieu , la droite qui paflera par les

deux points d'interleftion divifera aufll la droite IK en deux
parties égales , & paflera par conféquent par le centre de la

feâion conique.

1 24. On démontrera ainfi par la géométrie, que fi // : /a :: pi jy- r-a

Ka:Ko,o\ilÀ:Àl::Ko:oct),\a.àToitenmII,qmcoupe\esdroites
°

/û), Ao dans un rapport donné, doit couper dans lemême rapport
la ligne K I. Suppofons que la ligne m n coupe \ç.s deux au-
tres l cû Se A o dans le rapport de m : /z , ou que Km : m o'.'.

l n '. nce'.'.m : n ; & que prolongée elle rencontre les tan-
gentes I L Se K L en Ç & en i? , on amajîn. Q -.fin. R\\
In na Km mo m /i -^ /^ , -n ^ ^

dividendo , / A : o « :: Q A : Ro'.\ Q l : Ra ; mais , comme ou
a Ià : o Cl) : I À : K , on aura aulii QI : RK::lx : o a ^ &
Jîn. Q: fin, R::-^ :^. Or , on a encore fin. Q : fin. R ::

q7 =
^** TT • 7^> ^ °^ '^ ^'^'^ ^^^ HI:HK'.:m:n= Am:

mo'.'.ln : n a.

1 25. Etantdonc donnés deux demi-diamètres conjugués CG, Pl.iii.Fig i-
CE, qui font un angle oblique GCE=q , on pourra toujours

'

en trouver deux autres CM Se C K, qui forment entre eux un
angle droit M C K. Soit l'angle G C M= p ; en fuppofant
£ CK='^ , on aura q -h vr — ^= 90°, & par conféquent
fn. 7r=cof. (q—p)Sefin. (q-^jr) =cof. p ; d'où (art. Iio)
C ^" y</;. p . cof. p Jin. ip fin.zp

C C- fia. {q—p) co . (ï—/)) fia.z{q—p) //z. 2 ,; . co/. 2 p—cof. 1 „ .fin. ip
*

donc çji=fif^' ïtj'Cot. ip— cof. xq, d'où l'on tire cot. zGCM=»
c G*

cot. tq -h ^^, ^^ ^^
, équation qui préfente une folution

3Hij
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/v., 1 . CAP (in.qcof.p r, C G'
touiours pollible; mais on aura -—-= \. , ,

& ——= i—
' * C G' Jin.{tj—p) CM'-

tan;;, p ,
C C- r,

'—'— ,• donc tans;, p == tans,, q— -——'taiiQ. q ; oC comme on
tang. q

O i O 1 C M^ SI-'
a CM'-^ CK'^ CG'-\- CE' & CK.CM= CG.CE .fin. a ^
on aura CM-\- CK^y/(CG'^ 2 CGXE fin. cj -^ C E')
& CM—CK= ^(CG'—rCGxCEfiin. q-\-CE') ; au
moyen de quoi on trouvera les diamètres conjugués qui lonr

perpendiculaires entre eux.

El. III. F.'g. 19. 12(5. Soient donc CA & CE deux demi-diamètres conju-

gués d'une feftion conique
,

qui ie coupent au centre C à

angle droit; on les nomme ordinairement DIAMÈTRES PRIN-
CIPAUX. Soit l'abfciffe CP=x, l'appliquée PM=y , nous

aurons, comme nous l'avons \\jL^yy= a.— &xx; & en fup-

pofant les demi-diamètres principaux y4C=a , CE^^^b , nous

trouverons a= bb, S>c&=-; ce qui' donne y y= bb—

-

-

—

-. On voit par cette équation, qui ne change point , foit

qu'on prenne les x& lesj pofitivement, foit qu'on les prenne

négativement
,

que la courbe fera compofée de quatre por-

tions femblables & égales fituées de part & d'autre autour des

diamètres AC ^ EF;. c'elt-à-dire , que le quart ACE fera

femblable & égal au quart ACF ; Se les deux autres parties

pareilles à celles-ci font fituées de l'autre côté du diamètre EF.
127. Si du centre C , que nous avons pris pour l'origine

des abfciffes , nous menons la droite C M , elle fera =
^fx'-+-y')= \/ (b' 1

—1- xx) i ce qui fait voir que^ û

b= a on CE =^ C A , on aura CM= \/b b = b = a ;

dans ce cas toutes les droites menées du centre C à la courbe

feront donc égales entre elles ; & comme c'efl-là la propriété

du cercle , il ell clair que la feâion conique dont les deux

diamètres conjugués principaux font, égaux entre eux , eft un
cercle dont l'équation rapportée aux coordonnées perpendicu-

laires fera, en faifant C P=x & PM= y, yy = a^— jc%

&: le rayon de ce cercle fera CA = a.

i,z8. Maislî b n'efl:pas=fl, on ne pourra jamais avoir pour.
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CAfune expreffion rationnelle en x. Cependant il j aura fur

l'axe un autre point D d'où toutes les droites DM menées à

la courbe peuvent être exprimées d'une manière rationnelle
;

pour le trouver, faifons CD=fi à caufe de DP=f— ,r,

on aura DM- =^ff— ^fx -\- x' -^ b' -^=b'-\-f'— ifx

-4-
^"
~—-^

i expreffion qui deviendra un quarré , Ç\fj:=:

— '-^
, ou o = aa-— bb —Jf y ce qui donne / =

rfc: \/ (a''— b"" ). Il y aura donc fur l'axe A C un double point

tel que nous le cherchons , & l'un & l'autre fera à une dii-

tance du centre CD= \/(a-— b- ). On aura DM'= aa—

j C— ^^-^^
. Si on fait CP^o^DM deviendra= D EA C= a = AC^ maïs, fi on fait l'abfciffe CP=CD, ou x==-.

\/(a'
— b') , la droite DM deviendra l'appliquée DG, 8c on

aura D G ^ - = —r^, on D G troifième proportionnelle

k AC&: CE.
I 29. Cette propriété remarquable

,
qui convient aux points

D" déterminés comme nous venons de le faire , a paru digiiô

d'attention; & comme ces mêmes points dii diamètre princi-

pal ont encore beaucoup d'autres propriétés qui les diflinguent,

on leur a donné pour cette raifon des noms particuliers. On les

appelle les FOYERS * de la feftion conique, &, parce qu'ils

font fitués fur le plus grand diamètre a, on l'a diflingué de fon

conjugué /^ en appelant le premier l'axe principal & tranfverfe,

& l'autre b fîmplement i'axe conjugué. L'appliquée perpendicu-

laire, qui pafTe par l'un ou l'autre foyer, a été nommée le DEMI-
PARAMETRE; carie PARAMÈTRE entier eft l'ordonnée qui

paffe par D, ou le double de DG. On l'appelle auffi latus rec-

tum. Le demi-axe conjugué CE eft donc moyen proportionnel

entre le demi-paramètre DG 8z\q demi-axe tranfverfe A C
Les extrémités de Taxe tranfverfe, où il eft rencontré par la-

f On les a appelés auflî les UmbUlcs , du latin Umb'U'uus,
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courbe , fe nomment les SOMMETS ; tel est le point A ,• S<

la tangente menée par ces deux points de la courbe a la

propriété d'être perpendiculaire à Taxe principal AC.
130. Suppolbns le demi-paramètre D G= c, la diftance

du foyer au lommet AD=d, nous aurons CD= a— d=
bb

'^ (a-— b'')&LDG= — ==c, à'ovL bb = a^c èc a— ûf =
\/(a a— a c) i donc a c= xa d — dd, a = -—•— & b =3

dy/ —^— . Ainfi, lorfque la diftance du foyer au iommetAD
= a?, & le demi-paramètre D G= c , font donnés , la fec-

tion conique eft déterminée. Soit à préfent CP= x , DM
., (a—d) X d d (c—i) x ^, . rr r\ n
(era = a — —=— —r^. Soit auffi DP= t,x

a 2 d— c d

fera = CD— t=-^^ 1; donc Z>iVfdevient=c+—-^'.

ïd— C d

Faifons l'angle A DM=v , nous aurons —^=— coj. v,

& par conféquent d.DM=cd-\-(d~c) DM,cof, v & DM
cd or d{DM—DG)

6c COJ, V=
d—{d—c)c0fv •' {d— c)DM

CHAPITRE VI.

De la Subdivijîon des Lignes du fécond Ordre

en Genres,

131. Les propriétés que nous avons développées dans le

chapitre précédent, conviennent également à toutes les lignes

du fécond ordre , & nous n'avons fait mention d'aucune va-

riété qui les diftinguât les unes des autres. Mais
,
quoique

toutes ces propriétés foient communes à toutes les lignes du

fécond ordre , cependant elles diffèrent beaucoup entre elles

par leur figure; c'efl pourquoi il convient de les diftribuer en

genres , afin d'avoir plus de facilité pour en diflinguer les
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différentes figures, & pour découvrir les propriétés qui con-

viennent à chaque genre en particulier.

13Z. Nous avons donné, en changeant feulement l'axe &
l'origine desabfciiTes, une forme telle à l'équation générale des

lignes du fécond ordre, qu'elles font reniermées dans l'équation

yy= a.~h€x-\-yxx, dans laquelle x & y repréfentent les

coordonnées perpendiculaires; &, puifque pour chaqueabfciffe x
l'appliquée j)^ a deux valeurs, l'une pofitive, l'autre négative,

cet axe , fur lequel fe comptent les abfciffes x , divifera la

courbe en deux parties égales & femblables ; il en fera par

conféquent un diamètre orthogonal ; donc on peut dire que
toute ligne du fécond ordre a un diamètre orthogonal

, qui

n'eft rien autre chofe que l'axe fur lequel je compte ici les

abfciffes.

133. Il entre dans cette équation trois quantités confiantes

et, ^&T', qui, pouvant être variées d'une infinité de fnanières,

indiquent une variété infinie de lignes courbes, qui difi'ére-

ront plus ou moins entre elles par la forme qu'elles auront.

Car la même figure peut réfulter une infinité de fois de l'é-

quation propofée yj= a-4- Cx-^ yxx ; il n'y a qu'à changer

l'origine des abfciffes, ce qui fe fait en augmentant ou en di-

minuant l'axe d'une quantité donnée. De plus, la même
figure comprife dans l'équation peut être plus ou moins grande,

de forte qu*il y a une infinité de lignes courbes
,

qui diffè-

rent entre elles feulement en grandeur; tels font les cercles

décrits avec difïérens rayons. Il fuit de-là que toute variation

dans les lettres a , ^ & ^ , ne produit pas une variété d'ef-

pèces ou de genres dans les lignes du fécond ordre.

1 34. La plus grande différence des lignes courbes renfer-

mées dans l'équation jyy= a -h ^.v-4-^^x,v, dépend de la na-
ture du coefficient y^ fuivant qu'il a une valeur pofitive ou
négative. Car fi ^ a une valeur pofitive , en faifant x infini

,

dans ce cas le terme 7;cx deviendra infiniment plus grand que
les autres a-\-€x, & par conféquent l'exprefïion tx-hëx -{-

y XX obtient une valeur pofitive; l'appliquée j' aura pareille-

ment une double valeur infiniment grande , l'une pofitive ,

l'autre négative; la même chofe arrive fi on fait x=— 00 ;.
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dans ce dernier cas, l'exprelTion a -+- Cx-i-yxx aura encore
une valeur infinie poiitive. Ceft pourquoi, lorlque y eu une
quantité pofitive, la courbe a quatre branches qui s'étendent

à l'infini; deux qui répondent à l'abfciffe x=-+-oo , &deux
à l'abfcifle x= — oo. Ces fortes de courbes qui ont quatre

branches infinies , font cenfées conftituer un genre de lignes du
fécond ordre , & font connues fous le nom d'HYPERBOLES.

135. Mais fi le coefficient y a une valeur négative; en fai-

fant ;>£:== -t- 00 , ou jc-=— 00 , l'expreffion a-\-êx-]-yx:ic
aura une valeur négative , & par conféquent l'appliquée y de-

viendra imaginaire. Dans ce cas , ni l'abfcifTe ni l'appliquée

ne pourront donc être infinies , & conféquerpment aucune
portion de la courbe ne s'étendra à l'infini ; mais elle fera

renfermée toute entière dans un efpace fini & déterminé.,

Cette féconde efpèce des lignes du fécond ordre a obtenu le

nom d'ELLYPSES , & elles font comprifes dans cette équa-

tion yy= a.-i-Cx--{-yxx,y étant fuppofé une quantité né^-

gative.

136. Puifque la valeur de y, fuivant qu'elle eft pofitive ou

négative, introduit dans les lignes du fécond ordre une fi

grande différence, qu'elle a donné lieu à la diftinftion de deux

genres; fi on fait >-== o, qui efiila valeur qui tient le milieu

entre les valeurs pofitives & les valeurs négatives, la courbe

qui en réfultera, confl:ituera auffi une efpèce moyenne entre

les Hyperboles & les EUypfes, qu'on appelle PARABOLES,
dont la nature fera exprimée par Véqmtion yy= a -\- Cx,

Il eft indifférent ici que C foit une quantité pofitive ou néga-

tive, parce que la nature d'une courbe ne change point, lorf-

qu'on fait l'abfciffe négative. Soit donc ë une quantité pofi-

tive ; il eft évident que, fi l'abfciffe x croît à l'infini, l'appli-

quée y fera auffi une quantité infinie pofitive & négative
;

d'où il fuit que la Parabole a deux branches infinies; mais

elle n'en peut avoir plus de deux
,
parce qu'en faifant x =^

— 00 , la valeur de l'appliquée y devient imaginaire.

137. Nous avons donc trois efpèces de lignes du fécond

ordre , l'Ellypfe , la Parabole & l'Hyperbole
,
qui diffèrent

f.ellement entre elles
,

qu'il pft impoffible de les confondre

enfemble^
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•enfem ble. Car leur ditîérence eiïentielle confirte dans le nom-
tre de leurs branches infinies; l'Ellypfe n'en a aucune & eft

renfermée toute entière dans un erpace fini , la Parabole en
a deux, &: l'Hyperbole quatre. Ainfi, après avoir confidéré

en général, dans le chapitre précédent, les propriétés des

ferions coniques, il nous reile à examiner les propriétés par-

ticulières de chaque efpèce.

138. Commençons par l'EUy-pfe dont l'équation eujy= pj jy p;

a -f- Cx— '5 X X, les abfciffes étant prifes fur le diamètre ortho-

gonal. Comme l'origine des abfciffes eft arbitraire , fi nous

l'éloignons d'un intervalle — , nous aurons une équation de

cette forme yy= ^— yxx, dans laquelle les abfciffes font

comptées du centre de la figure. Soit donc C le centre, & AB
l'axe, l'abfciffe fera CP=x , & l'appliquée PM=y. On
aura donc j>'= o, en prenant x= =t: y/-,- & fi a: paffe ces

limites -h \/-,—\/ -» l'appliquée deviendra imaginaire,- ce

qui indique que la courbe entière eft renfermée entre ces li-

mites. On aura donc CA^:=CB= v/-ifaifantenfuiteA:=o.
y

.

on aura CD=CE= \/^. Suppofons donc le demi-diamètre

ou le demi-axe principal CA=CB= a , & le demi - axe

conjugué CD= CE= b , nous aurons a.= bb & y=
d'où réfulte pour l'Ellypfe cette équation yy= ^^

bb

a .1

bbxx

bb
t=— (a a— X x)f

139. Quand les demi-axes conjugués a Se b deviennent

égaux entre eux , alors TEUypfe fe change en cercle à caufe

àeyy= aa— x\ ou yy -h x x= aa ; car on aura CM=
\/(x X -+- yy)= a y & par conféquent tous les points M de
la courbe feront également éloignés du centre Cy ce qui eft

la propriété du cercle. Mais, fi les demi-axes a &i b font inégaux

entre eux , la courbe fera allongée; car ou AB fera plus grand

que DE
f
ou DE plus grand que AB. Mais, comme on peut

EULER, Introduclion à l'Anal, znjîn. Tome II. 3 I
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échanger les axes conjugués AB & DE, & qu'il efl: indifFé-

rent fur lequel des deux on prend les abfcifl'es , fuppolbns que
^B i'oit le plus grand, ou que a foit plus grand que Z»,- on
trouvera fur cet axe les foyers de l'Ellypfe i^ & G , en pre-

nant CF=^CG= y/ (a"
— b^) i le demi-paramètre fera ==

— i lequel exprime la grandeur de l'appliquée élevée à l'un

ou à l'autre foyer F ou G.

140. Si on mène de chaque foyer à un point M de la

courbe les droites FM S^ GM; nous avons vu ci-deffus qu'on

^mo\t FM == AC-^^^a- ^'^'—'"^
, & G MAL n

= a -{- ^t/t"'— ^')
^. g^ paj. conféquent FM-\-GM=ia.

Donc , fi à un point quelconque M de la courbe on mène des

deux foyers les droites FM& GM , leur fomme fera toujours

égale au plus grand axe A B= la ^ ce qui nous fait con-
noître une propriété remarquable des foyers, & nous fournit

en même temps un moyen facile de décrire mécaniquement
l'Ellypfe.

141. Soit menée au point M la tangente TM t qui ren-

contre les axes aux points T Se t; on aura, comme nous l'a-

vons démontré auparavant, CP : CAw CA : CT ; donc C T
=— , on aura de même, en échangeant les coordonnées,

0= -.Donc TP=-— x, TF=''- — v/(a^—b^}

& TA =t~— a. TP deviendra donc = "'"'''"'
r^.""^^

^

g, 7^;^_.A£(^lil±^ donc tang. CTM^-ifin. CTM
hhx ^ a,iy >

= rr^'^'l 4 .^ ^ ''f' CTM= ^^/;7 ^
. Par confé-

quent, fi on élève au point A une perpendiculaire AV?l l'axe,

laquelle touchera en même temps la courbe, on aura AV=
a(a—x) hbx, èbfa— .x) , ij— x » /• 1 t

-,—=—^ = b 1/ , à caufe de a y =
X aay a y ^ a -\- x ^

142. Puifque F T= -'-v^^ '°-^') & ^M^'''-^^^'-^'-' y
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on aura F T : FM'.'.a^: x j on aura femblablement , à caufe

que gj_l'+-V^-'-^') & GM^ .>+.^..-;.)
^ (; y,^ ^^

y.a:x; donc i^T : F M'.: G T : G m/ Mais /T : FM
v.fin. FMT : fin. CTM, & GT : GMv.fln. GMt -.fin. CTM;
donc on auraJin. FMT=Jin. GMt ; & par conféquent l'angle

FMT fera= à l'angle GM t. Donc les deux droites menées
des foyers à un point quelconque M de la courbe font éga-

lement inclinées à l'égard de la tangente menée par ce point

Mi ce qui efl la principale propriété des foyers.

143. Puifqu'on a GT : GM'.'.a : x, à caufe de CT= -
,

onauraaufli CT: CAw a -.x; doù l'on tire GT : GM: : CT: CA.
Donc, fi du centre C on mène parallèlement à (? M la ligne

es qui rencontre la tangente en S , on aura CS^= CA=a. De
même, fi du point Con mène une parallèle à FM terminée à

la tangente, elle fera auffi égale à CA=a. Puifqu'on a TM
x=— \/(b^xx-\-a'<y-) f on aura aufîi, à caufe de a^y^ =
a^h'—b'-x\ TM=^^ ^(a^—x'(a'-—b^'))i mais FT.GT==
,4-.^(.»-^.)

^^^^^ T M=\x/FT,GT. Comme TG : TCXX b '

:: TM : 7^5, 7" 5" fera =—~— ,- & par conféquent TS=
y.CT ,FT y.CT.FT y'.CT.FT ^^. „^ a^y^

=—^,- donc T S ^^
~~T\r' ^ conféquemment TM : P T

:: FT : TS ^ ce qui fait voir que les triangles TMP & TFS
font femblables , & que par conféquent la droite FS menée
du foyer à la tangente lui eft perpendiculaire. On aura d'ail-

leurs SV=—-^— , comme on peut le conclure de ce qui

précède.

144. Donc, fi de l'un des foyers jFon mène fur la tangente

la perpendiculaire F S , & qu'on joigne le point ^S & le

centre C par la droite CS , cette droite CS fera toujours égale

au demi-grand axe A C=.a ,• mais comme TM : y:'. TF : FS,

3lii
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FM'.'. CD^ : F Si mais la perpendiculaire abaifTée de l'autre

foyer fur la tangente fera = b \/ -p^ ; par conféquent le de-

ini-petit axe CD= b fera moyen proportionnel entre ces

perpendiculaires. Abaiffons à préfent du centre C fur la tan-

gente la perpendiculaire CQ^, nous aurons TF : FS'.'.CT: CQ.
- „ b.CT bx.CT ab ,^
^'^''''^Q-^ ^FT.GT = uvFM.GM ==\/FM.GM' ^°"^

C Q^ — FS= -— ' = ex, /X étant menée parallèle-

ment à la tangente. On conclura de-là que C Q— C X=
-4^ & Cq + CX^^hl^, donc CQ,'~C X^

=b-, & CX^==\/(CQj—-b-). Donc le petit axe étant donné,

on trouve fur la perpendiculaire CQ^ le point X où doit êtro

élevée la perpendiculaire qui paffe par le foyer F.

145. Après avoir expofé les propriétés relatives aux foyer^y

paffons à celles de deux diamètres conjugués quelconques. On
fait que CAf étant un demi-diamètre, on trouvera fon conjugué,

fi on mène du centre parallèlement à la tangente TM la

ligne CK. Soit CM= p, CK ==
q , d^ l'angle MCK==^CMT

= j-, on aura d'abord ^--+-^-^a^-+-^% & enfuite ^^yFn. j

s= a b , comme nous l'avons vu ci-defTus ; mais p-=x--\- y"

\ _J .^ Scq'=a'-\-b'—p'=a' ^^ ~ X X

= FM.GM ; de même p^ =^FK.GK. D'ailleurs ,- puifque

On aura enfuite TM: TP :: IV^T. GT : ^ :: \/FM. GM:

-^ :: C K : C Ri donc CR^"-^ &: KR=— , & par
t b a ^

conféquent C R . K R= C P . PM. De plus , on trouvera

fin. FMS=--^-—=- i & comme x=CP= "^KZiyi y GM .FM q
'

y (a^—b=-y
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rp-. JC2M=^ , & tan^. 2 J CM== -i^zyx
on aura tang. ALM = '-

, «x tang. % a l jvi = -^3-7 =

& V^f^""
—P^Xp'

—^')=—P^ ^^f' ^> donc tang. l ACM^=
^^ rc, jt-..s .coj.s

^ caufe que cof. s eft négatif. Enfin CK^ ==:

MT.Mtj mais on tire de ce qui précède M V= q\/ -jfp

& AK= b v/|^,- donc on aura AV : MV \\ h:q\\CE: CK;

donc, fi on mène des droites AM SiEK, elles feront parallèles,-

146. Puifque p q Jin. s= ab, on d.\xxa. p q plus grand que
ab, &, à caufe que pp-\- qq= a a-\-bb , les quantités ;? &: q
approchent plus de la railbn d'égalité que a Si b ; donc

,

parmi tous les diamètres conjugués, ceux qui font perpendi-

culaires difî"èrent le plus l'un de l'autre ; il y aura donc deux dia-

mètres conjugués égaux entre eux. Pour les trouver, foit 7=/?,

on aura ipp= a^-^b^ Sz p= q= y/ ^ J^n. s = -^—-^

& cof. s= —rT~T~ » donc fin. - s == \/ —-—— , cof. - s=
VttTI»' ^^ ^^ donne tang. - s=-=tang. CEB, SiMCK

^" + i»
'

-^ 2 ^ a^-\-b^

, , _e qui donne tanv, — s=--

i=iCEB==AEB.De plus CP= ^,PM= -^. Donc

les deux demi-diamètres conjugués CM, CA!', égaux entre

eux , feront parallèles aux cordes AE Se BE.
147. Si on compte les abfcifi'es du fommet A , Se qu'on

faffe AP = X y P M=y , comme ce qui étoit auparavant

;x efi à préfent a — x , on aura cette équation yy = —

(zax—x^J=— X ^xx, dans laquelle il eft évident que

ai* .— exprime le pai'amètre de l'EUypfe.- Sùppofons le demi-pa-

ramètre ou ^appliquée au foyer = c,- & la diftance A F du

foyer au fommet= ^, on aura -=c & a— \^(^'— b-)=d

=0

—

\/ (a'-— ac), d'où l'on tire lad—d'=ac Si.a=
%d-
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On aura donc yy= z c x
"''^

pour l'équation à l'El-

lypfe entre les coordonnées perpendiculaires;*: Scy ,en comp-
tant les abfciffes x fur l'axe principal A B depuis le fommet
A; & prenant pour confiantes la diitance A /*= d du foyer au
fommet, & le demi-paramètre= c. Il faut remarquer ici que
2 d doit toujours être plus grand que c , parce que A C= a

^Jd^j^CD= b =dx/-^—.
id— c ^ 1 d— c

Pl.IV. Fig 32. 148. Si xd=c, on aura yjy= 2 c AT , équation que nous

avons vu auparavant appartenir à la Parabole ; car l'équation

yy =:^ ai.-\-t X , que nous avons donnée ci-defTus, fe ramène
à cette forme en déplaçant l'origine des abfciffes d'une quan-

tité= -2. Soit donc MAN une Parabole,dont la nature foit

exprimée par cette équation jyjy= 2 ex entre l'abfciffe AP
=Ar & l'appliquée PM=y. On aura la dillance du foyer au

fommet AF=d==- c , & le demi-paramètre FH=c , 8c

pour tous les points de la courbe FM'= i FH.AP; d'où il

fuit qu'en fuppofant l'abfciffe AP infinie, les appliquées PM
& PN le deviennent auffi ; & que par conféquent la courbe

s'étend à l'infini des deux côtés de l'axe AP. Mais, fi on fait

l'abfciffe x négative , l'appliquée devient imaginaire , 8z con-

féquemment aucune portion de la courbe ne répond à l'axe

au-delà du point A vers T.

149. L'équation à l'EUypfe exprimant une parabole, lorf-

qu'on fait id=c, il eft évident que la Parabole n'eft rien autre

chofe qu'une EUypfe dont le demi-axe a = -
^_^ devient in-

fini ; c'eft pourquoi toutes les propriétés que nous avons trou-

vées pour l'EUypfe s'appliqueront à la Parabole, en faifant

l'axe a infini. D'abord, puifque AF=-c , FF fera = x

— -c,- & en menant du foyer i^ à un point M de la courbe

la droite FM, on aura FM'=x'— ex -\— c'-^-yy ^== xx

-^ c X -\— c- , Se par conféquent FM=A:-h- c = AP-\-
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AF i ce qui eft la principale propriété dv; foyer dans la Para-

bole.

1 50. Puifque la Parabole n'ell: rien autre chofe qu'une El-

lypfe , dont le grand axe a été augmenté à l'infini , traitons

cette courbe comme fi elle étoit réellement une EUypfe ; foit

à cet effet fon demi-axe AC=a, a étant une quantité infinie
,

de manière que le centre C foit aune diflance infinie du fom-
met A. Menons au point M une tangente à la courbe M T
qui rencontre l'axe en T ; comme on avoit CP : C A'.', CA :

CT, CT{era=———, à caufe de C F == a— x, & partant

AT= ,• mais, comme a eft une quantité infinie, l'ab-

fciffe X difparoîtra devant cette dernière quantité , & on aura

a — X == a ,
& par conféquent A T= x= AF ; ce qu'on

peut démontrer de cette autre manière ; puifque A 7"=—^-— _,

on aura A T= x -4- —— ; mais, à caufe que le dénomina-

teur de la fraftion—— efl: infini , le numérateur étant fini ,
,2 X '

la valeur de la fraction devient nulle, & conféquemment A T
^AP^x.

151. Si d'un point Mon mène au centre C de la Parabole

infiniment éloigné la ligne MC qui fera parallèle à l'axe,

elle fera aufli un diamètre de la courbe , lequel divifera en
deux parties égales toutes les cordes parallèles à la tangente
MT. Par exemple, fi on imagine la corde ou l'ordonnée mn
parallèle à la tangente MT, elle fera divifée également en/?

par le diamètre M p. Toute droite menée dans la Parabole
parallèlement à l'axe AF fera donc un diamètre obliquangle.

Pour en détenruner la nature, foit Mp=::^t , pm^^u ^ foit

menée du point m à i'nxe la perpendiculaire msr ^ à caufe

de /* 7":= 2 a: & de MT='^ Ç /^x x -^ x c x ) , on aura

•^Ç^xx-^-icx); xx\ \/ 1 cxWp m : p s '. m s ; ce qui

donne p s=—,—— =u\/—'-— Se m s = u %/
' ^/• (^4

\^ -Y ^c X) ' 2 A- -j- c '

V>QnzAr=x-\-t-\-u\/—^^ & m r= \/ icx-+- u\/

2.x -\- c

2 X-\-C
~ ^ IX -^ C
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maïs m r' = ic. A/; donc ic X-. r,^^^ ^x + .

2cx-+-ict-i-icu v/—^ &::u'=it(ix-\-c)=4FM.t,

o\i pm' = 4FM.Mp. Quant au fïnus de l'angle oblique

mps,i\ fera= v/rrXT = VjXi^ ^O" cofinus^ v/^T^—

y ï^t'
^ P^' confequent //z. imps =>—-p-==— =

fin. MF r. Donc l'angle mp s =MTP =^'^M F r.

152. Comme MF=AP-^AF, à caufe de AP=AT,
on aura FM^FT; le triangle Mi^T fera ifocèle, & l'angle

MFr {era^=iMTA, comme nous venons de le trouver; &,

puifque enfujte on a M T= i\/x (x -^ -c),AlT {eï3i=
2 ^^P./'M;donc,rionabai{re dufoyer/'fur la tangente une
perpendiculaire F S, on aura AI S= TS= \/AP . FM=^
l/A T. TFi d'où l'on conclut la proportion AT: TS:: TS :

TF, qui nous apprend que le point S eft fur une droite AS
perpendiculaire à l'axe au fommet A. Mais A S= - P M ,

& AS : TS :: AF : FS. Donc FS==y/AF.FM, 8zFS fera

moyenne proportionnelle entre AFSz FM. On aura, en outre,

AS : M S:: AS : TS ::FS: FM:: y^AF: y/FM. Si au point

M on élève une perpendiculaire à la tangente Af^qui coupe

l'axe en //^, on aura PT: P M::P M: PJV, ou 2 ;c : y/ zc.v

::\/ 2c X : P W^ d'où l'on tire PW= c. Donc l'intervalle

P W intercepté fur Taxe entre l'appliquée /'M& la normale

WM y a par-tout une grandeur confiante &: égale au demi-

paramètre ou à l'appliquée F H. On aura d'ailleurs F If^=
F T=FM & M W=^ 1 v/ A F.FM.

155. Nous voilà arrivés à l'Hyperbole dont la nature ef^

exprimée par cette équation^yjy^= a.-\-Cx-^yxx, les ab-

fcifles étant comptées fur le diamètre orthogonal. Si on tranf-

porte l'origine des abfcifles à une diftance == — , on trouvera

une équation de cette forme yy= a. -+- yx x dans laquelle

i^s abfcifles font comptées du centre. Qr, il eft néceffaire

que
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que y (oit une quantité pofitive
;
quant à la valeur de a, il

ei\ indifférent qu'elle foit pofitive ou négative ; car, en échan-

geant les coordonnées X dij', la quantité a de pofitive devient PI. IV. Fig. 3).

négative, & réciproquement. Suppofons donc a. une quantité

négative, S^ yy=:yxx— a; il eft vifible que l'appliquée j/

devient nulle en deux endroits, favoir, lorfque x= -h y/-'

& X = — y/-. Soit C le centre ^ A &;: B les points oii l'axe

eft coupé par la courbe ; ayant fait le demi-axe C A == C B
= a, on aura a= y/— & a.= ya^, d'oii réCulte yy= y xx
—yaa. Ainfi, tant que'xx fera plus petit que a\ l'appliquée fera

imaginaire; ce qui fait voir qu'aucune portion de la courbe ne
répond à la totalité de l'axe. AB. Mais, fi on prend x x plus grand
que a a, les appliquées croiffent de plus en plus jufqu'à devenir
infinies. Donc l'Hyperbole aura quatre branches AI, Ai, BK,
B k, qui s'étendent à l'infini & qui font égales & femblables
entre elles; c'eft-là la propriété principale des Hyperboles.

154. Puifqu'en faifant X= o , ona.yy=— yaa y l'Hy-
perbole n'aura point comme l'EUypfe un axe conjugué

, parce
que l'appliquée au centre C eft imaginaire. Cet axe conjugué
fera donc imaginaire; mais, pour conferver quelque ana-
logie avec l'EUypfe, faifons-le = b \/— i , de forte que ya^

sc=:b^ & ^ = -. Ayant fait rabfcifl"e C P= x Si l'appliquée

PM= y, on aura jy= - (x''—a'') ; ce qui fait voir que

l'équation à l'EUypfe que nous avons traitée auparavant , fa-

voirj^=- (a^— AT'j devient l'équation à l'Hyperbole en

mettant — b- kh place de b\ A caufe de cette affinité, les

propriétés de l'EUypfe, que nous avons trouvées auparavant,
fe ramèneront facilement à l'Hyperbole. Par exemple, la
diftance des foyers au centre dans l'EUypfe étoh^ (aa—b');
pour l'Hyperbole, elle (era CF= C G^ ^(a' -h b'). On
aura donc FP^x— y/(a'^b') & GP^x-\-^ (a'-^b');
donc, à caufe dej'=— b'^ ^, jFM deviendra= y/ ('a»

EuLER, Introduclion à l'Anal, iiifin. Tome II. 3 K,
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v/Ca'-^.r^-^- ^+z.vv^Ca'H-/^^jj=^^^^^-~!l)_|_a. Ayant

donc mené de chaque foyer à un point M de la courbe les

droites FM, G M, on aura FM -{- A C= ^^^a^ ^ ^^^

— AC=—-^,— . La différence GM—FM de ces deux
C A

droites efl: donc égale h. lAC. On voit par-là que fi dans

l'EUypfe c'ell la iomme de ces deux lignes qui ell égale à

l'axe principal , au contraire^ dans l'Hyperbole c'eft leur dif-

férence.

155. On peut aufli conclure de-là la pofirion de la tangente

M T ; car on a toujours pour les lignes du fécond ordre CP :

CAy.CA : CT; d'ouCT=-ScPT="-^^=^= p^ S il

s'enfuit que MT=-f-^ \/ (b^x'-\-ay')=.^y/ (a'x'^b'x^

— aO. Mais FM.GM="-^^^^^p—^i donc M T=^ x^ a'^ b X

y/FM, GM. On aenfuite FT=^ (a-^b'-)—"^ &i GT=
^Ça'-^b'-) -+-^. Donc FT:FM::a:xScGT: GM:: a-.x;

d'où il fuit que FT : GT'.'.FM: GM, proportion qui ap-

prend que l'angle FMG eft divifé en deux parties égales

par la tangent^ M T, &c que FM T= GM T. La droite

CM prolongée fera un diamètre obliquangle qui partage en

deux également toutes les ordonnées parallèles à la tangente

M T.

156. Soit abaiffée du centre C fur la tangente la perpen-

diculaire CQ, en aura TM : PT . P Mv.C T : TQ.CQ,
eu^ v//7kf.GM:^:j:-/^: TQ: CQ, d'où l'on tire

T0= ~ 8cCQ=~—^^-—. Soit de même'V. /, xy FM. G M ^ \/FM . G M
abaiffée du foyer F fur la tangente la perpendiculaire FS, on

aura TM.PT: PMv.FT: TS :FS,OM^i^FM,GMy^^:y

I
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1:-^'
: TS : FS ^ d'où l'on tire TS=

^ 7/fr^^FS

y pareillement , fi on abaiffe de l'awtre foyer G
1,'FM . G M

fur la tangente la perpendiculaire G s , on aura T s =1
"'''''' ,&G. = -4#4;-. On a donc TS.Ts

h x\/FM .GM' \/Fm .G m'
_ .V ^::l:iL=i^^cT.PT ScTS:CT::FT: Ts;

h^x^ X X

enfuite FS . G s= b"". Et , comme QS=Q^ s, on aura QS=
TS+Ts __ ^'y(/-A/+GAf) __ ay^{a- + b-) _^ ^ .d'^'ir>

z %bx\/FM.GM ty/FM.GM ^"^' °^ ^^ lUlt

^ >^ -T-Vt^o. b^.FM.GM b^.FM.GM

= ^w ^ w
'^

==g'. On aura donc, comme dans l'EUypfe,
r Ai . GM J r y

la droite CS=a^CA y on a enfuite CQ-f-Z'i'^
"^^''"^^'^ &

par conféquen. fC Q-^FSr^^Cq- ='-:qîl±i±^=i^
Donc, fi on mène du foyer F, parallèlement à la tangente

,

la droite FX qui coupe la perpendiculaire CQ prolongée en
X, on aura CX^=: \/(b^-^CQ^), propriété femblable à celle

qui a été trouvée dans l'Ellypfe.

157. Si on élève aux fommets A Sz B des perpendicu-
laires à l'axe

,
jufqu'à ce qu'elles rencontrent la tangente en

r & V, à caufe de ^r ='-1^ & B T=±^, la propor-

tion PJ: i'M:: ^7: .4^::^ T: ^y donnera y^r=*-^^

&i?y= ^.llill . donc AF. Bv= ''-^^Çp=b^,onAFx

Bv^FS.Gs. On a enfuite /T: TM:/^ T: TVv.BT-.

Tvy donc TV= '-^'^^^y/FM.GM8cTv= '-^.^±^xxy ^ xy

v/FM.GM; d'où l'on conclut TF. Tv=-FM.GM=:a
X*

F T. G T, On peut tirer encore de là, d'une manière fem-
blable, plufieurs autres corollaires.

158. De ce que ^ 7"b= -, il s'enfuit évidemment que
,
plus

3Kij
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i'ableifle C P ^= x lera grande, plus l'intervalle C 2" fera

petit; ainfi la tangente qui atteint la courbe prolongée à l'iii-

fiïii, pc'ifTera par le centre C, Si C T devienclra= o; or, puil-

que .tang. P TM= irr^ -7-^ ^ le point M s'éloigne à l'in-

fini, ou ïî jr =i 00 ; alors j)^= -\/ (xx— fl'J= — . Donc la

tangente de la courbe prolongée à l'infini paffera par le

centre C & fera avec l'axe un angle A C D , dont la tan-

gente = -. Donc, fi on mène par le fommet A une perpen-

diculaire à l'axe AD =^ b ^ la droite CD prolongée de part

& d'autre à l'infini ne touchera la courbe en aucun point ;

mais la courbe approchera de la droite C/ toujours de plus en

plus, jufqu'à ce qu'à l'infini elle fe confonde entièrement avec

elle. La même choie aura lieu par rapport à la partie C ky
qui à la fin ie confondra avec la branche Bki &, {i on mène
de l'autre côté fous un même angle la droite K Ci , elle fe

confondra avec les branches BK. &l B i prolongées à l'infini.

Ces fortes de lignes droites , dont une courbe quelconque ap-

proche toujours de plus en plus 8e: qu'elle atteint à la fin à une
difi:ance infinie, s'appellent ASYMPTOTES ; ainfi les deux
droites I C k, KCi, font deux afymptotes de l'Hyperbole.

159. Les afymptotes fe coupent donc réciproquement au

centre C de l'Hyperbole, & forment avec l'axe l'angle ACD
t= A C d dont la tangente= -, & la tangente du double

D C d= ——— ; ce qui nous apprend que , fi ^= a, on aura

l'angle D C d fous lequel les afymptotes fe coupent =à un
angle droit. Dans ce cas, l'Hyperbole efi: dite équilatère}

mais, puifqu'on a AC=a, AD=b, on aura C D = C d
= \^(a' -{-b') ; c'efi: pourquoi, fi on abaifl^e du foyer G, fur

celle des deux alymptotes qu'on voudra , la perpendiculaire.

G Hi à caufe de CG=\/(a^-{-b^)=C

D

, on aura CH=
AC==B C=^a^ GH=b.

160. Soit prolongée de part & d'autre l'ordonnée MPN
= xy, jufqu'à ce qu'elle coupe les afymptotes en m &. n , on
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^^r^ Fm= P n==^- , Si C m ^ C
n:^'^^''-^""^^= FM^

JC = G M— J Ci on aura aufïï Mm=N n =:''-^~^ , &

Km= Mn = ^1±^- doncMm .Nm=Mm .Mn~ ^'^^~f''^

e=/^% à caufe de a'y-= b'x^— a-b\ On aura donc par-tout

Mm.Nm=Mm.Mn=Nn.Nm=:^N?i.Mn^==^b'=AD\
Soit menée du point M la parallèle M r k l'afymptote C d^

on aura ib : y/ (a'-\-b') ::M m : mr (AI;) ; donc m r=M r

=^: — & 6/72 — m r= C r== On
zjb . ^ .ib

en conclura donc Mr.Cr== — = y ou, en

menant du point A la parallèle A Ek l'alymptote Cd, on aura

A E= C E =^ -^\/ (a'- -\- b') i ^ par conféquent M/- . Cr =.

AE.CE, propriété principale de l'Hyperbole rapportée à fes

afymptotes.

161. Si donc on prend les abfciffes CP=x fur une afymp-
p; jy f;„

tote, à compter du centre, & qu'on fuppofe les appliquées

PM=y parallèles à l'autre afymptote; on aura j^x=:^^
_,

en faifant AC= B C^=a & AD= Ad= b; ou bien , en

faifant AE=CE= h,yx= h^^y = —. En fuppofant

donc x= o^y devient = co , & réciproquement, en fai-

fant X = 00
, y deviendra = o. Menons à préfent par un

point M de la courbe une droite quelconque Q^MNR, pa-

rallèlement à une droite GH prife à volonté, & fuppofons C Q
=r, (lM=u, nous aurons GH : CH : CGi'.u : PQ : FM^
donc F Q^== — .u iPM= ~.u i cequi donnej=— .« &

CH C O
x=t—7r7,^^; on aura

5
parla fubftitution de ces valeurs. z:r^ t u

CH. CG , ,
, -,

GH G H^ , ^ , ,.
-u'=hhoviu^—— tu-\- h-=o.L appliquée

G A' CH c H. CG
«aura donc deux valeurs, favoir, QM& Q^dontlafomme fera

^^t= (lR, & le reaangle Q_Mx q_N=-^^^hJu
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162. Puifque (2M-4- Q_N= QR, on aura QM=RN

& Q N=RM. Par conféquent, fi les points M &c N coïn-

cident , auquel cas la ligne QR devient tangente, elle fera

coupée en deux parties égales au point de contaft. Par

exemple, fi la droite XY touche l'Hyperbole, le point de
contaft Z fera fitué au milieu de la droite XY, Donc , fi du
point Z on mène Z^ parallèlement à l'autre afymptote, on
aura CV=VY i ce qui fournit un moyen expéditif de mener
une tangente par un point quelconque Z de l'Hyperbole. On
prendra V Y=C V, & la droite qui paffera par Y & par le

point Z de la courbe , touchera l'Hyperbole en ce même
point Z.

L'égalité CV.Z V= /:== ^-t^ donnera CX . C Y=x
a^-\-b-=CD^=CD .Cd ; ce qui fait voir que, fi on menoit

des droites D X &c d Y, ces lignes feroient parallèles entre

elles, & ce qui donne par conféquent un moyen très -facile

de mener tant de tangentes qu'on voudra à la courbe.
G H*

163. Puifqu'onaenfuitelereftangle QM. Q^N= cg ^*>

il eft clair que
,
par-tout où l'on mènera la ligne Q R paral-

lèle à HGy le reftangle Q^M. QN fera toujours d'une même
grandeur. On aura donc auffi QM . Q^N= QM . MR=a

C M^QN.NR=
r

'

r ^^' ^^"'^» ^ '^^^ conçoit une tangente

parallèle à Qi?, à caufe que la partie interceptée entre les

afymptotes fera coupée en deux parties égales au point de
contaft, en fuppofant la moitié de cette tangente= ^, on
aura îou]omsqM.qN=(lM.MR=RN.RM=RN.Nq
= qcj ; propriété remarquable des Hyperboles décrites entre

les afymptotes.

164. Comme l'Hyperbole eft compofée de deux parties dia-

métralement oppofées IAi & KBkf ces propriétés n'appar-

tiennent pas feulement aux lignes droites fituées entre les

afymptotes qui coupent en deux points la même portion de

la courbe, mais encore à celles qui aboutiffent aux parties oppo-

fées. En effet, foit menée par le point Mla droite Mqrn à la par-

tie oppofée à laquelle Gh foit parallèle; faifons Cj=r & qM.
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^=u, nous aurons, à caule des triangles femblables, CGh&c

PMq, PM=y^=— Il & qP= x— /== ^j//d'où l'on

r h ce
tire x^=t-\--riu; &, puifqu'on a xy= kh, on aura— tu

CG. Ch
j j ,

G i Gh'' j j

165. L'appliquée u aura donc deux valeurs, favoir.^ Af &
^^—qn; je prends q n négativement, parce qu'elle tombe de
l'autre côté de l'afymptote CP qui a été prile pour l'axe. La

fomme de ces deux racines qM— an fera donc = -'

r
^ ' C II=— q r, 81 par conféquent qn — qM=q r; d'oii il fuit que

qM=rn & qn= r M. L'équation qu'on vient de trouver

tait voir, de plus, que le produit des racines — q M.q n =
— „^ '

, A% ou q M.q n= q M.rM=m .qn= rn.rM
C G . C A

/~i ta= .A\ Ces rectangles,, en quelque endroit qu'on mène

les droites Mn parallèles à Gh , auront toujours une gran-

deur conftante. Telles font les principales propriétés de chaque
efpèce de lignes du fécond ordre ; lefquelles , réunies avec
celles que nous avons trouvées d'une manière générale

,

donnent une multitude prefque infinie de propriétés dignes
de remarque.

CHAPITRE VIL
De la Recherche des Branches infinies,

i66.Slunelignecourbequelconque aune branche, ou une por-
tion, quis'étendeà l'infini, & que d'un de ces points infiniment
éloigné on abaiffe à un axe quelconque une appliquée perpen-
diculaire ; alors ou l'abfciffe x, ou l'appliquéejv, ou l'une& l'autre

coordonnée fera infinie. Car, fi l'une des deux , ou toutes les

deux n'étoient pas infinies, la diilance du point de la courbe.
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dont il s'agit, à l'origine des abfcifl'es feroit finie, favoir =r
\/(x^-^y')i ce qui eu contre l'hypothèfe. C'efl: pourquoi, û
une courbe a une branche qui s'étende à l'infini, il arrivera

qu'à une abfcifle quelconque finie répondra une appliquée

réelle infinie , ou qu'à une abfciffe infiniment grande répon-

dra une appliquée réelle foit |inie, loit infinie. C'eft donc en
partant de ce principe , qu'on pourra procéder à la recherche

des branches infinies des courbes.

167. Soit propofée une équation algébrique d'un degré

indéterminé n entre les coordonnées x & jy, & examinons à

part les termes dans lefquels les variables x Se y ont un
nombre n de dimenfions, favoir, a.y-hey'' 'x-r- yy" 'x'

-+- i^y" — 'x--f- H- x",- cette expreflion pourra être

décompofée en fafteurs fimples de la forme A y-\-B x, réels

ou imaginaires; fi elle renferme des fafteurs imaginaires , ils.

feront en nombre pair, & deux combinés enfemble donneront

un fafteur double réel de la forme A^'y^—zAB xy cof. <Pt H-
B'x\ Or un tel fafteur, lorfque x ouy ^ ou l'un ou l'autre eft

fuppofé infini = 00 , aura toujours une valeur infinie =00^,
parce que le terme lABy x.cof. ip ei\ toujours plus petit que

la fomme des deux autres Ay^ -+- B-x% & que d'ailleurs

ni A ni B ne peut être =0. Le fafteur de la forme Ay^ —

•

1 A B x y.cof. (p -{- B'x' , lorfqu'on fuppofe ou X ou jy' , ou
l'un & l'autre infini, ne peut donc être égal à zéro , ni à une

quantité finie, ni même à la quantité infinie 00 , puifqu'elle

eft == 00% quantité infiniment plus grande que 00.

168. Donc, fi la partie fupérieure de l'équation a.
y" -h

^jy"" 'x -t- yy" ~ -.r'+ -+ ^ x" ne renferme aucun fac-

teur fimple réel; ce qui, à la vérité, ne peut arriver, à moins

que n ne foit un nombre pair, elle fera alors compofée feule-

ment de fafteurs doubles de cette forme Ay^— 1 A B xy,
cof. (p -+- B'x\ Ainfi , en fuppofant ou x on y, ou l'un 8c

l'autre infini , cette expreffion recevra une valeur infinie

= 00"
; elle ne peut donc être égale ni à une quantité finie ,

ni à aucune quantité infinie 00"', dont l'expofant m feroit

jnoindre que n. Les autres membres de l'équation dans lef-

quels les variables x &. y ont de plus petites dimenfions, don-

nant
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tiant des infinis d'un ordre inférieur a n,ne peuvent égaler ce

plus grand infini ; & par conféquent l'équation ne peut fiib-

îiiter, fi on fait ou x ou y, ou les deux infinis.

169. Il fuit de-là qu'une ligne courbe exprimée par une
équation entre les coordonnées x Se y, dont le membre fupé-

rieur ne renferme aucun faéleur iimple réel , n'aura au-

cune branche qui s'étende à l'infini; & que, par conféquent,

toute la courbe fera comprife dans un efpace fini , comme
l'Ellypfe ou le Cercle. C'efl: pourquoi, fi dans l'équation gé-
nérale du fécond ordre cty' -+- ë xj -{- y x x -h J'y -+- g x
-f- ^= o , le membre fupérieur ay- -\- Ç, x y -\- y xx, dans

lequel les variables x ^y ont deux dimenfions, ne contient

point de fafteurs fimples réels, ce qui a lieu lorfque ^^ efi:

plus petit que 4 a 7', la courbe n'aura dans ce cas aucune
branche qui s'étende à l'infini , & fera par cette raifon une
EUypfe.

170. Pour mieux éclaircir tout cela , diftinguons dans
toute équation propofée entre les coordonnées a; & y plu-

fieurs membres, de manière que le premier membre , ou le

membre de l'ordre le plus élevé, renferme tous les termes de
l'équation , dans lefquels les variables a: & j forment la plus

grande dimenfion dont l'expofant foit n. Je rapporte au fécond
membre tous les termes dans lefquels les deux variables forment
n— I dimenfions. Le troifième membre comprendra ceux dans
lefquels le nombre de dimenfions de x &cà.e y fera n— 2, &
ainfi des autres, jufqu'à ce qu'on foit arrivé au dernier membre
dans lequel la dimenfion de x & de j fera nulle, & qui par
conféquent fera compofé feulement d'une quantité confliante.

Au refte, nous défignerons par P le premier membre, ou le

membre le plus élevé, par Q le fécond membre, par R le

troifième, par S le quatrième, ainfi de fuite.

171. Puis donc qu'une ligne courbe repréfentée par l'équa-

tion P-hQ-hi?-+-iS-h &c. == o , lorfque le membre de
l'ordre le plus élevé P n'a aucun fafteur fimple réel , ne
peut avoir de branche qui s'éloigne à l'infini; fuppofons à
préfent que ce membre P renferme un feul fafteur fimple
réel ay— hx, de forte c{ne P= (ay—-bx) Mi Mêlant

EuLER, Jntroduciion à L Anal, injin. Tome II, 3 L
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une fonfticn àe x Si de y h la fois, d'un nombre n— i de di-

menfions, laquelle ne contienne aucuns fafteurs (impies réels.

En faifant ou x on y , ou l'un & l'autre infini, M deviendra

= 00
"—

', Q pourra être un infini du même ordre; mais

Rj S, &c. , deviendront des infinis d'un degré inférieur,

Conféquemment, l'équation P-\- Q-hi? -f- &c. = pourra

{ubfiiter, fi ay— 6x eft égal à une quantité finie ou à zéro;

& la courbe, par cette railbn, s'étendra à l'infini.

172. Soit donc ay— b x =p , p étant une quantité finie

telle que, lorf'que la courbe s'éloigne à l'infini, p M -\-
Q^

n o o —0— R— S—Sic.
-l-/C-t-o-t-ixc.==o, OU p = —^ —

y mais, comme

M eft une quantité infinie d'un ordre Supérieur h R &c k S

&c. , les fafteurs -, - , &c.= o , & par ccnféquent p =
^—^. Donc la fraftion ——- donnera la valeur de v, fi les va-M Al '

riables x Se y (ont infinies; mais, comme ay— h x=pj on

aura y= Se -=--t- - ==-, a caule de -==0, lorf-
"^ a .X a i7x a ax

que ;c = 00 . Ainfî, lorfque la courbe s'étend à une diftance

infinie, y devient= —

.

173. Les quantités Q & Métant des fonftions homogènes

de n— I dimenfions ,-77- fisra une fonftion de dimenfion
Ai

nulle , & donnera par conféquent une valeur conftante pour

/? , fi on fiippofey=—i ou
,
parce que la fonftion —— eft

déterminée , fi on détermine feulement le rapport entre y &
X , qui ei\ I? : a, on obtiendra la valeur de p en écrivant par-

tout dans l'exprefllon^^, l> au lieu de v & a au lieu de x,

Ayant donc trouvé p de cette manière , on aura l'équation

ay— hx-=p, laquelle ell contenue dans l'équation même
propoféc P -\- Q-hi^-H^H- &c.= o , lorfque la courbe

s'éloigne à l'infini.

174. La portion de la courbe qui fe trouve à une diftance

ipfinie fera donc exprimée par cette équation ay— b x =^ps
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& comme cette équation appartient à la ligne droite, il s'en-

fuit que cette ligne droite prolongée à l'infini fe confondra à

la fin avec la courbe. Elle fera donc l'afymptote de la courbe,

puifque cette dernière en approchera toujours de plus en plus,

ôz que prolongée à la fin elle fe confondra avec elle. De plus,

comme l'équation propofée P -h Q -\- R -{- S -{- &c.= o,

lorfqu'on fait x ou j)^=oo , fe change en celle-ci : ay —

•

Ix =p , on conçoit en même temps que cette ligne droite

prolongée de part & d'autre à l'infini coïncide à la fin avec
la courbe. La courbe aura donc deux branches infinies oppo-
fées l'une à l'autre, dont la première fe confondra par-devant,
& la féconde par derrière , avec la ligne droite prolongée à

l'infini.

175. Puifque la courbe, lorfque le premier membre P de
l'équation P-h Q-\-R-\-S-+- &c.= o , contient un feul fafteur

/impie réel
,

jette deux branches infinies & convergentes de
part & d'autre à une même ligne droite , cette ligne droite

en efl: l'afymptote; fuppofons à préfent que le premier mem-
bre P contienne deux fafteurs fimples réels ay—èx & ry—
d X , âe manière que P= (ay— è x) (cy— d x) M, Al
fera une fonftion homogène de /z — 2 dimenfions. 11 fe

préfente alors deux cas à examiner, fuivant que ces deux
fdfteurs feront égaux ou inégaux entre eux.

176. Suppofons-les inégaux, il eft vifible que l'équation

(ay— Bx) (cy— dx) M -h Q-h R-\- i" -f- &C.= O peut
fubfifter de deux manières pour des abfciiTes ou des appliquées
infinies; favoir, en faifant ou ay— Bx, ou cy—dx égal à

une quantité finie. Soit donc ay— bx=p , comme p efl:

une quantité finie, on aura à l'infini - =-, &c p deviendra,

comme auparavant,=—^ ^ . ., = • , fonc-
K'^y— dx)M (cy— dx)M

rion de dimenfion nulle âe x 8c de y i c'eft pourquoi , fi on

fuppofe -= - , ou , ce qui revient au même , fi on écrit par-

tout B au lieu de y & a au lieu de x , on obtiendra la vraie

valeur de la conftante cherchée p. On aura donc p =t
jLij
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,• &, comme les fafteurs font inégaux, bc— ad
{bc—ad)M ' ^ & »

ne fera point = o ; il en fera de même de la quantité M,
parce qu'elle ne renferme aucun fafteur fimple réel. La va-

leur réfultante de p fera donc finie, ou même = o ; ce qui

aura lieu fi le membre Q^ manque entièrement, ou s'il contient

le fafteur ay— bx.

177. A caufe du fafteur fimple réel ay— h x An membre
fupérieur P, la courbe aura, comme dans le premier cas, une

afymptote, dont la pofition eft indiquée par l'équation ay—

•

lix^=p. Par une raifon femblable , l'autre fafteur c y — dx
donnera aufli une afymptote déterminée par cette équation

ey — dx= q,q étant= -——y—-y après qu'on aura- fubfti-

tué par-tout à ^ & à jc les valeurs déterminées d &c c. Ainfi

la courbe aura deux afymptotes, & par conféquent quatre

branches infinies qui fe confondront à la fin avec ces droites.

Ce cas a eu lieu dans l'Hyperbole ; donc , fi dans l'équation

aux lignes du fécond ordre ctyy-\r^xy-\-yxx-\-S'y-{-ix
-}-^=o, le premier membre ct.yy-\-èxy-\-yxx renferme

deux fafteurs fimples réels inégaux, ce qui aura lieu, {\ èC
furpafl^e 4a>, la courbe fera une Hyperbole..

178. Soient les deux fafteurs ay—bx & cy—dx égaux

entre eux, ou foit Pz=(ay—bx)'M. Puifque P-\- Q-hR-\-S
. _Ç_/?_5— &c.

-f. &c.= O, on. aura (ay— ùxj- = ,• mais

Q étant une fonftion de n— i, R , de n— 2, & S^ de n—

3

dimenfions ; à caufe que M eft une fonction de n— 2 di-

menfions , dans le cas de l'infini, —=0; & par conféquent

, N —Q R — ^ s ^ »j •

(av—bx)'= —^ = -7 '— fibiy-hvx) — —. Mais.

- —- & — font des fondions de jc & de y de dimen-M {[J. y + V x) M ^

fion nulle
;
par conféquent , comme à l'infini _y ixwb : a , fi;

on fubftitue ce rapport - pour -, ou , fi on met b pour y 8c

a pour X y les deux fonftions fe changeront en une quantité;

conftante.
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Q

t^t^y + vx)'
170. Soit donc, après la fubftitutioii faite, —-

—

—, ^:=A

& — ==Bi on aura (ay—bxy=— A(fJi.y-\-vx)—B pour
A/

l'équation à la ligne courbe , avec laquelle fe confondra

à l'irifini celle qui eft repréfentée par l'équation P -\-Q^-\-R

-t- vS" H- &G.= o. Mais, comme les quantités ^a & v font ar-

bitraires, prenons fji^b^ v=ai &, pour changer les coor-

données, faifons ay— b x ^^ u \/(a'-i-b^) &: by -i- ux= t

\/(a'-hb'J ; nous aurons pour cette même courbe l'équation

i^"H rvr-TTT -+- T-m= o > ^^'^ appartient évidemment à
V(''+^) «^' + ^' \^

,

la Parabole. La courbe cherchée , prolongée à l'infini , fe con-
fondra donc avec la Parabole. Elle aura donc feulement deux
branches infinies qui n'auront plus pour afymptote une ligne

droite, mais la Parabole exprimée par Téquation précédente.

18a. Cela a lieu, fi A n'eft pas:^=o; mais, fi ^= 0, ce

qui arrivera lorfque le fécond membre Q manquera ou fera

divifible par ay— bx, l'équation dans ce cas cefTe d'apparte-

nir à la Parabole, & devient u^'-h -r-—77= o. Il y aura trois

cas à examiner;, le premier, fi B eft une quantité négative 5

par exemple , fi =

—

ffj alors l'équation nu—ff=Oy
renfermera deux équations v—f:= o & z/ h- f^= o

, qui ap-
partiennent à deux lignes droites parallèles entre elles ; l'une

& l'autre fera une afymptote de la courbe , comme dans le

premier cas; & par conféquent la courbe aura quatre branches-

qui s'étendront à L'infini, & qui fe confondront avec ces deux
droites.

181. Le fécond cas eft lorfque B eft une quantité pofitive,

comme//", alors l'équation u^-\-f-=o, étant impoflible , la

courbe n'aura aucune branche infinie, mais elle fera renfer-

mée toute entière dans un efpace fini. Non - feulement donc
la courbe exprimée par Téquation P -\-Q-{-R-hS-^ &c. =0,
n'aurn aucune branche infinie, dans le cas où le membre fupé-

rieur P ne renferme aucun fafteur fimple réel ; mais cela peut
encore arriver, quoique P ait des fafteurs , comme nous ve»
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nons âe le voir. Il fe préi'entera dans la luite plufieurs autres

cas femblables.

iSi. Le troifième cas a lieu lorfque B devient= o; Si-

comme chacun des deux précédens peut tomber fur celui-ci

il en pourroit réfulter du doute fur la nature de la courbe.
Pour en déterminer la figure , il faudra recourir aux termes

fuivans. En effet
,
puifque P -{- Q^ R -[- S -{- &c. = o &

P= Çay— b x)- M. i on aura à l'infini -=- & (^ay—bxY
O R S T

'^'m'^'m'^'m'^IÂ'^^^'^^' %Pofons, comme au-

paravant, après avoir fait la fubilitution de -= -; —= ^

(by-^ax), —= ^y & , comme .S", T, V, &c., font des

fondions de n— 3 , n— 4 , &c. , dimenfions , tandis que

Af eu une fonftion àe n — 2 dimenfions ; fuppofons . y + ''^)

= ^i Tj =JJ; — = Ai, occ,- nous aurons

(ay— bxy-\-A(by-\-ax)-\-B ^
.

/?

-h-r, 7 -H &c. = O. Cette équation exprime donc la
{by-\-.ixi^_ \ _

'^

nature de la ligne courbe , dont la portion infiniment éloignée,

qui réfulte de la fuppofition que by-hax eft une quantité in-

finie, fe confondra avec la courbe repréfentée par l'équation

P-+- Q-h R -h S -h &c.= 0; car quoique , la courbe s'éloi-

gnant à l'infini, (ay—bx)^ obtienne une valeur ou finie , ou
infinie, mais d'un ordre inférieur à 00'; cependant by-\~ax
aura une valeur infinie.

183. Changeons maintenant l'axe auquel nous rapportons

l'afymptote que nous avons trouvée , & prenons fur cet axe

l'abfciffe "/."^/^, = t & l'appliquée "/ ~
f. ,
=u j ôc

I > A t

foit,pour abréger,Y/('a'-4-/^'J=g^; on aura l'équation^«H
H C D R

H \

—- -h-TT-t-^^H- &c. =0. Puifque dans le cas que

nous devons traiter, A= q Si. j?= 0, elle deviendra u u -^
{^ D F

-T- -t-
-— H- -^ -t- &Ç' == 0, S'il arrive que C ne foit pas

6 * §*'\ I '1

I
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D E

±=0, en faifant t infini, les termes -71-+- -7^ -{-&:c. diiparoî-

c c
tront devant -r- , & il réitéra uu -\—~t^o. Cette équation

exprime la nature de la courbe
,
qui, en fuppolant r= 00 ,

fe confondra avec la courbe cherchée. Ainfi
,
puifqu'on eu

tire i/ = — y/ y., la courbe aura deux branches infinies

convergentes de part & d'autre à la même partie de l'axe.

184. Si, en outre, (7=0, il faudra prendre cette équatiori

u' -\ = 0, ou il le prelente encore trois cas a examiner

fuivant que D eft'une quantité pofitive ou négative, ou nulle.

Dans le premier cas , comme l'équation efl: impofTible , la

courbe n'aura aucune branche infinie ; mais elle iera renfer-

mée toute entière dans un efpace fini. Dans le fécond cas ,

fî - =

—

ff, à caufe que ;/^= -, l'appliquée «, foit qu'on

falîe r=^+ 00 ou=— 00 , obtiendra une double valeur éva-

nouifTante, l'une pofitive, l'autre négative, & la courbe aura

parconféquent quatre branches convergentes à l'axe de part

& d'autre vers les deux extrémités. Dans le troifième cas où
E

Z?= o , il faut prendre l'équation k z/ -h -^= o , à laquelle

s'appliquera ce que nous avons dit dans l'article précédent.

On devra continuer de la même manière , tant que l'équation

P -\- Q^-\- R •+ S -\- iSfc. fournira des termes ultérieurs.

185. Suppofons maintenant que le premier membre P de
l'équation P -\- Q-l-iJ-Hi'-i- &c.= o , contienne trois

fafteurs fimples réels; il efl: évident que, fi ces fafteurs font

inégaux entre eux , on peut appliquer à chacun ce que nous
avons dit d'un feul fafteur réel. Dans ce cas, la courbe aura

donc fix branches infinies convergentes à trois afymptote>
droites. S'il y a deux fafteurs égaux, il faudra alors fe compor-
ter, pour le troifième qui efl: inégal, de la manière que nous
avons prefcrite ; & pour les deux qui font égaux , on devra
cbferver aufll les règles que nous avons données auparavant.

Refl:e à traiter k troifième cas , où tous les trois fa6î.eurs font
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égaux entre eux. Soit donc P =^ay — b x^ Af/ comme
l'équation P -\- Q^ -\- R -\- S -\- &c. = o, ne peut fubfifter

à l'infini, à moins que (ay—bxy n'ait une valeur ou finie,

ou infinie à la vériré , mais d'un ordre inférieur à oo', afin que
la puiflance de l'infini que donne le premier membre P foit

moindre que oo"; on aura toujours à l'infini -= -.

i86. Pour traiter ce cas, il faut d'abord voir fi le fécond

membre Q^ renferme le même fafteur ay— b x^ ou non. Re-
marquez que, s'il manque entièrement, ce cas rentre dans le

premier, parce que zéro admet toute efpèce de fafteurs. Sup-

pofons donc en premier lieu que Q^ ne foit pas divifible par

(ly— bx i comme Q eft une fon6lion de «— i dimenfions,

& M de n— % dimenfions; ; -, -fera une fonftionde di-

menfion nulle, laquelle par conféquent, en faifant -= - fe

changera en une quantité confiante que j'appelle ^ , & on
aura (ay— b x)' -{-A(ax-\-byy= o; car les membres
fuivans fourniront des termes qui font nuls à l'infini à l'égard

de A(ax -Jr by)\

1 87. La ligne courbe exprimée par cette équation
,
pro-

longée à l'infini , fe confondra donc avec la courbe repréfen-

Xée par P->rQ^-\-R-JrS-\- 8cc. = o. Pour la connoître

plus intimement, rapportons-la à un autre axe fur lequel nous

prendrons l'abfciffe t= — —, & l'appliquée u= ——-^

en fuppofant \/(a''-\~b')= g; nous trouverons l'équation «*

H ^= o,qui, dans l'hypothèfe de /^00, donnera la

partie de la courbe cherchée P -h Q-h R-hS -^ Scc.=Gj
qui exifte à une diftance infinie. Ainfi, en connoiflant la

figure de la courbe repréfentée par u'^-\—-=o, on connoîtra

en même temps celle de la portion infiniment éloignée de la

courbe exprimée parP-{-Q-\-R-\-S-\- &c. = o. Nous
traiterons expreflement dans le chapitre fuivant de la nature

de ces afymptotes courbes.
1.88;



DES Branches infinies. 8«
iS8. Si le fécond membre Q renferme le fafteur ay~i,x-

ou il fera divifible par (ay_ ^ ^j^^ ou il ne le fera pas. Supl
polons d abord qu il ne ioif pas divifible par f aj— ^ a: )%
& prenons cette fonftion de dimenfion nulle Q

qui, en faifant -= -, donne cette quantité confiante A,
nous aurons C^y— Lx)^^ -i- J(ay~6xXax-[-l>y)-i-^ 4,

--{-&c.=o.Ici-,enfuppofant^=-,deviendra ou B(aj~-
^x>o^frt^-h^jj,fuivantquei?feraouneferapasdivifiblepar

aj—ùx; mais^.feraunequantitéconftanteC Ainfi, enrappor-
tant cette équation à un autre axe entre les coordonnées t & ucomme nous l'avons fait auparavant, elle deviendra ou u^-^

— -^17-^.-=°'°""^+— +7-^5'=^ ^- Mais,
comme il n'eftqueftion ici que des cas où ^= 00, les derniers
terme^Mparoiffent; nous aurons donc, pour le premier cas,
" ~*~" "^ -^= °

; ce qui donne deux afymptotes , favoir

«= o, &^«H-_'=o, l'une droite, l'autre parabolique.
Pour le fécond cas, lorfque .= .co ,il eft pofîîble que .. aitune valeur finie; &, a caufe que les quantités finies difparoif-

fent devant les quantités infinies, on aura alors— -t-:^'=o
Rr ~B Se'*
iX panant u= -y-- ce qui donne une ligne droite. Mais u
pourra avoir en outre une valeur infinie; ainfi, le troifième
terme^difparoiffant, il en réfultera l'équation à la Parabole
,,--4—_=o. On a donc dans ces deux cas deux afymptotes,
l'une droite, l'autre parabolique; ainfi il ne fera pas nécef-
laire de feparer ces deux cas l'un de l'autre.

189. Soit à préfent Q divifible par (ay-ix)^; fuivant queRie lera ou ne le fera pas par ay-l>x, en fai(ant les mêmes
opérations qu auparavant, on aura entre r & /. les équations-

ilULER, latroduSion à l'Anal, vifin. Tome II. «M
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Au* Bu C ,

^/.^ B: T
Lî'H-—

H

—-H—-= o,ou//'H i

—r= o. Le premier
^ h :' Se' ^

cas eft pour trois lignes droites parallèles entre elles, fi toutes

les racines de l'équation z/' H 1

—- n = o font

réelles; ou pour une feule afymptote droite, fi deux racines

font imaginaires. De là naiffent des variétés, fuivant que deux
,

ou la totalité de ces trois afymptotes coïncident. Le dernier

cas k' H
'-—

I

= 0, dans la fuppofition de r=oo, ne

A I

*

peut avoir lieu , à moins que u ne foit infini , le terme —

-

difparoîtra donc devant le premier u , Sz on aura l'équation

«^ H—^= o, qui indique une afymptote curviligne du troi-

fième ordre.

190. Mais, fi on a A==o,B = oSz C?=o, il faut alors

recourir aux termes fuivans de l'équation P -\- Q^ -\- R -\- S
-h &c.= o, lefquels donneront une équation de cette forme

D E F
11^ -\—-

—

I- -71 + "Ti + ^^' =° •> ^^'"'s laquelle , à moins que

/?nefoit= o, le troifième terme s'évanouit avec ceux qui

fuivent, de forte qu'on a l'équation u -\—^=0; mais, {\ D=o,
E y. F

on aura «'- -h -r-= o , & fi E= o , on aura u'^ -h -—=0,

Sec. Ces équations défignent les lignes courbes qui, en fai-

fant r= 00 , fe confondront avec celle qu'exprime l'équation

P -h Q-h R -]- &c.==o. Ces équations, à caufe de la puif-

fance impaire u\ font toujours réelles, & donnent par confé-

quent des branches infinies. Cependant, dans ce même cas,

on pourra aufli prendre pour afymptote la ligne droite expri-

méepar l'équation u=Oi car ellel'efi: évidemment des courbes

qui ont pour équation w H—^=o;r/'-h-^= o, Cxc.

191. La différence entre les branches des courbes conver-

gentes a une afymptote droite, pouvant être aufli grande, il

eft à propos d'examiner avec plus de foin cette diverfité; ce

que nous ferons en déterminant la courbe la plus fimple qui,
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rapportée à la même afymptote, fe confondra avec la courbe

propofée. Ainfi, quoique l'équation k'H '—-\—^-4--=o,

fi elle a trois racines réelles, donne trois afymptotes droites

parallèles entre elles; on ne voit pas fi les branches de la

courbe prolongées à l'infini font hyperboliques, c'eft-à-dire
,

exprimées par 1 équation u= -, ou d un autre genre, expri-Ce
mées, par exemple, par 1 équation u = - ou u= -. Sec.

Pour nous en affurer, prenons dans l'équation le terme voifin qui

vient après , favoir —y ou, fi celui-ci manque, -^^ ou même,

au défaut de ce dernier,-^. Pour plus de généralité, fuppo-

fons que le terme qui fuit, foit -y il efi: vifible par la nature

de l'équation P-h Q-\- R-h &c. =0, qui efi: du degré n,

que k ne peut être un nombre plus grand que n— 3. Ima-
,,, . , ^ u' Bu c

ginons que 1 équation w -\ 1

—

^ -|- -= o ait pour ra-

cines ou fafteurs (u— a.J(u— ëj(u—y), nous aurons (u—a)

(u— è)(ii—y)— - = 0. Soit u — a = - , l'équation

qui exprimera la nature d'une des afymptotes ; on aura -

/ I K
Ça—^~*">V^— y~^'T^^^'^> ^" fuppofant t infini, elle

deviendra-^—'—^ = i^

192. Cette équation a lieu, lorfque a. diffère des autres ra-

cines €, & y; dans ce cas /=7 -r^ r & /u= ki donc

la racine u = a. donnera l'afymptote curviligne u — œ =3

-— :. Si toutes les racines font inégales entre elles.
(«— S)(a— 0;

*

,

elles fourniront chacune des afymptotes d'une même nature.

Mais, s'il y a deux racines égales; que
,
par exemple, ^=a,

deux afymptotes fe confondront en une , & on aura—~^ =
3 M ij
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- ,• d'où l'on tirera /'=—-— & iu= k. La nature de cette

double afymjotote fera donc exprimée par cette équation

(u— a)~-= _^ ^
. Et, fi les trois racines font égales, les

trois afymptotes n'en feront plus qu'une, dont la nature fera

exprimée par l'équation (u—a.)' = -.

193. Si le membre de l'ordre le plus élevéP de l'équation /'-+•

^-{-^+5"-+- &c.=o renferme quatre fafteurs fimples réels;

ou ils feront tous inégaux entre eux , ou deux & même trois

feront égaux; dans ces cas, on pourra conclure de ce qui pré-

cède la nature des branches infinies avec celle de leurs afymp-

totes ; il refte à examiner le cas où toutes les racines font

cgales entre elles. Soit, à cet effet, P ^(ay -\- hx)^M , de
forte que la fonftion M ait n— 4 dimenfîons; fi bn fait comme

auparavant, dans les fondions de dimenfion nulle, —= —

,

afin d'avoir des quantités confiantes, & qu'en changeant la

direftion de l'axe on fuppofe /= — ~ ôz u ==— ^, ^
ét2ini=-y/aa-{-bh, on trouvera, pour déterminer les afymp-
totes, les équations fuivantes entre t & u.

194. D'abord, fi Q n'eft pas divifible par ay— bx , on

aura u^ -{- -—= o. Enfuite, fi Q efi: divifible par ay— bx^
° A

mais non par (ay-^—bx)\ on aura l'équation u^ -\ f-

== o, dans laquelle, en faifant r= 00 , l'appliquée u peut

être une quantité finie ou infinie ; ce qui donne deux afymp-

totes, l'une droite repréfentée par u-\ — o, & l'autre

courbe repréfentée par iv-\ = o. Pour connoître plus

intimement la première , il faudra prendre le terme voifîn

fuivant, que je fuppofe -, & on trouvera u -\ -H- -^1^+
'

ï=o pour l'équation de la courbe, dont la partie correfpon-

<lante à l'abfciffe ^ = 00 fe confondra avec la courbe cher-

chée.
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195. Si Qeil d\\\{\h\ep^ir (ay—èx)- Se non ]):\T (a y—hx)',

il faudra voir û R eu divifible par ay— Lx ou non. Dans le

premier cas, on aura là H 1 1

—
r. =0, ik dans

, . , A m* Btt Ct -.

leiecond?/+H 1 z h—j= o. Le premier cas
g .s g

. .

'^

fournit deux équations, fuivant que u eft fini ou infini, & donne
r,

'

Bu ^ c p At -

^
par conlequent uu-\ , -h -7-: = o, & //« H = 0. La
*^ ^ /?-« g ^

, , ^
première équation, fi fes deux racines fi^nt réelles & inégales,

indique deux droites parallèles; mais, fi elles fi^nt imagi-

naires, elle ne défigne aucune branche infinie ; celle-ci u u

H ^=0, donne une Parabole pour afymptote. L'autre équa-

Atw" Bi^ , Ct ,. ^ , , Btt
tion Z/+ H h — = o (car - dilparoit devant— , en

faifant / = 00 ) en renferme deux autres de la forme u u -h
at=o, qui défignent deux afymptotes paraboliques, fi A' eft

plus grand que 4^,- lefquelles Te réduifent aune feule fiA=
4B , & qui deviennent imaginaires, fi A- eft plus petit que
/^B i dans ce dernier cas, la courbe n'a point de branche
défignée qui s'étende à l'infini.

196. Soit à préfent Q divifible par (ay— hx)", on obtien-

dra , fuivant que R Se S feront ou ne feront pas divifibles

par ay— i x, les équations fuivantes :

Aii^ Bi^ Cu D
U^ H 1 1-_ -4- _ == O

u

u"^ H-

La première de ces équations eft pour quatre lignes droites
, pa-

rallèles entre elles, fi toutes fes racines font réelles & inéc^ales,

& dont deux, ou un plus grand nombre, fe réduifent à une feule,

lorfqu'il y a des racines égales; mais s'il y a des racines imagi-
naires, deux de ces lignes, ou même toutes les quatre n'ont plus

lieu. Dans la féconde équation, à caufe de z= 00, l'appliquée u.
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Ct
ne peut manquer d'être infinie , & on aura u^-\—^ = o

,
ou

une afymptote courbe du quatrième ordre. La troisième équa
c

tion peut donner la valeur finie u-\- —= o\ mais elle ren-

Bi
ferme en outre cette équation iv -h — == o , qui annonce

pour afymptote une ligne du troifième ordre. La quatrième

enfin , à caufe de « = oo , fi r = oo fe change en celle-ci

«*H , laquelle eft impoffible fi ^ eft une quantité po-

fitive, & défigne, lorfqu'il efl: négatif, deux Paraboles oppo-
fées par le fommet, avec lefquelles la courbe fe confond à une
diftance infinie.

197. On connoît par ce qui précède la marche ultérieure

qu'il faut fuivre, lorfque le membre P du degré le plus élevé

re/iferme un plus grand nombre de fafteurs fimples égaux

entre eux. Car, pour ce qui regarde les fafteurs inégaux,

on peut les confidérer chacun féparément, & déterminer

l'afymptote reftiligne qui en réfulte. S'il fe trouve deux
fafteurs égaux , on pourra déterminer la nature de la

courbe par ce qui a été dit an. 178 & fuir. Pour trois

fafteurs égaux on aura de même recours à ce qui a été expli-

qué an. 185 Szfulv,} & nous venons de développer le cas où

quatre fafteurs font égaux; d'où l'on peut conclure la manière

de traiter l'égalité d'un plus grand nombre de fafteurs à la

fois. Au refle, on efi: à portée de juger par-là de la multiplicité

& de la variété qui peut fe rencontrer dans les lignes courbes,

en ayant feulement égard à leurs branches qui s'étendent à

l'infini ; car il n'a point encore été queftion de la variété

qu'elles peuvent offrir dans un efpace fini.
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CHAPITRE VII I.

Des Afymptotes.

9?

198. Nous avonsvu dans le chapitre précédent qu'ily avoit piu=-
fieursdpecesd'afymptotes; car, outre la ligne droite, nousavons
trouve aufli pour afymptotes diverfes courbes exprimées par l'é-
quation uv- = Ct^ La ligne droite elle-même a fourni d'autres
aiymptotes curvilignes, avec lefquelles la courbe converge da-
vantage qu avec la ligne droite. Or, toutes les fois qu'on trouve'
une droite pour alymptote d'une courbe quelconque, il eil
poiïible daiîigner une autre courbe qui foit auiii afvmptote
de celle-là. Au reile une telle afymptote eu plus "propre àdonner une laee exafte de la nature de la courbe dont elle clt
afymptote

; car elle fait connoîcre en même temps le nombre
des branches qui convergent avec la droite, & de quel côté
elles en approchent, fic'eft au-deffus ou au-delTous, à droite
ou a gauche.

• a^'^'}}r^'^
très-facile de partager en ordres cette variété

inhnie dafymptores, en fuivant la marche qui nous les a fait
découvrir; car les fafteurs inégaux du premier membre don-
nent des afymptotes d'une efpèce; deux fafteurs égaux en don-
nent d une autre; trois f.geurs égaux encore d unt autre; il endt de même de quatre fafteurs égaux entre eux, ainfi de fuite,
^oit donc propolee une équation du degré n entre les coor-
données X S^y, favoir,,/'H- Q -h i? -+- 5 + &c.= o dans
laquelle P loit le membre de l'ordre le plus élevé, lequel con-
tient tous les termes d'un nombre /z de dimenfions; Q le fécond
membre, qui contient les termes de ,2~ , dimenlons ; i? le
troiheme; S le quatrième ; ainfi de fuite.

rnn?P ^°!^'"-'^-/-y!,^/^?f"^^™ple&uniqnede7',&faI- PLlV.Flg.j^j
fons P= (ay—bx) M; M fera une fonaion homoaène de«—1 dimeniionsnondivifibiepar^j.— ^x. Soit^Z U\t fui
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lequel eft prife l'ablciUe AP=x, Se l'appliquée P A/=j.
Pour exprimer plus brièvement le fafteur ay— l,x

, prenons
pour axe une autre droite A X, qui coupe le premier à l'o-

rigine même des abfciffes fous un angle XAZ dont la tan-

cente= -, &: dont le finus par conféquent= &

le cofinus= —- —77-. Soit à l'égard de cet axe l'abfciffe
y/ {aa-\- bb) !=>

]/4Q= t S>i l'appliquée Q^M^=:u ; on aura, en menant Pg,
f,f, parallèlement aux nouvelles coordonnées 11 Se t y Pg=
^J^\/\aa-\-bb)' S= 'Çr^T^rrT) ' J"^ y{aa^bb)' f

= <2^== ^^l\bb) ' ^ P^^ conféquent t^Ag-^^g^
0^S.u==Mf-(lf^^rzll^^. L'appliquée u

i'era donc à préfent un fafteur du premier membre P.
201. On conclura réciproquement de ce qui précède y=

-- ^""
, l , ,

& a:= -^—-^TT- Si on fubftitue ces valeurs dans
y {aa -\- bb) Y\^aa-\-bb)

l'équation P -1- Q^-\- R -\- &c. = o , on en aura une autre

entre t Sl u pour la même courbe rapportée à l'axe A X,
Mais, pour éviter la trop grande multitude de coefficiens,

nous fuppofons que «, ê, 7/, cT, &c., tiennent lieu de tous;

après la fubftitution, chaque lettre aura les valeurs fuivantes :

Q = et"-' -4- Ct'-'u -+- Cr~^ ir -h &c.

S = St"-' -t- Sl"--^ u -+- J/"-' u' -^ &c.
T — g f'--t -4- i

/"-' u -\- i e-^u' -i- &c.,

&c.

Mais, comme pour trouver l'afymptote on doit fuppofer l'ab-

fcifle t infinie , tous les termes dans chaque membre difparoîtront

devant le premier jc'eft pourquoi, fi le premier terme de chaque
membre ne manque pas, on pourra négliger les fuivans; mais ,

s'il manque, il faudra prendre le fécond, & fi le premier & le

/econd manquent à la fois, on commencera par le troifième.

%Q%^ La fonctionM n'étant pas divifible par z^, le premier

terme
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terme ne peut manquer; on aura donc cif~^ u -+- ^i"~"'=o;

d'où rélulte pour u une valeur finie que je fuppoferai= c_,- c'eil;-

à-dire que la droite parallèle à l'axe y^X, & qui en fera éloi-

gnée d'un intervalle c, fera une afymptote. A préfent, pour
trouver l'afymptote curviligne qui approche plus de la courbe,

écrivons par-tout, excepté dans le premier terme, «= c,

nous trouverons cette équation ctf~' u-\-Ç,i''~'-\-e~- (ctc^ -\-

èc-\- y) -h t'-' (cl à -\- Q,c^--\- T' c -h cTj H- 6<c. = c; ou, à

caufe de a.u-\~ &^=u — c* , (u— c) f'~' -^t"~^(ac' -h € c

-h yj H- /""'• (a- c-'-j- ^c'-+- > c+ cTj -+- &c. = o. Si le fé-

cond terme ne manque pas , on pourra négliger tous les fui-

vans, & on aura (u— cJ H— =0; fî le fécond m.anque, on

prendra le troifième, & on aura (u — cj -h ~ = o ; Ci le

rroifîème manque aufli, on aura (u— cj -h - = o , ainfi de

fuite. Si tous manquent, excepté le dernier terme confiant,

on aura (u — c) + -^^zrr = o- Enfin , fi tous manquoient à la

fois, l'équation entière feroit divifible par a— c, &c par con-
féquent la droite dont l'équation feroit u— c= o , feroit

une portion de la courbe.

203. Si on fuppofe u— c= lf c'eft-à-dire, fi les abfciffes

font prifes fur la droite qui fert d'afymptote, toutes les afymp-
totes curvilignes que renferme le fafteur unique du premier

membre font comprifes dans cette équation générale 1= -, k

défignant un nombre entierquelconque moindre que l'expofant

72. Examinons donc la nature de ces afymptotes curvilignes
, p, ry p.

lorsque t eu fuppofé infini. Prenons à cet effet pour axe l'a-
"

"
'^' ^

*

fymptote reftiligne XF & le point A pour origine des ab-
fciffes; fi on mène la droite CD, elle formera quatre régions
que nous défignerons par les lettres P

, Q , R & S. Soit à

* Il faudroit, à la rigueur, eta-|-b=:*(«— c) ; mais cela n'influe en rien fur les
conféquences qu'on doit en tirer.

EuLER, Introduciion à l'Anal, infin* Tome II. 3 N
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préfent {=7; comme, en faifant t négatif, :^ devient auffi

négatif, la courbe aura deux branches EX S: FY qui s'ap-

procheront de pUiS en plus de la droite X Y dans les régions

oppofées P & S. La même chofe arrivera, fi /: eft un nombre

impair quelconque; mais, fi ^-= 2 ou ;[==:- , comme
i de-

Pl.V.F;g.37. meure toujours pofitif, foit qu'on fuppofe t pofitif, foit qu'on

le fuppofe négatif, la courbe fera compofée de deux branches

E X Sz F Y convergentes à la droite X Y dans les régions

P & Q ,• ce qui a lieu toutes les fois que k ei\ un nombre
pair quelconque, avec cette différence feulement que, la con-

vergence eft d'autant plus rapide que l'expofant k eu plus

grand.

204. Si le premier membre P renferme deux faveurs aj—
è X égaux entre eux; après avoir tranfporté, comme aupara-

vant , l'équation à un autre axe , on aura :

R==^ yf-' -h > r"-' u -\- yt''--iu'-\-yt''~^ u^ -h &C.
S = J't"-^ -+- cTf^^i u -+- J'z''-' u' -4- St"-^ u^ H- &C.

&c;

d'où l'on tirera les deux équations fuivantes, félon que le pre-

mier terme du membre Q s'y trouvera, ou ne s'y trouvera

pas :

«^"-^

ou

•=0;

etu^

I I.

= 0;

CL^--' u' -h et"'

ou

-'u-^yf--

au^ -\-èu -\-y

Donc
,
fila première équation au'-\-Qt=o

o;

:0.

Pi.V.Fig.38. tote devient une Parabole, avec les deux branches de la-

quelle fe confondront celles de la courbe à une diftance in-
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finie. Dans ce cas, la courbe aura deux branches dans les ré-

gions P &: R , leiquelles s'appliqueront à la fin fur la Para-

bole EAF.

205. Mais, fi l'autre équation auu -\- &u -\- y= o a lieu

il faut voir fi fes deux racines font réelles, ou ne le font pas.

Dans le dernier cas, aucune branche infinie n'efl: défignée par
l'équation; fi les deux racines font réelles & inégales, que
l'une foit u= c Se l'autre u= d , la courbe aura pour afymp-
totes deux droites parallèles entre elles ; nous en chercherons
la nature, comme auparavant; pour cela, à caufe de a, u u -{-

€u -h 'y=(u— c)(u— (^J*, nous mettrons par-tout, excepté
dans le fafteur f/ — c, u= c; ce qui donnera (c— djt"''
(u — c) -hr^-^fac' H- ^c^-h7C-h S-) ^ t"'^ (ctc^-^ Ce' -^
y c' -\- S c -h i) -+- &c. = o. A moins donc que le fécond
terme ne manque, tous les fuivans, en faifant /= 00 , difpa-
roîtront, & on aura une afymptote repréfentée par l'équation

(u~c)-\--= o, ou par (u— c)^f^= o , fi le fécond

terme manque, ainfi de fuite. Sitousles termes, excepté le terme

confiant, font= o, on aura l'équation (u— c) -\ =0
qui repréfente des courbes dont nous avons décrit auparavant
les figures, lorfque r = 00.

106. Mais , fi les deux racines de l'équation font égales
ou que auu-{-€u -\-y= Çu— c)- ; comme u= c, {\ on fub-
flitue cette valeur dans les autres termes, on trouvera l'équa-
tion e~' (u— cj'-h/""' fac^-t- Cc'-H ^c+ cTj-h f-^ (a.c''

-f- ^c'-h >c'-l- cTc -h ê j -H &c. =0; d'où réfultent \ç.s

équations fuivantes pour déterminer les afymptotes
, félon

qu'à l'exception du premier terme, le fécond ne manque pas
ou que le fécond manquant, le troifième ne manque pas
ou que le fécond & le troifième manquant , le quatrième ne
manque pas, &c. :

* Même remarque que ci-deffus ; il faudroit , à la rigueur , a.uu-\-Ç,u-\-yz^a.
(«_c)(«-<f).

3Nij
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(u.

^ tt
'

— +;5=o;

(-

jufqu'à

Cl tous les termes manquent, excepté le dernier; mais, fi le

dernier manquoit auffi, on auroit (u— c)'= o; & par confe-

quant la ligne droite feroit partie de la courbe, qui par cette

raifon feroit complexe.

207. Quoiqu'il lemble que nous ayions fait l'énumération

de tous les cas que préfentent deux fafteurs égaux , cepen-

dant la dernière équation peut encore prendre d'autres formes,

qui fourniront des afymptotes d'une nature différente. Cela

arrive, lorfque le fafteur de la puiffance r""' eft divifible par

u c- car alors, en y laifTant comme dans le premier terme

u^-c , & y ajoutant le premier terme qui vient après , on

aura des équations de cette forme :

(u — cY H -t- - = o ;

jufqu'à

Mais fi le fécond terme manque entièrement, ou qu'il foit dî-

vifible par (u— c)\ on paffera au troifième dans lequel

on laifTera u— c, s'il eft divifible par u— c, & on lui ajou-

tera le premier terme qui fe trouvera enfuite. On aura dans,

ce cas des équations de la forme fuivante :

jufqu'à

, . A[u— c) B
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Et fi le troifième terme manque auffi , & que le quatrième

foit divifible par u— c, ou que ce dernier manquant, ce foit

le cinquième, ainlî de fuite ; il en réfultera pour l'afyraptote

curviligne une équation de cette forme :

, . A{ii~c) B
(u— cY -+- -^- ^ -H - = o

;

dans laquelle l'expofant p eft toujours plus petit que .q , &: a

plus petit que n — i.

208. Suppofons u — c= {; toutes ces équations font ren-

fermées dans cette formule : zz -{—= 0. Il fe préfente

trois casa développer, fuivant que q eft plus grand que ip,
ou q égal 'à zp , ou q plus petit que ip.

Le premier cas, où q furpaffe zp, offre deux équations, fa-

voir 7 = 6>c Az = o; car l'une & l'autre fa-X tP •- t'J — P

tîsfait, dans la fuppofition de / = 00. En effet, en faifant

?= -, 1 équation ci-dellus devient 1— o\\ A''—
«• tP ^

l p t'-'P t9
D

A^ -\ :^^=o;cequieftvrai, àcaufequef/eftplus grand que

2pi quant kp, il fera plus petit que . Mais, fi 1= —-^

11 1 . 1 ^^ B B BB „ ^
elle deviendra ——

1
— ou — B -\- B

A'-t'-i — '^P t1 t1 yi'[3 — -'P

= 0, ce qui eft encore vrai, à caufe du premier terme qui

s'évanouit, lorfque t= 00. On a donc dans ce cas fur la même
afymptote droite deux afymptotes curvilignes, & par confé-
quent quatre branches qui s'étendent à l'infini.

Le fécond cas, où ^= ip, donne l'équation ^7 ^ -+-

B .

-— =0, qui renferme deux racines imaginaires, & ne four-

nit par conféquent aucune afymptote, (i AA eii plus petit

que ^B ; mais qui fournit deux afymptotes femblables expri-

méespar {= -j lorfque AA efl: plus grand que 4B,

Dans le troifième cas, où q efi: plus petit que tp , le terme
moyen de l'équation s'évanouit toujours, lorfque r= 00 ; & on*
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aura pour l'équation de l'afymptote ^-Ji—= o. Nous avons

fait connoître auparavant les formes des afymptotes précé-

dentes; il nous refte à examiner celles qui font renfermées
c

dans 1 équation ^^= -.

209. Pour cela, prenons l'axe fur l'afymptote même repré-

fentée pat u= c , & fuppofons ={ l'appliquée u— cy toutes

les afymptotes curvilignes dont il s'agit feront comprifes dans

cette équation :^:^= -;^., /:défignant un nombre entier moindre

que n— i. Les branches de ces courbes , lorfqu'elles s'éloi-

gneront à l'infini, ou que /= 00, fe trouveront ainfi : Si /:=:i,

PI. Vri^i'cr. 39 ou :[{= - ,• comme t ne peut devenir négatif, la courbe aura

deux branches EX Se i^Xqui s'étendront à l'infini dans les

régions P 6.' R ; la même chofe arrivera , fi A: eft un nombre
impair quelconque. Mais, fi Â: eft un nombre pair, comme 2,

ou qu'on ait ^{= i il faudra voir d'abord fi C eft une quantité

négative ou pofitive. Dans le premier cas, l'équation ne peut

avoir de racine réelle , & par conféquent on ne pourra en

Pl.V.Fig.40. conclure aucune branche infinie pour la courbe. Dans le fé-

cond, la courbe aura quatre branches qui s'étendront à l'infini,

& qui fe confondront avec l'afymptote X Y. Ces branches

feront £X, FX^GYSi HY^Sc feront difperfées dans les

quatre régions P, Q, R & S.

210. Suppofons que le premier membre P de l'équation

renferme trois fadeurs égaux , & ramenons l'équation aux

coordonnées t de u , de manière que u devienne un fafteur

triple de P, nous aurons :

P z= -4-a;"~^«^-f-ar''~+«+-f- &C.

(2= Ci^-'-^Ct^-'u-^-l^f-' u--^Cf-Ur-\-Qt''-'^u^ -+- &c.
R =ye-'-\-'i t^-^u^-y f-^u'-\-y t''^^ u^-^-y t^-^u^ -h'&iic.

&c.
De là naiffent, fuivant la différente compofition des membres

(^ & i^, les équations qui fuivent:
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1.

1 I.

I 1 I.

I V.

211. La première équation fe change en a z/M- ^r"= o, &
donne par conléquent pour afymptote une ligne du troifième ''•V-Fig'41'

ordre, dont la figure fera telle que, fi on compte les abfciffes t

fur l'axe X F depuis le point A, elle aura deux branches E
& F qui s'étendront à l'infini dans les régions P & Q.

La féconde équation fe transforme en celle-ci :a«'-|- €tu

-+-^/= 0; d'où il fuit qu'en faifant ; = oo, u peut avoir

deux valeurs , l'une finie , l'autre infinie. Par conféquent elle fe

réfout en ces deux équations ëu-h-)=o & aim-\-Ct=o; la

féconde efl, comme nous l'avons vu, pour la Parabole; ce qui an-

nonce que la courbe aura deux branches qui s'étendront à l'in-

fini, & qui s'approcheront de plus en plus de la Parabole. Sup-

pofons que la première équation donne //

—

c= o; elle indiquera

une afymptote reftiligne dont on déterminera la nature , en

écrivant par-tout c au lieu de u, excepté dans Su -\-y= u
— Cj on aura donc /""^ (u— cJ-t-f'"''fac^-hé'c^-h>c-|-</'J-t-

t^~-^(ac^-hëc^-\--yc'-{-J'c-\-i)-\-Szc = o; d'où l'on con-

clura, comme ci-deflus, ou (u—c)-i— = o', ou (u— c)-\—

= 0, &c. La dernière équation qu'on puifie obtenir, eft

(u— cj H—j^—^= o. La courbe aura donc dans ce cas deux

afymptotes , l'une reftiligne dont la nature vient d'être dé-
terminée, & l'autre parabolique.

212. La troifième équation au'^ -{- ^ii^ -{- y t= o ne peut
flibfifter en faifant z= oo, à moins que u ne foit = oo ;

''l.V.F;g.42;

par conféquent le terme Su" difparoît devant a u\ & il refle

l'équation du troifième ordre au-^yt^=o pour exprimer l'a-

fymptote
,
qui aura, comme on en peut juger par fa figure,

deux branches JE & J F qm s'étendront "à l'infini dans les

régions P & S.
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Quant à la quatrième équation air -}-&u'-{-yu -+- «^==0;

elle indique une ou trois afymptotes reftilignes parallèles entre

elles, à moins que deux ou même toutes ne foient égales. Pour

en connoître la nature, foit d'abord u^=c une racine de l'équa-

tion qui n'en renferme point d'autres femblables ; & foit

air-\-Gu'-^'i ii-\-S=(u—c)(fu^-\-gu-hJi). En fubftituant par-

tout u=c, excepté dans le tafteur u—c^ on aura une équation

de cette forme /""5 (u— c)-^Ai''-^-^Bt"-'^> -\- C/""^ -h &c.
= o; ce qui donnera une afymptote de la nature u— c =

, k étant un nombre plus petit que n — z.
K

213. Si l'équation air -\- è ir -\- y u -^ ^= o renferme

deux racines égales, de forte qu'elle foit= (^i/'— (^)'(f"~^s)i
en faifant u^=^ c ^ excepté dans le membre oii le fafteur

u— c peut fe trouver, on parviendra à une telle équation;

. A{u— c) B , . . ,

^u— c^'H ^^

1
—= o; ou q lera moindre que n— 2

& p moindre que q ,- c'efl un cas que nous avons développé

auparavant. Refte donc celui où l'équation au' -\-^u- -+- y u
-4-/=:0 contient trois racines égales, par exemple, (u—cj',-

on obtiendra alors une équation de cette forme (u— cj''/"~î

-h P ;"-+ -+- Ç^""' -+- R f-^-^St"-^-\- &c. = o. Si P n'eft

pas divifible par u — c, on feraw= c, & elle deviendra

^u— cy -\ = 0; mais, fi P a pour divifeur u— c une fois

feulement , & qu'on écrive par-tout , excepté dans ce fafteur,

u^=c^ on obtiendra une équation de cette forme (u—cj'-h

—^ H—= o
, q étant plus petit que n — 2 , & - deli-

rnant le terme qui fuit immédiatement celui qui ne s'évanouit

pas, en faifant u— c=o. Si P eft de plus divifible par

(u—cy & que Ç> ne le foit pas par u—c, il viendra une équa-

tion de la forme (u— cY H ^ i- -4- - = o. Sil arn-

yoic que le fécond terme fût divifible par (u — cj', il fau-

droit pafler de fuite à un autre qui ne fût pas divifible par

(u— c/',- & s'il l'eft par u— c , on ira plus loin jufqu'à ce

qu'on
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qu'on foit arrivé à un terme non divifîble par u— c. Mais fi

ce terme étoitdivifible par (a— cj% on pafferoit outre
, juf-

qu a ce qu'on en trouvât un qui feroit ou non divifible , ou
divifîble par u— c,- dans le premier cas, l'équation fera ter-

minée ; & dans le fécond , on ira plus loin jufqu'à ce qu'on
arrive enfin à un terme qui ne foit plus divifîble par (u— c).

On obtiendra ainfi dans tous les cas une équation comprife

dans la formule générale (u— cY-\ \^——L

—

r'] _.° ^ ^ tp ti

-= o, dans laquelle r fera plus petite que n— i, q plus pe-

îit que r ^ p plus petit que q.

214. Cette équation en renferme trois autres de la forme

u— c=-^, ou une feulement de cette forme & une autre

K
de celle-ci '.(u— c)-= ^, ou enfin une feule en tout, telle que

(u— cy= -. Ce dernier cas aura lieu fi 3;; eft plus grand

que r Se ^q plus grand que 2 r. Mais il peut fe faire aufTi que
deux équations deviennent imaginaires ; & alors elles n'in-

diqueront aucune afymptote. Au refle, les formes de ces
afymptotes ont été données , excepté celle de la dernière

repréfentée par (u— cX'=-. Quant à celle-ci, elle fera, fi

k efl un nombre impair , de la forme défîgnée par la fîo-ure

trente-fîxième, avec deux branches E X 81 F Y qui s'éten- PI. V. Fia! -6;

dront à l'infini dans les régions oppofées P & S. Mais (î ^ efl

un nombre pair, on aura une forme telle que la donne la

figure trente-feptième avec deux branches EX& FYAw même
côté de l'afymptote reftiligne XY, ou qui ramperont à l'in-

fini dans les régions P & Q.

215. Comme on voit facilement par ce qui précède ce
qu'il y a à faire pour trouver la forme des afymptotes, lorfque

le premier membre de l'équation contient quatre faveurs
fimples égaux ou davantage, je n'irai pas plus loin, & je me
contenterai de terminer ce chapitre par une application des

règles précédentes à un exemple^

£uLER, Introduclion à l'Anal, infin. Tome II. 3 O
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EXEMPLE.

Soit propofée la ligne courbe renfermée dans l'équation y'x x

(y— \)— X y fy y -i- X xj H- I=o , dont le membre fupérieur

y 'X X (y
—xj contient un feul facleurJimple y— x, deux égaux

XX & trois autres égaux y'.

PI. V. F;g.43. Confidérons d'abord le fafteur fimple j— x; en faifant

y z=z X ^ on aura y— x = o,&, à caufe de x = oo
,,

y—,r=o; équation pour l'afymptote reftiligne BAC, qui fait

avec l'axe XYk l'origine des abfciffes un angle demi-droitBAY^
Rapportons l'équation à cette ligne conïîdérée comme axe,,

ce qui fe fera en fuppofant y= Q>c x= —-p=- / cela

r, ,, , (" + ')('f H uY U (it UU) (tt'V- UU\
pofe, on aura 1 équation ~ i

-t- I = o, laquelle étant multipliée par 4 deviendra :

O= t'' u -\- thi u— 2f' w'— z 1 1 u^ -h t u"' -h u^

— Zfi -\- 1 U^

-+-4

En faifant /r = 00 , on trouve a = o Se les autres termes ,

excepté ces deux-ci r«— 2£+, difparoiffent j ce qui donne

pour l'afymptote curviligne rexprefrionz/= -. Ainfi la courbe

cherchée aura , en vertu de ce fadeur, deux branches bB,
c C, qui s'étendront à l'infini.

216. Confidérons à préfent les deux fafteurs égaux xxj
xy iyy + xx) — i ^- j j 1

on aura x x == ' ,, {
. 01 donc on prend pour axe la

droite AD perpendiculaire au premier XY,y deviendra = t

Se x= u, &: l'équation réfultante fera :

0=:tiu^ ;'«'

t^U f «'
m

-h I

laquelle , en fuppofant t infini , fe change en f^u' -— f^ a -H i

:=* Q i d'où dérivent deux équations u= -&cu==-. Ce fac-
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teur fournit doiîc quatre branches infinies, i'avoir deux dD,
e E , provenantes de l'équation u=- y & deux autres S" D
& i E fituées des mêmes côtés, & qui proviennent de l'équa-

tion u= -.

217. Les trois fa6teurs égauxj' fe rapportent à l'axe même
XY; par conféquent / fera= x dii. y= u } ce qui donne
lieu à cette équation :

o=— /'«' -+- r/ «+— t^u— t u"" -\- I ,

qui , en fuppofant t infini , donne /' z/' -h r' «= o , ou
u (un -h iJ = o. On n'aura donc , à caufe de l'équation

impoflible u u -\- i = o, qu'une feule afymptote reftiligne
,

qui fera donnée par l'équation z/ == o , & qui fe confondra
avec l'axe même X Y, 8i dont la nature fera déterminée par

cette équation t u -\- i = o ou z/ = - ,• par conlequent ce

fafteur triple ne produit que deux branches y Y 8z x X qui
fe prolongent à l'infini. La courbe aura donc en tout huit

branches infinies, dont ce n'eft pas encore le lieu d'expliquer,

l'interfeftion dans un efpace fini.

218. On peut juger facilement par là & par ce qui a été

dit dans le chapitre précédent , de la variété des branches
dont le cours efl: infini. Car ou ces branches s'approchent

d'une certaine ligne droite, qui eft leur afymptote, comme il

arrive dans l'Hyperbole , ou elles n'ont point d'afymptote rec-

tiligne; telle eft la Parabole. Dans le premier cas, elles font

dites hyperboliques ; & dans le fécond, paraboliques. L'une &
l'autre claffe fourniffent une multitude innombrable d'efpèces.

Les hyperboliques font exprimées par les équations fuivantes

entre les coordonnées t Se u , t étant fuppofé infini ;

A A A A Q
u= -; u =-; U =-,; u =-; &C.

U^=-i u''= -i U^= -^i U^==--} occ.

-
i U^= - ' «5 =: _ . &C.

&C.
3 0ii
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Et les différentes efpèces de branches paraboliques font indi-

quées par les équations qui fuivent :

ir= Ari ii^^At'i w^=Ae; u^=At', &c.
u'^^Avi ir= At'; é= Avi ir=Av, &c.

&c.
Chacune des équations précédentes donne au moins deux
branches infinies , fi les expofiins r & z/ ne font pas l'un &
l'autre un nombre pair; mais s'ils font tous deux pairs, la

courbe alors n'aura aucune branche infinie , ou elle en aura

quatre ; le premier cas a lieu , fi l'équation eft impoflible, &
le fécond, fi elle efl: poffible.

CHAPITRE IX.

De la Suhdiv'ijioJi des lignes du troijième ordre

en Efpèces.

219. La nature & le nombre des branches infinies paroiffent

à juflie titre établir une différence effentlelle dans les lignes

courbes; & c'eft: de cette fource que nous avons tiré une fub-

divifion très commode des lignes de chaque ordre dans leurs

efpèces différentes. Nous aurions pu en conclure pour les lignes

du fécond ordre la même fubdivifion en efpèces, que celle que

la nature même de la chofe nous avoit donnée.

En effet, foit propofée l'équation générale des lignes de cet

ordre :

a,yy -{-§yx-\-yxx-{- ^y -p « x -h ^ == o ;

il faudra examiner le premier membre cty y-\-Ç,xy-\-yxXy 8c

voir s'il renferme des fafteurs fimples réels ou non. S'il n'en

contient aucun, on aura la première efpèce, appelée Eliypfe;

s'il renferme des faflieurs réels, il faudra voir de plus s'ils font

inégaux Ou égaux. Dans le premier cas , on a une HypcrhoU.y

& dans le fécond, une Parabole,

1
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220. Dans le cas où les fafteurs du premier membre
font réels Sz inégaux , la courbe aura donc deux arymptotes
reftilignes qu'il s'agit de déterminer. Soit à cet effet ajY-+-
ë xy -h yx x=c(aj— èx) (cy— d x), de manière qu'on
ait :

(ay— hx)(cy— dx) -hJ'y -f- î jv -+- ^= o.

Confidérons d'abord le fafteur ay — Z-.v, qui à l'infini donne
y b
- = — , on aura :

.V a

ay — bx-^-— -f.' ^=-0.
'^ b c — ad cy—-d x '

d OÙ 1 on tire 1 équation ay — b x -ir -— =0, qui déter-PC— a d ' ^

mine la pofition d'une afymptote. Celle de la féconde fera dé-
terminée d'une manière femblable par cette équation cy— dx

X d-\- se

ad— bc

2 21. Pour mieux connoître la nature de chacune de ces afymp-

totesjtapportons l'équation à un autre axe, en faifantj=^^^tiJ.

^ ^" = ./Lm-A * ^ ^°^^ \/ (aa-\-bb)=g, on aura :

6: par conféquent

^(hc—ad)tii-^oÇac-\-bd)uii-\r(S^b-^ia)t-\-(S^a—ib)u-^'(o-= 0; d'où l'on conclura , en mettant dans les autres membres

—
S^bc-ad)

-^Kg==o,OMo(bc~ad)u-^n-^,a-^

—
fhc— ad -i

h -y= o ; on aura donc une afymptote hy-

perbolique du genre u= -y l'autre fafteur cy— ^.v en don-

nera une femblable. Ainfi la courbe aura deux paires de
branches qui s'étendront à l'infini, & qui feront repréfentéei-

l'une & l'autre par une équation de la forme u ^= -,.
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221. Suppofons à préfent les deux fafteurs égaux, ou

ttyy-+-^xy-hyxx = (ay^— ^ ^ )' > ayant tranlporté

comme auparavant l'équation à un autre axe , en faifant

— , nous aurons ggu u-k--
'

^= o ; &, en fuppofant t infini, u u -^

(
j'

^ -t- 6 j )
t __ ^ ^ équation qui annonce deux branches para-

boliques de l'efpèce uu = A t ; en effet la courbe qui eft

une Parabole eft elle-même fon afymptote. Mais , {lê'b-^ia

étoit= o, alors l'équation g"^"" -H-j^ + C= o appartien-

droit à deux lignes droites parallèles entre elles ; c'eft le cas

où l'équation du fécond ordre eft décompofable en deux fac-

teurs fimples.

Nous aurions donc trouvé par ce moyen les efpèces de

lianes du fécond ordre, fi nous ne les connoiffions pas déjà.

ÎZ3. Traitons de la même manière les lignes du troifième

ordre repréfentées par l'équation générale :

a,y'>^^y^x-\-yyxx-\-(S'x''-]riyy-\-t^yx-\-n xx-\- ^y-\-ix-\-x,-=:^o.

Le premier membre ciy''-^Cy'x-\- yy x' -^-ê" x'' , étant d'un

nombre impair de dimenfions, aura ou un fafteur fimple réel,

ou tous fes trois fafteurs fimples réels. Nous avons donc les

cas fuivans à examiner.

L

Si un feul fafteur fimple eft réel.

I L

Si tous les trois font réels & inégaux entre eux.

I I L

Si deux fafteurs font égaux.

I V.

Si tous les fafteurs font égaux.

Comme il fuffit dans chaque cas d'appliquer le calcul à un
feul fafteur ; foit ce fafteur, que je fuppofe feul ou accom-
pagné d'autres égaux ou inég-aux entre eux . repréfenté par
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ay— bxi^ changeons à fon égard, comme nous avons fait

jnlqu'à préient , la pofition de l'axe; après cela, nous pren-

drons, à la place de l'équation ci-deffus, celle-ci qui ell auffi

étendue :

a,ttu-\-^tuu-\-yu}-\-ê'tt-\-itu-\-t!,uu-\-vit-^^u-\-t^=Qy

dans laquelle le premier membre ctttu-\- Qtu-\-yu?> ren-

ferme au moins le fafteur u.

Premier Cas,
224. Suppofonsdonc que le premier membre n'ait qu'un fac-

teur réel u , ce qui a lieu lorfque ^é' efl plus petit que 4 a ^ ; en
fuppofant t infini, nous aurons a.u -|-£r=o, équation qui con-

vient à une afymptote reftiligne. Soit= c la valeur de u qui

en réfulte , nous aurons
,
pour exprimer la nature de i'afymp-

tote , l'équation

ttttÇu— c)-^t(Ç> ce -+- ic->r-w)-\-y à-\-'C,c c -f-ôc-i- /=o.
Nous en conclurons , fuivant que êcc-f-êc-4->rne fera pas= o ou fera= o , deux efpèces d'afymptotes , favoir u — c

= - ou z/— c= - ,• ce qui donne les deux premières efpèces

de lignes du troifième ordre.^
I.

LA PREMIÈRE Efpèce a une afymptote unique de la
A

nature k= —

.

t

I r.

LA SECONDE Efpèce a une afymptote unique de

îa nature u = —.
tt

Second Cas.
Suppofons les trois fafteurs fimples du premier membre

réels & inégaux entre eux; ce qui a lieu, fi dans l'équation

<tttu H- Ç>tuu -+- yu^-\-^tt -4- itu H- 'Cuu-\-\\t-{- 67/ -h /= o^,

^^eft plus grand que 4 a 7. Il faudra donc dans ce cas obfer-

ver pour chaque fafteur ce que nous venons d'expofer pour un.

feul ,, c'eft-à-dire que chacun fournira deux branches hyperbo^

-liques ou de l'efpèce a= -, ou de l'efpèce u-=-. Ainû ee
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cas renferme quatre efpèces différentes de lignes du troifième

ordre ,
pourvues de trois afymptotes reftilignes inclinées

entre elles d'une manière quelconque. Les voici :

I I L

LA TROISIÈME Efpèce a trois afymptotes de la
A

nature k=
I V.

LA QUATRIÈ ME Efpèce a deux afymptotes de

la nature r/ === -& une de la nature « = -.

La cinquième efpèce a une afymptote de la nature u= ~,

& deux de la nature «= —
.

*

et

La fixièrae efpèce a trois afymptotes de la nature u= ~.

226. Voyons , avant d'aller plus loin , fi toutes ces efpèces

font poffibles. Pour nous en affurer
,
prenons cette équation

très-étendue :

y(ay— ^xjfyy— é'x)-\-iXj-\r(^yy-+-vx-\-^j -1-,= o,

dont le premier membre contient trois fafteurs; car, quoique

le terme x x ne s'y trouve pas , elle n'en eft pas moins

étendue. On fait par ce qui précède que le fafteur y
donne une afymptote u= -, fi n ned pas==o. Cherchons

quelle efpèce d'afymptote donnera le fafteur ay—ëx. Faifons

pour cela y= au-{- ë t & ;c= a t— C u ; & foit, pour abré-

ger, a^ H-^'= I, ce qu'il eft permis de fuppofer ; l'équation

propofée fe transformera en celle-ci :

€fCy—aé')ttu-^-(laCy—(c,ct—ê€)^)tuu-hci(ay-^€S)u^
-\-C(a. s+ êÇ'J 1 1-{- (zci Cl^-h (et a—o bjeJ tu -+-a(cc ^— ^ i)u^

-^(ciil-hC^)t -4-faô — Cii)u

Voyez plus bas
,
page 113.

Le
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Le faâeur ay— Ç>x s'eft changé en k, d'où l'on tire, en

faifant t infini, u= {zj-ZTô)= ^ i valeur qui, fubftituée à

la place de u dans le fécond membre qui contient t , apprend

que ce fafteur u ou aj—ëx donne naiffance à une afymptote

de la forme u = - , à moins qu'on n'ait

«t » + e fl

'

(ctg + gQCys-f j'î:)

Le fafteur yy— é'x donnera de même une afymptote de la

forme i/ = -, à moins qu'on n'ait

T^D + J^â {as ^CT.){ys \-S't)
O.

227. Il eft clair qu'il peut arriver que ni jj, ni aucune des

deux formules qu'on vient de trouver, ne difparoiffe ; ainfî la

troifième efpèce fera tnnjnnrs pnflîblp- Pour b. quatrième, foit

;,= 0, afin d'avoir une afymptote de la forme u=- ; alors

les deux autres expreffions n'en font plus qu'une , & confé-

quemment les deux autres afymptotes feront de la forme

u= -
, a. moins qu on n ait -h ;

—

r-^-^f——— = o : la
r

' (a.1— Sy y
'

quatrième efpèce eft donc pofllble; mais fi, outre «=o, l'une

des deux autres expreflîons devient =0, la féconde devient

auffi nulle ; c'eft pourquoi il eft impoffible que deux afymp-

totes foient de la forme u = -, fans que la troifième prenne

la même forme. La cinquième efpèce eft donc impoffible;

mais par cela même la fixième eft pofllble, puifqu'elle a lieu, fi

u =z= o (X 9= —-T—-z
—

. Ainli les deux premiers
(f.è o y )

'

cas ne fournifl'ent que cinq efpèces de lignes du troifième

ordre , parce que celle que nous avons admife pour la cin-

quième, doit être rejetée, &
V.

LA CINQUIÈME efpèce a trois afymptotes de la

nature u= -.
rt

EuLER, Iniroducllon à L'Anal, infin. Tome II. 3P
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TROISIEME CAS.

12S. Si le membre de l'ordre le plus élevé renferme deux
faveurs u égaux ; ce qui a lieu , lorlque dans l'équation du
cas précédent le premier terme attu difparoît, l'équation

générale qui appartiendra à ce cas, fera de cette forme :

cttuu— Cir-\- ytt-\-<^tu-+-îuu-+-^t-{- n u -^ ^= 0.

Le membre fupérieur renferme donc deux fafteurs u égaux,

& un troifième a r— Su différent des autres. Ce troisième

fafteur produira une afymptote ou de la forme u= ~
, ou de

la forme u= ~
, fuivant que cette expreflion ('acT-h iCy)

(a.^i-i-a.CJ'-i-CCy) — a' faw -+- é'^j * n'eft pas = o , OU efl

== o.

22p. Quant aux deux faflcuià cgaxix, il faudra voir d'abord
fi ^^n'efl pas=o; car alors, en faifant i==oo , on aura ctuu-^^

>/=o, équation qui appartient à une afymptote parabolique

de l'efpèce u u == A t. On aura donc ces deux nouvelles

efpèces de lignes du troifième ordre.

V L
LA SIXIÈME efpèce a une afymptote de la forme

11= ~^ §^ une afymptote de l'espèce uu = A t.

VIL
LA SEPTIÈME efpèce a une afymptote de la nature

ï^= -, & une parabolique de l'efpèce uu= At.

230. Soit à préfent y= o; le troifième fafteur at— Cu

donnera une afymptote de la forme «= - , {\ ^( ai-\-Ç.S')

* Cette expreflion fé trouve en égalant à zéro le coefScient de t, après qu'on a tranf-

fortné réquatlon en faifant a.t—Ça= j, après qu'on a fubftituéàa fa valeur —^

8c mis 3 îa place de ç fa valeur —-^—
,
qu'on trouve en égalant à zéro la

fomme des termes qui renferment t\

I
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Ç= a,(a.v -f-^CJ; mais fi cette égalité n'a pas lieu, rafymp-

tote fera de la forme u = -. Nous aurons donc cette équa-

tion :

-\- OL t u u— Ç,u^

+- J" t u -h- i u u = 0;
H- C^ -i- « «

& , en faifant /= co , elle deviendra a.uu-\-<^u-\-^=o:
Soit d'abord if (^ plus petit que 4«^, cette équation n'indi-

quera aucune afymptote ; ce cas fournira donc les deux
efpèces fuivantès.

VIII.
LA HUITIÈME efpèce a une feule afymptote de

la nature u=^~.

I X.

LA NEUVIÈME efpèce a une feule afymptote de la

forme «= -.
tt

231. Si les deux racines de l'équation a. u u -Jr S"

u

-{- ^=0
font réelles & inégales; c'eft-à-dire, fi cTcT eft plus grand que

4 a ^ , cette condition fournira deux afymptotes reftilignes

parallèles entre elles
,

qui feront l'une & l'autre de la forme

u= - ,• ce qui donne deux autres efpèces de courbes.

X.

LA DIXIÈME efpèce a une afymptote de la forme

z/= - , & deux autres parallèles entre elles repréfentces par

A

X L

LA ONZIÈME efpèce a une afymptote de l'efpèce

U = —, &L deux parallèles entre elles de la forme u = ~.

3 P ij
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232. Si les deux racines de l'équation ctu u-{-<^ u-^ (^=0

font égales entre elles, ou fi ^^«^=4»^, & qu'on ait

a u u -h (^u -h C= * T"— ^)' i l'équation ci-deflus devien-

dra at(u— cJ^'^Cc' —: i c c— «c— ô, d'où naît une

afymptote re61:iligne de l'efpèce u u = -, Ce qui nous donne

deux nouvelles efpèces.

X I L

LA DOUZIEME efpèce a une afymptote de la
A A

forme « = - , & une de la nature uu = -.
£ t

X I I L
LA TREIZIEME efpèce a une afymptote de cette

forme u = - , & une autre de celle-ci : u u= -.

QUATRIEME CAS.

233. Si tous les fafteurs du premier membre font égaux,
l'équation aura cette forme :

a iP -\- €, t^ -^ y t u ~>r- S' u^ -{- e r -h ^ z/ -h « = O.

D'abord, fi le terme Ctt ne manque pas, la courbe aura une
afymptote parabolique de la forme u'^ = A 1 1 ^ d'où réfulte

une efpèce.

X I V.

LA QUATORZIEME efpèce a une afymptote uni-

que & parabolique de la nature u' = A 1 1.

234. Si le terme Cttnefe trouve pas dans l'équation, elle

deviendra

au' -+- y tu -\- ^ u u -{- i t -\- ^ u -+- «= 0;

& par eonféquent, dans l'hypothèfe de t infini, au' -\- y tu
-4- s r=^o, à moins qu'on n'ait ^ & f= o. Suppofons que

y ne ioit pas= o, cette équation en renfermera deux autres,

lavoir auu-\-yt= oS)i.yu-\-i= o; la première défigne

une afymptote parabolique de l'efpèce u u= A t , & la fé-

conde, en faifant — = Cy donnera cette équation :

yt(u— cj-hac'4-ercc-fa-^c + »j = 0i
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laquelle indiquera une afymptote hyperbolique de la forme
A ,, .

M= — , d OU

X V.

LA QUINZIEME efpèce a une afymptote parabo-
lique de la forme uu=^At, & une reftiligne de l'efpèce

u= - ; & l'axe de la parabole eft parallèle à l'autre afymp-

tote reftiligne.

235. Soit auffi ^==0, ce qui donne l'équation

a u'' -\- (S ti u -\- i t -'r (^ u -\- i] = o.

Ici ê ne peut s'évanouir, autrement la ligne cefferoit d'être

une courbe. Si t eft infini, il eft néceflaire que u foit auffi in-

fini; d'où réfulte l'équation au ' -h s i= o, qui fournit la der-

nière efpèce.

XVI.
LA SEIZIEME efpèce a une afymptote parabolique

de l'efpèce iv = A t.

236. Nous avons donc réduit toutes les lignes du troifième

ordre a. fciie ejpèces ^ dans lefquelles font comprifes les foi-

xante-dou^e efpèces qui forment la divifion que NEWTON
a donnée de ces lignes. Au refte, il ne faut pas s'étonner qu'il

y ait une fi grande différence entre notre divifion & celle de
NEWTON; car nous n'avons diftingué les efpèces de courbes

que par la nature de leurs branches infinies, tandis qu'il a eu,

de plus, égard à leur état dans un efpace fini, & qu'il a établi

fur cette confidération la variété de fes efpèces. Mais, quoi-

que cette divifion paroifl"e arbitraire, il faut convenir cepen-
dant que NEWTON , en fuivant cette méthode , auroit pu
en admettre un plus grand nombre, tandis que par la mienne
il eft impoffible d'en admettre ni plus ni moins.

237. Pour mieux faire connoître la nature et la conftitution

de chaque efpèce
,

je vais préfenter l'équation générale de

chacune fous la forme la plus fimple , fans nuire toutefois à

leur généralité , & j'aurai foin d'y rapporter en même temps
les efpèces de Newton qu'elle renterme»
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PREMIERE ESPECE.
y(xx— rmxy -\-7inyy )-^ ayy -\- b x -\- cy -\- ^= o,*

mm étant plus petite que nn, d>i b n'étant pas == o.

C'eft à cette efpèce qu'appartiennent les efpèces -53, 14, 3?,

,36, 37, 38 de NEWTON.

SECONDE ESPECE.

y (x X— z m Xy -\- n nyy) -+- ayy -\- cy -\- d= o,'

m m étant plus petite que n ;z.

Elle renferme les efpèces 39, 40, 41 , 42, 45 , 44 , 45 de
NEWTON.

TROISIEME ESPECE.
y (x— my)(x—ny) -+• a yy -^ b x -\- cy -^ c/= o.

h n'étant pas= o , ni w i^ -+- c -f-
( m— nj''.

nb -{- C

O, m m
( m — /7 )'

On rapportera à cette efpèce les efpèces 1,2,2,3,4,5,
6

5 7 > ^
, 9 de NEWTON; & même les efpèces 24 , 25 ,

26 , 27 , lorfque a= o.

QUATRIEME ESPECE.
y(x— my)(x— ny)-\- ayy + cjk -4- ^= o,

^ . a a
OU ni c H- : = o , ni /72 = n.

{m — nY
Rapportez à cette efpèce les efpèces 10, 11, 12, 13, 14, ly,

16, 17, 18, 19, 20 , 21, de NEWTON , & même , fi

a = o , celles-ci : 28 , 29 , 30 , 3 i.

* On ramène l'équation générale de l'art 223 à cette forme , en faifant le coefficient

de i^ , ("avoir : «u4"^=}'>' & fàifant difparoitre enfuite, après avoir fubflitué à « sa Via

îeur, le terme qui renferme y «; la même remarque a lieu pour la fuite.
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CINQUIEME ESPECE.

m n étant pas = n.

Les cfpèces iz, 13 & 32 de NEWTON appartiennenr.ù cette
elpèce.

SIXIEME ESPECE.
yy(x— my)-^axx-\-bx-\-cy-{-d=o^
fi a n'eft pas= o , ni 2 nra a — mb— c = o.

Elle contient les efpèces 46, 47, 48 . 40 so o ? ? rlp

NEWTON. ^ ' 4/, 4^, 4^5 505 51 , 5^ tie

SEPTIEME ESPECE.
JJ r^ — ^" jj -+- ^ ^ -^+ /^ -^- H- OT f 2 m'a-~ b)y -4- ^=0,

fl n'étant pas = o.

Les efpèces 53 , 54, 55 , 5^ de NEWTON appartiennent
a celles-ci.

HUITIEME ESPECE.
yy(x~my) -^bbx-{-cy-\-d=o,

pourvu que c ne foit pas ==— ^ ,^ ^ , ni ^ = o.

Rapportez à cette efpèce les efpèces 61 & 62 de NEWTON.
NEUVIEME ESPECE.

yy (x — my)^bbx~mbby-^d=^Q^
h n'étant pas= o.

Rapportez-y l'efpèce 63 de NEWTON.

DIXIEME ESPECE.
yy (x~my)~ bbx-\-cy-\- d= o,

fi c n'efl cas = m b b , ni b = o.
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Les efpèces 57, 58, 59 de NEWTON appartiennent à

cette dernière.

ONZIEME ESPECE.
yy(x —-my) — bhx-\-mbby-\-d=o^

b n'étant pas = o.

Elle contient l'efpèce 60 de NEWTON.

DOUZIEME ESPECE.

yy (x — my) -h cy-^d=o,
fi c n'eft pas = o.

L'efpèce 64 de NEWTON convient à celle-ci.

TREIZIEME ESPECE.
yy(x — my) + d=o.

C'eftà celle-ci qu'il faut rapporter l'efpèce 65 de NEWTON.

QUATORZIEME ESPECE.
y^'-\-axx-'rbxy-ircy-\-d= o^

a n'étant pas = o.

C'eft à cette efpèce qu'appartiennent les efpèces <$7, ^8, ^9,

70,71 de NEWTON.

QUINZIEME ESPECE.
jy'-f- b xy -h c X -\- d=o.

Elle renferme l'efpèce 66 de NEWTON.

SEIZIEME ESPECE,
y^ -h ay -\- b X = o^

b n'étant pas= o.

L'efpèce 71 de NEWTON doit être rapportée à cette

dernière, 1 38,
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138. La plupart de ces efpèces de courbes font fi étendues

qu'elles' comprennent chacune • des variétés affez confidé-

rables , fi on a égard à la forme qu'elles préfentent dans un

efpacefini. C'eft pour cette raifon que NEWTON a multiplié

le nombre de fes efpèces , afin de diftinguer l'une de l'autre

les courbes qui offrent des différences notables dans cet efpace.

11 fera donc plus à propos d'appeler Genres ce que nous avons

défigné par Efpèces , & de rapporter aux efpèces les variétés

qu'elles renferment. 11 faudra fur-tout avoir cette attention
,

(î l'on veut divifer d'une manière femblable les lignes du qua-

trième ordre ou d'un ordre plus élevé ; car on verra que
chaque efpèce renferme une variété encore beaucoup plus

confidérable.

CHAPITRE X.

Des principales Propriétés des Lignes du troifième

Ordre.

139. De la même manière que nous avons déduit de l'é-

quation générale les principales propriétés des lignes du fé-

cond ordre, on pourra auffi reconnoître, au moyen de l'équa-

tion générale, les propriétés les plus remarquables des lignes

du troifième ordre ; & on pourra conclure femblablement les

propriétés des lignes du quatrième ordre ou d'un ordre plus

élevé , de l'équation qui les repréfente. Prenons donc l'équa-

tion la plus générale des lignes du troifième ordre :

laquelle exprimera la nature de chaque ligne de cet ordre ,

les coordonnées x Siy étant fuppofées inclinées fous un angle
quelconque , & une droite quelconque étant prife pour axe.

240. À moins donc que a ne foit=o, il répondra à chaque
abfciffe x ou une ou trois appliquées réelles. Suppofons qu'il

EuLER, Jntroduclion à l'Anal, infin. Tome II. 3 Q



I22DES PRINCIPALES PROPRIÉTÉS
y en ait trois de réelles , il eft clair que l'équation fera con-

noître le rapport que ces quantités ont entre elles. Si on fait

a = I , on obtiendra une équation de cette forme :

& la fomme des trois appliquées qui répondent à la même
abfciffe x, fera = — ëx— «; la fomme des reftangles

qu'elles formeront, prifes deux à deux, {era=(yxx-f-'(x-\-^);;

& enfin le produit de toutes , ou le parallélipipède qui en
réfulteroit , feroit ;=— Sx'' — ti x x — i x — x, == o. Si

deux appliquées étoient imaginaires, ce que nous venons de
dire auroit encore lieu, mais ne pourroit s'appliquer à la

figure des lignes, parce qu'il efi: impofîlble qu'elle préfente à

l'efprit l'idée de la fomme ou d'unreftangle de deux appliquées

imaginaires.

PL V. Fig. 44. 141. Soit une ligne quelconque du troifième ordre rappor-

tée à l'axe A Z f auquel foient appliquées fous un angle donné
les ordonnées LMN, Imn , qui coupent la courbe en trois

points. L'abfcifTe AP étant fuppofée=x, l'appliquée jy aura

trois valeurs PZj PM Si—PNj d'où il fuit qu'on aura PL-+-

PM—PN=— ëx— î. Parconféquent,fion prend P0=;^=
y le pomt U lera litue au milieu, de manière

que L O=M O -h N O. Puifqu'on a {=— , ce point

O fera fitué fur une droite OZ qui coupera conféquemment
toutes les ordonnées Imn parallèles à LMN en un point o,
de manière que lo -{- m = n , propriété analogue à celle

des diamètres des lignes du fécond ordre. Si donc on a deux

ordonnées parallèles, & qui coupent la courbe en trois points,

divifées aux points O &c o , de manière que la fomme de deux
appliquées fituées d'un côté foit égale à la troifième fituée de

l'autre côté, la droite qui paffera par ces points &o divifera

d'une manière femblable toutes les autres ordonnées parallèles à

celles- ci, & pourra pour cette raifon être regardée comme
une forte de diamètre de cette courbe.

242. Comme dans les lignes du fécond ordre tous les dia-
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mètres le coupent en un même point, voyons fi nous pour-

rions trouver plulleurs diamètres de cette nature pour les

lignes du troifîème ordre. Concevons des appliquées au même
axe A P fous un autre angle quelconque; foit l'abfcifl'e = t

& l'appliquée = «, on a.uvà y=nu & x =t—mui valeurs

qui, Âibftituées dans l'équation générale,

donneront celle-ci :

—

^mn-u^— lymnirt— ^Smutt—^mnuu— iumut—imu

Si, à l'égard de la ligne droite qui fait les fondions de dia-

mètre , on fait = V l'appliquée menée à l'abfciflfe t fous le

même angle , on aura :

—Cn^t-\-2ymnt— 5S'm*i— snn 4-tmn—» m m
i V == —

.' n^ — Cmn^ -\-ym^n— <r m'

243. Imaginons à préfent que O foit l'interfeftion de ces Pl.V.Flg.45.

deux diamètres, d'où on ait mené d'abord à l'axe AZ pa-

rallèlement aux premières appliquées la ligne OP, & enfuite

OQ^, parallèlement aux fécondes; on aura AP=x, PO=i,
A Q= t Se OQ^==v } puis i

= nv & x= t— mv ; Se par

conféquent r= - Se t= x -]— {. On a donc 3 1=—Cx—i,&Sx Sa ^mx em ^ , ^.3v= oet==x . Sublhtuons ces

valeurs dans l'équation trouvée auparavant, & nous aurons :

— Cnnx-hSCmnx— Cy mm x

— i n n -i- ë i m n — y i m m
/3 ê Gm n X S e m n

— ly m nx

-i-}<^mmx-

. 5 3
2Sy mmx iy smm

3 . 3

= 0.

3Qii
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-Cêmnx Cymmx— lymnx -\~ 'i<^mrnx }Il .
>==o.

H— Ç>imn yiinm — Lmn -\-nmm \
3 3 J

144. L'interfe6tion O des diamètres dépend donc ici de

l'inclinaifon que forment les appliquées à l'axe , laquelle eft

repréfentée par les lettres m & n; par conféquent, (fi on juge

à propos d'appeler Centre l'interfeftion des diamètres) on ne

peut pas dire que toutes les lignes du troifième ordre en aient

un. Cependant on peut trouver des cas où la commune inter-

feftion des diamètres tombe en un point fixe. Cela arrivera, fi

les termes affeftés de ot /z & de m w font fuppofés féparément

égaux à zéro, & que les valeurs de x qui en réfultent foient

égales; on trouvera, au moyen de ces deux égalités, x=i
3C— ^°- 3"— y • Ti 1 1 r •

^

-rz—T-==7? ^. leur que ces deux valeurs (oient lesaçt— 6')' ^y — c)
è' ^

mêmes , il faut que

6CSn—lëCye— iSyti^6yye=^ëy<!^—2^^5.6

—

ijS'^-i-iSCSi,

ou

€y'(— iCêti— ^S'l^-\-6yti-+-6êJ'i— 2yyi=o;

d ou « =—^ ——
. loutes les rois donc que

266— 6 y ^

V aura une telle valeur, tous les diamètres fe couperont mutuel-

lement en un feul & même point
; par conféquent ces fortes

de lignes du troifième ordre auront un centre qu'on trouvera

en prenant fur l'axe

2, fc G— 6 y

245. Cette même détermination du centre, s'il doit y en

avoir un , a encore lieu fi le premier coefficient a n'eft pas

fappofé égal à l'unité ; car, fi on prend l'équation la plus géné-

rale des lignes du troifième ordre

a./-^Cy^x-{-yyx''-i-Sx'^-\-iyj-{-^xj-hnxx-k~By-^iX^-K=OÎ
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ces courbes auront un centre, h on ati=—— -^-^
,

6cc

Ce centre fera en O, fi on a pris AP=^-^—^— & F =
2 y s —

7—^. Donc, fi une ordonnée qui coupe la courbe en

trois points eft tellement divifée, que deux appliquées fituées

d'un côté foient égales à une troifième fituée de l'autre Cvôté,

la droite qui palTera par ce centre & par ce point de divifion,

coupera d'une manière femblable toutes les autres ordonnées
qui lui font parallèles.

246. Si nous appliquons ce que nous venons de dire aux
équations des différentes elpèces, dont nous avons fait ci-def-

fus rénumération , on trouvera facilement que la première,
la féconde, la troifième, la quatrième & la cinquième efpèce

ont un centre, pourvu que «=0; & dans ce cas le centre efi:

placé à l'origine des abfciffes ; que la fixième & la feprième
efpèce en manquent abfolument

,
puifque le coefficient a ne

peut s'évanouir; que la huitième, la neuvième, la dixième,
la onzième , la douzième & la treizième en ont un toujours

placé à l'origine des abfciffes. Quant aux quatorzième
, quin-

zième & feizième efpèces, leur centre eff à une diffance in-

finie ; & par conféquent toutes ces lignes que l'on confidère

comme diamètres, font parallèles entre elles.

247. Après avoir fait ces remarques fur la fomme des trois

valeurs de chaque appliquée, examinons maintenant leur pro-

duit ; car on n'a trouvé rien du tout de remarquable pour la

fomme de leurs reftangles. L'équation générale de l'art. 239
d'onnera— PM.PL.PN==— J'x'— nxx— ix— z. Pour
développer cette expreflion, faifons attention que, fi v= o,

elle devient cTat^H- hâta: -h/.

r

-+;<,= 0; équation dont les ra-

cines feront connoître les interfe6^ions de l'axe A Z avec la

courbe. Si elles fe trouvent aux points B , C Sa D, on aura

^x'-\-rxx -^ ix-\-%=S'(x— AB)(x—AC)(x—AD);
donc PL.PM.PN==ê'.PB.PC.PD ,• & par conféquent en
prenant une autre ordonnée quelconque Imn parallèle à la

première, on aura PL.PM.PN : PB ,PC,PD v.pl.pm.pn i
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pB .pC .pDf propriété entièrement femblable à celle que
nous avons trouvée auparavant pour les lignes du fécond ordre

à l'égard de leurs reftangles ; & à laquelle il s'en trouvera

également une femblable pour les lignes du quatrième & du
cinquième ordre , & de tous les ordres fupérieurs.

Pl.VI.F;g46, 248. Lorfqu'une ligne du troifième ordre a trois afymp-
totes droites FBf, GDg, HC/i^ comme elle dégénère en ces

trois afymptotes, fi l'équation à la courbe efl décompofable
en trois fafteurs fimples de la (otme py-t-qx-i- r, on pourra
concevoir pour les afymptotes, confidérées comme une ligne

complexe, une équation particulière dont le premier membre
s'accordera avec le premier membre de l'équation à la courbe;

de plus, la pofition des afymptotes étant déterminée par le fé-

cond membre de l'équation, ce dernier fera aufll commun aux
deux équations, de forte que, fi en rapportant la courbe à l'axe

AF, on a entre l'ablciffe AF= x Si. l'appliquée FM=y,
l'équation :

y^'-]-(€x-]-i)y^-{-(yxx-\-^x-[-è)y-i-e^x'^-\-t}xx-^ix-^K=Oi

en rapportant de même les afymptotes au même axe AF ,

on aura, entre l'abfciffe AF= x Se l'appliquée F G= :^,

l'écjuation fuivante :

l^^(èx-^i)l'-\-(yxx->r(:^x-\-B)i-^Sx'-\-y^x'-\-Cx^D=0-,

dans laquelle les coefficiens ^, B, C , D, font tels, que l'é-

quation deviendra réfoluble en trois faveurs fimples.

249, Donc, fi on mène une appliquée quelconque FN q\xi

coupe en même temps la courbe en trois points L, M, N, &
les afymptotes en trois points F, G, H, on aura, par l'équa-

tion à la courbe, FL-^FM-\-FN=— Ç>x— s, & par l'é-

quation aux afymptotes, FF -\- F G -\- F H==— Ç, x— s,-

ainfi, FL-\-FM-+-FN=FF-\-FG-\-FH, ou

FL— GM-{-IIN=o; & fi on fuppofe une autre appliquée

pf, on aura de même fn— gm -^ hl= o. Donc, fi une

droite quelconque coupe la courbe & les afymptotes en trois

points, les deux parties de la ligne que les afymptotes & la

courbe comprennent entre elles du même côté, feront égales

à la partie fituée en fens contraire.
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250. Il fuit de-là que dans une ligne du troifième ordre qui

a trois afymptotes droites, les trois branches qui s'en appro-

chent de plus en plus, ne peuvent être à leur égard placées

du même côté; mais que, fi deux font fituées d'un côté, la

troifième VeÛ néceffairement du côté oppofé. C'eil: pour

cette raifon qu'une ligne du troifième ordre, telle qu'elle eiï

repréfentée par la figure 47 efl: impofîible, parce que la droite
pj yj p;, .

qui coupe les afymptotes aux points/, g, Â, & la courbe aux
points /, m , n, donne les partiesjOz, gm,hl, fituées du
même côté , & dont la fomme par conféquent ne peut être

égale à zéro; car les parties qui vont dans un fens ont le même
figne, par exemple -l-, & celles qui vont en fens contraire, le

fîgne — ; d'où il fuit que la fbmme de ces trois parties ne peut
devenir nulle , à moins qu'elles ne foient précédées de difFé-

rens fignes.

251. On apperçoit clairement à cette heure la raifon pour
pj yj p.^

laquelle dans une ligne du troifième ordre, on ne peut obtenir
•'"''•

deux afymptotes droites de l'efpèce k= -, tandis que la troi-

fième feroit de l'efpèce u = -^ c'efl que les premières bran-

ches hyperboliques convergent infiniment plus vers leur afymp-

tote, que celle qui efl repréfentée par u= -. Car fuppofons

que la droite// s'éloigne à l'infini, les intervalles //2, g m,
hl, deviendront infiniment petits; mais fi deux branches /2.r,

my, font fuppofées de l'efpèce «=
f^,

& la troifième bran-

che Il de l'efpèce " == 7, alors les intervalles/;2 & gm feront

infiniment plus petits que l'intervalle /2/, & il efl impofiible
que gm=fn -\- h l.

252. De-là il s'enfuit que dans les lignes des ordres fupé-
rieurs, qui ont autant d'afymptotes que de dimenfions , une

feule afymptote ne peut être de l'efpèce u^=- , tandis que

les autres feraient d'efpèces fupérieures, 2^= ^, //= ^&c.;
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mais, fi l'une eft de l'efpèce k= -, il doit y en avoir nécef-

fairement une autre du même genre. Par la même raifon, s'il

n'y a point d'afymptote de l'efpèce z/=-, il eft impoflible

qu'il n'y en ait qu'une de l'efpèce ^r= -, mais il devra y en

avoir au moins deux. Car les branches hyperboliques de Tef-
A A

pèce w= -, K= -, &c. , convergent infiniment plus vers

leurs afymptotes que celles de l'efpèce ^ = -. Ainfi , dans

rénumération des efpèces renfermées dans un ordre fupérieur

quelconque, il fera facile de connoître les cas qui doivent

être rejetés, & d'éviter par-là des calculs longs & pénibles.

PI VI Fie 48. ^5 3* ^^ ^'^^'i fuppofons une ligne du troifième ordre coupée

par une droite quelconque en deux points feulement, elle

fera auffi rencontrée en deux points par toutes les autres

droites parallèles à celles-ci, ou ne le fera nulle part. Si donc

on imagine fur un axe quelconque des appliquées^ parallèles

à cette droite , l'équation fera telle qu'on la voit ici :

{y xx-^-lx-^-^^y S^x^-\-y\xx-\-ix-\-)L

y y -^ ;
_ H —— = O.

Par exemple, fi on fait AP= x, on aura deux appliquées y,

favoirPM&—PNi & par la nature de l'équationPM—PN
__ —yxx— X—

^
^. Yq^^q^^^q MN eu coupée en deux

Sx + e
'^

,1 • /o, T\ j^ r ' yxx-\-X,x-\-h n
parties égales au pomt O , P U fera =

QxA-s '

par conféquent , fi on fait P O =^i, on aura 2
:^
(èx -f- t)

= >x.v-+-^jc-f-â; d'où il fuit que tous les points O qui

coupent les ordonnées parallèles MNen deux également font

fitués fur une Hyperbole, à moins que yxx H- ^a: -f- ô ne foit

divifible par €x-{- ii car dans ce cas le point O appartien-

dra à une ligne droite.

254. Donc, fi yxx •+• ^a: -4- ô eft divifible par €x -h 1^ la

courbe aura un diamètre ou une droite qui partagera en deux

parties égales toutes les ordonnées parallèles MNj nous avons

vu
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vu que cette propriété convenoit à toutes les lignes du fécond
ordre. Si on iuppofe >xj; H- ^a: -f- G divifible par êx-f-j,

cette quantité devra s'évanouir, en faifant x= '^j par con-

féquent , ûja — êi^-\- CC&= o , la ligne du troifième ordre

aura un diamètre.

255. Nous fommes donc en état de déterminer de la manière
la plus générale tous les cas, où les lignes du troifième ordre
ont un diamètre ; car foit propofée l'équation générale :

ay"" -^&y''x-\-yyxx-^r^x"" -\-iyy-\-^yx-\-Yxx-\-hy-\-ix-^v.-=^0,

Ici les appliquées j', à caufe qu'elles ont ou trois valeurs ou
une feule, n'admettent point de diamètre. Nous mènerons
donc au même axe , fous un autre angle quelconque d'autres

appliquées «, de manière que y= nuèi.x=t — mu , &
qu'après la fubflitution on ait

-\-a,n''u'-\-€?i^u-t-^-ynutt-\-Sv-\-in'u^-\-(:^nut-\-i}tt-it-^nu-\-tt-\-

—Qmrî'u^—lymnu't—'^Smutt—^mnu'—mmut —imu

— J'm'^n^

D'abord
, pour que ces nouvelles appliquées foient propres à

recevoir un diamètre , il faut qu'elles ne puifîent avoir que
deux valeurs; on aura par conféquent

an'' — Cmn' -+- ym^n— Sm^' =0.

1^6. Mais il faut de plus que la quantité par laquelle u eu
multiplié, favoir (yn— ^i^m)tt-{- (l^n— i>imJt-\-Qn— tm,
foit divifible par celle qui multiplie uu, laquelle eu (en'' —

-

iymn-\--r,Smm)t-^înn— ^mn-V-nnim^ ou que la premièred, , , , -,, p , — s n n ]- t mn— ti mm i,v
evienne égale a zéro , u 1 on tait t= z

'—;

—

r— ,• d ou^ ' S/2/2— 25. m« 4" 3 <"'"'"

l'on conclura :

fl 'z {J^n—^'»7^î){înn—'Ç''ln-\-»mm') [y r.-—'^ $' m){s n r.—^mr.~»mm)*

m {^&nn— ly mn -\- '>,i mm) m (Snn— 2y mn -\- ^ S' m m ^m

EuLER, Introduclion à l'Anal, infin. Tome II. 3 R

= 0.
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2 57. Si nous faifons l'application de tout ce que nous venons

de dire aux elpèces dont nous avons fait ci-delTus le dénombre-
ment, on verra que la première efpèce manque ablblument de
diamètre; qu'il y en a un pour la féconde efpèce, lequel di-

vife en deux parties égales les ordonnées parallèles à l'axe,

fur lequel font comptées les abfciffes x. La troifième efpèce

n'admet pas plus que la première de diamètre; la quatrième

en a toujours un qui coupe les ordonnées parallèles à une

afymptote; la cinquième en a trois qui coupent les ordonnées
parallèles à chacune des afymptotes. La fixième n'en peut

avoir, & la feptième en a toujours un pour les ordonnées paral-

lèles à l'afymptote qui réfulte du fafteur x—my. La huitième

en a un auJfTi pour les ordonnées parallèles à l'axe ; la neuvième
efpèce en a deux, l'un pour les ordonnées parallèles à l'axe,

l'autre pour les ordonnées parallèles à la féconde afymptote;

la dixième efl comme la huitième , & la onzième comme la

neuvième. La douzième, par rapport aux diamètres, rentre

dans la clafTe de la huitième, & la treizième dans la claffe de
la neuvième. La quatorzième a un diamètre pour les ordon-

nées parallèles à l'axe. Quant à la quinzième & à la feizième

efpèce, comme elles n'ont point d'ordonnées qui rencontrent

la courbe en deux points, elles ne peuvent pour cette raifon

avoir de diamètre. Ces fortes de propriétés ont été très-bien

diflinguées par NEWTON; & c'efl: pourquoi il nous a paru à

propos d'entrer dans les détails que nous venons de donner.

258. Quoique nous ayions fuppofé, dans les équations que
nous avons données ci-deffus, pour chaque efpèce de lignes

du troifième ordre les coordonnées x èz. y perpendiculaires

entre elles, cependant la nature de l'efpèce n'eft point chan-

gée, quoiqu'elles foient inclinées d'une manière quelconque à

l'égard l'une de l'autre. En effet, quel que foit le nombre des

branches infinies, lorfque les coordonnées font perpendicu-

laires, la même équation en fournira autant, fi les appliquées

ont une inclinaifon quelconque par rapport à l'axe. Le chan-

gement d'inclinaifon des coordonnées ne change pas non plus

la nature des branches infinies; celles qui font paraboliques,

reftent paraboliques; & celles qui font hyperboliques, con-



DES Lignes du troisième Ordre. 131

fervent aufli leur cara61ère; de plus, refpèce- des branches Ibit

paraboliques, Ibiî hyperboliques, ne recevra aucune altération.

Ainii toute courbe que (on équation range dans la claiîe de
la première elpèce, que les coordonnées foient perpendicu-
laires ou obliques, doit toujours être rapportée à la même
clafle; & il en fera de même de toutes les autres efpèces.

259. En admettant une obliquité quelconque pour les coor-
données, les équations que nous avons données ci-deflus, ne
ieront point limitées , û au lieu de y on met vu , & au lieu

de X, t— ixu, fAix-\-vv étant= i. Mais en prenant à vo-
lonté l'obliquité de l'angle , il fera facile de fïmplifier les

équations que nous avons données ci-deflus. Ainfi on obtien-

dra pour chaque efpèce, fous la forme la plus fimple, les

équations fuivantes entre les coordonnées obliquangles t &: u.

PREMIERE ESPECE.
u (tt -\- n?iii u) -\- a îiu -\- b t -\- c U -{- d= o;

n n'étant pas= 0, ni b= o.

SECONDE ESPECE.
'u (t'' -\- n nu u) -\- au u -\- c II -{- d=0},

n n'étant pas= o.

TROISIEME ESPECE.
u(tt — n n u u) ->r a u u -{- b t ->(- c u -{- d := O',

n n'étant pas = o, ni b= o. ni=i=«/^-|-c H = o.

QUATRIEME ESPECE.
li (t t — n nu u) -i- a u u -i- c u -\- d==0'.

n n'étant pas = o, ni c H = o.

3Rij
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CINQUIEME ESPECE.

uCtt— nnuu) -\- a u u f- ^= O;
^ ^ A Tj n '

aau

n n'étant pas = o.

SIXIEME ESPECE.
tuu-hatt-\-^i-\-cu-{-d= Oi,

a n'étant pas == o, ni c= o.

SEPTIEME ESPECE.
/ « « + c z / H- ^ i -f- ûf= o ;

a n'étant pas == o.

HUITIEME ESPECE.

h n'étant pas= o, ni c= o.

NEUVIEME ESPECE.
tuu-\-bh t-\~d= 0;

b n'étant pas = o.

DIXIEME ESPECE.
tuu— bbt-\-cu-'rd^=:0\,

b n'étant pas = o , ni c= o.

ONZIEME ESPECE.
tuu— bbt-\- d=0],

b n'étant pas = o.
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DOUZIEME ESPECE.
tiiu-^cu-\-d=0\

c n'étant pas = o.

TREIZIEME ESPECE.
tu u -{- d= o.

QUATORZIEME ESPECE.
ir -i- att-h eu -+- d= o.

QUINZIEME ESPECE.
u' -+ atu -]r h t -h d= o;

a n'étant pas = o.

SEIZIEME ESPECE.
u'-h a t= o.

CHAPITRE XI.

Des Lignes du Quatrième Ordre.

260. L'ÉQUATION générale pour les lignes du quatrième

ordre eu:

a.yi-^êy'^x-hyy''x'-\-<^yx'-\-ix^-{-'(j'^-\-tiy'x-i-^jxx'hix'^

-+- %yy -\-Xy x-\-^xx-\-vy-\-%x-\-o-=o.

En faifant varier l'inclinaifon des coordonnées, la pofition de

l'axe & l'origine des abfciffes, on peut dans les difFérens cas

la ramener de plufieurs manières à une forme plus (impie. Pour

faire l'énumération de toutes les Efpèces ou plutôt de tous les
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Genres de lignes renfermées dans cet ordre, fuivant la mé-
thode que nous avons donnée, il faudra avoir égard au pre-

mier membre, dont la coniidération fera naître les cas fuivans.

I.

Si les quatre faéleurs fimples du premier membre font tous-

imaginaires.

IL

Si deux faveurs feulement font réels & inégaux entre eux»

I I I.

Si deux fafteurs feulement font réels Se égaux.

I V.

Si tous les quatre fafteurs font réels & inégaux.

V.

Si deux fafteurs font égaux entre eux , les deux autres

étant inégaux entre eux.

V I,'

Si, outre deux faveurs égaux, les deux autres font auffi

égaux entre eux.

VII.

Si trois faveurs fimples font égaux entre eux.

V I 1 1;

Si tous les fafteurs font inégaux entre eux,

PREMIERCAS.
261. Si tous les fafteurs du membre fupérieur font imagi-

naires, la courbe n'aura point de branches infinies; & comme
nous tirons de la diverfité des branches infinies le caraftère
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diftinftif des genres, ce cas fournira le premier genre. Ainfi

le

I" Genre
n'a point de branches qui s'éloigneitt à l'infini, & fa nature fera

exprimée par cette équation fimplifiée

(yy+ -^' ^" ^^)(yy— 'i-pxy-^qqxx^)-\-ay'x-\-byx"-\- cyy
-\-dyx-\- exx -\-fy -h ^ a: -f- A= o

,

pp étant moindre que qq. En effet, comme les termes _y* &
x'' fe trouvent nécelTairement dans le premier membre , en
augmentant ou diminuant les coordonnées x & jy d'une quan-
tité donnée , on peut faire difparoître y' & jv' du fécond
membre.

SECOND CAS.

262. Si deux fafbeurs feulement du membre fupérieur

font réels & inégaux, on pourra, en changeant convenable-
ment l'obliquité des coordonnées & la fituation de Taxe,
faire en forte que l'un foit y & l'autre x ^ l'équation prendra

donc cette forme :

yxÇyy—xmy x-\'nnxx')-\-ay^x -\- byx^-\- cyy-\-dyx-\-£xx

m m étant plus petite que n n.

Car, comme les termes_y'A:-f-^x' fe trouvent néceffairement
dans le premier membre, on pourra faire difparoître dans le

fécond les termes j' ^ x^ . La courbe aura donc deux afymp-
totes reftilignes, l'une défignée par l'équation j'= o, l'autre

par l'équation x= o; la première fera donc caraftérifée par
cette équation nny x'' -\-exx-^gx-{-/i= Oy & la féconde
par x_y' -h cyy -\-fy -l-/z= o; d'où réfultent les

I P Genre,
qui a deux afymptotes reftilignes, toutes deux de la nature

K = -,• lorfque ni c ni <? ne font des quantités nulles.
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I I P G E N R E,

qui a deux afymptotes rea.ilignes, Tune de la nature w= -,

& l'autre de la nature u=
f^;

il eft renfermé dans l'équation

yx(yy^imyx-^nnxx)-[-ay'x-\-ùyxx-hcyy-^dyx-\-fy
-\- gx-\-h= 0;

e n'étant pas = o, ni ^ = o.

IV' Genre,

qui a deux afymptotes reftilignes, l'une de 1 efpece «— 7,

l'autre de l'efpèce « = ^. H eft renfermé dans cette équation:

yx(yy— imyx -+- nnxx) -\- ay'x -\- byxx -\- cyy -\- dyx

c n'étant pas = o.

V^ Genre,

qui a deux afymptotes reftilignes, toutes deux du genre

i^= -, & dont l'équation eft :

yx(^yy_ ^rnyx -\- nnxx) + ayyx + byxx -\- dyx -^fy,

/n'étant pas ^»=0, ni ^= 0.

V P Genre,

qui a deux afymptotes reailignes , l'une de 1 efpece u— -,

tsL l'autre de l'efpèce «= 4 II eft exprimé par l'équation

yx(yy—zmyx-\-nnxx)-^ayyX'^byxx-\-dyx^fy-\-h=o,

/n'étant pas ==0.
^^^^
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VIP Genre,
qui a deux afymptotes re6lilignes , toutes deux de l'efpèce

u==-, & qui eft renfermé dans cette équation :

yx(yy— 2 my x-\-nnxx)-\- ayy x-\-byxx-^dyx-\-h=-Oi

n n étant par-tout plus grande que m m. •

TROISIEME CAS.
263. Si les deux fafteurs du membre fupérieur, qui font

feuls réels , font égaux entre eux , l'équation aura cette

forme :

yy(yy—^myx-{-nnxx)-^ayxx-k'hx'^-\-cyy~\~dyx-{^exx

-^fy-+-gx-\-h= oi

nn étant encore plus grande que mm,- équation qui, à moins
que b ne foit = 0, donne le

V I I P Genre,
qui a une afymptote parabolique de l'efpèce u u = A t.

Mais , fi /5= o; en fuppofant a:= 00 , on aura yy -h — -h

'
'

^ -^ ;-= o ; d'où , fi a a efl: plus petit que
n n X nnx X

/^nne, naît le

I X= Genre,
qui n*a aucune branche infinie.

Si /^= o, & que a a foit plus grand que 4?ine , & que g ne
foit pas = o , on a le

X* Genre,
qui a deux afymptotes parallèles entre elles de l'efpèce

A
u = —.

t

Si ^=0, Çi g==o, & que a a foit plus grand que /^nne, on

aura le

EULER, Introduction à VAnal, infin. Tome II. 3 S
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X P Genre,

qui a deux afymptotes parallèles entre elles de refpèce
A
it

'è'\. b = o^'ix a a= ^n ne. Si. que g ne ibit pas = o, on a

le

X I T^ Genre,

qui a une afymptote hyperbolique de l'efpèce w «= -.

S\b= o ,
^^o, & aa= j^nne, & que h (bit une quantité

-négative, il en réfulte le

X I I P Genre,

qui a une afymptote hyperbolique de l'efpèce uu= -.

Mais, fi /^= 0, g= o, aa = 4/2«^, & que h foit une quan-

tité pofitive, on obtient alors le

X I V= Genre,
qui n'a point de branches infinies.

QUATRIEME CAS.

264. Si tous les quatre fafteurs fimples du premier membre
font réels & inégaux, l'équation fera de cette forme :

yx(y—mx) (y
—nx)-^ "-y^^ "t~^yxx -h cyy -\- dyx-\-exx

-^fy-hgx-h/i= o.

La courbe aura donc quatre afymptotes reftilignes exprimées

ou par i/= -, ou par u= ~y ou par u=~i ainfi, en faifant

attention à la règle que nous avons expofée à l'art. 251, on
trouvera les Genres fuivans.



DU QUATRIÈME Ordre. ij^

X Ve Genre,
diftingué par^quatre afymptotes h^peibullques

, toutes de
l'efpèce u= -.

X V P Genre,
diitingué par quatre afymptotes hyperboliques, trois de l'ef-

pèce «= -, & une de l'efpèce u=-.

X V I P G E N R E,

diftingué par quatre afymptotes hyperboliques, trois de l'ef-

pèce «= y, & une de l'efpèce u= ~.

X V I I P Genre,
caraftériféjjar quatre afymptotes hyperboliques, deux de' l'ef-

pèce u= -, & deux de l'efpèce u = -,

XIX* Genre,
caractérifé par quatre afymptotes hyperboliques, deux de l'ef-

pèce « = -, une de l'efpèce ^= ^, & la quatrième de l'ef-

pèce u = -.

XX' Genre,
diflingué par quatre afymptotes hyperboliques, deux de l'ef

pèce u= -^^ deux de l'efpèce u= ~.

XXI* Genre,
diftingué par quatre afymptotes hyperboliques, toutes de l'ef-A
pece u = -

aSij
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X X 1 !• Genre,

i.uu.vu Je quatre afymptotes hyperboliques ,
trois de l'efpèce

1^= -, & une de l'efpèce «= .7-

1

1

X X 1 1 1* Genre,

pourvu de quatre afymptotes hyperboliques, deux de l'efpèce

«= -, & deux de celle-ci u=-i.
tt

XXIV* Genre,

pourvu de quatre afymptotes hyperboliques, toutes de l'efpèce

A

CINQUIEME CAS.

. ^6^. Si deux fafteurs du membre fupérieur font égaux

entre eux, les autres étant inégaux, l'équation prendra cette

forme ;

D'abord, en ayant égard aux faaeurs égaux, on trouve

tous les Genres^qui font compris dans le troifieme cas i^

chacun peut être combiné avec autant de variétés que les fac-

teurs négaux peuvent en préfenter, c'eft-à-drre en autant de

'.^anières'que Infécond cas'contient de Genres On aurou don

nour ce cas fix fois fept ou quarante-deux Genres; mais il y en

Tdeux qui font impoffibles , favoir lorfque deux afymptotes

parallèles font de l'efpèce .=;^, &runedesau«esderefpèce

„= ^ , la troifième étant ou de l'efpèce ^= ^^,
ou de celle-

ci ^c =4. Par conféquent ce cas fournit quarante Genres,

qui, ajoutés avec les précédens, en font un nombre de /.ix.n/e-

Quatre] & qu'il feroit trop long de détailler ici ; & même, comme
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ii auroit été trop long de les difcuter chacun en particulier, ne
puis-je affirmer qu'ils l'oient tous réels. Au relie, li quelqu'un veut

prendre ce foin , en fe conformant aux préceptes qui ont été

donnés auparavant, il fera à portée de réformer & de limiter,

s'il en eiï befoin, le nombre des Genres.

SIXIEME CAS.

166. Ce cas, qui comprend deux paires de fafteurs ésaux,
fera reprelente par i équation

jyXX -{- ay^ -{- h x''' -\- cjy -^ dyX -h eXX -i-fy -\-gx -\- /i=o.

Or chaque paire de fafteurs égaux confidérée en elle-même
donne fept variétés ; & par conféquent les deux donneront
quarante-neuf Genres. Mais, comme k ne peut être en même
temps polîtif & négatif, deux deviennent impofliblcs ; ce qirt

réduit le nombre des Genres renfermés dans ce cas à quarante-

fept; nombre encore trop grand pour qu'on puilTe en faire ici

le recenfement. Voilà déjà jufqu'ici cent onie Genres,

SEPTIEME CAS.

267. Si trois fafteurs font égaux entre eux , l'équation

aura cette forme :

y'x-{- ayxx-\- bx' -f- cyy -\- dyx -H exx-\-fy -\-gx-\-h= o.

Le faâeur a: donne une afymptote de l'efpèce «= -, li c

n'eft pas = o; mais, li c=ô & qu'en même temps /ne foit

pas=o,il donne une afymptote de refpèce«=-y &, lî c=o

&/=o,il donne une afymptote de l'efpèce z/= -j. Enfuitele

fafteur y\ à moins que b ne foit= o, donne une afymptote
parabolique de l'efpèce ir-=Att\ mais, fî^= 6, en fai-

fant X infini, l'équation Aqv'xqxw. y'^-^-ay x-\-dy-^ex -\- g^
= 0. JUans ce cas, li e n elt pas = o, on aura
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y^' -h ay X -+- ex= o ^ d'où l'on tire , fi a n'effc pas= O ,

y^-h ax=o & ay -4- e= o. On a donc à la fois une afymp-
tote parabolique de refpèce uu = At, & une hyperbolique

exprimée par cette équation (ay-\-eJx g -^

cec— afi.-\-aah a •
1 i / , r •

-. A moins donc que e^ -\- aade-\-a^g ne loit
a a X

A
ii=o, cette afymptote eft de l'efpèce ;/= -;& dans le cas

A
contraire de l'efpèce ^^ = — ; mais, fi a = o fans que e foit

= o, on aura y' -f- e j:= o; ce qui donne une afymptote pa-

rabolique de l'efpèce u'= Ati & fi e= o & a=o, on aura

y' -^ dy -\- g=^o\ équation qui donne une feule afymptote

de l'efpèce u = - , ou trois de la même efpèce, ou une de

l'efpèce «= -,• & une de l'efpèce uu= -
, ou une de l'ef-

pèce u'= -. Cela fait en tout huit variétés qui, multipliées

par les trois qui réfultent du fafteur x, donneront vingt-quatre

Genres. Tous les cas que nous avons traités jufqu'ici fournif-

fent donc cent tre7ite-cinq Genres.

HUITIEME CAS.

268. Si tous les fafteurs font égaux entre eux, l'équation

qui fuit aura lieu :

y''-^ay^x-^-byx''-\-kx'''Jrcy''~\-dyx-->t-ex^-\-fy-\-gx-\-h^=0.

Ce dernier cas, fi k n'efi: pas= o, fournit le

CXXXVP Genre,
qui a une afymptote parabolique de l'efpèce 0=At^.

Soit /(:= o, & non ^=o; on imsi y^-\- by x x -\- e xx=o

^

d'où j' -^ bxx==o & by-\-e= o; par conféquent l'afymp-

tote reftiligne/^^-i-e=o, àonnQXdi(by->t-)xx^--\-—j^



DU QUATRIÈME Ordre. 145

-f-yf J~
— j-^gx-^ /1= 0; donc, fi aee—bde-\-l}bg

n'efl:pas==o, l'afymptotefera de l'efpèce u=-, & dans le cas

contraire , de refpèce u= -
} d'où réfukent ie

C X X X V I P Genre,
qui a une afymprote parabolique de refpèce w = A tt, &
une hyperbolique de l'efpèce k = -^ & le

CXXXVIIP Genre,
qui a une afymptote parabolique de l'efpèce iv = A tt , &
une hyperbolique de l'efpèce u= ~.

269. Soient à préfent /:=o&^=o,de manière qu'on
ait

y'-V-ay'x-{-cyy-{-dyx-\-exx-^fy-irgx-\-h= o.

Sien'eftpas= o, on aura y>-l-rtjjA:-|-exx=o, équation îm-
poffible, lorfque aa eil: moindre que 4e; & qui, lorfque aa eft
plus grand que 4e, fournit deux alymptotes paraboliques
rapportées au même axe, & de l'efpèce uu = At; &c Ci a a= 4e, ces deux paraboles fe confondent en une feule. De là les
CXXXIX, CXL & CXLl^ Genres.

Mais , fi é= o , on aura l'équation

ji -4- ayyx -H cyy -h dyx-hfy -hgx-{-/i=o,

laquelle, fi a neû pas == o, deviendra y^-hayyx-hcyy -h
dyx-\-gx=o

; d'où l'on conclura celles-ci : yy -+ ax= o,
Scayy -h dy -^g= o; cette dernière donnera pour y deux
valeurs réelles inégales ou égales, ou n'en donnera a"ucune.
Dans le premier cas, la courbe, outre une afymptote parabolique,

en aura deux autres parallèles de l'efpèce «= -,- dans le fe-
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cond , une de l'efpèce uu = -; &c dans le troifième elle n'en

aura aucune ; d'où réfuirent encore trois Genres qui forment

les CXLII, CXLIII & CXLIVS

270. Soit maintenant a= o; ou foit l'équation

j*--h cyy -h dy x -\-fy -h ^ x -h A= o.

pans ce cas , fie/ n'eft pas = o, la courbe aura une afymp-

tote parabolique de l'efpèce u'' = At , & une reftiligne dé-

fignée par l'équation dy -^ g= o de l'efpèce « == -. Enfin,

fi d=o, la courbe aura une afymptote parabolique de l'efpèce

u^= A t. C'efl: ainfi que toutes les lignes du quatrième ordre

fe trouvent comprifes fous cent quarante-Jix Genres
,
qui ren-

ferment eux-mêmes pour la plupart plufieurs efpèces, qui ont

entre elles des différences notables.

271. En voilà aflez pour faire voir combien les Genres

fe multiplient pour les lignes du cinquième ordre , ou d'un

ordre plus élevé, de forte qu'il feroit impoffible d'en faire le

dénombrement , comme nous l'avons fait pour le troifième

ordre, fans y confacrer un volume entier. Quant aux princi-

pales propriétés des lignes du quatrième ordre, ou d'un ordre

fupérieur, on les déduira de leur équation générale, de la

même manière que nous l'avons fait pour les lignes du troi-

fième ordre ; c'eft pourquoi nous ne nous arrêterons pas à les

chercher ici,

CHAPITRE
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CHAPITRE XI I.

De la Figure des Lignes Courbes.

iji. Ce que nous venons d'expofer dans les chapitres pré-

cédens fert à faire connoître la figure des lignes courbes con-

fidéréesà une diftance infinie; mais il eft fouvent très-difficile

de juger par leur équation de celle que chacune peut avoir

dans un efpace fini; car il faudroit pour chaque abfciffe finie

en conclure les valeurs correfpondantes de l'appliquée, &
dillinguer les valeurs réelles de celles qui fi^nt imaginaires ;

ce qui fijrpaffe fouvent les forces de l'analyfe , lorfque l'équa-

tion eft d'un degré un peu élevé. En effet, fi on attribue à

l'abfciffe une valeur connue quelconque , l'appliquée tiendra

lieu d'inconnue; &c la réfolution de l'équation qui doit en don-

ner la valeur , dépendra du nombre des dimenfions de l'ap-

pliquée; mais il y a un moyen de diminuer beaucoup ce tra-

vail; c'eft de ramener l'équation à une forme plus fimple, en

choififfant pour cela l'axe le plus commode & l'inclinaifon

des coordonnées la plus convenable ; ou encore , comme il

eft indifférent de prendre l'une des coordonnées pour abfciffe,

de choifir pour appliquée celle des deux qui a le moins de di-

menfions dans l'équation.

27}. Ainfi, pour trouver la figure des lignes du troifième

ordre qui appartiennent à la première efpèce, nous prendrons

de préférence l'équation la plus fimple que nous en avons

donnée art. 259; & des deux coordonnées r & u, nous con-

fidérerons la première t comme l'appliquée , & l'autre u comme
l'abfciffe

,
parce que t n'a que deux dimenfions. Nous aurons

donc une équation de cette forme :

ibv-\-axxA-cx-^d—-nnx^
.

yy== >

laquelle , étant réfolue , donne :

EuLER^ IntroduSion à L'AnaU infin. Tome II. 3 T
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y = -
^

ni /5 ni /2 n'étant= o.

274. Lorique les nombres fubftitués à x donnent à la fonc-
tion bb-\-dx-\-cxx-\- a x'— n n x*^ une valeur pofirive ^
il y a pour chaque abl'cifl'e deux appliquées qui n'en font plus

qu'une, lorsque cette fonction s'évanouit ; ou , fi l'on veut,

les deux appliquées alors deviennent égales entre elles; mais,

fi"elle devient négative, il .n'y a plus d'appliquée qui réponde
a rabfciffe.. Or les valeurs de cette fonftion , fi elles étoient

d'abord pofitives , n'ont pu devenir négatives fans être de-

venues auparavant égales à zéro , ou fans que la fonction fe

foit évanouie ; il faudra donc faire attention principalement

aux cas où la fonftion bb-\-dx-^cxx-\-ax^'— nnx'^ devient

=p=o; ce qui peut toujours àvoit lieu- dans deux circonftances.

Car il e{t vifible que, fi a: pafle une certaine limite, foit en

plus, foit en moins, fa valeur devient négative. Ainfi toute la

courbe répondra à un efpace déterminé de l'abfcifTe, au-delà

duquel toutes les appliquées font imaginaires.

.YX.Fig.49v 275. Suppofons que l'expreflion bb-\-dx-\- cxx-\-ax'^^-
n n xy ne renferme que deux fafteurs réels,, ou qu'elle ne puiffè

s'évanouir que dans deux cas feulement , qu'on trouvera en.

déterminant fur l'abfciffe les points F Se S auxquels répond
feulement une appliquée unique ; il s'enfuivra que dans tout

l'efpace P S les appliquées feront doubles & réelles, & que„
hors du même efpace PS, elles feront, toutes imaginaires; la

courbe entière fera donc fituée entre les appliquées Kk & Nri.

L'appliquée qui répond à l'origine A des abfciffes fera afymp-
tote de la courbe, & la coupera en outre en un point quelcon-

que. En effet j. fi on fait x=2 0, \/(bb-\-dx-hcxx-\-ax^'—nnx^)

deviendra= /5h—^, &par conféquentj= ^
i ceû.-

à-dire, y= 00 , ou jy'= -^. La courbe aura donc une forme
avi;.

telle- que la Figure 50 la repréfente.
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276. Suppofons que l'expreffion bb-^dx-k-cxx -\~ n x^— nnx'' contienne quatre fafteurs fimples réels & inégaux,

& que par conféquent elle s'évanouifle dans quatre cas diffé-

rens; il y aura donc autant d'endroits P, Q, i? & 5 où les

-appliquées ne feront que toucher la courbe en un feul point;

& ,
puifque les appliquées étoient imaginaires dans l'efpace

XP A^ l'axe, elles feront maintenant réelles dans l'efpace

PQ_, & elles feront de nouveau imaginaires dans toute l'é-

tendue Q^R pour redevenir réelles dans l'étendue RS ; mais

au-delà de 5", vers Y, elles deviendront encore imaginaires.

Il s'enfuit que la courbe fera compofée de deux parties fépa-

rées l'une de l'autre, dont l'une fera renfermée entre les droites

J( k Si: Ll, & l'autre entre les droites Mm & Nn; mais,

comme à l'origine A des abfcifles les appliquées font réelles,

il faut qu'elle fe trouve ou dans l'intervalle P Q, ou dans l'in-

tervalle jR ^ de l'axe. Dans ce cas, la courbe aura donc une
figure telle que la donne la Figure

5
1 ; c'eft-à-dire qu'elle

fera compofée d'une ovale, féparée du refte dé la courbe P'-^^*

rapportée à rafymptote DE, & qu'on appelle OVALE CON-
JUGUÉE.

277. Si deux racines deviennent égales entre elles; ou les

points P& Q, ou Q Si. R, on R S>c S , fe confondront ; fi

le premier cas avoit lieu , comme le point A eiï fitué entre

P Se Q, il faudroit que les deux racines devinffent égales à

zéro ; ce qui ne peut être, puifque b ne peut difparoître. Mais,
fi les points R Si S fe confondent, l'ovale conjuguée devien-

dra infiniment petite & dégénérera en un POINT CONJU-
GUÉ. Si ce font les points Q Se R qui fe réunifl"ent, Tovale
fe joindra au refl:e de la courbe qui deviendra la courbe
TVOUÉEde la Figure 52; mais fi trois racines font égales, ou PI. VI,

que les points Q^, RSe S coïncident , le nœud fe changera en
une POINTE très-aiguë*, telle que la fait voir la Figure

5 3. La pi. vi^

première efpèce fournit donc cinq variétés différentes , dont
NEWTON a fait autant d'efpèces.

• Cette pointe s'appelle point de ubroujfcmcnr.

3Tij



1.48 DELA Figure
278. NEWTON a fait de femblables lubdivifîons des autres

efpèces ,
parce que dans toutes les équations qui les repréfen-

tent , une des coordonnées n'a pas plus de deux dimenfions.

Mais, quand une des coordonnées n'a qu'une dimenfion, la

forme de la figure fera très-facile à reconnoître ; car alors l'é-

quation fera de cette forme y=P^ P étant une fonftion

quelconque rationnelle de l'abfcifTe x ; ainfi , quelque valeur

qu'on donne à jc , l'appliquée en a toujours une correfpon-

dante, & la courbe aura un cours continu qui accompagnera
l'axe à l'infini de part & d'autre. Si la fon6lion P eft fraérion-

naire,ilpeut arriver que l'appliquée devienne infinie en un ou
plufieurs endroits, & que par cette raifon elle devienne afymp-

.tote de la courbe ; ce qui a lieiï, lorfque le dénominateur de
la fonftion P s'évanouit.

P
lyç). Faifons pu conféquence j= -, ces appliquées infi-

nies fipront données par toutes les racines réelles de réquation

Ç == o j en effet, chaque racine de cette équation, par
exempleiJi(:===:y,!fai,t voir que, fi on prend TabfciiTe x=fy
l'appliquée y fera infinie

,
puifque Q devient =: o. Il eiî clair

alors que , ii les appliquées y étoient pofîtives
,
-tandis que x

étoit plus grand que/, elles feront négatives, lorfque x fera

plus petit que/"; & par conféquent l'appliquée fera une afymp-

tote de l'efpèce u=:-j la même chofe doit s^entendre de

tous les fafteurs inégaux. Mais lorfque le dénominateur Q
a deux fa6^eurs égaux, par exemple, (x—/J%- alors, fi les ap-

pliquées font pe^fitives,/ étant plus petite que .V, elles refteront

encore pofitives ^ û x eu moindre que /y & l'appliquée j, û

on faitx= /, deviendra une afymptote de la forme u =-.
Mais, fi le dénominateur Q renferme trois fafteurs égaux,

par exemple
,
(x—/)"• , les appliquées qui précèdent 8c qui

îuivent celle qui eft infinie, ont des fignes différens, comme
dans le premier cas.

280. i\près l'examen de ces équations, il eft très facile de
ï p V — R

traiter celles qui font comprifes fous la formejy^=——— i
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P, Q Sz R étant des fondions entières quelconques de l'ab-

fcifle X. Dans ce cas, il y aura pour chaque abfcifle x deux

appliquées correfpondantes, ou il n'y en aura aucune j il y en

aura deux, fi PP eft plus grand que QRi & il n'y en aura

point, fi PP eft plus petit que QR. Donc, à chaque limite

qui lépare les appliquées réelles des imaginaires , on aura
pPP= QR; alors j devient =-, & l'appliquée ne fait plus

que rafer la courbe , ou la toucher feulement en un

point. Ainfi, pour en connoître la nature, il faudra confidérer

l'équation PP — QR= o^ dont chaque racine réelle fera

connoître les endroits où les appliquées touchent la courbe

en un feul point ; fi on les marque fur l'axe , & fi on fuppofe

que toutes les racines foieut inégales , les parties de l'axe

comprifes entre ces points auront alternativement deux appli-

quées réelles & imaginaires; la courbe aura donc autant de

parties féparées les unes des autres, qu'il y aura de ces fortes

d'alternatives; ce qui donne naiifance aux ovales conjuguées.

281. Si les deux racines de l'équation PP — QR= o

deviennent égales, alors deux des points dont nous venons

de parler fe confondront j & il y aura fur l'axe une portion

à laquelle répondoient des appliquées foit imaginaires , foir

réelles, qui s'évanouira. Dans le premier cas, la courbe aura

vin nœud, comme dans la Figure 52; & dans le fécond cas, PI. Vî.

l'ovale conjuguée fe réduira en un point conjugué. Si cette

équation renferme trois racines égales , le nœud deviendra in-

finiment petit & fe terminera en pointe, comme dans \a Figure

53 ; s'il y a quatre racines égales , deux ovales féparées fe réu-

niront en un point , ou bien il y aura un nœud réuni à une
pointe, ou deux pointes oppofées par le fommet; s'il y a cinq

racines égales, il nr'en réfultera prefque pas de nouvelles

formes; car il en réfulte une pointe où fe réuniffent, non
une feule ovale, comme auparavant, mais deux à la fois; &
une plus grande quantité de racines égales n'apportera pas

une nouvelle différence dans les figures réfultantes,

282. Un nœud ou l'interfeftion de deux branches d'une

courbe s'appelle ordinairement POINT DOUBLE, parce que
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la ligne droite qui rencontre la courbe en ce point eft cenfée

la couper en deux points; s'il arrivoit qu'une autre branche

pafTât par ce nœud, cette interfe£l:ion donneroit naiflance à

un point triple ; & le point feroit quadruple , fi deux points

doubles ie réuniffoient; ce qui fait connoître la nature & la

génération des points multiples. L'ovale évanouiffante, ou le

point conjugué, fera donc auffi un point double; il en fera de
même d'une pointe qui réfulte d'un point conjugué réuni au
refle de la courbe.

283. Si l'équation entre l'appliquéej & l'abfciffe x eft cu-

bique ou d'un degré plus élevé, de forte que y foit égal à

une fonflion multiforme de x; il répondra à chaque abfciffe

autant d'appliquées, que.j' a de dimenfions dans l'équation;

ou bien le nombre en fera diminué de deux, de quatre, ou
de fix, Sec. Il y a donc toujours deux appliquées qui devien-

nent imaginaires en même temps , & avant que de le deve-
nir, elles deviennent égales entre elles. Ce paflage des ima-
ginaires aux réelles donne lieu à plufieurs variétés qui fe

trouvent parmi celles que nous venons d'expliquer , ou qui

en font copipofées. Au furplus , en cherchant pour un affez

grand nombre d'abfcifles tant pofitives que négatives toutes

les valeurs correfpondantes de l'appliquée, on connoîtra fa-

cilement le cours & la figure de la courbe, en la faifantpaf-

fer par les points qu'on aura ainfi trouvés.

284. Eclairciflx)ns tout cela par un exemple, dans lequel,

quoiqu'il foit tiré d'une équation d'un degré plus élevé, l'ap-

pliquée efl: cependant exprimée par des racines quarrées. Soit

donc :

Zyz;=:zt:.y/(6x—xx)^^^(6x-\-Xx)::^\^ (-^6—xx);

équation , où à chaque abfcifîe doivent répondre huit appli-

quées. Il efl: évident que, fi on fait l'abfciffe x négative, l'ap-

pliquée fera imaginaire ; la même chofe aura lieu, fi l'abfciffe

eft prife plus grande que 6; de-là il fuit que toute la courbe

fiff renferipée .entre les limites x= o & ;c= (5 ; donnons donc
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fucceffivement à x les valeurs o, i, z, 3, 4, 5, 6, nou»

aurons r

SI

^/(36— JTA.-)

Somme
,

.r= x^=\ .r= 1 .r =
3

.r=:4 .v^^ x=,6

0,000 i,^3S x,8i8 3,000 ,1,828 1,135 0,000

0,000 2,645 4,000 5,196 6,324 7,416 8,484

6,000 5,916 5,656 5,196 4,470 3,316- 0,000

6,000 10,796 11,484 13.391 13,622 12,967 8,484

3,000 5^398 6,242 6,696 6,811 6,483 4,i4î

3,000 3,163 3,414 3,696 3,983 4,248 4,141

3,000 1.753 2,242 1,500 0,487 0,933 —4,242
—3,000 —0,518 0,586 1,500 1,341 3,^67 4,242

Les réfultats que donneroient les quatre autres permutationsj

ne différeroient de ceux-ci que par les fignes. Ainfi on aura

pour chaque abfciffe huit appliquées corref'pondantes; & £ on
veut décrire la courbe qui en réfulte , on la trouvera compofée
de deux parties qui s'entrelacent A FB Ecap-bcDA8>c
a fb E C A G B CD a, ayant deux pointes en -^ & a, & Pi.\a. Fîg. •^4.

quatre points doubles ou quatre interférions de branches en
D,E, Côic.
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CHAPITRE XIII.

Des Affecllons des Lignes Courbes.

185. Nous avons déterminé ci-deflus la nature des bran-

ches infinies en affignant une ligne droite , ou une courbe

plus fimple
, qui fe confondît avec la courbe propofée à une

diftance infinie; nous nous propofons de même, dans ce cha-

pitre, d'examiner une portion quelconque de la courbe con-

iîdérée dans un efpace fini, & de chercher la ligne droite,

ou la courbe la plusfimple, avec laquelle elle puiffe fe con-

fondre, au moins dans un efpace très-petit. D'abord il efl: clair

que toute ligne droite qui touche la courbe en un point , fe

confond avec elle en cet endroit, ou qu'elle a avec elle au
moins deux points communs. Mais on peut aufli affigner d'au-

tres courbes qui fe confondent plus exaftement avec la por-

tion donnée de la courbe propofée, & la baifent en quelque
forte. On connoîtra très-bien par-là l'état de la ligne courbe

pour chaque point avec fes différentes affeftions.

n. Vll.Fig. 55; i86. Soit donc propofée une équation quelconque entre les

coordonnées x 8>i y pour une courbe quelconque. Donnons à

l'abfcifTe jc une valeur déterminée AP=p, & cherchons celle

de l'appliquée qui répond à cette abfciffe; s'il y en a plufieurs,

nous en prendrons une à volonté PM=q } le point Af ap-

partiendra à la courbe , ou fera un point par où elle paffera.

Mais alors, fi dans l'équation propofée entre a; & y on écrit

p au lieu de x & ^ au lieu de y, tous les termes de l'équation

fe détruiront mutuellement, de forte que le refte fera nul. A
prcfent

,
pour connoître la nature de cette portion de la

courbe qui pafle par le point M , menons de ce point M la

droite Mq parallèle à l'axe A P que nous prendrons mainte-

nant pour axe ; & faifons cette nouvelle abfciffe M q= t

&: l'appliquée qm = u» Comme le point m appartient auffi à

la.
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la courbe, fi on prolonge tnq jufqu'enyP, & qu'on mette au
lieu de x, Ap=p -\- t, &" au lieu à^ y, pm==q-{-u ; il en
doit réfulter pareillement une équation identique.

287. Après avoir fait cette fublKtution dans l'équation pro-
poiée entre x & y, tous les termes, dans lefquels ni rni u ne
le trouvent pas, lé détruiront mutuellement ; & il ne relkra
que ceux qui renferment les nouvelles coordonnées t Si u. On
aura donc une équation de cette forme :

o=Jt-hBu-i-Cr--^Dtu-hEu'-hFr-^Gt'u-{-Hcu'-h8cc.i

dans laquelle A, B, C, D , &c. , font des quantités conf-
iantes, compofées des confiantes de la première équation &
des quantités p Si q que nous regardons auffi comme conf-
iantes. La nature de la courbe eil donc exprimée par cette
nouvelle équation; mais elle eil rapportée à l'axe m ^^ fur lequel
le point M même de la courbe eft pris pour l'origine des
abfcifles.

288. D'abord il eft clair que , fi on fait M ^= ^ ==s o , on
aura auffi q m == u= o, parce que le point m tombe fur M.
Enfuite, comme notre but eft de connoître feulement la très-

petite portion de la courbe qui eft près de M, nous le rempli-
rons en prenant pour t des nombres très-petits ; auquel cas
qm=u aura auffi une valeur très-petite; car il ne s'agit que
d'un arc Mm prefque évanouifî'ant. Mais, fi nous prenons pour
tècu des valeurs très-petites, les termes tt , tu,èz uu, feront
encore beaucoup plus petits, & les fuivans v, ru y tuu, u'>,

&c. , encore plus petits que ceux-ci, & ainfî de fuite; c'eft

pourquoi, comme on peut omettre des grandeurs très-petites

à l'égard d'autres qui font en quelque forte infiniment plus
grandes, il reftera l'équation = At-\- B u^ qui appartient
à la ligne droite Mf/, menée par le point M, & qui apprend
que, fi le point m s'approche très-près de M, cette droite fe

confond avec la courbe.

289. Cette dtoite Mfjc fera donc une tangente de la courbe
au point M} d'où l'on peut conclure un moyen de mener
une tangente /uMT k un point quelconque M de la courbe.

EuLER, Introduclion à l'Anal, infin. Tome IL 3 V
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Il n'y a qu'à tirer de l'équation A t -\- B u = o ^

—=
=

jf; ce qui donnera q [x : Mqv.MP : PT::— A : B s &

par conféquent, à cnufe que PM= q , PT= —j^. Cette

portion P T de l'axe fe nomme ordinairement SOUSTAN-
GENTE; en en conclura donc cette

RÈGLE
pour trouver la Soustangente,

Après avoir trouvé dans l'équation à la courbe, que l'appli-

quée y=^ fatibfait à l'abfcifle x=p , on fuppolera x == p
-f- r, & jy =^ -h //,- & des termes qui réfulteront de la fub-

ftitution , on confervera leulement ceux dans lefquels r & u
ont une feule dimenfion, en négligeant tous les autres ; on
arrivera par ce moyen à cette équation de deux termes

^r -i- ^ «= o ; ce qui, ^ & ^ étant fuppofés connus, don-

nera la foustangente PT=—-^.

Exemple I.

Soit propofce la Parabole dont la nature efl exprimée par l'équa-

tion yy= 2ax,AP étant l'axe principal & A le fommet.

Prenons AP=ip ; & fi nous fuppofons PM=q, nous

aurons qq= i ap, ou q=y^i a p. Faif'ons enfuite x= p -\- t

&i. y=q -\- u , ce qui donne q q-\-lqu-\- uu=^r ap-)r x at ;

& en confervant feulement les termes que la règle prefcrit de

garder, i q u = i at ; d'où a t— qu= o, -= -= —j>

Donc la foustangente P T^==— =ip ,h caufe de ^ ^= 2 ap.

Ainfi la foustangente P J.eft double de l'abfciffe A P,
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Exemple II.

Soîi la courbe une EUypfe décrite du centre A , dont l'équation

ejl yy = — (a.d.— xx) ou aayy-+- bbxx=aabb.

Ayant pris A P = p Se fuppofé PM= q , on aura

aa qq-\-bbpp=aabb. Faifant enfuite x=/7 -H f & _y==^
H- Il ; comme il f'uffit de conferver feulement les termes où

t Se u n'ont qu'une dimenfion, on peut négliger tout de fuite

les autres, & on aura xaaqu-\-ibbpt= o; d'où l'on tire

-=——-= ^^ . La foustangente P T fera donc= —- a =:

aaqq — a a -^ p p n 'r } n ' -c ^—77^= -^i OC comme ce relulat elt negatir, il ap-
b b p p

prend que le point 7" tombe du côté oppofé. Au refte, cette

expreffion s'accorde parfaitement avec celle que nous avons

trouvée auparavant pour déterminer les tangentes de l'EUypfe,

Exemple III.

Soit propofée la ligne du troifieme ordre de la feptième efpèce

yyx= axxH-bx-f-c.

Prenant toujours AP^=pf & fuppofant PM= q , on aura

p q q= ap p -\- b p ->r c. Et faifant enfuite x= p -\- t d^ y=
q -+ u , (p-{-t)(qq-\-ïqu-^uu)=a(pp-\-lpt-^tt)
-+- b (p

-{- tj -\-

c

; rejetant tous les termes inutiles, il reftera

r ,,.,, . u iap-\-h—-qq
Z p q U -{-

q q t= X a p t -\- b t ; doulon tire -=

r=—- ,• & par conféquent la foustangente P T == —r- q =
^pqi rapp-\-'i.bp \- ic ^r.r^'-\- ibp'^-^ ic p „ ~,— = — =

, OU. P I =
iap-\-b— q Zap-j-b— qq app— c

app—c'

290. La tangente de la courbe étant donc connue de cette

manière, on connoît en même temps la direftion que fuit la

3Vij
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courbe au point M. Car on peut très-bien regarder une ligne

courbe, comme la trace qu'un point en mouvement formeroit

en changeant continuellement de direftion , & par confé-

quent le point qui par Ion mouvement décrit la courbe, lera

dirigé enîlf iuivant la tangente Mju; 8r, s'ilconlervoit cette di-

reftion , il décriroit la droite M f^ : mais il s'en écarte à cha-

que inftant, puilqu'il décrit une courbe. Ainfi
,
pour con-

noître le cours d'une ligne courbe, il fuffiroit de déterminer

pour chaque point la pofition de la tangente ; ce qui peut le

taire facilement , en luivant la méthode que nous venons de

donner; & ce qui ne préfentera jamais aucune difficulté, pourvu

que l'équation à la courbe foit rationnelle & délivrée de frac-

tions; or on peut toujours ramener à une telle forme toutes les

équations; mais, fi l'équation eft irrationnelle ou embarraffée

de fraâions, 8z qu'on veuille fe difpenfer de la ramener à une

forme rationnelle & entière , on pourra encore employer la

même méthode, mais avec quelque modification; & c'ell

cette modification qui a donné naifl'ance au Calcul différentiel}

c'efl pourquoi nous réferverons pour ce calcul la méthode de

trouver les tangentes , lorfque l'équation à la courbe ne fera

pas rationnelle & entière.

191. On connoît encore par là l'incHnaifon de la tangente

AI ju, à l'axe ^P ou à fa parallèle M lj ; car, puifqu'on a

q fx : M (] '.'.— A : B , fi les coordonnées font perpendicu-

laires entre elles, & forment par conféquent l'angle droit

Mq/u , on aura— - pour la tangente de l'angle qMjUi mais
,

fi les coordonnées font obliques, alors, au moyen de l'angle

donné M^a & du rapport des côtés Mq , g fx, on trouvera

parla trigonométrie l'angle q M /x. Au relie, il eft clair que,

fi dans l'équation réfultante A t-\- B u= o ^ on a A= o ^

l'angle q M fx devient nul ; •'V que par conféquent la tangente

M fM fera parallèle à l'axe A P; & que, fi au contraire B= Oy

la tangente M
f^.

fera parallèle aux appliquées P M, ou l'ap-

pliquée même P M touchera la courbe au point M.
292. La tangente Âf 7" étant trouvée, fi on mène au point

de contaft Mla perpendiculaire MN, elle fera en même temps
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perpcndiculaire à la courbe même ; & par conféquent il lera

facile d'en déterminer la poiition pour chaque cas. On l'aura

fur-tout très-commodément , li les coordonnées A P &<. P AI
font perpendiculaires entre elles ; car alors les triangles lem-

blables M q ,u &i MPN donnent Mq : q fz'.'.MP .P

N

, ou

—B :A:'.q\ PN; d'où l'on tire PN=^^. On a coutume

d'appeler SOUSNORMALE cette portion PN de l'axe

comprife entre l'appliquée & la normale MN. Cette fous-

normale fe trouve donc facilement au moyen de la foustangente

PTi lorfque les coordonnées font perpendiculaires; car on aura

PT:PM:\PM:PN,o\x PN^^. De plus, fi l'angle'

APMe{\. droit, on aura la tangenteM7= y/f/'P^/'M-J,
& la normale MN=y/(P M' -^- P N'); ou, parce que

PM TM PM
P T : TM y. P M : MN , M N = ^^^p^ =- j^ x

293. Comme nous venons de voir que la tangente fera pa-

rallèle à l'axe ou aux appliquées, fuivant que dans l'équation

At-^Bu=o, on a ou A=o , ou B= o ; il refte à examiner

le cas où les deux coefficiens A Sz B deviennent à la fois

= o; lorfque cela arrive, les termes de l'équation trouvée ci-

defTus ( art. 286 ) , dans lefquels t &: u ont deux dimenfions ,

ne peuvent plus être négligés à l'égard de ceux -c\ At-^B u,
qui difparoifl'ent eux - mêmes. Il faudra donc confîdérer l'é-

quation o= Ctt -\-Dtu-\-Euu, négligeant les autres qui

deviennent nuls par rapport à ceux-ci, lorfque t %Lu font in-

finiment petits. On voit donc par cette équation, comme par

l'équation générale, que, fi r =0, u fera aufil= o; & que
par conféquent M eft un point de la courbe, ce qui efl: con-
forme à l'hypothèfe.

294. L'équation o^=Ctt-\-Dtu-\-Euu faifant con-
noître l'état de la courbe auprès du point M, il eft évident que,

fi DD e{k plus petit que 4 CE, l'équation fera imaginaire, à

moins que t &: u ne foient= o. Dans ce cas , le point M ap-

partiendra bien à la courbe , mais il fera féparé du reile ; ce
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fera par conféquent une ovale conjuguée qui fe réduit à un
point évanouiflant, tel que nous en avons remarqué dans le

chapitre précédent. On ne peut donc pas fe tornier ici une
idée de tangente; car la tangente étant une droite qui a deux
points voiinis communs avec la courbe , il eft impoiïible

qu'une droite touche de cette manière un point. S'il y a quel-

que point conjugué dans la courbe , on le reconnoîtra de
cette manière; & il fera féparé des autres points.

Pl.VII.Fig. 56. 295. Si VD ei\ plus grand que 4CE, l'équation o= Cct
-+- I) t u -\- E u îi fera réfoluble en deux équations de cette

forme a.t-{-ëu= o^ dont chacune cil: propre également à

faire connoître la nature de la courbe ;
puifque chacune re-

préfente la position de la tangente, ou la direftion de la courbe

au point M, il faut qu'il y ait au point M deux branches qui

fe coupent , & qui y forment un point double. Ayant donc
pris Mq = t y foient q /u Se tj v les deux valeurs de u que
donne l'équation ; les droites Ai fx & Mv feront deux tan-

gentes de la courbe au point Af. Il y aura donc en AI deux

branches qui fe rencontreront, dont l'une fera dirigée fuivant

M /u. Se l'autre fuivant Nv, Puis donc qu'un point conjugué

peut pareillement être regardé comme un point double, il

s'enfuit que cette équation Ctt-hD tu-hEuu=o indiquera

toujours un point double, comme l'équation A t-h B u= Oy

toutes les fois qu'elle a lieu , défigne feulement un point

fîmple.

zç)6. Mais fi D D= 4 CZs, alors ces deux tangentes AI/u.

& Mv coïncideront, & l'angle /xMv deviendra nul; ce qui

fait voir que non-feulement les deux branches de la courbe con-

courenî en M, mais encore qu'elles y ont une même direction,

& que par conféquent elles fe touchent; dans ce cas le point

M n'en fera pas moins un point double, parce que la droite qui

y paffe, eu cenfée couper la courbe en deux points. Ainfi, lorf-

que dans l'équation que nous avons obtenue (art. i86),

les deux premiers coefficiens A Sz B s'évanouiffent , on doit

en conclure pour la courbe un point double, dont trois efpèces

différentes peuvent avoir lieu ; favoir une ovale qui le réduit

en un point qu'on appelle point conjugué ; ou l'interfeftion
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mutuelle de deux branches de la courbe qu'on appelle nœud
,

ou bien l'attouchement de deux branches. Ces trois efpèces

différentes de point double dépendent des trois conditions cui

peuvent ie tromer dans l'équation o= Cit-\-Dtu-\-£uu.

297. Si outre les coefficiens Â 8c B , les trois C , D &: E
difparoiffent auffi , il faudra prendre alors les termes fui\ans

dans lefquels / & z/ ont trois dimenfions; & on aura l'équation

Ft''-\-Gru-k-Htu''-^Tir=o. Si cette équation n'a qu'un fac-

teur limple réel, il défignera une branche de la courbe qui pafTe

par le point M, & fera connoitre en même temps fa direftion

ou la tangente; &les deux autres fa fteurs imaginaires indique-

ront une ovale évanouiffante au point même M. Mais, fî toutes

les autres racines de l'équation font réelles, on faura par-là que
la courbe a trois branches qui fe croifent ou fe touchent au
même point M, fuivant que ces racines font ou inégales ou
égales. Quel que foit celui de ces cas qui ait lieu, la courbe

aura toujours au point M un point triple , & la droite qui y
paflera fera cenfée couper la courbe en trois points.

298. Si, outre les coefficiens précédens, les quatre F, G,
H &c /font encore nuls; dans ce cas, pour déterminer la nature

du point M, il faudra recourir aux termes fuivans de l'équation

dans lefquels tSzu auront quatre dimenfions ; ce qui annoncera
l'exiftence d'un point quadruple. En effet, ou deux ovales conju-

guées fe confondent dans ce point, ce qui a lieu lorfque toutes

les racines de l'équation du quatrième degré font imaginaires;

ou bien le pointM réunit l'interfeftion ou le contaft de deux
branches de courbe avec un point conjugué, favoir, lorfque

parmi les racines deux font réelles & deux imaginaires ; &

,

fi elles font toutes réelles , il y aura en M l'mterfeftion de
quatre branches ; & l'interfeftion de deux , de trois , ou même
de quatre branches, fe changera en un point de contaft, fi deux,
trois , ou toutes les quatre racines deviennent égales ; il faudra
raifonner d'une manière femblabie , û, les termes où / & ;/ ont
quatre dimenfions venant à manquer, on eft obligé de paffer aux
termes de cinq dimenfions, ou même d'un plus grand nombre,

299. Cela pofé , il fera facile de trouver l'équation géné-
rale pour toutes les courbes qui non feulement paffent par ie
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point iW, mais qui ont en M un point ou fimple, ou double,
ou triple , ou du degré de multiplicité qu'on voudra. Car,

ayant iuppofé AP=p, PM=q, Se P, Q, R,S, &c.
défignant des fonftions quelconques des coordonnées a: & y,
il eft clair que cette équation P (x — p) -^ Q. (y

—
<j)= o'

exprime une courbe qui pafle par le point M,- car, fi on fup-

pofe X = AP= p, alors j'-= P M=q, pourvu que P ne
foit pas divifible par j— q, ni Qpai" x—p, pour.vu enfin que
ces h'.fteurs x — p &y — q , dont dépend le pafil'age de la

courbe par le point M, ne fortent pas de l'équation par la divi-

fion ; il eft évident que toutes les courbes qui doivent paiTer

par AI, font renfermées dans cette équation P(',r—p) -f- Q
(y— cj)= o; & ce point M fera un point fimple, fi l'équa-

tion n'ell pas de la forme de celle que nous allons donner pour
les points multiples.

300. Si M ei\ un point double, l'équation à la courbe fera

comprife dans cette forme P(x—p)'-^ Q.(^—F)(y— ^)
-i- R (y— q)"= o

,
pourvu que cette forme ne difparoifle

pas par la divifion. On voit par là qu'il n'y a pas de point

double pour les lignes du fécond ordre; car il faut que P, Q
& R foient des confiantes, pour que l'équation foit du fécond

degré ; mais alors elle n'appartient plus à une courbe
,

mais à deux lignes droites. Si P, Q Se R font des fondions

du premier ordre , telles que ax -{- Ç.y -h 7 , on aura dans ce

cas des lignes du troifième ordre qui auront en M un point

double. Mais une ligne du troifième ordre, à moins qu'elle ne
foit compofée de trois lignes droites, ne peut avoir plus d'un

point double ; car fuppofons qu'elle en pût avoir deux , &
imaginons par ces points une droite; elle couperoit la courbe

en quatre points, ce qui efl: contraire à la nature des lignes du
troifième ordre. La ligne du quatrième ordre aura feulement

deux points doubles, &" une ligne du cinquième n'en pourra

avoir plus de trois, ainfi de fuite.

301. Si M eft un point triple, la nature de la ligne fera t\-

^x\mée^ç>;xïP(x—py-^(l(x—py(y—q)^R(x—p)(y—qy
^-S(y— qy =0 ; fi cette équation repréfente une courbe,

elle fera d'un ordre fupérieur au troifième; car, Ç\ P,Q^iRScS
étoient
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étoient des confiantes, comme l'exige la nature des lignes du
troifième ordre , l'équation auroit trois fafteurs de la forme
'^C^ ~~P) ~^^Xy— q)y ^ appartiendroit par conféquent à
un fyftême de trois lignes droites. Ainfi un point triple ne peut
appartenir aux lignes d'un ordre inférieur au quatrième, ni les
lignes du cinquième ordre ne peuvent avoir plus d'un point
triple; car autrement une droite pourroit couper une ligne da
cinquième ordre en ûx points. Mais rien n'empêche qu'une
ligne du fixième ordre n'ait deux point triples.

302. Si l'équation eft de cette forme : P (x—'p)^-\- Q

(y— 9J^= ^-> la courbe aura en M un point quadruple. La
courbe la plus fimple qui puiffe avoir un point quadruple, ap-
partiendra donc aux lignes du cinquième ordre; <Sc deux points
quadruples ^ne peuvent convenir qu'aux lignes du huitième
OE^dre, ou d'un degré plus élevé. On pourra affigner d'une ma-
nière Semblable les équations générales des lignes qui auroient
en M un point quintuple, ou multiple quelconque.

303. Mais fi MeÛ un point double, ou triple, ou un autre
muhiple , la courbe aura autant de branches qui fe couperont
ou fe toucheront en M; & fi le nombre des branches qui fe
coupent eft moindre, c'eft une preuve qu'il y aura un ou plu-
fîeurs points conjugués

,
qui fe réuniront au point M : l'état

de la courbe pourra être connu par ce qui a été dit ci-deflus
On écrira par-tout dans les fonftions P, Q, R, S Ôcc, p Se à
au heu de j: & de j, & r & z, au lieu des faveurs x~p &
y — q y on aura par ce moyen les équations qui ferviront à
déterminer la nature de la courbe, & à trouver les tangentes
des branches qui fe coupent en M,

EuLER, Introduclion à CAnal. infin. Tome IL 3 X
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CHAPITRE XIV.

JDe la Courbure des Limes Courbes,

304. Nous avons cherché dans le chapitre précédent les

lignes droites qui marquoient pour chaque point les direâHons

de la courbe elle-même, nous nous occuperons de même dans

celui-ci de la recherche des lignes courbes plus lîmples,

qui s'accordent pour un point quelconque tellement avec la pro-

poiée, qu'elles fe confondent enquelque forte avec elle au moins
dans un très-petit efpace. Par ce moyen, la nature de la courbe
plus fimple étant connue, on en conclura en même temps
celle de la propofée. Nous procéderons ici, comme nous avons
fait lorfqu'il a été queftion de connoître la nature des bran-

ches qui s'étendoient à l'infini, c'eft-à-dire que nous chercherons

d'abord la ligne droite qui touche la courbe , & enfuite la

courbe plus (impie qui s'accorde beaucoup mieux avec la

propofée, & qui au lieu de la toucher fimplement, l'embrafTe

ou la baife pour ainfi dire. Ce contaft intime de ces fortes de
courbes s'appelle ordinairement OSCULATION.

Pl.Vi1.Fig.5y. 305. Soit donc propofée une équation quelconque entre

les coordonnées perpendiculaires x Se y; pour reconnoître la

nature de la petite portion Mm de la courbe fituée vers le

point M, après avoir trouvé l'abfciffe AP=p & l'appliquée

PM==q^ nous prendrons fur l'axe MR la petite abfciffe

Mq= t, & l'appliquée qm= ui ce qui donnera x=p~'rt^
Si y= (j

-\- u. Ces valeurs fubftituées dans l'équation , fup-

pofons qu'on arrive à l'équation

laquelle exprimera la nature de la même courbe rapportée à
Taxe MR. Comme nous fuppofons ces nouvelles coordon-

aées i & u très-petites, les termes fuivans feront prefque infi-
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niment plus petits que ceux qui précédent , & pourront par

cette raifon être négligés à l'égard de ceux-ci.

306. Ainfi , à moins que les deux premiers coefficiens

j4 Sl B ne manquent à la fois, fî on rejette tous les termes qui

fuivent, l'équation = At -{- Bu indiquera la ligne droite

M/u qui touche la courbe au point M, &c dont la direftion en

cet endroit fe confond avec celle de la courbe. On aura donc
Mtj : cjuv. B : — A; & par conféquent, les quantités A &c B
étant connues, la pofîtion de la tangente Mju. qui rencontre

la courbe feulement au point M, le fera aufii; voyons à pré-

fent combien la courbe Mm s'éloigne de la droite Mju, au

moins dans un petit efpace. A cet effet, prenons la normale

MN pour axe , fur lequel on fuppofera abaiffée du point m
l'appliquée perpendiculaire m/-,• &foitMA=/-, rm= s, on

— Ar+Bs o — ^^— ^^ — '4'— Bu o
aura t=—; --r oc u= ——- r— : r= —y——

, „ ; OL s

= ^, ^, , ^,^ . Il fuit de-là qu'à caufe de l'équation— A t—
Bu=:Ct''-{-Dtu-\-Eu^-\-Ft^-\-Gttu-^ &c., r fera infiniment

plus petite que / & r/,- & que par conféquent auffi r fera infini-

ment plus petite que s ; car ^eft déterminée par t & par «, &
r l'eft par les quarrés ou les puiffances fupérieures des mêmes
lettres t Si u.

307. Nous connoîtrons donc plus intimement la nature de
la courbe Mm, fi nous faifons entrer aufll dans le calcul les

termes Ct--\-Dtu-i-Eu\ en négligeantles fuivans; nous aurons

entre t 8c u cette équation — At—B u=Ct^-\-Dtu-{-Eu' ;

fi nous y fubftituons, au lieu de t 8c de u , leurs valeurs

trouvées ci - deffus , nous aurons r\/( A"" -^ B' )=
(A'' C+ABD + B^E)rr {A*D — B'D — 2 ABC + 2 A B E)rs

Â^~+Y^ A^ + B''

{A'E—AB D-i^B^C^ss . n • r •
1

• — ,• mais , comme r elt infiniment plus
A'^ +jS^ ' *

petite que j, les termes rr 8c r j difparoîtront devant le terme

s S , oc on aura s s= -— —!- ,- équation qui ex-*
A'^E—ABD + B^C * ^ ^

prime la nature de la courbe ofculatrice au point M.
308. Le petit arc Mm de la courbe fe confondra donc

3Xij
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avec le fommet d'une parabole décrite fur l'axe MN , dont

le paramètre elt= '

j^p_jg£,,s^c' Ainh la courbure de la

courbe propofée au point M fera la même que celle de la

parabole à fon fommet; mais, comme il n'y a point de cour-

bure dont on ait une idée plus diftinde que celle du cercle,

parce qu'elle eft par - tout la même , & qu'elle eft d'ailleurs

d'autant plus grande que le rayon eft plus petit ; il fera plus

commode de déterminer la courbure des courbes par celle d'un

cercle d'une égale courbure
,
qu'on appelle ordinairement

cercle ofculateur. C'eft pourquoi il faut trouver le cercle dont la

courbure s'accorde avec celle de la parabole propofée à fon

fommet , afin de pouvoir fubftituer ce cercle à la parabole

ofculatrice.

309. Pour cela , nous regarderons comme inconnue la cour-

bure du cercle, & nous l'exprimerons, comme ci-deffus, par

celle de la parabole ; car on pourra ainfi réciproquement fub-

ftituer à la parabole ofculatrice le cercle ofculateur. Soit donc la

courbe propoféeM/Tz un cercle décrit avec lerayon=a,& dont

la nature fera exprimée par l'équation jy_y= 2 ax—xx. Ayant
pris AP =p & PM=cj., on aura q q^=i ap—pp. Si on

fait en outre x= p -{-t8cy = q-\ru, on aura l'équation

qg-\-iqu-^uu=iap-hiat—pp— 2pt— /% laquelle, à

caufe de a a= i ap— p p, fe réduit à celle-ci : 0= i a £

— 2 p t — 2 q u — 1 1— u u. Comparée avec celle trouvée

ci-deffus , elle donne A=2a— ip ; B =— i q; C=— 1 ;,

Z> = o&£=— li d'où l'on tire A A -{- BB= 4 ( aa— 2ap -^pp -+-
q q)= 4aa, & (AA^BB)\/ (AA-\-BB)= 8a\ & AAE—ABD-\-BBC^—AA~BB=—4aa.

Donc le cercle qui a un rayon ^= a ^ ie. confond à chaque

point avec le fommet d'une parabole dont l'équation eft

s s= 2ar; donc réciproquement la courbe embraffée par le

Commet d'une parabole s s ^b

r

, le fera également par le

cercle , dont le rayon= - ^»

3.10. Comme nous avons trouvé ci-deffus que la courbe Mm
€t©it embraffée par une parabole dont l'équation eft ss=.
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{.4A + BB)^{AAJrBB) •,•/-•' -j i i—/ ^ , ^ ^,

— r: il S enluit évidemment que la courbure
A^E— Ja D \- B^^C ^

de la même courbe au point M eft la même que celle d'un

cercle dont le rayon leroit= —— -^
. Cette ex-' l'^A^E— ABU-YB'^C)

preflion donne donc le rayon du cercle ofculateur, & c'eil ce

qu'on appelle ordinairement le rayon ofculateur, ou le rayon de

courbure. Au moyen de l'équation entre t &c u, que nous avons
tirée de celle entre a: &j', on peut donc conclure fur-le-champ

le rayon ofculateur cTe la courbe au point M, ou le rayon du
cercle qui embrafTe la courbe en My car, (î Ton rejette dans
l'équation entre t &. u les termes dans lefquels r & z/ ont plus

de deux dimeniîons , on arrivera à une équation de cette

forme :

o=At-^Bu^Ctt-\-Dtu-^Euui

laquelle donne tout de fuite le rayon ofculateur =
^{A''E— ABD\-B^C)''

311. Mais, à caufe de Tambiguité du fîgne radical, il eu:

incertain fi l'exprefTion ^ (A^-\-B^) eft pofitive ou négative;
c'eft-à-dire, fi c'eft la concavité ou la convexité de la courbe
qui eft tournée vers N. Pour lever ce doute, il faut chercher
fi le point m de la courbe eft fitué entre la tangente M,u vers
l'axe AN.^ ou s'il tombe au-delà de la tangente. Dans le pre-
mier cas, la courbe fera concave vers A^^ & le centre du
cercle ofculateur tombera fur la partie de la droite Af^Vfituée
vers l'axe ; & dans le fécond cas, fur la partie de la droite

NM prolongée au-delà de M. Il ne refiera donc plus aucun
doute, pourvu qu'on cherche fi qm eft plus petit que ^^, 0«
plus grand ; car dans le premier cas la courbe fera concave
vers N} & elle fera convexe au contraire , fi le fécond cas a
lieu.

312. Or g ju=—-— & ûm= u', il faut donc voir fi

~'
-i

eft plus grand ou plus petit que u. Soit la petite ligne mjtA=w,

il fera=— w i donc, en faifant la fubflitution , on aura

# -11 ' '

..
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_ _ ADtt -. A^Ett iAEtv „ ,=—Bw-{-Ctt Z>fw-i--—-— H hEw';

équation dans laquelle les termes rw&w'difparoiffent, à caufe que

w elt tres-petit a i égard de t. Donc w= .

Ainfi, lorfque w fera une quantité pofitive, ce qui a lieu, fi

E'^C— ABD-{- A^E A^E— ABD+E'^C a • > r
—j ou — elt une quantité poli-

tive, alors la courbe lera concave vers Jy; mais li——-^———

—

^

eft une quantité négative, la convexité de la courbe regardera

le point N.
Pl.VILFig. î7. 313« Po"f éclaircir tout cela, examinons féparément diffé-

rens cas qui peuvent fe préfenter. Soit donc d'abord ^= o,

auquel cas l'appliquée FM fera elle-même tangente de la

A
courbe Mm i le rayon ofculateur fera = — . Or il eft facile

de juger par l'équation o= At-\-Ctt-\-Dtu-^Euu, fi

la courbe eft concave vers R , comme le repréfente la figure,

ou fi elle eft convexe ; car , comme Mq= t^qm= Uf à

caufe que t eft infiniment plus petit que u , les terfnes 1 1 &c

t u difparoîtront devant uu ^ & il reftera At-\- E uu= o\
or cette dernière équation apprend que , fi les coefficiens A &
E ont des fignes contraires, ou fi — eft une quantité négative,

la courbe fera concave vers R ; &c que , fi les coefficiens A &
E ont des fignes femblables, ou fi - eft une quantité pofitive,

la courbe fera fituée de l'autre côté de la tangente ; car l'ab-

fciffe Mq doit être négative
,
pour que l'appliquée correfpon-

dante qm foit réelle.

PLVII.Fig. 5j. 314. Suppofons à préfent que la tangente Mju foit inclinée

à l'axe AP ou qu'elle lui foit parallèle, de manière que l'angle

RM/u foit aigu, & que la perpendiculaire MA'^ coupe l'axe

en A'' au-delà de /*,- dans ce cas les appliquées u qui répon-

dront aux abfcifles t feront pofitives; d'où il fuit que les coef-

ficiens A Se B auront des fignes différens, & que la fradion

- fera négative. Nous avons déjà vu que dans ce cas la courbe
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fera concave vers N, fi eit une quantité poli-

.r B r, . , , . ^ A'E—ÀBD+B^C
tive; ou, puilque -eltunequantitenegative,u -^

eit une quantité négative ; mais n ^— elt une quan-

. , , . J^E— ÂBD+B^C . , r i

tite négative ou une quantité poutive, alors

la courbe tournera fa convexité vers N. Au refte , dans ces

deux cas le rayon oiculateur lera= . .__ .

315. Soit maintenant A = o^ dans ce cas la droite MR PI. VII. Fig. 7?.

parallèle à Taxe fera en même temps tangente de la courbe, &
u fera infiniment plus petit que r; ce qui donnera o= Bu-i~
Ctt. Par conféquent, û B Se Cont des fignes femblables, ou d
B C eu une quantité pofitive , u doit alors avoir une valeur

négative, & la courbe fera concave vers le point P, où tombe
au/n le point iV,- c'eit ce que nous apprend la règle donnée au-

paravant, fi on fait ^= o ; dans ce cas le rayon ofculateur
B'

fera= — . La règle que nous venons de citer fervira de même pi. vu. Eg. 50.

fila tangente Afy rencontre l'axe au-delà du point Pj car

alors la courbe fera pareillement concave ou convexe vers N^^
f . ^ A^E-^JBD-irB^C . r
luivant que cette expremon lera ou politive

ou négative, & le rayon ofculateur fera comme auparavant

%{A^E— ABD-\-B^C)
'

316. Soit propofée une Ellypfe, ou du moins un quart
pi. vil. Fie. 60.

d'Ellypfe DMC , dont le centre foit A, le demi-axe tranfverfe

AD= a d>L le demi - axe conjugué= ^. En prenant les ab-

fcifles.;c fur l'axe AD à compter du ctntxQ A , on aura pour
l'équation de TEllypfe aayy-\-bbxx^=aabb; & fi on
fuppofe une abfcifîe quelconque AP=p , & l'appliquée cor-

refpondante PM= g , l'équation deviendra a a q q -^ b bpp
=s^aabb. vSoit enfuite x=p -^ t ^ y= q -\- u , on aura

aaqq-\-xaaqu -h a a u u -\- b b pp -\- z b b p t -h b b t t

=n a b b , ou 7. b b p t -+- zaaqu-V-bbtt -f— a a u u = o „

D'abord, à caufe des. coefficiens de / & u ^ la normale M-M
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rencontre l'axe en deçà de P; & on a P Af : PN::B : A
V.aaq : bbp & PN= —, à caufe de A= ibb p Se B =
xaa q. Enfuite, à câufe que C= b b, D= o & E= aa, on

AA''E—AhD-\-B''C ^aahh{aaqq^bhpp^ 4 aU^
aura = = ,• quan-

B 2aaq i,uaq >

tité pofitive, qui fait voir que la courbe eft concave vers N.

^ij. Pour trouver à présent la valeur du rayon ofculateur,

nousobferveronsque^'-l-i5'=4fa^^'-t-^+/?'J&^'£—ABD
_f. ^= C== 4 fl^i^ ; donc la valeur demandée fera==-^^~—^ ;

m-^ilS MN =^ \/ (^q
q -\- -^ y d'où \/(a''qq-\-b''pp)

=aaMN i & par conféquent le rayon ofculateur ==—^^^— . Si

fur le prolongement de la normale MN on abailTe du centre

A la perpendiculaire A O , on aura, à caufe de AN= p
—

•

^^'^, & de la Timilitude des triangles MNP & ANO , N O
aa

'"'''''P'-'''r^SLMO= NO-^MN^~'"""'^"'-''
a^.MN ' aa.MN

-— , & par conféquent MN=---~- ; donc le rayon ofcula-

teur = -
.

•; expreflion qui fe rapporte également aux deux

axes AD & AC.

318. Lorfqu'on a trouvé le rayon ofculateur qui convient

à chaque point de la courbe, la nature de la courbe eft affez

bien connue. Car fi on divife une portion de la courbe en

plufieurs parties très-petites, chacune pourra être regardée

comme un petit arc de cercle , dont le rayon fera le rayon

ofculateur qui convient en cet endroit. On pourra aufli, en pre-

nant un aflez grand nombre de points, décrire beaucoup plus

exaflement la courbe; car, après qu'on aura marqué plufieurs

points par où la courbe doit palTer , fi on cherche pour cha-

cun de ces points d'abord les tangentes, enfuite les normales

& les rayons ofculateurs, on pourra décrire, au moyen du

compas, les petites portions de la courbe qui font fituées entre

les
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les points donnés; & on aura de cette manière une defcriptioii

de la courbe d'autant plus exacte, que les points dont il s'a-

git feront plus voifins.

319. Ainfi la petite portion de la courbe qui eft en M, fe pi.viI.Fig. 55,

contondant avec le petit arc de cercle décrit avec le rayon

cfculateur, la même courbure appartiendra non- feulement à

l'élément Af/w, mais encore au précédent Mn^ car, puifque

la nature de la petite portion Mm de la courbe eft exprimée

par cette équation ss==ar entre les coordonnées M r=r 8c

rm=Sy l'équation donnera pour chaque petite abfcille j\ïr=r
deux appliquées s, l'une po(îtive, l'autre négative ; & par con-

féquent la courbe s'étendra également vers n & vers m. Toutes

les fois donc que le rayon ofculateur,qui eft=- a, aura une

valeur finie, la courbure fera uniforme de part & d'autre d'un

même point, au moins dans un petit efpace. Ainfi dans ces

cas le cours de la courbe ne changera point tout- à- coup pour

former un point de rebrouffement ; il n'arrivera point non plus

qu'en changeant de courbure , une partie Mn tourne fa con-

vexité vers N, tandis que l'autre partie Mm tournera fa con-

cavité vers Ni on appelle ordinairement ce dernier change-

ment de courbure INFLEXION ou point de FLEXION CON-
TRAIRE. On peut donc dire que, lorfque le rayon ofculateur

eft fini, il ne peut y avoir ni point de rebroufiement , ni

point de flexion contraire.

3ÎO. L'équation entre t Si u

o=Ât-\-Bu-\-Ct'-\-Dtu-^Eu'-i-Ft^-\-Gr-u-^-Htu'-^S:c.

donnant le rayon ofculateur = L ,. , r,.;^ il s enfuit

évidemment que , fi
^"^"

—

ABD-\-B"C=o^ alors le

rayon ofculateur devient infiniment grand ; & que par con-
féquent le cercle ofculateur fe change en ligne droite. Lorfque
cela arrive, la courbe n'a plus de courbure, & deux de fes élé-

mens font fitués en ligne droite. Pour cornoître plus cà fond
dans ces cas la nature de la courbe, la fubflitution de r=

Oc ae u= —
,

- ,,„„, doit le raire aufii dans les[/{AA+BB) y{A.-J-\-BB)

EuLER, Introduction à l'Anal, injîn. Tome II, 3 Y
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texvaes Ft^-^Gttu-\-Htuu-^lir. Mais comme , à l'égard du
premier terme ry^ (A'-\-B-) , tous les termes iuivans qui con-

tiennent t difparoiirent; en rejetant ces derniers, & faifant

la fubftitution dans toute l'équation, on en obtiendra une

autre de cette forme :

r ^/ (A'^ B') =^ as s^ Cs'^-\-y s^ -^ ê's'-'^ &C.

321. Cette équation donne tout de fuite, comme ci-deflus,

le rayon olculateur= y mais, h a= o, il devient

alors infini. Pour avoir dans ce cas une connoiffance plus

exafte de la nature de la courbe, il faut prendre le terme fui-

vant é'j-', de forte que r^/ (A--^B')^=ês' ; car, à moins que
€ ne foit= o, les termes fuivans ys^^ S s' , &c. s'évanouif-

fent tous devant celui-ci. La courbe fera donc embraffée en
Âf dans ce cas par une autre dont l'équation eft r^J (A^-^-B"")= Qs^' ; laquelle fera connoître la figure de la courbe propofée

Pl.VII.Fig.6i. vers le point M. Puis donc qu'à l'ablcille r prife négativement

répond une appliquée s , û s'enfuit que la courbe aura une
forme anguinée mM/u en TWy & qu'elle aura par conféquent

en cet endroit un point de flexion contraire.

ri.Vil.Fig.62. 322. Si, outre a, C eft aufli = o, la nature de la courbe

fera exprimée en M par l'équation r \/ (A^-\-B-)= ys'i
;

comme alors il y a pour chaque abfciffe r deux appliquées s,

l'une pofitive, l'autre négative, & qu'on ne peut prendre'd'ab-

fciffe de part & d'autre, les deux portions Mm & M /u de
la courbe feront fituées du même côté de la tangente; mais

fi, parce que et, ë &i y feroient zéro, la nature de la courbe

en M eft exprimée par l'équation r \/ fA' -\-
B"

)= J" s'^
y la

courbe aura de nouveau en M un point de flexion contraire,

Pl.Vll. comme dans la /'/^. 61. Et fi cr=o, Siquonaitr^(A'-\-B')
= i s^^ la courbe fera telle qu'elle eft repréfentée Figure 61

,

Pl.Vll. & elle n'aura point d'inflexion. En général, fi l'expolant de s

eftunnon.bre impair, la courbe aura enMun point d'inflexion;

& elle n'en aura point, comme on le voit Figure 61 ^ ii s

eft un nombre pair.
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323. Tels font les phénomènes des Courbes, qui fe préfen- PI. VIlFig. ^6.

fent lorfque le point M ei\ limple, ou que dans l'équation

o= Jt-hBu-hCt'-hDtu-h£ir-{-Ft^-h &c.

les deux coefficiens A &i B ne manquent pas à la fois. Mais,
fi on a en même temps ^= o&^= o, & que la- courbe

ait deux branches, ou davantage, qui s'entrecoupent au point

M , on cherchera féparément , comme on a fait ci - defTus,

la courbure & la nature de chaque branche au point M. En
effet, {\f pour la tangente d'une des branches, on a l'équation

mt-\-nu^=o^ & qu'on cherche pour cette même branche

celle entre les coordonnées r & s , dont la première r foit

prife fur la perpendiculaire MN, de manière que r foit infi- PI. VII. Fi^^;. 55.

niment plus petite que s ; il faudra faire t= —^——d>iu=

- : ce qui étant fait, & ayant négligé les termes qui

par leur petiteffe infinie s'évanouiffent à l'égard des autres, on
arrivera , fi M efl: un point double , à une équation de cette

forme : rs=^as''->r-Qs^-hys'> -h «r/-+--&c.; & {\ M eft un
point triple, à une autre telle que celle-éi : rs s= a, s'^ -\-

€ s") ~\- y s^ -\- &c.; ainfi de fuite. Toutes ces équations font

comprifes dans la formule :

r=a.ss-\-&s'' H-^jf + cTj^-f- &C.

324. On voit par cette équation que la branche de la

courbe que nous confidérons, a au point M un rayon ofcula-

teur=— , qui devient = 00, lorfque a = o. Dans ce cas,

la nature de la courbe fera donc exprimée ou par cette équa-
tion r= Cs\ ou par r=ys^, ou par /-= cT.y'', &c. ; d'où

l'on conclura, comme auparavant, que la branche de la courbe

aura ou n'aura pas en M un point d'inflexion. Le premier

cas a lieu, fi l'expofant de s efl: un nombre impair; & le fécond,

fi l'expofant eft pair. Tel eft le jugement qu'il faudra porter

de chaque branche en particulier qui pafl^e par le point M,
3Y1J
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lorfqu'on aura fa tangente, & qu'elle difFère des tangentes des

autres branches, qui ie rencontrent au même point Aï.

Pi.VII.Fig. ^5. 325. Mais il faudra porter un autre jugement, s'il arrive que
les tangentes de deux ou de plufieurs branches coïncident au

point M. En effet A Si B difparoifTant , fupoofons que dans

l'équation o= C tt -\- Dtu-{-E u^ -{-Fr -\- Gru-ir-^c. les

fafteurs iimples du premier membre Ct--\-Dtu-\-Eu^ foient

égaux entre eux, ou, ce qui revient au même, que les deux
branches qui fe coupent au point M aient une tangente com-
mune ; & faifons en conféquence C tt -\- D tu -\- E u u=i
( m t -\- n u )' i en traniportant l'équation aux coordonnées

Mr= r8irm= s,8i faifant t=
/"J""'

"[ &i u=
V ("-'+'') \/ '"' + "''

nous arriverons à une équation de cette forme : r r= arss
H- ^^' -h > r s'' -+- cTj-^ H- s r J-' -hÇj' -h &c. ; car les termes

cil A a deux dimenlions, ou davantage, s'évanouiffent à l'égard

du premier / r.

<ji6. Il faut d'abord avoir égard au terme Cs'^. S'il ne
manque pas , tous les autres difparoiflent devant lui

,
parce

que r eft infiniment plus petite que s. A moins donc que i
ne foit= o, la nature de la courbe au point M fera exprimée

par cette équation r r== ës\ laquelle donnant r^s yCs ==

s s y/- apprend qu'au point Af le rayon ofculateur= — \/ j y

ou, qu'à caufe que s devient prefque nulle au point M, le rayon
ol'culateur devient auffi = o. La courbure en ce point fera

donc infiniment grande; ou, ce qui ell la même chofe, l'élé-

ment de la courbe en M fera une portion de cercle infiniment

petit. Mais , comme l'appliquée s conferve la même valeur,

Fl.VII.Fig.63. foit qu'on faffe r pofitive, foit qu'on la faffe négative, il eft

clair que la courbe aura en M un point de rebrouffement , &
qu'elle fe fourche en Af en deux branches Mm, M(a.^ qui fe

touchent l'une l'autre en ce point, & qui tournent leur con-

vexité à la tangente M t.

327. Si ^= o, & que l'équation renferme le terme cTj-^ de-

vant lequel difparoît yrs'^ la nature de la courbe au pointMfera

exprimée par rr=a.rss-\-S's''. Si a a eft moindre que— 4£^, à



DES Lignes Courbes. 173

caufe des fafteurs imaginaires, on aura en M un point conju-

gué ; mais ,ii aa ell plus grand que —- 4 cT, l'équation précé-

dente le décompofe en deux autres de cette forme r=f s s &
r=gss. C'eft pourquoi les deux branches de la courbe le tou-

cheront réciproquement en M; le rayon ofculateur de l'une

fera = —, & celui de l'autre = — . Si donc ces deux bran-

ches tournent leur concavité du même côté, la figure fera Pl.VIl.F;g.64.

celle de deux arcs de cercle qui fe touchent en dedans, & pi.vil. Fig.65.

Il au contraire leurs concavités font dirigées en fens oppofés,

la figure fera celle de deux arcs de cercle qui fe touchent ex-

térieurement.

328. Mais fi cT manque aufli, alors l'équation fera réfoluble

en deux autres, ou elle ne le fera pas. Dans le premier cas,

on aura deux branches qui fe touchent au point M, & dont la

nature fera exprimée par une équation de cette forme /=aj-'";

on obtiendra donc autant de figures différentes qu'il y a de

combinailbns de deux branches qui forment en M un point

fimple. Nous appellerons celles-ci branches du premier ordres

lefquelles font toutes comprifes dans l'équation /•=aj"'. Mais
dans le fécond cas, oii l'équation ne peut fe décompofer en deux

autres, la nature de la courbe fera exprimée ou par /-/=aj"',

ou par //= » j", ou par /-/-=»^9^ &c. Nous appellerons ces

dernières branches, avec celle trouvée ci-deffus & repréfen-

tée par /-/•=aj', branches du fécond ordre , parce qu'elles tien-

nent lieu de deux branches du premier ordre qui fe touche-

roient en M. Au furplus, toutes ces branches du fécond ordre Pi.VlI.Fig.63.

auront en M un point de rebrouflement, comme l'a fait voir

l'équation rr = as^ ; avec cette différence cependant que
pour l'équation r r^=^cts'' le rayon ofculateur étoit infiniment

petit , & que pour les autres il eft infiniment grand. En effet_,

l'équation rr=a.s'> donnant /-^jj- y^aj-, le rayon ofculateur

en M= , c'eft-à-dire cru'il elHnfini, à caufe de s= o.

329. S'il arrive que trois branches fe rencontrent en M,
& que leurs tangentes tombent les unes fur les autres; alors

ou trois branches du premier ordre fe toucheront au même
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point M, ou il y aura en Af un point de contaft d'une branche
du fécond ordre avec une branche du premier ordre; ou enfin

il n'y aura qu'une tranche du troijième ordre qui paffera par ce

ponit. La nature des branches du troifième ordre lera expri-

mée par des équations de la forme fuivante r = a j^
;

r''=as'^-, r' =as~'j r= c!.s''; ou généralement par A'= aj'';

n étant un nombre entier quelconque plus grand que trois &
non divilîble par trois. La figure de ces branches lera telle,

qu'elles auront en M un pomt de flexion contraire, fi « efl

un nombre impair, & qu'elles auront un cours continu fans

PI. VU. inflexion (comme dans la Figure 6i) fi n efl un nombre
pair. Du refle, le rayon ofculateur dans ces courbes fera infi-

niment petit au point M, li n efl plus petite que 6, & infi-

niment grand, fi n efl plus grande que 6.

330. Semblablement, fi quatre tangentes de branches qui fe

coupent en M coïncident, il y aura ou quatre branches du pre-

mier ordre, ou deux du premier ordre & une du fécond, ou
deux du fécond, ou une du premier & une du troifième

, qui

fe toucheront au même point M,- ou enfin il y aura une branche

unique du quatrième ordre qui pafTera par M. Au refle, la na-

ture des branches du quatrième ordre efl renfermée dans cette

équation générale r^=aj% n étant un nombre entier impair

plus grand que 4. On aura dans tous les cas un point de re-

brouffement comme dans les courbes du fécond ordre ; & le

Pl.VIl.Fig.63. rayon ofculateur enM fera infiniment petit fi n efl plus petite

que 8, & infiniment grand, fi /z efl plus grande que 8.

331. On développera de la même manière la nature des

branches du cinquième ordre ou des ordres fupérieurs. Quant
à leur figure, les branches du cinquième, du feptième, du
neuvième & de tous les ordres impairs, s'accordent avec les

branches du premier ordre qui préfentent deux particularités,

c'eft-à-dire un point avec ou fans inflexion. Les branches du
fixième, du huitième & de tous les ordres pairs s'accordent de

leur côté avec les branches du fécond & du quatrième ordre;

c'efl-à-dire qu'elles auront toutes un point de rebrouffement

en M, comme le repréfente Va Figure 65. Quant à la grandeur

du rayon ofculateur , il efl aifé de voir que la nature de ces
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arcs étant exprimée par cette équation r^= a. s", clans la-

quelle n elt un nombre plus grand que M ; il fera infiniment

petit, Il n eft plus petite que 2w, & qu'il fera au contraire

infiniment grand, ii ?i eil: plus grande que 2 m.
' 332. Les phénomènes qui le préfentent dans toute courbe, fe

réduifentdoncàtrois. Le premier alieulorfque la courbure de la

courbe eft continue fans inflexion ni point de rebrouffement;

c elt ce qui arrive toutes les fois que le rayon ofculateur a par-

tout une grandeur finie, quoiqu'il y ait aufli des cas où il peut

avoir une valeur infiniment grande ou infiniment petite, i'ans

que la continuité du cours de la courbe en loit altérée. Cela

a lieu, lorfque la nature de la courbe au point M eft exprimée

par l'équation a/-'"= j-'', m étant un nombre impair, & n un
nombre pair plus grand que m. Le lecond phénomène con-

fifte dans le point de flexion contraire , qui ne peut avoir lieu

qu'autant que le rayon ofculateur eft infiniment grand ou in-

finiment petit. C'eft ce qu'indique l'équation a/'"= j% lori-

que l'un & l'autre expofant m&z n font un nombre impair, /z étant

toujours plus grande que m ; car le rayon olcuLneur fera in-

finiment grand , fi n eft plus grande que 1 m j Si. infiniment

petit, fi n eft plus petite que xm.l^e troifième phénomène eft

donné par \e point de rebroujjement , lorfque deux branches con-

vexes l'une par rapport à l'autre fe réunifi^ent & fe terminent

en un point, fe touchant réciproquement. Un tel point eft dé-

figné par l'équation aA'"= j", fi m eft un nombre pair & n un
nombre impair. Le rayon ofculateur eft donc toujours infini-

ment petit ou infiniment grand au point de rebrouffement.

333. Puifque toutes les variétés que peut préfenter le cours
continu d'une courbe fe trouvent comprifes dans les trois ef-

pècesque nous venons d'examiner, on conçoit d'abord qu'une
branche de courbe continue ne peut jamais s'infléchir de ma-
nière à former en un point C un angle fini A CB; enfuite

,
que, P'"^'''- ^'2- <^^-

comme les deux branches qui forment un point de rebroulîe-

ment fe tournent l'une à l'autre leur convexité, il ne peut y Fl.VllI.Fig. 67.

a'voir en C un point de rebrouffement AC B ,te\ que des deux
branches A C &: B C qui ont en C une tangente com.mune,
l'une tourne fa concavité vers la convexité de l'autre ; & toutes
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les fois qu'il fe préfente un tel point , c'efl une marque que

- la courbe n'eft point complète; de forte qu'en la complétant
& l'exprimant dans toutes fes parties au moyen de l'équation^

qui la reprcfente, on aura une figure telle que la donne la Fi-
Pl.VII. gure 64. 11 y a, à la vérité, des manières de décrire les courbes

qui donnent naiflance à un point A CB de cette nature ; &
que, pour cette raifon, L YiOSVVTkL ^^^&\\e point de re-

brotijfement de la féconde efpèce. Mais il faut remarquer que les

deicriptions mécaniques ne donnent pas toujours la courbe en-

tière exprimée par l'équation, mais fou\ eut une certaine por-

tion feulement; cette feule remarque femble terminer la dif-

pute qui s'eil: élevée à l'occaiîon du point de rebrouflement

de la féconde efpèce.

Nonobflant ces raifons, qui paroifTent détruire l'exiftence

des points de rebrouffement de la féconde efpèce, il y a pour-

tant des courbes algébriques fans nombre qui préfentent ces

fortes de points. On peut prendre entre autres celles du qua-

trième ordre comprife dans l'équation j)/+
— ^y^x— j^yxx—

A:'-t-^^=o, que donne y= y/x =t y/jc'. Car ici le figne du
premier terme \/~x ne peut être douteux; il doit être nécef-

fairement +. Car, fi on le fuppofoit négatif, l'autre terme
y^-' = y^(xy/lcj deviendroit imaginaire. Cet ex'emple eft

propre à faire connoître l'efpèce de reflri61ion qu'il faut ap-

porter à ce que nous venons d'avancer.

334. Si deux branches qui ont une tangente commune en

M, & qui fourniflent par conféquent quatre arcs qui partent

de ce point; favoir Mm, Mfx, Mn, Mv, font exprimées par

différentes équations, il n'y aura aucun doute fur ceux de ces

Pl.VIIaFlg.64. arcs qui font continus; ce font évidemment ceux qui font

compris fous la même équation; ainfi l'arc Mm fera la conti-

nuation de l'arc M;z, & MfA. celle de l'arc v M. Mais fi ces

deux branches font repréfentées par la même équation, alors

la première raifon que nous avons alléguée n'exiftant plus
,

l'arc Mm pourra être regardé également comme la continua-

tion de l'arc vM&i de l'arc nM. Mais, puifque chacun des arcs

Mn & Mv peut paffer également pour la continuation de l'arc

Mm , il s'enfuit que l'un des deux pourra auffi être regardé

comme
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comme la continuation de l'autre. Ainfi les arcs Mm & M f/,

i'ont cenfés former une courbe continue , aufli bien que deux
autres arcs quelconques; & dans ce cas il y aura deux points

de rebrouffement de la féconde efpèce mMfXy nNv , qui fe

regarderont en M.

335. Cela ne doit pas feulement s'entendre de deux branches

qui, n'ayant ni point d'inflexion ni point de rebrouffement ,

fe touchent réciproquement en M, & qui font exprimées par

une même équation; mais la même raifon de continuité aura

lieu, quelle que foit la nature des deux branches qui fe tou-

chent mutuellement en M, pourvu qu'elles foient repréfentées

par une équation commune. Cela arrive toutes les fois qu'on a
entre /- & j une équation de cette forme aV""— zci,Cr'"s"-{-'

^^^^-"=0; car alors chaque branche eft défignée par réqua-"

tion a.r^=Cs". Ainfi dans ce cas, des quatre arcs qui partent

du point M, deux quelconques peuvent être regardés comme
une ligne continue; ce qui donne lieu à une infinité de points

de rebroufl'ement de la féconde efpèce. Or c'eft pour cette rai-

fon que certaines defcriptions ou confl:ru6lions mécaniques,
produifent quelquefois des fingularités de cette nature ; cela

ne peut arriver cependant que lorfque la defcription ne donne
pas la courbe entière comprife dans l'équation, mais feule-

ment une ou quelques-unes de fes branches.

EuLER, Introduciion à l'Anal, Infin» Tome II.
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CHAPITRE XV.

Des Courbes qui ont un ou plufieurs Diamètres.

336. Nous avons vu auparavant que toutes les lignes du
fécond ordre avoient au moins un diamètre orthogonal

,
qui

partageoit la courbe entière en deux parties femblables &
égales. La parabole, par exemple, n'a qu'un diamètre de cette

efpèce; elle eft en conféquence compofée de deux parties

égales & femblables ; mais l'Ellypfe & l'Hyperbole en ont

deux qui fe coupent l'un l'autre perpendiculairement au cen-
tre : aufli ces dernières courbes offrent-elles quatre arcs ou
quatre branches égales & femblables entre elles. Quant au
Cercle, comme toute ligne droite menée par le centre le par-

tage en deux parties femblables & égales , il aura une infi-

nité de parties égales; en effet, les arcs qui font foustendus par

des cordes égales, font en même temps égaux & femblables

entre eux.

PI. VIII. F!g. 68. 33y. Nous nous propofons donc ici d'examiner lafimilitude

de deux ou de plufieurs parties de la même courbe, & de rap-

peler à des équations générales ces fortes de courbes qui ont

deux ou plufieurs parties égales entre elles. D'abord , con-

fidérons l'équation entre les coordonnées perpendiculaires

X & j". Si, après avoir partagé l'efpace entier en quatre ré-

gions défignées par les lettres Q, R, S, T, au moyen des

droites AB, EF, qui fe coupent perpendiculairement en C^
on fuppofe X &i y pofitifs , on aura la portion de la courbe

fituée dans la région Q; fi on fait x polîtif &L y négatif, on

obtiendra la portion de la courbe fituée en R; mais fi on fait

x négatif, y refiant pofitif, cela donnera la partie de la courbe

fituée en S; &: enfin on trouvera celle fituée en T, en prenant

aégativement l'une & l'autre coordonnée y & x.

3 38. Les portions fituées dans les régions Q & R feront donc
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égales & femblables entre elles, fi l'équation ne change pas

en écrivant —y au lieu dey. Comme toute puiflance dey,
dont l'expofant eft pair, a cette propriété, il s'enfuit, que ft

l'équation de la courbe ne contient aucune puiffance impaire

dey, les portions fituées en Q & en R feront égales & fem-

blables entre elles; & que par conféquent la droite AB fur la-

quelle font prifes les abfciffes C P :=^x, fera un diamètre dç
la courbe. Toutes les courbes de cette nature, pourvu toutefois

qu'elles foient algébriques, font donc comprifes dans cette

équation générale: ^

= a-|-^x-l->-x'-4-£ry=-|-jx'-i-^xy^-hf;x^-t-9A:y'-4-<yt &C.;

exprefïion qui peut être regardée comme une fonftion quel-

conque rationnelle de x & àe yy. Ainfi , lorfque Z elt une
fonftion quelconque rationnelle de x & de yy, Z= ex-

primera une ligne courbe qui fera partagée en deux parties

égales & femblables par la droite A B ; les portions fituées

dans les régions S & T feront donc aufli égales & femblables.

339. Mais, pour que les portions fituées dans les régions Q
& S foient égales & femblables, il faut qu'en mettant — a:, au

lieu de x, l'équation ne change point. Par conféquent , fi Z
efl: une fon6Hon quelconque rationnelle de xx & dey, alors l'é-

quation Z= o exprimera une courbe que la droite ^i^divi-
fera en deux parties femblables & égales. L'équation pour ces

fortes de courbe fera donc de cette forme :

0==a-i-^y-4-7A;--4-J'y'-f-:-x'y-i-Çy'-H>îX*-i-9A:'y'-H/y+-|-&:c.

Dans ce cas la portion de la courbe fituée en S fera femblable

& égale à la portion en Q; & il en fera de même de la portion

en 'T à l'égard de celle en R.

3 40. Les portions fituées dans les régions oppofées Q & T ou

R & S feront femblables & égales, fi, en faifant x&y négatifs,

cette fuppofition n'apporte aucun changement dans l'équation

donnée entre les coordonnées x & y. Soit Z= o l'équation

de ces fortes de courbes; il eft clair que, fi Z eft une fonftion de

dimenfions paires de a; & dey, ou fi elle eft compofée d'autant

3 Z ij
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de fondions homogènes de dimensions paires qu'on voudra, l'é-

quation Z=o jouira de la propriété fufdite. De plus, fi Z ei\ un

compoie d'un nombre quelconque de fondions homogènes de

dimenfîons impaires , x &c y étant pris négativement , Z fe

changera en — Z ; &, comme on avoir auparavant Z = o,

on aura auffi — Z = o; ce qui donnera deux équations gé-

nérales pour les courbes qui ont des parties égales & lembla-

blés dans les régions oppofées Q & T, & dans celles R & S.

La première fera :

& la féconde

= aAr-i-éy-i->'X' H- S'x-y-\-ixy--'r(^y''-\-y\x'-\-^x''y-^ix'^y^-\-^c^

341. 11 y a donc deux efpècesde courbes qui ont deux par-

ties femblables & égales; car ou ces parties font fituées de

part & d'autre d'une ligne droite qui divife également en deux
toutes les ordonnées qui lui font perpendiculaires; c'efl: le cas

où cette droite eft appelée le Diamètre orthogonal àt la courbe

& auquel appartiennent les équations données art. 338 &
339 ; ou les deux parties femblables & égales tombent dairs

les régions oppofées Q & R ou T & S, de manière que toute

droite menée par le point C divife la courbe en deux parties

alternativement égales. Telles font les courbes comprifes dans

les équations de l'article précédent. Nous diftinguerons cette

différente fîtiiation des parties égales, en difant que celles qui

appartiennent à la première efpèce font diamétralement égales ,

& que celles qui appartiennent à la féconde font alternative-

ment égales ;. mais, comme dans le fécond cas il y a un point

C tel que toute droite qui y pafle, & qui eft prolongée de

part & d'autre jufqu'à la rencontre de la courbe, fe trouve par-

tagée en deux parties égales , nous le diftinguerons par le

nom de Cemrey de façon que pour défigner la différence qai

caraftérife les courbes dont deux parties font alternativement

eu diamétralement égales, nous dirons des premières qu'elles

ent un centre, & des dernières, qu'elles ont un diamètre.

3.42. Puifque l'équation Z= o repréfente les courbes dont
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la droite AB ell un diamètre, lorfque la coordonnée y n'a

que des dimenfions paires dans la fonction Z,- & que la même
équation Z = o indique la droite EF pour un diamètre de

la courbe, lorfque l'autre coordonnée :v a par-tout des expo-

fans pairs; il s'enfuit que, fi Zeft une fondion de .v & de jy

qui ne donne pour ces variables que des expofans pairs , les

droites AB & EF feront l'une & l'autre un diamètre ortho-

gonal de la courbe; & que par conféquent les quatre' parties

iituées dans les régions Q, R, S & T feront égales & fembla-

bles entre elles. Les courbes de cette efpèce feront donc toutes

comprifes dans cette équation générale :

C= aH- ^:v'H-> j'-f-cT.r^-I- s A:'j--i- ^j++ f;x'^-l- Gat^j" -H &:c,

343. Les courbes renfermées dans cette équation auront

donc deux diamètres, AB & EF qui fe coupent réciproque-

ment en C à angle droit. Ainfi ces courbes appartiennent au

fécond, ou au quatrième, ou au fixième ordre, &c.; de forte

qu'il ell: impoffible qu'une courbe d'un ordre impair puiffe avoir

deux diamètresqui fe coupent l'un l'autre perpendiculairement.

De plus, cette équation étant renfermée dans la première don-
née art. 339, ces fortes de courbes auront en même temps un
centre en C, où toute droite terminée de part & d'autre à la

courbe fe trouvera divifée en deux également. Les courbes de
cette nature, & qui auront un double diamètre, font donc re-

préfentées par l'équation Z==o, pourvu que Z foit une
fonction quelconque rationnelle àe xx iS^ ^q yy,

344. Étant arrivés de cette manière à la connoifTance des

lignes courbes qui ont deux diamètres, cherchons à préfent

les équations de celles qui en ont un plus grand nombre. Il eft

d'abordfacile de faire voir que,fiune courbequelconquen'a que
deux diamètres, ils doivent être perpendiculaires entre eux,

de manière qu'il n'exifle aucune courbe à deux diamètres qui

ne foit pas comprife dans l'équation trouvée ci-defTus. En effet,

fuppofons qu'une courbe quelconque ait deux diamètres AB
& EF qui ne fe coupent pas perpendiculairement en C; puif-

que EC eft un diamètre, la courbe fera parfaitement fembla- pi.vill Kg C^
Me de chaque côtéi &, puifque la partie qui efl en deçà a
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la droite ^C pour diamètre, il eft nécefîaire que la partie qui

eft au-delà en ait un aufli GC, qui faffe au même point C avec

E C un angle G C E= A CE. Par la même raifon que G C
eit un diamètre , il devra y en avoir un autre 1 C qui fera

l'angle GCI=GCE, & qui fera de même efpèce que EC.
La droite Z C fera aufli un diamètre, û on prend l'angle

î C L= I C G i & en continuant ainfi , on trouvera de nou-

veaux diamètres, jufqu'à ce qu'on en ait un qui tombe fur le

premier A C ; ce qui arrivera toutes les fois que l'angle ACE
aura un rapport rationnel à l'angle droit.

345. A moins donc que l'angle ACE n'ait un rapport ra-

tionnel à l'angle droit, le nombre des diamètres fera infini,

& la courbe fera un cercle ; en effet toute droite menée par

le centre d'un cercle en eft un diamètre orthogonal; car nous

reftreignons ici la dénomination de diamètre aux feuls qui font

perpendiculaires aux ordonnées, comme étant les feuls qui

partagent la courbe en deux parties femblables & égales. On
comprend par-là qu'aucune courbe algébrique ne peut avoir

deux diamètres parallèles entre eux; car, s'il en étoit ainfi, par

les raifons que nous venons d'alléguer , elle en auroit une

infinité d'autres pareillement parallèles & également dif-

tans l'un de l'autre ; & par conféquent il j auroit une ligne

droite qui pourroit rencontrer une telle courbe en une infi-

nité de points ;
propriété qui ne convient point aux courbes

algébriques.

346. Ainfi, toutes les fois qu'une ligne courbe aura plu-

fieurs diamètres , ils fe couperont tous réciproquement dans

un même point C , & formeront entre eux des angles égaux.

Ces diamètres feront alternativement de même efpèce; car le

diamètre CG fera de même nature que CA, & l'équation à

la courbe qui convient au diamètre C(^ pris pour axe, s'accor-

dera avec l'équation à la même courbe rapportée au diamètre

CA confidéré comme axe. Les diamètres alternatifs CA , CG,
CL, &c. feront donc également affeftés à la courbe, &, par

la même raifon , les diamètres CE, CI, &c. appartiendront

femblablement à la courbe. C'eft pourquoi , fi le nombre des di-

mètres eft fini, l'angle ACG fera une partie aliquote de quatre
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angles droits , ou l'angle A CE fera une partie aliquote de 1 80
degrés, ou de la demi-circonférence que nous fuppoferons

347. Si l'angle y^C£'= 90°= - TT, ce fera le cas déjà p1.vi11.Fis.70,

traité, où la courbe a deux diamètres perpendiculaires entre

eux. Occupons-nous de nouveau de la recherche de ces fortes

de courbes; mais employons une méthode différente de là pre-

mière, & qui puiffe s'appliquer également à la recherche d'un,

plus grand nombre de diamètres. Soit donc une courbe qui

ait deux diamètres AB & EF ; prenons fur fa circonférence

un point quelconque IS/l, & ayant mené du centre Cla droite

CM, fuppofons-la =
;j^

,• faifons en même temps l'angle

ACM= s , & cherchons une équation entre ;^ & j. On con-

çoit d'abord que la droite AC étant un diamètre, il faut que

:[ foit une fonftion de s qui refte la même , fi on met

—

s k

la place de s ; car, en i'uppofant l'angle A C M^^s égal à

l'angle négatif v^^Tot, la droite Cm doit être= CM. Oxcos.
s efl: une fon61:ion de s qui reffe la même, lorfqu'on met — s

au lieu de s. La condition demandée fera donc remplie , fi -^

eft une fonftion quelconque rationnelle de cos, s. ..

348. Soit l'abfciffe CP==x & l'appliquée PM=j, on

aura {=\/ (xx-^yy), & cos. s= ~. Soit Z= o l'équation à

la courbe, dont la droite CA eft un diamètre; Z devra être

une fonâion rationnelle de :[ & de -, ou de :^ & de x,- ou en-

fin
,
pour n'avoir que des quantités rationnelles , de xx -+- yy& de X. Mais fi Z efl: une fonftion de xx-\-yy & de x, il fera

auffi une fonction dejj & de x. Car foit xx -\-yy= u; puif-

que Zdoit êtreunefonêl:ionde.r& de u; en faifant «=/-+-.v,r^

de forte que t=yy, Z deviendra une fon6ïion de / & de a y

c'efl:-à-dire, dejyjy & de x. Toutes les fois donc que Z fera une
fonftion rationnelle de yy & de x, la droite CA fera un dia-

mètre de la courbe; propriété, qui efl la m.ême que nous avons
trouvé auparavant appartenir aux courbes qui n'ont qu'un
diamètre.

849. Mais la courbe demandée doit en avoir deux AB &:
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EF; par conféquent C B fera un diamètre de même nature

que CA. C'eft pourquoi, fi la droite CM^'^ eft rapportée

au diamètre CB , à caufe de l'angle BCM= t— 5, il faut

que { foit une fonftion de s telle qu'elle ne fubifTe aucun

changement, lorfqu'au lieu de s on met tt— s. Une telle fonc-

tion ièroit fin. s^ zdx jln, s=fin. (tt— sj; mais on ne fatis-

feroit pas de cette manière à la condition précédente. Il faut

trouver une expreffion qui appartienne également aux angles

Sf — j & TT— j,- tel efl: cof. %s; car cof. xs=^cof. — u
::=cof. i(7r—s). C'cft pourquoï l'équation Z==o exprimera

vuie courbe qui aura deux diamètres AB & EF, fi Z eft une

fonftion rationnelle de 7 & de cof. is. Or cof. is= -,

Donc Z devra être une fonftion de xx-\-yy & de xx—yy,
ou feulement de ;ca: & àe yy , comme nous l'avons trouvé

ci-deflus.

Pi.VlIl.Fig.71. 350. Paflbns à la recherche des courbes qui auroient trois

diamètres AB, E F Sz GH; ces diamètres fe couperont ré-

ciproquement en un même point C , fi on fait les angles A CE,

E C G , G CB= 60°= - tt; & fi on les prend alternative-

ment, les diamètres CA, CG, CF, feront de même nature.'

C'eft pourquoi, fi on fuppofe CM=i, & l'angle ACM=s,
k caufe de GCAf=-7r— s, dans l'équation à la courbe

Z= o, Z devra être une fon6lion rationnelle de { & d'une

certaine quantité w qui dépende tellement de j, qu'elle de-

meure la même , foit qu'on mette — j à la place de j, foit

qu'on mette - tt— s. On aura donc w= cof. 3 j,- en effet

cof. 3 j= cof.— 3 s:=cof. (iTT— 3 s). Mais en fuppofant les

coordonnées CP=x, PM=y, on aura cof. ^s=^^-—^^.

Donc Z doit être une fonftion rationnelle de xx~hyy, &
de x^—'3 xyy.

351. Si donc on fuppofe xx -{-yy= t & x'^—^xyy=u,
l'équation générale pour les courbes à trois diamètres fera de

cette forme :
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laquelle donne celle-ci, entre x &c y :

o^^a-hëfxx-hyyj-^yxfxx—yyy)-'r^(xx-hyj)'-+- Sec.

Comme l'équation o=c:.-\-ëxx-\-ëyy appartient au cercle,

lequel, ayant une infinité de diamètres égaux, ne peut man-
quer de Satisfaire aufll à la queftion des trois diamètres; il s'en-

fuit que la courbe à trois diamètres la plus fimple fera une
ligne du troifième ordre exprimée par cette équation

X'— 3 xyy= axx -{- ayy H- b'' , laquelle aura trois afymp-
totes comprenant un triangle équilatéral, au milieu duquel eft

placé le point C; & chacune de ces afymptotes fera de l'ef-

pèce u= —. Ces courbes appartiennent donc à la cinquième

efpèce, fuivant l'énumération que nous en avons faite aupa-

ravant.

352. Si la courbe a quatre diamètres A B , EF, GH 8z

IKy qui fe coupent mutuellement au point C fous des angles

demi-droits= - ^r, alors les diamètres CA, CG , CB & CH,
r J A

*
r' c-r ^n^ Pl.VIlLF.g.rz,

leront de même nature ; par conlequent, en raiiant CM=^
& l'angle ACM^= s, on doit chercher une fonftion de s qui

ne change pas lorfqu'on écrit, au lieu de j, — j- ou - tt—s. •

Telle eft la fonftion cof. 4 s. Donc , fi Z efl: une fonftion de :^ &
de cof. 4 5 ; ou, ce qui revient au même , de xx-\-yy & de
X*— 6xxyy H-jx*, l'équation Z= o donnera une courbe à
quatre diamètres. En faifant t=xx-\-yy & u=x^—6xxyy
-hy*, on aura pour Z une fonftion de r & de r/ ,• & fi on fup-

pofe V = 1 1— u , Z deviendra une fonftion de r & de v ,

c'eft-à-dire, de xx-\-yy & de xxyy. On peut dire aufli

que Z eft une fonftion de ces deux quantités x x -]-yy &

353. Pour qu'une courbe exprimée par l'équation Z= o
ait cinq diamètres, il faut que Z foit une fonftion de

15;
& de

cof. 5 s. Par conféquent, fi onfuppofe les coordonnées x Sey
perpendiculaires , à caufe de cof. 5 s = -^ -~^°-^

yj'^''-\L ^ Z
EuLER, Introduclion à l'Anal, infîn. Tome II. 3 Aa
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devra être une fonftion rationnelle de ces exprefîions xx -h

yy & x'-' — lox^yy -\- 5 xy'^, Ainfi la courbe la plus fimple,

qui, après le cercle aura cinq diamètres, efl une ligne du cin-

quième ordre, & elle eft exprimée par cette équation x' —

-

\ox^yy-\- '^xy''= a(xx -h yy)'-hl'(xx-i-yy)-^c. Cette
courbe, à caufe que tous les rafteurs du premier membre font

réels, aura donc cinq afymptotes qui par leurs interférions

forment un pentagone régulier, au milieu duquel eft le centre C.

354. Il fuit de ce qui précède, qu'en général une courbe

dont l'équation eft Z=:o, aura un nombre n de diamètres,,

dont les deux plus voifins comprennent un angle=- , fi Z eft

une fonction de { & de co/. /z j y ou, fi on a entre les coordon-
nées perpendiculaires une fonftion quelconque rationnelle

de ces exprefllons xx-\-yy & x"— ^—^ x''~^y'' -+-

n.(n— i)[n— îV'^'— 3) „- , , o i_ • »
^^ ^ ~x +y+— &c.: ou bien cette équation

I. 2. 3. 4 -^ ^

0=^ie.-^Ct-^yu-+-J'ti-\-itu-{-^uu-ht}t''-{-^ttu-+- &c.

repréfentera une courbe à n diamètres , fi on fuppofe
o „ n.(n— 1) „ , n. (n— x)(r!—i)(n—sY

t=xX-hYY, & u=x'' -x''-'y'-{ ^
•^ '^ I. a "'

1. a. 3. 4

x"~-^y^— ^^' O" P^u^ donc trouver des courbes qui aient au-

tant de~ diamètres qu'on voudra, qui fe couperont réciproque-

ment au même point C fous des angles égaux. Et ces équa-

tions comprennent en même temps toutes les courbes algé-

briques ,
qui ont un nombre donné de diamètres.

^ >Z7°- ^^^_ Ces fortes de courbes à plufieurs diamètres ont un
nombre double de parties égales & femblables entre elles.

Ainfi une courbe à deux diamètres aura quatre parties égales

& femblables JE, B E , AF&i B F. Une courbe à trois dia-

RVULFig. 71. mètres eft compofée de fix parties femblables & égales AE ,

G E , GB , FB , FH Sz AH ; une courbe à quatre diamè-

r vill F''' 71 ^^^^ renfermera huit parties femblables & égales A E , A K ,
' 'GE,GI,B1,BF,HF&L HK i & femblablement

le nombre des parties égales eft toujours double de celui des
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diamètres. De plus , comme nous avons vu ci-deffus qu'il y
avoit des courbes qui , fans avoir de diamètres , avoient deux

parties lemblables, il y aura de même des courbes qui feront

compofées d'un plus grand nombre de parties femblables &
égales, & qui manqueront cependant de diamètres.

356. Commençons par un cas que nous avons déjà traité, Pi. Vlll.Fig.73.

& qui ei\ celui où deux parties égales A AIE, BK.F, font

iituées à l'oppofite l'une de l'autre; car (i une courbe eft com-
posée feulement de deux parties égales , il ell néceflaire

qu'elles foient oppofées; ce qui fe comprendra mieux, quand
nous examinerons un plus grand nombre de parties égales. Sup-

pofons donc, comme auparavant, CM=={, & l'angle

A CM :=: s ; il eft clair que la même valeur de :ç doit con-
venir aux angles j & tt -+- j ; car en faifant ACM= 7r-{-s,

^ deviendra = CK ; mais on doit avoir CK= CM; il faut

donc chercher une expreflîon commune aux angles s Se 7r-\-s;

relie eft: tang. s; car on a tang. s == tang. (tt-^-s). L'équation

Z=o repréfentera donc la courbe que nous cherchons, fi Z eft

une fonèiion de ;[ & de tang. j-, ou une fonftion de xx-\-yy

& de — . Si nous faifons - = r, nous aurons xx-\-yy=yy
(\-^ttj. DoncZ devra être une fonftion de /& <^^y'( i-hitj,

c'eft-à-dire , de r & de yy ; d'où réfultent les mêmes équa-
tions que nous avons trouvées ci-deflus.

357. Mais, pour éviter les fraftions qui entrent dans l'ex-

preffion des tangentes , nous pourrons traiter la même queftion

au moyen des finus & des cofinus; car, puifque/T/z. xs=(in.
z(7r-\-s) & cof. 2s=cof. i('7r-\-s)i on obtiendra ce qu'on

cherche, ft on fuppofe Z une fonftion quelconque rationnelle

de ces trois formules ^, fin. %s Sl cof. rs , ou de xx-\-yy ,

"i-xy Sl XX—yy. Remarquez à cette occafion que , fi l'une

des expreflions fin. is &c cof. 2 s manque , la courbe aura en
outre un diamètre. La folution de la queftion revient donc à ce
qu'on prenne pour Z une fonftion rationnelle dexx,yy8>cxy;
d'où réfulte l'équation de la forme fuivante :

0=x-^Cx''+yxy-Jt-<^y''-{-iXi-+-l^x^y-{-tfxy'-\-^xy^-\-iyi-{-8î:c.

3 A a ij
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& fi les fermes, dans lefquels x ne fe trouve pas, manquent,

toute l'équation fera diviîible par Xj & deviendra :

o=Cx-\-yy-{-ix'' -h(!^xxy-{-nxjy-\~^y''-{-Kx'> -{- &c ;

ce qui redonne les deux équations que nous avons trouvées

ci-deflus.

Pi. VIII. Fig. ,4. 3 5 8. Cherchons maintenant une courbe qui contienne feu-

lement trois parties femblables & égales A M, BN &c D L.

11 faudra donc qu'après avoir mené du milieu C trois droites

CM, CN &c CL fous des angles égaux, ces lignes foient tou-

jours égales entre elles. Ainfi, l'angle ^ CM étant fuppofé =s ,

& la droite CM=i, la droite
i
devra être exprimée par j, de

manière que la même valeur de ;[ convienne aux trois angles

s.-TT-^-s & -77- -4-^; car on a MCN=NCL=- tt. Or
3 î

.
3

les expreflîons communes à ces trois angles {ont /în. }s Sz

cof, 5 j. C'efl pourquoi, fi Z efl: une fonction rationnelle de ces

trois quantités x x -\- yy y 3 x xy —y^ & x'— 3 xy y» l'é-

quation Z=o donnera toutes les courbes demandées. L'équa-

tion générale fera donc :

0=^a.-\-Q(xx-\-yy)^y('>,xxy—y'')-^^(x''— -t,xyy)-\-

s(xx-hyy)'-h (^(xx-^yyX^xxy—y^) -+-» (xx-^-yy)

(x""'— -^ xyy) -{- S>i.c.

Ainfi les lignes du troifième ordre qui jouiront de cette pro-

priété font comprifes dans cette équation :

o==a-\-ëxx-[-Cyy-\- J'x^-h'^yxxy— ^<^xyy—yy^.

Pl.VIlI.Fig.73.' 359. Si la courbe doit avoir quatre parties égales AM ,

EN, BK & FL, de manière que quatre droites quelconques

CM, CN , CK èi. C L, menées du milieu C, forment entre

elles des angles égaux & foient toutes égales ; en faifant

l'angle A CM=s èclz. droite CM=:^; à caufe des angles

AfCiV=iV^CZ=^ CZ= 90° =-^7T, l'expreffion de
^
par l'an-

gle s doit être telle qu'une même valeur réponde à ces angles
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s,-7r-\-s, TT -\- s, -TT -\- s. Ut ccttc propriété appartient

aux expreffions /în. 4 j & cof., 4 s. Donc l'équation Z=
donnera une courbe compolee de quatre parties égales ,

û Z ei\ une fonction quelconque rationnelle de ces trois quan-

tités XX -\-y y, A^y— A^y^ & x^^— 6xxyy-\-y''. Con-
féquemment l'expreflion générale pour ces fortes de courbes

fera :

o=a.-^Qx'-\-Ç,y'-\-yx^-^^x''y-\-iX^y''—cTArjy'-l-^y^-h&rc.

360. On voit femblablement que, fi on avoit à chercher

une courbe fans diamètres, mais qui eût cependant cinq par-

ties égales & femblables , il faudroit que dans l'équation

Z= o, Z fût une fonftion rationnelle de ces trois quantités

xx-\-yy, 5 x'y— \ox^y^ -^y^'' & x"'— loxy^ H- 5 jcj^; &
fi le nombre des parties égales doit être ^n , alors Z doit

être une fonftion rationnelle de ces trois quantités xx-\-yy,

•^
I. 2. 3 -^ 1. 2. 3. 4. 5

^

I. 2 -^
I, 2. 3. 4

"^

Et fi l'une ou l'autre des deux dernières expreffions n'entre

pas dans l'équation , la courbe aura autant de diamètres que
le nombre n contient d'unités.

361. La double énumération que nous venons de faire des

courbes à diamètres ou fans diamètres qui font compofées de
quelques parties égales , comprend généralement toutes les

courbes algébriques qlii ont deux ou plufieurs parties égales &
femblables. Pour le faire voir, fuppofons une courbe continue pj yuj p; ^ .

qui ait les deux parties O A a , O B b , femblables & égales

entre elles. Menons AB , & fur cette ligne comme bafe conf-

truifons un triangle ifofcèle ACB, dont l'angle C foit égala
l'angle O. Puifque les angles O A C &l O B C font égaux, les

parties de la courbe CA a ik CB b feront auffi femblables &
égales; &, à caufe de la loi de continuité, fi on prend les
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angles B C D, D CE, &c., égaux chacun à l'angle A CB ,

& CDi^=CE = CA = CB , la courbe aura en outre

les parties Dd, E e, &c., femblables & égales aux parties

Aa , B b. A moins donc que le rapport de l'angle ACB à
360° ne foit irrationnel, le nombre des parties égaies lera

fini, & dans le cas contraire , il fera infini ; & par conféquent
la courbe ne fera plus comptée parmi les courbes algébriques.

La courbe dont il eft quefi:ion, efi donc renfermée dans celles

que nous avons cherchées auparavant, & qui n'avoient point

de diamètres.

Pi.vm. Fig.76. 36Z. Mais fi les deux parties femblables & égales tombent
en fens contraire par rapport aux droites A O &. B 0, de forte

que la partie A O a foit iemblable & égale à la partie O B b ;

en menant de part & d'autre les droites AR&i B S qui faflent

l'angle OAR^O BS=^ AO B ; les lignes ARScBS
feront parallèles entre elles. Joignons A B, &: par le milieu C
menons C^parallèlementà^i? & à BS i les parties aAj bB,
feront femblables & égales à l'égard de la droite C Vi ainfi

,

à moins que ba ne foit = o, comme en allant de b vers a,

il répond de l'autre côté un arc a A femblable & égal à

l'arc bB } femblablement, en parcourant de a.en e un eTpaca

ae= ba, il répondra au premier de l'autre part un arc fem-

blable & égal e E ; & à celui-ci un arc dD ; de forte que la

courbe aura une infinité de parties femblables & égales fituées

de part & d'autre de la droite CV; & par conféquent cette

courbe ne peut être algébrique.

363. Cela a lieu , fi la droite AB efl: inclinée aux parallèles

A R 8>i B S ; o\x , ce qui revient au même , fi dans le triangle

AOB les côtés AO&zBO font inégaux. Mais fiAO^BO,
alors la droite AB fera perpendiculaire aux parallèles A R
&!: B S , Se à C K qui paffera en même temps par le point O,

Dans ce cas les points b Si a i'e confondront; &, parce que

les portions a A Si b B ne feront pas feulement égales & fem-

blables, mais encore placées de la même manière de chaque

coté de la droite C V, il s'enfuit que cette dernière ligne CV
fera un diamètre de la courbe ; ces cas appartiennent aux
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courbes que nous avons examinées auparavant, & qui avoient

un diamètre. Par conféquent, on peut rapporter aux difterens

casque nous avons expoîés dans ce chapitre, toutes les courbes

algébriques qui ont deux ou plufieurs parties iemblables

& égales.

CHAPITRE XVI.

De la Manière de trouver les Courbes par la con~

noijjance de quelques Propriétés des Appliquées.

3(^4. Soient F Ôc Q des fondions quelconques rationnelles

de l'abiciffe x , & fuppofons que la nature de la courbe foit

exprimée par cette équation yjy
—Py-^Qr=o, H n'y aura

donc point d'appliquée qui réponde à une abfciffe, ou il y eii

aura deux; or la fomme de ces deux appliquées =/'^ & leur
produit=(2. Donc, fx P efl: une quantité confiante, la fomme
des deux appliquées correfpondantes à chaque abiciffe fera

confiante, & la courbe aura un diamètre. La même chofe a
lieu , lorfque P=aH-nx; car alors la ligne droite comprife

dans l'équation ^= - a -\— nxfera aufTi un diamètre, en pre-

nant ce mot dans un fens plus étendu qui n'exclud plus l'obliquité

des coordonnées entre elles. Mais, fi Ç efl une quantité conf-
tante , le reftangle des appliquées fera par-tout confiant; l'axe
ne pourra donc être rencontré nulle part par la courbe. Mais
fi Q= a,-{-ëx-{-yxx & que cette expreffion renferme
deux fafteurs réels , l'axe coupera la courbe en deux points

& Q fera un multiple d'un reftangle formé par des parties de
l'axe ; & par conféquent le reftangle des appliquées fera à celui
des parties de l'axe dans un rapport confiant.

365. Ainfi ces propriétés, qui, comme nous l'avons obfervé
auparavant, conviennent aux Seftions Coniques, s'appliquent
à une infinité d'autres courbes. Par exemple, cette propriété
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que nous avons vu ajDpartenir à l'Hyperbole rapportée à fes

afymptotes, & qui confifte dans la grandeur conftante du rec-

tangle des deux appliquées qui répondent à la même abfciffe,

lui eft commune avec toutes les courbes renfermées dans l'é-

quation yy— Py± a a= o. De plus , en prenant pour axe
la droite £" i^ qui coupe la courbe en deux points £ & i^, la

propriété des Serions Coniques par laquelle le reftangle
p:. lI.F;g. 19. /'M.PiV'conrerve un rapport confiant avec celui de PE.PF,

conviendra de même à toutes les courbes comprifes dans cette

équation yy — Py -^ <^x— nxx=o; & on aura P M.PN
^;=PE .PF , OMpm.pn= Ep.pF, ^^yy—Py=ax— XX.
Cette propriété qu'on fait par les élémens convenir au Cercle ,

ne lui ed donc pas feulement commune avec une infinité de
courbes d'ordres fupérieurs, mais s'applique encore aux autres

Serions Coniques. En effet, foit P=b -\-nXy & l'équation

yy— n xy -+- x x:=zax -\-hy , laquelle appartient au Cercle,

lorfque /2=0, & que l'angle E P M eu: droit, comprendra
aufli l'Ellypfe, û /m ei\ moindre que 4; l'Hyperbole, fi nn
ei\ plus grande que 4 , & la Parabole , fi « « == 4.

Pi, VlII.Fig.77. 366. Nous concluons de là que dans toute feftion conique

u4£, BEy dont les axes ou les diamètres principaux foient AB,
E F,û on mène deux droites quelconques/? 9' & m /z qui forment

avec les axes un angle demi-droit; elles fe couperont récipro-

quement en /i y de forte que mh.nh=ph.qh; ce qui efl:^-

une fuite manifefi".e des premières propriétés connues. En effet,

fi on mène par le centre C les droites P Q Se MN qui faf-

fent des angles demi-droits avec les axes principaux, elles

feront égales entre elles; & par conféquent M C . N C=
PC. Q^C i & comme toutes les droites qui leur font paral-

lèles fe coupent fuivant la même loi, on aura aufli par cette

raifon mh.nh=p h.q h. On conçoit encore par là que, fi

les droites MN &: P Q font également inclinées au même
axe principal, ou qu'on ait P C A= N C A ^ à caufe de
C P = C Nf toutes les droites qui leur font parallèles , fe

couperont réciproquement de manière que lesreftangles des

parties foient égaux, c'efi:-à-dire que mh.hn=pli,hq.
}6j. Cela pofé, paffons à d'autres queflions relatives aux

deux

I
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deux appliquées qui répondent à chaque abfciffe dans l'équation PI. VlII.Fig.78.

yy—• P y -\- Q= o. Soit rabfciffe AP=x, à laquelle ré-

pondent deux appliquées PM, P N. Cherchons d'abord

routes les courbes qui aient cette propriété que P M--\-PN^
foit une quantité conllante :^ aa. Puifque PM-\-PN=Py
ik PM.PN= Q, on aura PM'-hPN'=PP~zQ, & on
fatisfera à la queilion , û P P — z Q^ = a a , ou Q=
P P — î j

"
"

'— y ce qui donnera pour les courbes demandées l'équation

P P . ^ -*

yy—Py -^ ==0. Si on fait P=:znx, on aura une

feftion conique qui jouira de la propriété dont il efl queftion,

yy — in xy -+- z n n x x aa=o; équation à rEllypfe

dans laquelle les abfciffes font comptées du centre.

368. On conclut de là une propriété aflez belle desEllypfes. Pl-IX.Fig.79.

Si on décrit autour de deux diamètres quelconques conjugués

j4B &" EF d'une Ellypie un parallélogramme GHIK , dont

les côtés touchent l'Ellypfe aux points ^ , B, E , F, les dia-

gonales GK 8^ H I àe ce parallélogramme couperont en P
& p toutes les cordes MN parallèles à l'un des deux dia-

mètres EF, de manière que la fomme des quarrés/'M--i-/'A^^

eu p M'-\-pN- foit toujours confiante & égale à zCE-. De
même, ayant mené la corde i? 5" parallèlement à l'autre dia-

mètre A B, on aura P R' -\- PS'= tt R' -h vr S'= z CA\
Car, en faifant CA= CB= a, CE=C F=b, C Q=ty
QM^=u, on aura a auu-\-b btt=aabb. Mais a'.bwCQ^ (t)

:P Q, 8c CP eu k C Q dans unrapport donné, àe m : 1 , par
exemple. Ainfî , en fuppofant CP:=^x, PM=y^ on aura

x= mtSzy = u-\—, our=- & u= y ^. Ces valeurs
"^ a m ^ mil

luDltituees donneront 1 équation a a y y H
^- ^ "^ m mm

= a a b b. Soit — =/2, elle deviendra j'jy'— inxy-\-in'x'

= bbi ce qui donne l'équation trouvée ci-deffus, qui indi-

quoit que PM -\-PN- étoit une quantité confiante.

369. Cherchons à préfent les courbes dans lefc{uelles la PI. VIII. F!g. 78.

EuLER, Introduclion à L'Anal, injin. Tome II. 3 Bb
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fomme des cubes PM'-\-PN'' doit être toujours une quan-
tité confiante. Puifque PM-\-PN=P, on aura PM''-\-PN^
!=P^— '^PQ; c'eft pourquoi, Ci on iuppofe PM -\- P N^

= a^y on aura Q ==

—

—s & par conféquent l'équation gé-

nérale de ces fortes de courbes (exzyy — Py -\— P-——
= o , dans laquelle on peut prendre pour P une fonftion

quelconque rationnelle de x. La courbe la plus fîmple qui

aura cette propriété, fera donc une ligne du troifîème ordre,

qui , en fuppofant P=}nx&za=-^nl?^ fera exprimée par

cette équation :

xyy— ^nxxy-\- '^nnx'^— 3;z/z^'= o,

laquelle appartient à la féconde efpèce, fuivant l'énumération

qui en a été faite ci-deifus.

370. Semblablement, fi on vouloir que PM^-hPN* fût

une quantité confiante; comme PM^-i-PN^^P*— ^P'Q
-{- z Q Q, la quantité Q devroit être déterminée par P, de

manière que P^ — 4P'Q-h i QQ-=a^ ou Q= PP-{^

\/ f^P^ -\--a^\ Mais, parce que P &: Q doivent être l'un

& l'autre des fondions rationnelles ou uniformes de x, pour
que y ne puifîé avoir plus de deux valeurs pour chaque ab-

fciffe X, la quantité \/f-P-^-\— a+j devroit être rationnelle;

& comme cela ne peut être^ la fonftion Q fera toujours bi-

forme, & fera par conféquent de l'appliquée jy une fonftion

quadriforme. Mais l'équation yy— -^y-+-Ç= ° donne

j=^P±^(^_ 1 pp ± ^(-i-/>i -f- ia+j); d'où il fuitque

l'appliquée y ne peut être réelle , à moins qu'on ne prenne

pofîtivement \/ f- P^ -\- - a^\ Ainfi, quoique la fonftion Q
foit biforme, l'appliquée y n'aura jamais plus de deux valeurs,

dont les quarrés ajoutés faffent une fomme confiante, comme
l'exige l'état de la queflion.

371. Mais, û on cherche une courbe telle que les puif-
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fances cinquièmes des deux valeurs de y , qui répondent à

chaque abrcifle x, faffent une Tomme confiante, ou que

PM'-\-PN^=a'i on devra avoir P^—

5

/'^ Q-t- 5P<2'=«''.

Puis donc que l'équation à la courbe jyj
—Py-\-Qj=o donne

Ç=—yy-^Py, on aura P'— '^P^y-\-\oP'yy-^\QP^y''-\-

^Py^z^a', ou(P—jJ'H-y^=^'- On trouvera de même, fi

PM^-\-PN^ doit ctre= a^ cette équation (P—yf-^y^= a^-^

Si. en général, (i on cherche la courbe dnns laquelle PM^^PN"^
= a% on obtiendra cette équation (P—y)" -{-y"= a", ok

l'on peut prendre à volonté pour P une fonftion quelconque

uniforme de x. La raifon en eft facile à faifir; car, puifque la

fomme des deux appliquées = P, fi l'une eft j', l'autre fera

P—y; ce qui donne fur-le-champ (P—-j'J"-t-y"= û".

372. Si au lieu de Q on élimine P, en mettant dans les

équations qui expriment la relation entre F & Q , P =^

12^^ on aura pour PM" -\-PN"= 0!" cette équation j"4-

-^ = 0". Car, le produit des appliquées étant = Q, fi l'une

eft fuppofée =y , l'autre fera = - ,• d'où réfulte fur-le

champ l'équation trouvée. Ainfi nous avons obtenu pour

les courbes dans lefquelles P M" -\- P N" = a" , deux

équations générales, l'une (P—
jj/J" -f- j" = a" ,• l'autre

j"-h^ = a". On conclut de la dernière j'"= a''j''— Q^

&:,j''= ^ a" =t y/r - a=" — Q" ") > d'où l'on tire y =
^(^l a"'d=:y/(^^ a-"— Q"j) i fonftion biforme feulement,

& qui ne donne pas plus de deux appliquées pour chaque ab-

fcilîe
,
pourvu que Q" fjit une fonftion rationnelle ou uni-

forme de X. Mais la première équation y-t- (P—y)"= a"

a l'avantage d'avoir un nombre de dimenfions moindre.

373. Ces équations ne réfc-lvent pas feulement la queftion

'oû'« eft un nombre entier polnif, mais encore celles où « eft:

un nombre foit négatif, foit fraftionnaire. Ainfi'

^ 3Bbij
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fi on doit avoir

I I 1

PAi
*" PiV a

on aura cette équation

ou

I I T

ou

-j;-

PAi' PA^ u'

I I I

Pj\P ' PAS a^
ou •

-Jj'

&:c

Quant aux expofans fraéHonnaires , les chofes fe pafferont

comme il fuit ;

fi on doit avoir

^PM-k-^PN=^'a

on aura cette équation

y/y-\-\/(P—y)'=V^> ou celle-ci j'=Y/flj>^—V Q.

lefquelles, rendues rationnelles, deviennent

y^—Py^Ua—Py-=o,0ny^~(a~z^Q)y^q=O

y/-y^i/(P-y)=^a, ony^-Py-^^^(a-P^^o
ou bien

^y^^^= ^a, oMy'—(a---ii/aq)y-\-(l =0
&c.

Toutes les courbes algébriques dans lefquelles on a pat-tout
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P M' -h P N"= a", peuvent donc étie rentermées de cette

manière dans une feule équation générale, foit qu'on TuppoCe

n un nombre entier pofitif , foit qu'on la fuppofe un nombre
négatif ou fraftionnaire.

374. Ce que nous venons d'expofer ici de la condition de

deux appliquées qui répondent à une même abfciffe x , on
peut , en fuivant la même méthode, l'appliquer à trois appli-

quées quirépondroient à chaque abl'cifie. L'équation générale

pour les courbes que chaque appliquée coupe en trois points,

eit celle-ci :

r' — Py'-hQy — R= o,

les lettres P, Q Sz R défignant des fondions quelconques

uniformes de x. Soient p , cj , r, les trois appliquées qui ré-

pondent à l'abfcille x, dont l'une à la vérité eft toujours

réelle; mais nous avons ici principalement égard aux en-

droits de la courbe où toutes les trois appliquées font réelles.

On aura par la nature des équations P= ^-i-^-hr, Q=fq
-+-^ r-h^/- & i? =/? ^z; par conféquent , fi on deiire une

courbe dans laquelle ou p-\-g-\-r, ow pq-^-pr-^t-qr, oxxpqr,

foit une quantité confiante ; il n'y aura rien autre choie à

faire qu'à égaler à une conftante ou P, ou Q^, ou R; les deux

autres reftant arbitraires.

375. On pourra donc trouver aufîi les courbes dans lef-

quelles ^"-h ^" -h a" eft par-tout une quantité conftante; car

on a , comme on l'a vu dans le premier livre,

p -^q^ r=P
p'-i-q'-hr'=P'—iQ

p^^q^^^r=P'^—^P Q-h^R

p^-^q'^^r^=P^—4P^ Çh- 2 Q (2 -t-4 ^ i^

p-.^^',^r',=P'^—<iP^q-^^pqq-h-^PPR—^QR

&c.

Enfuite, {i n eft un nombre négatif, en faifant {= -, ou aurai
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Or? P^ I j 1 ..^11

:j"
—h /^^^°' "°"^ ^^5 ^"^015 racines font- , — ,

-, On aura donc pareillement

p

-1 +
I I I Ç3 — 3 P Ç 7? -1- 1 7? /?

F' R^^

Q4_ 4 P Q>/J + 4 Ç /? /î + î P»/ja

&C.

Une exprefllon de cette forme , égalée à une quantité conf-

tante, donnera donc la relation convenable entre les fonctions

P, Q & i?. Et fi, au moyen de cette dernière équation , on
élimine de celle-ci j'—Pj^-^Qj—R= o l'une des fonc-

tions P , Q ou J? , on obtiendra l'équation pour la courbe
cherchée. Ainfi , lorfqu'on demande une courbe dans laquelle

/J' -f- ^^ -+- /'= a\ on fera /*'— -^PQ-h-^R^a^iSz^à.
caufe de R=j'' — Py^-i- Qy,on aura cette équation

3 y' — 5/'j=-h3 Çy-hi"— '^PQ= a^ pour les courbes
qui fatisfont à la quelHon.

376. On voit que , fi /2 eft un nombre entier pofitifou négatif, la

folution s'obtiendra facilement par les formules que nous venons
de donner; mais il fe préfente une plus grande difficulté lorf-

que n ei\ un nombre fraftionnaire. Propofons-nous de trouver

une courbe dans laquelle on ait \/p-h\/q-h\/r= y/a; nous

prendrons de part & d'autre les quarrés ; &, à cause de

p -^ q -\~ r==i p, nous aurons P-t- i\/pq-\~%\/pr-^

X %/ q r=i a , ou = \/p q -h \/p r -\- \/ q r. Elevant

de nouveau les deux membres au quarré , & confidérant que

pq -\~ p r-\- q r= Q, nous aurons — = Q -h 2 ^^p^'q r

-\~ x\/ p q'r-\- 1 ^p q r'= Q-h 1 (\ p-^y/q-^\/f)\/p q r

!=zy a/^H-Q; d'où naît l'équation ('û—
/*J'=4^-4-

8

y/ ai?.
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OU Ç= '
-Z \^ a R. Les courbes cherchées feront

donc contenues dans cette équationj'—^yj-^(- ( °-— Py
— ryjaR)y—i?= o; ou (en faifant difonroître l'irration-

y . ^
""/-

J P (..'.3— i-.P + PP— 4 0' \ , ,, .

nahte, a caule de A = ^^
, ) dans celle-ci

044 /
(:.;— .^P-|- PP-4Q)'

y'—Pyy-^Q.y —^ = o-

377. Mais cette opération devient trop pénible, lorfqu'on

propofe les racines de puiffances plus élevées; il faudra donc
prendre une autre voie, que l'exemple l'uivant eft très-propre

à faire connoître. A cet effet, cherchons la courbe dans la-

quelle y p^i/q-^\/J'=\ 1^' Soit y pq-\-y pr-^-\/qr^=v

i

àcaufeque Y//7^/-=V^i?, on aura y p'-\-y q'-\-yr^=-\^a-

— 2Vj,- &: ^ -h q-\- r=^a— 3 t- y' a -+-
3 y^R =P. Enfuite,

\^p-q''-^yp-r^--^'^q'r^=^v'— ly^aR, & pq-\-pr-hqr= Q= r' — ^v\/ aR-\-}\^RR. Après avoir trouvé pour P &
pour Ç des valeurs convenables, prenant pour i- une fonftion

quelconque de x, on obtiendra pour les courbes, dont il s'a-

git , cette équation :

y^—(a—}v^a-^-^y'R)y-h(v'—y.-y/aR-\-yy/R')y~R =

378. Cependant, malgré ces difficultés, on pourra arriver

à une folution générale. Car
,

puifque dans l'équation

jX'—Pj- -+- Qy — -^= ° 5 J défigne ces trois appliquées

p,q & /•; en faifant p=y^ on aura /'=jy h- ^ H- /•

,

èL Q_ = qy -\- ry -\- q r , ow q -\- r= P —j&^/-=(2—
JK f^ -t- rj= Q — Py^yy- D'où l'on tire q— /-=

y/ ÇP^'-^xPy— }yy— 4Q) : & par conféquent

? = 7 r^ -jj + 1 v/ r^^ + ^ ^j - 3 jy - 4 çj

-= { (P-y)-\ V(P' + ^^Py-^yy~4Q).

Ainfi, lorfqu'on cherche une courbe dans laquelle ^" h- ^^-l-
r^ == a", l'équation fuivante fatisfera à la queÎHon :
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G (P -y) - î V(P' -^rPy-^yy-A Qjy= a\

Remarquez que cette équation rcfoud également la queftion,

foit qu'on prenne pour n un nombre entier, foit qu'on prenne

un nombre fractionnaire.

379. On peut par la même méthode réfoudre une infinité

d'autres queflions relatives à la condition de ces trois appli-

quées; on peut, par exemple, prendre pour a" une fonftion

quelconque de x; outre la fomme de puiffances quelconques,

on peut aufîi fe propofer d'autres fonctions àe p, q & /•, pourvu

que la permutation réciproque de ces quantités ne change rien

dans l'exprelTion. Ainfi , on pourra trouver trois appliquées

^, ^ & /-, correfpondantes à la même abfciffe x, qui forment

un triangle dont l'aire foit confiante. Car la furface de

ce triangle= - y/ ('z^^^'-r- ip-r -\- iq'r^—p''— ^+— r'')

i

nous la (uppoferons= a a. Puifque;7*-h^ '-+-/'= /*+

—

\P''Q^

-\-i,PF<~\-tQJ^, ^ p'q--^p'r-{-q^r^= Q'—zPR; on aura

16 a^= 4 P=Q — 8 P i? — PS & R= LPQ-~\P^—1^
;

&par conféquent l'équation j'—Pyy^ Qj /• Q_|_ />}

« .4.

H—'—=0. Si P eu. une quantité confiante= 2^, le périmètre

de tous ces triangles fera de plus confiant. Par conféquent ,

fj on fuppofe Q^mxx->f-nbx-\-kaa, on aura une ligne

du troifième ordre exprimée par cette équation y^ -r\-mxxy

— 1 b y y -\- n b xy — mbxx-\-kaay — nb b x -\- —

— kaab-\-b''=o. Telle fera la propriété de cette courbe, que

la fomme des trois appliquées p , q Se r , qui répondent à

chaque, abfciffe, fera d'abord une quantité confiante = ib ;

& que de plus l'aire du triangle , formé par les trois côtés p ,

q & /-, fera toujours la même & == a ^.

3 Se. On peut, moyennant la même méthode, réfoudre des

queflions femblables à l'égard de quatre appliquées ou davan^

tage, qui répondroient à la même abfcilTe. Comme cette matière

ne
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ne préfente plus aucune difficulté, paffons à d'autres queftions»

où il ne s'agira pas de comparer des appliquées qui répondent

au même , mais à difFérens points. Soit propoiée à cet effet
pj ^^ p;^ ^o

une certaine relation entre les appliquées FM & Q N, dont '

'

°'
'

l'une réponde à i'abfciffe AP =^-{- x , & l'autre à l'abfcifîe

AQ=—X. Soit j)^== X l'équation à cette courbe, X étant

une fonftion quelconque de x qui donne l'appliquée FM ^ &
qui , en mettant par-tout — x au lieu de x , donnera- l'autre

appliquée Q N. Conféquemment, fî X étoit une fonftion paire

àe X ^^ F, QN leroit 7= FM ; mais , fi X eft une fonftion

impaire de x=Q, on aura QN=^—FM i & fi P & i? dé-

fignent des fondions paires àe x , tandis que Q & 5" en défi-

gnent des fonftions impaires , & que l'équation à la courbe

381. Qu'on ait à trouver une courbe dans laquelle FM-[~
Q^N (oit une quantité conftante == xAB, par exemp. = 2a,-

il eft clair que l'équation jy = a -^ Q^ fatisfait à cette quef-

tion
, Q étant une fonftion impaire de x ; car on aura F M= a-h Q8z QN= a— (2; &cpav conléquent FM-^ QN

= z a , ainfi qu'il eft requis. Donc , fi on fait y— a^ u ,

on aura u= Q, équation à la même courbe; la droite Bp
étant prife pour axe & le point B pour l'origine x des ab-

fciffes, de façon que B p == x Si p M== u. Or l'équation

u= Q apprend que la courbe eft compofée de parties égales

<lifpofées de part & d'autre autour du centre B. Ayant donc
décrit une courbe quelconque MBN de cette nature, & pris

pour axe une droite quelconque F Q^, on aura fatisfait à la

queftion, de forte qu'en abaiffant du centre B fur cet axe une
perpendiculaire B A , Sz prenant de part &: d'autre des ab-

fcilîes égales AF = AQ, on aura toujours pour FM-\-FQ
une fomme conftante= % A B.

382. Or nous avons trouvé ci-defTus pour les courbes qui

ont deux parties égales difpofées alternativement autour du
centre C, deux fortes d'équations entre les coordonnées x Slu,

favoir :

EuLERj Introduciion à l'Anal, infn. Tome II. 3 Ce
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I.

I I.

0==:ct-{-€x^-\-'}XU-\-t^U'-hiX^-\-(:^X^'U-\-i1X'u'-^^XU^ -h oCC.

Par conféquent , h dans chacune de ces expreflions on fup-

pofe u=y — a , on aura deux équations générales entre les

coordonnées x &c j pour les courbes algébriques, qui iatis-

font à la queftion proposée. D'abord toute ligne droite menée
par le point B Tatisfait; enfuite toute feftion conique qui aura

ion centre au point B donnera auffi une folution. Mais, comme
dans ce dernier cas il répond une double appliquée à chaque
abfciffe AP & AQ (à moins pourtant que la courbe ne ibit

une hyperbole , & que les appliquées ne foient parallèles à

l'autre ar}'mptote ) on aura quatre appliquées qui formeront

deux à deux une même fommic.

383, Si on cherche une courbe M^A^ dans laquelle ce ne
foit pas la fomme de deux appliquées PM &: QN, mais celle

de leurs puiflances quelconques qui doit être confiante; on s'y

prendra d'une manière femblable pour réfoudre la queftion.

En efFet, fî on doit avoir /'M'"-|-(2À"'= 2. a" j il eft clair que
la condition eft remplie par l'équation jy"= ^"-1- Q, Ç étant

une fonftion cjuelconque impaire de x ; car on aura PMJ'=
£z"-h Q,& QN"=a"— Q;Sz par conféquent PM^-h QN''=i a\
Soit y"— a''= u , l'équation réfultante k= Q exprimera une

courbe dont les coordonnées x Se u formeront deux parties

égales placées alternativement autour du centre B. C'efî pour-

quoi, fi dans les équations de l'article précédent on écrit par-

tout, au lieu de i/ . v"— a", on obtiendra les équations géné-
rales qui fatisfont à la queflion.

384. Ces fortes de queftions ne préfentant point de dif-

ficulré , foit propofée celle - ci où l'on demande une courbe

MB N y dans laquelle
,

prenant fur l'axe de part & d'autre
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d'un point fixe A des ablcilTes égalesy^P, A Q, le reftangle des

appliquées PM. QN ait toujours une valeur conll:ante= ac7.

On peut donner de cette queftion pluiîeurs folutions particu-

lières, dont nous développerons les principales avant que de
nous occuper de la folution générale. Soit F une fonftion

paire & Ç une fonftion impaire de rabfcifle A F =x, 8c

fuppofons l'appliquée PM=j= F-\-Q^ nous en tirerons,

en faifant a: négatif
,
Q^N=F— Q. Il faut donc quQ'PMx

QN==^FF^q(l= aa, ou F = ^(c7a-\- QQ); cette

exprellîon \/(a a -\- Q Q) , à caufe que Q Q elt une fonc-

tion paire de x, eu elle-même une fonftion paire , & donne
pour F une valeur convenable. On aura donc pour la courbe
demandée cette équationj/= Q -+- \/Çaa -+- Q QJ, en pre-

nant pour Q une fonftion quelconque impaire de x,

385. Mais , à caufe de l'ambiguité du figne radical , il y
aura deux appliquées, l'une pofitive, l'autre négative, qui ré-

pondront à chaque abfciffe x ,• ainli à l'abfcifîé A F répon-
dront les appliquées Ç-l- y/f^ ^-+- Q_ Q)^ Q—v/f^ 'zH-Q Q_)>
tandis qu'à l'abfciffe A Q répondront les appliquées — Q -H
v/faa-h ÇÇj !k—Q_— x/(aa-^Q_Q); d'où il fuit que
la courbe aura des parties alternativement égales, fituées au-

tour du point A comme centre ; & il eft à remarquer qu'on

ne peut ici faire difparoître l'ambiguité du ligne, en prenant

pour Q une fonftion impaire, telle que—

^

— .v, par laquelle

a^+Q' devienne un quarré; car \/(a a-\-Q^Q^) àeYienàxoit

= h AT; ce qui donneroit une fonftion impaire qui ne pour-

roit plus être fubftituée à F. On doit donc prendre pour Q
une fonftion impaire de ;c, telle que ca+QQ ne devienne
pas un quarré.

386. Semblablement, fi on h'it y= (P -\-Q )", Q iV de-

viendra = (F— ÇJ"; & conféquemment on devra avoir

(P^—Q^)^=.aa; on tirera de làP^ = a^-f- Q;, & /'=
y('a"-l- Q") ; quantité qui peut être prife pour F, pourvu

qu'elle foit irrationnelle. Ainfi on aura
,
pour fatisfaire à la

3Ccij
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queftion , cette équation y= ( Q-i- y^^a."-^ Q.'))"- ^«
refte, la conftruftion de ces courbes fera facile ; il n'y aura

qu'à décrire une courbe quelconque qui ait deux parties fem-
blables & égales placées alternativement autour du centre Â,
& faire :j l'appliquée correfpondante à l'abfcifTe AP= x}

:^

fera une fonftion impaire de jc , qui par conféquent pourra

être mife à la place de Q. Mais l'équation qui vient d'être

trouvée donne jy"— Q= y/(^a'' -+- Q^), & partant Q == r

s= ;— ,• donc, fi on fuppofe ~=m^ & fi dans l'équation

donnée entre 7 & x on fait par-tout 7= — , on obtien-

dra entre x Sz y l'équation qui convient à la courbe deman-
dée. Ayant donc trouvé deux équations entre i^ x, favoir :

ou

= oLX-\-Cl->ryx'>-\-S'x'-7^-\-iXf-\-'Cl-'-\-t)X'>-\-^x'^l-^-6CQ.

il ne s'agit plus que de faire dans ces équations :^ = y""—
-^ (nous négligeons le divifeur 2

,
parce qu'on peut prendre

pour Ç un multiple quelconque de
;[ ) , pour avoir les deux

équations générales des courbes qui fatisfont à la quefiion.

387. Si, outre P, R efl: une fonftion paire, que Q & ^S

foient à la fois des fon6^ions impaires de x, & qu'on prenne

pour les courbes cherchées cette équation j= -^—t=^-^>

on aura QN= -
"~ -̂ & ~\^=aa; condition à laquelle

il eft très-facile de fatisfaire , en fuppofant y= _^ a , ou

jneme y ^== [———^\ a. On évite de cette manière le premier

inconvénient oii deux appliquées , ou davantage , répon-

doient à chaque abfciffe , & l'on trouve à préfent des courbes
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qui pour chaque abfciffe donnent feulement une feule appli-

quée. Ainlî la courbe la plus fimple qui fatisfera, fera une ligne

du lecond ordre exprimée par cette équation _y=--—-a, c'eft-

à-dire, une hyperbole. Mais l'hyperbole fatisfait auffi à l'équa-

tion trouvée auparavant j = Ç) -^ \/(aa -+- Ç) ÇJ, en fai-

iant Q^= nxi car on z\m2l yy— xnxy= aa. On peut donc
réfoudre le problême de deux manières par le moyen de
l'Hyperbole.

388. Ces préliminaires pofés, il eft clair que l'équation à la

courbe cherchée doit être telle, qu'en mettant— a: au lieu de

;t: & — au lieu de y, elle ne fubilîe aucun changement. Ces

fortes de formules font ^y" -h ~\ P & fy"— -'

^ ^ Q,- pourvu

à la vérité que P défigne une tonftion paire & Ç une fonc-
tion impaire de .r. Donc, fi on torme une équation compc-
fée d'autant de ces fortes de formules qu'on voudra, elle ap-

partiendra à la courbe qui doit fatisfaire à la quefdon propo-
iee. Donc, fi M, P, R, T, &c., reprélenrent des fon61:ions

quelconques paires de x; & N , Q^, S, V, &c. , des fonc-
tions impaires , on aura l'équation générale qui fuit :

Si on la multiplie par une fonction impaire de x, les fonélions
paires fe changeront en impaires, & réciproquement; d'où
réfulte l'équation fuivante qui fatisfera de mêm.e à la queftion,.

Ces formules délivrées de fraftions donneront les deux éqiia-

îions rationnelles de l'ordre indéfini /2»
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I,

1 1.

389. Mais on peut aufii prendre pour n des nombres frac-

tionnaires dans les formules (y" H- —jP & (j"— -^) Ç. Si

au lieu de n, on écrit les nombres -, -, -, -, &c. , l'irra-

tionalité difparoîtra d'elle-même des équations générales qui

en réfultent; car on aura :

y il y ay\/ay a'-
y'y ay

y — '^ /^ y^ — "^ f> j^— '^^ T7- o
-\- + -^ -+- ^TT-:— ^-^ ^'c.

Yiiy ^- ayyay a^y'-y ay

ou cette autre équation

0== i:±içiH_>:î:^^+-^-r+&c.
ayy ay a'j^yay

y + ^

<2yay

y— rt

p R-+--^r~^T-\- &c.
^/ <7j <7yy<î)' ay[/ay

Ces équations, délivrées de leurs fractions, fe changent en

celles-ci :
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tx

390. Il efl: à préfent facile de trouver, au moyen de ces

quatre équations, quelles font les lignes de chaque ordre qui
réfolvent le problême. D'abord, pour le premier ordre, la ligne

droite parallèle à l'axe A

P

, &z pafTant par le point B, fatif-

fait ; enfuite, pour le fécond ordre, les deux premières équa-
tions , en faifant /2=1, donnent a a a;j/ -{-J'y— aa^^^o
équation que l'on tire de la féconde formule, en faifant

N=ax, F = i Se Q= o ; car la première ne donne au-
cune ligne courbe; mais les deux dernières, en faifant n— o
donnent y f^ -+- ^x) :àz: a (a.— ë x)= o. Quant aux licrnes

du troifiéme ordre, les deux premières équations donneront
en fuppofant n = i ,

o=^ay (a-h S X x) -\-yy (y -1- ^x)

-h a a (y cT x)
&

o= a.axy -\-yy (y -f- J'xJ

— a a (y— J" xj

& les deux dernières donneront, en fuppofant n=o &:n= 1

o == y (ct-{- € X -^ y X x)

i a (a.— C X -h y X x)

&

^a'jy('a— €x) =i= a'

On trouvera d'une manière femblable celles des courbes des
ordres fupérieurs, qui faîisferont à la queftion.
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CHAPITRE XVII.

JDc la Manière de trouver les Courbes en vertu d'autres

Propriétés.

391. Les queftions que nous avons réfolues dans le cha-

pitre précédent, étoient de nature à être facilement ramenées
à une équation entre des coordonnées

,
qui formoient entre

elles des angles ou droits ou obliques. Nous allons donc exa-

miner à prélent d'autres propriétés qui ne fuppofent pas cx-

preffément que les appliquées foient parallèles entre elles;

comme s'il étoit queftion
,
par exemple , d'un examen rela-

Pî.îX.Flg.Si, tif à des lignes droites menées d'un point donné à la courbe.

Soit C le point d'où les droites CM, CN, font menées à la

courbe; & propofons - nous quelque propriété qui concerne

ces lignes; il faudra s'écarter de la méthode fuivie jufqu'ici,

d'exprimer les courbes par des coordonnées, pour introduire

ces droites dans l'équation.

392. Comme il y a plufieurs manières de repréfenter la

nature des lignes par des équations formées entre deux varia-

bles, nous prendrons, dans la circonftance aftuelle, pour l'une

de ces dernières quantités la droite CM menée du point C à

la courbe ; &, comme il faut une autre variable pour déter-

miner la pofition de cette droite , on prendra pour axe une

ligne droite CA menée à volonté par le point C ; & l'angle^

A CM, ou une quantité quelconque qui en dépende, fera

très - propre à tenir lieu de l'autre variable dont on a befoin.

Soit donc CM=i, & l'angle ACM=(p, dont on fait en-

trer le fmus ou la tangente dans l'équation ; il eft clair que,

fi on a une équation quelconque entre ^ S^Jin. <p ou ta^^g- <P>

elle fera connoître la nature de la courbe ; car pour chaque

angle ACM on aura la longueur de la droite CM; ce qui dé-

terminera par conféquent la pofition du pointM de la courbe.

393«
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39}. Examinons un peu attentivennent cette nouvelle ma-
nière d'exprimer les courbes, & d'abord égalons la diftance

T à une fonâion quelconque du fînus de l'angle <p y fi cette

tonftion eft uniforme , il fembleroit que la droite CM de-

vroit rencontrer la courbe en un feul point M , parce qu'il ne

répond à l'angle A CM=(p qu'une feule valeur de la droite

CM. Mais, li on augmente (p de deux angles droits, la pofi-

tion de la droite CM menée par le point C fera la même, avec
cette différence qu'elle tombera en fens contraire ; & il en
réfultera ainfî une autre interfeflion de la même droite CM
avec la courbe

,
quoique :^ foit égal à une fonction uniforme

du finus de l'angle <p. Si
,
par exemple , P repréfente cette

fonftion du finus de l'angle <p, ou fi i=P, ce qui détermine
le point M de la courbe; qu'on augmente enfuite l'angle cp p1.1x.Fig.82,

de deux angles droits, ou qu'on faffe fon finus négatif, de
manière que P devienne Q , ou que ^ = Q ^ on obtiendra

une nouvelle interfeftion de la même droite prolongée CM
avec la courbe m , en prenant Cm= Ç.

394. Ainfi, quoique P foit une fonction uniforme du finus

de l'angle (p , cependant la droite CM, menée fous un angle
donné A CM= (p par le point C , rencontrera la courbe en
deux points M &L m, k moins que Q ne foit =

—

P. Donc,
fi chaque droite CM r\e doit rencontter la courbe qu'en un
feul point, cette quantité P fera une fonftion impaire du finus

de l'angle <p. La même chofe a lieu , fi P efi: une fonftion im-
paire du cofinus de l'angle ip. Toutes les courbes que les droites

menées de C couperont en un feul point, feront donc renfer-

mées dans cette équation :^
= P, û P eu. une fonftion im-

paire du finus ou du cofinus de l'angle A CM= (p.

395. Puis donc que les courbes qui font coupées en un Pl.IX.Flg.Su

feul point par les droites tirées du point C, font renfermées
dans l'équation :^= P, P étant une fonftion impaire du finus

& du cofinus de l'angle (p , ou une fonction dont la valeur
devient négative, lorsqu'on prend négativement le finus & le

cofinus de l'angle <p , il fera facile de trouver pour ces fortes

de courbes une équation entre les coordonnées perpendicu-
laires. En effet, ayant abaiffé du point M" fur l'axe CA h per-

EuLER, Imroduclion à L'Anat, injin. Tome II. 3 Dd
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pendiculaire MP, fi on fait CP= x,PM=y, on aura

^= fin. (p, & - = cof. cp,- d'où il fuit que, fi P eil une fonc-

tion impaire de - & de —
_, toutes ces courbes feront renfer-

mées dans cette équation {^-r*. En commençant donc par les

plus fimples , on aura :

{
= CL X Cy y 7 cT?

l i X y

& paffant enfuite aux puiffances plus élevées

a X

l AT

cT^ 1x3 K^'-y Il X V*

ï
=

y V i' e

1 XX

yi X l XX

396. Si on divife cette équation par i, il ne reftera plus que
des puiffances paires de ^ ,• par conféquent , comme ^=
\/(xx-\-yy), en éliminant :^, on fera difparoître toute irra-

tionalité ; & il reliera une équation rationnelle entre x 8zy.

L'équation fera donc telle que l'unité, ou une quantité conf-

iante, fera égale à une fonftion de— i dimenfion de x &' de y.
Si P eilune fonftion de cette nature, on aura C= P, Si par-

tant -==t -y mais p efl une fonction d'une dimenfion de x &c

dey ; d'où il fuit que, û on égale à une confiante une fonftion

quelconque d'une dimenfion de x 3l àe y , on aura l'équation

de la courbe, que les droites menées par le point Crencontrent

en un feul point.

397. SoitPunefontliondewdimenfionsdex&dej',, & Çune

fonélion de;2-4- i dimenfions deA:& de^y, p fera une fonftion

d'une feule dimenfion ; & conféquemment toutes les courbes,

que nous confidérons ici, feront renfermées dans Téquation

p==c, ou Q=cP. Ainfi, n défignant un nombre quelconque,

Féquation générale de ces courbes fera ax"^'- -h &xy -i-
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^.v"~'v- -h J'x"""'y ' + s x"'~'''y'^ H- Sec. = c (A a;" -t-^ Ar"~'y-H

Ca-"~^^ H- Z>a:"~"^j5 _^ &C.J. Les lignes de chaque ordre

que les droites menées du point C coupent feulement en un
point, feront donc comprifes dans les équations fuivantes :

T.

a. X -\- & V= C

II.

ax--\- Cxj -+- yj ' =c(Ax-\-By)

I I I.

ax'-\-Qxy-^yxy^-^-<^y^ =c (Ax' -\-Bxy H- Cy')

I V.

ctx^-+-&x^y-{~yx^y~-^i^xy'>-^iy''= c(Ax^-\'Bx^y-^Cxy^-{~Dy'')

Sec.

39S. D'abord, la première équation fait voir que la ligne

droite fatisfait; & que par conféquent elle ne peut être cou-

pée qu'en un point par d'autres droites menées par un point

donné. La féconde eft l'équation générale des Seftions Co-
niques, pourvu que la courbe pafTe par le point C; cette der-

nière interfeftion étant commune à toutes les droites qui par-

tent du point C, on ne la compte point; &, puifque les

feftions coniques ne peuvent être rencontrées par une droite

quelconque qu'en deux points, il s'enfuit que toute droite

prife à volonté fur un point quelconque C de la courbe , ne
donnera qu'une interfe6lion. Or les courbes des ordres fuivans

paffent toutes par le même point C,- ce qui donne à la vérité

une interfeftion, mais dont on ne tient pas compte, parce

qu'elle eil: commune à toutes les droites qui paffent par ce
point. C'elt pourquoi les équations précédentes ne contien-

nent des courbes des ordres fupérieurs que celles qui font cou-

pées en un feul point par les droites tirées du point C. Nous
sDdij
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avons donc fait une énumération complète de toutes les

courbes algébriques que les lignes droites, menées par un
point donné C^ ne rencontrent qu'en un point.

399. PafTons à préfent à la recherche des courbes que les

droites menées par le point C coupent en deux points, ou ne

rencontrent nulle part, lorfque les racines de l'équation qui

indique une double interfeâ-feion , deviennent imaginaires.

Puifque la droite CM=i doit avoir pour chaque angle ACM
==(p une double valeur; elle fera déterminée par une équation

du fécond degré. Soit donc {{— P i-\- Q^= o , oh. P ^ Q^
doivent être des fonftions de l'angle <p, ou bien de fon finus

ou de fon cofmus. Mais, puifque la droite CM ne doit cou-

per la courbe qu'en deux points M & N , non feulement P
& Q doivent être des fonftions uniformes, mais il faut encore

qu'en augmentant l'angle <p de deux angles droits , il n'en ré-

fulte aucune nouvelle interfettion ; ce qui aura lieu, lorfque

P fera une fonftion impaire du fmus & du cofinus de l'angle

<p , de forte qu'il prenne une valeur négative lorfque le f.nus

& le cofinus font pris négativement ; mais alors Q^ doit être

une fonâion paire du même finus & du même cofinus.

400. En fuppofant les coordonnées perpendiculaires CP=x
&PM=y i on aura -==/z/z. (p& =cof. ç i P devra donc être

une fonftion impaire de-& de-, & Q une fonftion paire de

- & de — . Il fuit de là que - fera une fon6Hon rationnelle de

a: & de j, & une fonftion homogène de— i dimenfion. Sem-

blablement, ~~ fera une fonftion rationnelle & homogène de

— 2 dimenfions de;icr&de j. Si donc on fuppofe Z une fonftion

homogène de (n-+-i) dimenfions, M une fonftion homogène
de (n-^\) dimenfions, &iV^une fonftion quelconque de n di-

menfîons de a: & de y,- la fraftion — donnera une fraftion
-^ L

P N . Q
convenable pour - , &: - une fonftion convenable pour -—;

.

p Q
Ainfi, puifque 7;r

—-^{H- Q.=o, on aura i 1 = o.
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D'où l'on conclura pour les courbes qui font coupées en deux

points par les droites qui pafîent par le point C , l'équation

générale 1 — y -i--= o, ou L—M-{-N^=Oy dans laquelle

P= ^^ , & (2= ^^= A^U^v + yy)^. p fera donc une fonc-

tion irrationnelle de x & de v, à caufe de :^= C^ x--\-y-) i

& Ç une fonftion rationnelle de dimenfion nulle.

401. Il fera aifé maintenant d'avoir les lignes de chaque

ordre qui font coupées en deux points par les droites menées
par un point donné C, ou qui n'en font rencontrées nulle part.

11 n'y aura qu'à faire pour le fécond ordre n==o, & on ob-

tiendra l'équation la plus générale des Seftions Coniques :

axx-h êxj -h yyy— cT^r— sjK+C= o*

En quelque endroit donc qu'on prenne le point C , toute droite

menée par ce point coupera la feftion conique en deux points, -

ou ne la rencontrera pas du tout. 11 peut cependant arriver

qu'une droite ne coupe la courbe qu'en un point; mais comme,
parmi la quantité infinie de lignes menées par C , cette pro-

priété ne convient qu'à une ou deux tout au.plus, cette excep-

tion ne peut être d'aucune importance, & on peut même
expliquer cette efpèce de paradoxe en difant qu'une des inter-

férions a lieu à une diftance infinie; c'efi: pour cela que cette

exception eft cenfée n'apporter aucune atteinte à la généra-

lité de la propofition que nous venons d'avancer.

402. Pour favoir, au refte, dans quel cas cette exception a

lieu, il faut ramener l'équation entre x ^y k une autre_ qui

contienne { & l'angle A CM=(p. L'équation , à caufe de

y= {fit. <p &: dex=
i cof. <p, fe changera en celle-ci;

;j' (a(cof. <p)--\-Q.Jin. <p . cof. <?-l-> (Jin. (p)-)~~{(<^ cof. <p -+ ifin. <p) -\- '(=0,

On voit par là que, (\ le coefficient de ^- eft égal à zéro, une

feule interfeftion a lieu; ce qui arrive par conféquent , lorf-

que Ci -f- ê . tang. <p -\- y ( tang. ip y = o. Donc , fi cette

équation contient deux racines réelles , il y aura deux
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cas où ïa droite menée par le point C coupera la droite

feulement en un point. Mais, comme les racines de la même
équation indiquent les afymptotes de la courbe , il efl: clair

que les hyperboles ne font coupées qu'en un point par les

droites parallèles à une afymptote ; & il ne pafié par le point

Cque deux lignes qui aient cette propriété. Dans la Parabole,

il n'y a que la droite parallèle à l'axe qui fouffrira cette ex-

ception. Mais, fi la fecHon conique eft une Ellypfe, en quel-

que endroit qu'on place le point C , toute droite qui y paf-

fera, ou rencontrera la courbe en deux points, ou ne la ren-

contrera nulle part.

403. Les lignes du troifième ordre qui jouiffent de la même
propriété fe trouveront, en fairant/z= i , comprifes dans cette

équation ;

a x'''
-\- Cxy -h- •} xy' -V- iy''— s ,v*— ^xj'— «j^-f- ô x-j- /_y=o,

formule qui renferme toutes les lignes du troifième ordre, qui

par conféquent font toutes propres à fatisfaire à la queftion
,

pourvu que le point C foit pris fur la courbe même; car, en

faifant x= o , la valeur de y devient en même temps nulle.

Scmblablement, pour les courbes du quatrième ordre qui con-

viennent au cas préfent, il faudra que le point Cnon-feulement

foit un point de la courbe, mais en foit un point double; ainfi

toute ligne du quatrième ordre qui aura un point double fa-

tisfera à la quefiion, pourvu que le point C foit placé fur ce

point. Mais (i C étoit un point triple, alors toute droite me-
née par ce point coupera la courbe en un point unique ,

&
î?ppa4-Liendra au cas que nous avons examiné en premier lieu.

Les lignes du cinquième ordre fatisferont pareillement , fi C
eft placé fur un point triple ; & ainfi des autres. Mais il ne

faut pas perdre de vue que, fi la droite menée par le point C
eft parallèle à quelque afymptote droite, ou à un axe parabo-

liquç , il n'y a réellement qu'un feul point d'interfeftion
,

l'autre fe trouvant à une diftance infinie.

404. Tout cela s'accorde à merveille avec la nature des

lignes de chaque ordre ; car, puifqu'une ligne d'un ordre quel?'



EN VERTU d'autres PROPRIÉTÉS. Il <y

conque peut être coupée par une droite en autant de points

que l'expofant de l'ordre contient d'unités; (& elle elt en
effet coupée en autant de points , à moins que quelques-unes

des interleftions ne deviennent imaginaires, ou ne.fefalTent

à une dilliance infinie) &: que nous tenons compte ici de
toutes les interférions, foit réelles, (bit faites à une diftance

infinie, foit imaginaires; & que nous excluons feulement

celles qui ont lieu au point C, il eft clair qu'une ligne de l'ordre

n devant être coupée en n points par une ligne droite quelcon-
que, le point C doit être placé en un point multiple du degré
n — 2

,
pour qu'il en réfulte une interfeftion double.

405. Ces remarques une fois faites, il fera facile de ré-

foudre les problêmes qu'on propofe ordinairement fur la relation

entre deux valeurs quelconques CM &i CN de ;^, ou de faire

voir au moins fi la folution convient ou ne convient pas à

toute rigueur. Car, comme les deux valeurs de ^, CM di. CN,
font les racines de cette équation :^^ — -^T+ Q^^i ^*^ur

fomme fera= Pj & leur re6fangle CM.CN= Q. Par con-
séquent, fi on vouloit des courbes dans lefquelles la fomme
CM -\- CN fijt par-tout une fomme conllante, il faudroit que
la fonftion P tût confiiante. Mais comme d'ailleurs, par la na-
ture de la quefi:ion, il faudroit que chaque droite menée par
le point C rencontrât la courbe feulement en deux points, il

feroit néceffaire que P fijt =~= ^('^^ + yy)
^^.j.^ 399);

quantité qui , à caufe de l'irrationalité qu'elle renferme , ne
peut jamais être conftante. Il n'y a donc point de courbe qui
îatisfaffe proprement à cette queftion.

406. Mais, fi on rejette la condition qu'il y ait feulement
deux points d'interfeftion avec la courbe pour chaque ligne
tirée parle point C, & qu'on demande des courbes qui, à la

vérité, foient fufceptibles de plus de deux interférions, m.ais

parmi lefquelles il s'en trouve deux telles que CM -h CN
foient une quantité confiante ; on pourra en obtenir une infinité^

en faifant P = à. cette quantité confiante CMh- C N=a.
Car on aura :^:^—' a

i
-\- Q= o, Q défignant la fonérion

-^- i Se en faifant difparoître l'irrationalité de cette équa-
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tion, on trouvera "'^{'= ft{ H- Q.)\ ou a^ = ;^- fi-^-j^

ou a'L'= ( xx-hyj ) ( L' -+- xLN -\- NN ) , équation

dans laquelle L efl une fonftion homogène de /r -+- 2 , & iV

"une fonftion homogène de ;z dimenfions de x & de j. Ainfî

on trouvera la courbe la plus fimple qui réfoudra la queftion

dans ce fens , en faifant L^= x x -{- yy 8i N= ^^l h ^ ce

qui donnera aa (x x -hy y) =^ (x x -\-yyd!=.hby^ ou une

ligne complexe du quatrième ordre; car cette expreliion com-
prend deux cercles concentriques en C. Les courbes con-

tinues les plus {impies qui fatisfont à la queftion font du
fixième ordre, & on les obtient en faifant L= cLxx-\-Ç>xy

^yy' & N='^bb, d'où réfulte pour ces courbes l'équation

a^ (a,x'-\-èxy'^yy'y= (x'+y')(oLx'-\-€xy-{-yy'^±zbby.

Soit a=i, Q^=±ia & >=o; on aura y'-f-;c'=—r-^^—ttt. »

x\/ {daxx—< x^ -r^Cil b

h

X X— b^")

OU J= j;^^,
.

407. Mais , fî on rejette les folutions qui fuppofent que les

droites menées par C rencontr-ent la courbe en plus de deux

points , condition que paroît exiger l'état de la queftion , on

ne pourra plus dire qu'il y ait des courbes qui fatisfalTent ;

&
,
par conféquent , il n'exiftera aucunes lignes continues

qui foienî coupées feulement en deux points M & iV" par des

droites menées par le point C, de manière que la fomme
C M -\- C N foit confiante. Si au contraire on demandoit

des interférions, en vertu defquelles le reftangle CMx CN
dût être une quantité confiante

;
propriété qui appartient au

Cercle, en quelque endroit que foit placé le point C, on pour-

roit trouver une infinité d'autres lignes courbes qui auroient

la même propriété. En effet , il faudra pour cela que Ç foit

une quantité confiante, ou égale au reftangle CM . CN,
que je fuppofe= a a; hypothèfe qui ne répugne pas, à caufe

que Q^ == -j^ i &: qu'il efl par conféquent une fonftion ration-

îielle de x & de y.

408. Soit donc -~= a a, ou L= —^= —
. Les

courbes
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courbes qui iatisfont feront toutes contenues dans cette équa-

tion i^^^^i-tiZ2—M-l-iV==o, oxiMaa==N(x'-^y-hci'),

où AI déiîgne une fonftion quelconque homogène de /2 -4- i

dimenlîons, Se N une fonftion homogène de n dimenfions de

de j, de manière que — = ioit une fonc-

tion d'une feule dimendon de x & de y. Cette équation ren-

ferme donc toutes les courbes qui , coupées feulement en

deux points M Sz JV par les droites qui pafTent par le point

C, donnent par-tout pour le reftangle CM. CN une quantité

conftante= a a,

409. Puifque — efb une fonftion homogène d'une dimen-

fion de AT & dey, le cas le plus (impie qu'on puiffe obtenir

fera celui où l'on fera—= ^^^^ -i fuppofition qui donnera

cette équation x x -^yy— a (a x-\-CyJ-^aa=o , laquelle

appartient au Cercle ; & , comme on a par là l'équation gé-

nérale de cette courbe entre les coordonnées perpendiculaires,

il eft évident que le cercle fatisfait à la queftion, quelle que
foit la pofltion du point C, comme on le fait d'ailleurs par

les élémens. Il n'y a donc parmi les Sections Coniques que
le Cercle qui fatisfaffe à cette quellion; mais parmi les lignes

des ordres fuivans on en trouvera une infinité qui fatisferont,

& même toutes celles de chaque ordre qui peuvent convenir.

Ainfi les lignes du troifième ordre qui jouilfent de cette pro-

priété, feront comprifes dans cette équation:

ux X -\- Cxy -\- yyy x x -{- yy -{" '"^

a^S'x -^ e y) aa

ou

(S'x-^iy)(x^-^y^)—a(oLX^-{-ëxy-^jy')^a'(ê'x-\-îy)=^o.

On trouvera d'une manière femblable celles des lignes des

ordres fuivans qui pourront fatisfaire.

410. Propofons-nous à préfent cette queftion. Parmi toutes

les lignes courbes qui font coupées en deux points par des

EuLER, Introduclion à l'Anal, infin. Tome II. 3 E e
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droites menées par le point C, trouver celles dans lefquelles

la fomme des quarrés CM^-{-CN' eft une quantité conll-ante,

0VL = aa. Puiique CM-^CN=P S^ que CM.CN=q,
on aura CM -{- C N-== P P — iÇ; il faudra donc que

PP— 1 Q^^=iaa, ou que Ç= —
. Ainfi , à caufe

de /'=—i & de <2= -^, on aura —j^= ——1-^— laa^

o ^, ^^ MM aaL ,

ik par conlequent iv =

—

i équation qui ne ren-

ferme aucune contradiftion, par la raifon que Z eft une fonc-

tion de n H- 2 dimenfions , M une fonftion de /2 + i di-

menfions, & iV^une fonftion de /2 dimenfions des variables

X Si y. Ayant donc pris pour L &: pour JV/de telles fonftions,

on aura A^=—r ~ ; d'où réfulte pour les courbes qui

fatisferont à la queftion, l'équation générale:

_ ,, MM aaLL— M 2L II

ou

laquelle , fi M= o , donne un cercle dont le centre eft en

C, & qui fatisfait à la queftion, comme cefa d'ailleurs eil

évident.

411. Suppofons /2 -f- I = o , de forte que M foit une quan-

tité confiante =^ 2/^&Z = a;c + èy ,• nous aurons une
ligne du quatrième ordre exprimée par cette équation :

(ax-\-^yy(x'-^y'—a')-~zh(ax-\-èy)(x'->ry')-^lb'(x'-¥y')=0^

On trouve une autre équation du quatrième ordre, en faifant

L= x X -ir-yy S^M=i(a.x-{-èy)ai car alors l'équation

étant divifée par x x x -+- lyy donnera :

(x'-^-y'y—ia(ax-]-CyXx''-)~y'J-\-la'(ax-h€yX-—a'(x'-^y'')=0.
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A moins donc que la divifion ne fe faiTe par x x -h j y ,
l'équation ci-deffus, ou, (en mettant 2 M an lieu de M)
celle-ci :

fera toujours de l'ordre in -{- 6. Donc on obtient de chaque
ordre pair une équation pour une courbe qui doit fatisfaire.
Mais, s'il arrive que L ioit diviiïble par xx -^yy ; ou que,N dé/ignant une fondion quelconque homogène de n dimen-
sions -de X & â^ty, on ait L= (xx^yyJN, on obtiendra
cette autre équation générale de l'ordre 2/24-4,

N^-(x^'-^y^y~-LMN(x^-\-y^)-^xM^-~a^N-'(x^-^y^)=..0',

d'où il réfulte que chaque ordre pair donne deux équations
pour les courbes qui font douées de la propriété donnée. C'efl
ainfi que l'on trouve que les courbes du fixième ordre com-
priles dans les deux équations fuivantes , fatisfont :

(^x'-\-^xy-^yy^y-(x^^y^—a')—^a(^x-\-,yXx'--\-y^)

Co.x'--i-Cxy-hyy'~a(J'x-hey))= o,

&
(<^x-{-iyy(x'-hy'J(x'-hy'—a'-)= la(ctx'-\-Cxy-hyy')

((^x-{-,yXx^-i-y^J— a(ux'--i-Cy''-^yy^)).

Il n'y a donc point de lignes d'un ordre impair qui puiffent
refoudre la queftion.

412. Si on demande à préfent non pas des courbes, dans
lefquelles h fomme des quarrés CM'-hCN' foit confiante,
mais dans lefquelles C M' -h CM. CN -+- CN\ ou généra-
lement CM'-^n.CMxCN-^CN^ foit une quantité conf-
tante; on réfoudra le problêm.e de la manière fuivante. Car,
puifque CAr-{-n.CM.CN-^CN'-=P^-^(n—z)(l, o" fera

P'-h{n—2jQ=aa, à'ob. Q=l^^—
^ équation évidem-

3 E e ij
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ment admifiiblc ; ainfi P étant = --^ & Ç=—^, on aura

' — ^ay & par conlequent iV=-

; —-r. Mais l'équation à la courbe eft L— Af-|-iV=o:
( n— 1 j Z 1 '

on aura donc, pour remplir la condition que CM'-^n.CMx
CN -^ C N' doit être une quantité confiante = a a , cette

équation :

(n—l)L'i'—(n— l)LMi--i-a'L'—M'f= 0'^

ou, à caufe de :^^i=xx-{-yj ,

une fonftion de /;2 4-2, & M une fonftion de;;z-H-i dimcnfions

de A'& de V. Soit iVune fonction quelconque homogène de m
dimenfions , & Z= (^x-^yy) Ni on aura cette autre équa-

tion générale :

a^(x'-\-y'')N'^(n~-i)(x'->ry''yN'~(n—i)(x'-^y^-)MN—M'= o,

413. Si on fuppofe /2=2, de forte que (CM-^CN)^^=a''^
on aura ou a^L^= (x^->!-y- ) M\ ou M'= a (x' -^y-)N\
Or ces deux équations, étant homogènes, en contiendront

chacune deux , ou davantage, de la forme ay= € x ; & par

conféquent on ne pourra fatislaire à la queftion qu'au moyen
de deux lignes droites , ou d'un plus grand nombre, qui fe-

ront menées par le point C. Mais, comme ce n'ell p.is rcibudre

le problême dans le fens qu'il eft propofé, il eft évidenr qu'il

n'eft fufcepnble d'aucune folution, comme nous l'avons déjà

remarqué ci-deftus. En effet CM -^ CN à&\vo\t être eg.U à

une conftante a. Mais, fi on fait /2=— 2, de man^'ie que le

quarré de la ddterence (CN— C M)\ & par fuite la diffé-

rence même MN foit une conftante , on trouvera ces deux
équations :

aa L L= (x x-\- yy)(i. L— M)^
&

aa(xx-^yy)NN=(l(xx-\-yy)N— Mj';
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d'où l'on tirera la folution la plus fimple, en faiCant A'= i &M= 1 hx i car on aura :

aa ( X X -]-yy) = ^(xx -^Jy~h x) '

;

ou
, en fuppofant a a= 8 c c ,

(xX -\-yy) '=:i(cc-\-hx)(xx-^yy)— hhxx.

Donc xx-\-yy=^cC'A-bx^^c\/(cc-\-rbx),

&
y=\J(cc-^-hx—xx^^c\/(cc-^%hx)).

4H. II y a donc une infinité de lignes courbes qui font
coupées en deux points M & iS^ par les droites menées par
le point C , de manière que l'intervalle ¥iN ibit toujours,
confiant; & d'abord il cit évident que le cercle, dont le
centre eft en C , fatisfait à cette condition; car l'intervalle
MA^fera par-tout= au diamètre du cercle. Or le cercle fe
conclut des équations générales, en faifant M=-o. Enfuite^
les courbes qui, après le cercle, fatisfont, font des lignes du
quatrième ordre exprimées par cette équation a a (xx-\-yy)= 4 (xx-\-yy—bxy & par cette autre aaxx=^(xx-\-yy)
(ix— ib)\ Pour connoître la figure de ces courbes, il fau-
dra revenir à l'équation entre ^ & l'angle (p. Puis donc que

^^-^yy^ll, ^ x==icof. (p , & y= ^Jin. (p, en fup-
pofant a= z c , on aura d'abord :.

'*•

^^11= (il l^lCof. <py OM b .cof. cp =t c= ^z-

puis

c c (cof. (p)'= Cl ^^/ <P —^0' ou 7=^— =b c.
"- ' •- coj. 9

Ce qui donne pour ces courbes une conftruftion facile.

415. En effet, pour conflruire la courbe exprimée par l'é- pi.ix.F;g.83,
quation ^=b . cof. (p-^c, on mènera par Cune droite y1 CB , 84,85.
fur laquelle on prendra CD= b , 8i h partir du point D, on
prendra de part & d'autre DA~DB=ci d'abord les points



ixi DE LA Manière de trouver les Courbes
A ôc B appartiendront à la courbe. Enfuite, ayant mené une
droite quelconque JVCM par C, on abaiffera du point D fur

cette ligne la perpendiculaire D L, & on prendra de part &
d'autre du point L , L M== L N= c ^ les points M & iV
feront à la courbe cherchée , & par conféquent l'intervalle

MTV^fera par-tout =^ zcj comme l'exige la queftion.

rig.83. Remarquez ici que, fi CD = b ell plus petit que c, la

courbe aura en C un point conjugué.

Fig. 8). Mais, fi b'^=c, la courbe aura en C une pointe, l'intervalle

A C de\ enant nul,

Fig S^. Enfin , fi ^ efl plus grand que c, le point A tombera entre

C &L B ; &c\di courbe aura en C un noeud ou un pomt double.

Au refi;e, ces courbes auront pour diamètre la droite ACB ,

& la perpendiculaire à celle-ci EC F (exix = z c.

pi.I5CFig.86. 416. Outre ces courbes du quatrième ordre qui reviennent

fur elles mêmes, il y en a d'autres du même ordre qui fatif-

font , & qui s'éloignent à l'infini. Elles font comprifes dans

l'équation 7=—:

—

=t:c. En voici la conilruftion : Ayant

mené par C la droite principale CAB, on prendra CD=b;
& fi on prend DA^=D B^^^c^ les points A &: B feront à la

courbe. On mènera enfuite par Z^b perpendiculaire EDF} &
en tirant une droite quelconque CL, & fuppofanr l'angle

JD C L= (p, on aura C L^=^—-— . On continuera de prendre
coj. 9 *

LM=LN=c , & les points M & N détermineront la

courbe cherchée. Il eft clair par cette conftruftion que la

courbe ainfi décrite eft la Conchoïde des anciens, qui a le point

C pour pôle & pour afymptote la droite E

F

, vers laquelle

convergent déplus en plus les quatre branches de la courbe.

La portion hB h fe nomme la Conchoïde extérieure, SzgAg, la

Conchoïde intérieure. Outre ces parties , il y a en C un point

.conjugué.

417. Telles font les lignes du quatrième ordre qui fatisfont;

îTiais il eft aifé d'en trouver, autant qu'on voudra, des ordres

fupérieurs. Car fi P eft une fonftion impaire du finus & du cofi-

îîus de l'angle <p , alors l'équation ^=:b F'^c repréfentera
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une courbe continue que toutes les droites menées par le point
C couperont en deux points M &iV, de manière que l'inter-
valle MNioiz conllant &= ic. Toutes ces courbes peuvent fe
rapporter au genre des Conchoides

, en fubftituant à la direc-
trice E F une ligne courbe quelconque exprimée par l'équa-
rion

i= bP. Or nous avons vu ci-deflus que cette équation
renfermoit les lignes courbes, que les droites menées par le
point C ne rencontrent qu'en un feul point. Ainfi , comme
1 intervalle c eft arbitraire, on pourra, au moyen de chaque
courbe

i= b-P, en décrire une infinité d'autres qui auront la
propriété qu'on demande.

/-^'n rS^'^"
-^'^"j^' P" exemple, à volonté la courbe pi ix Fi. 87

^ L D Lt, qui ne doit être coupée que dans les points uni-
ques D , L, par toutes les droites menées par le point C,
Alors, fi fur chacune de ces droites CL prolongées on prend
oe part & d'autre du point Z des intervalles égaux L M=-
\ \' ^ ' ^" P°^"^^ M S: N appartiendront à la courbe
cherchée. Ainfi donc on pourra décrire d'un mouvement con-
tinu la courbe AMPCq^BNRC, que les droites menées
par le point Ccouperont en deux points M & N , de manière
que l'inteivalle MNiow touiours une quantité conihnt€= 2c.On doit obferver ici que , fi la courbe CE DF eH un cercle
qui pahe par le point C, la courbe décrite fera irmême Hgne
du quatrième ordre

,
que nous avons trouvée d'abord art. 414.

419- Nous avons donc ainfi farisfair à la quefîion qui con-
liitoit a trouver les lignes courbes AMN

, qui fuflent cou-
pées par les droites menées par le point C en deux points M^ JS/, de f.çon que CN—CM ou CM^~iCM.CN-i-CN^ PI ix Fi. «ieut touiours une valeur conftanre. Développons encore en peu
de mots le cas où CM'-^ CM. CN-^ C N^ doit être une quan-
tité confiante. On fera donc, dans l'art. 41^, „ == j

. ce qui
donnera cette équation:

aaLL= (xx-hyjXL'~LM-+-]ir-Js
L étant une fonaion de /72 h- 1 , & ,lf une fonclion de m
dimenhons de x & de j,- ou bien cette autre-ci:
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a'(x'-^y')N'= (x'^-^y'yN'—(x'-\-y')MN-¥-M\

dans laquelle M eft une fonftion homogène de a: & de j,
qui furpaffe d'une dimenfion la fonction N,

420. On voit d'abord que , fi on fait M= o, on a un
cercle dont le centre eft placé au point C. Comme toutes les

droites menées du centre à la courbe font égales, il ell bien

clair qu'il iatisfait aufli à toutes les quertions de ce genre. Mais,

pour le cas préfent, on trouvera les courbes les plus fimples,

en faiiant dans la première équationM=b & Z=x; & on aura :

aax X= (x X -^yy)(x x — h x -\- b b)

ou

yy -— XX [a a—bb-\- b x—<xx^

bb— b X -\- X X

Et fi dans l'autre équation on fiippofe N= i & M=bx

^

on aura encore une ligne du quatrième ordre :

aa(xx-+-yy)==Cxx-hyy)^—éx(xx-\-yyJ-{-bbxx

ou

x'-^y'= -bx-i- ~a'd!=^(Lai -{- - a'bx—^ b'x'-)

i

2 2 \ 1:^ 2 t\ y

laquelle fatisfera à la quefiion aufFi bien que la première.

421. Ces quefl:ions réfolues, confidérons les puiflances plus

élevées des deux valeurs de
^
qui proviennent de l'équation

ll—Pl-^Q=o, F étam= ^&: <2= -—^- Ici l re-

préfente une fonéli^n homogène 6e n -\- 2, M une fonc-

tion de /z -h I , & A^ une fonftion de n dimenfions de x & de

y; &: x=k rabfciffe CP, & j= à l'appliquée PM. Suppo-
fons donc qu'il foit queft:ion de trouver deux interférions M
& N, telles que C M' -h CN^ = a\ Comme, par la nature

de l'équation ^^—P^-^Q:=q^ CM-^CN'^P^'—^PQ,
on
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011 devra avoir P'— 3^(2=^'; équation qui ne peut avoir

lieu, à caufe que /''"& P Q^ font des quantités irrationnelles.

On ne peut donc , rigoureufement parlant , fatisfaire à cette

queftion ; mais , (i on n'a pas égard au nombre des interfec-

tions
,
quoiqu'il y en ait plus de deux, on pourra trouver un

nombre infini de courbes qui fatisfont , en fuppofant Q_=^

~— , & en prenant pour P une fonction quelconque du

finus & du cofinus de l'angle ACM^=^ <p.

422. Mais fi on veut avoir des courbes dans lefquelles

CM^-\-CN^=^a\ on devra faire P^—4P'Q_-^^(l(l=a'

i

équation qui n'implique pas contradiftion , parce qu'elle ne

renferme aucune irrationalité. On devra donc avoir Q^=PP
-hy/r-P^H- ;^a+V- fonftion qui, malgré le figne radical,

peut être regardée comme uniforme, parce que, fi on prenoit

négativement y/r^P^H— a+\ il en réfulteroit pour i^; des valeurs

imaginaires. On aura donc—^=—-j—hy (—77+ "^ j»^

puifqu'on a pour la courbe L ^^ '

^^ -^.> - - ^

^U ^ ^ A^î'
,

^i\

L
on aura

T

L

f+-2T-+\/(
= o. On aura conféquemment , en faifant difparoître le

radical,

ou

expreffion qui comprend toutes les courbes qui peuvent fatis-^

faire.

423. Il y a une autre manière plus facile, ainfi que nous

l'avons vu ci - deffus art. 372 , de réfoudre cette queftion &
les autres femblables. En effet

,
puifque CM . CN= Q , Ci

l'une des deux quantités CM& CN e{\i= i, l'autre fera

EuLER, Introduolion à CAnal. ïnjin. Tome II. 3 F f
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=-=— , à caufe de 0= -^. Par conféquent, fi on doit

avoir C Aï" -i- C N"= a" , cette équation deviendra {" -h

--i-= a'' ou z"=-—77. Si n eft un nombre pair, elle eft

rationnelle, & fatisfait par conféquent à la queftion ; mais,

fi n eft un nombre impair, il faudra prendre les quarrés pour

faire évanouir l'irrationalité ; d'où réfulte un nombre double

d'interfeftions, &: une courbe qui, ftriftement parlant, ne

remplit pas le but qu'on fe propofe. Si on doit avoir, par exem-
ple CM-~\-CN-= a^, l'équation deviendra ll=xx-{-yy=^

7^ I jûz > laquelle s'accorde avec celle trouvée auparavant

X X -\-ry= (410)^ à caufe de Z—M-\-N=o.

Donc, en général, fi on doit avoir CM^-h C'N''^=aJ', & que

n foit un nombre pair, on obtiendra cette équation {"==

(xx -h y y/= /",
" =

, ,

"" "
„ ,• L étant une fonftion

de 7n -h 2 dimenfions, M une fonftion de m-\- i dimenfions,

& iV une fonftion de m dimenfions de ;c & de y.

414. La même folution fe trouve par la confidération de

la fomme CM-\~ CN=P. En effet, fi l'une des deux va-

leurs CM & CN efl: fuppoféc = {, l'autre fera = /* — {.

D'où il fuit que , fi CM"-\- CN" doit être une quantité conf-

tante , on aura f -f- (F— :^)"= a''. Or nous avons vu que P
devoir être == ~, S: Q==—~^y de manière que L—M+
JV=Oy on aura donc f -h {"

~ = a" s ou {" =

ii>.+(M-z)^ > °^ 1"= /J^ "xn ' °" ^^^"» ^" éliminante, f=

>iVf_A-^ Ces équations rempliîlent complètement la con-

dition propofée , fi n eil un nombre pair ; mais , fi /2 efi: un

nombre impair, on aura bien, à la vérité deux interférions

M& N, telles que CM^-hCN"= a:' ; mais, outre ces deux

inrerfefcions , il y en aura deux autres qui jouiront de la
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même propriété , de forte que chaque droite menée par le

point C aura doublement la propriété dont il s'agir.

4Z5. Cela pofé, il fera aifé de réfoudre d'autres queftions

beaucoup plus difficiles. Qu'il foit quelHon, par exemple, de

trouver une courbe qui foit coupée en deux points A/ & iV"

par toutes les droites menées par C , de manière que CM"--\-

CN'^ -\-cc.CM.C N.(CM"-' -f- C N"-') -\-Q.CM'.CN'
(C AI"'^ -+- C N''~^) &c. foit une quantité confiante = a".

En faifant l'une des valeurs CM=;[, l'autre CN fera

= -= --^,- en fubftituant ces valeurs, on aura pour l'équa-

tion qui exprime la nature de la courbe, ^(L"-\-N''-{-ctLN

CL"-^-hN''-')-hëL'-N'(L''-^-{-N''-^)-h &c.; = a''L\ Or
L—M -h N= o , & Z, M & iV, font des fondions homo-
gènes de X & de j, de m-{-x , m-\-i & m dimenfions, comme
nous l'avons dit ci-defliis ; d'où il fuit qu'on aura ou L=M
— N , ou N =^M— Lf &: par conféquent une infinité de

folutions.

426. Paffons à préfent à la recherche des courbes qui. doi-

vent être coupées en trois points par les droites qui paffent

par un point fixe C. La nature de ces fortes de courbes fera

exprimée par cette équation générale :

^> — P f -t- Q {— ^= ° î

dans laquelle .7 marque la diflance de chaque point de la courbe

au point C,8>iP,Q,R, font des fondions de l'angle ^ CM=(?),
ou de fon finus & de fon cofinus. Or, pour qu'il n'y ait pas

plus de trois interférions, il faut, par les mêmes raiions que

nous avons alléguées ci-deffus, que P Sz R foient des fondions

impaires àe /in. <p Se de cof. <p, & que Ç en foit une fonftion

paire. Si donc on fuppofe les coordonnées perpendiculaires

CP= X , PM=y, de forte que xx-\-yy=={{i & û K,
L , M &i N défignent des fondions homogènes de (n-\--^),

(n-{-z) , /2 + 1 & /2 dimenfions de x & de j, on aura P=
^ , q= ^1^3c R:^^^. & par conféquent l'équation

3Ffij
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générale entre les coordonnées perpendiculaires x èi. y , qui

convient aux courbes dont il s'agit , fera :

K-~L^M—N=o;
d'où il fuit que le point C fera un point multiple d'un degré

marqué par le nombre d'unités contenues dans n.

417. On voit donc d'abord que toutes les lignes du troi-

fième ordre appartiennent à ce cas, en quelque endroit qu'on

prenne le point C hors de la courbe. Enluite cette équation

renferme toutes les lignes du quatrième ordre, pourvu que le

point C foit pris fur la courbe ; en troifième lieu, elle com-
prend toutes les lignes du cinquième ordre qui ont un point

double
, pourvu que le point C foit placé fur le point double.

Semblablement, les lignes des ordres plus élevés rempliront

cette condition
,
pourvu qu'elles aient des points multiples

d'un degré exprimé par le nombre d'unités contenues dans /z,

lorfque ;z H- 3 eil: l'expofant de l'ordre auquel appartient

l'équation.

428. Soient p , q , r^ les trois valeurs de {
que donne l'é-

quation 7^'
— p :^- -i^ Q^— R= o pour chaque valeur de

l'angle CAM= <p ^ on aura ,
par la nature des équations,

P =p -\- q-T- r ; Q =/> q-\-pr-^qr&Z R=pqr. Puifque

P & A ne peuvent être une exprefilon rationnelle de x& de y,

il ell d'abord évident qu'on ne peut avoir des courbes dans lef-

quelles o\xp-\-q-^-r, ou /j^/- foit une quantité confiante; &par
conléquent on ne pourra luppofer égale à uiîe confiante aucune
fonftion impaire de p, q &/. Mais les fondions paires pourront

fans aucune difficulté obtenir une valeur confiante. Ainfi, fî

1 on demande que/; q-\-pr-\-qr=aa, on aura Q:= ~^—
i=aa i Sz par conféquent M (xx-^yy)-= aaK; valeur qui,

fubiHtiiée dans l'équation K—L--\-M—N=o, donne l'équa-

tion générale pour toutes les courbes qui jouifTent de la pro-

priété demandée; favoir:
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OU , en éliminant M ,

fx'-i-y')K— fA-'-h V ')L>-\- a K— (x'-'r-y')N= o.

429. Il fera facile de réfoudre pareillement d'autres quef-

tions; comme s'il s'agifîbit d'avoir une courbe qui fût coupée en

trois points par les droites menées par le point C, de ma-
nière que p'-\-<j'-^-r^ = ci a. Car , comme on îx p- -\- q.' -\- r^

= P- — 2 Q ; P = -4 & Q_ = '—^ , l'équation deviendra

l^^l^^a'-^ ou (x'-^y'-)L''—i(x^--^y'-)KM=a-K\

Mais on a pourlescourbesfufceptibles de trois interfeflions cette

équation générale K—L-\-M—N=^o , dont la nature confifle

en ce que la plus grande dimenfion des x 3c desj furpaffe la

plus petite de trois. A'inù, pour obtenir une telle équation &
avoir en même temps (^x'-f-j'JL'— i(x'-hy')KM=
a'K^j on multipliera la première équation par 2 (x--\-y')K,
afin de pouvoir éliminer Af,- & on trouvera, pour fatisfaire à la

queftion, cette équation générale:

1 (x x-+-yy)KK—i(x x-hyy)KL-+-(xx +-yy)L''—aaKK
— 2 (x X -\-yy)KN= o ;

car le plus grand nombre de dimenfions de x & àey Ce trouve

dans le terme 2 (x^ -\-y-) K'j lequel en contient 2 «H- 8,
&-le terme 2(x^-hy-)KN,qm en donne le plus petit nombre,
en contient in-]-

^ ^ comme l'exige la nature de la chofe.

430. Ainfi, puifque les termes où fe trouvent le plus & le

moins de dimenfions ne peuvent difparoître ni l'un ni l'autre;

fuppofi3ns,pour trouver la courbe la plus fimple, /2^0, N=è\
jK= x(x' -^ y'JSz L= o, nous aurons cette équation :

i(x'-i-y')'x'—a'x'(x'-hy-)'—îè''x(x--{-y-)' = 0;

laquelle, étant divifée par z x (x^-{-y')\ donne celle-ci:

X (x x -^yy) — ^aax-~è'^= o^
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qui appartient au troifième ordre. Mais, û L n'elt pas =0, &
que L= 2c(x'-hj'), on aura cette équation du quatrième

ordre :

x'(x--hj')—lcx(x^-\-y^)-hlc^(x''-hj') a'x'—h^x=0.

ou

x-(x'-+-j^)-{-( ic—x)^(x'-\-y')=:a-X'-h2.l>^x.

En s'y prenant de la même manière , on trouvera dans les

ordres plus élevés beaucoup d'autres courbes propres à fatis-

faire à la queftion.

431. Enfuite, on pourra trouver aufïï les courbes dans lef-

quelles p^ •+ tj^ -\- /•' eft une quantité contante; car, comme
on a ;?+-f-^+-h/4=pt_4/»=(2-+- z Q' -+- 4PR, il n'y

aura qu'à faire /*+— 4F'Q^-{- i Q' -{- 4PR= cK On aura

donc :

li(L^—4KL'M-h2K'M^-{-4K''LNJ=:c^KU

& par conféquent

4K'LNi^= ciK^—^^(Li—4KL'M-{'iK^M');

&, en fubftituant la valeur de N dans l'équation K—L-hM—N=o, on obtiendra l'équation générale qui repréfentera

les courbes qui doivent fatisfaire à la queftion.

432. On pourra fatisfaire en même temps à cette nouvelle

condition /7+4-^+4- /-t = c^, & à la précédente p'-{-q'-\-r'

= a% En effet, pour celle-ci on doit avoir :^'£/^— z^-KM
= a^K'i d'où l'on tire 2i'KM=i^L'— a^À'^ Comme en-

fuite ;

on aura

&
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1

Subftituons ces valeurs pour M & pour N dans l'équation

Z—Z-hM—-¥==0, ou 4K'^Lii—4K'L'f-^4K'LMii
— 4K^LNi^= Oi & nous aurons pour l'équation à la

courbe :

4 K'Li^— 4K'L\i-{- iK Di^— la'K'Lf— cŒ^—L^l^
+ la'K'L'i' +- 2 K'M\^ == o.

Mais , à caufe de

nous aurons

1 K'M\i= - Z+f— a a K'L'i' -H -a^K^i donc l'équation

générale pour les courbes demandées fera :

8 KL 1^— 8 K'Di^ -^ 4K Di^ — 4 a'K'L ï= — 2 c^K^

—L\^ -+- z a'K'L'7^' -H a^K^= O.

433. Comme K doit être une fonftion homogène de ^&r de

y d'une dimenfion de plus que Z, la courbe la plus fimple dans

laquelle trois interférions donneront à la fois/7^-f-yM-/"^=a^

& ^+-i-^'^H-/-=c+, fe trouvera en faifant ^= {{ & L= bxi
on aura donc :

%hx:;^—%b'x\^-\-4b^x\^^4a^bxi'>—lc^l''—b^x^->rla'b'x'f

équation qui , à caufe 6e ^^= xx -\-y y, eft rationnelle &
donne une ligne du feptième ordre , dont C eft un point qua-

druple. On obtiendra une autre ligne du feptième ordre, la-

quelle fatisfera également, en faifant K= x Si L=^bi car

on aura :

8 ^ jr5-^4— 8 bbxxi^-\-4b'xi^— 4aabx^ii— 1 c^x^— b^^

-^ Z a ab b X X l:^-^- a^x* == O
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ou

d'où l'on tire

'

b ( 2 .V— ^) [^xx — iLx -\- hb)

434. On pourroit aller plus loin, &: parmi les courbes qui

font coupées en quatre points par les droites menées par le

point C, chercher celles qui jouiffent de certaines propriétés

données. Mais , fi on fait attention aux règles que nous

venons d'expofer , on ne rencontrera plus aucune difficulté ,

& tout ce qu'on pourra defirer en ce genre fe trouvera pref-

que fans aucune peine; ou du moins, fî la queftion propofée

n'eft pas fufceptible d'une véritable folution , on le recon-

noîtra fur-le-champ; c'efl: pourquoi je ne m'arrêterai pas da-

vantage fur cette matière
,
pour pafî'er à un autre fujet qui a

rapport à la connoillance des lignes courbes.

CHAPITRE XVIII.

De la Similitude & de l'Affinité des lignes Courbes.

435. Toute équation à une ligne courbe doit renfermer,'

outre les coordonnées perpendiculaires x &i y , une ou plu-

fieiirs quantités confiantes , telles que a, b, Cy &c. lefquelles

défignent des lignes confiantes, & qui font par-tout avec les

variables x &: jy un même nombre de dimenfîons de lignes.

Car, s'il y a dans un terme un produit de n lignes multipliées

entre elles , il faut néceffairement que les autres termes ren-

ferment un produit d'autant de lignes ; autrement on devroit

comparer entre elles des quantités hétérogènes , ce qui efl

impofTible»
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impofllble. Ainlî, dans toute équation à une courbe, les lignes

confiantes a , b ,c , &c., formeront par-tout avec les variables

X 8>L y un même nombre de dimenfions, à moins que par ha-

fard une des lignes confiantes ne foit exprimée par l'unité ou
par un autre nombre abflrait. Il fuit de cette remarque que ,

s'il ne f"e trouvoit aucune ligne confiante dans l'équation, les

variables x & y compléteroient elles feules dans chaque

terme Un même nombre de dimenfions; & que par conféquent

elles formeroient une fonftion homogène. Mais nous avons vu
auparavant qu'une telle équation n'appartient point à une
ligne courbe , mais bien à un fyflême de lignes, droites qui

s'entrecoupent réciproquement au même point.

436. Examinons donc une équation qui, outre les deux
variables x ^ y, renferme une ligne confiante a, de manière

que les trois lignes a , x ^y, forment par-tout dans l'équation

le même nombre de dimenfions. Une équation de cette na-

ture , fuivant la valeur qu'on jugera à propos de donner à la

confiante a , exprimera une infinité de courbes qui ne difTé-
,

reront entre elles que par la grandeur, & qui d'ailleurs feront

entièrement femblables. Ainfî toutes les courbes qui font com-
prifes de cette manière dans une même équation, font regar-

dées avec raifon comme étant d'une même efpèce & fembla-

bles les unes aux autres ; & on ne remarquera entre elles

d'autre différence que celle qu'on conçoit exifler dans \q$

cercles de différente grandeur.

437. Pour mieux faire fentir cette fimilitude, nous pren-*

drons une équation déterminée, qui, outre les variables x Se

y ^ renferme une feule ligne confiante a, que nous appellerons

Paramètre i celle-ci, par exemple :

y'^ — 2 AT' H- ayy — a a x -{- z a ay= o.

Soit A C=a la valeur du paramètre , & JMB la ligne pi.lX.Fîg.sS;

courbe exprimée par cette équation, en prenant la droite A

B

pour axe , & en fuppofant les coordonnées A F ==x Se F M
=y. Donnons à préfent au paramètre a une autre valeur quel-

pi. ix. F!". 8o,'

conque a c==a, & foit am b h courbe repréfentée alors par

EuiER, Imroduclion à l'Anal, bifin. Tome II. 3 Gg
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l'équation propoiee ; ces deux courbes A MB ^ amb
feront femblables l'une à l'autre. En effet ^{\ AC refte = a ,

A P= X , PM=y , & que a c= - AC= -; que dans ce

cas on prenne ap= - AP =^-, on aura pm= ~PM^=^- :
* '/2 n ' n n

car, fi au lieu de a, x àz.

y

, on écrit rerpeftivement -, —

& -
_, l'équation demeurera la même , à caufe que tous les

termes font divifés par /2'.

438. Ainfî une des propriétés des courbes femblables , &
qui peut caraftérifer leurs fimilitudes , eft que, fi on prend
les abfcifTes A P, a p , proportionnelles aux paramètres A C
3i. ac, les appliquées P M èi pm auront ^n même temps le

même rapport; c'eft-à-dire que, fi on fuppofe A P : a p
'.'. A C : a c , on aura auffi P M : p mW A C : a c. Puifqu'oa

2i A P '. P M'.'.ap : p m , ces courbes feront donc fembla-

bles dans le fens géométrique , & jouiront fous tous les

rapports , à la grandeur près , des mêmes affeftions. Par

exemple, en prenant des abfcifTes AP, ap , homologues ou
proportionnelles aux paramètres AC Se ac, non-feulement
les appliquées PM &:pm auront le même rapport, mais encore

toutes les autres lignes femblablement tirées. Les arcs AM &
cm feront auffi comme AC Si ac. De plus, les aires fembla-

bles APM & apm feront dans un rapport doublé, ou comme
AC" k ac^^i & fi on prend deux points homologues quelcon-

ques O Si o, de manière qu'on ait y^ O : a :: A C : a c ; Si

que de ces deux points on mène, fous des angles égaux A OM,
nom , des droites OM, om aux courbes, on aura auffi OM:
cm'.'.AC: ac. Enfin la fimilitude des figures fera que les

tangentes aux points homologues M Si m feront également

inclinées à l'axe, & que les rayons ofculateurs auront auffi le

même rapport des paramètres A C Si ac.

439. 11 fuit de là que tous les cercles font des figures fem-

blables exprimées par l'équation yy = lax— xx , Si qu'il

en eft: de même de toutes les courbes renfermées dans l'équa-

tion y y z=: a X j c'eft-à-dire, de toutes les paraboles.
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Comme dans ces fortes d'équations qui, comme nous venons

de le ^oir, comprennent les courbes femblables, les coordon-

nées X &: y avec le paramètre a forment dans tous les termes

un même nombre de dimenfions, il s'enfuit que, û on déter-

mine la valeur de y, on la trouvera égale à une fonction ho-

mogène d'une dimenfion de a & de x. Donc réciproquement,

fi P défigne une fonftion homogène d'une dimenfion de a &
de X , l'équation y= P contiendra une infinité de co"urbes

femblables, qu'on fera naître en donnant fucceffivement au pa-

ramètre a des valeurs différentes. Par la même raifon, une

équation de cette nature, qui appartient aux courbes fembla-

bles , donnera pour l'abfcifTe x une fonftion d'une dimenfion

de a & de y ; & le paramètre a lui - même fera égal à une

fonftion d'une dimenfion de a: & dejy.

440. Or, étant donnée une courbe quelconque AMB

^

on pourra par une pratique facile en décrire une infinité

d'autres qui lui foient femblables. Car, en prenant un rapport

quelconque déterminé
,

par exemple , celui de i : « pour

celui des côtés homologues de la courbe donnée & de celle

qu'il s'agit de décrire , ^\ la courbe donnée A MB efl: rap-

portée à l'axe A B par le moyen des coordonnées perpendi-

culaires AP Sz PM , il n'y aura qu'à prendre fur un axe fem-

blable a b une abfciffe a p , telle que A P foit : a p:'. i : n ,

& élever du point p une appliquée perpendiculaire p m , de
manière qu'on ait pareillement PM : pm :: i : n ; le point m.

appartiendra à la courbe femblable amh , & les points M&
m feront homologues. On pourra encore décrire la courbe en
partant d'un point quelconque fixe O. Car, après avoir pris dans

la courbe, qu'il s'agit de décrire, un point fixe femblablement

placé, il n'y aura qu'à faire l'angle aom toujours égal à l'angle

AO M i & couper om de manière que OM foit : om :: i : «,•

le point m ainfi déterminé appartiendra pareillement à la

courbe femblable amh. On pourra donc de cette manière

décrire une courbe femblable pour chaque rapport i : n pris

à volonté. On fe fert ordinairement pour cela d'infirumens, au

moyen defquels il efl: facile de tracer des figures d'une gran-

deur quelconque, & qui foient femblables à une figure donnée,

3Ggij
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441. Ainfî, lorfque la nature de la courbe propofée AM
fera donnée par une équation quelconque entre les coordonnées

A P=x & P M=y , il iera facile d'avoir l'équation qui

convient à la courbe l'emblable a m. En effet , Ibit l'abfciffe

homologue ap= X , & l'appliquée pm= Y; on aura par

conflruftion x : X'.'.i : n &. y : Y '.'. i : n ; d'où l'on tire

X= - &j'=-. Ces valeurs, fubftituées dans l'équation don-

née en X & en y, donneront une équation entre X& Y, qui

fera celle des courbes fennblables. Si donc on n'admet dans

cette nouvelle équation pour eftimer les dimenfions que les

feules coordonnées X (k Y avec la lettre n , \e nombre eu
fera par-tout nul ; ou , (i

,
pour faire difparoître les fraâions ,

on multiplie l'équation par une puiffance quelconque de /z ,

on en trouvera une autre dans laquelle ces trois quantités X,
Y & n, formeront dans tous les termes un même nombre de

dimenfions. Or nous avons vu ci-deffus que dans toute équation

qui appartenoit à des courbes femblables, les deux coordon-

nées avec la conllante, d'où dépend leur fimilitude, formoient

par-tout le même nombre de dimenfions ; on a donc un ca-

raftère particulier qui conflitue les équations des courbes

femblables.

442. Dans les courbes femblables les abfcifTes & les appli-

quées homologues croiffent ou diminuent dans le même rap-

port; mais, fi les abfcifTes fuivent un rapport quelconque, &
les appliquées un autre , les courbes ne feront plus femblables.

Cependant , à caufe de l'efpèce d'analogie qu'on remarque
dans les courbes, qu'on obtient de cette manière, on dira

qu'elles ont entre elles de l'affinité. Ainfi l'affinité comprend
fous elle la fimilitude, comme efpèce; car les courbes qui ont
de l'affinité deviennent femblables , lorfque les rapports diffé-

niX.Fig.SS. rens, que les abfcifTes & les appliquées ont entre elles en par-
^ ^9- ticulier, deviennent égaux. Ainfî une courbe quelconqueÂMB

étant donnée , on en trouvera autant qu'on voudra amb
,
qui

auront de l'affinité avec la première en procédant de la manière
fuivante. On prendra l'abfcifTe ap , de forte qu'on ait A P : ap
;: I :mj enfuite on élèvera l'appliquée /j/tz, de fagon que
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FM {ok : pm-.'.i : ji ; Sz par ce moyen, en changeant l'un

ou l'autre de ces rapports i : m 81 i : n, ow les deux à la fois
;

on aura une infinité de lignes courbes qui leront caraftérilées

par leur affinité avec la première AMB.
443. Suppofons la nature de la courbe donnée AMB expri-

mée par une équation quelconque entre les coordonnées per-

pendiculaires AP == X & PM=y i Se dans la courbe amb ,

déterminée de la manière que nous venons de dire ,. foient

l'abfcifl'e ap = X &c l'appliquée pm = Y; à caufe de
X Y

X : X:: 1 : m Scde y : Y:: i :n, on aura x= ~ Sz y = -.

Donc, fi on Aibfi:itue ces valeurs dans l'équation donnée entre

X ôcy, on aura l'équation générale entre X Si V, qui con-

vient aux courbes dont il s'agit. Pour connoître plus intime-

ment la nature de cette équation , fuppofiDns que celle de la

courbe donnée AMB loit telle, qu'on ait pour l'appliquée jy

une fonftion quelconque de x que nous ferons = F, ou que

Y == F. Si donc on fubfliitue dans F, au lieu de x. -,Pde-

viendra une fonftion de X & de m de dimenfion nulle ; &
par conféquent on aura l'équation générale des courbes qui

ont de l'affinité , en égalant - à une fonftion de X & de m

de dimenfion nulle; ou, ce qui revient au même, on égalera

une fonftion de dimenfion nulle de Y 6z àe n k une fonftion

de dimenfion nulle de JT & de m.

444. Or la différence entre les courbes femblables & celles

qui ont de l'affinité confifte principalement en ce que les

courbes qui fi^nt femblables à l'égard d'un axe ou d'un point

fixe , le doivent être de même par rapport à tous les autres

axes ou à tous les points homologues; au lieu que les iecondes

ne jouifi"ent de leur propriété qu'à l'égard des axes auxquels

on les rapporte ; & qu'on ne peut pas prendre à volonté

d'autres axes ou d'autres points homologues , auxquels oiï

puifl^'e rapporter leur affinité. Au refte , il faut obferver que

les deux efpèces de courbes que nous venons de confidérer ^

font les unes & les autres du même ordre, & qu'elles appar-

tiennent conféquemment au mêaie genre de lignes. Pouît
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donner une idée plus nette de ce que nous venons de dire

de la fimilitude & de l'affinité , nous l'éclaircirons par quel-

ques exemples tirés des courbes les plus connues.

445. Soit donc la courbe donnée un cercle rapporté ail'

diamètre , dont la nature eft repréfentée par l'équation y^=
X Y

1 c X— X-. Faifons x= - 8c y= - , l'équation réfultante

entre X & K comprendra toutes les courbes femblables ; ou

aura donc — =— ou YY=zncX—XX ^ d'où
nn n nn

il fuit que toutes les courbes femblables au cercle font elles-

mêmes des cercles , dont les diamètres 2 /z c diffèrent entre

eux, comme on voudra. Mais, pour trouver les courbes qui

ont de l'affinité avec le cercle, il faudra faire x = — &y=s
Y e YY icX XX ^^^ . ^-, & on aura —= ou m'' 1- = % m n^c A —
n nn m mm
n n XX i équation générale à l'Ellypfe rapportée à l'un des

axes principaux. On voit par là que toutes les EUypfes font

des lignes courbes qui ont de l'affinité avec le cercle; &: qu'il

en efl de même de toutes les EUypfes comparées les unes

aux autres. On conçoit, par la même raifon, que toutes les

hyperboles jouiffent de la même propriété; & les ellypfes,

auffi bien que les hyperboles, dans lefquelles les deux axes

principaux ont entre eux le même rapport, feront des courbes

refpe£iivement femblables.

446. Quant à la parabole exprimée par l'équationj'=cAr,

il efl clair que toutes les courbes qui lui font femblables font

auffi des paraboles; & que par conféquent toutes les paraboles

font femblables entre elles. Mais
,
pour avoir les courbes qui

Y
ont de l'affinité avec la parabole , nous ferons y= - & a;=

-; ce qui donnera l'équation F'=— X, laquelle, repréfen-

tant auffi des paraboles, fait voir manifeftement que les courbes

qui ont de l'affinité avec la parabole , lui font en même
temps femblables, en forte que dans ce cas la fimilitude a une

fignifiçation auffi étendue que l'affinité. La même chofe a lieu

I
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pour toutes les courbes dont l'équation eft exprimée par deux

termes feulement; telles font les exprefllons j^ = c ca: ,•

y'>= cx''i y''x=r, &c. Ainiî les courbes qui ont de l'affi-

nité foit avec les paraboles , foit avec les hyperboles , leur

font en même temps femblables; ce qui n'a pas lieu pour les

courbes d'un autre genre, comme nous l'avons déjà remar-

qué à l'égard du Cercle & de l'EUypfe.

447. De rhême que dans une équation donnée entre x Se

y, dans laquelle il entre autant de quantités conftantes a, l\^ c,

&c.
,
qu'on voudra, fi on donne à chaque confiante une va-

leur quelconque, il en réfuite une courbe unique déterminée;

de même, fî on fait varier une des conftantes , a, par exemple,

& qu'on lui donne fucceffivement différentes valeurs, chacune

de ces valeurs particulières donnera naiffance à une courbe; &
on en aura par ce moyen une infinité qui feront iemblables

entre elles
, pourvu qu'il n'y ait pas dans l'équation d'autres

lignes conftantes que a; & dans le cas contraire, elles feront dif-

femblables. Mais fi, outre a, on fait varier aufli une autre conf-

iante i , \a variation de cette dernière donnera pour chaque

Valeur de aune infinité de courbes; &en faifant varier à la fois

les deux conftantes a Sz ù , on aura une infinité de fois un
nombre infini de lignes courbes différentes ; fi l'on fait varier

de plus une troifième confiante c, il en réfultera un nombre de

courbes encore infiniment plus grand; & plus le nombre des

conftantes qu'on fait varier fera grand
,
plus la puiffance de

l'infini qui exprimera le nombre de courbes qui en réfukent,

fera confidérable.

448. Examinons avec un peu plus d'attention cette infinité

de courbes qui proviennent d'une équation , lorfqu'on fait va-

rier feulement une des lignes conftantes. Une telle équation,

lorfqu'on conferve le même axe & la même origine des

abfciffes , non-feulement exprime cette infinité de lignes

courbes dont on vient de parler ; mais indique de plus

leur fituation ; de forte qu'elles rempliftent l'efpace donné
qu'on voudra , fur lequel il eft impoflible d'affigner un point

par où ne pafl"e pas une de ces lignes. Ces courbes, fuivant la

nature de l'équation, feront donc diffemblables ou femblables.
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comme on en peut juger par ce qui précède; il peut même ar-

river qu'elles foient en même temps femblables & égales, &
qu'elles ne diffèrent entre elles que par leur po(ition. Ainfi

cette équation j'= a -+ \/ (icx—xx)) en faifant varier a,
exprimera une infinité de cercles égaux dont le rayon = c,

& dont les centres font fitués fur une droite perpendiculaire

à l'axe.

Pl.X.Fig.ço. 449. Réciproquement, fi une feule & même courbe efl: tra-

cée fur un même plan dans une infinité defituations différentes

affujetties à une certaine loi, on pourra trouver une équation

qui , en faifant varier une feule confi:ante , repréfentera ce

nombre infini de courbes égales entre elles. Soit la courbe qui

doit être dans un nombre infini de fituations différentes , un
cercle dont le rayon = c, dont le fommet placé fuccefîive-

ment en A, a, trace une courbe donnée AaL , que j'appelle

Direcirice, & dont le diamètre ab refte conftamment parallèle à

l'axe A B. Pour trouver l'équation qui convient à tous ces

cercles , on prendra un point quelconque a de la directrice ,

d'où on abaiffera fur l'axe principal la perpendiculaire a K.
On fuppofera A K =^ a ; &, à caufe que la direftrice eft

donnée , on aura K a en a; foit donc K a = A, A fera une
fonftion déterminée de a. Alors on mènera de a la parallèle

a b h l'axe principal, laquelle fera le diamètre du cercle dont

le fommet eff placé fur le point a de la direftrice. D'un point

quelconque m de ce cercle foit abaiffée l'appliquée mP^=y,
qui répond à l'abfciffe AP==x, on aura donc ap=^x— a,

<k p m =jy' — A ; mais , fi on fuppofe ap= t éi p m= u ^

la nature du cercle donne u u= i c t— tt; &, à caufe que
i'^x— û & u^=y— A , on aura (y— Ay= 2 c(x— a)
— (x—ay pour l'équation générale, qui renferme tous les

cercles placés , comme nous venons de le dire , fur la direc-

trice AaL; & on en déduira tous ces cercles, en faifant va-

rier la ligne a , d'où dépend en même temps la valeur de A.

450. Semblablement, fi, au lieu d'un cercle, on fait gliffer

une autre courbe quelconque amb fur la directrice y^aZ, de

manière que fon fommet ou l'origine des abfcifles foit tou-

jours fur cette dernière ligne, & que l'axe ab demeure conf-

tammenî
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tamment parallèle à lui-même , on aura la même courbe dé-
crite une infinité de fois , & il fera poffible de trouver une
équation qui comprenne à la fois toutes ces lignes courbes.
Suppofons la nature de la courbe, qu'on fait mouvoir, expri-
mée par une équation entre les coordonnées ap=t8ipm=^uj
& prenons pour l'axe principal , auquel fe rapportent toutes
les courbes confidérées en général , la droite J B parallèle
aux axes a b, laquelle ell en même temps l'axe de la- direc-
trice AaL. Suppofant, comme auparavant, AK^=a & Ka= A , A étant une fonftion quelconque de a y foient l'ab-
fciffe A P= x Si l'appliquée P m=y, on aura t = x~a
& u=j— A. Si donc on fubiHtue ces valeurs, au lieu de
t&c de u, dans l'équation donnée entre t ècu , on obtiendra
l'équation générale qui renferme à la fois toutes les courbes
amb. Car quelque valeur qu'on donne à ^ , on aura une des
courbes fans nombre amb qui font décrites par ce mouve-
ment. Amfi, fi la courbe amb eft une parabole exprimée par
1 équation uu = ct, l'équation (y~Ay = c(x— a) com-
prendra ce nombre infini de paraboles égales, dont les fom-
mets font placés fur la direftrice AaL, ^ dont les axes font
parallèles à la droite AB.
yj^]'

"^^^^ ^^°"s fuppofé que le fommet A de la courbe
ghffoit fur la directrice donnée , de manière que l'axe reftât
toujours parallèle à lui-même ; mais on peut fuppofer encore que,
pendant ce mouvement du fommet fur la courbe donnée, la
pohtion de l'axe de la courbe ab varie aufli d'une manière quel-
conque

; on aura alors une équation beaucoup plus générale
pour la même courbe décrite une infinité de fois fur un plan
donné fuivant une loi quelconque. Pour rendre cela plus clair,
imaginons que le fommet A de la courbe fe meuve fur la cir- pjx f; cr
conférence ^^ de manière que l'axe de la courbe a b foit tou-

' '

'^'^''''

jours dirigé vers le centre O du cercle. Le mouvement de
rotation de la courbe AMB avec l'axe BAO autour du
point O donnera donc à la même courbe AMB une infinité
de utuations différentes

, qu'il s'agit de comprendre dans une
leule équation, qui contiendra une conftante quelconque qu'on
îuppofe variable.

ÊULER , IntroduUïon à l'Anal, infin. Tome II. 3 Hh
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452. Soit le rayon invariable AO=aO=c, & foit l'angle

A O a= Cl, lequel eft fuppofé variable. D'un point quelcon-

que m de la courbe amb, prife dans une fituation quelconque,

foitabaifîee fur la droite O AB, confidérée comme axe princi-

pal, l'appliquée mP ^ Si foit OP= x &l P m==y. Qu'on
abaiffe enfuite du point m fur le propre axe a ^ de la courbe

amb la perpendiculaire m pi en faifant ap= t Si.pm= u, on
aura une équation invariable entre t 81 u , qui exprimera la

nature de la courbe a m b. Du point P foit menée P s paral-

lèle à O /^^ jufqu'à ce qu'elle foit rencontrée en s par le prolon-

gement de l'appliquée w/j, on aura ^j==jc- /z/2. a, Op — Ps
=x.cof.ct; mais alors, à caufe de l'angle P/7zj'^^0a=a,
on aura P s =y Jîn. a, &L m s=y .cof. a. D'où l'on conclura

O p= c -\- t= X . cof. Cl -\-y fin. a & m p = u =y . cof. et

— X fin. a. Il faudra donc iublHtuer dans l'équation donnée
entre t 8c Uj t= x . cof. a -+-y fin. a — c Se u=y . cof a
— X fin. et ; & on aura l'équation générale entre les coordon-^

néesx&ly, qui, en fuppofant a variable, renfermera toutes

les courbes amb.

FI. X.F;g.92; 453. Suppofons à préfent? que, tandis que le fommet de la

courbe AÀIB femeut fuivant la dired-trice quelconque AaL,
la pofition de l'axe ab change continuellement, de forte que
l'angle A O a dépende d'une manière quelconque du point a.

Par exemple, le fommet étant en a, foit AK=ay Ka=A^
& l'angle AOa=ctj la direftrice étant donnée, A deviendra

auffi une fonftion quelconque connue de a; fuppofons encore

que le finus ou le cofinus de l'angle a foit pareillement une

fonftion quelconque de a. Cela pofé, on aura K 0=
3c O a ^=^-7 . D'un point quelconque m de la courbe amé^

foit d'abord abaiffée fur l'axe principal AOla perpendiculaire

mPj8c enfuite fur le propre axe de la courbe la perpendiculaire

mp; foient AP= x, Pm=Y, & ap=t, pm=u; on aura

une équation invariable entre les coordonnées tScu,an moyen
de laquelle il s'agit d'obtenir une équation variable entre x
8c y, qui contienne toutes, les courbes amb.
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4^4. Menons à cet effet du point P fur mp prolongé la

perpendiculaire Ps
, qui fera parallèle à l'axe de la courbe

abO; à caufe de l'angle Pms= AOa= a., on aura P s

=J^n. et & ms=y cof. a. Enfuite, à caufe de OP=a-\-

Z;;^— ^y on aura ;? j= a .//z. ct-\-k ,cof. a,— xfin. a, &
Up~Fs= acof. a,-^-^-^--x.cof. a. On aura donc

f^ ^ r ,
A.cor.A /- ^ AUp= a cof. cL-\-—~L x.coj.a-^.y.fin. a^ — 1:tdng. a. •' J I

(in a,

& par conféquent t= A .fin. a.~ a cof. a. -\- x . cof. a —y
fin. a, & î^=— afin, et— k. cof et ^ x fin. et -{-y. cof a.
Ainh, en fubftituant dans l'équation donnée entre t & u,

'= (x—a) .cof et — (y—A) fin. «

&
u=(x— a) fiin. et -\- (y—A). cof a,

on aura l'équation demandée entre x Szy. Concluons que;
quelle que foit la loi fuivant laquelle la même courbe amb
eft décrite une^ infinité de fois fur un plan, on trouvera de
cette manière l'équation générale qui contient à la fois toutes
ces courbes.

45 5- Cn renferme donc de cette manière dans une équa-
tion toutes les mêmes courbes, quel qu'en foit le nombre,
qui ne diffèrent entre elles qu'à raifon de leur pofition, pourvu
que 1 équation donnée entre t & u foit invariable, & qu'elle
ne renferme point de conftante a qu'on faffe varier. Mais s'il

y a dans l'équation donnée entre t & u une ou plufieurs
conftantes^ qui foient fuppofées également dépendantes de
Oy on obtiendra alors une infinité de courbes diverfes fem-
blables ou diffemblables entre elles

,
qui feront pareillement

contenues dans une même équation; toutes les courbes feront
lemblables

, fi l'équation entre ; & « eft telle qu'il en réfulte
pour u une fonftion quelconque homogène d'une dimenfion
de « & de/, /étant une quantité quelconque dépendante de
c ; &, fi le contraire a lieu, les courbes feront diffemblables.

3Hhij
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Pl.X.F;g.93. 45<3. Pour éclaircir cette matière par un exemple, fuppo-

fons une infinité de cercles A B, aB, amb , aflujettis à pafler

par un point fixe B , Se qui aient tous leurs centres fur une
même droite A E i tels font les cercles qui repréfentent ordi-

nairement les méridiens fur les mappemondes. Soit abaiffée du
point B fur la droite ACXa. perpendiculaire B C que je fuppofe

= c , cet intervalle ell invariable ; & parmi le nombre infini

de cercles décrits, confidérons-en un amB ; abaiflbns une ap-

pliquée m P, faifons CP= x 8>c P m =jy ; & fuppofons a E
=BE= a, le rayon de ce cercle, qui, quoique confiant par

rapport au même cercle, efl: cependant variable à l'égard de

tous ; nous aurons C E= ^ ( a a— ce) & P E= x -{-

\/(aa— ce. Puis donc que PE^-hPm^^aa, on aura

y^ -{- X' -\- 2 x\/(aa— ce) -\- a a— ee== aa , ouy^y= e c

— ix\^ (aa — ce) — XX; mais, fi au lieu d'une confiante
,

on introduit dans l'équation une variable pour repréfenter CE,
& qu'on fafl!"e CE=a, on obtiendra cette équation un peu plus

fimplej'-=c^— lax— ,r% qui, à caufe de la variation de a,

repréfentera tous les cercles qui pafTent par B , & qui ont leurs

centres fur la droite A E. On rapportera d'une manière fem-

blable à une même équation toutes les courbes, quel qu'en foit

le nombre & la nature, lorfqu'elles font aflujetties à une cer-

taine loi dans leur fituation
,
pourvu qu'on ait foin d'obferver

exa6tement la difterence qui exifte entre les confiantes, va-»

riables & invariables.
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l
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C H A P I T R E X IX.

De llmcrfcawn des Courbes.

j^^j. Nous avons eu occafîon de remarquer plus d'une

fois, dans les chapitres précédens, comment les lignes courbes

font coupées par les lignes droites; nous y avons fait voir que

les lignes du fécond ordre ne pouvôient être coupées par des

droites en plus de deux points; que les lignes du troidème

ordre n'étoient pas fufceptibles de plus de trois interfeclions,

& que celles du quatrième en admettoient tout au plus quatre.

Ayant donc l'intention de faire connoître dans ce chapitre le

nombre d'interfeftions que forment entre elles deux courbes

quelconques, nous commencerons ce traité par lès 'lignes

droites , & nous chercherons les points où une droite quel-

conque peut rencontrer une courbe ; car par ce moyen nous

préparerons la voie pour trouver les interférions réciproques

des lignes courbes; ce qui eft fouvent d'un très-grand ufage

dans la conftru6Hon des équations des degrés fupérieurs
,

comme nous aurons occafîon de le voir plus au long dans le

chapitre fuivant.

458. Propofons-nous donc une courbe quelconque AMm, PL-î^:. F;g..o4.

dont la nature foit donnée par une équation entre les coor-

données perpendiculaires AP=x, FM==y. Imaginons
enfuite une droite quelconque £ Mm, dont il s'agit de dé-

terminer le nombre & le lieu des interfeftions avec la courbe

A Mm. Dans cette vue, on cherchera de même pour la ligne

droite une équation entre les coordonnées perpendiculaires

X Slj, rapportée au même axe A F S: k la. même originel
des abfciffes. L'équation à la ligne droite fera de cette forme
ax-i-Cy==y- laquelle apprend qu'en faifant x=o, on aura

y=AD = ^f Se qu'en faifant j= , on aura x=—-AB
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= -; d'où l'on pourra conclure le point de concours B de

cette droite avec Taxe, & la valeur de l'angle en B dont la tan-

gente = --^=—^. Par ce moyen la courbe & la droite fe

trouvent exprimées par des équations données entre les coor-
données communes x ^ y.

459. Si nous prenons dans les deux équations des abfciffes x
conlhmment égales, les appliquéesy^ (i elles font différentes,

feront connoître combien les points de la courbe & de la

droite qui répondent à la même abfciffe font diftans l'un de
l'autre. Par conféquent , fi la valeur de y, qu'on tire de cha-
que équation, fe trouve égale, c'eft une preuve que la courbe
& la droite auront un point commun, & qu'il y aura en cet

endroit un point d'interfeftion. Ainfi, pour trouver les interfec-

tions, il faudra fuppofer dans l'une & l'autre équation que
les abfciffes x & les appliquées y font en même temps égales;

on aura par là deux équations qui renfermeront deux quantités

inconnues ;t &_y, & dont la réfolution donnera ou les abfciffes

X auxquelles répondent les interférions, ou les appliquées y.
Par exemple, n on chaffe de ces deux équations l'inconnue

y, on trouvera une équation qui ne contiendra plus que l'in-

connue Xy dont les valeurs repréfenteront les abfciffes A P,
Ap; d'où il faudra mener les appliquées PM, pm, qui paffe-

ront par les points d'interfeftionM& /n.

460. Puifque l'équation pour la droite BMm eu ax-i-ëy

= 5/, on en tirera la valeur dey= ^—^f qui, fubftituée dans

l'équation à la courbe à la place de y, en donnera une autre

qui ne renfermera plus que x, & dont les racines réelles exprime-

ront toutes les abfciffes auxquelles répondent les interférions;

& par conféquent le nombre des interférions fe conclura de
celui des racines réelles de x que fournit l'équation trouvée.

Mais
,
parce que dans la valeur dejy= ^

, l'inconnue x n'a

qu'une dimenfion, l'équation qui réfultera de la fubftitution ne
donnera pas à x plus de dimenfîons que les deux quantités x
&jn'en donnoient conjointement dans l'équation à la courbe.
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II senfuit que ,r aura autant de dimenfions, ou moins, fi iiubihtution fait difparoître les plus hautes puiffances de xA .

^ °" ^"'^ ^'°"''^ ^e cette manière les abfciffes

fr^ ^P^ qui repondent aux interfeftions, il fera facile dedéterminer les points M ^ m. Car, puifque les appliquées
élevées aux points P & ;, paffent par les interfeftion? U nV
/m'^''^"'"^""'-^'' g.°^"" °^ '^^^^ rencontrent la droiteJiMm, On pourroit auffi marquer les points où ces appliquées
rencontrent la courbe ^M.., mais comme il arrive^^fo^vent
que

1 appliquée coupe la courbe en plus d'un point, il refteroitde
1 incertitude fur celui qui marqueroit l'interfeaion

; on

HrnT. V^^'"''°"'''"^'"V
'" J^''^"'"^ ^^^ interfeaions fur la

en nlL/^^-P''ï?'' '•"'""' appliquée ne peut la couperen plus d un point. S il arnvoit que deux valeurs de x devinf-

tion m1"' T^ ^PFendroit que les deux points d'interfec-

droite A/?
confondroient en un feul ; c'eft le cas où la

double
' '°'''^'

' °^ ^' rencontrera en un point

46a. Si, après^ avoir éliminé j. l'équation réfultante, quidoit donner ^. n avoit aucune racine réelle , on en concluroir

nart \^'''''^,.f ^^^l
"^ ^o^pe OU ne touche la courbe nulle

ouel ^/^r ^\
' ^^^^'-^^^^^ réelles, elles feront connoître,

quel qu en foit le nombre, autant d'interfeaions, parce qu'ilrepond toujours à chaque abfciffe réelle une appliquée rebelle

Le Tel ^^ù ^'',.^T-^ "^1- ^e la'cVrbe lui ellégale, il eft impofîible qu'il n'y ait pas d'interfeaion. Il fautbien remarquer ici que , lorfqu'il s'agit de courbes qui s'entre-

?erfeaio'n!°"''
;''•"",'•' ^^nn^n^P'-^^ toujours autant d'in-terfeaions; on en fentira bientôt la raifon, lorfque nous con-

fêaioT'
'°

'
'"^ "î^' "°"' chercherons leurs inter-

463. Soient donc décrites deux courbes quelconques .Tf^;» p. y .MFm, qui fe coupent réciproquement; ^ippofons, pour d1 ^

^'•'^•

exn""!^'""
P°"^^ dinterfeaion, la nSt'ure de chacune

cuFa^rTc PJ'
"''' '"ï''''^^" '"''" ^'' coordonnées perpendi-

culaires x ^y rapportées à un axe commun A

B

/&, h la.même origme des abkiffes. Si on prend dans les deux courbes-
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des abfcifles x égales

,
par-tout où il y aura interfeélion, les

appliquées j le feront aufli. Par conféquent, fi, au moyen des

équations propofées pour les deux courbes, on en forme une
nouvelle qui ne renferme plus que l'inconnue x , toutes les

interférions M , m , m , quel qu'en foit le nombre , feront

indiquées par les racines réelles de cette équation; c'eft-à-

dire, que les abfciffes AP^ Ap, Ap, &c. qui répondent aux
interférions M, m, m, &c. feront les valeurs de x qui con-

viennent pour cette équation.

464. Mais, après avoir trouvé ces abfciffes AP, Ap,&ic.
qui conviennent aux interférions, il ne fera pas suffi facile

de déterminer ces points. Car, fi plufieurs appliquées répon-

dent pour chaque courbe à la même abfciife A P, ce qui

arrive , lorfque dans l'une & l'autre de ces lignes y efl: une
fouftion multiforme de x, il faudra choifir parmi cette double

pluralité d'appliquées celles qui font égales entre elles. Ce
choix fera d'autant plus embarraffant, que l'appliquée jy aura

plus de valeurs différentes dans chaque courbe ; on remédiera

cependant facilement à cet inconvénient, fi dans l'élimination

de l'appliquée y, au moyen des deux équations propofées, on
a recours à l'équation qui donne _y en x; car celle-ci donnera
pour chaque valeur de x la grandeur de l'appliquée depuis le

point Z' jufqu'au point d'interfeftion; & il ne fera pas befoin

pour cela d'examiner la nature de l'une ou l'autre des deux
courbes , ou même des deux à la fois.

4(55. Soit l'une des courbes une parabole dont la nature eft

exprimée par l'équation yy— 2 xy -^ x x — 2a a:= 0; &
l'autre un cercle repréfenté par l'équation y^ -\- x^— c'=o.
Pour éliminer j3 on fouftraira d'abord la première équation

de la féconde, & on aura pour refte 2A:y H- rax— cc=o,

d'où l'on tirejy= "~"'^^
y d'où il fuit que, quelque valeur

qu'on ait pour x , on trouvera toujours pourj des valeurs cor-

refpondantes réelles. Subfi:ituons donc cette valeur, que nous
venons de trouver pour j, dans la féconde équation , nous
aurons :

c^'— Àfaccx-\- /i^Çaa— cc)xx-{-4X^=0,
dont
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dont chaque racine réelle fournira une vraie interfe£l:ion. Sup-
pofons c= la, Sz partant :

4a'^— 4 a'^x— 3 aaxx-\-x^=0,

équation, dont une racine x= ia. Après l'avoir extraite, l'é-

quation reftante fera :

x'^-+-laxx-haax— la'^= ;

laquelle donne encore une racine réelle. Or on trouvera l'ap-

pliquée qui convient à ces deux racines, au moyen de l'équa-
«" 2 il a .2 .V 1.1 -y Ilion j ==z .

^ par exemple, a la première valeur de

x= 1 a répondra y= o ; ce qui apprend que l'interfeftion a
lieu fur l'axe même.

466. On voit par-là que, toutes les fois que deux équations
entre x ôc y font telles que dans l'élimination il en refaite
pour j une fonction rationnelle de x, chaque racine réelle de
x que donnera la dernière équation, après qu'il n'y aura plus
de y, donnera une vraie interfeftion; mais, û en éliminant,
on ne trouve point de fonftion rationnelle de x pour la va-
leur de j, il peut arriver que toutes les racines réelles de la

dernière équation ne donnent pas toujours de vraies interfec-
tions; car la valeur de x peut être telle, qu'il n'y réponde
aucune appliquée réelle ni dans l'une ni dans l'autre courbe,
cependant on auroit tort d'en conclure que, dans ce cas, le

calcul induit en erreur; car, quoiqu'une telle abfciffe donne
dans les deux courbes une valeur imaginaire pour l'appliquée
correfpondante

, comme l'égalité & l'inégalité ont lieu pour
les quantités imaginaires comme pour les quantités réelles,
rien n empêche de regarder ces appliquées imaginaires comme
égales entre elles, & de concevoir alors au moins une forte

d'interfeftion
, quoique non réelle.

467. Pour rendre cela plus clair, décrivons furie même pi.x.Fîg.oS.
axe B AE une parabole E M, dont le paramètre = 2 a, &
hors de cette courbe un cercle AmB dont le rayon= c, laif-

fant entre les deux courbes un intervalle AE-=h , de ma-
EuLER, Introduçlion à l'Anal. Infin, Tome 11. 3!!
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nière que nous foyions bien allures qu'il n'y a aucun point

d'interleftion. Prenons le pointa pour l'origine des abfciffes

que nous regardons comme pofitives en alkint vers £, & au
contraire négatives, en rétrogradant vers B ^ nous aurons pour
la parabole cette équation yy= x a x — i a b } d>L pour le

cercle celle-ci yy=— ^cx— x x. Si à préfent nous élimi-

nons y, comme h nous voulions avoir un point d'interfeftion ,

nous aurons tout de fuite xx -\- i(a-\- c)x— xab= 0], ce

qui donne pour x deux valeurs réelles, favoir :

x=— a— c^'^((a-^cy-\- iab)y

l'une pofitive, l'autre négative, quoiqu'il n'y ait cependant
aucune interfeftion; c'eft qu'alors on a pour ces deux abfciffes,

tant dans la Parabole que dans le Cercle , des appliquées
imaginaires, qui, quoique telles, ne laiffent pas pourtant d'être

égales l'une à l'autre; en fubftituant cette valeur de x, on
trouvera :

y=\/(— ^^'— 2rzc— lab-±Zi.a\/(a^-\-lac-^c'-\-lab))y

expreffion imaginaire.

468. Cet exemple eft propre à faire voir qu'il exifte aufli

des interférions de courbes imaginaires, qui, quoique nulles,

font indiquées par le calcul auifi bien que les réelles. C'eff:

pour cette raifon qu'on auroit tort de conclure du nombre des
racines réelles de x , que donne la dernière équation , celui

des interférions; car il peut arriver qu'il y ait plus de racines

réelles que d'interfeftions, ou même qu'il n'y ait aucune in-

îerfeftion, quoiqu'on obtienne pour x deux racines réelles, ou
même davantage. Néanmoins chaque interfeftion réelle fupppfe

toujours une racine réelle de :r dans la dernière équation; &
par conféquent, il y aura toujours au moins autant de racines

réelles de x, que d'interfeftions
,
quoiqu'il y ait quelquefois

plus de racines réelles. Au refte, il fera facile de voir fi une
interfeftion réelle répond à une valeur donnée de x, il fau-

dra chercher la valeur correfpondante de j ,• & fi elle efî:
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réelle, rinterfeftion le fera auffi; ni"is fi elle eil imaginaire,
l'inrerieftion fera aufîi imaginaire ou nulle.

469. Cette exception ou cette différence entre le nombre
des racines réelles àe x 8c celui des interférions n'a donc
lieu, que lorfque-dans les deux équations l'appliquée jy a par-
tout un nombre pair de dimenfions ; & que par conféquent
l'axe principal eil en même temps diamètre de l'une & de
1 autre courbe

; ou lorfque les équations font telles qu'en éli-
minant jj, y forte en même temps du calcul ; & qu'ainfi

j ne puiffe être exprimé par une fonftion rationnelle de x.
Par exemple, fi une équation eu yy— xy=aa, & l'autre

J"^
— ^xy^ -\-xy= èl> x X i on conclura de la première

(yy'—''^j)'= a'', ouyi— xxy''==a^—xxyy; cette valeur,
iubftituée dans la féconde, donnera a^— xy'-\-xy= l;'x',

^,, "*—et XX ,, , ,, . û'i(^^yy—xy= =zaa; d OÙ Ion tire xx== ,• &^x aa-\-bh

par conféquent x= ^,'^'^,
. Il femble donc qu'il y a ici

une double interfeftion; mais, pour s'affurer fi l'une & l'autre
eft réelle, il faut recourir à la valeur de j que donne l'équa-

tion yy— xy= a a. On aura donc y y= -r-t^ .

^omme toutes les racines de cette équation font réelles,il s'en-
fuit qu'il y aura quatre points d'interfeftion ; & qu'à chaque

abfcifle x= -

~''''
- répondent deux interférions réelles.

Vi'i-^ + bè) r

470. Mais toutes les fois que l'axe n'eft pas en même temps
un diamètre des deux courbes, ou qu'en éliminant les puif-
fances fupérieures de j, y lui-même ne fort pas du calcul;
comme alors on arrive pour exprimer la valeur de y à une
fonftion rationnelle de x, dans ces cas, chaque racine réelle
oé la dernière équation indiquera autant de véritables
interférions; de forte que dans ces circonftances il n'y a au-
cune précaution à prendre. Cela arrive , lorfqu'une des courbes
devient une droite, comme nous l'avons vu ci-deffus, ou lorf-
que fon appliquée eft exprimée par une fonftion uniforme de
X; car alors il n'y aura point d'appliquée imaginaire qui ré-
ponde à aucune abfcilîe ; & c'eft pour cela que toutes les

3li i;
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racines de x donneront , chacune en particulier , de véritables

interfeftions. Or ,
quoique y ait plufieurs dimenfions dans

chaque équation , on arrive ordinairement, en éliminant y , à

une équation qui donne pour la valeur de y une fonftion ra-

tionnelle, & par conlequent uniforme de x.

471. Les cas où quelques-unes des interférions indiquées

par le calcul font imaginaires , ont lieu quand aucune des

courbes n'a d'appliquée réelle correfpondante à l'abfciffe qu'on

a trouvée ; nous en avons vu un exemple ci-deffus dans le Cercle

& la Parabole ; mais il peut fe préfenter des cas où une courbe

donne pour toutes les abfciffes des appliquées réelles, & que

cependant il ne réponde pas d'interfeftions à toutes les ra-

cines réelles de x. Prenons pour exemple la ligne du troifième

ordre exprimée par l'équation :

laquelle donne pour toutes les abfciffes des appliquées réelles,

& même trois, fî x eft plus petit que -y^-r- ^^ °" combnie

avec cette courbe une parabole exprimée par l'équation

yy— lax = o; cette dernière n'a point d'appliquée réelle

qui réponde aux x négatifs; par conféquent il n'y a point

d'interfeftions pour les abfciffes x négatives.

47i. Eliminons j y comme la dernière équation donne

y y= 2 a X, la première fe changera en celle-ci :

xaxy—6a'x-^ia'y—6ax'=o^ d'où l'on tirej'= ^^^^^^^'

= 3 x. Mais comme cette équation efl: divifible parJK— 3-^*

en effeauant la divifion, on trouve une équation fansy, favoir

xaa-^iax=o; d'où x=— a. Il devroit donc y avoir une

interfeftion correfpondante à l'abfcifle x=— a, à laquelle

il ne répond dans la Parabole aucune appliquée réelle; mais,

ii on fait x=— a dans la courbe du troifième ordre, l équa-

tion devient y '—
3 a y y -h r a ay— 6 tz' = o y d où relulte

une appliquée réelle y= 3 a; les deux autres valeurs de. y

compnlés dans l'équation yy H- i a a=o font imaginaires;

& ces appliquées imaginaires qu'on trouve pour ce point, de-
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viennent égales aux appliquées imaginaires de la parabole

priles au même point, & on aura ainfi deux interférions ima-

ginaires; mais le fafteur de l'équation lupérieure j— 3a'-=o

donnera en outre deux interférions réelles ; car, en lublHtuant,

l'équation à la parabole devient ^xx— zax = o. La pre-

mière interfeftion fe trouve donc à l'origine même des

ablciffes, où l'on a à la fois x = o Se y= 0; &la féconde

répond à l'abfciffe x= ^^j où y= -^ x= —.

473. On eft donc arrivé dans ce cas à des interférions

imaginaires, quoique dans l'élimination de y on ait trouvé

une équation laxy — 6aax-\-2aay— 6axx^=o, dans la-

quelle y n'a plus qu'une dimenfion ; d'où il paroîtroit s'en-

fuivre que jy peut être exprimé par une fonâion rationnelle

àex, ce que nous avons annoncé comme un fymptôme auquel

on reconnoiffoit qu'il n*y avoit aucunes racines imaginaires^

&, en effet, fi cette équation n'avoit pas eu de divifeurs, on
n'auroit pas trouvé d'interfeftions imaginaires; mais, comme
on a obtenu ici par la divifîon une équation qui ne renferme

plus l'appliquée y, on eff dans le même cas que fî j n'eût pu
être exprimé par une fonéfion rationnelle de x. Anifî toutes

les fois qu'une telle équation eu réfoluble en fafteurs , il faut

traiter chacun à part; d'où il arrive qu'un fafteur admet des

interférions imaginaires, tandis que l'autre les rejette entière-

ment.

474. Cela bien entendu , arrêtons-nous nn peu plais long-

temps fur la manière de déterminer les interferions de deux
courbes propofées. Comme cette recherche dépend de l'éli-

mination d'une des coordonnées y, il suffira d'avoir égard au

nombre de dimenfîons de cette dernière quantité dans les deux
équations. Car l'élimination s'effcruera toujours de la même
manière, de quelque façon que l'autre coordonnée x affere

les deux équations. Soient donc P, Q,R, S, T^ &c. ^p, tj, />

s, t, &c. des fonrions rationnelles de x i &: fuppofons d'a-

bord que les deux courbes, dont nous cherchons les interfec-

îions, foient exprimées par ces équations -,
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I.

P+Qy= o.

I I.

Multiplions la première équation par ;; & !a féconde par P ;

en retranchant l'une de l'autre, nous aurons pourréfultat cette

autre équation délivrée entièrement de y :

Toutes les racines réelles x de cette équation, dans laquelle

l'inconnue X refte feule avec des conftantes, indiqueront fur

l'axe les points auxquels répondent les interférions. Quelle

que foit la valeur qu'on trouve pour x, il en réfultera toujours

pour y une valeur réelle qu'on déduira de l'une ou l'autre

équation, favoir^=——= —— ; ce qui indique une inter-

feftion; d'où il fuit que, û l'appliquée y de chaque courbe efl:

exprimée par une fonftion rationnelle ou uniforme de x , on
n'aura plus à craindre d'avoir des interférions imaginaires.

475. Suppofons à préfent l'appliquée y d'une des courbes

exprimée par une fonftion uniforme de x , comme aupara-

vant; mais celle de la leconde repréfentée par une fonâion
biforme, de forte qu'on ait :

I.

Ph-Qj= o.

1 1.

p-h^y-hryy= o.

Multiplions la première équation par p, la féconde par P;
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& retranchons l'une de l'autre, après la divifion faite pàv j,
•on aura :

I I I.

pQ— 'Pq— Vry= o,

OU

(Pc;—/^Q)-hP/-y=o.

Multiplions enfuite la première par P /• & la troifième par Q;
après la fouilraftion faite , nous aurons une équation qui ne
contiendra plus dey;

V?r— ?Qq-hpQQ=o.
Chacune des racines de cette équation donnera donc les ab-

fciffes correfpondantes aux interférions ; lefquelles feroni

'II -ri 1- '
— P pQ—Pi

toutes réelles, puilque les appliquées _y=-—-= —5

—

~ qui

répondent aux abfciffes , font elles-mêmes réelles,

476, Soit , comme auparavant , l'appliquée d'une des

courbes égale à une fonftion uniforme de x,- & fuppofons que
celle de l'autre foit exprimée par une équation cubique , ou
qu'elle foit une fonftion triforme de x, de forte que les deux

équations propofées foient de cette forme t

î.

Qy-=0.

I L

yy-^'SJ^p-^qy-^ ryy + ^y^ = o-

Multiplions la première par/? & la féconde par P; retranchons

l'une de l'autre & divifons par j^ nous aurons :

I I L

(P ^ — p Q) + P rj + P ^ J'y= O..
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Si on fubftitue dans cette équation à jy fa valeur tirée de la

première y= —r- , & qu'on faffe difparoître les fraftions
,

on arrivera à cette équation :

ou

Q^p _p Q=^-f-P =Qr—p .y==0,

qu'on auroit pu trouver tout de fuite, en mettant dans la fé-

conde équation, au lieu de j', fa valeur tirée de la première

équation —— . Toutes les racines réelles de cette équation dé-

fignerontdonc autant de véritables interférions, puifque pour

chaque valeur de x on a par la première équation des appli-

quées réelles jy
== —-.

477. De même, fi l'appliquée y d'une courbe efl: exprimée

par une équation de quatre dimenfions , ou d'un plus grand

nombre , tandis que l'appliquée de l'autre courbe demeure une

fonftion uniforme ou rationnelle de jc, il eft facile d'éliminer

y. En effet, foient propofées les deux équations :

I-

Ph-Qj= o,

P ~^ ly ~^ ^y^ + ^y"" ~^ ^y^ ^^ ^'

p
La valeur àe y ==—— tirée de la première, étant fubftituée

dans la féconde, donnera l'équation fuivante, qui ne renfermer^

plus que des x & des quantités connues :

Q^p— VQ'q + P^Q>— P5Qj+ P^/==o.

Les valeurs réelles de x de cette dernière équation fourniront

donc
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donc autant de vraies interleftions
,
puiique pour chaque

ablcilTe x on peut par la première équation afligner une ap-
P

pliquée réelle j, favoiry ==-Tr-.

478. Nous fuppoferons à préfent que l'appliquée y de

chaque courbe foit exprimée par des équations pures du fé-

cond degré, de forte que nous ayions, comme il fuit:

I. „

P -h Ryy = o.

I I.

p -^ ryy = 0.

En éliminant j-j, on trouve fur-le-champ cette équation:

Pr— R/?==0,

dont les racines réelles n'indiquent de véritables interférions,

qu'autant que les valeurs qu'on aura pour x donneront pour

—^ ou—- une quantité pofitive; car alors, à caufe de y^==s

-ô—=

—

—y l'appliquée y aura deux valeurs réelles, lune

pofîfive , l'autre négative; & par conféquent à chaque valeur

de l'abfciffe x tirée de l'équation Pa—Rp=o, répondront

deux points d'interfeftion également éloignés de part &
d'autre de l'axe; ce qui ne peut manquer d'être, puifque l'axe

eft diamètre des deux courbes. Mais, fi quelque valeur de x
tirée de l'équation F r—R^=o donne une valeur négative

aux expreffions —-—=
, on en conclura qu'à caufe de

y imaginaire les interférions feront auffi imaginaires.

479. Suppofons à préfent que le fécond terme ,
qui con-

tient y, fe trouve dans les deux équations du fécond degré;

& foient propofées en conféquence les équations fuivantes :

EuLER, Introduction à l'Anal, injin. Tome II. 3 Kk
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I.

P -H Qy -+- Rjy= 0.

I I.

p-hgy-+-ryy = 0.

Pour chafTerjy de ces équations, on multipliera la première
par ;; & l'autre par P ; &, après avoir fait la fouftraftion &
la divifîon par j, on aura :

I I I.

{?q-Qp)-^{?r— Rp)y:=0.

Si on multiplie enfuite la première équation par /• & la fé-

conde par R, & fi on fouftrait l'une de l'autre, on aura :

IV.

(P,_R^) + (Q,_R^)y= 0.

Conféquemment, puifqu'on tire de ces deux équation*

Qr— P? Rp — ?r

y Pr— R/) Qr— R^

on aura

(Q;.-P^)(Q.-R^) + (P/--R/.)== o,

ou

p-V-=— 2PRp/-t-R=/?=-|-Q=;7;-—PQ^^r—QR;?^+PR^^= 0.

Les racines réelles de cette équation défigneront autant de

véritables interférions
, pourvu qu'à chaque valeur réelle de

X réponde une valeur réelle de y dans l'équation III ou IV,



DES Courbes. 259

Il peut arriver cependant que les interférions foient imagi-

naires; ce cas a lieu, lorfque les équations III & IV ont des

fafteurs qui par la diviiîon font difparoîtrey de l'équation;

car il faudra fubftituer cette équation à la dernière, & cher-

cher, pour les valeurs de x qu'on en déduit, les valeurs cor-

refpondantes que donnent pour j les premières équations. Si

ces dernières font imaginaires, cela apprendra que les inter-

férions font imaginaires.

480. Si l'appliquée y pour une courbe eft une fonftion bi-

forme, & pour l'autre une fonftion triforme de x,- ou, (î les

équations propgfées font :

P H- QJ -f- jR-J7= i

I I.

en multipliant la première par/?, la féconde par P, & retran-

chant l'une de l'autre, on trouvera pour équation refiante:

I I I.

{Vq-Qp)-^{Vr-Rp)y-^Vsyy= o,

qui jointe à la première préfente le cas que nous avons traité

dans l'article précédent; de forte que ce qui étoit^, q, r,

efl: ici P ^— Q^, Pr— R/j & Pj-, ainfi on aura :

PQ^—QQp—PPr+PR;?

y

PPi— PR<7 + QR/j

&
PR^_QR;,_PP^
PQ^_PR.r + RR^

d'où l'on tire

o = (PR^—QR;,—P»5)^+ (PQi—PRr+RR/;)(PQ?—QV—PV+PR/)
3 K k ij
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équation dont le développement donne

V^s'— V^Qrs -^ ?'Q'cj s— ? Q p s -i- Q'Ry

-+- P'R /•/-— P QR^A-f-PQ R;p/-— Q^R^/j^

— iV'R'pr-^'PR^pp

Se qui , à caule que le dernier terme s'évanouit , efl divifîble

par P. On aura ainfi pour réfultat :

o;

+ T's^ — i?'Rq s —V'-Qrs+^V QRp s+ VQ'qs—Q'ps+Ry
+ ?'^Rr^—VQK^r—zPRyr+Q-'Rpr+VRY— QRy'î

O,

Les racines réelles de cette équation feront connoître les in-

terférions, pourvu qu'il en réfulte pourjy des valeurs corref-

pondantes réelles.

481. Suppofons maintenant que chaque appliquée foit

exprimée par une équation cubique; & prenons , en vertu de

cette hypothèfe, les deux équations fuivantes :

I.

P H- Qy -+ Rjj H- ^y^ = o

I I.

p -h qj -i- ryy s y o.

En multipliant la première par /? & la dernière par P, & fai-

fant la fouftraèlion comme auparavant , nous aurons pour

refte :
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(P^_Q^) + (P

III.

Multiplions enfuite la première par j- & la féconde par S; nous

aurons, après la fouftraftion,

I V.

Ces équations III Se IV comparées avec les deux que nous

avons traitées art. 479, nous fourniront les réfultats iuivans :

F= F^— Qp
Q=Fr—Rp
R= Fs — S p

p= S p — P^

^= S ^—Qs

/-==S/-— Rj

& en faifant ces fubftitutions dans l'équation finale, nous

aurons :

M^<]-Qpy(Sr-Rsy-l{Vq-Qp){Vs-Sp)
{Sp— ?s)(Sr—Rs)-hiFs — Spy{Sp — Fsy
-^{Pr~Rpy{Sp— Vs){Sr—Rs) — {F^—Qp)
{?r~Rp)(S^— Qs)(Sr-
iVs — Sp){Sp — Fs){S^-

Rs)-{Vr-Rp)

Cette équation renferme fept termes, qui font tous divifibles

par Sp— Vs, excepté le premier & le cinquième. Ces der-

niers ajoutés enfemble auront deux fafteurs, l'un (P^— Qp)
(S/-— R j) , & l'autre (P</ — Q^) (S /-— R ^)— (P r— R/^)

( S ^ — Q -f ) ; celui - ci étant développé devient =î Qr s
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-^RSp^— VRcj s—QSp / ou= {Sp~Fs)(R g— Qr)

;

& par conféquent les termes I & V prennent cette forme

iFq~Qp){Sr—Rs){Sp — Vs) (R^_Q,), laquelle

cil aufii divifible par Sp — Pj-. L'équation réiultante fera

donc :

0=={V^-Qp){Sr-Rs){Rg-Qr)-^z{P^-~Qp)
{Sp— Fs){Sr—Rs) -^{Sp—Vsy -h{Fr— Rpy
(Sr~Rs)-^{Fr— Rp){Sp — Fs){Sq— Qs) —
{Fq~Qp){Sq-Qsy;

qui étant développée deviendra

H-S>^ — 3PS>=j + P^S r H- 2 FR'prs —V'-Rr's

-h V' Q r s s -\- V R S cj q r— V' s' -h T, F'Sp s''— R ' P-' s

— iVRSpn-hR'Sp'r—RSYq— QQRprs— PR'gqs

— VQSqrr-hVQRgrs-h^FSSpqr—'^VFSqrs
-{--pQSprs-hQQSprr^QRRpqs— QRSpqr
— -^VQRps^'-h^QRSp's—FRSpqs-h iP^R^^^

-\- iF QS q <j s— F S S
.f
— F Q'q s s -~ 1 Q S S p p r

— iQQS p q s -{- Q^ps s -\- QS'p g q= o.

4§2. Pour mieux faire concevoir la méthode d'éliminer j/

de deux équations de degrés plus élevés , fuppofons qu'elles

^bient toute$ deux du quatrième degré.

î.

P _l_ Q j + Rj= + S j5 -4- Tj4 = o.

I I.
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Si nous multiplions la première équation par p 8c la. féconde

par P, nous aurons après la fouftra6Hon :

III.

(P^_Q^)+(P,_R^)^.-^(P s-Sp)y'-^ (P t-Tp)f^ = o.

Si nous multiplions enfuite l'équation I par / &: la féconde II

par T , nous aurons , après avoir fait la fouftradion :

I V.

(P t—Tp)-hiQ t~T q)y +(R t-l /^j^-^CS ^—T s)y^= o.

Faifons
,
pour abréger ,

P^-Qp= A

P/- — R/;=B

p^_S^=C
IP t — Tp =D

F t^Tp^a

Rt— Tr=c

S t — T s= d

Il faut remarquer ici que non-feulement a= D , mais encore

que
Ad--Cl>^{Ft~Tp){Sp — qs)=Dct

Ac—B l>^{Ft—Tp){K<j~qr) = DC.

En faifant ces fubilitutions , les équations III & IV devien-

dront :

I I I.

A -H Bjy 4- Cjj -4- D j' = o.

I V.

a -\-h y -\- c yy -\- d y"^ o.



2(^4 r)E l'Intersection
Multiplions à préfeut ces équations refpeftivement par al & D,
& retranchons l'une de l'autre; nous aurons:

V.

{Ad-~Da)-\-{Bd~Dl>)y-^{Cd— Dc)y=o.

Multiplions encore ces mêmes équations par a & par A , &
nous trouverons, après la fouftraftion;

V I.

(A/5 — Ba) -t-(Ac— Cû)jKH-(A^— Da)jy= = o.

Faifons de nouveau, pour abréger,

A^ — Ba= E

A c — Ca= F

Ad—Da= G

Ad— D a=e

B d—D^=f
Cd—D c=g

C^— Bc= C

On aura G=e Se Eg— Ff==G^; de forte que Eg— F/
eu. divifîble par G. Nous aurons donc les équations fuivantes :

V.

E -+- Ey -\- Gyy t= o.

V I.

d'où nous tirerons celle-ci, en faifant une opération femblable

aux précédentes :

V I I.

{Ef—¥e)-^~{Eg— Ge)y=^o.
VIII.
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VIII.

^Eg— Ge)-^i¥g-Gf)y:=o.

Enfin faifons encore, pour abréger,

Ef—¥e = H E^- Ge = /i

E e— G e= I F.- G/=.-,-

de forte que l = h, nous aurons :

V I I.

H -4- I JK
= o.

VIII.

/i + ij = o;

d'où nous déduirons cette dernière équation, qui ne contient

plus de y :

Hi — lh= o.

Si l'on reftitue dans celle-ci fucceffivement les valeurs pré-

cédentes , on obtiendra une équation qui ne renfermera que

les feules fonftions P, Q, R, &c. p, q, r, &c. des premières

équations. Mais l'équation entre £, F, G, e, f, g, fera divi-

iible par G=e; & fi on va jufqu'aux lettres A, B, C, D, a,

b , c , l'équation réfultante pourra être divifée par D^ =<2%-
de forte que chaque terme de l'équation finale doit renfermer

feulement huit lettres
,
quatre majufcules & quatre minufcules.

En procédant de cette manière, on pourra toujours en géné-

ral, quel que foit le nombre de dimenfions de y dans les deux

équations, éliminer l'inconnue y, & parvenir à une équation

qui ne contiendra plus que l'inconnue x.

483. Quoique cette méthode d'éliminer une inconnue des

EuLER, Introduciion à L'Anal, injin. Tome II. 3 L l
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deux équations foit d'un ufage irès-étendu , nous allons ce-

pendant en ajouter une autre
,

qui ne fuppofe pas autant de
fubftitutions répétées. Soient donc propofées les deux équations

fuivantes d'un degré indéterminé :

I.

Pjk'" + Qy""' -+ ^y""' h- Sy*-' -h &c. = o.

I I.

py" -+-
1
y"~' -+- ^ t""' — "^j""' + ^^' = o »

defquelles il faut obtenir une équation qui ne renferme plus

àey. Pour y parvenir, multiplions la dernière équation par
cette quantité :

py-«_l_ A/-«-' H- B/-"-' -h €/-"-'•+ &c. ;

laquelle contient un nombre^— n de lettres arbitraires A, B,
C, &c. Multiplions la première équation par cette quantité:'

^y-'^-f-^y— ^ ^_^y— =_4_ ^
y^'""^ -^ &c.;

qui renferme un nombre k— m de lettres arbitraires a , l> ^

Cf &c. On égalera enfuite les deux produits entre eux, & on
fuppofera que tous les termes qui contiennent des puiffances

de jy , fe détruifent mutuellement. Les derniers termes , qui

ne renfermeront point de y , donneront l'équation qu'on

cherche. Les plus hautes puiffances fe détruifent d'elles-

mêmes; car le premier terme de chaque produit fera P/'jy*. Il

refte donc encore k— i termes qui doivent fe détruire ; on
aura pour cela autant de lettres arbitraires à déterminer. Or le

«ombre des lettres arbitraires qu'on a introduites eft ik—m
—n, lequel doit être égal k k — i ; donc k=m-+-n— i.

48 4. On multipliera donc pour cette raifon la première

équation par cette quantité indéterminée:



Vc^ +Q/'=/' A + ?P

Vb + Q.I -f-R^=^ B + ^A -h aP

q_b.-hRa H- Sy? =^ C -t-
ç

&c.

/B + AA-
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p'-' -+- ay"-' -h bj"-' -+- cj"~^ -h Sec. ;

& la féconde par celle-ci :

Vj—' -h Ay-' + B j"*-' -4- CjK"""* H- &c. ;

&, en égalant entre eux les termes dans lefquels fe trouvent
des puifîances femblables de y , on aura les égalités fui-

vantes :

Fp=Vp

P,

Ces équations, en y comprenant la première Vp = P p,
feront au nombre de to-H/z y & fi on détermine par leur

moyen les lettres arbitraires A, B, C, &c. a, b, c, dzc, on
arrivera à une dernière équation qui ne contiendra plus que
les lettres données P, Q, R, &:c.,p, q, r, &c. ; & qui par
conféquent fatisfera à la queftion.

485. Au refte, on facilitera cette détermination des lettres

arbitraires, en égalant les membres égaux de chaque équation

à de nouvelles quantités indéterminées a, ^, y, &c.; comme
on peut le voir par l'exemple fuivant.

Soient propofées cq^ deux équations :

I.

Pj= -{- QjK -h R = o.

I I.

/) jk' -h qy^ -\- ry-^s= o.

jLlij
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En multipliant la première par py- -}- aj-hZ", & l'autre par

PjK-H A, on obtiendra ces égalités:

P a -h Q/J =/? A -t- ^ P= a

p ^ H_ Q a -H R/;= ^ A + /P = ^

Q/5_{-Ra= /A-(-jP

R/^= ^A

Négligeant la première équation qui éft identique , on tire

de laJeconde :

p

On obtiendra de la troifième

p '- p F P p=
~+"

p» p

Cette valeur de C étant fubftituée , on aura :

^=p7-7 +^-Tr-»--p —^^

ou

,
..(Pç-Q^,) (Q>^_p=^ =

)
(P.-R/.)

_

IV Fv p
'

Cette valeur , fubrtituée dans la quatrième équation , don-

nera :
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''Q(P?-QM _ Q(P?-Q/^)(Q/> + P?) Q(Pr-R;.) ^
?'P PV

~*~
p

"*
p

V p p

OU, en multipliant par P'/?, \

(P^H-Q;^)-HPQ;>(Pr— 2R/^)-i-P'^/-—P>j= 0.

Donc on aura :

** PQ^—QV + PRf— PV

Mais la dernière équation donne :

aR(P.;_Q;,) R (p>^s_Q>/,») R(Pr—Rr) uS P<;s

Fy PV
'

P P P
'

d'où l'on tire :

P^Rç'— Q=RP» — P^Rpr-)-PR"p>_p3^f
^'

PRq — QRp—V's *

Ces deux valeurs de a, donneront l'équation demandée, qu'on

ramènera enfin à la même forme
,
que nous avons trouvée

ci-defTus, art. 480 pour le même cas.
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CHAPITRE XX.

De la ConJlruclLon des Equations.

48(5. Ce que nous avons expofé dans le dernier chapitre

touchant l'inrerfeôlion des courbes , s'applique d'ordinaire

principalement aux conftruftions des équations des degrés

iupérieurs. Car fi, deux courbes étant propofées, on trouve

l'équation dont les racines indiquent en quels points elles

s'entrecoupent ; réciproquement les interférions de deux
courbes peuvent fervir à faire connoître les racines des équa-
tions. Cette méthode eft très-utile, lorfqu'il eft queftion de
repréfenter par des lignes les racines d'une équation quelcon-

que ; car, après avoir décrit les deux courbes deflinées à cet

ufage, il fera facile de marquer les interférions; & abaiffant

de ces points des appliquées fur l'axe, les abfciffes donneront

les vraies racines de l'équation. Aurefte,firinconvénient,dont

nous avons parlé plus haut, a lieu, toutes les abfciffes ainfi

trouvées donneront bien des racines ; mais il pourra arriver

que l'équation propofée en renferme plus qu'on n'en trouvera

par cette conftruftion.

487. Lors donc qu'on a propofé une équation algébrique

qui renferme l'inconnue a:, & dont on veut afîigner les racines,

il refte à chercher deux lignes courbes ou deux équations

entre les variables x &y, telles qu'en éliminant l'appliquée,

il en réfulte l'équation propofée. Cela fait , on décrit ces

deux courbes fur un axe commun, en plaçant au même point

l'origine des abfciffes ; & on marque les points où elles fe

coupent l'une l'autre. On abaiffera enfuite de ces points d'in-

terfeftion , des appliquées perpendiculaires à l'axe ,
qui

indiqueront fur cette ligne les abfciffes qui font égales aux
racines de l'équation propofée. Ainfi, on affignera de cette

manière les vraies valeurs des racines demandées , à moins
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qu'il n'arrive par hafard que l'équation n'en contienne plus
qu'on ne trouvera d'interieftions.

488. Avant que de donner la manière de trouver ces deux Pi. x. Fig. 97.
courbes qui doivent fervir à la conflruftion de l'équation dont
il s'agit, prenons l'inverfe, & examinons les équations dont
la résolution dépend de deux courbes données. Suppofons
d'abord que les deux lignes dont il ell quelHon, foient deux
droites E M, FM, qui s'entrecoupent au point M. Prenons
pour axe la droite EF, & pour origine des abiciffes le point
A, d'où l'on élèvera la perpendiculaire A B C qui rencon-
trera la première ligne en ^ & la féconde en C. Soit AE=^ay
AF=b, AB^c, AC= di^ faifons l'abiciffe AP= x,
l'appliquée PM=y ^ nous aurons pour la première droite
EM, a : c::a-+-x : y , on aj= c (a-^x); & pour l'autre,
l' : dwb—X : y, ou by = d(b—x). Si on chafîe y de ces

équations, on aura bc(a-^x)= a d (b~x) om x ^=''-^^^^^^
^ ^ ^ ^ bc->r-ad

ab{d—:) ^
^^ '

bc-i- ai ' pourra donc conftruire par l'interfeélion de

deux lignes droites l'équation fimple x = "^^'^—'^
^ ^ la

forme de laquelle on peut ramener toutes les équations
iîmples.

489. La ligne la plus aifée à décrire après les lignes droites efl: pi. x. F;g. 5g.
le cercle

; voyons donc quelles font les équations qui peuvent
fe conflruire par l'interfeaion de la ligne droite & du cercle.
Soit tirée la droite EM, AP étant l'axe & A l'origine des
abfcilTes; foient AE= a, AB =b, & les coordonnéesAP = X, P M=yi on aura a : b : a-^-x : y ; & par con-
féquent, ay= b (a-i-x), équation à la ligne droite; foit
eniuite le rayon du cercle CM=c, & ayant abaiffé du
centre C fur Taxe la perpendiculaire CD; foient AD=f,

'

CD= gi on aura D P^x —/& PM—CD = x —g.
Comme on a en outre, par la propriété du cercle, C^M' =
^P' + (PM— CD)\ l'équation au cercle fera cc= x x— ^A -^ff-^yy— 1 gy^gg=(x~fy^(y—gy.
Mais l'équation à la ligne droite donne j= -^-^^tll ,- donc
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•2 ( b— e) -\- !' X r h X r, r r t rt •

y— g = — =b— g-\ ,• &li on lubltitue cette

valeur de j dans l'autre équation, on trouvera;

r . r, / 1 \-, -il {h— i) X bbx X

OU

-\-aa -\-iab(b— g) -\-aa(h—gy
XX X =0,

-\- b b — ^^^/ "+"^ ^ff

dont on aura les racines par les interférions de la droite &
du cercle; de forte qu'en abaiffant des points d'interfeftion

M & m fur l'axe les perpendiculaires M P, m p , les valeurs

de X feront A F Se A p.

490. Comme cette équation renferme toutes celles du fé-

cond degré ; il s'enfuit qu'on pourra conflruire de cette ma-

nière toute équation de ce degré. En effet, foit propofée l'é-

quation fuivante :

A x'- -\- 'Q X -V- C= o.

On la ramènera d'abord à la forme de la première, de façon

que les premiers termes foient les mêmes, en multipliant par
(i a -\- b h

I

1

A '

, , > B{ja-\-bb)x C{a,J-\-bb)
f',-,\hh]VX\ 1 r>

L'égalité des autres termes donnera :

%kab (b—g) — 2 Aaû/=B (aa -^ bb);

d'où l'on tirera

af=b(b g) ^^^ s

&,
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&, parce que

c-'-^^'Xi^-gr

on aura

Aj 4A^a^

& par conféquent

C^ ^y A a

'

4.1'..' "^^a + ii ~*~
A'"

donc

. B/' _, ,/ a.zcc C ^'\

Relie donc à déterminer les trois quantités a, b èi c, qu'il

faudra prendre telles que r-rr -^
~k

——devienne une
I ^ aa-\- b h A 4AA

quantité pofitive ; car autrement b — g- = AB— CD, &
par fuite C D deviendroit une quantité imaginaire.

491. Rien n'empêche donc de fuppofer b = o; ce qui

donnera g-= y/ (c- — ]cxf=—— ,- mais, comme

l'équation propofée A x x -+ B x -{- C=o n'a point de ra-

cines réelles, à moins que B B ne foit plus grand que 4AC;
—î fera dans ce cas une quantité pofitive; fi on la

r r ' 1 < j r \/(BB—4AC)
,

luppole égale a c c, de lorte que c= , g de-

viendra aufri=o, & a fortira tout-à-fait du calcul. La droite

E M tombera donc fur l'axe même ^P , & le centre du
w R

cercle C devra être en D, A D étant =—-. Si de ce centre,

\/(BB-4AC) j. • 11avec un rayon c= , on décrit un cercle , les

interférions de celui-ci avec l'axe même feront connoître les

racines de l'équation propofée. Mais, pour n'avoir pas à conf-

EuLER, Introduction à l'Anal, injin» Tome II, 3 M m
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truire \ine formule irrationnelle ; fuppofons g= c r , de

ick kk _BB4-4AC
manière que ce -i

—-—-= c c , nous au-
1 aA 4AA 4 A^ '

rons c = — & P- = . Nous rel-
4kA ° 4ÀA

tons donc les maîtres de donner à A: la valeur que nous vou-

drons; après l'avoir déterminée, comme la droite CM tombe

fur l'axe, on décrira le cercle de la manière fuivante. On

prendra AD^=—7-, & la perpendiculaire CD= —r— ,•

enluitedu pointe comme centre, avec un rayon= 4AA
on décrira un cercle dont les interférions avec l'axe feront

connoître les racines de l'équation propofée. Si donc on fup-

pofe k==— B , ayant pris ^ Z>=^ , on fera CZ> = -,

& le rayon du cercle à décrire du point C comme centre
,

lera= —5 = —— H- -
; d ou il fuit que le rayon du2AB 2AB ^ -^

cercle fera= A D -\- CD; ce qui paroît donner une conf-

truftion très-commode pour la pratique.

491. Confidérons à préfent les interférions de deux cercles.

PI XI F'
^^^^ P^^^"-

^^ premier A D= a, CD= b Si fon rayon CM
'g-99- _^^^ on aura, en faifant A F= x & P AI =:= y , DP=

a— X, CD — P M= b — y y & par la nature du cercle :

XX — ^ a X -^ a a -\- yy— 2 by -\- b b = c c.

De même pour l'autre cercle, foit Ad=f, dc=gy & fon

rayon c Al = h ; on aura :

XX— ifx-^ff-^yy^igy-^gg=^hh.
Ces équations fouftraites l'une de l'autre donneront pour

reile :

i(f— a)x-{-aa—ff— 1( b-\-g)y-^bb—gg=cc— /zA,-

donc

a a -\- b />— ff— ;g— c c -{- h h— î ( <2—f)x
y .

^-^j:^ i
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d'où

&

a — jc= -,—;—

:

^ .

Et, puifque (a— x)- -h (b—yy = ccy on aura , en faifant

la iubftitution :

—A(a-^fXh-\-gy

XX — 4(a—f)(a-—f)x =0.
^4(b-^gy -^^(r—h'Xh-rgy

-^-^(a-fXc—h^)
-^(a^—c^—f-^h^y

On pourra donc, par le moyen de cette équation, conftruire

d'une infinité de manières l'équation Ax,v -4- Bx-h C=o;
mais on conçoit qu'une équation d'un degré plus élevé ne
peut fe conftruire par l'interfeftion de deux cercles, parce que
deux cercles ne peuvent fe couper en plus de deux points.

Ainfi, puifque la même équation peut être conftruite par l'in-

terfeftion de la droite & du cercle, on préfère avec raifon

cette dernière conflruftion à celle qui fuppofe deux cercles,

à moins qu'il ne fe préfente par hafard quelques cas particu-

liers qui donnent naturellement une détermination facile des

lignes a, b,f, g, c & /z.

493. Suppofons maintenant le cercle coupé par une para- Pi.xi.Fig. ico,

bole. Ayant abaifîé du centre C du cercle la perpendiculaire

CD fur l'axe APi foit AD= a, CD= b,^ le rayon du
cercle CM=c, on aura entre les coordonnées perpendicu-
laires AP= x, PM=y, l'équation au cercle (x — ay
-+- fj

—hy= cc. Suppofons l'axe FB de la parabole per-

pendiculaire à la ligne AP, & foit A E=f, EF==g, &
3 M m ij
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le paramètre de la parabole = 2 A; on aura, par la nature

de la parabole, EP-==ih(EF-{- PM), ou analytiquement

(^—fy = ^h (g-^y); d'où y= ^"~['^ —g ^y—b=^
^

(b-{-g). Cette valeur, fubftituée dans la première

équation, fera difparoître j, & on aura :

Ahh

OU

4-6// _4/ -^ffh(b-^g)

x^—4fx^~^li(b-\-g)x'-\-^fh(b^g)x^4h'(b-\-gy= 0',

-\-Àthh —%ahh -\-4aahh

— 4cchh

Les racines de cette équation feront les abfciffes A P , Ap,
Ap, Ap, déterminées par les appliquées qui paffent par les

points d'interfeftion M, m, m, m.

494. 11 y a dans cette équation fix confiantes a, b, c, f, g& hy qu'on peut réduire à cinq, en faifant b-\-g^=^k, parce
qu'on peut regarder la fomme de ces deux dernières comme
une feule quantité. Ainfi, en faifant CD-\- EF=b-\-g=k3
on aura l'équation qui fuit :

-H6// -4/ -Affhk
a:+— 4/x^— 4 hk x^ -ir- ^fhkx -\- ^h hkk = O.

-\- A,hh — 'èahh -\- ^ a a h h

— /^ c c h h

Or il efl pofîible de ramener à cette forme toute équation

J
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du quatrième degré. En effet , foit propofée cette équation :

x^— A -v' -\- B X X— C X -+ D = O ;

on aura , en faifant la comparailbn :

4f=Aouf=^A,6f—4/ik-h4h'= 'Bon^A'—4/ik-h4/i'= B-,

d'où l'on tire

l-
3AA B

A:= 7 h- à 7 y

4f _ ^fh k-]- Sah/i = C

OU

-ttA^— -5^A5 — AAA-+-^AB+ 8a/zA==C;

donc

A' A AB C
a= 1

1 .

256^/^ 8 32A/Z 8/îA

Enfin on a

(ff— 1 h ky -4- 4 a a hh — 4c c hh= D',

mais

ff-.rhk==~ — xhh — -^

&
A3 kh AB Clah=
128A 4 16A 4A*

en fubftituant ces valeurs, on aura donc une équation qui
contiendra c & A qu'il faudra déterminer d'une manière con-
venable

, pour que l'une & l'autre de ces quantités obtiennent
une vileur réelle.

495« Mais comme il efl: facile de faire évanouir le fécond



278 DE LA Construction
terme dans une équation du quatrième degré; fuppofons qu'on

l'ait effectivement fait difparoîrrc , & qu'on ait à conflruire

cette équation :

x+ * -h B X X — C X -\- Y) = o.

On aura donc d'abord f=o. enfuite k=^h ; en troifîème
4/1

lieu a= ~— ,• & , à caufe de 1 h k — ff^^ xhh & de

1 a h = — . en quatrième lieu
, 4 A+ — i B /z' -H

:f
B B -4-

c c
• -

, ,

— Ac-li'='D-. d'oii l'on conclut 64c^A+ = C^-t-^B-A ^
\b h h ^ ^

— 3zBA+-t- 6j^h^— \GV> hh i & par conféquent % chh=
'%/(4k^(B—4/i')'-{-C^— i6D/r). Mais, comme il faut fur-

tout avoir l'attention que c & A obtiennent des valeurs

réelles , fuppofons c= h -

^
; ce qui donnera ;

CC— i6D/i/i-\- SB /i/i<j— ^1/1^^ — 4/1 kq^==o.

Ainfi
,
pour fatisfaire à la queftion , il faut diftinguer deux

cas ; le premier où D eft une quantité négative, le fécond où

D efl: une quantité pofitive. Soit donc :

I.

D une quantité pofitive =-\-E~ , de forte qu'on ait à conf-

truire cette équation :

x^ * -i-Bx^ — CArH-E^ = o;

folt à cet effet ^= o , d'où c= -— , & on aura A A=
———

- & /2 =-— ; d ou i on tire c= 7^7:— : oc eniuite
16EE 4E 4CE

j ce— 4BE 2EE o /^

^~= '=^ 4CE ,a = -^8cf=o.
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I I.

Mais fi D ei\ une quantité négative; fi, par exemple,
D==— E E, on aura

,
pour conftruire l'équation

x^ * +B;c' — Cx— EE = o,

celle-ci : 64cch*= CC -h 4hâ (4/1/1 — 3)'-^ i6EEAS-
qui donne toujours pour c une valeur réelle

,
quelle que Toit

celle de n; car on aura c = W- ^^ —

—

i
' 8 « «

& on peut prendre pour h la quantité qu'on voudra; on aura

donc loin de la prendre telle dans chaque cas, qu'elle rende

la conftruftion de c la plus facile. Cela fait, on aura, comme

auparavant , A E=f= o, CD-t-EF^/:= -—-— , &
CAD^a= ^— . SiE= o, on aura à conflruire l'équation

du troifième degré :

x^ • -\- B X— C = o.

C'eft fur cette conftruftion qu'eft fondée la règle affez connue

de BACKER.
496. Si l'on prend deux lignes quelconques du fécond

ordre, ou deux feftions coniques, dont les équations foient

rapportées à un axe commun & à la même origine des ab-

fciffes, favoir :

ayy -\-l>yx-\-cxx-+-dj -^ex-\-f^= O

&
a.yy->r-€yx-{-'yxx-\-<^y-{-iX-^^^^^ 0,

On éliminera j/ par la méthode donnée plus haut, en com-
parant ces équations avec celles que nous avons traitées ari,

479, Savoir :
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&

p -^ IJ -^ ry y= o^

Les quantités P & ^ feront des fondions de x du fécond

ordre
, Q & y des fonftions du premier ordre , & R & r

des confiantes ; d'où il fuit que l'équation finale fera du
quatrième degré. On ne peut donc conflruire par les inter-

leèlions de deux leftions coniques quelconques des équa-

tions d'un degré fupérieur au quatrième; or nous avons vu
qu'elles pouvoient aufll être conftruites par le moyen du

cercle & de la parabole. On peut conclure la même chofe

de la confidération des lignes du fécond ordre, qui , comme
on fait, peuvent être coupées en deux points par une droite ;

ainii deux lignes droites pourront former quatre interférions ;

mais deux lignes droites prifes enfemble conflituent une ef-

péce de lignes du fécond ordre; d'où il fuit que deux lignes

du fécond ordre fe peuvent couper réciproquement en quatre

points.

497. Si on veut avoir les interférions de deux lignes, l'une

du fécond , l'^iutre du troKième ordre
,

qui foient exprimées

par ces équations :

P + Q j H- Rjj = o

p -^ q y -+• >'y y -\- s y^' = o.

J'obferve que P fera une fonction de x de deux dimenfions,

Q une fonftion d'une feule dimenfion & R une confiante ;

que p fera une fonftion de trois dimenfions, a de deux, /;

d'une feule & s une confiante. Si on fait attention à cette re-

marque, on verra facilement que l'équation trouvée (art. 480)
après l'élimination de y, doit être du fixième ordre; c'eft

pourquoi on ne pourra conflruire par les interfeftions d'une

ligne du troifième ordre avec une feftion conique d'équations

plus élevées que celles du fixième degré; c'ell ce qu'on peut

encore
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encore reconnoître à la nature des lignes de ces deux ordres;

car, comme les lignes du troilième ordre font coupées par une

droite en trois points , il eft évident qu'elles feront coupées

en fix points par deux droites ,
qui prifes enfemble forment

une efpèce de lignes du fécond ordre.

498. En appliquant aux ordres plus élevés & ce que nous

•avons expofé auparavant fur l'élimination, &: le raifonne-

xnent que nous venons de fonder fur l'interfeftion des lignes

droites , on verra qn'on peut conftruire les équations du neu-

vième degré par les interférions de deux lignes du troifième

ordre, & celles qui ne paffent pas le feizième degré par les

interférions de deux lignes du quatrième ordre; & en gé-

néral par le moyen de deux courbes , dont l'une eft de l'ordre

m & l'autre de l'ordre n, on pourra conftruire toutes les équa-

tions qui ne furpaffent pas la puift'ance mn. Ainfi, pour conftruire

une équation du centième degré, on aura befoin ou de deux

lignes du dixième ordre , ou de deux lignes dont l'une foit du
cinquième & l'autre du vingtième ordre; ainfi de fuite, en dé-

compofant le nombre 100 en deux fafteurs. Mais fi le plus haut

expofant de l'équation à conftruire eft exprimé par un nombre
premier ou par un autre qui n'admette pas une décompofition

en fafteurs afl'ez commode, on fubftituera, à la place de celui-

ci, un autre nombre plus grand qui ait des fafteurs convena-

bles ; car les deux courbes qui peuvent fervir à la conftruc-

tion des équations d'un degré plus élevé, font également

propres à celles des équations d'un ordre inférieur ; ainfi on
pourra pour une équation du trente-neuvième degré employer
deux courbes, l'une du fixième ordre & l'autre du feptième,

parce qu'avec ces deux courbes on peut conftruire une équa-

tion du quarante-neuvième degré ; & que cette conftruftion

doit être regardée comme plus fimple que fi on employoit une
courbe du troifième ordre, & une autre du treizième.

499. On voit par-là qu'on peut afllgner les racines réelles

d'une équation quelconque de plufieurs manières, &: même
d'une infinité de manières ,

par les interférions de deux
courbes. Mais de cette infinité de manières il faudra chpifir

celle qui fuppofera les lignes courbes les plus fimples & les

EuLER,, Introduclion à l'AnaL infln. Tome II. 3 N n
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plus faciles à décrire; il faudra fur-tout faire en forte d'obte-

nir par le moyen des interférions toutes les racines réelles ;

ce qui ne peut manquer d'avoir lieu, lorfqu'on choifira des

courbes qui ne font pas fufceptibles d 'interférions imagi-

naires. Or nous avons vu auparavant que ces lortes d'inter-

feftions n'avoient point lieu , lorfque dans l'équation pour

l'une des courbes l'appliquée y etoit égale à une fonétion

uniforme de x. Car cette dernière courbe n'ayant aucunes

appliquées imaginaires , il eft impoffible que dans ce cas on
trouve des interférions imaginaires, quel que foit le nombre
d'appliquées miaginaires que peut renfermer l'autre courbe.

Nous prendrons donc toujours pour nos courtruétions une
équation de cette forme P-|-Qy= o, P «Se Q défîgnant des

fonftions de x.

500. Etant donc propofée une équation quelconque, on
choifira une courbe convenable repréfentée par l'équation

P-f-Qj=o; & comme l'équation à l'autre courbe doit être

telle, qu'en y mettant, au lieu ào,

y

, fa valeur —ry"? ^^ ^^^

pour réfultat l'équation propofée; on pourra réciproquement

au moyen de la propofée, former celle qui convient à l'autre

P
courbe, en introduifant - — , au lieu dey. Par exemple, fi

on propofoit cette équation ;c+H-Ax'-hBx''-l-C Jc-l-D= o,

on prendroit pour l'une des courbes la parabole'exprimée par

l'équation ay= xx-\-bx ; comme xx=ay-— hx, on fub-

ftituera cette valeur dans la propofée, autant qu'on le jugera

à propos ; ce qui donnera :

JC+ = a ayy — ^ ab xy -h b b x x

Ax' = -h A a x y — Abxxj

& par conféquent on obtiendra une équation du fécond degré

de cette forme :

a^y'^a (A— i^j^rj+ fB— Ab-\~b')x' -j- CjcH-D= 0,

dont les interferions avec la courbe ay=x'-^bx indique-

ront les racines de l'équation propofée.
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501. Comme on peut faire varier ces deux courbes d'une

infinité de manières , en donnant des valeurs arbitraires aux
confiantes a Sz h ^ on peut de même introduire dans la folu-

tion une variété beaucoup plus confidérabie ; en effet
,
puis-

qu'on a par la première équation x^— ^JK~*~ bx= o, on aura

aufïi ac X X— a ac y -\- ab c x= ^ &fîon ajoute celle-ci
^

à la dernière, il en réfultera une équation beaucoup plus géné-

rale pour la ligne du fécond ordre , dont les interférions avec
la première feront connoître également les racines de l'équa-

tion propofée. Ainfi les deux courbes qui ferviront à la conf-

trudion , feront :

I.

ay-=x X -\- b X

II.

<iy^-\-a(k—ib)xy+(^—Ab-{-b'-irac)x^—a^cy-^(C-\-abc)x-^D^=0,

Cette dernière équation peut exprimer telle feftion conique
qu'on voudra; il faudra faire attention à cette quantité A A—
.4B— 4 ac i fi elle efi: pofitive, la courbe fera une Hyperbole ;

fi elle eft= o , elle fera une Parabole ; & fi elle eft négative
,

la courbe fera une Ellypfe. Mais, fi b=\ A & a^==B— ^ A^

-4-flc, ou c= aH ,1a courbe deviendra un Cercle ;

car alors on aura :

ay'-ha'x'—(a^-\ BajjK-+-(^C-H—-+- y -)x-hD^O,

ou

/ <jA»B\,/ C a A' ABx,

/^ A* Bn, /C A A^ AB\, D
\2 ha 2 lî/ \2j" 4 16^* 4a"/ d"

équation dont le fécond membre eft le quatre du rayon du
Cercle.

3 N n i;
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502. Ainiî les feules feftions coniques fournilTcnt une in-

finité de courbes, qui, combinées avec la parabole ay= x^

-\- bx, feront connoître par leurs interfeftions les racines de

l'équation propofée. Quelle que foit celle de ces courbes qu'on

choifira, la parabole fera toujours coupée aux mêmes points;

& par conféquent les endroits où toutes ces courbes s'entre-

couperont, feront toujours les mêmes. On pourra donc parmi

ce nombre infini de courbes en prendre deux à volonté

(excepté la parabole prife d'abord), qui, fuppofées décrites

fur un axe commun , indiqueront toujours par leurs interfec-

tions les racines de l'équation propofée. Il fuit de là qu'on

pourra conflruire l'équation de cette manière ou par le

Cercle & la Parabole, comme nous l'avons déjà vu ci-devant;

ou par deux Paraboles; ou par la Parabole combinée foit avec
l'EUypfe, foit avec l'Hyperbole; ou par deux EUypfes; ou par

deux Hyperboles; ou par l'EUypfe avec l'Hyperbole. On mul-
tipliera encore bien davantage la variété des conil:ru61:ions, eix

employant à cet effet des courbes d'ordres plus élevés.

503. On pourra conftruire pareillement les équations des

degrés fupéiieurs , en prenant pour l'une des courbes une
ligne du genre parabolique exprimée par l'équation y = P,
Si

,
par exemple , on fe propofoit de conftruire cette équa-

tion :

on prendroit l'équation à la parabole du quatrième ordre

AT*= a'y i & comme on a jc'^ = a'j', en faifant cette fub-

flitution, on trouvera une équation qui appartient à une ligne

du troifième ordre :

qui , combinée avec un multiple quelconque de la première

équation jt:+ — a^j= o
,

produira une infinité de lignes

courbes du quatrième ordre, qui pourront fervir, en les pre-

nant à volonté deux à deux , à la conffruâion de l'équation.

504. S'il arrivoit que la méthode précédente ne donnârpa*
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une conftruftion commode pour l'équation qu'on fe propofe

de conftruire ; alors on multiplieroit l'équation par x , ou a'%

ou x\ ou par une pinflance plus élevée de Xj ce qui ajouteroit

quelques racines égales à zéro à celles qu'elle renfermoit déjà;

lefquelles feroient indiquées par les interférions faites à l'ori-

gine des abfciffes, & qu'il feroit par conféquent facile de
diflinguer des autres racines véritables de l'équation propofée.

Ainfi, quoique l'équation devienne d'un degré fupérieur, elle

ne laiffera pas néanmoins d'être fouvent plus commode â conC-

truire. Par exemple , fi on propofoit l'équation cubique :

X' -^Axx-\-Bx-\-C= o;

fi on fuppofe X x= ay, l'une des courbes qui doivent fervir à

la conflruftion fera une parabole , & l'autre toujours une hy-
perbole ; car on aura, en mettant a jy au lieu de a: x, cette

équation :

cxy •+ A ay + B x -I- C= O;

ou, en ajoutantià première équation c
x^— a cy=o, celle-ci

plus générale:

: xy -+- c X X -\- a (A — c)y -\-B X -h C =
qui pourtant fera toujours à l'Hyperbole. S'il paroît plus com-
mode d'employer le Cercle ou l'Ellypfe, ou la Parabole, il

faudra multiplier par x l'équation propofée; ce qui donnera
l'équation :

xi -h Ax^ -{-B XX -\-Cx= o,
.

•• ri" -

qui comparée avec celle au quatrième degré, qui a été conf-
truite ci-deffus, donnera D = o; & cette équation pourra
toujours être conftruite par le moyen du Cercle & de la

Parabole.

505. Puifque toute équation d'un degré quelconque peut
être conftruire par les interfe^lions de deux courbes algébri-

ques, & cela d'une infinité de manières, il fera toujours per-
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mis de fubflituer une ligne quelconque à l'une des courbes ;

de là eft née cette queftion : Comment une équation propofée

peut être conflruite par le moyen d'une courbe donnée. Mais
il faut d'abord remarquer ici que la courbe donnée doit être

du genre de celles qui donnent pour l'appliquée une fonc-

tion uniforme de x, pour que les interfeftions imaginaires ne
dérangent pas la conilruftion. En effet , il ne fuffiroit pas que
la courbe , ou une portion propofée de la courbe , eût des

ablciffes égales à une racine de l'équation ; condition qu'on

a coutume d'ajouter, lorfqu'on demande feulement une racine

de l'équation donnée ; il' pourroit arriver que cet arc de
courbe n'admît aucune interfeftion

,
quoique l'abfcifTe qui

répond à un de fes points fût une véritable racine, parce qu'il

feroit poflible que cette racine fût indiquée ou par une in-

terfeâion imaginaire, ou par l'interfeélion d'une autre branche
qui répondroit à la même abfciffe. C'eft pourquoi je ne m'ar-

rête pas plus long - temps fur cette queftion plus curieufe

qu'utile, ayant fait connoître affez en détail les vrais fonde-

mens de toutes les conihuftions de ce genre.

CHAPITRE XXI.

Des Lignes Courbes tranfcendantes,

506. Il a été queftion jufqu'ici des courbes algébriques,

dont la nature eft telle que les appliquées correfpondantes

aux abfciffes qu'on a prifes fur un axe quelconque font des

fondions algébriques de ces dernières lignes; ou, ce qui re-

vient au même, dans lefquelles la relation entre les abfciffes

& les appliquées peut être exprimée par une équation algé-

brique. Il fuit de là naturellement que, fi la valeur de l'ap-

pliquée ne peut pas être exprimée par une fonftion algébri-

que de l'abfciffe, la ligne courbe ne peut être mife au nom-
bre de celles qu'on appelle algébriques. On appelle ordinal-
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rement ces fortes de lignes, qui ne font pas algébriques,

courbes tranfcendantes. La ligne tranfcendante peut donc être

définie une courbe dans laquelle la relation entre les abfcilTes

&: les appliquées ne peut être exprimée par une équation al-

gébrique. Ainh , toutes les fois que l'appliquée y efi: égale à

•une fonftion tranfcendante de l'abfcifie x , la ligne courbe
doit être rapportée au genre des tranfcendantes.

507. Nous nous fommes occupés dans la feftion précé-

dente principalement de deux efpèces de quantités tranf-

cendantes. L'une comprenoit les logarithmes , & l'autre les

arcs de cercle, ou les angles. Si donc l'appliquéej eft égale

ou au logarithme de l'abfcifie x , ou à un arc de cercle

dontlefinus, ou le cofinus, ou la tangente , efi: exprimée
par l'abfcifie x, de forte que y=.Lx , o\\ y= k . [in. x,
ou y := A. cof. jc, ou y= A.iang. x ; ou s'il n'entre que de
telles valeurs dans l'équation donnée entre x Sz y ,\a couibe

dans (ous ces cas fera tranfcendante. Au refie, ce ne font là

que des efpècps particulières de courbes tranfcendantes; car,

outre celles-là, il y a une infinité d'autres expreflïons tranf-

cendantes, que l'analyfe des infinis fera connoître plus en dé-

tail ; d'où il faut conclure que le nombre des courbes tranf-

cendantes eft bien plus confidérable que celui des courbes

algébriques.

508. Toute fonftion qui n'efl pas algébrique, efi: tranfcen-

dante, & rend par conféquent tranfcendante la courbe dans

l'expreflion de laquelle elle entre. Or une équation algébrique,

ou efi: rationnelle & n'a d'autres expofans que des nombres
entiers , ou bien efi: irrationnelle & renferme des expofans

fraftionnaires; mais ce dernier cas peut toujours être ramené au
premier. Ainfi toute courbe dont l'équation qui exprime la re-

lation entre les coordonnées x &JK? "'^^^^ '"i rationnelle, ni ne
peut être rendue telle, efi toujours tranfcendante. Si l'équa-

tion contient des puifi!ances dont les expofans ne foient ni en-

tiers, m fractionnaires, il n'exifte aucun moyen de la rendre

rationnelle; &: c'eft pourquoi les courbes qui font exprimées
par de telles équations, feront tranfcendantes. De là naît la

première efpèce & comme la plus fimple des courbes tranf-
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cendantes ; ce font celles dont l'équation renferme des expo-'

fans irrationnels. Comme il n'entre dans leur expreliion ni

logarithmes, ni arcs de cercles , & qu'elles proviennent de la

feule confédération des nombres irrationnels, elles paroifTent

en quelque forte plutôt appartenir à la géométrie ordinaire;

& c'efl pour cette raifon que LEIBNITZ les a appelées inter-

[cendantes , comme fi elles tenoient un certain milieu entre les

courbes algébriques & les courbes tranfcendantes.

509. On aura donc une courbe tranfcendante dans celle

qui efl exprimée par l'équation y= x'^*. En effet on a beau
élever cette expreffion à telle puiffance qu'on voudra, on ne
parviendra jamais à la rendre rationnelle. Il n'y a aucun
moyen géométrique de conflruire une équation de cette na-

ture; car on ne peut exprimer géométriquement d'autres puif-

fances que celles dont les expofans font des nombres ration-

nels; & c'eft en cela que ces fortes de courbes diffèrent fur-

tout des courbes algébriques. Car, fi nous nous contentons de
prendre feulement une valeur approchée de y^2, en mettant

en fa place quelques-unes des fra6lions 4» j, fr» 4^? fl? ^"i

expriment à-peu-près la valeur de \/2, nous aurons bien à la

vérité des courbes algébriques qui approcheront de fe confon-

dre avec celle qu'on demande; mais qui feront ou du troifîème,

ou du feptième, ou du dix-feptième, ou du quarante-unième,

&c. ordre. Ainfî, puifque ^2 ne peut être exprimé d'une ma-
nière rationnelle que par une fraftion dont le numérateur &
le dénominateur font des nombres infiniment grands , cette

courbe efl cenfée d'un ordre infini , & ne peut pour cette

raifon être rangée parmi les courbes algébriques. Ajoutez à

cela que y/i renfermant deux valeurs, l'une pofîtive, l'autre

négative, il en réfulte toujours pour y une double valeur,

& par coniequent une double courbe.

510. Si nous voulions enfuite conftruire exaftement cette

courbe, nous ne pourrions le faire fans le fecours des loga-

rithmes. En effet , foit y= x^\ on aura , en prenant les loga-

rithmes, ly = y/z./.v. Le logarithme de chaque abfciffe

multiplié par y/ 2 fera donc égal au logarithme de l'appliquée;

d'où il fuit qu'on pourra , au moyen d'une table de loga-

rithmes
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rithmes , afîîgner la valeur de l'appliquée qui répond

à une abfcifle quelconque x. Par exemple, fi x = o^ y fera

aufll = 0',{\x=i^y fera de même == i ; ce qu'il eft très-

facile de conclure de l'équation primitive; mais, C\x=i^
on aura /.y= y^2./2 = y^2 . 0,3010300; &, à caufe de
\/z=i,4i42i356, / . j>'= 0,4257274 , & à-peu-près,

y= 2^66^ 1 86; & fi on fait :r=io, on aura /.y=1,4 142 3 5 6;
& par conféquent y= 2.5,95 S^l^- On pourra donc de -cette

manière calculer les appliquées correfpondantes à chaque ab-

fciffe, & conftruire même la courbe, pourvu qu'on attribue

à l'abfcifle x des valeurs pofitives. Mais, fi rabfcifîe x obtient

des valeurs négatives, il fera alors difficile de dire fi celles de

y feront réelles ou imaginaires , car foit x^=— i
,
que figni-

fiera (— i
J*^* ? C'eft ce qu'on ne peut favoir, parce que les

valeurs approchées qu'on peut trouver pour y 2 ne font ici

d'aucun fecours.

5 il. Il y aura encore moins à douter que les équations

dans lefquelles il fe trouve des expofans imaginaires , ne doi-

vent être rapportées au genre des tranfcendantes. Mais il peut
arriver qu'une exprefTionqui contient des expofans imaginaires

acquière une valeur réelle & déterminée ; il s'en eff déjà

préfenté auparavant plufieurs exemples; il fuffira donc d'en

offrir un feul ici. Soit :

.+V-1 r. V--V-xy = x^ ' -f- X

Quoique chaque terme Ar+*^~' & x~^~' foit féparément une
quantité imaginaire; cependant leur fomme donne une valeur
réelle. Car foit lx= v y e étant le nombre dont le logarithme
hyperbolique = i , on aura x= é'

; &, en fubflituant cette
valeur de x, 2j==e+''*^-' -\- e~"'^~\ Mais nous avons vu
dans la première feftion, art. 138, que

:;

= coj. A . v.

d'où y = cof. A.vr=cof. k.l.x. Ainfi une valeur quelcon»

EULER, Iniroduclion à l'Anal, infin. Tome II, 3 Ôo
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que de x étant donnée en nombre, on cherchera fon loga-

rithme hyperboUque ; on prendra dans le cercle, dont le

rayon = i , un arc égal à ce logarithme j & fon cofinus ex-

primera la valeur de l'appliquée jy. Par exemple, û on fuppofe

x= z , ou zy= x+^-' -+. z~-^-' , on aura y= cof. A . l i

= cof. A. 0,693 147 1805 5 99. Or cet arc égal à /2, à caufe

que l'arc = 3,141 5926535 &c. eft de 180" , fe trouve être

par la règle de Trois, de 39° 42' 51" 52" 9". Son cofniuseft

0,76923890135408, & donne en nombre la valeur de l'ap-

pliqviée y correfpondante à rabfciffe x=i. Puifque ces fortes

d'exprellîons font compofées de logarithmes & d'arcs de cer-

cles, c'eft donc avec raifon qu'on les rapporte à l'efpèce des

tranfcendantes.

5 1 2. Parmi les courbes tranfcendantes, celles qui occupent
le premier rang font donc repréfentées par des équations qui

renterment , outre des quantités algébriques , des logarithmes;

& la plus (impie efl contenue dans cette équation /--==-- ou

oc= bJ-; il eft indifférent quelle efpèce de logarithmes on

emploie, puifque par la multiplication de la confiante b on peut

ramener au même les différens fyftêmes de logarithmes. Sup-
pofons donc que la lettre /défigne les logarithmes hyperboli-

ques, la courbe repréfentée par l'équation x=bl— eft vulgai-

rement connue fous le nom de LOGARITHMIQUE. Soit e le nom-
bre dontlelogarithme=i, ouc= 2,71828182845904523536028,

on aura e =-,oujy=ae, équation très-propre a raire con-

iioître la nature de la courbe dont il s'agit. En effet, fi on fub-

ftituefucceffivement à Ardes valeurs en progrefîion arithmétique,

les appliquées y auront des valeurs en progreffion géométri-

que. Mais
,
pour rendre la conftruftion plus facile, nous ferons

X

€= m" Se b= n c; ce qui nous donnera l'équation jy= a m ,

où m peut fignifier un nombre quelconque pofitif plus grand

,que l'unité. Si donc on fait :
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?, c , 2c , ^ c, 4c, je, 6c, &c.;

on aura

y= ay a m, am^, a m\ am^, am"", am^, &c.;

& en donnant à x des valeurs négatives, fî on fuppofe

X= — c, — 1 c , — } c, — 4 c, — 5 c, &c. ;

on aura

__^ a a a a a „y~~ m * "^ » 1^* 1;^* 1;^*
^^'

513. On voit par-là que les appliquéesy ont par-tout des va-
pj xi. pig. 101.

leurs pofitives , & qu'elles croilîent à l'infini, les abfcifTes pofî-

tives croiflant elles-mêmes à l'infini, mais qu'elles décroifTent à

l'infini de l'autre côté de l'axe, de forte que l'axe eft une afymp-
tote Âp de la courbe. Si on a pris le point A pour l'origine

desabfcifl!"es,rappliquéecorrefpondantey^^=(7,- &fionprend

rabfcifley^P=Ar, on aura l'appliquée PM=y=ani=ae i

& par conféquent /.-= ^. D'où il fuit que l'abfcifle AP
divifée par la confiante b exprime le logarithme du rapport

•jj. Si on place à tout autre point a de l'axe l'origine des ab-

fcifles
, l'équation refte femblable. Car foit A a==f&c aP=tj à

caufe de x==i—f, on auraj= ae ==—?-' F^ifons la

conftante —==g^ nous aurons j=^eï. De - là il fuit qu'à
b

t

caufe de ab=g, on aura ^= /.— ,-& que par conféquent

ayant mené deux appliquées quelconques PM Se p m ^ dif-

3 O o ij
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rantes 1 une de l'autre de rinter\alle Pp. on aura -^= /. — ;r '

b p m

& dans ce cas la conftante h , d'où dépend cette relation,

pourra être conildérée comme une efpèce de paramètre de la

logaiithmique.

514. Il fera facile de déterminer en un point quelconque

M la tangente de cette courbe. Car
,

puifqu'en llippoiant

AP= x, on a P M=ae'' , en menant une autre appliquée

quelconque ÇiV^diftante de la première d'un intervalle P Q^==u,

on aura par la même raifon Q_N=ae * =ae'' .e'' ,• & li on

mène ML parallèlement à l'axe , LN fera= (Q_N—PM)
= a i'-(e>- — \). Si on tire par les points M & A'' la droite

NMT jufqu'à ce qu'elle rencontre l'axe au point T, on aura

LN: MLwPM: P T i & par conféquent P /=—
^^
—

Mais , comme nous l'avons fait voir dans la première feftion ,

on a par une férié infinie e^î= \ ->r--\- -—h rr+ &c ; &
b ib'' ob^

par conféquent P T= —
-t- &c. Suppofons à

^ "*"
rr»

"*"
67^

préfent que l'intervalle P Q= u vienne à difparoître , les

points M Se N ie confondant , alors la droite NM T devien-
dra une tangente de la courbe; & la foustangente PT=b ,

ou à une confiante. Telle eft la propriété la plus remarquable
de la logarithmique. Le paramètre b de cette courbe efi: donc
égal à la foustangente, qui a par-tout une grandeur confiante.

515. Il fe préfente ici une queflion à éclaircir, ctû de
favoir li la logarithmique entière fe trouve décrite de cette

manière ; &: fi la courbe, outre cette branche Af^ m , qui s'é-

tend de part & d'autre à l'infini, n'a pas encore d'autres parties.

Car nous avons vu auparavant qu'il y avoir toujours deux
branches qui convergeoient vers la même afymptote. Aufîi

quelques auteurs ont -ils avancé que la logarithmique étoit

compofée de deux parties femblables fituées de chaque côté

de l'axe , de manière que rafymptote étoit en même temps
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un dinmètre. Mais l'équation j=^ e'' ne fait nullement con-

noître cette propriété ; car toutes les fois que - efl un nombre

entier, ou une fraélion dont le dénominateur eft un nombre im-

pairjj'u une feule valeur réelle & enmêmetempspofitivejmais

fi la fraftion - a un dénominateur pair , alors l'appliquée y
aura deux valeurs , l'une pofitive , l'autre négative ; ce qui

donnera un point de la courbe fitué de l'autre côté de l'afymp-

tote. Il s'enfuit que la logarithmique aura au-defibus de l'afy mp-
rote une infinité de points féparés les uns des autres, qui ne
conftituent plus une courbe continue, quoique par leur rap-

prochem.ent infiniment grand ils en offrent l'apparence; ce qui

efl un paradoxe, qui n'a point lieu dans les courbes algébri-

ques; mais il s'en préfente un autre ici, qui efl beaucoup plus

furprenant. Les logarithmes des nombres négatifs font imagi-

naires; (ce qui efl évident par foi-même; «S^ qui efl' d'ailleurs

une fuite de ce que le rapport de log. — 1 à \/— i efl un
rapport fini) on aura donc pour /.— n une quantité imagi-

naire, que je fuppofe= zy mais le logarithme d'un quarré efl

double de celui de fa racine; donc / (
— /zj" =i/./z= = i i'^-

d'ailleurs log.n- efl aufîi une quantité réelle =-i.l.n, 11 s'en-

fuivroit donc & que la quantité réelle l.n & que l'imaginaire

i feroit la moitié de la même quantité réelle /./^^ 11 faudroit

donc en conclure que tout nombre auroit deux fortes de moi-
tiés, l'une réelle, l'autre imaginaire; qu'il auroit de même
trois tiers, quatre quarts difîerens,&:ainfi de fuite; de manière
cependant qu'une feule de ces parties feroit réelle. On ne voit

pas trop clairement comment il eu pofTible de concilier cette

affertion a\'ec l'idée qu'on a coutume de fe former des quan-
tités.

516. En accordant donc ce q;ue nous venons d'avancer,

la moitié du nombre a fera également —h /. — 1 & -y car

le double de la première quantité efl aH-2 ./

—

i=^a-\-l.(— i)-

= a -1- /. I =a. Remarquons ici que -h /.— 1 ==— /.— i,

quoique ..-7-1 ne foit pas==o5 en effet, puifque — ^^ZT'i
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on aura /.— i=/.h- i— /.— i=— /.— i. Semblablement,

puifqu'on a pour y^ i , non - feulement i , mais encore

i-, on aura 3/. =/. I=o:&parcon-

féquent les trois fortes de tiers de la même quantité a feront

_ . __f_ /.
^^—i & - -i- /. Z-il—i; car le triple de33 2 3 2

,

chacune de ces expreflions produit la même quantité a. Pour
éclaircir ces proportions, qui ne paroifl'ent nullement admif-

fibles , & lever toute efpèce de doute , il faut établir un
autre paradoxe; favoir, que tout nombre a une infinité de
logarithmes

,
parmi lefquels il n'y en a qu'un qui foit réel.

Ain(], quoique le logarithme de runité=:o, elle en a cepen-

dant une infinité d'autres qui font imaginaires, favoir 2/

—

i,

3/.

—

'

-

~^—
^, 4I.— I & ^l.zizy/— I j & d'autres fans nom-

bre que fait connoître l'extraftion des racines. Cette opinion

eft: beaucoup plus vraifemblable que la précédente; car, en
fuppofant x= l.a, on aura a=e*; & par conféquent a=i
-^ X -\ \- -7 -\ h &c.; & comme cette équation a un

2 6 24
' ^

nombre infini de dimenfions, il n'eft pas étonnant que x ait

de même un nombre infini de racines. Mais, quoiqu'on puifTe

expliquer ainfi le dernier paradoxe, au moins le premier qui

confifte à admettre l'exiftence d'une infinité de points féparés

les uns des autres, & fitués de part & d'autre de l'axe de la

logarithmique , conferve toute fa force.

517. On peut rendre plus évidente l'exiftence de cette in-

finité de points féparés, par le moyen de l'équation y=C— i)';

car tant que x eft un nombre entier pair ou un nombre fraftion-

naire dont le numérateur eft pair, yfera=i ; mais, fi x eft un
nombre entier impair, ou une fraftion dont le numérateur &
le dénominateur foient à la fois impairs, y fera=— i ; dans

tous les autres cas où la valeur de x eft ou une fraftion qui

a un dénominateur pair, ou bien un nombre irrationnel,

celle àç. y iera imaginaire. L'équation y = (^— i)" fournira

donc des points fans nombre féparés les uns des autres , pla-

cés de chaque côté de l'axe à une diftance = 1. Il eft im-

k

I
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pofllble d'en troiu'er feulement deux qui foient contigus;

cependant en prenant de fuite deux à deux les points qui lont

fitués du même côté de l'axe, ils feront fi voifins l'un de

l'autre, que l'efpace qui les fépare efl plus petit qu'aucune

quantité affignable; car on conçoit qu'entre deux valeurs de
l'abfcifle fi "\oifines qu'on voudra, on peut inférer non pas une
fraction, mais-une infinité d'autres dont les dénominateurs fe-

ront impairs, & qui donneront chacune naiffance à des points

appartenans à l'équation propofée. Cette fuite de points préfen-

tera donc l'apparence de deux lignes droites parallèles à l'axe,

& qui en font éloignées de part & d'autre d'un intervalle=i ;

canl eftimpoiîible d'imaginerfurceslignesaucunefpaceoù l'on

ne puilTe affigner, je ne dis pas un l'eu! point, mais des points

fans nombre, par le moyen de l'équation j=('— ij" qui les

contient tous. Cette même anomalie fe retrouve dans l'équa-

tion jy^ = (^— a)', & dans les autres femblables, où une
quantité négative eft élevée à une puiflance indéterminée. Il

étoit donc néceffaire d'expofer ici ces efpèces de paradoxes,

qui ne peuvent avoir lieu que dans les courbes tranfcen-

danres.

518. C'efl donc à ce genre de courbes dépendantes des

logarithmes qu'appartiennent toutes les équations dans lef-

quelles fe rencontrent non-feulement des logarithmes , mais

encore des expofans variables ; parce qu'en paflant des loga-

rithmes aux nombres on arrive à celles-ci. C'efl: pourquoi on
a coutume d'appeler ces courbes exponentielles. Telle fera donc
la courbe renfermée dans l'équation j' =Ar% ou dans celle-ci

ly ^=z X l X. En faifant ;c= o, on auraj= i ; fi x = i
, y

fera= 1 ; fi a:= 2, j/ fera = 4; fi ^ =3, jy fera =r'j , àic.

On conclura de là que B DM exprimera la figure de cette pi.xi. Flo

courbe rapportée à l'axe AP, de manière qu'en prenant ^^ C
= I , on ait aufli ^^= Cy? := i. Les appliquées qui tom-
bent entre A &l B feront plus petites que l'unité; car , fi on

fait X= ^, on aura j = -j- = o, 7071068; &: la plus petite

de toutes fe trouvera en prenant rabfcifî'e;c=- =0,3 6787^44,
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Sz alors l'appliquée y fera= 0,6922005 , comme on l'enfei-

gnera dans la fuite *. Cherchons à préfent quelle fera la forme
de cette courbe au-delà du point B; il faudra pour cela faire x

négatif, ce qui donnera jy
=—-— ; d'où il réfulte que cette

partie fera compofée d'une fuite de points féparés les uns des

autres, & qui s'approcheront de plus en plus de l'axe comme
afymptote. Or ces points tomberont d'un côté ou d'autre de
l'axe , fuivant que x fera un nombre pair ou impair. Bien plus

,

il y aura une infinité de ces points qui tomberont au - deflbus

de A F, fi on prend pour x une fraftion dont le dénominateur
foit pair. Si, par exemple, onfaitx= -j, on aura en même

tempsj= -i- ^ & j= ~^—. La courbe continue M/) 5
fe termine donc brufquement en B contre la nature des lignes

* Voici, en attendant, un moyen de s'en aiTurer. Jefuppofe en général y ^-ST; {X
étant une fonilion quelconque de x, & dont il s'agit de trouver la plus petite valeur, ou
la plus grande ; car la méthode eft la même pour les deux cas). J'obferve que , fi j'aug-

mente X d'une quantité quelconque u, qu'on peut d'ailleurs fiippofer fi petite qu'on vou-
dra , X devient X+ X'u + X"u^ -\- X"'u^ -(- &c. ; X' , X", X'' , étant auffi des fonc-

tions de X ; & que, A je diminue x de la même quantité «, X devient X—X'u-\-X"u^
•^X" ù-'-(-&c. Or, pour que A'Ioitim minimum ou un maximum, il faut qu'il foit plus

petit ou plus grand que X -\- X'u + X'u'- -\-X"'u^ -{- Sec. , & que X—X'u-\-X"u'^—'
X' u^-7-&c. ; mais cela ne peut avoir lieu, à moins que X' ne fcit ::=o. En effet, X' ne
peut êtie ni pofiiif ni négatif; car fi -\- X' eft pofitif, — X' eft négatif; & au contraire,

" -h X' eft négaiii-, — A'' eft pofitif. Or dans ces deux cas la valeur de y =^A tombe
entre deux autres auffi voiftnes qu'on voudra, l'une plus grande , l'autre plus petite que
X; donc 11 n'y aura ni minimum ni maximum. Donc X' ne peut être ni pofitif ni néga-
tif ; donc il eft égal à zéro. Pour favoir à préfent fi la fuppofition de A' r= o donne un
rnaximum ou un minimum, on aura recours au terme multiplié par le quatre u^ de la

différence. S'il est pofr.if , on aura un minimum ; & s'il eft négatif, on aura un maxi-
mum. On fuppofe ici que ce terme n'a pas difparu ; car autrement il faudroit recourir

aux deux termes fuivans , & faire par rapport à ceux-ci les mêmes raifonnemens que par

rapport aux deux premiers. Cela pofé, confidérons l'équation y= a." ou / .y= at . /jc;

en mettant x -\- u k h place de x , la fonftion x Ix deviendra (x -{- u) { l [ x -^ u) )=
(x+,f) (/ .v+/. ( , 4- ^A = ( .V + n )('/ -v -1- ^ — -^ + &c."^ =xlx + ul x+u

+ — — &c. Donc, en vertu de la règle que nous venons de^donner, il faudra faire

j/ ( /.%- + 1 ) r= o , on l. x + I = o. Donc l x=^— i=— il. e= l.e—'. Donc

X= t~i = _. Et fi on fait attention au figne du terme multiplié par u^, on verra qu'il

çft pofulf. Donc l'ordonnée qui répond à l'aLfcHTe x= i eft réellement un minimum,
c

algébriques
^
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algébriques; mais au lieu d'avoir un cours continu, elle aura
une fuite de points feparés; ce qui paroît établir affez bien
l'exiftence réelle de ces fortes de points, qu'on peut en quel-
que lorte regarder comme conjugués ; car, fi on ne veut con-
venir de leur exiftence, il faudra admettre que la courbe
entière s'arrête fubitement au point B } ce qui feroit con-
traire à la loi de continuité, & par conféquent abfurde.

5 1 9. Parmi une infinité d'autres courbes de ce genre; qu'on
peut conftruire par logarithmes, il y en a dont la conrtruftion
ne paroît pas aulfi facile, & qui peut être effeftuée cependant
par le moyen d'une fubftitution convenable. Telle eft la

courbe comprife dans l'équation x''=y^ ; on voit bien fur-le-

champ que l'appliquée y eft conftamment égale à l'abfcifie

A-, de forte que la ligne droite inclinée à l'axe fous un angle
demi-droit fatisfait à l'équation. Il eif cependant vifible que
l'équation propofée a une fignification plus étendue que celle

à la ligne droite y= :v; & que par conféquent celle-ci ne
peut exprimer tout ce que contient l'autre x^ = y" i car on
peut fatisfaire auffi à cette dernière, fans que x foit =y. Par
exemple

, (i x == %
^ y peut être = 4. L'équation propofée

renfermera donc, outre la droite E A F, d'autres parties. pi.xi.Fig.ioj.
Pour les trouver, & repréfenter par conféquent en entier la

ligne comprile dans l'équation, nous hrom y=tx, de forte
que x" ^fx". En extrayant la racine x, nous aurons a:'= r::c

& ^*~'=r,- conféquemment x=f^ & y= t*=~^^ ou bien, en

hïhm t— i =1-^ x= (^i ^ ~y èzy={i H-^)"+'. Ainfi

la courbe aura, outre la droite EAF , la branche RS qui
convergera vers les droites ^G & AH commQ afymptotes,
& dont AF fera un diamètre. La courbe, au furplus, coupera
la droite A F a\x point C, où AB==BC=e, ^défignantle
nombre dont le logarithme eft l'unité. L'équation fournit en
outre une infinité de points féparés, qui avec la droite E F
oc la courbe RCS épuifent tout ce qu'elle renferme dans fort

expreflion. Il y a donc une infinité de nombres x Si y , qui pris
deux à deux peuvent fatisfaire à l'équation A:'=y%- tels font
les nombres fuivans , en s'en tenant à ceux qi;l font rationnels î

EULER
, IniroduUion à l'Anal, infn. Tome il. } P p
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X=^ 1 y=4
y 23 8

^= •^=11 J ^4 8 '

^— 44
— ^56 y— '' — " = :

&c. &c.

Chacun de ces nombres élevés à une puîffance marquée par

fon correfpondant produit la même quantité. Ainft on aura :

a58 64 a56_

&c.

520. Quoiqu'il y ait dans ces courbes & dans les autres

femblables une infinité de points qui peuvent être déterminés

algébriquement; elles ne peuvent cependant être mifes au nom-
bre des courbes algébriques

,
parce qu'elles renferment une

infinité d'autres points qu'il eft impoffible d'afligner d'une ma-
nière femblable. Paffons donc à un autre genre de courbes

tranficendantes , qui exige des arcs de cercle. Pour ne pas

multiplier les caraftères qui entrent dans le calcul, je repré-

fenterai toujours ici par l'unité le rayon du cercle, dont l'arc

fera partie de la conftruftion. U eft facile de faire voir que
les courbes qui appartiennent à ce genre ne font pas algébri-

ques, quoique l'impoffibilité de la quadrature du cercle n'ait

pas encore été démontrée. En effet, confidérons feulement la

plus fimple équation de ce genre, favoir -=A.fin. — , qui

fuppofe que l'appliquée y foit proportionnelle à l'arc de cer-

cle
, dont le fiïïus ell: -, Comme il y a une infinité d'arcs qui
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conviennent au même finus -, l'appliquéej fera une fonftion

infinitiforme;&par conféquent cette ligne, ainfî que les autres

droites, coupera la courbe en une infinité de points; propriété

qui la dilKngue bien clairement des courbes algébriques. Soit j-

le plus petit arc qui convient au finus -, & défignons par tt

la demi-circonférence du cercle, les valeurs de - feront les

fuivantes:

tfj- TT—s; l7r-\-s; ^tt—s; J^tt-'tS ; ^tt—s; &C.

— TT—s;— ZTT-t-J,-— 377"

—

s;—47r+Jy— 5 '^—•^•» &C.

Ayant donc pris la droite CÀB pour axe & A pour l'origine Pl.XI.Fig 1C4.

des abfciffes, on aura d'abord, en faifant x= o , les appli-

quées A A'= TT a , AA= XTra , A A' ^='>,7r a, &c.; &
de l'autre côté AA~' =:^7ra , AA~'^=:^r7ra, AA~ ' =3 tt^,

&c.; & la courbe paffera par tous ces points. Mais, fi on prend

l'abfciffe y^/'= ;c, l'appliquée coupera la courbe en une in-i

fînité de points M, & on aura PM'=as , PM'= a(7r—s),

PM =a('i7r-hs) , &c. La courbe entière fera donc com-
pofée d'une infinité de portions femblables ^£'^4, ^'jF'^^
A'E^A, A FA, Sec. ; de manière que toutes les droites pa-

rallèles à l'axe B C, qui paffent par les points E Si F, font des

diamètres de la courbe. On aura auffi AC= AB = c, &
les intervalles £'£% E'E\ E'E~\ E~'E~^ y de même que
F'F^f F'F~\ F~'F~'', feront égaux chacun à 2 a tt. Cette
courbe a été nommée par LEIBNITZ la Ligne des Sinus, parce
qu'il eft facile de trouver par fon moyen le finus d'un arc

quelconque. En effet, puifque-= A./z"«. - , on aura récipro-

quement - =fîn. A.—. Si on fuppofe - =^ •^— -, l'équar

tion deviendra - =cof. A.-; ce qui donne en même temps

la Ligne des Cofinus.

511. On peut pareillement déduire de cette confidératioil
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la Ligne des Tangentes, dont l'équation içxd.y=h..tang, x, en
fuppolant pour abréger ^=1 & c=i ; donc réciproqacxnent

AT= /a«o^. A . y =

—

^.— ,• d'où il fera facile de conclure la^ coj. y
figure de la courbe par le moyen des tangentes. On verra

qu'elle a une infinité d'afymptotes parallèles entre elles. On
pourra pareillement décrire la Ligne des Sécantes en fe fervant

de l'équation j= A .jec. x q\x x ==fec. A.j= —^-—. Elle

aura auffi une infinité de branches qui s'étendront à l'infini.

On connoît particulièrement dans ce genre de courbes la

CYCLOIDE ou Trochoïde, qui eft décrite par un point de la

circonférence d'un cercle qui s'avance en roulant fur une ligne

droite , & dont l'équation entre les coordonnées perpendicu-
laires eft 7= ^/(^1 — x'')->r A.cof. X. Cette courbe, tant à

caufe de la facilité avec laquelle elle peut être décrite qu'à

caufe d'un grand nombre de belles propriétés qu'elle renferme,

mérite lur-tout notre attention ; mais , comme la plupart de
ces propriétés ne peuvent erre développées fans le fecoursdu

calcul infinitéfimaî , nous nous contenterons d'examiner, en

paffant, feulement les principales, qui découlent immédiate-
ment de la manière dont elle eit décrite.

Pl.XI.Flg. 105. 5 2-2.. Imaginons donc un cercle ACB qui roule fur la

droite E A ; &, pour rendre notre recherche plus générale,

ne fuppofons pas que ce foit un point B de la circonférence,

mais un point quelconque D, pris fur le diamètre prolongé,

qui décrive la courbe D d. Soit le rayon de ce cercle C

A

:= CB= a , la diftance CD= b; & fuppofons que ce foit

dans cette pofition que le point D eft le plus élevé. Lorfque le

cercle fera arrivé par fon mouvement dans la fituation a Q^bR;
fi on fait l'efpace parcouru A Q^= iy

on aura l'arc aQ==i^y

lequel étant divifé par le rayon a donnera l'angle acQ^=~;

le point qui décrit la courbe fera en d, de forte que cd^^b ,

l'angle dcQ_=7r-— -,• & le point flf appartiendra à la courbe

cherchée. Abaiffons d'abord du point d fur la droite AQ^\^
perpendiculaire dp, ^ enfuite fur la droite ^i^ la perpen-
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diculaire dri} nous aurons dn= b.fîn.— , & cn=— b.cof.-;

donc Q_n=! dp= a -\- b.cof.-. Soit prolongée d n jufqu'à

ce qu'elle rencontre la droite AD en P, & foient les coor-

données DP===x, Pd=y; on aura a: = /^ -+- en , ou

X =h— k cof.^ &:y:==AQ-i-dn = i-h b./in. ~. Puis

donc qu'on a b cof. ~=b—Xy b.Jïn. - fera == y/ (ibx^—x')

de
i
= a A. cof. (i— t)== a A.Jin.^—^~^j—^. Ces valeurs

fubflituées donneronty= y/ (^2 ^x—x^)-^a A .fin. —'—
;

ou, fi on compte les abfcifles fur l'axe AD depuis le centre,

& qu'on faffe b— x= t, on aura y/(ibx — x x) =3

\^(b b— i ' ^ cette équation entre t S: y :

y= y/(bb— tt)-\-a.A.cof.jf

équation qui donne la cycloide ordinaire. Ci b eû= a; mais,

fi b eu plus grand que a , ou plus petit que a, la courbe s'ap-

pelle une cycloide accourcie ou aiongée. Au refle y fera tou-

jours une fonftion infinitiforme de x ou de t; ou bien toute

droite parallèle à la bafe A Q coupera la courbe en une in-

finité de points, à moins que fa diftance x ou t ne foit telle

que \/(ibx—XXJ ou \/(bb— tt) ne devienne une quan-

tité imaginaire.

523. On doit rapporter aux courbes les plus connues de ce Pi.Xl.Fig. 106.

genre les Epicycloïdes & les H\pocycloides , qui réfultent du
mouvement d'un cercle AC B roulant fur la circonférence

d'un autre cercle OA Q, tandis qu'un point fixe Z>, pris au-

dehors ou au-dedans du cercle mobile, décrit la courbe Dd.
Soit le rayon O^du cercle immobile = c, celui du cercle

mobile CA=^CB= ay & la diftance CZ? du point qui

décrit la courbe =b , & prenons la droite OD pour l'axe

de la courbe cherchée Dd. Suppcfons que le cercle mobile ait

paffé de la fituation initiale, où les points 0, C, D, étoiert

en ligne droite, à la fituation QcR, après avoir décrit y^ ()

= {, de manière que l'angle A Q,= - ; on aura donc
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l'arc Q^a= A Q = {;& par conféquent l'angle <3C Q = —

= R cd i & fi on prend la droite cd^=CD= h , le point d
appartiendra à la courbe D d- De ce point abaillons fur l'axe

la perpendiculaire dP, 8i menons aufli cm perpendiculaire,

& c/2 parallèle à l'axe O D. A. caufe de l'angle Rcn=A O Q^

= -, on aura donc 1 angle de n =- -f- - = i -. D ou
c '^ c a a c

l'on conclut ^«= ^./?„.±i±lll & cn^Lcof.^^^^. En-

fuite, à caufe de OC=Oc=a-\-c,cm fera = (a -^ c)

Jîn.—ÔL Om=(a-\-c)cof.-. Ayant donc fait les coordonnées

OjP =A.- & Pd=y, on aura x= (a-hc) cof,- -H b . cof,

^•^±^^y==(a^c)fin/^^^b.fin!^-^^^^^. On voit parla

que, fi eft un nombre rationnel, à caufe que les angles

- & ^ font commenfurables , on peut éliminer l'incon-
c a c ' '

nue { , & trouver par conféquent une équation algébrique

entre x & j. Dans les autres cas, la courbe ainfi décrite lera

tranfcendante.

Au refte, il eft à remarquer ici que, C\ a eH négatif, la

courbe devient une h;ypocycloide, le cercle mobile tombant
dans l'intérieur du cercle fixe. On fait ordinairement b égal

au rayon a, & on a par cette raifon des épicycloïdes & des

hypocycloïdes proprement dites. Les courbes que nous venons
de trouver, ont donc plus de généralité ; &, comme les équa-

tions n'en étoient pas plus difficiles, nous avons jugé à pro-

pos d'ajouter cette condition. Si on fait une fomme des quar-

tes XX 3zyy , on aura l'équation x x -i-yy= (ci-hc)'-\-b^

+ 1 b (a -\- c).cof. -, par le moyen de laquelle l'élimination

de
i fe fera d'autant plus facilement , toutes les fois que les

quantités a & c feront commenfurables.

5 24. Outre les cas où les rayons a & c des deux cercles font

commenfurables entre eux, & où les courbes deviennent algé-
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briques, on doit remarquer celui où b=—a—c; ou bien, où

le point D de la courbe tombe fur le centre O du cercle immo-

bile. Soit donc b=— a— c, on aura j:''-+-y'= 2 fa-+-cj*

(l_ co/ ^)= ^(a-^cy{cof. ^)%- d'où cof. ±.= )q^±^,

Enfuite , comme x= (a-\- c)(cof. - — cof. - ^^ M & y=
(a + c){^fin. \-fin.—^> on aura - ==— m/z^o-. -^--,

conféquent
,
puifque y/ (x x -\- yy) = x(a-\-c) cof. 77 > ^

deviendra= 2 (a-\-c) cof. -^ fin. iil^JnL^^ ^y=—i(a-\-c)

cof.— . cof
]'"'"' \ Soit

,
par exemple , c= 1 a , on aura

x= 6a.co/.:^/In.^,y=— 6a cof ^. cof ^ Se }/ (x^-hy')

s= 6 a .co/". — . Faifons co/^ —= <7 , nous aurons /z"«. — =
\/(l-f) Si fin. ^^^=^1 q\/(l—r) Slcof^^= zqq— ll

d'où l'on tire q= -

^"
'

'^^ &_y=— ^a^fz^?— îj =

f I — z y ^j v/r^ ^- -+-yjj = (i ~-^—) \/r'^^'-+-j/>

ovi \% a a y ^ (\% aa— XX—y y) \/ ( x x -^ y y )• Soit

18 a a=ff, & élevons tout au quatre , nous aurons cette

équation du iixième degré (xx-{-yy)'— ^ff(^^~^yy)^
-{-f^xx= o. Mais, comme notre t)ut ici ell d'examiner les

courbes tranlcendantes , & non les courbes algébriques, laif-

fons celles que nous venons de trouver, & palTons à d'autres

dont la conftruftion exige à la fois les logarithmes & les arcs

de cercle.

525. Nous avons déjà trouvé ci-deffus une courbe de cette Pi. xil. Fig. 107.

nature, laquelle réfultoit de l'équation iy=x'^'^~'' -i- x'^~\

que nous avons transformée en celle-ci jy= coy^ A.ixj mais

cette dernière peut encore fe changer en cette autre A.co/.y

:=i.x &: x= c^-"'J'-y. En prenant donc AJ^ pour axe, & fui
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cette ligne le point A pour l'origine des abfcilîes, il eft d'a-

bord évident que la courbe n'a au-delà du point A, du côté

des abfcifles négatives, aucune portion continue; mais l'axe

A P fera coupé par la courbe en une inanité de points, dont

les diltances au point A formeront une progreflion géomé-

trique. Ainfî on aura AD = e %• AD' =e^i AD-=e~ ;
-7 rt

A D"- =e ""
y &c.; mais il y aura aufli une infinité d'inter-;

feftions qui s'approcheront de plus en plus du point A, favpir

A D^'= e~y A D-' ^ e~^ , AD-"" ^e~^ , &c. En,-

fuite cette courbe s'étend de part & d'autre de l'axe à des

diltances AB=AC= i, & y touche les droites parallèles

à l'axe en une infinité de points E &c F, dont les diflances à

B Se k C forment pareillement une progrefTion géométrique.

La courbe s'approchera donc de la droite B C; &, après avoir

fait une infinité de finuofités, finira par fe confondre entière-

ment avec elle. Une propriété fingulière de cette courbe con-

iiile donc en ce que ce n'eflpas une ligne droite infinie, mais

une ligne finie B C, qui en eft l'alymptote; ce qui lui donne

fur-tout un caraftère particulier qui la diilingue des courbes

algébriques.

Pl.XII.Fig.io8; S ^^' ^'"^ ^^'^^ ^"^1 rapporter aux courbes tranfcendantes ,'

dont la conftruftion exige des angles feuls ou accompagnés

de logarithmes , la clafTe innombrable des SPIRALES. Ces
fortes de courbes regardent un certain point fixe , comme
centre , autour duquel elles fe développent en faifanr le plus

fcuvent une infinité de tours. Leur nature s'exprime commo-
dément par une équation entre la diflance CM d'un point

quelconque M de la courbe au centre C , & l'angle A CM,
qpe cette droite CM fait avec une droite CA donnée de po-

fition. Soit donc l'angle A CM=s, ou foit s un arc de cercle

dont le rayon efl:= i, lequel fert de mefure à l'angle ACM,
& foit la droite CM^=^. Si on donne à préfent une équation

quelconque entre les variables j & ;^, il en réfultera une fpi-

rale. Car, comme l'angle ACM, repréfenté par s, peut eh

outre l'être d'une infinité' d'autres manières différentes , les

angle§
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angles i7r-\-s, ^vr-hs, 6 tt-l-j &c., au fii bien que les angles

ivr-i- s , — 4 T-hs , &c. donnant la même pofition pour
la droite CM, il s'enfuit qu'en faifant ces fubftitutions pour j
dans l'équation, la diftance CM aura une infinité de valeurs
différentes

; & par conféquent la droite CM prolongée cou-
pera la courbe en une infinité de points, à moins qu'il ne ré-
fulte de ces valeurs une quantité imaginaire

i.
Commençons

donc par le cas le plus fimple, qui eft celui oii
i
= as ; on

aura pour une même pofition de la droite CM ces valeurs de r,
a(i7r-\-sJ, aU-TT-^s), a(67r-hs) , &c.; & —afiTr—j),---a(4 7r— s), — a(6 7r— s) , 6cc. De plus, fi au lieu
de s on écrit tt -h s , la pofition de la droite CM n'en fera
pas changée

; feulement la valeur de
i devra être prife né-

gativement. Ainfi il faudra ajouter aux valeurs de i, que nous
venons d'afllgner, ces autres— a (tt-^-s) , ~ a (-^ tt -h s) ,— ciC^-TT-hs) &c.; & de plus, a(^— s) , a ( -^ tt — s) ,
a(^<^7r — s),&ic. La forme de la courbe fera donc telle
qu'elle efl: repréfentée dans la figure citée à la marge; ainfi Pi.XII.Fig.io^.
elle touche la droite ^ Cau point C, & fe divife enfuite en
deux branches infinies, qui font chacune une infinité de cir-
cuits autour du centre C, & qui fe coupent réciproquement
fur la droite^ C perpendiculaire à A C; de manière que la
droite ^C^' fera un diamètre. Cette courbe, à caufe de fon
inventeur, efl: ordinairement connue fous le nom de Spirale
d'Archimède

, & fi on la fuppofe une fois exaftement décrite
elle fervira à partager un angle quelconque en autant de par-
ties qu'on voudra

, comme le fait voir naturellement fon
équation ^ == a j-,

5 2'7' On voit que l'équation ^ = a j qui défigneroit une
ligne droite, fi ^ & j- étoient des coordonnées perpendicu-
laires, a donné la fpirale d'Archimède; de même, fi on em-
ploy oit d'autres équations algébriques entre j & j, on obtien-
droit une infinité d'autres fpirales, pourvu toutefois que l'é-
quation fût telle que les valeurs de

i correfpondantes à celles

de s fuflent réelles. Ainfi cette équation {= -, qui eft fem-
blable à celle de l'hyperbole rapportée à fes afymptotes,

iiULER, Introduction à L'Anal, infin. Tome II. jQq
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donne la fpirale çjue le célèbre Jean BERNOULLI a appe-

lée hyperbolique. Après avoir fait une infinité de tours, à par-

tir du centre C^ elle s'approche enfin à une diftance infinie

de la droite A A comme asymptote. Si l'on propofe l'équa-

lion :^= ai!!f/s, il n'y aura point de dillance réelle
;f
qui ré-

ponde aux s prifes négativement; mais il y aura pour chaque

valeur pofitive de s deux valeurs correipondantes de :^, l'une

pofitive, l'autre négative. La courbe fera cependant une in-

finité de circuits autour du point C ; mais, fi l'équation entre

{ & j- eft de cette forme
i
= a\/ (n n—-s s) , la variable ^

.n'aura aucune valeur réelle, à moins que s ne foit renfermée

entre ces limites -+- « & — «; & dans ce cas la courbe fera

Pi.XIî. Fig. iio. -^'liS' P^r exemple, fi les droites E F, EFy qui paffent par

le centre font inclinées des deux côtés de l'axe , & forment

avec lui un angle = «, elles feront des tangentes de la

courbe qui fe croife au point C , & qui préfentera la forme

d'une Lemnifcate ACBC A. On peut obtenir d'une manière

femblable les formes d'une infinité d'autres lignes tranfcen-

dantes; mais il feroit trop long de les détailler ici.

528. On pourroit rendre ce traité beaucoup plus long, en

prenant entre ^ &c s non pas feulement des équations algé-

briques, mais encore des équations tranfcendantes. Entre au-

tres courbes de ce genre, on doit remarquer celle qui ell:

exprimée par l'équation s =n./.-, dans laquelle les angles

s font proportionnels aux logarithmes des diftances {. On a

appelé pour cette raifon cette courbe la Spirale Logarithmique ;

plufieurs propriétés remarquables la diftinguent; la principale,

PI. Xii.Fig. III, c'efl que toutes les droites menées du centre C coupent la

courbe fous des angles égaux. Pour déduire cette propriété

de fon équation, foit l'angle ACM=s & la droite CM=iy
on aura s= n.L- & :^= ae'^. Si on prend un angle plus grand

A CN= s -\- V, la droite CN fera= a é'^en ; & par confé-

quenr, ayant décrit du centre C l'arc ML=iVf LN devien-

dra.= a e'" (tn — i )= a e'^ {- -^ h ^-+-&c.\ On aura
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ML V n

donc 7-7,=
1

3 = ;
.'

-H r+TT^-^C. IH h7-r-t-&c.

Mais la différence MCN^=v des angles venant à s'évanouir,ML.
-j— deviendra la tangente de l'angle que le rayon CM fait

avec la courbe y donc, en faifant v=o, la tangente de l'angle

A CM feva = n ; & par conféquent l'angle a une grandeur

confiante. Sin=i, cet angle fera demi-droit; &: dans ce cas

la fpirale logarithmique fe nomme demi-droite.

CHAPITRE XXII.

Solution de quelques Problèmes relatifs au Cercle.

529. Nous avons vu auparavant que, le rayon d'un cercle

étant= I , la demi-circonférence ^r, ou l'arc de iSo degrés

étoit = 3,141592653389793238-46264338 , dont le loga-

rithme décimal ou vulgaire eft :

0,497149872694133854351268288;

&, en multipliant celui-ci par 2, 30258, &c., on aura le lo-

garithme hyperbolique du même nombre, ou

1,1447298858494001741434237.

Puifqu'on connoît la longueur d'un arc de 1 80 degrés , on

pourra donc affigner celle d'un arc quelconque donné en de-

grés. En effet, foit propofé un arc de n degrés, dont on de-

mande la longueur = i^, on fera 180 : «'.I'^ : { ; donc
i^
=

— . On trouvera enfuite le logarithme de i, en retranchant

du logarithme de n celui-ci :

1,75812263240917221 5452526413.

Mais, fî l'arc propofé eff donné en minutes tî, il faudra alors

fouftraite du logarithme de n celui-ci :
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3,53(5273882791815847961295111;

&, û l'arc propofé eu exprimé en fécondes, ou qu'il foit

= n", on trouvera le logarithme de fa longueur, en retran-

chant du logarithme de n celui-ci :

5,31 442 5
1 33 1 76459480470060009;

ou, en ajoutant au logarithme du nombre n:

4,685574866823540519529939990,

& diminuant de 10 la caraftériftique de la fomme.

530. Réciproquement, on pourra convertir le rayon & fes

autres parties quelconques, telles que les (înus, tangentes &
fécantes , en arcs , & exprimer ceux-ci félon la manière

accoutumée en degrés, minutes & fécondes. Soit ;[ une de
ces lignes exprimée en unités entières & décimales du rayon,

prenons fon logarithme avec 10 unités de plus à la caraftérif-

tique, ainfi qu'on a coutume de repréfenter dans les Tables

les logarithmes des finus , des tangentes ik des fécantes; cela

fait, il faudra fouftraire de ce logarithme:

4,685574866823540519529939990;

ou y ajouter 5,314425133176459480470060009; on aura

dans ces deux cas le logarithme dont le nombre correfpon-

dant donnera l'arc exprimé en fécondes; mais dans le fécond

cas, la ccîaftériftique doit être diminuée d'une dixaine. Si on
veut fa^ oir quel eft l'arc de cercle égal au rayon, on pourra

le trouver plus facilement, fans employer les logarithmes,

par la règle de Trois; car on a tt : 180°:: 1 : l'arc dont il

s'agit. On trouve pour cet arc exprimé en dégrés:

57°52957795i 3082320876798;

pour le même arc exprimé en minutes :

3437')746770784939^ 5^^0788;

& enfin, fi on veut l'avoir en fécondes , il eft =à
ao6264",8o62470963 55T 564728.

Cet arc exprimé à la manière ordinaire contiendra:

[

I
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57° 17 44 48 22 29 21 ,

fon finus exprimé en fériés telles que nous les avons dévelop-

pées dans la première feftion :

= O5841 47098480 5
1 4

&
Ton cofinus =0,54030230584341;

& le premier de ces nombres divifé par le fécond donnera la

tangente de 57" 17' 44" 48"' 22"" 29'"" 21""" &c.

531. Au moyen de ces principes préliminaires ,
qui peu-

vent nous fervir pour comparer les arcs circulaires avec leurs

finus & leurs tangentes, nous pourrons réfoudre un grand nom-
bre de queftions relatives à la nature du Cercle. D'abord il eft

clair que tout arc eft plus grand que fon finus, à moins qu'il ne

foit évanouiffant; mais dans ce dernier cas fon cofmus= 1 ; donc

le cofinus eft alors plus grand que l'arc : au contraire le cofinus

d'un angle droit=o; & par conféquent eft plus petit que l'arc

auquel il appartient. 11 fuit de-là qu'il y a entre o^ & 90° un

arc égal à fon cofinus , & que nous nous propofons de trouver

dans le problême fuivant :

PROBLÊME I.

Trouver l'arc de cercle qui foit égal à fon cofinus.

Solution.
Soit s l'arc cherché , on aura s= cof. s. On ne voit guère

de moyen plus commode pour obtenir la valeur de s que d'em-

ployer la règle appelée âefaujfepojition. Mais pour cela il faut

déjà en connoître une valeur affez approchée, qu'on peut au

refte obtenir par une fimple conjefture; car fans cela il faudra

fubftituer trois valeurs ou plus à j, & ramener pareillement le

cofinus à la même unité. Suppofons s= 30°, & ramenons cet
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arc à être exprimé en parties du rayon fuivant la méthode don-

née plus haut:

/.30=1,4771213

Retranchez 1,7581226

l . arc 30°= 9,7189987;

mais

/. cof. 3o°=9,937no<^'

Donc le cofinus de 30° eft beaucoup plus grand que fon arc ;

& par conféquent l'arc cherché furpaffe 30°. Suppofons donc :

r= 40"

on aura

/.40 = 1,(3020600

Retranchez 1,7581226

/ . arc 40"= 9,8439374;

mais

l , cof, 40°= 9,8842540.

On voit par là que l'arc cherché efl: un peu plus grand que
40°; faifons donc en conféquence j = 45°, nous aurons :

/.45 = 1,6532125

Retranchez 1,7581226

l . arc 45" = 9,8950899;

or

/. cof. 45° = 9,8494850;
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l'angle demandé efl: donc compris entre 40° & 4 5^ Nous
pourrons trouver à préfent une valeur affez approchée; car,
en fuppofant s= 40°,

l'erreur = h- 403166;

mais en faifant s =45"
l'erreur = — 456049

& la différence = 859215;

il faudra donc dire 859215 : 403166 :: la différence des hy-
pothèfes, qui efl 5° : à l'excès de l'arc cherché fur 40^; d'où
il fuit que l'arc cherché effplus grand que 42"; car les limites
(ont trop éloignées pour qu'on foit en droit d'en conclure une
valeur plus exacte. Prenons donc ces autres limites plus rap-
prochées:

^= 43°

1,6334685

1,7581 226

s "^^^= 42^^

I.s = 1,623 2493

Retranchez 1,758 1 226

I.s =9,865

mais

1267

l.cof.s= 9,871 075 5

5,8753459

mais

9,8641275

59468

Il 2184

171652

— 1 1218^

59468 :: 1*"
:
20' 47'

Nous voilà donc arrivés à des limites très-rapprochées 42° 20'

& 42° 21', entre lefquelles tombe la véritable valeur de s,

Réduifons ces angles en minutes :

••^.îix.:^
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s= 2140

Is = 3,4048337

Retranchez 3,5362739

s = 2541

3,4050047

3.5362739

is= 9,8685598

Lcof.s^ 9,8687851

9,8687308

9,8686700

-+- 2253

608

— 608

2861 : 2253 :: I : 47 14 .

De-là nous concluons que l'arc que nous cherchons , & qui

eft égal à fon cofinus, fera =42° 20' 47" 14'"; & Ton cofinus,

ou la longueur même de l'arc, rera= o,739o847. C. Q.F. T.

532. Le fefteur de cercle A C B ell divifé par la corde
A B en deux parties, favoir le fegment AEB & le triangle

A C B y dont le premier eft moindre que le fécond, lorfque
Pl.XlLFig.112. l'angle A C B elî petit; & plus grand au contraire, lorfque

l'angle A C B devient très-obtus. Il y aura donc un cas où
le fefteur AC B fera partagé par la corde en deux portions

égales ; c'eft ce qu'il s'agit de trouver.

PROBLÈME II.

Trouver le fecleur de cercle ACB qui eflpartagé par la corde kl^
en deux parties égales^ de manière que le triangle AQBfoit égal

au fegment ACB.
Solution,

Le rayon A C étant= i, foit l'arc demandé AEB==is;
& conféquemment fa moitié A E= B E= s. Si on mène
le rayon C Ey on aura AF=Jln.s & CF=cof. s. Il fuit de-là

que le triangle ACB ==Jin. s .cof. s =^\ fin. 2 .î ; & que le

fefteur y4 C jÇ=j ,• comme celui-ci doit être égal au double

du triangle, on aura s=fin. is. On doit donc chercher un arc

qui foit égal au fmus du double. P'abord l'angle ACB doit

être I
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erre plus grand qu'un angle droit ; & par conféquent s doit

être plus grande que 4 5^ degrés. Nous ferons donc les hypothèfes
Suivantes :

J= 50''

l s= 1,6989700

Retranchez 1,7581226

.= 55°

1,7403627

1,7581226

.= 54^

1,7313938

1,7581226

9,9408474

//>z. 2^=9,9933515

9,9822401

9,9729858

9,9742712

9,978 206j

-+- 525041

9M43

— 9M43 -h 39351

617584 : 525041 :: 5° : 4° 15'

Onauradoncà-peu-près j=54° 15'; ajoutons aux hypothèfes

précédentes celle-ci, j-=54°, & nous conclurons des erreurs

j=54° 17' 54", valeur qui ne diffère pas d'une minute entière

de la véritable. Faifons donc les hypothèfes fuivantes
,
qui

diffèrent entre elles feulement d'une minute :

^=54° 17'

ou

s= 54° 1.8'

OU

'== 54° 19

ou

.^=3257
&

xs= 108° 34'

fuppl. = 71° 26'

Is =3,5128178
Retranchez 3,5362739

.=3258'

2^= 108° 36'

fuppi.= 71° 24'

3,5129511

3*536^739

•^=3^59'

&
2 j= io8°38'"

fuppl. = 71° 22*

3,5130844

3,53<^2739

/^= 9,9765439

l.fn.is= 9,9767872

9,9766772

9,9767022

9,9768105

9,9766171

H- i433 H- 250 — 1934

Ï934

2184
on fera donc 2184 : 250:: 1'

:
6" 52'".

EuLER, Introduàion à l'Anal, infin^ Tome II. 3Rr
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On conclura de-là ^= 54° 18' 6" 52'". Si nous voulions déter-

miner plus exaftement cet angle, nous ferions obligés d'em^

ployer des tables plus étendues. Nous ferions alors les hypo-

thèfes fuivantes
,
qui diffèrent de ï o" :

s= 54° 18' o"
1

s= 54° 18' 10"

ou

s = 195480"

2 J-= IoS° .36' o"

fuppL = 7i°24'o"

^
i.s = 5,2911023304

Retranchez 5,3144251332

9,9766771972

l.jin. is= 9,9767022291

s== 195490

2 s= 108^ 36' 20"

fuppL= .71^ 1}' 40"

5,291 1 245466

5,3144251332

9,9766994134

9,9766880552

4- 250319

1 13582

113582

363901 : 250319 :: io":6" 52"'43''"33
"'

On 'aura donc j= 54° 1 8' 6" 52'" 43'" 3}"'"; par conféquent

l'angle A C B = ip%° 3<^' 15" 45"' 27"" 6'""
,

fon fupplément= 71 ° 23' 46" 1 4'" 3 x"" 54"'"

Le logarithme du fïnus de cet angle, ou

l\Jîn. 2 j= 9,9766924791
-&

le finus même = 0,9477470.

On aura en fui te

Jîn. s= A F^= B /'==0,8121029

& le double ou

la corde AB= 1,6242058.

Et de plus on aura

cofinus Ci^= o,533 5i43.
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Ainfi on pourra conilruire par approximation le le61eur de-
mandé. C. Q. F. T.

533. On peut déterminer d'une manière femblable le finus
qui divife un quart de cercle en deux parties égales.

PROBLÊME III.

Mener dans un quart de cercle ACB un finUs DE, qui en divife Pl.XII.Fig. 115.

/ aire en deux parties égales.

Solution.
Soît l'arc AE=s,BE fera =-—j, à caufe àe A E

B

=-, Sclaire du quart decercle=^9r. Celle du (e&ieurACE
===jsifi on en retranche le triangle CDE=^fm. s.cof.s,
l'efpace reftant ADE= ^s~\fin. s .cof. s, dont le double
doit valoir le quart de cercle. Ainfi on aura ^ 97-= j- —
i/în. is. Donc s—^ TT = -L

f^n. zs. Soit l'arc s— ^7r= s— 45°=«? on aura is = 90^ -+- lu; il faut donc que u=
jcof. xu & xu-=cof. lu. Puifqu'on doit avoir un arc qui foit
égal à fon connus, & que nous l'avons trouvé par le premier
problême , nous aurons r u —- 4^° zo' 47" 14'", & «= ii'*
10' 23' 37". On aura donc l'arc AE=sr=66'' 10' 23" 37'"

& l'arc BE= 23° 49' 36" 23"'. 11 s'enfuit que la partie CD
du rayon= 0,403971 8, ^ Z>= 0,5960281 & le finus DE '

= 0,9147711. Le même moyen qui partage le quart de cer-
cle en deux également, divifera donc le cercle entier en huit
parties égales. C. Q. F. T.

534. De même que toute droite menée par le centre d'un
cercle le partage en deux également, on pourra auffi mener
d un point quelconque de la circonférence des droites qui le

divifent en trois parties égales , ou même en un plus grand
nombre. Cherchons à le divifer en quatre.

jRri/
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PROBLÈMEIV.
Pl,XII.Fig.24. Eta?n donné le demi-cercle A E D B, tirer du point A une corde

A D qui divife en deux parties égales fa furface.

Solution.

Soit l'arc cherché AD=s i ayant mené le rayon CD;
on aura l'aire du feaeur ACD=-\si(ion en retranche le

txmng\Q A C D =^^ A CD E=^,fin. s , il reftera le leg-

ment AD==^^s—^'fin. s, qui doit être égal au demi-cercle

AD B y mais l'aire du demi- cercle =i ^,- donc s —fin- ^

= -L ,r= 90°, & par conféquent s— 90° =Jin. s. Failons

s 90° =«:, nous aurons/n. s= cof. u & partant u = cof. u.

On aura donc d'abord par le premier problême u= 4^° io

47'' 14'", & enfuite s= à l'angle ^CZ>=i 3 i° ^o' 47" M ,

& l'angle B CD= 47° 39 i^" 46 "• La corde AD fera

= 1,82954^2- C.Q. F. T.

535. On peut donc féparer ainfi dans un cercle un feg-

ment, dont la furface foit le quart du cercle entier; or on fait

que le fegment égal à la moitié du cercle eft le demi-cercle

lui-même, & que fa corde eft le diamètre. On peut trouver

d'une manière femblable un fegmeiu qui fuit le tiers du cer-

cle entier. Ce fera l'objet du problême fuivant.

PROBLÊME V.

PI XII.Eg.iiî. D'un point A de la circonférence tirer deux cordes A B ,
A C ,

qui divifent l'aire du cercle en trois parties égales.

Solution^

Soient le rayon du cercle= i, la demi-circonférence= 77,

& l'arc AB on A C== s i on aura l'aire du fegment A EB
ou AFC=-s— i fin. s, mais celle du cercle= 7r,- donc,

à caufe que l'aire du fegment A EB doit être le tiers de celle
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du cercle , on aura ~ s— ^Jin. s=—= 60° , ou j — Jin. s

= I 20 ; & par conféquent s— i 20° = [in. s. Soit s — 120°

=u , on aura u=fln. {u->riio)=Jin. (60—u). On doit donc

clitrcher un arc u qui foit égal au lînus de l'angle de 60^— u;

u lera donc moindre que 6o\ Pour trouver cet arc , nous ferons

les luppofitions fuivantes :

u = 20^

60— u ^ 40°

Lu = 1,3010300

Retranchez 1,7581226

lu= 9,5429074

Lfn. (60

—

u)= 9,8080675

2651601

u= 30"

60 — u = yo"

1,4771213

1,7581 226

9,7189987

9,6989700

«=40°

60 — «= 20°

1,6020600

1,7581 226

9.8439374

9.5340517

— 200287 — 3098857

On voit donc par-là que l'angle u doit être un peu plus petit

que 30° ; & par un calcul que j'ai fupprimé , il doit être plus

grand que 29°. Ainû foit u =;= 29° :

60— «^==31°

l.u = 1,4623980

Retranchez 1,7581226

iu =9,7042754

l.Jin. (6c—u) = 9,7118393

+ 75639

— 200287

275926 : 75639:: 1° :
16' 26"

L'angle u feroit donc= 29" 16' 26'. Pour en avoir une valeur
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plus exafte, faifons ces deux autres hypothèfes qui ne diffèrent

que d'une minute:
z/=29°i6'

ou

u = 1756'

6q — r/ = 30° 44'

/./^= 3,2445245

Retranchez 3,5362739

l u= 9,7082506

l.fin. (60 — //)= 9,7084575

Il == 29" 17

ou

= 1757"

60— u = 30° 43'

3>M477ï8

3^53^^739

9,7084979

9,7082450

+• 2069 — 2,529

2529

4598 : 2069 :: i' : 27" o".

On aura donc la vraie valeur de « = 29° 16' 27" d" ;

l'arc j=^£^= 149^ 16' ij"o"=-AFCî

d'où réfultent

l'arc ^C== 61° 2/ 6"o"

&
la corde J B= A C=i 928 5 340, C. Q. F, T.

536. Après avoir réfolu ces problêmes, où il s'agit de trou»

ver un arc quelconque égal à fon finus ou à fon colînus , nous

ajouterons le fuivant, dont l'objet à la vérité eft le même ,mai$

qui pourtant préfente plus de diffi culte.



RELATIFS AU CeRCLE.

PROBLÈME VI.

319

Couper dans le demi-cercle AEB Varc A F., de meunière qu'en

ahaiffantJon jinus ED, l'arc AE joït égal à la fomme des V\.X\l.V\g.\\6.

droites A D -h D E.

Solution.
Comme on voit tout de fuite que cet arc doit être plus grand

qu'un quart de cercle , cherchons fon fupplément BE, & fai-

fons l'arc B E= s , de forte que l'arc AE= 1 80- — s. A
caufe dey^C=î, de CD=cof.s, âe D E=Jin. s, on aura

ï 80°

—

s= I -+- cof. s-hjîn. s. Mais Jin. j= 2 ./In. | s . cof. ^ s

& I H- cof. s= z cof. ^ s cof ~s; d'où 180'' — s= z cof ^ s

(fin.\s-^cof\s). Or cof ( ^f —^^ s )= -^ . cof ^ s

H--^ .fin. I s i donc//z. \ s-^cof \ s=^y/ 1

.

cof (4 f 0>

& par conféquent 180"— s= 2\/ 1 cof. js.cof (4^— i-^J-

Cette rédudion étant faite
,
prenons les hypothèfes fuivantes ;

4f— is= zf
180— ^= 140°

/(180— s)= 2,1461280

Retranchez 1,7581226

/(180— s)= 0,3 8800 54

/.co/ 1^= 9,9729858
i.cç/: (45° — ^) ^= 9,9572757

/2 y/2 = 0,4515450

0,3818065

4f— is= 24°

180— s = 138°

2,1398791

1,7581 226

0,3817565

9,9701517
9,9607302

0,4515450

Erreur 61989
6704

0,3824269

— 6704

68693 : 61989:: 1°
: 54'

Ainfi la valeur de -j j eft comprife entre les limites 20° 54' &
10°

5
5'. Faifons en conféquence les fuppoiitions fuivantes;
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1^= 20^ 54'
T-^

== 20^5 5'^

4f—is = i4^ 6' 45^--i^= 24° 5'

J= 4i" 48' J = 41° 50'

i8o°— ^= 138° 12' 180 J'= 138° 10'

ou ou

180°— ^= 8292' 180 S = 8290'

/(180° — ^) = 3,9186593 3»9i85545

Retranchez 3^53<$i739 3,53<^^739

0,3823854 0,3822806

/.co/ 1^ = 9,9704419 9^9703937

^(45°— T-^)= %9<^039i9 9,9604484

/ 2 y/2 =0,4515450 0,4515450

0,3823788 0,3823871

-h 66 ~ 1065

1065

II 31 : 66:'.i' : 3" 3o'\

On aura donc | ^= 20° 54' 3" 30'^

Se

j =41° 48' 7" Q'"= BEf
& par conféquent l'arc cherché

^^=138° II' 53" o".

Mais on aura les lignes

Z)£= o, 6665578 & ^Z>= i,7454535. C. Q F. T.

537. Comparons maintenant les arcs avec leurs tangentes;
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&, comme les premiers Ibnt plus petits que les Tecondes dans

le premier quart de cercle, cherchons un arc qui Toit la moi-
tié de fa tangente. On l'aura par le problême l'uivant.

P R O B L Ê M E VII.

Trouver un fecicur A C D, qui foit la moitié du triangle ACE
formé par le rayon A C , /a tangente A E 6* /a fécante C E.

Solution.
L'arc A D étant =: s y le fefteur A C D fera = | j-, & le

triangle A C E^=\ tang. s; d'où il fuit que y tano-. s= s ou
xs= tajig. s. Faifons donc les hypothèfes qu'on voit ici:

Pl.XII.Fl2. II-

/.2^=2,079181 2

1,7581 226

/.2^=0,3210586
/.fa/7^. ^=0,2385606

824980

s= 70
2,1461 280

1,7581226

0,3880054

0,4389341

2,1205739
1,7581 226

0,3624513
0,3514169

110344

^= 67°

2,1 271048
1,758122«^

0,3689822
0,3721481

31659509287

De-là on conclut ces limites plus approchées de j, 66^ 46' Sc
66° 47'; en conféquence faifons

s= 66° 46'

ou
s= 4006'

2 J3= 801 2'

/.2^=3,9037409
3,536^739

/. 2^= 0,3674670
l.tang. s = 0,3672499

Erreur + 21 71

231

s = 66° 47
ou

s= 4007'
ls=. 8014'

3,9038493

3»5 3<^739,

0,3^75754
0,3675985

— 231

2402 : 2171 :: I : 54 14 .

Donc
l'arc s=^AD= 66° 46' 54" 1 4";

&
la tangente A E= 2,3 3

1

1 220. C. Q. F. T.

EuLER, Introdu&ion à l'Anal, infin. Tome II. 3 S S
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321 Solution de quelques Problèmes

538. Propofons-nous la quefLion fuivante.

PROBLÈME VIII.

Etant donné un quart de cercle ACB, trouver l'arc A E égal àfa
corde A E prolongée jujqu'au point F,

Solution.
Soit l'arc AE=s , fa corde A E fera =r 2 .Jln. ^ ^ , le finus

verfe AD=^i—cof.s=i .Jin.^ s rfin\ s. L&s^n^n^es(tm\A^h\çs

ADE y A CF donneront ^jin. ^ s.Jln. ^ s : ^fin. ^ sV.i : s.

On aura par conféquent s fin. ^s=\. Soient donc les fup-

pofitions fuivantes :

J= 70° j= 80° j= 84° ^= 85°

ls= 1,8450980
Retranchez 1,7581 226

1,9030900
1,7581 226

1,9242793
1,7581 226

1,9294189
1,7581226

0,0869754
/./^2.^ ^=9,7 58 591 3

0,1449674
9,8080675

0,1661 567

9,8255109

0,1712963

9,8296833

9,8455667
Erreur + 0,1 544332

9*9530349
4-0,0469650

9,9916676
-h 83223

0,J00C;796

— 9796
D'où l'on conclut que s tombe entre les limites 84° 53' &
J4° 54'. Soit donc

5=84" 53' 5=84° h'
ou ou

s= 5093
i-^=4i°26f
/j==: 3,7069737

Retranchez 3,5362739

3

s= 5094
^=42° 27'

3,7070589
3.53^^739

0,1706998
l.fin, yj = 9,8292003

0,1707850
9,8292694

0,9999001
Erreur -h 998

0,0000544
— 544

(

l'arc s=AE =^\

\'avcBE=)

l'oii il

^4° 53'

&
0° 6

"mt. que
38" 51-

21" 9. CQ.F.T.



RELATIFS AU CerCLE. 323
539. Quoique tous les arcs du premier quart de cercle

foient plus petits que leurs tangentes, il y en a cependant
dans les quarts fuivans qui leur font égaux , & qu'il s'agit de
trouver dans le problême qui fuit par une méthode tirée des
fériés.

PROBLÊME IX.

Trouver tous les arcs qui font égaux à leurs tangentes.

Solution.
Le premier arc qui ait cette propriété eft infiniment petit

Il n y en a pomt dans le fécond quart
, parce que les tangentes

y font négatives; mais il y en aura un dans le troifièm? qui
iera un peu plus petit que 270°. 11 s'en trouvera ainfi de fuite
dans les cinquième, leptième, &c. Soit le quart de la circon-
férence =^, & fuppofons les arcs en queftion renfermés dans
cette formule (z n -\- i)q~. s , àe manière que fz/z+ij^
~s = cot. s=—~. Soit tang. s = x , on aura j= a;

— f j;' -t- fjf^ — J-^7 _|_ &c.; & par conféquent (in-+.ijj
= 7^^~T^'-^j^'— jx7^ &c. Or, comme l'arc ^
eft d'autant plus petit que n eft un nombre plus grand il eft
clair que x fera une quantité très-petite, & qu'on aura à-peu-

P'" ^=(2.+i)y> ^^^= (^n-^iJ9; on approche davan-

tage en faifant '^= (m-hi) q—s ^(i n-hi)o~—L-^
J. If^ 2343

Çic.i &, comme ^= ±^=1, 5^707963267948, on aura
l'arc cherché = ( z n -h i ) 1,57079632679 —
0,63661977

°''^'°°^'7. __ °'°9o62596 __ 0,0^891834""^ '

(2n+ 1)9
^^'' °^> " on ramène les termes qui font ex-

primés en parties du rayon à la mefure ordinaire des arcs
on aura lare cherché, confidéré en général, = f2/24-1 J90'

3Ssij



324 Solution de quelques Problêmes, &c.
131313" 3^479" 18693'^ 121 s

5" 8784" -.T . .

.VOICI

1. I.

1 1. 3-

1 1 I. 5'

I V. ?
V. 9-

V î. 1 1.

V I I. M.
VIII. M-
I X. 17-

X. 19.

90-

I
2" 3^ 48

7 22 3^

5 14 22

4 3 59

3 19 24
2 48 37
1 26 5

2 8 SI

I SS 16.

2/2+1 (2'i+l)' (2/2 + 1)^ (2/2 + 1)7 (2«+l)

donc par ordre les arcs qui fatisfont à la quelUon.

90°-
90"—
90"—
90^—
90°-
90°-
90°-
90"—
90°-
90°—

540. Je ne propofe pas un plus grand nombre de queftions

de ce genre, parce qu'on voit clairement, par les exemples

qui précèdent, la méthode de les réfoudre. Au refte, ces pro-

blêmes ont été imaginés principalement ppur faire connoître

plus intimement la nature du cercle , dont la quadrature a

échappé jufqu'à préfent à toutes les méthodes connues. Car, s'il

étoit arrivé que dans la folution d'un problême on eijt trouvé

ou qu'un arc commenfurable avec toute la circonférence,

ou que fon fmus ou fa tangente euffent pu être conftruits par

le moyen du rayon, on auroit obtenu une certaine efpèce de
quadrature. Par exemple, ft dans la réfolution du problême

V I le finus D E , qui fe trouve == 0,6665 578 , fe fût trouvé

Fi.XIî.Flg. 116. = 0,6666666 = ^^ on eût découvert une belle propriété du
cercle; car on auroit pu conflruire un arc AE égal à la ligne

droite A D-\-D £ =- i -f- f -+- y/}. Au refte, il n'exifte en-

core aucune preuve que cette quadrature du cercle foit im-

poflible ; &, fi elle eft poflible, aucune voie ne paroît plus

propre à la faire trouver, que celle que nous venons d'ouvrir

dans ce chapitre.

Fin du Livre second»



TRAITÉ ABRÉGÉ

DES SURFACES.

CHAPITRE PREMIER.
Des Surfaces des Corps en général.

'1. Ce que nous avons expofé dans la feftion précédente

ftif les lignes courbes & fur la manière de les repréfenter par

des équations, a, fans contredit, unufage très-étendu, & s'ap-

plique en général à toutes les courbes dont tous les points font

fitués dans un même plan. Mais , fi la ligne entière n'eft pas

dans un même plan, alors les préceptes que nous avons don-

nés ci-deflus font infuffifans pour en développer les propriétés*

Les lignes de cette efpèce préfentent une double courbure ;

auffi font-elles nommées courbes à double courbure; & c'eft

fous ce même nom que CLAIRAULT nous en a laiffé uni

excellent Traité digne de fa fagacité. Au refte , comme ce

fujet a beaucoup de rapport avec la nature des furfaces, dont

je dois m'occuper dans cette feftion, je ne le traiterai point à

part , vk je me contenterai d'en joindre l'explication avec la

théorie des furfaces, que je vais détailler.

2. De même que les lignes font ou droites ou courbes, les

furfaces font aufli ou planes ou non planes. J'appelle non

planes , celles qui font ou convexes , ou concaves, ou qui par-

ticipent de ces deux propriétés. Ainlî la furface extérieure

d\ine fphère , d'un c}lindre & d'un cône, à l'exception des

bafes, eft convexe , & la furface intérieure d'une coupe eft

concave. On fait qu'une ligne eft droite , lorfque tous fes
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points pris trois à trois font dans une même direftion ; fem-
blablement, une furface eft plane, lorfque tousfes points pris

quatre à quatre font fitués dans un même plan ; d'où il fuit

qu'une furface non plane, c'eft-à-dire, ou convexe ou concave,

efl: celle dont tous les points pris quatre à quatre ne font pas

fitués dans un même plan.

3. On concevra donc très-facilement ce qu'eft une furface

non plane, fi on fait combien elle diffère par-tout d'une fur-

face plane ; c'eft - à - dire, que de la même manière que nous

avons déterminé la nature des lignes courbes par la difl:ance

de phacun de fes points à une ligne droite prife pour axe , il

conviendra de même de déterminer la nature des furfaces par

ia diffance de chacun de fes points à une furface plane prife à

volonté. Etant donc propofée une furface quelconque, dont il

s'agit de faire connoître la nature, il faudra choifir arbitraire-

ment une furface plane fur laquelle on concevra abaiffées des

perpendiculaires de chacun des points de la furface propofée.

Cela fait, fi l'on peut déteripiner, par le moyen d'une équation,

la longueur de chacune de ces perpendiculaires, cette équa-

tion même fera cenfée exprimer la nature de cette furface.

Car on pourra réciproquement, au moyen de cette équation,

affigner tous les points de la furface; & par conféquent celle-

ci fe trouvera par-là déterminée.

4. Suppofons que le plan de la planche repréfente cette fur-

face plane , à laquelle nous rapporterons tous les points de la

FI Xïlï F!e iiq
furface que nous confidérons. Soit AT un point quelconque de

certe furface fitué hors du plan de la planche, & d'où on

aura abaiiTé la perpendiculaire MQ, qui rencontre le plan

en Q. Enfuite, pour exprimer par le calcul la fituation de ce

point Q , on prendra fur le plan de la planche une droite

quelconque A B pour axe, à laquelle on mènera du point Q
la perpendiculaire Q P, Enfin on prendra fur l'axe A B wn

point quelconque A pour l'origine des abfcifl"es; cela fait, la

iiiuation du point M fera connue, fi on connoît les longueurs

de ces trois Hgnes AP, P Q 8^ QM. Ainfi on déterminera,

à l'aide de trois coordonnées perpendiculaires entre elles, la

fituation de chaque point ^ de la furface , de la même fpa»
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nière qu'on a coutume de repréfenter tous les points des

lignes courbes fituées dans un même plan, par le moyen de
deux coordonnées perpendiculaires entre elles.

5. Puifque nous avons trois coordonnées AP, PQSc QM,
nous ferons AP= x, P Q^=y & Q M= -; & nous con-

noîtrons la nature de la furtace propolée, fï, après avoir pris

à volonté deux de ces lignes x & jy-, nous lavons ce que doit

être la troifième ^; car nous pourrons déterminer de cette

manière tous les points M de la iurface. La nature d'une fur-

face eft donc donnée par une équation qui exprime la valeur

de {
par le moyen des deux autres quantités x &i y & de

conrtantes. Ainfi
,
pour chaque furface propofée, la variable

:[ fera égale à une fonftion quelconque des deux variables x
ikyj & réciproquement, fi

i
eft égal à une fonftion quel-

conque de X & dey, cette équation repréfentera une furface

quelconque dont elle fera connoître en même temps la nature j

car en fubltituant pour x & pour _y toutes les valeurs tant po-
fitives que négatives dont ils font fufceptibles , on aura tous

les points Q du plan qu'on aura choifi; & enfuite la valeur de

^ en ;c & en y fera connoître pour chaque point la longueur

de la perpendiculaire QM=:^ depuis le plan jufqu'à la fur-

face. Si la valeur de i
ei\ pofitive, le point AI de la furface

fera fîtué au-deffus du plan A P Q; mais i\ elle etl: négative,

il tombera au-deffous, & le point M de la furface fera fur le

plan même, fi cette valeur devient nulle ; fi elle étoit imagi-

naire, ce feroit une preuve qu'aucun point Af de la furface ne
répondroit au point Q; & s'il arrive que .-^ obtienne plufieurs

valeiirs réelles, alors la droite perpendiculaire au plan, qui pafie

par le point Q, rencontrera la furface en plufieurs points M.
6. Quant à la diftinftion des différentes furfaces, celle qui

fe préfente naturellement eft la diftinftion en continues ou

régulières , & en difcontinues ou irrégulières. La furface con-

tinue fera celle dont tous les points font déterminés par une
même équation entre :^, x d>z y, ou pour chaque point de la-

quelle :[ ell: une même fonftion de x & de y. La furtace irré-

gulière eft celle dont différentes parties font repréfentées par

diverfes fondions; comme û, par exemple, on propofoit une
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l'urface qui fût fphérique dans un endroit, Se qui dans un autre

fût conique, ou cylindrique, ou plane. Nous excluons ici ab-

folument les furfaces irrégulières; & nous ne confidérons que

les régulières , dont la nature ei\ exprimée conilamment par

la même équation. Car, après avoir traité celles-ci, il fera fa-

cile de porter un jugement fur celles qui font irrégulières, puif-

que ces dernières font compofées de parties de différentes

furfaces régulières.

7. La première divifion des furfaces régulières eft en algé-

briques & en tranfcendantes. Or on appelle {urface algébrique,

celle dont la nature eft exprimée par une équation algébrique

entre les coordonnées x, y & ^i ou pour laquelle ^ eft égal à

une fonction algébrique de x & àey. Au contraire, fi :^ n'eft

pas une fonction algébrique de x & de y, ou s'il entre dans

l'équation entre .r, y & {, des quantités tranfcendantes, comme
des quantités qui dépendent des logarithmes & des arcs de
cercle; alors la furface dont la nature eft exprimée par une
telle équation, fera tranfcendante. Telles feront les furfaces

exprimées par les équations i
= x.1.y; ^=y'; :^=^y .fin. x»

Au refte, on conçoit facilement qu'il faut traiter les furfaces

algébriques avant de pafl'er aux tranfcendantes.

8. Enfuite, pour connoître la nature de la furface, il 'fau-

dra fur-tout faire attention à la qualité de la fonftion
^ , àe

X Se dey, eu égard au nombre de valeurs qu'elle renferme.

Ici fe préfentent donc d'abord les furfaces pour lefquelles ^ eft

égal à une fonftion uniforme de a: & de y. Soit P une telle

fonftion ou une fonftion rationnelle de x & de y ; fi on a

l'équation :^:=^P, il y aura un point unique de la furface qui

répondra à chaque point du plan Q^; ou, ce qui revient au

même, toute droite perpendiculaire au plan APQ^ rencon-

trera la furface en un feul point. Dans ce cas, aucune valeur

de la droite QMne pourra devenir imaginaire; mais toutes

ces droites indiqueront des points réels de la furface. Cepen-
dant cette diverfité de fondions n'établit pas une variété

effentielle entre les furfaces ; car elle dépend de la pofition

du plan AP Q, qui , comme celle de l'axe, eft arbitraire; de
forte que , fi la même furface eft rapportée à un autre plan ,

la

1
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la fonftion :j
qui étoit uniforme peut devenir multiforme.

9. Soient P &z Q des fonélions uniformes quelconques de

AT & de j- , & l'équation ;j':[ — /':^-f-(2= o; les perpendi-

culaires élevées à chaque point Q du plan couperont la fur-

face en deux points, ou ne la rencontreront nulle part; car
^

aura deux valeurs qui feront toutes deux réelles, ou toutes

deux imaginaires. Semblablement , û F, Q Se R défignant

des fondions uniformes de :c & de y, on a :j'' — P ^- ^ Q:^— i2==o; alors
i

fera une fonction triforme , & chaque
droite QM coupera la furface , ou en trois points , fi toutes les

racines de l'équation font réelles, ou feulement en un feul, s'il

arrive que deux racines foient imaginaires. On fera un raifon-

nement femblable, fi { eft déterminé par une équation dans

laquelle il ait un plus grand nombre de dimenfions. On con-

noîtra facilement de quel degré efi: la fonftion multiforme {,

fi on rend rationnelle l'équation donnée entre x , y 8c ^.

10. Du refte , il en efl des trois coordonnées x,y & :^ dans

une équation quelconque qui exprime une furface, comme des

deux coordonnées qui entrent dans les équations aux lignes

courbes; l'une quelconque peut être changée en l'autre, Se ré-

ciproquement. Car d'abord, fi on prend pour axe, dans le plan

AP Q, une autre droite A p perpendiculaire à AP, on aura

alors Ap=y Se p Q^==Xi & ainfi les deux variables x Sz

y

auront été changées l'une en l'autre. On aura une idée de
toutes les autres permutations en achevant le parallélipipède

reftangle Ap Q_M^7rqPA. On aura trois plans fixes perpen-

diculaires entre eux à confidérer, favoir AP Q^p , APqyr &
Ap^TT. La même équation entre x, y Se ^, fait voir comment
fe rapporte à chacun d'eux la furface propofée, à laquelle ap-

partient le point M, 11 eft aifé de voir qu'il y a dans chaque
plan deux axes qui ont l'un & l'autre leur origine au point

A ; ce qui donne fix relations différentes entre les trois coor-

données.

EuLER, Inttoducl'ion à l'Anal. înfn. Tome II. 3Tt
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Les coordonnées feront :

AP= x

ou iPq=y

Pour le plan APQ^p
A p =y

ou J p Q == -V

ï^puf le plan APqv

AP=x
on J P q = l

Att =

iizn <>lr-,^b,5XE'î:'cq

l

OM J TT q ==\X"

qM=y

Ap^y
ou ^ p^ = l

Pour le plan ^^ ^ '

V'c-) r,

Ç A TT =^
:i

où ) TT^ =JK
•^ CM =^- '

^

Si on mène du point fixe \/4 au point M de la furface la droite

AM^ elle fera=y('.v^-i-j=-4-{-J.
II. La même équation entre les coordonnées x , y èi ^^

eft donc propre à faire connoître la nature de la furface à

l'égard des trois plans qui font perpendiculaires entre eux ,

& qui fe coupent réciproquement, au point A, En effet , de
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même que la varbble ^. repréfenre la diftance de chaaue
point de la furface au plan AP Q^; de même la variable y
repréfente la diftance du même point M au plan APq, & la
variable .V celle au plan Ap^. Mais, fi nous connoifions les
diilances du point Ma chacun de ces trois plans, il eft bien
clair que nous aurons fa véritable fituation. On doit donc dif-
tinguer particulièrement ces trois plans, auxquels fe rapporte
chaque furface exprimée par une équation donnée entre les
trois variables x , y &c 7^. Si l'un d'eux, par exemple, APQ
ei\ horizontal, les deux autres feront verticaux; l'un fera ap-
pliqué fur l'horizontal fuivant la droite AP, & l'autre fuivant
la droite Ap.

12. Ayant donc fixé la pofinon de ces trois plans perpen-
diculaires entre eux, auxquels on rapporte la furface propo-
lee, on mènera de chacun de fes points M aux plans APQ,APq & Att^, les perpendiculaires MQ, Ma & M? lef-
quelles feront MQ=

i, Mq^y & Me= x. Si enfuite on
achevé le parallélipipède

, on aura trois droites épales à
celles-ci, lefquelles partent du point fixe A; favoir AP=x,
^P'^y ^ A'7r= i, & dont la connoifl'ance détermine la
pofition du point M. An refte , il eft évident que fi ces va-
riables x,y &c ^, lorfqu'elles tombent du côté indiqué par la
figure, font regardées comme pofitives, leurs valeurs feront
cenfées négatives, lorfqu'elles feront dirigées en fens con-
traires.

13. Si dans l'équation entre les trois variables x , y d>i 7,
celle qui efi: perpendiculaire au plan A P (^, c'eft-à-dire

:^\
a par-tout des dimenfions paires, elle aura alors deux valeurs
égales

, l'une pofitive , l'autre négative. Les portions de la
furface fituées de chaque côté du plan A P Q^ feront donc
femblables & égales ; & par conféquent le corps qui efi: ter-
miné par cette furface, fera divifé en deux parties femblables
& égales par la feftion faite fuivant le plan APQ. Ainfi

,
commiç nous avons appelé diamètre dans les figures planes
toute ligne droite qui partageoit la figure en deux parties fem-
blables & égales, nous appellerons de même plan diamétral
dans les folides, celui qui divife un corps en deux parties fem-

3 T t ij
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blable«:. Donc, fi toutes les dimenlions de la variable ^ font

pairesi'le plan A P Q, fera un plan diamétral.

14. On conçoit de même que fi dans l'équation à la fur-

face ia variable j, qui eit perpendiculaire au plan ^ PJ y ^

par-tout des dimenfions paires , le plan APq iera aufli dia-

métral- & fi la variable x ne renferme aufli que des dimen-

fions plires, alors le plan Ap^ fera diamétral. On peut donc

niserfoutde fuite par l'équation donnée entre les trois variables

X y & -„ fi l'un des trois plans APQ_, APq, Ap^, eft dia-

métral ou non. Or il peut arriver que deux, ou même tous les

trois, le foient à la fois. Par exemple, on a pour la

fphère , dont le centre eft en ^ , à caule du rayon AM^
///;,= +y_4-^=J)=«, l'équation .r-^-f-y^-hf == a «y d ou il

fuit que chacun de ces trois plans partagera la fphere en deux

parties femblables & égales.

PI x-iT F. i-o T S. Pour connoître la figure de la furface que renferme l'é-

' '

Quationpropofée,ilfaut fur-tout faire attention aux trois plans

perpendiculaires entre eux, qui font repréfentes dans la figure

-0\xOO'O-Q\ TVTT &rrT^r',& qui s entrecou-

pent mutuellement au point A. Ces trois plans, fi on les con-

çoit prolongés à l'infini dans tous les fens, diviferont 1 efpace

entier en huit régions, qui font ^^P^^fentées dans la figure

par les lettres AX, A X\ A X% A X\ A X^ AX^, AX
& AX-^ Si les variables x, y & {, font fuppolees avoir des

valeurs pofitives dans la première région AX, il y en aura une,

ou deux, ou même trois, qui feront négatives dans les autres

régions. Ceft ce qu'on verra clairement, ayant fous les yeux

le tableau fuivant :

Réfion A X Rcsion AX'
1-7

Rio Ion A X'
4_>

Région AX""

jp=^x AP'=—x AP=^-\- X AP'=— x

AR=-^y AR=-\-y AR= -i-y AR=-hy

AS=-h{ AS^-^l AS'= — i
AS'=— ^



Région AX^
EN G £ N

Région AX''>

AR'=^—y AR'=-—y

AS = -i- A AS =+{
i6 11 nous iera plus commode de diftinguer par des nom-

bres ces huit régions, afin que nous puiffions indiquer plus taci-

lement celle dont nous voudrons parler. Comme ces huit

réaions font contiguës au point A ,
qu'elles font tormees par

l'interfeaion de trois plans perpendiculaires entre eux, & que

d'ailleurs ces plans l'ont déterminés par les trois droites Fp, Pl.XIII.Fig.m.

Qg Rr qui fe coupent perpendiculairement au point A;

ces récrions pourront être défignées par ces trois lettres P,

O, i^fmaiufcules ou minuscules. Ainh la région principale ou

la première fera l'efpace PQR que renferme le parallélipipede

formé avec les trois droites AF,Aq,AR, prolongées à in-

fini & la région Pqr fera l'efpace que renferme le parallehpi-

pèd'e formé par les trois droites AP,A^, Ar, prolongées à l'in-

fini. Ayant donc fait les trois variables AP= x, A (^=y>

AR=i, on aura Ap=— x, Aq==—y ^Ar^— y
Nous diftinguerons en conféquence par des nombres les huit

récrions dont il s'agit, de la manière fuivante :

entre les coordonnées

troifième III. quatrième IV.

entre les coordonnées <,A q = —

•

(AR = -h

PqR
AP= -\- X

y

i
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cinquième V.

I

rixièmeVI.

AP= ^x
ei]tre les coordonnées )AqT= y

^Ar =,

feptième VII.

pqR

(Ap =— X

entre les coordonnées )a q = v

ljR=:-+-r

pQr

A p =~x\
Aq= -^y\

Ar =_-^^

huitième VII.

17. Ces régions diffèrent plus ou moins entre elles. Il y en a
deux qui ont deux coordonnées communes, &' une qui ne l'eft pas •

elles fe touchent par conféquent par un plan; nous les appell
lerons conjointes. Enfuite , fî les régions ont deux coordonnées
diflerentes

, & une feule commune , elles fe toucheront feule-
ment par une ligne droite ; nous les nommerons dlsioimes En
troiùeme lieu , fi toutes les coordonnées ont des fignes diffé-
rens

,
les régions ne fe toucheront qu'en un feul point A &

nous appellerons celles-ci oppofées. La table fuivante fera con-
noitre quelles font les régions qui, à l'égard de l'une d'elles
lont conjointes

, ou disjointes , ou oppofées.
'
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Conjoin tes, Disjoin tes.

33>

Oppoféc

PQR
I

PQ_r

II

PqR
III IV V

pQr
VI

pqR
VII

P ?'

VIII

PQr
II

PQR
I

P.yr

V VI

PqR p(Z^
IV VIII

\pqR

VII

PqR
III

Pqr

V
PQR

î

pqR
VII II VIII

uQR
IV VI

pQR
IV

pQ_r

VI

pqR
VII I

pqr

VIII

PQr
II III V

Pqr

V III II

pqr

VIII

PCP.

I VII
pÇ/-

VI

pQR
IV

pQr
VI

pQR
IV

pqr

VIII II VII

PQR
I

Pqr

V III

pqR
VII VIII IV

PqR
III

pQr
VI

P^.

V

PQP
l

PQr
II

pqr

j VIII VII

pQr
VI V IV

P^P
III

PQr
II

PQ/l

I.

Il paroît donc qu'à l'égard d'une région quelconque il y en a

trois autres qui font conjointes , autant qui font disjointes , &
.une feule qui lui eft oppofée. La table précédente fait voir lur-

le-champ ce qu'une région eft à l'égard d'une autre à laquelle

on veut la comparer. Au refte^ l'ordre obfervé dans les nombres

qui indiquent les régions , eft digne d'attention. Pour le faire

mieux appercevoir, j'ai renfermé les mêmes nombres dans L'eC-

pèce de quatre cj[u'on voit ici.



33<> DES SURFACEESDES CoPv.PS

I 2 3 4 5
6 7 8

2

3

I 5 6 3 4 8 7

5
I 7 2 8 4 6

4 6 7 I 8 2 3 5

5 3 2 8 I 7 6 4

6

7

4

8

8 2 7 I 5 3

4 3 6
5

I 2

8 7 6
5 4 '

2 I

On verra avec une légère attention la nature & les propriétés

de cette table; & ce qui fuit ne laiffera rien à defirer fur l'u-

fage qu'on en peut faire,

1 9. Nous avons déjà remarqué que, fi dans l'équation la Caria-

ble { avoit par-tout des dimenfions paires, la furface étoit com-
pofée de deux parties femblables & égales. En effet la partie

fitiiée dans la première région fera égale à la partie fituée

dans la féconde; la même égalité aura femblablement lieu

pour la troifième & cinquième région, pour la quatrième &
la fixième, & eniin pour la feptième & la huitième ; comme
on en peut juger par les deux iéries qui commencent par i &
par 2, Si la variablej a par-tout dans l'équation des dimenfions

paires, la première région fera égale à la troifième, la féconde

à
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à la cinquième, la quatrième à la feptième, & la fixième à la

huitième; mais, fi a: a dans tous les termes de l'équation des

-dimensions paires, la première région fera la même que la

quatrième; la féconde la même que la fixième; la troifième que

la feptième, & la cinquième que la huitième. Ainfi,

Si dans Inéquation on a par-tout des dimenjions paires pour la

variable
,

les régions égales feront les régions égales feront

I
» î', 3 >4> 5»6,7>8

3,5, 1,7, 1,8,4,6

les régions égales feront

i>i» 3>4> 5.'^j7.8

4,6,7, 1,8, 1,3,

5

20. Pour que les parties de la furface qui font fituées dans

les régions disjointes, la première & la cinquième, foient

égales entre elles , il faut que l'équation relie la même , quoique

les deux variablesy & ^ foient prifes négativement. Cela aura

donc lieu, fi les deux variablesj & :[
prifes enfemble forment

dans chaque terme de l'équation ou des dimenfions paires, ou

des dimenfions impaires. Mais fi la première région eil: la même
que la cinquième , la féconde fera auffi égale à la troifième , la

quatrième à la huitième, & la fixième à la feptième. Pareille-

ment, fi dans l'équation de la furface les deux variables x &c
:^

forment par-tout un nombre foit pair, foit impair de dimen-

fions , la première région fera égale à la fixième , la féconde à

la quatrième, la troifième à la huitième, & la cinquième à la

feptième. Ainfi,

Si dans L'équation de la furface chaque terme ne donne que des di-

menfions paires , ou que des dimenfons impaires pour les

variables

y ^ \^
X ^ :^

X ^ y
les réglons égales feront i les régions égales feront 1 les régions égales feront

ï>i!)3>4j5»6,7,8i,2,3,4,5,6,7,8i,i,3,4,5,6,7,8

5,3,1,8, 1,7,6,4 16,4,8,2,7,1 , 5, 3 17,8,4, 3,6, 5, I, 1

EuLER, Introduclion à l'Anal, injin. Tome II. 3 V v
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Mais Ji les trois variables x, y & z, prifes enfemhle ,formentpar-

tout ou des dimenfions paires, ou des dimenfions impaires, alors

les régions oppofées feront égales :

1,2,3,4, 5, 6, 7, 8

8, 7, 6» 5, 4, 3, i, I.

21. Si deux ou trois de ces conditions ont lieu en même
temps dans l'équation, alors quatre régions, ou .les huit à la

fois, renfermeront des parties dé la furface femblables & égales

entre elles. Ainfî,

Si X & Y pris féparément ont par-tout des dimenflons paires , alors

les régions fuivantes prifes quatre à quatre Jeront les mêmes :

I , i
, 3 » 4 , 5 , <5

> 7 , 8

3? 5 5 I ^ 7) 2, 8, 4, 6

4,6,7,1,8,2,3,5
7,8,4,3,6,5,1,2.

Si X & 1 pris féparément ont par-tout des dimenflons paires , alors

les régions fuivantes prifes quatre à quatre feront égales :

1 , 2, 3, 4, 5 » ^, 7, 8

2,1,5,6,3,4,8,7
4,<>,7,i,8,2,3,5

6, 4, 8, 2, 7, I , 5, 3.

Si les variables y 6* z conjîdéréesféparément ont dans tous les termes

des dimenfions paires , alors ce feront les régions fuivantes qui

prifes quatre à quatre feront égales entre elles :

1,2,3,4,5,6,7,8
», I

, 5, 6, 3, 4, 8, 7

3,5,1,7,2,8,4,^
5, 3, 2, 8, I

, 7, 6, 4»
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11. Si une des variables a par-tout des dimenfions paires,

Se que les deux autres prifes enlemble forment par-tout ou des
dimenfions paires, ou des dimenfions impaires, il y aura encore
quatre régions qui feront égales , ainfî qu'on va le voir.

Si z a par-tout des dimenfions paires , & que x & y forment par^-

toutj ou des dimenfions paires , ou des dimenfions impaires, les

régionsfuivantes prijes quatre à quatre feront. égales :

I) 2, 3» 4, 5> ^» 7, 8

2 , I , 5 > <^
> 3 » 4 , 8

, 7

7,8,4,3,6,5,1,2
8,7,6,5,4,3,2,1.

Si Y Cl par-tout des dimenfons paires , & que dans chaque terme

X & z pris enfembleforment des dimenfons paires ou impaires,
les régions Juivantes prifes quatre à quatre feront égales :

I, 2, 3» 4, 5 » ^, 7, 8

3, 5> I j 7, ij 8, 4, 6

6,4,8,2,7,1,5,5
8j 7, 6, 5*4,3, i, !•

Si X a par-tout des dimenfons paires , & que y & Z confdérés en-^

fembleforment dans tous les termes, ou des dimenfons paires, ou

des dimenfons impaires , les régionsfuivantes feront égales entre

elles y étant prifes quatre à quatre :

1,1,3,4,5,^,7,8
4, 6, 7, I, 8, 2, 3, 5

5, 3, 2, 8, I, 7, 6, 4

8, 7, 6, 5, 4, 3, i, I-

Dans ces trois cas toutes les trois variables x ,y <& { , prifes

enfemble formeront donc par-tout ou des dimenfions paires ,

ou des dimenfions impaires.

3 Vv ij
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23. Il refte encore à confidérer les cas fuivans, où quatre

régions font égales à la fois.

forment par-t&ut des dimenflons paires ou des dimen-

Jions impaires y

alors les régions [lavantes feront égales quatre à
quatre :

I, î, 3, 4, 5 > 6^ 7? 8

5» 3» i» 8, I
, 7, 6, 4

7, 8, 4, 3» ^» 5> i> i

6,4,8,2,7,1,5,3.
On obtiendra donc les mêmes réfultats , fi de plus les deux
autres variables x ^ ^ forment dans tous les termes, ou des

dimenfions paires, ou des dimenfions impaires; de forte que
cette condition eft déjà renfermée dans la propofée. Les por-

tions de la furface fituées dans les quatre régions disjointes

feront donc égales entre elles , fi dans l'équation la combi-
naifon des variables prifes deux à deux & confidérées en-

femble forme par-tout, ou àits, dimenfions paires, ou des di-

menfions impaires; mais, comme il y a trois combinaifons

différentes, il faut remarquer que , fi deux jouiffent de la pro-
priété demandée, la troifième en jouira pareillement.

24. Si aux conditions qui rendent femblables & égales

entre elles quatre régions à la fois, on en ajoute une nou-
velle qui ne foit pas renfermée dans les premières , & d'où

réfukf l'égalité de deux régions; alors toutes les régions de-

viendront égales, & la furface fera compofée de huit parties

égales & femblables entre elles. L'équation de ces fortes de
furfaces renfermera donc toutes les propriétés mentionnées

ci-deffus; ainfi chaque variable x, y, :^, prife féparément, aura

par-tout des dimenfions paires; d'où il fuit que deux quelcon-

ques confidérées enfemble, ou même les trois prifes à la fois,

formeront dans tous les termes des dimenfions paires.

25. Au refte, fi lorfqu'une équation eft propolee entre trois

variables, on veut favoir fi elle renferme une ou deux , ou
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même trois des propriétés expofées ci-deffus, il n'y aura au-

cune difficulté pour ce qui concerne les dimenfions paires de

chaque variable. Il ne fera pas plus difficile de s'affurer (i toutes

les \ ariables priles enfemble forment dans tous les termes , ou

des dimenfions paires ou des dimenfions impaires. Mais prifes

feulement deux à deux doivent-elles jouir de cette propriété ?

c'eft ce qu'il fera plus difficile d'examiner. 11 faudra faire dans

l'équation ou x=n^y ou y=niy ou x=ny, & voir (i dans l'un

ou l'autre cas il en réfulte une équation dans laquelle :j dans les

deux premiers cas, ou_y dans le dernier, reçoive par-tout des

dimeniîons paires; ii cela a lieu, il s'enluit néceffairement que
deux variables prifes enfemble forment par-tout ou des dimen-
{ions paires ou des dimenfions impaires; & par conféquent la

furface aura au moins deux parties femblables & égales entre

elles..

CHAPITRE IL

Des Seciions des Surfaces faites par des Plans

(quelconques.

26. De même que les interférions des lignes font des points^

les interférions des furfaces font des lignes ou droites ou
courbes. L'interfeftion de deux plans eft une ligne droite,

comme on le fait par les élémens , mais celle d'une fpjhère

faite par un plan, eft un cercle. Or il importe beaucoup, pour <

connoître une furface, de favoir quelle efpèce de liglies ré-

fulte de l'interfeflion d'une furface par des plans donnés; car

on connoîtra à la fois de cette manière une infinité de points

de la furface, tandis que par la méthode précédente les valeurs

particulières de la variable
i
ne donnoient qu'autant de points

de la fuperficie.

27. Comme nous rapportons les furfaces à trois plans per- Pl.XUI.Fîg. 1«-.

pendiculaires entre eux, il eft naturel de chercher avant tout
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les interférions de la furface & de ces plans. Si donc on
prend le premier plan A P Q^ déterminé par les variables

AP= x, AQ^^Yf (à caufe que la troifième variable ^ dé-

figne la diftance de chaque point de la furface à ce plan ) il

elt clair que, (i on fait {= o, on trouvera tous les points

de la furface qui feront fitués fur le plan même A P Q^;
& que par conféquent l'équation réfultante entre x ^ y repré-

fentera la ligne que forme l'interfeftion de la furface avec le

plan AP Q^. Semblablement , fi on fait ^^^=0, l'équation entre

a: &" { exprimera l'interfeftion de la furface faite par le plan

APR; Se en fuppofant x=o, l'équation entre y & ;j donnera

i'interfeftion de la furface & du<plan A QR.
28. Nous avons déjà dit auparavant que la furface d'une

fphère qui a fon centre au point A, 8c dont le rayon =à étoit

exprimée par cette équation xx-{-yy-{-{
i
= a a^ je me fer-

virai de cet exemple pour éclaircir ce qu'on vient de lire fur

les interférions. Soit donc {==0, & l'équation x^-i-y^^^a'-

exprimera l'interfeftion de la fphère par le plan AP Q; il eft

évident qu'elle»iera un cercle dont le centre eft en A, & dont

le rayon = a. Semblablement, en faifant j'=: o, l'interfec-

tion de la fphère faite par le plan APR fera un cercle re-

préfenté par l'équation xx -h 11= ^a. De même, fi on fup-

pofe x= o, l'équation y jy -4-
;j ;j
= a a donnera un pareil

cercle pour l'interfeftion du plan AQ^R. Tout cela, à la vé-

rité, eft fufRfamment connu, puifque toutes les feftions d'une

fphère faites par des plans qui pafîent par fon centre font de

grands cercles, c'eft-à-dire des cercles qui ont un rayon com-
mun avec la fphère.

29. Il ne fera pas plus difficile de déterminer les feftions

de la furface faites par d'autres plans parallèles à l'un des

plans principaux. Concevons un plan parallèle au plan APQ,
& qui en foit éloigné d'un intervalle= /z, tous les points de

la furface dont la diftance au même plan AP Q, laquelle eft

indiquée par la variable ^, eft= /z, feront donc fitués en

même temps fur ce plan parallèle, & formeront par confé-

quent Tinterfeftion. On aura donc L'équation qui convient à

cette interfefiion , fi on fait dans l'équation de la furface i

M
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7= /ii car on raira alors entre les deux coordonnées perpen-
diculaires X &c y, l'équation qui exprime la nature de la

feftion. On déterminera de la même manière les feftions qui
/e font par des plans parallèles ou à A P R on h A Q^R ;
ainli il leroit inutile de répéter pour les autres ce qui aura été
dit pour l'un,

30. Si donc on fait dans l'équation de la furface entre les

trois coordonnées x, y d^ ^, l'une des variables, par exemple,
Inégale à une con{l:ante= /2, on aura la feftion de la furface

faite par un plan parallèle à AP Q^, & qui en ell éloigné d'une
quantité Ay ainli, en donnant fuccefîivement à cette lettre k
toutes les valeurs poflibles tant pofitives que négatives , on
obtiendra toutes les feftions de la furface qui font faites par
des plans parallèles au plan AP Q ,• & comme la furface en-
tière peut être divifée en une infinité de parties par tous ces

plans parallèles, & qu'on connoît de cette manière toutes les

ièftions, on connoîtra aufîi par ce moyen la furface totale»

En effet, toutes ces feftions feront reprélentées par une feule

équation entre les coordonnées a: & y & la confiante indé-
terminée h} d'où il fuit que toutes ces lignes comprifes fous
une feule équation feront toutes femblables , ou auront au
moins de l'affinité entre elles.

31. Toutes les ferions de la furface parallèles au plan
AP Q^ feront donc égales entre elles, & feront coupées de
la même manière par les plans AP R, AQR, û l'équation

entre jc & y efl telle qu'elle demeure la mêm.e, quelque Va-
leur qu'on donne à A,- or cela ne peut avoir lieu, à moins que
la variable ;^, à la place de laquelle on a rais k, n'entre nul-
lement dans l'équation de la furface. Par conféquent, fî la

troifième variable :^ ne fait point partie de l'équation de la

furface, toutes les feftions parallèles au plan APQ feront

égales entre elles; & leur nature fera exprimée par l'équation

même de la furface, qui renfermera feulement les deux varia-

bles X Siy. De même , fi la variable x ou la variable j)^ manque
entièrement dans l'équation de la furfuCe, toutes les ftéKons
parallèles au plan A Q^R o\x à\x plan APR feront parallèles,

entre elles.
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32. Non-feulement il eft facile de fe faire une idée de ces

fortes de furfaces, mais on peut même les conflruire & les

former fur une matière donnée. Car fuppofons que la variable

l
manque dans l'équation, de forte que l'équation fubfifte feu-

lement entre les coordonnées AP= x & A Q^=: PM=y ;

Pi. XIII. Fig. 122.- on tracera, au moyen de l'équation, la ligne courbe BMD
fur le plan A P Q^; enfuite on concevra une ligne droite indé-

finie qui, reliant conflamment perpendiculaire à ce plan , fe

meuve fuivant cette courbe BM JD ; cette droite tracera par

fon mouvement ou formera la furface indiquée par cette

équation; d'où il fuit évidemment que, fi la ligne BMD efl

un cercle, la furface qu'on obtiendra fera celle d'un cylindre

droit; & fi la ligne B MD eft une Ellypfe, on aura la fur-

face d'un cylindre fcalène. Si la ligne BMD n'eft pas con-

tinue, mais fi elle eft compofée de plufieurs droites qui for-

ment une figure reftiligne, la furface réfultante fera alors

prifmatique.

33. Comme ce genre de furfaces embraffe les cylindres &
tous les prifmes, il conviendra de l'appeler généralement cy-

lindrique ow prifmatique ,• & les efpèces particulières comprifes

fous ce genre feront déterminées par la figure plane B MD y

qui les aura formées fuivant la méthode qui vient d'être ex-

pliquée. Cette figure BMD fe nommera làBafe. Toutes les

fois donc qu'une des trois variables x,y, ^y manquera dans

l'équation, alors la furface qu'elle exprime fera cylindrique

ou prifmatique. Mais, fi les deux variables y & ^ manquent
à la fois, comme alors x eû=k une conftante, la ligne

BMD fe changera en une ligne droite perpendiculaire à l'axe

ADi &: par conféquent la furface deviendra une furface plane

perpendiculaire au plan AP Q.
34. Après ce genre de furfaces, le plus remarquable eft celui

qui réfulte d'une équation homogène entre les trois variables

X, y Se ^, ou dans laquelle les trois variables forment par-tout

le même nombre de dimenfions; telle eft l'équation :^:^ =mx:^
-\- X X -h yy. On voit par- là que toutes les ferions faites

par des plans parallèles à un des trois plans principaux feront

des figures femblables entre elles ; car fi on donne à i une
valeur
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râleur conftante A, il eft clair que l'équation h''=mhx-\-x''

-\-y\ fi on met fucceffivement pour h les valeurs qu'on vou-
dra, renferme une infinité de figures lemblables entre elles,

dont les paramètres feront égaux ou proportionnels à /i même,
Ainfi, puifque ces ferions ne font pas feulement femblables,

mais qu'elles croifTent encore en raifon des diftances au plan

AP Q, les lignes qui partent du point Â, & qui pafTenr par

les points homologues de chaque feftion, feront droites.

35. Etant donc propofée une équation homogène entre les Pi.xiII.Fie.ia^;

trois variables x, y & :j', donnons à i
une valeur déterminée

AR^=hj & foit TSsMm la figure tracée fur un plan paral-

lèle kAPQ & mené par le point R, laquelle fera exprimée
par une équation entre x Su y, de manière que RV =^x èc

yM=y. Cette feftion TSsMm une fois décrite, conce-
vons une droite indéfinie qui fe meuve autourde fon périmètre,

& qui foit affujettie à paffer conflamment par le point A; cette

droite décrira par fon mouvement la furface comprife dans

l'équation propofée. Il ell: évident que, fi la figure TSsMm
eft un cercle dont le centre foit en R, il en réfulte un cône
droit; Sl(\ R n'en efl pas le centre, un cône fcalène. Mais,

fi la figure eft reftiligne, il en naîtra des pyramides de toute

efpèce. C'eft pourquoi nous appellerons coniques ou pyrami-

dales les furfaces qui font renfermées dans ce genre d'équa-

tions.

36. Il fuit de-là manifeftement que, fi l'équation entre les

trois variables x, jy & ;[, eft homogène , & que par confé-

quent la furface foit conique ou pyramidale , non-feulement

on aura pour toutes les fe6l:ions parallèles à un plan principal

A P Q^ des figures femblables, dont les paramètres foient pro-

portionnels aux diftances de ces feftions au fommet A; mais

on conçoit, par la même raifon, que toutes les feflions qui

feront parallèles au plan APR ou au plan A Q^R, jouiront

de la même propriété , & formeront conféquemment des

figures femblables, dont les côtés homologues feront propor-

tionnels à leur diftance au point A. On fera voir plus bas que

toutes les autres feftions de ces corps qui font parallèles entre

elles, ou qui font parallèles à un plan quelconque mené par

EuLER, Introduclion à L'Anal, infin. Tome II. 3 X x
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le fommet A , feront auflî femblables entie elles, & que leurs

paraméties leront proportionnels à leur diilance au point A.

37. Le genre de furfaces auquel je vais paffer, eil beaucoup,

p]us étendu, boit Z une fonétion quelconque de :^, & foit

donnée une équation homogène entre les trois variables x ,

y ik Z. Soit Z= H, lorfque :^== A; comme on a. dans ee

cas une équation homogène entre x,y &H, toutes les fec-

tions parallèles au plan A F Q feront des figures femblables

entre elles, & dont les paramètres ne feront plus proportion-

nels aux diftances h, mais à leurs fon6l:ions H. D'où il fuit que

les lignes menées par les points homologues de ces feftions

ne feront point des lignes droites , mais des courbes dépen-

dantes de la nature de la fonction Z. Mais alors il ne s'enfuit

pas de-là que les ieftions faites parallèlement à un autre plan

quelconque, feront femblables entre elles.

38. Ce dernier genre comprend les deux précédens; car, fi

on fuppofe Z = {, ou Z=a:j, à caufe de l'équation homo-
gène entre x, y & :j, on aura des furfacés coniques. La même
chofe a lieu, li Z=a-j-^^, avec cette différence .feulement

que le fommet du cône ne tombe plus fur le point même A;

par exemple , fi Z=—-, le fommet du cône fesa. éloigné

du point A de la quantité 6} û on fuppofe enfuite ^ = 00

,

la figure conique deviendra cylindrique, & Z iera= i. Ainfi

dans l'équation des furfacés cylindriques les variables x Si y
formeront par-tout avec la conilante i, le rtiême nombre de

dimenfions. Or, quelle que foit la forme de. l'équation pro-

pofée entre x 81 y, û la troifième variable :^ n'y entre point,

on peut toujours la rendre homogène avec l'unité, d'où il

fuit, comme nous l'avons déjà fait voir, que toute équation

dans laquelle une des variables ne fe trouve pas, exprime une
furface cylindrique.

39. Parmi ces corps dans lefquels toutes les feftions pa-

rallèles à un plan principal AF Q font des figures femblables,

on doit dill:inguer particulièrement ceux dont les feOionsfont

des cercles, qui ont leur centre fur la même droite AR per-

pendiculaire au plan AF Q^. Ces efpèces de folides fe font au
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tour, & fe nomment conféquemment corps tournés. Ainfi i'ç-
quation générale qui leur appartient fera Z^ = x^ -^ y\ En
effet, quelque valeur qu'on donne à ^, de forte que Z= H,
on aura pour la feftion parailèle au plan ^P Q l'équation
Y{Y{=xx-^yy, qui convient au cercle dont le ra7on=H,
& qui a fon centre fur la droite AR. Si Z Z= |:5;, on aura'
un cône droit; fi Z Z= aû, on aura un cylindre; & fi Z Z= '^'— {% on aura la fphère. Ce font là les principales èfpèces
de corps formés au tour.

40. Confidérons les corps dont foutes les ferions P T V PI. XIII. Fig. 124:

perpendiculaires à l'axe v^/' font des triangles, qui ont leurs
fommets Tfur une ligne droite D T parallèle à l'axe A P.
Soit A VB la bafe de ce corps, ou fa feftion faite fur le plan
APÇl, laquelle foit une courbe quelconque. Soit la diftance
de la droite D T h. l'axe AB, c'eft-à-dire, AD= c; ayant
fait, comme auparavant, les trois variables AP=x, PQ y
6^={' -^^ ^era une fouftion quelconque de x. Soit cette
fonftion /^^= P, on aura, à caufe des triangles femblables,

VQ_M, VPT, P:c::P-y:^, ou ^ = c - ^. On
trouve donc pour ces fortes de corps ^—^ égal à une fonaion
quelconque de x. Ces corps diffèrent donc des coniques en
ce qu'ils fe terminent par une arrête droite D T, tandis que
les cônes fe terminent en pointe. Si la bafe A VB eff fup-
pofée un cercle

, le corps qui en réfulte a été traité fort au
long par WALLIS, & a été appelé par lui coin-conoïde.

_

41- Suppofons, comme tout à l'heure, que toutes les fec-
tions P 7F perpendiculaires à l'axe A B foient des triangles Pl.XIIl Fîgi,,
reftangles en P, qui par leurs fommets T forment une cou^rbe
quelconque AT, Si que la bafe foit la figure A VB. Ayant fait
les trois variables A P=x, PQ=y & QM.^r, la droite PV
fur la courbe A VB fera une fonSion quelconque de x que
)e fuppofe = P ; alors P T fera auffi une fonftion de x que
je fuppofe= Q ; cela pofé , on aura :

P:Q::P~y:^,
3Xxii
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& par conféquent ;j
= Q ^ ou P:[-f-Qj=PQ, ou bien

^ H- ~= 1 ou=à une confiante. Par conféquent, fi les deux

variables y & { n'ont nulle part dans l'équation plus d'une di-

menfion, le corps appartiendra alors au genre que nous venons

de décrire.

Pi.xlli.Fig. ia6. 42. Comme nous avons déjà examiné les corps dont toutes

les feftions, parallèles à un plan principal, font femblables

entre elles, confidérons à préfent ceux dans lefquels toutes

ces feftions font des figures qui ont feulement de l'affinité

entre elles , ou dont les appliquées, lorfqu'on prend des ab-

fcifies homologues , font proportionnelles entre elles. Soient

les trois ferions d'un tel corps ABC, ACD & ABD, parmi

lefquelles toutes les feftions parallèles à A CD doivent être des

figures qui ont de l'affinité. Suppofons donc la bafe AC=a,
& la hauteur AD=b ; & aj-ant pris les coordonnées A q
t=p & q m. = q , foit q une fonftion quelconque de p. Con-
cevons maintenant une feftion quelconque parallèle P T V,
en faifant l'intervalle ^P= x, on aura la bafe /'/^= àune
fonftion de at, que je fuppofe =P, & la hauteur P T==k
une fonftion de x, que je fuppofe == Q.. Qu'on faffe t pré-

fent P Q=:y Se QM= i, on aura par la loi de l'affinité

a : p::? :y 81 è : q::Q : l, on y=^ Se ^= ^,-

43. Donc , fi toutes les trois feftions principales du corps,,

ABC, ACD Sl A B D, font données, on pourra détermi-

ner la nature du corps dont toutes les feftions parallèles à

ACD auront en même temps de l'affinité entre elles. Car
d'abord P &Q font des fondions de Xy enfuire q eft une fonction

de p y d'où il fuit qu'avec les deux variables x Si p on déter-

minera les deux autres y & {/ mais, fi nous defirons une
équation entre les trois coordonnées x,y Si {,• comme q eft

une fonftion de^, ou parce qu'on a une équation entre ^ & q,

il faudra fubftituer dans cette équation p=— Si. q^= ^ i Se

on aura par ce moyen , à caufe que P & Q font des fondions

de Xf une équation entrç les troiscoordonnéesx,^ & {, qui
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exprimera la nature des corps qui appartiennent à ce genre.

Au refte, il ell évident qu'en fuppofant x=o^ P doit deve-
nir= a & Q=: L

44. Si dans l'équation de la furface les deux variables j' &
^ forment par-tout le même nombre de dimenfions , alors toutes

les feftions perpendiculaires à l'axe yiP feront des figures

reftilignes; car fi on prend pour x une valeur conftante quel-

conque, il en réfultera entre y & ;j une équation homogène
qui indique une ou plufieurs lignes droites. Puis donc que îe

nombre de dimenfions formé par les deux variables _y & 7 eft

par-tout le même, il fera ou pair ou impair, & par cette raifon,

comme on l'a fait voir art. 20, ces efpèces de corps auront

deux parties égales l'une à l'autre; c'eft-à-dire que les portions

fituées dans la première & la cinquième région feront fem-
blables entre elles; il en fera de même de la région féconde
& troifième, & des autres, comme l'indique la table donnée
à l'endroit cité»

45. Nous avons déjà examiné plufieurs efpèces de corps Pl.XIV.Fîg.isTs

qui donnent une infinité de feftions reftilignes ; telle efi: celle

que nous venons de traiter, & les cylindriques & les coniques.

Dans toutes ces efpèces , les feftions faites par l'axe AP font

reftilignes; mais ce genre eft plus étendu. Car foit AKMP
une feftion du corps faite par l'axe AP fous un angle MP V= <Pi en faifânt AP = x, P Q=y & QM= ^, on aura

- pour la tangente de l'angle (p, & la droitePM fera=——^
Si maintenant la ligne KM eft droite, on devra avoir

Jin. cp= ccx -+- €i exprefïion dans laquelle a & ^ feront des conf-

iantes dépendantes de l'angle <p,- & par conféquent elles fe-

ront des fondions de j & de { de dimenfion nulle. Soient

R & S ces fondions, on aura Jc=R:^-i-S,. ou x=Ry-+-Si,
ou bien, T défignant une fonftion d'une dimenfion, & S une
fonftion de dimenfion nulle de _y & de ^, tous les corps,

dont il eu queftion ici, feront compris dans cette équation

générale ;«: = T -h S.

46. Or, quelle que foit la furface propofée ,. dont la nature
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eil exprimée par une équation entre les trois variables x y y
& :j, il fera facile d'en déterminer une feftion quelcor:que

faite fuivant l'axe A P. Car foit l'angle VPM, qUi rr.arque

l'inclinaifon de la feftion AKMP fur le plan ACV P==(p,
& foit la droite PM^=Vj laquelle fera l'appliquée de h fec-

tion cherchée; après cela, on aura QM =:^ = v .fin. <? &
P Q=y =v.cof. <p. Donc, il dans l'équation de la furface

on fubflitue pour les variables y Se ^ les valeurs y . cof. (p &
V . [in. <Pf on obtiendra l'équation entre les deux variables x
8z V j qui exprimera la nature de la fe&ion A K M P. On

PI, XIII. Fig, 121. trouvera d'une manière femblable toutes les fefticns qui fe

font fuivant l'un ou l'autre des deux autres axes principaux A Q
ou A R, Car ces trois axes A P, A Q &c A R^ d'où dépen-
dent les trois variables x, y Se ^^ peuvent être changés l'un

en l'autre, & réciproquement; de forte que ce que l'on dit

de l'un d'eux s'applique toujours aux deux autres.

47. Ayantdoncpris,pourfixernosidées,leplany^/'Çauquel

nous rapporterons toutes les ferlions de la furface; toute feftion

faite par un plan, ou fera parallèle à celui-là, ou lui fera inclinée.

Dans le dernier cas, le plan de la feftion étant prolongé cou-

pera quelque part le plan AP Q, Si leur interfeftion fera une
ligne droite. Dans le premier cas où le plan de la feftion eft pa-

rallèle au plan ^ P Q, il fuffira, pour connoître la nature de
la feftion, d'attribuer à la quantité

i
une valeur confiante;

mais dans le fécond cas, où le plan de feftion eft incliné au
plan APQ, nous ne pouvons encore déterminer la nature

de la feftion, que lorfque la droite AP ou la droite A Q eik.

l'interfeftion du plan coupant avec le plan APQ. Refte donc,

pour trouver toutes les feftions, à confidérer les autres inter-

feftions de ces deux plans, quelles qu'elles foient.

Pi.Xiv.Fig.ï28. 48. Soit la droite ES parallèle à l'axe AP^ l'interfeftion du
plan coupant avec le plan APQ; l'angle d'inclinaifon QSM
fous lequel le plan coupant ESM eft incliné au plan APQ,
= (p, & la diftance ^ £ ==/. Puifque AP=x, PQ=y &
QM=i, on aura E S= x Se QS=y -\-f. Si on rap-

porte la feftion à la droite E S confidérée comme axe , on
aura l'abfciffe E S= x j on fuppofera enfuite l'appliquée SM
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»=!', ce qui donnera, à caufe de l'angle QS M^'p Q ij= ,- = v>. <p, Ô,SQ ==y +/= V . cof. <p ; & pVr Aute
j= V . co/. <p —/. C eft pourquoi , fi dans l'équation de la
furface entre x, j & ^ , on fubftitue y =^v.cof. <p — f ^
:^=v.fin. <p, on aura l'équation entre les coordonnées :^ & vf
pour la feftion cherchée E S M. Si

, l'interfeaion ES étoit
perpendiculaire à l'axe AP, comme elle feroit iilors parallèle
à 1 autre axe principal placé dans le plan APq^ on trouve-
roit la lethon de la même manière; on n'auroit qu'à chancrer
1 une en l'autre les variables x. di y.

^

49- Supposons à préiènt que l'interfeaion E S ^h une pofi- p, ytu v
tion quelconque fur le plan A P (^ , qu'elle foit rencontrée

^'•^^^•^'S'^>

en E par la droite AE perpendiculaire à l'axe AP; on mè-
nera ETX parallèle à l'axe AP, on fera A E =: f ^rangle

^f ^=^ ^- /yaiu pris enfuite les trois variablesAP=x, Pq=ySi ÇM=^, on abaiffera de Q fur ES
la perpendiculaire qS , & on tirera MS^ l'angle Oi"Mfera
l'inclinaifon du plan coupant, fur lé plan A P Q^^ je le fuppo-
ferai == <p. Soient enfujte les. coordonnées de la feftion cher-
chée ES^t^ SM^v. On mènera de 5" fur £ Jf & furQP prolongée, les perpendiculaires ST & SF^ & on aura
QM=i^vJln.<p Q_S=.v.cof.<p,SV==.v.coJ:<p.f^n:(^Sc
l^f^=v.coJ. (p. cof. e. On aura enfuite 5 7'=;>"X=/.yf,z. ^& ET= t. cof. 6; d'où l'on tire enfin AP=:x= t cô'f fili-
v.cof <p.fin.^ SçPQ =:_y ^v.cc^/^.co/ Q~t/In. ô -1 f-
valeurs qui fubfiituées kx,y&c ^,, donneront -l'équation de
la lection demandée.

50. Etant donc donnée une équation pour un folide quelcon-
que, il fera facile d'en déduire l'équation qui convient à une
feéhon plane quelconque; & d'abord il eft évident que fi

1 équation du folide entre les trois coordonnées x, y, & r'eft
algébrique, toutes les feftions de ce corps feront auffi des
courbes algébriques Enfuite, comme on trouve l'équation
de la feaion entre fes coordonnées . & v, en mettant dans
celle du lohde i^v.fn.<p, x= tcof^^v .cof <p fin. ô &
y= "''"f- ^ '^I-

ô—
^ fin. S—/, il eft évident que dans Vé-

quation pour une feaion quelconque les coordonnées r& v ne
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peuvent obtenir plus de dimenfions, que les trois coordonnées

S y & r n'en ont elles-mêmes dans l'équation du folide. Il

peut arriver cependant quelquefois que l'équation de la fec-

tion foit d'un ordre inférieur, parce que les termes de degré

fupérieur peuvent difparoître après la fubftitution.

51. Si donc les trois variables x,y Se ^, ne forment dans

l'équation de la furface qu'une feule dimenfion , de manière

qu'elle foit de cette forme ctx-hCy -]-yi= a, alors toutes

les feûions de cette furface feront des lignes droites. Mais

dans ce cas la furface fera plane , comme il fera facile de le

voir en y faifant un peu attention, & comme on le fera voir

plus clairement ci-après ; or on fait par les élémens que l'in-

terfeaion de deux plans doit être une ligne droite. Sembla-

blement, on voit par-là qu'en général les feaions de tous les

folides , dont la nature eft donnée par cette équation géné-

rale :

a elles ne font pas des lignes droites, doivent être des lignes

du fécond ordre; & qu'il n'exifte aucune feaion poflible, dont

la nature ne puiffe être exprimée par une équation du fécond

degré.

CHAPITRE II L

Des SeBions du Cylindre, du Cône & de la Sphère.

Ç2 Comme on a coutume de confidérer ces corps dans la

Stéréométrie, il convient d'en chercher les feaions, avant que

de paffer à d'autres folides moins connus. D abord il fe prefente

dans les élémens deux efpèces de cylindres, fayoïr les droits

& les fcalènes. On appelle cylindre droit celui dont toutes les

feaions perpendiculaires à l'axe font des cercles égaux entre

eux, & qui ont leurs centres placés dang une même ligne
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droite. Le cylmdï e fcalêne donne des Tettions circulaires, qui

ne font plus perpendiculaires à l'axe, mais qui lui font incli-

nées fous un angle quelconque ; on exprimera plus commo-
dément cette propriété, en difant que le cylindre oblique ou

fcalène ell: celui dont les fedîlions perpendiculaires à l'axe font

des ellypfes égales, dont les centres font fitués fur une même
ligne droite, qui ie nomme l'axe du cylindre.

53. Soit donc un cylindre droit ou oblique, dont l'ax-e CD PL XIV. Fis- 130,

foit perpendiculaire au plan de la planche ; & foit la bafe

AEBFy ou la feftion formée par le plan de la planche, un
cercle ou une ellypfe. Je fuppoierai que cette bafe foit une

ellypfe quelconque qui ait fon centre en C, & pour axes con-

jugués AB ^ EFi car ce que nous dirons du cylindre fcalène,
'

s'appliquera très-facilement au droit. Faifons donc l'un à.ts,

demi-axes y^ C= ^ (7= a , & l'autre ^£'= Ci^=c y en

fuppofant enfuite les trois coordonnées CP^x, P Q^=y
& QM==^, nous aurons par la nature de l'ellypie aacc=i
aayy -h ccxx. Cette même équation exprimera la nature

du cylindre, puifque la troifîème variable :^, à caufe que toutes

les ferions parallèles au plan C P Q font égales entre elles
,

n'entre point dans l'équation.

54. Toutes les feftions du cylindre parallèles à la bafe, lui

feront donc femblables & égales ; c'efl-à-dire qu'elles feront
.

des cercles dans le cylindre droit , & des ellypfes dans le cy-

lindre fcalène. Mais alors les feftions qui fe font fuivant des

plans perpendiculaires à ÂP Q, feront deux lignes droites pa-

rallèles entre elles, qui, lorfque le cylindre fera touché par

le plan, fe réduiront à Une feule ; & qui par conféquent de-

viennent imaginaires, lorfque le plan. ne rencontre nulle part

le cylindre; c'efl: ce qui fe déduit naturellement de l'équation;

car fi, pour déiîgner l'interfeâion du plan coupant & de la

bafe, on égale à une conftante ou x, ou y, ou x^ài^aj, l'é-

quation aura alors deux racines îimples. Ainfî nous avons déjà

déterminé toutes les feftions qui fe font par des plans paral-

lèles à l'un des trois plans principaux. .,

-

55. Pour chercher la nature des autres feftions, nous fup-

poferons que l'inrerfeftion du plan coupant avec la bafe falîe

EuLER, Introduction à l'Anal, injin. Tome II. 3 Y y
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une ligne droite G T, qui d'abord foit parallèle à Turi des
axes conjugués EF , ou perpendiculaire à l'autre A B pro-
longé jufiqu'en G. Cela pofé, foit la diftance CG=f & l'in-

clinaifon du plan coupant G TM fur la bafe mefurée par un
angle= (p. Suppofons que le plan coupant G TM rencontre
Taxe du cylindre en D; après avoir mené la droite DG, nous

aurons Z? G C= cp; & par conféquent D G= & CD
* ' coj. 9

=——— . D'un point quelconque M de la feftion cherchée

on mènera MJ parallèle à DG; à caufe de TQ=f^x & de

l'angle Q_TM= <p, on aura TM=(^ & Q^M=
cof. <})

^-
coj. <p= \. Si on m^ne M S parallèle à TG ; & conféquemment

perpendiculaire fur /> G, on aura M S ==T G= F Q= y,

ècDS=^-^.
coj. ç

56. Prenons maintenant les droites D S Se SM pour les

coordonnées de la feftion cherchée ; & foit D S= t Se SM
= «. On aura donc y==u, x= t,cof. <p ; &, à caufe de

C"— x) /Jn. <p ^ ~
c^ irt-

l
= ^^ -^

, i=f . tang. <p— t .fin. <p. Sublhtuons ces

valeurs dans l'équation du cylindre aacc=- a ayy-V- ce x x ,

& nous aurons pour la feflion dont il s'agit , aac c= aau u
+ c c 1 1 (cof. (pj%- équation qui apprend que la feftion eft une
Ellypfe, qui a fon centre au point D, dont l'un des axes prin--

cipaux tombe fur la droite D G, Se l'autre eft perpendiculaire

à celui-ci. Or le demi-axe qui tombe fur la droite D G, fera,

( en faifant u = 0)= —^. Ou , fi on mène la droite BHpa.-
^ ^cof.(;> '

rallèle à GD. on aura BH=-^ pour l'un des demi-axes
cof. <p ^

de la feftion cherchée , & l'autre demi-axe conjugué fera

57. La feftion du cylindre qu'on obtiendra de cette ma-
nière fera donc une ellypfe, dont les demi - axes conjugués

feront—^ & c. Donc, fi fur la bafe A EBF on a. AC=a
coj. 9

'

pour le demi grand axe: à caufe de —— plus grand que a.
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les fe£lions feront des ellypies plus alongées que la bafe.

Mais , fî c eft plus grand que a, ou fi l'interfeftion G T efl

parallèle au plus grand axe de la bafe , il peut arriver que
dans la feftion les deux axes deviennent égaux entre eux; &
que par conféquent la feftion foit un cercle. Cela aura lieu,

fi -—— = c ou cof. (p= -. Puis donc que dans le triangle
cof. <p

' c ' t>

s cH reSïangle en C l'angle C B H= <p , on aura- cof. <p

R C l

^=^7j= in,- Donc, fi oii prend B H=^ CE, les ferions fe-

ront des cercles ; & comme cela fe peut faire de deux ma-
nières , en plaçant foit au - deflus foit au - deflbus la droite

B H ^= C E i il exiftera une double fuite de ferions circu-

laires qui feront fituées obliquement à l'égard de l'axe C Z>,-

c'eft ce qui a fait donner à ces fortes de cylindres le nom de
cylindres fcalènes.

58. Soit à préfent la droite GT inclinée d'une manière pi. XV. Fie. 131.

quelconque, l'interfeftion du plan coupant avec la bafe, &
fur laquelle on ait abaiffé du centre Cde la bafe la perpendi-

culaire G C=f; foit en outre l'angle BCG= ô, & l'angle

d'inclinaifon CGD = (p , auquel fera égal l'angle Q TMy
après qu'on aura mené Q^ T perpendiculaire a G T. On aura

donc D G = —— &z C D= '

"'
. Soit M un point de la

coj.<^ coj . <p '

feftion cherchée, d'où on ait abaiffé fur la bafe la perpendi-
culaire M Q ,• enfuite foit mené Q^P perpendiculairement

à l'axe, de manière qu'en faifant C P =x y P Q = y &
ÇM={, on ait a'c'z=ay^ -h c''x\ Puis on mènera à l'in-

terfeftion G T les perpendiculaires P V, Q^ T ; ce qui don-
nera G r=x . fin. G, P F=f~x cof G,- &, à caufe de
l'angle QPW=^, Q^ deviendra =j/?«. G, PJV=VT
=y.cof G & Q T=f— X cof. G -^y.fin. 9. Enfin, ayant
mené M T, on aura , à caufe de l'angle M T Q = f , TM

& qT=^± of-<V

fin. <p
^"

fin, ^

59. Achevons le parallélogramme reftangle G SM T, &
faifons D S == t , SM= G T=u ; nous aurons u ^= G F
-H ;^r=x//z. 6-t-j co/G; mais, à caufe de QT^f

3 Y y ij
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— X cof. 9 -\~yfin. 9, QT~CG iex^^yfin. 9— x cof. 9;

d'où l'on conclut D S= TM— D Q^ yfi--^— 'of-^ ^ ,^

Puis donc que x fin. 9 +y . co/ 9= ?/ & y yî/z. 9 — x cof. 9= r . cof. (p , on aura y= u cof. 9 + / yF/z. 9 cof. (p &C x = u

fin. 9 — t cof. 9 . cof. (p. Ces valeurs lubiHtuées dans l'équa-

tion a ac c^a ayy-\-c c x x^ à la place de j: & de y, don-
neront :

a'u' (cof 9j' H- 2 a'utfiin. 9 co/ 9 co/ (p H- a't'Çfin. ^yÇcof <p)'

a'c'==

C'ir (fin. ^y— lc^utfin^^.cof^cof<p-\~c''r(cof^y(cof<pyi

équation qui appartient à une ellypfe dont le centre efl en

Di mais dont les coordonnées D S Si SM ne font pas per-

pendiculaires aux axes principaux, à moins qu'on n'ait fl=Cj,

ou un cj-lindre droit.

Pl.XVI.Fig.132 60. Pour connoître plus à fond cette feftion , foit aMebf
la courbe, dont l'équation a été trouvée entre les coordonnées

D S ^= t & MS= u; & foit
,
pour abréger, cette équation

aV/= a. u" -{- 1 Q t u ->r y t L , de manière qu'on ait pour le

cas préfent :

a= a a (cof ^y -hcc (fiin. 9J'

&
C= (a a— c c)fin.

'9
. cof. 9 . cof. cp

&
y^aa (fim, ^y(cof (py -\- ce (cof ^y(cof cpj^

Soient les axes principaux de cette feftion ab ^ ef; & ayant

mené à l'un des deux l'appliquée Mp , faifons D p= p ^
Mp= cj; fuppofons de plus l'angle aD H=Z, "o^s aurons

u=p.Jin. (^ -f- q.cof (^ & t =p . cof ^— qfiin. ^j ces va-

leurs étant fubflituées, on trouvera:

i
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-h 2 a [în. 'C- cof. ^

-\-ic.(cof.Ky
gi^c'=-^r^fin. 'C.cof. t^p' pci— xÇ>fin/C'Cof.l^q^

-^y(coJ.Ky -
, . .

— zy.fin. 'C.cof. Ch- 7 (fin. Cj'

61. Comme cette équation eft rapportée ici à un diamètre
orthogonal, le coéfficien.t-de ;? cj doit être= Oi &, à caufe
que xfm.K.cof. 'C=fin. l'C^ (cof ^^— (fin. Cy=cofiC,
on aura (a.—y).fin. z^-^iCcof 2^=0, & par conféquent

tang. 2 C= ^^ i ce qui fait connoître l'angle aDHy & en

même temps la pofition des diamètres principaux. Quant à
leurs grandeurs, on les aura de cette manière :

aD =
l/( c« {fin. Ç )" + 2 g .fm.l.cof. Ç + y {cof. X,f)

&

\/ ( '^ ( "/ O' — 1 ^>- Ç . fo/ Ç -f. > {fin. Ç Y)"

6i. A caufe que 2 ^=
^^^ yl{jj^.^^. > on aura , en

fubftituant cette valeur dans les expreffions qu'on vient de
trouver :

r\ ic\/{cof. V —ftn. "'
) ac\/i . cof. 2 ^

&
^ __ tcV/(fo/ ?'*—> r ) ac^l.cof.'i.r,

\/{u.cof.^'^— y fin. Ç^
) V (( « + > ) co/ a Ç + a—y )'

Donc le produit de ces demi-axes fera :

l/( 2 «7 . ( 1+ (co/ a l)-)—{a.tt-{:y y ){fm. 2 -Y)'
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& puifque

on aura : .
• ?•

(cca-h yy)(fin,it^y^A^^(cof. i 0'-hiay(fm.î^)'i

& par conféquent

_^ ^.aacccof.iZ, aa ce ae

63. De même, puifque les quarrés

3. a ac c cof. a î^

D'

D'=:

{c(. + y)coj:2!;~~cc + y

&
i aa c c cof, 2 K

( a 4- 7 ) co/. 2 Ç + *— >
*

on aura :

De-là l'on tire :

aD -\- cD = ^i^^y^QQ)

&

Les demi-axes a D ^ e D feront donc les racines de cette

équation :

^a,y— CC)x^ — (a,-\- y) a a c c x x -\- a+c* t=: o ;

& on a

\/r ^y— CQ)= ac cof. <p.
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(S4. Puifque a D . eD =—— , & que <p efl: l'angle que

le plan coupant fait avec le plan de la bafe, nous en dédui-
rons le beau théorème fuivant :

Théorème.
Si tel cylindre qu'on voudra ejl coupé par un plan quelconque ^ le

reclangle des axes de la feclion Jera au reBangle des axes de la

bafe du cylindre , comme la fécante de l'angle que forme le plan
de feclion avec le plan de la bafe, efl au [înus total,

Ainfî, puifque tous les parallélogrammes conftruits autour des

diamètres conjugués font égaux aux reftangles formés fur les

axes, ces parallélogrammes formés fur la bafe & fur une (ec-

tion quelconque du cylindre conferveront auffi entre eux le

même rapport.

65. Il fera plus commode de déterminer de la manière fui-

vante les feftions obliques du cylindre. Si fa bafe eft une
ellypfe A E B F, dont les demi-axes AC= B C^=a^ E C=CF=c, & dont la droite CD perpendiculaire au centre C pi.xiv Fie n»
de la bafe foit l'axe du cylindre ; qu'on coupe ce cylindre par
un plan dont l'interfeftion avec le plan de la bafe foit la droite

Ti/ inclinée d'une manière quelconque à l'égard de l'axe AB
prolongé , & qu'on abaifle du point C fur cette droite la per-
pendiculaire CH, de forte que l'angle GCH=&; que le plan
coupant paffe par le point D de l'axe du cylindre; l'angle

CH D, en menant DH , fera l'inclinaifon du plan coupant
fur le plan de la bafe; je le ferai=<p. En fuppofant donc CG
=i/, on aura G H=f.fin. 6; CH=f.cof 9,- DH= ^-^^

Sl CD= -

'°
r'"'— . Il fuit de-là qu'à caufe du triangle

hcG reftangle en C , on aura D G == rVi—finA^fi"-'^'-)

le finus de l'angle D GH=— '——-,—- ,- fon cofinus=
finA.cof.<p o^ r ^ <=°f-

^
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66. A préfent, d'un point quelconque AI de la feftion cher-

chée foit abaiffée fur la bafe la perpendiculaire M Q^; &
ayant mené l'appliquée Q^P, foit C P =z x y P Q^=y , on
aura a'c' = a'y- + rx'. Soit menée Ç T parallèle k C G ,

& fur celle-là la perpendiculaire G R tirée du point G , on
aura GR==y Se QR =/— x. Puifque l'angle TGR=
GCH=K GT{ev3i = J-Sc TR = '-t:^. D'où l'on

conclura Q T=f— x H ^^; & par conféquent, à caufe

de la fimilitude des triangles CDG&zQMT, on aura

CG : D G::QT : TM 8c C G : C G~ qT::DG:D S,
MS étant menée parallèlement k G T. On aura donc D S

= ^—^ —rr? • Ayant donc fait DS==t,
COJ. V fin. ^ ' '

M 5= :/ , on aura ;c coj. 9—y //7. 6 =-- '
,Jr . i Y=

Zi'.co/. G; ce qui donnera une i,cjua;i,on entre r & z/_, qui fera

encore affez compliquée. ^^ ?yur>:.
'

67. Mais fi, au lieu des axes principaux de la bafe, on
mène le diamètre £ i^ parallèle à l'interfeftion TH, & fur

celui-ci fon diamètre conjugué AB ,.c[wi prolongé rencontre

TH en G; que les hypothèfes que nous avons faites aupara-

vant reftent les mêmes, favoir CG^=fy GC JI=^, CH

D

=(?'; que CA = CB foit = m ; C E ^= CF= n ; qu'on ait

mené (2 P parallèle au diamètre E F , Si qu'on ait fait C P
^==x, PQ_=y> <^e forte que m^^n^ ^= m-y' -\- n- x""

; on aura

Q j^uS^y & DS= ''4-^= ^^^^^^-
^^^^^'V - Ceft

pourquoi , en fuppofant DS=:t8eMS=^Uf x deviendra

= -— — & Y= u, & on aura -—— pour le cofmus

de l'angle CGD, d'oii il fuit qu'en faifaiit l'angle CGD=r ,

on aura x = t . cof^ v ; & par conféquent pour ia-fecliori.

cherchée mmnn=mm u u -\-nntt coj. n v , l'équation étant

rapportée aux diamètres conjugués, &: le centre étant enDf

le demi-diamètre fitué dans la dire6lion Z> S fera = —^ &
COJ.»

l'autre
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l'autre =n. La tangente de l'angle GSM, que ces diamètres

font entre eux, lera= -—r—-— ex le colinus :

/In.è .coJ.<;> \/{l — fin.u^ftj.c^)

=Jin. è.cof. il. On connoît très-facilement de cette manière

la nature de la feftion.

68. Après avoir confidéré les feftions du cylindre, nous Pl.XlV.Fig. 13^
allons pafler à celles du cône droit ou oblique. J'obferve que
le cône oblique ne diffère du droit qu'en ce que les ferions

perpendiculaires à l'axe du cône font dans l'oblique des

ellypfes
,
qui ont leurs centres fur l'axe, tandis que dans le

cône droit, ces feftions font des cercles. Soit donc Oa ebfO
un cône quelconque qui a fon fommet en O, & pour axe Oc,
que je fuppofe perpendiculaire au plan de la planche; de'

forte que celle-ci repréfente le plan mené par le fommet O
du cône & perpendiculairement à fon axe O c. Soient menées
par le point O fur le plan de la planche-les droites A B, E F ,

parallèles aux axes ab &i efàe chaque feftion perpendiculaire

à l'axe. Si donc d'un point quelconque Af de la feftion aebf
on abaiffe fur le plan de la planche la perpendiculaire Af Q,
& du point Q fur AB la perpendiculaire P Q; en fuppofant

OP= x, PÇl=y, QM=i, on aura auffi l'abfciffe cp
de la feftion= x, l'appliquée pM =:y; & par conféquent,

puifque les axes ab, ef, ont un rapport confiant à Oc=Q^M
= li en faifant a c= b c = m ^ Se e c= fc= n :^ , on
aura m^n'i^ == fn^y^ +• n^x^. Telle eft l'équation qui exprime *

la nature de la furface conique entre les trois variables x ^y

j

69. Puifque toutes les feftions perpendiculaires à l'axe Oc
font des ellypfes , comme l'apprend l'équation m^n\'=m''y''-\^
n^x\ (en fuppofant à ^ une valeur confiante); on connoîtra faci-

lement d'une manière femblable les ferlions qui feront perpen-
diculaires ou à la droite AB , ou à la droite EF; car, fi

ce cône eft coupé par un plan perpendiculaire kAB, & qui

paffe par le point P, en faifant OP= a, on aura pour cette

feftion l'équation m^ji\^=my -i- n^a"" entre les coordon-
nées Pp= ^ Si p M^=^y ; laquelle appartient, comme il eft

aifé de le voir, à une hyperbole qui a fon centre en P,
EuLER, Introduclion à L'Anal, infin. Tome II. 3ZZ
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dont le demi-axe tranfverfe fera = -, & le demi-axe conju-

gué= —. Pareillement, iî on fuppofe jy confiant, on verra

que la feftion perpendiculaire à la droite E F eu. une hyper-
bole, dont le centre eftfur la droite EF.

Pl.XV.F'ig. 135; yo. Si le plan qui coupe le cône eft toujours perpendicu-

laire au plan AEB F, mais s'il nel'eft plus à aucune des lignes

AB , EF, il fera auffi aifé de déterminer la feftion du cône.

Car fuppofons que ce plan coupe la bafe y^^^i^fuivant la

droite BE, Si. faifons OB=a, OE= b } abailTons enfuite

d'un point quelconque M de la feftion la perpendiculaire

MQ, & du point Q menons l'appliquée QP, de forte que
O F= x y FQ= y & QM= ^

,. & qu'on ait par la nature

dn càuQ m''n'i-=my^-{-n''x\ On aura donc aie:: a—x ly

ou y= è -. Suppofons les coordonnées de la feftion BQ
ï=/ & Q A/={, nous aurons i : \/ (a-'-^h^)\\y : r; & par

conféquentjK=^^^ t!).^.) & a—x=^^J^^^^ . Soit y/(a'--^b^),

ht at o, 1"= c, on aura/= -, x= a , <x pour i équation entre

m^n'c'^- = m^B'tt -f- n'a'c- — lira'ct H- rra'i^.

Soit t J['\\ .
:=GQ^u,BG étant= ^",'^\

^ s oxï.

aura m- n-c f= { nv
b^ -\-n a-)u--\———

—

—^,.

71. Cette feâion du cône fera donc une hyperbole qui

aura fon centre au point G, dont le demi-axe tranfverfe fera

_ a b 01J- • ' mn abc
G a= -T & le demi-axe conjugue =-————

Les afymptotes de cette hyperbole qui couperont l'axe Ga au

centre G, feront avec cet axe G a un angle dont la tangente

eft = '^^^
. Pour que cette feiSlion devienne une hy-

perbole équilatère, il faut donc c\Me m-n'a^ ->r- m-n'b'=m^b''
* y-\ rt r n y/ (mm— i)a

»4- n'a\ ou que - == tans;. O B E = -^. r. A moins,
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donc que —

—

^ ne foit plus grand que zéro, il eft impoffible

d'obtenir de cette manière une hyperbole équilatère. Mais
dans le cône droit oii m= n,\a. tangente de l'angle que for-

^^'^^^'I^'g '34.

ment les afymptotes avec l'axe de la leftion fera= /;z, ck l'an-

gle = à l'angle a O c.

72. Prenons à préfent une feftion oblique, de manière ce- Fl.XV.Fig.136.

pendant que fon interfeftion B T avec le plan A E B_F foit

perpendiculaire à la droite AB. Faifons O B=f, & l'angle

d'inclinaifon du plan coupant fur le plan de la bafe, ou l'angle

OB C=(p , de manière que le premier de ces plans rencon-

tre l'axe OCdu cône au point C,- on aura B C= -— èc O C

=J-^^. D'un point quelconque M de la feftion demandée

foit menée fur BTXa. perpendiculaire MT; foit enfuite abaif-

fée fur la bafe la perpendiculaire MQ ? & du point Q fur O^
la perpendiculaire Q P i de manière qu'ayant fait O P z=x

^

PQ_=y & Q.^={f on ait m'n-i^- =my^ -i- n'x\ Sup-
pofons pour la feélion les coordonnées B T=. t , TM= u,
nous aurons, à caufe de l'angle Q TM= (p y Q_M=. 7=^
u.fn.(p, T 0^= u cof. q>=f— x; d'où l'on tire j)'=/^ r=
u (în. <p & x==f— ucof. <p,- & par conféquent:

tri'n^u^ .fin. ?>' =m't' -i- n^ (f
—u.cof.(^y.

73. Soit BC= —-1=^-, ce qui donne/= g- . cof. «p;

X fera= (g— u).coj\ (p, & on aura pour la feélion

^-_= o vx= .; apruppolons u —•

—T-- —= 6 G= j ; après avoir mené

US parallèlement 2. B T ^ pris BG= , -^
* coj. ç*— m* fi :. ^*

f^f-fP fcof.<!> .

—7-1
. , . == —;—;

—

TTT
—

i i de lorte que les coordon-

nées fuient GS= s & SM^=^t, & nous aurons cette équa-

3 Z z ij
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tionm-t''-hn' (co . ç-—m^ fin. (p' J s'— —7——— =0,

La courbe fera donc \:ne feftion conique qui aura fon centre

en G. Elle fera donc une parabole, fi le centre G s'éloigne à

l'infini ; ce qui arrive lorfque tang. (p= - , ou que la droite

Pl.XlV.F:g.i34. B C eik parallèle au côté Oa du cône. Or dans ce dernier cas

on aura m^t^ -+-«'/'— ^'''/" ^^/ <P ^= o* Le fommet de la

PI. XV.F;g.i36 parabole fera en G, BG étant fuppofé= ^—r- ,• & fon pa-

rametre fera= .mm
74. Si la feftion efl: une parabole, lorfque cof. <p-— m' (?n.<p'

= 0, il eu évident qu'elle fera une ellypfe , lorfque cof. <p-

fera plus grand que m^Jin. (p% ou que tang. cp fera plus petite

que -,• auquel cas la droite B C rencontrera en deffus le côté

oppofé O tr du cône. Puifque B G= ;,• B G fera
1 ' 'I — nL'^rane;.!^-

plusgrand que^C, (tétant le centre de la feftion cherchée.

Le demi-axe de cette fe^tion, qui fera dirigé fuivant B C ,
/• 1 mffîn.^ ,, . . . ,

lera donc= ; 1 autre demi - axe conjugue=
nftln.ip rt 1 ^

'^^ r r t^> \ -i /• •

—7

—

^

— & le paramètre = - f . hn. <p. D ou il fuit

que lafeftion fera un cercle, fi on a ni=n\'(cof.(p^—m^fin.(p^)

ou m^ = n- — n- fi -+- m^) fin. cp" ; & par conféquent fin. tp

==^-77—;

—

r^= /"Z' O B C ik col, (p=-~—,

—

-{. A moins

donc que n ne foit plus grande que m, aucune de ces feftions

ne pourra être un cercle.

75. Si m^fn. (p^ eÛ plus grand que cof tp% ou que tang. «p foit

plus grande que -, de manière que la droite B C s'éloigne en

defius du côté oppofé O a du cône , la feftion fera une hy-

perbole, dont le demi-axe tranfverfe fera=—^
^'',"\ -

7— ».1^ ' —coj. (f
*+ m^ fin. ç

^'

fon conjugué= —-

—

llUli—— & leparamètre=—f.ftn.<pi
' ^

\/ {m-(I'i. a^—co/. <(,') ^ m-' -^ •

& la tangente de l'angle , fous lequel les afymptotes cou-
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pent l'axe au centre G , fera= - \/(m mfin. ç- — cof. <p'-).

C'eft pourquoi l'hyperbole lera équilatère, fi m mnn /in. <p^

— n' cof. (p-= m'' == (m^'-h \)n^fn. <p^ — «^= m", ou fn. p
^_y/{.^ + n^) ^ r "'Vin^-^^ ^ ^^ ^^,^^ néceffaire

pour cela que n foit plus grande que l'unité ; autrement on

ne peut obtenir une hyperbole équilatère par une telle f e61:ion,

76. Si le cône ell droit, ou u /72= n, alors toutes les fec- ^

tions peuvent être rapportées à celles que nous venons de dé-

tailler, parce que la pofition de la droite AB eu tout-à-fait

arbitraire. Mais il refte pour le cône fcalène à chercher les

feftions faites par un plan incliné d'une manière quelconque

fur la droite Â B. Soie donc B R l'interfeftion du plan cou-

pant avec le plan de la bafe AEB F. Soit O B =f, l'angle pi.xv.F;g.i37;

O B R= B , & l'angle d'inclinaifon du plan coupant fur la

bafe= (p; on aura, en abaiflant du point O fur BR la per-

pendiculaire OR, OR=f.fin.^ & BR=fcof 6. Enfuite,

ayant mené dans le plan coupant la droite R C, on aura , à caufe

de l'angle ORC=^, RC=J-^ & O C= f^"'-'f"-\ S{Von

projette à préfent la feftion perpendiculaire à l'axe O C du
cône fur le plan de la bafe , fes axes principaux feront dirigés

luivant les droites AB & EFi & l'un fera comme m oc l'autre

comme n.

77. Si l'on tire dans la projeftion le diamètre ey" parallèle

k B R, on aura l'angle B O e= 6; foit a O b la. pofition du
diamètre conjugué; en faifant le demi - diamètre Oa= Uy
O e= \ y on trouvera :

l/Cmijln.S^^+n^cofe^)

Vi^\finb--

&
'+/-.- .co/ô =)

m n

\/(m^Jîn.Ù ^-\-n n .coj, i'1

y. R Q

puis

n n . cof&

mm .fin. â
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Par conféquent le finus de cet angle fera= nn_cof—^

& le cofinus= "^ '" '" '

.

A préfent Tangle O b R==^ -\- B O b i donc :

/^ /^ / D mm/în. d'--^ nncof. ê^

&
f f) L n {mmT—nn)./Î!.è cof. 9

COJ. Ub K -^rj-^^-j^j-^—^^

De plus

u, y ï= ,

m m .fin. i^ -\- n n . cof, ô" '

-78. Puifque O R=f.Jin. G, on aura:

Ob= OR fjIn.6y/(mifin.È'+n4cof.6')

fin. Ob R m m fin. ô*
-J- /2 n . co/. ôî

&
T> L

(.mm — an) (fin. fi *. c:i/ 9

m m fin. ^^ -\- nn cof. fl
*

Il fuit de-là que le triangle Rb C étant reftangle en R, la

1 1» 1 /^ 1 n r m mfî:. è' -\- rt n cof.
è'^

. ^
tangente de 1 angle CbR lera = -;

—

^

—-—7J--r ; ainh

l'angle CbR fera connu. Maintenant menons d'un point quel-

conque AI de la feftion fur la droite RTla parallèle MTk Cb,

& du point M fur Cb la parallèle MSkRT: faifons b T=MS
= t , b S=TM=u , que nous confidérerons comme les

coordonnées obliquangles de la fçftion cherchée, la tangente

de l angle ^ JM étant= ;;
—

,^ , /-.
——

-. Il eft clair
1^ ijnm— n n)fi -i. 6 coj. S . coj. ip

que ces coordonnées deviennent perpendiculaires entre elles

dans le cône droit", parce que m= fi.

79. D'un point M de la feftion foit abaiffée fur le plan

A E B Fia perpendiculaire M Q; fi on mène T Q, elle fera

parallèle au diamètre a b. Soit menée enfuite du point (^ l'or«
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donnée Q P parallèle à l'autre diamètre ef. En faifant O P= x, P Q^=y & QM==i, on aura, par la nature du
cône :

En effet , fi on conçoit par le point M une feftion du cône
parallèle à la baie, lès demi-diamètres parallèles aux droites

al> Sz £y feront f/.^ 8c v^. Mais comme on a trouvé les côtés
O C ôc O é> du. triangle reftangle C O h, on aura l'hypothé^

. ^ j f.fin. ^\/ {m''fin. è^-{-rA cofA^—im^—n-yfin. ù" cof.è^JIn . ^^}

(jnmfin.^^-\-nri. cof. è^) coj. (p
'

&, à caufe des triangles ferablables T AI Q , bC O , oîï

aura:

TM(u): TQ_(Ob—x)'.(lM(i)'.\hC: Ob: OC.

_. ^ j
Ob .11 O C .u

Donc X = U ù ^j- , 1= -77— cky ==tj par confé-

quent

80. Cette équation étant développée reviendra à celle-ci r

= !^\ Cè\ t^'+v^iO l>"-—u\ O C^)u''—zv\ O b'
. Cb.u + v\ O b\ Cb\

o- c • Ob^.Cb
,

bi on tait u _ ^—7- = j, ou qu ayant pris bG^^=

Ob\Cb o
Ob'^— f^lA. OC'' l — {mmfin.ê'-\-n^co/.ê'')tang.<(-' °" appelle

GS=si G fera le centre de la feftion conique, qui a pouf
équation entre les coordonnées t ik s :

u\Cb^'.f'-^r(0b^-u-0O)s^= /^^..o^'.oc».c^-
^" ^ o h^— y. [JL . o i^ '

dont le demi -diamètre tranfverfe fera = -^tt:;
—' '—

, leo i^— (ji^OC^ '

j . j. , . , V . ob . oc Q .

oemi-diametre coniugue == —-—

;

-;r—, oc le paramètre
' ° \/'(0i —•y.fji.OL') '

«=

—

'-—-—^.Aurefte, il efl:vifibleque,fiw;2^-.;?eft moindre que

T-^ r !>. I TTTT OU moindre que — , la courbe fera une
\/ (mm fin, fl

" -{- n /7 cofi d
"J

' m n' -
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ellypfe ; fi tang. <p= —, une parabole; & fi tang. ç> efl plus

grande que —, une hyperbole.

8i. Le troifième-, corps, dont nous nous fommes propofé

ici de chercher les feftions faites par un plan , eft la fphère
,

dont on fait par la géométrie élémentaire que toutes les fec-

tions planes font des cercles. Cependant
, pour éclaircir la

méthode qui apprend à déterminer, au moyen d'une équation

donnée pour un folide, fes différentes feclions
, je traiterai

ici analytiquement ce même fujet
,

pour lequel on emploie

PlXV.Fig. 138. ordinairement la fynthèfe. Soit en conféquence C le centre

de la fphère par lequel on conçoit paffer le plan de la planche,

de façon que la feftion faite par ce plan foit un grand cercle,

dont le rayon CA = CB eft fuppofé= a. Ce rayon fera en

même temps celui de la fphère. Soit enfuite la droite D T
l'interfeftion du plan coupant avec ce plan de la planche,

fur laquelle on mènera du point C la perpendiculaire CD,
que je ferai =/,• & foit de plus l'angle d'inclinaifon= (p.

82. Suppofons que M foit un point quelconque de la {ec-

tion cherchée ;
que de ce point on ait abaiffé fur le plan de

la planche la perpendiculaire MQ, & enfuite fur la droite

CD prife pour axe la perpendiculaire QP. Si on fait les

coordonnées CP= x, P Q^=y & QM={, on aura, par

la nature de la fphère, x"--\-y'-\-:{^ ==sa a. Soit abaiffée pa-

reillement du point M fur la droite Z? 7" la perpendiculaire

M T, Se foit tirée QT, k caufe des deux droites QT &c

M r perpendiculaires à DT, l'angle MTQ mefurera l'incli-

naifon du plan coupant fur le plan de la bafe; je le fais= (p.

Par conféquent , fi on regarde DT Si MT comme les coor-

données de la feftion cherchée, & qu'on fafle D T=t, TM
= «, MQ -deviendra= ////2. <p & T(l= u cof. q>. On aura

donc CP==x=f—u cof. (p; PQ=y = t ôc Q_M= i

=ufln. <p. Ces valeurs étant fubftituées donneront pour l'équa»

îion de la feftion de la fphère que l'on cherche :

//— xfu . cof, q)-{-uu-\-tt = aa,
S3.
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8j. Il eft clair que cette équation appartient au cercle; car

fi on fait u—fcof. <p = s y elle deviendra :

ff(în.(p^ -hss-{-tt= aa;

d'où il fuit que le rayon de la feftion fera= y/(a'—pj^n. cpM.
C'eû pourquoi û du point Z? on mène la parallèle D c k l'ap-
pliquée TM, & que fur la première on mène du centre C la.

perpendiculaire Ce, à caufe de CD=f & de l'angle CDc= <p, on aura Dc=f. cof. (p & Cc=f.fin. ç. Il fuit de-là
que les coordonnées s &i t étant rapportées au centre, le
point c fera le centre de la feftion, & ^(CB'— Cc'J le
rayon de ce cercle, comme cela eft manifefte par les élémens.
On pourra chercher d'une manière femblable les ferions
quelconques faites par des plans dans les autres folides, pourvu
que leur nature foit^ exprimée par une équation entre trois
variables.

84. Pour rendre l'opération plus fenfible , foit propofé un pj xvi fv
fonde quelconque dont la nature foit exprimée par une équa-

'

"

'°'^'^

tion entre les trois coordonnées AP= x, PQ=y & QM= 1; dont les deux premières foient fltuées dans le plan de
la planche, & la dernière

i
lui foit perpendiculaire. Imagi-

nons ce folide coupé par un plan quelconque, dont l'interfec-
tion avec le plan de la planche foit la droite DT8^^ l'inclinai-
fon défignée par un angle =(p. Soit la droite AD=f, l'angleADE= G; on aura , en abaiflant du point A fur DE la per-
pendiculaire AE, AE=f.fm. e, & DE=f.cof. ô. Enfuite,
a d'un point M de la feétion demandée on mène fur D T Xsi

perpendiculaire M T, & qu'on tire Ç T,- l'angle MTQ fera
égal à l'angle d'inclinaifon donné ç. Par coniéquent, fi on
prend D T 8>i TM pour les coordonnées de la feftion dont il

s'agit, & qu'on fafîe D T^t, TM=u, on aura QM=:u
fin. <p &: TQ=u cof. <p.

85. Si du point Ton abaiffe fur l'axe ADh perpendiculaire
T F, à caufe de l'angle TZ?F= G, on aura TV= t.fn. Ô,^ ^ V==t.cof. 6. Enfiiite, parce que l'angle TQP^L on
aura pv==ufin. ^.cof <p, &, Pq— TF= u.cof ^.cof <p.

-LULEiR, lairoduclion à L'Anal, infin. Tome II. 3 A a a
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AinCi on pourra avoir de la manière fuivante les coordonnées

X
, y 8c i

en t &:: en u :

J P i^x =/-i- / coj, 6 — Il fin. 6 . cof. <p

P Q =y == ^/'^- û -+- « cof. G . co/. <p

C'eft pourquoi, fi on fubflitue ces valeurs dans l'équation don-

née pour le folide entre x,jSc^, on obtiendra une équation

entre t Si u^ ou entre les coordonnées de la feftion cherchée,

dont on connoîtra par cette raifon la nature. Au refte, cette mé-
thode s'accorde à-peu-près avec celle que nous avons em-
ployée plus haut, art. 50.

CHAPITRE IV.

Du Changement des Coordonnées,

S5. On fait que les équations des lignes courbes fituées

dans un même plan peuvent prendre une infinité de formes

différentes , en changeant foit l'origine des abfciffes , foit la

pofition de l'axe, ou l'une & l'autre à la fois ; la même chofe a,

lieu ici , & même une variété beaucoup plus considérable

s'offre dans le cas préfent. En effet, deux coordonnées fîtuées

dans un même plan peuvent être variées d'une infinité de ma-
nières. Enfuite ce même plan, qui renferme les deux coordon-

nées, peut être changé, & par-là la première variété peut fe

multiplier à l'infini ; c'eff-à-dire que , lorfqu'une équation eft

donnée entre trois coordonnées perpendiculaires entre elles, on
peut toujours en trouver une autre entre trois autres coordonnées

quelconques pareillement perpendiculaires entre elles , dont

la pofition à l'égard des premières peut être variée infiniment

plus que s'il n'y avoit que deux coordonnées, comme il arrive

dans les équations des lignes courbes.
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87. Faifons varier d'abord feulement l'origine x des abfciffes

fur l'axe , de forte que les deux autres coordonnées jy & :^ ref-

tent les mêmes ; la nouvelle abfciffe différera de x d'une

quantité confiante. Soit donc cette nouvelle abfciffe = t, on
aura A:= r±a,- valeur qui, fubftituée dans l'équation de la

furface, donnera une équation entre les trois coordonnées t,

y 8c l,
qui, quoique différente de la première, appartiendra

pourtant à la mêm.e furface. Les autres coordonnées y Sz 7

pourront de même être augmentées ou diminuées de quantités

conffantes,- &, fi on fuppofe x=t^a, y= u^l> &r= v
=±=c, on aura pour la même furface une équation entre les

trois variables t , u èc v ; ces nouvelles coordonnées feront

vifiblement parallèles aux premières. Cependant l'équation

de la furface, quoiqu'elle devienne plus générale, ne varie

pas beaucoup de cette manière.

88. Comme les trois coordonnées perpendiculaires, dont Pl.XV.Fic.T40.

l'équation exprime la nature de la furface, font rapportées à

trois plans perpendiculaires entre eux; fuppofons qu'un de ces

plans, celui fur lequel fe trouvent les deux coordonnées x & j,
refte fixe, & qu'on y prenne pour axe une autre ligne quel-

conque CT, autre que AP. Comme les premières coordon-
nées pour l'axe AP étoient AP= Xy PQ^=^y, QM=:^,
la coordonnée QM=:^ reffera la même pour le nouvel axe
C T; mais les deux autres deviendront C T== r , T Q^= u ^

ÇTayant été mené perpendiculairement au nouvel axe CT,
Ainfi

,
pour trouver l'équation entre ces nouvelles coordon-

nées ;, i^ & ;5', on mènera CR parallèle au premier sxe AP ;

enfuite du point C on mènera fur cet axe la perpendiculaire

CBi on fera AB= a,B C= b, & l'angle RCT=^. En-
fn on mènera la perpendiculaire TR fur CR, & du point T
fur Q^P prolongé la perpendiculaire T S,

89. Cela pofé, on aura dans le trialigle TC R, TR = t

fn. 1^, CR=t.cof. ^; & dans le triangle Q TS , dont l'angle en

Q, eft auffi=^, on aura TS^^uJin. ^61 QS=u cof. '(. On t'-

rera de-là AP=x=CR-^TS—AB=t.cof. ^-^u.finX—ci^
(lP=(lS~TR—BC^y= acof,K—tfin. K—^. Si donc
on fubftitue ces valeurs, au lieu de a: 8c àty, dans l'équation

jAaaij
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propofée pour la furface , il en réfultera une équation entre les

trois nouvelles coordonnées t^ u Si. ^, qui exprimera aufli la na-

ture de la même furface. Cette nouvelle équation fera donc beau-

coup plus étendue, puifqu'elle renfermera trois nouvelles conf-

- tantes arbitraires a, ^ & l'angle i^, qui ne fe trouvoient pas dans

la première équation. Ce fera là l'équation générale, quand le

plan qui renferme les deux coordonnées x ôi y refte in-,

variable.

Fl.xv.Fi'g. 141, 90. Faifons aufli varier à préfent le plan fur lequel nous

avons pris les deux premières coordonnées x &j'j- & fuppo-

fons d'abord que l'interfeftion du nouveau plan avec le pre-

mier APQ^ tombe fur la droite A P, qui fera aufîi regardée

comme l'axe par rapport aux nouvelles coordonnées. Soit donc
APT QQ. nouveau plan, dont l'inclinaifon à l'égard du premier

A P Q fera l'angle QTP, que je repréfente par ». On abaif-

fera de M fur P TXa. perpendiculaire M T, qui fera en même
temps perpendiculaire fur le nouveau plan, & qui tiendra lieu

de troifîème coordonnée. Nous ferons donc les trois nouvelles

coordonnées AP= x, PT=u & TM=y: &: , après

. avoir mené TR perpendiculaire k P Q Se TS k QM, nous,

aurons T R =^ u . fin. v , PR= u.coJ n , TS= v Jî/i. n &
MS=v . cof. «,• d'où nous conclurons P Q =y=u cof. >/

—

v
fin. r & QM= i

= v . cof. v -h u .fin w,- valeurs qui, fubfti-

tuées a. y Si. k :^ dans l'équation propofée, en donneront une

autre entre les trois nouvelles coordonnées x , u Siv, laquelle

exprimera la nature de la même furface.

Pl.XV.Fg.140. 91. Suppofons à préfent que l'interfeftion du nouveau plan,

coupant avec le plan A P Q tombe fur une ligne quelconque

CT, Sa foit il l'inclinaifon de ces plans,- prenons en outre cette

droite CT pour axe dans ce plan. Cherchons d'abord l'équa-

tion entre les coordonnées dans le plan A P Q rjpportées à

l'axe CT, laquelle, d'après ce qui précède, le trouvera ainfi :

oniera AB= a, BC= l> y l'angle TCR^^^'C,., & les coor-

données CT=:p, TQ=q & QM=ri ce qui donnera

X =p.cof. ^H- ^ /în. 'C,— a , y= q. cof ^— P fif^- K— ^ ^
:^=;r. Maintenant, fuivant ce qu'on a vu dans l'art, précédent,

ï\ on prend les nouvelles coordonnées t ^ u Se v , p deviendra
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s= / ,

qz=u,coj\ n — V fin. « & r= v . coj\ m -^ u fin. ti. Ces
fublHtutions faites, les coordonnées principales ;f, y & 7, fe

détermineront par les nouvelles de la manière fuivante, de
forte que

X= t cof. ^ -\- u fin. ^ cof. M — "^ fin» Kfi^' «— «

y=

—

tfn. ^-+- u . cof. ^. cof. ti — v . co/ ^./m. «— ^
^ &

;j
=: W/7/Z. « -i- V . cof. il.

92. Prenons à préfent; fur ce nouveau plan, où font fituées pi.xv,Fg.i4K
les coordonnées t^u, une autre ligne quelconque pour axe;

nous aurons par ce moyen l'équation la plus générale poffible

pour la furface propofée. Soient à cet effet AP, P Q^^ Q AI,

les coordonnées /, // & v, que nous venons de trouver, de
forte que A P repréfente l'interfeftion du plan dont il a été

queffion , a\ ec le plsn fur lequel on conçoit placées les princi-

pales coordonnées X &jy,- & foit la droite C T\e nouvel axe
auquel fe rapportent les nouvelles coordonnées les plus géné-

rales que nous cherchons. Nous les fuppoferons C T=p , TQ^
= (7 & QM=r. Il y a en outre les lignes confiantes AB
&: BC^ &c l'angle TCR que je ferai= S. Cela pofé, on aura,

Suivant l'art. 89,

t:^ p.cof ^-{- qfn. G— A B
u= —p fin. Q-^q.cof^— BC

&
v== r.

Si on fubftitue ces valeurs dans les expreffions de l'art, précé-
Hent, on trouvera :

X= p[co/. ^cof. &—fin. ^ cof. » fin. ù) + qÇcof. (fin. 9 +//z. f . cof. » cof. ^)—r.fm. ^ fin. 3+/
y= —pifin. ^cof Q + cof^ cof „ .fin. 6)—q(fin. ^.fn.S—cof ^. cof „ cof ô^^—r cof t.fn. „ + ^

&
<=—pfn. Il .fn, 3 4-

'7 fn. n cof 9+ r. cof. »+ h;
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équations dans lerquelles/,,g- & /z, font des lignes confiantes,"

qui dérivent de la compolîtion de celles qui ont été intro-

duites dans le calcul.

93. 11 paroît donc que l'équation la plus générale d'une

iurface quelconque renferme iix confiantes arbitraires
; &

cette équation exprimera toujours la nature de la même fur-

face, de quelque manière qu'on les détermine. Or, quelque
fimple & quelque fuccinte que fok l'équation de la iurface

entre les coordonnées x , y Se :[, fi on en forme l'équation la

plus générale entre/?, ^ & r; celle-ci, à caufe du grand nombre
de confiantes arbitraires, deviendra néceffairement très-com-

pliquée, fur-tout fï les dimenfions de x,y S: ::^, font élevées.

A peine y aura-t-il donc un cas oii il faudra recourir à l'é-

quation la plus générale; car, quoiqu'on en pût concevoir

l'avantage de rendre l'équation très -fimple, en déterminant

les confiantes d'une manière convenable ; cependant cette

opération, à caufe de la longueur du calcul, deviendroit le

plus fouvent très-pénible. Ce n'efl: pas pourtant que cette mé-
thode de former les équations les plus générales ne nous ferve

dans k fuite pour en déduire & démontrer de très-belles pro-

priétés.

94. Quoique l'équation la plus générale foit le plus fouvent

très- compliquée; cependant, fï nous faifons attention aux di-

menfions que forment les coordonnées prifes enfemble., leur

nombre fera toujours égal au nombre des dimenfions formé par

les premières coordonnées x^jy^ & ^. Ainfi, comme l'équation

de la fphère x x -^^yy -\- :^^ = a a efl de deux dimenfions,

l'équation la plus générale entre p, (j ik r, ne contiendra pas

plus de deux dimenfions. Ainfi le nombre de dimenfions que
forment les coordonnées dans l'équation d'une furface quel-

conque nous fournit un caraétère effentiel qui diflingue la nature

de cette furface; puifque, de quelque manière qu'on faffe varier

la pofition des coordonnées, il en réfulte toujours le même
nombre de dimenfions. Nous ferons ici, par rapport aux fur-

faces, la même remarque que nous avons faite auparavant à

l'égard des lignes courbes, & d'après laquelle nous les avons

divilées en ordres. Il fera à propos de divifer d'une manière
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femblable les furfaces fui\ ant les dimenfions des coordonnées

;

la furface du premier ordre fera pour nous celle doiit l'équa-

tion n'a qu'une dimenlion; nous rapporterons au fécond ordre

celle dans l'équation de laquelle les coordonnées s'élèvent

à deux dimenhons; on ellimera ainii de fuite, par le nombre
de dimenlîons, le degré des ordres ultérieurs.

95. Si nous rapprochons à préfent ce que nous venons de
dire de ce que nous avons expofé plus haut fur la recherche des

ferions planes d'une furface quelconque, nous remarquerons
facilement que l'ordre des feftions s'accorde toujours avec
celui auquel appartient la 'furface. En effet, fuppofons que
l'équation propofée pour une furface quelconque entre les coor-

données x^y & {, foit de l'ordre /z, & que les coordonnées
perpendiculaires d'une de fes ferions foient ; & z^. Nous avons
vu ci-deffus, art. 85, qu'on trouveroit l'équation entre t8cu^
en fubffituant dans l'équation de la furface les valeurs fui-

vantes :

X =f-Jr î . cof. 6— u Jin. 6 . cof. (p

y= t. fin. 6 + « . cof. 6 . cofip

;^
== u.fin. <p.

' -.'^

Il eft donc évident que l'équation de la feftion ne peut pas

avoir plus de dimenfions que n'en avoit l'équation primitive

entre x ^y & :^ ; mais qu'il y en aura toujours le même nombre
dans l'une &: dans l'autre.

96. Une furface du premier ordre ne peut donner pour les

feftions faites par un plan que des lignes du premier ordre, -

ou des droites. Enfuite il ne réfulte de la feftion d'une fur-

face du fécond ordre d'autres lignes que celles du fécond

ordre, ou des feftions coniques; car une furface conique eil

aufli du fécond ordre, puifque fon équation eft:

,
ll=ctxx-^€yy,

Semblabl|ment , la furface du troifième ordre donnera pour,

ferions planes des lignes du troifième ordre , ainiî de fuite.
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li peut arriver cependant quelquefois que l'équation de la feC'^

tion contienne des divileurs; dans ce cas la feftion fera com-
pofée de deux ou plufieurs lignes des ordres inférieurs. C'eft

ainfi que la feftion du cône faite par le fommet fera compofée
àe deux lignes droites, qui jointes enfemble forment cependant
l'apparence d'une ligne du/econd ordre, comme nous l'avons

remarqué ci-deffus.

97. La claflification des furfaces étant ainfi établie, arrê-

tons-nous un peu de préférence fur celles qui appartiennent

au premier ordre. L'équation qui exprime leur nature fera

donc a.x + Ç>y -+- y :^
== a i & comme toutes leurs ferlions

faites par un plan font des lignes droites, il eft évident qu'il

eft impoflible que ces furfaces ne foient pas planes; car, û
'elles avoient quelque convexité ou quelque concavité, il en
réfulteroit néceffairement une feftion curviligne. Car, quoi-

qu'il y ait dans les autres ordres des furfaces dont certaines

feftions font des lignes droites (comme nous l'avons vu dans

îe cylindre, le cône & dans d'autres); cependant les feftions

curvilignes n'en font pas exclues. Nous obfervons ici la même
analogie que dans les lignes; car de même qu'une ligne qui

ne peut être coupée par une droite en plus d'un point, ne
peut manquer d'être droite, nous concluons de même qu'une

furface qui coupée par un plan donne toujours une ligne

droite, eft néceffairement plane elle-même.

98. C'eft ce qu'on peut démontrer très - clairement au

moyen de l'équation la plus générale. En effet, fi, comme
nous l'avons enfeigné art. 92, on forme de l'équation a^-h
^y-\-y:^= a, l'équation la plus générale entre les coordon-

nées^, (^ &i r i comme on introduit fix nouvelles conftantes

arbitraires, rien n'empêche de les déterminer de manière que

ies coefficiens des deux coordonnées p Sz q diiparoiffent,

& qu'il refte une équation de cette forme r=f, pour expri-

mer la nature de la même furface. Or cette équation r=f
fait voir que la furface propofée eft parallèle au plan dans

lequel fe trouvent les deux coordonnées /7 & ^, & par ccn-

féquent plane. Il peut même fe faire que r devienne =0; &
alors



DES Coordonnées. 377
alors il efl: évident que le plan même où l'on prend /> & y,
eu la furface cherchée.

99. A préfent donc qu'il efl confiant que la furface exprimée

par l'équation a,x-\-Cy-{-y {= a eft plane, il s'agit de déter-

miner fa position à l'égard du plan fur lequel on a pris les

coordonnées x &i y. Soit en conféquence M un point quel-

conque de cette furface, & faifons les trois coordonnées Pl-XV.Fig. i4i.

AP= x, P Q=j & Q^M=
i.

D'abord, en fuppofant

;j
= o, on aura l'équation ctx-\-êy= a, qui exprimera l'in-

terfeftion de la furface demandée avec le plan APQ. Il efl

évident qu'elle fera une ligne droite BCR, dont la pofition

à l'égard de l'axe AP fera telle, que la perpendiculaire AB
à cet axe dans le plan APQ=='^

, & que AC= - ; d'où il

s'enfuit que la tangente de l'angle A CB fera= - ,• & par-

tant fonfînus=—7 r-77T, & fon cofinus= —, ——-r.Pro-

longeons enfuite QPjufqu'à la rencontre de la droite B C en

Ri k caufe de C P= x— -, nous aurons CR='^^--^
et S

,ScPR=^—
100. Soit abaiffée du point Q fur ^ Cla perpendiculaire

QSy & foit tirée MS^ il efl clair que l'angle MS Q mefure

l'inclinaifon de la furface propofée fur le plan APQ. Puis donc

quon a PR=—-— , on aura QR=
^

= -^,-&

à caufe de l'angle RQS^ACB, QS=-
, ~^l,, ; d'où

il fuit que la tangente de l'angle Q^SM= — ,• &

par conféquent fon cofinus= —, r^^- r. L'inclinaifon

de la furface cherchée fur le plan des ;>; & des y efl donc me-
-, ,, , n — «/(«.cj-fCf)
luree par un angle dont la tangente eu= i pa-

reillement la même furface fera inclinée fur le plan des

coordonnées x & ^ fous un angle dont la tangente efl

EULER, Jntroduciion à l'Anal, infin. Tome II. 3 B b b
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s=;Zi_illz2l2i ^ & fur le plan des coordonnées y &c

i
fous

un angle dont la tangente eft = ^Z^—'—121,

CHAPITRE V.

Des Surfaces dufécond Ordre.

101. Mais, après avoir fixé les ordres des furfaces fur le

nombre des dimenfions que forment dans l'équation les plus

hautes puiffances des trois coordonnées x , y , :^ , prifes

enfemble, on pourra donc, fi on propofe pour une furface une
équation algébrique, afllgner fur-le-champ l'ordre auquel cette

furface doit être rapportée; &, comme les furfaces du premier

ordre, comme nous l'avons fait voir, font toutes planes, nous

nous occuperons dans ce chapitre de l'examen de celles du
fécond ordre. On remarquera d'abord dans celle-ci une plus

grande diverfité que dans les lignes du fécond degré, ce qu'on
verra facilement avec un peu d'attention. Je ferai donc en
forte de développer avec clarté ces différens genres. Quant aux
ordres fupérieurs, le nombre des genres fe multiplie tellement^

que je dois abfolument me difpenfer de les détailler.

102. Comme la nature des furfaces du fécond ordre eu
exprimée par une équation dans laquelle les variables x, y &:.

:j', s'élèvent à deux dmienfions ; le cylindre & le cône tant

droit qu'oblique, & la fphère, dont nous avons décrit les pro-

priétés, font renfermés dans le fécond ordre. Mais toutes les

furfaces qui appartiennent à cet ordre, font comprifes dans

cette équation générale : '

cif-^€yi-hyxi-\-J'y'-\-ixy-h'Cx^-i-tii-h^y-hix-{-K= o;

car, de quelque manière qu'on prenne les trois coordonnées,
réquation fera toujours de cette forme. Les diflférens genres
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de furfaces qui appartiennent à l'ordre aftuel, dépendront du
rapport différent que les coefficiens auront réciproquement

entre eux ; & qui
,
quoiqu'une même furface foit exprimée

par une infinité d'équations , donneront cependant une mul-
titude infinie de différentes furfaces.

103. Nous avons pris la principale divifion des lignes

courbes planes dans la propriété qu'elles avoient ou de s'éten-

dre à l'infini, ou d'être renfermées dans un efpace fini; nous
diviferons d'une manière femblable toutes les furfaces d'un

ordre quelconque en deux claffes, dont la première contien-

dra celles qui s'étendent à l'infini, & nous rapporterons à la

féconde celles qui font renfermées dans un efpace fini. Ainfi

le cylindre & le cône feront de la première claffe, & la fphère

appartiendra à la féconde. Il ne fe trouvera à la vérité dans

cette dernière aucune furface d'un ordre impair. En effet,

comme chaque furface d'un ordre impair donne des feftions

planes du même ordre, & que les courbes d'un ordre impair

s'étendent toutes à l'infini, il efl: néceffaire que les furfaces

de ces ordres s'étendent auffi à l'infini.

1 04. Or, toutes les fois qu'une furface efl; infinie, il faut qu'au
moins une des trois variables x , y & :^ , foit auffi infinie.

Ainfi, puifqu'il efl indifférent laquelle dans ce cas doit être

regardée comme infinie, fuppofons que ce foit ^, pourvu,

bien entendu, que la furface foit infinie. Pour connoître la

nature de cette portion qui s'étend à l'infini, nous ferons

donc
i
= 00. Il faut à préfent faire fur-tout attention au pre-

mier terme a.:^^, examiner s'il manque, ou s'il ne manque pas.

Suppofons donc d'abord que ce terme foit dans l'équation;

ceux-ci V i
Se K difparoîtront devant lui, & on aura pour la

partie infinie dont il s'agit, cette équation :

dans laquelle tous les termes qui ne font pas infinis, ou qui

du moins font infiniment plus petits que a.^:^, difparoiffent.

105. Suppofons qu'il ne manque aucun des termes où les

3Bbbi/
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variables ont deux dimenlîons; car, quelle que foit la furface,

tous les termes de plus haute dimenlion fe trouveront toujours

dans fon équation la plus générale ; & par conféquent l'hy-

pothèfe que nous failons ici ne peut nuire à l'univerfalité de

la folution. Mais quand les termes y { & x^, fe trouvent

dans l'équation, les termes ^y & ix s'évanouiffent devant eux,

l'équation fera donc réduite à :

af-\-ëyi-{-yxi-i-^y''-\-iXj-h^xx= o;

d'où l'on tire

— Cy— yxzàz V/ (
('°— 4 «• J") y°+ (i g •>-— 4«^ Q a: y+(-> ''—4cti}x-')

Telle efl: donc l'équation qui exprime la nature de la portion

qui s'étend à l'inlini.

106. Si la furface a quelque partie qui s'étende à l'infini,

elle fe confondra donc avec la portion infinie de la furface

exprimée par cette équation :

a.f-\-Cyi-\-yxi-^<^y''-i-ixy-\-'Cx'= o;

de façon que cette furface eft en quelque forte l'afymptote

de celle exprimée par l'équation générale. Mais, comme
dans cette équation les trois variables ont par-tout deux di-

menfions, elle appartiendra à une furface conique qui aura fon

fommet à l'origine des coordonnées, où toutes s'évanouifl^ent

en même temps. On peut donc toujours afligner une furface

conique pour l'afymptote de la furface propofée, fi celle-ci

doit s'étendre à l'infini; ou dont la portion infinie fe confon-

dra entièrement avec la propofée, ou en fera feulement éloi-

gnée d'un intervalle fini.^ Ainfi, de la même manière que

nous avons diftingué les branches infinies des courbes par les

limes droites qui étoient leurs afymptotes, nous aurons auffi

à diftinguer les parties infinies des furfaces par des furfaces

coniques, qui feront de même leurs afymptotes.

107. Toutes les fois donc qu'une furface conique afymp-

îote fera réelle, la furface propofée elle-même s'étendra à



DU SECOND Ordre. 381

l'infini, & cela de manière que les parties infinies de l'une &
de l'autre fe confondent; ainii on pourra conclure la nature

de la lurface donnée de celle de la l'urface asymptote. Mais,
fi -la fiirface afymptote devient imaginaire, la fiirface même
propofée n'aura point de partie infinie, & elle fera renfermée
en entier dans un el'pace fini. Ainfi, pour chercher les furfaces

du fécond ordre qui font renfermées dans un efpace fini, il ne
faut que voir dans quel cas l'équation de la furface afymptote
devient imaginaire; ce qui arrive, lorfque toute cette "furface

fe réduira un point unique. Car, Ci elle avoir quelque étendue,
ou un point placé hors du lommet, elle devroit néceffaire-

ment s'étendre à l'infini, puifque nous avons fait voir plus

haut que toute droite qui paffe par le fommet & par un point

de la furface, eft fituée fur la furface même.

108. Ainfi, lorfque la furface conique afymptote exprimée
par cette équation

fe réduit à un point unique, toutes les feftions faites par le

fommet doivent pareillement fe réduire à un feul point ; &
d'abord, en faifant ;j

= o, l'équation jy^-l-êJcj-h^x'= o
doit être impoffible, à moins que x ne foit =0 & y = o; ce
qui a lieu, lorfque 4cr^efl: plus grand que a. La même chofe
doit arriver, en faifant ou;f=o ou y= o; on aura donc 4a.S'

plus grand que C' & 4ai^plus grand que y\ Par conféquent,
fi dans l'équation donnée pour la furface du fécond ordre :

af-+-€ji-\-yxi-hS-y^-\-ixy-^^x'-\->il-h^y-\-ix-hx,=o,

4cfÇ' n'eft pas plus grand que a; 4 a cT plus grand que CC; 4«^
plus grand que y y, la furface aura certainement des parties

qui s'étendent à l'infini.

109. Mais ces trois conditions ne fuffifent pas pour que la

furface foit renfermée dans un efpace fini, il faut encore que
la valeur de ^ tirée de l'équation afymptoîique devienne ima-
ginaire ; ce qui a lieu toutes les fois que cette expreffion :
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(Ce— 4a,i^)yy-i-z(€y— IctiJxy-i-Cyy— 4u'()xx

obtient une valeur négative
,
pourvu qu'on prenne pour les

deux variables x &c y des valeurs quelconques , excepté o.

Comme Ce— 4 a. J" Sz y y— 4»^ font des quantités néga-

tives, cela arrivera û(Qy—lai)^ eil moindre que (C—4««^^

(y- — 4 a ^)i c'eft-à-dire , fi a «^ + J* 7-^ -H ^^' eil: moindre

que &y i -{- 4 CL ê^t^ ; pourvu toutefois que a. ait une valeur

pofitive ; car nous avons divifé cette équation par a. Mais,

fi a a une valeur pofitive, à caufe des conditions énoncées plus

haut, 4»^ plus grand que ^% 4 acT plus grand que ^% & A<^K,

plus grand que « s , les coefîiciens J" & ^ feront pofitifs.

1 10. Une furface du fécond ordre fera donc renfermée dans

un efpace fini, fi fon équation efl telle que les quatre con-

ditions fuivantes aient lieu; favoir fl :

4 a^eft plus grand que yy i 4 a cT plus grand que CC; 4 <^ ^
plus grand que i i Se a. î^ -i- J" y" -h '^ C' moindre que Cy i

-+- 4 a cT^.

Ainfi, nous établiflbns pour premier genre des furfaces du fé-

cond ordre, celui auquel appartiennent toutes les efpèces qui

n'ont point de parties infinies , mais qui font renfermées dans

un efpace fini. C'eft donc à ce genre qu'appartient la fphère^

dont l'équation efl:

{ t
"+" yy -{-xx= aa;

car, puifqu'on a a= i, i^= i, ^=1-, ^=0, ^= 0, g= o,

toutes les quatre conditions font remplies. Plus généralement ,

cette équation

0-1:^-4- S'yy -^ t^x x= a a

appartiendra à ce genre , tant que a , «T, ^, feront des quantités"

pofitives; elle exprimera toujours une furface fermée , à moins

qu'un ou deux coefîiciens ne manquent.

111. ConnoifTant les quatre conditions néceffaires pour

qu'une furface foit renfermée dans un efpace fini , fi on pro-
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pofe une équation quelconque déterminée du fécond ordre
,

on pourra juger fur-le-champ fi la furface qu'elle exprime a des

parties qui s'étendent à l'infini, ou n'en a pas. Car, fi une feule

de ces quatre conditions manque, la furface s'étend certaine-

ment à l'infini. Mais dans ce cas il y a quelque fubdivifion à

faire ,
pour difi:inguer la variété qui fe remarque dans ces

parties. Suppofons donc que la première fubdivifion foit pour
le cas, où

ar-f-J'y'-i-^S' efi: plus grand que ^7 s-f-4acr^,-

alors la furface s'étendra à l'infini , & aura pour afymptote
une furface conique , comme nous l'avons déjà fait voir ci-

defi"us. Ce cas efi: direftement oppofé au précédent, où toute

la furface efi renfermée dans un efpace fini.

1 1 2. Mais il y a des cas intermédiaires où
,
quoique la

furface s'éloigne à l'infini, elle tient cependant un certain

milieu entre les deux précédentes, à-peu-près comme la Pa-
rabole tient un certain milieu entre l'EUypfe & l'Hyperbole»

Le cas arrive fi

on aura par conféquent

L'équation afymptotique

aura donc deux fa6leurs fimples, qui feront ou réels, ou ima-
ginaires, ou égaux entre eux. Ces trois conditions fournifi"ent

donc trois genres de furfaces infinies; ainfi nous avons trouvé

cinq genres de furfaces du fécond ordre, que nous allons

maintenant examiner avec plus de foin.

113. Comme, en changeant la pofition des trois axes aux-

quels les coordonnées font parallèles, on peut ramener l'équa-

tion générale à une forme plus fimple, faifons ufage de cette

réduaion , de manière cependant qu'en ramenant l'équation
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générale des furfaces du fécond ordre à la forme la plus

limple , cette dernière embraffe toutes les efpèces auflî bien

que la générale. Ainfî l'équation générale des furfaces du fé-

cond ordre étant :

cherchons l'équation entre les trois autres coordonnées^, q& r, que nous fuppoferons fe couper réciproquement au
même point que les trois premières. Pour cela , conformé-
ment à l'art. 92 , il faudra faire :

:5r= /'('^f/ ^ • ^o/- m—Jîn.k .fin. m . cof. n)+ <i{:of. k .fin. m -\-fn. k . cof, m . cof. n)—r.fn. k .fin. n

yz=^—p{fin.k cof.m + cof.k fn.m.cof.n)—qifin.k fn.rn—cof.k cof.m.cof.n)—r.cof.k.fin.n

6c

^——p .fn. m .fin. n-\-q.cof.m.fin.n-\- r. cof. n.

D'où réfulte cette équation :

Ap'-\-^q'-\-Cr--\-Dp(j-\-Epr-\-Yqr^Gp-^\{q-\-\r-\-Kj=0,

114. On pourra à préfent déterminer ces angles arbi-

traires k, m &C. n y de manière que les trois coefficiens D, E
& F difparoiffent. Car, quoique le calcul devienne trop long

pour efFeftuer la détermination aftuelle de ces angles; fi

pourtant quelqu'un pouvoit douter que cette élimination don-

nât toujours une valeur réelle pour ces angles , il devra ac-

corder au moins que les deux coefficiens D Se E peuvent

être rendus égaux à zéro. Or, cela fait, la pofition du troi-

sième axe, auquel les ordonnées /-font parallèles dans le plan

perpendiculaire aux ordonnées /7, peut être facilement changé,

de manière que le coefficient F s'évanouifTe auffi. Car il n'y

aura qu'à faire q= t. fin. i-\-u.cof. i Se r = t cof.i— ujin, i;

t&, au lieu du terme q r, on aura le terme tu, dont le coeffi-

cient pourra être rendu égal à zéro, à l'aide de l'angle i. Par

ce moyen l'équation générale des furfaces du fécond ordre

prendra donc cette forme :

Ap'

m
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115. A préfent, on peut en outre augmenter ou diminuer

les coordoanées />, q, r, de quantités données, pour que les

Goefficiens G , H &i I difparoiffent ; ce qui fe fera en chan-

geant feulement le point où toutes les coordonnées prennent

leur origine ; & de cette manière toutes les furfaces du fé-

cond ordre feront comprifes dans cette équation :

par où l'on voit que chacun des trois plans principaux menés

par l'origine des coordonnées divife la furface en deux par-

ties femblables & égales. Ainfî , toute furface du fécond

ordre n'a pas feulement un plan diamétral , mais bien trois ,

qui fe coupent réciproquement au même point à angles droits.

Ce point fera par cette raifon le centre de la furface, quoi-

qu'il y ait quelques cas où ce centre foit à une diftance in-

finie. 11 en eft ici comme des feftions coniques, qui font dites

avoir toutes un centre
,
quoique dans.U Par:a,bole ç,e ççntrè

foit à une diftance infinie du fommet. ', ,, ^
".

,--^, l,..l^^''^r'r

116. Ayant ainfi ramené l'équation, qui renferhië' tôiités

les furfaces du fécond ordre , à la forme la plus fimple , le

premier genre de ces furfaces fera cantefiu dans cette équa-

tion :

App -\-^
q q -^ Q r r=.a fl^^--] ^

'

fi tous les trois coefficiens A , B , C , ont des valeurs pofi-

tives. Les furfaces qui appartiennent à ce genre, non-feulement

feront renfermées tout entières dans un efpace fini ; mais

elles auront aufii un centre , où les trois plans diamétraux fe

coupent réciproquement à angles droits. Soit C le centre de

<:ette figure, & C A , C B , CD, les trois axes principaux Pi.xv.f;5.i43.

perpendiculaires entre eux , auxquels les coordonnées p, q, /,

font parallèles 5 les trois plans diamétraux feront AS ab ,

AD a^ B Dh, par lefquels ce corps fera partagé en deux
portions femblables & égales.

EULER, Introduction à VAnal. ïnfin. Tome II. 3 C c c
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117. Soit /-==0, & l'équation A/j'-hB^' = a= exprimera

la nature de la feftion principale A B ab; laquelle fera par

conféquent une ellypfe qui aura fon centre en C , dont les

demi-axes feront C A=Ca= -^ & C B = Cb=~. Si

on fait ^= 0, l'équation kf- -h C/-^ = a' repréfentera la

feftion principale ^ Z) a, qui fera pareillement une ellypfe

ayant fon centre en C , dont les demi-axes feront CA= Ca

s=-^ & CD=i—7r-. Or ces trois feftions principales étant
y/

A

. V ^

connues, ou feulement leurs demi-axes C A = -^, CB^=

'-f- Si. cD = —7T- * la nature de ce corps fera aufll connue
|/ B v/ C

'
^

^

& déterminée. 11 conviendra donc d'appeler ce premier genre

(des furfaces du fécond ordre ^'//y/'rozd'e,. parce, que, jÇes troi^

ieftions principales font des ellyples. iqÏDèîînaquoa si iup

118. Ce genre embraffe trois efpèces qui méritent d'être

diftinguées des autres. La première , lorfque les trois axes

principaux CA, CB & CD font égaux entre eux; dans ce

cas les trois feftions principales fe changeront en cercles, &
le corps même en une fphère, dont l'équation, comme nous

l'avons vu ci-deffus , fera ;

-' pp~h^q-\-rr=aa,

La féconde efpèce comprend les cas où deux axes principaux

feulement font égaux entre eux. Soit, par exemple, CD= CB,
ou C==B, la feftion BD b deviendra un cercle; mais l'équa-

tion A p^-\- B ((J'-^r") = a a fait voir que toutes les feftions

parallèles à celles-ci feront pareillement des cercles; d'où il

fuit que ce corps fera un fphéroïde ou oblong. Ci AC e{[ plus

grand que ^ C, ou applati , û A C eu plus petit que B C.

Enfin la troifième efpèce renferme tous les corps dans lefquels

les coefficiens A, B & C, font inégaux; & qui par confé-

quent conferveront le nom général d'Eifyptoïde.

119. Les autres genres de furfaces du fécond ordre feront

contenus dans cette équation ;
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App-^^qq-\-C'rr= aai

d'abord , fi aucun des coefficiens A , B , C , ne manque. Mais

s'il y en a un ou deux qui aient des valeurs négatives ; sup-

pofons-en un feulement négatif , & confidérons cette équa-

tion :

Ap p -{-Bqq— C r r= a a ,

dans laquelle A, B & C doivent pour le moment défîgner des Pl.XV.Fig.144.

nombres pofitifs. Quant à ce qui regarde le centre de ce

corps & les plans diamétraux, tout fe paffe comme auparavant.

On voit donc que la première feftion principale A B a b de

ce corps eft une ellypfe, dont le demi-axe AC= -——
, &

l'autre B C == -^. Les deux autres feftions principales Aq,

BS, feront des hyperboles, qui auront leur centre en C,

& leur demi-axe conjugué = —t..

lio. Cette furface repréfentera donc une efpèce d'enton-

noir , qui ira en s'élargifTant en deffus & en deffous fuivant

une forme hyperbolique. Cette furface aura pour afymptote

un cône exprimé par l'équation Ap p -hB q q— C rr= o ,

lequel aura fon fommet au centre C, & dont les côtés font

les afymptotes des hyperboles. Ce cône afymptote fera fitué

dans l'intérieur de la furface , & il fera droit fi A= B , ôc

fcalène, fi A n'efl: pas égal à B ; fon axe fera la droite CD per-

pendiculaire au plan ABa. Au refte , toutes les feftions per-

pendiculaires à l'axe C D feront des ellypfes femblables

à l'ellypfe A B ab ; & les ferions perpendiculaires au plaa

A B ah feront toutes des hyperboles ; d'où il conviendra de

nommer ellyptico-hyperboliques ces furfaces circonfcrites à un

cône
, qui devient leur afymptote. Ces furfaces conftitueront

pour nous le fécond genre.

121. On pourra donc encore diftinguer trois efpèces dans

ce genre; la première, fi a= o, auquel cas l'ellypfe AB ab
devient un point, & les hyperboles des lignes droites, & la

3 C c c i
j
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furface même fera entièrement confondue avec fon afymp-
tote; d'où il fuit que cette première efpèce.embraffera tous les

cônes.tant droits qu'obliques; ce qui pourroit fournir une nou-

velle fubdivifion. L'autre efpèce aura lieu, fî A devient=B.
Dans ce cas, l'ellypfe ABah fe change en cercle, & la fur-

face même deviendra ronde ou tournée. On obtiendra une

telle furface, en faifant tourner une hyperbole quelconque

autour de l'axe conjugué. La troifième efpèce ne différera pas

du genre même.
122. Prenons pour troifième genre celui où deux coeffi-

cieiis des termes />/>, qq &z rr, deviennent négatifs, & dont

'conféquemment l'équarion fera ;

App— B q q— C r r== a a.

Fî XVI Fis i4<; ^^ ^" ^^^^ ' f= o> 1^ première fe6tion principale fera une hy-

perbole EAFe af, qui a fon centre en C, dont le demi-axe

iranfverfe ==-rT & le demi-axe conjugué= —-=. L'autre fec-
^/A ' ° [/B

tion principale, qu'on obtiendra en faifant q= o, fera pareil-

lement une hyperbole AQ, aq , qui aura le même demi-axe

tranfverfe, mais dont le demi-axe conjugué fera=—^; la troi-

fième feftion principale devient imaginaire. Enfin cette fur-

face fera tout entière dans la furface conique qui lui fert

d'afymptote ; d'où il fuit qu'on peut appeler hyperbolico-hy-

perboUque ce genre infcrit au cône af^mptote. Si B devient

= C , la furface fera ronde , & elle réfultera de la rotation

d'une hyperbole autour de fon axe tranfverfe. Ce cas pourroit

conftituer une efpèce particulière; mais, fi on fuppofe 12= 0,

on trouvera la furface conique que nous avons déjà confidérée

comme une efpèce du genre précédent.

123. Pour connoître les genres fuivans, nous fuppoferons

qu'un des coefficiens A, B, C, devient nul. Soit donc C=o,
& l'équation générale trouvée art. 114 fera :

Ap p -\- B q q -\- G p -\-}\q -{-\ r-^-'K^O.

En augmentant ou diminuant les coordonnées p Se q, on

m
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pourra faire diCparoître les termes G p &l U <j, mais non I /-;

le terme Irreftera donc dans l'équation, mais par Ion moyen
on pourra faire difparoître le dernier terme K ; ce qui nous

donnera une équation de cette forme :
-

App -h B ^ y= a /•;

D'où nous aurons deux cas à examiner. Le premier, lorfque

les deux coefficiens A & B font pofitifs; le fécond, lorsqu'un

des deux eft négatif. Dans l'un & l'autre cas, le centre de
la furface fera fitué fur l'axe CD, mais à une diftance infinie.

1 24. Soient d'abord les coefficiens A & B tous deux
pofitifs ; c'eil le cas qui nous fournira le quatrième genre

compris dans cette équation :

App-{-Bqg= ar.

La première fe61:ion principale qui réfulte de la fuppofition Pi. XVI.Fig 146.

de A = o , fe réduira donc à un point; mais les deux autres

qu'on obtiendra, favoir la féconde, en faifant ^ =0, & la

troifième, en faifanr/j=o, feront des paraboles AîAm & NAn.
Comme toutes les leftions de cette furface qui font perpen-

diculaires à l'axe AD font des ellypfes, & les ferions faites

par cet axe des paraboles, nous appellerons les corps de ce
genre ellypnco - paraboliques. Deux eipèces font à remarquer,

l'une, fi A= B; dans ce cas, le corps efl: rond, & fe nomme
conoïde-paraboliquc ; l'autre a lieu, lorfque û!= o, & que Ap^
-f- B ^' devient= h b ; elle comprend les cylindres ou droits,

fi A = B, ou fcalènes, fi A & B font inégaux.

125. Le cinquième genre efl compris dans l'équation:

App —• B q q = a r,

La première fe£l:ion principale, fi on fait r= o, donnera
deux lignes droites E e, Ff, qui fe croifent l'une l'autre au

'^'^^^F'g m:'-

point A. Mais toutes les feftions parallèles à celle-ci feront

des hyperboles, dont les centres font fitués fur l'axe y^Z>, &
qui font placées entre les afymptotes droites E e Si Ff. Les
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deux plans qui font perpendiculaires au plan A B C , S>c qui

font dirigés luivant les lignes E e Sz F/, fe confondront à

une diftance infinie avec la furface propofée; qui par confé-

quent aura pour afymptote ces deux plans qui fe coupent mu-
tuellement. Les autres fections principales faites fur les plans

A C D & A B d feront des paraboles ; ce qui nous fera

nommer parahoUco-hyperholïques les furfaces de ce genre, qui

ont deux plans pour afymptotes. L'une de ces efpèces, ( fi ,

en faifant a= o, om A p p— ^ q q= b b) fera un cylindre

hyperbolique, dont toutes les ferions perpendiculaires à

l'axe AD feront des hyperboles égales entre elles; fi, de plus,

^= o, on retrouvera les deux plans afymptotiques.

1x6. Enfin le fixième genre de furfaces du fécond ordre

fera renfermé dans cette équation :

App= aq,

qui donne un cylindre parabolique , dont toutes les ferions

perpendiculaires à l'axe AD feront des paraboles femblables

& égales. Leurs fommets tomberont fur la droite AD, & leurs

axes feront parallèles entre eux. Toutes les furfaces du fé-

cond ordre pourront donc être réduites à ces fix genres; de
forte qu'il eft impoflible d'en trouver aucune qui ne foit

pas comprife dans l'un de ces genres. Au refte , fi dans le

dernier genre on fait a = o, & qu'on ait Ap p = bh^ cette

équation exprimera deux plans parallèles entre eux
,
qui don-

nent une certaine efpèce de ce genre. On remarque ici la

même analogie que dans les lignes du fécond ordre, où
nous avons vu que deux lignes qui fe croifoient donnoient

une efpèce d'hyperbole, & que deux lignes parallèles repré-

fentoient une efpèce de parabole.

127. Quoique nous ayions déduit ces fix genres de l'équa-

tion la plus fimple , à laquelle il foit pofilble de réduire les

furfaces du fécond ordre; cependant il fera facile maintenant,

lorfqu'on propofera une équation quelconque du fécond de-

gré , d'afligner le genre auquel la furface appartient. En effet,

û on propofe cette équation :
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ui'-{-€yi-\-yxi-\-Sj'-hixy-\-l^x'-hii{-r-^y-hix-\-y.=o,

on devra prononcer, d'après l'indication des premiers termes,

où les variables forment deux dimenfions; c'eft-à-dire qu'il

faudra examiner ces termes :

aii-h ë\'i-^yxi-\- ^yy -{- ixy -h (^xx i

s'il fe trouve que

4 «^ foit plus grand que yy-j 4 a cT plus grand que ëë; 4^^^

plus grand que a, & a i e -i- J'yy -\- t^ ^ plus petit que

€y s -\- 4 a. cTi^^

la furface fera fermée, & appartiendra au premier genre que

nous avons appelé Ellyptoïde.

128. Si une ou plufieurs de ces conditions manquent, & que

cependant on n'ait pas as î-^S'yy-^'C,ëè=èyi-^4a.(S'^,
la furface appartiendra ou au fécond ou au troiiîème genre ;

& on aura un corps hyperbolique qui aura pour afymptote un

cône, auquel il fera circonfcrit dans le fécond genre, ou inf-

crit dans le troifième; mais fi on a a i i -\- S yy -^ t:^ëS

= €y i -^ 4 a. (^^ i ce qui ei\ le cas où l'expreffion

etii-{-€yi-{-yx:(-h^yy-+-ixy-\-^xx,

eft réfoluble en deux fafteurs fimples, foir imaginaires, foit

réels; dans le premier cas, la furface appartiendra au qua-

trième genre , & dans le fécond , elle appartiendra au cin-

quième. Enfin , fi cette exprefïion renferme deux fafteurs

égaux , ou, fi elle eft un quarré , on aura le fixième genre.

Ainfi , on pourra aifément décider tout de fuite à quel genre

appartient une équation quelconque propofée ; il y aura feu-

lement un peu plus de difficulté à l'égard du fécond & du troi-

fième genre , dont on pourroit par cette raifon ne faire qu'un.

1 29, On pourra femblablement traiter & divifer en genres

les furfaces du troifième ordre & celles des ordres fuivans. Il

faudra avoir égard feulement aux termes de l'équation géné-

rale qui offrent le plus de dimenfions ; & conféquemment on
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aura à examiner pour les furfaces du troilîème ordre les termes
dans lefquels les ordonnées forment trois dimenfions ; c'eft-

à-dire, ceux-ci :

af-{-ëyf~\--yy'':^-hJ'x'i-\-iXi''-\-^xyi -+- &c.

Il faut donc voir û ces termes pris enfemble , ou fi le membre
le plus élevé de l'équation peut être décompofé en fafteurs

fimples, ou non; s'il ne peut pas être décompofé, la furface aura

pour afymptote un cône du troiiième ordre. Mais comme c'eft

en égalant à zéro le membre qui renferme le plus de dimenfions,

qu'on exprime la nature de ce cône , il y aura plufieurs fortes

de cônes du troifième genre , dont la diverfité fervira à éta-

blir plufieurs genres de furfaces; car, quoique tous les cônes

du fécond ordre fe rapportent à un feul genre, il n'en efl: pas

de même du troifième ordre, qui prélente une bien plus

grande variété.

130. Après avoir fait l'expofé de ces genres, nous avons

à confidérer le cas où le premier membre peut être réfolu en

fa61eurs fimples, foit réels, foit imaginaires. Suppofons d'a-

bord qu'il ait un fafteur fimple réel ; on en conclura que la

furface aura une afymptote plane. L'autre fafteur égal à

zéro donnera une équation poflible, ou non; fi l'équation eiï

impoifible, à moins que toutes les coordonnées ne s'évanouif-

fent, il n'y aura qu'une afymptote plane ; mais, fi elle eft pof-

fible, la furface aura deux afymptotes, l'une plane, & l'autre

fera un cône du fécond ordre. S'il a trois faveurs fimples
,

l'un fera toujours réel , & les deux autres feront ou imagi-

naires , ou réels ; d'où réfulteront deux nouveaux genres. En-

fin , fi les trois fafteurs fimples font réels , fuivant que deux ou

,tous feront égaux entre eux, on pourra encore établir deux

genres difFérens. Mais dans cet ordre il n'y a point de furface

qui ne s'étende à l'infini.

CHAPITRE



DE l'Intersection de deux Surfaces. 395

CHAPITRE VL
De VInterfeciwn de deux Surfaces.

131. On a déjà expofé ci-deflus la manière dç trouver

quelle eft la nature de la feftion faite par un plan qu) coupe
une furface quelconque. Car la courbe qu'elle forme étant

tout entière dans le même plan où la feftion efl faite , nous
avons pris aufîi dans ce plan deux coordonnées, dont la re-

lation exprime, fuivant l'ufage, la nature de ces courbes; &
nous en avons par-là ramené la connoiffance aux règles ordi-

naires. Mais , fi la furface coupante n'eft pas plane , comme
alors la feftion ne fera pas dans un feul plan, deux coordon-
nées ne fuffiront plus pour en exprimer la nature; & il faudra

recourir à un autre moyen pour renfermer ces dernières fec-

tions dans des équations qui puiffent indiquer la véritable po-

iîtion de chacun de fes points.

132. Or on peut déterminer la fîtuation des points qui ne
font pas dans un même plan, à l'aide de trois plans perpen-
diculaires entre eux , en aflignant la diflance de chaque point

à chacun de ces plans. Ainfi trois variables feront néceffaires

pour exprimer la nature d'une courbe qui-n'eft pas fituée dans

un même plan, en forte que, fi on en prend une à volonté,

il en doit réfulter pour les deux autres des valeurs détermi-

nées. Pour remplir ce but, une feule équation entre les trois

coordonnées eft donc infuffifante
,
parce qu'elle exprimeroit

la nature d'une furface entière; c'efl: pourquoi on aura befoin

de deux équations, par le moyen defquelles, fî on attribue à

une variable une valeur donnée , les valeurs des deux autres

fe trouvent en même temps déterminées.

133. La nature d'une courbe, lorfqu'il n'eft pas confiant

qu'elle foit fïtuée dans un même plan, eft donc très-bien ex-

primée par deux équations entre trois variables, telles que ,v,

^.VLhRylntroduaiotiafAnal.wJin. Tome II. 3Ddd
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y, i,

qui repréfenteront autant de coordonnées perpendicu-

laires entre elles. On pourra donc toujours avec ces deux
équations déterminer deux variables par le moyen de la troi-

sième; c'efl ainfi, par exemple, que les variables y & :j de-

viendront égales refpeftivement à une certaine fonèlion de x.

On pourra auffi éliminer à volonté une des variables; on for-

mera par ce moyen trois équations qui renfermeront feulement

deux variables, l'une entre x & jy, une autre entre x & :[ & une
troifièibe entre y Si :^. Or chacune de ces trois équations dé-

rive naturellement de deux autres ; de forte que, fi on a des

équations entre x &y & entre x &c i, on en pourra déduire

la troifième par l'élimination de x.

Pl.XVI.Fig. 148. 134. Soit donc propofée une ligne courbe non fituée dans

un même plan, &dont AT foit un point quelconque; on prendra

à volonté trois axes perpendiculaires entre eux A B^ A C &C

A D y qui déterminent trois plans aufll perpendiculaires entre

e^^\, BAC , B A D Si CAD. Du point M de la courbe on

abaiffera fur le plan B A C \di perpendiculaire M Q, & du

point Q on mènera à Taxe A B la. perpendiculaire Q^P ; on

aura A P , PQ & ÇM pour les trois coordonnées, qui déter-

mineront la nature de la courbe , pourvu qu'on ait entre

elles deux équations. Faifons donc A P= x, P Q=y &
QM=ii & avec les deux équations données entre x,

y 6z i, formons-en une troisième qui
,
par l'élimination de :^,

ne renferme plus que les deux variables X &J' ,• elle détermi-

nera la pofition du point Q fur le plan BAC; & chaque point

Q, qui répondra ainfi à chaque point M, formera une ligne

courbe E QF, dont la nature fera exprimée par l'équation

trouvée entre x Si y.
135. Lorfque deux équations font propofées entre trois

coordonnées , il eft donc facile de connoitre de cette manière

la nature de la courbe E QF, qu'on forme en abailTant de cha-

que point Af de la courbe cherchée des perpendiculaires M Q^
fur le plan BAC. Cette courbe E Q F (& Homme laprojeclion

de la courbe GMH fur le plan BAC. Or, comme on trouve

la projeftion faite fur le plan B A C, en éliminant la variable

l, pareillement on obtiendra celle de la même courbe fur le
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plan B À D ou. fur le plan C A D , en éliminant ou la variable

y, ou la variable x. Une feule projeftion E QF ne fuffit pas

pour connoître la courbe G AIH ; mais ii on connoît pour

chaque point Q les perpendiculaires QAî=:^, il fera facile

de conflruire, au moyen de la projeftion E QF, la courbe

même G MH.W faut donc pour cela qu'outre l'équation entre

xScj, qui exprime la nature de la projection , on en ait une
autre entre ^ Se x y ou entre { &JKj 0^1 même entre les trois

l> ^i y 3 <ï'Ji fsff'^ connoître pour chaque point Q la longueur

de la perpendiculaire QiV/={.
136. Puifque l'équation entre { & a: exprime la projeftion

de la courbe GMHimXo. plan B AD, celle entre \ &y, la

projeftion faite fur le plan C AD i & que l'équation entre

les trois variables ^, y & x , repréfente la furface fur laquelle

fe trouve la courbe GMH; il eÛ d'abord évident qu'avec deux
projetions de la même courbe (? M//^taites fur deux plans,

on connoît la courbe même GMH; mais , de plus , il eft vi-

fible que fi la furface , fur laquelle la courbe GMH eil fituée,

eft donnée auffi bien que fa projeftion fur un plan, cette

courbe fera pareillement connue. Il n'y aura qu'à élever de
chaque point de la projeftion des perpendiculaires Q AI, dont
l'interfeclion avec la furface déterminera la courbe cherchée
GAIN.

137. Après l'expofition préliminaire de ces principes, qui

ont rapport à la nature des courbes qui ne font pas fituées dans

un même plan , on pourra fans peine déterminer l'interfeélioii

de deux furfaces quelconques. Car ainfi que l'interfeélion de
deux plans eft une ligne droite , ainfi l'interfeftion de deux
furfaces quelconques fera une ligne, ou droite , ou courbe; &
cette dernière fera tout entière dans un même plan , ou n'y

fera pas. Or, quel que foit celui de ces cas qui ait lieu, tous fes

points appartiendront à chaque furface , & feront par confé-

quent renfermés dans l'équation de l'une & de l'autre. Donc,
fi les deux furfaces font exprimées par des équations entre trois

coordonnées, qui loient rapportées aux trois mêmes plans prin-

cipaux perpendiculaires entre eux , ou aux trois mêmes axes

ABjAC & AD, également perpendiculaires entre eux ,

3Dddij
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ces deux équations prifes enlemble exprimeront alors la nature

de i'interf'eftion.

138. Etant donc propofées deux furfaces qui s'entrecou-

pent, on doit exprimer la nature de chacune par une équation

entre trois coordonnées rapportées aux mêmes axes principaux,

on aura ainfî deux équations entre les trois coordonnées x,y &
7 j- & fi l'on élimine l'une d'elles, l'équation réfultante entre'

les deux autres donnera la projeftion de l'interleftion faite fur

le plan de ces deux coordonnées. On pourra donc trouver aufli

de cette manière l'interfeclion d'une furface quelconque par

un plan; car, comme l'équation générale d'un plan eft cf^-\-Ç,y

-jf-yx^f, fi dans celle de la lurface on fiabllitue à ^ là va-

leur tirée de la première équation, favoir ;5;=' , on

aura l'équation qui convient à la projeftion de l'interfeftion

faite fur le plan des coordonnées x & jy. Et en même temps

l'équation ^
= ^ fera connoître pour chaque point Q^

de la projeftion la grandeur de la perpendiculaire QM prolon-

gée jufqu'à l'interfeftion même..

139. S'il arrive que l'équation de la projeftion foit impof^

fible, comme fi on arrivoit à ce réfultat xx-\-yy-\^aa= o,

ce feroit une marque que les deux furfaces ne s'entrecoupent

nulle part; mais, fi l'équation de la projeftion donne un point

unique, ou fi la proje^Hon fe réduit à un feul point , l'inter-

feftion elle-même fera aufli un point; & les deux furfaces fe

toucheront par conféquent en un point
,
qu'on pourra trouver

par le moyen de l'équation. Mais il exifte en outre un con-

taft linéaire
,

qui a lieu quand deux furfaces fe touchent en

une infinité de points , & la ligne de contaft fera ou droite ou

courbe. Elle fera droite
,

par exemple , fi un plan touche un

cylindre ou un cône ;, mais une fphère qui touche intérieure-

ment un cône droit le touche par la circonférence du cercle.

Ces fortes de contafts fe connoîtront par l'équation même,
fi on en trouve une pour la proje6ition

,
qui contienne

deux racines réelles ; parce que ce contaft n'eft rien autre

chofe que le concours de deux interfeélions.
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140. Pour rendre tout cela plus clair, fuppofons une fphère

coupée par un pkn quelconque , & prenons-en l'équation

Rapportée au centre i:(-\- y y -i- x x= a Ui celle du plan
,

quelle que Ibit fa polition, fera de cette forme :

ar-hCy-^-yx =/,•

d'où, tirant i=-—~ -, réfultera l'équation fuivante en-

tre X Sz y pour la projeftion :

0=f^—a'a'—2 ëfy
—zyfx-{-(a.^-\-€')y--{-l ëyxy-]-(a.--hy^ ) x'

Il eft clair qu'elle eft une ellypfe , fi l'équation eft réelle
;

mais, fi elle eft imaginaire, la fphère ne fera touchée nulle

part par le plan; &, fi l'ellypfe fe réduit à un point, le plan
& la fphère fe toucheront réciproquement. Pour démêler ces

cas, cherchons la valeur dey:

Si la valeur de f eu telle que la quantité radicale ne puifTe

jamais devenir réelle, il n'y aura ni contaft, ni interférions

141. Suppo{onsf= a\/(a,--{-ë'-i-y^}, on aura:

y " «^ + S" '

équation à laquelle on ne peut fatisfaire avec des valeurs

réelles, à moins qu'on n'ait ;

y a „ ^a

Par conféquent, (\ f=a(\/ a'-^-Q'-^-y^ ), le plan que repré-
fente l'équation ^i-^ &y -\- > a:=/ touchera la fphère, &
on trouvera le point de contaft , en prenant :

., y <^
£jî n ta

\' y 1/ fc(.»4- £="4- 'M l'

valeurs, dont on peut juftifier la vérité par les éléraens de
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géométrie, qui traitent du contaft de la fphère par un plan.'

142. On déduit donc de ce qui précède une règle géné-

rale, pour reconnoître ii une furface quelconque eft touchée

par un plan, ou par une autre furface. Car, après avoir éli-

miné des deux équations une des variables, il faudra voir (i

l'équation qui en réfulte peut être décompofée en fafteurs

(impies, ou non. Si elle renferme deux fafteurs fimples imagi-

naires , il y aura un point de contaft qu'on trouvera, en fai-

fant l'un & l'autre fafleur = o; & fi elle contient deux fac-

teurs fimples réels, & tous deux égaux entre eux, les furfaces

fe toucheront l'une l'autre fuivant une ligne droite. Mais, fi

cette équation a deux fafteurs non fimples, mais égaux , ou
fi elle eft divifible par un quarré , alors fa racine étant fuppo-

fée égale à zéro fera connoître la projection de cette ligne qui

réfulte du contaft. On voit aufli par-là que , fi cette équation

renfermoii quatre facteurs imaginaires, les furfaces fe touche-

roient réciproquement en deux points.

143. Pour donner de ce que nous venons de dire une plus

ample explication , cherchons le contaél du cône & d'une

fphère , dont le centre foit placé fur l'axe du cône. L'équa-

tion de la fphère eft {{-^jy -\~ x x= a a, & celle du cône
^f—7y =m X X -{- nyy , pourvu, bien entendu, que le

fommet du cône foit éloigné du centre de la fphère de l'in-

tervalle/. Eliminons ici la variable y, & nous aurons:

(f— :^y =^ n a a — ^\\~^ ("^ — n) x x

pour la projeftion de l'interfeftion fur le plan des coordonnées

X & {. Soit d'abord le cône droit , ou m == «, nous aurons :

^ 1 +/I

Ceft pourquoi, fi f=za\/(i-^n), on aura doublement

l
= ; & par conféquent le contaft-fera linéaire , c'eft-

à-dire qu'il fe fera par un cercle , dont la projeftion fur le

plan qui paffe par l'axe, eft une ligne droite perpendiculaire au
même axe.
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144. Quant au cône fcalène, oh m Si n font des nombres

inégaux, l'équation trouvée paroît toujours donner une inter-

feftion, quoique le plus fouvent il n'en exifte aucune; car, û
m lurpaffe n, il en résultera toujours une équation réelle pour
la projeftion de l'ihterfeftion; mais il faut remarquer qu'une
projeftion réelle n'annonce pas toujours une interfeftion

réelle ; car, pour que l'interfeftion foit réelk , il ne fuffit pas
que la projeâionle foit, il faut encore que les perpendiculaires

menées de la projeftion jufqu'à l'interfeftion aient aufli des
valeurs réelles ; ainfi

,
quoique toute courbe réelle fournilTe

des projetions réelles quelconques , on ne peut pas conclure
réciproquement de la réalité de la projeftion celle de la courbe
que l'on cherche. C'eft une précaution àlaquelle il faut toujours

avoir bien égard, pour ne pas abufer de la réalité des équations

que nous avons trouvées pour les projetions.

145. Nous éviterons cet inconvénient, en cherchant la pro-

jeftion faite fur le plan des ordonnées x & j; Car , comme il

n'exille fur ce plan aucun point auquel il n'en correfponde un
fur la furface conique, û la projeftion faite fur ce plan efl:

réelle , l'interfeftion le fera pareillement. Ainfi
, puifque

j= y^faa— XX—jy)> l'autre équation donnera:

/— \/ r« a — ^ ^—y y) = \/ (mx X -h nyy)
ou

a^^f'—(\-\-m)x^^(x-\-n)y^= rfyJ(a^—x^—y')-
Se enfuite

(ci'—py U' W-^(l-\-myx^^

\- x(\ '\-m)(\ -+- njxy -t- (i -\- njy^i

d'où l'on tire

=.y'
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&

a 1 -'ff+ m { a a+ ff) — { i +m)( ! +n)yy _,

2/

^'+"^" ^ ~l^x^

146. Pour que, l'équation trouvée ait des fafteurs , il faut

donc ou que ff= (l'-h n) a a ou ff== ( i-{-m) a a. Dam
le premier cas , on a :

n,7a— ( 1 + m) XX 1
ifxi/(m— n) '

. -s .
'

,

v y =-—r-' , : . ; 1^. ,. : ^.i.;' itOiq f .

,
- ^t" ;.. '

.,Ci+")v/(i + '?)* \ .;•

d'où il fuit quelj'ïi-Tn eft plus petite que w, il eft néceflaire

que x= o^ Ôtquey =;=.ifc;a v/ :^, & ^==--^_^. Ily a

donc deux point^ çle cbntaft également diflans de part Se

d'autre de l'^^e d^u cône j mais (i m eft plus grande que n^ on
^oit pf^gdfp l'au.tjré équation :

m a a— (l +n) W
^

2 fyi^ ( " — ^)

qui ne peut être réelle, à moins que y ne foit = o; alors

Ar= =t a\/ & 7 = —-—;— . Il y aura dans ce cas
' I -(- ;h •-

\/ [i +m) '

deux autres points d'attouchement; car le contaft aura lieu

dans la partie du cône où il eft le plus applati. On pourra

juger d'une manière femblable de l'exiftence des points de
contaft dans les autres circojiftances.

Pl.XVl.Fig.149. Il Y a une manière beaucoup plus facile de déterminer les

plans tangens des furfaxjes
,
qu'on peut déduire de la méthode

que nous avons .donnée, plus haut pour trouver les tangentes

des lignes courbes. Suppofons que là nature de la furface,

dont nous cherchons les plans tangens foit exprimée par une

équation entre les trois'coordonnées AP = x y P Q^ ^^J ^
QM=={, & qu'il s'aglfie de trouver la pofition du plan qui

touche la furface au point M. Nous obfervons d'abord que,

fî la furface eft coupée par un plan quelconque qui pafî"e par

le
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le point M, la tangente en ce point de la feftion qui en re-faite, (era ùtuee dans le plan tangent. C'eft pourquoi, fi noustrouvons au point M les tangentes de deux de ces reftions !e

au poinn/''"''
'^''''' '^'''"'' ^'''''' '°^''^'^ ^' ^''''^^'^ "^ême

148. Concevons d'abord que la furface foit coupée parun plan perpendiculaire au plan ^/>Ç, fuivant la droite QSparalek a laxe^/', qu'enfuite on ait fait de même par lepoint M une feftion pareillement perpendiculaire au planAPq, mais fuivant la droite Q^P perpendiculaire à l'axe

à l'axe^'^^^'^TT""".'
^' P'""'^?" ^''^^°" perpendiculaire

a laxe AB & la féconde perpendiculaire à l'axe ^/> Sud-go ons que la courbe £M foit la première feftion dont L-ûoit chercher la tangente MS qui rencontre la droite OSau point i-.ce qui donne Ç^T pour la foutangente; que l'aJ^re
feftionfoit la ligne courbe FM, dont la tangente eTh
vrefl^.^'

S. la foutangente Ç T. Ces lignef et ntlu!vees, le plan ^M^touchera la furface au point M. La droiteS T qui joint les points S & Tfera l'interfeaion du plan tan!gent avec le plan A P (^, & fi on mène du point O fur ST
la perpendiculaire Q_R,on aura Q i? eft à*^Q>Mcomme lefinus total eft à la tangente de l'angle MR $, qui marque
1 mchnaifon du plan tangent fur le plan A Pq. ^

149- Suppofonsque par la méthode des tangentes, que nousavons donnée auparavant, on ait trouvé les foutangentes
^5*=^ Se qT=ti on aura PT=i~y & PX=s~'-L.
d'où l'on conclut A X == ^ -^ tJL^s. On connoît donc pL-
là le point X, où la droite S T traverfe l'axe AP- & narceque l'angle AXS^TSC^A^ tangente de cet angleTra
—

^ y ce qui fait connoître la pofition de l'interfeaion du
plan touchant avec le plan AP Q. Enfuite , à caufe àe S T= V(ss-^tt), on aura Q i? ='-_ii__^ . &, fi on divifeQM par cette ligne, on trouvera la tangente de l'angle d'in-

iiULER, Iniroduclion à l'Anal, infin. Tome II. < E e e
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clinaifonMi?(2= ''^^7r^"^ - ^^' ^P'" "^^' °" mène la

perpendiculaire Mi\^ iur MR, elle fera perpendiculaire en

même temps, & au plan tangent, & à la furface au point M,
* r 1/ ( f i -\- t tj

Sa pofition fe conclut donc de la valeur de QiV^ r^^

Si on abaiffe du point N fur l'axe ^ P la perpendiculaire

NKy à caufe que l'angle Q^N F=^Q_ST, on aura P V

__ii.= QW^ NJV=— . Par conféquent , fi on fixe de

cette manière la pofition du point A^ fur le plan J P Q_, la

droite NM fera perpendiculaire à la furtace.

150. On a enfeigné ci-deflus comment on peut, par le

moyen des projeftions , trouver l'interfeâion de deux furfaces.

Cherchons à préfent de quel ordre doit être la projeftion par

rapport à celui des furfaces. D'abord deux furfaces du premier

ordre , ou planes , donnent pour leur interfeéliion & pour la

projeftion de celle-ci une ligne du premier ordre ;
nous avons

vu enfuite que cette projeftion n'alloit pas au-deffus du fé-

cond ordre , lorfqu'une furface étoit du premier ordre ,
&

l'autre du fécond. De même il eft clair que , fi une furface

eil du troifième ordre, & l'autre du premier, la projeftion ne

pafTera pas le troifième degré, & ainfi de fuite. Mais, fi les

deux furfaces qui fe coupent font du fécond ordre, la projec-

tion de l'interfeftion fera ou du quatrième ordre ,
ou d'un

ordre inférieur ; & en général , fi l'une des furfaces eft de

l'ordre m & l'autre de l'ordre n, la projeftion ne fe rapportera

jamais à un ordre plus élevé que celui qui eft indiqué par le

nombre m /z.

151. Quand ni l'une ni l'autre des furfaces, qui le coupent,

n'eft plane, le plus fouvent leur commune feftion eft une ligne

courbe qui n'eft pas fituée dans un même plan. Cependant, il

peut fe faire que la feftion foit en entier dans le même plan;

cela arrivera, ii les deux équations des furfaces prifes enfemble

renferment une équation de cette forme cii-\-Cy-h"y x==f.

Pour favoir quand cette circonftance aura lieu, fuppofons

qu'avec les deux équations propofées les deux variables 7 &
y foient déterminées au moyen de la troifième x i que i de-
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vienne =P&y= Q, P & Q étant des fondions de x. Il fau-

dra voir s'il y a un nombre tel que toutes les puiflances de x
difparoiffentdansP-f-^Q, excepté la plus baffe x & les termes

conffans. Si cela arrive , & qu'on aitP -+- n Q== m x -[- k ,

la feftion fera dans un même plan , & ce plan fera repréfenté

par l'équation :^
-+- ny= m x -\- k.

152. Soient propofées
,
par exemple, les deux furfaces fui-

vantes du fécond ordre, dont la première eft celle du cône
droit{;j;=A: x-ir-yy , & dont la (econde eft la furface ellyp-

tico-hyperbolique du fécond genre :^:^=xx-\-iyy—lax—aa.

Comme on en conclut xx-\- ^yy— 2 a x— a a^xx -hyy,
on auray =?= \/(2. ax -+- ua) & :^=x -h a. Cette dernière

équation fait tout de fuite voir que la feftion entière eft fituée

dans un même plan , dont la pofition fera déterminée par
l'équation

:i
= x-ha. On pourra donc réfoudre de cette ma-

nière un grand nombre de queftions qui tiennent à la nature
des furfaces. Quant à celles dont la folution échappe à la

méthode que nous venons d'expliquer ici, elles fupoofent la

connoiffance de l'analyfe des infinis , à l'étude de laquelle

ce qu'on a expofé dans les deux livres qui précèdent, doit

préparer la voie & fervir d'introduftion.

Fin DU Livre second.

3Eee ij



NOTES ET ÉCLAIRCISSEMENS,

Surquelques endroits dufécond Livre de l'IntroduBion à l'Analyfe

injinitéjimaie.

CHAPITRE IX.

Art. 116. On pourroit craindre peut-être que l'équation

y (ay— §x) (yy— ^x)-\rixy -^^yy -\-v[X-^^y-\- 1=^0,

dans laquelle le terme x"" manque, ne fût pas auffi étendue

que l'équation la plus générale du même degré. Pour ôter

toute inquiétude à cet égard, il fuffira de faire voir comment
l'équation la plus générale peutêtre ramenée à la forme dont

il s'agit. Soit l'équation la plus générale du troifième degré
entre deux variables, { & ,v,-

:(^-\-ax-(--\-bx''':{-\- c x"" -\- d-^ -\- e x :[-\rfx^-^g\-\-h x-\- i-= o
\

le premier membre :ç-\-ax-('-\-bx'':^-\-cx'' étant d'un degré

impair , renfermera au moins un fafteur fimple réel. Soit

:j
— (XX ce fafteur , le premier membre pourra donc être re-

préfenté par (^— a x) (y^ -\-b' x-;^-^ c x"") , :^^ -^b' xt^-^c x""

étant le produit des deux autres fafteurs. Je fais
:^
— dx=t ;

en fubllituant, l'équation propofée fe changera en une autre,

qui contiendra v , t"x , tx-, t^, tx, x% t, x , &i i. (J'omets

ici les coefficiens des différens termes , dont la confidération

efl à préfent inutile pour mon objet.) Pour faire difparoître

le terme, qui renferme x% je fais t-\-s=y, s étant fuppofée

le coefficient de x^ , & en mettant à la place de r fa valeur

y— s , on arrivera à une équation, qui ne contiendra plus de

XX, & dans laquelle jy f^'^'i tni fafteur commun à tous les

termes du premier membre. L'équation la plus générale du
troifième degré , dans le cas dont il s'agit ici, pourra donc
être ramenée à la forme y ( a.y—^x)(jy— i^xj -i-txy
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Il ne fera pas plus difficile de transformer les équations

générales, qui repréfentent les différentes efpèces de courbes
d'un ordre quelconque. Si l'on veut

,
par exemple , transfor-

mer & amplifier l'équation

««' -h ^r^ H- ^r;/-!- Jrr -4-ê ;•+. (^/^ -h„= o,

quiappartientau quatrième cas des lignes du troisième ordre,

on fera disparoître d'abord le terme «% en faifant //-h—=y,
on aura une équation, qui contiendra les termes fuivans y'
y,jt, ;%f avec une confiante. Au moyen des termes /-'&/
on fera difparoître le fécond par la méthode ordinaire en
égalant; à x^- la moitié du coefficient de /. En fubilituant à
t fa valeur en x, il ne reftera plus que les termes jy', ,r v xy
yèzd, coiTime on le trouve pag. 12.0, an. 237, pour la'aua'-
torzieme efpece. ^

CHAPITRE X.

^

Art. m 5,,m/ & ^57- Pour que les commençans foient
a portée de vérifier fans peine quelles feint les efpèces de
Jignes du troifième. ordre

,
qui ont des dismètres ou qui n'en

ont pas, j'ai cru qu'il leur feroit avantageux d'avoir fous \qsyeux 1 efpèce de tableau qui fuit :
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E<juation générale pour toutes les efpèces.

cty^-\~Cy'x-{-yyx'-hJ'x^-hiy'-\-'(yx-\-nx'-^^j-{-ix-\-K=o.

Equatioiis de condition pour que les courbes aient un diamètre.

\. an""— Cmn^-{-ym^ n— J'm''=0.

35/K m'/z-|-3 cTjtotM

Les équations correfpondantes pour chaque efpèce en par-

ticulier, feront :

1«. Efpèce. i^_y^—i^y^x-Hjx^ -\-ay'^ ~\-cy-\-ix-{-d=o.

I. r-n'^-^ikmn^-\-m''n=o; ou n (Pn^-\-ikmn-+-m'')=o,

, c n fl a" n-*^ . n / a* n^ \
X. y=—-^---,—r^ ra»ou^=-(c+ ., ,

. ).

La fuppofition de /2= fatisfait à la première équation ;

& non à la féconde. En faifant l'n- -\-xkmn-{~ m^==o, on

en conclut -=— k^\/ k'— /'; équation impcffible, puif-

que dans la première efpèce k^ < l\

II. Efpèce. /'j 5

—

iky'x-h-yx^ -^^y' -^^y +^=0.

I , n(l-n*-\-ikmn-\-m')=o,

n ^ a" n'- .

2 O = - f C -h ,, , .J .

La fuppofition de « == o fatisfait aux deux équations , &
c'eft la feule qu'on puifTe faire ; mais à caufe de jy=/2 u , ou

( Fig. XLV) 0P= n. O Q , on a dans ce cas O <2^== o.

Donc les ordonnées u font parallèles aux abfciffes x.



ET ÉCLAIRCISSEMENS. 4O7

Equation générale pour toutes les efpèces.

c(.y'^-\-&y'x-\-yyx''-\-<^x^'-ir-îy^-\-'(!^yx-irii]X^-^^y-'rix-{-^L= 0.

m. Eipèce. A:/y'— ( k-\-l)y'X-\-yx--\-ay^ -i-cy-^l?x~>rd=o.

I. kln' -i-(J<.-^l)rjin'-\-ni-ri^^O,o\xn{kln''-\-{k-^t)mn-\-rn''^^==0.

. en n a^ n^ /"/ ^^ n^ \

La fuppofition de «=o fatisfait à la première équation, &
non à la féconde. En égalant à zéro le fafteur double , on

trouvera —=—/&=

—

A;&,enfublHtuant,/^=— ^(c-\-~—^

& ^=-^ (c -H p^;^-,), ou bien^/ + cH- ^-^= o,

& /^ /t -4- c -1-
-Tx^yY^ = o ; équations qui ne peuvent avoir

lieu pour la troifième efpèce.

IV.Efpèce. kly^'— (k-irl)y''x-\-yx'-^ay^ -i-cy -+-^=0.

I n (kl n^->r(k-\-l) mn-\-m-) = 0,

n / a'- '.^ \

2 o = ~(cH -

).m \ ^ [n(^k-^l) + ^mYJ•

\.^ fuppofition de /z= o fatisfait aux deux équations , &
alors les ordonnées u font parallèles aux abfciffes x. Quant à

l'autre fafteur, il conduiroit à l'équation c H ^-—=0, qui
{k—iY ^

eft impoiTible pour cette efpèce.

V. Efpèce. kly^—(k-^l)y'x-\-yx'^ay^ Ûiji -H^=0.

I n (kln^-h(k-hi) mn-hm') =0.
n / — d'^ a'- h^ \

2 0=-( \-' 1.m\{k—iy („(A--|-/) + 2,;j)V

n tailant « = o , ou = —7- ou —-, on latisrait toujours
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aux deux équations de condition

,
puilque k n'eft pas = /.

D'ailleurs ilellvifibie qu'à caufe de n= o, les ordonnéesfont

parallèles à l'afymptote iur laquelle les x font comptés ; &
comme la forme à laquelle l'équation générale a été ramenée

pour cette efpèce, ne convient pas plus à l'une des afymptotes

qu'à chacune des deux autres , il s'enfuit que les ordonnées

"coupées également par les diamètres font parallèles à chacune

des afymptotes.

Equation générale pour toutes les efpèces.

VI. Efpcce. J^y}^y'-x -^-ax^'-^cy-^-bx+d^o.

j n^ (n k-\-m) == o.

, n 2 .j * h
*

2 ^^-C +——-.

La fuppofition de /2 = o ne peut fatisfaire , car a ne peut

être = o ; ni celle de -= -— -, puifqu'il en réfulteroit
m k ' '

.

xJ(}a^— k b— c=o, équation impoflible pour cette efpèce.

VII. Efpèce. }^y'^-^y^x -\-ax^-\-k(rk'a^—b)y-\-bx-\-d=o»

j
n- (nk-hm)= O.

2 b= —(tk'a'—b)-{ —.

Ici n= o ne fatisfait pas plus que dans la fixième elpèce
,

& pour la même raifon; mais -=— -fatisfait, puifqu'il en

réfulte b= b.

VÎII.
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Equation générale pour toutes les efpèces.

tLy''-\-èy^x-\-jyx--^rS'x''-\-iy^-\-^yx-\-i]x^-\-^y-\-ix->!-x==o.

/IILEfpèce. ^ky'-\-y'x ^cy-\-b^x-^d=o.

1. —kn'— /7z/z-===o, OM n^ (nk-\-m) ^=:^ o,

,, en i.o^m^
2 b'= 1 —

.

m n

La fuppofîtion de « = o peut fatisfaire, parce que la fé-

conde équation de condition devient /^==oH— ; équation

poffible, à caufe de la quantité indéterminée -. Mais la fuppo-

fîtion ùe n k -\- m = o ne fatisfait pas
,
parce qu'elle donne-

roit c= — kb^ f équation impoflible pour cette efpèce.

IX. Efpèce; —ky^'-^-y'x —kb^'y-k-b^'x-i-d^o»

I n'' (n k-hm) = o.

2 b'=— kb' --\- 2.0'—

.

m /2"

La fuppofîtion de /z = o fatisfait aux deux équations par la

même raifon que pour la huitième efpèce; mais , de plus,

n k-h m = o fatisfait aufll, puifqu'on en conclut b^ =^ b\

X. Efpèce. —ky'^-hy-x -\-cy— b-x-\-d=o.

L'équation qui convient à cette efpèce étant la même que
celle qui appartient à la huitième , à l'exception du figne de

b\ qui eil ici négatif, les réfultats feront les mêmes pour la

détermination des diamètres.

XI.Efpèco. —ky^'-\-y^x -\-kb'y—b-x-{-d=o.

Ce que je viens de dire de la dixième efpèce par rapport à

la huitième, s'applique à la onzième relativement à la neu-
vième.

EuLER , Introduclion à l'Anal, infin. Tome IL 3 Fff
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Equation générale pour toutes les efpèces.

XlI.Efpèce. —ky'^-hy'x , ~^cy -[-d=o,

I n^ (n k-\- m) =i o.

n 2. o^m"
i o=c. -H —

La fuppofition de «= o fatisfait
, parce que - étant indé-

terminé peut être= o ; mais celle de - = — k ne peut

fatisfaire, puifque c n'eft pas = o.

XIII ECpèce, —ky'^-\-y''x -^d=:0»

I , n^(n k -\- m)= o.

2 O = O. - H —

,

m n*

On peut faire ici ;z = o , & ^ = — k. L'une & l'autre

hypothèfe fatisfont.

XIV.Efpèce; y^
'

-hhxy -hax'-hcy -^d=o.

Cette efpèce ne peut avoir de diamètre que dans le cas de

n = o, comme il fera facile de s'en convaincre en transfor-

mant direftement l'équation qui lui appartient
,
pour la rendre

fufceptible d'un diamètre. La transformée, dans la fuppofition

de /2 = o , deviendra a m^u"— z amt u H- d= o; ce qui

donne deux valeurs pour u.

XV. & XVI. Quant aux équations qui repréfentent les courbes de la

Efpèces. quinzième & de la feizième efpèce, elles fe changent, par la

fuppofition de /z = o , en équations linéaires. Donc elles ne

peuvent avoir de diamètre.
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CHAPITRE XIII.

Art. 300. Pour connoître la nature & le nombre des

points rtiultiples qu'une courbe d'un degré donné peut avoir,

on s'aidera des principes fuivans : 1°. Une courbe de l'ordre n
ejl déterminée , lorfquelle ejl ajjujétie à pajfer par un nombre

I points. 1°. Une courbe de Vordre n ne peut ren-

contrer une courbe de l'ordre m en plus de m n points. La dé-
monftration de cette proportion fe trouvera ci-après page 42 1 .

Il fuit de là qu'une courbe du fécond ordre
,
par exemple ,

pouvant toujours palier par cinq points donnés, & ne pouvant
rencontrer une courbe de l'ordre m en plus de 2 m points , il

eft impoflible qu'une courbe de l'ordre m ait cinq points
,

dont les degrés de multiplicité faflent enfemble plus de
appoints. Ainfi une courbe du quatrième ordre ne peut avoir
quatre points doubles ; car la ligne du fécond ordre

, qui
pafleroit par ces quatre points doubles, & par un cinquième
point fimple de la courbe du quatrième ordre , la rencontre-
roit neuf fois ; ce qui eft impofTible

, puifqu'elle ne peut la

rencontrer que 2x4 ou 8 fois.

Par la même raifon, une courbe du cinquième ordre ne
pourroit, avec un point triple, avoir plus de trois points
doubles. On raifonnera d'une manière femblable pour les

courbes d'ordres fupérieurs.

De ce qu'on peut toujours faire paffer une ligne du troi-

fième ordre par neuf points , & qu'une courbe de cet ordre
ne peut rencontrer une courbe de l'ordre m en plus de
3 m points, concluons qu'une courbe de l'ordre m ne peut
avoir neuf points dont les degrés de multiplicité faffent en-
femble un nombre plus grand que 3 m. Ainfi une courbe du
cinquième ordre ne pourroit avoir plus de fîx points doubles;
une courbe du fixième ordre , qui ne peut avoir plus d'un
point quadruple , ne pourroit avoir avec ce point quadruple
plus de fix points doubles, ni avec deux points triples plus

3Fffij
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de cinq points doubles, ni même avec un point triple plus de

iept points doubles. Des concluions analogues auront lieu

pour une ligne du quatrième ordre, qu'on peut faire paffer

par quatorze points, Sz qui ne peut rencontrer une courbe de

l'ordre m qu'en 4 m points ; & pour une ligne du cinquième

ordre, qui, pouvant paffer par vingt points, ne pourroit ren-

contrer une courbe de l'ordre m en plus de 5 m points , Szc.

Il n'entre point dans mon plan de donner fur cet objet plus

de détails. Ceux qui en voudront davantage pourront consulter

VIntroduction à l'Analyfe des lignes courbes , par Cramer ; ou-

vrage intéreffant par fa grande clarté & par les exemples qui

s'y trouvent multipliés. Je confeille même à ceux qui vou-

dront approfondir la théorie des courbes , d'en joindre la lec-

ture à celle de l'ouvrage dont je donne ici la traduftion,

CHAPITRE XIV.

C E chapitre m'a paru avoir befoin de quelques éclair-

ciffemens. Pour procéder avec ordre, je les ferai précéder de

la définition des arcs ofculateurs. Deux arcs très-petits font

dits ofculateurs l'un à l'égard de l'autre , lorfque , dans toute

leur étendue, le rapport de la différence des appliquées cor-

refpondantes à chaque abfciffe commune aux deux arcs, eft à

l'égard des appliquées mêmes
,
plus petit qu'aucune quantité

donnée ; &, dans ce cas , les deux arcs font cenfés avoir la

même courbure. Mais pour que l'ofculation ait véritablement

lieu , il ne fuffit pas que les appliquées qui répondent à l'ex-

trémité de la très-petite abfciffe qu'on confidère aient la pro-

priété que je viens d'énoncer , il faut de plus que cette pro-

priété s'étende à toutes les autres appliquées comprifes entre

l'origine & l'extrémité de l'abfciffe en queftion. Cette défini-

tion adoptée , il eft aifé de voir que la parabole ordinaire ou
Apollonienne ^ dont le paramètre feroit = 2 a, eft la courbe

ofculatrice d'un cercle qui auroit a pour rayon , ou récipro-

quement. Car foit x la plus grande abfciffe commune aux
deux petits arcs, & y, { les appliquées correfpondantes du
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cercle & de la parabole; on aura
,
par la propriété du cercle,

y^=î a X— X- , & par celle de la parabole, {~= 2 a x.

Donc f=y--^x\ Sz\=y-\- — (en négligeant les termes

fuivans ,
qui font nuls par rapport à ceux-ci ). Donc

^
—y=.--— ; mais l'appliquéey & par conféquent l'arc étant

infiniment petits, x =—-, &7—y=—=-— . Donc la
i ' oc* L^ 2y oo-*.

différence des appliquées eft à ces appliquées mêmes dans un
moindre rapport qu'aucune quantité aflignable ; & comme la

mêm.e démonftration s'applique à tous les points intermé-

diaires de l'abrcifTe x^ il s'enfuit que les deux petits arcs cir-

culaires & paraboliques font , fuivant la définition que je

viens de donner, refpeftivement ofculateurs l'un à l'égard de
l'autre.

Soit à préfent une parabole d'un genre fupérieur
, qui ait

pour équation a"~'";v'"=j"; je dis que fi - > 2, cette para-

bole ne peut avoir à fon fommet pour courbe ofculatrice la

parabole ordinaire
,
quand même on fuppoferoit à celle-ci un

paramètre infini. En effet , l'éàuation précédente donne

a " X = y ; & , en quarrant , a " :c"==j^, ou,

. X= y\ Il faudroit donc
, pour que l'appliquée { de

71 — 2. nt

X "

la parabole ordinaire correfpondante à la même abfcifle x fût

271— 2 m
^ n

=y , que le paramètre de celle-ci= = oo , à caufe

de ;z > 2 m. Mais
,
quoique pour ce point les appliquées des

deux paraboles fe confondifTent, & que par conféquent leur

différence fût nulle par rapport à elles-mêmes , on auroit tort
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cependant d'en conclure que la même propriété a lieu pour

toutes les autres appliquées qui répondent aux abfciffes plus

petites. Car foit x' < j; une autre abfcifTe commune aux

deux courbes, Scj', ( les appliquées qui y répondent, on

aura ,
par la propriété de la première parabole, a " Ar'"=yy

& ,
par la propriété de la parabole conique , —_-. x' ^ = (,

X ""

X

Donc y '
\ '.'. X \ —-— :: x : x "

,- mais x : x

x~^^

peut être dans un rapport d'inégalité fi grand qu'on voudra.

Donc auffi j' : :f'peut être dans un tel rapport. Donc la diffé-

rence de {' à y ne peut être regardée comme nulle à l'égard

de
i

Se de y . Donc les deux arcs ne feront pas ofculateurs

l'un de l'autre , & ne peuvent par conféquent être confidérés

comme ayant la même courbure.

Si on fuppofe à préfent - -< 2 , mais >- i , la parabole

repréfentée par l'équation ût''~'"x"'=y" ne pourra non. plus

avoir à fon fommet la parabole ordinaire pour courbe ofcula-

trice ,
quand même on fuppoferoit à celle-ci un paramètre

X
o; car on trouvera , comme cl-deffus,——-. x=y\ Ainfî

pour que l'appliquée
i
de la parabole ordinaire fe confondît

avecjy, il faudroitque celle-ci eût un paramètre=——- = o,

a "

à caufe de n < 2 /w. Mais, pour une autre abfcifle x'

y

on aura , en défîgnant par y & par i les appliquées

i
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correfpondantes a " x " = y' S:. —-——x ^ = ^. Donc,

y '• \ '•'' o- X : -— . X :'. X : X .

Mais ce dernier rapport peut être tel qu'on voudra. Donc
auffi j' peut être à i

dans un rapport quelconque. Donc, dans

ce dernier cas , fuppofât-on à la parabole vulgaire un para-

mètre = o , les deux arcs ne feroient pas ofculateurs l'un de
l'autre.

Il fuit de ce qui précède
,
qu'aucune parabole , fi ce n'eft

la parabole conique, ne peut avoir à fon fommet le cercle

pour courbe ofculatrice
,
quand même on lui fuppoferoit un

diamètre infiniment grand ou infiniment petit. La courbure
de ces fortes de courbes à leur fommet n'eft donc nullement
comparable à celle du cercle. Il y a plus ; c'efl: que les cour-

bures de ces différentes courbes à leur fommet font d'un genre
tout-à-fait différent. Par exemple, prenons les deux équations

dans lefquelles je fuppofe - <! p Les paraboles qu'elles re-

préfentent ne peuvent être ofculatrices l'une à l'égard de
l'autre

,
quand même on fuppoferoit le paramètre a de la pre-

mière infiniment petit , ou le paramètre h de la féconde infi-

niment grand. Soit y une appliquée commune aux deux
courbes , & x l'abfcip^'e , on aura a''~'"x'"= y" , & /^*~V= j*.

Donc a " Ar" = i^*x% ou ___.=;c* ",• équation dans

laquelle, fi on fuppofe a: infiniment petit, a doit être infini-
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ment petit ou l> infiniment grand , à caufe de - > -. Mais

il n'y aura pas même dans cette hypothèfe une véritable of-

culation ; car (î on fuppofe deux appliquées j' & / corref-

pondantes à la même abfcifle x', on aura les deux équations

Donc

n — TJt m l-— l l J^ î jtt

y : î \\ a " x' "
: è '^

a:'
'', ou :: —_-: x ^ "

;

mais . _ -= x^ "
; donc y' :

i :: x'' "
: x'' "

y

rapport qui peut être tel qu'on voudra. Donc y'— î, ou la

différence des appliquées, ne peut pas être regardée comme
nulle à l'égard des appliquées mêmes ; doiic les arcs ne font

pas ofculateurs à l'égard l'un de l'autre , & ne peuvent être

confidérés par conféquent comme ayant la même courbure.

Puifque le fommet des différentes efpèces de paraboles

offre dans fa courbure une fi grande différence, il elï com-
mode & naturel d'eftimer la courbure des différentes efpèces

de courbes par celle des paraboles. Ceft à quoi on efl: par-

venu en transformant l'équation de chaque courbe , en rap-

portant à un nouvel axe les coordonnées , comme on l'a vu
PI. VIL art. loj , Fig. 55. L'équation réfultante efl, comme on

fait,

= At-\- B u^ C t- -\- D t u-irEir , Sic.

& on a vu comment , en rapportant cette dernière équation

à un axe pris fur la normale, on parvenoit à trouver, fuivant

la variété des conditions de l'équation , l'efpèce de parabole

ofculatrice qui convenoit à la courbe ; mais il ne faut pas

croire que ces paraboles de différente efpèce que l'on trouve

par
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par la méthode indiquée dans ce chapitre
, prouvent l'exif-

tence réelle de la courbe exprimée par l'équation primitive
,

& en faffent connoître les branches ; il faut feulement con-

clure de ces réfultats
,
que, fi la courbe exifte, elle a pour

courbe ofculatrice la parabole trouvée. Car il peut arriver

que la courbe & fa branche foient imaginaires en ce point
;

c'eft le cas d'un point conjugué. On peut rendre cela fenfible

par un exemple fimple. Suppofons qu'on foit arrivé à cette

équation

r' h - -f- -: = O.
a J* a*

•s'

En fuivant la méthode enfeignée , on négligeroit le terme -

qui difparoît devant les autres ; & il refteroit l'équation

qui renfermant deux racines réelles égales, favoir, / =0,

fembleroit annoncer dans la courbedeux branches qui feroient

embraffées par deux paraboles ordinaires qui fe confondroient

ici. Mais fi on en concluoit l'exiilence réelle d'un point

double, on fe tromperoit grofTièrement
,
puifqu'il n'y a réel-

lement dans ce cas qu'un double point conjugué ; ainfi que
le fait voir la réfolution de l'équation

a ri' li .6

r' H--4- 7=0,

qui donne r=-d=:-y^— i, quantité toujours imaginaire,

excepté dans le cas de / & * = o. La caufe du jugement

précipité qu'on auroit pu porter en cette occafion , & qui

auroit induit en erreur, vient de ce qu'on n'auroit pas eu

égard au dernier terme
,
qui ,

quoiqu'infiniment petit par

rapport aux autres, ne peut cependant ici être négligé, puif-

qu'il rend la courbe imaginaire en ce point. L'exemple fui-

vant n'eft pas moins propre à montrer combien on doit mettre

EuLER , Introduclion à l'Anal, injîn. Tome H. 3 G g g
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d'attention & de difcernement dans l'examen d'une expreffîon

algébrique. Soit propofée l'équation

a <!* a-'

En négligeant, comme à l'ordinaire, le dernier terme , on
trouveroit pour courbes ofculatrices deux paraboles ApoUo-
niennes

, qui fe réduiroient à une feule. On fait qu'il y a ,

dans ces courbes , deux branches qui répondent à une même
abfciffe ; l'une fituée d'un côté , & l'autre fituée du côté

oppofé. 11 fembleroit donc au premier apperçu, que la courbe
propofée auroit quatre branches , ou au moins deux , fituées

de cette manière. On auroit tort cependant de le croire ; car

fi on réfoud l'équation , on trouvera / = - =±: - - ^
,• ce

qui nous apprend que , du côté des appliquées pofitives , la

courbe n'a point de branches, & qu'au contraire elle en a

deux du côté des abfciffes négatives, qui forment une figure

telle qu'on la voit repréfentée Fig. 67 , comme il eft facile

de s'en aflurer en conftruifant l'équation /-= -=±='-5^. Cet

exemple fuffit pour démontrer invinciblement l'exiftence des

points de rebrouffement à bec, ou de la féconde efpèce, que
i'Hofpital avoit déjà reconnue

,
que de Gua avoit conteftée

depuis, & que d'Alembert a démontrée le premier. Il paroît

qu'à l'époque où Euler a compofé cet ouvrage, la queftion

n'étoit pas encore fuffifamment éclaircie ; mais il publia peu
de temps après un mémoire qui fe trouve parmi ceux de l'Aca-

démie de Berlin, année 1749, où il prouve d'une manière incon-

teflable que l'exiftence de ces fortes de points ne pouvoit
plus être révoquée en doute.

Au refte, après avoir obfervé que chaque parabole d'un
genre fupérieur avoit à fon fommet une courbure qui lui étoit

propre
, & qui ne pouvoit être comparée à celle de la para-

bole conique, il eft naturel de chercher quelle eft la nature
de la courbure de ces mêmes paraboles dans tout autre point.
Je donne, pour abréger, à l'équation générale des paraboles

1
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la forme fuivante a"~'/? = ^% n étant > i ; fi on prend les

coordonnées p ->r ty èz q -\- u, l'équation deviendra

ou, en développant le binôme,

Si on retranche cette dernière équation de la première , il

Teftera

ou

a!'-'t—nq''-'u-^n"^.q''-'u'—n!^.-~q^-^u'^—Scc. == o.

Comme z^' & les puiffances fupérieures de u difparoiffent

devant z/% lorfque t & u font fuppofés infiniment petits ,

l'équation fubfiftera entre les termes

a"~'i—nq^^'^u— n,
"~^

q''-^u^=so.

Mais comme l'équation de la parabole donne

la dernière deviendra

n p u n — i V u* n—l pu^
t n. .—= o , ou qt—npu— ji. .—«=0.

q ^ ?
^ 1 r 2 y

Pour tranfporter l'équation aux abfciffes prifes fur la perpen-
diculaire à la tangente, il faudra faire ( art. 306 ) ,

__—qr—np.s o —qs-\-n pr

3Gggij
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(
/ étant infiniment plus petite que s); ce qui donnera

,

— /' \/^(f-+- ny^) — n.
n—ip ,,=

OU

s i
n . n— l . p q

2

équation à la parabole ordinaire; d'où il s'enfuit que la cour-

bure des paraboles fupérieures dans tous fes points , excepté

au Ibmmet , ell de même nature que celle de la parabole

ordinaire, & qu'elle eft par conféquent comparable à celle du
cercle. Si on prend un point infiniment voifin du fommet,de
forte que /7 foit prefque nul à l'égard de q , l'équation devien-

dra s^= -~'^ [ . Si p eft du même ordre que q\ comme
n. ( n—l) p

' ' ^

dans la parabole conique , le paramètre de la parabole ofcu-

latrice fera fini ; fi ;? eft infiniment petit à l'égard de ^% ce

qui a lieu toutes les fois que n > i , le paramètre de la para-

bole ofculatrice deviendra infini. Mais fi ^ eft infini par rap-

port à ^-, ce qui arrive lorfque ;z < 2, le paramètre de la

parabole deviendra infiniment petit.

CHAPITRE XX.

On a vu, dans ce chapitre, qu'avec deux équations du

fécond ordre , on pouvoir conftruire des équations du qua-

trième degré ; qu'on pouvoir conftruire les équations du neu-

vième degré par les interférions de deux lignes du troifième

ordre, & celles qui ne pafl"ent pas le feizième degré, par les

interférions de deux lignes du quatrième : en un mot , que
,

par le moyen de deux courbes , dont l'une eft de l'ordre m , Se

l'autre de l'ordre /z^ an pouvoir conftruire toutes les équations

qui ne furpaflfent pas la puifi^ance m n. Cela eft fondé fur ce

que deux courbes, dont Tune eft de l'ordre m , & l'autre de

l'ordre n , peuvent fe couper en m n points , & jamais en plus
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de points; ou, ce qui revient au même, fur ce que deux
équations complètes, l'une du degré m, &: l'autre du degré /2,

qui renferment deux inconnues -v ^y ^ étant données, fi on
élimine une de ces inconnues , l'équation finale

,
qui ne contien-

dra plus que l'autre inconnue , fera du degré m n. La démonf-
iration générale de cette propofition fe trouve dans plufieurs

ouvrages , & je ne la donne ici que pour éviter au leéleur

qui ne la connoîtroit pas, la peine de la chercher ailleurs.

Soient deux équations complètes en ;c & en y , l'une du
degré m, & l'autre du degré n,- fi on fuppofe la première
réfolue par rapport à at, elle fournira un nombres de racines

a, h , c, d, &c. qui feront chacune des fondions de y ; fi on
fubfi:itue fuccefîivement ces valeurs de x dans la féconde

équation, on aura un nombre m d'équations en y. Mais,
comme l'équation finale doit évidemment renfermer toutes

les racines que les m équations en y ^ qui réfultent des
fubftitutions fucceflives ào. a ^b, c, d, &c. pour jc, peuvent
fournir, elle doit donc avoir pour faveurs ces m équations.

Elle aura donc pour un de (es, termes a!" . b" . c" . d" . &c. Or il

eft vifible que la plus haute puifl"ance de y fe trouve dans ce
terme ; mais comme dans la première équation , le produit

a. b. c. d. &c. exprime la quantité indépendante de x, il

efl: clair que ce produit ne contient point de termes , dans
lefquels y foit élevé à une puiffance fupérieure à m. Donc
aJ^.b". c". &c. ou (a. b. c.d.Sic.)", ne donnera point pour y
une puiffance fupérieure k m n. Donc l'équation finale en y
ne s'élèvera pas à un plus haut degré que celui qui efl: défigné

par mn.

CHAPITRE DERNIER DES SURFACES.

Il refleroit à déterminer les raj-ons de courbure des fur-

faces courbes; mais après ce qui a été dit dans ce Traité, fur

la nature de ces furfaces , & dans le chapitre XIV fur la

courbure des lignes courbes, cette quefliion ne peur plus pré-

fenter de difficulté réelle. Au relie , voici fur cela des
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éclairciffemens tirés du Journal des féances de l'Ecole nor-

qu'on retranche 1 équation qui en relulte de l'équation primi-

tive, tous les termes indépendans deA:',^^' & ^ difparoîtront,

& l'on aura une équation de cette forme :

î= P x -^ q
y' -{- r x'^ -\- s x'y' -\- t y ^ -\- &c ;

Pi q, f» ^} ^i ^c- étant des fondions connues des coordonnées

Xyy, &{, qui appartiennent au point que l'on confidère.

Mais l'équation générale d'un plan quelconque eft

1= A-\- B X H- Cy.

Si on change-dans cette équation ;j en :j' -f- •(^ a: en a: H- x ,

& j twy -\-y'3 on trouvera pour :[' cette autre expreffion :

:(^-= Bx -\- Cy' .

Comparant cette valeur de :['avec la première, on aura :

B= p ; C= q,

Ainfi on aura les valeurs de -^, ^ & C, & par conféquent la

pofition d'un plan tangent à un point quelconque de la fur-

face, au moyen des coordonnées de ce point. Rapportons à ce

plan les coordonnées de la furface, que nous fuppoferons tou-

jours perpendiculaires entre elles , & fixons au point de con-

taft l'origine des nouvelles coordonnées, en nommant x",y'

les coordonnées dans le plan tangent, &{"la coordonnée qui

lui eft perpendiculaire , & réduifant en férié la valeur de :('

d'une manière analogue à ce qui a été pratiqué pour les lignes

courbes , on arrivera à une valeur de {", qui fera de cette

forme :

('^ax'-\- bf'^ &c;

car, par la nature du plan tangent, les termes multipliés par

**^
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les premières puiffances de x" & àe y" doivent difparoître; &
d'ailleurs on peut choifir la pofïtion de l'axe des x" , de ma-
nière que le terme x'y" difparoiffe ; il eft vifîble que a, <^,&c.

font des fondions connues des coordonnées x , y &i. ^ à\i

point de contaft. Si on imagine par ce point un plan perpen-

diculaire à la furface , la feftion qu'il formera aura pour

coordonnées :[" & V :v'^+ y"%- & fi l'on défigne par R le

rayon ofculateur de cette feftion , on aura par la nature du
cercle:

^R

Soit a. l'angle que fait le plan coupant avec l'axe des x', on
auraj"= jc' rang, a; & les valeurs de ^"relatives à la feftion

& au cercle ofculateur, deviendront :

* I cal. it 1* l{cof.a.)* ^ 2 R. (coj.uy'

d'où l'on tire , en égalant , les deux valeurs de i,

^ n__
l

a.{co/:ccy + b{/!n.a.Y'

Si on fuppofe fucceffivement a = o , «=90% on trouvera

les rayons de courbure des ferions faites par le plan qui pafle

par l'axe des x , & par celui desjy' y & fi on les nomme r &
/ , on en conclura

, pour le rayon de courbure R de toute

autre feftion perpendiculaire à la furface :

R =
r'. (cof. a)» -{- r. (/n. a )»*

On voit par là qu'il fuffit d'avoir les rayons de courbure des

ferions perpendiculaires à la furface, qui paffent par l'axe des

x" ôz par l'axe des y", pour connoître le rayon de courbure

de toute autre feftion formée par un plan perpendiculaire
,

qui feroit avec l'axe des x" un angle quelconque a. On voit,

de plus, que le rayon de courbure fera un maximum ou un
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minimum , fuivant que le plan coupant paffera par l'axe desj"

ou par celui des x% déterminés comme on vient de le dire ;

parce qu'alors le dénominateur / (cof. uj'-i- r (fin. a)% ou
r -+- (/— r) cof. a\ fera le plus petit ou le plus grand pof-

fible. Au refte, on comprendra facilement que, comme dans

les lignes courbes il y a certaines irrégularités par rapport

aux points doubles & multiples en général , il y en aura auffi

de femblables dans les furfaces courbes. Mais mon objet n'eft

point ici d'entrer dans tous ces détails, pour lefquels le calcul

différentiel efl, finon abfolument néceffaire , au moins très-

commode. Ceux qui feront curieux de connoître ce qui a été

fait jufqu'ici fur les furfaces courbes & fur les courbes à dou-

ble courbure ,
pourront confulter le Traité du Calcul différen-

tiel & du Calcul intégral de Lacroix , ouvrage le plus complet

dans fon genre.

Fin DES Notes et Eclaircissemens.
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