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MEMOIRE

SUR

LES FONCTIONS DISCONTINUES,

Par M. G. DARBOUX,

MAITRE DE CONFERENCES A L’ECOLE NORMALE.

Jusqu’a 'apparition du Mémoire de Riemann sur les séries trigono-
métriques aucun doute ne s’était élevé sur I’existence de la dérivée des
fonctions continues. D’excellents, d’illustres géometres, au nombre des-
quels 1l faut compter Ampere, avaient essayé de donner des démons-
trations rigoureuses de 1'existence de la dérivée. Ces tentatives étaient
loin sans doute d’étre satisfaisantes; mais, je le répete, aucun doute
n’avait été formulé sur 'existence méme d’une dérivée pour les fonc-
tions continues ().

La publication du Mémoire de Riemann a décidé la question en sens
contraire. A I'occasion des séries trigonométriques, I'illustre géometre
expose ses idées surles principes du Calcul infinitésimal; il généralise,
par une de ces vues qui n’appartiennent qu’aux esprits de premier
ordre, la notion de l'intégrale définie; il montre qu’elle est applicable
2 des fonctions discontinues dans tout intervalle, et il énonce les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction, continue ou dis-
continue, soitsusceptible d’intégration. Ce seul fait, qu’il existe des fonc-
tions discontinues susceptibles d’intégration, suffit & prouver, comme
on le verra, qu’il y a des fonctions continues n’ayant pas de dérivée, et
cette conséquence des travaux de Riemann n’a pas tardé i étre admise
par les géometres allemands.

L’un d’eux, M. Hankel, a publié en 1870 les résultats de ses études

(*) Toutefois, quand ces recherches ont été communiquées & la Société Mathématique,
M. Bienaymé, en prononcant quelques paroles d’encouragement, a bien voulu déclarer qu’il
avait toujours fait des objections aux démons(rations d’Ampére et de Duhamel, et qu’il a tou-
jours pensé qu’une fonction continue n’a pas nécessairement une dérivde.
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sur le Mémoire de Riemann. Malheureusement les conclusions de son
travail ne sont pas irréprochables, etun géombtre distingué, M. Gilbert,
a fait aux démonstrations de Hankel “des objections qui pourrawnt
s’adresser aussi aux résultats. Le principe de la condensation des sin-
gularités de Hankel est énoncé d’une maniere trop absolue, et il est
regrettable que la mort n’ait pas laissé & cet excellent géombdire le
temps de reprendre les propositions qu’il avait données et de les limiter
en les mettant 2 ’abri de toute objection. Je me suis imposé le devoir
de revenir sur quelques-unes d'entre elles, et je crois les avoir mises &
I’abri de toute critique, sous la forme que je leur ai donnée.

Plus récemment, M. Schwarz, dans une Note insérée aux Archives
des Sciences naturelles, n° 189, 15 septembre 1873, et M. Gilbert, dans les
Bulletins de I’ Académie royale de Belgique (2° série, t. XXXV, n° 6), se
sont occupés du méme sujet. Je dois aussi signaler un travail tout ré-
cent de M. Klein, publié dans les Sizzungsberichte de la Société d’Erlan-
gen le 8 décembre 1873.

Dans le travail qu’on va lire, je reprends, en donnant tous les déve-
loppements nécessaires, la définition de l'intégrale définie d’aprés
Riemann, et je montre comment cette définition doit conduire & une
infinité de fonctions continues n’ayant pas de dérivée.

Laissant ensuite de coté la définition des fonctions continues comme
intégrales, j'expose quelques principes sur les séries dont les termes
sont des fonctions de la variable indépendante. Ces principes ont été
souvent appliqués par les géometres; mais, & mon sens, ils gagnent
beaucoup & étre mis en lumiere et exposés avec le degré de généralité
qui leur appartient. La théorie des séries permet ensuite de former di-
rectement une foule de fonctions continues qui n’ont pas de dérivée
pouruneinfinité de valeurs de la variable indépendante, comprises dans
tout intervalle ou méme qui n’ont de dérivée pour aucune valeur dela
variable.

Au risque d’étre trop long, j’ai (enu avant tout, sansy réussir peut-
étre, & étre rigoureux. Bien des points, qu’on regarderait & hon droit
comme évidents ou que I’on accorderait dans les applications de la
science aux fonctions usuelles, doivent étre soumis 4 une critique ri-
goureuse dans ’exposé des propositions relatives aux fonctionsles plus
générales. Par exemple, on verra qu’il existe des fonctions continues
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qui ne sont ni croissantes ni décroissantes dans aucun intervalle, qu’il
y a des fonctions discontinues qui ne peuvent varier d’une valeur a
une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.

On concoit qu'en présence de propositions aussi singuliéres on
éprouve le besoin d’apporterla plus grande rigueur dansles déductions
et de n’admettre que les propositions les mieux démontrées.

Ces recherches ont été communiquées a la Société Mathématique
dans les séances du 19 mars 1873 et du 28 janvier 1874.

I. — Des fonctions ct de la continuité.

Une fonction f(x) est dite bien déterminée quand 3 chaque valeur
de  correspond une valeur unique de f(z).

Il peut arriver qu’une fonction généralement bien déterminée de x
devienne indéterminée pour certaines valeurs x,, x,, @,,... de la va-
riable z. Alors il faut compléter la définition de la fonction en assignant
les valeurs qu’elle prend pour z = z,, x = «,,..., ¢’est-d-dire en défi-
nissant

.f(xo)’ f(xl)’ f(x;),

Cette définition peut se faire d’une maniére arbitraire. Dans la plupart
des cas on effectue cette détermination de maniere A conserver & la fonc-
tion certains caracteres tels que la continuité, la propriété de rester
finie, etc.; mais, & considérer les choses d’une maniere rigoureuse, une

fonction, telle que
x*— a?
xr— a ’

n’a aucune valeur pour x =a; les opérations qu’il faut faire pour
trouver la valeur de la fonction n’ont plus aucun sens lorsque z = a.
De méme

RUR

z -
— €
Ve
n’est pas bien déterminée pour x = o, y = o, et I’on peut convenir 4
I’avance qu’elle aura une certaine valeur A pour z = y = o.
Les remarques précédentes ne sauraient étre contestées dans le cas

des fonctions discontinues; mais nous avons & prévenir une objection
8.
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qui pourrait étre adressée dans le cas des fonctions continues. Soit, par

exemple, la fonction
xﬂ_ a2
xr —a ’

qui est indéterminée pour z = a. On pourrait prétendre que la valeur
pour z = a doit étre la limite vers laquelle tend la fonction lorsque

se rapproche de a.
Mais si nous prenons une-de ces fonctions que présente le Calcul

intégral, et qui sont définies par les propriétés
8 q

o(z)=1, lorsque x estdifférent de «,
9o(a)= A,
. \ . . , xt—at
nous voyons que le produit ¢(x) (2 -+ a) sera toujours égal & ——

x étant différent de a, et il tendra, lorsque x se rapprochera de a, vers
la limite 2a, différente de sa vraie valeur 2Aa pour x = a.

Il existe donc des fonctions qui tendent vers une valeur limite quand
x s’approche d’un nombre fixe x,, mais qui pour z = x, ont une va-
leur différente de la valeur limite.

A Texemple de M. O. Bonnet, nous définirons la continuité d’une
fonction f () de la maniere suivante :

Une fonction f(«) est dite continue, pour la valeur x = z,, quand
on peut prendre 4 assez petit pour.que I'on ait

Sl 6h) — f(a) e

en valeur absolue, 6 pouvant prendre toutes les valeurs positives plus
petites que 1, et ¢ étant aussi petit qu’on le veut.

Quand une fonction n’est pas continue pour la valeur z, de «, il peut
arriver que f(x, + £) ait pour limite f(x,) quand % tend vers zéro seu-
lement par des valeurs positives ou, dans d’autres cas, seulement par
des valeurs négatives. Cette remarque est importante pour la définition
qui va suivre.

On dit qu'une fonction est continue dans un intervalle (x,, «,),
ol z, < x,, quand elle est continue pour toutes les valeurs de = com-
prises entre x, et a,, et qu’'on a, en outre,

Umf (@ + h)=f(a), limf(z,—h)=f(z),
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lorsque 4 tend vers zéro par des valeurs positives. Ces derniéres condi-
tions sont satisfaites si la fonction est continue pour les valeurs x,,

x, de x.

TagorimE I. — Etant donnée une fonction f(x), qui reste comprise,
guand x prend les valeurs x,, x, et toules les valeurs intermédiaires, entre
deux limites fixes A et B, on peut assigner deux nombres M, m donnant
liew aux propridtés suivantes : M est supérieur ou égal aux diverses valeurs
de la fonction, etily a au moins une valeur de la fonction supérieure a
M — ¢, e étant aussi petit qu’on le veut. De méme m est inférieur ou égal
a toutes les valeurs de la fonction, et il y a au moins une valeur de la fonc-
tion inferieure & m —+ . '

Considérons, en effet, U'intervalle (A, B), et divisons-le en n parties,
en intercalant n — 1 nombres X,, X,,..., X,—,,

A, X, Xy,een, X, B

S’'il n’y a pas de valeur de la fonction inférieure 2 X;, ou supérieure
a X4, nous pourrons substituer 'intervalle (X, X,) & U'intervalle (A, B).
Divisons de méme l'intervalle (X;, X), et continuons ainsi indéfini-
ment. Nous obtiendrons ainsi une suite d’intervalles tous compris les uns
dans les autres et tendant vers un intervalle limite (m, M), qui possé-
dera évidemment les propriétés indiquées dans I’énoncé du théortme.
Cet intervalle peut étre (A, B) si, 2 chaque opération, il n’y a pas ré-
duction dans la longueur totale de I'intervalle.

Si la fonction est discontinue, M et m ne sont pas nécessairement des
valeurs particulieres de la fonction. Par exemple, la fonction

y=uw=, pour z différent de 1,
y=o, pourz=r,

a 1 pour limite maximum quand « varie de o & 1; elle ne devient ja-
mais égale a 1.

Nous appellerons M la kmite maximum, m la limite minimum de la
fonction dans I'intervalle donné. La différence positive ou nulle M — m
s’appellera, d’apres Riemann, V'oscillation de la fonction dans I'inter-
valle donné.

L’énoncé du théoreme précédent indique que la fonction doit de-
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meurer comprise entre deux limites A, B. Il ne suffit pas, pour qu'il en
soit ainsi, que la fonction /(«) demeure finie pour toute valeur de a
comprise dans I'intervalle ou égale aux valeurs extrémes.

Par exemple, la fonction définie par les équations

I o .
y= pour z différent de zéro,
y=o0, pourz=o,

ne devient pas infinie dans I'intervalle (o, 1); elle ne reste pas non plus
comprise entre deux limites fixes.

TatorimE 1I. — Etant donnée une fonction de x finie et continue
dans Uintervalle (x,, x,) lorsque x variera de x, a x,, f(x) passera au
moins une fois par toutes les valeurs intermédiaires entre f(x,) et f(x, ).

Soient £ une quantité intermédiaire entre /' (z,) et f(z,) et posons
9(x)=f(2)=k;

1l est clair que ¢ (x,) et ¢(x,) sont de signes contraires. Tout revient
donc & démontrer que, si deux nombres substitués dans le premier
membre d’une équation donnent des résultats de signes contraires, ils
comprennent au moins une racine de I’équation. Ce théoréme a été
établi d’'une maniere rigoureuse par Cauchy dans la Note IIT de I'Ana-
lyse algebrique.

La propriété précédente a été souvent prise pour la définition des
fonctions continues. Il existe cependant, nous le verrons, une classe de
fonctions discontinues qui ne peuvent varier d’une valeur 4 une autre,
sans passer par toutes les valeurs intermédiaires et, par conséquent, la
propriété qui constitue le théoreme précédent n’est pas caractéristique
des fonctions continues.

Trgorime lIl. — Etant donnée une fonction de x finie et continue dans
Uinteryalle (a, b), ceite fonction atteint ses limites maximum et minimum
pour une ou plusieurs valeurs de x comprises dans I'intervalle, et par con-
séquent elle passe par toutes les valeurs intermédiaires entre M et m.

La démonstration que j’ai donnée du théortme analogue pour les
fonctions de deux variables (Bulletin des Sciences mathématiques et as-
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tronomiques, t. 111, p. 307), s’applique sans difficulté aux fonctions
d’une seule variable.

D’apres la définition des limites maximum et minimum M et m, la
fonction prend des valeurs supérieures 8 M — ¢ et inférieures & m +¢.
Puisque la fonction est continue, elle passe done, quand « varie dans
intervalle, par toutes les valeurs intermédiaires entre M — ¢ et m —+¢,
et, comme ¢ est aussi petit qu'on le veut, il est ainsi'démontré que la
fonction prend toutes les valeurs intermédiaires entre Met m. 1l n’y »
doute que pour M et 7. Examinons M.

Décomposons 'intervalle (@, &) des valeurs de  en deux intervalles
égaux (a, ¢), (¢, b),je dis que dans I'un au moins de ces intervalles la
limite maximum sera M. En effet, siles deux limites étaient M’, M”, plus
petites que M, la fonction ne prendrait pas dans Uintervalle (a, b) les
valeurs comprises entre M et le plus grand des deux nombres M’, M".
Donc I'une au moins des limitesM’,M” est égale & M. Soit, par exemple,
(a, c) I'intervalle dans lequel s’est conservée la limite maximumj si elle
est la méme dans les deux, on choisira arbitrairement. Décomposons de
méme (a,c)en deux parties égales, et répétonsles mémes raisonnements.
En continuant indéfiniment, nous aurons une suite d’intervalles tous
compris les uns dans les autres et tendant vers zéro, pour lesquels la
limite maximum sera toujours M. Les limites inférieures de ces inter-
valles sont constantes ou croissantes; de méme les limites supérieures
sont constantes ou décroissantes. Soit aleur limite commune; ellejouira
évidemment de la propriété que dans tout intervalle (& — A, o + A);
la limite maximum de la fonction seraM, quelque petit que soit . Donc
il y aura une valeur de & comprise dans cet intervalle

az=0h,

pour laquelle on aura
M —flat0h)<e.

D’autre part, on peut prendre % assez petit, la fonction étant continue,

our que
penre fla0h) — fla)<e,

en valeur absolue. Donc on peut démontrer que ’on a

M'——f(oc)<ée,
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en valeur absolue. Done
Sla)=M.

Le raisonnement se ferait a peu pres de la méme maniere si « était
une des limites extrémes a, b de I'intervalle primitif.

[l s’applique aussi 2 la limite minimum m, qui devient, au signe
pres, la limite maximum si 'on change le signe de la fonction.

II. — Division des fonctions discontinues en deux classes.

D’apres ce qui précede, étant donnée une fonction continue ou dis-
continue /() dans un intervalle quelconque (a, &), il y a lieu de con-
sidérer trois nombres, la limite maximum M, la limite minimum m et
Voscillation A= M — m dans I'intervalle considéré. Nous présenterons
d’abord quelques remarques sur ces trois nombres.

Supposons que I’on considere, au lieu de I'intervalle (@, ), un autre
intervalle («,, x,) compris dans (a, b), c’est-a-dire tel que I’on ait

xS a, xZbh.

Il est clair que la limite maximum M’ dans le nouvel intervalle ne peut
étre supérieure a M; de méme la limite minimum 72" ne peut étre infé-
rieure 4 7. On a donc

MM, m'Im, AZA,

Soient de méme (a, ¢), (¢, b) deux intervalles consécutifs donnant I'un
les nombres M, m, A, 'autre M', m’, A" et soit (z,, #,) un nouvel inter-
valle compris dans (a, ), mais tel que I'on ait

xo < ¢ x5

ce nouvel intervalle empiete donc sur les deux premiers. La limite
maximum dans (x,, 2,) sera au plus égale au plus grand des deux nom-
bres M, M'; de méme la limite minimum sera supérieure ou égale au
plus petit des nombres m, m’; enfin I’oscillation sera au plus égale a la
somme A + A’ des oscillations dans les deux intervalles consécutifs
(a, c), (¢, b). '

Cela posé, considérons une fonction quelconque f(«), définie dans
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un intervalle (a, &) et assujettie & rester comprise entre deux limites
fixes A, B. Les oscillations de la fonction dans tout intervalle compris
dans (a, b) seront évidemment finies et inférieures 2 B — A.

Intercalons, entre g et b, n — 1 valeurs ,, @,,..., Zn_, €t posons pour
abréger

& — a=20, x,—x.:c?z,..., 5—2}—-(:6:‘-

Nous formerons ainsi » intervalles, et nous désignerons par M;, m;, A;
lalimite maximum, lalimite minimum et ’oscillation dansle 7™ inter-
valle. Formons les trois sommes

M=1\La|+ Mzaz +...+ M"au,
LM =m0, + M0y 4. ..~ M0y,
A =A1 6\1+A26\1 “+...+ A,,a,.,

entre lesquelles existe la relation identique
A=M—m.

Je dis que, lorsqu’on prendra n suffisarhment grand, ct que tous les in-
tervalles o tendront vers zéro, les trois sommes précédentes, quelle que sout
la_fonction considérée, continue ou discontinue, tendront chacune vers une
limite finie et déterminée, ne dépendant que de la nature de la fonction
et des valeurs extrémes a, b qui limitent I’intervalle considere.

Pour le démontrer, supposons qu’on passe d’un systeme d’intervalles
d; & un autre en subdivisant tous les intervalles 0;, qu’on intercale par
exemple, entre a etx,, p — 1 valeurs y,, ¥,,..., ¥~ de z, puis, entre z,
et x,, ¢ — 1 valeurs z,, 2,,..., 5,, de =, et ainsi de suite. Il est facile de
démontrer que, dans le nouveau systeme d’intervalles, les sommes M, A
deviendront plus petites ou resteront constantes, et que 7,2 ne pourra
que rester constante ou augmenter. Pour fixer les idées, prenons M. La
démonstration se ferait de la méme manitre pour m. Pour A, elle ré-
sulte de la relation identique écrite plus haut entre m, M et A.

Appelons df, 02,..., o7 les p intervalles dans lesquels se décompose
'intervalle d, : on aura

'

S ==0! 482 4...+0r.

Désignons par M’ la limite maximum dans'intervalle ¢’,. Le termeM, d,

de M devra étre remplacé, quand on aura subdivisé les intervalles, par
Annales de I’Ecole Normale. 2° Série. Tome III. 9
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la somme
M, ...t MR 32
Or, d’apres une remarque déja faite, les maxima Mi,..., M7 sont tous
égaux ou inférieurs & M, : on a donc
M3, + M8t +...- MEO=M, (¢, +...+ d7),
?Mlsl,

Ainsi chaque terme M, 8, de M est remplacé, dans la somme relative au
nouveau systeme d’intervalles, par une suite de termes dont la somme
est au plus égale au terme qu’ils remplacent. Donc, dans toute subdi-
viston des intervalles, quelque lovn qu’on la continue, M ne peut que rester
constante ou diminuer. Elle a donc nécessairement une limite.

On verra de méme que la somme 7 a une limite vers laquelle elle
tend en croissant sans cesse, et par conséquent la somme A qui est
égale & M — m décroit constamment et a aussi une limite égalea la dif-
férence des limites de M et de 7. Il ne reste plus qu'a démontrer que
ces trois limites demeurent toujours les mémes, de quelque maniére que les
intervalles tendent vers zéro.

A cet effet, nous commencerons par résoudre la question suivante :

Soient

Oty O2seney On
un systeme d’intervalles, et
M=Md+...+ M0,
la somme M correspondante. Prenons un second systeme d’intervalles
&y Oy &,

tel que le plus grand des intervalles ¢ soit inférieur au plus petit des
intervalles ¢ divisé par un nombre entier ~. Alors on aura, quels que
soient « et les indices f3, .

et soit

la valeur de la somme M correspondant & ce nouveau systeme d’inter-
valles. Proposons-nous de trouver une limite supérieure de la diffé-
rence M' — M: nous entendons par la non une limite supérieure de la
valeur absolue, mais simplement un nombre supérieur 2 M' — M.
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Soient .
A, Xy, Xageery Tn_y, b,
Ay ¥y Paseees Vp—is b
les deux suites devaleurs de 2 déterminant, la premikre les intervalles ¢,

N N
o= —a, 0,

Il

Zo— Zrye v oy
la seconde les intervalles ¢,
di=yi—a, O,=9— Y- ..
En intercalant ces deux suites entre a et b, on aura une nouvelle
suite
Ay Yiy Yayevvr Vs Biy Voriseovs Yoy Tay Vodtse- s Yoo &ay Yowrse -5 b,

et il est clair que, les intervalles ¢" étant tous plus petits que les inter-
valles &, entre deux valeurs consécutives de y ne peuvent se trouver
deux valeurs de «. Il peut arriver que z, = y, ou x, = y,, mais cela
ne changera rien aux raisonnements. On a

0=, — a = Y —a-+ Yy — Y oo Y=+ T Y
0 =X — X =Yyt — Xy~ Yz — Yt oo -+ 21— ¥,

3=y — Xy == Yuqi— Lo~ v ve i ~“+... -+ L3 — Yo,

et par suite

M=(y —a )M+ (r—py)M-+.. .+ (2.—y.)M

F (Ppr— X )Mo oo —+ (22— )M,

F (Yo — X)) Ma+ + (25— yq ) M

e e e e e e e e e e ,
W=(y —a)M, +(—p)M,+. .. +(z.—p.)M,_,,

-+ (yl*_,_,--x,)M;’Hq— ................ “+ (22— 7 )M,

A (P —Z)M + (23— y, )M,

e et e e e e e e e R

M—M=( —a)M, —M)+.. . +(z— )M, — M)

+ (Ppr— 2) (M, — M) + .+ (20— ) (M, — M)
(P — &) (Mo — M) +. o+ (2— g7 ) (M, — M)
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Il est clair que tous les termes de cette somme correspondant a des
intervalles tels que y, — a, y, — ¥, compris entierement entre a et z,,
entre x, etx,, ne peuvent étre que nuls ou négatifs. En effet, en vertu
d’une remarque déjh faite, les intervalles &, %,..., 8, par exemple,
étant tous compris dans I'intervalle 9, les limites maxima M',..., M,
sont inférieures ou au plus égales 2 M,. On a donc

M — ME (20— y) (M, — M) + (P — 2) (M}, — M)
+ (#r— ) (Ml — M) + (s — ) (M, — M)
(@ — yo) (M, — Ma) + (9o — @) (Mo, — My)

............................................

Orchacunedes différences M,,, — M,, ... estinférieure, en valeur absolue
et en signe, 4 la différence B — A entre les deux membres qui compren-
nent toutes les valeurs de la fonction dans I'intervalle (@, ); on a donc

M — M << (e + Orr = O+ . .) (B — A);

or

f 8| ! 8, ’ 8
61L-}-x< TL’ 3V+x <—l;, a?+’< T:’
done

Il résulte de cette inégalité que la différence M’ — M, si elle est posi-
tive, est inférieure & un nombre qui tend vers zéro quand A grandit
indéfiniment. Par un choix convenable de A, elle pourra étre rendue
plus petite que tout nombre donné.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition que nous avons
énoncée. Supposons que I’on parte de différents systemes d’intervalles
et que, dans chaque systeme, on fasse tendre tous les intervalles vers
zéro, en subdivisant, comme il a été indiqué, les intervalles & Iinfini.
Nous avons démontré qu’il y a une limite pour la somme M, dans
chaque mode de subdivision : je dis que toutes ces limites sont égales.

En effet, soit p. la limite de M dans un premier systeme de division;
soit p’ la limite dans un autre systeme. Si ces deux limites ne sont pas
égales, on aura p’ > p par exemple.
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Cela posé, dans le systeme d’intervalles correspondant & la limite 4.,
on peut prendre le nombre d’intervalles assez grand pour que la somme
M correspondante satisfasse aux inégalités

p<M<p+ oy

alors, dans le systeme d’intervalles correspondanta la limite p’,"toutes
les sommes M’ seront supérieures a 1.’ et par conséquent a M. Supposons
que I'on ait poussé assez loin la division des intervalles pour que tous
les intervalles correspondant 3 la somme M’ soient plus petits que les
intervalles correspondant & M divisés par 2. On aura
M—-—M<Z (_Ii_'ﬂ]_}—_A) .
h

Ainsi on pourrait rendre la différence positive M’ — M inférieure & tout
nombre donné en prenant 4 suffisamment grand. Cela est évidemment
impossible si p'> p, puisque la somme M’ est supérieure 2 p’ et la
somme M inférieure & p. + ¢. Donc

M—M>p—p—o,

et comme on peut prendre ¢ aussi petit qu'on le veut, on voit que
M’— M devrait demeurer supérieur a4 un nombre déterminé. Donc
p/ ne peut étre différent de p.

Ainsi, quel que soit le systeme primitif d’intervalles, si on le subdi-
vise & I'infini d’une maniere quelconque, pourvu que tous les intervalles
tendent vers zéro, la somme M tendra toujours en décroissant vers une
limite parfaitement déterminée p.

Pour compléter notre démonstration, il importe de remarquer qu’on
ne fait pas toujours tendre les intervalles vers zéro par le mode de sub-
division qui a été indiqué. Par exemple, on peut diviser P'intervalle
(a, b) en n parties égales, puis en n + 1, puis en n -+ 2, et ainsi de
suite. Il importe d’examiner tous ces cas; mais ici la discussion devient
treés-simple. ’

La somme M relative a tout systeme d’intervalles est évidemment
supérieure & p.; car, si I'on part de ce systeme d’intervalles en le subdi-
visant, la somme M, d’aprés ce qui a été démontré, tend vers p. par des
valeurs décroissantes. Il suffit donc de démontrer que, lorsque tous les
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intervalles tendent vers zéro d’'une maniere quelconque, elle finit par

différer de p d’aussi peu qu’on le veut.
A cet effet, nous avons vu qu’en partant d’un premier systéme d’in-
tervalles et en le subdivisant & I'infini on peut obtenir un systeme

d’intervalles pour lequel on ait
M<p—+o,

o étant aussi petit qu’on le veut. Dés que I'on aura tout autre systeme
d’intervalles tous plus petits que les intervalles correspondant 2 M,
divisés par %, la somme M’ correspondante sera plus petite que

(b—a)(B—A) (b—a)(B—A)

M+ 7 Y el e S

I . . .
Comme on peut rendre o et 7 aussi petits qu'on le veut, on voit que la

somme M se rapprochera toujours de p., quels que soient les modes
de division adoptés, pourvu que tous les intervalles tendent vers zéro.

Nous sommes maintenant en mesure de donner, en toute rigueur, la
définition de I'intégrale définie d’apres Riemann; mais, dés & présent,
nous pouvons diviser en deux grandes classesles fonctions discontinues.
Nous venons de démontrer que les trois sommes

M= 6|M| ~+...-+ 5nM,.,
m=0,m ...+ 0umm,,
A =D, +...4+3,D,

tendent vers des limites finies et déterminées quand tous les intervalles
tendent vers zéro. Nous pouvons appeler ces limites M, 7245, A
Ona
Ap =M — ma.
Il est clair que la nature intime de la fonction dépend surtout de la
limite Aab-
Pour une premiere classe de fonctions, on aura

A= o, Ms= Mas;

pour la deuxieme classe, A, sera en général une fonction de a et de b,
différente de zéro.
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Riemann a fait connaitre un caractere simple qui permet de recon-

naitre si la somme '
A:81D1 +.. -+6,.Dn

tend vers zéro. Prenons une quantité ¢ fixe, mais aussi petite qu'on le
voudra. Pour que la somme A tende vers zéro, il faut et il suffit que la
grandeur totale des intervalles pour lesquels Ioscillation est plus grande
que ¢ tende vers zéro quand n augmente indéfiniment.

Cette condition est nécessaire. En effet, si elle n’est pas remplie, la
contribution des intervalles ol I’oscillation est plus grande que ¢ a la
somme A sera plus grande que leur longueur totale / multipliée par o;
et, comme / ne tend pas vers zéro, A sera toujours plus grand que /s et
ne tendra pas vers zéro. -

Elle est suffisante; car, si elle est remplie, la contribution des inter-
valles ol D'oscillation est plus grande que o sera plus petite que
{(B—A). D’ailleurs, la grandeur totale des autres intervalles étant plus
petite que (b — a), on aura

ALIB— A)+ a(b—a),

! tendant vers zéro et o pouvant étre pris aussi petit qu’on le veut; on
peut démontrer ainsi que A, est inférieur & tout nombre positif aussi

petit qu’on le veut. Donc
Aagz o.

Il importe de remarquer que, dans les démonstrations précédentes,
nous avons supposé a < b. Si a était plus grand que b, on arriverait de
méme i une limite, en intercalant des quantités décroissantes x,, %, ...,

Ln—1y
A, Ty Zzyee.y Tney b

On aura ainsi deux limites égales et contraires suivant le sens dans
lequel on supposera parcouru un intervalle; on aurait
Ma!a = — zwbtz; Aab _— Aba,

et, en général,
Mac = Mab +M bey Aab = Aac -+ Ac&:'u-
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IIT. — Définition de U'intégrale définie.

Soit f(«) une fonction continue de  qui reste comprise, quand
varie de @ A b, entre deux nombres fixes A, B et prenons entre a et b
une série de valeurs x,, @s,..., @,;, rangées par ordre de grandeur.
Désignons toujours @, —a par d,; x,—x, par dy,..., et solent en
outre 8,, 6,,..., 6, des nombres positifs, inférieurs ou égaux a I'unité.
Considérons la somme

Z=0,f(a~+0,0,)+ & f (2 + 020:) +. ..+ 0pf(Znor + 0n0).

Il est clair qu’elle dépend & la fois du choix des intervalles J' et des
quantitésg. Examinons d’abord comment elle varie quand on donne aux
g tous les systemes possibles de valeurs.

Désignons par M;, m; les limites maxima et minima de la fonction
dans le %™ intervalle. Le terme 3,/ (x; + 6., s, ) demeurera compris
lorsque 0., variera entre &; M; et 0;m;, et il s’approchera autant qu’on
le voudra de 'une ou de 'autre de ces quantités. Donc la somme 2 de-
meurera comprise entre les deux sommes

M=0M +...4+ M,

m=0om +...~+ S,Mmy,

dont elle pourra s’approcher autant qu’on voudra.

Done, si 'on suppose que tous lesintervalles dtendent vers zéro, leur
nombre augmentant indéfiniment, pour que la somme 3 ait une limite,
quels que soient les§, il faut et il suffit que les limites de M et de 7 soient
égales, et par conséquent que 'on ait

Mnb = My}, Aab = 0.

*

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que la somme 3 ait une
limite, c’est que la grandeur totale des intervalles dans lesquels les oscilla-
tions sont plus grandes que ¢ tende vers zéro quand tous les intervalles
tendent vers zero, ¢ élant fixe, mais aussi petit qu’on le veut.

Si cette condition est remplie, la limite de = est dite I'intégrale de

















































































