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MÉMOIRE
SUR

LES FONCTIONS DISCONTINUES,
PAR M. G. DABBOUX,

M A I T R E DE C O N F É R E N C E S A L ' É C O L E N O R M A L E .

Jusqu'à l 'apparition du Mémoire de Riemann sur les séries trigono-
métriques aucun doute ne s'était élevé sur l'existence de la dérivée des
fonctions continues. D'excellents, d'illustres géomètres, au nombre des-
quels il faut compter Ampère, avaient essayé de donner des démons-
trations rigoureuses deTexistence de la dérivée. Ces tentatives étaient
loin sans doute d'être satisfaisantes; mais, je le répète, sîucun dou te
n'avait été formulé sur l'existence même d'une dérivée pour les fonc-
tions continues.^ ).

La publication du Mémoire de Riemann a décidé la question en sens
contraire» A l'occasion des séries trigonométriques, l'illustre géomètre
expose ses idées sur les principes du Calcul inûriitésimal; il généralise,
par une de ces vues qui n'appartiennent qu^aux esprits de premier
ordre, la notion de l'intégrale définie; il montre qu'elle est applicable
à des fonctions discontinues dans tout intervalle, et il énonce les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction, continue ou dis-
continue, soit susceptible d'intégration. Ce seul fa i t , qu'il existe des fonc-
tions discontinues susceptibles d'intégration, suffit à prouver, comme
on le verra, qu'il y a des fonctions continues n'ayant pas de dérivée, et
celte conséquence des travaux de Riemann n'a pas tardé à être admise
par les géomètres allemands.

L'un d'eux, M.Hankel, a publié en 1870 les résultats de ses études

( ' ) Toutefois, quand ces recherches ont été communiquées à la Société Mathématique,
M. Bienaymé, en prononçant quelques paroles d'encouragement, a bien voulu déclarer qu'il
avait toujours fait des objections aux démonstrations d'Ampère et de Duhamel, et qu'il a tou-
jours pensé qu'une fonction continue n'a pas nécessairement une dérivée.
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58 G. DARBOUX.

sur le Mémoire de Riemann. Malheureusement les conclusions de son
travail ne sont pas irréprochables, etun géomètre distingué, M. Gilbert,
a fait aux démonstrations de Hankel des objections qui pourraient
s'adresser aussi aux résultats. Le principe de la condensation des sin-
gularités de Hankel est énoncé d 'une manière trop absolue, et il est
regrettable que la mort n'ait pas laissé à cet excellent géomètre le
temps de reprendre les propositions qu'il avait données et de les l imiter
en les mettant à l'abri de toute objection. Je me suis imposé le devoir
de revenir sur quelques-unes d'entre elles, et je crois les avoir mises à
l'abri de toute critique, sous la forme que je leur ai donnée,

Plus récemment, M. Schwarz, dans une Note insérée aux Archives
des Sciences naturelles^0 189, i5 septembre 1873,etM.Gilbert , dansles
Bulletins de l'Académie royale de Belgique (^e série, t. XXXV, n° 6), se
sont occupés du même sujet. Je dois aussi signaler un travail tout ré-
cent de M. Klein, publié dans les Sitzungsbericîzte de la Société d'Erlan"
gen le 8 décembre 1873.

Dans le travail qu'on va lire, je reprends, en donnant tous les déve-
loppements nécessaires, la définition de l'intégrale définie d'après
"Riernann, et je montre comment cette définition doit conduire à une
infinité de fonctions continues n'ayant pas de dérivée.

Laissant ensuite de côté la définition des fonctions continues comme
intégrales, j'expose quelques principes sur les séries dont les termes
sont des fonctions de la variable indépendante. Ces principes ont été
souvent appliqués par les géomètres; mais, à mon sens, ils gagnent
beaucoup à être mis en lumière et exposés avec le degré de généralité
qui leur appartient. La théorie des séries permet ensuite de former di-
rectement une foule de fonctions continues qui n'ont pas de dérivée
pour une infinité de valeurs de la variable indépendante, comprises dans
tout intervalle ou même qui n'ont de dérivée pour aucune valeur delà
variable.

Au risque d'être trop long, j'ai tenu avant tout, sans y réussir peut-
être, à être rigoureux. Bien des points, qu'on regarderait à bon droit
comme évidents ou que l'on accorderait dans les applications de la
science aux fonctions usuelles, doivent être soumis à une critique ri-
goureusedans l'exposé des propositions relatives aux foïîctïonsles plus
générales. Par exemple, on verra qu^il existe des fonctions continues
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qui ne sont ni croissantes ni décroissantes dans aucun intervalle, qu'il
y a des fonctions discontinues qui ne peuvent varier d'une valeur à
une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.

On conçoit qu^en présence de propositions aussi singulières on
éprouve le besoin d'apporter la plus grande rigueur dans les déductions
el de n'admettre que tes propositions les mieux démontrées.

Ces recherches ont été communiquées à la Société Mathématique
dans les séances du 19 mars 1873 et du 26 janvier 1874.

I. — Des fonctions et de la continuité.

Une fonction f (^) est dite bien déterminée quand à chaque valeur
de x correspond une valeur unique de/'(^).

Il peut arriver qu^une fonction généralement bien déterminée de oc
devienne indéterminée pour certaines valeurs oc^ x ^ , a^»... de la va-
riables. Alors il faut compléter la définition de la fonction en assignant
les valeurs qu'elle prend pour x-==. Xç^ ^==.r^..., c'est-à-dire en défi-
nissant

J(.ro), /(^.), /(^),....

Cette définition peut se faire d^une manière arbitraire. Dans la plupart
des cas on effectue cette détermination de manière à conserver à la fonc-
tion certains caractères tels que la continuité, là propriété de rester
finie, etc.; mais, à considérer les choses d^une manière rigoureuse, une
fonction, telle que

^2 — a1

x — a 5

n'a aucune valeur p o u r ^ = = = a ; les opérations qu'il faut faire pour
trouver la valeur de la fonction n'ont plus aucun sens lorsque oc = a.
De même

x "— e
T

n'est pas bien déterminée pour x== o, y = o, et l'on peut convenir à
l'avance qu'elle aura une certaine valeur A pour x ==;y==: o.

Les remarques précédentes ne sauraient être contestées dans le cas
des fonctions discontinues; mais noua avons à prévenir une objection

8.



6o G. DARBOUX.

qui pourrait être adressée dans le cas des fonctions continues. Soit, par
exemple, la fonction

X'1 — a?-
x — a

qui est indéterminée pour x == a. On pourrait prétendre que la valeur
pour x = a doit être la limite vers laquelle tend la fonction lorsque x
se rapproche de a.

Mais si nous prenons une de ces fonctions que présente le Calcui
intégral, et qui sont définies par les propriétés

Q(.r )==i , lorsque x est différent de a,
9(0) == A,

w2 ___^ /y2

nous voyons que le produit (f{x')[x -+- a) sera toujours égal à —^—r
x étant différent de a, et il tendra, lorsque ,a? se rapprochera de a, vers
la limite 20, différente de sa vraie valeur ^Aa pour x = a.

Il existe donc des fonctions qui tendent vers une valeur limite quand
oc s'approche d'un nombre fixe ^o? mais qui pour x === x^ ont une va-
leur différente de la valeur limite.

A l'exemple de M. 0. Bonnety nous définirons la con t inu i t é (l 'une
fonction f{x} de la manière suivante :

Une fonctiony(^) est dite continue, pour la valeur x == x^, quand
on peut prendre A assez peti t pour que l'on ait

/(^±0A)-/(^)<6

en valeur absolue, 6 pouvant prendre toutes les valeurs positives plus
petites que i, et s étant aussi petit qu'on le veut.

Quand une fonction n'est pas continue pour la valeur^ de x, il peut
arriver que/(^o +• À) ait pour limite/(^o) quand h tend vers zéro seu-
lement par des valeurs positives ou, dans d'autres cas, seulement par
des valeurs négatives. Cette remarque est importante pour la définition
qui va suivre.

On dit qu'une fonction est continue dans un intervalle (^, a^L
où XQ < x^ quand elle est continue pour toutes les valeurs de a? com-
prises entrer etœ^ et qu^on a, en outre,

Iiin/(^4-A)==/(^), lîmf(^^h)=/(^^
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lorsque h tend vers zéro par des valeurs positives. Ces dernières condi-
tions sont satisfaites si la fonction est continue pour les valeurs x^
x^ de oc.

THÉORÈME I. — Étant donnée une fonction f [oc], qui reste comprise,
quand x prend les valeurs a?o, x^ et toutes les valeurs intermédiaires, entre
deux limites fixes A et B, on peut assigner deux nombres 1YL m donnant
lieu aux propriétés suivantes : M est supérieur ou égal aux diverses valeurs
de la fonction, et il y a au moins une valeur de la fonction supérieure à
M —. g, g étant aussi petit quon le veut. De même m est inférieur ou égal
à toutes les valeurs de la fonction, et il y a au moins une valeur de la fonc-
tion inférieure à m 4- s.

Considérons, en effet, l 'intervalle (A, B), et divisons-le en n parties,
en intercalant n — T nombres X < , Xss,..., X^o

' A, A), X.2,..., Xn—1» B-

*
S'il n'y a pas de valeur de la fonction inférieure à X^, ou supérieure
à X/c, nous pourrons substituer l'intervalle (X^ X/r) à l'intervalle (A, B).

•Divisons de même l'intervalle (X,, X/c), et continuons ainsi indéfini-
ment. Nous obtiendrons ainsi une suite d^intervalles tous compris les uns
dans les autres et tendant vers un intervalle limite (m, M), qui possé-
dera évidemment les propriétés indiquées dans l'énoncé du théorème.
Cet intervalle peut être (A, B) si, à chaque opération, il n'y a pas ré-
duction dans la longueur totale de l'intervalle.

Si la fonction est discontinue, M et m ne sont pas nécessairement des
valeurs particulières de la fonction. Par exemple, la fonction

y == oc y pour x différent de i,
y== o, pour x == i,

a i pour limite maximum quand x varie de o à ï ; elle ne devient ja-
mais égale a i .

Nous appellerons M la limite maximum^ m la limite minimum de la
fonction dans l'intervalle donné. La différence positive ou nulle M — m
s'appellera, d'après Riemann, \'oscillation delà fonction dans l'inter-
valle donné.

L'énoncé du théorème précédent indique que la fonction doit de-
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meurer comprise entre deux limites A, B. Il ne suffît pas, pour qu'il en
soit ainsi, que la fonction f{x} demeure finie pour toute valeur de x
comprise dans l'intervalle ou égale aux valeurs extrêmes.

Par exemple, la fonction définie par les équations

y == -y pour x différent de zéro,oc
y == o, pour .y =o,

ne devient pas infinie dans l'intervalle (o, r) ; elle ne reste pas non plus
comprise entre deux limites fixes.

THÉORÈME II. —• Étant donnée une fonction de oc finie et continue
dans l'intervalle (^o, ^i ) lorsque x variera de XQ à x^f{x} passera au
moins une fois par toutes les valeurs intermédiaires entre /(^o) ̂ /(^ )*

Soient k une quantité intermédiaire entre/^o) et/(.r,) et posons

ç(^)==/(^)€-/f;

il est clair que y ( ^ o ) ^t y(^ ) sont de signes contraires. Tout revient
donc à démontrer que, si deux nombres substitués dans le premier
membre d'une équation donnent des résultats de signes contraires, ils
comprennent au moins une racine de l'équation. Ce théorème a été
établi d'une manière rigoureuse par Cauchy dans la Note iïï de V Ana-
lyse algébrique,

La propriété précédente a été souvent prise pour la définition des
fonctions continues. Il existe cependant, nous le verrons, une classe de
fonctions discontinues qui ne peuvent varier d'une valeur a une autre,
sans passer par toutes les valeurs intermédiaires et, par conséquent, la
propriété qui constitue le théorème précédent n'est pas caractéristique
des fonctions continues.

THÉORÈME III. — Étant donnée une fonction de x finie et continue dans
l'intervalle [a, b), cette fonction atteint ses limites maximum et minimum
pour une ou plusieurs valeurs de x comprises dans l^ intervalles et par con-
séquent elle passe par toutes les valeurs intermédiaires entre M et m.

La démonstration que j'ai donnée du théorème analogw pour les
fonctions de deux variables [Bulletin des Sciences mathématiques et as"
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ironomiques, t. III, p. 307), supplique sans difficulté aux fonctions
d'une seule variable.

D'après la définition 'des limites maximum et minimum M et w, la
fonction prend des valeurs supérieures à M — e et inférieures à m -\- s-
Puisque la fonction est continue, elle passe donc, quand x varie dans
l'intervalle, par toutes les valeurs intermédiaires entre M — fi et m + s,
et, comme £ est aussi petit qu'on le veut, il est ainsi 'démontré que la
fonction prend toutes les valeurs intermédiaires entre M et m. 11 n'y y
doute que pour M et m. Examinons M.

Décomposons l'intervalle (a, b) des valeurs de x en deux intervalles
égaux (a, c), (c, & ) , j e disque dans l'un au moins de ces intervalles la
limite maximum sera M. En effet, si les deux limite-s étaient M', W\ plus
petites que M, la fonction ne prendrait pas dans l'intervalle (a, b) les
valeurs comprises entre M et le plus grand des deux nombres M', W.
Donc l'une au moins des limitesM^M^ est égale à M. Soit, par exemple,
(a, c) l'intervalle dans lequel s'est conservée la limite maximum; si elle
est la même dans les deux, on choisira arbitrairement. Décomposons de
même (a, c) en deux parties égales, et répétons les mêmes raisonnements.
En continuant indéfiniment, nous aurons une suite d'intervalles tous
compris les uns dans les autres et tendant vers zéro, pour lesquels la
limite maximum sera toujours M. Les limites inférieures de ces inter-
valles sont constantes on croissantes; de même les limites supérieures
sont constantes ou décroissantes. Soit a leur limite commune; elle jouira
évidemment de la propriété que dans tout intervalle (a — h, y. •+ A ) ;
la limite maximum delà fonction sera M? quelque petit que soit h. Donc
il y aura une valeur de oc comprise dans cet intervalle

cc±eh,
pour laquelle on aura

M - / ( a ± @ A ) < e .

D'autre part, on peut prendre h assez petit, la fonction étant continue,
pour que

/(a±@A)-/(a)<6,

en valeur absolue. Donc on peut démontrer que l'on a
M-/(a)<25, ,
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en valeur absolue. Donc
/ (a)=M.

Le raisonnement se ferait à peu près de la même manière si a était
une des limites extrêmes a, b de l'intervalle primitif.

Il s'applique aussi à la limite minimum m, qui devient, au signe
près, la limite maximum si l'on change le signe ,de la fonction.

II. — Division des fonctions discontinues en deux classes,

D'après ce qui précède, étant donnée une fonction continue ou dis-
continue/^) dans un intervalle quelconque {a, & ) , il y a lieu de con-
sidérer trois nombres, la limite maximum M, la limite minimum m et
V oscillation A== M — m dans l'intervalle considéré. Nous présenterons
d'abord quelques remarques sur ces trois nombres.

Supposons que l'on considère, au lieu de l'intervalle (a, &), un autre
intervalle (^o» x^ ) compris dans (a, &) , c'est-à-dire tel que l'on ait

x^a, x^b.

Il est clair que la limite maximum M' dans le nouvel intervalle ne peut
être supérieure à M; de même la limite minimum m' ne peut être infé-
rieure à m. On a donc

M'^M, m'^m, A'^A,

Soient de même (a, c), (c, 6) deux intervalles consécutifs donnant l'un
les nombres M, m. A, l'autre M', m'. A' et soit (cr^, x^ ) un nouvel inter-
valle compris dans (a, &), mais tel que l'on ait

•^o<6'<<.ri;

ce nouvel intervalle empiète donc sur les deux premiers. La l imite
maximum dans [x^ x ^ ) sera au plus égale au plus grand des deux nom-
bres M, M'; de même la limite minimum sera supérieure ou égale au
plus petit des nombres m, rn\ enfin l'oscillation sera au plus égale à la
somme A -4- A' des oscillations dans les deux intervalles consécutifs
(a, c), (c, &).

Cela posé, considérons une fonction quelconque/^), définie dans
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un intervalle [a^ b) et assujettie à rester comprise entre deux limites
fixes A, B. Les oscillations de la fonction dans tout intervalle compris
dans (a, b) seront évidemment finies et inférieures à B •— A.

Intercalons, e n t r e a e t & . n — i valeurs x^ .Ta,..., ocn-^ et posons pour
abréger

^i — a == Si, Xï — x, == ôî,..., 6— .yn-i == on.

Nous formerons ainsi n intervalles, et nous désignerons par M(, m^ A^
lalimite maximum, la limite minimum et l'oscillation dansie ^^inter-
valle. Formons les trois sommes

M === Mi^i 4- M^s 4-. • . -4- M«^,
. m === Wi éi •+- m^a +... 4- w/A,
A ==A, ^+AA--1-. •••+An<^,

entre lesquelles existe la relation identique

, , , A === M -— w.

Je dis que, lorsqu'on prendra n suffisarhment grand, et que tous les in"
tervalles S tendront vers zéro, les trou sommes précédentes, quelle que sou
la fonction considérée, continue ou discontinue, tendront chacune vers une
limite finie et déterminée^ ne dépendant que de la nature de la fonction
et des valeurs extrêmes a, b qui limitent l'intervalle considéré.

Pour le démontrer, supposons qu'on passe d^un système d'intervalles
(^ à un autre en subdivisant tous les intervalles &„ qu^on intercale par
exemple^ entre a etsc^jp — i valeurs y^ j-^,..., y^-, de x, puis, entre oc^
et x^ q—~ i valeurs z^ ^a,... , z^^ de x, et ainsi de suite. Il est facile de
démontrer que, dans le nouveau système d'intervalles, les sommes M, A
deviendront plus petites ou resteront constantes, et que m ne pourra
que rester constante ou augmenter. Pour fixer les idées, prenons M. La
démonstration se ferait de la même manière pour m. Pour A, elle ré-
sulte de la relation identique écrite plus haut entre m, M et A.

Appelons^}, c^,..., ^ lôsp intervalles dans lesquels se décompose
l'intervalle (^ : on aura

. â,===ô; +-^+.--(-<^ ;

Désignons par M^ la limite maximum dans l'intervalle 6\. Le terme M^ ̂
de M devra être remplacé, quand on aura subdivisé les intervalles, par

Annales de l'École Normale, a0 Série. Tome ï ï ï . 9
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la somme
M;ôr,•4-...•+3?;(^.

Or, d'après une remarque déjà faite, les maxima Ml, . . . , M^ sont tous
égaux ou inférieurs à M 4 : on a donc

M; ai + M^î -4-...+ M^â^M,((?, +. .. -+- ^),
^M^.,

Ainsi chaque terme M^ §4 de M est remplacé, dans la somme relative au
nouveau système d'intervalles, par une suite de termes dont la somme
est au plus égale au terme qu'ils remplacent. Donc, dans toute subdi-
vision des intervalles, quelque loin qu^on la continue, M ne peut que rester
constante ou diminuer. Elle a donc nécessairement une limite,

On verra de même que la somme m a une limite vers laquelle elle
tend en croissant sans cesse, et par conséquent la somme A qui est
égale à M — m décroît constamment et a aussi une limite égale à la dif-
férence des limites de M et de m. Il ne reste plus qu'à démontrer que
ces trois limites demeurent toujours les mêmes, de quelque manière que les
intervalles tendent vers zéro.

A cet effet, nous commencerons par résoudre la question suivante :
Soient

^, .̂.., ^
un système d^intervalles, et

M==Mr<î i+. . .4-MA
la somme M correspondante. Prenons un second système d'intervalles

<?i, ô^..., c^,

tel que le plus grand des intervalles c?' soit inférieur au plus petit des
intervalles S divisé par un nombre entier À. Alors on aura, quels que
soient a et les indices j3, iê

^ ! ^- Ôfi<--_£.6< A 7

et soit
M^=M^+...4-M^

la valeur de la somme M correspondant à ce nouveau système d'inter-
valles. Proposons-nous de trouver une limite supérieure de la diffé-
rence M' — M: nous entendons par là non une liante supérieure de la
valeur absolue, mais simplement un nombre supérieur à M' — M.
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Soient
<^ ^1, ^•2,..., ^n~~i9 b,

^ y^ 7*2,..., ;r//-i, ^
les deux suites de valeurs de ^déterminant, la première les intervalles^,

Oi == .%*! —— CL y <^2 ::::::::::: «y 2 —— ^l? . • • »

la seconde les intervalles â^
<y! =y» — a' ^ ̂ ys — 7,,... .

En intercalant ces deux suites entre a et &, on aura une nouvelle
suite

«^ r«» y^ • - f y^ x^ y\^ • • • » y^ x^ yv+i, • . . , y?, ^3, yp+i»- • • ? &.
et il est clair que, les intervalles à' étant tous plus petits que les inter-
valles î?» entre deux valeurs consécutives de y ne peuvent se trouver
deux valeurs de x. Il peut arriver que x^ = y^ ou ^2 ===,yv, mais cela
ne changera rien aux raisonnements. On a

ô, = x, — a === y, — a -4- y, — y, -4- . . .<+• yi.—yp.-i + ̂ > —j^

^ == x^ — ̂ i == -̂,-, — oc, -4-^4-2 — ^4-» -t-... •4-... 4- ^a — j-v,
^3 == .̂ 3 •— Xî === y^i — ^2 -4- . . . . . . . . . . . . . . 1 . 4- . . » 4-^3 — y^

et par suite
M ;

W=
-+
^
j-

= (r< -
+(r^-
+ (7^+1 "
- + - . . . , . .1

=(y, -
• (y^«—
" (rv+. —

- a )Mi-4- (ya-
-.rOMa-h. . . .

'y ^ 'M" —L.

a)M\ +(^~
-r ^TVf -4-•^i;iVA(^.i"-r. • • *

^ )M^4~.. . .

-,r,)M,-+-

-7*)M',^

- . .4-

. . . -4-

. . . -+-

-. . . "4"

. . . . - 4 -

. . . . -4-

^,-
{^-
(x,-

-(^
-(.r,

• (^

« -3 J Ç

-JV)M,
-7-) M»
-rp)M3

-^)M'^,
-yJM^,
-r^;

M'-M==(.r, -a)(M', -M,)+. , .+(^-^)(M^,-M>)
+(y,-,.,-^)(M^-M,)+,..+(^—j-,)(M^-M,)
+(^,- ̂ )(M'^-M.)+.. .-^(^-^)(M^, - M»)
-+-. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9-
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Il est clair que tous les termes de cette somme correspondant à des
intervalles tels quej, — a, js -"-yi compris entièrement entre a et«^,
entre ̂  eta^, ne peuvent être que nuls ou négatifs. En effet, en vertu
d'une remarque déjà fai te , les intervalles ^, c?2,..., S^ par exemple,
étant tous compris dans l ' intervalle (?, les limites maxima M\,...,X
sont inférieures ou au plus égales a Mr On a donc

M^ M^ (^—r,)(M;^~ M.) + (J,-H~ ̂ )(M^- M.)
+(^-rv)(^-M^)+(7^--^)(M^~M3)
+(^-y,)(M^-M3)+(r^-^)(M^-M4)

Or chacune des différences M^, — M < , . . . est inférieure, en valeur absolue
et en signe, à la différence B — A entre les deux membres qui compren-
nent toutes les valeurs de la fonction dans l ' intervalle (a, & ) ; on a donc

mr-m< (ô^+ ô^ §^+...) (B - A),
or

y ^- ^' y ^- ^2 y ^" ^3 «
ÔiA-4-ï <- 7. 5 ^-l-X <. •yT î , °?"+-^ <^ "̂  ?

donc
(„ M>-M<B^A(^,-^^-^-...)<' t-T-A)•

II résulte de cette inégalité que la différence W — M, si elle est posi-
tive^ est inférieure à un nombre qui tend vers zéro quand h grandi t
indéfiniment. Par un choix convenable de À, elle pourra être rendue
plus petite que tout nombre donné.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition que nous avons
énoncée. Supposons que l'on parte de différents systèmes d'intervalles
et que, dans chaque système, on fasse tendre tous les intervalles vers
zéro, en subdivisant, comme il a été indiqué, les intervalles à l ' infini.
Nous avons démontré qu'il y a une limite pour la somme M» dans
chaque mode de subdivision : je dis que toutes ces limites sont égales.

En effet, soit p, la limite de M dans un premier système de division ;
soit p/ la limite dans un autre système. Si ces deux limites ne sont pas
égales, on aura fx'> (ui par exemple.
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Cela posé, dans le système d'intervalles correspondant à la limite a,
on peut prendre le nombre d'intervalles assez grand pour que la somme
M correspondante satisfasse aux inégalités

^<:M<^4" <r<^;

alors, dans le système d'intervalles correspondant à la limite ^'."toutes
les sommes M' seront supérieures à y! et par conséquent à M. Supposons
que l'on ait poussé assez loin la division des intervalles pour que tous
les intervalles correspondant à la somme M' soient plus petits que les
intervalles correspondant à M divisés par À. On aura

M ' — M < ( 6 — a ) ( B — A )
h

Ainsi on pourrait rendre la différence positive M' — M inférieure à tout
nombre donné en prenant h suffisamment grand. Cela est évidemment
impossible si ^/>^i, puisque la somme M' est supérieure à u! et la
somme M inférieure à p. + cr. Donc

M ' ~ M > ^ / — ^ — o - ,

et comme on peut prendre a aussi petit qu'on le veut, on voit que
M'— M devrait demeurer supérieur à un nombre déterminé. Donc
fx'ne peut être différent de p-

Ainsi, quel que soit le système primitif d'intervalles, si on le subdi-
vise à l'infini d'une manière quelconque, pourvu que tous les intervalles
tendent vers zéro, la somme M tendra toujours en décroissant vers une
limite parfaitement déterminée p..

Pour compléter notre démonstration, il importe de remarquer qu'on
ne fait pas toujours tendre les intervalles vers zéro par le mode de sub-
division qui a été indiqué. Par exemple, on peut diviser l'intervalle
(a, b} en n parties égales, puis en n 4- i, puis en /i-h ^, et ainsi de
suite. Il importe d'examiner tous ces cas; mais ici la discussion devient
très-simple. ' ' • ! !

La somme M relative à tout système d'intervalles est évidemment
supérieure h p.; car, si l'on part de ce système d'intervalles en le subdi-
visant, la somme M, d'après ce qui a été démontré, tend vers p. par des
valeurs décroissantes. Il suffit donc de démontrer que, lorsque tous les
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intervalles tendent vers zéro d'une manière quelconque, elle finit par
différer de ;x d^aussi peu qu'on le veut.

A cet effet, nous avons vu qu'en partant d'un premier système d'in-
tervalles et en le subdivisant à l'infini on peut obtenir un système
d'intervalles pour lequel on ait

M<^-+-o-,

o- étant aussi petit qu'on le veut. Dès que l'on aura tout autre système
d'intervalles tous plus petits que les intervalles correspondant à M,
divisés par À, la somme M7 correspondante sera plus petite que

M ̂  IL^̂ A) <,-, . ̂ r-M .̂

Comme on peut rendre (T et j aussi petits qu''on le veut, on voit que la
somme M se rapprochera toujours de \L, quels que soient les modes
de division adoptés, pourvu que tous les intervalles tendent vers zéro.

Nous sommes maintenant en mesure de donner, en toute rigueur, la
définition de Fintégrale définie diaprés Riemann; mais, dès à présent,
nous pouvons diviser en deux grandes classes les fonctions discontinues,
Nous venons de démontrer que les trois sommes

M=^Mi+...+<îA
m ==: ai m.\ -4-...-4- ô/ïW/i,

A===ôiDi 4-... +<5A

tendent vers des limites finies et déterminées quand tous les intervalles
tendent vers zéro< Nous pouvons appeler ces limites M^ ^^ A^.
On a

A^==Maâ—Waâ.

Il est clair que la nature intime de la fonction dépend surtout de la
limite A^.

Pour une première classe de fofictions, on aura

Aa&==o, Mfl6==ma^ : y'

pour la deuxième classe, A^ sera en général une fonctioîade a et de 6,
différente de zéro.
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Riemann a fait connaître un caractère simple qui permet de recon-
naître si la somme

A=(îiD>+-.4-^D»

tend vers zéro. Prenons une quantité a fixey mais aussi petite qu'on le
voudra. Pour que la somme A tende vers zéro, il faut et il suffît que la
grandeur totale des intervalles pour lesquels l'oscillation est plus grande
que cr tende vers zéro quand n augmente indéfiniment.

Cette condition est nécessaire. En effet, si elle î/est pas remplie, la
contribution des intervalles où l'oscillation est plus grande que a à la
somme A sera plus grande que leur longueur totale / multipliée par or;
et, comme / ne tend pas vers zéro^ A sera toujours plus grand que la et
ne tendra pas vers zéro.

Elle est suffisante; car, si elle est remplie^ la contribution des inter-
valles où Foscillation est plus grande que a sera plus petite que
/(B — A). D'ailleurs, la grandeur totale des autres intervalles étant plus
petite que [b — a)^ on aura

A < / ( B — A ) H - cr (6—a),

/ tendant vers zéro et a pouvant être pris aussi petit qu'on le veut; on
peut démontrer ainsi que A^ est inférieur a tout nombre positif aussi
petit qu'on le veut. Donc

AûA==0.

Il importe de remarquer que, dans les démonstrations précédentes,
nous avons supposé a < b. Si a était plus grand que &, on arriverait de
même à une limite, en intercalant des quantités décroissantes x^ oc^...,
^-^

a, x^ ^2,.,., Xn^, b,

On aura ainsi deux limites égales et contraires suivant le sens dans
lequel on supposera parcouru un intervalle; on aurait

et, en générale
Mû& == — Mfia? AÛ& =^ — A^o,

îûc==M^'4"M^ A^==A^"+"A^,,,. .
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III. — Définition de V intégrale définie.

Soif/f^) une fonction continue de x qui reste comprise, quand x
varie de a à b, entre deux nombres fixes A, B et prenons entre a et b
une série de valeurs «a^, oc^..., ocn-\r rangées par ordre de grandeur.
Désignons toujours x^—a par d\ ; x^—^^ par d^,..., et soient en
outrer, Os,. . . ,072 des nombres positifs, inférieurs ou égaux à Funité.
Considérons la somme

2 = â,/( 0 -4- Q, ai ) + V(^ "4- 6, §,) -h . . . + Snf^n^ -+- en ̂ ).

Il est clair qu'elle dépend à la fois du choix des intervalles à et des
quantités^. Examinons d'abord comment elle varie quand on donne aux
9 tous les systèmes possibles de valeurs.

Désignons par M(, m^ les limites maxima et minima de la fonction
dans le i1^6 intervalle. Le terme §//(^ +• 9^i ^--n) demeurera compris
lorsque 0^ variera entre c^Me et ^w^ et il s'approchera autant qu'on
le voudra de l'une ou de Pautre décès quantités. Donc la somme 2 de-
meurera comprise entre les deux sommes

M==<^Mt+...-+-<ÎA,
m===â,mi -}-. ..+ ônmn,

dont elle pourra s'approcher autant qu^on voudra.
Donc, si ron suppose que tous les intervalles étendent vers zéro, leur

nombre augmentant indéfiniment, pour que la sommer ait une limite,
quels que soient les 9, il faut et il suffit que les limites de M et de m soient
égales, et par conséquent que l'on ait

Ma^^^ Wab) AÛ^ == 0.

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que la somme 2 ait une
limite, c'est que la grandeur totale des intervalles dans lesquels les oscilla-
tions sont plus grandes que çr tende vers zéro quand tous les intervalles
tendent vers zéro y a étant fixe, mais aussi petit qu'on le veut.

Si cette condition est remplie, la limitede 2 est dite rintégrale de
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f[oc} entre les limites a, 6. On a

(2) l im2== f f{x}dx=— faf(^}dx.
J a J î)

Remarque. — Si la somme A^ n'est pas nulle, la limite de .2 dépen-
dra du choix des quantités 0 et pourra prendre toutes les valeurs inter-
médiaires ent rM^ et m^. 2 ne peut donc, dans tous les cas, que tendre
vers une limite ou être indéterminée.

On a évidemment
B ( & — a ) < 2 < A ( & - - a ) .

Les fonctions continues sont toujours susceptibles d'intégration; cela
résulte du théorème suivant :

THÉORÈME III. — Étant donnée une fonction f [oc} continue dans
Vintervalle [a, b], on peut assigner, pour chaque valeur de ay aussi petite
qu'on le veut, une quantité S telle, que si l'on subdivise F intervalle (a, b) en
intervalles tous plus petits que &, les oscillations de la fonction dans ces in-
tervalles soient toutes plus petites que a.

Ce théorème se trouve dans l'ouvrage de M. Thomae, Abriss einer
Théorie der compleocen Functionen^ Halle, 1873. La démonstration nou-
velle que nous en donnons^offre Fâvantage de s'appliquer aux fonctions
de plusieurs variables.

Divisons l'intervalle {a, &) en intervalles 8^ ^ s ? * * - ? ^/z» puis chacun
de ceux-ci en intervalles plus petits, et ainsi de suite. Je dis qu'on finira
par obtenir un système d'intervalles dans lequel les oscillations seront
plus petites que^" En effet, s'il n'en est pas ainsi, comme les oscilla-
tions diminuent ou restent constantes quand on subdivise les inter-
valles, on ne pourra obtenir que le résultât suivant :

Dans un intervalle^-pour lequel l'oscillation est plus grande que G:?
il y aura au moins un nouvel intervalle rY dans lequel l'oscillation sera
supérieure à ̂  puis dans celui-ci au moins un nouvel intervalle pour

lequel l'oscillation sera encore supérieure à ^5 et ainsi de suite. On! ! ! . ! ! 1 %
Annales de V École Normale. ̂  Série. Tome ÎV. 10
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aura une suite illimitée d'intervalles, tous compris les uns dans les au-
tres et tendant vers zéro, pour lesquels Foscillation demeurera supé-
rieure à -• Les limites inférieures et supérieures de ces intervalles

2 r

étant, les unes croissantes ou constantes, les autres décroissantes ou
constantes, et l'intervalle tendant vers zéro, ces deux séries de limites
tendront vers une valeur commune l qui aura la propriété suivante :
Dans tout intervalle [l— À, / -h À), les oscillations de la fonction seront,
quel que soit À, plus grandes que °- Or cela est impossible si la fonc-
tion est continue pour so== l; car alors'on peut trouver une quantité h
telle que l'on ait

f{i±eh)-f(i)<:^

en valeur absolue. Alors la différence des valeurs de la fonction, pour
deux valeurs de «^comprises entre l — A et l -t- h, sera nécessairement
plus petite que 2 , ou -• II est donc impossible que, dans quelques-uns

des intervalles, l'oscillation demeure supérieure à 0 ' -
Supposons donc qu^on ait constitué, au moyen des valeurs a, <^,, . . ,

^i, è, un système d'intervalles pour lesquels les oscillations soient
plus petites que ^- Soit à le plus petit de ces intervalles : si l'on sub-
divise (a, &) par des valeurs

r«?r^. • *,jy-i,
telles que

r'H-.i—r?^ ,
alors deux valeurs consécutives dey ne pourront comprendre que l'une
des quantités ̂  et l'oscillation dans l'intervalle (y^, y^, ) sera au plus
égale à ^ s'il n'y a pas de quantité ̂  comprise entre y^ ety^n, et au
plus égale a a s'il y a une quantité ocj, entre y y et y^.

Corollaire. — Toute fonction continue est susceptible d'intégration.

Il importe de remarquer que cette propriété subsiste si la fonction,
tout en étant généralement continue, devient discontinue pour certaines
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valeurs en nombre limité l^ l\ ///,... de la variable x\ car alors les os"
dilations de la fonction ne pourront demeurer plus grandes que a que
dans les intervalles

l — h , l ^ - h \ r — A , Z / + / Â ; ^--A, r- î- /^. . . ,
dont la grandeur totale peut être rendue aussi petite qu'on le veut.

IV. — Conséquences de la définition de l'intégrale.

Des conséquences de diverse nature peuvent être déduites de la défi-
nition précédente de l'intégrale.

D^abord V intégrale de la fonction f [oc} continuera à exister et ne
changera pas de valeur, si Von change les valeurs de f (oc) pour un nombre
limité de valeurs de oc.

En effet, soient /, l^ f,*.. les valeurs de n;pour lesquelles on change
les valeurs dey(^). Les oscillations dans les intervalles (/ -— h, 14- À),
(T —h, /^i-Â),... pourront devenir plus grandes que cr; mais la lon-
gueur totale de ces intervalles pourra être rendue aussi petite qu'on le
voudra. L'intégrale continuera donc à exister. D'autre party la valeur
n'aura pas changé, puisque dans la somme 2

2^/(a+ 0, ôi)(î i4".. .

on peut toujours éviter les quantités /, /', par un choix convenable des
quantités Q. La remarque précédente pourrait être beaucoup étendue,
mais elle suffit pour Fobjet que nous nous proposons,

En second lieu, l'intégrale

X x
fw

.

dx

est toujours une/onction continue de x. En effet, soient A et B deux
limites de/(.r). L'accroissement de Tintégrale, quand on donneàa? un
accroissement h positif ou négatif, est

^x -4" hpx-^-n

\ fW dx,
ft/A'

et il sera compris entre les limites AÀ et BA. Il tendra donc vers zéro
avec h.

10.



ng PÀRBOTJX.

En troisième lieu, soit
F(^)=r ^^/(^)J^

«y a

et supposons que /(>) soit continue pour la valeur X=XQ. Alors,
dans rintervalle [x^x, +A) , / (^) sera comprise entre / (^o)+^ et
/(.To) — ^ c7 tendant vers zéro avec h. On aura donc

•a.r.-t-Â
F(ro- l -A)--F( .z-o)== f 0 r fWd^</i [f(^)+cr],

>/i[f(^)-^

^ ^ ^ F ( r o - r - A ) - F ( ^ o ) . ^ ^ ^ . .,/(•^o) -~a<—————,—————<,J(-^o)+o-»

d^où
,. F( . r .+A)-F( . ro) .lini —————,————— ==j(^o).

Ainsi la fonction f {x} sera la dérivée de F(.r), pour toutes les valeurs
de x pour lesquelles f[ se) est continue.

On démontrerait d'une manière toute semblable (wzrart. IX) que»
si une fonction susceptible d'intégration/^) est la dérivée d'une autre
fonction F(^), on a nécessairement

r/^)&=F(^)-F(a).
a/€1

La division do's fonctions discontinues en deux classes, les unes sus-
ceptibles d'intégration, les autres non intégrables, a une grande im-
portance, et les remarques suivantes montrent que ce caractère se con-
serve à travers des transformations très-variées de la fonction.

Soit y {u) une fonction deu telle que

• ! , , Î^ÙZLîiî^.
u— v . '

soitcomprise entre deux limites finies a, (3 quand uQtv prennent toiites
les valeurs comprises entre A et B .

Alors les oscillations de la fonction/^) toujours comprise eatre A
et B et celles de la fonction y [f{^)] seront évidemment du même ordre
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dans tout intervalle et, par conséquent, les deux fondions/(^) ,
<p[/(a?)] appart iennent à la même classe. Par exemple, si une fonc-
tion f[x-} est intégrable^ il en sera de même des fonctions

[fW. UW> ^4-7^,....
Nous allons maintenant indiquer des classes de fonctions disconti-

nues susceptibles d'intégration, et à cet effet nous allons donner d'abord
quelques propositions indispensables sur la théorie des séries.

V. — Des séries.

Toutes les fois qu^une série reste convergente quand on prend tous
ses termes avec le même signe, la somme de cette série est indépen-
dante de l'ordre des termes, et nous dirons, pour abréger, que la série
est absolument convergente.

Nous dirons qu^uue série
ço(^), 9>(^)? <p2(^) , . . - ,

dont tous les termes sont des fonctions continues ou discontinues de x,
est également ou uniformément [gleichmâssig] convergente^") dans un
intervalle donné [a^ b) quand on peut prendre n assez grand pour que
le reste R^ de la série soit inférieur à une quantité cr aussi petite qu'on
le veut pourtoutes les valeurs de x égales à a, b, on comprises entre <z
et 6.

Une série peut être toujours convergente dans une intervalle donné,
sans être uniformément convergente dans cet intervalle. En voici un
premier exemple. Considérons la série

^ <r^r=V [n-'^e^^ -- (n 4-1)2^2 ̂ -(/H-O^

qui est convergente pour toute valeur de x. La série n'est pas égale"»
ment convergente dans l'intervalle (0,1), En effet, le reste R^ a pour
expression

^ ! Kn:^^2^-"^; ,.

( l) Foir, au sujet des séries à égale convergenco et de leur emploi dans la représentation
des fonctions en séries tngonoméfcriquœ, difi'érents travaux de MM. îîeine^ Thomae Canior,
dans le foiirwl de M. JîordiarcU.
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il tend vers zéro avec I-? quelle que soit la valeur fixe donnée à x.

Mais, dans Fintervalle (0,1), il y a toujours une valeur de x égale à -

pour laquelle on a B^ = ï-- Donc R/, ne peut pas être rendu, quel que
soit se, plus petit que a pour une valeur fixe donnée à n; son maxi-
mum ne tend pas vers zéro quand n augmente indéfiniment. Si Fon pre-
nait la série

S [n^jce-^' — [n + i)2 xe-^^V'^},

le reste R^ tendrait bien vers zéro avec -ï pour toute valeur fixe de x;

mais la valeur maximum n dans l'intervalle (0,1), au lieu de tendre vers
zéro, croîtrait indéfiniment avec n.

THÉORÈME IV. — Si une série
/ (^ )==yo(^)+9t (^)+. . .

est uniformément convergente dans un intervalle donné (a, V\ et, si ses termes
sont des fonctions continues de x^ elle représente dans cet intervalle une
fonction continue de x.

En effet, décomposons/^) en deux parties, la somme S^ {x) des n pre-
miers termes et le reste K^ («r). On pourra prendre n assez grand pour
que, quel que soit x, R^ {oc} soit, dans l'intervalle considéré, plus petit
que cr. Or on a

/ (^±eA)-/^)=S,(^±:0/ i )-S.(^)+R»(^±^
et

R» (^±: 0A ) — Bn (^ ) < 20"

en valeur absolue. Les termes étant des fonctions continues, on peut
prendre ensuite h assez petit pour que l'on ait

S^(^± :0A)—S.(^ )<o-

en valeur absolue; donc on peut prendre À assez petit pour que Ton ait
f(^±:0A)~/(^)<3^

en valeur absolue ; ce qui est la définition même de la continuité.
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Pour ce qui concerne les limites de l'intervalle (a, 6), on démontre-
rait de même que

f[a} == }ïmf{a 4- /Q, f(b) = lim/(6 - A),

A tendant vers zéro par des valeurs positives.

Remarque. — La réciproque de ce théorème n'est pas vraie. Nous
avons donné plus haut un exemple d'une fonction continue, dévelop-
pable en une série de fonctions continués qui n'est pas également con-
vergente; mais on peut énoncer le corollaire suivant :

Si une fonction f{oc] est développable en une série convergente
dans l'intervalle (a, b), et si la fonction est discontinue pour une va-
leur ^o c^ x comprise dans l'intervalle (a, é), la série ne pourra être
également convergente dans un intervalle quelconque comprenant la
valeur Xo.

Nous supposons, bien entendu, que les termes sont des fonctions con-
tinues de x.

Par exemple, les séries trigonométriques qui développent des fonc-
tions discontinues ne peuvent être uniformément convergentes dans des
intervalles comprenant une des valeurs pour lesquelles la fonction est
discontinue. Ainsi ta série

v sina^TT^
ZsÀ n

série toujours convergente, n'est pas uniformément convergente dans
tout intervalle comprenant un multiple impair de ^.

II existe des fonctions discontinues telles que/(^ •+- h} e t / (o?—Â)
aient, lorsque A tend vers zéro par des valeurs positives, des limites diffé-
rentes de/(a?). Nous distinguerons ces limites, à l'exemple de Dirichlet,
par/(^4- o) el/(.r — o). Par exemple, la fonction E (^) qui repré-
sente le plus grand entier contenu dans oc est telle que, pour tout
nombre entier n, on a

E (/z—-,o) -"•=^"- î , E(^)==::7z, E(^+o)=:/î.

Soit de même {oc} là fonction qui représente la différence entre x
et l'entier le plus voisin. Cette fonction serait indéterminée pour
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ce == entier -t- ^ nous poserons alors
(^)==o, pour ^=== entier + y.

Cette fonction est toujours continue» excepté pour les valeurs de x de la
forme n -4- ̂  n étant entier. On a alors

/î+7)==0, [n -h- ?—0)==:^, (/î-4-4 -r- u; -

C'est à des fonctions de ce genre que supplique le théorème sui-
vant :

THÉORÈME V. — Si les termes d'une série uniformément convergente

f{x} == (p, [x} " { - . » . + <p«(^) -l" ...

^o/^ des fonctions <?„ (^) pour lesquelles ç^(;z?"h o) 01^ y^(a? — o) existent,
la série jouit de la même propriété y et l'on a

f{x 4- o ) •== yi ( a? -h o ) -4-. . . •+ (fn {x -1- o ) " h - . . .

f\x— o) = = < p i ( ; r — o ) -h. . .-1- 9 n ( ^ — o ) +. ...

Ce théorème se démontre comme le précédent.
On voit qu'une série uniformément convergente dans un intervalle

donné peut, en quelque sorte, être traitée comme les sommes com-
posées d'un nombre limité de termes.

Le théorème précédent va nous permettre de définir des fonctions
discontinues dans tout intervalle.

Soit la série
/., , E(^) E(2^) E(7z.z')f (^==a, —— 4- a-, ——— -4-. -. -4- an ^——/." x lue nx

Sila série des constantes
A== ai -4" cii 4-.,. -}~ cin •4-. ..

est absolument convergente, la série/^) aura ses termes inférieurs à
ceux de la série A, son reste inférieur, quel que soit oc, à celui de A :
elle sera donc uniformément convergente dans tout intervalle. On aura
donc

/., . , - ,-, E (nx±.o\/^AO^i^-l-.^——^ ,
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Si x est incommensurable, la fonction f{x} est continue.
Si x est commensurable et é^al à la fraction irréductible ^-> on a

i . g
bien

mais
/(^+0)==/(^);

/^^o)=/(^^—(^+^^^+...ya \ /
Ainsi la fonction /(^) est discontinue pour toutes les valeurs com-

mensurables de oc.
Soit encore la série

f{x} == Oi {x) -h ^2(2.^) + ... -+- a» (^^) 4".. •,

où {x} a la signification indiquée précédemment. Le reste de cette
série est inférieur à celui de la série des constantes

A = ai + Ctî -l-. ». ,

et, par conséquent, la série f[oc} sera uniformément convergente dans
tout intervalle si la série A est absolument convergente»

Cela posé pour toute valeur incommensurable de oc ou pour toute
valeur commensurable de la forme — ' - , nx ne sera jamais égal, quel
que soit n, à un entier plus i- et, par conséquent, la fonction [noc} sera
continue. On aura donc, pour toute valeur de x de la forme indiquée,

Hm/(^±A)==/(^).

La fonction /(^) est continue pour toutes les valeurs incommensu-
rables de oc et pour toutes les valeurs de la forme —r-—-^ , 2 q + x

Considérons^ au contraire, les valeurs commensurables de oc qui, ré-
duites à leur plus simple expression, sont de la forme -^-jp sera néces-

2 Ç

sairernent impair, et l'on aura

, {qx 4~o)==:(^^)—j, (r/^—o)=:(g^)"4-ï,

(3^4-o)==(3^)——, (3</^~o)==(3g^)+i,...? • ,
Annales cîe l'École Normale. 3e Série. Tome IV. 1 . X ' ï ,
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par suite,
f(3C + 0) ==/(^) - i (^ + ̂  -+• ̂  + . . .

/(^ - o)==/(^) + ^(aq +^ -4- Osy +...

Ainsi là fonctioûy(^) est discontinue de telle manière qu'il y ait
une limite pour/(^4-A) etfÇx—h) quand À tend vers zéro par des
valeurs positives, et cela pour une infinité de valeurs de se dans tout
intervalle donné.

THEOREME V. — Si tous les termes d'une série sont des fonctions con-
tinues ou discontinues susceptibles d'intégration, et si la série est uniformé-
ment convergente dans un intervalle donné[a, 5), la fonction que repré-
sente la série, et qui n'est pas nécessairement continue, sera susceptible
d'intégration. Son intégrale sera la somme des intégrales de tous ses
termes.

Décomposons la série en deux parties, la somme des n premiers
termes et le reste. On aura, en désignant par/(^) la fonction repré-
sentée par la série,

/(.r)=Sn(^)-t-R»(^).

On peut prendre, par hypothèse, n assez grand pour que R^(^) dje"
meure, quel que soit x, inférieur à a. D'autre part, si, comme nous
le supposons, les termes ne deviennent pas infinis, Sn (^) demeurera
comprise entre deux limites fixes quand x prendra toutes les valeurs
comprises dans l'intervalle (a, b] : donc déjà la fonction/^) satisfait
à la première condition d'intégrabilité. Elle demeure comprise entre
deux limites fixes quand oc varie de a à h.

D'après cela, si nous formons la somme
2==/(a+0iôi)5t4--/(^-t"0.ô,)â,+...,

relative à Fintervalle (a, oc} compris dans (a, &), cette somme ne pourra
(art. III) que tendre vers une limite finie ou être indéterminée. Si elle
tend vers une limite finie, la fonction est intégrabK Tout se réduit donc
à mofttrer que 2 n'est pasindétermiBée. Or décomposons la somme 2 en
deux parties en remplaçant chaque valeur de f{x} par S^(o?) 4- K^(^).
Nous aurons

' ^ ^ ^ ' , ^ ' . I^ '̂-hy, 1 , 1 , ' 1 1 ! 1 1 , ' ^ ^

2' étant la partie de la somme où/(^) est remplacée p.arS^(^) et,S"
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la partie oiif{x) est remplacée par R^(.r). Les termes étant intégra"
bles, il en sera de même de la somme S^(^), et par conséquent 1'
tendra vers une limite finie et déterminée. Quant à ïf\ comme B//, est
inférieur à o", I11 sera toujours comprise entre a[b — a) et — o" ( & — < % ) ;
2 sera donc comprise entre

2/4-(T(&--a) et 2 '~<7 (6—^) .

Comme on peut prendre n assez grand pour que cr soit aussi petit qu'on
lèvent, on voit que la somme 2 ne peut rester indéterminée, puisqu'elle
demeure comprise entre deux quantités qui diffèrent aussi peu qu'on
le veut. Donc la fonction f{x} est susceptible d'intégration, et son
intégrale est la somme des intégrales de tous les termes.

Corollaire.—^ série des intégrales des termes est uniforméxneat
convergente dans le roême intervalle que/(^).

THÉORÈME VI. -- Étant donnée une série f^x] dont tous les termes sont
des fonctions continues ayant des dérivées, si la série des dérivées est uni-
formément convergente dans un intervalle donné et si ses termes sont sus-
ceptibles à'intégration, elle représentera la dérivée de la série f(x).

Soient
f{x}^^,{x)^r .., -h<M;^)4" ...

la série proposée et
/;(^)==yr,(^)+..."î•"y;,(^)^...

la série des dérivées. Soit 8,2 la somme des n premiers termes de cette
série : on aura, d'après le théorème précédenty

f(^)^f^)= Ç^' f,(3c)dx^ ( ^ S n ( : y ) d ^ + r B»(.y)Ar.
Ja J a J ci

Prenons n assez grand pour que B^(^) soit dans tout rintervalle con-
/-»a -4- h -r

sidéré inférieur à cr, alors i K^(a?)<&? sera inférieur en valeur al)-
! •)x !

solue à crh. On aura
r ( ^ ^ . / n — / * ( ^ V ï r^"^ , . , ^h<J———^-^-^^ S^ld^^

y /» se -h ̂  ' ! 1 -. /»

>ij, w^-ï
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et, en faisant tendre h vers zéro,

donc

S^)~.<Ilm.̂ ±4^^

^f(^^f^^^ . . Q . F . B .
A

Remarque. — Si les conditions que nous avons indiquées dans l'énoncé
du théorème Y ne sont pas toutes remplies, on n'a pas le droit d'inté-
grer, sans un examen préalable, tous les termes de la série. Nous allons
donner un exemple à'une série toujours convergente représentant une
fonction continue f{x} de x et telle que la série des intégrales, qui est tou-
jours convergente, ne représente pas l'intégrale de /( x ).

Soit
(a) — ioce^= V" [— ̂ xe-^-^ 2,(n + x)2^-^')3^.]

Intégrons entre les limites zéro et x\ l'intégrale du premier membre est

e-^ — i.

La série des intégrales des termes est

V [^«s<s__tô•-(»+QS<a];

elle est toujours convergente, et a pour somme e"^ et non e"^— i.
Une des conditions indiquées par le théorème V n'est pas en effet
remplie; la série (a) n'est pas uniformément convergente dans l'inter-
valle (o, oc}.

THÉORÈME VII. — Soit la série
f{x}=^{!3C}^^[x)^..^

si la série
f(x+h} -f{x} _ ^ <fn{x -^ h)- y.(^)— — — — ^ — — — — _ ^ — — — — — ^ ^

considérée comme fonction de h, est uniformément convergente quand h
prend foutes les valeurs comprises entre zéro et un nombre fixe positif^
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on a, h tendant vers zéro par des valeurs positives,

• ^f('L±h^^
h h

de même^ si la série demeure uniformément convergente quand h prend
toutes les valeurs comprises entre zéro et un nombre fixe négatif, on a

î /^rî )^^
— h — h

h tendant vers zéro par des valeurs positives.

Ce théorème est évident, niais il a une utilité réelle: c'est pour cela
que nous l'énonçons explicitement,

On sait peu de chose sur la continuité des séries en général. Aussi
croyons-nous que les théorèmes suivants, quoique d'une application
limitée, pourront avoir un certain intérêt.

THÉORÈME VIII. — Si une série à termes positifs, fonctions continues
de x, est telle que dans un intervalle (a, &) les termes puissent se partager
en deux groupes nettement séparés, l'un formé de termes croissants^ l'autre
de termes décroissants, la série sera dans l'intervalle [a, b) une fonction
continue de x.

D'après l'hypothèse da théorème, nous pouvons décomposer la série
en deux autres, l'une pour laquelle les termes croissent, l'autre pour
laquelle les termes décroissent. Il suffira donc de démontrer la propo-
sition pour le cas où les termes sont tous croissants ou tous décrois-
sants.

Supposons, en premier lieu, les termes croissants; je dis d'abord que
l'on a

lim/(^-A)^/(^

h tendant vers zéro par des valeurs positives.
En effet, décomposons la série/(«r) en ses deux parties S,,, K^. On

aura
/(^)^S.(^)+B,(^

f[x — h ) == Sn{^ - A ) + 1U^— / i ) .

Lorsque h tend vers zéro,/(xr — h) croît sans cesse. Elle a donc une
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limite égale ou inférieure à/(^). D'un autre côté, cette limite est su-
périeure à celle de S^ — h} qui est S^(^). Ainsi la limite de/(x— h)
est comprise entre S/,(^) et/{se); elle ne peut donc être que/(.r).

Je dis maintenant que
lim/(^+À)=jr(^

h tendant vers zéro par des valeurs positives.
En effet, on a

f[x -+- h} = Sn{x + h) + R/,(^ + h),

f{x + h} décroissant avec h à une limite égale ou supérieure à /"(.r).
D'ailleurs, tousies termes étant décroissants, on a, h, étanfplus petitque A,

B^-h-AiXIV^+A).
Donc

f[3C + Ai)<Sn(^ + A,) -+- R,(^ -4- A),

et par suite, lorsque^ tend vers zéro,

]im/(^ + h,XSn(^) -+- Br,(*y •4- A);

R^(.r + À) pouvant être pris aussi petit qu'on le veut, on voit que

îim/(^+A)===/M.

La démonstration se fait de la même manière quand tous les termes
décroissent. La proposition est donc démontrée dans toute son étendue.

THÉORÈME IX. — Si une série f {00} dont les termes sont des fonctions
continues

yi (^)+y2(^)+-... 4- 9n(^) -(-...

est absolument convergente pour oc=:a, oc = h et toutes les valeurs de x
comprises entre a et b et que dans cet intervalle la série puisse se partager
en deux autres, pour chacune desquelles les termes varient tous dans le
même sens, la série représente une fonction continue de x dam l'intervalle
{a, b).

En effet, il suffira de considérer séparément les termes positifs elles
termes négatifs et d'appliquer la proposition précédente.

Les deux théorèmes qui précèdent pourraient se rattacher à la notion
des séries également convergentes. Nous avons préféré en donner des
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démonstrations élémentaires. Voici d'autres propositions s'appliquant
au cas où les séries ne sont pas absolument convergentes.

THÉORÈME X. — S i la série

( A ) Oo, 0,, 0^,. * ., On

est convergente, il en sera de même de la suivante :

(B) Oo 60-h- ai 6, +. . . 4- CInEn 4- ...,

ou Von suppose seulement que
ÊO, £ ( , . . . , £«

)(!<?

forment une suite croissante ou décroissante, mais telle que s,/ ait une
limite finie, s ̂ , quand n croît indéfiniment.

Le théorème peut être considéré comme équivalant à une proposi-
tion d^Abel dans le Mémoire sur la série du binôme. Nous l'énonçons
seulement en lui donnant toute Fextonsion dont il nous paraît suscep-
tible.

Pour le démontrer, considérons la somme.d^n nombre quelconque
de termes de la série B, à partir de Ê,̂  a^^

/̂i-l-l ÊM.+-I "~^~ * " * "T" < îft4-p 6/H«-/?*

Si nous posons
l{,t^ == a/,+i "f- ût»+2 •+••.-+- cin^-pf

la série A étant convergente, nous savons que K,^ tend vers xéro, quel
que soit^, quand n augmente indéfiniment. On a d'ailleurs

(tft+.jp ^^ AV(,P ——— 11^^—.iy

et par suite

Ctn^.i £«+i •4-,..-+" ûn^y &n^'=^ B^i ( 6n+> — ^4-2) "+" Kn,2 ( Ê/n-a — Sn-hï ) "̂  . * * -+ - 'R.n,p £«+•/;*

Les quantités
G/i4,t — £/î4.2» 6724-2 — Ê/î+ay-

étant de même signe, où a

K^l (Ên+l — €n^-î) ~t-,*.-4- K^^1 ( Ên ĵB î — ^4-//) == ^n( €/<+( —' £»^)) 1
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^ étant une moyenne entre les quantités R^,.*., B^p, et par consé-
quent tendant vers zéro avec elles, et par suite

^n-î-l éra-t-i -4-... + Ctn^-p Sn+p ::=^ [J-n ( S/I-H — Sn+p ) "+" •n/^^> £»•+•/»•

Or les quantités s variant dans le même sens, elles sont toutes plus
petites que la plus grande des quantités s^, £„. Donc le second membre
est inférieur,en valeur absolue, à la plus grande des quantités

(2^±:R^,)^ (2^±:R^)e,.

Il tend donc vers zéro d'après les hypothèses faites quand n augmente
indéfiniment, et la proposition est démontrée.

THÉOBÈME XI. — Soient la série convergente

Oo, <^l» ^2,..., an

et la suite
(po(^), 9i(^),..., cp^(^),

formée de fonctions continues dans V intervalle (a, b), et jouissant des pro-
priétés suivantes. Pour toute valeur de x égale à a, b, ou comprise entre
a et bf les /onctions forment une suite constante ou croissante ou décrois-
sante, c'est-à-dire que le signe de

(p4^) — (fn^(^)

est le même four toute valeur de n. En outre <po(»r), y^f^r) demeurent
finies dans l'intervalle (a, &); alors la série

aoîpo(^)+ ^<pi(.z')-{- .. .+csîncp/,(^) -4-..,

sera toujours convergente et définira une fonction de x continue dans tout
Fintervalle (a y &).

La convergence résulte du théorème précédent; quant a la continuité,
elle résulte de ce que la série est uniformément convergente dans l'in"
tervalle (a, &). En effet, le reste R/,, d'après ce qui a été démontré pré-
cédemment, est inférieur à la plus grande des quantités

(2^±B^)<po(^), (2^±B^)y,(;y)|

yo(^) ,y^(^) demeurant par hypothèse comprises entre des limites
fixes quand x varie dans l'intervalle considéré, on peut prendre n assez
grand pour que le reste soit, quel que soit x^ plus petit que o".
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L'application des propositions précédentes aux séries ordonnées sui-
vant les puissances croissantes de la variables est immédiate et évi-
dente, mais on peut indiquer plusieurs autres applications.

Par exemple, si la série
ai, ^2,..., dn

est convergente, la série
\ ̂Zi- oc^z

ouïes nombres ao ^2,..., ^forment une suite croissante ou décrois-
sante, définit une fonction continue de -z, excepté pour les valeurs
qui rendent un terme infini, etc.

VI. — D'une classe de fonctions discontinues susceptibles
d7 intégration.

Nous avons? dans Partiale précédent, rencontré des fonctions discon-
tinues, telles qu'il y ait des limites/^ + o),/(,y — o) différentes de
f{x} ])our/{x 4- h),f[x — À), lorsque h tend vers zéro par des valeurs
positives. On peut prendre des exemples plus généraux de fonctions
ayant dételles propriétés.

Soit, par exemple, une fonction <p(^) définie dans rintervalle (o, i)
par une courbe telle que AB A'B'. Nous supposerons {fig. i) que

OA == IB'. Pour pi us de simplicité, nous admettrons que la fonction, gé-
néralement continue, soit discontinue pour la seule valeur x =4" 5 soit

, - y^^BC,
Annales âe F École Normale* 2e Série. Tome ÏV. ia
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et posons
^ BG==a, CA'r^p;

alors
y(^4-o)=ç(i)~(3, cp(——o)=9(y)-ha.

Il est clair qu'on peut concevoir ou former une infinité de fonctions
satisfaisant à de telles conditions. En dehors de l'intervalle (o, i), la
fonction sera définie par l'équation y (a?-h i) = y (a?) et par conséquent
y (a?) sera toujours inférieure à un nombre A. Cela posé, la série

f{x)=^a^{3c) 4- ^9(2.r)+.. .-h^y(/2^)

sera toujours convergente, si la série des constantes

, Jl>i =: ai -i- as -+•... -4- dn

est absolument convergente; et, en outre, le reste de la série/(.r) étant
toujours inférieur à celui de la série A<, où Fon prend tous les termes
positivement, multipliés par un nombre fixe A, il est clair que la série
/(a?) sera uniformément convergente dans tout intervalle.

On verra comme précédemment que/"(.y) est continue pour toutes
les valeurs incommensurables ou commensurables à dénominateur im-
pair. Au contraire, on aura

/(^~o)=^(^)^a(^^^^ârf i^<t•^

f^ -ko) ̂ f{fq) - ̂  -h ̂ + ̂ -^ -)•

On pourrait multiplier les exemples de ce genre en remplaçant <p(.y)
par une fonction non périodique, mais restant finie pour toute valeur
de x, en considérant, au lieu de la série /(^), la suivante :

2a«y(^n^),

où les quantités a^ sont des constantes quelconques. Nous nous conten-
terons du casparticulier que nous avons examiné.

Cela posé, je dis que toutes les fonctions discontinues, telles que, pour
chaque valeur de x^f\x 4- À) etf[x — À) aient une limites quand hpo^
sitiftend vers zéro, sont des fonctions susceptibles d'intégration.
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Cela est évident, en verlu du théorème V, pour les fonctions dévelop-
pables en série que nous avons formées; mais nous allons démontrer la
proposition sans nous préoccuper de l'origine de ces fonctions*

Par la définition, pour chaque valeur de x on peut trouver un nombre
positif À, tel que l'on ait

f{x-{-6h)—/(.y 4-O)<<(T, en valeur absolue,
/(^-0A}~/(^-0)<Œ, 0<0<I.

Soit un intervalle (a, è). En partant de a on pourra donc trouver une
quantité ^ telle, que l'on ait

f(a+eQ,)^f{a+Q)^^ 0<i;

je la prends aussi grande que possible, soit a "•+- ^ = x^.
Ensuite je détermine une quantité &a la plus grande possible, telle

que
J(^+0^)^(^+o)^, 0<ï,

soit
oc, •+. 5, = <^.

Je dis qu'en opérant ainsi et en continuant indéfiniment j'atteindrai la
limite b.

Supposons, en effet, que la suite indéfiniment prolongée
3Cp == a 4- ôi + os +... + §p

n'atteigne pas 6; elle aura une limite x égale ou inférieure à &, et alors,
quelque petit que soit À, il y aura une infinité de quantités Xy com-
prises entre x—h et x. Or, par parenthèse, on peut trouver une quan-
tité À, telle que

J(^^.0/1)-/(^-0)<^ 0<0<Ï,

pour toute valeur de 9. De l'inégalité précédente il résulte que la dif-
férence de deux valeurs quelconques de la fonction dans l'intervalle
[x — A, x} est plus petite que °- On aura donc

f[^ ̂  ô( ̂ - ̂ )] -/(^ + 0) 5^

X2»
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et par conséquent, au lieu de passer de Xp à Xp^.^ on pourrait aller
à a^+y, ce qui est contraire à l'hypothèse que nous avons faite, puisque
cK^ doit être la plus grande valeur de ^, telle que

f^ 4- 0(^-H — xp)] —f^p + o)^< 7:» en valeur absolue.

Il y a donc contradiction à supposer que la suite des quantités x^,
»x?2,... n^atteint pas b.

Supposons qu^on ait atteint b après n opérations, et soient
a, x^ .Ta , . . . , ^-i, b

les valeurs intercalées. Formons les intervalles
a, a+ £, ^i — £, Xi -h e, x^ — e, ^2 + e,..., ^n-i — e, ^«-,1 4- e, 6 — e, 6.

Dans les intervalles
(a +e, ̂ , —6), f^i -h e, ^— e),..., (^«i 4- 6, 6— e),

les oscillations de la fonction sont plus petites que a. Dans les autres
elles sont quelconques; mais la longueur totale de ces autres intervalles
est 2 ( n — i ) Ê , et peut être rendue aussi petite qu^on le veut par un
choix convenable de 6. Donc la grandeur totale des intervalles, dans les-
quels les oscillations sont plus grandes que or, peut être prise aussi pe-
tite qu^n le veut, et par suite la fonction est toujours susceptible d!'in-
tégration.

Il suit de cette démonstration que les fonctions discontinues qui ne
sont pas susceptibles d'intégration sont nécessairement telles que, pour
un nombre illimité de valeurs de x dans tout intervalle, y (x -h h\ est
indéterminé quand h tend vers zéro.

VII. — D^une première classe de /onctions continues
n ayant pas de. dérivée.

Soit/(^) une fonction pour laquelle/^ '+' o) et/(,r— 0) existent
toujours, et cherchons son intégrale. Soit

F(^r/(x
f\x}d3C.

<?^a
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On aura
F( .y ,+A)-F(^o) == F0 f{x}dx.

Jy^

Supposons d'abord h positif. On peut, sans changer Fintégrale
(art. IV), remplacer la valeur /(^o) de/(^r) par/^o"^0)" Alors,
dans rintervalle (a?o» ^o 4-À), À étant suffisamment petit, on aura
toujours

/(^o+o)—a</(^)</(^o-+-o)"+-cr.

Donc
[/(^o 4- o) - cr] A < F(.ro 4- /^ - F (^) <J/(^o 4-0)4- a] h,

et par suite
lirn^^-L71)^!!^)^^/, ^o)A1AA1 — — • • y—————————— ——Jr ^,^,0 —(— U^,

On aurait de même
,. F ( ^ - - A ) — F ( ^ o ) ./lim ^,.2,.__^_^^^^^^ ==/(.ro - o ).

Il y a donc deux dérivées, ou plutôt la dérivée n'existe pas toutes les
fois que/(^o + o) est différent de /(o^ — o). Développons quelques
exemples.

Soit
^(^\ - ( tv) , (2ty) ^ , { n x ) , ^7 1 ^ ) = = ; "-— •{- -—;—- -4- - . , + ———- 4" . . •, S _> ï :" ' ' x-' a5 n^

on aura
f^r/ ^ ^ Y"" r30^^}^1^^^-IX ^

Les intégrales des termes de la série s'effectuent sans difficulté. On a

r30 ï ^n3c ï/ iîz^)d^=- j (x\dsc=.—fn^l2
Jo ^Jo 2^

[^1] désignant une fonction égale a {oc} y excepté pour les valeurs égales
à un entier +^, et qui a alors la valeur

, ! • ^ . . [^^i]^=+'T.1 ! ! ' . ! . ^ ^ ^ 1 1 1 1 ;
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On a donc
f , , W [îx^ [nxVî [ x ] = i j fW dx = ̂  + ̂  +... + L^- +. ...

La fonction définie par cette série n'aura pas de dérivée pour les va-
leurs de œ de la forme -p-' On aura alorsaç

,. î(sc+h}—î{x} „, . i / i i \l lm-——A———=^^)-^('+,;->- y -'-••).
.. F (a -—/ t )—F(^ ) ,,, , i / i i \
llm-——=-/^——-==:2^)+^(I+^+3ï-+-••)•

Soit de même la série

E(^) E(2a-) , E(/i«r) ^
/W::=-^-+^--^-.•+-,^-^ 5<2;

on trouve sans peine
^^(nx) , , , .
» ——"cte==Iog(prea?),

.Jo x

OÙ
^EM

'''^'-i.a'.ÏTrÉ^)'
et par suite

F^^r^.)^^^^.
t/O A—<1 /&

Cette fonction n'aura pas de dérivée pour les valeurs commensu-
râblés de oc. On peut lui substituer le produit infini

eW=]jy(^[<p(2^f\.4<p(^)F^

quiâlesmêmespTOpriétés.
Mais on peut former directement, et sans recourir à l 'intégration^

beaucoup d'autres exemples de fonctions continues n'ayant pas de dé-
rivée, , , .

Soit, par exemple, la fonction représentée (y^a) par la courbe OABC,
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qui se compose d'une partie convexe OA où la tangente n'est jamais
verticale, et qu'on reproduit indéfiniment en AB, BC,..., sur la droite
OABC. On peut supposer, par exemple, que OA soit un arc de cercle

Fîg. 3.

ayant son centre au-dessous de Qoc. Une telle fonction y (a?) est con-
tinue; elle a une dérivée, excepté pour les abscisses correspondant
aux points A, B, G,..., abscisses que nous supposerons égales à r , .2,
3,..., n. De plus, y (^ ) est toujours inférieure à l'ordonnée d'une
droite, c'est-à-dire à une expression de la forme A,r4-B, Enfin
<p(.r •4- h}— çû[x} , . ., , , . ,.-.————i—— demeure visiblement, quels que soient x et À, com-
prise entre deux nombres fixes qui sont les coefficients angulaires des
tangentes à la première branche de courbe en 0 et en A.

Formons la série
/(^)==2<2n9(7î^},

qui sera convergente si la série îna^ est absolument convergente. Cela
résulte de ce que l'on a y^^XA^+B.

On aura
/(^4-A)-/(^.„———^_—'-5:nâi

y(/î^4- nh) —^{nx)
nlz

Par hypothèse, î^^.^^^ demeure toujours comprise entre
deux limites fixes. La série précédente est donc également convergente
par rapport à x et h dans tout intervalle, et en appliquant le théo-
rème VII, on a

iu.a^-^/(£î ^^ lim (n.r + nh)
nh

Lî!,̂
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Supposons d'abord a? incommensurable, alors nx le sera aussi. La
fonction y (X) aura une dérivée pour X == nx^ et Fon aura

,. f(x±h)—f(x) ^ ,, .
Inn t / J — — — ^ ^ — — ^ - J — — ' == 2 7î^ <?' ( /z ̂  ).

Supposons, au contraire, ;r === /?* Alors, pour tous les termes tels que na;

soit entier, la limite de ÎA72 :̂̂  sera différente, suivant que h
tendra vers zéro par des valeurs positives ou par des valeurs négatives.
Il y aura donc deux limites différentes pour ^^^/^.^ suivant
que h tendra vers zéro par des valeurs positives ou par des valeurs né-
gatives.

Voici un autre exemple extrêmement général :
Soit une courbe OAi AaAs convexe vers l'axe des.a? [fig. 3), etinscri-

vons dans cette courbe une autre courbe OA< AssAg. . . , formée d'arcs

m^ 3.

isolés ne présentant pas leur concavité du côté de l'axe des x. Sup-
posons si Fon veut, pour fixer les idées, que OAo Ai Aa, A s A ^ , . . .
soient des lignes droites, et considérons la fonction ç? (.r) représentée
par le polygone inscrit OA^ A^Aa . . . .

Il est clair qu'on pourra trouver une infinité de systèmes de con-
stantes positives, tels que la série

J(^)==^(<p(^)+^(p(a^)+...^^(p(;î^)-4-.,.

soit absolument convergente pour tonte valeur de x. Par exemple, si
l'on suppose que la courbe OA( ÂsAg.. . soit la parabole représentée
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par l'équation y==cc2, et que le polygone O A - i A s A s . . . soit compris
entre la courbe et la parabole y == a?2 -4- Aœ -+- B, où A et B sont posi-
tifs, la série/(a?) sera absolument convergente pour toutes les valeurs
de x, pourvu que-la série

di -l- 4^2 •+• • - • -+- n^cin
le soit aussi.

Cela posé, il est clair que la fonction <p(^) a une dérivée pour toutes
les valeurs deœ qui ne sont pas les abscisses des sommets A , , A a ^ A g , . . .
du polygone.

Pour une de ces abscisses a^ correspondant au sommet A», il y aura,
au contraire, deux limites différentes pour

9 ( ^ + A ) — 9 ( ^ )..^____^

Si À tend vers zéro par des valeurs positives, la limite correspondante
est le coefficient angulaire du côté AnAn+r Si À est négatif, la limite
est, au contraire, le coefficient angulaire de A^., An. Remarquons, de
pluSy que le rapport

(p(^+A}—- 9(^)
———^ —

tend vers sa limite par des valeurs décroissantes si h est positif? ou par
des valeurs croissantes si h est négatif. On aura

f^-t^l^f^ ==Y na ïi^^.^ lr:M Ĵ./r1'" " Z j ^ n "~ " ^
Supposons d'abord qu'aucune des abscisses noc ne soit égale à l'ab-

scisse w.a àe l'un des sommets An du polygone : alors, d'après le théo-
rème VIII, tous les termes variant dans le même sens quand A tend
vers zéro, on a

,. f[sc±h\—f{x\ ^ , / ,H^ ̂ ...̂ -.,,,,..̂ /̂ ..1,.,J ̂  ̂ nan ̂  ( nsc ),

etia fonction/^) a une dérivée. .
Au contraire, si une ou plusieurs des abscisses nsc correspondent à

des sommets, il n'y aura pas de dérivée,
Supposons, comme application, que le polygone OA< Aa . *.A^ soit

Annales de l'École Normale, a6 Série. Tome IV. ^
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inscrit dans la parabole dont l'équation est
y=x\

et que les abscisses des sommets A^ Aa , . . . soient i , 2, 3 , . . . » n,... ;
on aura une fonction représentée par le polygone des ponts suspendus.

La fonction y (a?) aura pour expression

9(^J==E 2 (^)4-[2E(^)4- ' I ] [^—E(^)] .

Pour toutes les valeurs non entières de oc on a

y'(^)=r: 2E(^)-4-i.

Au contraire, si oc est entier,

<p(^ -hA)—cp(^ ) ,. y f ^ — A ) — c o ( ^ )11 m ïs-——/——T^~/ = 2 r + i, 11 m lA...,̂ .-̂ ,-»,7 .,.,,,- ..\...../ ̂  2 ̂  — i ;
ft — /i

on aura par suite? pour x commensurable et égal à la fraction irréduc-
tible p^

?
,. f{x-^h\ — f(^) v< r T. / ^ -ilim ^——y—J^—'- ==: Inan [aE(^^) + x]

et
f( ^ „_ /^ ) _ ^f^- )

lim "--111——/,—^.-.L^ =: 2^a,t[2E(?î.r) 4- x] — a (g<^ -)-• sçasy + 3g<2;^ +.. .),

VIII. — Nouvelles fonctions continues noyant pas de dérivée,

Employons maintenant la fonction introduite par M* Schwarz dans
sa Note déjà citée Sur une fonction continue rayant pas de dérivée.

Cette fonction est définie par Inéquation

y(^)===E(^)-^-V r^^E^^

Elle est représentée par une série d'arcs de parabole OA, ÂB, BC,...
{fig. 4)^ tous égaux et ayant leur tangente en 0, A, B,... verticale. Cette
fonction est évidemment croissante, et elle est inférieure à l'or-
donnée A x+ B d'une droite-
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Cela posé, formons la série
/(.r)=rr^, (p(^) -\-a^[ix) —. . .•4-ûfn(p(^^),

où ^i , Oa, 03,..., a^sont des quantités positives telles, que la série 2na^
soit convergente. Alors la série/(*r) est uniformément convergente

Fig. 4.

dans tout intervalle. Elle représente une fonction continue et croissante
de x. Cela est évident : tous ses termes sont positifs et croissants. On a

f(x 4- h} —f^) == îa,n [^{nx -l- nh} — ^( / i^)] ,

et par suite^ en prenant un seul terme de la série,

f{x 4- h}—f{x}>an[^{nx^nh) —• ç(/î^)'j.

Supposons x commensurable égal à P ) et prenons n == q;

f(x-\-h)—f{x) <p (^+gA) -^y (^ )
.....,.„._„ .„.-.-.,. ...̂  .„....,...-..„- „-.,. ̂  u^' ---- —— ——— - - --1-11-1-1-1-1 -h ^^———^

ou, en substituant les valeurs de y {?) et y [ p •+- ^Â),

et par suite

/(^+A)-/(^) ///_._.._^.^— ;>^y ^,

f[sc^.h}-f^}llîll ^î——.^'^.A...1^L ̂  QO ,

quand À tend vers zéro par des valeurs positives. Ainsi la dérivée de la
fonction est-inûnie dans le sens positif pour toutes les valeurs com"
mensurables de x.

Pour compléter l'étude de cette fonction, nous allons montrer qu'il
y a des incommensurables pour lesquelles la dérivée existe et est finie,

x3.
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d'autres pour lesquelles elle est infinie. Pour fixer les idées, prenons

^^.V°9(^)w=s;
f^ + A) -fW .^ y (^ + ̂ )j^ïj>^)————^—.-_ ̂ >^. . . . .^ ^ ̂  . - ,

Alors

la somme 2 étant étendue à un nombre fini, mais quelconque, de termes
de la série, qu'on choisira de la manière la plus convenable. L'inégalité
précédente se justifie d'elle-même, tous les termes de la série étant po-
sitifs. Le second membre étant composé d'un nombre fini de termes,
cherchons sa limite, qui, d'après la définition de < p ( ^ ) ? est

V±__,2
Z^3 ai/W-"-Z^3 aVW—E(7z.F)

Choisissons pour n les dénominateurs des réduites de rang impair du
développement de x en fraction continue. Ces réduites sont toutes infé-

PHeures à x. Désignons-les par —• Alors la somme précédente pourra
\".m

s^écrire v^^,^.^,.
^Qi \/Qn^-~Pn

Or on a (voir SEB.RET, Algèbre supérieure, t. ï)

• Q ^ - P » < — — "
Vn-l-i

Donc, en remplaçant Q^ — P^ par ——? on ne peut que diminuer la
><,/ï-+-l

somme précédente, et l'on aura

• Hm^î^r./^
h .Zj 2Q^

D^ailleurs, en appelant o^n le quotient complet correspondant à Q,,,
on a

Q^+l === On Qn -+- Q l̂, Qn+i > ̂  Qn,

et par suite, a fortiori,

" ! ! ! ''H^^^'LZ^ ^ .
• • ; ; h ^^^Q^'1.,-1-';,;... •
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Prenons le premier terme de la somme qui figure dans le second
membre de l'inégalité, et supposons qu'on ait choisi Q^ arbitrairement.
Alors, On n'entrant pas dans Q^, on peut le déterminer de telle manière
que le premier terme ait une valeur quelconque, par exemple une va-

x ileur supérieure à i ou à -• Dans le terme suivant il y aura un nouveau
quotient a^ dont on pourra encore disposer arbitrairement, et ainsi
de suite. On peut donc formej une incommensurable telle, que chacun
des termes soit supérieur à l'unité, par exemple, et alors, en prenant
un assez grand nombre de termes, on prouvera que

,^/(^+A)-J"(^)
11 iJLÂ — — " 1 ' f " ~ " — — — — — — —h

est plus grande que toute quantité donnée. Cette limite est donc infinie
dans les deux sens, car nous n'avons fait aucune hypothèse sur le signe
de À.

Pour établir que la fonction /(^) a une dérivée pour certaines va-
leurs incommensurables, nous nous appuierons sur l'inégalité, facile à
démontrer, à laquelle satisfait la fonction y ( ^ ) »

ç( .y -4~A)—cp( . r ) . à 1 1 , 1Z-'L,,_-,,._ ^.—,ZJL_ <^ , - ,5 en valeur absolue,

(x) ayant la signification que nous lui avons déjà attribuée. Alors on
voit que la série

Sy Çnsc -}- nh)—<Q(nx).__^,_..-„ . ,

considérée comme fonction de A, sera uniformément convergente si la
séné

V^JL
ÂMÂ ̂  ( nn^ ( n x )

est absolument convergente; et si cette dernière condition est remplie,
on aura le droit de passer à la limite dans la série précédente et d'écrire

1 ^ rw^y^.L^ ^

Tout se réduit donc à montrer qu'il y a des incommensurables pour
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lesquelles la série
V--1—Z^n^^nx)

est absolument convergente.
Or, si n n'est pas le dénominateur d'une réduite du développement

de x en fraction continue, on a

(7î^)>>~-5 en valeur absolue• / 2 n

(voir SERRET, Algèbre supérieure y loc. cit.} et, par conséquent,

^I». < - 1

/^(/^.r) an2

en valeur absolue. Donc les termes qui ne correspondent pas aux dé-
nominateurs des réduites forment une série absolument convergente.

Pour le dénominateur Q,2 d'une réduite, on a

(Q^)>^^^

donc
J_ ^ çln ̂  Ç"±1 <- [a" "̂ J r i \

Q]'(Q^) '- ~'Ql" '<- Ql ""• u?

( l ) Les résultats de la théorie des fractions continues, sur lesquels nous nous appuierons
dans ce qui va suivre, peuvent être résumés de la manière suivante : x étant Fincommen-

Psurable, — la (n "+-1)"^ réduite, a^ le quotient complet correspondant à Q^, on a
*CjÏ

Q^7-»^ 0^<(^^i)0.î
p {«-, ï^"4-' f_ iV^

^ •— — est compris entre ^—^— et 7—7.—-T{—-^
Q. . QnQ,^i ^nWn-^Qn^)

Enfin, si n rfest pas le dénominateur d'une réduite,

(/?.y)> —, en valeur absolue.

Remarquons, en outre, que ?„, Q^ ne dépendent que des quotients complets ccg, (/.(,., . ^
a/^c Si donc une incommensurable est inconnue quand Q^ a été obtenue, on peut choisir o^
arbitrairement, ce qui donne P^(, Q,^i, puis a .̂, arbitrairement, ©t ainsi de suite.
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On désignant, comme précédemment, le n1^6 quotient complet. Or il y
a une infinité d'incommensurables pour lesquelles la série

V a"-4:2
Z""Qf"

sera convergente, par exemple toutes celles pour lesquelles a.n ne dé-
passe pas une certaine limite.

Soit encore la série
3,

f[x) ==2 On ( s inTî^Tr) 3 ,

qui sera également convergente dans tout intervalle si la série la^
est absolument convergente. Nous allons d'abord établir un lemme pré-
liminaire en cherchant une limite supérieure de

ï 2-
[sin(^7r -h/m:)]3 — (sinjcTr)'3,,,.̂ ...,.....,.,.,,.......,....,,....̂ ...̂ ^̂ ^̂ ^̂  ,

lorsque, x restant fixe, À prend toutes les valeurs possibles. Posons

sin(^7r -+- /t7r) ==j'13,, sîn^Tr ==a3,

On pourra écrire rexpression précédente
. h-KOiy».__

y2 — a1 sm(.y^T4-A7r) — sin^-Tr_ y-+-a 2 / A7r\
y3 "—a8 h TT y2 ~i~ ay •4" ̂ 2 7^ Y 2 / î

2

j et a étant plus petits que i, l'expression est en valeur absolue infé-
rieure à ——————-• Le minimum du dénominateur a lieu poury'-+- ay -i- a2 *
^y--== — -• En substituant cette valeur dej/on a donc

i ! ' 2.
[s inf^TT-(-ÀTr)"] 3 —(sin, r7r) 3 ,̂ STT

h 3[sin(^7r)f

en valeur absolue, et quel que soit À.
Ce lemme étant admis, revenons à la fonction/(^) et supposons
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que x soit commensurable et égal à la fraction irréductible p - On
aura

î. î-

{ \ /(^•+- ^—fW Y [sin(n^+7îAîr)]3—(sin^îT)3w •——h~ •—'= 2 an —————j,——.—^^^^^ :
sin/z^Tt ne peut prendre que les q valeurs,

. 7T . 27T . ( q — l ) 7 Tsin~5 s m — î * - * ? sin ————5 sinrr,
? ? ç

dont la dernière est nulle et correspond aux termes pour lesquels n est
un multiple de q. Décomposons la série/^) en deux, l 'une y [x}
formée des termes pour lesquels n n'est pas multiple de ' q ^ l'autre
^ (x) formée des termes pour lesquels n est au contraire multiple de q.
On aura

(p) f^^. k} -/(^)=:y(^4- À)- y (^ ) + ^ (^+ h)-^{x}.

Considérons d'abord la série y (a?) ; on a
2, 1

( \ y(^'+- A) — y (^) __ .̂ [sin(7î^7T-4-Tî/îTr)]3 — (s inn^Tr) 3
1 y / ————A"7——'" ~ z a!t ————————^—-——^^^^^^^^ ,

la somme étant étendue à toutes les valeurs de n non multiples de y.
Pour tous les termes, on a, d'après le lemme,

i. ï

[sin(7i^7r-h nAîT)] '— (sinn^Tr)"3 . SnanU^ --- ^ ^ ^ . ^.1 —. , , . . , . - . . . . - , ^ ^ ^^^^^^ . , . , - __ ,_ , ^ ^
3(si^7^.y7^)''(

sin/i^TT prend l'une des valeurs

. 71 . 2'3T . f<7 — l)n:sm - 5 sin — ? . • . ? sin ^-- —/-,
? ? ?

et demeure supérieure à tout nombre fixe A plus petit que les ^ — i
sinus précédents. Donc la série (y) a ses termes inférieurs en valeur
absolue à ceux de la série

8n ,,
! ! ! : ! ! 1 ! 1 1 1 ! ' ! • ! ! : ! " T T 2 1 ^ ^ * 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' !

ûA
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Si nous supposons que cette dernière série soit absolument conver-
gente, la série (7), considérée comme fonction de À, sera uniformément
convergente dans tout intervalle, et l'on aura le droit (théorème VII)
de faire tendre h vers zéro. Donc on aura

l îm ç?(y-+-h}— ? (^) _V 2 ânnn cosÇn^n)nm————^————^^ ——————^_,
{^mnx'KY

la somme qui figure dans le second membre étant toujours étendue
aux valeurs de n non multiples de q. Si nous désignons cette somme
parL, nous pourrons poser

9 {x^ À ) — y [x} = A (L -+-£),

s tendant vers zéro avec h.
Considérons maintenant la série ^(^), qui se compose des termes

pour lesquels n est multiple de y. On aura, en posant n == n'q,

^ (^+A) ~ ^(^)==:V ^^(sm^qh'nf,

W ^^^^^^(.^^(^^^

à
La série 2a^ (n'y)3' est convergente, puisque la série 2; na^ l'est déjà

par hypothèse. D'ailleurs ̂ ^^^ est toujours plus petit que î . La
série (<?) est donc uniformément convergente par rapport à h dans
tout intervalle, et l'on peut faire tendre h vers zéro. On aura donc

nn,iifL±Al=^
h3

et si nous désignons le second membre par K, nous aurons

^ [x + h} — 4/ (^) = h^ (K -4- £')»

s'tendant vers zéro avec À.
En tenant compte des résultats que nous venons d'établir, Féqaa-

Ânnales de l'École Normale. 2e Série. Tome ÏV» ï4
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tio.n (?) nous donnera

f^ ^ A) -/(^) == A (L + e) + /^ (K + e^) == /^(K -+- e" ),

s^ tendant vers zéro avec À. Ainsi, pour toute valeur commensurable de x^
l'accroissement de la fonction est de la forme

( K + Ê ^ A ^

et la dérivée est par conséquent infinie.
Ce fait analytique correspond, en Géométrie, à un point de rebrous-

sèment avec la tangente verticale.
Cet exemple nous paraît surtout remarquable en ce qu'il montre

clairement qu'il existe des fonctions continues qui ne sont ni crois-
santes ni décroissantes dans aucun intervalle.

M. Hankel, qui Fa traité par une méthode inexacte, affirme que^
dans le cas où x est incommensurable, la série des dérivées des termes
est convergente et représente la dérivée de la fonction. Cela a lieu, il
est vrai, pour un grand nombre d'incommensurables, mais la proposi-
tion n'est pas générale. Soit, en effet,

^ 2.n CCnTT COS7î^îT_

Z, 3 (sin/t^Tr)3

la série des dérivées : en faisant usage des résultats déjà signalés rela-
tifs aux incommensurables, on reconnaîtra qu'on peut disposer des
quotients complets de telle manière que les termes correspondant aux
dénominateurs des réduites soient aussi grands qu'on le voudra ; et, par
conséquent, la série n'ayant pas ses termes tendant vers zéro avec -1-

Yl

ne pourra être convergente.
Voici un nouvel exemple présentant une propriété nouvelle. Soit

F ( ^ ) = = ^ —sin^.^Trsin^logsin'n.yîT).

On suppose que la série 2a^ soit absolument convergente et, par suite,
la série F {a?) sera convergente pour toutes les valeurâ de a?. La série
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des dérivées des termes est

f(x}= SûnS'm (y -+- j iog sîn^.y-îT] COS(^^TT),

et elle est, d'après les hypothèses faites, uniformément convergente dans
tout intervalle. Les termes sont des fonctions continues devenant indé-
terminées chacune pour un nombre limité de valeurs de x dans un in-
tervalle donné. Ils sont donc susceptibles d'intégration, et l'on a, en
effet, F(^)= r/(

^0
x\ dx,

Réciproquement, d'après le théorème VI, F(^) aura pour dérivée
/(.r), excepté pour les valeurs commensurables de<r, et alors on s'as-
surera aisément, par une recherche directe, que la dérivée est indéter-
minée. Ainsi nous obtenons une fonction dont la dérivée existe pour
toutes les valeurs incommensurables y mais est indéterminée pour les va-
leurs commensurables.

Nous terminerons en donnant un exemple d^une fonction qui n'a de
dérivée pour aucune valeur de la variable..

Soit
f!^^ ys în[ i .2 .3 . . - (n^î}x}j(^-^———7:IX~1ï———-

La série qui représente f{^} étant uniformément convergente dans
tout intervalle, la fonction est évidemment continue. Pour rechercher
si elle a une dérivée, décomposons-la en deux parties et posons

^-^sint ï .a .S. . . f 7 i 4 - x ) x}
i . a . . . ^

^^'-^sinfï .a.S.. . n
(p ( X ) === > ——-——————— ——

Zjr - 1 . 2 . . . ^

sin[i .a. 3.. . {n 4-1) ^]^^S i. a. 3... n
Soit ensuite

î . 2 . 3 , . .'N x N A = = % £ <
On trouvera facilement

^(x 4- h} — ^(.y),, Q,. _ ,̂  ,__.». .._^

14.
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9 étant une quantité comprise entre — i et 4-1, et

9(^+^-<p(^y\^ s[(i^3.^)^]^6sm[(i^.3...N)^]+o3(N,e),
// Zji

GO (N, s) désignant une fonction qui tend vers zéro quand, s restant fixe,
N croît indéfiniment et, par conséquent, h tend vers zéro.

En nous appuyant sur ce que/(a?) est la somme de y (a?) et ^(^),
nous aurons donc

î̂Jl̂ LrJ^ == V^ n cos[(i.2.3...^)^]-esîn[(i.2.3....N).y]

-4-&3(e,N)-l-0-

Si la fonction/^) avait une dérivée, le second membre tendrait vers
une limite fixe, indépendante de e, quand, s restant fixe, N croîtrait in-
définiment.

Or on s'assurera aisément que ce second membre ne peut avoir une
limite indépendante de s que dans le cas où sin [(i.^... N).x?] tend vers
zéro quand N croît indéfiniment. Donc déjà la fonction/^) n'a pas
de dérivée toutes les fois que oc n'a pas été choisie de telle manière que
sin [( î.2... N) x] tende vers zéro quand N croît indéfiniment.

Considérons maintenant ces valeurs de oc, en nombre infini dans tout
intervalle, pour lesquelles sin[(i.;2... N)<^] a zéro pour limite quand N
croît indéfiniment. On verra facilement que dans ce cas le rapport

f(^'tj^j^}
h

se rapproche indéfiniment, quand N croît, de la somme
V^N
Y ^COS[( î .2.3. < . ^)«5K"].

Or cette somme ne tend vers aucune limite; car, d'après les hypo-
thèses faites, sin[(i .2. . .N]^) ayant zéro pour limite quand N croît,
cos[(î..2...N)a?] se rapproche indéfiniment en valeur absolue de l'unité
et la somme précédente dont le terme général devient indéfiniment
grand, ne peut avoir aucune limite.

Donc, dans aucun cas, la fonction f {oc} na de dérivée.
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IX. — Définition d^une classe singulière de fonctions
discontinues.

Soit
<p (r) == r2 sin yj

et posons
f i \ • I I

cp' (y}== aysin- — cos-î
•/ «/

pourj différent de zéro;
q/ (o)===o,

pour j == o. Alors y' (y) sera toujours, même poury=o, la dérivée
de <p(j), par rapport à y; seulement la fonction ^(y) sera discontinue
pourj == o. On a d'ailleurs, pour y < i, ç^j) <3.

Formons la série discontinue

f[x} === 2 TT ̂  9' (smn^7r)cos?z^Tr+...,

qui sera uniformément convergente si la série 2^ est absolument con-
vergente. Les termes de cette série sont des fonctions de x discontinues
pour certaines valeurs de x^ mais susceptibles d'intégration. On aura
donc

(^x 'V\ n
F(.r)= j f{sc')dx=Y ^ (p(sinn^CT-).

D'après le théorème VI,/(a?) sera, dans tous les cas, la dérivée de
F (.r). Ainsi nous obtenons une fonction continue dont la dérivée est dis-
continue pour toutes les valeurs commensurables de oc, mais existe pour
toutes les valeurs de x.

En partant de la remarque précédente, nous allons montrer qu'il
existe des fonctions discontinues qui jouissent d'une propriété que l'on
regarde quelquefois comme le caractère distinctif des fonctions conti-
nues, celle de ne pouvoir varier d'une valeur à une autre sans passer
par toutes les valeurs intermédiaires.

Soit, en effet, F(^) une fonction dont la dérivée existe pour toute
valeur de x, mais soit discontinue. Supposons que, pour^== oo^ xc=.x^
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la dérivée prenne les valeurs
F^o)==A, F'^^B.

Je dis que, si x varie de x^\ œ^ f {oc} passe au moins une fois par
toutes les valeurs intermédiaires entre A et B. Soit, en effet, M une de
ces valeurs

A>M>B,

et fbnnons la fonction
ï[x}—'m.oc.

Cette fonction contiîme aura, pour.y == ^o? ^^ dérivée A — M positive
et, pour x = x^, une dérivée B — M négative. Elle commencera donc
par être croissante quand x variera deo^ àa^, puis elle unira par être
décroissante pour cc^= x^ Donc elle aura un maximum qu'elle attein-
dra pour une certaine valeur

aro"+- Q [Xi — ^o)y

et pour lequel sa dérivée sera nulle ; on aura donc

/^o+0('^-^)]-M=:o;

Ainsi tout nombre M intermédiaire entre A et B est une valeur de la
dérivée,

La seule objection qu'on pourrait faire à notre conclusion, c'est que
la dérivée doit nécessairement être continue. I/exemple que nous
avons donné montre qu'il n'en est pas ainsi et que la dérivée peut être
discontinue un nombre infini de fois dans tout intervalle, sans être
jamais indéterminée.

Cet exemple n'est pas, du reste, en désaccord avec les notions que
nous avons de la continuité et de la discontinuité des fonctions. Il est
clair que, si la loi d'une fonction est telle que ses variations soient
brusques, elle ne peut varier d'une valeur à une autre en passant par
toutes les valeurs intermédiaires. Par exemple, si l'on a

lim/(^ ̂  h)=f(x ̂  o)>/(^),
lim./'(^-A)===/(^-o)</(^},1 1 ' 1 :

À tendant vers zéro par des valeurs positives, il est clair que, lorsque^
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variera de x — h^ à x 4- /^ ? la fonction ne prendra pas toutes les valeurs
comprises entre/(.f —- h^} et/(a? + ÂJ. Mais il y a, nous l'avons vu,
d'autres genres de discontinuité et il existe des fonctions pour les-
quelles la limite àe f {x "+- h) est indéterminée quand h tend vers zéro.

Par exemple, lorsque h tend vers zéro, f{x -+- h) peut prendre toutes
les valeurs comprises entre /(^) — K2 et/(^) +• K'2. Un exemple
simple de ce cas nous est offert par la fonction sin-1-lorsque œ tend
vers zéro. On conçoit que de telles fonctions, pour lesquelles/^ + À)
a une limite indéterminée, ne puissent passer d^une valeur à une autre
sans atteindre toutes les valeurs intermédiaires.

C'est à cette dernière classe de fonctions qu'appartiennent les déri-
vées des fonctions continues quand elles sont finies et existent pour
toutes les valeurs de la variable. Soit, en effet, F(^) une fonction con-
tinue ayant une dérivée. On aura, d'après le théorème des accroisse-
ments finis ( ^ ),

F(^)-F(^p,^^
II

h^ étant compris entre zéro et À.
Qaand h tendra vers zéro, il en sera de même de h^ d'après une loi

inconnue. On voit que la dérivée ¥{00} doit être ou continue ou dis-
continue, de telle manière qu'il y ait un système de valeurs de A pour
lequel F{x 4- h} — T{x} tende vers zéro avec À. Cette propriété exige
que P(tZ"+Â) ne tende vers aucune limite déterminée quand À ten-d
vers zéro; car, si cette limite existait, elle serait V{ûc} et la fonction
dérivée serait continue.

Il semble difficile d'indiquer un caractère général qui permette de
reconnaître si une fonction/^) aune fonction primitive, c'est-à-dire
si elle est la dérivée d'une autre fonction.

Dans le cas, toutefois, où/(«r) est susceptible d'intégration, la so-
lution peut être donnée. En effet, s'il existe une fonction F(^) telle que

F^J^/Or),

( 1 ) J^oirVà belle démonstration de ce théorème, donnée par M. 0. Bonnet, dans le Traité
de Calcul différentiel et intégral, de M. Serret, t. Ï, p. 17» Cette démonstration suppose
seulement (3[ue la dérivée existe efc soit finie.
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on aura
F(^)-F(ff):=F(^)-F(^.-,)+F(^-,)-F(^-,)+...+F(^)-F(a),

ou, en appliquant le théorème des accroissements finis,

f(x) - F (a) ==/(a + 0. ô.) à, +/(;!?. + 020,) ô, +.,. +/(^-i + Un) ̂ ,

les à ayant la même signification que dans l'article III, et par consé-
quent Y {se) ne pourra être que l'intégrale définie

C-r r'Mdx.
J a

On effectuera cette intégration et il restera à voir si l'intégrale a pour
dérivée/^).

Il tant pour cela que l'on ait
/»a?4-/»-»a?4-^

f[!C}(lX:
' x

f[x}dx=[f[x}+t}h,
<J X

£ tendant vers zéro avec À. Or l'intégrale est la limite de
h ., , /,/ h\ .r (^—i) /n
"" f(^ -+"f ^4- - 4-...4"/ ^+-———— i^ \ ^y L n J

lorsque n croît indéfiniment» Donc, pour qu^une fonction susceptible
d'intégration soit la dérivée d'une autre fonction, il faut et il suffit que
sa valeur moyenne dans Fintervalle (^, x + h)••»;(/(») +/(^^...+/[^^]i
devienne égale à/(.y) quand h tend vers zéro. h doit être pris succes-
sivement positif et négatif.

x> janvier 1874*


