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PREFACE.

Je me suis proposé deux buts dans cet ouvrage:
d’abord de mettre a la portée des personnes qui n'ont
pas cultivé les hautes parties des mathématiques, les
régles du calcul des probabilités, sans lesquelles on
ne peut se rendre un compte exact, ni de la préci-
sion des mesures obtenues dans les sciences d’obser-
vation, ni de la valeur des nombres fournis par la
statistique, ni des conditions de succes de beaucoup
d’entreprises commerciales; en second lieu, jai voulu
rectifier des erreurs, lever des équivoques, dissiper
des obscurités dont il m’a paru que les ouvrages des
plus habiles géométres, sur ce sujet délicat, n’étaient
point exempts. Comme les erreurs ou les obscurités
portent sur les principes du calcul bien plus que sur
les déductions purement mathématiques, j’ai pensé
que ces deux buts pouvaient se concilier, et que,
sans faire un livre exclusivement 2 l'usage des géo-
metres, je ne manquerais pas d’occasion de placer
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des remarques utiles i ceux d’entre eux pour qui
cette théorie a de l'attrait, ne fiit-ce que comme spé-
culation purement philosophique.

Yai donc tiché de faire en sorte que la lecture de
cette Exposition nexigest que la connaissance de I'al-
géBre élémentaire, ou méme, a la rigueur, nexigeat
que la connaissance des notations algébriques, qu’il
faudrait remplacer par de longues circonlocutions,
aux dépens de la concision et de la clarté. Jai voulu
indiquer les résultats du calcul, en faire comprendre
la raison quand cela était possible, mais en m’abs-
tenant généralement d’entrer dans les détails techni-
ques de la démonstration. Jai rejeté en notes les
explications pour lesquelles Pemploi des signes du
calcul infinitésimal devenait nécessaire; et, méme
dans les notes, j’ai plutot indiqué que démontré les
résultats.

Le calcul des probabilités n’a d'importance réelle
qu'autant qu’il Sapplique 4 des nombres assez grands
pour qu’il faille avoir recours a des formules d’ap-
proximation, si 'on veut que les calculs numériques
deviennent praticables. Fai dii faire un usage perpé-
tuel de ces formules, et donner une table 4 I'aide de
laquelle on pourra les appliquer 4 tous les exemples
numériques qui se présenteront, sans quil soit be-
soin pour cela de connaissances autres que celles de
Parithmétique usuelle. La détermination précise de
Papproximation que ces formules donnent, et des
conditions sous lesquelles on peut en toute siireté
les employer, est un probléme trés-épineux d’ana-
lyse, qui n’a pas encore été, 4 beaucoup pres, com-
plétement résolu, et qu'il ne m’était nullement permis
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d’aborder. 1l arrive, dans la théorie des probabilités ,
quelque chose d’analogue 4 ce que présente la théo-
rie mathématique de la chaleur. On sait que, si un
corps primitivement échauffé d’'une maniére quel-
conque est ensuite soumis i Iaction réguliére et
constante de sources de chaleur ou de froid, la tem-
pérature de chaque point du corps se rapproche
graduellement d’un certain état qu’on appelle I'étar
final, ou toute trace des irrégularités de I'état initial
aurait disparu. Mais, avant d’atteindre & cet état final
(ce qui, dans la rigueur mathématique, exigerait un
temps infini), la température de chaque point passe
par un certain état, qu'on a proposé d’appeler I'état
pénultiéme, pendant la durée duquel laloi de varia-
tion des températures comporte, sans erreur sensi-
ble, une expression mathématique, réguliéere et sim-
ple. De méme la théorie des probabilités a pour objet
certains rapports numériques qui prendraient des
valeurs fixes et complétement déterminées, si 'on
pouvait répéter a-linfini les épreuves des mémes
hasards, et qui, pour un nombre fini d’épreuves,
oscillent entre des limites d’autant plus resserrées,
d’autant plus voisines des valeurs finales, que le
nombre des épreuves est plus grand. La liaison ma-
thématique entre Pamplitude des oscillations et le
nombre des épreuves se simplifie beaucoup lorsque
ce dernier nombre a atteint une grandeur convena-
ble ; et alors comimence un état de choses qu’on peut
nommer aussi, par analogie, I'état pénultiéme, sou-
mis 4 des lois qui sont ce qu'il y a de plus impor-
tant dans la théorie mathématique des hasards, et
I'objet principal de la présente Exposition, En géné-
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ral, il n’est pas nécessaire que les nombres soient fort
grands pour que les choses se passent comme dans
cet état pénultiéme. Jai 4 plusieurs reprises donné
des exemples qui le montrent; mais je n’ai pas pré-
tendu fixer avec une précision mathématique les
conditions de I'état pénultiéme; ce qui, au surplus,
aurait plus d’intérét dans la spéculation que dans la
pratique.

La partie de mon travail a laquelle, je l'avoue,
jattache le plus de prix, est celle qui a pour objet
de bien faire comprendre la valeur philosophique
des idées de chance, de hasard, de probabilité, et le
vrai sens dans lequel il faut entendre les résultats des
calculs auxquels on est conduit par le développement
de ces notions fondamentales. Les explications que
Jai données a plusieurs reprises sur I'indépendance
et la solidarité des causes, sur le double sens du mot
de probabilité, qui tantot se rapporte a une certaine
mesure de nos connaissances, et tantot 2 une me-
sure de la possibilité des choses, indépendamment
de la connaissance que nous en avons : ces explica-
tions, dis-je, me semblent propres & résoudre les
difficultés qui ont rendu jusqu’ici suspecte i de
bons esprits toute la théorie de la probabilité mathé-
matique. On y trouvera des définitions, des idées
que je crois neuves, ou qui du moins n'ont jamais
été nettement apercues. Elles m’ont conduit 4 envi-
sager la doctrine des probabilités & posteriori, et la
plupart des applications qui s’y rattachent, tout au-
trement que ne I'ont fait des hommes justement cé-
lébres. Je ne crois pas céder a une illusion d’auteur,
en me figurant que les idées que j’émets mériteront
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au moins d’étre discutées ; qu'elles seront susceptibles.
d’intéresser, non-seulement les géometres, mais les
philosophes; et qu'en fixant lattention de ceux qui
cultivent cette branche des connaissances humaines,
elles pourront contribuer aux perfectionnements
qu’on y apportera plus tard.

Le terme de probabilité a été la source de tant
d’équivoques, que j’avais eu d’abord lintention de
" Téviter tout a fait, pour n’employer, selon les cas,
que les expressions de chances et de possibilité ; mais
jai trouvé ensuite plus d’inconvénients A rejeter un
terme tellement consacré par I'usage des géométres.
Je crois d’ailleurs, et j'ai essayé de le montrer, que
le mot de probabilité a d’autres acceptions, distinctes
de celles qui donnent lieu aux calculs des géome-
tres , mais néanmoins assez voisines de celles-ci pour
quon ne doive pas les isoler complétement dans
une exposition philosophique. Je tacherai un jour,
si les circonstances me le permettent, de développer
les idées qui ne sont qu’indiquées dans le dernier
chapitre de cet ouvrage. Yai craint qu'on ne me re-
prochat, si j’y insistais davantage ici, de trop méler
la métaphysique a la géométrie. Est modus in rebus.
Clest pourtant 4 la langue des métaphysiciens que
j’ai emprunté sans scrupule les deux épithétes d'ob-
Jective et de subjective, qui m’étaient nécessaires pour
distinguer radicalement les deux acceptions du terme
de probabilité, auxquelles s'appliquent les combinai-
sons du calcul; mais 'y étais autorisé par I'exemple
de Jacques Bernoulli.
On trouvera, je I'espére, dans cet ouvrage, un
choix d’applications assez variées pour que le lecteur
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se fasse une juste idée des applications de la théorie
des chances, et pour que tous ceux qui cherchent
dans la statistique autre chose que des résultats
bruts, soient mis sur la voie des applicaﬁohs nou-
velles quils pourront étre eux-mémes tentés den
faire. Yai donné plus de détails sur deux questions
curieuses que j'avais déja traitées & part: I'une, qui
a pour objet la distribution des orbites des comeétes
dans I'espace; I'autre, qui porte sur la théorie de la
probabilité des jugements, et sur l'application de
cette théorie aux documents statistiques publiés en
France par 'Administration de la justice. Les per-
sonnes compétentes prononceront sur la valeur de
la solution que jai donnée de la question théorique,
en la comparant aux solutions données par d’autres
auteurs, et notamment i celle qui fait objet princi-
pal du grand ouvrage de M. Poisson, publié en
1837 (1. Quant a I'application 2 la statistique judi-

(*) On me pardonnera de transcrire ici, bien moins pour con-
server mes droits A la priorité de certaines idées, que comme té-
moignage d’une amitié dont le souvenir me sera toujours pré-
cieux, etaussi comme renseignement sur quelques opinions d’un
homme célébre , relativement au sujet qui nous occupe, lalettre
que M. Poisson m’écrivait, en réponse a une autre ou je lui sou-
mettais I'esquisse du livre que je publie en ce moment :

Paris, le 26 janvier 1836.
Monsieur ,

Ce sera avec grand plaisir que je lirai I'ouvrage que vous vous proposez de
publier sur la Doctrine des chances. Celui que j'achéve actuellement n’y sera
aucunement un obstacle, et je laisserai encore bien de la marge pour un livre
plus complet. J'ai mis entre les mots chance et probabilité la méme différence
que vous, et j'ai beaucoup insisté sur cette différence. Quant a votre maniére
d’envisager la question principale, celle de la probabilité des jugements, je la
comparerai a la mienne, lorsque je reverrai et arréterai définitivement cette
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- ciaire, j'ai pu faire usage ici, pour la premiére fois

de données plus précises, dont linsertion dans les

Comptes généraux de I Administration dela justice cri-

‘minelle, est une conséquence des changements ap-

portés dans linstitution du jury par la loi du g sep-
tembre 1835.

Je ne terminerai pas cette préface, peut-étre trop
longue, sans exprimer ici ma reconnaissance a mon
excellent ami, M. Bienaymé, inspecteur général des
finances, dont les travaux, en matiére de statistique
et de probabilités, sont bien connus des géomeétres.
Longtemps occupés & notre insu des mémes objets
d'études , nous nous sommes enfin trouvés rappro-
chés par une singuliére conformité d’idées et de gouts.
11 a bien voulu m’aider de ses conseils dans I'impres-
sion de mon livre; il a poussé la complaisance jus-
qua en revoir les épreuves et a refaire une partie
des calculs numériques. 11 I'a fait avec un désinté-
ressement d’autant plus grand qu'il était arrivé de-
puis longtemps, en partant de considérations d’ail-
leurs trés-différentes de celles qui m’ont guidé, a une
théorie des probabilités & posteriori,laquelle m’a paru

partie de mon ouvrage. Il ne me reste guére que cela a faire, et a copier le
tout, pour étre en mesure de commencer I'impression. Il y a aussi quelques
problémes dont je placerai la solution dans un dernier chapitre, si je parviens
iles compléter de maniére que moi, au moins, j'en puisse étre content. En-
fin, vous trouverez dans cet ouvrage quelques idérations métaphysiques
qui vous feront voir que je suis loin de repousser cette partie des connais-
sances humaines. C'est du Conseil que je vous écris, et la parole allant m’étre
accordée , je ne peux pas faire une letire plus longue.

Agréez , Monsieur, l'assurance de mon attachement et de mon entier dé-
vouement.

Porsson.

’rﬂ
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revenir pour le fond i celle que I'on trouvera dans le
chapitre VIII du présent ouvrage: On pourra juger des
ressemblances et des différences, s’il se décide a pu-
blier ses propres recherches, dans lesquelles je m’em-
presse de reconnaitre dés a présent qu’il aura tout le
mérite de l'originalité, et ou son habileté 4 manier I'a-
nalyse lui aura fait trouver sans doute bien des
choses qui m'ont échappé.



EXPOSITION

DE LA

THEORIE DES CHANCES

ET

DES PROBABILITES.

CHAPITRE PREMIER.

DES COMBINAISONS ET DE L’ORDRE.

1. Parmi les idées abstraites que l’esprit humain
ne crée pas arbitrairement, mais que la nature méme
des choses lui suggere, I'idée de combinaison est I'une
des plus générales et des plus simples. Aprés avoir con-
sidéré isolément des objets individuels, on est amené a
concevoir que ces objets, suivant leur nature, se com-
binent ou se groupent un a un, deux a deux, trois a
trois, etc., pour former certains systtmes ou objets
complexes, qui peuvent se combiner i leur tour pour
former d’autres groupes ou systémes plus composés, et
ainsi de suite.

La théorie des combinaisons, 4 laquelle les Allemands
ont donné le nom de Synractique, est une science abs-

I
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traite et purement rationnelle, comme la science des
nombres et la géométrie. Elle a des connexions intimes
avec toutes les branches des mathématiques, et notam-
ment avec l'algébre : si bien que la perfection ou,
comme on dit, I'élégance des formules algébriques con-
siste & mettre, par une notation bien choisie, la loi des
combinaisons dans la plus grande évidence.

Au fond, toute synthése scientifique s’opére par une
suite de combinaisons de certains principes ou faits pri-
mordiaux. Sous ce point de vue, la logique, la gram-
maire générale, la chimie, relévent dela syntactique aussi
bien que l'algébre. La logique notamment nous offre,
dans la théorie des syllogismes, un curieux exemple de
synthése combinatoire. Les logiciens ont toujours donné
le précepte de former soigneusement toutes les combi-
naisons possibles : Uoubli d’une seule d’entre elles suf-
fisant pour détruire la légitimité d’'un raisonnement. A
la vérité, ils se sont peu occupés de tracer des régles
pour opérer d’'une maniére siire le recensement com-
plet des combinaisons. Ils ont pensé, non sans fonde-
ment, que, davs les cas simples, les régles seraient
inutiles, et qu’elles deviendraient d’une application im-
praticable dans les cas compliqués.

A défaut de procédés systématiques et réguliers, in-
connus 2 la plupart des hommes, ou d’une application
trop lente pour les besoins de la pratique, l'art de for-
mer des combinaisons et d’en embrasser simultanément
un plus ou moins grand nombre, est resté dépendant
des aptitudes et des éducations individuelles. On dési-
gne communément dans le monde, sous le nom d’es-
prits calculateurs, ceux qui possédent plus éminemment
cette puissance de combinaison, et qui I'appliquent a
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des objets divers; quoique le pius souvent le calcul
proprement dit, la supputation des nombres n’y entre
pour rien. Le mécanicien, le géométre, le tacticien, le
joueur d’échecs se distinguent , chacun dans une spécia-
lité différente, par leur aptitude a former et a classer
des combinaisons; et le sentiment commun admet une
affinité entre ces aptitudes, d’ailleurs si variées quant
aux objets auxquels elles s’appliquent.

2. 1l est aisé de comprendre que les régles en vertu
desquelles on serait siir de former toutes les combinai-
sons possibles , doivent renfermer implicitement des reé-
gles pour calculer le nombre de ces combinaisons, sans
qu'on ait besoin de les former une a une, ou de porter
Pattention sur chacune d’elles en particulier. Pour pren-
dre 'exemple le plus simple, supposons qu’un chimiste
veuille essayer toutes les combinaisons des acides en
nombre 7, avec les bases en nombre n. Il sera assuré
de n’en omettre aucune si, aprés avoir distingué par
des signes ou numéros d’ordre ses acides et ses bases,
il combine successivement P'acide n® 1 avec chacune
des bases, puis 'acide n® 2 avec chacune de ces mémes
bases, et ainsi de suite. Mais par la méme on voit &
priori que le nombre de tous les essais a faire, ou de
toutes les combinaisons abstraitement possibles, est égal
au produit mnr des deux nombres m et n. Pour peu
que m et n soient des nombres considérables, comme
100 ou 200, le produit mn sera un si grand nombre
que la formation, ou seulement le dénombrement une a
une de toutes les combinaisons possibles, seraient choses
impraticables ou d’une fatigante prolixité; tandis qu'il
n’y a rien de plus simple et de plus court que I'opéra-
tion arithmétique qui donne le nombre mn.
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Nous verrons que, pour la solution de questions trés-
importantes et trés-curieuses, dont ce livre est destiné
a donner une idée, il importe beaucoup de pouvoir as-
signer le nombre des combindisons d’une espéce don-
née, ou du moins le rapport entre le nombre des com-
binaisons rangées dans une certaine espéce ou catégorie,
et celui des combinaisons qui appartiennent & une caté-
gorie différente : tandis qu'il importe peu et qu’il serait
souvent impossible de considérer ces combinaisons une
a une. En conséquence on entend plus spécialement par
théorie des combinaisons la science qui a pour objet
d’assigner le nombre des combinaisons d’une espéce
donnée. La syntactique, ainsi réduite a des détermina-
tions de nombres, rentre naturellement dans le cadre
"des mathématiques, auxquelles nous avons dit qu’elle
tient d’ailleurs par d’étroites affinités.

3. Soient des objets quelconques, en nombre m, a
combiner entre eux; et, pour fixer les idées, désignans-
les par les lettres

a,bycy .k, L

Pour épuiser les combinaisons deux a deux, ou les
combinaisons binaires dont ces objets sont susceptibles,
on pourra combiner 'objet ou I'élément @ avec chacun
des m — 1 éléments &, ¢, . ... I; puis 'élément b avec
chacun des m — 1 éléments a, c,.... /, et ainsi de
suite; ce qui donnera en tout un nombre de combinai-
sons exprimé par le produit 7 (m — 1). Mais de cette
maniére il est évident que chaque combinaison (celle
de a et de b par exemple) aura été obtenue deux fois,
savoir en combinant d’abord 4 avec @, puis en combi-
nant a avec b : donc le nombre des combinaisons bi-
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naires distinctes sera exprimé par
m(m —1)
2
Lescombinaisons trois a trois, ou ternatres, seront épui-
sées, si I'on associe successivement chaque combinaison
binaire (ab) avec chacun des 72— 2 éléments c,. .. .4,!.
Par la on obtiendra trois fois la méme combinaison
(abc), savoir en combinant (abd) avec c, (ac) avec b,
et (bc) avec a : donc le nombre des combinaisons ter-
naires se réduira a
m(m—1) (m—2)
2.3
Sans avoir besoin de pousser plus loin ce raisonne-
ment, on en conclut, par une induction évidente, quele
nombre des combinaisons distinctes entre 7 éléments
pris = & n, a pour valeur le quotient

m(m —1) (m—2a) (m—3)...(m—nr—+1)
2.3.4...n °
Ordinairement on donne 4 ce quotient, pour plus de
symétrie, la forme

m(m—1) (m— a2)(m—3).. .(m—ﬁ+l);
1.2.3.4...n

(4)

de maniére que les facteurs soient en nombre » au dé-
nominateur comme au numérateur : les facteurs du nu-
mérateur composant la suite descendante des nombres
entiers, de 7 4 m—nr + 1 inclusivement, tandis que
la série des facteurs du dénominateur se compose de la
suite ascendante des nombres entiers, de 1 A n inclusi-
vement. )

Si I'on associait a I'idée pure de combinaison celle
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de certains rapports d’ordre ou de situation, tellement
que la combinaison ba diit étre réputée différente de
ab, les combinaisons regardées comme identiques dans
le précédent raisonnement, cesseraient de Détre; de
sorte que /7 €léments fourniraient /2 (m-— 1) combi-
naisons binaires, m (m — 1) (m — a) combinaisons
ternaires, et ¢n général

m(m—1) (m—2a) (m—3)...(m—n+-1) (0)

combinaisons n a n. Les auteurs ne se sont point ac-
cordés sur la dénomination-a donner a ces combinaisons
dans lesquelles on tient compte, non-seulement des élé-
ments associés, mais de l'ordre dans lequel ils sont
associés, ou du réle que joue chaque élément. La déno-
mination qui nous parait la plus convenable, en ce
quelle ne se rattache pas a des considérations trop
particuliéres, est celle de combinaisons ordonnées. Par
opposition , nous appellerons combinaisons absolues ,
ou simplement combinaisons , celles dans lesquelles on
ne tient point compte de I'ordre ou du réle des élé-
ments.

4. Puisque le nombre des combinaisons ordonnées,
entre m éléments pris 2 a n, est exprimé par le produit
(0), tandis que le nombre des combinaisons absolues
se trouve exprimé par le quotient (A), il faut que le
dénominateur du quotient (A) exprime le nombre de
tous les changements d’ordre ou de toutes les permu-
tations possibles entre n éléments. Clest ce qu'il est fa-
cile de prouver par un raisonnement direct, qui nous
montrera d’ailleurs que la théorie des permutations et
de l'ordre en général, n’est au fond que la théorie des
combinaisons, présentée sous un autre point de vue.
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Supposons, dans un ordre quelconque relatif a les-
pace ou au temps, ou méme (s'il est permis de le con-
cevoir) indépendant de I'espace et du temps, 7, places
déterminées, désignées, si I'on veut, par les numéros
1,2,3,....m: et supposons en outre deux éléments
a placer, a et b. On épuisera tous les arrangements (*)
possibles, en fixant d’abord I'élément a a la place 1, et en
portant successivement I'élément & i -chacune des pla-
ces 2,3,....m; puis en fixant a a la place 2 pour
faire ensuite occuper successivement par & chacune des
places 1, 3, ....m; et ainsi de suite. Par conséquent
le nombre des arrangements dont le systéme des deux
éléments est susceptible, a pour expression m (m — 1).
Si le systéme comprend un troisiéme élément ¢, on
prendra un a un chacun des arrangements précédents,
tel que celui qui met @ja la place 1 et & a la place 2,
pour faire ensuite occuper successivement a I’élément ¢
chacune des r» — 2 places 3, 4, ....m. Le nombre

~des arrangements que comporte le systéme de 3 choses
est donc m (m— 1) (m— 2); et en général le produit
(O) exprime le nombre des arrangements ou permuta-
tions d’ordre avec 7 éléments, le nombre des places

(*) Dans les traités élémentaires d’algébre, o la théorie des
combinaisons n’est enseignée qu’en vue de ses applications a
I'algébre, on a coutume maintenant d’appeler arrangement ce que
nous désignons par combinaison ordonnée. Cette dénomination est
impropre. 4rranger, dans la'langue commune, signifie mettre des
choses dans un certain ordre, et non choisir ou combiner les
choses que 'on arrange. La permutation est 'opération par la-
quelle on substitue un arrangement A un autre, les choses ar-

roanadac voetamt lac maninc
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étant toujours m. Ce produit deviendra

1.2.3.4...n, (N)

si on pose m=—mn, ou sile nombre des places de-
vient égal .4 celui des éléments qu’il sagit de placer ou
d’ordonner. » ,

On peut supposer que les éléments ordonnés sont des
lettres écrites A la suite les unes des autres, de maniére
a former une série de P'espéce de celles que les géomé-
tres nomment lindaires ; mais cette hypothése n’a pour
but que de soulager la pensée par 'emploi d’un signe :
car dailleurs il n’y a en ceci rien d’essentiel que les no-
tions d’éléments et d’ordre, entendues dans le sens le
plus général. On pourrait imaginer n points distribués
d’une maniére quelconque dans I'espace, et n sphéres
de rayons divers, dont les centres viendraient successi-
vement coincider avec chacun de ces points : le produit
(N) indiquerait encore le nombre des arrangements ou
des configurations diverses que le systéme de ces sphéres
est susceptible d’offrir. On pourrait supposer que r per-
sonnes remplissent dans une hiérarchie sociale des fonc-
tions différentes, et qu’elles ont la faculté d’échanger
leurs emplois : le nombre (N) indiquerait toujours en
‘combien de maniéres peut se modifier la composition
du systéme hiérarchique.

Cette idée de V'ordre absolu peut se restreindre en se
particularisant, et I'on obtient alors un moindre nom-
bre d'arrangements distincts. Par exemple, si n éléments
devaient étre rangés dans une série oirculaire, ou dans
une série périodique, indéfiniment progressive et régres-
sive, et qu'on ne dit pas avoir égard aux lieux absolus
qu'ils occupent, mais seulement a l'ordre suivant lequel
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ils se succédent, le nombre des arrangements distincts
se réduirait a

1.2.3.4...(n—1).

Mais, s’il n’y avait ni droite, ni gauche; si rien ne
distinguait I'ordre progressif de I'ordre régressif, il fau-
drait prendre la moitié du précédent produit.

5. Quand, sur m éléments, on en prend r pour for-
mer une combinaison 7 a n, on partage le groupe total
en deux groupes partiels, I'un qui comprend 7 éléments,
Pautre qui en comprend . —n., et le quotient (A) indique
de combien de maniéres distinctes ce partage peut so-
pérer. Par conséquent ce quotient doit exprimer aussi
le nombre de combinaisons distinctes, m — n a m —n,
et il ne devrait pas changer de valeur, si I'on y rempla-
cait n par m—n. Afin de rendre ceci plus sensible,
désignons, pour plus de symétrie, par m—n le nom-
bre total des éléments, par m et n les nombres respec-
tifs d’éléments dans chaque groupe partiel, il faudra
remplacer dans le quotient (A) 7 par m—n, et il de-
viendra

(m+n)(m+n—1) (m+n—2).. .(m+x).
1.2.3.4...n

1l est permis de multiplier les deux termes de cette ex-
pression fractionnaire par le produit 1.2.3....m, ce
qui n’en changera pas la valeur, et ce qui la mettra
sous la forme

1.2.3...(m+n) (B)

‘1.2.3...m.1.2.3...n

Comme les lettres m et n entrent symétriquement dans
Pexpression (B), il est parfaitement évident qu’elle ne

v
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change pas de valeur, quand ony change menn, et
réciproquement.

On aurait pu obtenir directement cette expression (B)
par des considérations prises dans la théorie de 'ordre.
En effet, étant donné un systéme de m--n places,
concevons-le décomposé en deux systémes ou groupes
partiels A, B : Pun qui comprend m places, I'autre qui
en comprend 7. Le nombre des arrangements distincts,
que pourront présenter 72— éléments, sera1.2.3. ...
(m - r); mais, si Pon n’a en vue que le partage des élé-
ments entre les deux groupes partiels A, B, il ne faudra
plus regarder comme distincts les arrangements qui ne
difféerent que par des permutations d'ordre dans le
groupe A, ou par des permutations d’ordre dans le
groupe B; d’oui il suit qu’il faudra diviser le produit
précédent, d’abord par le produit 1.2.3....m, et en-
suite par le produit 1.2.3.... n.

La méme question d’ordre peut étre presentee d une
autre maniére. Si I'on a /m lettres A et r lettres B, le
quotient (B) exprimera en combien de maniéres dls-
tinctes on peut les placer les unes a la suite des autres :
car, lorsque I'on considére toutes ces lettres comme in-
dividuellement distinctes, le nombre des permutations
est 1.2.3....(m - n); et dans le cas contraire il faut
regarder comme identiques les arrangements qui ne dif-
ferent que par des transpositions d’ordre dans le groupe
des lettres A ou dans celui des lettres B.

Si les lettres A et B désignent respectivement des
événements de méme nature, et qui se succédent, le
quotient (B) exprimera le nombre des modes de suc-
cession distincts, quand le nombre des événements A
doit étre égal a m , et celui des événements B égal a n.
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L’analogie indique suffisamment que, s’il s'agissait de

partager un groupe total de m - rn- p éléments en

trois groupes partiels , comprenant respectivement iz, n
et p éléments, le quotient

1.2.3...(m+n+p)
1.2.3...m.1.2.3...n.1.2.3...p

exprimerait en combien de maniéres distinctes ce par-
tage peut s’opérer; qu’il exprimerait pareillement com-
bien de séries distinctes on peut former avec m lettres
A, n lettres B, p lettres C; et ainsi de suite. Il est inu-
tile d'insister sur des généralisations qui se présentent
d’elles-mémes.

Les produits de la forme 1.2.3.... n revenant sans
cesse dans la théorie de I'ordre et des combinaisons, et
par suite dans les applications de cette théorie & d’au-
tres branches des mathématiques, les analystes leur ont
donné le nom de factorielles, et se sont attachés a en
étudier les propriétés. Les nombres (B), donnés par
une certaine combinaison arithmétique de trois facto-
rielles, jouissent aussi de propriétés qui ont été étudiées
soigneusement. On a vu que les propriétés de ces nom-
bres se rattachent i celles de certaines fonctions qui se
présentent dans la haute analyse, et que I'on connait
maintenant sous la dénomination de fonctions eulé-
riennes, du nom d’Euler qui en a fort avancé la théorie.
Mais la nature de notre ouvrage ne nous permet que
d’indiquer a certains lecteurs ces liaisons du sujet qui
nous eccupe avec d’autres spéculations abstraites, d’une
application moins immédiate. ‘

6. Si les mémes éléments pouvaient étre répétés dans -
les combinaisons (comme les lettres dans les combinai-
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sons alphabétiques, les chiffres dans les combinaisons
numérales), les factorielles se trouveraient remplacées
par les puissances des nombres. Ainsi, avec m lettres

a, b, c,...ky 1,
on formera de la sorte m* combinaisons deux a deux
aa, ab, ac,...ak,al; ba,bb, be,...bk, bl; etc.,
qui différent toutes les unes des autres, ou par les let-
tres employées, ou par l'ordre dans lequel elles sont
écrites. On formerait avec les mémes lettres m® combi-

naisons trois a trois, et plus généralement m"™ combi-
naisons 2 & n. Ce nombre devra étre remplacé par

m(m—+ 1) (m+2)...(m-‘|—r.z—1)’ ©

1.2.3...n

si lon n’a égard qu’aux combinaisons absolues, ou si
Pon cesse de considérer comme distinctes les combinai-
sons formées des mémes éléments, mais différemment
ordonnés. Au lieu de lexpression (C) on peut écrire,
conformément a la remarque du n° précédent,

1.2.3...(m+n—1)
1.2.3...(m—1).1.2.3...n

Ainsi, quand on projette deux dés a jouer, chacune
des six faces du premier dé peut se combiner avec cha-
cune des six faces de I'autre dé, aussi bien avec la face
similaire quavec les autres, ce qui donne un nombre
de combinaisons exprimé par le carré de 6 ou par 36;
mais si Pon n’a égard qu’aux points amenés, par exem-
ple deux et trois, sans examiner si le point deuz se
trouve sur le premier dé et le point #rois sur le second
ou inversement, le nombre des coups distincts se ré-
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duira a
6.

—L =—=aI.

Jd.2

3

Avec trois dés, le nombre des combinaisons erdonnées
s'éléverait a 6°=—1216, et celui des combinaisons abso-
lues ou des coups distincts serait seulement

6.7.8

1.2.3

=56.

7. Ce qui précéde indique suffisamment le lien qui
rattache la théorie des combinaisons & I'une des quatre
opérations fondamentales du calcul, & celle qui prend le
nom de rmultiplication.

Cette opération en effet a cela de caractéristique , que,
si Pon considére chaque facteur comme complexe, ou
comme formé par I'addition de parties ou de termes,
le produit total est la somme des produits partiels qu’on
obtient en multipliant chaque terme de I'un des fac-
teurs par chaque terme de l'autre. Donc, si 'on a deux
nombres entiers m et  que l'on peut considérer, le
premier comme l’agrégat de 7 unités, le second comme
agrégat de n unités, le produit mn contiendra autant
de produits partiels 1 x I, clest-a-dire autant d’unités
que 'on peut former de combinaisons binaires en pre-
nant un élément dans une série qui en contient m, pour
Passocier 4 un autre élément pris dans une seconde sé-
rie qui en contient 7.

De la résulte immédiatement la preuve de ce théo-
réme, le premier quon rencontre dans la théorie des
nombres : Le produit de deux nombres ne change pas,
quel que soit celui que I'on considére comme multi-
plicande ou comme multiplicateur. On en conclut aisé-
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ment que le produit d'un nombre quelconque de fac-
teurs ne change pas, quelque permutation qu'on opére
dans Yordre des facteurs. .
11 suit encore de la que la multiplication algébrique
du polynéme
a+b +c +etc.
par le polynome
a4 b +c +etc.
aménera toutes les combinaisons binaires que I'on peut
former, en prenant une lettre dans la série a, b, c, etc.,
pour l'associer 4 une autre lettre prise dans la série
a, ¥, ¢, etc. De la le nom de produits différents,
donné par les algébristes aux combinaisons absolues ,
pour les distinguer des combinaisons ordonnées.
Lorsqu'on ordonne par rapport aux puissances de z,
en commencant par la plus haute, le développement du
produit '

(z+a)(z+0b) (z+c)...(x+ k) (z+ ),
dont les facteurs binémes sont en nombre m, le coeffi-
cient de " est la somme des 7 quantités
a, b, c,...k, I

le coefficient de £~ est la somme des produits diffé-
rents qu'on peut former avec ces 7 quantités, en les
combinant deux a deux; le coefficient de 2" est la
somme des produits différents qu'on peut former avec
ces /. quantités, combinées trois i trois, et ainsi de
suite, jusqu’au terme indépendant de z, qui est le pro-
duit de ces m quantites.

Quand on suppose toutes les quantités a, b, c, etc.,
égales entre elles , leur somme est remplacée par m a;
la somme de leurs produits deux a deux est remplacée
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par
m(m — 1) 2%
I.2
la somme de leurs produits trois i trois est remplacée
par
m(m — 1) (m — 2) 2’
1.2.3 ?

et ainsi de suite; de maniére que le quotient (A) exprime
le coefficient numérique du terme 2"z dans le déve-
loppement de (z + a)".

La formule de ce développement, qui est fondamen-
tale en algébre, est appelée la formule du Bindme de
Newton, du nom du grand géométre qui I’a découverte.
Un peu avant Newton, Pascal avait donné, dans la cons-
truction de son triangle arithmétique, I'équivalent de
cette formule, mais sans l'écrire en algébre, et en se
privant ainsi des avantages immenses attachés 3 I'em-
ploi de lécriture algébrique (*).

Les coefficients de la formule du binéme reparaissent
dans une foule d’autres formules qui jouent un réle

(*) Les premiéres traces de la théorie des combinaisons se
trouvent dans la correspondance de Pascal et de Fermat ( OEuvres
de Pascal, t. IV de I'édition de 1819, p. 360 et suiv.), et dans
Popuscule de Pascal intitulé : Usage du triangle arithmétique pour
les partis de jeu (ibid. t. V, p. 31). On ne peut pas oublier que la
glorieuse carriére de Leibnitz s’est ouverte par sa thése sur les
combinaisons (Disputatio arithmetica de complezionibus), soutenue
dans I'Université de Leipzig, le 7 mars 1666. Oh vetrouve dans
toutes les parties du systéme philosophique de ce grand homme,
et notamment dans ses vues sur une Caracteéristique universelle, des
traces de ces premiéres spéculations de sa jeunesse.



16 - CHAPITRE 1.

considérable dans les parties supérieures de I'analyse.
La raison de ces analogies est facile a saisir : elle
tient évidemment & ce que la loi des coefficients est
donnée par une régle de synthése combinatoire, tout a
fait indépendante de la nature des opérations de calcul
que chaque combinaison représente, ou de I'idée acces-
soire de multiplication qui vient s’associer, dans les
éléments d’algébre, a I'idée abstraite de combinaison.
8. La formule du binéme

(.z+a)"‘=.z"+-'?az"‘-‘+ ”—z—(:z———')a’x"‘-‘+ etc...+a" (1)

donne, quand on pose z=—1, a=1, et qu'on fait passer
le premier terme du second membre dans le premier,

mymmey)  mmonm-a)

M — =
I 1.2 1.2.3

Donc, le nombre de. toutes les combinaisons possibles
entre . éléments, quand on les prend un a un, deux a
deux, trois a trois, etc., et enfin tous ensemble, est égal
a 2™ — 1. Posons, dans la formule (1), z=1,a=—1,
faisons passer le premier terme du second membre dans
le premier, et changeons tous les signes : il viendra
=" m(m—1) + m(m—1) (m—a)_m(m—t) (m—2) (m—3)
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4

+ etc. (3)
La partie positive du second membre de cette derniére
équation est la somme des nombres de combinaisons
d’ordre impatr, ou des combinaisons un i un, trois a
trois, cinq a cing, etc. La partie négative est la somme
des nombres de combinaisons d’ordre pair, ou des com-
binaisons deux a deux, quatre i quatre, etc. Si I'on
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ajoute membre & membre les équations (2) et (3), la
somme des combinaisons d’ordre pair disparaitra, et 'on
trouvera la somme des combinaisons d’ordre impair
égale & la moitié de 2", ou a 2. En conséquence,
le nombre des combinaisons d’ordre pair est égal a
2" —1-—2""=2""— 1. Le nombre des combi-
naisons d’ordre impair surpasse donc toujours d’une
unité celui des combinaisons d’ordre pair, quel que
soit le nombre 2, pair ou impair. On a trouvé singulier
ce fait de calcul, et I'on en a voulu donner des raisons &
priori, qui sont sans fondement , comme nous l'avons fait
voir ailleurs en traitant une question plus générale (*).
9. Nous terminerons par quelques exemples numéri-
ques cette exposition bien succincte des principes les
_plus généraux de la théorie des combinaisons. Tout le
monde sait que 'ancienne Loterie de France comprenait

- 9o numéros, dont 5 sortaient i chaque tirage. Ces go
numéros donnaient : ’
90 extraits, ou combinaisons

un a un,
2%'—3_9‘ = 4005 ambes, ou combinaisous
- deux i deux,
W;—ig.%s'g: 117 480 ternes, ou combinaisons

) trois a trois,
9———0;8‘2' 28:‘87 =12 555 190 quaternes,ou combinaisons

80.88.8-.86 quatre & quatre,
% .I 9,. 3 .4 75. =43949268 quines, ou combinaisons

cinq a cing;

(") Bulletin des sciences mathématiques, de Férussac, t. XI,
P- 93. 1829.
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tandis que les 5 numéros du tirage offraient :

5 extraits, g'—ﬁ-=to ambes, -f—'-é—'—%.—..— 10 ternes,
5.4.3.2

et enfin un quine; de sbrte qu’il n’y avait, pour celui
qui prenait 3 numéros 4 la loterie, que 10 combinai-
sons sur 117 480 qui pussent lui faire gagner un terne,
et ainsi de suite.

L'opération qu'on appelle dorner, au jeu de piquet,
revient a distribuer 32 cartes en quatre groupes, deux
de chacun 12 cartes, qui sont pris respectivement par
chaque joueur, et deux autres groupes, I'un de cinq,
Iautre de trois cartes, qui forment ensemble le talon.
Le nombre des combinaisons atixquelles peut donner lieu
cette distribution en quatre groupes partiels, a pour
expression ‘

1.2.3...32
1.2.3...12.1.2.3...12.1.2.3.4.5.1.2.3

=12".32.5"7%13%17.19.23.29.31 = 1 592 814 947 068 8oo.

A cause de I'énormité de ce nombre, et vu la date
assignée a l'invention des cartes a jouer, on s’assure par
des calculs bien simples qu’il s’en faut de beaucoup
que les cartes aient pu étre données au jeu de piquet
de toutes les maniéres possibles. D’ailleurs, comme les
mémes séries de cartes, qui ne différent que par un
changement de couleur, ont la méme valeur au jeu de
piquet, on peut regarder comme identiques les distri-
butions qui ne différent que par une permutation entre
les couleurs, ce qui réduit considérablement le nombre
des combinaisons distinctes.
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Parmi toutes les combinaisons dont le nombre vient
d’étre donné, si 'on ne considérait que celles o les
quatre as se trouvent a la fois dans Pun des paquets
de douze cartes, par exemple dans celui que doit relever
le joueur en premier, on en trouverait le nombre en
imaginant que les quatre as sont mis & part, ¢t que les
28 cartes restantes sont distribuées de toutes les ma-
niéres possibles en quatre groupes ou paquets, le pres
mier de 8 cartes pour le joueur en premier, le second
de 12 cartes pour le joueur qui donne, les denx autres
de 5 et de 3 cartes pour le talon. Le nombre chonghé.
a donc pour expression .

1.2.3...28
1.2.3...8.1.2.3...12.1.2.3.4.5.1.2.3 ~

= 21925567 263 600.

Le rapport de ce nombre au nombre trouvé plus
haut est évidemment

9.10.11.12__ 99
29.30.31.32" 7192

=0,0137653;

et ce rapport peut étre commodément calculé, sans
qu'on ait besoin de former deux nombres, I'un et lautre
si considérables.

10. Ona pu voir par ces exemples avec quelle rapi-
dité croit le nombre des combinaisons, pour peu que
le nombre des choses & combiner croisse lui-méme.
Bientét il devient impoésible, non-seulement de former
ou d’examiner ces combinaisons une 3 une, mais méme
d’effectuer les opérations de calcul desquelles dépend la
détermination arithmétique du nombre des combinai-
sons. Supposons une assemblée composée, comme T'est
maintenant en France notre Chambre des Députés, de

2.
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459 membres, que le sort répartit en g bureaux, chacun
de 5r membres. Le nombre des distributions possibles
a pour expression

" 1.2.3...459.

(Ca3. 50" @

mais le’calcul de ce nombre, par les procédés de l'arith-
métique ordinaire, serait une opération impraticable
ou d’une excessive longueur. Avec des tables de loga-
rithmes, ou plutét de sommes de logarithmes, comme
on en a calculé spécialement pour cet objet (*), on peut
déterminer, au moins jusqu’aux décimales du 12° or-
dre, le logarithme du nombre (z), que l'on trouve
égal a
428, 445 125 155 560...

Ceci nous apprend que le nombre (), exprimé dans
notre systéme de numération décimale, aurait 429 chif-
fres ou figures : les premiers chiffres sur la gauche,
qui expriment les plus hautes unités, étant 27869a. . . .;
de sorte qu’il tombe entre le nombre exprimé par les
chiffres 278692, suivis de 423 zéros, et le nombre ex-
primé par les chiffres 278693, suivis aussi de 423 zé-
ros.

" (*) Tabularum ad faciliorem et breviorem probabilitatis com-
putationem atilium enneas; auct. Degen; Havniac, 1824.
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CHAPITRE II.

DES CHANCES ET DE LA PROBABILITE MATHEMATIQUE,

11. Nous avons déja annoncé [2] (*) que la théorie
des combinaisons s’applique principalement aux cas ou
des combinaisons trés-multipliées peuvent se distribuer,
sous un certain point de vue, en un petit nombre de ca-
tégories différentes : de sorte qu’on ait seulement intérét
i connaitre combien de combinaisons, sur le nombre to-
tal,, viennent se ranger dans une catégorie, et combien
dans une autre.

Par exemple, lorsqu'un joueur se met au jeu avec
la résolution de jouer un nombre déterminé de parties ,
tel que trente, le nombre des hypothéses ou des com-
binaisons auxquelles donne lieu la succession incertaine
des pertes et des gains [8], est égal & 2% ou au nombre
4 194 304. Mais d’'un autre cété il est clair que le
nombre des parties gagnées ou perdues en fin de compte
est tout ce qui intéresse le joueur; en sorte qu’il doit
comprendre dans une méme catégorie toutes les com-
binaisons ou le nombre final est le méme, et qui ne dif-
ferent 'une de I'autre que par l'ordre suivant lequel les
parties gagnées ou perdues se succédent. Il n’y a plus

(") Les chiffres entre crochets [ ] indiquent les n® du texte
auxquels on renvoie.
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le nombre total des chances, ni le nombre absolu des
“chances favorables ou contraires & P'apparition de I'évé-
nement, mais seulement le rapport du nombre des
" chances favorables a lévénement, au nombre total
des chances, rapport qui reste le méme quand ses deux
termes varient proportionnellement. Il faut donner a ce
rapport un nom qui dispense d’en reproduire sans cesse
la définition : on I'appelle la probabilité mathématique,
ou simplement la probabilité de I'événement.

13. Par cette substitution du calcul d’'un rapport au
calcul des deux termes de ce rapport, la théorie des
combinaisons subit une transformation et recoit une ex-
tension dont il faut bien apprécier 'importance.

On a vu dans le premier chapitre combien croissent
‘rapidement, avec le nombre des éléments 4 combiner,
les nombres donnés par les formules de la synthése
combinatoire. Bientét ces formules conduisent a des
calculs inexécutables, et cependant on congoit que la
valeur approchée du rapport de deux nombres incalcu-
lables, ne dépendant sensiblement que des chiffres qui
expriment les plus hautes unités de I'un et de lautre
nombre, peut encore étre susceptible d’évaluation..

Par exemple, nous avons trouvé [g] pour le nombre
total des combinaisons auxquelles donne lieu la distribu-
tion des cartes au jeu de piquet,

1 592 814 947 068 800,

et pour le nombre des combinaisons qui donnent les

quatre as au joueur en premier, avant qu’il n’aille aux
cartes,

21 925 567 263 6oo.

~ Ces deux nombres, quoique déja trés-considérables,
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ont pu étre détérminés par un calcul qui n’est pas trop
laborieux ; et leur rapport exact

29— 0,0137653
7192 .
(ou la probabilité que le joueur en premier relévera
les quatre as dans son paquet) a pu étre calculé sans
quon ait eu besoin d’effectuer le calcul de I'un et de
Pautre nombre. Mais supposons quon n’ait pas eu cette
facilité, et que, par un calcul de logarithmes, semblable
a celui qui a été indiqué au n° 10, on ait trouvé pour
Pexpression approchée du premier nombre les chiffres
15928 suivis de onze zéros, pour celle du second nom-
bre les chiffres 219 suivis pareillement de onze zéros :
on en conclura que la probabilité de la levée des quatre
as par le joueur en premier a sensiblement pour valeur
la fraction

_arg.

15928 )

laquelle, convertie en décimales, donne 0,01'37169, et
se confond par consequent avec la valeur exacte, & moins
d’un dix-milliéme pres.

Le calcul des probabilités se compose en quelque
sorte tout entier d’artifices analogues, auxquels on est
conduit par lintroduction de la probabilité mathéma-
tique dans la théorie des combinaisons, et qui multi-
plient singuliérement les applications de cette théorie.
Cependant, plus les questions se compliquent, plus ces
artifices exigent de sagacité et de savoir dans P'analyse
mathématique. En général, les obstacles que rencon-
trent les applications des sciences exactes naissent, ou
de la nature méme des choses, qui les rend inaccessibles
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A nos calculs, ou de la longueur et de la complication
des calculs qui les rendent impraticables pour nous,
aprés que nous en avons concu la théorie. Ce sont prin-
cipalement des obstacles de cette derniére espéce qui se
présentent dans le calcul des probabilités ; et c'est pour
vaincre ces difficultés de pure exécution, que les ana-
lystes ont di employer toutes les ressources que leur
offrait le perfectionnement de P’analyse. La nature de
cet ouvrage ne nous permet point d’exposer leurs mé-
thodes : mais il était & propos de donner au moins
une idée du but vers lequel elles tendent essentielle-
ment (*).

14. Non-seulement les chances ou les combinaisons

(") SiI'on devait calculer le logarithme d’un produit
1.2.3...2,

par I'addition des logarithmes de ses facteurs, il faudrait, pour
peu que le nombre z fit considérable, et qu'on tint a une cer-
taine précision, employer des logarithmes calculés avec beaucoup
plus de décimales que n’en donnent les tables ordinaires ; et ’ad-
dition deviendrait une opération trés-laborieuse. On en est heu-
reusement dispensé au moyen d’une formule trés-remarquable,
due a Stirling, et qui rentre dans une autre formule beaucoup
plus générale, qu'Euler a donuée pour la conversion des sommes
en intégrales et des intégrales en sommes. La formule de Stirling
est

log(x.a.3.. .z)=log\/,—;+(x+-:-) log =

1 I 1

—zp—— —— - ——— —elc. (x)

1ax  360x3 126015

Dans cette formule la caractéristique log désigne des logarithmes
népériens; pour qu'elle sappliquat a des logarithmes vulgaires,
il faudrait multiplier par le module des tables 0,4342945. . . les
termes écrits en seconde ligne, od il n'entre pas de logarithmes.
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se multiplient prodigieusement avec le mombre des élé-
menis combinés; mais les choses mémes i combiner,

Cest par le secours de cette formule qu'ont été eonstruites les
tables indiquées dans la note sur le n° ro,

La formule de- Stirling peut étre comsidérée comme le type
de toutes celles qui servent dans les applications numériques de
la théorie des probabilités. Toutes ont cette propriété singuliére
et caractéristique d’engendrer des séries dont les termes suc-
cessifs décroissent d’abord trés-rapidement, dés que le nombre
entier qui y figure comme variable est seulement de P'ordre des
dizaines, et finissent toujours par prendre, quoique trés-lentement,
des valeurs croissantes; ce qui suffit pour ranger les séries dont
il s’agit dans la classe des séries divergentes. Des séries de cette
classe peuvent néanmoins étre employées avec siireté, pour le
calcul numérique des fonctions dont elles sont le développement,
si 'on est 3 méme d’assigner des limites supérieures  I'erreur
commise quand on les arréte a4 un terme de rang quelconque, et
" si ces valeurs limites sont de I'ordre des quantités qu'on est
autorisé 3 négliger. On a effectivement assigné de telles limites
pour la série de Stirling; mais en général ces valeurs limites.
surpassent beaucoup trop lerreur commise; elles ne donnent
-pas une juste idée de I'approximation obtenue, et semblent
exiger, ou quon prenne dans la série plus de termes qu’il n’en
faut en réalité, ou quon attribue 3 z des valeurs plus grandes
que celles qui suffisent effectivement. Cette grave imperfection
entache plus ou moins toutes les formules analogues employées
dans la théorie des probabilités. On peut dire qu’elles tienneut.
plus qulelles ne promettent, en ce sens qu'elles donnent une
approximation suffisante dans des cas ol I'on n’a pas pu jusqu’ici
démontrer, comme I'exigerait la rigueur mathématique, que I'ap-
proximation suffit.

Prenons z =10 : le produit 1.2.3...10 est le nombre
3628 800, et son logarithme vulgaire est 6,559 7630.. . Si 'on

, . 1 , 1 : ‘
arréte la série (1) au terme —, en négligeant les termes affectés
. 1Az . R € -5
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et & plus forte raison les combinaisons, peuvent étre
en nombre infini et non assignable : ce qui n’empéche
pas que, si on les distribue en deux catégories, les
nombres de combinaisdns de chaque catégorie, en de-
venant infinis et non assignables, conservent entre eux
un rapport fini et assignable. Comme il s'agit-ici d’une
notion fondamentale, nous voudrions I’éclaircir_par un
exemple, de maniére a la faire bien saisir par tous nos
lecteurs.

_Supposons que AB (fig. 1) soit une bande de bil-
lard, & laquelle nous donnerons, pour fixer les idées,
la longueur d’un métre. Concevons-la d’abord divisée
en dix parties égales par des traits menés a la distance
d’un décimétre , et distinguons ces parties par une

1 .
de plus hautes puissances de pl trouve pour le logarithme

cherché 6,559 7642 : I'erreur surpasse 4 peine un millioniéme, et
elle est sans influence sur les cinq chiffres significatifs du nombre
entier donné plus haut.
On tire de I’équation (1) cette autre formule
=Vm.s+3 L I
1.2.3...2=Van.2 c-t(1+x”+288$,+etc.).
Si I'on s’en sert pour calculer le rapport

1.2.3...38.1.2.3...13
1.2.3...32.1.2.3...8 ?

qui exprime la probabilité, au jeu de piquet, que le joueur en
* premier relévera les quatre as, on trouvera d’abord , en réduisant
A 'unité la série comprise entre parenthéses, 0,013807 : I'erreur

1 . 1
est seulement —— de la vraie valeur. En conservant le terme —,
335 122

on trouvera, jusqu’au chiffre des dix-millioniémes inclusivement
I'expression exacte 0,0137653.
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sérieden” 1,2, 3, ....10, ainsi qu'on le voit sur
la figure. On lance au hasard une bille qui va frap-
per la bande en un point; et si ce point tombe, par
exemple, dans l'espace numéroté 7, on dira qu'on a
amené le point 7. La bille étant lancée de cette ma-
nire deux fois de suite, la différence des points
amenés pourra varier de o a g inclusivement : on de-
mande la probabilité d’obtenir une différence qui ne
soit pas moindre que 3. Le nownbre des chances ou des
combinaisons de points qui peuvent se présenter, sans
qu’on ait (par hypothése) aucune raison de supposer que
Pune se présentera plutét que Pautre, est le carré de
10 ou 100 : sur quoi il y en a 44 qui donnent une dif-
férence de points moindre que 3. En conséquence la
probabilité demandée est exprimée par la fraction
0,56. .

Supposons la méme bande A B divisée en cent parties
par des traits menés 4 la distance d’'un centimétre : cha-
cun des deux points amenés pourra varier de I a 100,

et la probabilité que leur différence ne sera pas infé-

rieure & 3o, deviendra o,497.

Si la bande était divisée en mille parties par des traits
menés  la distance d’un millimétre, chacun des deux
points amenés pourrait varier de 1 a 1000, et la proba-
bilité que leur différence ne serait pas moindre que
300, deviendrait 0,4907.

En suivant toujours la méme progression, les valeurs
des probabilités deviendraient successivement

0,49007; 0,490007; etc.; -

et I'on voit que ces valeurs tendraient sans cesse a se
rapprocher de la fraction 0,49, dont elles ne différe-

.
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raient bientét que par une fraction d’'une extréme pe-
titesse.

Posons maintenant la question d'une autre maniére,
et, sans imaginer de traits de division sur la bande,
supposons qu'a chaque fois on mesure la distance de
Pextrémité A au point ot la bille vient la frapper, et
qu'on demande la probabilité que la différence des deux
longueurs ainsi obtenues ne tombera pas au-dessous des
trois dixi¢mes de la longueur de la bande.

1l est clair que, dans cette maniére de poser la ques-
tion, le nombre des points & combiner, et & plus forte
raison celui des combinaisons ou des chances est infini :
car chaque jet de la bille peut donner, pour la distance
du point de choc 4 'extrémité de la bande, une infinité
de valeurs comprises entre zéro et un metre. Mais il est
clair aussi quen divisant la bande successivement en dix,
en cent, en mille, en dix mille parties numérotées, nous
nous sommes de plus en plus rapprochés du cas que nous
envisageons actuellement ; puisque cela revient & négli-
ger, dans la mesure de chacune des distances, d’abord
les centimétres, puis les millimétres, les diki¢mes et enfin
les centiémes de millimétre.

Or, on fait connaitre en mathématiques des procédés
généraux de caleul, a I'aide desquels on détermine les
limites dont certains rapports s’approchent de plus en
plus, lorsqu’on fait varier les termes de ces rapports par
degrés de plus en plus petits (*); et dans la question

(") Le rapprochement des principes mathématiques du calcul
des probabilités, et de-ceux du calcul infinitésimal , met en relief
des analogies qu’il est bon d'indiquer au lecteur instruit dans
P'un et dans l'autre. La probabilité mathématique est un rapport
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présente, l'application de ces régles donne, pour la pro-
babilité cherchée, précisément la fraction 0,49. ‘

15. Cest ainsi que le calcul de la probabilité mathé-
matique, qui ne se présentait d’abord que comme une
branche de la syntactique ou de la théorie des combi-
naisons, devient plus vaste que la syntactique méme : en
ce sens qu'il s'applique & des cas ol il n’y aurait lieu, ni
de former les combinaisons une 4 une, ni d’en calculer le
nombre, parce que ce nombre est illimité.

La transformation dont il s’agit est d'un intérét spé-
cial dans l'ordre des faits naturels, ou le nombre des
combinaisons ou des chances est pour 'ordinaire infini,
a cause que dauns la nature presque tout varie avec con-
tinuité et non par sauts. Natura non facit saltus, di-
saient les anciens scolastiques : adage qu'il ne faut pas
prendre A la lettre,, mais qui est vrai en ce sens que,
dans les phénomenes naturels, 1a continuité est la régle,
le sant ou la discontinuité Pexception; tandis que I'in-

dont les deux termes peuvent croitre jusqu’a I'infini, pendant que
lerapport converge vers une limite finie et assignable : la fluxion,
la fonction dérivée ou le coefficient différentiel (car tous ces
termes sont équivalents) est un rapport dont les deux termes
décroissent indéfiniment , tandis que le rapport converge vers une
limite finie et assignable. Lorsque 'on comsidére directement,
dans le raisonnement et dans les calculs, la probabilité mathé-
matique au lieu des combinaisons, c’est-a-dire le rapport au lien
des deux termes du rapport, on fait la méme chose que lorsqu’on
opére directement, comme dans les théories de Newton ou de
Lagrange, sur les fluxions ou les dérivées, au lieu d’opérer sur les
quantités infinitésimales, comme dans la théorie de Leibuitz. On in-
troduit dans I'un et 'autre casun signe auxiliaire ; on substitue au
procédé direct , pris dans la nature des choses, un procédé arti-
ficiel, accommodé & notre organisation intellectuelle,
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verse a lieu pour les combinaisons qui sont I'ouvrage de
’homme.

Aussi la plus belle découverte qu’on ait faite dans les
sciences exactes a été de trouver des méthodes pour pas-
ser des cas de discontinuité aux cas de continuité. C’est
ainsi que les géomeétres passent de la considération d’un
polygone dont les c6tés varient brusquement d’inclinai-
son, & celle d’'une courbe : et, pour ne pas quitter le
sujet qui nous occupe, C'est ainsi qu'aprés s’étre formé
les idées de chances et de probabilités , d’aprés des jeux
qui n'offrent qu'un nombre limité de combinaisons, ils
étendent ces idées en les appliquant aux cas de la na-
ture ou les rapports et les combinaisons peuvent varier
a linfini.

16. Par exemple, lorsqu’un ménage donne une somme
pour assurer une pension au survivant des époux, la
question qui se présente & I'assureur est celle de savoir
quelle probabilité il y a que la différencé des temps
que chacun des époux doit vivre, a partir de I'époque
de Passurance, n’excédera pas un temps déterminé : la
durée de la vie de chaque époux pouvant avoir une in-
finité de valeurs différentes. Le probléme a donc de la
ressemblance avec celui auquel nous avons donné plus
haut des formes purement géométriques, quoiqu’il en
differe dailleurs sous un rapport essentiel. En effet, il
nous a été loisible dadmettre qu’a chaque jet de la bille,
la distance de I'extrémité de la bande au point choqué -
comportait toutes les valeurs de zéro 4 un métre, sans
quiil y et de motifs de supposer qu'une.de ces valeurs
g'offrirait de préférence 4 une autre : au lieu qu’il n’est
pas permis de mettre ainsi sur la méme ligne, et de re-
garder comme indifféremment susceptibles de se réali-
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ser, toutes les hypothéses sur la durée de la vie de 'un
et de Pautre des époux. Chacune de ces hypothéses a
déja sa probabilité propre, c'est-a-dire qu’il y a pour
chacune d’elles un rapport entre les chances ou combi-
naisons qui peuvent en amener la réalisation, et le
nombre total des chances. Ce rapport varie d’'une hy-
pothése a P'autre; et il faudrait préalablement connaitre
la loi de ses variations, pour résoudre ensuite par le
calcul le probléme de probabilité qui intéresse I'assu-
Teur.
Le probléme géométrique du n° 14 peut étre modifié de.
_maniére a offrir, sous ce rapport, plus d’analogie avec
celui de P'assurance. Supposons que, sur une aire plane
et cicculaire, d'un métre de rayon, on projette une
bille au hasard, deux fois de suite : la distance du point
choqué 2 la circonférence de l'aire pourra prendre toutes
les valeurs possibles entre zéro et un métre, mais ces
valeurs correspondent & autant d’hypothéses inégalement
probables. Ceci résulte de ce que la bille est censée
frapper au hasard un point quelconque du plan circu-
laire, en sorte que, si 'on considére deux portions de ce
plan ayant méme superficie, il n’y a pas de raison pour que
labille tombe sur I'une de ces portions plutét que sur I'au-
tre. Soit en effet CA (fig. 2) le rayon du plan circulaire,
et du point C comme centre, avec des rayons CB, CD,
l'un de 8 décimétres, Pautre de 4, tragons deux cercles;
par les points & et d, pris respectivement a la distance
d’'un millimétre des points B et D, faisons passer aussi
deux cercles concentriques : la surface de la couronne
comprise entre les cercles de rayons CB, C 4 est sensi-
blement double de la surface de la couronne limités

par les cercles de rayons C D, Cd. Les probabilités que
3
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le point de contact de la bille et du plan tombera dans
le premier et dans le second espace, sont entre elles
dans le rapport des aires des deux couronnes, ou sen-
siblement dans le rapport de 2 a 1. Rigoureusement et
a la limite, la probabilité de 'hypothése suivant laquelle
le point de contact se trouverait & une distance de
8 décimétres du centre, ou de 2 décimétres de la cir-
conférence, est double de la probabilité de I'hypothése
selon laquelle ce point se trouverait a une distance de
4 décimétres du centre, ou de 6 décimétres de la ciry
conférence. En général, la distance du point de contact a
la circonférence du plan est une grandeur inconnue z,
qui peut recevoir toutes les valeurs de zéro a4 1™, mais
de telle sorte que la probabilité de la valeur = varie en
raison directe de la grandeur 1 — z. Cette probabilité
diminue donc a mesure que x augmente, a peu prés
comme dans la question d’assurance, la probabilité de
la durée de vie diminue & mesure qu’on suppose cette
durée plus grande. Mais, attendu la multitude de combi-
naisons et de chances de natures diverses qui influent
sur la durée de la vie, la loi de cette probabilité ne peut
étre assignée théoriquement comme celles qui se trouvent
implicitement contenues dans un énoncé géométrique.
Elle doit étre déterminée par I'expérience, ainsi que
nous Pexpliquerons plus tard.

17. Citons encore comme exemple de conditions
géométriques trés-simples le jeu du franc-carreau, déji
indiqué par Buffon dans son Essai d’arithmétique mo-
rale. Sur un sol pavé de carreaux hexagones on pro-
jette au hasard un écu, et un joueur parie pour franc-
carreau, C'est-a-dire pour que I’écu aprés sa chute repose
tout entier sur un seul carreau : 'adversaire parie qu’il
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tombera sur un joint. Si I'on inscrit dans I'un des hexa-
gones ABCDEF (fig. 3) un autre hexagone régulier et
concentrique a b ¢ d e f, qui ait ses c6tés respectivement
paralléles a ceux du premier, les/distances des c6tés paral-
ltles étant-égales au demi-diamétre de I'écu , il est clair
que le premier joueur gagnera lorsque le centre de I'écp
tombera dans l'intérieur du polygone inscrit a bc deé f,
et qu'il perdra quand le centre de I’écu tombera entre
les contours des deux polygones. D’ailleurs, comme tous
les compartiments hexagonaux sont supposés égaux en-
tre eux, il suffit d’en considérer un seul; et dés lors on
voit que la probabilité du gain du premier joneur est
mesurée par le rapport de I'aire de ’hexagone inscrit a

, celle de I'hexagone circonscrit.

18. Nous avons défini la probabilité mathématique,
le rapport du nombre des chances favorables i un évé-
nement , au nombre total des chances : cette définition
suppose que les chances peuvent étre énumérées et
qu’elles constituent autant d’unités discrétes. Pour mo-
difier cette définition de maniére a la rendre applicable
aux cas ou les chances sont en nombre infini, et ou le
passage d’une chance a 'autre s'opére saus discontinuité,
il faut substituer aux nombres des grandeurs continues.
Or, entre toutes les grandeurs continues, celle dont
lidée tombe le plus immédiatement sous nos sens est
Pétendue. Nous pourrons donc définir aussi la probabi-
lité mathématique : le rapport de Uétendue des chances
favorables a un événement, a lélendue totale des
chances ; mais ce mot d’étendue ne sera employé en
général que par assimilation, quoiqu’il puisse étre pris
aussi dans le sens propre, lorsque la probabilité sera dé-
terminée immédiatement par un rapport entre des gran-

3.
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deurs géométriques, comme dans les exemples rapportés
plus haut.

19. Aprés avoir passé, suivant la marche naturelle i
Pesprit humain, du cas ot les chances peuvent étre énu-
mérées comme autant d’hypothéses distinctes, au cas ou
les chances se fondent en un tout continu, les géome-
tres font souvent l'inverse : c'est-a-dire que, lorsque

es, quoique théoriquement pos-
alculs impraticables, ils intro-
fictive dans les données de la
: des méthodes d’approximation
lles ils aient recours pour I’éva-
grands nombres [13]. Au fond
que celui qui se pratique tous
‘jours dans les circonstances les plus vulgaires. C’est
ainsi qu’au lieu de compter des graines on les mesure,
comme si ces graines forinaient une masse continue :
le rapport des volumes, si les graines sont de méme es-
peéce, ne devant pas différer sensiblement du rapport en-
tre les nombres de graines comprises dans les volumes
mesurés.

20. Nous donnerons ici quelques principes généraux,
d’une application fréquente, qui dérivent immédiatement
de la notion de la probabilité mathématique. Pour plus
de simplicité dans l'exposition, nous supposerons que
les chances sont en nombre fini, et qu’ainsi les proba-
bilités sont exprimées par des fractions commensurables :
on reconnaitra sans peine que les mémes principes sont
applicables aux probabilités mesurées par des fractions
incommensurables, et considérées comme des grandeurs
continues.

(I). «La probabilité d’'un événement qui peut arriver
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dans diverses hypotheses, dont les probabilités sont iné-
‘gales, est la somme des probabilités de chaque hypo-
thése favorable a I’événement. »

Ainsi, pour fixer les idées par 'exemple le plus sim-
ple, admettons que dans une urne qui contient N boules,
il y en ait » blanches, »’ rouges, n” jaunes, les autres
étant-de couleurs différentes quelconques, et que I'évé-
nement aléatoire, le gain d’'un joueur, soit subordonné
a Pextraction d’'une boule de l'une des trois couleurs
précitées : le joueur aura évidemment pour probabilité

de gain,
n+n +n' n n !
N~ —NtytW

21. On pourrait demander, non pas la probabilité
absolue que le joueur gagnera, mais la probabilité re-
lative qu’il gagnera par suite de Pextraction d’une
boule blanche, plutét que par suite de 'extraction d’une
boule rouge ou jaune. Si une personne proposait ce
pari et qu’une autre le tint, elles regarderaient comme
nuls les coups qui feraient perdre le premier joueur.
Cela revient & faire abstraction des boules ou des chan-
ces défavorables i ce joueur, et alors la probabilité re-

lative cherchée est
n

La probabilité absolue d’amener une boule blanche, et
celle d’amener une boule rouge ou jaune, sont respecti-
vement o
r+4n

N ?

%Ia

donc : . .

(IT). «La probabilité relative d’un-événement est le
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PREFACE.

Je me suis proposé deux buts dans cet ouvrage :
d’abord de mettre a la portée des personnes qui n’ont
pas cultivé les hautes parties des mathématiques, les
régles du calcul des probabilités, sans lesquelles on
ne peut se rendre un compte exact, ni de la préci-
sion des mesures obtenues dans les sciences d’obser-
vation, ni de la valeur des nombres fournis par la
statistique, ni des conditions de succés de beaucoup
d’entreprises commerciales; en second lieu, j’ai voulu
rectifier des erreurs, lever des équivoques, dissiper
des obscurités dont il m’a paru que les ouvrages des
Plus habiles géomeétres, sur ce sujet délicat, n’étaient
point exempts. Comme les erreurs ou les obscurités
portent sur les principes du calcul bien plus que sur
les déductions purement mathématiques, j’ai pensé
que ces deux buts pouvaient se concilier, et que,
sans faire un livre exclusivement 4 I'usage des géo-
métres, je ne manquerais pas d’occasion de placer
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des remarques utiles & ceux d’entre eux pour qui
cette théorie a de l'attrait, ne fit-ce que comme spé-
culation purement philosophique.

Jai donc tiché de faire en sorte que la lecture de
cette Exposition nexigeat que la connaissance de I'al-
gébre élémentaire, ou méme, 4 la rigueur, n'exigeit
que la connaissance des notations algébriques, qu’il
faudrait remplacer par de longues circonlocutions,
aux dépens de la concision et de la clarté. Fai voulu
indiquer les résultats du calcul , en faire comprendre
la raison quand cela était possible, mais en m’abs-
tenant généralement d’entrer dans les détails techni-
ques de la démonstration. Jai rejeté en notes les
explications pour lesquelles Pemploi des signes du
calcul infinitésimal devenait nécessaire; et, méme
dans les notes, jai plutot indiqué que démontré les
résultats.

Le calcul des probabilités n’a d'importance réelle
qu'autant qu’il Sapplique 4 des nombres assez grands
pour qu’il faille avoir recours a des formules d’ap-
proximation, si lon veut que les calculs numériques
deviennent praticables. J’ai di faire un usage perpé-
tuel de ces formules, et donner une table A I'aide de
laquelle on pourra les appliquer & tous les exemples
numériques qui se présenteront, sans qu’il soit be-
soin pour cela de connaissances autres que celles de
Parithmétique usuelle. La détermination précise de
Papproximation que ces formules donnent, et des
conditions sous lesquelles on peut en toute sireté
les employer, est un probléme trés-épineux d’ana-
lyse, qui n’a pas encore été, a beaucoup preés, com-
plétement résolu, et qu’il ne m’était nullement permis
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d’aborder. 1l arrive, dans la théorie des probabilités ,
quelque chose d’analogue a ce que présente la théo-
rie mathématique de la chaleur. On sait que, si un
corps primitivement échauffé d’'une maniére quel-
conque est ensuite soumis a Paction réguliére et
constante de sources de chaleur ou de froid, la tem-
pérature de chaque point du corps se rapproche
graduellement d’un certain état qu’on appelle I'état
final, ou toute trace des irrégularités de I'état initial
aurait disparu. Mais, avant d’atteindre 4 cet état final
(ce qui, dans la rigueur mathématique, exigerait un
temps infini), la température de chaque point passe
par un certain état, qu'on a proposé d’appeler I'ézat
pénultiéme, pendant la durée duquel laloi de varia-
tion des températures comporte, sans erreur sensi-
ble, une expression mathématique, réguliére et sim-
ple. De méme la théorie des probabilités a pour objet
certains rapports numériques qui prendraient des
valeurs fixes et complétement déterminées, si 'on
pouvait répéter a.linfini les épreuves des mémes
hasards, et qui, pour un nombre fini d’épreuves,
oscillent entre des limites d’autant plus resserrées,
d’autant plus voisines des valeurs finales, que le
nombre des épreuves est plus grand. La liaison ma-
thématique entre Pamplitude des oscillations et le
nombre des épreuves se simplifie beaucoup lorsque
ce dernier nombre a atteint une grandeur convena-
ble ; et alors commence un état de choses qu’on peut
nommer aussi, par analogie, I'état pénultiéme, sou-
mis 4 des lois qui sont ce qu’il y a de plus impor-
tant dans la théorie mathématique des hasards, et
lobjet principal de la présente Ezposition, En géné-
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ral, il n’est pas nécessaire que les nombres soient fort
grands pour que les choses se passent comme dans’
cet état pénultiéme. J'ai A plusieurs reprises donné
des exemples qui le montrent; mais je n'ai pas pré-
tendu fixer avec une précision mathématique les
conditions de I'état pénultiéme; ce qui, au surplus,
aurait plus d’intérét dans la spéculation que dans la
pratique.

La partie de mon travail a laquelle, je I'avoue,
jattache le plus de prix, est celle qui a pour objet
de bien faire comprendre la valeur philosophique
des idées de chance, de hasard, de probabilité, et le
vrai sens dans lequel il faut entendre les résultats des
calculs auxquels on est conduit par le développement
de ces notions fondamentales. Les explications que
j'ai données a plusieurs reprises sur I'indépendance
et la solidarité des causes, sur le double sens du mot
de probabilité, qui tantdt se rapporte a une certaine
mesure de nos connaissances, et tantét a une me-
sure de la possibilité des choses, indépendamment
de la connaissance que nous en avons : ces explica-
tions, dis-je, me semblent propres 4 résoudre les
difficultés qui ont rendu jusqu’ici suspecte i de
bons esprits toute la théorie de la probabilité mathé-
matique. On y trouvera des définitions, des idées
que je crois neuves, ou qui du moins n'ont jamais
été nettement apercues. Elles m’ont conduit 4 envi-
sager la doctrine des probabilités & posteriori, et la
plupart des applications qui s’y rattachent, tout au-
trement que ne I'ont fait des hommes justement cé-
lebres. Je ne crois pas céder a une illusion d’auteur,
en me figurant que les idées que j’émets mériteront
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au moins d’étre discutées ; qu'elles seront susceptibles.
d’intéresser, non-seulement les géometres, mais les
philosophes; et qu'en fixant l'attention de ceux qui
cultivent cette branche des connaissances humaines,
elles pourront contribuer aux perfectionnements
qu'on y apportera plus tard.

Le terme de probabilité a été la source de tant
d’équivoques, que j'avais eu d’abord l'intention de
" Péviter tout a fait, pour n’employer, selon les cas,
que les expressions de chances et de possibilité ; mais
jai trouvé ensuite plus d’inconvénients i rejeter un
terme tellement consacré par I'usage des géométres.
Je crois d’ailleurs, et j’ai essayé de le montrer, que
le mot de probabilité a d’autres acceptions, distinctes
de celles qui donnent lieu aux calculs des géome-
tres , mais néanmoins assez voisines de celles-ci pour
quon ne doive pas les isoler complétement dans
une exposition philosophique. Je tacherai un jour,
si les circonstances me le permettent, de développer
les idées qui ne sont qu’indiquées dans le dernier
chapitre de cet ouvrage. Jai craint qu'on ne me re-
prochit , si j’y insistais davantage ici, de trop méler
la métaphysique a la géométrie. Est modus in rebus.
Cest pourtant a la langue des métaphysiciens que
jai emprunté sans scrupule les deux épithétes d'ob-
Jective et de subjective, qui m’étaient nécessaires pour
distinguer radicalement les deux acceptions du terme
de probabilité, auxquelles s'appliquent les combinai-
sons du calcul; mais j’y étais autorisé par I'exemple
de Jacques Bernoulli.

On trouvera, je lespére, dans cet ouvrage, un
choix d’applications assez variées pour que le lecteur
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se fasse une juste idée des applications de la théorie
des chances, et pour que tous ceux qui cherchent
dans la statistique autre chose que des résultats
bruts, soient mis sur la voie des applicatioris nou-
velles qulils pourront étre eux-mémes tentés d’en
faire. J’ai donné plus de détails sur deux questions
curieuses que J’avais déja traitées a part: I'une, qui
a pour objet la distribution des orbites des comeétes
dans lespace; l'autre, qui porte sur la théorie de la
probabilité des jugements, et sur Papplication de
cette théorie aux documents statistiques publiés en
France par 'Administration de la justice. Les per-
sonnes compétentes prononceront sur la valeur de
la solution que j’ai donnée de la question théorique,
en la comparant aux solutions données par d’autres
auteurs, et notamment & celle qui fait I'objet princi-
pal du grand ouvrage de M. Poisson, publié en
1837 (¥). Quant a lapplication 4 la statistique judi-

(*) On me pardonnera de transcrire ici, bien moins pour con-
server mes droits a la priorité de certaines idées, que comme té-
moignage d’une amitié dont le souvenir me sera toujours pré-
cieux, etaussi comme renseignement sur quelques opinions d’un
homme célébre , relativement au sujet qui nous occupe, lalettre
que M. Poisson m’écrivait, en réponse i une autre ou je lui sou-
mettais I'esquisse du livre que je publie en ce moment :

Paris, le 26 janvier 1836.
Moxsizur ,

Ce sera avec grand plaisir que je lirai I'ouvrage que vous vous proposez de
publier sur la Doctrine des chances. Celui que j'achéve actuellement n’y sera
aucunement un obstacle, et je laisserai encore bien de la marge pour un livre
plus complet. J’ai mis entre les mots chance et probabilité la méme différence
que vous, et j'ai beaucoup insisté sur cette différence. Quant a volre maniére
d’envisager la question principale, celle de la probabilité des jugements, je la
comparerai a la mienne, lorsque je reverrai et arréterai définitivement cette
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- ciaire, j'ai pu faire usage ici, pour la premieére fois

de données plus précises, dont l'insertion dans les

Comptes généraux de I Administration delajustice cri-

‘minelle, est une conséquence des changements ap-

portés dans linstitution du jury par la loi du g sep-
tembre 1835.

Je ne terminerai pas cette préface, peut-étre trop
longue, sans exprimer ici ma reconnaissance 2 mon
excellent ami, M. Bienaymé, inspecteur général des
finances, dont les travaux, en matiére de statistique
et de probabilités, sont bien connus des géométres.
Longtemps occupés a notre insu des mémes objets
d’études , nous nous sommes enfin trouvés rappro-
chés par une singuliére conformité d’idées et de goits.
11 a bien voulu m’aider de ses conseils dans 'impres-
sion de mon livre; il a poussé la complaisance jus-
qua en revoir les épreuves et a refaire une partie
des calculs numériques. 11 I'a fait avec un désinté-
ressement d’autant plus grand qu'il était arrivé de-
puis longtemps, en partant de considérations d’ail-
leurs trés-différentes de celles qui m’ont guidé, 4 une
théorie des probabilités a posteriori,laquelle m’a paru

partie de mon ouvrage. Il ne me reste guére que cela a faire, et a copier le
tout, pour étre en mesure de commencer V'impression. Il y a aussi quelques
problémes dont je placerai la solution dans un dernier chapitre, si je parviens
ales compléter de maniére que moi, au moins, j'en puisse étre content. En-
fin, vous trouverez dans cet ouvrage quelques considérations métaphysiques
qui vous feront voir que je suis loin de repousser cette partie des connais-
sances humaines. C’est du Conseil que je vous écris , et la parole allant m’étre
accordée , je ne peux pas faire une lettre plus longue.

Agréez , Monsieur, I'assurance de mon attachement et de mon entier de¢-
vouement.

Porssox.
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revenir pour le fond i celle que I'on trouvera dans le
chapitre VIII du présent ouvrage: On pourrajuger des
ressemblances et des différences, s'il se décide a pu-
blier ses propres recherches, dans lesquelles je m’em-
presse de reconnaitre dés A présent qu’il aura tout le
mérite de l'originalité, et ol son habileté & manier I'a-
nalyse lui aura fait trouver sans doute bien des
choses qui m’ont échappé.
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CHAPITRE PREMIER.

DES COMBINAISONS ET DE L’ORDRE.

1. Parmi les idées abstraites que I’esprit humain
ne crée pas arbitrairement, mais que la nature méme
des choses lui suggeére, I'idée de combinaison est 'une
des plus générales et des plus simples. Aprés avoir con-
sidéré isolément des objets individuels, on est amené 3
concevoir que ces objets, suivant leur nature, se com-
binent ou se groupent un 4 un, deux i deux, trois &
trois, etc., pour former certains systemes ou objets
complexes , qui peuvent se combiner i leur tour pour
former d’autres groupes ou systémes plus composés, et
ainsi de suite. A

La théorie des combinaisons, 4 laquelle les Allemands
ont donné le nom de Syntactique, est une science abs-

1

[ O

PO
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traite et purement rationnelle, comme la science des
nombres et la géométrie. Elle a des connexions intimes
avec toutes les branches des mathématiques, et notam-
ment avec l'algébre : si bien que la perfection ou,
comme on dit, 'élégance des formules algébriques con-
siste & mettre, par une notation bien choisie, la loi des
combinaisons dans la plus grande évidence. '

Au fond, toute synthése scientifique s’opére par une
suite de combinaisons de certains principes ou faits pri-
mordiaux. Sous ce point de vue, la logique, la gram-
maire générale, la chimie, relévent dela syntactique aussi
bien que P'algébre. La logique notamment nous offre,
dans la théorie des syllogismes, un curieux exemple de
synthése combinatoire. Les logiciens ont toujours donné
le précepte de former soigneusement toutes les combi-
naisons possibles : 'oubli d’une seule d'entre elles suf-
fisant pour détruire la légitimité d’'un raisonnement. A
la vérité, ils se sont peu occupés de tracer des régles
pour opérer d’'une maniére siire le recensement com- °
plet des combinaisons. Ils ont pensé, non sans fonde-
ment, que, dans les cas simples, les régles seraient
inutiles, et qu'elles deviendraient d’une application im-
praticable dans les cas compliqués.

A défaut de procédés systématiques et réguliers, in-
connus a la plupart des hommes, ou d’une application
trop lente pour les besoins de la pratique, I'art de for-
mer des combinaisons et d’en embrasser simultanément
un plus ou moins grand nombre, est resté dépendant
des aptitudes et des éducations individuelles. On dési-
gne communément dans le monde, sous le nom d’es-
prits calculateurs, ceux qui possédent plus éminemment
cette puissance de combinaison, et qui I'appliquent &
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des objets divers; quoique le pius souvent le calcul
proprement dit, la supputation des nombres n’y entre
pour rien. Le mécanicien, le géométre, le tacticien, le
joueur d’échecs se distinguent, chacun dans une spécia-
lité différente, par leur aptitude & former et a classer
des combinaisons; et le sentiment commun admet une
affinité entre ces aptitudes, d’ailleurs si variées quant
aux objets auxquels elles s’appliquent.

2. 1l est aisé de comprendre que les régles en vertu
desquelles on serait siir de former toutes les combinai-
sons possibles , doivent renfermer implicitement des reé-
gles pour calculer le nombre de ces combinaisons, sans
qu'on ait besoin de les former une & une, ou de porter
l'attention sur chacune d’elles en particulier. Pour pren-
dre I'exemple le plus simple, supposons qu’un chimiste
veuille essayer toutes les combinaisons des acides en
nombre m, avec les bases en nombre n. Il sera assuré
de n’en omettre aucune si, aprés avoir distingué par
des signes ou numéros d’ordre ses acides et ses bases,
il combine successivement l'acide n° 1 avec chacune
des bases, puis 'acide n°® 2 avec chacune de ces mémes
bases, et ainsi de suite. Mais par la méme on voit &
priori que le nombre de tous les essais a faire, ou de
toutes les combinaisons abstraitement possibles, est égal
au produit mr des deux nombres m et n. Pour peu
que m et n soient des nombres considérables, comme
100 ou 200, le produit mn sera un si grand nombre
que la formation, ou seulement le dénombrement une a
une de toutes les combinaisons possibles, seraient choses
impraticables ou d’une fatigante prolixité; tandis qu'il
n’y a rien de plus simple et de plus court que 'opéra-
tion arithmétique qui donne le nombre mn.
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Nous verrons que, pour la solution de questions trés-
importantes et trés-curieuses, dont ce livre est destiné
4 donner une idée, il importe beaucoup de pouvoir as-
signer le nombre des combindisons d’une espéce don-
née, ou du moins le rapport entre le nombre des com-
binaisons rangées dans une certaine espéce ou catégorie,
et celui des combinaisons qui appartiennent & une caté-
gorie différente : tandis qu'il importe peu et qu’il serait
souvent impossible de considérer ces combinaisons une
a une. En conséquence on entend plus spécialement par
théorie des combinaisons la science qui a pour objet
d’assigner le nombre des combinaisons d'une espéce
donnée. La syntactique, ainsi réduite 4 des détermina- -
tions de nombres, rentre naturellement dans le cadre
"des mathématiques, auxquelles nous avons dit qu’elle
tient d’ailleurs par d’étroites affinités.

3. Soient des objets quelconques, en nombre m, a
combiner entre eux; et, pour fixer les idées , désignans-

les par les lettres
a,b,c,. ..k 1

Pour épuiser les combinaisons deux a deux, ou les
combinaisons binaires dont ces objets sont susceptibles,
on pourra combiner 'objet ou I'élément a avec chacun
des m — 1 éléments b, ¢, . ... /; puis Pélément b avec
chacun des m — 1 éléments a, c,.... [, et ainsi de
suite; ce qui donnera en tout un nombre de combinai-
sons exprimé par le produit 72 (m — 1). Mais de cette
maniére il est évident que chaque combinaison (celle
de a et de b par exemple) aura été obtenue deux fois,
savoir en combinant d’abord & avec a, puis en combi-
nant a avec b : donc le nombre des combinaisons bi-
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naires distinctes sera exprimé par
m(m — 1)
2
Lescombinaisons trois 4 trois, ou ternatres, seront épui-
sées, si I'on associe successivement chaque combinaison
binaire (ab) avec chacun des 72— 2 éléments c,. . . .kl
Par la on obtiendra trois fois la méme combinaison
(abc), savoir en combinant (ab) avec ¢, (ac) avec b,
et (bc) avec a : donc le nombre des combinaisons ter-
naires se réduira
m(m— 1) (m—2)
2.3
Sans avoir besoin de pousser plus loin ce raisonne-
ment, on en conclut, par une induction évidente, quele
nombre des combinaisons distinctes entre 2 éléments
pris » & n, a pour valeur le quotient

m(m —1) (m—2) (m—3)...(m—n+1)
2.3.4...n ‘
Ordinairement on donne i ce quotient, pour plus de
symétrie, la forme

m(m—1) (m— 2)(m—3).. .(m—-n+t);
1.2.3.4...n

(4)

de maniére que les facteurs soient en nombre n au dé-
nominateur comme au numérateur : les facteurs du nu-
mérateur composant la suite descendante des nombres
entiers, de 7z 4 m —n + 1 inclusivement, tandis que
la série des facteurs du dénominateur se compose de la
suite ascendante des nombres entiers, de 1 A n inclusi-
vement. :

Si I'on associait 4 I'idée pure de combinaison celle
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de certains rapports d’ordre ou de situation, tellement
que la combinaison ba dit étre réputée différente de
ab, les combinaisons regardées comme identiques dans
le précédent raisonnement, cesseraient de l'étre; de
sorte que /m éléments fourniraient 72 (m-— 1) combi-
naisons binaires, m (m — 1) (m — 2) combinaisons
ternaires, et ¢n général

m(m—1) (m—2a) (m—3)...(m—n+1) (0)

combinaisons n a n. Les auteurs ne se sont point ac-
cordés sur la dénomination-a donner a ces combinaisons
dans lesquelles on tient compte, non-seulement des élé-
ments associés, mais de l'ordre dans lequel ils sont
associés, ou du role que joue chaque élément. La déno-
mination qui nous parait la plus convenable, en ce
quelle ne se rattache pas a des considérations trop
particuliéres, est celle de combinaisons ordonnées. Par
opposition , nous appellerons combinaisons absolues ,
ou simplement combinaisons , celles dans lesquelles on
ne tient point compte de I'ordre ou du réle des élé~
ments.

4. Puisque le nombre des combinaisons ordonnées,
entre m éléments pris n a n, est exprimé par le produit
(O), tandis que le nombre des combinaisons absolues
se trouve exprimé par le quotient (A), il faut que le
dénominateur du quotient (A) exprime le nombre de
tous les changements d’ordre ou de toutes les permu-
tations possibles entre n éléments. Cest ce qu'il est fa-
cile de prouver par un raisonnement direct, qui nous
montrera d’ailleurs que la théorie des permutations et
de l'ordre en général, n’est au fond que la théorie des
combinaisons, présentée sous un autre point de vue.
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Supposons, dans un ordre quelconque relatif a I'es-
pace ou au temps, ou méme (s'il est permis de le con-
cevoir) indépendant de l'espace et du temps, m places
déterminées, désignées, si I'on veut, par les numéros
1,2,3,....m: et supposons en outre deux éléments
a placer, a et b. On épuisera tous les arrangements (*)
possibles, en fixant d’abord I’élément a a la place 1, et en
portant successivement I’élément & i -chacune des pla-
ces 2,3,....m; puis en fixant ¢ & la place 2 pour
faire ensuite occuper successivement par & chacune des
places 1, 3, ....m; et ainsi de suite. Par conséquent
le nombre des arrangements dont le systéme des deux
éléments est susceptible, a pour expression m (m— 1).
Si le systéme comprend un troisiéme élément c, on
prendra un a un chacun des arrangements précédents,
tel que celui qui met aja la place 1 et & a la place 2,
pour faire ensuite occuper successivement 4 I'élément ¢
chacune des m — 2 places 3, 4, ....m. Le nombre

~des arrangements que comporte le systéme de 3 choses
est donc m (mm— 1) (m—2); et en général le produit
(O) exprime le nombre des arrangements ou permuta-
tions d'ordre avec 7 éléments, le nombre des places

(*) Dans les traités élémentaires d’algébre, oi la théorie des
combinaisons n’est enseignée qu’en vue de ses applications a
l'algébre, on a coutume maintenant d’appeler arrangement ce que
nous désignons par combinaison ordonnée. Cette dénomination est
impropre. Arranger, dans la'langue commune, signifie mettre des
choses dans un certain ordre, et non choisir ou combiner les
choses que I'on arrange. La permutation est I'opération par la-
quelle on substitue un arrangement A un autre, les choses ar-

roanadac voetamt lac mAmac
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étant toujours . Ce produit deviendra

1.2.3.4...n, (N)

si 'on pose m=n, ou si le nombre des places de-
vient égal .A celui des éléments qu’il s'agit de placer ou
d’ordonner. ,

On peut supposer que les éléments ordonnés sont des
lettres écrites a la suite les unes des autres, de maniére
a former une série de I'espéce de celles que les géome-
tres nomment linéaires ; mais cette hypothése n’a pour
but que de soulager la pensée par I'emploi d’un signe :
car d'ailleurs il n’y a en ceci rien d’essentiel que les no-
tions d’éléments et d’ordre, entendues dans le sens le
plus général. On pourrait imaginer n points distribués
d’'une maniére quelconque dans I'espace, et n sphéres
de rayons divers, dont les centres viendraient successi-
vement coincider avec chacun de ces points : le produit
(N) indiquerait encore le nombre des arrangements ou
des configurations diverses que le systéme de ces sphéres
est susceptible d’offrir. On pourrait supposer que » per-
sonnes remplissent dans une hiérarchie sociale des fonc-
tions différentes, et qu'elles ont la faculté d’échanger
leurs emplois : le nombre (N) indiquerait toujours en
combien de maniéres peut se modifier la composition
du systéme hiérarchique.

Cette idée de I'ordre absolu peut se restreindre en se
particularisant, et 'on obtient alors un moindre nom-
bre d’arrangements distincts. Par exemple, si 7 éléments
devaient étre rangés dans une série circulaire ; ou dans
une série périodique, indéfiniment progressive et régres-
sive, et qu'on ne diit pas avoir égard aux lieux absolus
qu’ils occupent, mais seulement a 'ordre suivant lequel
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ils se succédent, le nombre des arrangements distincts
se réduirait a

1.2.3.4...(n—1).

Mais, s’il n’y avait ni droite, ni gauche; si rien ne
distinguait I'ordre progressif de l'ordre régressif, il fau-
drait prendre la moitié du précédent produit.

5. Quand, sur 7 éléments, on en prend r pour for-
mer une combinaison 7 7, on partage le groupe total
en deux groupes partiels, 'un qui comprend » éléments,
lautre qui en comprend 72 —n, et le quotient (A) indique
de combien de maniéres distinctes ce partage peut s’o-
pérer. Par conséquent ce quotient doit exprimer aussi
le nombre de combinaisons distinctes, m — n a m —n,
et il ne devrait pas changer de valeur, si 'on y rempla-
cait n par m—n. Afin de rendre ceci plus sensible,
désignons, pour plus de symétrie, par m -+~ le nom-
bre total des éléments, par m et n les nombres respec-
tifs d’éléments dans chaque groupe partiel, il faudra
remplacer dans le quotient (A) m par m~+-n, et il de-
viendra

(m4-n)(m+n—1) (m+n—2)...(m+1)
1.2.3.4...n :

1l est permis de multiplier les deux termes de cette ex-
pression fractionnaire par le produit 1.2.3....m, ce
qui n’en changera pas la valeur, et ce qui la mettra
sous la forme

1.a2.3.. .(m+n).
‘1.2.3...m.1.2.3...n (B)

Comme les lettres m et n entrent symétriquement dans
lexpression (B), il est parfaitement évident qu’elle ne

)
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change pas de valeur, quand ony change m en n, et
réciproquement.

On aurait pu obtenir directement cette expression (B)
par des considérations prises dans la théorie de I'ordre.
En effet, étant donné un systéme de m-n places,
concevons-le décomposé en deux systémes ou groupes
partiels A, B : I'un qui comprend m places, 'autre qui
en comprend 7. Le nombre des arrangements distincts,
que pourront présenter 72— n éléments, sera1.2.3. ...
(m—nr); mais, si on n’a en vue que le partage des élé-
ments entre les deux groupes partiels A, B, il ne faudra
plus regarder comme distincts les arrangements qui ne
different que par des permutations d'ordre dans le
groupe A, ou par des permutations d’ordre dans le
groupe B; d'out il suit qu’il faudra diviser le produit
précédent, d’abord par le produit 1.2.3....m, et en-
suite par le produit 1.2.3.... n.

La méme question d’ordre peut étre presentee d une
autre maniére. Si on a m lettres A et n lettres B, le
quotient (B) exprimera en combien de maniéres dis-
tinctes on peut les placer les unes a la suite des autres :
car, lorsque I'on considére toutes ces lettres comme in-
dividuellement distinctes, le nombre des permutations
est 1.2.3....(m -} n); et dans le cas contraire il faut
regarder comme identiques les arrangements qui ne dif-
ferent que par des transpositions d’ordre dans le groupe
des lettres A ou dans celui des lettres B.

Si les lettres A et B désignent respectivement des
événements de méme nature, et qui se succédent, le
quotlent (B) exprimera le nombre des modes de suc-
cession distincts, quand le nombre des événements A
doit étre égal a m , et celui des événements B égal a n.



DIS COMBINAISONS. I

L’analogie indique suffisamment que, s’il s’agissait de

partager un groupe total de m—n—p éléments en

trois groupes partiels , comprenant respectivement 7z, n
et p éléments, le quotient

1.2.3...(m+n+p)
1.2.3...m.1.2.3...n.1.2.3...p

exprimerait en combien de maniéres distinctes ce par-
tage peut s’opérer; qu’il exprimerait pareillement com-
bien de séries distinctes on peut former avec 7 lettres
A, n lettres B, p lettres C; et ainsi de suite. Il est inu-
tile d'insister sur des généralisations qui se présentent
d’elles-mémes.

Les produits de la forme 1.2.3. ... r revenant sans
cesse dans la théorie de I'ordre et des combinaisons, et
par suite dans les applications de cette théorie 3 d’au-
tres branches des mathématiques, les analystes leur ont
donné le nom de factorielles, et se sont attachés a en
étudier les propriétés. Les nombres (B), donnés par
une certaine combinaison arithmétique de trois facto-
rielles, jouissent aussi de propriétés qui ont été étudiées
soigneusement. On a vu que les propriétés de ces nom-
bres se rattachent i celles de certaines fonctions qui se
présentent dans la haute analyse, et que I'on connait
maintenant sous la dénomination de fonctions eulé-
riennes, du nom d’Euler qui en a fort avancé la théorie.
Mais la nature de notre ouvrage ne nous permet que
d'indiquer a certains lecteurs ces liaisons du sujet qui
nous eccupe avec d’autres spéculations abstraites, d’une
application moins immédiate. '

6. Si les mémes éléments pouvaient étre répétés dans
les combinaisons (comme les lettres dans les combinai-
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sons alphabétiques, les chiffres dans les combinaisons
numérales), les factorielles se trouveraient remplacées
par les puissances des nombres. Ainsi, avec m lettres

a, b, c,...k 1,
on formera de la sorte m* combinaisons deux a deux
aa, ab, ac,...ak,al; ba,bb, be,...bk, bl; etc.,
qui différent toutes les unes des autres, ou par les let-
tres employées, ou par I'ordre dans lequel elles sont
écrites. On formerait avec les mémes lettres 72° combi-

naisons trois a trois, et plus généralement m" combi-
naisons 2 & n. Ce nombre devra étre remplacé par

mm+1) (m+12)...(m+4+n—1) C
J ©
1.2.3...n

si 'on n’a égard qu'aux combinaisons absolues, ou si
Pon cesse de considérer comme distinctes les combinai-
sons formées des mémes éléments, mais différemment
ordonnés. Au lieu de l'expression (C) on peut écrire,

conformément a la remarque du n® précédent,

1.2.3...(m+nr—r)
1.2.3...(m—1).1.2.3...n

Ainsi, quand on projette deux dés a jouer, chacune
des six faces du premier dé peut se combiner avec cha-
cune des six faces de I'autre dé, aussi bien avec la face
similaire qu’avec les autres, ce qui donne un nombre
de combinaisons exprimé par le carré de 6 ou par 36;
mais si 'on n’a égard qu’aux points amenés, par exem-
ple deux et trois, sans examiner si le point deus se
trouve sur le premier dé et le point zrois sur le second,
ou inversement, le nombre des coups distincts se ré-
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duira a
6.

—Z —=—aI.

Jd.2

3

Avec trois dés, le nombre des combinaisons ordonnées
séleverait & 63=—216, et celui des combinaisons abso-
lues ou des coups distincts serait seulement

6.7.8

1.2.3

=56.

7. Ce qui précéde indique suffisamment le lien qui
rattache la théorie des combinaisons 4 Pune des quatre
opérations fondamentales du calcul, A celle qui prend le
nom de multiplication.

Cette opération en effet a cela de caractéristique , que,
si Pon considére chaque facteur comme complexe, ou
comme formé par I'addition de parties ou de termes,
le produit total est la somme des produits partiels qu’on
obtient en multipliant chaque terme de I'un des fac-
teurs par chaque terme de I'autre. Donc, si 'on a deux
nombres entiers m et n que l'on peut considérer, le
premier comme I’'agrégat de m unités, le second comme
P’agrégat de n unités, le produit mn contiendra autant
de produits partiels 1 x 1, Cest-a-dire autant d’unités
que l'on peut former de combinaisons binaires en pre-
nant un élément dans une série qui en contient m, pour
Passocier a un autre élément pris dans une seconde sé-
rie qui en contient 7.

De la résulte immédiatement la preuve de ce théo-
réme, le premier qu'on rencontre dans la théorie des
nombres : Le produit de deux nombres ne change pas,
quel que soit celui que I'on considére comme multi-
plicande ou comme multiplicateur. On en conclut aisé-
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ment que le produit d'un nombre quelconque de fac-
teurs ne change pas, quelque permutation qu'on opére
dans I'ordre des facteurs. .
11 suit encore de la que la multiplication algébrique
du polynéme
a+b+c+etc.
par le polynéme ‘
a' 4 b + ¢ +ete.
aménera toutes les combinaisons binaires que I'on peut
former, en prenant une lettre dans la série a, , c, etc.,
pour P'associer a4 une autre lettre prise dans la série
a, b, ¢, etc. De la le nom de produits différents,
donné par les algébristes aux combinaisons absolues ,
pour les distinguer des combinaisons ordonnées.
Lorsqu'on ordonne par rapport aux puissances de z,
en commencant par la plus haute, le développement du
produit '

(z4a)(z+b) (z+c)...(x+ k) (z+ ),

dont les facteurs binémes sont en nombre m, le coeffi-
cient de " est la somme des m quantités
a,b,c,...k

le coefficient de z*—* est la somme des produits diffé-
rents qu'on peut former avec ces 7z quantités, en les
combinant deux a deux; le coefficient de z"—* est la
somme des produits différents qu'on peut former avec
ces m quantités, combinées trois a trois, et ainsi de
suite, jusqu’au terme indépendant de z, qui est le pro-
duit de ces m quantités.

Quand on suppose toutes les quantités a, b, ¢, etc.,
égales entre elles, leur somme est remplacée par m a ;
la somme de leurs produits deux a deux est remplacée
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par
m(m—1) |
—_—a ;
1.2
la somme de leurs produits trois a trois est remplacée
par
mm—1) (m— 2) |
a’;
1.2.3

et ainsi de suite; de maniére que le quotient (A) exprime
le coefficient numérique du terme a"z"— dans le déve-
loppement de (z + a)~.

La formule de ce développement, qui est fondamen-
tale en algébre, est appelée la formule du Bindme de
Newton, du nom du grand géométre qui ’a découverte.
Un peu avant Newton, Pascal avait donné, dans la cons-
truction de son triangle arithmétique , 'équivalent de
cette formule, mais sans I'écrire en algébre, et en se
privant ainsi des avantages immenses attachés 4 I'em-
ploi de I'écriture algébrique (*).

Les coefficients de la formule du binéme reparaissent
dans une foule d’autres formules qui jouent un réle

(*) Les premiéres traces de la théorie des combinaisons se
trouvent dans la correspondance de Pascal et de Fermat ( OEuvres
de Pascal, t. IV de I'édition de 1819, p. 360 et suiv.), et dans
Yopuscule de Pascal intitulé : Usage du triangle arithmétique pour
les partis de jeu (ibid. t. V, p. 31). On ne peut pas oublier que la
glorieuse carriére de Leibnitz s’est ouverte par sa thése sur les
combinaisons (Disputatio arithmetica de complezionibus), soutenue
dans I'Université de Leipzig, le 7 mars 1666. Oh retrouve dans
toutes les parties du systéme philosophique de ce grand homme,
et notamment dans ses vues sur une Caracteristique universelle, des
traces de ces premiéres spéculations de sa jeunesse.



16 - CHAPITRE I.

considérable dans les parties supérieures de I'analyse.
La raison de ces analogies est facile a saisir : elle
tient évidemment & ce que la loi des coefficients est
donnée par une régle de synthése combinatoire, tout a
fait indépendante de la nature des opérations de calcul
que chaque combinaison représente, ou de I'idée acces-
soire de multiplication qui vient s’associer, dans les
éléments d’algebre, a I'idée abstraite de combinaison.

8. La formule du binéme

m(m m(m—1)

(z+ar=z"+— 2 azn—r - B g2 gm=s g ete....+am, (1)

donne, quand on pose z=1, a=1, et qu'on fait passer
le premier terme du second membre dans le premier,

DL 1o
1 1.2 1.2.3

m+m(m-t) m(m—1) (m— 2) 1. (2)

Donc, le nombre de. toutes les combinaisons possibles

entre m €léments, quand on les prend un a un, deux a

deux, trois 2 trois, etc., et enfin tous ensemble, est égal

a 2™ — 1. Posons, dans la formule (1), z—=1,a=—=—1,

faisons passer le premier terme du second membre dans

le premier, et changeons tous les signes : il viendra
_m m(m—1) m(m—1)(m—2) m(m—1)(m—2)(m-3)
T .2 1.2.3 1.2.3.4

- etc. (3)

La partie positive du second membre de cette derniére
équation est la somme des nombres de combinaisons
d’ordre impatr, ou des combinaisons un a un, trois a
trois, cinq a cing, etc. La partie négative est la somme
des nombres de combinaisons d’'ordre pair, ou des com-
binaisons deux 4 deux, quatre i quatre, etc. Si I'on
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ajoute membre 2 membre les équations (2) et (3), la
somme des combinaisons d’ordre pair disparaitra, et 'on
trouvera la somme des combinaisons d’ordre impair
égale 4 la moitié de 2™, ou a 2. En conséquence,
le nombre des combinaisons d’ordre pair est égal a
2" —1—2""==2""— 1. Le nombre des combi-
naisons d’ordre impair surpasse donc toujours d’une
unité celui des combinaisons d’ordre pair, quel que
soit le nombre m, pair ou impair. On a trouvé singulier
ce fait de calcul, et I'on en a voulu donner des raisons &
preori, qui sont sans fondement , comme nous I'avons fait
voir ailleurs en traitant une question plus générale (*).
9. Nous terminerons par quelques exemples numéri-
ques cette exposition bien succincte des principes les
_plus généraux de la théorie des combinaisons. Tout le
monde sait que 'ancienne Loterie de France comprenait
9o numéros, dont 5 sortaient a chaque tirage. Ces go
numéros donnaient : '
90 extraits, ou combinaisons

un 3 un,
9—:‘:‘?‘ = 4005 ambes, ou combinaisous
‘ deux i deux,
9—01',8_29,._38—8= 117 480 ternes, ou combinaisons
’ trois a trois,
% =2 555 190 quaternes,ou combinaisons
90.89.88.87.86 quatre & quatre,

1.2.3.4.5 =43949268 quincs, ou combinaisons

cing A cing;

(*) Bulletin des sciences mathématiques, de Férussac, t. XI,
p- 93. 1829.
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tandis que les 5 numéros du tirage offraient :

5 extraits, f'-—i:to ambes , _f__é;g:: 10 ternes,
5.45.3.2

et enfin un quine; de sorte qu’il n’y avait, pour celui
qui prenait 3 numéros 4 la loterie, que 10 combinai-
sons sur 117 480 qui pussent lui faire gagner un terne,
et ainsi de suite.

L’opération qu'on appelle donner, au jeu de piquet,
revient & distribuer 3a cartes en quatre groupes, deux
de chacun 12 cartes, qui sont pris respectivement par
chaque joueur, et deux autres groupes, I'un de cinq,
Pautre de trois cartes, qui forment ensemble le talon.
Le nombre des combinaisons atixquelles peut donner lieu
cette distribution en quatre groupes partiels, a pour
expression '

| 1.2.3...32

1.2.3...12.1.2.3...12.1.2.3.4.5.1.2.3

=127.3%.5%9%13%17.19.23.29.31 = 1 592 814 947 068 8oo0.

A cause de I'énormité de ce nombre, et vu la date
assignée a l'invention des cartes 4 jouer, on s’assure par
des calculs bien  simples qu’il s'en faut de beaucoup
que les cartes aient pu étre données au jeu de piquet
de toutes les manicres possibles. D’ailleurs, comme les
mémes séries de cartes, qui ne différent que par un
changement de couleur, ont la méme valeur au jeu de
piquet, on peut regarder comme identiques les distri-
butions qui ne différent que par une permutation entre
les couleurs, ce qui réduit considérablement le nombre
des combinaisons distinctes.



DES COMBINAISONS. 19

Parmi toutes les combinaisons dont le nombre vient
d’étre donné, si 'on ne considérait que celles ol les
quatre as se trouvent 4 la fois dans Pun des paquets
de douze cartes, par exemple dans celui que doit relever
le joueur en premier, on en trouverait le nombre en
imaginant que les quatre as sont mis & part, ¢t que les
28 cartes restantes sont distribuées de toutes les ma-
niéres possibles en quatre groupes ou paquets, le pre-
mier de 8 cartes pour le joueur en premier, le second
de 12 cartes pour le joueur qui donue, les denx autres
de 5 et de 3 cartes pour le talon. Le nombre cherehé
a donc pour expression

1.2.3...28
1.2.3...8.1.2.3...12.1.2.3.4.5.1.2.3
= 21 925 567 263 600.

Le rapport de ce nombre au nombre trouvé plus
haut est évidemment

9.10.11.12 __ 99
29.30.31.327 7192

==0,0137653;

et ce rapport peut étre commodément calculé, sans
qu’on ait besoin de former deux nombres, 'un et Pautre
si considérables.

10. Ona pu voir par ces exemples avec quelle rapi-
dité croit le nombre des combinaisons, pour peu que
le nombre des choses & combiner croisse lui-méme.
Bientét il devient impossible, non-seulement de former
ou d’examiner ces combineisons une a2 une, mais méme
d’effectuer les opérations de calcul desquelles dépend la
détermination arithmétique du nombre des combinai-
sons. Supposons une assemblée composée, comme lest
maintenant en France notre Chambre des Députés, de

2.
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459 membres, que le sort répartit en g bureaux, chacun
de 51 membres. Le nombre des distributions possibles
a pour expression

" 1.2.3...459 . ,

s (=)
mais le*calcul de ce nombre, par les procédés de Iarith-
métique ordinaire, serait une opération impraticable
ou d'une excessive longueur. Avec des tables de loga-
rithmes, ou plutét de sommes de logarithmes, comme
on en a calculé spécialement pour cet objet (*), on peut
déterminer, au moins jusqu'aux décimales du 12® or-
dre, le logarithme du nombre (z), que l'on trouve
égal a

428, 445 125 155 760...

Ceci nous apprend que le nombre (), exprimé dans
notre systéme de numération décimale, aurait 429 chif-
fres ou figures : les premiers chiffres sur la gauche,
qui expriment les plus hautes unités, étant 278692. . . .;
de sorte qu'il tombe entre le nombre exprimé par les
chiffres 278692, suivis de 423 zéros, et le nombre ex-
primé par les chiffres 278693, suivis aussi de 423 zé-
ros.

" (*) Tabularum ad faciliorem et bréviorem probabilitatis com-
putationem atilium enneas; auct. Degen; Havniae, 1824.
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CHAPITRE II.

DES CHANCES ET DE LA PROBABILITE lATﬂﬁ!A'I'IQUE.

11. Nous avons déja annoncé [2] (*) que la théorie
des combinaisons s’applique principalement aux cas ot
des combinaisons trés-multipliées peuvent se distribuer,
sous un certain point de vue, en un petit nombre de ca-
tégories différentes : de sorte qu’on ait seulement intérét
a connaitre combien de combinaisons, sur le nombre to-
tal , viennent se ranger dans une catégorie, et combien
dans une autre.

Par exemple, lorsqu’un joueur se met au jeu avec
la résolution de jouer un nombre déterminé de parties ,
tel que trente, le nombre des hypothéses ou des com-
binaisons auxquelles donne lieu la succession incertaine
des pertes et des gains [8], est égal &4 2% ou au nombre
4 194 304. Mais d’un autre c6té il est clair que le
nombre des parties gagnées ou perdues en fin de compte
est tout ce qui intéresse le joueur; en sorte qu'il doit
comprendre dans une méme catégorie toutes les com-
binaisons o le nombre final est le méme, et qui ne dif-
férent I'une de l'autre que par I'ordre suivant lequel les
parties gagnées ou perdues se succédent. Il n’y a plus

(") Les chiffres entre crochets [ ] indiquent les n® du texte
auxquels on renvoie.
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alors évidemment que 31 hypothéses distinctes, comme
on le conclurait d’ailleurs de la formule (C) du n°® 6. 11
en serait autrement, si la somme dont le joueur dispose
pouvait étre absorbée par des pertes consécutives qui
Pempécheraient de jouer le nombre de parties fixé &
Pavance : ordre de succession cesserait d’étre indiffe-
rent, et de la dériverait la nécessité de distribuer les
combinaisons possibles en un plus grand nombre de
catégories distinctes.

En général, dans les jeux dits de hasard, la forme
du jen détermine un certain nombre de combinaisons
ou d’hypothéses qui toutes peuvent se réaliser, sans qu’on
ait aucune raison de supposer & l'avance que l'une se
réalisera plutét que l'autre. Ces hypothéses ou combi-
naisons se nomment des chances, et viennent naturel-
lement se distribuer en deux catégories : celles qui sont
favorables au joueur ou qui le font gagner; celles qui-
lui sont défavorables ou qui le font perdre. Il est clair
que lintérét du joueur, de ceux qui s’associent a ses es-
péranées et a ses craintes, nest pas d’énumérer ou
d’examiner une 4 une toutes les chances possibles, opé-
ration qui deviendrait presque toujours impraticable,
mais de pouvoir directement calculer combien il y a de
chances favorables ‘et combien de chances contraires.

12. 1l est méme aisé de voir que le joueur connai-
trait tout ce qu'il Jui importe de connaitre, s’il pouvait
seulement calculer le rapport du nombre des chances
favorables au nombre des chances contraires, ou, ce
qui revient au méme, le rapport du nombre des chances
favorables au nombre total des chances. Cette proposition
revient & dire qu'il est indifférent pour le joueur que le
nombre des chances favorables et celui des chances con-
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traires augmentent on diminuent, pourva que ces nom-
bres augmentent ou diminuent proportionnellement.

Quoique la proposition énoncée puisse passer pour
une de ces notions fondamentales qu'on risque d’obs-
curcir en voulant les développer, voici une image phy-
sique 3 laquelle il est permis de recourir, 2 J'exemple
de Laplace, afin d’en rendre au besoin la vérité plus sea-
sible.

Concevons deux urnes : I'une qui renferme 20 billets
blancs et 15 billets noirs, 'autre qui renferme 4o billets
de la premiére couleur et 30 de la seconde. L'ex-
traction d’un billet blanc fera gagner le joueur, celle
d’un billet noir le fera perdre. Cela supposé, nous disons
qu’il est indifférent au joueur que le tirage se fasse dans
la premiére urne ou dans la seconde. Car on peut ima-
giner tous les billets blancs de la seconde urne, comme
aussi les billets noirs, réunis deux a deux par des fils,
de maniére 2 former 20 couples blancs et 15 noirs, Il
en résultera que la main qui viendra saisiv et extraire
un billet, en entrainera un autre de méme couleur ;
mais cela ne changera rien aux chances que 'on a de
mettre Ja main sur un hillet blanc ou sur ua noir. D’un
autre c6té, n’est-il pas évident qu'en vertu des liaisons
établies par les fils, le tirage dans la premiére urne
équivaut parfaitement au tirage dans la seconde, chaque
couple de celle-ci remplacant un billet simple de I'autre?
Si Pon niait cette proposition, autant vaudrait dire que
les conditions du tirage changeraient, suivant qu'on
emploierait des billets non pliés, ou tous pliés de la
méme maniére.

Concluons done que , lorsqu’il s’agit d’'un événement
aléatoire, ce qu'an a intérét a connaitre, ce n’est point
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le nombre total des chances, ni le nombre absolu des

"chances favorables ou contraires & 'apparition de I'¢ évé-

nement, mais seulement le rapport du nombre des

" chances favorables a lévénement, au nombre total

des chances, rapport qui reste le méme quand ses deux
termes varient proportionnellement. Il faut donner a ce
rapport un nom qui dispense d’en reproduire sans ¢esse
la définition : on lappelle la probabilité mathématique,
ou simplement la probabilité de I'événement.

13. Par cette substitution du calcul d’un rapport au
calcul des deux termes de ce rapport, la théorie des
combinaisons subit une transformation et recoit une ex-
tension dont il faut bien apprécier I'importance.

On a vu dans le premier chapitre combien croissent

rapidement, avec le nombre des éléments 4 combiner,

les nombres donnés par les formules de la synthése
combinatoire. Bientét ces formules conduisent a des
calculs inexécutables, et cependant on congoit que la
valeur approchée du rapport de denx nombres incalcu-
lables, ne dépendant sensiblement que des chiffres qui
expriment les plus hautes unités de I'un et de I'autre
nombre, peut encore étre susceptible d’évaluation..

Par exemple, nous avons trouvé [g] pour le nombre
total des combinaisons auxquelles donne lieu la distribu-
tion des cartes au jeu de piquet,

1 592 814 947 068 8oo,

et pour le nombre des combinaisons qui donnent les

quatre as au joueur en premier, avant qu’il n’aille aux
cartes,

21 925 567 263 6oo.

Ces deux nombres, quoique déja trés-considérables,
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ont pu étre déterminés par un calcul qui n’est pas trop
laborieux ; et leur rapport exact

99

7192
(ou la probabilité que le joueur en premier relévera
les quatre as dans son paquet) a pu étre calculé sans
qu'on ait eu besoin d’effectuer le calcul de l'un et de
lautre nombre. Mais supposons qu’on n’ait pas eu cette
facilité, et que, par un calcul de logarithmes, semblable
a celui qui a été indiqué au n° 10, on ait trouvé pour
l'expression approchée du premier nombre les chiffres
15928 suivis de onze zéros, pour celle du second nom-
bre les chiffres 219 suivis pareillement de onze zéros :
on en conclura que la probabilité de la levée des quatre
as par le joueur en premier a sensiblement pour valeur
la fraction

=0,0137653

arg
laquelle, convertie en décimales, donne 0,0137169, et
se confond par conséquent avec la valeur exacte, a moins
d’un dix-milliéme prés. '
Le calcul des probabilités se compose en quelque
sorte tout entier d’artifices analogues, auxquels on est
conduit par lintroduction de la probabilité mathéma-
tique dans la théorie des combinaisons, et qui multi-
plient singuli¢rement les applications de cette théorie.
Cependant, plus les questions se compliquent, plus ces
artifices exigent de sagacité et de savoir dans I'analyse
mathématique. En général, les obstacles que rencon-
trent les applications des sciences exactes naissent, ou
de la nature méme des choses, qui les rend inaccessibles
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A nos calculs, ou de la longueur et de la complication
des calculs qui les rendent impraticables pour nous,
aprés que nous en avons concu la théorie. Ce sont prin-
cipalement des obstacles de cette derniére espéce qui se
présentent dans le calcul des probabilités; et c'est pour
vaincre ces difficultés de pure exécution, que les ana-
lystes ont di employer toutes les ressources que leur
offrait le perfectionnement de l'analyse. La nature de
cet ouvrage ne nous permet point d’exposer leurs mé-
thodes : mais il était & propos de donner au moins
une idée du but vers lequel elles tendent essentielle-
ment (*).

14. Non-seulement les chances ou les combinaisons

(") SiTon devait calculer le logarithme d’un produit
1.2.3...z,

par I'addition des logarithmes de ses facteurs, il faudrait, pour
peu qué le nombre =z fiit considérable, et qu'on tint a une cer-
taine précision, employer des logarithmes calculés avec beaucoup
plus de décimales que n'en donnent les tables ordinaires; et I’ad-
dition deviendrait une opération trés-laboriense. On en est heu-
reusement dispensé au moyen d’une formule trés-remarquable,
due a Stirling, et qui rentre dans une autre formule beaucoup
plus générale, qu’Euler a donuée pour la conversion des sommes
en intégrales et des intégrales en sommes. La formule de Stirling
est

log(r.2.3.. .x)=|ogv;;+(x+§) log =

) 4 I
—x+——.

X
12z 360x3 + Tabozs O ®

Dans cette formule la caractéristique log désigne des logarithmes
népériens; pour qu’elle s'appliquit 4 des logarithmes vulgaires,
il faudrait multiplier par le module des tables 0,4342945. . . les
texrmes écrits en seconde ligne, ou il n’entre pas de logarithmes.

1
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se multiplient prodigieusement avec le mombre des élé-
ments combinés; mais les choses mémes & combiner,

Clest par le secours de cette formule qu'ont été eonstruites les
tables indiquées dans la note sur le n° 10,

La formule de Stirling peut étre considérée comme le type
de toutes celles qui servent dans les applications numériques de
la théorie des probabilités. Toutes ont cette propriété singuliére
et caractéristique d’engendrer des séries dont les termes suc-
cessifs décroissent d’abord trés-rapidement, dés que le nombre
entier qui y figure comme variable est seulement de 1’ordre des
dizaines, et finissent toujours par prendre, quoique trés-lentement,
des valeurs croissantes; ce qui suffit pour ranger les séries dont
il S'agit dans la classe des séries divergentes, Des séries de cette
classe peuvent néanmoins étre employées avec sireté, pour le
calcul numérique des fonctions dont elles sont le développement,
si l'on est 3 méme d’assigner des limites supérieures a I'erreur
commise quand on les arréte 4 un terme de rang quelconque, et
si ces valeurs limites sont de I'ordre des quantités qu’on est
autorisé a négliger. On a effectivement assigné de telles limites
pour la série de Stirling; mais en général ces valeurs limites.
surpassent beaucoup trop Perreur commise; elles ne donnent
-pas une juste idée de l'approximation obtenue, et semblent
exiger, ou qu’on prenne dans la série plus de termes qu’il n’en
faut en réalité, ou qu'on attribue 2 = des valeurs plus grandes
que celles qui suffisent effectivement. Cette grave imperfection
entache plus ou moins toutes les formules analogues employées
dans la théorie des probabilités. On peut dire qu’elles tienneut.
plus quelles ne promettent, en ce sens qu'elles donnent une
approximation suffisante dans des cas o 'on n’a pas pu jusqu’ici
démontrer, comme V'exigerait la rigneur mathématique, que I'ap-
proximation suffit.

Prenons z =10 : le produit 1.2.3...10 est le nombre
3628 800, et son logarithme vulgaire est 6,559 7630. .. Si 'on

. I , 1 .
arréte la série (1) au terme —, en négligeant les termes affectés
... Tax : — o ke



28 CHAPITRE II.

et 4 plus forte raison les combinaisons, peuvent étre
en nombre infini et non assignable : ce qui n’empéche
pas que, si on les distribue en deux catégories, les
nombres de combinaisdns de chaque catégorie, en de-
venant infinis et non assignables, conservent entre eux
un rapport fini et assignable. Comme il s’agit-ici d’une
notion fondamentale, nous voudrions I’éclaircir par un
exemple, de maniére i la faire bien saisir par tous nos
lecteurs.

. Supposons que AB (fig. 1) soit une bande de bil-
lard, 4 laquelle nous donnerons, pour fixer les idées,
la longueur d’un métre. Concevons-la d’abord divisée
en dix parties égales par des traits menés a la distance
d’'un décimétre , et distinguons ces parties par une

'

de plus hautes puissances de -:;, on trouve pour le logarithme

cherché 6,559 7642 : I’erreur surpasse i peine un millioni¢me, et
elle est sans influence sur les cinq chiffres significatifs du nombre
entier donné plus haut.

On tire de I'équation (1) cette autre formule

x.a.3...z=|/a_1=.z‘+";'c-'(: --|-!:—‘z +-E;;-;+etc.).

Si l'on s’en sert pour calculer le rapport

1.2.3...28.1.32.3...12
1.2.3...32.1.2.3...8 ?

qui exprime la probabilité, au jeu de piquet, que le joueur en
premier relévera les quatre as, on trouvera d’abord, en réduisant
A Punité la série comprise entre parenthéses, 0,013807 : I'erreur

1 ) ¢
est seulement —— de la vraie valeur. En conservant le terme ——,
335 12x

on trouvera, jusqu’au chiffre des dix-millioniémes inclusivement ,
P'expression exacte 0,0137653.
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serieden>™ 1,2, 3, ....10, ainsi qu'on le voit sur
la figure. On lance au hasard une bille qui va frap-
per la bande en un point; et si ce point tombe, par
exemple, dans I'espace numéroté 7, on dira qu'on a
amené le point 7. La bille étant lancée de cette ma-
niere deux fois de suite, la différence des points
amenés pourra varier de o 4 g inclusivement : on de-
mande la probabilité d’obtenir une différence qui ne
soit pas moindre que 3. Le nombre des chances ou des
combinaisons de points qui peuvent se présenter, sans
qu'on ait (par hypothése) aucune raison de supposer que
lune se présentera plutét que l'autre, est le carré de
10 ou 100 : sur quoi il y en a 44 qui donnent une dif-
férence de points moindre que 3. En conséquence la
probabilité demandée est exprimée par la fraction
0,56.

Supposons la méme bande A B divisée en cent parties
par des traits menés a la distance d’'un centimétre : cha-
cun des deux points amenés pourra varier de 1 i 100,
et la probablhté que leur différence ne sera pas infé-
rieure a 3o, deviendra o,497.

Si la bande était divisée en mille parties par des traits
menés A la distance d’'un millimétre, chacun des deux
points amenés pourrait varier de 1 4 1000, et la proba-
bilité que leur différence ne serait pas moindre que
300, deviendrait 0,4907.

En suivant toujours la méme progression, les valeurs
des probabilités deviendraient successivement

0,49007; 0,490007; etc.;

et 'on voit que ces valeurs tendraient sans cesse a se
rapprocher de la fraction 0,49, dont elles ne différe-

.
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raient bientbt que par une fraction d’'une extréme pe-
titesse.

Posons maintetiant la question d’une autre maniére,
et, sans imaginer de traits de division sur la bande,
supposons qu’d chaque fois on mesure la distance de
Pextrémité A au point ol la bille vient la frapper, et
qu'on demande la probabilité que la différence des deux
longueurs ainsi obtenues ne tombera pas au-dessous des
trois dixiémes de la longueur de la bande.

1l est clair que, dans cette maniére de poser la ques-
tion, le nombre des points & combiner, et a plus forte
raison celui des combinaisons ou des chances est infini :
car chaque jet de la bille peut donner, pour la distance
du point de choc 4 extrémité de la bande, une infinité
de valeurs comprises entre zéro et un métre. Mais il est

la bande successivement en-dix,

mille parties numérotées, nous

lus rapprochés du cas que nous

; puisque cela revient & négli-
ger, dans la mesure de chacune des distances, d’abord
les centimétres, puis les millimétres, les dikiémes et enfin
les centiémes de millimétre.

Or, on fait connaitre en mathématiques des procédés
généraux de caleul, & I'aide desquels on détermine les
limites dont certains rapports s’approchent de plus en
plus, lorsqu’on fait varier les termes de ces rapports par
degrés de plus en plus petits (*); et dans la question

(*) Le rapprochement des principes mathématiques du calcul
des probabilités, et de-ceux du calcul infinitésimal , met en relief
des analogies quil est bon d’indiquer au lecteur instruit dans
I'un et dans autre. La probabilité mathématique est un rapport

F X
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présente, I'application de ces régles donne, pour la pro-
babilité cherchée, précisément la fraction o,49.

15. C’est ainsi que le calcul de la probabilité mathé-
matique, qui ne se présentait d’abord que comme une
branche de la syntactique ou de la théorie des combi-
naisons, devient plus vaste que la syntactique méme : en
ce sens qu’il s'applique & des cas ol1 il n’y aurait lieu, ni
de former les combinaisons une 4 une, ni d’en calculer le
nombre, parce que ce nombre est illimité.

La transformation dont il s’agit est d'un intérét spé-
cial dans Yordre des faits naturels, ou le nombre des
combinaisons ou des chances est pour l'ordinaire infini,
a cause que dans la nature presque tout varie avec con-
tinuité et non par sauts. Natura non facit saltus, di-
saient les anciens scolastiques : adage qu'il ne faut pas
prendre i la lettre, mais qui est vrai en ce sens que,
dans les phénomenes naturels, la continuité est la régle,
le sant ou la discontinuité I'exception; tandis que I'in-

dont les deux termes peuvent croftre jusqu'a I'infini, pendant que
lerapport converge vers une limite finie et assignable : la fluxion,
la fonction dérivée ou le coefficient différentiel (car tous ces
termes sont équivalents) est un rapport dont les deux termes
décroissent ind¢finiment , tandis que le rapport converge vers une
limite finie et assignable. Lorsque Yon considére directement,
dans le raisonnement et dans les calculs, la probabilité mathé-
matique au lieu des combinaisons , c’est-a-dire le rapport au lieu
des deux termes du rapport, on fait la méme chose que lorsqu’on
opére directement, comme dans les théories de Newton ou de
Lagrange, sur les fluxions ou les dérivées, au liea d’opérer sur les
quantités infinitésimales, comme dans la théorie de Leibuitz. On in-
troduit dans I'un et I'autre casun signe auxiliaire ; on substime au
procédé direct , pris dans la nature des choses, un procédé arti-
ficiel, accommodé A notre organisation intellectuelle.
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verse a lieu pour les combinaisons qui sont I'ouvrage de
’homme.

Aussi la plus belle découverte qu’on ait faite dans les
sciences exactes a €té de trouver des méthodes pour pas-
ser des cas de discontinuité aux cas de continuité. C'est
ainsi que les géométres passent de la considération d’un
polygone dont les cétés varient brusquement d’inclinai-
son, & celle d’'une courbe : et, pour ne pas quitter le
sujet qui nous occupe, Cest ainsi qu'aprés s’étre formé
les idées de chances et de probabilités , d’apres des jeux
qui n'offrent qu'un nombre limité de combinaisons, ils
étendent ces idées en les appliquant aux cas de la na-
ture ou les rapports et les combinaisons peuvent varier
a linfini. ' A

16. Par exemple, lorsqu’'un ménage donne une somme
pour assurer une pension au survivant des époux, la
question qui se présente & I'assureur est celle de savoir
quelle probabilité il y a que la différencé des temps
que chacun des époux doit vivre, a partir de I’époque
de P'assurance, n’excédera pas un temps déterminé : la
durée de la vie de chaque époux pouvant avoir une in-
finité de valeurs différentes. Le probléme a donc de la
ressemblance avec celui auquel nous avons donné plus
haut des formes purement géométriques, quoiqu’il en
differe d’ailleurs sous un rapport essentiel. En effet, il
nous a été loisible dadmettre qu’a chaque jet de la bille,
la distance de P'extrémité de la bande au point choqué -
comportait toutes les valeurs de zéro & un métre, sans
quil y elit de motifs de supposer qu'une.de ces valeurs
s'offrirait de préférence a une autre : au lieu qu'il n’est
pas permis de mettre ainsi sur la méme ligne, et de re-
garder comme indifféremment susceptibles de se réali-
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ser, toutes les hypothéses sur la durée de la vie de I'un
et de lautre des époux. Chacune de ces hypothéses a
déja sa probabilité propre, cest-d-dire qu’il y a pour
chacune d’elles un rapport entre les chances ou combi-
naisons qui peuvent en amener la réalisation, et le
nombre total des chances. Ce rapport varie d’une hy-
pothése & I'autre; et il faudrait préalablement connaitre
la loi de ses variations, pour résoudre ensuite par le
calcul le probléme de probabilité qui intéresse I'assu-
reur.
Le probléme géométrique du n° 14 peut étre modifié de.
.maniére & offrir, sous ce rapport, plus d’analogie avec
celui de 'assurance. Supposons que, sur une aire plane
et circulaire, d’'un métre de rayon, on projette une
bille au hasard, deux fois de suite : la distance du point
choqué & la circonférence de I'aire pourra prendre toutes
les valeurs possibles entre zéro et un métre, mais ces
valeurs correspondent & autant I’hypothéses inégalement
probables. Ceci résulte de ce que la bille est censée
frapper au hasard un point quelconque du plan circu-
laire, en sorte que, si I'on considére deux portions de ce
Plan ayant méme superficie, il n’y a pas de raison pour que
labille tombe sur I'une de ces portions plutét que surl'au-
tre. Soit en effet CA (fig. 2) le rayon du plan circulaire,
et du point C comme centre, avec des rayons CB, CD,
un de 8 décimétres, autre de 4, tragons deux cercles;
par les points & et d, pris respectivement 2 la distance
d'un millimétre des points B et D, faisons passer aussi
deux cercles concentriques : la surface de la couronne
comprise entre les cercles de rayons CB, C & est sensi-
blement double de la surface de la couronne limités

par les cercles de rayons C D, Cd. Les probabilités que
3
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le point de contact de la bille et du plan tombera dans
le premier et dans le second espace, sont entre elles
dans le rapport des aires des deux couronnes, ou sen-
siblement dans le rapport de 2 a 1. Rigoureusement et
a la limite, la probabilité de I'hypothése suivant laquelle
le point de contact se trouverait a4 ume distance de
8 décimétres du centre, ou de 2 décimétres de la cir-
conférence, est double de la probabilité de I'hypothése
selon laquelle ce point se trouverait 4 une distance de
4 décimétres du centre, ou de 6 décimetres de la ciry
conférence. En général, la distance du point de contact &
la circonférence du plan est une grandeur inconnue z,
qui peut recevoir toutes les valeurs de zéro a 1", mais
de telle sorte que la probabilité de la valeur z varie en
raison directe de la grandeur 1 — . Cette probabilité
diminue donc & mesure que x augmente, 4 peu prés
comme dans la question d’assurance, la probabilité de
la durée de vie diminue & mesure qu'on suppose cette
durée plus grande. Mais, attendu la multitude de combi-
naisons et de chances de natures diverses qui influent
sur la durée de la vie, la loi de cette probabilité ne peut
étre assignée théoriquement comme celles qui se trouvent
implicitement contenues dans un énoncé géométrique.
Elle doit étre déterminée par l'expérience, ainsi que
nous P'expliquerons plus tard.

17. Citons encore comme exemple de conditions
géométriques trés-simples le jeu du franc-carreau, déja
indiqué par Buffon dans son Essai darithmétique mo-
rale. Sur un sol pavé de carreaux hexagones on pro-
jette au hasard un écu, et un joueur parie pour franc-
carreau, c'est-a-dire pour que I'écu aprés sa chute repose
tout entier sur un seul carreau : I'adversaire parie qu’il
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tombera sur un joint. Si I'on inscrit dans I'un des hexa-
gones ABCDEF ( fig. 3) un autre hexagone régulier et
concentrique a b c d e f, qui ait ses cotés respectivement
paralléles a ceux du premier, les!distances des c6tés paral-
leles étant égales au demi-diamétre de I'écu, il est clair
que le premier joueur gagnera lorsque le centre de I'éop
tombera dans I'intérieur du polygone inscrit a bc dé f,
et quil perdra quand le centre de I’écu tombera entre
les contours des deux polygones. D’ailleurs , comme tous
les compartiments hexagonaux sont supposés égaux en-
tre eux, il suffit d’en considérer un seul; et dés lors on
voit que la probabilité du gain du premier joueur est
mesurée par le rapport de laire de I’hexagone inscrit &
, celle de I'hexagone circonscrit.

18. Nous avons défini la probabilité mathématique,
le rapport du nombre des chances favorables a un évé-
nement , au nombre total des chances : cette définition
suppose que les chances peuvent étre énumérées et
qu'elles constituent autant d’unités discrétes. Pour mo-
difier cette définition de maniére & la rendre applicable
aux cas ol les chances sont en nombre infini, et ou le
passage d’une chance & I'autre s'opére sans. discontinuité,
il faut substituer aux nombres des grandeurs continues.
Or, entre toutes les grandeurs continues, celle dont
lidée tombe le plus immédiatement sous nos sens est
Pétendue. Nous pourrons donc définir aussi la probabi-
lité mathématique : le rapport de Uétendue des chances
Javorables a un événement, @ Tétendue totale des
chances ; mais ce mot d’étendue ne sera employé en
général que par assimilation, quoiqu’il puisse étre pris
aussi dans le sens propre, lorsque la probabilité sera dé-
terminée immédiatement par un rapport entre des gran-

3.
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deurs géométriques, comme dans les exemples rapportés
plus haut.

19. Aprés avoir passé, suivant la marche naturelle a
Pesprit humain, du cas ol les chances peuvent étre énu-
mérées comme autant d’hypothéses distinctes, au cas ou
les chances se fondent en un tout continu, les géome-
tres font souvent l'inverse : c'est-a-dire que, lorsque

es, quoique théoriquement pos-

alculs impraticables, ils intro-

fictive dans les données de la

des méthodes d’approximation

lles ils aient recours pour I'éva-

grands nombres [13]. Au fond

que celui qui se pratique tous

mces les plus vulgaires. Clest

ainsi qu’au lieu de compter des graines on les mesure ,

comme si ces graines formaient une masse continue :

le rapport des volumes, si les graines sont de méme es-

péce, ne devant pas différer sensiblement du rapport en-

tre les nombres.de graines comprises dans les volumes
mesurés.

20. Nous donnerons ici quelques principes généraux,
d’une application fréquente, qui dérivent immédiatement
de la notion de la probabilité mathématique. Pour plus
de simplicité dans l’exposition, nous supposerons que
les chances sont en nombre fini, et qu’ainsi les proba-
bilités sont exprimées par des fractions commensurables :
on reconnaitra sans peine que les mémes principes sont
applicables aux probabilités mesurées par des fractions
incommensurables , et considérées comme des grandeurs
continues.

(I). «La probabilité d'un événement qui peut arriver
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dans diverses hypothéses, dont les probabilités sont iné-
‘gales, est la somme des probabilités de chaque hypo-
thése favorable & I’événement. »

Ainsi, pour fixer les idées par I'exemple le plus sim-
ple, admettons que dans une urne qui contient N boules,
il y en ait » blanches, r’ rouges, n” jaunes, les autres
étant de couleurs différentes quelconques, et que I'éve-
nement aléatoire, le gain d’'un joueur, soit subordonné
a Pextraction d’une boule de I'une des trois couleurs
précitées : le joueur aura évidemment pour probabilité
de gain,

n+n+4n" __n A n'
N NHRTF

21. On pourrait demander, non pas la probabilité
absolue que le joueur gagnera, mais la probabilité re-
lative qu’il gagnera par suite de Dextraction d’une
houle blanche plutot que par suite de I'extraction d’une
boule rouge ou jaune. Si une personne proposait ce
pari et qu’une autre le tint, elles regarderaient comme
nuls les coups qui feraient perdre le premier joueur.
Cela revient i faire abstraction des boules ou des chan-
ces défavorables & ce joueur, et alors la probabilité re-

lative cherchée est
n

ntn
La probabilité absolue d’amener une boule blanche, et
celle d’amener une boule rouge ou Jaune, sont respecti-

vement
n n .
N? N ?
donc : S
(IT). «La probabilité relative d’'un - événement est le
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quotient qu’'on obtient en divisant la probabilité absolue
de cet événement, par la somme des probabilités abso-
lues des événements que 'on compare. »

22. Tout & I'heure une personne pariait que, si le
premier joueur gagnait, il gagnerait par le fait de I'ex-
traction d’une boule blanche : maintenant on peut faire
le pari composé, que le premier joueur gagnera, et
qu'il gagnera par suite de Pextraction d’une boule
blanche. La probabilité en faveur de ce pari étant

n__n4n+n" n
N N ‘n+n +n"’

on peut en conclure cette régle :

(IIT). «La probabilité absolue d’'un événement com-
posé de deux autres, dont le second ne peut arriver
qu’autant que le premier a eu lieu, est le produit qu’on
abtient en multipliant la probabilité absolue du premier
événement par la probabilité que, le premier arrivant,
le second arrivera aussi, ou par la probabilité relative
du second événement. »

L’emploi de ce principe facilite souvent le calcul des
probabilités, comme on en peut juger par cet exemple
trés-simple, emprunté & M. Lacroix.

Supposons qu’on ait assemblé au hasard dans un pa-
quet les 13 cartes d’'une méme couleur, qui se trouvent
dans un jeu complet de 52a cartes, et qu'on demande la
probabilité que les deux premicres cartes soient un as et
un deuz. La probabilité que I'as se trouve a la premiére

I . .
place est 737 Puisque cette carte pourrait occuper 'une

quelconque des 13 places du paquet; I'as 6té, il reste
douze cartes, et par la méme raison la probabilité que
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le deux se trouvera la premiére des douze cartes res-

' 1 .
tantes est — ; la probabilité du concours de ces deux
I .

événements, dont le second est subordonné au premier,
a donc pour valeur

I I 1

1312~ 156

Pour résoudre directement cette question par Iénu-

meration des chances, on remarquerait que le nombre
des arrangements possibles entre les 13 cartes [4] est
1.2.3....13, et quaprés qu'on a fixé l'as et le deux
aux premier et second rangs, il reste 11 cartes entre les-
quelles le nombre des permutations est 1.2.3....11.
La probabilité cherchée est donc

1.2.3...11 ¢ 1
= —_ —
1.2.3...11.12.13 12.13 156

comme on l'a trouvé précédemment, a 'aide d’'un prin-
cipe qui dispensait de connaitre la formule des permu-
tations. N ‘

23. Nous venons de considérer un événement com-
posé , résultant du concours de deux autres dont le se-
cond est subordonné au premier; mais il arrive aussi
fréquemment qu’un événement composé résulte du con-
cours de deux ou de plusieurs événements, indépendants
les uns des autres, et qui ont chacun leurs probabilités
propres, d'ol1 il faut déduire la probabilité de I'événe-
ment composé. Admettons que deux urnes renferment ,
Pune m boules blanches et 2’ boules noires, 'autre
r boules blanches et #’ boules noires : on demande la
probabilité d’extraire deux boules blanches, une de
chacune des deux urnes. 1l y a évidemment autant de
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combinaisons ou de chances égales que d’unités dans le
produit qu’on obtient en multipliant le nombre total
des boules de la premiére urne par le nombre total
des boules de la seconde [2]: il y autant de combinai-
sons ou de chances favorables & l'événement composé
dont il S'agit, que d’unités dans le produit qu’on obtient
en multipliant le nombre des boules blanches de la pre-
miére urne par le nombre des boules blanches de la se-
conde. Donc la probabilité cherchée est
mn _ m n
(m +m') (n +n’)—m—|‘-m"n+n’;

et en généralisant ce raisonnement on pourra énoncer la

régle suivante :
(IV). «Le produit des probabilités de plusieurs évé-

nements , indépendants les uns des autres, est la pro-
babilité de I'événement composé, résultant du concours
de ces événements;» ‘

Ou plus bri¢vement :

«La probabilité composée est le produit des probabi-
lités simples. »

Si p et g désignent les probabilités de deux événe-
ments contradictoires A et B, c'est-d-dire de deux évé-
nements dont nécessairement 'un doit se réaliser; si
P’ q' désignent les probabilités de deux autres événe-
ments contradictoires A’, B', et ainsi de suite; de sorte
quon ait

. 1=p+qg=p' + ¢ =etc,,
le produit
P49 ¢+9) ' +4)...
se développera en une suite de termes tels quep p’q”. .
qui correspondront chacun & un événement composé ,
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tel que A A' B”. ..., résultant du concours des événe-
ments simples A, A’, B”, etc.; et il y aura autant de
termes semblables dans le développement du produit ,
et autant d’événements composés, que de combinaisons
possibles dans .Pensemble des épreuves aléatoires [7].
La somme de tous les termes de ces produits sera égale 4
l'unité, comme cela doit étre, puisque I'un des événe-
ments composés, fournis par toutes les combinaisons
possibles entre les événements simples, doit nécessaire-
ment arriver.

Si p, g, r désignent les probabilités de trois événe-
ments A, B, C, dont 'un doit nécessairement résulter
de I'épreuve aléatoire, de sorte qu’on ait

1=p+gq-+n

le facteur binéme p - g, dans le produit indiqué ci-des-
sus, se trouvera remplacé par lefacteur trinéme p—~-g—}-r,
et ainsi de suite.’

24. Voici encore un principe qui est un corollaire
évident du précédent :

(V). «La probabilité absolue d’un événement qui a
des probabilités différentes dans diverses hypothéses,
est la somme des probabilités composées qu'on obtient
en multipliant la probabilité de I'événement, dans cha-
que hypothése, par la probabilité de l’hypothese corres-
pondante. »

Ainsi, admettons qu'on ait deux urnes, 'une qui
contienne m boules blanches et 72’ boules noires, autre
qui contienne n boules blanches et »’ boules noires : on
demande la probabilité d’amener une boule blanche en
tirant au hasard dans l'une ou dans P'autre de ces urnes.
La probabilité de faire le tirage dans la premiére urne est
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; celle d’en extraire ensuite une boule blanche est

W -

~ ;. Pareillement, la probabilité de faire le tirage
m

I ’ .
dans la seconde urne est —; celle d’en extraire une
2’

n

boule blanche est e : donc la probabilité d’amener

une boule blanche est en somme

I m +1 n
2°m-++m 2'n+4n"’

et par la méme raison il vient, pour la probabilité
d’amener une boule noire,

1 m' i n

2 m4m + 2 ngn

La somme de ces quantités se réduit a I'unité, parce
qu'en effet on doit nécessairement amener une boule
blanche ou une boule noire.

On tomberait dans une grave erreur, si 'on prenait,
pour la probabilité d’amener une boule blanche, le
rapport du nombre total des boules blanches contenues
dans les deux urnes, au nombre total des boules, sans
égard a 'agencement des combinaisons, résultant de la
répartition des boules dans deux urnes différentes. Sup-
posons, par exemple, que la premiére urne renferme
une boule blanche et deux boules noires, la seconde
cinq blanches et trois noires : comme le nombre des
boules blanches excéde celui des boules noires, on pour-
rait croire qu'il y a plus de chances d’amener une blan-
che qu'une noire, ou que la probabilité d'amener une

. 1 .
blanche est une fraction plus grande que 53 mais, par
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la maniére dont se fait le tirage, cette probabilité est ré-
duite, d’aprés la formule précédente, a

11 15 23
a3 TisT

. . 1
fraction plus petite que .

25. Le méme probléme de combinaisons ou de pro-
babilités peut souvent étre présenté sous des faces di-
verses, parmi lesquelles il convient de choisir celle qui
conduit A la solution la plus élégante ou la plus simple.
Prenons comme exemple un probléme auquel donne
lieu le tirage annuel pour le recrutement militaire. N est
le nombre des jeunes gens inscrits sur la liste du canton,
parmi lesquels il ’en trouve N qui ont des motifs légaux
d’exemption; ¢ désigne le contingent cantonal : on de-
mande la probabilité que le n° 7 sera atteint par le sort,
n étant un nombre plus grand que ¢ et plus petit que
¢+ N'. X

Pour résoudre ce probléme, nous pouvons supposer
qu'on nous donne N— N "boules blanches et N’ boules
noires, et un casier de N cases, numérotées depuis 1
jusqu’a N. Le nombre total des permutations qu'on ob-
tient en faisant occuper successivement chaque case a
chaque boule, est 1.2.3.....N. Tous les arrangements
dans lesquels le nombre des boules noires contenues
dans les n premiéres cases sera plus grand que n — c,
ou égal & n—c, correspondront 4 des chances qui attei-
gnent le n° 7. Soit S le nombre de ces arrangements :

S5
1.2.3...N

sera la probabilité cherchée, et la question est ramenée
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a la solution du probléme de permutation, qui a pour
objet de déterminer le nombre S.

Mais l'on peut aussi imaginer une urne qui contien-
drait N — N’ boules blanches avec N’ boules noires, et
la probabilité cherchée sera la méme que celle d’ex-
traire de cette urne au moins 72 — ¢ boules noires dans
n tirages consécutifs, la boule extraite une fois n’étant
pas remise dans Purne. Ce mode de tirage, qui se pré-
sente dans beaucoup d’autres questions, n’a physique-
ment aucune ressemblance avec celui qui est usité pour
le recrutement militaire; mais le probléme, posé de la
sorte, se résout facilement par le principe des probabi-
lités composées, comme nous I'indiquerons dans le cha-
pitre suivant.

26. Quelquefois méme des considérations trés-parti-
culiéres, tirées des conditions physiques de la question,
peuvent dispenser de toute énumération de chances et

. de tout calcul. Le jeu de passe-dix en offre un exemple:
on jette trois dés sur une table, et un joueur parie con-
tre Padversaire que la somme des poiuts amenés excédera
diz. Parmi les 216 combinaisons possibles [6], il faudrait
énumérer celles qui donnent un nombre plus grand que
dix pour la somme des points amenés. On trouverait fa-
cilement des formules qui dispensent de faire cette énu-
mération une & une, mais il est encore plus simple
de profiter de la remarque suivante. Les points sont
disposés sur les dés ordinaires, de maniére que la somme
des points sur deux faces opposées soit constam-
ment sept, Pas étant opposé au six, et ainsi de suite;

et quand méme les fabricants de dés n’auraient pas
adopté cet usage, on pourrait toujours, sans changer
les conditions du sort, admettre qu'on emploie des dés
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ol les points sont ainsi arrangés. Dans cette supposition,
la somme des points amenés, et la somme des points
qui se trouvent sur les faces opposées, par lesquelles les
dés reposent sur la table, font ensemble le nombre 21.
Donc, a chaque combinaison qui fait gagner le joueur
pariant pour passe-diz, en correspond une autre qui le
fait perdre : savoir celle qu’on obtiendrait en retournant
les trois dés, ou en faisant la lecture sur les faces infé-
rieures au lieu de la faire sur les faces supérieures.
Donc les deux joueurs ont chacun autant de chances en
leur faveur que de chances contraires, et parient avec

.- . I
des probabilités égales chacune a 3
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|

CHAPITRE III.

DES LOIS DE LA PROBABILITE MATHEMATIQUE, DANS
LA REPETITION DES EVENEMENTS.

27. La théorie mathématique des chances n’aurait
guére qu’un attrait de spéculation, si elle se bornait 2
nous apprendre combien il y a de chances favorables ou
contraires & un événement isolé, qui ne se reproduira
plus, ou qui ne se reproduira que dans des circonstan-
ces trés-rares : tandis qu'elle acquiert, comme la suite
le montrera, une trés-grande importance, méme pour
la pratique, lorsque les épreuves des mémes hasards
sont de nature i étre répétées un grand nombre de fois
dans des circonstances semblables.

On peut assimiler toutes les épreuves répétées des
mémes hasards a des tirages répétés dans une urne qui
contiendrait des boules de diverses couleurs, et ou I'on
rejetterait aprés chaque tirage la boule extraite, afin que
les chances restent les mémes a chaque tirage.

La solution de tous les problémes quon peut se pro-
poser au sujet des épreuves répétées, se trouve implici-
tement dans la régle déduite [23] du principe des pro-
babilités composées. En supposant que les événements
A’, A", ... soient autant de répétitions de I'événement A,
les événements B’, B’, .... autant de répétitions de
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événement B, on a
p=p =p"'=etc., q=q =q"'=etc;
et si Pon désigne par 7 le nombre des épreuves, le
produit

(P+9) (7 +9) (P +q")---
se changera dans la puissance 7z du binéme P+q ]
viendra donc, par la formule du binéme de Newton,

(pt+q)r=p"+ = TP — ( )] ) e s ST

vl §”f o ) PO g (m)

Le terme général

m(m—1) (m—2)...(n+1)
1.23...(m—n)

pnqm—n , (n)

que I'on peut [5] mettre encore sous la forme

1.2.3...m
1.2.3...n.1.2.3.. (m—n)p’q

exprime la probabilité que, dans m épreuves, les événe-
ments A et B arriveront respectivement n et m— r fois.
La somme des termes du développement (), depuis le
,premier jusqu’au terme (n) inclusivement, exprlme la
probablhte que, dans m épreuves, Pévénement A n’ar-
rivera pas moins de 7 fois, ou, ce qui revient an méme,
la probabilité que I’événement contradictoire B n’arri-
vera pas plus de mm —n fois.

Si, par exemple, on demande la probabilité d’amener
I'as au moins deux fois, dans quatre jets successifs d'un
dé a jouer, on fera

5
P=5» 1=%p> m=4,

Ol -
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et il viendra pour cette probabilité

Ly _

, I 1.5
P+ 4P +6pg =g+ hoer +6.—2 ~T296’
. . 1 1
fraction comprise entre ; et .

Supposons que lon demande en combien d’é-
. R S .
preuves on aurait la probabilité — d’amener au moins
. 2 -
une fois ’événement A, ou, ce qui revient au méme
b ? ’
SV S
la probabilité 3 d’amener constamment I’événement B :

il faudra trouver la valeur de 7 qui convient a I'équa-
tion
M o—
7=
et cela est facile par les tables de logarithmes. Si, par
exemple, I'événement A consistait dans l'arrivée d’'un
sonnez (de deux siz) au jeu de trietrac ou l'on jette
deux dés a la fois, comme il n’y a qu'une combinaison
sur 36 qui donne le sonnez [6], on ferait

1 35.
P=3-é, q=lr-—P=-3—6-,

et I'équation précédente donnerait

log 2

m=w=24,6...

Ainsi 'on parierait avec supériorité de chances, d’a-
mener au moins une fois un sonnez en 25 coups, et
avec infériorité de chances , d’amener au moins une fois
un sonnez en 24 coups. Cest 'unique maniére d’inter-
préter en ce cas la valeur incommensurable trouvée
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pour le nombre 72 qui, de sa nature, doit étre entier (*).
28. Chaque terme du développement (72) correspond
alune des hypothéses possibles sur le rapport du nom-
bre des événements A au nombre des événements B, le
nombre total des épreuves étant 7. La somme de tous
les termes ou de toutes les probabilités correspondant a
ces diverses hypothéses est égale a I'unité; et comme le
nombre des termes ou des hypothéses est m -} 1, on com-
prend bien que les valeurs absolues des divers termes
doivent devenir de plus en plus petites 3 mesure que le
wombre des épreuves devient plus grand. Mais, pen-
dant que ces valeurs décroissent, elles conservent entre
elles de certains rapports dont la loi est ce qu'il y a de
plus important dans le sujet qui nous occupe.
Le terme () du développement est précédé par un
autre qui a pour expression

m(m— 1) (m—2)...(n+ 2)

1.2.3...(m—n—1) T

en sorte que le rapport du terme () a celui qui vient
immédiatement avant lui est exprimé par

' n+1.g_'_n+1 I_P. (r)
m—n p'_m--n' P

(*) Le probléme relatif au jeu de trictrac, dont nous venons
de faire mention, est célébre comme ayant été 'occasion des
premiéres recherches de Pascal, qui ont fondé le calcul des pro-
babilités. La correspondance de ce grand homme nous apprend
que la question lui avait été posée par le chevalier de Méré,
homme du monde, étranger aux mathématiques, dont le nom,
grice a cet heureux accident, appartient désormais i I'histoire
des sciences.

4
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Selon que ce rapport est plus grand ou plus petit que
P'unité, ou suivant qu'on a n—4-1 plus grand ou plus
petit que p(m—-1), la valeur du terme (n) est plus
grande ou plus petite que celle du terme qui le précéde.

Si le produit du nombre entier 72}~ 1 par la fraction p
était un nombre entier £, il y aurait, dans la série des
nombres de o & m, une valeur de » égale a £, et le
terme (k) qui correspond & & événements A, m — k évé-
nements B, serait suivi d’'un autre terme qui aurait

la méme valeur numérique. Dans le cas contraire, si
Pon désigne par k le plus grand nombre entier contenu
dans p(m + 1), le terme (/) sera plus grand que celui
qui le précede et que celui qui le suit, et dés lors il sera
" le plus grand de tous les termes du développement.

Si le produit p 7 est un nombre entier, p m sera pré-
_cisément le plus grand entier 4 contenu dans p(m-}-1),
m —k sera un autre nombre entier égal a gm; et
le plus grand terme du développement correspondra &
la combinaison pour laquelle le rapport du nombre
des événements A au nombre des événements B, est
précisément le méme que celui de la probabilité de I'é-
vénement A & la probabilité de I'événement B.

En tout cas, le plus grand nombre entier / contenu
dans p(m-}-1) différera de moins d’une unité de pm ;
et si I'on néglige cette fraction d’unité par rapport aux
nombres pm, gm (comme cela est permis quand le nom-
bre m devient trés-grand, 4 moins que p ou ¢ ne soit une
fraction extrémement petite), on pourra dire qu'en gé-
néral la combinaison la plus probable est celle ou le
nombre des événements A est au nombre des événements
B dans le rapport de la probabilité de A a celle de B.

1l est évident d’ailleurs que, si 'on suppose n—=pm,
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m— n=—gm, le rapport (r) prenant la forme

prtt g

qm P’ .
approchera d’autant plus de l'unité que le nombre m
sera plus grand. En comparant ainsi au plus grand
terme, non-seulement ceux qui le précédent et qui le
suivent immédiatement , mais les termes situés a deux,
trois, quatre rangs de distance, etc., on s’assurera que,
de part et d’autre de ce terme, le décroissement devient
de moins en moins rapide, a mesure qu’on fait croitre
le nombre m. De la résulte I'agglomération, dans le voi-
sinage du plus grand terme, de ceux qui ont aprés lui
les valeurs les plus grandes et dont la somme fait la plus
grosse part de la somme totale des termes du dévelop-
pement.

29. Afin d’éclaircir ces notions par un exemple, sup-
posons qu’il s’agisse d’extraire au hasard une boule d’une
urne qui contient deux boules blanches et une noire :
l'événement A consistera dans I'apparition d’une boule
2 3
3?

, consistera dans Iap-

blanche et aura pour probabilité =; I'événement con-

1
3
parition d’une boule noire. Pour la commodité de la
notation, désignons par (u, ¢) I'événement composé qui
consiste dans I'apparition de u boules blanches et ¢ bou-
les noires, et inscrivons au-dessous la probabilité cor-
respondante ; la formule (72) donnera successivement :
1° pour une série de 3 tirages,
(3,0) (21) (1,2) (0,3)
8 12 6 1.
== - — — 7
27 27 27 27

traire B, dont la probabilité est
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2° pour une série de 6 tirages,
(6,0) (51) (42) (3,3) (2,4) (1,5) (o6)
64, 192 240 160 6o 12 = 1
729 729’ 7329 729 739 739 739’
30 pour une série de g tirages,
(90) (1) (720 (63) (5.4 (45) (3,6)
512 2304 4608 5376’ 4032’ 2016 672
19683’ 19683 19683’ 19683 19683 19683 19683’
(2.7) (1,8)  (0,9) -

144 18 1
19683’ 19683’ 19683

On remarque que, dans les trois séries, le plus'grand
terme est la probabilité correspondant a la combinai-
son qui donne un nombre de boules blanches précisé-
ment double de celui des boules noires. Les termes vont
en décroissant de part et d’autre de ce terme maximun.
Les rapports des plus grands termes a ceux qui les pré-
cédent ou qui les suivent immédiatement, vont en di-

- minuant et en se rapprochant de Punité, &4 mesure que
la série comprend un plus grand nombre de termes.
Au contraire, les rapports des plus grands termes aux
termes extrémes vont toujours en augmentant : les ter-
mes extrémes diminuant avec une grande rapidité, tan-,
dis que le plus grand terme diminue aussi, mais bien
plus lentement. :

Pour une série de g tirages, qui donne dix termes
ou combinaisons différentes, la somme du plus grand
terme, de celui qui le précéde et de celui qui le suit
immédiatement, forme plus des sept dixiemes de la
somme totale des termes du développement.

™
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Si 'on embrasse une série de go tirages, on trouvera,
avec le secours des tables logarithmiques [10], pour les
valeurs du plus grand terme, des deux termes qui le
précédent et des deux termes qui le suivent immédia-
tement,

(62,28) (61,29) (60,30)  (59,31) (58,32)

0,081817; 0,087460; 0,088918; 0,08604g; 0,079327.
La somme de ces cinq termes est égale 4 0,423 571, ou
a2 plus des deux cinquiémes de la somme totale des
g1 termes du développement. Au contraire, les valeurs
numériques des deux termes extrémes sont d’ume ex-
cessive petitesse : puisque celle du terme (¢o,0) serait
exprimée par une fraction ayant pour numérateur l'u-
nité et pour dénominateur un nombre de 16 chiffres ,
tandis que la valeur de l'autre terme extréme (0,90) se
trouverait exprimée par une fraction incomparablement
plus petite encore, ayant pour numérateur l'unité et
pour dénominateur un nombre de 43 chiffres (*).

. 1 < 2 .
(") Soit encore p=g = -, m = 100; les termes a égales dis-
2 ¢

tances du terme moyen seront égaux entre eux, et le calcul
donnera :
(50,50) = 0,079 5892
(81,49) = (49,51) = 0,078 0286
(52,48) = (48,52) = 0,073 5270
(63,47) = (47,53) = 0,066 5905
(5%,46) = (46,54) = 0,057 9584
(55,45) = (45,55) = 0,048 4743
(56,44) = (44,56) = 0,038 9525
(57,43) = (43,57) = 0,030 0687
’ (68,42) = (42,58) = 0,023 2923
(59,41) = (41,59) = o,015 8691
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30. Attendu qu’il s'agit ici de propositions fonda-
mentales, nous résumerons et compléterons ce qui vient
d’étre dit, par I'énoncé suivant :

(I). «Quand larrivée de I'événement A ou de I'éve-
nement B dépend d’une épreuve aléatoire, et qu'on re-
péte plusieurs. fois I'épreuve, la répartition qui offre la
plus grande probabilité est celle pour laquelle le rap-
port du nombre des événements A au nombre des évé-
nements B est égal au rapport de la probabilité de A.a

(60,40) = (40,60) = o,010 8439
(6'1,39) = (39,61) = 0,007 1107
(62,38) = (38,63) = 0,004 4729
(63,37) = (37,63) = 0,002 6979 -
(64,36) = (36,64) = o,001 5597
(65,35) = (35,65) = o,000 8639
(66,34) = (34,66) = 0,000 4581
(67,33) = (33,67) = 0,000 2325
(68,32) = (32,68) = 0,000 1128
(69,31) = (31,69) = 0,000 0523
(70,30) = (30,70) = 0,000 0232
(71,29) = (29,71) = 0,000 0098
(72,28) = (28,72) = 0,000 0039
(73,27) = (37,73) = 0,000 0015
(74,26) = (26,74) = o,000 0005
(75,25) = (25,75) = 0,000 0002.
1lest évident qu’on peut regarder comme tout 2 fait négligeables
v les 50 termes situés A de plus grandes distances du terme moyen.

' X
Les deux termes extrémes , égaux chacun & —— ont pour valeur
2

une fraction dont le numérateur serait I'unité, et le dénominateur
un nombre de 31 chiffres. Les sept termes moyens

(53,47); (52,48), (51,49), (50,50), (49,51), (48,52), (47,53)
ont .pour somme 0,515 8814, c’est-a-dire plus de la moitié de
la somme des 101 termes du développement.
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la probabilité de B, ou en differe le moins possible. Les
probabilités des autres répartitions vont er diminuant,
a mesure que le rapport du nombre des événements A
a celui des événements B s’écarte davantage du rapport
de la probabilité de A i celle de B. »

(II). « A mesure qu'on multiplie les epreuves, le
nombre des répartitions possibles augmentant, la proba-
bilité de chaque valeur, pour le rapport du nombre des
événements A a celui des événements B, va en dimi-
nuant, mais d’autant plus rapidement que le rapport
en question s’écarte plus du rapport entre les probabi-
lités de A et de B, et d’autant plus lentement qu’il s’en
rapproche davantage. »

(ITI). «Par suite de cette circonstance, on a une pro-
babilité toujours croissante, que le rapport du nombre
des événements A i celui des événements B ne s'écartera
pas du rapport de leurs probabilités respectives au dela
de certaines limites données; et, quelque resserrées
qu'on prenne ces limites, la probabilité dont il sagit
pourra approcher de P'unité autant quon le voudra,
pourvu quon augmente suffisamment le nombre des
épreuves. »

On doit ces théorémes & Jacques Bernoulli, qui les
a donnés dans la quatriéme partie de son livre intitulé
Ars conjectandi, imprimé aprés sa mort, en 1713.

1l ne faut pas perdre de vue que, dans ces divers énon-
cés, le terme de probabilité n’a pas d’autre sens que le
sens mathématique qui lui a été donné par la défini-
tion [12]. En conséquence, la proposition (I) signifie
que, parmi toutes les combinaisons ou hypothéses qu’on
peut faire indifféremment sur I'ordre de succession des
événements A et B, celles qui donnent, pour le rapport
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du nombre des événements A i celui des événements B,
une valeur égale & celle du rapport entre le nombre des
chances de A et celui des chances de B, sont en plus
grand nombre que celles qui donnent au premier rap-
port une valeur différente, et ainsi de suite.

31. Pour rendre sensible par un tracé graphique la
loi que suivent les valeurs numériques des différents
termes du développement (), on peut prendre une ligne
droite AB (fig. 4) quel'on divisera en /2 parties égales.
Par les points de division en nombre m -1, y com-
pris A et B, on menera des perpendiculaires a cette
droite; et, a l'aide d’'une échelle, on prendra la per-
pendiculaire A a proportionnelle a la valeur du premier
terme (m,0), la perpendiculaire A, a, proportionnelle
a la valeur du second terme (m—1, 1), et ainsi de
suite. Si le nombre m est considérable, et que par suite
les divisions de la ligne AB soient trés-rapprochées,
chaque perpendiculaire ou ordonnée différera peu des
ordonnées voisines; et 'on pourra joindre les extrémités
des ordonnées par une courbe dont I'allure représentera
la loi qu'on a voulu peindre. La courbe ainsi tracée
aura une ordonnée maximum Kk, c’est-a-dire une or-
dennée plus grande que celles qui la précédent et qui
la suivent. D’aprés une régle bien connue, la ligne droite
qui touche la courbe au point £ est paralléle a la ligne
droite AB. Enfin, d’aprés une autre régle de géométrie,
Paire IL/ki comprise entre deux ordonnées Ii, L/,
la portion IL de la droite AB, la portion i/ de la
courbe, est sensiblement égale au. produit de 'une des
divisions de la droite AB, telle que AA,, par la somme
des ordonnées comprises entre I, L/, plus la demi-
somme de ces ordonnées extrémes,
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Supposons, pour plus de simplicité, que p soit com-
mensurable, et que la valeur donnée & m rende pm un
nombre entier. Si I'on fait croitre le nombre 72, en Iassu-
jettissant toujours & remplir la méme condition, et si l'on
répéte laméme construction en prenant pour base la méme
longueur AB, les ordonnées se rapprocheront : on obtien-
dra une autre courbe ( fig. 5) dont Pordonnée mazximum
K% aura son pied K au méme point de la droite AB;
mais, en vertu de la loi (II), les ordonnées 1¢, L/, qui
ont leurs pieds I et L aux mémes points de la droite AB,
auront décru plus rapidement que K%. La courbe aura
pris une forme telle, que laire partielle IL/A¢ soit une
plus grande portion de l'aire totale ABbka; et, d'apres
la loi (III), on pourra prendre m assez grand pour que
cette aire partielle différe d’aussi peu qu’on voudra de
laire totale, les portions Alia, BL/b décroissant indé-
finiment.

32. Quand .le nombre m devient trésgrand, le
calcul direct de la somme d’un grand nombre de ter-
mes du développement (m) serait une opération im-
praticable : on a recours 4 des formules d’approxima-
tion, dont emploi revient précisément a faire passer
une courbe par des sommets dordonnées, comme
dans la construction précédente, et a substituer, d’a-
prés la régle précitée, le calcul d’une portion de l'aire
de cette courbe, au calcul de la somme des ordonnées
comprises entre les limites de I'aire. Pour cela, les ana-
lystes font choix, parmi les formules ou forctions qui
peuvent s’écrire en algébre, de celle dont I'expression
p’est pas trop compliquée, et dont la marche sac-
corde le mieux avec l'allure de la courbe qui était
tout 2 I'heure censée décrite. Cest ainsi que sopére
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en pareil cas le passage de la discontinuité réelle a une
continuité fictive : passage sur lequel nous avons appelé
déja I'attention du lecteur [19].

33. Désignons par P la probabilité que, sur le nom-
bre m d’épreuves, le nombre des événements A sera
compris entre les limites m (p— ), m (p-1{), ou
que le rapport @ de ce nombre au nombre total des
événements tombera entre les limites p— {7 et p-}-/:
d’apres les formules d’approximation dont on vient de
parler, pour de grandes valeurs du nombre m, la va-
leur de P dépendra uniquement de celle du nombre

m
=V s @
de sorte que, si ce nombre ¢ reste le méme (les nom-
bres /, m et p dont il dépend venant a varier), la proba-
bilité P ne variera pas non plus. P sera, comme 'disent
les algébristes, une fonction du nombre abstrait £ Or,
le nombre ¢ varie en raison directe de /, ou de la Limite
de Uécart entre les rapparts p et @, en raison directe de
la racine carrée du nombre /2 des épreuves, et en raison
inverse de la racine carrée du produit p (1 —p) de la
probabilité de A par la probabilité contraire, et de la
découlent les conséquences suivantes :
1° Aprés avoir assigné aux nombres / et m de cer-
taines valeurs, et trouvé la probabilité P correspondante,
donnons successivement 4 / des valeurs qui soient la
moitié, le tiers, le quart, le dixiéme de sa valeur pri-
mitive : il faudra embrasser un nombre d’épreuves
4 fois, g fois, 16 fois, 100 fois plus grand, pour avoir
la méme probabilité P que Pécart fortuit == (p—)
tombera entre ces nouvelles limites. En d’autres termes,
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pour obtenir la méme probabilité que les anomalies du
hasard, en ce qui concerne la détérmination du rapport
@, seront resserrées dans des espaces de plus en plus
petits, il faut que le nombre des épreuveé croisse en
raison inverse des carrés des espaces.

2° Le produit p(1—p) est trés-petit pour des va-
leurs de p trés-peu différentes de zéro ou de I'unité : il

atteint sa plus grande valeur quand p est égal :‘a-;-.

Donc, plus il y aura de différence entre la probabilité
de A et celle de Pévénement contraire, moins on aura
besoin de multiplier les épreuves pour obtenir la méme
probabilité P que I'écart fortuit == ( p — ) tombera entre
les mémes limites; ou plus les limites qui correspondent
i cette probabilité seront resserrées, le nombre des
épreuves restant le méme.

Les régles précédentes, étant subordonnées i des cal-
culs d'approximation , n’ont elles-mémes qu'une exacti-
tude approchée : mais 'approximation qu’elles donnent
est trés-suffisante quand 7z désigne un nombre de For-
dre des centaines, ou mieux encore de I'ordre des mille,
des dizaines de mille, etc. Or, si de pareils nombres se
présentent rarement pour les épreuves aléatoires aux-
quelles donnent lieu des conventions entre individus, ils
ne sont que d'mne grandeur vulgaire dans Pordre des
phénoménes physiques et sociaux, en vue desquels sur-
tout la théorie doit étre établie (7).

(*) On démontre dans les traités mathématiques que, si I'on
/e - b . e
néglige les cuantités de ordre - (par exemple, les dix-milliémes

quand m est de I'ordre des dizaines de mille), ‘on a
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34. Quand les nombres p, m, [ auront été assignés,
le nombre ¢ sera déterminé, et il faudra calculer la va-

2 t —0
P=—.] —~Pdtpooeoee—- P)
V‘n‘/; V arp(1—p)m

Pour plus de simplicité, nous supposerons, dans tout le cours
de cet ouvrage, la valeur de P réduite a l'intégrale définie qui en
forme le premier terme, et nous opérerons la méme réduction
sur toutes les expressions analogues, dont nous aurons  faire un
perpétuel usage. Cette simplification est d’autant plus permise
qu’il s’agit, pour Pordinaire, bien moins de calculer numéri-
quement, avec une grande approximation , la valeur de P, que
d’assigner A cette fraction une limite inféricure. Comme le second
terme de la formule (P) est toujours additif, si 'on a trouvé, en
négligeant ce second terme, que la fraction 1 — P tombe au-
dessous de la gqnantité a, les conséquences qu'on en tirera sub-
sisteront & fortiori lorsqu’on tiendra compte, dans la valeur de P,
de'la correction provenant du second terme.

La fonction e—* doit étre considérée comme le type algébrique
des fonctions qui décroissent symétriquement, avec une grande
rapidité, de part et d’autre de I'origine de la variable ¢ : de sorte

. que la valeur numérique de la fonction, sans devenir jamais ri-
-goureusement nulle, est déjd excessivement petite pour des
valeurs numériques de ¢ tant soit peu considérables. C’est pour
cela que cette fonction intervient dans toutes les formules que
Ies analystes ont construites, en vue des applications de la théorie
des chances. A cause de cette propriété de la fonction e—#, la
courbe (fig. 5) assujettie a passer par les sommets d’un grand
nombre d’ordonnées qui représentent les termes consécutifs du
développement de (p + g)™, pourra i trés-peu prés coincider,
surtout dans le voisinage du point &, avec la courbe qui aurait
pour ordonnée la fonction e—, les abscisses ¢ étant mesurées sur
la ligne AB, A partir du point K. Prenons t=KL =KI: la
probabilité P sera sensiblement égale [31] au rapport de laire
partielle IL/Ai A I'aire totale ABbka; ou bien, si Fon désigne par
a, b les abscisses KA, KB, on aura sensiblement, en vertu des
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leur de la probabilité correspondante P par les formules
d’approximation dont nous ne faisons qu’indiquer l'ori--

théorémes connus de géométrie et de calcul intégral ,

P=— —"dt:-—’—_ e—03ds
v:j__,’ Vi),

Cest-a-dire le premier terme de la valeur de P, dans I'équa-
tion (P).

Désignons par % le plus grand nombre entier contenu dans
P(m+1), et faisons croitre par sauts les nombres / et z, de maniére
que /\/m(m+1) soit un nombre entier A : le second terme de
la formule (P) exprimera la probabilité que le nombre » des
événements A soit précisément égal & k— X, ou bien encore celle
que le méme nombre r, soit précisément égal & &4 A. Sil'on
retranche ce second terme du premier, au lieu de I'ajouter, on
aura la probabilité que » tombe entre les limites A—X, 442,
sans atteindre ces limites; le premier terme de la valeur de P
exprimera la probabilité que n tombe entre les limites £ —32,
k+ X~ 1, ou bien encore celle que » tombe entre les limites
k— X —1, k+1; enfin la valeur compléte de P sera la proba-
bilité que = tombe entre les limites & —XA—1, A+ X4 1. On
se rend mieux compte, de cette maniére, du réle que joue le
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gine; ou, ce qui vaut beaucoup mieux, il faut calculer
une fois pour toutes une table qui donne les valeurs de
P correspondant i une série de valeurs du nombre ¢,
“suffisamment rapprochées les unes des autres. Les per-
sonnes étrangéres aux mathématiques élevées, pourront
faire usage de cette table, sans posséder la théorie qui
a servi a la construire : de méme qu’on se sert journelle-
ment des tables de logarithmes et de sinus, sans con-
naitre la théorie de ces sortes de quantités, ni les pro-
cédés a Paide desquels on en a dressé des tables.

On trouvera a la suite de ce livre une table comme
celles dont nous parlons, calculée pour des valeurs de ¢
croissant de centiéme en centiéme, de o a 3. Il serait
peu utile de pousser cette table plus loin : car déja, pour
t=3,0n aP —o0,999 978; en sorte que la probabilité
1—P d’'un écart plus grand que la limite / correspon-

second terme dans la formule (P), et de Perreur que I'on commet
en le négligeant. '
Quoique la formule (P) ne soit réputée exacte qu’aux quantités

b} ! ’ ’ . .
prés de l'ordre — elle donne, généralement, une approximation

bien plus grande. Soit, par exemple p—= 2, m = 100 : on

trouvera, par la formule, pour la probabilité que le nombre »
des événements A est plus grand que 39 et plus petit que 61,
Settecenieiietitttitaaiaaiiinesennnsaasss P=0,9653.
Le tableaurapporté dans la note surlen°ag, donnera P = 0,9648.

Différence....... 0,0005.

L'erreur de la formule n’est que d’un demi-milliéme, au lieu
de s’élever A un ou A plusieurs centi¢mes, comme il semble qu’on
pourrait le craindre en restant dans les termes rigoureux de la
démonstration ordinaire.
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dant & t=3, devient égale & la fraction extrémement
petite 0,000 022, ou plus petite que la probabilité d'ex-
traire au hasard une boule noire d’une urne qui ne ren-
fermerait qu’une boule de cette couleur, sur 45 ooo.

La valeur P =§ correspond, d’aprés la table, & une

valeur de £ comprise entre 0,47 et 0,48 : le calcul donne
pour cette valeur de ¢

0,476 937.

Nous appellerons valeur médiane de l'écart, la va-
leur de /, qui, pour un systéme de valeurs de m et de p,

donne a ¢ la valeur 0,476 937, eta Pla valeur ;- Ilya

autant de chances pour que ® (p—a) ou la valeur
numérique de P'écart fortuit tombe au-dessous de cette
valeur, qu’il y en a pour qu’elle la surpasse. Dans ce cas,
ou dans des cas analogues, les auteurs ont employé I'ex-
" pression de valeur probable, qui n’est point juste : car,
d'une part, toutes les valeurs possibles de I'écart ont leurs
chances ou leurs probabilités propres; et, d’un autre
coté, la loi de leurs probabilités [16] est telle, que, plus
la valeur numérique assignée a I'écart diminue, plus
sa probabilité va en croissant; si hien que la valeur
que nous nommons médiane, est effectivement moins
probable que toute autre valeur plus petite.

Déja, quand on prend ¢==2, on a pour / une valeur
telle, que la probabilité d’'un plus grand écart devient
égale 4 0,00468, ou moindre que la probabilité d’ex-
traire au hasard une boule noire d’'une urne qui ne ren-
fermerait qu’une boule de cette couleur sur 212.

Enfin si 'on prend #=2,87, la probabilit¢ 1 — P
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devient égale a celle d’extraire au hasard une boule
noire d’une urne qui ne renfermerait qu'une boule de
cette couleur sur 20 000. Cette valeur de ¢ a cela de re-
marquable qu’elle est 4 peu prés sextuple de celle qui

) I .
correspond & P= ;5 et comme et [ croissent dans le

méme rapport, m et p restant constants,on a ce ré-
sultat commode a retenir, que la valeur médiane de I'é-
cart est le sixieme de la valeur que prendrait la limite
d’écart, si I'on choisissait cette limite d’apres la condi-
tion que la probabilité d’'un écart plus grand n’excédit

1
pas

20000

35. Supposons, comme au n° 29, que 'événement A
consiste a4 extraire une boule blanche d’une urne qui
renferme deux boules blanches contre une noire. Pour
une série de g coo épreuves, la valeur médiane de I'é-

. e, I
cart est 0,003 348. On a la probabilité 5 que le nombre
des événements A sera compris entre 5 970 et 6 030; la

S § S
probabilité Per qu’il tombera entre 5874 et 6 126; et

A 1
enfin la probabilité extrémement grande 2—2-2—%’; que ce

nombre restera compris entre 5 819 et 6 181.

Si I'on embrasse une série de g millions d’épreuves,
la valeur médiane de I'écart devient environ 32 fois

moindre : on a la probabilité i que le nombre des évé-
nements A restera compris entre 5999047 et 6 000 953;

la probabilité :—E qu'il tombera entre 5996 ooo et
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9 999

6 004 000; et enfin la probablllte S qu ’il sera com-

pris entre 5 gg4 260 et 6 005 740.

36. Nous avons pu assimiler [28] toutes les répéti-
tions des mémes épreuves aléatoires a des tirages répé-
tés dans une urne ou l'on rejetterait a chaque fois la
boule extraite, pour ne rien changer aux conditions aléa-
toires dans les tirages successifs. Le cas ol la boule ex-
traite ne rentrerait plus dans P'urne a aussi de I'impor-
tance, quoiqu’il ne comporte pas une assimilation si
étendue ; et a cause de ’analogie il convient d’en traiter
ici succinctement.

Supposons donc qu’une urne renferme a boules blan-
ches et & boules noires, et qu'on en extraye au hasard
des boules une i une, en ne rejetant jamais dans 'urne
la boule extraite : on demande la probabilité d’amener
en /n tirages, n boules blanches m — r boules et
noires.

Continuons de désigner par A PI'événement simple
qui consiste dans la sortie d’'une boule blanche, et par
B I'événement contraire ou la sortie d’une boule noire;;
de sorte que AB indique I'événement composé qui con-
siste dans la sortie d’'une boule blanche suivie de la sor-
tie d’'une boule noire, et ainsi de suite. 11 est clalr, par
le principe des probablhtes composées [23], qu'un évé-
nement composé, tel que AAB, a pour probabilité

a  a—1 b ala—1)b
a4+b a4-b—x 'a+b—z (a+b)(a+b_.x)(a+b—2)’

tandis que celle de I'événement composé ABA, qui ne
differe du précédent que par I'ordre de succession des
événements simples, est
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a b . a—1 ab(a — 1)
a+t+b atb—r1 a4-b—2 (a+b)(a+b—-t) (a+b—2)°
fraction dont P'expression ne difféere non plus de celle
de la précédente, que par 'ordre dans lequel les facteurs
sont écrits au numérateur. Il suit de cette remarque,

dont la généralité est évidente, que la probabilité cher-
chée a pour valeur la fraction

a(a—r1)(a—2)...(a—n~+1).b(b—1)(b—2)...[b—(m—n)+ 1]
(a+0)(a+b— x)(a+b—-2) J(a+b—m+1)
~ prise autant de fois qu'on peut faire de permutations
distinctes dans Pordre des événements [5]. Donc la va-
leur de la probabilité en question est

m(m—1)...(n+-1).a(a—1)...(a~n+4-1).5(b-1)...[b—~(m—n)4-1] ™)
. 1.2.3...(m—n).(a+b) (a+b—1)...(a+b—m—+1)

8i Pon fait successivement , dans cette expression gé-
nérale, n—1, n=—=2,...n=m—1, on aura les pro-
babilités d’'amener en . tirages 1, 2, . ... m— 1 boules
blanches, et m — 1, m— a,... .1 boules noires. Quant

A la probabilité de n’amener que des boules blanches,
elle est évidemment égale &

ala—1) (a—a).. (a-—m+ 1)
(a+8) (@a+b—1) (a+b—2).. (a4+b—m+ I)

La somme de toutes ces probabilités compose I'unité,
puisqu’elles correspondent a autant d’hypothéses dont
P'une doit forcément se réaliser : donc on a

——2 a—1) (a—1). . «(a—m~+-1) | m a(a—1) (a—1)...(a—m +12).5
(a+-b)(a+4-b—1).. (“+5—"'+1) 1 (a+4b)(atb-1)...(aFb—m—4-1)
i m(m—1)...(r4-1) a(a—1)...(a—n+1). b(b—1)...[b—(m—n)}-1]
1.3.3...(m—n)" * (a+b)(a4-b—1)...(a-+b—~m--1)
B(B—1) (b—1).. . (b—mi-1) '
@D =0 (k) 0

ou+
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ou bien
(a~4+-b) (a+b—1) (a+4-b—12)... (a4-b—m+1)

=a(a—1) (a—2). . .(a—m—41)4 ?.a(a—l)(a—-a). . .(a—m-3).b

m(m—1)...(n-}-1)

ot Y (m__n).a(a-l).'..(a—n+x).6(b—1)...‘[6—-(m—-—n)-|-x]

+b(b—1) (5—2). . . (b—m4-1). ' M,)

Cette derniére formule est remarquable par son ana-
logie avec celle du binéme. Les factorielles de 'une
remplacent les puissances de l'autre; et cette analogie
déja signalée [6] a sa raison dans les principes mémes
de la synthése combinatoire.

La formule (M,) exprime une relation d’algébre, qui
doit subsister, quelles que soient les valeurs numériques
attribuées aux lettres a, b, m, pourvu que a—}-b surpasse
m, et, par conséquent, lors méme que ces lettres ne dé-
signeraient plus, comme dans la question présente, des
nombres entiers. Elle doit aussi pouvoir se démontrer
par Palgebre pure; mais on vient de voir avec quelle fa-
cilité on y est conduit, en employant les probabllltes
composées. Cest ainsi que, par Pintroduction artificielle
d'un élément étranger, on simplifie quelquefois I’enchai-
nement de certaines vérités abstraites, et qu’a laide, par
exemple, de considérations empruntées a la mécanique,
on démontre plus simplement certaines propositions de
géométrie pure.

En prenant la somme des 72 — -}~ 1 premiers termes
du développement (M), jusquau terme (N) inclusive-
ment, on a la probabilité que, sur m tirages, il ne vien-
dra pas moins de » boules blanches.

Le terme (N) est le plus grand du développement
(M), lorsque n et m—n, et par conséquent a —n et

5,
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b—m+n sont entre eux dans le rapport des nombres
a et b, ou lorsque leur rapport s’éloigne le moins pos-
sible de celui des nombres a et 4. Les termes du déve-
loppement (M) décroissent de part et d’autre du plus
grand terme, suivant des lois analogues a celles qui ont
fait objet des n% 28 et suivants.

Au lieu de tirer les 7z boules successivement , on pour-
rait évidemment les extraire toutes & la fois, sans rien
changer & la probabilité d’amener 7 boules blanches et
m — n boules noires.

37. Nous avons déji indiqué [25] une application
du probléme traité dans le numéro précédent: on y fe-
rait rentrer , plus directement encore, la plupart des
questions auxquelles donnent lieu les épreuves du sort,
au sein d’une assemblée politique dont les membres sont
ordinairement rangés en deux partis, ou sont réputés
appartenir 4 deux grandes fractions, la majorité et la
munorité. Par exemple, 'assemblée étant de 459 mem-
bres [10], dont 240 appartiennent & la majorité et 2 19
a la minorité, si I'on tire au sort une députation ou com-
mission de 20 membres, il y a lieu de ‘demander quelle
est la probabilité que la majorité ou la minorité de I’as-
semblée se trouvera en majorité dans cette commission.
Si des causes fortuites et qui agissent sans acception de
partis, telles que des maladies, doivent tenir 30 mem-
bres absents au moment d’'un vote, on peut demander
quelle est la probabilité que la majorité se déplacera
pour cela, et ainsi de suite. La derniére question revient
a demander quelle est la probabilité d’extraire au hasard,
en 3o tirages, au moins 26 boules blanches d’une urne qui
renferme 240 boules blanches et 219 boules noires : nos
formules, appliquées avec le secours des tables logarith-
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miques, donnent pour cette probabilité 0,000 049 547,

valeur a trés-peu pres égale a
20000

Le droit de récuser péremptoirement un certain nom-
bre de juges ou de jurés, dévolu a I'accusé et au mi-
nistére public dans les procés criminels, donnerait lieu
a des questions analogues. Par exemple, sur une liste
de 36 jurés, I'accusé et le ministére public ont res-
pectivement le droit d’en récuser 12, 4 mesure que leurs
noms sortent de 'urne, et il doit en rester 12 pour com-
pléter le jury. Afin de considérer le cas le plus simple,
on suppose que le ministére public n’ait aucun motif
d’user de son droit de récusation; que l'accusé ait in-
térét a écarter 6 ]m‘es, et lon demande quelle est la
probabilité qu’il n’usera pas de son droit de récusation.
C’est comme si l'on demandait la probabilité de n’ex-
traire en 12 tirages que des boules blanches d’une urne
qui contiendrait 30 boules blanches et 6 boules noires :

probabilité égale 2 0,069 102, ou a peu prés a 1—7&;




70 CHAPITRE IV.

CHAPITRE 1V.

DU HASARD, — DE LA POSSIBILITE ET DE L'IMPOSSIBILITE
. PHYSIQUES. ‘

38. Jusqu'ici nous n’avons fait en quelque sorte que
de larithmétique pure : nous avons énuméré des com-
binaisons; cherché des rapports entre les nombres qui
expriment combien il y a de combinaisons propres a
amener un méme résultat, et combien de combinaisons
contraires ; assigné des limites a ces rapports quand les
nombres croissent 4 I'infini dans le passage du discon-
tinu au continu; examiné comment les valeurs de ces
rapports, pour des résultats composés, dépendent des
valeurs qu’on a trouvées en considérant les résultats sim-
ples. Il s’agit maintenant de savoir si toute cette théo-
rie n’est qu’un jeu desprit, une spéculation curieuse, ou
si elle a au contraire pour objet des lois trés-importantes
ét trés-générales, qui régissent le monde réel. Pour opé-
rer ce passage, de l'idée d’un rapport abstrait a celle
d’une loi efficace dans I'ordre des réalités et des phéno-
ménes, les raisonnements mathématiques, appuyés sur
une série d’identités, sont évidemment insuffisants. Il
faut recourir a d’autres notions, a d’autres principes de
connaissance; en un mot, il faut faire de la critique phi-
losophique. Nous appellerons sur ce point délicat toute
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l'attention du lecteur; et bien que le sujet ait été, sui-
vant nous, imparfaitement compris ou exposé par les
géométres philosophes comme par les philosophes étran-
gers & la géométrie, nous ne désespérerons pas d’y mettre
assez de clarté pour prévenir toute ambiguité et toute
méprise dans les applications ultérieures.

39. Aucun phénoméne ou événement n’est produit
sans cause : c'est la le principe souverain et régulateur
de la raison humaine, dans linvestigation des faits
‘réels. Souvent la cause d’'un phénoméne nous échappe,
ou nous prenons pour cause ce qui ne I’est pas: mais, ni
limpuissance ou nous nous trouvons d’appliquer le prin-
cipe de causalité, ni les méprises dans lesquelles il nous
arrive de tomber en P'appliquant, ne peuvent nous ébran-
ler dans notre adhésion a ce principe concu comme une
régle absolue et nécessaire. '

Nous remontons d’'un effet a sa cause immédiate ;
cette cause a son tour est congcue comme effet, et ainsi
de suite ; sans que I'entendement congoive rien qui limite
cette loi de régression dans I'ordre des phénoménes. L'ef-
fet actuel devient ou peut devenir a son tour cause d’un
effet subséquent, et ainsi a l'infini. Cette chaine infinie
de causes et d’effets liés dans 'ordre du temps, chaine
dont le phénoméne actuel forme un anneau, constitue
une série linéaire [4]. Une infinité de séries pareilles
peuvent coexister dans le temps : elles peuvent se croi-
ser, de maniére qu'un méme phénomeéne, a la produc-
tion duquel plusieurs phénomeénes ont concouru, tienne
comme effet a plusieurs séries distinctes de causes généra-
trices, ou engendre a son tour plusieurs séries d’effets qui
resteront distinctes et parfaitement séparées , au dela du
terme iaitial. On se fait une idée simple de ce croise-
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ment et de cet isolement des chainons par la comparai-
son avec les générations humaines. Un homme tient par
ses pére et mére i deux séries d’ascendants; et dans
Pordre ascendant les séries paternelle et maternelle se
bifurquent 4 chaque génération. Il peut i son tour de-
venir l'origine ou Pauteur commun de plusieurs lignes
descendantes qui, une fois issues de I'auteur commun,
ne se croiseront plus, ou ne se croiseront qu’accidentel-
lement par des alliances de famille. Dans le laps du
temps, chaque famille ou faisceau généalogique contracte
des alliances avec une multitude d’autres; mais d’autres
faisceaux, en bien plus grand nombre, se propagent col-
latéralement en restant parfaitement distincts et isolés
les uns des autres; ou, s’ils ont une origine commune,
I'authenticité de cette origine repose sur d’autres bases
que celles de la science et des preuves historiques.
Chaque génération humaine ne donne lieu qu’a une
division bifide dans I'ordre ascendant; mais I'on congoit
TPexistence possible d’'un bien plus grand nombre de di-
visions, tant dans Pordre régressif que dans I'ordre pro-
gressif, lorsqu’il $'agit de causes et d’effets quelconques.
Tel phénoméne peut étre con¢u comme tenant & une
multitude de causes diverses; et méme il semble con-
forme au plan général de la nature | 15] de passer, dans
la plupart des cas, de la discontinuité a la continuité, en
-faisant croitre a linfini le nombre des causes concou-
-rantes. Alors les faisceaux de lignes concourantes, par
lesquels I'imagination se représente I'enchainement des
phénoménes dans Pordre de la causalité, semblables 4 des
faisceaux de rayons lumineux, deviendraient comme des
masses qui se pénétrent,s’épanouissent et se concentrent,
sans qu'il y ait de solution de continuité dans leur tissu.
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40. Mais, soit qu’il y ait lieu de regarder comme fini
ou comme infini le nombre des causes génératrices de
tel phénomene, c’est un principe de sens commun qu’il
y a des séries de phénoménes solidaires, ou dépendant
les unes des autres, et d’autres.séries qui se développent
parallélement ou successivement, sans qu’il y ait entre
elles aucune dépendance, aucun lien de solidarité. A la
vérité, certains philosophes se sont imaginé que tout
dans le monde se tenait, et ils Pont prouvé a leur
maniére, ou par des arguments subtils, ou par des
plaisanteries ingénieuses; mais, ni leurs subtilités, ni
leurs plaisanteries ne sauraient prévaloir contre les
croyances du sens commun. Personne ne pensera sé-
rieusement qu’en frappant la terre du pied il dérange
le navigateur qui voyage aux antipodes, ou qu’il
ébranle le systéme des satellites de Jupiter. Quand on
voudrait admettre en théorie I'existence de pareilles per-
turbations, opérées par de telles causes, il faudrait re-
connaitre que ces perturbations sont inappréciables pour
nous; que nous n’avons aucun moyen d’en suivre la
trace dans les phénoménes; en d’autres termes, que la
solidarité prétendue ne se manifeste par aucun signe
sensible et que, dans I'ordre des faits observables, elle est
comme n’existant pas.

« Les événements amenés par la combinaison ou la
rencontre de phénoménes qui appartiennent a des séries
indépendantes, dans I'ordre de la causalité, sont ce qu'on
nomme des événements jfortuits ou des résultats du Aa-
sard. »

41. Eclaircissons ceci par des exemples. Je suppose
que deux fréres, qui servent dans le méme corps, péris-
sent dans la méme bataille. Quand on songe au lien qui
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les unissait, et au malheur commun qui les atteint, il y
a dans ce rapprochement quelque chose qui frappe;
mais, en y réfléchissant, on s’apercoit que ces deux cir-
constances pourraient bien n’étre pas indépendantes
P'une de I'autre, et que le hasard seul n’a pas amené ce
funeste rapprochement. Car, peut-étre le cadet na-t-il
embrassé la carriére militaire qu'a I'exemple de son
frére; en suivant la méme carriére, il est naturel qu’ils
aient cherché a servir dans le méme corps; servant dans
le méme corps, ils ont dii partager les mémes périls , se
porter au besoin du secours; et si le péril a été grand
pour tous deux, il n’est pas surprenant que tous deux
aient succombé. Des causes indépendantes de leur lien de
parenté ont pu jouer un réle dans cet événement; mais
il n’y a pas rencontre purement fortuite entre leur qua-
lité de fréres et leur fin commune.

Je suppose maintenant qu’ils servent dans deux ar-
mées, Pun & la frontiére du Nord, l'autre au pied des
Alpes : il y a un combat le méme jour sur les deux fron-
tiéres, et les deux fréres y périssent. On sera fondé a re-
garder cette rencontre comme un résultat du hasard;
car, & une si grande distance, les opérations des deux
armées composent deux séries de faits dont la direction
premiere peut partir d'un centre commun, mais qui se
développent ensuite dans une parfaite indépendance
Pune de l'autre, en s'accommodant aux circonstances lo-
cales. Les circonstances qui amenaient tel jour un com-
bat sur un point de I'une des frontiéres, ne se liaient
point aux circonstances qui amenaient le méme jour un
combat sur lautre froutiére. Si les corps auxquels les
deux fréres appartiennent respectivement ont donné
dans les deux combats, si la mélée a été meurtriére de
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deux cotés, si tous deux ont succombé, il n’y a rien
dans leur qualité de fréres qui rende raison d’un tel
rapprochement.

Un homme surpris par I'orage se réfugie sous unarbre
isolé, et il y est frappé de la foudre. Cet accident n’est
pas purement fortuit; car la physique nous apprend que
le fluide électrique a une tendance a se décharger sur les
cimes des arbres comme sur toutes les pointes. 1l y avait
une raison pour que 'homme ignorant des principes de
la physique choisit larbre comme abri, etil y en avait
une pour que la foudre vint le chercher précisément a
cette place. Au contraire, si 'homme avait été frappé
au milieu d’une prairie ou d’une forét, I'événement se-
rait fortuit; car il n’y aurait plus aucune liaison entre
les causes qui ont amené 'homme sur ce point, et celles
qui font que la foudre s’y rencontre en méme temps que
lui.

Un homme qui ne sait pas lire extrait un a2 un des
caractéres d’imprimerie entassés sans ordre : ces carac-
téres, dans l'ordre ou il les améne, donnent le mot
Alexandre. Cest une rencontre fortuite ou un résul-
tat du hasard; car il n’y a nulle liaison entre les cau-
ses qui ont dirigé la main de cet homme, et celles qui
ont imposé le nom d’Alexandre 4 un conquérant fa-
meux, qui l'ont attribué ensuite 4 d’autres person-
nages historiques, qui en ont fait un nom ou un pré-
nom vulgaire, et I'un des mots les plus connus de la
langue.

42. Ce n’est point parce que les événements pris pour
exemples sont rares et surprenants qu’on doit les qua-
lifier de résultats du hasard. Au contraire (comme
cela va étre expliqué, et comme on peut déja le pres-
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sentir d’aprés ce qui a été dit dans le chapitre précé-
dent), c’est parce que le hasard les améne, entre beau-
coup d’autres auxquels donneraient lieu des combinai-
sons différentes, qu’ils sont rares; et c’est parce qu’ils
sont rares, qu'ils nous surprennent. Quand un homme
extrait, les yeux bandés, des boules d’une urne qui ren-
ferme autant de boules blanches que de boules noires,
Pextraction d’une boule blanche n’a rien de rare ni de
surprenant, pas plus que I'extraction d’une boule noire;
et pourtant 'un et Pautre événement sont considérés
avec raison comme des résultats du hasard : parce qu'il
n’y a manifestement aucune liaison entre les causes qui
font tomber sur telle ou telle boule les mains de opé-
rateur, et les couleurs de ces boules.

11 est bien vrai que, dans le langage familier, on em-
ploie plus volontiers I’expression de hasard , lorsqu’il
s'agit de combinaisons rares et surprenantes. Si I'on a
extrait quatre fois de suite une boule noire de I'urne
qui renferme autant de boules blanches que de noires,
on dira que cette combinaison est l'effet d’'un grand
hasard; ce qu'on ne dirait peut-étre pas si I'on avait
amené d’abord deux boules blanches et ensuvite deux
boules noires, et a plus forte raison si les boules blan-
ches et noires s'étaient succédé avec moins de régula-
rité; quoique, dans toutes ces hypothéses, il y ait eu
une parfaite indépendance entre les causes qui ont di-
rigé la main de Popérateur, et celles qui ont imprimé
aux boules leur couleur. On remarquera le hasard qui a
fait périr les deux fréres le méme jour, et 'on ne re-
marquera pas, ou l’on remarquera moins celui qui les
a fait mourir 4 un mois, & trois mois, a six mois d’in-
tervalle; quoiqu’il n’y ait toujours aucune solidarité
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entre les causes qui ont amené tel jour la mort de I'ainé,
et celles qui ont amené tel autre jour la mort du cadet,
ni entre ces causes et leur qualité de fréres. Dans le tirage
aveugle d’une suite de caractéres entassés sans ordre, on
ne fera pas attention aux assemblages de lettres qui ne
représenteront pas des sons articulables, ou des mots em-
ployés dans une langue connue; quoiqu’il y ait toujours
absence de liaison entre les causes qui dirigent successi-
vement la main de Popérateur sur tel ou tel morceau de
métal, et celles qui ont imprimé tels ou tels caractéres
sur les morceaux extraits. Mais cette nuance d’expres-
sion , attachée au mot de hasard dans la conversation fa-
miliere et dans le langage du monde, nuance vague et
mal définie, doit étre écartée lorsqu'on parle le langage
sévére de la science et de la philosophie. Il faut, pour
bien s'entendre, s’attacher exclusivement i ce qu'il y a
de fondamental et de catégorique dans la notion du ha-
sard, savoir a l'idée de I'indépendance ou de I'absence
de solidarité entre diverses séries de faits ou de causes.

43. A cette notion s'en rattache une autre qui est de
grande conséquence pour la théorie comme pour la pra-
tique : nous voulons parler de 'impossibilité physique.
C’est encore ici le cas de recourir 4 des exemples pour
faciliter l'intelligence des généralités abstraites.

On regarde comme physiquement impossible qu’un
cone pesant se tienne en équilibre sur sa pointe ; que
Fimpulsion communiquée 4 une sphére soit précisément
dirigée suivant une droite passant par le centre, de ma-
niére a n’imprimer a la sphére aucun mouvement de ro-
tation ; que le centre d’'un disque projeté sur un parquet
carré tombe précisément au point d’intersection des
diagonales; qu'un instrument 4 mesurer les angles soit
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exactement centré; qu’une balance se trouve rigoureu-
sement exacte; qu'une mesure quelconque soit rigoureu-
sement conforme a I'étalon; et ainsi de suite. Toutes ces
impossibilités physiques sont de méme nature, et se lient
évidemment a la notion que nous nous sommes faite
des rencontres fortuites ou de 'indépendance des causes.
En effet, supposons qu'il S'agisse de trouver le centre
d’un cercle : Padresse de l'artiste et la précision de ses
instruments assignent des limites a I'erreur qu'il peut com-
mettre, ou & la distance du centre véritable au point que -
Partiste détermine et qu’il indique comme centre. Mais,
d’autre part, entre de certaines limites différentes des
premiéres et plus resserrées, l'artiste cesse d’étre guidé
par ses sens et par ses instruments. La fixation du point
central, dans ce champ plus ou moins rétréci, s'opére
sans doute en vertu de certaines causes, mais de causes
aveugles, c’est-a-dire de causes tout a fait indépendantes
des conditions géométriques qui déterminent le véritable
centre. Il y a une infinité de points sur lesquels ces cau-
ses aveugles peuvent fixer I'instrument de lartiste, sans
qu'il y ait de raison, prise dans la nature de I'ccuvre, pour
que ces causes fixent I'instrument sur un point plutét que
sur l'autre. La coincidence de la pointe de I'instrument
etdu véritable centre est un événement complétement as-
similable a P'extraction d’une boule blanche par un agent
aveugle, quand 'urne renferme une seule boule blanche
et une infinité¢ de boules noires. L’événement physique-
ment impossible est donc celui dont la probabilité
mathématique est infiniment petite ; et cette seule re-
marque donne une consistance, une valeur objective et
phénoménale & la théorie de la probabilité mathéma-

tique.
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'De méme, lorsqu’une sphére est rencontrée par un
corps mit dans l'espace, en vertu de causes indépen-
dantes de la présence actuelle de cette sphére en tel
lieu de Pespace, il est physiquement impossible, il n’at-
rive pas que, sur le nombre infini de directions dont le
corps choquant est susceptible, les causes motrices lui
aient précisément donné celle qui va passer par le centre
de la sphére. En conséquence on admet I'impossibilité
physique que la sphére ne prenne pas un mouvement de
rotation en méme temps qu’un mouvement de transla-
tion. Si Pimpulsion était communiquée par un étre in-
telligent qui visit, avec des sens d’'une perfection bor-
née, a obtenir ce résultat, il serait encore physiquement
impossible qu'il en vint a bout: car, quelle que fit
son adresse, la direction de la force impulsive serait
abandonnée, entre de certaines limites d’écart, 4 des
causes indépendantes de sa volonté; et pour peu qu’elle
dévie de la ligne qui passe parle centre de la sphére,
le mouvement de rotation doit se produire. On expli-
querait de la méme maniére Pimpossibilité physique,
admise par tout le monde, de mettre un céne en équi-
libre sur sa pointe, quoique I'équilibre soit mathémati-
quement possible; et 'on ferait des raisonnements ana-
logues dans tous les cas cités.

Sans doute la notion de I'impossibilité physique dif-
fere essentiellement de celle de 'impossibilité mathé-
matique ou métaphysique, et il n’y a aucun moyen
d’établir la transition de Pune a l'autre. La chose phy-
siquement impossible est con¢ue comme possible ma-
thématiquement ou métaphysiquement , mais de fait elle
n’arrive pas; parce quil n’y a aucune raison pour que
la combinaison fortuite entre des faits ou des causes in-
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dépendantes, qui seule pourrait Famener, se présente de
préférence a une infinité d’autres. Comme cette notion
générale et abstraite, de I'indépendance des causes et
de 'infinie multitude des combinaisons possibles, est ce
qui rend raison de I'impossibilité physique, sans qu’on
ait besoin de recourir a4 des notions empiriques sur la
matiére comme celles que nos sens nous donnent, il
vaudrait peut-étre mieux qualifier I'impossibilité phy-
sique d’impossibilité de fait, par opposition i limpos-
sibilité qu'on appelle mathématique ou meétaphysique,
et qu’il semblerait plus juste de désigner par la dénomi-
nation d’impossibilité rationnelle on absolue.

44. 1’événement impossible de fait, ou physique-
ment, est celui dont la probabilité mathématique est
infiniment petite, et quon peut assimiler a l'extrac-
tion d’une boule blanche par un agent aveugle, quand
'urne renferme une seule boule blanche contre une in-
finité de boules noires : mais, quel que soit le rapport
fini du nombre des boules blanches a celui des boules
noires, si 'on répéte un nombre de fois de plus en plus
grand I'épreuve du tirage, on aura, par les théorémes
de Bernoulli, une probabilité croissante que le rapport
du nombre des boules blanches extraites, a celui des
boules noires; s’écartera de moins en moins du rapport
entre la probabilité mathématique de I'extraction d’une
boule blanche et la probabilité contraire. Pour un nom-
bre infini de tirages, on a une probabilité infiniment
petite,, ou il devient physiquement impossible que les
deux rapports différent 'un de Pautre d’une fraction -
donnée, si petite qu’elle soit. Ainsi, pourvu qu’on assi-
gne un nombre suffisant d’épreuves, et des limites con-
venables & I'écart, toute la doctrine des probabilités
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mathématiques se rattache a la notion de 'impossibilité
physique : la probabilité mathématique n’est plus un
simple rapport abstrait, tenant au point de vue de notre es-
prit , mais 'expression d’un rapport que la, nature méme
des choses maintient, et que l'observation manifeste,
lorsque, sous I'influence de causes indépendantes qui se
combinent fortuitement, les épreuves des mémes hasards
se multiplient indéfiniment, comme cela arrive sans cesse
dans Pordre des phénoménes naturels et des faits sociaux.
Dans le langage rigoureux qui convient aux vérités
abstraites et absolues des mathématiques et de la mé-
taphysique , une chose est possible ou elle ne l'est pas :
il n’y a pas de degrés de possibilité ou d’impossibilité.
Mais, dans Pordre des faits et des réalités phénomé-
nales, lorsque deux phénoménes contraires sont suscep-
tibles de se produire et se produisent effectivement, selon
les combinaisons fortuites de certaines causes variables
avec d’autres causes ou données constantes, il est na-
turel de regarder un phénoméne comme doué d’une
habileté d’autant plus grande & se produire, ou comme
étant d’autant plus possible, de fait ou physiquement,
qu’il se reproduit plus souvent dans un grand nombre
d’épreuves. La probabilité mathématique devient alors
la mesure de la possibilité physique , et Pune de ces
expressions peut étre prise pour l'autre. Ce n’est la au
surplus qu’une définition de mots. L’avantage du terme
de possibilité (dont le sentiment des vérités que nous
exposons ici a déja amené Pusage), clest qu'il désigne -
nettement l'existence d’un rapport qui subsiste entre les
choses mémes, et qui ne tient pas a notre maniére de
juger ou de senfir, variable d'un individu & P'autre, se-
lon les circonstances o ils sont placés et la mesure de
6
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leurs connaissances : c’est enfin, pour employer le lan-
gage technique de I'école, que le terme de possibilité
se prend dans un sens objectif , tandis que le terme de
probabilité implique dans ses acceptions ordinaires un
sens subjectif qui a fait illusion a d’excellents esprits,
a été cause d’une foule d’équivoques, et a faussé I'idée
qu'on devait se faire de la théorie des chances et des
probabilités mathématiques.

45. Ainsi'on a souvent répété cette pensée de Hume,
«quiil ny point de hasard a proprement parler, mais
qu’il y a son équivalent : ignorance ot nous sommes des
vraies causes des événements ;» et Laplace lui-méme
pose en principe au commencement de son livre, « que
la probabilité est relative, en partie & nos connaissances,
en partie a notre ignorance;» d’ou il suit que, pour une
intelligence supérieure qui saurait déméler toutes les
causes et en suivre tous les effets, la science des pro-
babilités s’évanouirait faute d’objet. Mais toutes ces pen-
sées manquent de justesse. Sans doute le mot de Lasard
n’indique pas une cause substantielle, mais une idée :
cette idée est celle de la combinaison entre plusieurs
systtmes de causes ou de faits qui se développent,
chacun dans leur série propre, indépendamment les uns
des autres. Une intelligence supérieure a 'homme ne
. différerait de 'homme qu’en ce qu’elle se tromperait
moins souvent que lui, ou méme ne se tromperait ja-
mais dans I'application de cette donnée de la raison. Elle
ne serait pas exposée a regarder comme indépendantes,
des séries qui s'influencent réellement , dans l'ordre de
la causalité, ou inversement, a se figurer une dépen-
dance entre des causes réellement indépendantes. Elle
ferait avec une plus grande siireté, ou méme avec une
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exactitude rigoureuse, la part qui revient au hasard dans
le développement des phénomeénes successifs. Elle assi-
gnerait & priori les résultats du concours de causes in-
dépendantes, ce que nous sommes le plus souvent dans
Pimpuissance de faire. Par exemple, étant donné un dé
de structure irréguliére, qui doit étre projeté un grand
nombre de fois, par des forces impulsives dont I'inten-
sité, la direction et le point d’application sont détermi-
nés a chaque coup par des causes indépendantes de celles
qui agissent aux coups suivants, elle saurait, ce que
nous ne savons pas, quel doit étre a trés-peu prés le
rapport du nombre des coups amenant une face déter-
minée, au nombre total des coups; et cette science
aurait un objet certain, soit qu'elle conniit les forces
qui agissent et quelle en pit calculer les effets, pour
chaque coup particulier, soit que cette connaissance et
ce calcul surpassassent encore ses forces. En un mot, elle
pousserait plus loin que nous et appliquerait mieux la
science de ces rapports mathématiques, tous liés a la no-
tion du hasard, et qui deviennent des lois de la nature,
dans I'ordre des phénoménes.

1l est juste de dire en ce sens (comme on I'a aussi
répété si souvent) que le hasard gouverne le monde,
ou plutét qu'il a une part, et une part notable, dans
le gouvernement du monde; ce qui ne répugne en au-
cune facon i l'idée qu'on doit se faire d’une direction
supréme et providentielle : soit que la direction provi-
dentielle ne porte que sur les résultats moyens et géné-
raux, assurés par les lois mémes du hasard; soit que la
cause supréme dispose des détails et des faits particuliers
pour les coordonner a des vues qui surpassent nos scien-
ces et nos théories.’

Gv
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En restant dans l'ordre des causes secondaires et

des faits naturels qui sont le domaine propre de la
science, la théorie mathématique du hasard nous appa-
rait comme I'application la plus vaste de la science des
nombres, et celle qui justifie le mieux Padage mundum
regunt numeri. Eu effet, quoi quen aient pensé certains
philosophes, rien ne nous autorise a croire que la rat-
son de tous les phénomenes se trouve dans les notions
d’étendue, de temps, de mouvement, en un mot dans les
notions des grandeurs continues et mesurables qui sont
‘objet de la géométrie. Les actes des étres vivants, in-
telligents et moraux ne s'expliquent uullement, dans
Iétat de nos connaissances, et nous pouvons hardiment
prononcer qu'ils né s’expliqueront jamais par la méca-
nique des géométres. Ils ne tombent donc point, par le
coté géométrique ou mécanique, dans le domaine des
nombres; mais ils s’y retrouvent placés, en tant que les
notions de combinaison et de chance, de cause et de
hasard, sont supérieures dans l'ordre des abstractions
a la géométrie et A la mécanique, et sappliquent aux
faits de la nature vivante, a ceux du monde intel-
lectuel et du monde moral, comme aux phénoménes
produits par les mouvements de la matiére inerte.

46. Au fond, la théorie des chances et des probabili-
tés mathématiques s'applique a deux ordres de questions
bien distincts : & des questions de possibilité qui ont
une existence objective, ainsi quon vient de Pexpliquer,
et a des questions de probabilité qui sont en effet rela-
tives, en partie & nos connaissances, en partie 4 notre
ignorance. Quand nous disons que la probabilité d’ame-

. . I .
ner un sonnez au jeu de trictrac est T [6], nous pou-
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vons avoir en vue un jugement de possibilité; et alors
cela signifie que, si les dés sont parfaitement réguliers,
cubiques et homogénes, de maniére qu’il n’y ait aucune
raison prise dans leur structure physique pour qu’une
face soit amenée plutét que I'autre, le nombre des sonnez
amenés dans un grand nombre de coups, par des forces
impulsives dont la direction est absolument indépen-
dante des points inscrits sur les faces, sera sensiblement
un 36° du nombre total. Mais nous pouvons avoir aussi
en vie un jugement de simple probabilité; et sans nous
enquérir si cette régularité de structure existe ou n’existe
pas, il suffit que nous ignorions dans quel sens agissent
les irrégularités de structure, si elles existent, pour que
nous n’ayons aucune raison de supposer qu’une face pa-
raitra plutét que l'autre. Alors I'apparition du sonnez
pour laquelle il »ly a qu’ane combinaison sur 36, sera
moins probable pour nous que celle du point deux et
as, en faveur de laquelle nous apercevons deux combi-
naisons, suivant que I’as se trouve sur un dé ou sur
lautre; bien que ce dernier événement soit peut-étre
physiquement moins possible, ou méme impossible. Si
' un joueur parie pour sonnez et un autre pour deux et
as, en convenant de regarder comme nuls les coups qui
n’améneraient pas 'un ou l'autre de ces points, il n’y
aura pas moyen (comme nous l'expliquerons dans le cha-
pitre qui va suivre) de régler leurs enjeux autrement
que dans le rapport de un i deux ; et I'équité sera satis-
faite par ce réglement aussi bien qu’elle pourrait I'étre
si 'on était certain d’une parfaite régularité de struc-
ture : tandis que le méme réglement serait inique de la
part de l'arbitre qui saurait que les dés sont pipés, et
qu’ils le sont de maniére a favoriser I'un des joueurs.
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A cela se bornent i peu prés les applications de la
théorie, en tant qu'elle a pour objet de simples juge-
ments de probabilité, variables selon les connaissances
et 'ignorauce des juges. Que si 'on veut transporter dans
la discussion des phénoménes naturels ou des faits so-
ciaux les conséquences déduites de pareils jugements,
on s’expose a tomber dans des méprises dont nous donne-
rons des exemples, et qui peuvent ébranler la confiance
due aux applications légitimes.

47. Le calcul des hasards a pris naissance & l’occa-
sion de ces réglements d’équité (régle des partis , com-
positio sortis, etc.). On voit par un passage remarqua-
ble de Pascal ('), qu’il ne songeait nullement aux appli-

Ny

(*) « Novissima autem ac penitus intractatae materiae tractatio,
a scilicet de compositione aleae in ludis ipsi subjectis (quod
« gallico nostro idiomate dicitur faire les partis des jeuz) : ubi
« anceps fortuna aequitate rationis ita reprimitur ut utrique
« lusoram quod jure competit exacte semper assignetur. Quod
« quidem eo fortius ratiocinando quaerendum, quo minus tentando
« investigari possit : ambigui enim-sortis eventus fortuitae contin-
« gentiae potius quam naturali necessitati merito tribuuntur. Ideo
«res hactenus erravit incerta; nunc autem quae experimento
« rebellis fuerat, rationis dominium effugere non potuit : eam
«quippe tanta securitate in artem per geometriam reduximus,
«ut, certitudinis ejus particeps facta, jam audacter prodeat; et
« sic, matheseos demonstrationes cum aleaeincertitudine jungendo,
« et quae contraria videntur conciliando, ab utraque nominationem
« suam accipiens, stupendum hunc titulum jure sibi arrogat :
« aleae geometria. » (OEuvres de Pascal, t. 1V, p. 358 de I'édition

“de 1819.)

Ce passage est extrait d’un petit écrit latin adressé en 1654 a
une réunion libre de savants, Celeberrimae matheseos Academiae
Parisiensi, L' Académie des sciences n’a éte fondée qu’en 1666.
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cations que sa géométrie du hasard comportait, daps
Fordre des jugements de possibilité, et relativement a
Péconomie des faits naturels. Les grands génies du dix-
septiéme siécle, Fermat, Leibnitz, Huygens, qui s'occu-
paient du calcul des combinaisons et des chances en
méme temps que Pascal ou quelques années aprés lui,
w'avaient non plus en vue que la régle des partis. Jac-
ques Bernoulli, dans I'Ars conjectandi, déterminait
formellement le but essentiel, la valeur objective de la
théorie des hasards; mais en méme temps, par 'emploi
continuel des termes de probabilité, de conjecture, etc.,
il préparait les équivoques qui en ont rendu Pexposition
confuse et les applications incertaines. Le titre de I'ou-
vrage de Moivre ( Doctrine of chances), dont la pre-
miere édition a paru en 1718, cinq ans aprés la
publication de I'Ars conjectandi, n’avait point cet
inconvénient; et maintenant encore les auteurs disent
quelquefois la chance d’un événement, dauns le sens ol
T'on prend aussi les mots de possibilité et de probabilité.
Malheureusement il y a des inconvénients a employer le

"méme terme dans une double acception : tanft pour
désigner chacune des combinaisons fortuites qui amé-
nent un événement déterminé, tantét pour désigner le
rapport du nombre de ces combinaisons au nombre to-
tal des combinaisons fortuites; soit que 'un et l'autre
nombre restent finis, soit que leur rapport converge vers
une limite assignable pendant que les deux termes crois-
sent au dela de toutes limites. A

Nous continuerons donc, pour nous conformer a
Pusage le plus ordinaire, d’employer le mot de proba-
bilité comme synonyme de possibilité physique, sauf les
cas ou le sens du discours indiquera que le méme terme
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est pris dans son acceptit')n subjective. Nous examine-
rons, a la fin de cet ouvrage, s’il o’ y a pas d’autres ju-
gements de probablllte que ceux qui se rattachent a la
théorie mathématique des chances et du hasard, et nous
ticherons de compléter ainsi 'exposition de notre sujet.
48. Au terme de probabilité, pris dans le sens sub-
jectif , correspond celui de certitude, et I'on dit souvent
que, les probabilités étant mesurées par des fractions,
I'unité est la mesure de la certitude. En effet, si toutes
les chances ou combinaisons fortuites possibles sont fa-
vorables & un événement, il est certain que cet événe-
ment arrivera : la probabilité de I'événement contraire
est rigoureusement nulle. Mais, d’'un autre coté, on re-
connait qu’il y a une différence d’essence et non pas de
grandeur, entre la probabilité et la certitude absolue :
de sorte qu’il y aurait absurdité a dire que la certitude
absolue se compose de la somme de deux ou d’un plus
grand nombre de probabilités. C'est qu’en effet, dans
toute la doctrine des probabilités mathématiques ou des
possibiljtés, le terme de comparaison n’est pas I'événe-
ment céTtain, d’une certitude rationnelle , métaphysique
ou absolue, mais P'événement physiquement certair ,
celui dont la probabilité ne différe de 'unité que d’une
quantité infiniment petite, ou I'événement dont le con-
traire est physiquemeat impossible, ainsi qu'on I'a ex-
pliqué plus haut, tant par des raisonnements généraux
que ‘par des exemples. De cette maniére on rétablit
Phomogénéité qui doit toujours se trouver dans les
choses soumises aux mesures et au calcul, eton léve juSqu’a‘x
Papparence d’une difficulté pour les personnes familia-
risées avec le sens des expressions en mathématiques.
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CHAPITRE V.

DE LA VALEUR VENALE DES CHANCES OU DES PROBABILITES.
— DU MARCHE ALEATOIRE ET DU JEU EN GENERAL.

49. Apreés qu'un objet commercable a été mis en lo-
terie, chacun des billets qui représente un droit éven-
tuel & cet objet peut 4 son tour étre mis dans le commerce,
et sa valeur vénale sera celle de la chance ou du droit
éventuel dont ce billet est le signe. Il n’y a absolument
aucune raison pour attribuer a 'un des billets plus de
valeur qu’a l'autre : par conséquent, deux personnes
nanties, 'une de m, l'autre de n billets, posséderont
des valeurs qui seront entre elles dans le rapport de m
an. -

Ce que nous disons des chances d’'une loterie, repre-
sentées vulgairement par des billets, pouvant s’appli-
quer également i toute espéce de chances, il en résulte
que, lorsque plusieurs personnes ont des droits éven-
tuels a un objet commercable, et que ces droits peuvent
a leur tour entrer dans le commerce, leurs valeurs vé-
nales sont néecessairement proportionnelles aux proba-
bilités que ces personnes ont respectivement d’obtenir
Pobjet dont il s’agit.

Cette considération ne suffit pas encore pour nous
apprendre la valeur absolue de chaque chance; et en
effet il est clair que chacun peut apprécier la valeur
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d’une chance vénale, aussi bien que celle de toute autre
marchandise, selon sa convenance particuliére. Mais,
de méme qu'’il s’établit un cours pour les choses qui sont
habituellement dans le commerce, il s’en établirait un
pour les chances qui pourraient devenir I'objet de spé-
culations journaliéres; et cela posé, le prix de chaque
chance serait au prix de la chose méme sur laquelle la
chance confére un droit aléatoire, comme 'unité est au
nombre total des chances. En effet, si le cours assignait
au prix de chaque chance une valeur moins élevée, le
possesseur de la chose n’en retrouverait pas le prix coun-
rant, et ne choisirait pas cette voie pour s'en défaire.
Si au contraire le cours assignait a chaque chance, une
valeur plus élevée, les spéculateurs trouveraient avan-
tage a acheter directement la chose ou des choses du
méme genre, pour en distribuer la valeur sur des chan-
ces négociables, et par leur concurrenceils feraient baisser
le cours jusqu’a ce qu'il se trouvit ramené au taux qu’il
avait momentanément dépassé. Dans ce raisonnement
purement théorique nous faisons abstraction, pour plus
de simplicité, des frais et des salaires que toute négo-
ciation entraine avec elle : nous substituons a I'état réel
des choses un état fictif, d’autant plus voisin de la réalité
que les rouages du commerce ont acquis un plus libre
jeu; ainsi qu’on doit le faire quand on procéde a la re-
cherche des lois de I'équilibre commercial.

50. Par une association de mots assez bizarre, on ap-
pelle espérance mathématique le produit qu’on obtient
en multipliant la valeur d’'une chose en unités moné-
taires, par la fraction qui exprime la probabilité mathé-
matique du gain de cette chose. D’aprés ce qui précede,
Pespérance mathématique est la limite dont tend sans
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cesse a s’approcher, par les lois qui régissent le com-
merce libre, la valeur vénale des chances possédées par
chaque prétendant a la chose, ou la valeur vénale de
sa probabilité¢ de gain. ‘

Quand la chose sur laquelle on acquiert des droits
aléatoires est une somme d’argent, 1a%aleur de la chose
est soustraite aux variations du cours : 'espérance ma-
thématique de chaque prétendant se trouve fixée dés
que I'on connait les probabilités de gain de chacun
d’eux, ainsi que cela a lieu pour les jeux de pur hasard
dont on est parvenu a supputer les combinaisons.

Si les joueurs conviennent de rompre a partie, ils
doivent, par cela seul que chaque chance représente un
droit égal a I'enjeu, se partager cet enjeu dans la pro-
portion de leurs probabilités de gain. La régle de l'es-
pérance mathématique revient alors a la régle des par-
tis, dont il a déja été question [47], et a Foccasion de
laquelle ont été entreprises les premiéles recherches
sur la probabilité mathématique.

Si Pierre parie pour I'événement A et Paul pour I'é
vénement B, les paris de Pierre et de Paul, dont la
somme forme l'enjeu, doivent étre respectivement pro-
portionnels i la probabilité mathématicue de I'événe-
ment A et a celle de 'événement B : car, en supposant
qu'on elit énuméré toutes les chances o1 combinaisons
fortuites également possibles qui peuveat amener I'évé-
nement A, et toutes celles qui peuventamener I'événe-
ment B, il n’y aurait aucune raison deparier plus pour
l'une de ces chances que pour I'autre. Or, la somme pa-
riée pour I'événement A peut étre corsidérée comme le
total des sommes pariées pour chacune des chances qui
améneraient Pévénement A ; et il en est de méme a I'é-
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gard de la somme pariée pour I'événement B. Envisa-
gée sous cet autre point de vue, la régle de I'espérance
mathématique se confond donc avec la régle des paris.

51. Verdre une chose a juste prix, c’est vendre au
prix ou la lbre concurrence des acheteurs et des ven-
deurs porte-alt la%hose : 'espérance mathématique est
donc aussi le /uste prix des chances, ou la limite dont
le juste prix sapproche, quand les frals de négociation
diminuent. §i le prix qu’on exige est différent, le mar-
ché aléatoire cesse d’étre réglé par des condltlons équi-
tables; de méme que tout marché cesse d’étre équitable,
si lun des contractants profite des avantages de sa po-
sition, des besoins, des passions ou de l'ignorance de
lautre contrictant, pour lui donner en échange de la
valeur fournic une valeur moindre que celle qui eiit été
déterminée pir une libre concurrence, en I'absence de
‘toute illusion

Il ne suit pas de 1a que la méme chose convienne a
tout le monde au méme prix, ni qu'une dépense soit ju-
dicieuse par cela seul qu'on n’a pas payé la chose au-
dessus du cours. La valeur de convenance, par opposi-
tion au prix commercial, est évidemment subordonnée
a la position pirticuliére et & la fortune de Pacheteur.
Il est iinpossibe de mesurer et de soumettre au calcul
la valeur de convenance des choses, aussi bien celle des
chances que c:lle de toute autre marchandise. Sans
doute on voit bizn qu’'un homme risque d’autant plus en
achetant une clunce, c’est-a-dire un bien incertain, que
le prix certain qu'il en donne est plus considérable re-
lativement & sa fortune. La raison dit aussi que I’iin-
portance d’'une ssmme d’argent diminue pour celui dont
la fortune s’accrit; de telle sorte que si un ouvrier
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possédant mille francs d’épargne .en risque la moiti€ au
jeu de passe-dizx [25], les cing cents francs qu’il peut
gagner vaudront moins pour lui que les cinq cents
francs qu'il expose. On a appelé espérance morale cette
valeur relative des chances, et 'on a proposé diverses
régles pour I'évaluer, toutes arbitraires et sans applica-
tions réelles. Il ne faut pas abuser du calcul, si I'on
veut conserver au calcul son autorité dans les choses
de son ressort; et en général on court risque de dé-
créditer argumentation logique (dont le calcul n’est
qu'une branche ), quand on la transporte hors du cercle
des combinaisous logiques.

52. Revenons & la supposition d’une entreprise de
loterie, ou I'on proposerait pour lot une somme d’ar-
gent, en négociant des billets qui représentent autant

. de chances d’obtenir la somme. Si le gouvernement ne
sétait pas réservé ou ne réservait pas a un concession-
naire le monopole d'une telle entreprise, le prix du
billet ne surpasserait I'espérance mathématique qui y
est attachée, que de la somme justement nécessaire pour
couvrir les frais de gestion, de négociation, et I'intérét
commercial des capitaux nécessairement engagés dans
Pentreprise. Mais ce serait la, évidemment, un mauvais
emploi d’une pagtie des capitaux et des forces produc-
tives du pays. D’abord ce serait un emploi improductif
pour le pays, ou pour la société des citoyens qui I’ha-
bitent, puisque les uns ne gagneraient que ce que les
autres perdraient.L’action prolongée d’une telle entreprise
tendrait 4 en appauvrir un grand nombre, pour enrichir
un petit nombre de privilégiés du sort, et par suite a
accroitre lmegahte des fortunes au dela de ce que peu-
vent exiger les lois naturelles de la société. Enfin il
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- résulterait de ces gains rapides, qui ne sont point la ré-
compense du travail, un penchant a la prodigalité, au
luxe, aux dépenses improductives, qui tournerait au
dommage de la société, sous le rapport purement éco-
nomique, et qui deviendrait la source de désordres mo-
raux dont les conséquences sont bien plus ficheuses en-
core. '

Au contraire si Pentreprise de loterie tendait A la
production d’une chose utile qui ne piit pas étre autre-
ment créée; si par exemple il sagissait d’éditer un bon
ouvrage dont chaque exemplaire est trop cher pour pou-
voir se placer dans le commerce, et que I'éditeur mit
les exemplaires en loterie, on coucevrait que la spécu-
lation aléatoire, employée comme -auxiliaire d’'une spé-
culation productive, pit dans certaines circonstances
devenir un emploi avantageux et louable d’une partie
des capitaux et des forces productives du pays.

Si des ouvriers, 4gés chacun de trente ans, prélévent
une méme somme sur leurs épargnes et la versent dans
une caisse commune, sous la condition que la somme to-
tale avec les intéréts sera partagée par ceux d'entre eux
qui vivront dans trente ans, I'association qu'ils forment,
connue sous le nom de fontine , et"dont les chances ont
de I'analogie avec celles de la loterie, pourra avoir un
but, sinon directement productif, du moins utile. Car
chaque ouvrier fait le sacrifice d'une somme dont il
peut sans inconvénient se passer tant qu'il est valide, et
il s’assure une subsistance pour le cas ou il parviendrait
a la vieillesse et ne pourrait plus vivre de son travail.
Au contraire, il pouvait par ses seules économies s’as-
surer une honnéte existence dans sa vieillesse, en con-
servant a ses enfants le fruit de son travail, et si la mise
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en tontine n’avait pour motif que le désir de s’enrichit
facilement, lui ou les siens,-en courant les chances du
hasard, la tontine devrait étre réprouvée comme les lo-
teries, et par les mémes raisons.

Les économistes ont remarqué avec justesse que les
salaires considérables attachés a certaines fonctions éle-
vées, ou les grands profits que peuvent faire dans cer-
taines professions ceux qui y excellent et qui ont réussi
a se rendre célébres, agissent comme une prime aléa-
toire, comme un gros lot offert & beaucoup de gens et
que peu obtiennent. Cette prime aléatoire permet de
maintenir A un taux plus modeste la rémunération pé-
cuniaire d’une foule de services publics ou privés; elle
excite des activités qui resteraient engourdies; et sous
ces divers rapports elle peut, entre de justes limites,
concourir aux progrés et au bien-étre du corps social.

53. En général le hasard se méle a toutes les choses
de ce monde, et dans 'ordre économique il n’y a pas de
spéculation qui ne participe plus ou moins 2 la nature
du marché aléatoire. Dans toutes sortes d’affaires com-
merciales les chances s’achétent et se vendent sans cesse.
Lorsqu’on peut et quon veut affranchir une spéculation
commerciale ou une simple affaire privée, de la condition
aléatoire qui y est inhérente, le contrat prend le nom
d'assurance, et nous en traiterons dans un chapitre
particulier. Le contrat d’assurance est toujours favorable,
car il dissipe les inquiétudes qui comprimeraient l’acti-
vité productive et en géneraient le libre développement.
1l étend la puissance que ’homme s’est acquise par son
intelligence libre, par sa raison prévoyante, sur la na-
ture physique soumise aux seules lois de la fatalite.

L’adjonction de la prime aléatoire a la spéculation
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dont elle ne fait pas nécessairement partie, est une opé-
ration inverse de l'assurance. Elle peut étre vue d’un
il favorable ou défavorable, selon qu’elle agit comme
auxiliaire utile d’'une opération productive, ou quabsor-
bant au contraire I'opération productive, et n’en pre-
nant en quelque sorte que la couleur, elle dégénére en
agiotage, en pur jeu. Entre ces deux extrémes on con-
coit aisément qu’il .y ait des nuances sans nombre, qui
ne peuvent devenir 'objet de déterminations précises.

54. Nous avons supposé [49,52] une entreprise de
loterie formée sous le régime de la libre concurrence;
mais, si une pareille entreprise devenait I'objet d'un mo-
nopole légal, si elle était exploitée par le gouvernement
ou par ses fermiers, 'exceés du prix de la chance sur
lespérance mathématique pourrait donner un béneé-
fice i lexploitateur, un revenu a I'Etat, aprés que
tous les frais d’exploitation auraient été couverts. Le
gouvernement entretiendrait, dans un but de fiscalité,
les passions et les désordres, moraux ou économiques,
que suscitent les spéculations aléatoires; ou du moins
il se prévaudrait de I'opinion que ces passions et ces
désordres sont indestructibles, pour ticher d’en tirer
un certain avantage pécuniaire au profit du corps poli-
tique, plutét que d’abandonner cet avantage a la spé-
culation privée. 1l est inutile de revenir maintenant sur

~une question tant de fois traitée dans les intéréts de
Pordre et de la morale, et qui a heureusement regu en
France une solution légale.

Souvent aussi les gouvernements dans 'embarras ont
eu recours 4 des primes aléatoires pour favoriser leurs
emprunts; et si Paccumulation des capitaux dans les
pays en voie de prospérité a rendu cet expédient inutile,
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nous voyons encore que la négociation des fonds pu-
blics , négociation utile en soi, sert de prétexte a Por-
ganisation d’'un vaste marché. aléatoire, dont les gou-
vernements n’ont pas encore pu ou voulu réprimer les
abus. 1l n’entre pas dans notre plan de traiter ces ques-
tions de politique et de finance, qui ne se rattachent que
d’'une maniére trés-indirecte a la théorie mathématique
des hasards : il suffit de les avoir indiquées.

55. Dans la loterie fictive que nous avons prise pour
type, l'entrepreneur de la loterie ou le banquier ne
joue pas, il se borne & distribuer les chances; mais or-
dinairement , dans l'organisation des loteries publiques
ou des marchés aléatoires analogues, le banquier joue
contre les pontes, ou contre ceux a qui il vend des
chances. Les pontes ne jouent pas les uns contre les
autres par lintermédiaire du banquier : tous jouent
contre le banquier; et le méme événement aléatoire
fait gagner certains pontes et en fait perdre d’autres,
selon que, par hasard, par caprice, ou d’aprés cer-
taines idées systématiques, ils ont préféré telles ou telles
chances. . '

Pour simplifier les calculs, admeitons que, dans une
longue série de tirages, en nombre 2, le ponte hasarde
toujours la méme somme a, avec une probabilité de
gain désignée par p. Soit b la somme que regoit le
ponte en cas de gain: si le jeu était fixé d’aprés des
conditions équitables, la mise a serait précisément égale
a ’espérance mathématique pb, ou ne la surpasserait
qu’autant qu'il le faudrait pour couvrir les frais du
banquier; mais du moment que la banque est entreprise
dans un but fiscal ou dans I'intérét d’un monopoleur,
la différence a —pb ou l'avantage du banquier devient

' 7
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upe portion notable de la mise a. Dans l'ancienne lofe-

rie de France, cet avantage était d’un sixiéme de la

mise sur Uextrait simple, d’environ un tiers de la mise
, . 22 .

sur Pambe simple, et de prés des 3 de la mise sur

le quaterne.

Appelons P la probabilité que le nombre des parties
gagnées par le ponte sera compris entre les limites
m(p—1), m(p-+41): on a vu[33] que, pour de
grandes valeurs du nombre m, la valeur de P dépend
seulement de celle du rapport

V™
=V oa—p
et nous donnons une table des valeurs correspondantes
de ¢ et de P, qui peut suffire 4 tous les besoins de la
pratique. P est aussi la probabilité que la totalité des
sommes recues par le ponte restera comprise entre les
limites mb (p—1), mb (p-+1). La totalité de ses
mises est ma. Silon a mb (p+41) <ma, ousi la
limite / assignée & I'écart est plus petite que g— pP
désigne la probabilité que la perte du ponte tombera
entre les limites ‘
ma-—mb (p—10), ma—mb(p+-1).

. . .oa
Si au contraire / surpasse 32— P le nombre P ex-

prime la probabilité que la perte du ponte n’excédera
pas ma—mb (p—1), et que son gain ne surpassera

pas mb (p+1) — ma.
Soit, par exemple, =3 ooo0, p=:—8, et supposons

que I'avantage du banquier soit d’un sixiéme, comme dans
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Pexemple rapporté ci-dessus : on treuve par les formules

quil y a un contre un i parier que la perte finale du
Ponte sera comprise entre 373 fois et 627 fois la mise,
et 20 000 a parier contre un que son gain n’excédera
pas 265 fois, ni sa perte 1265 fois la mise.. Ces écarts,
exprimés par des nombres censidérables, lorsqu’on prend
la mise peur unité, le seraient par des nombres 15 fois
moindres, si I'on prenait pour unité la somme que re-
goit le ponte, en cas de gain.

Dans les loteries proprement dites, les tirages se suc-
cédent avec trop de lenteur pour que le méme ponte
puisse répeéter ainsi plusieurs milliers de fois Pépreuve
du méme hasard; mais dans les jeux publics ol les
coups se succédent au contraire fort rapidement, de
tels nombres n’ont rien d’extraordinaire. Aussi le ban-
quier ne se réserve-t-il, dans ces sortes de jeux, qu'un
bien moindre avantage, afin de ne pas décourager les
pontes, et parce que la prompte répétition des coups
multiplie ses bénéfices, en méme temps quelle les
assure.

56. Un homme qui joue habituellement contre le
premier venu, i un jeu de pur hasard, est comme un
ponte dont le public serait le banquier; mais en pareil
eas il joue communément A jeu égal, clest-a-dire que sa
mise est égale & son espérance mathématique; et de plus
il joue le plus souvent A chances égales, clest-a-dire

. . X , .
que sa probabilité de gain est o Pour une série de

3 000 coups, il y aurait un contre un 3 parier que la

perte ou le gain du joueur serait moindre que 19 fois

la mise, et 20 000 & parier contre un que la perte ou

le gain ne surpasserait pas 111 fois la mise. Il faudrait
; 7.
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multiplier ces limites par 2, 3, 4, etc., si le nombre de
coups devenait 4 fois, g fois, 16 fois plus grand, etc.:
la perte ou le gain probable augmentant toujours avec
le nombre des coups, quoique dans une progression
beaucoup moins rapide, et qui va toujours se ralentis-
sant.

Quand les deux mémes joueurs parient constamment
P'un contre l'autre, la progression dont on vient de
parler, quelque ralentie qu’elle soit, doit certainement
amener la ruine de 'un ou de l'autre des joueurs, si le
jeu se prolonge indéfiniment; et elle doit trés-probable-
ment en ruiner un, aprés un nombre de coups qu’il
faudra supposer plus ou moins grand selon le rapport
des enjeux a la fortune de chaque joueur. Il est juste
cependant de faire observer, qu’a moins de supposer
ce rapport beaucoup plus grand qu’il ne 'est commu-
nément, le nombre de coups qu’il faudrait jouer pour
avoir une probabilité considérable que I'un des joueurs
se ruinera, est plus grand que ne le comporte la pra-
tique du jeu.

57. Toutefois ces calculs se référent 4 'hypothése ou
le capital de chaque joueur lui a permis de pousser jus-
qu’au bout la série des coups dont nous désignons le
nombre par m, : c’est ce qu'on peut toujours supposer a
’égard des personnes qui ne font du jeu qu’un amuse-
ment, mais le contraire peut malheureusement avoir
lieu dans les jeux passionnés; et il s’agit de savoir si les
chances de perte finale ne disparaissent pas alors en
quelque sorte devant celles d’une ruine aaticipée. Le
calcul devient d’autant plus nécessaire pour évaluer les
chances de cette derniére espéce, qu’on se fait générale-
ment une idée peu précise de I'influence qu’elles exer-
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cent sur le sort des joueurs; et si, dans des intentions
d’ailleurs trés-louables, on a cru devoir exagérer cette
influence, nous pensons qu’il vaut encore mieux s’en
tenir  la rigueur arithmétique.

Supposons, pour prendre un exemple simple, deux
joueurs A et B jouant & mises égales et a chances égales :
la mise de A étant la 50° partie de son capital. Admet-
tons aussi, en premier lieu, que les joueurs A et B sont
également riches cu_disposent précisément du méme ca-
pital. On ala probabilité 0,885¢, ou prés de g & pariei‘
contre un, que le joueur A ne sera pas ruiné au
1000° coup, et la “probabilité 0,4954, ou presque un a
parier contre un, quil sera ruiné au plus tard au
10 000° coup.

Si I'on suppose le capital de B double de celuide A, la
premiére probabilité n’est pas sensiblement altérée dans
sa valeur; la seconde devient 0,604 ; en sorte qu’il y a
environ 3 a parier contre 2 que le joueur A sera ruiné
par le joueur B, au plus tard au 10o000° coup. L’in-
fluence de la supériorité de la fortune du joueur B de-
vient sensible, mais beaucoup moins qu'on ne le croit
communément. o

Enfin, si Pon suppose le capital de B infini ou iné-
puisable, la probabilité de ruine, au plus tard au 1000°
coup, reste encore sensiblement la méme pour le
joueur A; tandis que la probabilité de sa ruine, au
plus tard au 10 000° coup, devient 0,617, valeur un
peu plus forte que celle qu’on a trouvée tout a I'heure,
mais qui pourtant ne la surpasse pas notablement.

Si le capital de A devenait double, triple, qua-
druple, il faudrait embrasser un nombre de coups
quatre fois, neuf fois, seize fois plus grand, pour tom-
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ber sur les mémes probabilités de ruine anticipée (*).

58. En résumé, le calcul confirme cette indication
du bon sens, que, quand deux joueurs inégalement
riches entreprennent de jouer gros jeu, toutes choses
égales d'ailleurs, le plus riche a un avantage sur I'au-
tre, parce qu’il peut soutenir plus longtemps la fortune
adverse ; mais le calcul fait voir en méme temps que cet
avantage est beaucoup plus faible qu'on ne serait d’a-
bord porté & le croire, et comme insensible, tant que la
mise du joueur a chaque coup n’est pas une fraction
considérable de son capital, ou tant quon n’embrasse
pas une série formée d’'un trés-grand nombre d’épreuves
aléatoires.

La supériorité habituelle du joueur le plus riche, si
elle résultait d’observations bien constatées, pourrait
s'expliquer d’une autre maniére. Le joueur plus riche,
moins sensible & la perte, conserve un plus libre exer-

(*) Supposons que le joueur A, jouant A jeu égal contre un
adversaire B dont la fortune est réputée infinie, expose chaque fois

la fraction E de son capital. Désignons par II la probabilité que

le joueur A sera ruiné au plus tard au #° coup, et posons

=
Vian®

ofi aura 2 trés-peu prés

2 [t 1 e o
I—O=—— ] e Bdtfeee——|1——— |
u V:f V= an 3n )?
o

et dans la plupart des cas le second terme de la valeur de 1 —1II
pourra étre négligé vis-a-vis du premier [33, note]. La valeur
du premier terme est donnée par la table placée 2 la fin du pré-
sent ouvrage.
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cice de sa raison : tandis qu'un autre, désespéré par les
revers, fait ordinairement suivre A ses mises une pro-
gression croissante, suffisante pour entrainer sa ruine
dans un nombre de coups beaucoup moindre. 1l faut
bien remarquer en effet que les calculs précédents sont
subordonnés 4 I'hypothése d'une mise égale & chaque
coup.

Le désavantage qu'on se donne en liant une suite
nombreuse de parties avec un adversaire plus riche que
soi, on se le donne 4 plus forte raison en s’engageant &
tenir téte au premier venu pendant le méme nombre
de parties: car cela revient 4 se donner un adversaire
dont la fortune est infinie, et par qui 'on peut étre ruiné
sans qu’il coure la chance de I'étre.

Le fermier d’'un jeu public dispose de capitaux énor-
mes en comparaison de ceux que les pontes possédent.
1l en résulte que chaque ponte isolément a du désavan-
tage; mais il ne suit pas de 1 que cette inégalité de
position suffise pour assurer les bénéfices du banquier.
Si toutes les autres conditions du jeu étaient égales, le
banquier pourrait également perdre ou gagner. On au-
rait tort de voir en cela une contradiction avec ce qui a
été dit du désavantage des pontes : car, de ce qu’il est
plus probable que chaque ponte, pris isolément, se frui-
neta, il ne sensuit pas qu’il soit plus probable que la
masse des pontes se ruinera, ou qu’'elle ne fera pas de
bénéfices.

59. Les profits d'un entrepreneur de jeux publics
reposent sur unebase bien plussolide, sur I'inégalité des
conditions du jeu entre les pontes et lui. Nous avons vu
[55] que dans un jeu inégal, la perte moyenne du joueur
désavantagé croit proportionnellement au nombre des
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coups, tandis que I'intervalle des limites entre lesquelles
la perte oscille, croit proportionnellement a la racine
carrée du méme nombre : de sorte qu’il doit arriver une
époque ol la perte moyenne, imposée par la constitu-
tion du jeu au joueur désavantagé, devient hors de
proportion avec les variations de cette perte, dues aux
anomalies du hasard; ol1, par exemple, la perte moyenne
se’ comptant par millions, les variations fortuites se
comptent par mille; car mille est la racine carrée d’'un
million. ‘

Dans les jeux publics ot les coups se succédent rapi-
dement, et o un grand nombre de pontes parient en
méme temps sur des chances diverses, en variant ca-
pricieusement ou systématiquement leurs mises d’un
coup a lautre, il serait impossible, 4 moins d’emprunter
des données a I'expérience, de calculer le nombre de
coups apres lequel il y a telle probabilité que les varia-
tions fortuites du gain du banquier resteront comprises
entre telles limites. Mais cette précision est peu néces-
saire : il suffit que la théorie et I'expérience s’accordent
pour rendre certains les bénéfices moyens du banquier,
résultant de la constitution du jeu.

La méme remarque s’applique & plus forte raison aux
loteries publiques. Si I'on entendait par coups les tirages
de la loterie, comme ces tirages sont peu nombreux
dans un an, il semblerait qu’un trés-grand nombre d’an-
nées devraient s'écouler avant que la loterie piit comp-
ter sur des bénéfices certains. D’un autre c6té, si toutes
les mises étaient égales, si elles portaient sur la méme
espéce de chance, et si chaque ponte choisissait des
numéros au hasard, chaque tirage pourrait étre consi-
déré comme donnant lieu & une série formée d’autant
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de coups qu’il y a de mises, et I'on rentrerait dans le
cas trés-simple du n° 55. Mais toutes ces diverses sup-
positions sont entachées d’inexactitude : il régne,
parmi les habitués des loteries, certains préjugés qui,
en agissant de la méme maniére sur un grand nombre
d’entre eux, s'opposent & ce que les mises soient répar-
ties dans des proportions sensiblement égales sur chaque
numéro ou combinaison de numéros, comme cela arri-
verait si le choix de la combinaison ne dépendait que de
causes irréguliéres et fortuites. L'expérience seule peut
donner la mesure de I'effet de ces préjugés, et par suite
elle seule peut indiquer les nombres de tirages et de
mises suffisants pour assurer les bénéfices de la loterie.
On voit, par le tableau officiel des produits de la loze-
rie de France, depuis I'an v1 jusqu’a 1835 inclusive-
ment, que ces produits variaient, tant par suite de l'ac-
croissement et du décroissement des mises, qu'en raison
de leur inégale distribution sur les chances diverses,
beaucoup plus qu’ils n’auraient dii le faire en vertu
de causes purement fortuites, mais sans que ces fluc-
tuations pussent jamais aller jusqu’a menacer le Trésor
d’un déficit. L’expérience avait aussi rassuré adminis-
tration de la loterie sur I'influence que pouvaient exer-
cer, a chaque tirage en particulier, les préjugés dont
nous parlons; et elle n'usait plus du droit qu'elle s’é-
tait réserve, de fermer les numéros trop chargés.

60. Plus étaient faibles les probabilités de gain cor-
respondant aux diverses chances de 'ancienne loterie
(Textrait, Yambe, etc.), plus I'administration s’était
réservé d’avantages en élevant de plus en plus le prix du
billet au-dessus de I'espérance mathématique : non-seu-
lement cette combinaison avait pour but d’asseoir un

-
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impét plus lourd sur la plus grande cupidité; mais
Fadministration comprenait qu’elle avait besoin de plus
grandes siiretés pour des coups moins fréquemment ré-
pétés, et tels, qu'un succes, trés-peu probable il est vrai,
pouvait entamer notablement sa réserve. Le quine, quand
on le jouait, ne rendait qu'un million de fois la mise, quoi-
que la probabilité de la sortie d'un quine filt exprimée par

la fraction

m; et ainsi 'avantage de I'adminis-

tration sur cette chance surpassait les 1—; de la mise. Au
surplus, Padministration avait fini par supprimer cette
chance, soit pour s’épargner toute inquiétude, soit parce
que le quine se jouait trop rarement pour que le produit
.de la spéculation sur cette chance valiit la peine d’en
compliquer la comptabilité; et 'on concoit bien qu’il
doit y avoir une limite a la petitesse des chances ou des
probabilités négociables. L’extraction fortuite d’'uneboule
blanche, quand l'urne ne renferme qu’une seule boule
blanche sur cent millions eu sur un milliard de boules,
est un événement si peu probable, qu'on ne trouverait
pas une personne disposée a spéculer sur cette chance;
et en trouvat-on une accidentellement, ce serait une excep-
tion trop rare pour que cette chance acquit une valeur
eourante dans le négoce, ou pour qu’elle figurit sar le
tarif d’'une compagnie qui aurait le monopole des chances.
61. Ces considérations vont nous donner la solution
la plus naturelle d’'une question piquante, connue sous
le nom de Probléme de Pétersbourg, et qui rappelle,
par sd forme captieuse , les sophismes célébres de I'anti-
quité grecque.
L'énoncé de la question peut étre celui-ci. Pierre et
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Paul jouent 3 passe-diz [25], avec la condition que
Pierre payera & Paul un franc s'il passe dix au pre-
mier coup, deux francs s’il ne passe dix qu'au second

une somme plus grande que toute quantité assignable,
ou une somme infinie, quand on convient que le jeu se
prolongera jusqu’a ce que Pierre ait passé dix, si loin
qu’il faille aller pour cela. Et cependant, ajoute-t-on,
quel est Phomme sensé qui voudrait risquer 2 ce jeu,
non pas une somme infinie, dont personne ne dispose
mais une sdmme tant soit peu forte relativement a sa

fortune?
Pour lever ce paradoxe, la plupart des géombtfes ont
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fait intervenir leurs hypothéses sur V'espérance mo-
rale[51], d’aprés lesquelles la valeur utile d’'une somme
d’argent croit moins rapidement que sa valeur nominale,
ou méme cesse de croitre, suivant quelques-uns, au
dela d’une certaine limite. Mais ces explications nous
paraissent trop arbitraires, pour que nous nous y ar-
rétions. : :

M. Poisson a fait la remarque bien simple que Pierre
ne peut pas payer plus qu’il n’a, et que s’il possédait
cinquante millions, somme exorbitante pour un parti-
culier, il ne pourrait loyalement s’engager a prolonger
le jeu au deld du 26° ‘coup, puisqu’au 27° coup sa dette
-envers Paul, en cas de perte, serait le nombre de francs
exprimé par 2**=—=67 108 864, somme supérieure a sa
fortune. Réciproquement, Paul, connaissant la fortune
de Pierre, ne s’engagera pas i jouer plus de 26 coups,
" et ne risquera que 13 francs. En supposant qu’il ne
limite pas le nombre de coups, comme il ne peut pas
recevoir de Pierre, quoi qu'il arrive, plus de cinquante
millions, on trouve que la valeur mathématique de son
espérance ne surpasse pas 13f 50"

Mais cette remarque n’atteint pas encore le fond de
la difficulté; car la valeur d’une chose, en soi, ne doit
pas étre confondue avec la valeur relative qui nait du
degré de solvabilité du débiteur de la chose. Suppo-
sons qu'une loterie publique s'organise avec les condi-
tions physiques de jeu, dont il vient d’étre question ;
que Pierre soit un instrument aveugle qui jette les des;
et que 'administration de la loterie émette des billets,
les uns sous le n® 1 qui rapporteront un franc au por-
teur si lon passe dix au premier coup, les autres sous le
n° 2, qui rapporteront deux francs si l'on ne passe dix
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qu'au second coup, et ainsi de suite. A cause du mo-
nopole dont jouit la loterie, elle pourra porter le prix
de ses billets n* 1 2 plus ’'un demi-franc, et les placera
aisément. Il y aura un tarif pour les billets n>* 2, n>* 3,
qui se placeront encore, et ainsi des autres. Mais elle ar-
rivera enfin a4 un numéro qui ne trouvera plus d’ache-
teurs, ou qui en trouvera si rarement que I'administra-
tion supprimera la chance; et cela quand méme I'ad-
ministration ne ferait pas aux pontes un jeu inégal;
quand méme sa solvabilité, garantie par I'Etat, ne pour-
rait pas étre mise en doute. Le sort du joueur Paul,
dans le premier énoncé du probléme, équivaut au sort
du ponte qui achéterait un billet dans chacune des sé-
ries de numéros, que la loterie a pu faire entrer en
circulation.

62. On rencontre souvent, dans les jeux de société
comme dans les jeux publics, des joueurs systématiques,
a savoir des personnes qui se sont fait un systéme de
jeu, d’aprés lequel elles se croient siires d’'un bénéfice,
ou tout au moins sires de ne pas perdre. Pour cela
elles suivent certaines progressions dans leurs mises, ou
se prescrivent des régles pour entrer au jeu et pour en
sortir. Notre cadre ne comporte pas une discussion dé-
taillée de ces systémes qui peuvent varier a Pinfini : il
suffit d’énoncer comme une vérité mathématique, qui res-
sort immédiatement des définitions, et qu'il serait facile
de constater pour un systéme quelconque, que dans
tout jeu égal, le joueur, quelque systéme qu’il suive,
ne peut acquérir une probabilité de cent contre un de
gagner un franc, sans courir un risque mesuré par la
ptobabilité de un contre cent de perdre cent francs; les
deux produits qu'on obtient en multipliant le gain pos-
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sible par la probabilité du gain, et la perte possible par
la probabilité de la perte, devant toujours rester rigou-
reusement égaux. Si le jeu est inégal, aucune méthode
de jeu n’a le pouvoir de détruire I'inégalité des condi-
tions entre les parties adverses. Dans tous les cas, il y
a un produit de deux facteurs dont la valeur résulte
invariablement des conditions du jeu, et que le joueur
ne saurait changer par la méthode qu’il se trace. Mais
il est bien le maitre d’accroitre par sa méthode 'un des
facteurs aux dépens de Pautre, 1l peut i son choix di-
minuer ou augmenter le gain ou la perte éventuelle, en
augmentant ou diminuant proportionnellement la proba-
bilité, soitdu gain, soit de la perte. C’est ainsi quela méme
quantité de force vive, consommée par I'intermédiaire
de machines différentes, peut servir a faire décrire un
espace double & une masse moindre de moitié, ou un
espace moindre de moitié & une masse double: le pro-
duit de la masse par lespace décrit restant toujours
constant et proportionnel A la force vive dépensée, sauf
les pertes qui résulteraient des imperfections du jen de
la machine. Chercher un mécanisme qui crée de la force
vive au lieu d’en absorber, c’est tomber dans la chimeére
des chercheurs de mouvement perpétuel : utilité de la
machine consiste a faire varier, selon les cas, l'espace
décrit aux dépens de la masse, la masse aux dépens de
Pespace décrit. Les frais de jeu représentént I'absorp-
tion improductive de force vive par la machine; et un
systeme quelconque de jeu peut étre considéré comme
une machine a l'aide de laquelle le joueur fait varier
deux éléments selon ses vues et ses convenances, mais
toujours de maniére que leur produit ne varie pas. *
63. 1l faut bien signaler ici une illusion dans laquelle
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des esprits, sensés dailleurs, semblent enclins 3 tember.
Chacun a le sentiment confus de cette vérité, que les ano-
malies du hasard doivent trés-probablement se compenser
3 trés-peu prés, quand on embrasse une longue succession
d’événements. De la on s'imagine que lorsqu’un événe-
ment qui n’a pas plus de chances pour lui s’est reproduit
plus souvent pendant une période, c'est une raison pour
qu’il se reproduise moins souvent dans la période sui-
vante : comme si I'indépendance des événements suc-
cessifs, condition sans laquelle il serait.contre la défini-
tion de dire qu'ils se succédent fortuitement, n’excluait
pas toute influence des hasards passés sur les hasards
futurs. Mais I'imagination a quelque peine a ne voir
dans les lois du hasard que 'effet des lois mathémati-
ques qui régissent les combinaisons; elle est toujours
tentée de donner au hasard une vertu substantielle et
productrice, ayant sou énergie et en quelque sorte sa
finalité propre. Il suffit d'indiquer de telles illusions
pour en garantir les hommes réfléchis.

Si, dans une longue série d’épreuves aléatoires, le
rapport du nombre des événements A, a celui des évé-
nements contraires B, s'écarte sensiblement du rapport
entre les prohabilités de A et de B, cet écart accusera
un défaut dans la construction des instruments aléa-
toires, ou plus généralement I'existence d’une cause par
Pinfluence de laquelle des combinaisons réputées égale-
ment possibles, dans le calcul des probabilités de A et
B, ne le sont pas en réalité. Si, par exemple, le sonnez
avait été amené mille fois en dix mille coups de dés [6],
on serait certain d’une irrégularité de structure dans
les dés; ou bien il faudrait admettre que celui qui les
met dans le cornet et qui les projette, s’y prend, par
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routine ou par adresse, de maniére a augmenter la
probabilité de I'apparition d'un sonnez. La valeur de
cette probabilité, au lieu de pouvoir se conclure & priori
de la théorie des combinaisons, devrait alors étre déter-
minée par l'expérience, ainsi que nous P'expliquerons
plus tard. ,

Si, 4 un jen mi-parti d’adresse et de hasard, ou les
chances du hasard sont égales de part et d’autre, et
dans une longue série de parties entre les mémes joueurs,
'un des joueurs a gagné beaucoup plus que la moitié
du nombre des parties, c’est I'indice certain d’une su-
périorité d’adresse qui lui donne I'avantage sur son ad-
versaire. Réciproquement, la supériorité d’adresse du
joueur le plus habile devra prévaloir a la longue sur
les irrégularités du hasard.

Ce que nous attribuons & la supériorité de P'adresse
et du sang-froid, d’autres 'imputeront, s’ils le veulent,
a une fatalité mystérieuse qui poursuit certaines per-
sonnes et semble se plaire a en favoriser d’autres. Cette
croyance est une de celles qui ont leurs racines dans le
ceeur humain ; qui tiennent au sentiment confus d’un or-
dre surnaturel que la raison n’atteint pas; et qui par
conséquent ne comportent pas de discussion rationnelle,
Elle contribue pour le moins autant que la cupidité et
I'ambition a entretenir le golit des entreprises aventu-
reuses et des spéculations aléatoires. L'histoire de cette
‘croyance, de son origine et de ses effets, est du ressort
du moraliste et du psychologue : on la trouverait dé-
placée dans Pexposition d’un sujet mathématique.
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CHAPITRE VI.

1

valeur en particulier est infiniment petite : il y aurait
impossibilité physique a ce que celui qui parierait pour
telle valeur précise, n’importe laquelle, ne perdit pas
son pari; mais pourtant ces probabilités infiniment pe-
tites ne sont point égales en général; elles conservent
entre elles de certains rapports, finis et assignables, et
qui ne se réduisent a I'unité que dans des eas particu-
liers. C’est ce qu'on a vu a propos de la question trai-
tée dans le n°® 16, et dont il est facile de modifier I'é-
noncé, de maniére & lui donner toute la généralité
désirable.

Supposons donc que l'on ait une aire plane ABbia

8
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(fig. 6), limitée par la droite AB, par les deux perpen-
diculaires Aa, Bb, et par la courbe aib, tracée d’une
maniére quelconque : on projette au hasard une sphére
sur le plan, dans lintérieur de l'aire ainsi déterminée;
de sorte que la distance du point de contact de la sphére
et du plan & une ligne droite OY, menée parallélement
aux droites Aa, Bb, peut prendre toutes les valeurs com-
prises entre OA —a, OB — 4; et I'on demande la pro-
babilité que cette distance prendra une valeur intermé-
diaire quelconque Ol — x. En d’autres termes, on de-
mande la probabilité que le point de contact tombera
sur la droite I, menée par le point I perpendiculaire-
ment a4 AB. Cette probabilité est infiniment petite, puis-
que le point peut aussi bien tomber sur une infinité
d’'autres perpendiculaires 2 AB, comprises entre Aa et
Bb ; cependant, si I'on compare la probabilité de chute
sur la perpendiculaire I/ 4 la probabilité de chute sur
une autre perpendiculaire H#, il ressort de 1’énoncé
méme de la question, que le rapport entre ces deux
probabilités est celui de la longueur I: a la longueur HA,
et quainsi ces deux probabilités infiniment petites ne
sont point égales. Admettons en effet que I: représente
une longueur de 5 décimétres et H% une longueur de
7 décimétres : on partagera la droite I7 en 5 parties et
la droite HA en 7 parties, d’'un décimétre chacune, et
il n’y aura pas de raison pour que le point de contact
de la sphére et du plan tombe sur 'une de ces ra li-
gnes, d’'un décimétre de longueur, plutét que sur 'au-
tre; d'ailleurs il est évident que la probabilité de chute,
sur la longueur totale, est la somme des probabilités
de chute sur chacune des longueurs partielles.

+ Le méme fait peut étre présenté sous un autre as-
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pect. Supposons qu'on prenne sur la droite AB, de
part et d’autre du point I, deux points voisins I, I , et
qu'on méne par ces points les perpendiculaires I'7, 1 :
la probabilité que le point de contact de la sphére et
du plan tombera dans l'intérieur du trapéze curviligne
I117¢, ou la probabilité que la distance du point de
contact i la ligne OY tombera entre les valeurs OI ,
OI’, l'une un peu plus petite que OI, l'autre un peu
plus grande, est évidemment exprimée par le rapport
de I'aire de ce trapéze a laire totale ABbAia. De méme,
la probabilité que la distance tombera entre les valeurs
OH,, OH/, 'une un peu plus petite que OH, I'autre un
peu plus grande, est exprimée par le rapport de l'aire
du trapéze HH'A'A, a Daire totale. Ces deux fractions
décroitront toutes deux au-dessous de toute limite, si
les longueurs II , II' décroissent indéfiniment, et qu'en
méme temps les longueurs HH , HH', supposées égales
aux précédentes, décroissent aussi indéfiniment. Mais,
tandis que les deux fractions décroissent au-dessous de
toute limite, leur rapport tend manifestement vers une
limite fixe qui est le rapport de la perpendiculaire I &
“la perpendiculaire HA.

65. En général, quelles que soient les conditions du
hasard qui assigne 4 une certaine grandeur x 'une des
valeurs, en nombre infini, comprises entre deux limites
a, b, on peut assimiler ce hasard a celui dont il vient
d’étre question, en tirant deux lignes droites perpendi-
culaires OX, OY; en prenant sur la premiére droite
deux longueurs OA=a, OB=24, ct en tragant con-
venablement la courbe aihd. Cette courbe se trouve
alors représenter la loi de probabilité des diverses va-
leurs de la variable x, comprises entre a et . Le rap-

8.



116 CHAPITRE VI.

port de la longueur d’une perpendiculaire I/ a une
autre perpendiculaire quelconque HZ, est le rapport de
la probabilité infiniment petite que x prendra précisé-
ment la valeur OI, & la probabilité infiniment petite
que z prendra précisément la valeur OH. Dans le lan-
gage mathématique, les droites OI, OH se nomment les -
abscisses et les droites I7, H2 se nomment les ordon-
nées des points i, k; les droites OX, OY s’appellent
les azxes des coordonnées. Tandis que l'abscisse, dans
ce systéme de construction imaginé par Descartes, re-
présente une quantité variable a ses divers états de gran-
deur, l'ordonnée représente la valeur correspondante
d’une autre quantité qui dépend de la premiére, ou qui
est, comme disent les géométres, fonction de la pre- -
miére. Pour abréger, nous appellerons courbe de proba-
bilité la courbe qui est propre a représenter la loi de
probabilité des diverses valeurs d’'une grandeur variable,
a laide des conventions que I'on vient d’expliquer, et
qui rentrent d'ailleurs dans celles dont nous avons déja
fait usage [31].

66. La courbe de probabilité s’étendrait 4 Iinfini,
dans le sens OX (fig. 7), si, par exemple, toutes les
valeurs de la grandeur x, depuis zéro jusqua l'infini,
étaient rigoureusement possibles. Mais alors, pour que
la question de probabilité edit un sens, il faudrait que
laire totale comprise entre la droite Oo, 'axe OX et la
courbe o0b, prolongée jusqu’a l'infini, conservit une va-
_ leur finie, afin que le rappert d’une portion finie de
cette aire 2 l'aire totale conservit de méme une valeur
finie. En d’autres termes, il faudrait que la valeur de
I'aire OBbo, au lieu de croitre au dela de toute limite
quand l'ordonnée Bb avance de plus en plus dans le
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sens OX, tendit vers une limite finie et assignable. Ccci
suppose que l'ordonnée Bb décroit au-dessous de toute
limite ; mais cette derniére condition ne suffirait pas pour
assurer 'existence de la premiére, au moins dans I'ordre
des conceptions abstraites et purement mathématiques.
Dans la réalité physique, il arrive toujours que, pour de
certaines valeurs de OB, I'ordonnée Bb devient si petite
quon peut négliger sans erreur appréciable Ia portion de
laire totale située au dela de 'ordonnée Bb. Les valeurs
plus grandes que OB, quoique rigoureusement possibles,
deviennent si rares qu'on peut se dispenser d’en tenir
compte; et quoiqu'on ne puisse assigner de limites pré-
cises aux valeurs de OB, il y a des valeurs si grandes
qu’elles ne se sont jamais présentées, et qu’on doit regar-
der comme physiquement impossible qu’elles se présen-
tent jamais. Ainsi, la probabilité de vivre un ige donné,
fiit-ce 110, 120, 130 ans, n’est pas rigoureusement nulle,
car il y a des exemples d’hommes qui ont dépassé cet
age. Probablement méme il n’existe pas de conditions ma-
thématiques, ou d’une rigueur équipollente a la rigueur
mathématique, qui déterminent une limite d’age abso-
lument infranchissable. Mais néanmoins, dans toutes les
questions qui sont du ressort du calcul des probabilités,
il est trés-permis de traiter comme nulle la probabi-
lité de vivre 110 ans ou plus; et 'on peut bien regarder
comme certain qu'on n’aura jamais d’exemple d’une lon-
gevité de deux siecles.

La courbe de probabilité peut s'étendre a linfini
dans les deux sens, comme l'indique la fig. 8, lorsque
la grandeur est susceptible de prendre fortuitement des
valeurs négatives OA, aussi bien que des valeurs posi-
tives OB. Nous supposons que le lecteur sait ce quon
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entend en mathématiques par valeurs positives et néga-
tives; et dans le cas contraire il suffira de lui indiquer
la comparaison vulgaire des bénéfices et des pertes. Si
OB représente la valeur fortuite du hénéfice d’un joueur,
OA représentera la valeur fortuite d’une perte; et 'on sent
bien que I'on peut passer sans discontinuité, des chances
"qui donnent au joueur un trés-petit bénéfice, i celles qui
lui occasionnent une trés-petite perte. Cette continuité
est représentée par la continuité du tracé de la courbe,
de part et d’autre de I'axe OY. Dans le cas qui nous oc-
cupe, il faut que Iaire comprise entre la courbe et ’axe
X'X, prolongé a l'infini dans les deux sens, demeure
une quantité finie.

67. Tmaginons qu'aprés avoir tracé la courbe de pro-
babilité ab ( fig. g), on partage l'intervalle AB des va-
leurs extrémes en Z parties égales AA,, A A,, etc., et
qu'on méne les ordonnées équidistantes A,a,, A,a,, etc.
Appelons Q l'aire totale ABba, et o,, o, etc., les aires
partielles AA,a.a, AA.a.a,, etc. : le quotient

o, X OA,+ o, X OA, -+ etc.
Q

se rapproche de plus en plus, quand on prend le nombre
i de plus en plus grand, d’une certaine valeur fixe M,
représentée par une ligne OG, comprise entre OA et OB.
La valeur M, définie de la sorte, est la moyenne de
toutes les valeurs que peut prendre fortuitement la gran-
deur z, entre les limites OA, OB: chaque valeur particu-
ligre étant censée contribuer, en raison de sa probabilité
propre, a la formation de la moyenne M. Cette moyenne
M doit coincider sensiblement avec la moyenne arith-
métique des valeurs particuliéres fournies par un treés-
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grand nombre d’épreuves fortuites. Partageons en effet
la série totale des valeurs particuliéres, au nombre de N,
en I séries partielles : la premiére formée des valeurs,
en nombre 7n,, qui tombent entre OA et OA,; la se-
conde formée des valeurs, en nombre #,, qui tombent

N 2’ N 27

Donc, la valeur fixe dont se rapproche de plus en plus
la moyenne p., quand les nombres i, n,, n,, etc., eth
plus forte raison le nombre N, croissent de plus en plus, .
n’est autre que la grandeur M définie ci-dessus, et re-
présentée par la ligne OG.

D’aprés les notions élémentaires de la statique, si
Paire ABba était 'une des faces d’une plaque pesante,
d’épaisseur et de densité uniformes, le centre de gravité
de la plaque se trouverait sur 'ordonnée Gg. Si la ligne
AB représentait une barre pesante, d’épaisseur uni-
forme, mais dont la densité, pour chaque tranche, va-
rierait comme F'ordonnée de la courbe ab, le point G
serait le centre de gravité de la barre.

68. Soit OI une abscisse tellement choisie que l'or-
donnée correspondante 17 partage I'aire totale Q en deux
parties égales : la valeur OI est ce que nous appellerons
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la valeur médiane de la grandeur . Deux joueurs dont
I'un parierait que z sera inférieure & OI, l'autre qu’elle
surpassera OI, parieraient a4 chances égales. Sur un
trés-grand nombre de valeurs de z, déterminées fortui-
tement, le quotient du nombre des valeurs plus grandes
(ou plus petites) que OI, par le nombre total des

, Cppr . . I
épreuves, ne différerait que trés-peu de la fraction 3

Les auteurs ont été jusqu’ici dans I'usage de donner
a cette valeur médiane le nom de valeur probable,
mais fort improprement, ainsi quon l'a déja remar-
qué [34]. En général, cette valeur n’est pas celle a la-
quelle corresporid 'ordonnée maximum de la courbe ab,
et ainsi elle ne peut pas étre considérée comme plus
probable que les autres. Rien n’empéche qu’elle corres-
ponde i Pordonnée minimum de la courbe, ou méme
a une ordonnée nulle, auquel cas la valeur médiane
cesserait d’étre I'une des valeurs, en nombre infini, que
peut amener la détermination fortuite de la grandeur z.

Quand 'ordonnée de la courbe va constamment en
croissant de A en B, la valeur médiane surpasse la va-
leur moyenne; le contraire a lieu quand I'ordonnée va
constamment en décroissant de A en B.

Si la courbe est symétrique par rapport & une certaine
ordonnée Gg ( fig. 10), les valeurs moyenne et médiane
se confondent avec I'abscisse OG, qui est la demi-somme
des abscisses extrémes, et & laquelle correspond aussi,
communément, la plus grande ou la plus petite valeur
de 'ordonnée.

69. On n’a pas de peine a comprendre que, selon la
distance des limites entre lesquelles oscille la grandeur
fortuite, et selon la forme de la courbe qui représente
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la loi de probabilité des diverses valeurs, la valeur
moyenne ., déterminée par un grand nombre d’é-
preuves, doit tendre avec plus ou moins de rapidité
vers la moyenne absolue M, définie au n® 67 ; de ma-
ni¢re qu’il faudra, selon les cas, un nombre d’épreuves
plus ou moins grand, pour obtenir une probabilité
donnée que les anomalies du hasard ne produiront
qu'un écart compris entre des limites assignées. Nous
appellerons module de convergence, ou simplement
module, le nombre qui mesure, dans chaque cas par-
ticulier, la rapidité avec laquelle les moyennes données
par les épreuves convergent vers la moyenne absolue.
La valeur de ce module s’obtient & priori, par les ré-
gles du calcul intégral, quand on a assigné la forme de
la fonction ou de la courbe qui représente la loi de
probabilite. ’

Désignons par g le module, par m le nombre des
épreuves, par P la probabilité que la moyenne p. tirée
de ces n épreuves ne s’écartera pas de la moyenne abso-
lue M, en plus ou en moins, d’'une quantité plus grande
que /: pour de grandes valeurs du nombre m, la valeur
de P dépendra uniquement de celle du nombre

t=IgV'm ; o
de sorte que, si ce nombre ¢ reste le méme (les nom-
bres /, m et g dont il dépend venant a varier), la pro-
babilité P ne variera pas non plus. P est d’ailleurs la
méme fonction de z dont il a été question au n® 33, et
dont nous donnons une table. Pour des valeurs déter-
minées de g et de m, la valeur de / qui correspond a

. I
t=°,476 937, etaP—= > sera ce que nous nommons

la valeur médiane de Iécart; une valeur sensiblement
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. ) X
sextuple, correspondant a t=—12,87, eta P—= i—%;

pourra &tre considérée comme une limite extréme de
Pécart. :

Le module de convergence restant le méme, la limite
d’écart, pour les mémes valeurs de P, variera en raison
inverse de la racine carrée du nombre des épreuves. Ce
dernier nombre restant le méme, la limite d’écart va-
riera en raison inverse du module (*).

(*) Soient a, b les limites inférieure et supérieure des valeurs
possibles de z, fx la fonction qui exprime la loi de possibilité
des diverses valeurs possibles: on a, en désignant par g le mo-
dule de convergence,

. :
&= —
D 3
\/2[ / a:ff.z:dz—( / xfzdx)z]
a . a
La fonction frr est nécessairement assujettie A la condition
ﬁ Jedr=1.
Les trois intégrales

) /(; I.’fzdx, . L b;zfxdx, ) [: xfzdz (0]

expriment respectivement : 1° I'aire de la courbe dont 'ordonnée
représente la loi de probabilité, 2° la valeur moyenne M de la
variable x, 3° la valeur moyenne du carré de cette variable;

de sorte que le carré de é est égal an double de 'excés de la

valeur moyenne du carré sur le carré de la valeur moyenne. -
On a encore

5% = / " /f (& — &)fuf'dudet

ce qui signific que le carré é—; est égal A la moyenne de toutes

les valeurs, en nombre infini, que peut prendre le carré de la dif-



DES LOIS DE PROBABILITE. ' 123

70. 1* exemple. Des points sont répartis au hasard
sur une ligne droite d'un métre de longueur, comme

. I
§= :
V 3lpu(@: — M)* - p, (2, — M) . - pal@a—M)*]

ou bien enfin

1
§= .
V[ p,p. (2, —2,)* 4P, p3 (5. —23) 4+ o - 4P ops(£,—x 3 )3}-elc.]
11 est facile de voir que cette valeur de g atteindra son minimum,
si I'on pose

T=a, zZ,=b,

b X
=7, Pa=0, Ps =0,...pp—1 =0, Pu——';:

auquel cason a

Vs

g§=

ou plus simplement g ==1/3, en prenant pour unité I'intervalle
des limites entre lesquclies la grandeur x est susceptible d’osciller
fortuitement. Le coefficient de /)7, dans I'équation (/) du n®33,
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dans I'hypothése du n°® 14, ot 'on suppose que ce sont
les points de contact d’'une bande de billard et d’une

. ! .. — .. 1
a aussi pour valeur minimum \/3, correspondant 3" p—=—. En
2
conséquence, si I’'on détermine fortuitement un grand nombre m
de valeurs particuliéres ; qu’on en prenne la moyenne p; qu’on
décompose cette série en deux séries partielles, 'une formée
des n valeurs inférieures i la valeur médiane, 'autre formée des

m — n valeurs qui surpassent la valeur médiane, les deux écarts

1  M—p
2 m’ t—a

)

oscilleront fortuitement, avec la méme probabilité P, entre des
limites inégalement resserrées. L'intervalle des limites du premier
écart surpassera toujours I'intervalle des limites du second.

11 est d’ailleurs évident que la valeur de g ne comporte pas de
mazximum.

Quand 'une des limites @, &, ou toutes deux deviennent in-
finies, la seconde intégrale (i) peut devenir infinie, quoique la
premiére continue de se réduire i I'unité; et alors il 0’y a plus, a
proprement parler, de moyenne absolue M, vers laquelle puisse
converger la moyenne ., pour des valeurs de m, de plusen plus
grandes. Si les deux premiéres intégrales (i) conservaient une va-
leur finie, la troisiéme pourrait encore prendre une valeur infinie;
et alors il n’y aurait plus, & proprement parler, de module de
convergence. Nous n’insisterons pas davantage ici sur les divers

* cas singuliers qui peuvent se présenter dans I’application des for-
mules,

On a généralement

P =721_:' ote—:’dg,
pour la probabilité que I’écart M — . tombera entre les limites
=+, déterminées par I'équation (L). Cette formule est démontrée
dans les traités mathématiques, et réputée exacte aux quantités

preés de I'ordre -3 Mais en réalité elle donne une approximation
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bille lancée au hasard , sans qu’il y ait de raison pour
que la bille vienne frapper la bande plutét en un point
qu’en un autre. La distance du point de contact & 'une
des extrémités de la droite est une grandeur qui peut
prendre fortuitement toutes les valeurs comprises entre

M4l M—I_

b —a" ' b—a—

B,

et en ayant soin d’arréter chaque série, lorsque les nombres entre
parenthéses cessent d’étre positifs. Faisons b—a =1, M =o,5,
l=o0,1, et prenons seulement m =10 : cette expression de-

viendra
2 585 698

3628 8o — 7* 255.

. . 3
Pour les mémes valeurs numériques on a = \/-5- = 0,7746,

et notre table donne pour la valeur correspondante de P:0,7266...
La différence tombe au-dessous de 15 milliémes; tandis qu’on
aurait lieu de craindre, en se tenant dans les termes rigoureux
de la démonstration usitée, qu'elle ne s’élevit a un ou & plusieurs
dixiémes, ce qui rendrait la formule d’approximation illusoire.
On peut tenir pour certain que l'erreur serait tout a fait négli-
geable sil’on prenait m = 100.
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qui se confond dans ce cas avec la valeur médiane, est

1
- métre; on trouve pour le module de convergence
2

L6 =12,4495. Ea conséquence, pour une série de
1000 épreuves, la valeur médiane de I'écart devient
o™, 006 159, ou un peu plus de 6 millimétres. 1l y a
20 000 & parier contre un, que I'écart ne s'élévera pas a
36 millimétres. On réduirait ces limites d’écart a moitié
en embrassant une série de 4 ooo épreuves.

2° exemple. Des points sont disséminés au hasard
sur la surface d’un cercle d’'un métre de rayon, comme
dans I'hypothése indiquée au n° 16. La distance d’un
point au centre du cercle est une grandeur qui peut
encore prendre fortuitement toutcs les valeurs com-
prises entre o et 1™; mais ces valeurs sont inégalement
probables. La probabilité croit, d’'une valeur a l'autre,
proportionnellement a la distance du point au centre
du cercle. La courbe de probabilité se change en une
ligne droite, non plus paralléle & I'axe des abscisses,
mais passant par l'origine O, et faisant avec cet axe un
angle qui a le nombre 2 pour tangente trigonométrique.
La valeur moyenne est % de métre ou o™,6666. ...,

et la valeur médiane qui doit la surpasser [68] est

lﬂ

IV =0",707f.... On trouve pour la valeur du mo-
2

dule le nombre entier 3 : en conséquence les limites

d’écart qui se rapportaient au précédent exemple, se-

ront réduites, & peu prés dans le rapport de 300 a 245.
3° exemple. Des points sont disséminés au hasard

dans 'espace enfermé par une surface sphérique d’un

metre de rayon. La distance d’un point au centre de

™,
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la surface d’enceinte est toujours une grandeur qui
peut prendre fortuitement toutes les valeurs comprises
entre zéro et 1”. La probabilité de la valeur x est pro-
portionnelle a I'aire d’une surface sphérique, concen-
trique & la surface d’enceinte, et dont le rayon est x;
elle est donc proportionnelle au carré de x. La courbe
de probabilité devient une parabole, qui a le point O
pour sommet, l'axe OY pour grand axe, et dont le foyer

s 3 \
est a Vi de métre du sommet. On a pour valeur moyenne

3 3 - 1
i de métre ou o"75, et pour valeur médiane 5~

|
=o0",7937. La valeur du module est %[/3“6: 3,5683:

conséquemment les limites d’écart, relalives au premier
exemple , se trouvent réduites, environ dans le rapport
de 357 4 245, un peu moins que dans le rapport de
3aa.

71. 4° exemple. Concevons qu’on ait un globe sur
lequel, conme sur un globe terrestre ou céleste, on ait
tracé des poles, un équateur, des cercles de longitude et
de latitude; qu’on lance ce globe au hasard, et qu’apres
chaque jet on marque soigneusement son point de con-
tact avec le sol, lorsqu’il est parvenu au repos. Chacun
de ces points aura une longitude et une latitude : la
premitre pourra varier de o & 360°; et si la nature de
la question conduit a faire abstraction du signe de la
latitude,, comme nous le supposerons ici, la latitude
sera une grandeur susceptible de varier fortuitement en-
tre o et go°. Si 'on admet que le globe soit bien sphé-
rique et homogéne, de sorte qu’il n’y ait aucune raison
pour qu’il se fixe sur certaines régions de la surface de
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préférence a d’autres, chaque valeur de la longitude
sera également probable, et 'on aura pour la moyenne
180°. La valeur du module sera la méme que dans
le premier exemple, pourvu qu’on prenne la circon-
férence pour unité. Conséquemment, si lon embrasse
une série de 1000 épreuves, la valeur médiane de P'écart

deviendra .
360°.0,006 159 =2°13"2",064.

1l faudrait embrasser plus de 4 ooo épreuves pour la
réduire a 1°.

Les choses se passent autrement en ce qui concerne
les latitudes. Chaque valeur de la latitude, de o 4 go°,
est d’autant moins probable qu’elle approche davantage
de go°, ou que le point se rapproche davantage de
I'un des poles; car deux cercles de latitude trés-voi-
sins, correspondant par exemple a une différence de
latitude d’une minute, circonscrivent & la surface de la
sphére une zone dont laire est proportionnelle au co-
sinus de la latitude. La valeur moyenne de la lati-
tude est le complément de l'arc qui a méme longueur
que -le rayon, ou 32° 42" 14”,4. La valeur médiane,
plus petite dans ce cas que la valeur moyenne [68], est
30°, ou Parc dont le sinus a pour longueur la moitié
du rayon. La valeur du module est 2,9518, pourva
qu’on prenne pour unité le quart de la circonférence, ou
la distance des limites entre lesquelles la latitude peut
osciller. D’aprés cela, si 'on embrasse une série de 1000
épreuves, il viendra, pour valeur médiane de Iécart,

90°.0,005 111=0%27'35",964.

Les limites d’écart, comparées  celles que I'on trouvait
pour les moyennes des longitudes, se trouvent réduites,
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non-seulement & cause que chaque valeur particuliére
ne varie que dans un intervalle quatre fois moindre,
mais encore par suite de I'accroissement du medule de
convergence.

72. 11 est bien facile d’assigner a ces résultats du
calcul une raison géométrique trés-simple. En effet
lorsqu’un ‘point éprouve sur un plan ou dans I’espace
un déplacement mesuré par une certaine ligne droite z,
sa distance a un point fixe varie d’'une quantité moin-
dre que z, excepté quand il se déplace précisément dans
le sens d’un rayon du cercle ou de la sphére qui a pour
centre ce point fixe. D’ou il suit qu’en général I'influence ..
des inégalités fortuites dans la distribution des points,
sur la moyenne des distances au point fixe, doit étre at-
ténuée lorsque I'on passe de la dissémination en ligne
droite i la dissémination sur un plan, et de celle-ci a la
dissémination dans I'espace. De méme, dans I'exemple
du numéro précédent , plus on se rapproche des péles de
la sphére, plusil peut arriver facilement que de légers
déplacements des points altérent beaucoup les longi-
tudes, sans influer sur les latitudes d’'une maniére no-
table. Mais le calcul est indispensable pour mesurer avec
précision les effets dont on a ainsi entrevu la raison géo-
meétrique.

73. 1l se peut quune certaine grandeur z ait une
liaison connue avec la grandeur x, a laquelle une
suite d’épreuves assigne fortuitement une série de
valeurs distinctes. Alors la grandeur u pourra aussi
étre considérée comme recevant indirectement autant
de déterminations fortuites. En vertu de la liaison
connue entre « et , on conclura la loi de probabilité
de u, de la loi de probabilité de z; on connaitra les li-

9
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mites éntre lesquelles oscille la grandeur «, ses valeurs
moyenne et médiane, lé module de convérgence qui lui
est propre. Selon que ce module aura une valeur supé-
rieure ou inférieure a celle du module trouvé pour la
grandeur x, l'influence des anomalies du hasard sur
’écart entre la moyenne absolue, et la moyenne don-
née par une série d’épreuves fortuites, aura été atté-
nuée ou amplifiée, dans le passage de la grandeur x a
la fonction % qui en dépend.

Si les variations de u sont proportionnelles a celles
de z, ou si u est de la forme &+ cxr, la valeur
moyenne de u correspond a la valeur moyenne de x;
mais il n’en est plus ainsi en général. Posons , par exem-
ple, u=—x*: la valeur moyenne de u ou de 2* surpas-
sera toujours le carré de la valeur moyenne de x; et
Cest précisément de la différence entre ces deux gran-
deurs que dépend la grandeur du module de conver-
gence pour la variable x [6g, note]. Au contraire,
pourvu que la fonction  aille toujours en croissant avec
x, la valeur médiane de la fonction u correspond néces-
sairement & la valeur médiane de z.

74. S'il arrivait que la fonction % dépendit, suivant
une loi connue, de plusieurs grandeurs z, y, z, etc.,
dont chacune regoit, dans la méme épreuve et indépen-
damment des autres, une détermination fortuite, on
conclurait encore la loi de probabilité de la grandeur «,
des lois de probabilité propres a chacune des grandeurs
indépendantes z, y, z, etc. On déterminerait aussi, quoi-
que moins simplement que tout a I'heure, les limites
entre lesquelles elle oscille, et 'on assignerait le module
de ¢onvergence qui lui est propre.

Dans e probléme du n°® 14, la fonction « serait la
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différence ( prise abstraction faite du signe) entre deux
grandeurs x et » qui regoivent chacune, pour chaque
épreuve, ou pour chaque couple d’épreuves que I'on as-

tous les points du carré pour lesquels la fonction u ac-
quiert la valeur particuliére a, seront situés sur I'une des
deux droites égales et paralleles PQ’, QP; d’ou il suit
que la probabilité, pour la fonction u, d’acquérir une
valeur particuliére @, comprise entre zéro et l'unité,
est proportionnelle aux longueurs des droites PQ’, QF’,
ou proportionnelle a 1 — a. En conséquence « a pour

. x
valeur médiane 0,2928....., pour valeur moyenne 3

et pour module le nombre entier 3 [70].
La probabilité que la valeur fortuite de « ne tombera

pas au-dessous de a, est égale au rapport dela somme
des aires des triangles rectangles APQ’,-BQP’, .a I'aire
. 9.
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du carré, ou égale & (1 —a)’. Si l'on fait a=o0,3,
cette probabilité devient 0,49, comme on I'a annoncé au
n° 14.

Supposons maintenant que les grandeurs x et y puis-
sent toujours recevoir toutes les valeurs comprises entre
zéro et I'unité, mais qugyces valeurs ne soient plus éga-

lement probables; que leurs probabilités soient, par
~ exemple, comme dans la question géométrique du n° 16,
respectivement proportionnelles 4 1 —z, 1 — » : on
imaginera que le carré OACB est une plaque pesante
dont la densité, en chaque point tel que m, est propor-
tionnelle au produit de la probabilité de la valeur x de
Pabscisse par la probabilité de la valeur y de Pordonnée,
Cest-a-dire au produit (1 —x) (1 —py). Le rapport de
la somme des poids des triangles APQ’, BQP' au poids
du carré est la probabilité que la valeur fortuite de u« ne
tombera pas au-dessous de a. On trouve pour ce rapport,
par les régles du calcul intégral,

(1—a)? (1+§);

ce qui donne 0,3773 pour a=o0,3.

Considérons encore le cas ou la fonction u serait la
somme des deux grandeurs z et y, susceptibles de pren-
dre indifféremment toutes les valeurs comprises entre
zéro et 'unité : x pourra prendre toutes les valeurs com-
prises entre zéro et deux, mais ces valeurs seront iné-
galement probables. Aprés qu’on aura tracé, comme
dans le cas précédent, le carré OACB (fig. 12), et pris
OP —=0Q =a, tous les points du carré pour lesquels la
fonction u acquiert la valeur particuliére a, seront situés
surla ligne PQ, dont la longueur se trouvera proportion-
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nelle a. la probabilité, pour la fonction u, d’acquérir
cette valeur particuliére; du moins, tant que a restera
plus petit que P'unité, ou plus petit que le c6té OACB.
.Quand a surpasse I'unité, ou quand les points P, Q sont
situés respectivement au dela des points A, B, la pro-
babilité de la valeur a devient proportionnelle, non
plus a la longueur PQ, mais  la longueur P'Q’ de la
portion de la droite PQ interceptée par les deux autres
cotés du carré. En conséquence, la fonction qui mesure
la probabilité de chaque valeur de u, sera égale a «,
pour les valeurs de u comprises entre o et 1, et & 2—u
pour les valeurs de u comprises entre 1 et 2. Cette fonc-
tion éprouvera, pour la valeur u=—1, ce que nous avons
appelé ailleurs une solution de continuité du second
ordre; et elle sera représentée (fig. 13) par lordonnée
d’une ligne brisée OgB, formée des deux cotés égaux
d’un triangle isoscéle rectangle en g, dont la hauteur Gg
est égale a Punité, et la base double de la hauteur.

On trouve d’aprés cela, pour la valeur du module
de convergence propre i la fonction u—=z-}-y, le nom-
bre | 73. Le module, pour chacune des grandeurs xet y
a été trouvé [70] égal 2 |76 : conséquemment il fau~
dra accroitre, dans le rapport de |2 a 1, les li-
mites d’écart propres aux grandeurs x et ), pour avoir
les limites d’écart qui se rapportent a la fonction «. I
s’en faut de beaucoup que les limites d’écart soient dou-
blées dans le passage des grandeurs &,y ala fonction ,
quoique les valeurs de u oscillent dans un intervalle
double de celui qui sépare les valeurs extrémes de x et
celles de y.

Des constructions dans espace, analogues i celles
que nous venons de faire sur un plan, serviraient a ré-
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soudre les questions que I'on peut se proposer sur la
loi de probabilité des valeurs d'une fonction u de trois
variables z, ¥, z, susceptibles d’acquérir fortuitement et
indépendamment les unes des autres, des valeurs dont
les lois de probabilités sont données.

En général, si u est une fonction linéaire d’un
nombre quelconque de variables, z, 7, z, etc., c'est-a-dire
une fonction de la forme

u="b+cx+ ¢,y + c;z+4etc.,

b,c.,c., etc., désignant des nombres constants, positifs ou
négatifs, la valeur moyenne de la fonction coincide avec
celle qu'on obtiendrait en substituant pour z, y, s, etc.,
leurs valeurs moyennes; de sorte que, si I'on désigne
par M, M,, M,, M;, etc., les valeurs moyennes des quan-
tités u, z, y, z, etc., ces valeurs moyennes se trouveront

liées par I'équation
M=b+c¢,M,4+c.M, +¢,M; Hetc.

Quand la fonction u cesse d’étre linéaire, sa valeur
moyenne cesse en général de coincider avec la valeur
qu'on obtiendrait en substituant pour z, y, 2, etc., leurs
valeurs moyennes, dans I'expression de u en x, 7, z, ete.
Clest ce que nous avons remarqueé dans le numéro pre-
cédent, A propos des fonctions d’une seule variable. Le
cas ‘des fonctions linéaires méritait toutefois une atten-
tion spéciale , parce qu'on peut ramener artificiellement
des fonctions quelconques a étre linéaires, toutes les
fois que les quantités dont elles dépendent ne compor-
tent que des variations trés-petites, ainsi que cela se dé-
montre en mathématiques pures,
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| CHAPITRE VIL.

PE LA VARIABILITE DES CHANCES,

75. Nous avons supposé jusqu'ici que dans la répé-
tition des épreuves les chances d’'un méme événement
ne changeaient pas : Cest a cette hypothése que se rap-
portent les théorémes de Jacques Bernoulli, qui font
I'objet du chapitre III, et les régles pour la convergence
des valeurs moyennes, dont il a ét¢ question dans le
chapitre précédent. Mais en général les chances du
méme événement spnt de nature & changer, d’une
épreuve a lautre, ou d’une série d’épreuves & une
autre série, faite dans d’autres circonstances et avec
des instruments différents. 8i, par exemple, on projette
au hasard pne piéce de monnaie, il y aura une pro-
babilité d’'amener croiz, qui ne sera pas rigoureusement

.1 . .
égale a la fraction 3 a cause des irrégularités de struc-

ture qu’il faut toujours supposer dans la piéce. Cette
probabilité ne changerait pas dans les épreuves succes-
sives, si I'on employait toujours la méme piéce, et que
les autres circonstances de I'épreuve, par exemple la
densité et la vitesse de I'air, restassent les mémes. Mais
si I'on prend a chaque fois dans yn tas la pigce qui
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doit servir & P'épreuve, la probabilité d’amener croix
changera d’une épreuve a l'autre; et en admettant que
toutes les pieces du tas soient parfaitement identiques,
la probabilité changera, d’une série d’épreuves 4 une
autre série, si dans une série Pon emploie des piéces
sorties du méme atelier de fabrication, et dans une
autre série, des piéces d’'une fabrication différente. Sup-
posons que I'on emploie constamment les mémes piéces:
elles s’useront et s’altéreront & la longue, de maniére
que la probabilité d’amener croiz pourra subir, par le
laps du temps, des variations progressives, et acquérir,
vers la fin de la série, une valeur notablement diffé-
rente de celle qu’elle avait au commencement.

Ce que nous disons au sujet d’'un événement insigni-
fiant en soi, et qui ne peut acquérir de valeur que par
suite d’une convention aléatoire , s'applique aux phéno-
menes fortuits les plus importants, dans ordre de la
nature ou dans I'économie sociale. Il est donc essentiel
d’examiner comment les lois de la probabilité se modi-
fient, par suite de la variabilité des chances.

_ 76. Soit un nombre n d’urnes qui contiennent des
boules blanches et noires en proportions diverses, de
maniére qu’il y en ait z, pour lesquelles la probabilité
d’extraire une boule blanche est égale a p, , n, pour les-
quelles la probabilité d’extraire une boule blanche est
égale A p,, et ainsi de suite.. On suppose d’abord qu’a
chaque épreuve on trie une urne au hasard, et qu’en-

toujours au hasard, une boule de I'urne

signée. Dans ce cas la probabilité d’a-

le blanche s’obtient par les régles des
probabilités composées [ 23 ]; et il est évident qu’elle ne
change pas d’une épreuve A l'autre. En effet, la pro-
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babilité de trier Purne dans la premiére série est égale

n, . .
4 —; celle d’extraire ensuite une boule blanche de 'urne
n

prise dans cette série, est égale a p,; donc ﬁﬂ'— P est la
probabilité de I'événement composé, consistant dans la
désignation par le sort d’'une urne de la premiére série,
et dans I'extraction d’une boule blanche de I'urne dé-
signée. Donc la probabilité dextraire une boule blanche
de l'une quelconque des urnes a pour valeur

P_n.p,+n,p, +ete. __n.p.+n.p, +etc..

n n,+n,-+etc.

ou, en d’autres termes, elle est la moyenne arithméti-
que [67] des probabilités du méme événement, pour
chaque urne en particulier. Cette probabilité ne
changera pas d’une épreuve a lautre si, aprés cha-
que épreuve, la boule extraite est remise dans I'urne
de tirage, et celle-ci replacée au hasard parmi les autres
urnes, de maniére que le tirage subséquent ait lieu dans
les mémes conditions. Donc il n’y a rien de changé dans
ce cas aux lois de la probabilité, telles que nous les avons
exposées jusqu’ici : il suffit de concevoir que la fraction
P, au lieu de désigner une quantité constante pour la
méme urne, désigne une moyenne entre des probabilités
qui varient d’une urne i une autre.

77. Ceci nous donnera pourtant lieu de faire une
remarque utile. On a vu au n° 33 que, pour le méme
nombre d’épreuves, et pour la méme probabilité P que
I’écart fortuit p — 3 sera compris entre les limites = /,
la valeur de / varie en raison directe de la racine carrée
du produit p (1 —p), du moins quand le nombre m
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des épreuves est au moins de Pordre des centaines, hy-
pothese a laquelle nous nous sommes attachés jusqu"ioi,
A cause de la simplification qu’elle apporte dans les cal-
culs et dans I'exposé de la théorie. Faisons, pour plus
de commodité,

n, LI
—_ —_— ate, ©
n:]‘;’ n K,, €atc,

nous aurops

P(I—P)=(k|P' +k’P2+etc°) (l—klpl—kapg_etc-)o
Si 'on développe le second membre de cette équation,
et qu'on y remplace & par

k(1 —k,—k,—etc);
si I'on fait de plus une substitution analogue pour cha-
cun des carrés &3, k3, etc., 'équation deviendra

P(t —p)=k.p(1—p,)+ k,p,(1—p.) +-etc..
-+ kikz(Px _Pz)’+ l‘xk.a(Px '—P3)’+etc'

Ceci pous montre qu'on a toujours

P(I_P)>k1P1(I_P:)+ kzPa(I —-p,)+etc., ([)

ou que la valeur du produit p (1 — p), pour la valeur
moyenne p, surpasse toujours la moyenne des valeurs
du méme produit, pour chaque urne en particulier. De
plus, en vertu du principe que la moyenne des carrés
surpasse toujours le carré de la valeur moyenne [73],
on a cette autre inégalité, facile d’ailleurs a vérifier,

lclpl(l _PI) -+ k:Pa(I "—'P,) -} etc.
> (R VBi—p)+ bV P(i—p.) + ete.)




DE LA VARIABILITE DES CHANCES. 139
Denc, & fortiori,

p—p)> (BV2.(i—p) + kV p,i—p,) +etc.),

ou bien; en extrayant les racines de part et d’autre,
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blanches extraites, au nombre m des tirages, converge
vers la valeur

m, m,
p=;-.p,+-;.p,+ etc., (2)

ou vers la moyenne des probabilités de I'extraction d’une
boule blanche, pour chacune des urnes employées. On
a la probabilité P que I'écart p — @ sera compris entre
les limites ==/ : le nombre / étant lié¢ au nombre #[33],
et par suite & la probabilité P, au moyen de la formule

m

a| B p (1 —p)+ =2 ) + et
[—,;.p.u —P)+ Sp(1—p)+e c-]

t=1

Ces conséquences subsistent, pourvu que m désigne
un nombre suffisamment grand, et (ce qu'il est trés-
important de remarquer) quand bien méme les nom-
bres m,, m,, etc., dont la somme compose le grand
nombre m, seraient chacun de petits nombres, ou
méme se réduiraient a l'unité: la compensation des
anomalies du hasard, au lieu de s'opérer dans chaque
série partielle, s'opérant alors entre les nombreuses
séries partielles dont I'agglomération compose la série
totale.

Admettons pour un moment que les nombres 2, m,,
m,,etc., soient proportionnels aux nombres r, n,, n,, etc.,
dont il était question dans 'hypothése des n** 76 et 77 :
on aura

%’ P(1—p)+ %’%(I —ps)+ etc.
=k, p(1—p,)+ k,p,(1 — p,) +etc.;;

et par conséquent l'inégalité (1) indique que, pour une
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méme valeur de 7, les anomalies du hasard seront res-
serrées entre des limites plus étroites, dans I'hypothése
actuelle,, que dans celle que nous avions faite en premier
lieu. Ceci peut se prévoir sans calcul. En effet, dans
I'hypothése du triage fortuit, 4 mesure qu’on augmente
le nombre m des épreuves, il arrive, d’'une part, que
les nombres p.,, 1., etc., des urnes triées au hasard dans
la premiére série, dans la seconde, etc., tendent a deve-
nir respectivement proportionnels aux nombres »,, n,,
etc.; et en second lieu, que le rapport @ converge vers
la valeur p, définie par I'équation (2). Donc, on ne pourra
qu’atténuer I'influence des anomalies du hasard, si, par
une cause quelconque, dirigeant les triages, on rend les
nombres y., ,, etc., égaux aux nombres m,, m,, etc.,
cest-a-dire, par supposition, rigoureusement propor-
tionnels aux nombres »,, n,, etc.

Dans I'hypothése du triage fortuit, le rapport @ qui
converge vers la valeur

n.p,+n.,p,+ ete.
’
n

ou vers la moyenne des valeurs de la probabilité d’ex-
traction d’une boule blanche, pour toutes les urnes entre
lesquelles a eu lieu le triage fortuit, converge aussi vers
la valeur ,

te:Ps + ,p. + etc. ,

m

ou vers la moyenne des valeurs de la probabilité d'ex-
traction d’une boule blanche, pour les 7 urnes effecti-
vement employées dans I'opération des tirages. Quand
m croit de plus en plus, ces deux moyennes tendent a
se confondre , mais elles ne coincident jamais rigoureu-
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sement. Le bon sens indique que P'écart fortuit entre le
rapport @ et la seconde moyenne doit osciller (avec la
méme probabilité) entre des limites plus resserrées que
Pécart fortuit entre le méme rapport © et la premiére
moyenne; ce qui suppose que lon a

p(t—p) > %P:(I '—P.)+*:7:p,(t —p,) + etc.,
ou bien [77]
kp.(t—p.)+k,p.(1—p,)+etc.
+ k'k‘(Pl —Pa)"‘" k.]t,(p, _'Pa),z -}~ etc.
[} £,
> ,;P-(I —.P') +—pi(1—p.)+ etc,; (3)

et en effet 'on reconnait que cette inégalité doit généra-
lement se vérifier (*).

(*) La quantité
kipi(1 — pi) + kop, (1 —p,)+etc. *®

est une moyenne absolue de la fonction p(1 — p), laquelle doit,
pour de grandes valeurs de m, différer trés-peu de la moyenne

%PI(!*-P:)+ E"—:p.(!--'p,)q-etc., ™)
donnée paf m épreuves fortuites; et cela doit entrainer I'inéga-
lité (3), & moins que la quantité

kik,(pr—p.)* + bk {p:— pg)* +- ete.

ne soit une trés-petite quantité. Mais, si cette circonstance se
présentait, le module de convergence de la fonction p serait
trés-grand [B89, rote], et il en serait évidemment de méme du
module de la fonction p(1—p), ce qui atténuerait d’autant plus la
différence entre les quantités (£) et (1), de maniére 3 maintenir
encore P'inégalité (3). ,
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79. Une troisiéme hypothése, qu’il importe de con-
sidérer, consiste & supposer que les nombres m,, m,, etc.,
sont fixés 4 'avance, mais qu’un triage fortuit et préa-
lable a déterminé I'urne qui doit servir au tirage dans

et que nous mettrons sous la torme

_{\/ e

2| p(1—p)+(m,—~1) [’f (p=p.)+k,(p—p.)+etc]|

Quand on fait 2, = 1, le facteur m, — 1 s'évanouit,
et 'on retombe, comme cela doit étre, sur la formule
relative a la premiére hypothése. L’autre facteur

k.(p—p.)* +k.(p—p.)* +etc. (m)

est essentiellement positif; il exprime la moyenne des
carrés des différences entre chacune des probabilités p,,
P €tc., et leur moyenne p. Si cette moyenne (/) était une

(") Journal 2’Zrstitut, n° du 6 juin 183g.
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trés-petite fraction, par exemple , m, pourrait étre

10 000
un nombre de I'ordre des dizaines ou des centaines,
sans que la valeur de / (pour une méme valeur de P)
fit sensiblement altérée dans le passage de la premiére
hypothése a 'hypothése actuelle. Mais, en général, la
moyenne (/) sera une fraction comparable & p (1 — p),
et alors la valeur de / se trouvera sensiblement accrue
dans le passage d’une hypothése & l'autre; elle pourra
aisément varier du simple au triple, méme pour de pe-
tites valeurs de m,,; telles que 10 ou 12, m restant d’ail-
leurs un trés-grand nombre.

*A plus forte raison, si m, est un grand nombre, la
fraction p (1 —p) deviendra, en général, négligeable
vis-a-vis du produit de la moyenne () par m,— 1. Le
radical qui multiplie /, dans I'équation ci-dessus, au
lieu d’étre de I'ordre de grandeur de | /=, sera en gé-

néral de I'ordre de grandeur de \/mz ou de 7. 1l

faudra, pour resserrer entre d’étroites limites les anoma-
lies du hasard, non pas seulement que /2, ou le nombre
des épreuves dans la série totale, soit un grand nombre,
mais encore que le quotient Z, ou le nombre des séries
partielles, soit lui-méme un grand nombre.

Au lieu de supposer les nombres m,, m,, etc., égaux
entre eux, ou méme inégaux, mais assignés a I’avance
par des causes dans lesquelles il n’entre rien de fortuit,
on pourrait supposer qu’un tirage préliminaire a dé-
terminé fortuitement le nombre d’épreuves dont la pre-
miére série partielle doit se composer, le nombre des
épreuves qui doivent constituer la seconde série par-
tielle, et ainsi de suite: le nombre 72 des épreuves dans
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la série totale restant toujours le méme. Ce serait un
premier hasard, sur lequel viendrait s’enter le hasard
tenant au choix de I'urne ou du groupe d’urnes pour
chaque série partielle, et enfin le hasard inhérent 2
l'opération du tirage ou a l'extraction des boules. Le
bon sens indique, sans qu’il soit besoin de se jeter dans
des calculs dont la complication irait nécessairement
toujours en croissant, que, plus on multiplie les systémes
d’épreuves fortuites qui viennent s'enter ainsi les uns
sur les autres, plus on doit amplifier les anomalies for-
tuites que comporte le résultat final; plus il faut mul-
tiplier le nombre total des épreuves dont se compose le
systéme final, ou, dans notre exemple, le nombre total
des tirages, pour resserrer entre les mémes limites,
avec la méme probabilité, les oscillations du hasard.

80. Généralement, admettons qu’on ait des urnes en
nombre 7, et que ce systéme se subdivise en groupes de
Ty I,y... Urnes, pour lesquelles les probabilités de 'extrac-
tion d’une bouleblanche soient respectivement p,, p,, etc.
On a fait une premiére série de m® épreuves, m® étant
un grand nombre; mais, pour cette série, un systéme
de causes, fortuites ou non fortuites, a agi de maniére
que des nombres m,), m(, etc., non proportionnels
a n,, n,, etc., désignent respectivement le nombre des
tirages effectués dans une urne appartenant au premier
groupe, celui des tirages effectués dans une urne ap-
partenant au second groupe, et ainsi de suite. En con-
séquence, le rapport ©®), pour cette série de m(*
épreuves, différera trés-peu de la moyenne

m®p, + mp, + ete.
(1) — 317t a3
p= ) ’

et il pourra différer sensiblement de la moyenne p,

10
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qu’on aurait trouvée, a trés-peu prés, dans 'hypothése
du n° 76. Si l'on effectue une seconde série de m®
épreuves, et que le systéme des causes qui influent sur
le triage des urnes ait déterminé, fortuitement ou
non fortuitement, un triage différent, on trouvera un
certain rapport B qui différera trés-peu de la moyenne

P =m(")p, + m@)p, + ete. ;
m(3)

(m?, m,®, etc., désignant les analogues de m,("),
m,), etc.), et qui pourra différer sensiblement, tant de
la moyenne p(" que de la moyenne p. Mais enfin, si
I'on embrasse un trés-grand nombre de séries sembla-
bles, tout ce qu’il y a d’accidentel et d’irrégulier dans
les causes qui concourent a 'opération du triage s’ef-
facera par la compensation, et la moyenne

mGE) 4 mGgt) 4 ete.
m(") 4 m(?) 4 ete.

convergera vers une certaine limite fixe, qui ne serait
autre que p, si toutes les causes qui déterminent les
triages étaient purement fortuites. En admettant que
les hasards qui concourent A déterminer  les triages
soient rigoureusement définis, on pourra assigner a
priori ( sauf les complications du calcul) le nombre des
séries partielles (Y, m(®), etc., chacune formée d’un
grand nombre d’épreuves, qu’il faut embrasser pour
arriver a une moyenne sensiblement fixe et sensible-
ment égale a p. Mais, dans le cas ol les conditions du
triage ou du tirage subiraient avec le temps des va-
riations progressives, il se pourrait qu'on n’arrivit ja-
mais a une moyenne sensiblement fixe.

81. Des remarques analogues s'appliquent aux lois de
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probabilité,, définies dans le chapitre précédent, et aux
valeurs moyennes qui s’en déduisent. Supposons, comme
au n® 71, quon ait tracé sur un globe sensiblement
sphérique un équateur, des poles, des cercles de longi-
tude et de latitude; et quaprés avoir projeté ce globe
au hasard, on note la longitude et la latitude du point
de contact du globe avec le sol. Chacune de ces coor-
données, la latitude par exemple, sera une grandeur
susceptible d’'une infinité de valeurs comprises entre de
certaines limites; et la loi de probabilité de ces valeurs,
quon assigne facilement dans I'hypothése d’un globe
rigoureusement sphérique et homogéne, dépendra en
général de la configuration et de la structure intérieure
du globe. Elle variera communément d’un globe & un
autre. Admettons donc que l'on ait un grand nombre de
ces globes, entassés au hasard, et qu'au lieu de répéter
constamment I'épreuve avec le méme globe, on prenne
a chaque fois un globe au hasard dans le tas. Soient 7,
le nombre des globes pour lesquels la probabilité de la
valeur z est proportionnelle a la fonction £z, n, le
nombre des globes pour lesquels cette fonction est rem-
placée par f.xz, etc., enfin n=rn,+n, +etc. le nombre
total des globes. La probabilité de la valeur x, par
suite du triage et du jet fortuits a chaque épreuve, sera
proportionnelle a la fonction
fo= n, fxz+n, f.xtetc.  n fix4n,f,x+ ete.

_ n - n,4n, 4+etc. °?
ou, en d’autres termes, elle sera la moyenne arithmé-
tique des probabilités de la méme valeur, pour chaque
globe en particulier. Si on avait tracé, pour chaque
globe, la courbe de probabilité, 'ordonnée fi de la
courbe de probabilité moyenne s’obtiendrait en prenant,

10.
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pour chaque abscisse, la moyenne des ordonnées corres-
pondantes.

A chacune des fonctions fz, f.x, f.z, etc., correspon-
dent une valeur médiane et une valeur moyenne [ 67
et 68]. 1l n’y pas de relation simple et d'un énoncé
général, entre la valeur médiane relative & la fonc-
tion f, et les valeurs médianes propres aux fonctions
fx, fix, etc.; mais, si 'on désigne par M, M,,M,, etc.,
les valeurs moyennes relatives aux fonctions fx, f.x, f.z,
etc., on aura la relation

M_n,M, ~+n,M, 4 etc.
~  n,4n,4etc

c'est-a-dire que M est la moyenne arithmétique des va-
leurs M,, M, etc., répétées chacune autant de fois qu’il
y a de globes auxquels chacune de ces valeurs se rap-
porte.

82. On trouve, par des calculs analogues 4 ceux du
n° 77, que la valeur du module de convergence, pour
la fonction moyenne fx, est inférieure a la moyenne des
modules de convergence, pour chaque globe employé (*).

(*) Posons, comme au numéro 77, pour la briéveté des
calculs

n
=k, ;;’:k,, etc.,

Hl_?

d’ou
Jr=kifezx + k,f,z + etc.:

on aura, par les formules de la note du numéro 69,

1 "6 b
-257=k‘/ o3frzds + k:/: zf , xdz4-etc.

- (k:[ ® ofiads + I:/ ’ of odz + etc.)’.

Développons le second membre de cette équation, et remplacons
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Il peut méme arriver que la valeur du module de con-
vergence, pour la fonction moyenne, tombe au-dessous

y respectivement #;, A}, etc., par
ki(x —ky—ky—etc.), k& (1—k;—k;—etc.), etc.:

on trouvera, en désignant par g, , M,, g,,M,, etc., les analogues
des quantités g, M, pour chacune des fonctions £, /;, etc.,

A k.
— e — etc.
g3 + g +

+ klka(M; -— M!)’ + k: ka (Mx - M3)’+etc'

1
3

38

—
—_—

Donc

1 ke Kk,
3> 5 totete.
1 > 81 +8’ 2 e
Mais, parle principe que la moyenne des carrés surpasse tou-
jours le carré de la valeur moyenne[73], on a
ke Kk, (Ic, k, )3
—+—-etc. —4—--etc. ) :
atat \&tat
donc, & fortiori, N
| LA
- > —4-Z4-etc.
£ > gr+6'z+ e
et par suite
1> ki k.l + etc.
De Pavant-derniére inégalité on déduit

I

LA
— == —-} etc.
z "l-gl +

8< 3

etl'on a d’un autre cité

y— .2 kigi+kag, 4 etc.;
6—’; + 571 -I- etcs
puisque cette derniére inégalité peut étre ramenée 2
kiki(g:— g | hka(gr— g3)*

&8 &

=+ etc. > o5
donc, & fortiori, ‘
g8< k;gx -+ l‘;ga -} ete.
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du plus petit des modules qui se rapportent aux diverses
formes particuliéres de la fonction.

En conséquence, si 'on désigne par / la limite d’écart
entre la moyenne véritable et la moyenne conclue de
m épreuves, faites avec les globes triés fortuitement, et
par Z,, /, etc., les limites d’écart également probables,
quand les 7 épreuves ont lieu successivement, d’abord
avec un globe de la premiére série, puis avec un globe
de la seconde, et ainsi de suite; on aura I'inégalité
n li4n;l, + etc.

n,+nr,- etc. )

83. Une seconde hypothése, correspondant a celle
du n° 78, consiste a supposer que le-triage des globes
ne se fait plus au hasard, mais que, par des causes non
fortuites, ou par une combinaison de causes non for-
tuites et de causes fortuites, la série de m épreuves se
compose de m, épreuves faites avec les globes pour les-
quels la loi de probabilité est f,z, de m, épreuves . faites
avec les globes dont la loi de probabilité est f,z, et ainsi
de suite. En ce cas, la moyenne conclue des 7z épreuves
converge vers la valeur

mM, +mM, 4 etc.;

m

>

et en différe trés-peu, pourvu que m soit un grand
nombre, méme quand les nombres m,, m,, etc., dé-
croftraient, jusqu’a devenir égaux a I'unité. Le module
de convergence devient

1

]
m—l—-i-—-—+etc
m g: 8

et il surpasse celui qu'on obtiendrait, dans 'hypothése



DE LA VARIABILITE DES CHANCES. 151
précédente, en prepant les nombres 7,, n,, etc., res-
pectivement proportionnels & m,, m,, etc, Néanmoins
on a toujours
m,l, +m,l, 4etc.

my+m, + etc,
la signification des lettres /, /,, /,, etc., et le sens de
cette inégalité étant suffisamment indiqués par ce qui
précede.

84. On comprend, d’aprés ce qui a été dit an n° 79,
que, si les nombres m,,m,, etc., s'étaient trouvés fixés a
l'avance, par une cause quelconque, et quon eiit trié
au hasard le globe destiné & servir dans la série (m,),
puis le globe destiné a servir dans la série (m,), et ainsi
de suite, la moyenne donnée par les épreuves converge-
rait vers la valeur M, comme dans I'hypothése d’un
triage fortuit pour chaque jet isolé, mais avec une ra-
pidité notablement moindre, méme lorsque m,, m,, etc.,
seraient de forts petits nombres. Quand m,, m,, etc., ces-
sent d’étre de petits nombres, il ne suffit plus que m
soit un grand nombre pour que les anomalies du hasard
se trouvent resserrées entre d’étroites limites; il faut
qu’il entre dans la série totale (72) un grand nombre de
séries partielles (m,), (m,), etc.: chacune de ces séries
partielles se composant elle-méme, par hypothése, d’'un
grand nombre de jets.

85. Pour faire tout de suite lhypothese la plus géné-
rale, concevons qu’on embrasse plusieurs séries d’épreu-
ves, et que les nombres (), m®, etc., des épreuves dont
se composent les diverses séries, soient tous trés-grands.
Les causes fortuites ou non fortuites qui déterminent
le triage des globes, varient d’une série d’épreuves &
'autre; de maniére que les nombres m{, m{’, etc., ex-

>




152 ’ CHAPITRE VII.

priment combien on a employé, dans la premiére série
d’épreuves, de globes de la premiére espéce, de la se-
conde, etc.; tandis que d’autres nombres m?), mg, etc.,
expriment combien on a employé de globes de premiére,
de seconde..... espéces, dans la seconde série d’épreu-
ves; et ainsi de suite. Tous ces nombres, affectés d'un
double indice, ne sont point assujettis & rester dans un
certain ordre de grandeur : quelques-uns peuvent se
réduire a 'unité, ou méme i zéro. Les moyennes don-
nées par la premiére série d’épreuves, par la seconde, etc.,
différent respectivement trés-peu de
mOM, 4 m("M, 4 etc. , m(®M, 4 m®M, +-etc.
m() m3)
et elles peuvent différer sensiblement les unes des
autres, comme aussi différer toutes sensiblement de la
moyenne M. Toutefois, dés quon embrasse un grand
nombre de séries semblables, il sopére une compen-
sation qui fait disparaitre tout ce qu’il y a d’accidentel
et d’irrégulier dans l'opération du triage; de maniére
que, si lon désigne par p.%, 1, etc.,les moyennes données
par la premiére série d'épreuves, par la seconde, etc.,
la moyenne générale
() - M) 4 ete.
m™) 4 m(>) 4 etc.
convergera vers une limite fixe, qui se confondrait
avec M, s'il n’entrait rien que de fortuit dans les condi-
tions du triage. Bien entendu que, dans le cas ou les
conditions du triage ou du tirage subiraient, par le laps
du temps, des variations progressives, on pourrait n’ar-
river jamais & une moyenne sensiblement fixe, quel que
fitle nombre des séries partielles m”, m®, etc., dont on
composerait chaque série totale.

, €etc.;
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CHAPITRE VIII.

égales, et qu'ondemandeleschances d’apparition de cha-
que face, le probléme, quoique dépendant d’'une question
de mécanique, trés-simple en apparence, etdont teutes les
données sont rigoureusement définies, ne pourra étre ré-
solu dans I'état actuel de I'analyse mathématique. En-
fin, dans les jeux ou les probabilités ne dépendent que
d’une énumération purement arithmétique des combinai-
sons, sans mélange de conditions tirées de la mécanique
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ou de la physique, la solution du probléme arithmétique
peut encore surpasser les forces de l'analyse. Si I'on
demandait, par exemple, quel est 'avantage de la main
au jeu de piquet, du dé au trictrac, ou quelle est la pro-
babilité, pour le joueur qui a la main ou le dé, de ga- .
gner la partie, les deux joueurs étant supposés assez ha-
biles pour jouer chaque coup d’aprés toutes les régles,
on serait entrainé dans une énumération de chances
tout A fait inextricable, et a laquelle aucun procédé
connu de calcul ne peut suppléer.

Il est donc bien nécessaire, pour les applications
de la théorie des chances, que I'on puisse déterminer
par lexpérience, ou & posteriori, ces chances dont la
mesure directe, d’aprés les données de la question, sur-
passe actuellement et vraisemblablement surpassera tou-
jours les forces du calcul. Il ressort de ce que nous
avons dit jusqu’ici, que le principe de Jacques Ber-
noulli conduit & cette détermination expérimentale :
car si, en désignant par x la chance inconnue de la pro-
duction d’'un événement, par n le nombre de fois que cet
événement est arrivé en /z épreuves, on peut toujours

[33] obtenir une probabilité P que I'écart fortuit z— %

tombe entre les limites ==/ (le nombre / et la diffé-
rence 1—P tombant au-dessous de toute grandeur assi-
gnable, pourvu que les nombres m, n soient suffisam-
ment grands), il est clair que, si rien ne limite le
nombre des épreuves, la probabilité = peut étre déter-
minée avec une précision indéfinie; qu'on peut arriver,
par exemple, a étre siir qu’il n’y a pas, entre le rap-

n . s i .
port — donné par I'expérience et le nombre inconnu z,
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une différence d’un cent-milliéme. Du moins P'existence
dune différence plus grande, quoique rigoureusement
possible, serait un événement du genre de ceux que I'on
répute avec raison physiquement impossibles; de sorte
que nous somines autorisés i les laisser 4 P'écart dans
l'explication des phénoménes [43].

Nous pourrions, dés lors, en nous appuyant sur les
théorémes de Jacques Bernoulli, dont I'inventeur avait
déja parfaitement saisi le sens et la portée, passer im-
médiatement aux applications que ces théorémes regoi-
vent dans les sciences de faits et d’observations; mais
une régle dont le premier énoncé appartient A I'Anglais
Bayes, et sur laquelle Condorcet, Laplace et leurs suc-
cesseurs ont voulu édifier la doctrine des probabilités
a posteriori, est devenue lasource de nombreuses équi-
voques qu’il faut d’abord éclaircir, d’erreurs graves qu’il
faut rectifier, et qui se rectifient dés qu’on a présente a
Pesprit la distinction fondamentale entre les probabilités
qui ont une existence objective, qui donnent la mesure
dela possibilité des choses, et les probabilités subjectives,
relatives en partie 2 nos connaissances, en partie 4 notre
ignorance, variables d’ unemtelhgence a une autre, selon
leurs capacités et les données qui leur sont fournies [46].

87. Imaginons qu’on ait des urnes renfermant toutes
trois boules, mais les unes renfermant trois boules blan-
ches, les autres deux boules blanches et une boule noire,
et enfin, les unes d’'une troisiéme catégorie renfermant
une boule blanche et deux boules noires. Les urnes des
trois catégories sont en méme nombre. On a trié une urne ‘
au hasard, et ensuite extrait au hasard une boule de
Purne. Cette boule s'est trouvée blanche : quelles sont
les probabilités que I'extraction s’est faite dans une urne
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de la premiére catégorie? de la seconde? de la troi-
siéme ?
La probabilité de tomber sur une urne de la premiére
.. 1 ) .
categorie est 39 et si cet événement a eu lieu, on est

certain d’amener une boule blanche. La probabilité de
tomber sur une urne de la seconde catégorie est pa-

. I .
reillement -; et quand le triage a amené.cet événe-

3
ment, la probabilité d’extraire une boule blanche est
2

3 Enfin, la probabilité de tomber sur une urne de la

. . 1 R . e
troisiéme catégorie est 3» Aprés quoi la probabilité d’ex-

I
3
la probabilité damener une boule blanche est

traire une boule blanche est . Donc, & priori [20-23],

I 12 11_6 a
3t ¥33+t335,73

Si 'on désigne par A, I’événement consistant dans
extraction d’une boule blanche d’une urne de la pre-
miére catégorie, par A, I'événement qui consiste dans
Pextraction d’une boule blanche d’une urne de la seconde
catégorie, enfin par A; I'événement qui consiste dans
Pextraction d’'une boule blanche d’'une urne de la troi-
siéme catégorie, et si I'on répéte un grand nombre m
de fois I'épreuve qui consiste dans le triage fortuit, suivi
d’un tirage pareillement fortuit, le nombre des événe-
I

. ’ ’ 4
3™ celui des événements

ments A, sera sensiblement

Y \ \ Y 2
A, sera a tres-peu prés égal a -§m , et enfin le nombre
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des événements A; ne différera pas sensiblement de
I !
-m.

Trois joueurs pourraient parier, le premier qu'on ex-
traira une boule blanche d’une urne de la premiére ca-
tégorie, le second que la boule blanche sera extraite
d’'une urne de la seconde catégorie, le troisiéme enfin
que la boule blanche sortira d’'une urne de la troisiéme
catégorie, en convenant de regarder comme nuls les
coups qui ameéneraient l'extraction d’une boule noire.
Leurs enjeux devraient étre fixés dans les rapports des
nombres 3, 2 et 1, non point parce qu’il n’y a aucune
raison de les fixer autrement, dans Iignorance ol nous
sommes des causes particuliéres qui déterminent I'évé-
nement aléatoire, mais parce qu'en effet les chances de
gain des joueurs sont dans les rapports des nombres
3, 2 et 1, ainsi que cela serait manifesté par une lon-
gue série d’épreuves, comme on vient de I’expliquer.

88. Réciproquement, si une boule blanche a été ex-
traite, sans qu’on sache de quelle urne, mais dans les
conditions de triage et de tirage définies plus haut,
trois joueurs qui parieraient respectivement que I'urne
d’ou1 la boule blanche a été extraite appartient a la pre-
miére, 2 la seconde, a la troisitme catégorie, devraient
régler leurs enjeux dans les rapports des nombres 3,
a2 et 1. Leurs probabilités de gain seraient respective-
ment proportionnelles & ces nombres; et le mot de pro-
babilité est pris ici dans le sens objectif, comme équi-
valent de possibilité : en sorte que, si les mémes paris
étaient répétés un grand nombre de fois, dans les
mémes circonstances, les nombres de parties gagnées res-
pectivement par chacun des trois joueurs seraient
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sensiblement dans les rapports des nombres 3, 2 et 1.

Clest en ce sens qu'il faut entendre la régle attribuée
a Bayes (¥), et que 'on peut énoncer en ces termes:
« Les probabilités des causes ou des hypothéses sont
proportionnelles aux probabilités que ces causes don-
nent pour les événements observés. La probabilité de 'une
de ces causes ou hypothéses est unme fraction qui a
pour numérateur la probabilité de I'événement par suite
de cette cause, et pour dénominateur la somme des
probabilités semblables relatives A toutes les causes ou
hypothéses.»

Dans notre exemple, la cause ou I'événement anté-
cédent est le triage de I'urne dans 'unie des trois caté-
gories : 'événement subséquent et observé, c'est-a-dire
Pextraction d’une boule blanche, devant avoir & priori
une probabilité différente, selon que P'urne de tirage
appartient 4 Pune ou & Pautre des catégories.

Ainsi entendue, la régle de Bayes est un théoréme
qui ne donne lieu 4 aucune équivoque, et dont on ne
peut contester la justesse.

89. Supposons maintenant qu’une urne ait été prise
parmi beaucoup d’autres, et que I'on sache que ces urnes
contiennent toutes trois boules, blanches ou noires;
mais qu’on ignore les rapports des boules blanches et
noires dans chacune; qu'on ignore également le rap-
port du nombre des urnes qui ne contiennent que
des boules blanches au nombre total des urnes, et ainsi
de suite; quon ignore enfin si le triage de I'urne a été
fait au hasard, ou influencé par des causes non for-

® mem:j)hilo:ophiqw de 1763, pag. 370.
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tuites. Supposons en outre qu’on ait extrait au hasard
une boule blanche de I'urne, et que le joueur A, parie
que P'urne renferme seulement des boules blanches; le
joueur A, qu’elle renferme deux boules blanches et une

joueur A,, 2 (relatifs a la 2° hypothése) favorisent le
joueur A,, 1 (relatif 4 la 3° hypothése) favorise le
joueur Aj;. Donc les enjeux des trois parieurs doivent
étre réglés dans les rapports des nombres 3, 2, 1.

Mais si 'on dit que les probabilités de gain des trois
joueurs sont aussi dans les rapports des nombres 3, 2, 1,
et si 'on entend en ce sens la régle de Bayes, le terme
de probabilité sera pris dans son acception purement
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subjective, variable d’'un individu & un autre, relative
en partie a ses connaissances, en partie a son ignorance.
Cela ne signifiera point que, dans un grand nombre
de paris semblables, les nombres de paris gagnés res-
pectivement par les joueurs A,, A,, A; seront, a trés-
peu prés, dans les rapports des nombres 3, 2, 1.1l se
pourrait que le joueur A,, par exemple, perdit constam-
ment; ce qui arriverait nécessairement si I'urne, a cha-
que épreuve, était prise dans un groupe ou il n’y a
pas une seule urne qui renferme uniquement des boules
blanches ; ou bien encore si un signe connu de P'agent
du triage lui indiquait les urnes de cette catégorie,
qu'il doit s’abstenir de prendre. La régle de Bayes, ainsi
appliquée a la détermination de probabilités subjectives,
n’a donc dautre utilité que celle de conduire a une
fixation de paris, dans une certaine hypothése sur les
choses que connait et sur celles qu'ignore Parbitre. Elle
conduirait & une fixation inique si Parbitre en savait plus
quon ne le suppose, sur les conditions réelles de I'é-
preuve aléatoire.

90. Revenons a 'hypothése du n° 87, et supposons
quapres le triage de I'urne et I'extraction d’une boule
blanche, on demande la probabilité d’extraire de nou-
veau une boule blanche: il est entendu que la boule
extraite en premier lieu est remise dans l'urne, pour
que les conditions du tirage soient les mémes dans les
deux épreuves. Nous avons vu qu’aprés le premier ti-
rage les probabilités des trois hypothéses possibles sur
la constitution de l'urne ont respectivement pour va-

3
leurs rt 5’ %; les probabilités respectives du tirage

ultérieur d’une boule blanche, dans ces trois hypothéses,
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sont 1, 3, 35 donc

3 2

9,22 117
ste3t

63 g

est la probabilité de I'extraction ultérieure d’une boule
blanche, et le terme de probabilité est pris ici dans le
sens objectif. Si I'on triait un fort grand nombre de fois
l'urne au hasard, et qu'on fit chaque fois deux tirages
consécutifs avec I'urne choisie fortuitement; si I'on
comptait le nombre 72 des épreuves ol le premier tirage
a donné une boule blanche, et parmi celles-ci le nom-
bre 7 des épreuves pour lesquelles le second tirage a en-

. oo,
core amené une boule blanche, le rapport — différerait
. m

7
eu de <.
P 9

Mais, si 'on se place dans 'hypothése du n° 8g, et
qu’aprés P'extraction d’une boule blanche deux joueurs
parient, Pun qu’'un second tirage dans la méme urne
aménera une boule blanche, l'autre qu'it aménera une
boule noire, 4 la vérité leurs enjeux devront encore étre
réglés dans le rapport de 7 4 2, mais en raison seule-
ment de Phypothése qu’on a faite sur les choses connues
et inconnues dans les conditions de ’épreuve aléatoire.
Car d’ailleurs ces conditions peuvent étre telles que le
joueur qui parie pour notre perde constamment son
pari, ou que, dans une nombreuse série de paris sem-
blables, le rapport du nombre de paris qu’il gagne, au
nombre de paris que gagne P'adversaire, s’écarte tout a
fait du rapport de 2 4 7.

91. Dans les applications qu’on entend faire ordinai-
rement de la régle de Bayes, on ne sait absolument rien

IX
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sur la constitution de 'urne. On admet que les chances
sont susceptibles de varier d’'une maniére continue, ou,
en d’autres termes, que I'urne renferme une infinité de
boules, et que le rapport du nombre des boules blanches
au nombre total des boules peut prendre toutes les va-
leurs, en nombre infini, comprises entre zéro et l'unité.
A priori, toutes ces valeurs ont des probabilités égales
et infiniment petites : le fait de I'extraction d’'une boule
blanche assigne 4 ces valeurs une autre loi de probabi-
lité [65], quoique la probabilité de chaque valeur en
particulier continue d’étre infiniment petite. La courbe
de probabilité devient alors, comme dans le second
exemple du n° 70, une ligne droite passant par I'origine
des coordonnées, et faisant avec 'axe des abscisses I'angle
dont le nombre 2 est la tangente trigonométrique. La
valeur moyenne, conclue de cette loi de probabilité, est

2 . .,
3; at cette valeur moyenne exprime précmement la pro-
babilité de I'apparition d’une boule blanche 4 un tirage
subséquent, fait dans la méme urne. La valeur médiane

est ‘—/I==o,7071. Il y aurait un faible désavantage a
2

parier que la chance de I'extraction d’une boule blanche,
dans l'urne en questio,n, surpasse 0,7. Il ya3 A parier

I .
contre 1 que cette chance surpasse 7o ou quil y a dans

Purne plus de boules blanches que de noires.

92. Plus généralement, si, aprés le triage de l'urne,
on a fait m tirages qui ont douné n boules blanches et
m—n boules noires (la boule extraite étant toujours
remise dans 'urne aprés chaque tirage ), lordonnée de
la courbe de probabilité, pour la valeur z de la chance
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d’extraction d’une boule blanche, est exprimée par la
fraction '

1-2.3...n.1.2.3...(m—p) 21— z)nn

1.2.3...m

93. Tous ces résultats doivent étre ‘interprétés dans
un sens objectif, et comme s’appliquant a la mesure de
la possibilité des événements, si effectivement I'urpe
est triée au hasard parmi une infinité dautres, de ma-
niére que la probabilité de tomber sur une urne pour
laquelle la chance d’extraction d’une boule blanche ait
la valeur z, reste la méme, quel que soit z. Mais au-
trement, et dans les applications qu’on en fait d’ordi-
naire, ces résultats ne peuvent conduire i rien, ou n’au-
raient que le frivole usage de régler les conditions d’un

. pari, dans lignorance olt nous sommes des vraies con-
ditions d’une épreuve aléatoire. Et méme dans la plu-

part des cas, quoique nous ignorions les vraies condi-
- 1x.



164 CHAPITRE VIII.

tions de I'épreuve aléatoire, nous en savons assez sur
leur nature pour n’étre point tentés de régler les con-
ditions d'un pari d’aprés les régles ci-dessus, déduites
du principe de Bayes.

'Supposons que nous ayons un tas de piéces de mon-
naie nouvellement fabriquées, et qu'aprés en avoir pris
et projeté une au hasard, nous amenions croiz : nous
ne parierons pas deux contre un qu'en projetant une
seconde fois la piéce au hasard, nous aménerions en-
core croiz, Siquelqu’un faisail ce pari, et le repétait
un grand nombre de fois dans les mémes circonstances,
il s'en faudrait certainement de beaucoup qu’il gagnit
les deux tiers de ses paris. La raison en est que la pro-
babilité d’amener croiz, pour chacune des piéces du tas,
quoique variant certainement un peu d’une piéce a Pautre,
a cause des irrégularités de structure physique, ne peut
pas différer beaucoup pour chacune d’elles de la frac-

.ot . . .
tion —, en plus ou en moins. Il serait donc contraire aux

notions que nous avons dans ce cas, sur les conditions
du hasard, de regarder toutes les valeurs comprises entre
zéro et l'unité comme pouvant étre attribuées indiffé-
remment, & priori, a la chance d’amener croiz.

Nous ignorons absolument quelles sont, pour chaque
femme, les chances de concevoir un enfant de 'un ou
de lautre sexe; car ces chances varient certainement
d’'une femme 4 une autre ; et nous ne connaissons, par
les données de 1a statistique, que les valeurs moyennes
de ces chances, conclues d’un trés-grand nombre de
naissances. Dans cette ignorance ol nous sommes, si
une femme était accouchée d’un gargon, il faudrait peut-
étre régler dans le rapport de 2 a 1 les enjeux de deux
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joueurs qui parieraient i une seconde grossesse, I'un
qu'elle accouchera d’un garcon, I'autre qu’elle accou-
chera d’une fille. Mais ce réglement des paris, motivé
sur notre ignorance actuelle, n’aurait aucun rapport
avec les chances réelles des deux événements. Si le méme
pari était répété un grand nombre de fois, dans des cir-
coustances semblables, le rapport du nombre des paris
gagnés par le premier joueur, au nombre des paris ga-
gnés par le second joueur, s’écarterait beaucoup, selon
toute apparence, du rapport de 2 2 1. Pour connaitre
la valeur dont le premier rapport s’éloignerait peu, il
faudrait.compulser les registres de Pétat civil, a I'effet
d’établir combien de fois la naissance d’un premier-né,
du sexe masculin, a été suivie de la’'naissance d’'un se-
cond garcon, et combien de fois elle a été suivie de la
naissance d’une fille. Or, cette recherche intéressante
n’a pas encore été faite que nous sachions; et en atten-
dant qu’elle le soit, application de la régle de Bayes ne
conduirait, comme on le voit, qu’a une conséquence fu-
tile ou illusoire. ‘

Cependant on n’a pas craint de faire des applications
aussi peu fondées, dans des questions d’un grave intérét
pour la société et pour la morale, telles que celles qui
se rapportent aux décisions judiciaires et aux témoi-
gnages; et 'on est tombé ainsi dans des aberrations peu
dignes de géométres éminents.

94. Lorsqu’on suppose que les tirages successifs, au
lieu de se faire. tous dans la méme urne, se font dans
des urnes triées chaque fois au hasard dans la méme sé-
rie, le probléme n’est pas changé : seulement la lettre x
désigne [76] la moyenne entre les chances d’extraction
d’une boule blanche , pour chaque urne de la série. Si
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les conditions du triage changent d’une épreuve i l’au-
tre suivant une loi inconnue, il n’y a rien a conclure
des événements observés aux événements futurs. Con-
dorcet a donné, pour ce cas, et discuté longuement des
fo'rmules tout & fait illusoires.

" 95. Quand les nombres 7 et # du n® g2 sont trés-
grands, les points K, G ( ﬁg 14) se confondent sensi-
blement, et le résultat trouvé par la regle de Bayes ne
différe plus sensiblement de celui que donnerait le théo-
réme de Bernoulli. Il faut bien qu’il en soit ainsi, puis-

ué la vérité du théoréme de Bernoulli est indépendante
ge toute hypothése sur le triage préalable de 'urne. Ce
n'est point dans ce cas (comme beaucoup d’auteurs ont
paru se le figurer) la régle de Bernoulli qui devient
exacte en se rapprochant de la régle de Bayes Cest la
régle de Bayes qui devient exacte, ou qui acquiert une
valeur objective qu'elle n’avait pas, en se confondant
avec la régle de Bernoulli. ,

Entrons 4 cet égard dans des détails qui para?tront
peut—etre délicats, ou méme mmutleux, mals qu exnge
I'importance du sujet. Aprés qu'on a extrait de I'urne
boules blanches en e tirages, la régle de Bayes donne
une certaine probabilité P que la chance z de lappan-
tion d’une boule blanche est comprise pour cette urne
entre les deux valeurs

b =+l ®
/ désignant une quantité qui devient de plus en plus pe-
tite, pour la méme valeur de P, quand les nombres m,
= vont en croissant, et qui finalement peut tomber au-
dessous de toute grandeur donnée. Sur la fig. 15, Kk
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désignant Iordonnée maximum de la courbe OAB, et
KI, KL deux longueurs égales 2 /, la probabilité P se-
rait représentée par le rapport de laire IL/A7/ & laire
totale OBl4:. v

Quand la chance de mettre la main sur une Jurne
pour laquelle la chance d’extraction d’une boule blanche
est x, reste la méme quel que soit , la probabilité P a
une valeur objective. En d’autres termes, si aprés avoir
trié une urne au hasard, et ensuite en avoir extrait n
boules blanches en m tirages, je jugeais que la chance
x de P'apparition d’une blanche est comprise pour cette
urne entre les deux valeurs (/), et si je répétais le
méme jugement a la suite de N résultats semblables,
donnés par autant d’urnes différentes (N étant d’ailleurs
un grand nombre), le nombre des jugements vrais que
jémettrais serait au nombre des jugements erronés, sen-
siblement dans le rapport de P & 1 —P. En d’autres
termes encore, 1 — P mesure précisément la chance
ou la possibilité d’erreur qui affecte le jugement porté
en premier lieu. ’

Mais il n’en serait plus de méme, en général, si la
chance de mettre la main sur une urne variait avec la
valeur de z pour cette urne. Ainsi, représentons pdr
la courbe o' k& ( fig. 16) la loi de probabilité de la va-
riable z, dans l'opération du triage, ou la loi suivant
laquelle varie effectivement la chance de tomber sur
une urne pour laquelle z désigne le rapport du nom-
bre des boules blanches au nombre total des houles.
Soient OI'y, OK', OL’, des longueurs respectivement
égales a

n

n n
——l, —r —+1;
m m m
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et supposons, pour fixer les idées, que l'ordonnée de la
courbe passe en K’'A" par une valeur minimum. La
chance d’amener précisément n boules blanches en m
tirages, est d’autant plus faible que la valeur de z, pour
Yurne de tirage, s'écarte davantage de OK’; mais, d'au-
tre part, la chance de mettre la main sur une urne pour
laquelle la chance d’extraction d’une boule blanche ait la
valeur z, devient d’autant plus grande que x différe
davantage de OK'. En conséquence, et & cause que l'aire
I'L'lY n’estqu’une petite fraction del’aire totale OB'6’A'0’,
il peut arriver que, sur un grand nombre N d’événe-
ments, qui ont consisté chacun A tirer une urne au ha-
sard et 4 en extraire ensuite 72 boules blanches en 7 ti-
rages, le nombre des cas ol x sortait des limites (/)
surpasse certainement, en vertu du principe de Ber-
noulli, le nombre des cas ol x était contenu entre ces
limites; quoique la probabilité P, définie plus haut,
continue de surpasser-;-,,ou méme soit trés-voisine de
P'unité. :

Lors donc qu’a la suite de I'extraction de n boules
blanches en m tirages, on prononce que la valeur de z,
pour P'urne qui a fortuitement servi au tirage, est com-
prise entre les limites (/), la chance d’erreur qui affecte
ce jugement n’est plus en général la fraction 1 — P, mais
une autre fraction 1 — P’ qui peut différer trés-sensible-
ment de 1 — P, et qui reste inconnue tant qu'on ne
connait pas la loi de probabilité représentée par la
courbe o'A'4’. Sur un grand nombre N de jugements
identiques, portés dans les mémes circonstances, le rap-
port du nombre des jugements vrais au nombre des ju-
gements erronés n’est plus sensiblement le rapport de
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P 4 1—P. La probabilit¢ P, conclue de la régle de
Bayes, ne peut plus étre prise que dans un'sens subjectif,
comme servant a régler les conditions .d’un pari, tant
que nous ne possédons aucune donnée sur la forme de
la courbe o'K'¥’.

Mais supposons maintenant que m et n désignent de
grands nombres : il arrivera, & la faveur de cette hypo-
thése et du principe de Bernoulli, que, pour des valeurs
de z telles que OE’, qui tombent beaucoup au-dessous
de OI', I'événement consistant dans I'extraction de n
boules blanches en m tirages sera un événement trés-
rare et comme impossible. En conséquence , bien que
ordonnée E'e’ soit beaucoup plus grande que K'4’, on
pourra, dans un calcul d’approximation, se dispenser
de tenir compte des cas ou le systtme des mombres
n et m—n serait donné par le tirage dans une urne
pour laquelle x a la valeur OE’ ou une valeur plus
petite : ces cas devenant extrémement rares, méme
lorsque le nombre N devient trés-grand. Pareille re-
marque est applicable aux valeurs de x beaucoup plus
grandes que OL'. On n’aurait donc plus & considérer,
dans le calcul du nombre P’ désigné plus haut, si la courbe
o'k'd’ était donnée, que la portion de cette courbe voi-
sine de X, pour laquele 'ordonnée a une valeur peu dif-

n .
férente de K'A’ ou de —; car, en dech et au dela, les au-

tres portions de la courbe, quelque forme qu’elles affec-
tent, n’influent plus sensiblement sur la valeur de P'.
Puisque Pordonnée varie peu, dans la portion de la
courbe voisine de X, qui seule a une influence appré-
ciable sur la valeur de P, I'erreur que I'on commet en
supposant implicitement cette ordonnée constante, sui-
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vant la régle de Bayes, est une erreur trés-petite ; et par
consequent la valeur de P peut étre pnse, avec une ap-
proximation suffisante, pour la valeur de P’. C’est ainsi
que la probabilité P acquiert, quand les nombres m et nn
deviennent suffisamment grands, une valeur objective,
mdépendante de la forme de la fonction inconnue; et
Clest ainsi, en d’autres termes, que la probablhte con-
traire 1 — P donne une mesure approchée, mais suffi-
sante, de la chance d’erreur qui affecte réellement le ju-
gement que nous portons, en pronongant a posteriori
que la chance x tombe entre les limites (), aprés l'ex-
traction de n boules blanches en m tirages, dans 'urne
que des causes fortuites, ou indépendantes de celles qui
ont dirigé I'opération méme des tirages, ont soumise,
entre une multitude d’autres, & notre expérimentation.

96. Quand 7 et £ sont de grands nombres, le calcul,
fondé sur les remarques qui précédent, montre qu’il y
a entre la probabilité P et la limite / une liaison ex-
primée au moyen de la variable auxiliaire ¢ [33], par
I’équation

t= lm\/zn(m — n) (m)

On peut se rendre compte de ce résultat par un rai-
sonnement bien simple. En effet, x désignant toujourd
la chance inconnue, on a vu [33] qu'il y a entre zet !,
pour des valeurs suffisantes de 72 et de n, 'équation

Mais on n’altérera pas sensiblement cette derniére for-
mule sil’on y substitue,  la place du nombre inconnt z,
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le rapport — qui en differe trés-peu; et gui en difs

fere d’autant moins que mn et n sont plus grands. Le
résultat de cette substitution est précisément la for-
mule ().

97. On peit demander la probabilité que, dans une
autre série de m' tirages, effectués dans la méme urne
(m' étant pareillement un grand nombre), le rapport

1

n - :
— du nombre des boules blanches extraites au nombre

des tirages, tombera entre les limites — =/ Or, si I'é-
m

cart / était rigoureusement nul, on aurait encore la
, v

"o, , n n . .
robabilité P que 'écart — — —; tomberait entre des li-
P q T m

mites == /, données par la formule

\ / m .
mais on concoit que la grandeur de la limite d’écart 7,
correspondant a cette méme probabilité P, doit néces-

sairement augmenter, a cause des valeurs fortuites et
trés-petites, mais différentes de zéro, que comporte I'é-

n 7 ;
cart x — — . Lé calcul prouve que la formule précédente
m .

doit étre remplacée en conséquence par -

mm'

an(m—n) (m+m')’ (m's)

Lorsque le nombre m’, quoique toujours considéra-
ble, est trés-petit par rapport & m (comme si m’ était
de lordre des mille et m de I'ordre des millions), les
formules (m'), (m',) coincidenit sensiblement. Si Fon

t=Im\/
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prend m'=m, la valeur de /, tirée de (',), est & la
valeur de [, tirée de (m'), dans le rapport de |3 a 1.
Le rapport croit de plus en plus quand 7’ augmente,
m restant constant, quoique la valeur absolue de /',
tirée de (m',), aille toujours en diminuant, Enfin, quand
m’ devient trés-grand par rapport a m, cette valeur 7
se confond sensiblement avec la valeur de /, tirée de la

by

formule (m) : résultat aisé a prévoir, puisqu’alors le

!

ra "
pport —

On arrivera, si ’on veut, & la formule (m "), en dé-
terminant par la régle de Bayes la probabilité qu’apres
le tirage de 7 boules blanches en m tirages, m’ tirages
subséquents donneront n’ boules blanches; puis en pas-
sant, par les formules ordinaires d’approximation, au cas
ou m, n, m', n' désignent de grands nombres. Mais au
fond les résultats qu'on vient d’énoncer sont indépen-
dants des conditions de triage de I'urne, et par consé-
~ quent de la régle de Bayes : ils sont de pures conseé-
quences du principe de Bernoulli, et de I'hypothése qui
assigne de grandes valeurs aux nombres m, n,m', r'.

98. La limite /', correspondante & la probabilité P,
est donnée par la formule (2',) en fonction des nom-
bres m, n, m'; elle le serait en fonction des quatre nom-
bres m, n, m’, n’ par cette autre formule dans laquelle
les quatre nombres entrent symétriquement :

_ l mm"/rm (ml )
- l/a[m 3n'(m' — n') + m'3n{m—n)] *

ne peut plus différer sensiblement de .

On congoit que les deux valeurs de ¢, tirées de (m',),
(m',), ne peuvent pas en général étre identiques, a
cause des écarts fortuits que comporte encore le nom-
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bre n’, aprés qu’on a assigné au nombre 72’ une valeur

I - . . .
déterminée; mais ces deux valeurs de ¢ deviendraient
égales, et auraient pour commune expression

— mV m ) Ve
. Vanfm—n) Vite

U

. n n . .
si les deux rapports s étaient rigoureusement égaux,

de maniére qu’on piit poser  la fois m' —=am, n' =an.
Par conséquent les deux valeurs de £, tirées de (),
(m',) différeront trés-peu, tant que la différence des

n. n N , .
deux rapports — 17 restera trés-petite : ce qu’on doit ad-

mettre, si m, n, m', n’ désignent de grands nombres,
et si les deux séries de tirages ont lieu dans la méme
urne, comme on le suppose.

Pour 'application des formules (/2,), (m',) il n’est évi-
demment pas nécessaire d’admettre que la premiére sé-
rie des tirages a déja eu lieu; conséquemment on a,
avant toute épreuve, la probabilité P que I’écart des

!

rapports 2 I donnés par deux séries de tirages futurs
PP wm’ p g y

dans la méme urne, ou dans deux urnes pour lesquelles
la chance x d’extraction d’'une boule blanche conserve
la méme valeur, restera compris entre les deux limites
= 7 : la valeur de la limite /' étant lide a celles de ¢ et
de P au moyen de la formule (/2',), que nous considé-
rerons de préférence a cause de sa composition symé-
trique.

99. Supposons que les deux séries de tirages aient eu
lieu dans deux urnes différentes, ou, si elles ont eu lien
dans la méme urne, admettons que la constitution de
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I'urne a pu changer dans le passage d'une série a Pautre.
Désignons par z, z' les chances inconnues de l'extraction
d'une boule blanche, pour la premiére série de tirages
et pour la seconde. L’expérience a donné

n

m

& désignant, pour fixer les idées, une fraction positive;
et, d'aprés la valeur de I'écart pbservé 3, on demande
la Probablhte II que z surpasse z', au moins d’yne
quantité a, qui peut étre choisie plus petite o plus
grande que §.

- Appelons toujours P la probabilité qu’on aurait eue
avant toute expérience, et en admettant 1'égalité des

’

n n ' .
chances z, ', que I'écart — — —; serait compris entre
mi

les limites &= (§ —a) : la valeur de P sera donnée, par
Vintermédiaire de 'auxiljaire £, au moyen de la formule

=+ (8 — a)mm'V ,
Vn[m n'(m'—n')+m">n(m — n)]

Le signe = indique que la différence § —« doit tou-
jours étre prise positivement afin de conserver a ¢ une
valeur posmve.

Cela posg¢, Ja valeur de l'[ sera

1+=P
?

D=

‘et I'on devra choisir le signe -|— ou le signe —, selon
qu'on aura pns o plus petit ou plus grand que 3.

Silon a pris a=o0, II sera la probabilité que x sur-
passe ', quelque faible qu'on veuille d’ailleurs supposer
la différence x — z'. En d’autres termes, ce sera la pro-
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babilité que I'écart & ne doit pas étre imputé uniquement
aux anomalies du hasard, et qu’il accuse une wariation

de chances, d’une série d’épreuves a I’autre.
U

n . N .

Posons —, — @, et faisons cyoitre ensuite le nombra
m’ jusqua l'infini : IT désignera la probabilité que la
chance z, dans la premiére série d’épreuves, surpasse
la fraction &, ap mains d’yne quantité «. Dans ce cas,
la yaleur de ¢, qui détermine celle de P, et par suite
celle de IJ, devient
+ (% —B—a ) m

Viarm—n)

' . I e
Par exemple, si le nombre r surpasse —m, la probabilité
2

t—

que x surpasse i, oy qu’il y a dans l'urne plus de boules

blanches que de poires, sera la valeur de II correspon-

dant a
(2n — m)l/_
2|/2n(m —_ n)

100. Imaginons que chacune des boules, blanches ou
noires, qui se trouvent dans 'urne d’ol1 I'on a extrait »
boules blanches en m tirages, spit marquée a I'encre
rouge de I'une des lettres a, &; mais qu’on ignore si ces
marques ont été appliquées par un agent aveugle, sans
distinction de couleurs, ou si au contraire, par une cause
quelconque, l'une des marques est tombée de préfé-
rence sur les boules d’une certaine couleur. A chaque
tirage on reconnait la marque qui affecte la boule ex-
traite; et le résultat du dépouillement des tirages est la
décomposition de la série totale des m boules extraites
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en deux séries partielles : I'une de 7, boules marquées
a, sur lesquelles il y en a n, blanches, I'autre de m, bou-
les marquées 4, parmi lesquelles on en compte 7, blan-
ches. Il s’agit de savoir si I'écart

n, n,_'8

m, m,

doit étre imputé aux anomalies du hasard, ou s’il in-
dique au contraire, avec une probabilité suffisante, que
les chances d’extraction d’une boule blanche ne sont pas
les mémes dans la série (@) et dans la série (6) : la dis-’
tribution des caractéres @, 6 n’ayant pas été compléte-
ment indépendante de la couleur des boules.

Avant le dépouillement des tirages, il y avait une
probabilité P correspondant a

dm . m,\V 'm,m,

=l/2[m3n,-(m,-—n,) + min.(m, ‘—'”-)j’

; n, n . , ..
que Pécart ’-n—' — ';’ serait renfermé entre les limites

) ' X
== 9, si la chance z restait la méme pour les deux sé-
ries (@), (b); et aprés le dépouillement, il y a une pro-
babilité
. 1+P

=
2 ?

que lexistence de I'écart & accuse la supériorité de la
chance z, sur la chance z, : z,, x, désignant respecti-
vement les valeurs de la chance z, pour chacune des
séries (a), (b). En conséquence, si la valeur de IT ne
différe de Punité que d’une trés-petite fraction, on re-
gardera comme presque certain que la chance d’extrac-
tion d’une boule blanche varie d’une série a 'autre.
101. Quand on compare, non plus une série partielle
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a Pautre série partielle, mais une série partielle a la sé-
. e, n n
rie totale, la probabilité P que I'écart — — —- sera con-
m m,

tenu entre les limites == 4, est donnée en fonction-de ¢
par Iéquation '

' — dm\V mm,

Van(m—n) (m—m,)

Cette derniére formule est due 4 M. Bienaymé (*). Elle
offre une analogie remarquable avec celle du n° g7.

102. Maintenant rien n’empéche que les boules soient
encore distinguées par une autre marque, consistant dans
I'inscription de I'un des caractéres @', &' Nous adinet-
trons que la distribution de ces nouveaux caractéres est
indépendante de la distribution des caractéres a, b; mais
on sera censé ignorer & priori si elle est ou non indé-
pendante de la distribution des couleurs. Le dépouille-
ment des m tirages décomposera la série totale en deux
nouvelles séries partielles : Pune, composée des boules
marquées @', dans laquelle entrent ', boules blanches
et m’,—n’, boules noires; lautre, composée des boules
marquées 4, dans laquelle on compte n’, boules blanches
pour m',—n/, boules noires. A I'écart observé

! 7 ¢
nl nﬁ 8[
— —— T
m, m,

correspondront des probabilités P/, IT, suffisamment dé-
finies par ce qui précede.

Rien ne limite le nombre des systémes binaires de
caractéres opposés, daprés lesquels on peut faire autant

¢ (*) Journal l’In&}itut, n° du 14 mai 1840.
12
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de coupes dans la série totale. Désignons ce nombre par
s, et par :
m{), nd, m{), nfd, 30, z(0, (), PO, IO,
les analogues,. pour le systéme (a®, 5, des nombres
M,y Ry Myy Ray 8 Zoy T,y Py 10,

relatifs aux systémes (a, b). Supposons, en outre, que
tous les termes de la série IT, IT',... II¢="), a I'exception
de 19, soient assez petits pour donner lieu de croire,
de prime abord, que tous les écarts 9, &’,...8¢), a Pex-
ception de 37, sont imputables aux anomalies du hasard :
il gagit de savoir quelle conséquence on doit tirer des
valeurs trouvées pour 89, II); et il ya a cet égard une
distinction importante a faire.

Si Pexpérimentateur s’était proposé directement, avant
tout dépouillement du tirage, de décomposer la série
totale d’aprés les caractéres a®?, 69, soit que le hasard
lui efit suggéré I'idée d’éprouver ce systéme de caractéres
de préférence a tous les autres, soit qu'il et & priore
quelque motif de conjecturer que les chances 0, ) sont
 inégales, le nombre I1? mesurerait sans contredit, d’a-
prés ce qui a été expliqué plus haut, la probabilité qu’il
a, aprés I'expérience, qu'en effet z{) surpasse x{); et, dans
le cas ou I1® différerait trés-peu de I'unité, le fait de cette
supériorité devrait étre regardé par lui comme presque
certain. ,

Mais si 'expérimentateur n’a été induit que par le
résultat méme du dépouillement a considérer le systéme
(a9, 69) de préférence aux autres, les conclusionsne peu-
vent plus étre les mémes. En effet, quoiqu’il y ait une
grande probabilité P que, pour chacun des systemes
(@, b), écart & ne franchira pas une certaine limite /, si
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les chances x,, x, sont égales, il peut y avoir une grande
probabilité (si le nombre s est trés-grand ) que, pour
I'un des systémes an moins, I'écart § franchira cette li-
mite. Dés lors Panomalie observée, pour ce qui concerne
le systéme (a®, 6Y) pris entre une foule d’autres, peut
trés-bien étre fortuite ; il est méme trés-probable qu’on
finira par tomber fortuitement sur une telle anomalie,
4 force de multiplier les coupes et les essais.

1l n’y a d’ailleurs rien d’étonnant A ce que des chan-
ces d’erreur trés-inégales affectent le méme jugement,
porté sur le méme fait, selon les circonstances dans les-
quelles le jugement est porté. Ainsi, 'on congoit trés-
bien que l'expérimentateur ne se tromperait qu’une fois
sur mille, lorsque, décomposant directement, d’aprés une
idée préconcue, la série totale par rapport aux carac-
téres a¥, 60, et trouvant pour I1¥)la valeur 0,999, il
prononcerait que x{) surpasse x{); tandis qu'il pourrait
au contraire se tromper ggqg fois sur 1000 en portant le
méme jugement, s'il n’était tombé que par titonnements,
aprés un grand nombre d’essais, sur I'écart 3¢, et si le
résultat méme des titonnements était le seul motif qui
fixat son attention sur le systéme (a, &), de préférence
a une foule d’autres.

De la résulte pourtant cette conséquence singuliére,
qu’une personne étrangére a I'opération du dépouille-
ment, a qui expérimentateur communiquera le résultat
du dépouillement en ce qui concerne le systéme (a®,
b®), sans lui faire connaitre par combien de titonne-
ments et dessais I'on a passé pour obtenir ce résultat,
ne pourra porter un jugement, affecté¢ d’une chance
derreur déterminée, en ce qui concerne Pégalité ou
Pinégalité des chances x{), z{). A la vérité cette personne

12,
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pourra avoir des motifs de conjecturer & priori qu'une
certaine inégalité existe, et que, pour des motifs du méme
genre, la coupe (a®, &) sest offerte naturellement a
Pexpérimentateur, indépendamment du résultat méme
du dépouillement, et -entre une foule d’autres coupes
également possibles. Mais I'appréciation de ces motifs
n’équivaudra pas a une probabilité mesurable, ayant une
valeur objective, et représentant la chance de véracité
ou d'erreur qui affecte réellement un' jugement porte
dans des circonstances ol les conditions du hasard sont
rigoureusement définies. Nous reviendrons sur cette
conséquence singuliére, et nous la rendrons plus sen-
sible, en recourant 2 des exemples moins abstraits, dans
le chapitre suivant, ou nous traiterons des applications
a la statjstique.

’
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. o .

MAADITRE IY

nees de l’expérience serviront de bases certaines a toutes
les théories qui ont pour objet les diverses parties de
Porganisation sociale.

En effet, 'on entend principalement par statistique
(comme I'indique I'étymologie) le recueil des faits aux-
quels donne lieu Pagglomération des hommes en sociétés

-
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politiques : mais pour nous le mot prendra une accep-
tion plus étendue. Nous entendrons par statistique « la
science qui a pour objet de recueillir et de coordonner
des faits nombreux dans chaque espéce, de maniére a
obtenir des rapports numeériques sensiblement indépen-
dants des anomalies du hasard, et qui dénotent Iexis-
tence des causes réguliéres dont I'action s’est comhinée
.avec celle des causes fortuites, »

104. Comme cette distinction des causes réguliéres ou
permanentes, et des causes accidentelles ou fortuites, re-
vient fréquemment dans le discours, il convient d’y atta-
cher un sens bien pr'écis, et de voir comment elle se rat-
tache 4 la notion que nous nous sommes faite du hasard
et de la possibilité physique des événements.

Quand un dé qui offre des irrégularités de structure
est projeté plusieurs fois de suite, Papparition de telle
face du dé a chaque jet est un effet dépendant de la di-
rection et de I'intensité de la force impulsive, aussi
bien que de la forme du dé et du mode de distribution
de la masse; mais on peut admettre communément qu’il
y aune parfaite indépendance entre les causes qui dé-
terminent, pour un jet, l'intensité et la direction de la
force impulsive, ainsi que son point d’application, et
celles qui les déterminent aux jets suivants; tandis que
les irrégularités de structure, par exemple la distance
du centre de gravité du dé a son centre de figure, agis-
sent (*) a chaque jet, et toujours dans le méme sens,

(*) Il est bien entendu que les mots cause, action, etc., sont pris
ici par nous avec toute la latitude d’acception qu'ils comportent
dans la langue commune, et non avec cette rigueur qu'exige
quelquefois l'analyse métaphysique. Quand on dit, par exemple,
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pour favoriser Papparition de telle face plutét que de
telle autre. Ces causes toujours présentes, dont l'in-
fluence s’étend sur toute une série d’épreuves, sont ce
que nous entendons par causes réguliéres ou perma-
nentes, tandis que les causes qui régissent chaque épreuve
individuellement, sans qu’il y ait aucune trace de soli-
darité entre 'acton qu'elles exercent dans un cas indi-
viduel , et I'action qu’elles exercent dans un autre cas,
sont ce que nous entendons par causes accidentelles ou
fortuites. Les effets dus & leurs variations irréguliéres
se compensent et disparaissent dans le résultat moyen
d’'un grand nombre d’épreuves; de sorte qu’elles n’in-
fluent pas sur la mesure de la possibilité de 'événement A
ou de I’événement B, bien qu’elles concourent efficace-
ment, dans chaque cas particulier, 2 déterminer la pro-

qu’un volant agit pour régulariser les mouvements d’une machine,
ou qu'il est cause de la régularité des mouvements, on n’entend
pas préter A la masse inerte du volant une énergie qu'elle n’a
point; on comprend bien que le volant joue, dans le mouvement
de la machine, un rile véritablement passif: absorbant de la
force vive et en restituant aux autres piéces de I'appareil, toujours
par suite de I'inertie de sa masse, et non en vertu d’une force
propre qui résiderait en lui. De méme une petite masse addition-
nelle, fixée en un’point d’un dé homogéne, et qui trouble la’
symétrie de la distribution de la masse totale autour du centre
de figure ne joue qu'un réle passif dans les mouvements du dé,
bien qu'on ait coutume de dire qu'elle est cause de la plus fré-
quente apparition d’une des faces, ou qu’elle agit pour favoriser
Papparition de cette face. On s’exprimerait plus philosophi-
quement en disant que la présence du volant est la raison de la
régularité du mouvement de la machine, et que le défaut de
symétrie dans la distribution de la masse du dé est la raison de
la plus fréquente apparition d’une des faces.
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duction de 'événement A ou de 'événement B. Les causes
permanentes sont celles qui déterminent, par leur in-
fluence, la possibilité de chaque événement, susceptible
de se produire ou de ne se pas produire, selon la com-
binaison qui a lieu entre les causes permanentes et les
causes fortuites ; et 'élimination des causes accidentelles,
I'investigation des causes permanentes ‘constituent I'ob-
jet essentiel des recherches de statistique.

105. Pour que la statistique mérite le nom de science,
elle ne doit pas consister simplement dans une compi-
lation de faits et de chiffres: elle doit avoir sa théorie,
ses régles, ses principes. Or cette théorie s’applique aux
faits de l'ordre physique et naturel, comme a ceux de
Pordre social et politique. En ce sens, des phénoménes
qui s’accomplissent dans les espaces célestes peuvent
étre soumis aux régles et aux investigations de la sta-
tistique , comme les agitations de I'atmosphére, les per-
turbations de I'’économie animale , et comme les faits plus
complexes encore ui naissent, dans P’état de société, du
frottement des individus et des peuples.

106. La recherche et la critique des documents doi-
vent donner lieu, dans chaque branche dela statistique,
a des difficultés et & des régles spéciales, dont nous n’a-
vons pas & nous occuper ici.

En admettant qu’on ait réuni les matériaux ou les
documents nécessaires, quils aient I'exactitude et I'au-
thenticilé requises, il s’agit de les mettre en ceuvre, d'y
déméler un ordre, d’opérer la réduction des éléments,
de remonter aux données primitives, dont les valeurs
déterminent implicitement toutes les autres, et qui peu-
vent quelquefois étre inaccessibles a I'observation di-.
recte. Par exemple, lorsque nous traiterons de la sta-
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tistique judiciaire, on verra que la chance d’erreur qui
affecte la sentence d’un juge ou d’un tribunal est un
nombre que la statistique ne saurait donner directement,
mais qui pourtant peut se conclure indirectement des
valeurs que la statistique assigne a d’autres nombres,
dérivant du premier comme leffet dérive de sa cause.

La statistique est une science d’observation. Les chif-
fres sont les instruments a P'usage des statisticiens, et la
précision de ces instruments est rendue comparable au
moyen des formules tirées de la théorie des chances.
Mais le but essentiel du statisticien, comme de tout autre
observateur, est de pénétrer autant que possible dans la
connaissance de la chose en 60i, et pour cela de dégager
autant que cela se peut faire, par une discussion ration-
nelle, les données immédiates de I'observation, des mo-
difications qui les affectent, en raison seulement du
point de vue ou se trouve placé I'observateur, et des
moyens d’observation mis a sa disposition.

107. L'objet immédiat des relevés et des tableaux
statistiques est ordinairement, soit de faire connaitre la
chance de l'arrivée d’un événement qui peut se produire
ou ne pas se produire, dans’ des circonstances données,
selon des combinaisons fortuites; soit de déterminer la
valeur moyenne d’une quantité variable, susceptible
d’osciller fortuitement entre certaines limites; soit enfin
d'assigner la loi de probabilité des valeurs, en nombre
infini, qu’une quantité variable est susceptible de pren-
dre, sous I'influence de causes fortuites. Il est naturel de
traiter d’abord du probléme qui consiste & déterminer
par la statistique la chance d'un événement, ou i don-
ner la mesure de sa possibilité.

Déja I'on a vu dans le chapitre précédent [g6] que si
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PPévénement A, dont nous désignerons par p la prohabi-
lité inconnue, s’est produit # fois dans un nambre m
d’observations ou d’épreuves recueillies par la statisti-
' que, il y a une probabilité P que l'erreur que 'on com-

) n
met en prenant pour p le rapport o tombe entre les

limites ==/, le nombre / étant lié a Pauxiliaire ¢, et par
suite.a la probabilité P, au moyen de la formule
m
t=Ilm\/ ——
‘ " an(m — n)
La probabilité P a, comme nous I’avons expliqué, une

valeur objective; elle mesure effectivement la possibilité
de Perreur du jugement que nous portons, en pronon-

cant que la différence p— % tombe entre les limites ==/,

/ ) .
Lors méme que, dans la multitude indéfinie de faits
auxquels peuvent s’appliquer les observations statisti-
ques, des raisons inconnues rendraient ‘certaines valeurs
de p habiles & se produire plus fréquemment que d’autres,
le nombre des jugements vrais que nous émettrions, en
prononcant, d’aprés la probabilité P, que la différence

n . . .
r— = tombe entre les limites ==/, serait au nombre

des jugements erronés, sensiblement dans le rapport de
P a 1—P, si d’ailleurs on embrassait une série de juge-
ments assez nombreux pour que les anomalies fortuites
aientdii se compenser sensiblement.

Pour la méme valeur de P, Pintervalle 2/ des limites
d’erreur est inversement proportionnel a

_mm )
V an m—n)’
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en conséquence, ce dernier nombre peut étre pris pour
mesure de la précision avec laquelle I'inconnue p se
trouve déterminée, quand on lui assigne pour valeur la

¢ — Imm'V mm/
V5 [m’r'(m' —nr')+ m'3n(m—n)]

Admettons que P'expérience ait donné

on fera, dans'équation précédente, /=38, et aprés qu'on
aura calculé les valeurs correspondantes de ¢ et de P,
la fraction

H=I+p
‘2
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sera la probabilité que la chance p de I'événement A,
dans la premiére série d’épreuves, surpasse la chance p’
du méme événement, dans la seconde série, ou bien en-
core la probabilité que I'écart § n’est pas imputable aux
anomalies du hasard.

109. En général, il faut entendre par p, p’ des
moyennes entre une multitude de valeurs distinctes
que la chance de I'événement A est susceptible de pren-
dre, quand on passe d’'une catégorie 2 une autre, ou
méme d’un cas individuel 4 un autre [75]. Les moyennes
P ' peuvent différer, soit parce que les chances de
Pévénement, pour les diverses catégories, ont varié dans
le passage de la premiére série d’observations a la se-
conde ; soit parce que les mémes catégories sont entrées
en proportions différentes dans la composition des deux
séries ; soit parce que des catégories qui figuraient dans
la premiére série ne figurent pas dans la seconde, ou
réciproquement; soit enfin en raison du concours de
de toutes ces diverses circonstances. .

" Toutes ces causes de la variation de la moyenne p ,
dans le passage de la premiére série a la seconde, peu-
vent étre fortuites et irréguliéres. Ainsi, un événement
comparable & un coup de dés peut avoir déterminé les
proportions dans lesquelles les catégories (a),(6),(¢), etc.,
concourent a former la série (m), et les proportions dans
lesquelles ces mémes catégories contribuent a former la
série (7). Un autre événement, comparable aussi & un
coup de dés, peut avoir déterminé, d’abord pour la sé-
rie {m), puis pour la série (m"), les valeurs de la chance
de l'événement A, relatives a chacune des catégories
(@), (b), (c), etc. En ce sens, il ne serait plus exact de
dire que I’écart &, dés qu'il accuse avec une grande
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probabilité une variation dans la moyenne p, d’une sé-
rie 4 I'autre, cesse d’étre imputable aux irrégularités du
hasard. Néanmoins nous continuerons d’employer cette
locution, et voici dans quel sens.

11 est clair que Iévénement qui déterminerait, pour
la série (m), les valeurs de la chance p relatives a cha-
cune des catégories (a), (), (¢), etc., quoique jouant
le-réle de cause fortuite et irréguliére par rapport a un
systtme formé d’un grand nombre de séries (m), (m'),
(m'"), ete. , jouerait le réle de cause constante [104] par
rapport aux observations individuelles dont la série ()
se compose ; puisqu'il affecterait 4 la fois, et de la méme
manitre, toutes les observations de la série () et de la
catégorie (a), toutes les observations de la série (m) et
de la catégorie (b), et ainsi de suite. De méme, I'événe-
ment qui déterminerait dans quelles proportions les ca-
tégories (a), (b), (¢), etc., concourront a former la série
(m), quoique jouant toujours le réle de cause fortuite
par rapport au systéme des séries (m), (m'), etc., affec-
terait solidairement les cas individuels dont chaque série
se compose. :

Groupons par la pensée toutes les influences qui
affectent solidairement la totalité des observations d’une
série , ou partie d’entre elles ; groupons de méme toutes
les influences qui affectent chaque observation indépen-
damment de toutes les autres : le premier groupe d’in-
fluences ou de causes sera ce qui détermine pour chaque
série les moyennes p, p', etc. ; qu'elles changent ou non
&d’une maniére fortuite et irréguliére d’'une série a I'au-
tre. Ce qui subsiste de Iaction du second groupe, dans
les résultats observés, et ce que la compensation n’y a
pas effacé, est ce _que nous regardons ici comme la
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part du hasard , comme I'anomalie fortuite, pour cha-
cune des séries (m), (m'), etc. Lors donc que nous di-
sons que’écart & accuse une variation dans la moyenne p,
et par 12 méme n’est pas imputable aux anomalies du
basard, nous entendons dire que I'écart & ne provient
pas, ou du moins ne provient pas en totalité, des in-
fluences du second groupe; qu'il provient, au moins
en partie, de modifications apportées dans les influences
du premier groupe, quoique d’ailleurs ces modifications
puissent ellesmémes résulter de causes fortuites et irré-
guli¢res, dont les effets se compenseront, si 'on em-
brasse un mombre suffisant d’observations.

110. Admettons qu’on ait distribué en deux caté-
gories (@), (b), chacune tréssnombreuse , les 7 observa-
tions de la premiére série ; que m;, soit le nombre des
observations et = celui des événements A pour la caté-
gorie (a); que m,, 1, désignent les nombres analogues
pour la catégorie () ; posons en outre

n, n, 3

—— — —

m, m,

on aura la probabilité

= l'I::l+P
2

’

que la chance moyenne de I'événement A, pour la caté-
gorie (@), surpasse celle du méme événement pour la
catégorie (0) ; la valeur de P étant celle qui correspond
a la valeur de ¢ donnée par I'équation.

dm,m,V m,m,

=V2[m? n,(m,—n,)+milz,(m.—n,)].

111. Clestici que nous devons revenir sur la remarque
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déja faite au n® 102. Il est clair que rien ne limite le
nombre des faces sous lesquelleson peut considérer les
évéuements naturels ou les faits sociaux auxquels s’ap-
pliquent les recherches de statistique, ni, par suite, le
nombre des caractéres d’aprés lesquels on peut les dis-
tribuer en plusieurs groupes ou catégories distinctes.
Supposons , pour prendre un exemple, qu’il s'agisse de
déterminer, d’aprés un grand nombre d’observations
recueillies dans un pays tel que la _France, la chance
d'une naissance masculine qui, en général, comme on

. 1 -
le sait , surpasse S ¢ on pourra distinguer d’abord les

naissances légitimes des naissances hors mariage; et
comme on trouvera ,en opérant sur de grands nombres,
une différence trés-sensible entre les valeurs du rapport
du nombre des naissances mascullges au nombre total
des naissances, selon qu'il s’agit d’enfants légitimes ou
naturels, on en conclura avec une probabilité trés-
grande que la chance d’une naissance masculine , dans
la catégorie des naissances légitimes , surpasse sensible-
ment la chance du méme événement, dans la catégorie
des naissances hors mariage. On pourra distinguer en-
core les naissances dans les campagnes des naissances
dans les villes, et 'on arrivera & une conclusion ana-
logue. Ces deux classifications s'offrent si naturelle-
ment a Pesprit, qu'elles ont été un objet d’épreuve pour
tous les statisticiens. '
Maintenant il est clair qu’on pourrait aussi classer
les naissances d’aprés l'ordre de primogéniture, d’aprés
Page, la profession , la fortune, la religion des parents ;
quon pourrait distinguer les premiéres noces des se-
condes, les naissances survenues dans telle saison de
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'année, des naissances sucrvenues dans une autre saison;
en un mot , qu’on pourrait tirer d'une foule de circons-
tances accessoires au fait méme de la naissance, des
caractéres, en nombre indéfini, qui serviraient de base
a autant de systémes de distribution catégorique. Il est
pareillement évident que, tandis que le nombre des
coupes augmente ainsi sans limite, il est & priori de plus
en plus probable que, par le seul effet du hasard, I'une
des coupes au moins offrira, pour le rapport du nom-
bre des naissances masculines au nombre total des nais-
sances, dans les deux catégories opposées, des valeurs
sensiblement différentes. En conséquence, ainsi que
nous 'avons déja expliqué, pour le statisticien qui se
livre & un travail de dépouillement et de comparaison,
la probabilité qu’un écart de grandeur donnée n’est pas
imputable aux anomjgjies du hasard, prendra des valeurs
tres-différentes, selon qu’il aura essayé un plus ou moins
grand nombre de coupes avant de tomber sur I'écart
observé. Comme on suppose toujours qu’il a opéré sur
de grands nombres, cette probabilité, en vertu des prin-
cipes ‘posés [95], n’en aura pas moins, dans chaque sys-
téme d’essais, une valeur objective, en ce sens qu’elle
sera proportionnelle au nombre de paris que I'expéri-
mentateur gagnerait effectivement, s’il répétait un grand
nombre de fois le méme pari, toujours a la suite d’au-
tant d’essais parfaitement semblables, et si I'on possé-
dait d’ailleurs un criterium certain pour distinguer les
cas ot il se trompe des cas ol il rencontre juste.

Mais ordinairement ces essais par lesquels I'expéri-
mentateur a. passé ne laissent pas de traces; le public
ne connait que le résultat qui a paru mériter de lui
étre signalé; et en conséquence, une personne étran-
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gére au travail d’essais qui a mis ce résultat en évidence,
manquera absolument de régle fixe pour parier que le
résultat est ou non imputable aux anomalies du hasard.
On ne saurait assigner approximativement la valeur du
rapport du nombre des jugements erronés qu’elle por-
tera, au nombre des jugements portés, méme en sup-
posant trés-grand le nombre des jugements semblables,
portés dans des circonstances identiques. Ea un mot
la probabilité que nous avons appelée IT, et qui corres-
pond & l'écart 8, perdra, pour la personne étrangere
aux essais qui ont manifesté cet écart, toute consis-
tance objective ; et, selon I'idée que cette personne se
fera de la waleur intrinséque du caractére qui a servi
de base i la division catégorique correspondante, elle
devra porter des jugements différents, la grandeur de
Pécart signalé restant la méme.

112. Pour éclaircir cette derniére remarque, sans
sortir de notre exemple, supposons qu’on ait distribué
les naissances en deux catégories , suivant qu’elles sont
arrivées du solstice d’été au solstice d’hiver, ou, au
contraire, du solstice d’hiver a celui d’été. 1l est a
priort fort plausible que la chance d’une naissance
masculihe neé reste pas rigoureusement la méme dans
les deux semestres, ou méme qu'elle éprouve, d’un se-
mestre a Pautre, une variation appréciable. En effet ,
I’époquie dela naissance se lie a 'époque de la conception,
de mianiére que les naissances de la premitre catégorie
correspondent , pour lagplupart, & des conceptions sur-
venues dans la saison t”i)ver, de P'équinoxe d’automne 4
celui du printemps, tandis que les naissances de la se-
conde catégorie correspondent, aussi pour la plupart,
4 des conceptions survenues dans la saison d’'été, de

13
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Péquinoxe du printemps & I’équinoxe d’automne. Or, il

est bien naturel de présumer que des différences dans la

température, dans le régime alimentaire, dans les tra-
vaux et les habitudes , aussi sensibles que celles qui ré-
sultent, pour nos climats, du passage de la saison d’été

4 la saison d’hiver, peuvent exercer une influence appré-

ciable sur la chance de conception d’un enfant du sexe

masculin : de sorte que, si la grandeur de I'écart observé
cadre avec cette conjecture, on sera extrémement fondé

a croire qu’un tel écart n’est pas imputable aux anoma-

lies du hasard. En effet, il faudrait opérer fortuitement

un trés-grand nombre de coupes ou de divisions caté-

goriques, pour que le hasard seul fit correspondre a

quelques-unes seulement de ces coupes des écarts trés-
. sensibles; et il serait bien peu probable & priori que
ces coupes, sur lesquelles le hasard tomberait, fussent
précisément du nombre de celles pour lesquelles il nous
parait vraisemblable, d’aprés I'idée que nous nous fai-
sons des conditions du phénoméne, que I'on rencontrera
un écart non fortuit, et dii A une variation réelle des
chances.

- Supposoné maintenant qu’on ait distribué les nais-
sances en deux catégories , suivant qu’elles sont arrivées
les jours pairs ou les jours impairs du mois, et qu’il
résulte de cette coupe un écart trés-sensible : nous sou-
tenons que, malgré la grandeur de Iécart observé , il
restera trés-peu probable que I’écart n’est pas imputable
aux anomalies du hasard. Cgr, & priori, le caractére
qui a servi de base a cette disWMbution catégorique doit
paraitre tout a fait arbitraire et artificiel. La distinction
des jours du mois en pairs et en impairs, selon leurs
numéros d'ordre, n’a de rapport avec aucun des phé-
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nomenes naturels, avec aucune des habitudes de la vie
sociale. La période des saisons, la période de la semaine,
la période méme des lunaisons, circulent de maniére
que les jours pairs et impairs du mais correspondent
indifféremment & chaque jour de ces périodes. Dés lors
il y a tout lieu de croire que, si un écart notable cor-
respond 4 la distribution catégorique dont il sagit,
cest qu’il faut bien qu'on finisse par tomber fortuite-
ment sur des écarts notables , 4 force de multiplier les
coupes ; et que vraisemblablement le calculateur, i la
patience duquel on doit la manifestation de ce résultat
fortuit, n’y est arrivé qua force de titonnements et
d’essais. 4

Sans doute, si Pécart se soutenait dans de nouvelles
séries d’observations, on serait bien obligé d’admettre,
quelque bizarre que la chose paraisse & priori, qu'en
effet la chance d’une naissance masculine n’est pas la
méme pour les jours pairs et pour les jours impairs du
mois. Cest que le résultat méme de la premidre expé-
rience aurait déja signalé la coupe dont il Sagit, comme
une de-celles qu’il y a lieu d’essayer dans une nouvelle
série d’épreuves; et il serait fort extraordinaire, vu la
multitude infinie des coupes que I'on peut faire d’aprés
des caractéres choisis arbitrairement , que le hasard seul
fit tomber deux ou plusieurs fois de suite sur un écart
notable, pour la méme coupe.

113. 1l suit de la que le jugement probable que nous
portons, en prononc¢ant quun écart observé n’est pas
imputable aux anomalies du hasard, résulte de deux
éléments : Pun, susceptible d’'une définition précise et
mathématique , est le rapport désigné jusqu'ici par P,
entre le nombre des combinaisons fortuites qui donne-

¢
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raient un écart moindre, pour une coupe prise au ha-
sard, et le nombre total des combinaisons possibles ;
Pautre élément consiste dans un jugement préalable, en
vertu duquel nous regardons la coupe qui a donné lieu
& I'écart observé , comme une de celles qu'il est naturel
d’essayer, dans la multitude infinie des divisions possibles,
et non pas comme une de celles qui ne fixent 'attention
qu'en raison méme de I'écart observé. Or, ce jugement
préalable, par lequel 'expérience statistique nous sem-
ble devoir étre dirigée sur telle coupe plutét que sur
telle autre , tient a des motifs dont la valeur ne peut
étre appréciée rigoureusement , et peut étre diversement
appréciée par des esprits divers. C’est un jugement con-
jectural, fondé lui-méme sur des probabilités, mais sur
des probabilités qui ne se résolvent pas dans une énu-
mération de chances, et dont la discussion n’appartient
pas proprement a la doctrine des probabilités mathéma-
tiques : nous y reviendrons dans le dernier chapitre de
cet ouvrage.

Toutefois, de ce qu'il entre dans les jugements que
nous portons a I'inspection des tableaux statistiques, un
élément variable, et qui échappe a une mesure précise,
nous nous garderons bien d’en conclure que la théorie
mathématique des chances est indifférente au statisticien.
" 1l est évident que l'importance de I'écart & , comme fait
d’observation, dépend a la fois de la grandeur de cet
.écart et de la grandeur des nombres employés ; mais sui-
vant quelles lois en dépend-elle ? C’est ce que la théorie
des chances peut seule nous apprendre, en nous ensei-
gnant & calculer le rapport P correspondant & I'écart 3.
Quant a la probabilité désignée plus haut par IT, elle
manque réellement, dans les applications ala statistique,
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de ponsistance objective ; elle ne mestire point la chance
fle vérité ou d'erreur afférente & un jugement déter-
miné.

114. Nous ne nous dissimulons pas ce qu’il y a de
délicat dans toute cette discussion, et nous voudrions
multiplier les exemples propres a y jeter du jour. Sup-
posons dopc qu'on nous donne le dépouillement des
naissances par sexes, pour la France entiére et pour un
département en partlculxer Il y aura un certain écart &
une probabilité & pnon P (*) que Pécart nattemdralt
pas cettevaleur, sila chance d’une naissance masculine
était la méme pour toute la France et pour ce département
en particulier;enfin, une probabilité a posteriori I1 quen
effet la chance d’'une naissance masculine a des valeurs
différentes pour ce département et pour la France en-
tiere. Mais , pour que cette derniére probabilité ait une
valeur objective, il faut que nous sachions que le dé--
partement dont il s’agit a été pris au hasard; qu'on a,
par exemple , extrait le nom de ce département d’une
urne ou se trouvaient des billets portant chacun le nom
de 'un des quatre-vingt-six départements. Si, au con-
traire, la personne de qui nous tenons le résultat avait
fait Je dépouillement pour tous les départements, et
qu’elle eiit choisi, d’apres le résultat du dépouillement,
le département pour lequel I'écart a atteint sa plus grande :

(%) Lorsque I’écart est donné par la comparaison d’une série
partielle avec la série totale , expression de P ne peut plus étre
celle que nous avons donnée plus haut [108], pour le cas o I'on
compare deux séries partielles; elle doit alors se tirer de la
formule du n® 101; mais cette partwulante ne change rien aux
raisonnements généraux,
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valeur, la probabilité IT ne pourrait plus &tre prise dans
le méme sens; puisque autre chose est la probabilité a
priori que écart ne franchira pas une certaine limite
pour un département pris au hasard, ou d’aprés des
vues indépendantes du résultat de Pexpérience, et autre
chose la probabilité que Iécart ne franchira cette li-
mite pour aucun des quatre-vingt-six départements : tou-
jours dans Ihypothése ol les écarts seraient purement
fortuits, la chance moyenne d’une naissance masculine
ne variant pas réellement d’'un département a l'autre.

Si cependant le département que l'on considére en
particulier était le département de la Seine, que tant de
circonstances désignent naturellement au statisticien
comme placé dans des conditions exceptionnelles , qui
peuvent avoir une influence trés-sensible sur la chance
des naissances masculines, le rapport II reprendrait sa
signification primitive. En effet, lors méme qu'il serait
probable que le seul jeu du hasard produira, pour I'un
des quatre-vingt-six départements , un écart aussi grand

-que celui qui est donné par 'observation pour le dépar-
tement de la Seine, il serait trés-extraordinaire que le
hasard fit tomber cet écart sur le département de la
Seine, signalé entre tous les autres, avant tout dépouil-
lement statistique , comme celui pour lequel on a le plus
de raisons de s'attendre 4 un écart trés-sensible , di a
une variation effective de la chance moyenne.

Mais, ce qui frappe tous les esprits quand il s’agit du
département de la Seine, les frappera-t-il tous, ou les
frappera-t-il au méme degré, s'il s’agit du département
de la Corse, ou du département du Nord, ou de plu-
sieurs autres qui peuvent aussi sembler ¢ priori placés
dans des conditions exceptionnelles ? Comment estime-
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ra-t-on la valeur de I'expérience statistique et de la pro-
babilité & posteriori qui en dérive, pour chacun de
ces départements considérés i part? Evidemment il
entre dans cette estime un élément variable et rebelle
a la détermination mathématique.

Pareille remarque est applicable au dépouillement des
naissances par années. Si j’ai choisi une année au hasard,
et trouvé un écart notable pour cette année comparée
a la moyenne de plusieurs années consécutives, il y aura
une certaine probabilité que la chance moyenne, pour
Pannée considérée en particulier, n’était pas la méme
que la chance moyenne pour toute la série embrassée
dans les observations. Mais, si I’attention n’est fixée sur
cette année qu’apres le résultat des dépouillements pour
chaque année en particulier, parce qu’elle se trouve étre
celle pour laquelle I'écart atteint la plus grande valeur,
la probabilité d’une variation de chance deviendra trés-
différente. Elle pourra reprendre sa valeur primitive,
si 'année avait été signalée par quelque grande pertur-
bation climatérique , par une disette, une influence mor-
bide, qui auraient d’avance signalé cette année comme
une de celles sur lesquelles doit se porter de préférence
Pexpérimentation statistique.

115. Lorsqu'’il s’agit , comme dans ce dernier exemple,
de classification suivant 'ordre du temps, le prolonge-
ment de la méme expérience statistique est impossible,
et il faut en accepter les résultats avec toute I'indéter-
mination qui les affecte. Maigguand on a lieu de croire,
et lorsque I’'expérience, ménra“%'q]ue que, dans un autre
systéme de classiﬁcati&; , les clfantes ne varient pas avec
le temps, on est dispenséde toutes les distinctions sub-
tiles qui viennent de nous occuper. En poursuivant

-
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indéfiniment 'expérience,, on détermine avec png prégi-
sion indéfinie, pour chaque systéme de division catégg-
rique, les chances qui lui sont propres. A mesure qug
les observatians §'accumulent, on peut mpltiplier le
nombre des catégories, toujours en se guidant par les
nations acquises sur les conditions du phéngmene étpdié,
dans l'ordre naturel on social ; et Je fait complexe qui
avait été 'objet des premiéres déterminations gumériques
[106], se trouve ainsi graduellement décomposé dansg
les éléments qui le constituent. Le principe de Ber~
noulli, auquelil faut toujours revenir en définitive , com-
me a la seule base solide de toutes les applications de
la théorie des probabilités, suffit alors au statisticien ; et
des formules mathématiques lni donnent continuelle-
ment la mesure du degré de précision qu’il g atteint.

116. Ces formules, telles que nous les avons écrites
dans tout le cours du présent ouvrage, n'ont qu’une
exactitude approchée; mais 'approximation suffit coms
munément dés que les observations se comptent par cen-
taines, et-les auteurs les plus considérables, Laplace na-
tamment, n’ont pas hésité a s’en servir en pareil cag
[13, 33 et 69, Notes]. D'ailleurs, quand méme les nomye
bres employés seraient trop petits pour se préter & I'em-
ploi des formules d’approximation, ils pourrgient étre
bien suffisants pour mettre en évidence la variation deg
chances,, d’'une catégorie 2 une autre : seulement il fau-
drait recourir dans ce cas, pour calculer numériquement
les probabilités, & des formules dont la complication
rendrait souvent l'usage srés-péntble.

Les nombres employés pougraignt aussi étre trop pe-
tits pour donner des probabilités trés-grandes que les
chances varient d’une catégorie 2 une autre, lorsqu’oti
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ne tire ces probabilités que des résultats fournis par la
série totale des observations; tandis que, par la maniére
dont cette série totale se décompose , I'existence des va-
riations serait rendue trés-vaisemblable. Ainsi, par exem-
ple, on aura & posteriori une certaine probabilité IT d'une
inégalité dans les chances, si l'on considére I'écart &
fourni par la comparaison de deux séries de 5o observa-
tions pour chaque catégorie, et une autre probabilité IT',
si 'on considére I'écart 8’ fourni par la comparaison de
deux séries de 150 observations chacune; &' pourra
étre indifféremment plus petit ou plus grand que &'; mais
en général IT surpassera IT, quoique d’ailleurs les pro-
babilités IT et IT' puissent étre toutes deux de I'ordre de
celles qui ne rendent pas invraisemblable I'explication de
Pécart par une anomalie fortuite. Au contraire, si l'on
décompose chaque série de 150 observations en trois
sérjes copsécutives, de 50 observations chacune, la per-
sistance (’un écart de méme ordre, fouyrni par les troig
groupes de séries partielles, pourra donner a lhypothése
-d’une succession d’anomalies fortuites une telle invraisem-
blance qu'on ne mettra plus raisonnablement en doute
le fait d’urie inégalité dans les chances du méme événe-
ment, pour les deux catégories (7).

(*) Soient m le nombre des observations et » celui des événe-
ments A dans la série totale : si I'on trie au hasard, pour en
former une série partielle, 72, observations, la probabilité que
cette série partielle contiendra , événements A, est évidemment
la méme que celle d’extraire », boules blanches en m, tirages,
d'une urne qui renferme % boules, dont » blanches, quand
dailleurs on ne rejette pa@ﬁ&pﬂ’urne les boules extraites. Cette
probabilité a donc pour valeur [36]
mafmy) o (rat 3)n (= ma 1) (m = ) (= ) fmm () 1]

52.300(myg = ng)om(m = 1)...(m — m; + 1)
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117. Si l'on a insisté souvent sur la nécessité de réu-
nir de trés-grands nombres d’observations , pour arriver

et, d’aprés ce qui a été dit dans le numéro cité, si les nombres
m, n, m,, n, sont trés-grands, il devient trés-probable que le
rapport-’:ﬁ différera trés-peu du rapport ’-’7;

Si la chance p del’événement A n’a pas varié dans le coursdes
observations de la série (m), Popération qui consisterait a classer
les observations selon 'ordre des temps , & former, par exemple,
la série (m,) des m, observations premiéres en dates, équivaudra
manifestement 3 un tirage fortuit; et dans ce cas encore, pourvu
que les nombres m, n, m, , n; soient suffisamment grands, le rap-
port ;—::—: différera trés-peu du rapport ,% » quand bien méme ce
dernier rapport, par une anomalic extrémement peu probable
& priori, s’écarterait notablement de la chance p. M. Bienaymé a
signalé ce résultat (Journal U’Institut, ne du 14 mai 1840), etil I'a
tiré d’un calcul élégant, mais qui ne nous parait pas nécessaire, la
chose étant évidente d’aprés le raisonnement qui précéde.

Il n'est méme pas nécessaire d’assigner pour condition que la
chance p reste constante : il suffit que ses variations, si elle
'varie , aient lieu dans un autre ordre que celui du temps. Pour
le montrer, supposons que la série totale (i) se compose de deux
séries d’observations (m'), (m"), faites, par exemple, dans des
lieux différents, et qui ont été régies, 'une par la chance p),
P'autre par la chance p". Nous concevons toujours la série totale
(m) disposée par ordre chronologique, de maniére qu’on forme
une catégorie A part des m, observations premiéres en dates,
celle-ci comprenant m,’ observations régies par la chance p,
et m," observations régies par la chance p“, Dans 'hypothése ol
nous nous plagons (les nombres m', m”, m,/, m," étant d’ailleurs

/
d’un ordre de grandeur convenable), .le rapport Z—',, se trouve
. : K
.assujetti, par une raison quelconque, i différer fort peu du
’

m . .
rapport —7. C'est ainsi, par exemple , que si I'on range par ordre
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a des reésultats sensiblement fixes et affranchis de toutes
les irrégularités du hasard, c’est qu'on a eu en vue les
cas effectivement trés-fréquents, ou il faut distinguer,
outre les influences fortuites qui affectent chaque ob-
servation indépendamment de toutes celles qui composent
avec elle la méme série, d'autres influences par lesquelles

de dates les naissances annuelles de deux départements, le rap-
port entre les nombres de naissances fournies par les deux dé-
partements pourra étre assujetti & rester sensiblement le méme
pour les six premiers mois que pour I'année entiére. Cela posé,
I'opération qui consiste & extraire de la série totale (m) les m,
observations premiéres en dates, équivaudra & extraire au ha-
sard m,’ boules d’une urne qui en renferme m’, dont »’ blanches,
et m,” boules d’une seconde urne qui en renferme m", dont '
blanches; sous la double condition que les nombres m,’, m,”
aient pour somme m,, et que leur rapport différe trés-peu de
celui des nombres m’, m". D’aprés toutes ces conditions, et en
admettant toujours qu’on opére sur des nombres suffisamment

grands, le rapport%' devra , avec une grande probabilité, diffé-

l n !
rer trés-peu du rapport ped) méme quand les rapports prof e 1
par une anomalie trés-invraisemblable & priori, s'écarteraient
respectivement beaucoup des chances 2/, p".

La remarque qui fait I'objet de cette note n’infirme aucu-
nement ce qui a été dit dans le texte, et méme en est, suivant
nous, complétement indépendante, Il n’en sera pas moins permis
de substituer a la probabilité & posteriori tirée de la série totale,
le produit des probabilités & posteriori qu’on obtient en consi-
dérant séparément les séries partielles. Seulement il pourra et
méme il devra arriver, pour de trés-grands nombres, que les
probabilités & posteriori, ainsi calculées dans deux systémes dif-
férents, se rapprochent beaucoup ; puisque le résultat offert par
la série totale entraine alors avec une grande probabilité des ré-
sultats sensiblement les mémes dans chacune des séries partielles.
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les observations d’'une méme série sont régigs solidaire-
ment, en totalité ou en partie, et qui néanmoins sont
encore fortuites, en ce sens qu’elles varient irréguliére-
ment d’upe série & l'autre [104], et que les effets de
leurs variations se compensent, pourvu qu’on embrasse
un grand nombre de séries, et par c_onséqueqt un trés-
grand nombre de cas individuels.

Parmi les causes de solidarité entre les causes ou
influences qui régissent les diverses épreuves du méme
hasard, et qui rendent nécessaire 'accumulation d’un
bien plus grand' nombre d’épreuves pour la fixité des
résnltats moyens, il faut mettre en premiére ligne le
voisinage des épreuves dans l'ordre de I'espace ou du
temps. Déja 'on a vu, & propos de I'exemple du n° 7gs
emprunté 3 M. Bienaymé, que, si la valeur de la chance, -
au lieu de varier fortuitement d’une épreuve a l'autre
dans une série totale de 7 épreuves, est déterminée for-
tuitement, d’abord pour une série partiellede m, épreuves,
puis pour une autre série partielle de 7, épreuves, et
ainsi de suite, il ne suffit plus en général que m soit
un grand nombre, pour que les anomalies fortuites se
trouvent sensiblement compensées. La compensation ne
sopére, dés que les nombres m,, m,, etc., sont un peu
grands, qu’autant que la série totale (72) se compose d’un
grand nombre de séries partielles (m2,), (m,), etc. A la
véritd, dans les faits du ressort de la statistique, 'exemple
du n° 79 n’est pas directement applicable : on ne peut
pas supposer, en général, que les chances restent rigou-
reusement constantes pour toute une série d’épreuves
voisines, en changeant brusquement et fortuitement dans
le passage d’une série i l'autre. Elles doivent subir au
contraire des modifications progressives, et, comme
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toutes les grandeurs de la nature, obéir communément
a la loi de continuité, méme dans leurs variations irré-
gulidres. Mais toujours est-il que des chances peu diffé-
rentes régissent en général un grand nombre d’épreuves
voisines; de sorte quon ne peut nullement regarder
comme indépendantes deux épreuves qui se suivent im-
médiatement, ni méme comme absolument indépendantées
deux épreuves qui ne sont pas séparées par un assez
grand nombre d’intermédiaires, pour que la trace de
Pétat initial de la chance se soit effacée dans le passage
d’'une épreuve a l'autre. C'est ainsi que les inégalités de
la surface terrestre, ou celles de la surface d’une mer
agitée, deviennent a de grandes distances sensiblement
indépendantes les unes des autres ; tandis que , malgré
leur allure irréguliére, des points trés-rapprochés sorit
nécessairement a des niveaux trés-peu différents. Nous
ne pouvons ¢ priori réduire en formules linfluence
de cette liaison entre les chances des épreuves voisines;
mais des exemples fictifs, comme celui du n° 79,
suffisent pour montrer que cette influence peut étre
trés-grande, et l'expérience vient & Pappui de cette
présomption. Dans une multitude d’applications a I'éco-
nomie sociale, et & certaines branches des sciences
naturelles, telles que la météorologie, il faut, pour
arriver & des moyennes sensiblement fixes, accumuler
des observations en nombre bien supérieur A celui qu’as-
signeraient les formules assises sur 'hypothése de l'in-
dépendance des chances d’une épreuve a l'autre.

118. Un fait singulier au premier abord, et quon
n’a pas omis de remarquer, c'est que, pour des choses
qui proviennent du développement de l'activité de
Ihomme , et qui paraissent tenir i une multitude de
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causes trés-complexes, telles que le rappert entre le
nombre des accusés pour crimes et celui des habitants
d’un pays, le rapport entre le nombre des condamnés
et celui des accusés’, on trouve, d’'une année i l'autre,
des variations bien moindres que pour des choses qui
dépendent du concours des forces aveugles de la na-
ture. Mais, quand on y réfléchit, ce résultat cesse de
surprendre; on congoit aisément qu’il n’existe que peu
ou point de solidarité entre les causes dont le concours
détermine la perpétration d’un crime, et celles qui dé-
terminent la perpétration d’'un autfe crime; entre les
causes qui déterminent la condamnation d’un accusé,
et celles qui déterminent la condamnation d’un autre
accusé : tandis que, bien évidemment, il y a une soli-
darité trés-grande entre les causes dont le concours for-
tuit améne aujourd’hui la pluie, et celles dont le con-
cours aménera demain la pluie dans le méme lieu. Il est
donc tout simple que, dans les choses qui tiennent a
I'activité individuelle de 'homme, les valeurs des chances
moyennes paraissent plus fixes, et éprouvent en effet
moins de perturbations irréguliéres. Au contraire, il y
a tout lieu de penser qu’elles sont sujettes, par suite des
transformations lentes de 1'état social , & des variations
séculaires qu'on n’observe pas, en général, pour les phé-
nomenes de l'ordre physique: soit parce qu’elles n’exis-
tent pas, soit parce qu'elles ne procédent qu’avec une
excessive lenteur. ‘

119. Lors méme qu’il n’y aurait entre les chances qui
régissent chaque épreuve aucune solidarité résultant du
voisinage de ces épreuves, dans 'ordre de I'espace ou
du temps, les écarts qui accuseraient, d’une série d’é-
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preuves a une autre, une variation dans la valeur moyenne
des chances qui ont effectivement régi chaque épreuve,
n’accuseraient pas nécessairement une variation dans le
systéme général des causes fortuites dont dépend le phé-
noméne que 'on veut étudier par la statistique. Nous
avons déja fait remarquer [10g] que les proportions dans
lesquelles des catégories (a), (), (c), etc., concourent
a former les séries (), (m') , etc., peuvent varier d’une
série a l'autre par des causes qui agissent irréguliére-
ment ct fortuitement d’une série a I'autre , bien qu’elles
affectent solidairement, en tout ou en partie, les ob-
servations d’'une méme série, et par 12 méme affectent
la valeur de la chance moyenne. Ainsi, la catégorie des
prévenus pour délits forestiers pourra s’accroitre dans
une année ou l'hiver a été rigoureux et le combustible
cher; celle des prévenus pour rixes, dans une année ou
le bas prix des boissons aura poussé a la fréquentation
des cabarets, et ainsi de suite. Comme le rapport du
nombre des condamnés au nombre des prévenfls varie
pour chaque catégorie de délits, la valeur moyenne de
ce rapport, pour la totalité des prévenus traduits devant
les tribunaux dans le cours d’une méme année , variera
certainement par suite de I'altération des rapports sui-
vant lesquels les diverses catégories concourent a la com-
position de la série annuelle ; mais les causes de cette
variation seront avec raison répulées accidentelles et,
fortuites; leurs effets se compenseront si 'on embrasse
un nombre d’années tant soit peu considérable.

Au contraire, personne ne rangerait parmi les causes
fortuites un changement dans la législation criminelle,
qui supprimerait une classe de délits, ou en enléverait la
connaissance aux tribunaux ordinaires, et par suite

\
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changerait le rapport du nombre des préventis que ces
tribunaux condamnent, au nombre total des prévenus
traduits devant eux.

120. Le but éminent de la statistique est l'investi-
gation des causes qui régissent les phénomenes de l'or-
dre physique ou de l'ordre social, et il faudra doréna-
vant s'occuper, pour y atteindre, bien moins d’accu-
muler des nombres qui satisfassent par leur énormité 3
la condition de fixité des moyennes, que de décomposer
ces hasards entés les uns sur les autres[79, 106 et 10g],
d’épurer en quelque sorte les conditions du sort; de
sorte que l’agglomération des cas individuels én série
n’ait pour but que la compensation des effets produits par
des causes qui agissent avec une parfaite indépendancd
sur chaque cas isolé; et alors il n’est plus indispensable
d’opérer sur des séries trés-nombreuses. En tout cas, st
Pexpérimentation ainsi faite pouvait induire quelquefois
en erreur, a cause des caprices du hasard, elle conduirait
communément 2 des conséquences vraies ; et 'on ne doit
pas se priver du moyen d’investigation le plus fécond,
parce qu'il ne comporte pas cette certitude absolue que
d’ailleurs 'homme atteint si rarement. On multipliera
donc le nombre des catégories, et I'on choisira des ob-
servations assez rapprochées dans les lieux ou dans les
temps, pour que les variations des chances moyennes,
d’un lieu A T'autre et d’une époque & l'autre , soient peit
sensibles pour chaque série que 'on considere.
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DE LA DETERMINATION EXPERIMENTALE DES VALEURS
MOYENNES, ET DE LA FORMATION DES TABLES DE
PROBABILITE.

121. La détermination des valeurs moyennes en sta-
tistique peut avoir lieu dans deux buts différents qu’il
convient de distinguer. Souvent les moyennes sont des
quantités quon a un intérét direct & connaitre, parce
que leur valeur influe directement sur des phénoménes
de T'ordre physique ou sur des faits de Yordre social.
Par exemple, la quantité moyenne de blé qu’un pays
produit est un élément qui influe directement sur la po-
pulation et sur tout le systéme économique du pays. On
en peut dire autant au sujet des valeurs moyennes du
produit d’'un impot, des importations ou exportations
d’une denrée. Mais, plus souvent encore, on ne consi-
dére les moyennes que comme des résultats sensiblement
indépendants des oscillations du hasard, et dont les
variations peuvent accuser, d’'une maniére plus ou moins
stre et rapide, Dexistence de changements survenus
dans lintensité ou dans le mode d’action des causes ré-
guliéres. Supposons, par exemple, qu'on fasse le recen-
sement de la population d’un pays, et qu'on prenne la
moyenne des dges de tous les habitants: cette moyenne

,

L4
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ne sera pas quelque chose de significatif en soi, car on
n’apergoit aucun fait de I'ordre social qui dépende di-
rectement de la valeur de cette moyenne ; mais la valeur
trouvée dépendra de la loi suivant laquelle la population
est répartie entre les différents dges, et des chances de
longévité qu’offrent le climat et les moeurs des habitants:
de sorte que, si toutes ces choses ou l'une d’elles ve-
naient a changer, on le reconnaitrait au changement de
la moyenne. Supposons de méme que l'on tire d’un ta-
bleau de recensement la valeur moyenne de la taille des
jeunes gens appelés au service militaire : si de nouvelles
circonstances tendaient & améliorer ou & empirer 1état
physique de I'espéce humaine, dans le pays ot I'on ob-
serve, on le reconnaitrait au changement de la moyenne
observée. L'esprit se sent soulagé dans ses recherches,
quand il n’a plus a considérer, au lieu d’un ensemble
de faits compliqués, qu’un résultat d’'une expression sim-
ple, bien qu’on n’en puisse tirer que des renseignements
incomplets et indirects.

122, On est fondé A se demander si d’autres valeurs
que les moyennes ordinaires ne rempliraient pas mieux,
dans certains cas, le but que I'on se propose. en statis-
tique; si elles ne seraient pas plus promptement affran-
chies des oscillations du hasard, plus propres & manifester
I'influence des causes constantes et celle des forces per-
turbatrices, ou méme plus propres & servir de terme de
comparaison dans certaines questions de droit et d’éco-
nomie publique, abstraction faite de toute investigation
statistique. Ainsi, en France, la loi du 15 mai r818
statue que, pour la perception du droit de mutation , on
prendra les prix moyens des mercuriales dans les qua-
torze années précédentes, quon exclura les deux valeurs
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les plus fortes et les deux plus faibles, pour prendre la
moyenne des dix valeurs restantes, qui sera considérée
comme le prix moyen de 'année commune. On peut sup-
poser au législateur l'intention de soustraire autant que
possible la perception du droit & l'influence du hasard,
tant dans I'intérét de 'Etat que dans celui des contribua-
bles; et il s’agirait de savoir §'il a mieux atteint le but par
cette combinaison, qu’il ne l'aurait fait en prescrivant de
prendre simplement, a la maniére ordinaire, la moyenne
des dix ou des quatorze années précédentes. L'expérience
seule peut donner la solution de cette question, et pour
Favoir il faudrait comparer une longue série de mer-
curiales, prises suivant la méthode ordinaire, a une sé-
rie correspondante de moyennes ou de valeurs com-
munes, formées d’aprés le systéme de la loi de 1818.
Supposons qu’au lieu de dix ou de quatorze valeurs
particuliéres, on piit en employer 1000 ou 1400. Soit
aib (fig. 17) la courbe dont Pordonnée I/ mesure la
probabilité d’'une valeur OI, OA désignant la plus pe-
tite valeur possible, et OB la plus grande : la moyenne
fournie par la méthode ordinaire serait sensiblement la
valeur OG correspondant a une ordonnée Gg menée par
le centre de gravité de l'aire ABlga [67]. Si l'on re-
tranche de cette aire deux portions ACca , BDdb, qui
soient chacune le septiéme de Paire totale, la moyenne,
prise dans le systéme de la loi de 1818, sera sensible-
ment la valeur OG' correspondant 2 une ordonnée G'g’,
menée par le centre de gravité de la portion d’aire
non retranchée CDdc. Or, il pourra se faire, d’aprés la
forme de la courbe, que le module de convergence [69],
pour la portion d’aire conservée, surpassant notable-
ment le module de convergence pour l'aire totale, les
14.
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écarts fortuits de part et d’autre de la moyenne OG
soient resserrés’ dans de plus étroites limites que les
écarts fortuits de part et d’autre de la moyenne OG;
- bien que le nombre des valeurs particuliéres employées
pour déterminer approximativement la moyenne 0G
surpasse, dans le rapport de 7 & 5, le nombre des va-
leurs employées a4 déterminer approximativement la
moyenne OG'.

Désignons par OI la valeur médiane pour laire to-
tale [68], c'est-a-dire une valeur telle, que I'ordonnée I
divise l'aire totale en deux parties égales : il est évident
que, plus les parties retranchées ACca, BDdb seront
grandes relativement a 'aire totale (pourvu qu’elles res-
tent égales entre elles), plus Pordonnée G'g’ approchera
de coincider avec 'ordonnée Ii; d’olr il suit qu’en gé-
néral, un systéme analogue a celui de la loi de 1818
doit donner pour valeur commune, quand le nombre
des valeurs particuliéres employées a la former devient
trés-grand, une valeur intermédiaire entre la valeur
moyenne proprement dite et la valeur médiane (*).

Le prix des denrées telles que le blé, est sujet a s'é-
lever au-dessus de la moyenne, dans les années de grande
cherté, beaucoup plus qu’il ne s’abaisse au-dessous de

(*) On peut conclure d’une remarque faite dans la note sur le
n° 69, que la détermination empirique de la valeur moyenne est
toujours plus promptement affranchie des anomalies fortuites,
que celle de la valeur médiane; mais cela n’empéche pas que la
détermination empirique d’une valeur comprise par sa définition
entre les valeurs moyenne et médiane ne puisse étre plus promp-
tement affranchie des anomalies fortuites que celle de la valeur
moyenne.
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cette moyenne dans les années d’abondance : ceci re-
vient  dire que la moyenne OG surpasse OG' et OI;
et dés lors on peut regarder le systéme de la loi de 1818
comme plus favorable aux contribuables, dans I'ensem-
ble des applications, que celui qui consisterait & prefidre
une moyenne entre toutes les valeurs particuliéres, sans
retranchement des valeurs extrémes. Mais, indépendam-
ment de cette considération, si I'on fait attention que
le prix des denrées dont il s’agit oscille communément
entre des limites assez resserrées, qu'il ne franchit que
sous l'influence de causes perturbatrices, violentes et
passagéres, on comprendra que le législateur ait voulu
complétement écarter l'influence de ces causes pertur-
batrices par le rejet des valeurs extrémes, dont il n’est
pas tenu compte dans les transactions entre les citoyens,
et qui tombent tout & fait en dehors du systéme écono-
mique du pays.

- 123. Lorsqu'on applique la détermination des moyen-
nes aux diverses parties d’un systéme compliqué, il faut
bien prendre garde que ces valeurs moyennes peuvent
ne pas se convenir: en sorte que I’état du systéme, dans
lequel tous les éléments prendraient i la fois les valeurs
moyennes déterminées séparément pour chacun d’eux,
serait un état impossible [74]. Si, par exemple, un
triangle est assujetti a rester rectangle pendant que ses
cotés varient, il y aura une valeur moyenne pour cha-
cun des trois cotés; mais ces trois moyennes, prises en-
semble, ne conviendront pas a un triangle rectangle, ou
ne satisferont pas a cette condition si connue, que le
carré fait sur Phypoténuse égale la somme des carrés
faits sur les deux c6tés de I'angle droit. Si les cétés et
les angles d’un triangle quelconque passent par divers
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états de grandeur; les valeurs moyennes de chaque angle
se conviendront, en ce sens que leur somme égalera
deux angles droits, et qu'on pourra former un triangle,
ou méme une infinité de triangles semblables, dont les
angles auront respectivement pour valeurs ces valeurs
moyennes. Les moyennes des trois cotés appartieridront
pareillement & un triangle possible, chacune de ces
moyennes étant plus petite que la somme des deux au-
tres : mais généralement il n’y aura pas de triangle dans
lequel ces valeurs moyennes pour les angles et pour les
cotés puissent se correspondre. La moyenne des aires de
chaque triangle ne coincidera pas avec l'aire du triangle
construit sur les valeurs moyennes des cotés, et ainsi
de suite.

De méme, si 'on mesurait, sur plusieurs animaux de
la méme espéce, les dimensions des divers organes, il
pourrait arriver, et il arriverait vraisemblablement que
les valeurs moyennes seraient incompatibles entre elles
et avec les conditions pour la viabilité de I'espéce.

Nous insistons sur cette remarque bien simple, parce
qu'elle semble avoir été perdue de vue dans un ouvrage,
fort estimable d’ailleurs, ot I'on se propose de définir et
de déterminer I'’homme moyen, par un systéme de
moyennes tirées de la mesure de la taille, du poids, des
forces, etc., sur des individus en grand nombre. L’homme
moyen ainsi défini, bien loin d’étre en quelque sorte le
type de l'espéce, serait tout simplement un homme im-
possible, ou du moins rien n’autorise jusqu'ici a le con-
cevoir comme possible. '

124. Soit aib ( fig. 9) la courbe qui représente la loi
de probabilité d’'une grandeur x : chaque ordonnée ,
telle que Iz, étant proportionnelle a la probabilité de la
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valeur particulidre mesurée par P'abscisse correspon-
dante OI [65]. En général, cette loi de probabilité est .
inconnue & priori, pour les grandeurs auxquelles sap-
pliquent les recherches de statistique. Si pourtant le
nombre N des valeurs particulieres observées était ex-
trémement grand, le nombre 7, des valeurs comprises
entre OA—a et OA, —a,, serait au nombre total N,
sensiblement dans le rapport de I'aire AA,a,a al'aire to-
tale ABba, quoique d’ailleurs I'intervalle AA, pit étre
trés-petit relativement a I'intervalle AB qui sépare la plus
grande de la plus petite des valeurs possibles. En d’au-
tres termes, si Pon prend pour unité I'aire totale ABba,
n,
N
“tielle AA,a,a. Quand lintervalle AA} ou la différence
a,— a sont des quantités trés-petites, laire AA.a.a peut

étre prise pour celle d’'un rectangle dont laire est égale

au produit de la base par la hauteur. En conséquence,

le rapport = sera sensiblement la mesure de l'aire par-

si Pon divise 'aire AA,a.a, ou le nombre %‘, par la dif-

férence a,— a, le quotient pourra étre pris, sans erreur
sensible, pour la mesure de 'une quelconque des or-
données Aa, A.a,, qui différent trés-peu. Plus exactement,
ce quotient exprimera numériquement la valeur de I'or-
donnée correspondant & un point situé sur la ligne AA,,
a égales distances de A et de A,.

Par 14 on congoit la possibilité de déterminer empi-
riquement, au moyen d’un nombre suffisant de valeurs
fournies par la statistique, la loi de probabilité de la
grandeur x. Pour cela, on décomposera le nombre
total N des valeurs particuliéres observées, en des nom-
bres partiels n,, n,, n,, etc. : n, étant le nombre des va-
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leurs particuliéres qui tombent entre a- et a,, n, celui
des valeurs partlcullergs ﬁ_)gl tombent entre @, et a,, et
ainsi de suite.,La se% des quotlents

N(a:l!_ay N(a,i-a,)’ N(a )" etc., (a)

mise en regard des valeurs de'z exprimées respective-

ment par

a+ta a a a, 4+ a '
T B B0 e, 0

constituera une table de probabilité, et déterminera
autant de points de la courbe aib qu’il y a de termes

~ dans la série. On pourra joindre ces points par un trait

continu, de maniére a avoir une représentation- graphi-
que de la loi de probabilité. On pourra aussi trouver
par le calcul une courbe dont Pordonnée et Fabscisse
aient une liaison algébrique, et qui passe par tous les
points déterminés au moyen de la table. L’analyse ma-
thématique donne pour cet objet des formules géné-
rales. Soit qu’on ait recours a la construction graphique
ou au calcul, il est visible qu’on doit] regarder comme
déterminées, a trés-peu prés, les valeurs de 'ordonnée
pour des abscisses dont les valeurs tombent entre deux
termes consécutifs de la série (), si, comme on le sup-
pose, ces termes sont trés-rapprochés, et si de plus la
différence entre les termes correspondants de la série (a)
est suffisamment petite, comparativement & I'un ou
Pautre de ces termes. En conséquence, chacun des in-
tervalles a, —a, a, — a,, etc., doit étre une petite frac-
tion, par exemple la centiéme partie de I'étendue des

valeurs possibles, ou, si cette étendue n’est pas donnée

a priori, la centiéme partie de I'intervalle compris en-
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tre la plus grande et la plus petite des valeurs particu-
litres observées. Pour la construction et 'usage de la
table, il est commode de prendre ces petits intervalles
égaux entre eux ; mais si 'on remarquait que, dans cer-
taines parties de la série (a), les différences des termes
consécutifs deviennent trop grandes pour que la seconde
des hypothéses énoncées ci-dessus soit admissible, il
conviendraif de resserrer les intervalles dans les parties
correspondantes de la série (4). -

125. Pour que la valeur de I'un quelconque des ter-
mes de la série (a), par exemple du terme de rang ¢,
soit sensiblement indépendante des anomalies du hasard,
il fant déja que le nombre correspondant 7, soit con-
sidérable, qu’il appartienne au moins a l'ordre des cen-
taines; mais la probabilité d’une erreur notable, pour
chaque terme de la série (@) pris séparément, pourrait
étre trés-faible, tandis qu'en raison du grand nombre

.de ces termes, il y aurait une grande probabilité que
I'un d’eux au moins se trouve affecté d’une erreur no-
table. Si donc I'un des termes de la série (@) s'écartait
notablement de la loi que semblent suivre les termes
voisins, avant et aprés lui, sans qu’on efit aucun motif
de soupconner que la loi de probabilité subit en effet,
dans le voisinage du terme correspondant de la série (),
de brusques changements, il ne faudrait pas hésiter
a rejeter de la série (@) le terme anomal, et a le rem-
placer provisoirement par une valeur accommodée, au
moyen des formules connues d’interpolation, & la loi
que suivent les termes qui 'avoisinent de part et d’autre.

De la résulte néanmoins que, pour quon ait une ga-
rantie suffisante que les erreurs fortuites affectant cha-
que terme de la table sont renfermées dans de tres-
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étroites limites, il faut que le nombre N soit extréme-
ment grand, beaucoup plus grand par exemple que celui
qui suffirait pour donner avec une grande précision la
valeur moyenne de la grandeur z, ou beaucoup plus que
que celui qui suffit, dans les circonstances ordinaires,
pour déterminer avec une grande précision la possibi-
lité d’'un événement simple. Si Pon remarque en outre
que les lois de probabilité recherchées par le statisticien
peuvent éprouver de notables perturbations pendant le
temps exigé pour I'accumulation d’observations en si
grand nombre, et si I'on tient compte des chances d’er-
reur qui peuvent affecter le dépouillement méme des ob-
servations, on comprendra que la formation d’une table
de probabilité est le travail le plus difficile, et comme le
chef-d’ceuvre de la statistique. Les nombres n’en peuvent
étre réputés siirs que lorsque le méme travail, effectué
sur une nouvelle série d’observations, conduit a des ré-
sultats concordants. On ne posséde guére de tables de
probabilité, a intervalles rapprochés, que pour la durée
de la vie humaine; et il s’en faut bien que ces tables,
par leur accord, donnent dés & présent cette parfaite
siireté dont nous parlons.

126. Revenons a la détermination des valeurs moyen-
nes. Si 'on avait formé une table de probabilité, en dis-
posant d’'un nombre N de valeurs particuliéres, assez
grand pour qu'on piit regarder comme insensibles les
erreurs fortuites qui affectent chaque terme de la table,
la valeur moyenne M devrait & fortiori étre réputée
exempte de toute erreur sensible. Une nouvelle série de
" m valeurs particuliéres (7 étant un nombre considéra-
ble, mais beaucoup moindre que N) donnerait une autre
valeur moyenne p. qui pourrait étre affectée d’'une erreur
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sensible ; et comme M se confond sensiblement avec la
moyenne rigoureuse, M — p. serait P'erreur fortuite qui
affecte la détermination de la moyenne y. On aura,
avant d’effectuer la nouvelle série d’observations, la pro-
babilité P que I'écart M — p. tombera entre les limites
==/, données par la formule [69]

t=lgV'm:

g désignant la valeur du module de convergence, qui
est liée a la loi de probabilité de la grandeur z, et qu’on
peut calculer par deux procédés différents.

Le premier procédé, qui suppose la construction préa-
lable de la table de probabilité, consiste & exprimer al-
gébriquement, par une méthode d'interpolation [124],
la liaison qui existe entre Pordonnée et I'abscisse de la
courbe de probabilité, ou la fonction désignée par fr
dans la note du n® 69, et a appliquer la formule de cal-
cul intégral indiquée dans cette note: comme si 'ob-
servation avait effectivement déterminé le tracé continu
de la courbe, et non pas seulement un nombre fini de
points par lesquels elle est assujettie & passer, ou plutét
dont elle doit s’écarter extrémement peu.

Le second procédé consiste 2 employer immédiate-
ment le systtme des valeurs particuliéres données par
l'observation, sans passer par une interpolation qui n’est
jamais exempte d’arbitraire; et voici la régle trés-simple
a laquelle on est conduit :

«Formez la somme des carrés des différences entre
la valeur moyenne et chacune des valeurs particuliéres;
divisez le nombre des valeurs particuliéres par le double
de cette somme, et extrayez la racine carrée du quotient:
le résultat sera la valeur du module de convergence. »
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Pour écrire cette régle en algébre, nous désignerons
par x,, z,, etc., les N valeurs particuliéres, et nous
aurons

— VN .
&= V(. — M) + (z, — M)* + etc)
On peut encore écrire [69g, note|

N
g—l/a[(x,—-x,)’+(x,—-.z'3)’+...+(x,—-.z:3)’+ etc.]’
S X
g_\/ z? 422 4+ z3 + etc. . ’
d| N —w|

ou méme donner i l'expression de g d’autres formes
susceptibles d’étre utilement employées, selon les cas.
Quand le nombre N est trés-grand, la formation des
carrés de toutes les différences conduirait & un calcul
impraticable ; mais, dans Papplication de la régle, on
pourrait regarder comme égales entre elles, et égales a
a+-a,

, toutes les valeurs particuliéres comprises dans

lintervalle @, — a, supposé trés-petit : , étant le nom-
bre de ces valeurs particuliéres, on multipliera par rn,

, ra+a, 2 S
le carré ( _: —M) ; et la somme de tousles produits

semblables, pour chacun des intervalles partiels @, — a,
a,— a,, etc., pourra étre prise pour la somme des car-
rés des différences entre la moyenne M et chacune des
valeurs particuliéres qui ont servi a la former.

Plus exactement encore , on multiplierait par n, le
carré («, — M)?, «, étant la moyenne de toutes les va-
leurs particuliéres comprises entre « et a,, et 'on opé-
rerait de méme sur chacun des intervalles partiels.
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Le second procédé qui vient d’étre donné pour la dé-
termination du module de convergence ne suppose pas
la construction préalable d’une table de probabilité : et
en effet le module peut, comme la moyenne, et par la
méme raison, étre déterminé avec une précision suffi-
sante au moyen &un nombre de valeurs particuliéres
qui ne suffirait pas, a2 beaucoup prés, pour calculer avec
précision une table de probabilité.
127. 11 suit de cette derniére remarque que, si 'on
désigne par &,, £, etc., les m valeurs partituliéres don-
nées par la nouvelle série d’observations, le nombre

o Vim
TTVAE—e+ G—pr + e
différera peu du nombre g, ou que les deux fractions
g—y M—p
g M
seront en général du méme ordre de grandeur. La
moyenne p. étant, par hypothése, une valeur trés-ap-
prochée de la moyenne M, y sera aussi une valeur trés-
approchée du module de convergence g.

Supposons donc maintenant qu'on ait seulement la
série des m valeurs particuliéres &,, £,, etc., insuffisante
pour déterminer la moyenne M sans erreur sensible,
mais suffisante pour que l'erreur fortuite M — . soit nu- +
mériquement trés-petite : les limites = / entre lesquelles
il y a la probabilité P que l'erreur est contenue, seront
données sans erreur sensible par la formule

t=2 lyV'm;

car, [ étant une quantité fort petite, et y ne différant
du module g que d’'une quantité fort petite aussi, I'er-
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reur qui affecte la valeur de /, par suite de la substitu-
tion dey a g, est une quantité trés-petite, méme par
rapport a /, et de 'ordre de celles que I'on néglige dans
ces calculs dapproximation. L’emploi des signes mathé-
matiques permet de présenter cette démonstration sous
une forme plus rigoureuse; mais le fond du raisonne-
ment est le méme. ‘

Pour la méme valeur de P, I'intervalle 2/ des limites

d’erreur est inversement proportionnel a
m

UV e s e == M
En conséquence, le produit (p) peut étre pris pour me-
sure de la précision avec laquelle I'inconnue M se trouve
déterminée , quand on lui assigne pour valeur la
moyenne (., donnée par le systéme des 7z valeurs par-
ticuliéres £,, &,, etc. En d’autres termes, le produit ()
est le poids du résultat p. Il conviendrait donc [107]
d’inscrire dans les tableaux statistiques, & co6té des
moyennes ., les poids correspondants (p), déterminés
par le systéme méme des observations.

128. Une nouvelle série de m' valeurs particuliéres
donnera une moyenne ', différente de p, quoique la
loi de probabilité soit supposée ne pas changer d'une
série a l'autre; et 'on aura, postérieurement a I'expé-
rience () et antérieurement a l'expérience (), la
probabilité P que I'écart p.— ' tombera entre des li-
mites == /', données par I'équation

ot

Si 'on décompose la série totale (/2) en deux séries

partielles, formées, 'une de m,, 'autre de m, valeurs
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particuliéres, pour lesquelles les quantités ., y devien-
nent respectivement (i, ¥.)y (42 ¥s), €t si I'on admet
que la loi de probabilité de la grandeur x est la méme
dans chacune des séries partielles, on aura & prior:,
avant la détermination par l'expérience des nombres
Py P39 Yas Yoy 12 probabilité P que Pécart p, — p, tom-
bera entre des limites ==/, données par la formule

V'mm,

= 5

T2

Y= Y
d’our I'on pourra tirer une probabilité & posterior: II,
quun écart w, — p,=3J, donné par l'expérience, ac-
cuse un changement de la loi de probabilité, dans le
passage de la série (m2,) 4 la série (m,).

Au lieu de comparer deux séries partielles entre elles,
si 'on compare la série partielle (m2,) a la série totale (),
analogie déja remarquée |101] indique suffisamment
que les limites d’écart, correspondant a la probabilité P,
se tireront de I'équation

=t mm,
m—m,

129. Toutes les discussions dans lesquelles nous
sommes entrés, au sujet de I'interprétation des chan-
gements que subit ou que parait subir la chance d’un
événement, dans le passage d’une série d’observations
a une autre, sont évidemment applicables aux change-
ments subis par les valeurs moyennes. Nous nous dis-
penserons de les reproduire, en nous bornant a remar-
quer que, s’il existe entre les diverses déterminations
fortuites d’'une méme grandeur, des traces de solidarité
tenant au voisinage des épreuves dans l'ordre de l'espace
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ou du temps, on pourra le reconnaitre a4 ce que h
moyenne des carrés des différences qu'on obtient en
combinant deux a deux toutes les valeurs particuliéres,
moyenne dont dépend le module g ou le coefficient y
[126], surpassera notablement la moyenne des carrés
des différences qu’on obtient quand on combine seule-
ment chaque valeur particuliére avec celle qui la pre-
céde ou qui la suit immédiatement, ou avec celles qui
s'en rapprochent assez pour qu’il y ait encore entre elles
des traces de solidarité.
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CHAPITRE XI.

DES MOYENNES ENTRE LES MESURES ET LES OBSERVATIONS.

130. La théorie de la convergence des valeurs moyen-
nes s’applique 2 une question d’un grand intérét pour
toutes les sciences physiques : & la détermination des
limites probables de I'erreur d’un résultat numérique,
qu'on a obtenu en prenant la moyenne d’'un grand nom-
bre de valeurs fournies par autant de mesures particu-
liéres, et qui toutes doivent étre censées affectées d’une
certaine erreur.

Désignons par fx la fonction qui exprime la probabi-
lité de I'erreur x dans la mesure de la grandeur a; par e
la moyenne absolue des valeurs de l'erreur x; par g le
module de convergence dont la valeur résulte impli-
citement de la forme de la fonction f; par 2 le nombre
des mesures particuliéres dont on prend la moyenne ,
nombre que nous supposerons assez grand pour qu’il y
ait lieu de faire usage de nos formules d’approximation
[69, note] : la moyenne « des valeurs a,, a,, etc., don-
nées par les mesures particuliéres, convergera vers la
grandeur fixe @ }-¢; et Pon aura la probabilité P que

Pécart fortuit ¢ —a tombe entre des limites =
données par I'équation
t=IgV'm; (L)
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Par conséquent, lorsque la constante ¢ se trouvera nulle,
par la nature de la fonction f; P sera la probabilité que
Perreur dont la moyenne « est encore affectée, tombe
entre les limites =& /.

Quand on admet que la constante ¢ est nulle, on sup-
pose en général que la courbe dont fx désigne I'ordon-
néE est symétrique par rapport a Paxe OY ( fig. 8):
deux erreurs numériquement égales et de signes con-
traires ayant la méme probabilité. Car, de cette seconde
hypothése, plus particuliére que la premiére, résulte né-
cessaitement que l'erreut a zéro pour valeur moyenne
et pour valeur médiane [68]. D’un autre c6té, si la sy-
métrie dont il s'agit n'existait pas, il faudrait un con-
eours si particulier de circonstances pour que la cons-
tante ¢ s'évanouit, quon doit regarder en pareil cas
Pévanouissement de la constante comme tout a fait in-
¥raisemblable.

Lorsque la courbe de probabilité n’est pas symétri-
que de part et dautre de 'axe OY, et que la constante ¢
acquiert ure valeur sensible, on dit qu'il y a dans la
$érie des mesures une cause constante d’erreur, qui peut
étre due A un défaut dans la construction des instru=
ments employés, dans les sens de I'observateur, ou dans
sa maniére d’opérer. Une série de mesures, ainsi affectée
d’une cause constante d’erreur, doit étre rejetée conme
impropre A déterminer la vraie valeur de la grandeur a;
et la sagacité des expérimentateurs consiste principale-
ment & trouver les moyens de se soustraire a l'influence
de semblables causes d’erreur, & les analyser, et a en
tluder ou & en corriger l'effet.

Sans doute il est infiniment peu probable que la cons-
tante ¢ soit rigoureusement nulle, quelque soin qu’on
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apperte, dans la confection des instruments ou dans 'o-
pération méme de la mesure, a éviter toutes les causes -
qui rendraient les erreurs en uh sens plus ou moins.
probables que des erreurs égales en sens contraire. Ep
général, 'absolu mathématique ne peut pas se trouver.
dans ce qui dépend des sens et du eommerce de 'homme
avec le monde matériel. §'il n’en était ainsi, il résulterait
de la formule (L) qu'on peut, en augmentant suffisam-
ment le nombre des mesures, obtenir avec une précision.
indéfinie I'expression numérique de la grandeur a qu'il
s'agit de mesurers qu'on peut I'avoir, par exemple, ex-
primée avec des décimales exactes du vingtiéme ordre, de.
méme qu’on peut calculer, avee des décimales exactes du
vingti¢me ordre ou d’'un ordre quelconque, une racine -
incommensurable ou le rapport de la circonférence au
diamétre. Cette conséquence serait absurde, et nous
reviendrons plus loin sur la discussion des causes qui
limitent nécessairement la précision de Ja mesure, pour
chaque espéce de grandeur mesurable, quel que soit le
nombre des observations ou des mesures particuliéres
que I'on emploie. En premier lieu nous supposerons,
comme l'ont fait expressément ou tacitement tous ceux
qui ont traité jusqu’ici cette question , que la constante ¢
est nulle, eu du moins négligeable, comparativement 4
Ferreur qui peut affecter chaque mesure en particulier,
ou a la moyenne des erreurs, prises abstraction faite du
signe.

On congoit la possibilité de reconnaitre & posteriort,
par I'inspection méme des valeurs particuliéres, si elles
sont ou non compatibles avec 'hypothése de symétrie
i laquelle correspond la condition e=o. Si, par exem-
ple, m étant au moins de l'ordre des centaines, le rap-

' 15,

.
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port entre le nombre des valeurs particuli¢res qui sur-

eppr o . I
passent a, et le nombre m, différait sensiblement de >

on serait averti que la valeur médiane ne coincide pas
avec la valeur moyenne, ainsi que I'exige I'hypothése de
symétrie. On pourrait proposer d’autres épreuves, et
méme les varier d’une infinité de maniéres.

Quand les mesures sont prises avec le soin conve-
nable, la probabilité de I'erreur z doit décroitre avec
une grande rapidité, tandis que x croit en valeur nu-
mérique; et la probabilité d'une erreur z qui ne serait
pas trés-petite par rapport a a, qui serait, par exemple,
la vingtiéme ou la trentiéme partie de @, doit étre re-
gardée comme extrémement petite, ou comme sensible-
ment nulle. La courbe de probabilité prend alors une
forme telle que celle qui est indiquée sur la fig. 18. On
ne peut pas assigner une limite o la chance d’erreur
devienne brusquement nulle [66]; mais les chances de
tomber sur des valeurs de x situées au-dela de certaines
limites sont si petites, qu’on est pleinement autorisé a

les négliger (*).

(*) On peut représenter I'ordonnée fz d’une courbe de proba-
bilité qui a la forme indiquée sur la fig. 18 par une fonction telle
que Ke—#:* [33, note] : le coefficient K mesure I'ordonnée
mazimum Og ; et le coefficient 4 doit étre déterminé de maniére
que la courbe ayant pour équation

y =Ke 0+,
se confonde sensiblement avec la courbe agb, que I'on suppose
tracée.
~ Lorsque la fonction fz a effectivement cette forme, il n’est plus
nécessaire que m désigne un grand nombre, pour qu'on puisse
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131. En général, la forme de la fonction f est in-

connue et ne peut étre assignée & priori; mais, d’aprés

ce quon a vu [ra7], il est permis, quand les mesures

sont en grand nombre, de prendre pour valeur suffisam-
ment approchée du module g, le nombre

Vim
_Vz[(a,—a)’+(a,—a)’ + etc.] ’
qui est donné par P'observation méme.

Aprés quon aura calculé par cette formule le nom-
bre y, le produit y}~m pourra étre inscrit a c6té de la
moyenne a, comme mesurant le poids de cette valeur
[127].

132. Quand les diverses mesures sont prises par di-
vers observateurs, avec des instruments différents ou
dans des circonstances dissemblables, la probabilité de
Perreur x varie d’une mesure a I’autre. Il faut entendre
en pareil cas, par la fonction fr, une moyenne entre
toutes les valeurs données par les diverses lois de pro-
babilité, propres & chaque mesure : ainsi que cela a déja
été expliqué d’'une maniére générale [81].

Supposons que la série totale des 72 mesures se dé-
compose en séries partielles (m,), (m.,),.... (m,): soit
que I'on groupe dans une méme série partielle les me-

Y

calculer, par la formule (L), la probabilité P correspondant a une
limite d’écart /. La formule n’est plus seulement approchée;
elle devient exacte pour des valeurs quelconques du nombre m.
Ce cas se présente nécessairement, quand chacune des valeurs
particuliéres qu’on emploie pour calculer la moyenne définitive ,
est déja la moyenne d’un grand nombre de mesures prises dans
des circonstances semblables. '
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sures prises par le méme observateur, ou bien celles qui
résultent d’observations faites avec les mémes instru-
ments, ou dans des circonstances analogues; et affec-
tons des indices (1), (2),.. (Z) les quantités «, y, sui-
vant qu’elles se rapportent aux mesures de la série (m,),
a celles de la série (iz,), et ainsi de suite. Le poids y|/ =
variera aussi d’une série & l'autre, et deviendra succes-
sivement

W, W,V m.
Cela posé, si I'on prenait, pour la valeur de la quantité g,

la moyenne
A e T
i

’

ou (ce qui serait moins défectueux) la moyenne

mla' + m;“: + s + mo;
m

b

on ne tiendrait pas un juste compte, dans la formation
du résultat final, du poids de chaque résultat partiel.
Si, par exemple, les valeurs particuliéres de la série (m,)
different trés-peu de leur moyenne «,, beaucoup moins
que les valeurs de la série (m,) ne différent de leur
moyenne a,, y, sera un nombre beaucoup plus grand
que y,, et le produit y,1”7%, pourra étre fort supérieur
au produit y,”m,, méme lorsque 72, sera notablement
plus petit que /m,. Le bon sens dit aussi qu’une série
moins nombreuse, mais composée d’observations mieux
concordantes, doit inspirer plus de confiance qu’une sé-
rie plus nombreuse ou se manifestent de plus grands
écarts. 1l appartient & la théorie de préciser ces in-
dications du bon sens, en donnant une régle formelle
pour combiner les résultats partiels, de maritre 3 res-
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serrer (avec la méme probabilité) dans les limites les
plus étroites 'erreur dont doit étre réputé affecté le ré-
sultat final. Cette régle consiste & prendre pour la valeur
de la quantité @ la moyenne '

mYie, +m,yie, ..o mylo

m.Y: +m,yi 4. omiyi
c'est-a-dire a faire entrer chaque moyenne partielle, pro-
portionnellement au carré de son poids, dans la compo-
sition de la moyenne générale; et 'on a-alors la proba-
bilité P que I’erreur tombe entre des limites == / don-
nées par I'équation ‘
t=I0"my: +m.yi+4.. .+ myl.

133. Souvent la quantité qu’il s'agit de déterminer
dépend de plusieurs grandeurs dont chacune doit étre
Pobjet d’une mesure directe. Pour en donner un exem-
ple des plus simples, s’il s’agit de calculer la hauteur
d’une tour par la résolution d’un triangle rectiligne
dont on mesure la base i partir du pied de la tour, et
langle aigu adjacent, la hauteur cherchée est fonction
de cet angle et de cette base, de maniére que Jerreur
sur la hauteur dépend a la fois de I'erreur commise sur
la mesure de la base et de I’erreur commise sur la me-
sure de I'angle. Quand on calcule laire d'un triangle
en fonction des trois cotés, d’aprés une formule bien
copnue de géométrie, 'erreur sur Paire caloulée se com-
plique des erreurs eommises dans la mesure de chacua
des trois eotés. Enfin, si 'on imagine un résean de
triangles, comme ceux que I'on construit dans les grandes
epérations géodésiques, l'erreur commise sur la valeur
calculée de I'une des lignes du réseau, est une résultante
de tontes les erreurs qui peuvent affecter, tant la me-
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sure de la base primitive d’opérations, que celle des an-

gles qui ont servi a calculer de proche en proche les
lignes du réseau, jusqu’a celle que I'on considére.

Désignons par a, b, ¢, etc., les grandeurs qui sont
'objet d’'une mesure directe, et par / la grandeur qui en
dépend. Appelons a, B, y, etc., les moyennes données
par les mesures directes pour chacune des grandeurs
a, b, c, etc. Soit n la valeur correspondante de %, ou
celle qu'on obtiendrait pour 4, en mettant a la place de
a, b, c, etc., les valeurs numériques «, 8, vy, etc., dans
I'équation qui lie entre elles les grandeurs a, b, c,. . .4,
et que nous représenterons, suivant une notation fami-
liere aux géométres, par

h=F(a, b, c, etc.). (F

Si /4 était une fonction linéaire [74] des quantités a,
b, c, etc., la valeur » serait la moyenne des valeurs

hy=F(a,, b, c,, etc.), h,=F(a,,b,,c,, etc.), etc.:

a,b,c,.... a,b,, é,,. ..., etc., désignant les sys-

témes de valeurs particuliéres qui ont servi A former les

moyennes «, 6, v, etc. ; mais il n’en est plus de méme en

général, et lorsque F désigne une fonction quelconque.
Posons -

h—n=38, a—a=3$,, b6—P=4, c—y=2,etc.;

Cest-a-dire désignons par §,, 8,, 8, etc., les erreurs qui
affectent les moyennes des mesures des grandeurs a,
b, c, etc., et par & Perreur qui en résulte sur la déter-
mination de la grandeur 4. En général , suivant le degré
de complication de la fonction F, Ierreur résultante
serait liée aussi d’une maniére plus ou moins compliquée
aux erreurs qui affectent chacune des mesures directes;
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mais le probléme de la recherche de la probabilité de
lerreur résultante se simplifie beaucoup, et comporte
une solution générale, si 'on suppose que chacune des
erreurs composantesd, , 8,, 83, etc., est trés-petite : sup-
position bien permise, quand il s’agit d’opérations di-
gnes par leur précision d’'une discussion rigoureuse, et
lorsque les moyennes «, 6, y, etc., résultent chacune
d’'un grand nombre de mesures particuliéres.

Imaginons que I'on substitue dans I'équation (F), au
lieu de 4, a, b, c, etc., leurs valeurs exactes

n+3, a4+, B+3d, y+d,et.i
on pourra, a cause de la petitesse des erreurs 3, 9,,
33, etc., négliger, dans le développement du calcul, les
produits de ces quantités, et leurs puissances supérieures
i la premiére; et la théorie des fonctions nous apprend
quon aura, entre les quantités trés-petites d, 3., J,,
33, etc., une équation linéaire, de la forme .
3=C,3,+C.J, + C;8; +etc., F)

dans laquelle C,, C,’, C;, etc., désignent des nombres
constants, positifs ou négatifs. Plus la valeur numé-
rique du coeflicient G, est petite , moins P'erreur &, , com-
mise dans la mesure de la grandeur @, a d'influence
sur I'erreur qui affecte I'évaluation de la grandeur 4;
et ainsi des autres ().

(*) Par les principes du calcul différentiel, les coefficients
C:, C,, Cs, etc., sont les valeurs numériques que les coefficients
différentiels

d.Fla,b,c,etc.) d.F(a,b,c,etc) d.F(ab,c,etc.)
d A e
acquiérent quand on y faita=a, b=8, c=v, etc.

On peut aussi déterminer ces coefficients approximativement,
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Cela posé, soit P la probabilité que les erreurs com-
posantes §,, J,, 83, etc., tombent respectivement entre
des limites ==/,, ==/,, &=/ , etc.: on aura la méme
probabilité P que Perreur résultante § tombe entre les
limites '

= VC::4-C2li 4 C3{3 +-etc.
Pour P = i, les limites , , /,, 4, etc., sont les va-

leurs médianes des erreurs composantes, et / est la va-
leur médiane de ’erreur résultante.

Parmi Jes différents systtmes d’éléments a, b, c, etc.,
qui peuvent servir a calculer la grandeur %, il y en
a qui donneront a la précédente expression de / la plus
petite valeur possible: ce seront les systémes les plus
avantageux pour la détermination de la grandeur 4.
Ainsi, lorsqu'il s’agit de mesurer la hauteur d’une tour,
on trouve aisément que le triangle le plus avantageux
est celui dans lequel l'angle aigu, adjacent a la base,
approche le plus d’étre égal & un demi-droit : car alors

et en quelque sorte empiriquement, sans connaitre les régles du
calcul différentiel. Pour cela on donnera d’abord 2 a, b, ¢, etc.,
dans 1’équation (F), les valeurs «, B, y, etc. , ce qui fera connaitrele
mombre v; puis sans changer les valeurs de , ¢, etc.,on dennera d &
la valeur « 48, &; désignant ume trés-petite fraction de «, ar-
bitrairement choisie, par exemple un centiéme ou un milliéme
de «. On obtiendra ainsi pour % une autre valeur %, trés-peu
différente de 7. La différence 0. — = sera une valeur trés-ap-
prochée du terme C,3; dans 'équation (F'). En conséquence, le
quotient

—2

&

sera une valeur trés-approchée du ooefficient C,. Parle méme
artificeon ditermingrait successivementlescoefficients C,, €, etc.
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Yerreur sur la mesure de cet angle influe le moins pos-
sible sur la valeur que le calcul assigne & la hauteur de
la tour. Dans les opérations beaucoup plus compliquées,
et notamment dans les grandes opérations géodésiques,
la recherche du systéme le plus avantageux devient une
question & la fois trés-délicate et trés-importante.

134. 1l arrive fréquemment que la quantité qui fait
Pobjet d’'une mesure directe n’est poiat la méme & cha-
que observation. Par exemple, pour déterminer avee
précision la hauteur d’une tour, au lieu de mesurer plu-
sieurs fois la méme base et le méme angle adjacent, on
peut mesurer diverses bases, pour chacune desquelles
Tangle adjacent prendra aussi des valeurs différentes.
Ce qui n'est que facultatif, quand il s’agit d'opérations
trigonométriques , ou d’expériences physiques dont on
dispose & peu prés A son gré les circonstances, devient
nécessaire dans les sciences telles que I'astronomie, ot
P'expérience est remplacée par I'observation proprement
dite, c’est-a-dire, par un autre genre d’expérieace dont
fes conditions ne sont pas a la disposition de I'observateur.
Ainsi, pour déterminer les éléments d’une cométe, il fau-
dra déterminer les lieux astronomiques de lacométe & des
époques différentes, détermination qui résultera de hau-
teurs méridiennes et d’angles horaires obseryés dans des
eirconstances trés-diverses, qui peuvent étre fort ineé-
galement favorables a l'exactitude du césultat. Lorsque
I'on veut combiner un grand nombre d’observations, dans
Pintention d’arriver a des résultats teés-préois, i faut, pour
rerdre les calculs praticables, que les inconnues cher-
chées soient des fonctions linéaires des grandeurs mesu-
rées directement ; et cette condition -essentielle sera
remplie, si 'on conmait déja, d’'ume mamiére tnes-ap-
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prochée, les valeurs de certains éléments qu'il s'agit
seulement de corriger, et les valeurs que observation
doit assigner aux grandeurs mesurées directement. Sup-
posons, par exemple, qu'on veuille déterminer avec une
grande certitude, non plus les éléments du mouvement
parabolique d’une cométe, mais ceux du mouvement
elliptique d’une planéte, éléments déja connus avec une
grande approximation : les grandeurs angulaires (Iascen-
sion droite et la déclinaison) qui fixent les lieux astro-
nomiques de la planéte & des époques données seront
aussi connues & trés-peu prés, et pourront étre assignées
approximativement, avant toute observation, en con-
séquence des valeurs admises pour les éléments dela pla-
néte. L'observation donnera une correction pour cha-
cune de ces grandeurs angulaires, ou une différence
entre la grandeur calculée et la grandeur observée; et
de ces corrections fournies par un grand nombre d'ob-
servations (afin que les petites erreurs dont chaque ob-
servation est encore affectée se compensent seusible-
ment), il faudra tirer par le calcul les corrections que
les éléments de la planéte doivent subir. Toutes ces cor-
rections, tant celles que 'observation donne, que celles
que le calcul doit en déduire, sont de fort petites frac-
tions dont on peut négliger les produits et les puissances
supérieures 4 la premiére; et par suite, il est permis de
considérer les corrections calculées comme des fonctions
linéaires des corrections observées.

135. Traitons d’abord le cas ol il n’y a qu'un éé
ment & corriger, et ol la mesure ne porte, a chaque
observation, que sur une seule grandeur. Soient a, la
petite correction que I'observation n° 1, supposée ri-
goureusement exacte, aurait dii apporter au résultat du
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calcul; a, la valeur que la mesure effective, entachée
de l'erreur §,, donne pour cette correction ; de sorte
quon ait

a,=a +39,.
Appelons z la correction que I'élément doit recevoir, et
qu'on se propose de calculer d’aprés 'ensemble des ob-
servations : on a entre x et a, une équation linéaire

a,= Clx + Ciy
dans laquelle C,, ¢, sont des coefficients numériques
connus; ce qui, lorsqu'on pose, pour abréger,

a,—c,=A,,
donne

d,=C,z—A.,. (1)

Si I'on négligeait 'erreur J,, on tirerait de cette
équation ‘
T o

==

G,

et, en opérant de méme sur les résultats d’un grand
nombre d’observations , on aurait autant de valeurs dif-
férentes de =, dont on pourrait prendre la moyenne
arithmétique , comme si les valeurs particuliéres de x
avaient été données par une mesure directe dans cha-
que observation. Mais cette maniére d’opérer ne serait
pas conforme a ce que la raison indique: en effet il est
clair que la grandeur de I'erreur &, influe d’autant moins
sur la valeur de x tirée de I’équation (1), que la valeur
du coefficient C, est plus considérable; tandis qu'en pre-
nant simplement la moyenne des valeurs de x, on ferait
concourir de la méme maniére toutes les observations
particuliéres a la détermination de x, sans distinguer
entre les observations plus ou moins avantageuses.
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Pour parer & cet inconvénient, le géométre Cotes
avait proposé une régle dont les astronomes ont fait
longtemps et font encore usage, a cause de sa simpli-
cité. Elle consiste a prendre .

z A 4+A 4 A +4ete.
= C,+GCCtetc.” (2)

A,, C,; A;, C;; etc. , étant les analogues de A, , C, pour
les observations n° 2, n® 3, etc. Cette régle revient a
supposer nulle la somme des erreurs

. +8.43, +etc

Elle revient encore 4 prendre une moyenne entre les

valeurs

2= rT== =3, etc.;
g T To o

mais en supposant que la premiére valeur est donnée
par un nombre d’observations proportionnel 4 C,, la
seconde par un nombre d’observations proportionnel i
C,, et ainsi de suite. De cette maniére, I'influence de
chaque observation, dans la fixation de la valeur dé-
+ finitive de 'inconnue z, se trouve d’autant plus grande
que cette observation est en soi plus avantageuse pour
la détermination de I'inconnue.

Ce n'est la cependant qu'un apergu, subordonné a
Ihypothése gratuite que les erreurs oscillent entre les
mémes limites, suivant la méme loi de probabilité, dans
les différentes observations; et qui, méme dans cette
hypothése, serait encore inexact. En effet, Laplace a
montré qu'il faut prendre alors

_CIA! +C,A,+03A’+etc., (3)
T Ci+Ci+Cy et
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ou faire entrer la mesure derang #, proportionnellement
au carré du coefficient C;, dans la composition de la
moyenne définitive, si 'ont veut resserrer autant que
possible les limites ==/ entre lesquelles doit tomber
(ave€ une probabilité P) I'erreur que comporte la va-
leur de z. Dans ce cas, les limites / sont données par
Iéquation

t=IglC:+C2+C} + etc., (4)

g étant le module de convergence relatif a la loi de
probabilité commune aux erreurs 9,, 9, , 3, etc.
Quand on détermine la correction x par la formule
.(2), ou par la régle de Cotes , les limites =/ sont liées
a la probabilité P par Iéquation
C,4+C,+4+C;+4 etc.
’ Vm ’
m désignant le nombre des obseivations. Or, en vertu
du principe que nous avons plusieurs fois cité [73, 77],
le coefficient de /, dans cette derniére équation, est tou-
jours moindre que le coefficient de / dans I'équation (4).
On peut prendre pour valeur approchée du module
inconnu g qui entre dans la formule (4), le nombre

_ C+CltetcVm
L 2[(Ci+-Citetc.) (At Aitetc.){C,A,+ A, +etc.)]

donné par I'observation méme ; et le produit

YV C:+C: +etc.

exprimera dans ce systéme le poids de la correction x.

Si la loi de probabilité de Perreur et par shite le mo-
tdule de convergence variaient d’une observatign 4 'au-
tré, la courbe de probabilité restant néanmoins toujours

t=1g

Y
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symétrique , les formules (3) et (4) seraient remplacées
par
r— &:C. A, +g3C,A, +¢g3C,A, etc.
T 8ICI+41C; +43C3 +ete.
t=0"g:C:+ giC3i +g3C3 + etc.

La valeur de x donnée par l'équation (3) est celle
qui résulte de la condition que la somme des carrés des
erreurs J,, 3,, 93, etc., ou que la somme des quantités

(Cxz—A,p, (Cz—A), (Cr—A,), ete.
soit un ménimum. En conséquence la formule (3) se
nomme la régle des moindres carrés des erreurs (*).

136. La méme série d’observations doit souvent ser-
vir & déterminer simultanément les corrections de plu-

(%) La régle des moindres carrés a d’abord été proposée par
Legendre, seulement comme un procédé empirique propre 2 in-
troduire plus de symétrie dans les calculs. Gauss a prouvé ensuite
que cette régle doit étre réputée la plus avantageuse, en vertu
des principes de la théorie des chances, lorsque la loi de proba-
bilité des erreurs est de laforme Ke—#*<* [130, note]. Enfin Laplace
a démontré la méme chose pour une loi quelconque de probabi-
lité, sous les conditions : 1° que la loi de probabilité soit la
méme dans toutes les observations, etla méme pour les erreurs
positives que pour les erreurs négatives; 2° que le nombre des
observations atteigne P'ordre de grandeur qui permet d’appliquer
les formules d’approximation. Or, il faut avouer que , pour un
nombre fort grand d’observations, la régle devient presque im-
praticable par la longueur des calculs, ce qui restreint singulié-
rement la valeur pratique du théoréme de Laplace. La bonté de
la régle tient surtout alors a ce que la forme de la fonction qui
exprime la loi de probabilité, quand il s’agit d’observations aussi
précises que celles des astronomes, doit peu s’écarter de celle que
Gauss lui avait primitivement assignée.
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sieurs éléments. Par exemple , les observations des lieux
d’'une planéte devront servir & corriger simultanément
les six éléments de son mouvement elliptique, ou les
masses des planétes perturbatrices, lorsqu'on a égard
aux perturbations de ce mouvement (*). L’équation (1)
se trouve alors remplacée par une équation de la forme
0.,=C,z4C 2" 4+ Cz" 4etc. — A, :
x,x, x", etc., désignant les corrections cherchées ;
C,, C.,C", etc., des nombres donnés par la théorie;
et A, un nombre déduit de I'observation méme. La régle
de Cotes n’est pas susceptible de s’étendre a ce cas; et
la mani¢re de combiner les équations de cette forme,
pour en tirer autant d’équations résultantes qu’il y a
d’inconnues z, x', 2", etc. , restait, d’apres cette régle,
tout a fait indéterminée , lorsque Legendre a proposé
la régle des moindres carrés, précisément pour faire
cesser cette indétermination. En effet, le minimum d’une
fonction
3+ + 33 +etc

(*) Jusqu’ici on n’a guére appliqué qu’aux observations astro-
nomiques la théorie qui fait 'objet de ce chapitre. Si I’on n’admet
pas d’une maniére absolue la loi de Prout dont il sera ques-
tion plus loin, ne conviendraitil pas d’appliquer cette théorie i la
détermination des poids atomiques ou des équivalents chimiques,
en faisant concourir au calcul simultané des corrections que ces
poids comportent, un grand nombre d’analyses de composés di-
vers? 11 s’opérerait probablement une compensation entre les
effets des différentes causes d’erreur, lorsque le poids d’un méme
radical chimique serait déterminé par les analyses de plusieurs
corps ol ce radical se trouve engagé dans des combinaisons dif-
férentes; tandis que certaines causes d’erreurs peuvent agir cons-
tamment dans le méme sens, tant qu’on ne fait que répéter I'analyse
d’un méme composé, . .

16
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se détermine toujours, quel que soit le nombre des in-
connues z, 2', z", etc, qui entrent dans la composi-
tion de chacune des fonctions d,, 9,, J3, etc.

137. On ne doit pas perdre de vue que toutes ces
régles reposent sur 'hypothése qu'on a déja des valeurs
trés-approchées des éléments qu'il s’agit de corriger. A
la faveur de cette hypothése on pourrait obtenir une
trés-grande probabilité P que I'erreur sur la valeur cor-
rigée est resserrée entre des limites trés-étroites; ce
qui n’empécherait pas de trouver, par des observations
postérieures, que la valeur corrigée est encore trés-
inexacte, si la valeur (réputée trés-approchée) qui a
servi a calculer la correction z et la probabilité P, était
au contraire entachée d’une erreur considérable. Cette
circonstance s'est présentée, il n’y a pas beaucoup d’an-
nées, a propos de la détermination d'un élément im-
portant du systeme solaire.

D'aprés les mesures des €longations des satellites
de Jupiter, dues a l'astronome Pound, contemporain
de Newton, ce grand géométre avait trouvé la masse de
Jupiter égale a la 1067° partie de celle du soleil, ou a
0,000 937 a1, la masse du soleil étant prise pour unité.
Laplace, en appliquant la méthode dont on vient de
rendre un compte sommaire, 4 un systéme de 126 équa-
tions de condition, calculées par M. Bouvard, pour le
mouvement de Jupiter en longitude, et de 129 équa-
tions pour le mouvement de Saturne, a diminué de
0,000 002 94 la valeur précédente de la masse de Ju-
piter, en la fixant ainsi 4 0,000 934 27. Il a trouvé
ensuite la probabilité P d’un million contre un que cette
valeur corrigée n’était pas en erreur d’un centiéme de
sa valeur, en plus ou en moins, ou que la masse de
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Jupiter restait comprise entre ’

0,000 924 93, et 0,000942 61.

Mais, plus tard, on reconnut que les perturbations
occasionnées par Paction de Jupiter dans les mouve-
ments des planétes télescopiques, et dans ceux de la co-
méte d’Encke, exigeaient quon attribuit a Jupiter une
masse plus considérable; et enfin M. Airy, soumettant
a une nouvelle discussion les observations de Pound, y
constata une erreur par suite de laquelle la masse de
Jupiter devait étre portée 4 0,000 953 57. Cette valeur,
qui s’accorde avec le résultat que donne le calcul des
perturbations des planétes télescopiques, est admise
maintenant par les astronomes, et elle sort trés-ssensi-
blement des limites que Laplace avait assignées. Le dé-
faut de la conclusion de Laplace peut tenir a des termes
fautifs ou incomplets dans le développement des formules
d’approximation qui donnent les perturbations planétai-
res, ou a des fautes dans le calcul des équations de con-
dition, ou bien encore a l'erreur de I'hypothése” d’aprés
laquelle la loi de probabilité des erreurs des observa-
tions employées serait la méme pour toutes les obser~
vations, et la méme pour les erreurs positives que pour
les erreurs négatives. Mais ce défaut peut tenir aussi a
ce qu'on a mal & propos admis & priori que les mesures
de Pound ne comportaient que des corrections trés-pe-
tites. :

138. Clest ici le lieu de revenir sur la remarque déja
faite [ 130], qu'il serait absurde de prétendre déterminer
une grandeur continue avec une précision indéfinie,
en multipliant indéfiniment les observations ou les me-

sures. Si, par exemple, un observateur s’avisait de don-
: : , 16.
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ner la mesure d’une longueur avec vingt décimales, il
saute aux yeux que les dix derniéres au moins seraient
données d’'une maniére tout a fait arbitraire, sans rela-
tion aucune avec la véritable expression numérique de
cette longueur ; de telle sorte que, si I'on accumulait
un grand nombre d’expressions semblables, il arriverait
de deux choses'une: ou les chiffres décimaux , du 10%au
20° ordre, auraient été choisis irréguliérement et for-
tuitement par chaque observateur, et alors la moyenne
des valeurs numériques des chiffres décimaux d’un mé-
me ordre serait la moyenne des nombres

°01,234,56, 7,809,
c’est-3-dire g; ou bien, les mémes causes agissant sur

tous les observateurs auraient fait choisir certains
chiffres de préférence 2 d’autres, et alors la moyenne
des valeurs numériques des chiffres décimaux d’'un mé-

me ordre pourrait différer notablement de g, mais elle

n’en serait pas moins fortuite, en ce sens qu’elle serait
complétement indépendante de la valeur du chiffre de
méme ordre, dans la véritable expression numérique
de la grandeur mesurée.

On aurait grand tort d’induire des termes de notre
exemple, que nous admettons la possibilité pratique,
avec les procédés actuels d’expérimentation, d’obtenir
exactement, jusquaux chiffres décimaux du 10°® ordre,
Pexpression numérique d’une grandeur donnée par des
mesures : nous avons entendu ai contraire faire une hy-
pothése exagérée, pour rendre tout d’abord d’autant
plus sensible la nécessité d’admettre une limite a la pré-
cision possible, quel que soit le nombre des mesures
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ou des observations particuli¢res que I'on combine.

Chose singuliére ! il n’y a de grandeurs continues sus-
ceptibles d’étre déterminées empmquement avec une
approximation indéfinie, que les chances” d’apparition
des phénomeénes résultant du concours de causes cons-
tantes et de causes fortuites, quand ces chances ne sont
pas de nature a varier avec le temps. Si, par exemple,
dans un climat donné, la chance moyenne d’une nais-
sance masculine ne devait pas varier avec le temps, et
avec les changements survenus dans les habitudes so-
ciales, on concevrait que cette chance piit étre déter-
minée avec une précision indéfinie par 'accumulation
indéfinie des épreuves: car, a la rigueur, on congoit
la possibilité d’'un dénombrement parfaitement exact ;
tandis qu’il répugne qu'une grandeur continue puisse
. étre déterminée avec une précision indéfinie, par I'ap-
plication d’une mesure , et par le secours de nos sens
et de nos instruments.

139. 11 faut bien distinguer entre les erreurs de me-
sure, proprement dites, et l'indétermination qui affecte
nécessairement la lecture de la mesure. Ainsi, quand
on observe un angle, indépendamment des erreurs de
pointé, de centrage, etc., qui peuvent faire varier la
mesure d’une quantité beaucoup plus grande que celle
qui correspond 2 la plus petite division du limbe, il y
a une indétermination qui s’attache a la lecture de cha-
que mesure, et qui provient de ce que l'observateur
néglige, ou estime arbitrairement les fractions plus pe-
tites que la plus petite division perceptible. Comme il
s’agit ici d’un point important pour la saine interpré-
tation de tous les résultats des sciences expérimentales,
et que ce point n’a pas obtenu l'attention qu’il mérite,
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on nous pardonnera d’entrer a cet égard dans quelques
détails minutieux.

Pour chaque nature de grandeur il y a, d'aprés le mode
de mesure et d’observation, adopté, une limite au-des-
sous de laquelle les fractions de 1'unité deviennent in-
discernables. Si nous prenons pour image de la gran-
deur dont il s’agit une ligne droite , dont une extrémité
est fixe et I'autre mobile, on peut toujours concevoir
cette droite divisée, A compter de l'origine fixe, en parties
égales w , assez petites pour que Pobservateur n’y puisse
discerner de subdivisions. Lors donc que le point qui
limite la droite & son extrémité variable tombera plus
prés de la n¢ division que de toute autre, il arrivera de
deux choses 'une : ou 'observateur prendra pour la va-
leur de la grandeur mesurée la quantité o, et il négli-
gera la différence, en plus ou en moins, plus petite que

@ ou bien il voudra estimer cette différence, mais

ses sens lui feront défaut, et Pestime restera pure-
ment arbitraire et fortuite, sans qu’il y ait de raison
intrinséque pour qu’une valeur soit assignée par lui
cette différence plutét qu'une autre; de sorte que la
moyenne des différences ainsi estimées, dans un grand
I

4

. o s
et — © pour les différences négatives.

nombre d’essais, sera — o pour les différences positives,

Cela posé, soit OX (fig. 19 ) la droite partagée 2
compter du point O en divisions égales 4 : divisions
que nous agrandissons beaucoup pour la netteté de la
figure. OA représente la vraie valeur de la grandeur ¢;
les erreurs de mesure , proprement dites , peuvent s’é-
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tendre de part et d’autre du point A jusquen m et n.
Sil n’y avait point d’indétermination dans la lecture, la
moyenne d’un grand nombre de mesures serait la dis-
tance du point O au centre de gravité de la barre mn
[67], en supposant que fx, oula probabilité de I'erreur
de mesure désignée par z, exprime la densité de la tran-
che dont la distance  la tranche A est égale A z. Cette
moyenne se confondrait avec la grandeur OA, dans
I'hypothése ol la densité varierait symétriquement de
part et d’autre du point A. Voici maintenant ce que la
moyenne deviendra en raison de I'indétermination de la
lecture. o :

Admettons que les traits 1, 2, 3, etc., partagent en
deux également les divisions consécutives de la barre
dans I'étendue mn : il faudra concevoir la masse de la
tranche comprise entre les traits 1 et 2, concentrée,
non en son centre de gravité, mais au point qui partage
en deux également lintervalle des deux traits , et qui
répond a la division a; il faudra de méme concevoir la
masse de la tranche comprise entre les traits 2 et 3,
concentrée aupoint milieu qui répond a la division 4,
et ainsi de suite. La distance de V'origine O au centre
de gravité de ce systéme de points matériels représen-
tera la moyenne d’un nombre infini d’observations , et
différera en général de la distance OA, ou de la gran-
deur a qu’il s’agit de mesurer.

Ce que nous appelons la lecture peut étre remplacé
par un autre mode d’appréciation faite aumoyen des sens
de I’homme, et affectée d’une indétermination analo-
gue. Ainsi, la finesse du sens de 'ouie donne aux per-
sonnes qui ont l'oreille musicale le moyen d’apprécier
avec une grande approximation des rapports toniques,
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et par suite de mesurer la durée des mouvements vibra-
toires qui produisent le son ; mais pourtant cette faculté
a ses limites, et Pon arrivera a des fractions de ton si
petites, que Poreille la mieux exercée ne pourra plus les
estimer, ou ne les estimera que d’une maniére tout a
fait arbitraire.

Nous avons supposé plus haut que P'évaluation ar-

o e oy . 1 .
bitraire des différences moindres que - », répétée un
2
grand nombre de fois par le méme observateur, de-
. 1 s .
vait donner == 3 @ pour moyenne des différences posi-

tivés ou négatives. S'il en était autrement, et qu'il y eiit
pour le méme observateur une tendance constante a
faire des estimes trop fortes ou trop faibles, dans
un sens ou dans l'autre, les moyennes seraient diffe-
rentes, et changeraient irréguliérement d’'un observa-
teur a lautre. Il faudrait alors accumuler de nombreu-
ses séries de mesures faites par divers observateurs,
ou dans des systémes d’expérimentation différents, pour
arriver a une moyenne fixe, qui n’en serait pas moins
sujette a différer de la vraie valeur par des quantités de
lordre de celles sur lesquelles porte I'indétermination
de la lecture.

En général, quelle que soit I'opération, délicate
ou grossiére, compliquée ou simple, qui conduit a
la mesure d’'une grandeur continue, il faut concevoir
qu’indépendamment des causes derreur, fortuites ou
constantes, qui tiennent aux vices de la méthode, aux
défauts de construction des instruments, a 'influence
perturbatrice des milieux ambiants, aux distractions de
I’observateur, et 4 un trouble momentané ou perma-
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nent de ses organes, il y a une indétermination inhé-
rente 4 P'acte de la lecture, ou a ce qui en tient lieu; et
que, par suite de cette indétermination, on ne peut pas
dépasser un certain degré de précision, quel que soit
le nombre des mesures particuliéres que I'on fait con-
courir 2 la détermination de la moyenne. '

140. On peut, si 'on veut, confondre avec les erreurs
provenant de I'indétermination de la lecture, les erreurs
provenant des défauts de construction des instruments,
dans les limites ou1 la main de l’artiste constructeur cesse
absolument d’étre guidée par ses sens [43], et n’obéit
plus qu’a l'action de causes aveugles et fortuites.

Tant qu’il ne s'agit que d’observer des différences en-:
tre des grandeurs, les instruments peuvent venir au se-
cours des sens de 'homme, de maniére a leur donner une
perfection dont nous ne saurions assigner la limite. Ainsi,
des instruments d’optique, doués d’un pouvoir grossissant
de plus en plus fort, permettront de classer par ordre
de grandeur. des distances ou des volumes qui se confon-
daient & I'eeil nu, ou & I'ceil armé d’instruments d’un
pouvoir moindre. Des balances, des thermométres d’'une
sensibilité de plus en plus exquise constateront des iné-
galités de poids ou de température, insaisissables avec
des appareils moins délicats.. Mais s'il s'agit de mesurer
ces différences , d’assigner” leurs rapports avec I'une ou
Pautre des grandeurs que 'on compare, ou avec I'unité
de grandeur, les instruments trés-sensibles, excellents
comme instruments indicateurs , ne seront plus d’aucun
secours, 4 cause des erreurs d’étalonnage et de division
qu’ils comportent. Concevons en effet que nous ayons
un thermométre propre a indiquer des variations d’un
centiéme de degré dans la température , mais dont les
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excursions ne peuvent s’étendre, en raison de sa sen-
sibilit¢ méme, que dans une portion trés-limitée dé
I'échelle thermométrique , par exemple de 4o a 45° en-
viron. Outre que les divisions de ce thermométre com-
porteront des irrégularités, on ne pourra, méme en les
supposant parfaitement réguliéres, s'en prévaloir pour
la mesure d’'une température absolue, qu'autant qu'on
aura comparé I'échelle de ce thermométre a celle d'un
thermométre ordinaire, fixé le point de la seconde au-
quel correspond le zéro de la premiére, et le rapport
des divisions de la premiére aux divisions de la seconde.
Or, la précision de toutes ces opérations, que nous
comprenons sous la dénomination d’étalonnage, est sub-
ordonnée a la précision que comportent les mesures
prises avec le thermométre ordinaire, et non au degré
de sensibilité qu'on est parvenu a donner au thermo-
métre auxiliaire.

S’il Sagit de mesurer une grande longueur en appli-
quant successivement 'unité de longueur a ses diverses
parties, de jauger un grand volume par une succession
de jaugeages partiels, et ainsi de suite, I'erreur qui af-
fectera inévitablement I'étalonnage de I'instrument em-
plove comme unité de mesure, affectera de la ‘méme
maniére toutes les mesures Partlelles. La compensation
ne détruira point, dans le résultat final, Ieffet de ces
erreurs partielles : tellement que, si 'on a & mesurer de
la sorte une longueur d’un kilométre énviron, et que
Perreur du métre employé soit d’un dixiéme de milli-
métre, il y aura, de ce chef, une erreur d’'un décimetre
sur la mesure de la longueur totale.

Généralement la mesure des grandeurs dont l'unité
est arbitraire, ou de celles dont le zéro doit étre fixé
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par une expérience préalable, comporte une précision
moindre que la mesure des autres grandeurs, a cause
que les erreurs dans la mesure proprement dite se com-
pliquent avec les erreurs dans I'étalonnage de l'instru-
ment qui sert de mesure. Par cette raison, toutes cir-
constances égales d'ailleurs, la mesure d’une longueur
comportera moins de précision que celle d’un angle; la
mesure d’'une densité comportera plus de précision que
celle d’une température.

141. Dans I'état actuel des sciences physiques, il n’y
a presque pas de mesure dont 'erreur ne se complique
‘des erreurs qui affectent une foule d’autres éléments :
soit que I'observateur accepte les expressions numériques
de ces éléments, telles que dautres les ont dorinées
avant lui, soit qu’il les détermine lui-méme pour le
besoin de son expérience. On congoit que le degré de
précision du résultat final dépend en général du degré
de précision de I'élément le moins précis, et que le cal-
cul proprement dit, & quelque degré de précision qu'on
le pousse, ne peut donner a I'expression numérique fi-
nale plus de précision que n’en comportent les données
numériques du calcul : de sorte qu’il serait illusoire de
pousser, par exemple, jusqu’a la septiéme décimale une
division ou une extraction de racine, quand les données
ne comportent d’exactitude que jusqu’a la quatriéme dé-
cimale.

On reconnaitra que le degré de précision possible
est atteint, lorsque de nouvelles séries de mesures de
la grandeur @, en maintenant intacts dans I'expres-
sion numeérique de a, les chiffres décimaux jusqu’a celui
de l'ordre n inclusivement, imprimeront aux chiffres
décimaux des ordres supérieurs des variations tout a fait
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irréguliéres : le chiffre de 'ordre n+4-1 étant, par exem-
ple, un 6 dans la premiére série d’épreuves, un 2 dans
la seconde, un g dans la troisiéme, et ainsi de suite;
de maniére que la moyenne des valeurs numériques des

chiffres de cet ordre devint sensiblement égale 2 % par

'accumulation d’un grand nombre de séries. Alors il sera
illusoire de conserver dans I'expression de a les chiffres
décimaux de P'ordre n+-1 et des ordres supérieurs. Au
contraire, les chiffres de I'ordre n et des ordres infé-
rieurs devront étre réputés affranchis de toute erreur
provenant de I'indétermination de la lecture ou de cau-
ses analogues : ils seront certains , s'il n’y a pas, dans
toutes les observations, une cause constante d’erreur
de la nature de celles qu'une théorie exacte rendrait
impossibles, et affectant par sa grandeur les chiffres
décimaux des ordres dont il sagit.

Si le chiffre de I'ordre n4-1 variait par de nouvelles
observations, mais de maniére que quelques-unes des
valeurs o, 1, 2, ...... g se reproduisissent plus fré-
quemment que d’autres, ou que leur moyenne parit

différer sensiblement de %, le chiffre de l'ordre n+4-1

serait encore incertain, mais il faudrait le conserver; et
I'on garderait I'espoir d’arriver 4 le déterminer exacte-
ment, en multipliant suffisamment les mesures.

Des progrés survenus dans les procédés de mesure
et d’expérimentation reculeront les limites de la préci-
sion possible. Le chiffre de P'ordre 41, qui ne pou-
vait pas étre déterminé par les anciens procédés, pourra
Pétre par les procédés nouveaux; mais les valeurs assi-
gnées a ce chiffre d'une maniére purement fortuite, par

’
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les anciens procédés, ne pourront utilement concourir
avec celles qui auront été trouvées par les procédés nou-
veaux, pour en déterminer la valeur exacte.

142. Lorsque la grandeur a se compose de deux par-
ties, I’'une qui se compte, Pautre qui se mesure, la re-
cherche du degré de précision ne peut porter que sur
la partie qui se mesure. Ainsi, I'année tropique moyenne
se compose de 365 jours solaires moyens , €t d’une frac-
tion de jour moyen : il ne peut évidemment y avoir d’in-
certitude sur le nombre de jours solaires qui se comp-
tent ; et l'opération, qui consiste & évaluer une grandeur
continue, celle qui ne comporte essentiellement qu’une
précision limitée, est la mesure de la fraction de jour
jointe au nombre entier 365.

Il est bien entendu que, si les parties qui se com-
ptent n’étaient pas rigoureusement égales entre elles,
ou réputées telles, la recherche du degré de précision
porterait, comme & l'ordinaire, sur la totalité de la
grandeur a.

143. Les chiffres que nous appelons décimaux pour-
raient désigner des unités entiéres, ou des multiples dé-
cimaux de l'unité : il suffirait pour cela d’'un déplace-
ment de la virgule, ou d’'un changement dans Punité &
laquelle on compare la grandeur a. Si @ est une lon-
gueur, 'unité pourra étre le millimétre, ou le métre ,
ou le kilométre. Le choix ne restera pourtant pas abso-
lument arbitraire,, précisément parce qu'il serait absurde
d’évaluer en millimétres une distance géodésique, qui
ne peut étre déterminée qu'a quelques métres prés, ou
en métres une distance astronomique sur la détermina-
tion de laquelle restera toujours une incertitude de plu-
sieurs kilométres. Le rayon méme de l'orbe terrestre
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deviendrait une unité trop petite, il était question
d’exprimer en nombres les distances du soleil aux étoiles
les plus proches. Dans tous les cas, la limite imposée
au degré de précision resserre entre des limites corres-
pondantes le choix de l'unité a laquelle on doit compa-
rer la grandeur a ; et lenombre des chiffres susceptibles
d’une détermination exacte dans l'expression de a , &
partir du premier chiffre significatif sur la gauche, in-
dique (ou, si 'on veut, mesure) le degré de précision dont
est susceptible la mesure de la grandeur a. Cet indice
de précision varie d’'une époque i l'autre, et,a la méme
époqtie, il varie d’une branche a 'autre de la philosophie
naturelle (). Il n’est évidemment pas le méme en astro-
nomie et en chimie, dans les recherches d’optique et
dans celles qui ont pour objet I'acoustique ou I'électri-
cité. Nous n’entendons pas pousser plus loin cette dis-
cussion délicate, et nous n’ajouterons plus que quel-
ques exemples propres a mieux fixer esprit du lecteur.
144. Premier exemple. Si 'on raméne a la station
de Paris, d’aprés les régles que donne une théorie
exacte, un grand nombre d’observations du pendule
faites dans des lieux différents, et si 'on tient compte
de toutes les corrections que les observations doivent
subir, afin d’étre exactement comparables, on obtient ,
pour la longueur du pendule snmple battant les secon-
des & Paris, les résultats que voici :

(*) La recherche de I'indice de précision dans les mesures est
un su1et qui a particuliérement occupé mon ami et ancien cama-
rade 2 I'Ecole normale, M. Saigey, de qui je tiens ce qu’il y a de
plus essentiel dans les remarques qui précédent, et les deux pre-
miers exemples rapportés dans le numéro suivant,
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LONGUEURS
NOMS DES OBSERVATEURS. du

PENDULE.

994,0
994,2
993,93
Bouguer..... . 994,18

MairaDe..ecoeeenne. 994,032
993,877

993,896
MM. Biot et Mathieu..... ] 993,915
Le capitaine Kater....... ceeeee ceesses 993,998
M. Bessel..ooovennnn. sesssane cesacse 993,781

Moyenne. . .

La premiére mesure, donnée par Picard au xvu® sié-
cle, différe 4 peine du résultat de la moyenne des expé-
riences duge a des observateurs si habiles, et qui n’ont
négligé, la détermination d’'un élément de cette
importance, aucun des perfectionnements dont les pro-
gres des sciences physiques et du calcul pouvaient sug-
gérer l'idée. Nous en conclurons qu’on ne saurait ré-
pondre des centi¢mes de millimétre dans la mesure du
pendule simple, ni obtenir cette mesure avec plus de
quatre chiffres exacts.
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Deuxiéme exemple. Dansson mémoire sur la détermi-
nation de la densité moyenne de la terre, publié en 1798,
Cavendish rapporte les résultats de 29 expériences qui lui
ont donné pour cette densité moyenne, celle de I'eau
étant prise pour unité, les valeurs suivantes :

La moyenne est 5,48; la somme des carrés des écarts
est 1,1967 ;le poids du résultat est 18,745; il y a un
contre un a parier que I'écart entre la moyenne 5,48 et
la moyenne absolue tombe entre les limites == 0,026 ;
Pexistence d’'un écart sextuple [34] doit étre considérée
comme extrémement improbable.

En 1837, M. Reich a refait i Freyberg les expériences
de Cavendish, ce qui lui a donné, pour 14 groupes d’'ob-
servations, les moyennes suivantes :

5 obs. 5,6033 | 3 obs. 53856 | 4 ol 55573
3 BStos | 4 53668 | 6% B3

5,7026 54563 | 3 5,4054

4 a
4 5,3341 6 5,4606 4 5,4671
5 4

5,5046 5,3609
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et pour la moyenne générale des 57 observations, 5,44.
-Ce résultat cadre bien avec celui de Cavendish; la diffé-
rence est de I'ordre de celles qui s’expliquent aisément

- par des anomalies fortuites; mais le troisiéme chiffre
au moins doit étre considéré comme incertain.

En méme temps, d’aprés les encouragements de la So-
ciété royale de Londres, M. Baily faisait des expériences
bien plus nombreuses, en variant les modes de suspension
de I'aiguille oscillante, en employant des boules de diverses
matiéres et de différents diamétres. Le résumé de 2004 ex-
périences est donné par le tableau suivant, ol les matié-
res employées sont rangées suivant I’ordre des densités :

1** MODE 2°*MODE 3* MODE
DE SUSPENSION. || DX SUSPENSION. || DE SUSPENSION.

am——

DIAMETRE
FN POUCES ANGLAIS,
Nombre
des

Nombre
des
expériences
Nombre
des
expériences

expériences,

Platine . . .
Plomb....
Hd.......
Laiton....

[ S

~ -

< Ot

-

&S »

® O
[~
(=)

Zinc......

Verre....

Ivoire....

’

La moyenne générale est 5,67; mais la divergence
des résultats obtenus avec des matiéres de densités di-
verses, et des modes de suspension différents, met hors

. 17
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de doute lexistence de causes [constantes d’erreur,
propres aux observations de M. Baily; et I'on est seule-
ment autorisé & conclure de ce qui préceéde, que la va-
leur de la densité moyenne de la terre, telle qu’elle ré-
sulterait d’expériences en trés-grand nombre, analogues
a celles de Cavendish, différerait peu de 5,5; ce qui ne
prouve pas encore que la vraie valeur de cette densité
moyenne s’éloigne effectivement trés-peu de 5,5 ; car il
se peut que le procédé ingénieux , imaginé par Caven-
dish , emporte avec lui une cause constante d’erreur qui
affecterait toutes les expériences analogues; et l'on sait
que Maskelyne, par des observations trés-précises de la
déviation du fil i\l' plomb, faites en 1774, au pied du mont
Shehallien, en Ecosse, a trouvé 4,5 pour cette méme
densité moyenne.

Troisiéme exemple. Considérons enfin la série d’ex-
périences, faites récemment par M. Dumas, dans la vue
de déterminer, avec un nouveau degré de précision, la
cemposition de l'eau, et de vérifier la loi théorique du
docteur Prout , d’aprés laquelle tous les éguivalents chi-
miques [136, note] seraient des multiples exacts de
Yéquivalent chimique de I'hydrogéme. Ainsi, le poids
d’hydrogeéne qui entre dans la composition d’'un poids
donné d’eau, étant représenté par 1, le poids d’oxygéne
uni a ’hydrogene doit étre, suivant Prout, représenté
par le nombre entier 8 ; ou bien, le poids d’oxygéne
étant représenté par 100, le poids correspondant d’hy-
drogéne (I'équivalent chimique de I'hydrogéne) sera re-
présenté par 12,5. Or, une série de 19 expériences ,
faites par M. Dumas, lui a donné , toutes corrections ef-
fectuées, des nombres que nous rangerons par ordre de
grandeur de la mani¢re suivante :
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" P. 12,508

S. 12,522

S. 12,533

Les lettres S et P désignent respectivement les ex-
périences dans lesquelles on a employé lacide sulfuri-
que et P'acide phosphorique comme corps desséchants.

La moyenne est 12,515; la somme des carrés des
écarts est 0,0173 ; le poids du résultat est. 102,145. Si
Pon substitue cette derniére valeur pour y} /7 dansI’é-
quation

t— lyl/;; , /
et quon y fasse l-_'-:o,015, on en tirera £2=1,532, et la
valeur correspondante de P sera 0,969. Ainsi, en ad-
mettant qu’on puisse appliquer dans ce cas la formule
d’approximation (ce que ferait voir une discussion plus
détaillée) , et en supposant que les nombres rapportés
plus haut soient affranchis de [linfluence de toute
cause constante d’erreur, il y aurait plus de 32 & parier
contre 1, que l'erreur qui affecte la moyenne 12,515
tombe au-dessous de 0,015, en plus ou en moins. Réci-
proquement, si on admet, par des vues & priori, et
17.



260 CHAPITRE XI.

pour satisfaire i la loi de Prout, la valeur 12,500, il y
a 3a A parier contre 1, que les nombres de M. Dumas,
quelques soins que cet habile chimiste ait apportés dans
ses recherches, sont encore affectés d’une cause cons-
tante d’erreur, tendant & donner des valeurs trop fortes.

Cependant, d’aprés le tableau ci-dessus , g expérien-
ces sur 19 donnent des nombres qui tombent au-des-
sous de 12,500, et qui ont pour moyenne 12,486,
Cest-a-dire a trés-peu prés le nombre 12,480, qui ré-
sultait des anciennes expériences de Berzelius et de
Dulong, et qu'admettaient, avant les derniéres expérien-
ces de M. Dumas, tous ceux qui ne partageaient pas les
idées théoriques de Prout et de I’école des chimistes
anglais. En d’autres termes, la loi de probabilité des
erreurs, telle qu'elle semblerait résulter du tableau
ci-dessus, tendrait & grouper les erreurs dans le voisi-
nage des valeurs extrémes, ce qui répugne 4 I'idée que
nous nous faisons de la loi de probabilité d’'une erreur
proprement dite; de celle qui ne provient pas d’une
limite imposée par la nature des choses & la précision
possible. Nous en conclurons simplement qu'on ne peut
répondre du 4° chiffre dans I'analyse ou plutét dans la
synthése de l'eau, avec les procédés actuels d’expéri-
mentation.

Les 10 expériences notées S donnent pour moyenne
12,520; la moyenne des g autres expériences notées
P est 12,511. D'aprés les formules du n® 128, on se-
rait autorisé a regarder cet écart comme purement for-
tuit, et comme n’accusant aucune variation dans le sys-
téme des causes constantes, pour l'une et pour l'autre
série d’expériences.
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CHAPITRE XII.

APPLICATION A DES QUESTIONS DE PHILOSOPHIE
NATURELLE.

145. Pendant longtemps on n’a guére appliqué le
calcul des chances qu’a des problémes sur les jeux,
problémes purement spéculatifs ou d’'un futile intérét
pratique, et a des faits de statistique sociale dont les
causes se dérobent par leur complication a toute inves-
tigation mathématique, et pour lesquels nous n’avons
d’autres données que celles de I'expérience. On s’est peu
occupé de 'adapter a des questions de philosophie na-
turelle,, questions pour ainsi dire de nature mixte , ol
on aurait pu espérer de confronter les données de I'ob-
servation avec des relations fournies par la théorie. S’il
est une branche dela philosophie naturelle a laquelle ce
genre de recherches puisse s’approprier avec chance de
succes, c’est assurément P'astronomie. Cette science émi-
nente entre toutes les autres, a cause de la simplicité
et de la grandeur des phénoménes dont elle s’occupe,
doit, par cela méme, offrir les exemples les plus remar-
quables du prompt dégagement des causes réguliéres, a
travers les anomalies du hasard; I'immensité des dis-
tances qui séparent les corps célestes et la petitesse re-
lative de leurs dimensions, en maintenant la simplicité
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de leurs mouvements et en y introduisant cette régularité
géométrique que nous admirons, ont dii rendre plus
indépendantes les unes des autres, plus libres de se
disposer suivant les lois mathématiques des combinai-
sons, les causes qui ont influé sur les circonstances
initiales de ces mouvements. En un mot, de méme que
I'astronomie observatrice est le modéle des sciences d’ob-
servation ; Pastronomie théorique, le modéle des théo-
ries scientifiques; ainsi la statistique des astres (sl est
permis de recourir a cette association de mots) doit ser-
vir un jour de modele i toutes les autres statistiques.
L’hypothése d’un globe que l'on projette au hasard,
et qui peut avoir ou ne pas avoir des irrégularités-de
structure, hypothése a laquelle nous avons eu plusieurs
fois recours comme 2 un exemple des plus simples
[71 et 81], n’est au fond qu'une maniére de se repré-
senter , par une image sensible , une question qui doit se
reproduire fréquemment en astronomie : celle qui con-
siste & savoir si une série de points disséminés sur la
sphére, 'ont été sous l'influence de causes réguliéres ou
irréguliéres. Ces points peuvent avoir une existence
réelle, comme lorsqu’il s’agit de la répartition des étoiles
fixes des divers ordres de grandeur, des étoiles doubles, .
des nébuleuses, etc. Ils peuvent aussi n’avoir qu’une
existence géométrique; et c’est ce qui arrive, si 'on
considere les intersections de la sphére céleste avec une
série de lignes droites, ou de rayons vecteurs qui partent
d’un point commun , centre de la sphére; ou bien encore
si I'on considére les pdles d'une série de plans qui pas-
sent tous par le centre de la sphére, c'est-a-dire les points
ou les perpendiculaires élevées du centre sur ces plans
rencontrent la surface spheérique. 1l est évideut qu'a
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chaque direction d’un plan dans 'espaca correspond
une situation particuliére du point polaire, et que, si les
plans sont uniformément distribués dans toutes les di-
rections , les points polaires devront étre répartis uni-
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146. Le systéme solaire, tel qu’il nous est connu,
comprend onze planétes primaires, pour lesquelles voici
les valeurs des trois éléments désignés plus haut :

-1 1 1 |

NOMS INCLINAISON] | LONGITUDE | LONGITUDE
des a du du

L’ECLIPTIQUE. |NOEUD ASCENDANT.| PERIHELIE.

Mercure.....| 7° o g71| 45°57' 3079 | 74°ar’ 46
Vénus......| 3 23 28,5 | 74 54 12,9 | 128 43 53,x
LaTerre....]eeecueeseei]ecesceesnas| 99 30 5,0
Mars.......] x 51 6,2} 48 o 3,5 332 23 56,6
Vesta....... 7 8 9,0 | 103 13 182 |249 33 24,4
Junon......l 13 4 9,7 |17t 7 4o | 53 33 46,0
Cérés.......| 10 37 26,2 | 80 41 24,0 | 147 7 31,5
Pallas. .....] 34 34 55,0 | 172 39 26,8 | 121 7 4,3
Jupiter......] x 18 51,3 | 98 26 18,9 | 1x 8 34,6
Saturne.....] 2 29 35,7 | 111 56 37,4 89 9 29,8
Uranus. .... 0 46 28,4 | 72 59 31,3 | 167 31 161

"Ces valeurs, qui changent lentement avec le temps,
se rapportent au 1 janvier 1820, pour les quatre
planétes télescopiques, Vesta,’Junon, Cérés et Pallas,
et au 1% janvier 1801 pour les sept autres planétes.

Toutes les planétes ont un mouvement direct, et, si
I'on en excepte Pallas qui semble former, avec les trois
autres planétes télescopiques, un groupe bien tranché,
les inclinaisons de leurs orbites sur le plan de I'écliptique
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sont trés-petites. La théorie démontre que ces inclinai-
sons, en variant avec le temps par suite de l'attraction

I .
que cette chance surpasse —, devient, d’aprés des cal-
2

culs fondés sur la régle de Bayes [88 et g2],
2% —1 4095 .

2" 4096’

ou, en d’autres termes, ily a 4og5 a parier contre 1
qu’une cause quelconque a rendu les mouvements directs
plus aptes & se produire que les mouvements rétrogrades.
'Si I’on ne veut attribuer 4 la chance p que deux va-

. e, I .
leurs possibles, l'unité et~; c’est-a-dire si 'on n’admet

que deux hypothéses , I'une dans laquelle le mouvement
serait nécessairement direct, 'autre dans laquelle il se-
rait indifféremment direct ou rétrograde,'la probabilité
relative de la premiére hypothése deviendra , toujours
d’aprés‘ la regle citée,
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2”4 1 2049

Mais, pour reconnaitre la fragilité de la base de ces
calculs, il suffit de jeter les yeux sur le tableau qui pré-
céde. Nous y verrons que, pour toutes les planétes au-
tres que la Terre, la longitude du nceud ascendant est
comprise entre a et 180°; en sorte que la régle de Bayes
donnerait la probabilité

2" —1 204
PO 2048’

ou'2047 a parier contre 1 que des causes non indépen-
dantes, d’'une planéte a Pautre, ont favarisé la concen-
tration des nceuds ascendants des planétes dans la moi-
tie de l'écliptique ol les longitudes ‘sont moindres de
18a°% et cependant cette concentration est bien certai-
nement un pur effet du hasard. Il suffira de trés-petits
déplacements des plans d’orbites, de lordre de ceux
quaménent les perturbations planétaires, pour faire dis-
paraitre un jour cette accumulation fortuite.

Lors méme que le nombre des planétes pour lesquelles
cette accumulation s’observe actuellement serait beau-
coup plus considérable, auquel cas la régle de Bayes
conduirait 4 une probabilité énorme, il n’y aurait au-
cune conséquence valable & en tirer, ainsi que cela res-
sort trés-clairement de la construction qui nous sert a
représenter les données géométriques de la question.

Supposons en effet quaprés avoir projeté onze fois
un globe au hasard, et déterminé ainsi onze points de
contact du globe avec le sol, ces onze points se trouvent
accumulés sur une certaine région de la sphére, de
maniére que leurs distances mutuelles ne soient que d’'un
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petit nombre de degrés: nous en conclurons avec une
trés-grande probabilité que cette accumulation n’est
point fortuite, et qu’elle tient au contraire a la struc-
ture de la sphére ou au mode de projection. Mais si ,
par un de ces points, on fait passer au hasard un arc
de grand cercle, et que les dix autres points se trou-
vent du méme coté de arc, cette circonstance ne pré-
sentera rien de singulier, rien qui ne s'explique trés-ai-
sément par le jeu des causes fortuites. Car enfin il suffit
pour cela : 1° que l¢ point en question soit un des an-
gles a (fig. 20) du polygone sphérique convexe abe. . .,
tracé de maniére a comprendre sur son périmétre
ou dans son intérieur les onze points donnés par
les jets consécutifs ; 2a° que Yarc de grand cercle mn,
mené au hasard par le point @, ne tombe pas dans I'in-
térieur de angle du polygone dont le sommet est en a.
Dans la question astronomique qui nous occupe, le
point a représente le pole de écliptique ou de Forbite
de la terre; les points b, c,. ... sont les poles d’orbites
des autres planétes,; Parc mn est l'arc de grand cercle
mené par le pole @, dans un plan perpendiculaire a
Pécliptique et a la ligne des équinoxes. Il o’y a rien
d’extraordinaire i ce, que la terre soit une des planétes
dont les péles d’orbites forment les sommets du poly-
gone sphérique convexe qui comprend les autres péles;
et il n’est pas plus singulier que la ligne des équinoxes
se trouve actuellement dirigée de maniére a faire tom-
ber arc mnr en dehors de I'angle a. Lors méme que le
nombre des planétes serait beaucoup plus grand, que
les poles dorbites et la ligne des équinoxes ne seraient
pas sujets & se déplacer avec le temps, le fait dont il
s'agit, ramené a son véritable sens par la discussion
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qui précéde, ne motiverait nullement lintervention
d’une cause spéciale , et tous les calculs de probabilités,
sur lesquels on fonderait Vexistence d’une telle cause,
seraient illusoires.

Au contraire, nous ne connaitrions que cinq ou six
planétes, que le fait de I'accumulation de leurs péles
d’orbites dans un polygone sphérique d’une trés-petite
surface, ne pourrait -étre raisonnablement imputé au
hasard.

Sans doute, si I'on suppose que les chances des mou-
vements directs et rétrogrades sont égales, que les
chances d’une valeur plus grande ou plus petite que
180° pour la longitude du nceud ascendant sont pareil-
lement égales, il y aura & priori la méme probabilité de
ne pas tomber onze fois de suite sur un mouvement
direct, et de ne pas tomber onze fois de suite sur une
longitude plus petite que 180°; mais il ne suit pas de
la que ces deux événements, étant donnés, conduisent
a une méme probabilité & posteriori de I'inégalité des
chances entre les deux événements simples, opposés I'un
a l'autre. Du moins cette probabilité & posterior: n’au-
rait qu'une valeur subjective, pour celui qui serait forcé
de placer les deux événements sur la méme ligne, 2
cause de I'ignorance compléte ou il serait des autres ca-
ractéres qui les distinguent. Une telle probabilité ne peut
conduire 4 aucune conséquence valable objectivement.

148. La somme des inclinaisons des orbites plané-
taires sur Pécliptique, ou la somme des distances du
pole de lécliptique aux poles des autres orbites, est
égale, d’aprés le tableau du n° 146, a 82° 14 19", 1.
Si toutes les valeurs des distances polaires, comprises
entre o et 180°, étaient également probables, la proba-



APPLICATIONS A L’ASTRONOMIE. 269
bilité que cette somme resterait au-dessous de go° aurait
pour valeur [69, note] la fraction excessivement petite

I _ 1 '
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.2° " 3 715 891 200 e

Mais, dans 'hypothése ol des causes purement fortuites
détermineraient les directions des plans d’orbites, la
probabilité de la valeur de chaque distance polaire croi-
trait proportionnellement au sinus de cette valeur; les -
valeurs voisines de 0 ou de 180° seraient beaucoup
moins probables que les valeurs voisines de go°; de
sorte que la probabilité d’une somme moindre que go°,
ou d’'une moyenne plus petite que g, se trouverait con-
sidérablement plus petite que la fraction précédente. La
détermination exacte de cette probabilité exigerait un
calcul laborieux et inutile. Le calcul fait dans hypo-
thése inexacte et bien moins favorable de I'égale proba-
bilité de toutes les valeurs, suffit pour montrer que
accumulation des péles d’orbites autour du péle de
I'écliptique ne saurait étre regardée comme fortuite.

Au lieu de rapporter au plan de I'écliptique les plans
d’orbites des autres planétes, il est naturel de rapporter
le plan de Pécliptique, comme celui des autres orbites
planétaires, au plan de I’équateur solaire: et alors, si
Pon considére que les mouvements de rotation du soleil
et des planétes, les mouvements de translation et de ro-
tation des satellites, sont tous directs, et saccomplissent
pour la plupart dans des plans peu inclinés & I'équateur
solaire, on ne doutera pas que le systéme planétaire n’ait
subi Pinfluence d’une cause initiale qui tendait & rap-
procher les plans d’orbites du plan de I'équateur solaire,
etaimprimer A tous ces corps des mouvements de trans-
lation et de rotation, dirigés dans le méme sens que
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la rotation de la grande masse dominatrice du systéme.
149. 1l est naturel de rechercher si la méme cause,
ou une cause analogue a agi sur les cométes, ou si au
cqiraire ces astres qui différent des planétes h tant d’é-
gards, dont les volumes sont énormes et les masses inap-
preclables, qui se meuvent dans des hyperboles ou dans
des ellipses excessivement excentriques, dont les uns
sont ahimés d’'un mouvement direct et les autres d’'un
mouvement rétrograde, ont d’ailleurs leurs plans d’or-
bites indifféremment dirigés vers toutes les régions de
Pespace. Or, si I'on calcule les moyennes des inclinaisons
des orbites cométaires sur I'écliptique, on trouve pour
_eette moyenne une valeur d’environ 50°, supérieure par
conséquent au demi-angle droit; et de la, par une mé-
prise bien singuliére, Laplace a conclu que les cométes,
loin de participer & la tendance des corps du systéme
planétaire , pour se mouvoir dans des plans peu incli-
nés & Pécliptique , paraissent avoir une tendance con-
traire (). Pour se convaincre, par une voie tout empi-
rique, du vice de cette conclusion, il suffit de calculer

(*) Théorie analytique des probabilites, p. 359 de la troisidme
édition. Il n’y a que le respect de M. Poisson pour la mémoire de
Laplace qui ait pu Yempécher de reconnaitre I'erreur palpable
dans laquelle ce grand géométre était tombé. Il ne s'agit pas,
comme M. Poisson parait le supposer (Recherches sur la probabilité
des jugements, p. 305), de savoir si toutes les inclinaisons 2
Pécliptique sont également probables, mais bien, comme Findi-
quent les paroles mémes de Laplace, de savoir siles plans d’or-
bites sont indifféremment dirigés vers toutes les régions de
Pespace, ou s'ils sont affectés au contraire d’une tendance A se
rapprocher du plan de Pécliptique.
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les inclinaisons des orbites des cométes sur un ou deux
plans perpendiculaires A I'écliptique : comme on trouve
alors que les moyennes surpassent 60° il devient
sensible que les plans d’orbites n’ont pas des relations
uniformes avec toutes les régions de l'espace, et qu'ils
paraissent au contraire affectés d’'une tendance marquée
a se rapprocher du plan de Iécliptique. La chose est
d’ailleurs rendue évidente théoriquement par la consi-
dération des poles d'orbites : si les plans d’orbites étaient
indifféremment dirigés vers toutes les régions de I'espace,
les poles seraient uniformément distribués sur toutes les
régions de la sphere céleste; et alors la moyenne des
distances de ces poles au péle de Décliptique, ou la
moyenne des inclinaisons des plans correspondants sur
Pécliptique, convergerait [71] vers 57° 17’ 45", 6, c’est-
a-dire vers une valeur notablement supérieure a 50°.
150. Pour faire ressortir les lois auxquelles la distri-
bution des orbites cométaires dans I'espace peut étre as-
sujettie, et pour appliquer le calcul des chances aux par-
ticularités que cette distribution présente, le systéme
de coordonnées dont les astronomes font usage [145],
serait peu convenable. D’une part, nous avons remarqué
{71], que la moyenne d’une série de longitudes con-
verge moins rapidement vers un terme fixe, est moins
promptement affranchie des anomalies du hasard, que
la moyenne de la série de latitudes ou de distances po-
laires correspondantes. D’autre part, nous savons que
le meilleur moyen de mettre en évidence les lois par
lesquelles des combinaisons sont régies, consiste & com-
biner des éléments symétriques; et I'emploi d’un sys-
téme de longitudes et de latitudes, ou de longitudes et
de distances polaires, ne satisfait pas a cette condition
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de symétrie. En conséquence nous avons employé (¥
les distances des poles d’orbites a trois points symétri-
quement placés sur la sphére céleste héliocentrique,
savoir : le pole boréal de Iécliptique, I'équinoxe du prin-
temps ou le premier point d’Aries, et le solstice d’été
ou le premier point du Cancer. Ces distances, que nous
désignerons respectivement par les lettres 6, ¢, 6", me-
surent les angles qu’une droite perpendiculaire au plan
de l'orbite forme avec trois droites rectangulaires , me-
nées du centre de la sphére aux trois points fixes indiqués,
et elles mesurent en outre les inclinaisons du plan de
lorbite , tant sur I'écliptique que sur deux autres plans
perpendiculaires entre eux, et perpendiculaires tous
deux a lécliptique. Tant qu'on n’a pas égard au sens
du mouvement de la cométe , on peut prendre pour pole
d’orbite 'un quelconque des deux points ou la droite
perpendiculaire au plan de ’'orbite rencontre la sphére,
et compter les angles 0, 8', 6" de o a4 go°, sans leur at-
tribuer de signes. Dans lecas contraire[ 145],le péle sera
censé appartenir 2 I'hémisphére boréal ou 4 'hémisphére
austral , selon que la cométe aura un mouvement di-
rect ou rétrograde; nous continuerons de compter les
angles 0, 6, 6 de o 4 go°, mais en les distinguant par
leurs signes : de maniére a regarder comme positifs les
angles que les droites, menées du centre de la sphére aux
poles d’orbites, font avec les rayons vecteurs du péle bo-
réal de I’écliptique et des premiers points &’ Aries et du
Cancer, et comme négatifs les angles que ces droites

(*) Voyez1'4ddition A notre traduction du Traité d’ Astronomie
de sir John Herschel, traduction dont la premiére édition a paru
en 1834.
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font avec les prolongements des mémes rayons vecteurs
vers les régions opposées de la sphére céleste.

Enfin, nous appellerons ¢, 7', ¢", les angles qui sont,
pour les périhélies, les analogues des angles 0, ¢', " pour
les poles d’orbites, et nous leur appliquerons le méme
systéme de notation (*).

Nous avons pris pour base de nos calculs le catalogue
de cométes d’Olbers, publié en 1823 dans les Astro-
nomische Adbhandlungen de M. Schumacher, et suivi
d’'un supplément qui s’étend jusqu'a 1825 ; nous I'avons

~ complété au moyen du catalogue de M. Santini (*), qui
va jusqu’au n° 137, en y ajoutant deux cométes obser-
vées en 1830 et 1832, ce qui ferait en tout 139 orbites.
Mais , d’autre part, nous avons cru devoir écarter,
comnme étant par trop incertaines, les observations chi-
noises, arabes ou européennes, antérieures au xvi® si¢-
cle: ce qui réduit & 125 le nombre des orbites dont "
nous tenons compte. Les seules cométes dont le retour
périodique est constaté, ont été conservées sur le cata-
logue a la date de leur premiére apparition observée,
et avec les éléments que le calcul des observations sous
cette date leur attribue, savoir: celle de Halley en 1607,

.

() AppelonsXla longitude du nceud ascendant, / la longitude
du périhélie, dans le sens indiqué 145, note], v la projection sur
I'écliptique de P'angle /—); de sorte que A 4~ o soit 'angle de
deux cercles de longitude,, menés, 'un par le périhélie de la co-
méte, Pautre par 'équinoxe du printemps : on aura

cos 6’ =sin B sin}, cos 0" = — sin 0 cos ),
tangw=cos 0 tang (!—1), cost = sin0sin({—]),
cost'=sin tcos (A w), cost’ = sin¢sin (A4 w),
(*) Elementi di Astronomia, t. 1, p. 296. Padoue, 183o0.
x8
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celle d’Encke en 1786, et celle de Biela en 1772. Cette
" maniére d’employer les éléments des cométes périodi-
ques nous a semblé la plus exempte d’arbitraire.

151. Concevons quau moyen du catalogue dont il
vient d’étre parlé, on ait calculé pour chaque cométe
les angles que nous avons désignés par 6,4, 6" ;¢, 7, ¢';
qu’'on les range en tableau dans I'ordre chronologique
des apparitions , et qu’on prenne les moyennes, d’abord
pour les 10 premiéres orbites, puis pour les 20 pre-
micres, et ainsi de suite, de dizaine en dizaine, jus-
qu’a ce quon ait complété le nombre de 125 auquel
nous nous arrétons, le tout abstraction faite des signes
qui affectent en particulier chaque valeur angulaire , on
obtiendra le tableau qui suit:

ORBITES.
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A linspection de ce tableau on est d’abord frappé du
peu d’étendue des limites entre lesquelles oscillent les
moyennes consécutives , & partir des moyennes pour les
30 premiéres orbites : de sorte qu'au commencement du
xvin® siécle, et lorsqu'il n’y avait encore que 3o co-
métes dont les éléments fussent conunus avec quelque
exactitude, ces 30 cometes eussent donné sensible-
ment les mémes valeurs qui se sont soutenues jusqu’a
I'époque actuelle. Il est impossible , d’aprés ce tableau,
de méconnaitre l'existence de causes constantes, réelles
ou optiques, tenant aux conditions du phénoméne on a
celles de P'observation, qui ont maintenu les moyennes
de 6 au-dessous des moyennes de 8’ et de 6", et celles de
¢' au-dessous des moyennes de £ et de ¢. La fixité des
moyennes est surtout remarquable pour ces deux angles
tett.

Si aucune cause constante ne s’opposait & 'uniforme
distribution des plans d’orbites et des grands axes, la
moyenne absolue devant étre 57° 17" 44", 8, et le mo-
dule devenant. 2,9518 quand on prend le quart de la
eirconférence pour unité [71], on aurait & priori,

pour les angles .
0, v, 8, t, Z, ¢,
les probabilités
0,99991, ©,938, 0,982, 0,939, 0,892, 0,9986,
que les moyennes conclues de 125 épreuves ne s’éear-
teraient pas fortuitement de la moyenuc ahsolue, en plus
ou en moins, autant que s’en écartent, dans un sens ou
dans l'autre, les moyennes finales inscrites dans la der-
niére ligne du tableau ci-dessus. En conséquence, et
sauf toujours les explications qui ont été données dans
18,
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le cours de cet auvrage sur la nature des probabilités &
posteriort, nous porterons, d’aprés la valeur moyenne
de T'angle 6, 2 9gg9gg contre 1 la probabilité que, jus-
qu'a ce jour, des causes constantes, d’une observation
a l'autre, ont tendu a rapprocher du plan de écliptique
les plans des orbites cométaires observées; et de méme,
d’aprés la valeur moyenne de angle £/, nous porterons a
715 coutre 1 Ja probabilité que des causes constantes ont
tendu a rapprocher les grands axes de la ligne solsticiale.

[52. A présent il faut remarquer que les lois de pro-
babilité des angles 6, 6', etc., ne sauraient étre indé-
pendantes les uncs des autres. Car, d’une part, la somme
des valeurs numériques des angles 6, ', 6" est assujettie
a rester comprise entre les limites 180° et 164° 13 (ou
trois fois 'angle dont la tangentc —13), et il enest de
méme pour la somme des angles ¢, ¢, ¢'; dautre part,
le systeme des angles 0, &', 6" réagit sur celui des an-
gles ¢, ¢, ¢', et réciproquement. Désignons en effet,
pour abréger , par © le point de la sphére céleste qui
correspond au systéme des angles 6, et par T celui qui
correspond au systéme des angles . Lorsque le point @
est donné, le point T est assujetti a se trouver sur le
grand cercle de la sphére dont © cst le pole; et de méme,
lorsque le point T est donné, le plan de I'orbite ne peut
que tourner autour du diamétre mené par le point T,
d'olt il suit que le point O doit pareillement se trouver
sur le grand cercle de la sphére qui a le point T pour
pole. En réfléchissant A la nature de cette dépendance
mutuelle, on est amené & penser que le moyen le plus
convenable de la mettre en évidence, consiste & décom-
poser la série des valeurs pour chaque angle en deux
séries particlles , formées respectivement des valeurs su-
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périeures et inférieures & 60°. Ces deux séries partielles
devraient comprendre chacune le méme nombre d’an-
gles dans I’hypothése de l'uniforme distribution. Or,
nous trouvons au contraire, par suite de cette décom-
position, des résultats qui peuvent s’exprimer au moyen
de la notation suivante :

0.48:77, ¥.65:60, 0'.69:56,

t.77:48, t.66:59, t'.44:81.

Cette notation, qui nous sera commode a cause de
sa briéveté , signifie que dans-la série des angles 6 il y en
a 48 au-dessus et 77 au-dessous de 60°; que l'inverse a
lieu dans la série des angles ¢; et ainsi de suite pour
chacun des autres angles.

Maintenant, nous voyons clairement ¢ posterior: I'in-
fluence que le mode de répartition des valeurs de 0
exerce sur celui des valeurs de ¢, et nous retrouvons
une dépendance analogue en comparant ' a ¢, 6" a ¢'.
Le rapprochement des nombres est moins frappant dans
le dernier cas, 2 causé d’une circonstance particuliére
que nous découvrirons bientot.

153. Aprés avoir constaté I'existence de causes cons-
tantes qui influent sur la série des orbites cométaires,
telle qu’elle se développe dans I'ordre chronologique des
observations, on doit désirer d’aller plus loin, en re-
cherchant par certaines décompositions de la série quelle
peut étre la nature des causes influentes, et si leur in-
fluence estla méme selon les diverses régions angulaires
et les divers sens de mouvement.

Dans cette vue, nous pouvons décomposer d’ahord
la série en deux autres : I'une formée de toutes les co-
métes dont le passage au périhélie a été obscrvé dans le
semestre d’hiver, ou du 22 septembre au 22 mars;
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Pautre formée des cométes dont le passage a eu lieu
daus le semestre £été , ou du 22 mars au 22 septembre.
Cette premiére coupe, uniquement relative a la situation
des observateurs, doit étre regardée comme faite au
hasard, et par conséquent comme sans influence sur les
lois de probabilité des éléments, a moins que ces lois
ne soient subordonnées elles-mémes a des causes pure-
ment optigques.

154. Sur les 125 cométes de notre liste, 71 appar-
tiennent & la série d’hiver, 54 a la série d’été. Cette
indgalité pouvait étre prévue: car, aisi que le fait re-
marquer M. Arago, durant les mois d'été, «la longue
« durée du jour proprement dit et de la lumiére crépus-
« culaire, ne peuvent manquer de nous dérober la vue
« d’'un certain nombre de ces astres (*). » Si I'existence
de cette cause n’était pas manifeste @ priori, et quon
en vouliit déduire la probabilité du rapport 71: 54,
les formules ordinaires donneraient 0,924, nombre de
Pordre de ceux auxquels on n’est pas dans I'usage d’at-
tribuer, en philosophie naturelle, une valeur détermi-
nante.

Mais cette probabilité sera beaucoup renforcée [116],
si I'on suit le rapport entre les nombres des deux séries,
de dix en dix orbites, selon I'ordre chronologique des
apparitions, et a partir des quarante premiéres, ainsi
que l'indique le tableau ci-apres :

() dnnuaire de 1832, deuxiéme édition, p. 357. Lambert avait
fait antérieurement la méme remarque : Lettres cosmologiques ,
p- 209 de la traduction francaise publiée & Amsterdam en t8o1,
et annotée par M. d'Utenhoven.
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SERIES

SERIES

-

TOTALE.

D’HIVER. ,

TOTALE,

——

D'HIVER,

40
50
6o

70

24
30
36
43
49

90

54
59
63
69

7t

155. En ayant égard aux signes des angles [150],
. pour voir s'ils sont répartis de la méme maniére dans

valeurs positives de ¢’ 'emporte sur celui des valeurs
négatives dans la série d’hiver, et que Iinverse a lieu
dans le semestre. d’été. Cest d’ailleurs un phénoméne

dont la cause optique ne saurait étre équivoque. En ef-

fet, dans le semestre d’hiver, le rayon vecteur mené du
soleil & la terre fait un angle aigu avec la ligne mence
aussi du soleil au premier point du Cancer, et cet angle
devient obtus dans le semestre d’été, Or, si l'on
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congoit qu’on ait mené par le centre du soleil un plan
perpendiculaire a P'écliptique et & la ligne solsticiale ,
il est clair que 'observateur placé sur la terre aura plus
de chances d'apercevoir les cométes périhélies qui se
trouvent situées avec la terre du méme c6té de ce plan,
(ue celles qui se trouvent de l'autre c6té du plan, dans
I'hémisphére opposé dela sphére céleste héliocentrique.
156. Aprés ces remarques préalables, si nous cons-
truisons, pour chacunc des séries semestrielles, les ta-
bleaux analogues a celui du n® 151, relatif a la série
générale, nous obtiendrons les résultats suivants :
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'On pourrait faire les mémes remarques qu'au n° 151,
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cause cosmologique, a acquis une bien plus grande
vraisemblance.

157. Puisque Pinfluence optique, qui se manifeste
principalement par son inégalité d’action dans les deux
semestres, modifie la répartition des angles 0 , sans qu’elle
paraisse agir sensiblement sur les angles ¢, elle doit
troubler les relations qui s’établiraient naturellement
entre les deux lois de répartition, et ces relations seront
données d’une maniére plus exacte par la série d’hiver
que par celle d’été, ou que par la série générale. En
effet, si I’on continue d’employer les notations dun® 152,
on trouve pour la série d’hiver ce résultat remarquable :

0.24:47, ©.36:35, §".46:25,
t.46:25, ¢.36:35, ¢'.27:44;

que lon peut ramener i cette forme éminemment symé-
trique :
O.m:n, W.p:p, €'.n:m, (@)
t.n:m, t.p:p, t'.m:n,
en posant, pour simplifier, E(m+n) =p.

Mais la surprise que peut cduser extréme simplicité
de cette loi statistique, déduite d’un si petit nombre
d’éléments, sera accrue si 'on décompose la série d’hi-
ver en deux autres, selon que les angles 6 sont positifs
ou négatifs ; quon fasse autant de sections semblables
quil y a d’éléments angulaires ; et qu’enfin on fasse une
derniére section selon que les distances périhélies sont
plus petites ou plus grandes que les trois quarts du de-

mi-grand axe de l'orbe terrestre. On obtiendra ainsi
les résultats qui suivent : ~
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— 0 { 13224
39 orb. l23::4

— 0 (23:17
30 orb. (1girr
— 0" (16:25
41 orh, (26215
— 10327
39 orb, [27:10
—t 12323
35 orb. (24211
- ¢ 1210
22 orb. {rrirx
(2) 10:25
35 orb. {26: 9

Tous ces résultats saccordent si bien avec la formule
(a), les écarts sont si légers, malgré le petit nombre
des orbites employées, et la variété des combinaisons
auxquelles donnent lieu sept coupes différentes de la
méme série, qu’il est bien difficile d'attribuer cette coin-
cidence au hasard.

158. La position particuliére de P'observateur euro-
péen conduit encore a rechercher les différences que
peuvent offrir deux séries formées, I'unc des cométes a
périhélie boréal (4-2), Pautre des cométes a périhélie
austral (—¢). En effet, I'élévation que conserve le pole
boreal de I'écliptique sur nos horizons d’Europe ne peut

(*) Distances périhélies plus petites que 0,75, le demi-grand
axe de 'orbe terrestre étant 1.
(*) Distances périhélies plus grandes que 0,75.
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manquer de nous dérober un certain nombre de cométes
qui, dans le voisinage de leurs périhélies , ne sortent
pas des régions les plus australes de la sphére héliocen-
trique. Ces considérations s’accordent parfaitement avec
Pexpérience, ainsi que nous pourrions le faire voir en
rapportant ici un tableau de la classification des angles
t dans les deux séries, analogue a celui du n® 156. Pour
abréger, nous nous bornerons a en produire le resultat
final, en remarquant que le nombre situé a gauche du
signe (:) se rapporte a la série des cométes & périhélie
boréal, et le nombre situé sur la droite 2 la série des
cométes a périhélie austral.

TOTAL.

|
i |
' 21:6 ' 10511 | 39240 I 68:59

On voit clairement que les cométes pour lesquelles
Pangle ¢ est négatif et plus petit que 40°, ou, en dau-
tres termes, dont le périhélie a une latitude héliocen-
trique australe, plus grande que 50°, ne peuvent étre
apercues de l'observatenr européen que dans des cir-
constances trés-rares. I ne s’en est présenté qu’une parmi
les 60 cométes (la plupart peu ou point visibles & I'ceil
nu) observées depuis 1780.

Cette circonstance ne saurait manquer d'influer sur
les inclinaisons a I'écliptique, par la relation qui subsiste
entre les angles 6 et 2. Si nous comparons les moyennes
des éléments pour les cométes a périhélie boréal et pour
celles & périhélie austral, tant dans la série totale que
dans chacune des séries d’hiver et d’été, nous-obtenons
les résultats consignés dans le tahleau qui suit :-
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sﬁgux TOTALK :
Périhélie boréal

DPérihélie austral,,.,.

SERIE D'HIVER :
Périhélie boréal, . ,,,

Périhélie austral,, ,. .

SERIE D'ETE :

Périhélie boréal, ... .

| Périhélie austral.. ...

Les différences ont lieu dans le méme sens pour cha-
cune des séries semestrielles , excepté en ce qui concerne
Pangle ¢ dont les écarts peuvent étre trés-vraisemblable-
ment attribués & des causes anomales.

159. Ainsi, des deux influences optiques qui tiennent
évidemment a la situation locale de P'observateur euro-
péen, P'une agit dans un sens, I'autre en sens contraire ;
et le résultat apparent de cette discussion, c’est que
celle méme qui tend & diminuer la moyenne des incli-
naisons, ne suffit pas pour rendre raison, quant a
présent,, de la différence qu’'on observe entre cette
moyenne et la movenne absolue dans I'hypothése de
Puniforme distribution. Mais la question principale
reste entiére, et on est toujours fondé & demander
si des causes purement optiques, tenant i la position
de lorbite de la terre dans les espaces célestes, n'oc-
casionnent pas la différence observée. La chose ne
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semblait pas probable & Lambert (*) ; mais il ne donne
aucune raison a lappui de son opinion, qui serait

singuliérement corroborée par la remarque du n°® 156.

D’un c6té, il parait difficile de tenir un compte exact

a priori, des chances de visibilité; de l'autre, il faut

recounaitre que le nombre des observations (suffisant

.pour constater les lois apparentes de répartition dans

la série générale) ne suffit plus pour donner une solution

définitive de cet intéressant probléme.

160. On a remarqué depuis longtemps que le nombre
des comeétes directes (+6) et celui des cométes rétro-
grades (—¥0) étaient sensiblement égaux, a quelque épo-
que que l'on terminit la série. Sur 125 cométes, nous
en comptons 65 directes et 60 rétrogrades. Il y a donc
lieu de croire que les chances de visibilité ne sont pas
moindres pour les cométes directes que pour les cométes
rétrogrades. D’'un autre c6té, nous trouvons 69 come-
tes dont le sens de mouvement rend positif Pangle 6’
[150], et 56 pour lesquelles ce méme angle est négatif.
On est autorisé, en conséquence, a supposer que les
chances de vnsnblhte sont plus grandes pour les cométes
de la série 4 (') que pour celles de la série (—4§"), ou
au moins égales. Or, admettons que linfériorité de la
moyenne des inclinaisons provienne de ce qu’un cer-
tain nombre de cométes, parmi celles dont les orbites
sont le plus inclinées & l’echpuque echappent aux con-
ditions de visibilité; on devrait s’attendre a ce que la
moyenne de 0 ne fiit pas moindre pour les cométes di-
rectes que pour les cométes rétrogrades, et a ce qu'elle
fiat plus grande pour la série (4-0") que pour la série

(%) Lettres cosmologiques, p. 828 de I'édition citée,
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(—*'). Mais c'est précisément le contraire que l'on ob-
serve : les moyennes-de 6 pour les séries (-6) et (—4-4")
sont notablement inférieures a celles qui se réferent aux
séries (—0), (—¥), et les écarts sont assez grands,
assez soutenus pour rendre probables des inégalités
entre les lois de répartition, suivant que 'on considére

Supposons ce résultat mis un jour hors de doute : et
la conséquence naturelle qui s’en déduira, c’est que
Pinégalité des répartitions, d’une série 4 lautre, ne
provient pas d’une influence optique; cest par consé-
quent que des causes réelles ou cosmologiques modifient
la loi de répartition selon le sens du mouvement, et dé-
finitivement que la loi de répartition dans la série géné-
rale subit l'influence de causes réelles, auxquelles il
faut attribuer notamment l'accumulation des orbites
dans les régions zodiacales.

161. Sil'on décompose la série générale ca deux au-
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tres, Pune formée des cométes dont la distance périhélie
est moindre que 0,45 (le demi-grand axe de V'orbe ter-
restre étant pris pour unité), l'atitre formée des comé-
tes dont la distance périhélie est plus grande; les deux
séties partielles comprendront des nombres de cométes
2 peu prés égaux , savoir 65 et 6o. Mais, afin de se con-
vaincre que te résultat n’est que provisoire, il suffit de
remarquer que, pour les 6o premiéres apparitions qiti
g'arrétent a ’arinée 1772, le rapport est celui de 4o : 20,
tandis que, pour les 65 apparitions subséquentes, il de-
vient 35 : 4o. Evidemmient, une étude plus soigneuse
du ciel, et 'emploi d'instruments plus puissants, ont
fait découvrir, a partir de cette époque, un bien plus
grand nombre de cométes, parmi celles qui échappaient
auparavant aux conditions de visibilité, & cause de la
grandeur de leurs distances périhélies. 8i 'on prend les
moyennes pour les deux séries partielles ainsi formées,
o1l obtiendra les résultats que voici :

T T

1™ SERIE, .. ....|| 50°06'| 62°40' | 59°36'|| 58°26' | 59°50'| 53°03'

2% SERIE....,...|| 49 20 | 59 42 | 64 22 || 63 37 | 61 or | 49 o5

Et il en faudra conclure, au moins provisoirement,
que les lois de répartition ne paraissent pas étre sensi-
blement modifiées selon les distances périhélies : contrai-
rement & I'opinion que Lambert avait émise.

162. Nous nous sommes beaucoup étendu sur le pro-
bléme de la distribution dés orbites eométaires, parce
qu’il nous a semblé offrir un type remarquable d’analyse

19
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et dediscussion en fait de statistique, et parce qu’il mon-
tre bien (contrairement a un préjugé accrédité) qu'il n’est
pas toujours nécessaire, dans ces sortes de discussions,
de disposer d’un trés-grand nombre d’observations : la
grandeur des nombres n’étant réellement -exigée, pour .
la fixité des moyennes , que quand les liens de solidarité
entre les observations individuelles changent irrégulié-
rement d’une époque a lautre et d'un lieu a l'autre.
Nous n’ajouterons plus que quelques mots sur les appli-
cations du calcul des chances aux phénoménes que pro-
duisent les divers agents physiques 2 la surface de notre
globe, et dans les fluides qui le recouvrent.

Prenons pour exemple les variations de pression at-
mosphérique accusées par le barométre. Une foule de
causes accidentelles, irréguliéres, font varier sans cesse,
dans nos climats surtout, les hauteurs de la colonne
barométrique : de sorte que, si l'on se contentait d’ob-
server ces hauteurs & certaines heures du jour, pen-
dant un petit nombre de semaines ou méme de mois ,
on pourrait n’arriver qu’a des résultats discordants, et
qui ne feraient point ressortir les lois des variations
diurnes du barométre, ou l'influence petite, mais cons-
tante, de ’heure du jour sur la hauteur barométrique.

Si au contraire on a embrassé un grand nombre d’ob-
servations, et qu'on prenne les moyennes des hauteurs
observées & deux heures différentes du jour, par exem-
ple & g heures du matin et a2 3 heures du soir, le choix
des jours ot 'on a observé le soir étant d’ailleurs for-
tuit et indépendant du choix des jours ol I'on a ob-
servé le matin, la différence de ces moyennes accusera
Pexistence de causes constantes, en vertu desquelles la
pression atmosphérique dépend de J'heure du jour; les

ol
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anomalies dues 2 D'intervention de causes plus énergi-
ques, mais irréguliéres ou indépendantes de 'heure,
auront disparu. D’aprés I’étendue de la différence, et le
nombre des valeurs qui ont concouru & former chaque
moyenne, le calcul indiquera avec quelle probabilité I'on
peut conclure, de la différence observée, a I'existence de
causes constantes auxquelles la différence serait due.
‘Mais, en procédant de la sorte, on se trouverait sou-
vent dans la nécessité d’employer un trés-grand nom-
bre d’observations avant d’arriver a des moyennes sen-
siblement fixes, ou dont on piit conclure avec une
sécurité suffisante, au moyen des formules de la théorie
des chances, Pexistence des causes constantes que l'on
cherche. Supposons donc qu’au lieu de noter les valeurs
absolues de la hauteur barométrique a g heures du ma-
tin et & 3 heures du soir, dans deux systémes d’obser-
vations indépendantes, on note pour chaque jour Pexcés
de la hauteur 4 g heures du matin sur la hauteur a
3 heures du soir, sauf a donner des signes contraires
aux différences, selon le sens dans lequel on les observe:
comme la hauteur barométrique a trois heures du soir,
n'est pas en général indépendante de la hauteur 2
9 heures du matin; comme Paction des causes anomales
qui ont élevé ou déprimé le matin la colonne baromé-
trique n'est pas communément éteinte 4 3 heures, il
devient évident que la différence des deux hauteurs con-
sécutives sera soustraite en grande partie a I'influence des
causes qui affectent irréguliérement chaque hauteur ab-
solue ; que par conséquent la moyenne des différences
entre les hauteurs consécutives accusera plus prompte-
ment et plus siirement les lois de la variation diurne,
ou l'influence de I'heure sur la hauteur barométrique.
: 19.
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Cest effectivement par des procédés semblables qu’on
a constaté les lois des variations diurnes de la pression
de 'atmosphére, qu’on a reconnu les inégalités de ces
variations aux diverses époques de 'année, et dans des
climats différents. On opérerait de la méme maniére,
s'il était question des variations diurnes de la déclinaison
magnétique, ou de tout autre phénoméne analogue.

Le méme principe que nous avons appliqué & des ob-
servations consécutives dans le méme lieu, s’appliquerait
a des observations simultanées faites dans des lieux dif-
férents, mais assez rapprochés pour pouvoir subir I'in-
fluence des mémes causes perturbatrices. Qu'il s’agisse,
par exemple, de constater les inégalités thermométri-
ques de deux lieux voisins, on y arrivera avec plus de
promptitude et de siireté, en prenant les moyennes des
différences, des températures observées simultanément
dans I'un et dans l'autre lieu, qu’en cherchant a détermi-
ner, par des observations indépendantes, les moyennes
de leurs températures.

163. La théorie des marées, si importante en soi,
et & cause de ses liaisons avec les grands phénoménes
astronomiques , offre encore une belle application du
probléme qui consiste a isoler les effets dus & des causes
régulitres, de ceux qui proviennent de forces perturba-
trices. Si l'on fait dans un port une suite d’observations
sur les hauteurs des marées, on obtiendra d’abord, pour
Pordinaire, des résultats fort irréguliers et discordants,
i cause de l'action des vents, des tempétes, des cou-
rants, et d'une foule de circonstances accidentelles qui
troublent I'action réguliére par laquelle la lune et le so-
leil tendent a élever et a déprimer périodiquement les
eaux de 'Océan. Mais, si I'on prend l'excés de hau-
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teur de la pleine mer sur la basse mer dont elle est
précédée ou suivie, a l'effet de comparer les valeurs
moyennes de ces exces aux syzygies et aux quadratures,
puis aux syzygies et aux quadratures voisines des équi-
noxes , par opposition aux syzygies et aux quadratures
voisines des solstices; si 'on compare enfin des séries
d’observations faites quand le soleil ou la lune étaient
dans le voisinage de I'apogée , a d’autres séries construites
pour les distances périgées, on met en évidence Il'in-
fluence propre de chaque astre attirant, selon sa distance
3 la terre et son ¢loignement du plan de I'équateur. On
obtient, comme Laplace I'a montré, des résultats assez
précis pour qu’on puisse en conclure une valeur de la
masse de la lune, qui s’accorde avec celle que donnent
d’autres phénomeénes purement astronomiques.

On a aussi cherché si les observations barométriques
accuseraient 'existence de mouvements périodiques dans
Patmosphére, causés, comme les marées, par la force
attractive de la lune. Laplace a comparé a cet effet les
variations diurnes barométriques observées a Paris pour
les jours de syzygie, aux variations diurnes pour les
jours de quadrature. Le calcul appliqué & une série de
298 syzygies et d’autant de quadratures lui a donné,
pour la mesure de Vétendue du Aux lunaire atmos-
phérique, une hauteur de mercure égale 40™,0176 (*) :
quantité trop faible pour qu'on puisse en conclure avec
siireté que la force attractive de la lune exerce sur la
pression de I'atmosphére, au moins dans nos climats,
une influgnce appréciable. Mais, d’'un autre cété,

(*) Additions & lé Connaissance des temps , pour I'année 1830,
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M. Flaugergues, par une longue suite d’observations
faites & Viviers, toutes i I'heure de midi, a trouvé des
variations dont I’étendue est de 1™™,48, lesquelles pa-
raissent liées trés-régulierement aux phases de la lune,
et par suite (2 cause de I’heure choisie pour les obser-
vations) aux distances de la lune au méridien, ainsi que
Iindique ce tableau (*) : - '

NOMBRE HAUTEUR

"PHASES DE LA LUNE. des observat, | barométrique.

mm
Conjoncl.i07 ou nouvelle lune., ,oouuvees e 247 755,48

Premier 0Ctabl, .vu\.vvusierannnoennconss 248 755,44
Premiére quadrature, . ..o v veerveneeensaans a4y 755,40
Jour précédant celui du 2¢ octant, ..,.,....... 248 755,01
Second octant. s coverieanns sriannesens 247 754,79
Jour suivant celui du 2° octant,,.,.,..,.... 247 754,85
Opposition ou pleine luge., . ... ....... N 246 755,30
Troisidme 0ctabt. ... ..o cvuevvvesveeenann.]| 246 755,69
Jour précédant celui de la 2° quadrature,, ..., 246 756,19
Seconde quadrature cesevonces 246 756,23
Jour suivant celui de la 2° quadrature,, . ., ..., 247 755,87

Quatriéme 0CtaDt.. , . .vu'vrs suneeerrenve. 247 755,50

Par P'interpolation on trouve qua Viviers la hauteur
barométrique atteint son minimum (756™,78) o}18™
avant le passage de la lune au méridien, et son maxi-
mum (756™,26) 6"12™ aprés le passage de cet astre.

(*) Bibliothéque universelle, décembre 1827, p. 264, et lavril
1829, p. 265. -
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CHAPITRE XIII.

APPLICATION A DES QUESTIONS CONCERNANT LES ELEMENTS
DE LA POPULATION ET LA DUREE DE LA VIE. ;

164. L’analyse des travaux des statisticiens sur les
éléments de la population et sur la mortalité de I'espéce
humaine , serait  elle seule 'objet d’un ouvrage étendu:
le plan de notre livre, ou il s’agit surtout de poser des
principes , ne nous permet pas d’entrer dans ces détails;
nous nous bornerons & indiquer sommairement que]--
ques résultats, parce que P'intérét qui s’attache a ces
questions a été Pune des causes principales des pro-
gres de la théorie (7).

Des naissances des deux sexes.

165. Dans l’lgnorance ol nous sommes des condi-
tions physiologiques qui déterminent la procréation

(*) Consultez notamment le livre de M. Quetelet, intitulé Sur
I’homme et le développement de ses facultés, oun Essai de physique
sociale, Paris, 1835, 2 vol. in-8°; et I'ouvrage publié¢ récemment
par M. Christophe Bernoulli, professeur a Ble, sous le titre de
Handbuch der Populationistik, Ulm, 1840-41.
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-d’un sexe ou d’un autre, un des problémes les plus cu-
rieux de la zoologie consisterait a assigner par I'obser-
vation, pour chaque espéce animale, la chance d’une
naissance masculine, et celle d’'une naissance féminine.
Il est a prior: infiniment, peu probable que ces chances
soient rigoureusement égales; car la rigueur mathéma-
tique ne se trouve jamais dans les produits complexes
des forces naturelles; et, d'un autre coté, I'admirable
harmonie qui régne dans les ceuvres de la nature , nous
donne tout lieu de croire qu’on trouverait des rapports
entre les meeurs de chaque espéce, le réle qui lui est
départi, et les valeurs assignées par lobservation aux
chances de procréation des deux sexes. Ce sujet de re-
cherches , sur lequel on n’a encore que des essais trés-
imparfaits, semble v’offrir que peu de difficultés pour
les espéces domestiques ; il faudrait y renoncer pour les
autres espéces, 8'il était absolument nécessaire d’opérer
sur de trés-grands nombres; mais des nombres méme
médiocres, feraient vraisemblablement ressortir des ré-
sultats intéressants et suffisamment probables, vu la
moindre complication des causes qui régissent dans ce
casle phénoméne fortuit dont il Sagit d’assignerla chance.
Dés le commencement du xvin® siécle, lorsqu’on a
commencé 4 compulser, dans un but de curiosité scien-
tifique, les registres publics destinés a constater l'état
civil des personnes, on a fait la remarque que le nom-
bre des naissances maseulines 'emporte sur celui des
naissances féminines. Il n’y a pas aujourd’hui de fait
mieux constaté par 'ensemble des documents statistiques.
Avec les relevés officiels du mouvement de la popu-
lation en France, publiés dans I’4nnuaire du bureau
des longitudes, on construit le tahleau suivant :
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NOMBRES DES NAISSANCES o :l; ::;l:;em
— - masculines
MASCULINES, vimoymes, | 2 “l“f'e,‘:)‘i:?::‘“"“

488 453 455 668 1,0730
1818 471188 - 442 667 ) 1,0644
819 509 311 478 607 1,0642
1820 494 378 464 555 1,0642
1821 497 6azx 465737 1,0685

1822 501 094 47% 702 53,0623
1823 496 517 467 504 " 1,0621
1824 507 770 476 382 1,0659
1825 503 53a 470 454 1,0703
1826 511898 481 293 1,0614
1829 505 30y 474 889 1,0641
1828 §or 669 474 878 1,0564
1829 496 163 468 364 1,0578
1830 496 986 470 838 1,0555
1831 Jog 029 477 680 1,0656
1832 483 518 - 454 668 1,0634
1833 500 600 469 383 1,0665
1834 508 718 477772 1,0648
1835 51a 368 481 465 1,0642
1836 504 438 475 382 1,0611
183y 485 347 458 002 1,0603
1838 494 863 466 613 1,0605
1839 492 665 465 075 1,0593
1840 489 374 462 944 1,0571

g qt_ﬁs:sn:.tm:éycn. 1igbadix | o1xajadan
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La valeur moyenne 1,0631 résulte de plus de 23 mil-
lions de naissances : elle difféere d’a peu prés o,009 de
la valeur maximum, correspondant a 1817, et de
0,0075 de la valeur minimum , correspondant & 183o0.

Afin d’établir que ce rapport subit, par le laps du
temps , des variations sensibles et progressives, M. Char-
les Dupin en a calculé les valeurs par périodes quin-
quennales, de 1801 4 1840 inclusivement, pour la
France et pour l’Angleterre et il a formé le tableau
suivant (¥):

VALEURS DU RAPPORT
du nombre

PERIODES DRS NAISSANCES MASCULINES

au nombre

QUINQUENNALES, DES NAISSANCES FEMININES.

A

—

Pour 'Angleterre

Pour la France. et le pays de Galles,

180r a 1805 1,0675 [ 17,0430
1806 4 1810 1,0628 1,0400
1811 a 1815 1,0683 1,0447
1816 & 1830 1,0659 1,0483
1821 & 1825 L. 1,0652
1826 a 1830 1,0595
1831 & 1835 1,0654
1836 & 1840 1,0596

Moyennes . .o .oeuvans.lf 1,0642

(*) Comptes-rendus des séances de 'Académie des sciences,
1843, p. 1028,
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Mais ce tableau méme fait ressortir d’assez notables
anomalies, pour que le fait d’'une diminution progres-
sive ne puisse pas étre considéré comme suffisamment
constaté.

166. Dans la vue de rechercher si le climat influe
sur le rapport dont il est question, les rédacteurs de
Y Annuaire ont considéré séparément deux groupes de
départements, huit au nord et quinze au midi, ce
qui a donné:

NOMBRE DES NAISSANCES,

de 1817 RAPPORTS.
i 1839 inclusivement.

—

MASCULINES, | PEMININES,

Groupe du nord, .., | 1613202 x 516 819
Groupe du midi.....} 1596424 1 503 457

Ce résultat porte a conclure que les chances des nais-
sances masculines et féminines sont sensiblement sous-
traites dans leurs variations aux influences des latitudes.
Laméme conséquence ressort, au moins provisoirement,
de la discussion de documents statistiques fournis pour
les principaux Etats de IEurope, comme lindique le
tableau qui suit :
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FRANCE (1817%40). e vcececvecncnreee. 1,063
BELGIQUE (1815-39), suivant M. Ch. Dupin. . 1,0654
HOLLANDE.....cce0ceennncssaceecess 1,059
HHANOVRE....cccoeevvrenvnneccscecess 1,063
SAXE, . ....iieii0nernnrniiianaseies L0061
PRUSSE (1817-28). ... ...t 1eueens . 1,0617., 1,054 (suiv.M. Bickes).
HHESSE...evocvveensenseciasancnnsess 5,057
AUTRICHE.. ... cvocvietiiunneevnsonss 1,081
BOHEME., .. vvuvunvnrnvnnneeanenss 1,054
| MECKLENBOURG. .. ... .cc0v0veoesen.. 1,091

cevveses 1,052 ., 1,057 (suiv. M. Bickes).
| GRANDE-BRETAGNE ., «....oovvene..,. I,0453
| ANGLETERRE (1801:30).+cv v\ v\ e o ve.. T,0442

|
SUEDE 1,0462

RUSSIE (1826-30). . ¢, «eeituiuenaiaeess 1,089
li

LOMBARDIE........c00veeersavecenses 1,076

|
1,0618. ., 1,057 (suiv. M, Bickes).

POBTUGAL.......................... 1,0617

Des observations faites en Egypte et au cap de Bonne-
Espérance semblent au contraire accuser une variation
sensible, amenée directement ou indirectement par I'in-
fluence du climat ; et 'on ne peut guére douter en effet,
d’aprés ce qui va suivre, que le climat n’influe sur les
chances des naissances des deux sexes, dés que son in-
fluence est assez grande pour modifier profondément les
meeurs et les habitudes. Il est de méme probable, & priori,
que, pour des races aussi tranchées que la race blan-
che et la race noire, ces chances doivent subir des va-
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riations appréciables, indépendamment de toute in-
fluence morale ou climatérique.

Aulieu de grouper des départements en n’ayant égard
qu'aux latitudes, comme lavaient fait les auteurs de
Y Annuaire, M. Ch. Dupin a eu I'idée heureuse de for-
mer deux groupes, 'un des 24 départements maritimes,
Pautre des 62 (*) départements de lintérieur ; et en sui-
vant toujours la distinction des pénodes qumquennales,
il a construit le tableau que voici :

VALEURS DU RAPPORT
DU NOMERE DRES NAISSANCES MASCULINRS
PERIODES au Dombre

quinquennales. DES NAISSANCES PEMININES,

—

Pour la France en- | Pour les départe- | Pour les départe-
tiére, ments maritimes. |ments de Pintérieur.

1801 a 1805 1,0675 1,0620 1,003
1806 a 1810 1,0630 1,0513 1,0689
181r A 1815 1,0683 1,0605 1,0729
1816 a 1820 1,0659 1,0636 1,0670
1821 a 1825 © 1,0652 1,0558 1,0700
1826 a 1830 1,0595 1,0559 1,0614
1831 a 1835 1,0654 1,0551 1,0709
1836 a 1840 1,0596 1,0550 1,0619

?::yl:: ::2:3 1,0642 1,0574 1,0677

(*) Les Comptes-rendus portent 53, sans doute par une erreur
de chiffre,
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Malgré quelques objections faites a ces résultats par
M. Demonferrand (*), ils nous semblent, vu leur accord,
mériter d’étre pris en grande considération.

167. L'influence des meeurs et des habitudes sociales
sur les chances des naissances des deux sexes est mise
hors de doute, lorsque I'on distingue, d’une part les
naissances légitimes des naissances illégitimes, d’autre
part les naissances dans les campagnes des naissances
dans les villes. De 1817 4 1839, le nombre des nais-
sances illégitimes, pour toute la France, a été de
814 524 gargons et 781 338 filles, ce qui donne

1,0426 pour le rapport des naissances masculines aux
naissances féminines dans cette catégorie. Un résultat
semblable ressort de la discussion des documents statis-
tiques pour les principaux Etats de I'Europe.

Le séjour des villes, et surtout celui des grandes villes,
exerce une influence non moins incontestable. Le rap-
port 1,0654 trouvé pour la Belgique [166], séléve a-
1,0670 lorsqu’on ne considére que la population des
campagnes, et descend & 1,0607 pour la population
urbaine. A Paris, de 1817 & 1840 inclusivement, le
nombre des naissances masculines a été de 340 817 et
celui des naissances féminines de 329 142, ce qui donne
1,0355 pour le rapport moyen du nombre des nais-
sances, masculines a celui des naissances féminines. Ce
rapport varie , d’'une année a I'autre, comme l'indique
le tableau ci-aprés:

(*) .Comptes-rendus,1843, p, 1104.
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' RAPPORT
NOMBRES DES NAISSANCES du nombre
ANNEES. DS DES nus;::cu
MASCULINES. rimrnoves, | 2 °°l“fié?n‘;?:i:‘“°e‘
1817 12 119 11 640 1,0411
1818 11 952 11 315 1,0386
1819 12 412 g4o 1,0395
1820 12 653 12 205 ‘¢ 1,0367
18ar 12 860 12 296 1,0459
1822 13 562 13 318 1,0182
1823 13 752 13 318* 10326 ¢
1824 14647 7 14 165 1,0340
1825 14 989 14 264 1,0508
1826 15 189 14 783 1,0273
1829 15 074 14 732 1,0232
1828° 15 117 x4 484 1,0437
1829 14 760 13 ¢61 1,0572 T
1830 14 488 14 099 © 1,026 .
1831 . 15116 14 414 o 1,0487
1832 13 494 12 789 1,0553
1833 13 927 13 533 1,0291
La 3834 14 886 14 218 1,0470
1835 15 003 14 319 1,0479
1836 14645 1497 1,0243 !
1837 14 651 14 541 1,0076
1838 14 992 14 751 1,0163
1839 15 462 14 918 1,0365
1840 15 369 14 844 1,0354
Sommes \
et rapport moyen. 340 817 % {329 142 - 1,0355

b roduction de ce chiffre 13 318, dans deux années consécutives, semblerait devoir étre attri-
buéehtr::?vni:cmhllblement A une erreur de copie, si les doubles tableaux de répartition cleuP naissan-
ces, par mois et par arrondissement, inscrits dans les Recherches statistiques sur la ville de Paris, e
cadraient pas avec le chilfre en question.
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Les naissances illégitimes sont proportionnellement
en beaucoup plus grand nombre & Paris que dans la
France entiére ; mais ce n’est point 13 'unique cause de
la différence entre la moyenne pour Paris et la moyenne
pour le royaume. Le nombre des enfants illégitimes nés
& Paris, dans I'espace de temps que nous considérons,
a été de 117 605 garcons et 114 031 filles, ce qui donne
1,0319, pour le rapport du nombre des naissances mas-
culines a celui des naissances féminines., Ce rapport
devient 1,0377, quand on ne considére que les enfants
légitimes. Par conséquent, les causes qui’ diminuent i
Paris la prépondérance des naissances masculines, agis-
sent 2 la fois sur les naissances légitimes et sur les nais-
sances hors mariage, et méme elles agissent d’une ma-
niére plus marquée sur les naissances légitimes. Des
résultats analogues ont été observés dans les principales
villes de I'Europe.

Enfin, s'il en faut croire quelques observateurs, tou-
tes les causes qui tendent a énerver les forces physiques,
tendent & diminuer la prépondérance des naissances
masculines.

Au contraire, suivant: MM. Sadler et Hofacker, la
cause de la prépondérance des naissances masculines
résiderait uniquement dans la supériorité habituelle de
I’4ge du pere sur I'dge de la mére. La chance pour cha-
que sexe ne dépendrait pas de I'age absolu du pére ou
de la mére, mais seulement de la différence des ages.
Malheureusement les nombres sur lesquels s’appuient
ces deux statisticiens sont insuffisants pour décider une
question de cette importance.

168. On a dii naturellement se demander si la pré-
férence des parents pour les garcons n’est pas la cause
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ou P'une des causes de la prépondérance des naissances
masculines. « La suite de cette préférence, dit M. Pré-
vost de Genéve, n’est-elle pas de prévenir, aprés les
naissances masculines, 'augmentation de la famille?....
Des parents ont un fils : si diverses causes font obstacle
a Paccroissement de leur famille, ils seront moins in-
quiets peut-étre de cette privation, lorsque leur premier
veeu sera accompli, qu’ils ne 'auraient été s’ils n’avaient
point eu d'enfants miles (*). » Bien avant la reproduc-
tion de cet argument par M. Prévost, Laplace I'avait
déja réfuté ; et en effet, Pargument est le méme que ce-
lui d’un joueur qui prétendrait changer les chances du
jeu, et le résultat moyen d’un grand nombre d’épreuves,
en adoptant le systtme de se retirer du jeu aprés le
gain d’'unc ou de plusicurs parties [62]. Mais la ques-
tion peut étre envisagée sous un autre point de vue qui
n’a pas été remarqué, et qui mettrait sur la voie de
I'explication d’une des causes de la supériorité des nais-
sances masculines. ' ,

Supposons que les parents soient portés a regarder
Pétablissement d’une fille comme une charge plus lourde
que P’établissement d’un gargon: il y aura desfamilles dont
la multiplication s’arrétera aprés la naissance d’une ou
de plusieurs filles, tandis qu’elle ne s’arréterait pas aprés
la naissance d’'un méme nombre de gargons. Or, il est
probable que les chances de conception masculine va-
rient d’'un couple & I'autre , et qu’elles sont plus grandes
pour le couple qui a déja procréé un ou plusieurs gar-
cons , que pour celui qui a procréé un méme nombre
de filles. Les mariages auraient donc plus de chances

(*) Bibliothéque universelle, octobre 1839, p. 140.
a0
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d’un prolongement de fécondité , précisément quand les
premiers-nés sont des garons, et quand la supério-
rité de chance des naissances masculines augmente.

On arriverait a la méme conséquence en partant d’'une
considération toute différente. Il est aujourd’hui bien
reconnu que la mortalité des enfants en bas dge est
sensiblement plus grande pour le sexe masculin que
pour l'autre sexe. On peut encore moins douter que la
disparition des enfants en bas dge n’¢quivale a la sup-
pression d’un des obstacles qui limitent le nombre des
naissances. La fécondité des mariages serait donc moyen-
nement plus grande dans la catégorie des mariages qui
ont donné d’abord des garcons, c’est-a-dire, dans une ca-
tégorie pour laquelle la chance moyenne de procréation
d’un garcon atteint une plus grande valeur.

Si ce double apercu était fondé, les causes qui ren-
dent l’établissement des garcons plus difficile ou leur
éducation plus dispendieuse, celles qui diminuent la
mortalité des enfants en bas dge , tendraient a diminuer
Ja supériorité des naissances masculines sur les naissances
féminines; de maniére néanmoins, selon toute appa-
rence, & ce que la supériorité se maintint en vertu de
causes purement physiologiques, inhérentes a la consti-
tution de I'espéce. Avant tout, il faudrait déterminer
séparément la chance du sexe pour les enfants premiers-
nés, et voir si elle différe sensiblement de la moyenne
générale. Plusieurs statisticiens ont en effet cru recon-
naitre que la supériorité des naissances masculines est
sensiblement moindre chez les enfants premiers-nés;
mais ce résubtat a été contesté, et nous le regardons
comme uu de ceux qu’il serait le plus intéressant de
mettre hors de doute,
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169. On sest livré aussi a des conjectures sur les
causes du décroissement de la chance des naissances
masculines, dans la catégorie des naissances illégitimes.
Et d’abord, si cette chance décroit effectivement dans
la catégorie des premiers-nés, par les causes que nous
avons indiquées , elle doit par cela méme décroitre , dans
le passage de la catégorie des enfants légitimes a celle
des enfants illégitimes, ol1 figure assurément un nombre
de premiers-nés, proportionnellement beaucoup plus
grand. Si la supériorité de I'dge du pere sur I'dge de la
meére, si la sévérité des meeurs et la rudesse des travaux
(tant qu’elle ne fait qu'entretenir et développer la vigueur .
du corps), sont des causes de la prépondérance des
naissances masculines, elles doivent évidemment tendre
a rendre cette prépondérance plus sensible dans la ca-
tégorie des naissances légitimes. Ajoutons que la mor-
talité des nouveau-nés, et la proportion des mort-nés
étant notablement plus grande pour le sexe masculin
que pour le sexe féminin, il est certain que le rapport
du nombre des conceptions masculines au nombre des
conceptions féminines surpasse trés-sensiblement le rap-
port du nombre des naissances masculines au nombre
des naissances féminines. Or, si, dans le cours de la vie
utérine , Penfant du sexe masculin a moins de viabilité,
ou moins de chances de résistance aux causes de des-
truction; et si d’autre part (comme on n’en peut mal-
heureusement douter), de plus nombreuses causes de
destruction menacent le fruit d’une conception illégi-
time, le concours de ces deux circonstances doit tendre
a diminuer la proportion des naissances masculines dans
la catégorie des naissances illégitimes.

Il se peut aussi, comme on l'a soupgonné, que de

20™.
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fausses déclarations ou énonciations masquent, dans
les relevés des registres de I'état civil, la véritable pro-
portion des sexes, pour les enfants nés hors mariage. 1l
n’est pas invraisemblable que, parmi les enfants aban-
donnés, inscrits comme illégitimes quoique nés dans le
mariage,, les garcons figurent dans une proportion
moindre que celle 'des naissances masculines aux nais-
sances féminines. 1l est plus difficile ’'admettre, comme
quelques-uns 'ont proposé, que, dans un pays ou les
registres de I'état civil sont bien tenus, on parvienne a
déguiser lillégitimité de la naissance d'un nombre no-
table d’enfants naturels, et de préférence Fillégitimité
de la naissance des garcons.

170. Le rapport moyen du nombre des naissances
masculines au nombre des naissances féminines ayant été
trouvé [165] pour la France entiére, et pour la période
de 1817 a 1840 inclusivement, égal & 1,0631, on en
conclut pour la valeur moyenne de la probabilité d’une
naissance masculine 0,515 29. Le poids de ce résultat
[107] est exprimé par le nombre ‘

23215 333*
L a.11962811.11252522

=6817.

Si les causes dont I'influence s’étend solidairement sur
la généralité des naissances, ou sur des groupes de nais-
sances , n’étaient pas sujettes a des variations irréguliéres-
ou progressives, de maniére quon n’eiit - compenser,
par la grandeur des nombres , que I'influence des causes
qui varient irréguliérement d’une naissance a l'autre, il
'y aurait 45 0oo j parier contre 1 que I'erreur, en plus
ou en moins, dont le nombre 0,515 ag est affecté en
vertu des anomalies fortuites, tombe au-dessous de la
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fraction 0,000 44; pourvu , bien entendu, qu'on admette
Pexactitude des documents employés.

Quand on retranchela derniére année de la période, le
nombre des naissances masculines est 11 473 437 , et
celui des naissances féminines 10 789 578; la valeur du
rapports’éléve 41,0636 : la valeur correspondante pour
la probabilité d’une naissance masculine est 0,515 41,
et le poids du résultat a pour valeur le' nombre 6 676.
Pour I'année 1840 en particulier, la valeur du rapport
du nombre des naissances masculines au nombre total
des naissances est 0,513 88. Faisons dans les formules
du n° 108

m=22 263015, n=11 473437, m'=952 318, n'—489374,
d=10,515 41 —0,513 88 =0,00153:

nous aurons P — 0,1834, I = o, 5917, pour la pro-
babilité que Pécart n’est pas imputable aux anomalies
du hasard. Cette probabilité est, comme on le voit-, trés-
faible et sans signification possible, quoique Ianifée
1840 soit, aprés 1830 et 1828, celle des années de la
période ou le rapport a atteint sa plus petite valeur.
Le nombre total des naissances, dans les vingt-lrois
années ccoulées de 1817 & 1839 inclusivement, ayant
été, pour la Frante entiére , de 22 263 015, le nombre
moyen des naissances annuelles , dans cet intervalle, est
967 957, et la 86° partie de ce nombre, que nous con-
sidérerons comme la valeur moyenne dunombredes nais-
sances annuclles, dans un département de population
moyenne, est 11 255. Faisons, dans la formule (/) du
n® 33, m=11 255, p=o0,51541, I=0,015 41,
d’ol1 £=12,313: la valeur correspondante P = 0,998 93
mesurera sensiblement la probabilité que le rapport du
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nombre annuel des naissances masculines), au nombre
annuel des naissances des deux sexes, pour un dépar-
tement de population moyenne, tombe entre les limites
0,515 41 = 0,015 41, ou 0,5 et 0,530 82. La moitié
de 1 — P, ou 0,000 53, mesurera sensiblement la pro-
babilité que le rapport en question tombe au-dessous
de 0,5, ou que le nombre des naissances féminines sur-
passe fortuitement celui des naissances masculines. Ce
cas singulier ne devrait donc guére se produire qu’une
fois sur 2 000, tandis que, si 'on s’en rapporte aux ta-
bleaux annuels du mouvement.de la population, dressés
dans les préfectures, il s'est produit 37 fois en 23 ans,
sur un nombre d’épreuves égal au produit de 86 par 23,
ou & 1978; dou il faudrait conclure (indépendam-
ment de la remarque déja faite au n° 166) que la chance
moyenue des naissances masculines est sujette a éprouver
de fort notables variations, d’'un département a lautre
et dune année a l'autre. Mais plusicurs des feuilles qui
présentent cette anomalie sont au nomnbre de celles qui
ont paru @ M. Demonferrand suspectes sous d’autres rap-
ports. Lorsqu’on sera plus rassuré sur leur exactitude, il
deviendra intéressant de suivre la marche des écarts pour
chaque département, et de voir s’ils accusent des pertur-
bations dans les causes qui régissent solidairement la gé-
néralité des naissances, ou s’ils peuvent étre attribués sans
invraisemblance a des causes dont les variations seraient
fortuites et indépendantes d’une naissance a l'autre.

Des lois de la mortalité et de la population.

171. Si I'on pouvait soustraire un étre animé a tou-
tes les causes accidentelles de destruction, soit qu'elles
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occasionnent une mort soudaine et violente, soit qu’elles
déterminent des maladies dont la mort est la suite au
bout d’un temps plus ou moins long, on observerait la
durée naturelle de sa vie, c’est-a-dire celle qui est dé-
terminée par les conditions intrinséques de son orga-
nisation. Cette durée varierait sans doute d’un individu
a un autre de la méme espéce; mais il suffirait d'un
nombre assez borné d’observations pour obtenir une
moyenne sensiblement fixe, et qui serait comme la me-
sure de la longévité de I'espéce. On peut approcher plus
ou moins des conditions que nous venous de définir, et
résoudre ainsi approximativement un des problémes
les plus intéressants de la zoologie, celui qui consiste a
comparer les diverses espéces animales sous le rapport
de la longévité, et a trouver, s'il se peut, la loi suivant
laquelle la longévité dépend des variétés d’organisation,
du jeu des fonctions et de I'action des milieux. A cet
égard on ne posséde encore que des ébauches.

En réalité il n’y a que peu ou point d’individus qui
meurent de cette mort naturelle, amenée par 'impuis-
sance de vivre : tous sont incessamment exposés a des cau-
ses de destruction contre lesquelles ils luttent avec plus
ou moins de succes, selon leurs forces. Telle variation at-
mospheérique qui serait sans influence sur un jeune homme
ou qui ne lui occasionnerait qu’une indisposition pas-
sagére , causcra la mort d’un vieillard. La vie n’est en
ce sens, comme l'a dit Bichat, qu'une résistance a la
mort. Ainsi, méme en ne faisant aucune distinction en-
tre les causcs de mort, on trouvera dans les variations
de la mortalité suivaut I'dge, le sexe et les autres con-
ditions, une indication précieuse des variations de la
vitalité. Bien entendu que la morlalité peut décroitre,
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soit parce que I'action des causes destructives diminue
d'intensité, soit parce qu’il y a accroissement dans la
résistance des forces vitales. Bien entendu aussi qu’un
surcroit d’énergie dans les forces vitales peut, a certai-
nes époques de la vie, multiplier les dangers, et contri-
‘buer indirectement & l'accroissement de la mortalité.

Lorsqu’il s’agit en particulier de I'espéce humaine,
la connaissance des chances de mortalité est non-seule-
ment d’une haute importance pour le médecin, pour
Padministrateur, pour I'économiste ; mais elle a encore,
pour chacun de nous, un intérét des plus vifs. Elle peut
nous prémunir, dans la conduite habituelle de la vie,
contre I'exagération des craintes et des espérances; elle
peut faciliter notre soumission aux lois sévéres de la
nature. :

172. Dés le milieu du xvn® siécle, le célebre Jean de
Wit, homme d’Etat ct géometre, s'occupait de la re-
cherche des probabilités de la vie humaine, pour le cal-
cul des rentes viagéres; et il était naturel que la priorité
dans ces questions appartint a la nation qui devangait
toutes les autres pour les institutions de banque ct de
crédit. Un autre géométre hollandais, initié comme Jean
de Wit au maniement des affaires, Hudde avait écrit
aussi sur le méme sujet, au rapport de Leibnitz; mais
la premiére table de mortalité, calculée par I'astronome
Halley, d’aprés les registres de la ville de Breslau en
Silésic, a paru dans les Transactions philosophiques de
1693. Ce sujet n’a pas cessé¢ d’attirer de préférence I'at-
tention des statisticiens, et aujourd’hui le nombre des
tables publices est considérable ; mais, telles sont les dif-
ficultés de leur construction, que toutes les tables offrent
des divergences trés-grandes, et qu'il s'écoulera sans doute
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bien du temps avant qu’on n’arrive 2 des résultats plei-
nement satisfaisants.

~ Si l'on prenait au hasard un grand nombre d’en-
fants nouveau-nés, 10 000 par exemple, et qu’on les sui-
vit jusqu’a linstant de la mort, on pourrait inscrire, &
coté de chaque age, lenombre des survivants de cet dge,
et I'on aurait ainsi une table de mortalité, d’ou il serait
facile de tirer une table des probabilités de la durée de la
vie humaine. Cette table serait entachée des erreurs for-
tuites qui affectent toute table de probabilité déduite
d’un nombre borné d’observations, méme quand les con-
ditions du hasard sont invariables pendant toute la durée
des épreuves ; mais de plus elle serait affectée des varia-
tions brusques et irréguliéres survenues dans les causes
de mortalité pendant que I'épreuve a duré. Ainsi, I'in-
vasion d’une épidémie dans la vingtiéme année de I’é-
preuve introduirait une perturbation dans la table pour
I'dge de 19 & 20 ans. Si de plus, dans le laps de temps
exigé pour la confection de la table, les causes de mor-
talité avaient éprouvé des variations lentes et progres-
sives, tous les nombres de la table s’en trouveraient af-
fectés; et la portion de la table qui embrasse les dges
avancés ne correspondrait plus a la portion qui embrasse
les années de 'enfance et de la jeunesse.

Les corporations ou associations qui réunissent un
grand nombre ’hommes dans un intérét commun, peu-
vent tenir des registres particuliers d’aprés lesquels on
construirait des tables de mortalité pour les membres
du corps ou de I'association. Ces tables seraient affectées
des causes de perturbation que I'on vient de signaler :
de plus, leur point de départ serait ordinairement in-
certain, a cause que I'on n’entre pas au méme ige dans
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le corps ou dans I'association ; elles n’apprendraient rien
sur la loi de la mortalité daus les premiéres années de
la vie; et enfin elles ne pourraient pas s’appliquer a
d’autres classes ’hommes que celles pour lesquelles on
les aurait construites. '

173. A laloi de la mortalité se rattache évidemment
la loi de la population d'un pays, cest-a-dire la loi d’a-
prés laquelle la population totale se distribue selon les
dges. La population d’un pays est arrivée a un chiffre
stationnaire, lorsque le nombre annuel des naissances
est égal moyennement au nombre annuel des décés, et
lorsqu’il n’y a pas de mouvenent extérieur, ou lorsque
les émigratious et les immigrations se compensent; mais
cette double condition ne suffit pas pour que la loi de
la population soit arrivée @ Iétat stationnaire. On peut
supposer, par exemple, que le nombre des mnaissances
décroisse, et qu'en méme temps I'énergie des causes de
mortalité s’affaiblisse , de maniére & réduire d’autant le
nombre des déces : alors la durée moyenne de la vie se
prolongera, quoique le chiffre de la population soit resté
le méme. 1l n’y aurait de variation, ni dans le chiffre des
naissances, ni dans celui des décés, que la loi de la po-
pulation pourrait varier encore.: la mortalité se dépla-
cant en quelque sorte, ou n’affectant plus de la méme
maniére les divers dges de la vie.

Si la loi de la population d’un pays peut étre réputée
stationnaire, et si les émigrations se compensent, pour
chaque dge, avec les immigrations, un dénombrement
qui fera connaitre cette loi, fera connaitre en méme
temps, et avec la méme précision, la loi de la mortalité.
Si, par exemple, le nombre des naissances annuelles
étant 1.0 600, on trouve au 1°" janvier 1841, 6 ooo per-
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sonnes de Iige de 20 & 21 ans, Cest qu'il reste 6 ooo
personnes des 10 000 qui sout nées dans le cours de
Pannée 1820; et i cause de I'état stationnaire de la po-
pulation, il restera au 1°* janvier 1862, 6 000 personnes
des 10000 qui doivent naitre en 1841. Supposons que
Je méme dénombrement donne 5 goo personnes de I'age
de 21 A 22 ans : on en conclura que, sur 10 000 per-
sonnes, il y en a 100 qui meurent dans leur 22¢ année,
et que sur 6 000 personnes ayant atteint 21 ans, il yen
a 100 qui meurent avant d’atteindre 322 ans. Le rap-
100
6 ooo
probabilité, pour les individus qui ont atteint un dge
déterminé, de mourir dans 'année qui doit suivre. La
variation de ce rapport peut étre regardée comme I'in-
dice de la variation dans Paction des causes de morta-
lité, aux divers 4ges de la vie.

Ce qui précide suffit pour faire comprendre la cons-
truction des tables de mortalité au moyen d’un dénom-
brement par iges, et dans I’hypothése d’une loi de po-
pulation stationnaire. On doit remarquer que, pour le
temps de la premiére enfance, ol la mortalité varie trés-
rapidement, il convient de calculer ces tables par mois et
non par années.

174. Concevons la table disposée de manicre a donner
fe nombre des survivants & un ige donné. Supposons
qu’on trouve que sur 10 000 enfants censés nés en méme
temps, 6 000 atteignent 21 ans, et 3 000 atteignent
65 ans. On en conclura que 34 ans est la valeur mé-
diane du temps qui reste & vivre aux personnes 4gées de
2 1 ans. Cest ce que les auteurs sont dans P'usage d’appe-

ler la wie probable [68]. D'ordinaire on inscrit dans les

est ce qu'on nomme le danger annuel, ou la

port
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tables de mortalité, & c6té de chaque ége, la vie probabl
correspondante. La vie probable, & I'instant de la nais-
sance, ou la durée médiane de la vie, est I'dge ol le
nombre des personnes nées en méme temps se trouve
réduit & moitié.

Si I'on suivait un a un les 10 000 enfants nés dans la
méme année, la somme de leurs Ages aux époques de
leurs décés respectifs, divisée par 10 000, serait la durée
moyenne de la vie, ou la vie moyenne [67]. Pareille-
ment, si Pon suivait une & une les 6 ooo personnes qui
survivent 4 21 ans, la somme des temps écoulés pour cha-
cune d’elles depuis I'achévement de la 21 année jusqu’au
déces, divisée par 6 000, serait la vie ou plutét la survie
moyenne. Or, les tables de mortalité font connaitre,
1° le nombre des enfants qui meurent avant d’avoir
achevé leur 1™ année, 2° le nombre des enfants qui meu-
rent dans leur 2° année, et ainsi de suite. Si 'on suppose
que tous les décés survenus dans le cours d’'une année
aient lieu 2 la méme époque, par exemple au milieu de
année , et si 'on calcule la moyenne en conséquence,
on aura une valeur approchée de la vie moyenne. Cette
valeur serait plus approchée si la table donnait les déces
par mois;; et en tout cas I'on peut faire en sorte que Ier-
reur soit négligeable, eu égard a celles qu’entraine I'im-
perfection des données.

Dans 'hypothése d’une loi de population stationnaire,
la vie moyenne proprement dite, comptée du inoment de
~ la naissance, et en prenant I'année pour unité de temps,
est égale au quotient du nombre qui exprime la popula-
tion totale, par le nombre des naissances annuelles. Sup-
posons, comme plus haut, 10 000 naissances annuelles et
100 personnes sur 10 000 qui meurent dans leur 22°an-
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née. Supposons en outre (pour la facilité des explications)
que toutes les naissances et tous les déces aient lieu & un
méme jour de I'année. Dans la population totale au
1" janvier 1841, la catégorie des personnes qui doivent
mourir a4 22 ans se compose, 1° de 100 personnes nées
en 1840 et qui doivent mourir en 1862, 2° de 100 per-
sonnes nées en 1839 et qui doivent mourir en 1861,...
et enfin de 100 personnes nées en 1819 et qui doivent
mourir en 1841. Le nombre total des personnes com-
prises dans cette catégorie est donc égal an produit de
100 par 22 ou de 22 par 100; et conséquemment on re-
trouvera la population totale en faisant la somme des
produits de chaque dge par le nombre des enfants nés
dans 'année et destinés a mourir & cet ige. Mais cette
somme de produits, divisée par le nombre des naissances
annuelles, est précisément la vie moyenne, comptée a
partir de la naissance : donc, réciproquement, la vie
moyenne est exprimée par le rapport de la population
totale au nombre des naissances annuelles (*).

(*) Désignons par fz dx la probabilité, pour une personne de
Pige x, de mourir dans l'intervalle de temps dz; par Fz la pro-
babilité, pour le nouveau-né, d’atteindre A I’dge = : on aura

d.Fz = — Fz.frdx, dou Fz= e_./;;f’d’,
la fonction Fx devant se réduire a I'unité pour z=o. Si I'on a
Jr=rfix +f.x + etc.,

de maniére que f,z, f,z, etc., correspondent 2 des causes de mor-
talité qui agissent indépendamment les unes des autres, et qui
ont chacune leur loi propre, il viendra

FI:F;J.F;”. coe

F.x désignant ce que deviendrait la fonction Fz, dans le cas oi
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175. Les difficultés pratiques d’'un dénombrement gé-
néral et surtout d’'un dénombrement par dges sont trés-

.

la cause de mortalité A laquelle correspond la fonction fiz agi-
rait seule. Donc, si cette cause vient A étre supprimée, et si I'on
désigne par (Fz) le nouvel état de 1a fonction Fz, on aura

Fz
Fi.t‘
La probabilité, pour le nouveau-né, de mourir a I'dge x, étant

égale A —d. Fuz, il vient pour la durée moyenne de la vie, a par-
tir de la naissance,

M=—/ “zd.sz °°l“:):d.z,
J O J o

Fx)=

ainsi qu'on le trouve en intégrant par parties, et en remarquant
que le produit 2Fz doit étre considéré comme nul aux deax;Ji-
mites de 'intégrale. Parcillement, la durée moyenne de la‘¥ie,
a partir de I'Age x, a pour valeur

I 300
FTz/ . Fzdz.

La durée médiane de la vie, & partir de la naissance, est la
. . . . b T
racine § qui convient 4 I'équation F§ = et la durée médiane

ae la vie, A partir de I'dge z, est la racine § de I'équation
Fla4§)= -:-F.z.

Quand on suppose la loi de la population stationnaire, et
quon fait abstraction du mouvement extérieur, la loi de la po-
pulation est encore exprimée par la fonction Fx; c’est-a-dire

que
Fadz

f Fzdz
o

est la probabilité de tomber au hasard sur une personne de
I'dge x; et que le nombre des habitants dont I'dge tombe entre
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grandes. Les mouvements intérieurs et extérieurs de la
population , les intéréts municipaux et privés s'opposent

z et 2’ est proportionnel A Pintégrale

/ “de.z:
x
N K * Fads,

si Pon prend I'année pour unité de temps, et si 'on désigne par
N le nombre des naissances annuelles. En conséquence, l'ex-
pression de la population totale est

p=1y: ® Fde;

et le quotient de la population totale par le nombre des nais-
sances annuelles reproduit, dans cette hypothése, la valeur de

la vie moyenne,
L'age moyen des habitants est donné par Ia formule

/ zFxdz
J o
e
/ Fzdz
et la valeur médiane de I'dge est la racine £ de I'équation

‘/} Fzdz= ;ﬁ Fadzx.

D,, D,, D, etc., désignant les nombres des décés annuels, pour
les individus dont I'ige, au moment du décés, tombe au-dessous
d’un an, entre un an et deux ans, entre deux ans et trois ans, etc.,

on a
D,.=N<t-—./:,'dex),
D, =N(.[:l dex—-/:’dez),
D,=N“’dez—ﬁ3Fdx), etc.,

et peour le nombre total des décés annuels,

ce nombre devenant
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a ce que les résultats de cette opération administrative
comportent une grande précision quant au chiffre total,

D=D,+D:+D,+etc.=N,

conformément & 'hypothése d’une population stationnaire.

On peut considérer A part la population masculine et la popu-
lation féminine, et I’on aurait encore, toujours dans I’hypothése
d’une loi de population stationnaire,

Cw=f " Fads, M'=[" Fads, P=NW, P'=NMW':

les lettres affectées d’un et de deux accents désignant respective-
ment, pour les populations masculine et féminine, les analogues
des quantités désignées par les mémes lettres, non accentuées,
pour la population totale.

N’ surpasse N”; mais, d’un autre coté, M” parait surpasser M'.
Si I'on adoptait les nombres de M. Demonferrand, calculés, il
est vrai, pour unc population non stationnaire, on aurait

"n
M =38 4", M'=—4o" 10™", ':% = 1,00652.

Suivant Rickman, on aurait en Angleterre
n

Ml= 3’“.’ MII= 34!!" % —]

1,0625.

"

M ‘
Ces valeurs du rapport w e rapprochent assez des valeurs
A

trés-probables du rapport N

pour qu'on ait quelque lieu de

. P -
croire que le rapport P différerait peu de Punité dans le cas

d’une loi de population stationnaire, ou, en tout cas, en différerait

4

. . N . . .
moins que n'en différe le rapport 7' comume si la supériorite
des naissances masculines avait pour cause finale une compen-
sation approchée de I’abréviation de la vie moyenne, ou de la
supériorité des chances de mortalité, pour les individus du sexe
masculin. Bien entendu qu'il serait déraisonnable d’admettre une
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et Pexactitude dans la répartition suivant les ges doit étre
réputée impossible. Cependant la répétition fréquente
de cette opération qui se fait en France tous les cing
ans, le perfectionnement des rouages administratifs, les
moyens de contréle fournis par les relevés des actes de
Pétat civil et par les tableaux du recrutement militaire,
donnent lieu d’espérer que les résultats du recensement
quinquennal serviront un jour de bases solides aux in-
vestigations statistiques.’

compensation rigoureuse, et de supposer que les fouctions F'z,
F'z s’ajustent de maniére que les intégrales M', M” soient préci-
sément en raison inverse des nombres N’, N”, déterminés par un
systéme de causes ellicientes, trés-distinct de celui qui influe sur
les intégrales M, M”. Quelle que soit I'idée qu'on se forme de la
finalité des ceuvres de la nature, il est certain qu’elle ne procéde
pas avec cette exactitude mathématique. '

Tout récemment, M. Pouillet a proposé, pour le cas d’une po-
pulation qui a subi I'influence de causes perturbatrices, et qui
se rapproche graduellement de I’état stationnaire, une loi expri-
mée par la proportion

ce qui donnerait P =P" i la limite, quand D’ et D" deviennent

respectivement égaux A N', N”. Les objections qu’on a faites &

cette loi prouvent trés-bien quelle ne comporte pas une rigueur

mathématique, et il n’était pas nécessaire de pousser psur cela les
calciils jusqu’a la 6° décimale, puisque le rapport-limite P’ —=P"
ne peut lui-méme passer, bien évidemment, que pour une ap-
proximation, méme aprés la compensation de toutes les anomalies
fortuites. Néanmoins la relation indiquée par M. Pouillet, et donnée
comme le résultat d’une compensation approchée, n’en serait pas
moins remarquable, précisément en ce qu’elle dénoterait une ten-
dance des causes naturelles 3 maintenir & peu prés Pégalité des
nombres P, P’ au sein d’une population stationnaire.

2t
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Au lieu d’opérer un dénombrement par 4ges, si Vot
fait le dépouillement annuel des actes de décés, qui doi-
vent, aux termes de la loi francaise, mentionner ige
du décédé, on trouvera immédiatement le nombre des
décédés de chaque age; et en comparant ces nombres a
celui des naissances annuelles, on construira (toujours
dans I'hypothése d’une loi de population stationnaire) la
table de mortalité, laquelle pourra servir 4 son tour 2
construire la table de la population, telle que le recens
sement par dges la donnerait. Cette méthode; bien plus
facilement praticable que la précédente, est en effet celle
quon a suivie dés lorigine. Les inexactitudes qui laffec-
tent tiennent aux inexactitudes des registres mémes,
surtout en ce qui concerne les indications d'dge, et
aux chances d'erreur dans le travail du dépouillement.

176. Si I'on fait abstraction, pour un moment, de ces
sources pratiques d’erreur, la détermination de la loi de
- mortalité et de tous les éléments qui s’y rattachent, res-
tera encore affectée, 10 des anomalies proprement for-
tuites, résultant de ce que le nombre des ¢preuves du
méme hasard est limité, et dont on peut atténuer indé-
finiment l'influence en opérant sur des nombres de plus
én plus grands; 2° des anomalies qui tiennent & des chan-
gements brusques dans les conditions du hasard ou daas
les causes de mortalité. Si, par exemple, une épidémie
a fait de grands ravages en 1832, le dénombrement de
1842 en offrira des traces dans toutes les classes de la
population au-dessus de 1o ans. Elles comprendront
moins d’individus qu'elles ne devraient en comprendre,
par comparaison avec les classes d’dge inférieur. Le dé
nombrement accusera une mortalité trop forte dans le
passage des dges inférieurs aux Ages supérieurs; et ad
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contraire le relevé des artes de déceés en 1842 accusera
une mortalité trop faible dans les classes supérieures qui
comprennent moins d'individus, et par conséquent of-
frent moins de décés qu’elles ne devraient réguliérement
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178. Enfin tous les pays soumis i I'influence de notre
civilisation européenne sont encore loin de cet état sta-
tionnaire auquel nous supposons ramenées la loi de la
population et celle de la mortalité. D'une part, la loi de
la mortalité, en subissant I'influence de causes modifica-
trices, progressives et séculaires, fait varier indirecte-
ment la loi de la population; d’autre part, les conditions
du développement de la population sont directement
modifiées (par exemple i la suite de défrichements ou
de l'introduction de nouvelles cultures), indépendam-
ment de la variation des causes de mortalité. _

Dans tous les Etats de 'Europe, a I'époque actuelle,
la population est croissante, quoique la rapidité de son
accroissement soit trés-inégale d’un pays-a lautre. Il
faut absolument tenir compte par le calcul de cet ac-
croissement séculaire, si I'on veut construire une table
de mortalité avec les relevés des décés annuels. Le calcul
de correction serait trés-simple, si 'accroissement de po-
pulation ne résultait que de P'accroissement du nombre
des naissances, sans que les chances de mortalité aux
différents 4ges fussent modifiées; mais c’est ce qu’on ne
peut admettre, en sorte que pour faire la correction ri-
goureusement, il faudrait déja connaitre précisément la
loi que I'on cherche. Cependant on peut faire cette cor-
rection par titonnements, avec une précision suffisante,
eu égard a Dincertitude qui régne sur les autres don-
nées du calcul.

179. En raison de toutes les causes d’erreur et d’in-
certitude dont nous avons signalé les principales, on
observe, comme nous I'avons dit, de trés-grandes diver-
gences dans les tables de mortalité calculées jusqu'ici.
On a coutume de les distribuer en deux catégories ; les
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tables & mortalité lente et les tables 2 mortalité rapide.
Les compagnies dont les spéculations embrassent les
payements des rentes viagéres ou les assurances sur la
vie, choisissent pour bases de leurs calculs, selon que
leur intérét s’y trouve, tantot les tables a mortalité lente,
tantot. celles a mortalité rapide. En France, on a em-
ployé longtemps et 'on emploie encore comme type de
mortalité lente la table de Deparcieux, calculée vers 1746,
sur les listes mortuaires des tontines de 1689 et 1696,
comprenant environ'g 00o décés.Au contraire, la table pu-
bliéeen 1806 par Duvillard, et (d'aprés son dire) calculéc
sur une liste d’environ 100 000 décés, antérieurs a la révo-
lution, donne certainement, dans 1’état actuel des choses,
une mortalité beaucoup trop rapide.La comparaison que
M. Bienaymé a faite, en 1835, des tableaux de recrute-
‘ment avec les relevés officiels du mouvement de la po-
pulation, a mis ceci hors de doute. Les calculs de M. Que-
telet pour la Belgique conduisent aussi & une loi de mor-
talité sensiblement plus lente que celle de Duvillard; et
enfin M. Demonferrand, en opérant le dépouillement
complet des relevés officiels, a trouvé, pour la France
entiére, une mortalité beaucoup plus lente encore (*),
mais trés-inégale d’'un département a l'autre. Voici un
tableau sommaire ol les nombres de Duvillard sont mis
en regard de ceux de M. Demonferrand, de maniére a
donner une idée de la divergence des tables, et des li-
mites entre lesquelles elle est comprise :

® L'extrait du travail de M. Demonferrand a paru dans le
26° cahier du Journal de ’Ecole polytechnigue, p. 249 et suiv.
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SURVIE MOYENNE ; DANGER ANNUEL,
suivant ‘ suivant

o~

M. DEMONFERRAND. ||DUVILIARD.| M. DRMONFERRAND.
e | e et G,
Hommes. | Femmes. Hommes. | Femmes,

Ans. Mols. Ans. Mols. |
38 4 40 10 || 0,2325 |........

45 46 8 | 0,1246 0,9639

47 49 0,0702 | 0,0377
47 49 0,0415 | 0,025;4 '
48 ' 49 0,0259 | 0,0189
B8 4] 49 0,0174 | o,0t52
47 o &7 0,0077 | 0,0065
43 43 0,0095 | 0,0057
40 4o 0,0117 | 0,0090
37 36 o,oi38 0,0111
34 33 0,0155 | 0,0084
30 30 0,0171 | 0,0088
27 26 0,0189 | o,0096
23 a3 0,0216 | o,0126 \
19 19 0,0259 | o,0154
16 16 0,0327 | 0,0209
13 13 0,0430 | o,0301
0,0589 | 0,0456
0,0815 | 0,0658
o,1157 | o,1120
0,167 | o,1420
0,2239 | 0,2060
0,1923 | 0,2350
0,2542 | 0,3300

0,3492 | 0,5500

0,4967 | o0,9000
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180. Les écarts des tables portent principalement sur
la mortalité dans la premiére enfance. A cette époque
. de la vie, la mortalité est si rapide que, suivant M. Que-
telet, le nombre des enfants est réduit d’un dixieme i la
fin du premier mois qui suit la naissance , et d’un quart
4 la fin de la premiére année. Il meurt dans le premier
mois quatre fois autant d'enfants que dans le second
mois, et presque autant que dans les deux années qui
suivent la premiére, quoique la mortalité soit encore
‘trés-forte alors. Le maximum de la survie moyenne a lieu
vers P'age de 5 ou 6 ans, et le minimum du danger an-
nuel vers I'age de 12 & 14 ans, immédiatement avant
la puberté. Apres 50 ans, les discordances des diffé-
rentes tables deviennent beaucoup moins sensibles; et
Fon peut regarder la loi de la mortalité comme assez
bien connue pour la période de la vie qui s’étend de-
puis cet 4ge jusqu’aux Ages trés-avancés, ou lincerti-
tude des tables redevient trés-grande, eu égard au petit
nombre des cas de longévité anomale.

181. La loi de mortalité n’est point la méme pour les
deux sexes. Méme avant la naissance, comme nous I’avons
déja remarqué [ 168 et 169, les chances de mort alteignent
de préférence les enfants du sexe masculin, ainsi que cela
est mis hors de doute par les relevés des actes de décés des
enfants mort-nés, qui donnent environ 13 ou 14 gargons
pour 10 filles. D’aprés les recherches de M. Quetelet, la
mortalité des garcons continue A I'emporter trés-sensi-
blement sur celle des filles pendant les dix mois qui sui-
vent la naissance , quoique celle des garcons aille tou-
jours en se ralentissant relativement. Vers deux ans, la
mortalité des deux sexes devient a peu prés la méme.
La mortalité des femmes surpasse celle des hommes vers
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I'4ge de la puberté. De 20 & 25 ans, époque des passions
les plus vives, la mortalité des hommes redevient prédo-
minante; puis celle des femmes 'emporte de nouveau
jusqu’a 50 ans, ou pendant tout le temps que dure leur
fécondité. La statistique ne confirme point le préjugé
vulgaire sur 'existence d’'un maximum de mortalité chez
les femmes, vers I'époque critique ou cette fécondité cesse.
Le danger annuel va en croissant avec I'dge, pour les
femmes, depuis I'ige de puberté jusqu’a la mort, tandis
que, pour les hommes, il passe par un mazximum vers
24 ans et par un minimum vers 3o ans. Ces résultats,
pour lesquels les calculs de M. Demonferrand s’accor-
dent avec ceux de M. Quetelet, sont au nombre des
plus intéressants que la statistique ait pu recueillir. Il
importera de les vérifier soigneusement i I'époque ot 'on
ne pourra plus craindre que la loi de la population soit
encore altérée par les vides que la guerre a laissés dans
les générations viriles.

A partir de 50 ans, le danger annuel serait sensible-
ment le méme pour les deux sexes, suivant M. Quete-
let; il continuerait d’étre un peu plus grand pour les
femmes (contrairement encore & un préjugé vulgaire),
d’aprés les tables de M. Demonferrand.

La mortalité est plus grande dans les villes que dans
les campagnes. Elle varie considérablement selon les in-
fluences locales et climatériques, selon les mceurs et
les professions' mais nous nous écarterions de notre
plan, si nous entrions a ce sujet dans de plus grands
détails,
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CHAPITRE XIV.

DES ASSURANCES. '

182. Le contrat d'assurance, 4 peine connu des
jurisconsultes anciens, tend a devenir, par suite du pro-
grées des institutions commerciales et de Pesprit d’asso-
ciation, un des actes les plus ordinaires de la vie : la
théorie des assurances, envisagée dans sa généralité, se
rattache trop étroitement a la doctrine mathématique
des chances et du hasard, pour que nous n’y consacrions
pas un chapitre particulier.

Supposons, afin de traiter d’abord le cas le plus sim-
ple, qu'un grand nombre de particuliers assurent chacun
une chose A, susceptible de périr par cas fortuit. Soient
a la valeur vénale de la chose assurée, abstraction faite
de toute chance de perte; p la chance de perte dans un
temps donné, dans un an par exemple, ou ce’qu’on peut
appeler, pour abréger, le risque annuel; m le nombre
des propriétaires qui s'assurent : on a la probabilité P
que la valeur totale et annuelle des sinistres, ou la
somme annuelle des indemnités payables par la caisse
d’assurance, tombera entre les limites

mpa=tal” amp(1 —p),

les nombres P et ¢ ayant entre eux la liaison indiquée
au n° 33. -
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Si Passurance est & prime fize, et que @ deésigne le
taux de la prime, en sorte que ga soit la somme annuelle
payée par lassuré, © devra évidemment surpasser p,
non-seulement a cause des frais de gestion et de I'in-
térét des capitaux de roulement et de réserve , mais en-
core afin de procurer a I'assureur les bénéfices auxquels
son industrie lui donne droit. Le boni annuel de la caisse
d’assurance, ou la somme sur laquelle doivent se prendre,
tant les frais de gestion et I'intérét des capitaux que les
bénéfices de Iassureur, devra, avec la probabilité P,
osciller entre les limites

(G —p)— ta\ TP T,
et )

ma(®— p) + tal 2mp(1 — p).

En général, quand il sagit d’assurances sur les
choses, le risque p est une fraction fort petite (*). Soit,

(') M. Lacroix parle d'un mémoire manuscrit ot le risque
d’incendie, pour les maisons couvertes en ardoises et bities en

pierres, était évalué a (Traité élémentaire du calcul des

20 000
probabilités, p. 241 de la 3° éd.). D’aprés une note qu’on a bien
voulu me communiquer, il a été payé & une agence d’assurances
mutuelles contre I'incendie, pour la cotisation annuelle d’'une mai-
son sise A Paris, estimée 300 ooo francs,
En 1836........ .. 44t gbe
1837.........0 36 70
1838.......... 34 65
1839.......... 37 15
1840 cceeenee. 34 »
$1.7/3 S 35 55
1842, 0 .0..00vs 29 9O

Moyenne.......... 36 12
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par exemple, p=o0,001, B=0,0015, m==10 000:
on aura la probabilité 0,571 que le nombre des sinistres
ne surpassera pas 12 et ne tombera pas au-dessous de 8,
ce qui fait tomber le boni entre les limites 3a et 7a, ou
(5=%2)a;et il devra arriver assez fréquemment (environ
48 fois sur 1000) que la caisse d’assurance supporte un
déficit. 11 faudrait porter @ & 0,002, ou au double de
la valeur de p, pour rendre le cas d’'un déficit extré-
mement peu probable (*). '

s

ou environ 12 par 1 000 francs, ce qui cadre assez bien avec le
nombre rapporté par M. Lacroix.

Comme cas extréme, on peut citer le risque de perte des
vaisseaux baleiniers, que les compagnies anglaises évaluent,

) Y
dit-on, A —-
100

(*) Quand le produit mp est un nombre aussi peu considérable,
il faut absolument tenir compte du second terme de la formule
(P), donnée dans la note sur le n° 33, ou méme, pour plus d’exac-
titude, il faut recourir A cette autre formule d'approximation

m 2 ml le
P=e—pm<l+PT+’:i._z- +eet 1.:3. . .n)’ (p)
qui a été donnée par M. Poisson (Recherches sur la probabilité des
Jugements, p. 206), et dans laquelle P exprime la probabilité
qu’il n’y aura pas plus de 7 sinistres pour m assurances.

Afin qu’on puisse mieux juger du degré d’approximation de
cette derniére formule, nous comparerons les nombres qu’elle
donne pour p=0,01, m = 200, avec ceux que M. Lacroix a pris
la peine de calculer par les formules rigoureuses (p. 244 de l'ou-
vrage cité dans la note précédente), et nous formerons ainsi le
tableau suivant, dans lequel » désigne le nombre des sinistres,
() 1a probabilité de » sinistres, P la somme des nombres ins-
crits dans la colonne (p), ou la probabilité qu’il n’arrivera pas
plus de 7 sinistres : :
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Quand on prend 7=100 000, la valeur de B restant
égale 4 0,001 5, ou continuant de surpasser d’un demi

pour mille le risque assuré, on a la probabilité ;:- que le

boni tombera entre les limites
(50x6,742)a,

VALEURS YALEURS DE (p) VALEURS DE P

—

de n. o
exactes, approchées, . approchées.

(-]

0,133 g80 0,135 335 0,133 g80 0,135 335
0,270 667 0,270 670 0,404 647 0,406 005

0,272 034 0,270 670 0,676 681 0,676 675
0,181 .355 0,180 447 0,858036 | 0,857 122
0,090 220 0,090 223 0,048 256 | 0,947345
0,035 723 0,036 089 0,983 979 0,983 434

0,011 729 0,012 039 0,995 706 0,995 463
0,003 283 0,003 437 0,998 989 0,998 goo
0,000 800 0,000 859 0,999 789 0,999 759
0,000 172 0,000 19T 0,999 961 0,999 950
0,000 033 0,000 038 0,999 994 0,999 988
0,000 005 0,000 007 0,999 999 0,999 995

2
3
4
5
6
t
8
9

-
-]

-
-

Les différences sont de I'ordre de celles qu'il est trés-permis
de négliger ; et 'on sera, a plus forte raison, autorisé A se servir
de la formule ( p) pour de plus grandes valeurs de m, ou pour
de plus petites valeurs de p, comme celles qui se présentent or-
dinairement. Afin d’éviter une trop grande complication, nous
continuerons de supposer dans le texte qu'on peut faire usage de
la formule (P) du n° 33, réduite i son premier terme.
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et Pon est autorisé & regarder le cas d’'un déficit presque
comme physiquement impossible. , En admettant que
I'assureur, pour obtenir cet accroissement d’affaires, ou
pour tenir téte a la concurrence, efit abaissé le taux de
la prime & un et quart par mille, non-seulement sesbéné-
fices moyens seraient quintuplés, mais en outre il devrait
se regarder comme suffisamment garanti contre la sur-
venance d’un déficit.

183. 1l semble au premier coup d'eeil que, si le par-
ticulier, ou la compagnie qui assure, continue ses opé-
rations pendant une longue suite d’années, avec des
capitaux suffisants, la perte d’une année peut se com-
penser avec les bénéfices des années antérieures ou pos-
térieures : de sorte qu'en embrassant, par exemple, une
série de dix années, l'assureur aurait la méme sécurité,
et pourrait autant abaisser le taux de la prime que s’il
n’opérait qu’en une seule année, sur un nombre décuple
d’assurances. Mais on tomberait ainsi dans une erreur
grave, que M. Bienaymé a justement relevée (*). Ceci
tient aux effets de l'intérét composé. Supposons que la
compagnie liquide ses affaires au bout de dix ans : si les
pertes extraordinaires ont porté sur la premiére année,
I'intérét composé des capitaux dont elle a di faire
Pavance gréve considérablement sa caisse ; et si au con-
traire cette premiére année a été extraordinairement
favorable, l'intérét composé des bénéfices réalisés dés la
premiére année, accroit considérablement le bénéfice
définitif des actionnaires. En conséquence, plusieurs
compagnies faisant le méme nombre d’affaires, dans le

méme laps de temps, et courant les mémes chances,

(*) Extrait du journal ZZnstitut, numéro du 20 juin 1839.
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pourront, les unes, réaliser de grands bénéfices, les aus
tres supporter de grandes pertes, ou méme absorber
leurs capitaux de réserve, et se trouver contraintes de
‘liquider avant le temps fixé, si le nombre annwel des
affaires n’est pas suffisant pour resserrer convenablement
les oscillations du hasard. Leur entteprise sera au fond
une spéculation aléatoire. Les compagnies placées dans
de telles circonstances ne peuvent se prémunir contre
les chanees de ruine que par I'exagération de la prime.
Lors méme qu’elles disposeraient de capitaux suffisants
pour les garantir d'une liquidation forcée, le prolonge-
ment indéfini de la durée de leurs opérations ne resser-
rerait pas indéfiniment pour elles les limites de la perte
et du gain fortuits moyens : Paction de l'intérét com-
posé tendant a amplifier les écarts a peu prés en raison
inverse de I'atténuation produite par ’accumulation des
affaires avec le laps du temps,

184. On a voulu expliquer par la distinction de
Vespérance mathématique et de lespérance morale [5a]
Pavantage que le contrat d’assurance procure a V'assuré,
tout en devenant pour Fassureur une source de béné-
fices (*). Muis, & notre avis, ces explications, malgré le
nom des auteurs qui les ont proposées, sont vagues et
arbitraires, et il 0’y a nul motif réel d’y récourir. La
#écurité que le contrat d’assurance donne & l'assuré,
est un bien sans doute , mais un bien moral, inappré-
ciable, qui ne peut figurer sur le bilan du particulier
assuré, qui n’accroit directement ni sa richesse propre,

(') Voyez notamment un mémoire de Fourier, inséré par ex-
trait dans les Annales de chimie et de physique pour 1819, t. X,
P 112
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ni la richesse sociale, considérée comme la somme des
richesses que possédent séparément tous les membres de
la société. L'effet de Pinstitution des assurances n’en est
pas moins, en général, de procurer par voie indirecte
un accroissement appréciable dans les fortunes par-
ticuliéres et dans la richesse sociale. Ainsi, un immeuble
susceptible de périr par cas fortuit, aura dans le com-
merce une valeur moindre que 'immeuble productif du
méme revenu, et dont I'exploitation est d’ailleurs sou-
mise aux mémes conditions, mais qui ne court pas la
méme chance de perte. Si p désigne la chance de perte
dans l'année, a la valeur du second immeuble, r ke rap-
port du revenu au capital, pour cet immeuble, la dé-
préciation du premier immeuble sera en général beau-

coup plus grande que —P;—a. Tel ou tel acheteur serait

sans doute disposé, selon son humeur et ses convenances,
A faire peser sur. 'immeuble une dépréciation plus ou
moins forte : mais il en sera de ces estimations indivi-
duelles comme de toutes celles qui ont lieu dans les
marchés isolés, et que le cours du commerce raméne
ou tend i ramener & un taux mormal et moyen. L'ex-
périence, c’est-a-dire ici la cote des cours, peut seule
faire connaitre 'étendue de la dépréciation de I'immeublé
due i la chance de perte. C’est une fonction des éléments
p et a, du genre de celles que nous avons nommées
ailleurs fonctions empiriques, dont la détermination,
impossible pratiquement dans I'état actuel des choses, a
cause des variations rapides et progressives du systéme
des valeurs, exigerait des observations nombreuses et
un systéme économique sensiblement stationnaire. Sed~
lement, comme nous venons de le dire, il est permis d’af-
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o e a
firmer que cette dépréciation surpasse notablement 2%,
r
En effet, I'on a vu que, plus le nombre des assurés
augmente, plus l'assureur peut abaisser le taux de la
prime et est amené a l'abaisser par la concurrence, de
maniére que la somme annuelle demandée a P'assuré
surpasse de moins en moins pa, ou corresponde a une
dépréciation en capital de moins en moins supérieure a

p—:. Inversement, plus le nombre des assurés décroit,
plus l'assureur doit élever le taux de.la prime, afin d’ob-
tenir une garantié, suffisante contre les chances de perte,
et plus l'incertitude de la spéculation réduit la concur-
rence qui l'obligeait a se contenter d’'une prime moins
forte. Plus, par conséquent, la dépréciation de P'im-

a .
meuble surpassePT . Dans le cas fictif d’un seul assuré,

le taux de la prime et la dépréciation correspondante
atteindraient leur maximum, sans quoi il faudrait ad-
mettre (ce qui répugne) que le taux de la prime,
aprés avoir été en croissant par suite da décroissement
du nombre des assurés, redevient. décroissant pour un
nombre d’assurés plus petit encore. Mais, quand I'ache-
teur. d’'un immeuble grevé de chances de sinistre, se
trouve dans I'impossibilité de s’assurer, il y a forcément
en lui confusion des qualités d’assureur et d’assuré : il
est dans la position d’un assureur qui n’aurait qu’un
assuré, et pour qui le taux de la prime atteindrait son
maximum. La dépréciation qu'il fait subir & I'immeuble,
et dont I'intérét représente cette prime fictive, doit donc
surpasser celle qui se calculerait en raison de la prime
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d’assurance, dans les cas d’assurance les plus défavo-
rables (*).

Ceci ne veut pas dire, bien entendu, que tout ac-
quéreur de I'immeuble grevé de la chance de sinistre,
lui fera précisément subir cette dépréciation, ni méme
qu'on ne trouvera pas des acquéreurs disposés  acheter,
absolument comme si la chance de sinistre n’existait pas.
1l s'agit ici, non des causes accidentelles qui déterminent
les conditions de tel ou tel marché, mais des lois éco-
nomiques qui réglent les résultats généraux et moyens,
compensation faite des écarts fortuits.

Du moment qu’il existe des entreprises offrant toute
garantie, et qui, moyennant une prime annuelle @, peu
différente de p, assurent 'immeuble grevé de risques,
il n’y a plus de raison pour que la dépréciation sur-

Ba . o AL 3
passe —, ou le capital dont l'intérét, calculé sur le taux

des placements immobiliers de cette nature, suffirait au
payement annuel de la prime. La fortune du propriétaire

(*) On serait peut-étre tenté d’objecter que 1'administration
d’une loterie en monopole parvient bien a placer ses billets 2 un
Prix qui surpasse la valeur de I'espérance mathématique [55];
mais I'objection n’aurait pas de bases solides. Les loteries s’adres~
sent A une catégorie tout exceptionnelle dhommes que I'igno-
rance ou la passion égarent, pour qui le jeu est devenu un besoin
factice, et qui sont bien obligés de 'adresser, pour le satisfaire,
a Padministration investie du monopole des chances. Au con-~
traire, en général, I’enchérisseur d’un immeuble mis en vente
n’éprouve nullement le besoin de jouer. Loin de rechercher la

chance inhérente A son marché, il la subit contre son gré. §'il
avait, par hasard, la passion du jeu, il spéculerait plutdt sur des
chances qui lui présenteraient, avec de petites probabilités dg
gain , Vappit de gros bénéfices.

’ 23
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de I'immeuble grevé, et par suite la richesse sociale,
considérée comme la somme des richesses particuliéres,
se trouve accrue en capital de toute la différence entre

? et la dépréciation que subissait I'immeuble lorsque

le prapriétaire n’avait aucun moyen de s’affranchir du
risque. Cet accroissement de richesse sociale, que des
perfectionnements ultérieurs rendront sans- doute plus
'sensible & tous les yeux, est le résultat, non du contrat
d’assurance, mais de 'institution de I'assurance : car il
importe peu, pour fixer la valeur de I'immeuble dans
le commerce, que I'immeuble soit actuellement assuré;
il suffit qu’il puisse I’étre au gré du propriétaire; et c’est
un des points par ou notre théorie se distingue essen~
tiellement de cglles qui reposent sur une prétendue me-
sure de I'espérance morale.

Outre cet effet, di a Dinstitution de I'assurance, il
¥ en a un autre résultant du fait méme du contrat, et
tendant & prévenir le déchet du capital social. Lors-
quune maison assurée vient a périr par I'incendie, le
capital du propriétaire se trouve détruit, et s'il rehitit
la maison incendiée, ce n’est point sur ses économies
qu'il prend les fonds nécessaires; il y consacre des capi-
taux distraits d'un autre emploi productif. Au contraire,
si la maison est assurée, le capital est rendu au pro-
priétaire; et ce capital, fourni par les primes des co-
assurés, est un prélévement fait sur les revenus de la
masse , une épargne qui, a la rigueur, aurait pu se faire,
mais qui, dans le cours ordinaire des choses, ne se serait
pas faite sans le contrat d’assurance.

185. Nous avons expliqué comment Dinstitution de
Vassurance tend a accroitre la valeur vénale des fonds
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grevés de risques, et par suite la richesse sociale. Du
reste, I'assurance, par elle-méme, ne crée pas matériel-
lement des valeurs et ne s’oppose pas a la destruction
matérielle des valeurs produites. On pourrait méme
craindre qu’en amenant un relaichement de surveillance,
elle n’occasionnit des destructions plus fréquentes. Mais
il ne faut pas confondre I'accroissement de richesse dit
a une hausse des valeurs, avec I'accroissement résultant
d’un surcroit de production matérielle. La somme des
richesses ou des valeurs susceptibles d’entrer dans le
commerce peut changer considérablement d’une époque &
Pautre et d’un pays a l'autre, sans qu'il y ait des varia-
tions du méme ordre, oy lors méme qu'il y aurait des
variations en sens contraire dans la preduction maté-
rielle. Il appartient 3 la science connue sous le nom
d’économie politique, de développer les conséquences
de cette distinction fondamentale (*).

Quand le contrat d’assurance porte sur les risques de
la fabrication et du commerce, il devient ou peut devenir
la cause d’un accroissement de production et de con-
sommation matérielle, en méme temps que d’un accrois-
sement de richesse ou de valeur, par I'encouragement
qu’il donne 3 l'activité industrielle et commerciale [54].
11 est clair que le spéculateur prudent renoncera, a
cause de la gravité des risques, a telle entreprise sus-
ceptible de lui procurer de grands bénéfices, d'alimenter
d’autres tdustries, daugmenter le bien-étre des con-

sommateurs, et de tourner au profit du corps social foyt
entier; tandis qu'il n’hésitera pas a la former sl peut,

(*) Voyez notamment nos Recherches sur les principes mathé-
matiques de la Théorie des Richesses, chap. I et XII.
. 23.
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moyennant une prime, acheter la garantie du risque.

186. A coté de I'institution des assurances ¢ primes
vient se placer, en pratique comme en théorie, Dinsti-
tution des assurances mutuelles. Si les m individus qui
possédent chacun la chose A [182] s'associent pour
supporter en commun les pertes que quelques-uns d’entre
eux éprouveront fortuitement, dans le cours de 'année,
il y aura (m désignant toujours un grand nombre) la
probabilité P que la part contributive de chacun d’eux
tombera entre les limites

patta\/ ——2P(I’;—P):

en outre de quoi chaque associé devra supporter sa part
dans les frais de P'association. A mesure que le nombre
des associés augmente, les variations fortuites de la part
contributive tombent entre des limites plus rapprochées,
et elle tend & se convertir en prime fixe.

D’un autre c6té, & mesure que le nombre des associés
augmente, il devient plus difficile & chaque intéressé
d’exercer sur les agents de P'association une surveillance
efficace. En général on peut dire que, pour de trés-
grandes valeurs de 7z, et lorsque la concurrence resserre
dans de justes limites les bénéfices de I'assureur, le grand
principe économique de la division de la responsabilité et
du travail tend 2 faire préférer le systéme des assurances
4 primes fixes au systéme des assurances mutuelles.

Au contraire, lorsque le nombre des assurés est trop
petit pour que la concurrence limite convenablement les
bénéfices de I'assureur, ou lorsque, en présence méme
de la concurrence, des opérations trop restreintes ’o-
bligent d’exagérer ses bénéfices moyens s’il veut se pré-
munir suffisamment contre les chances de ruine [183],
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le systéme de l'assurance mutuelle mérite la préférence.

187. Dans les cas ordinaires d’assurance, il s’en faut
bien que le probléme soit aussi simple que nous I'avons
supposé d’abord pour la commodité de I'exposition des
principes généraux. Communément ’assurance porte sur
des proprlétes de valeurs megales et qui ne courent pas
les mémes chances de perte 11 arrive fréquemment aussi
que la proprleté assurée peut, selon la gravité du sinis-
tre, périr en totalité ou seulement en partie. Enfin il n’y
a pas toujours, a beaucoup prés, indépendance compléte
entre les causes de sinistre, pour chaque propriété as-
surée. Par exemple, le méme incendie peut détruire a
la fois un grand nombre de maisons assurées contre ce
sinistre par la méme compagnie. .

Pour tenir compte de V'inégalité des risques, d’une pro-
priété a l'autre, les compagnies sont dans I'usage de ran-
ger les propriétés assurées en différentes classes, le taux
de la prime changeant brusquement d’une classe a l'au-
tre. On sent bien qu’il est impossible d’observer la loi
de continuité dans I'évaluation des risques, et les erreurs
inhérentes & 'hypothése d’une discontinuité fictive se
confondent avec beaucoup d’autres dont on ne saurait
débarrasser le calcul.

Soit donc z; le nombre des propriétés assurées dont
la valeur est a;, et pour lesquelles le risque annuel est p;:
on aura la probabilité P que la somme totale des in-
demnités payées annuellement par la caisse d’assurance
tombera entre les limites

m.p.a+m,p,a+etc.=0 2[mp (1-p,)ai+m,p,(1—p,)ai+etc.]s

L’amplitude des oscillations fortuites est plus grande
que si toutes les valeurs assurées étaient égales, leur
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somme restant la méme, et que si toutes touraient un
méme risque égal a la moyenne des risques de chidque
valeut assurée. En d’autres termes; 'amplitude des oscil-
lations fortuites ést accrue par suite de I'inégale distri-
bution, tant de la valeur totale assurée, que de ce quon
pourrait appeler le fonds commun des risques [8a].

188. Si I'assurance est mutuelle, et que la patt con-
tributive de chaque associé dans la perte totale soit pro-
portionnelle dux nombres a et p, Cest-a-dire 4 la valeur
qu’il assure et a I'étendue du risque, l'associé de la
classe (¢) a la probabilité P que sa contribution annuelle
tombera entre les limites

ok LePi% V a[m,p,(1 —p.)ai + m,p,(1 — p,)a; + etc.]
i m,p,a,+ m,p,a, + etc. :

Pi

Sa contribution moyenne restera toujours égale a
P, quels que soient le nombre des autres associds, les
risques qu'ils courent et les valeurs qu'ils assurent ; mais
les variations fortuites de sa part contributive pourront
aller en augmentant, quoique le nombre des dssociés
augmente, si les nouveaux associés engagent le foids
commun pour des valeurs ou pour des risques trop con-
sidérables par rapport aux valeurs déja protégées et aux
risques déja garantis par I'assurance; et, sous ce poirt de
vue, quand on suit la régle commune qui vietit d’étre
indiquée, I'accession des nouveaux associés pourrait étre
plus nuisible qu’avantageuse aux anciens.

Supposons, afin de fixer les idées, qu’il y ait déja
2 000 associés, engagés chacun pour une valeur a,, et que
1 000 personnes demandent & se joindre i eux en s'en-
gageant chacune pour une valeur a,; et admettons d'ail-
leurs, pour plus de simplicité, que les risques soient les
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mémes : il y aura avantdge pour les premiers associés a
dccepter la proposition des seconds, si a@; Est moindre
que 4a,; mais; dans le cas contraire, I'accession des nou-
veaux associés irait, pour les premiers, contre le but de
I'assuratice, en ce qu’elle tendrait & accroitre les irré-
gularités annuelles et fortuites de leur part contribu-
tlve
Je dois aux communications amicales de M. Blenayme
une solution 1 mgemeuse de cette difficulté. La perte an-
nuelle p supposée par l'association se compose d'une
perte moyenne

M=m,p,a,+m,p,a,+etc.,

et d’un écart fortuit p.— M, compris (avec la probabi-
lité P) entre les limites

* itV 2[m,p,(1 —p,)a:+m,p,(1 — p.)as +etc.].

Si maintenant on cherche la probabilité que, la perte
totale étant p, la part, dans cette perte, provenant des
associés de la classe (), aura pour valeur ; et, si I'on
multiplie chaque valeur de p.; par la probabilité corres-
pondante pour en prendre ensuite la moyenne; cette
moyenne sera

p— (m, p,a, +m,p,a, -+ etc.) e
m.p,( l—p,)a;+m,p,(1—p,)a;+etc..m'P {1—p)a;
m;p;a; m;p1— pila;

P (—M) (X —p:)

m;p.a;~+

‘m, P+ m,p.a,+ete. +

Donc, I'équité exige que la part contributive de la classe
(?) dans la perte moyenine M soit proportionnelle di1 fac-
teur
m;p;a,
m,p.a,+m,p,a, + etc.”

-

—'M Ly 2 2 .
m,p,(3—p,)a;+m,p,( 1-p,)a4-etc.
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et se réduise en conséquence & m; p; a;; tandis que sa
part contributive dans Iécart fortuit . — M sera cal-
culée proportionnellement 4 un autre facteur
mipi(s —pia?
m,p,(t—p,)ai +m,p,(1—p,)a3 + etc.”

En observant cette régle, deux ou plusieurs classes
d’assurés auront toujours avantage i se réunir, en ce
sens que la réunion ou P'accession des nouveaux assurés
tendront toujours & restreindre, pour chaque associé,
Pamplitude des variations fortuites de la part contribu-
tive. Supposons, pour simplifier, qu'il n’y ait que deux
classes d’assurés, désignées par les indices (1) et (2):
Pamplitude des variations fortuites, pour la classe (1),
était, avant la réunion, proportionnelle 2

Vam.p.(1—p.)ai;
aprés la réunion, 'amplitude des variations de P'écart
total (¢ et P restant les mémes) est proportionnelle a

Vialm.p,(1—p,)ai +m.p,(1—p.)a],
et la part afférente & la classe (1), dans I'écart total,
est, d’aprés la régle de M. Bienaymé, proportionnelle a
m.p.(1—p.a:
m.p.(1—p.)ai+m.p.(i—p.)ai
Or, on a nécessairement

m,p,(1-p.)ai.V alm.p,(1—pnat+m.p,(i-p.)az]

m.p,(1—p,)a;+m,p,(1 —p,)a; ’
puisque cette inégalité se réduit, aprés la suppression
des facteurs communs, a

m,p,(1— x)a:
1>\/m P(, P

xPn(I _Pl)al +msP:(I —Pn)a: )

V am;pi(1—pi)al >
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La régle de M. Bienaymé, quoique fort simple , est
du genre de celles que la pratique seule n’aurait point
suggérées, et rien n'indique qu’elle ait été connue de
ceux qui ont traité jusqu’ici de la matiére des assurances.
Elle devrait faire la base du contrat d’assurance mu-
tuelle, et figurer comme condition fondamentale de la
réunion de plusieurs compagnies d’assurances, de plu-
sieurs caisses de retraites ou de secours. On ne voit pas
qu'elle puisse étre précisément applicable au contrat
d’assurance i prime fixe. Seulement I'assureur & prime
fixe , pour se prémunir mieux contre les chances de
perte, pourrait composer le taux de la prime, d’'une part
proportionnelle 2 pa, et d'une part proportionnelle au

facteur p (1—p) a*: desorte que (p étant toujours beau-

. I ’ ’
coup plus petit que -;) la somme payée par Passuré

croitrait plus que proportionnellement au risque et a la
valeur assurée ; mais 'exagération habituelle de la prime
exigée par les compagnies fait qu'elles trouvent plutét
avantage A accorder une remise sur les valeurs élevées,
afin d’accroitre le chiffre de leurs affaires.

189. Pour montrer sur I'exemple le plus simple de
quelle manidre on pourrait tenir’ compte par le calcul
de linégale gravité des sinistres, supposons que toutes
les propriétés assurées soient d’égale valeur , et courent
les mémes risques. Soient p la probabilité dela destruc-
tion totale de la chose, ou la probabilité, pour l'assu-
reur, d’une perte égale A la valeur a de la chose assurde,
p' la probabilité d’une perte a’, moindre que a, et ainsi
de suite ; enfin, désignons toujours par 7 le nombre
des propriétés assurées. On aura la probabilité P que
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ld sottimé des indemnités pajées par la caisse d’assu-
tdirces tombera éntre les limites
m(pa—+p'a + p'd’ + etc.)
0 am[pp (@d Vo (= Y P (@ et

En réalité , I'échelle des risques varie d’uite propriété
a l'autre. Toutes circonstances égales d’ailleurs, uhne
grande propriété doit avoir plis de chances qu’une
petite d’échapper & une destruction totale. Si lassu-
rance est mutuelle, la part contributive de chaque ds-
socié daris la perte moyenne doit étre proportionnelle &
la valetir qué prend, pour la propriété assurée, la fonc-
tion pa + p'a + etc. On calculerait sa part contri-
butive dans P'écart par une régle analogue a celle qui
a été donnée plus haut.

190. En matiére d’assurances, toutes les probabi-
lités de risques, qui entrent comme éléments dans les
formules précédentes , ne sont nullement assignables &
priofi ; mais on concoit la possibilité de les déterminer
par l'expérience , avec d’autant plus d’exactitude qu'on
aura recueilli un plus grand nombre de faits, et qu’on
les aura mieux classés. Les registres des compagnies
@’assurarices fourniraient a cet égard des documents pré-
cieux. Mais il y a une circonstance qui affecte les for-
mules d’errett, et dont on ne voit pas quil soit possible
de tenit compte théoriquement : c'est le défaut d'une
ihdépendance absolue entre les chances de sinistres pour
les diverses propriétés assurées. Un incendie qui détritira
uhe ville tout entiére dérangera toute I'économie dés
calculs basés sur la loi mathématique des compensations,
dans une série d’événements fortuits et indépendants ;
et tant que la chance de pareils accidents ne pourra pas




DES ASSUHANCES. 847
étre raisonnablement négligée , le sort d’urie compagtile
d'asstitanices & primes fixes ressemblera plus ou inoitis
dtt sort d’'un joueur. Ce que mous disotts au sujet dés
siniistres causés par l'incendie, s'appliqué i plis forte
tdisott dux sinistres qui frappent les récoltes, et qui péii-
vent atteindre a la fois toute I'étendue d’unl vaste tet-
titoire. A moins que la compagnie qui garantit de telles
chances ne multiplie considérablement ses affaires ; sur
une étendue territoriale beaucoup plus grande que celle
ol peut régner la solidarité des sinistres, et avéc dés
capitaux suffisants pour subvenir aux charges des ti-
hées désastreuses, elle ne peut offrir aux asstirés une
parantie comipléte, ni se préinunir elle-inéme suffisath-
mhetit contre les chances de ruine. En tout cas elle doit
Btre portée A exagérer beautoup ses primes; et cest dans
de pareilles circonstances yue le systéme des assurarces
tnutuelles parait avec tous ses avantages. Car les dvan-
tages du cotitrat de société, dont I'assurance mutuelle
n’est qu’une espece, tiennetit & Pessence méme de la na-
ture humaine, et subsistent quel que soit le nombre ,
grand ou petit , des individus associés, quelle qué soit
la gravité des chances en vue desquelles ils s’associent ,
soit qu’il y ait solidarité ou indépendance entre les ciii-
ses malfiisantes contre lesquelles ils réunissent leurs
efforts et leurs ressources.

191. Le contrat d’assurance est susceptible de prendte
des forines trés-variées. La maison de banque qui én-
dosse des effets de commerce pour leur donner crédit
par sa signature, assure le payement des effets & I'é-
chéance. Une fraction de l'intérét ordinaire des capi-
taux peut étre considérée comme une prime d’assurance
contre les chances d’insolvabilité du débiteur; et c'est
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sur ce principe que se sont fondés les économistes qui
ont désapprouvé les lois limitatives du taux de I'intérét.
Dans lg prét & la grosse aventure , le bénéfice probable
du préteur doit équivaloir au moins & la prime d’assu-
rance de la somme aventurée, plus a l'intérét que rap-
porterait le méme capital s'il n’était pas aventuré, ou
8il ne courait que les risques ordinaires du commerce.

Au moyen d’une retenue annuelle sur les appointe-

‘ments d’'un employé, une caisse de retraites lui assure
une pension viagére, il atteint un ige déterminé, ou
un nombre déterminé d’années de service. Moyennant
une cotisation annuelle, ou mensuelle, ou hebdoma-
daire, une caisse de secours assure une subvention & un
ouvrier en cas de maladie, un soulagement & sa veuve
ou a ses enfants en cas de mort, et ainsi de suite. Un
grand nombre d’établissements créés dans un intérét
public ou privé, reposent sur une application aux pro-
babilités de la vie humaine des principes généraux de la
matiére des assurances; nous nous bornerons a indiquer
les opérations principales des établissements de cette
nature.

. 1° Constitution de rente viagére , sur une ou plusieurs
tétes, réversible en totalité ou en partie, moyennant un
capital payé au moment de la constitution de rente;

2° Assurance de pension viagére ou de retraite, aprés
un ige ou un temps déterminé , moyennant une retenue
annuelle, ou une annuité payée jusqu'a P'époque ou la
pension doit commencer ;

. 3° Assurance de pension viagére i la veuve en cas de
prédéceés du mari, aprés un temps déterminé ou indé-
terminé, moyennant le versement d’un capital, ou
le payement d’'une annuité pendantla vie du mari;
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4° Assurance d’un capital 4 la veuve ou aux enfants,
au moment du décés du mari ou du pére, moyennant
une annuité payée par celui-ci pendant sa vie, ou moyen-
nant un capital une fois payé;

50 Les tontines ou plusieurs individus mettent en
commun des fonds dont les intéréts sont partagés entre
les survivants: le capital méme devant appartenir au
dernier survivant, ou étre partagé, d’aprés des régles
diverses, entre un certain nombre de survivants[53].

Pour la solution de tous les problémes qui se ratta-
chent aux opérations que I'on vient d’énumérer, ou i des
opérations analogues, il faut tenir compte, non-seule-
ment des chances de mortalité , mais encore des diverses
valeurs que prend la méme somme, payable & des épo-
ques différentes, en vertu de I'intérét composé. Si donc
Ion désigne par A lasommeactuellement payée pour prix
de la constitution d’une rente viagére @, par r le taux
de l'intérét de l'argent, par p,, p,, ps, etc., les pro-
babilités que le rentier vivra dans un an, dans deux ans,
dans trois ans, etc., on aura la relation

5% i B
— P Jz Ps *
A._.a[I -+ Gty + C r)3+ etc.].. ) (a).

.
e

Dans cette formule, nous négligeons, pour plus de
simplicité , de tenir compte du prorata darrérages qui
pourra étre dii par le constituant, au moment du décés
du rentier. Il est bien entendu que la compagnie qui
spécule sur les constitutions de rente, doit exiger le ver-
sement d’un capital plus fort que le capital A déter-
miné par la formule précédente. Il est entendu aussi
que les probabilités p,, p,, etc., doivent étre calculées,
non d’aprés les tables de mortalité moyenne , mais d’a-
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prés celles qui représentent la loi de mortalité pour la
catégorie des rentiers. Afin d’étre mieux prémunies
contre les chances de perte, les compagnies feront usage,
pour calculer A, d’une deces tables a mortalité lente[17g),
que l'on doit considérer comme fournissant des limites
des nombres véritables.

Supposons au contraire qu’il s'agisse de déterminer
Pannuité viagére & qu'une compagnie doit exiger , pour
payer, a la mart du débiteur de 'annuité, le capital A a
ses héritiers. On résoudra ce probléme trés-simplement,
si on imagine, comme le fait Laplace, que le débiteur
de l'annuité préte 4 la compagnie le capital A, rem-
boursable 3 son décés, et au lieu d’en verser actuelle-
ment la valeur en espéces, constitue 4 la compagnie,
sur sa propre téte, une rente viagére a qui surpasse I'an-
nuité 6 des intéréts du capital A, puisque ces intéréts
doivent venir en compensation d’une partie de la rente
viagére dont la valeur équivaut au capital A. On aura
don¢

b=a—rA;
et la quantité a sera toujours déterminée en fonction de
A par la formule (a); mais, pour le calcul numérique
de cette formule , la compagnie déterminera les valeurs
de p., p., etc. , daprés des tables & mortalité rapide.

On trouvera dans les ouvrages spéciaux plus de dé-
tails sur un sujet qw’il suffit d’indiquer ici trés-sommai-
rement.
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CHAPITRE XV.

THEORIE DE LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. — APPLICA-
TIONS A LA STATISTIQUE JUDICIAIRE EN MATIRRE CIVILE.

192. 11 est manifeste que les conditions de majorité,
de pluralité, imposées aux décisions d’un corps judi-
ciaire ou d’une assemblée délibérante, doivent avoir
des relations avec la théorie mathématique des chances.
Un accusé qui ne connait pas ses juges, qui ignore leurg
dispositions favorables ou défavorables, qui n’est ins-
truit, ni du systéme de procédure suivi dans I'instruction
et dans les débats, ni de la maniére dont les juges com-
muniquent entre eux et recueillent leurs votes, ne re-
gardera pas comme indifférent d’étre jugé par un tri-
bunal de trois juges qui condamne 2 la pluralité de deux
voix , ou par un tribunal de six juges qui ne peut con-
damner qu’a la pluralité de quatre voix. 1l y a donc,
dans le seul énoncé du nombre des votants et du chiffre
de pluralité, des conditions arithmétiques, indépendantes
des qualités et des dispositions personnelles des juges :
conditions qui, par l'influence constante qu’elles exer-
cent sur une série nombreuse de décisions, doivent pré-
wvaloir a la longue sur les circonstances variables de la
composition du tribunal dans chaque affaire particu.
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liere. Il y a par conséquent une question purement arith-
métique au fond de toute loi régulatrice des votes d’un
tribunal : cette question est essentiellement du ressort de
la théorie des chances; mais aussi le calcul doit néces-
sairement emprunter certaines données a I'observation,
Cest-a-dire, a la statistique judiciaire qui résume et coor-
donne des faits assez nombreux pour que les anomalies
du hasard soient sans influence sensible sur les résultats
moyens.

Un grand pays tel que la France, régi par une légis-
lation rigoureusement uniforme, et par une adminis-
tration centralisée, se trouve placé dans les circons-
tances les plus favorables pour la formation de la
statistique judiciaire. C’est aussi en France que 'admi-
nistration de la justice a pris, 4 partir de 1825, I'ini-
tiative de la publication des Comptes généraux, o I'on
puisera un jour une foule de documents précieux pour
le perfectionnement de la législation et 'étude de la so-
ciété, sous les rapports moraux et civils.

193. Quoiqu’on ait toujours eu en vue, en traitant de
la probabilité des jugements, d’appliquer cette théorie
aux jugements des tribunaux civils et criminels, il n’est
pas hors de propos de prendre d’abord le mot de juge-
ment avec toute la latitude d’acception qu'il conserve,
tant dans la langue commune que dans la langue phi-
losophique , et d’étudier d’'une maniére tout & fait géné-
rale les conséquences qui résultent de l'association de
lidée de chance a lidée de jugement. Cette étude
intéressante en soi nous préparera 4 mieux comprendre
la théorie spéciale des jugements des tribunaux.

Pour fixer les idées par un exemple , supposons qu'an
observateur qui habite la campagne, un homme dont
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Iattention s’est toujours portée sur P'état du ciel, soit
dans I'habitude de pronostiquer, a chaque coucher du
soleil, le temps qu'’il fera le jour suivant. Si I'on tenait
registre de ses pronostics ou de ses jugements, et que,
sur un grand nombre /2 de ces jugements, il y en eiit

. . n )
ue I'événement a vérifiés, la fraction — — ¢ expri-
q ’ m

merait la probabilité que ’événement vérifiera un autre
jugement ou pronostic du méme observateur. En d’au-
tres termes, s'il n’a ni gagné ni perdu en perspicacité ,
on trouverait, en continuant i tenir registre de ses pro-
nostics, que le nombre 7, des pronostics vérifiés par
Pévénement est au nombre total /2, des pronostics, sen-
siblement dans le rapport de n a m, pourvu que les
nombres m ,, n, fussent suffisamment grands.

Concevons maintenant que deux observateurs A et B
fassent chacun de leur c6té la méme observation, et
que ¢’ soit pour l'observateur B I'analogue du nombre
v pour l'observateur A. Si les causes qui influent sur
la vérité ou l'erreur du jugement de A étaient complé-
tement indépendantes de celles qui influent sur la vérité
ou l'erreur du jugement de B; si, par exemple, ces cau-
ses résidaient dans les dispositions physiques et morales
des deux observateurs, dans I’état de santé dont ils
jouissent, dans le degré d'attention qu’ils apportent, etc. |
on aurait évidemment :

1° Pour la probabilité que les'deux observateurs se-
ront d’accord dans le jugement qu’ils émettront, soit
qu'ils: devinent juste, soit qu’ils se trompent tous deux,

k]

p=w+(1—¢) (1 —V)=1—@4¢)+20¢; (1)
2° Pour la probabilité de deux jugements contradic-'
a3
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toires ,
g=v(x—¢)+V(1—p)=v4 v — 20 =1—p;

3° Pour la probabilité que le pronostic au sujet duquel

les deux observateurs sont d’accord, se vérifiera,
o
V= o+ (1—v) (x—¢')?

4° Pour la probabilité que le pronostic de A se véri-

fiera, quand le jugement de B est contraire ,

- o1 —¢')
Tyt —¢ )+ (1—v)’

Ces expressions doivent étre entendues dans un sens
objectif et absolu: elles signifient que, si I'on tenait ef-
fectivement registre des pronostics des deux observateurs,
pour les comparer avec I'événement, sur un grand
nombre N d’observations simultanées, on en trouverait
sensiblement :
PN=[w 4+ (1— ) (1 —¢)N,
pour lesquelles les deux observateurs sont tombés d’ac-
cord ; dans ce nombre,

vo'

o +(1—v) (1 —v’)'N

qui ont été confirmées par I’événement, et ainsi de suite ;
les v, ¢ ayant été déterminés par une série d’observa-
tions précédentes , ainsi qu’on I'a expliqué ci-dessus.
194. Dans I'exemple que nous imaginons, la vérité ou
Perreur du jugement de chaque observateur peuvent étre
soumises & un criterium infaillible; et ce criterium , clest
I’'observation méme de 'événement. Mais, dans une foule
d’autres cas, un semblable criterium n’existe pas, et méme
il répugne a la nature des choses qu’il en existe un. Par
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exemple, quand un médecin prescrit un traitement a son
malade, on ne saurait tirer de 'événement un criterium
infaillible de la vérité ou de l'erreur du jugement du
médecin; car il peut se faire que le malade succombe,
quoique le traitement prescrit soit réellement le meilleur,
et au contraire qu'il guérisse malgré les vices du traite-
ment. A supposer donc que deux médecins soient ap-
pelés en consultation ensemble ou séparément, pour une
nombreuse série de cas pathologiques, il n’y aura aucun
moyen de déterminer directement les nombres v, v/,
exprimant , pour chacun des deux médecins, la proba-
bilité d’un pronostic ou jugement vrai; mais le registre
des consultations fera connaitre combien de fois les deux
médecins ont été d’accord, et combien de fois ils ont
émis des opinions contraires. On aura donc, si la série
des cas est suffisamment grande, une valeur sensible-
ment exacte du nombre p qui entre dans I'équation (1),
et par suite on aura une équation de condition entre les
valeurs numériques de v et de ¢/, valeurs numériques qu’il
est impossible d’assigner par des observations directes.
On ne doit pas perdre de vue que l'existence de cette
équation de condition repose sur I'’hypothése que les
causes anomales qui prédisposent a la vérité ou a l'er-
reur le jugement de A, sont indépendantes de celles qui
prédisposent a la vérité ou a lerreur le jugement de B.
Nous nous bornons d’abord a étudier les conséquences
de cette hypothése, tacitement admise par tous ceux qui
ont traité avant nous de la probabilité des jugements.
195. Revenons a notre premier exemple, pris dans
les pronostics météorologiques , et supposons qu’on
tienne registre d’une série de pronostics faits par trois
observateurs A, B, C. Conservons aux lettres ¢, ¢' leur
a3.
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signification, et appelons ¢’ I'analogue de v, pour I'ob-
servateur C. 1l pourra arriver que les trois observateurs
soient d’accord, que A soit d’un avis contraire a B et
a C, que B soit d’un avis contraire 3 A et & C, ou bien
enfin que C soit opposé & A eta B. En appelant p, q,
b, c, les probabilités de ces quatre combinaisons , on
aura

p=1— (04 4 ¢" )4 o 4o 4 vV,

a=y (1—¢ —¢")4 ¢V,

b=V (x—=v =) 40", ()

c=vV'(1—p—¢)+v/.

Si donc l'on déterminait par l'observation directe,
au moyen d’une nombreuse série d’épreuves, les nom-
bres v, v, V', p, a, b, c, les valeurs de ces nombres
devraient vérifier sensiblement les équations (2); et si
Pécart était trop grand pour pouvoir étre imputé aux
anomalies du hasard, ce serait une preuve que Ihypo-
thése admise, sur l'indépendance des causes d’erreur
pour chaque observateur A, B, C, n’est pas conforme
a la réalité. )

Au contraire, dans le cas ou il n’y a pas de crite-
rium propre a déterminer directement les nombres v,
'y v', on peut déterminer ces nombres indirectement
au moyen des valeurs de p, a, 6, ¢ données par I'obser-
vation, et de trois quelconques des équations (2), la qua-
tri¢me rentrant nécessairement dans les trois autres, en
vertu de I'équation de condition ‘

pta+tb4c=1.

A cause de la symétrie, il convient de choisir les trois
deraiéres; et si nous posons
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I 1 I
v==t3, V=--+47, _v”=—+z”,
a 2
. 1 1
a—-—=0a, b —-— ¢ ——==
4 ’ 4 B’ 4 ="

ces équations deviendront

' /
a=27'—27 —z2'|] 42 = ‘3:_7,
p=2z2"—22 — 2'2",}] d'ou zi’:—a—:y, 3)
7=zz’-—zz"-'-z’z", zz’=—-¢-:B;
et par suite
/(a+b-—-1) <a+c—-£)
=14 2 2
2 1—2(b+c) ’
=
o —-1-4—1/<a+b—_ <b+c—3)
TaT 1 — 2(a+tc) ?
) (v
=4 2 2/,
a2~ 1—2(a+b)

Pour que les valeurs de v, ¢/, ¢" soit réelles, il faut que
? ? ’
les trois quantités

4 I b ¢
a+b—;, a+c—;, b+c—;, (m)

soient toutes trois négatives, ou que deux soient posi-
tives et la troisitme négative. En outre, pour que les
valeurs de ¢, ¢/, ¢" restent renfermées entre zéro et I'u-
nité, il faut, comme on le démontre aisément, que les
trois quantités () soient chacune numériquement infé-

. I . .
rieure :‘1;. Or, pour que cette derniére condition se



358 CHAPITRE XV.
trouve satisfaite, il faut et il suffit que l'on ait

a+4-b<1, a+4c<1, b+tc<r1

Si ces diverses conditions ne sont pas satisfaites par
les valeurs de a, b, c, telles que 'observation les donne,
ce sera une preuve que 'hypothése admise sur I'indé-
pendance des causes d’erreur doit étre rejetée.

Les valeurs de v, ¢/, v"sont doubles, en raison de 'am-
 biguité du signe radical ; mais,  cause des équations (3),
il n’est pas permis de combiner indifféremment ces va-
leurs. En effet, par suite de la remarque faite préce-
demment sur les signes des quantités (m), il faut que les
trois produits

22, 22’y 27, (n)
soient positifs, ou que deux soient négatifs et le troi-
sitme positif. Supposons-les tous trois positifs : il en
résultera que les quantités z, z, " doivent étre prises
2 la fois toutes trois positives, ou toutes trois négatives;
et si I'on faisait une autre hypothése sur les signes des
quantités () ou (r), on trouverait qua chacune d’elles
ne correspondent que deux hypothéses sur les signes
des quantités z, 2, z”, ou deux systémes de valeurs pour
les inconnues ¢, ¢/, .

196. Cette analyse s'applique naturellement aux ju-
gements des tribunaux composés de trois juges, comme
le sont en France la plupart des tribunaux de premiere
instance. Si le greffier était autorisé a tenir note des
votes de chaque juge, le relevé de ces notes donnerait,
aprés I'expédition d’un trés-grand nombre d’affaires, les
valeurs des nombres a, b, c. On pourrait donc en dé-
duire, par les formules précédentés, les valeurs de v, ¢/,
¢y qu'il serait impossible de déterminer directement , at-
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tendu que la vérité ou la bonté du jugement d’un tri-
bunal ne peuvent étre contrdlées que par un autre
tribunal, sujet lui-méme & I’erreur, de quelques lumiéres
que I’on suppose ses membres pourvus.

Le calcul donnerait, il est vrai, deux systmes de va-
leurs pour les nombres v, ¢/, ¢': mais, dans la plupart
des cas, 'un des deux systémes serait, & priori, inad-
missible, ce qui léverait toute ambiguité. Par exemple,
il arriverait que les valeurs de v, , ¢ seraient dans le
premier systéme toutes plus grandes, et dans le second

systéme toutes plus petites que i— Or, il répugne d’ad-

mettre que, dans un tribunal de trois juges, chaque juge
rencontre I'erreur plus souvent que la vérité. Ce serait
prendre au sérieux la plaisanterie de ce juge de Rabelais
qui remettait aux dés la décision des procés. Le pre-
mier systéme serait donc seul admissible; et le calcul
donnerait ainsi, par voie indirecte, les valeurs de v, ¢/, ¢",
d’'une maniére aussi siire que pourrait les donner I'ob-
servation directe, si 'on était en possession d’un orite-
riurn infaillible pour les jugements de cette nature.

Il faut bien remarquer que toutes ces conséquences
reposent sur une hypothése dont nous aurons a discuter
plus loin la légitimité : sur celle de I'indépendance des
causes qui prédisposent 4 l'erreur chaque juge indivi-
duellement ; de sorte que les cas ot I'un des juges se
trompe se combinent indifféremment avec ceux ou I'au-
tre juge rencontre la vérité ou I'erreur. Mais d’abord
le calcul des valeurs de a, 6, ¢ donnerait souvent
la preuve directe que cette’ hypothése est inadmissi-
ble, en assignant a ¢, ¢, ¢" des valeurs imaginaires, ou
négatives, ou plus grandes que l'unité; et, dans le cas
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contraire, les valeurs assignées a v, ¢, ¢ seraient au
moins (comme on 'expliquera plus loin) des limites au-
dessous desquelles devraient tomber les véritables va-
leurs des fractions que ces lettres représentent.

Si I'on pouvait considérer & priori les trois fractions
v, v, V' comme égales entre elles, ou la chance d’erreur
comme la méme pour chaque juge, on ferait, dans la
premiére équation (2), v==¢'=—1¢", et I'on en tirerait

v=2421\/ 4_1’;_‘, @)

2 2

- A I
en rejetant la valeur de v qui tombe au-dessous de 3

Dans cette hypothése, il suffirait donc, comme I'a re-
marqué Laplace, de connaitre le rapport p, du nombre
des jugements rendus & P'unanimité au nombre total des
jugements. Ce rapport, dont la détermination n’offrirait
ni difficulté, ni inconvénient dans la pratique, devrait

I o . .
surpasserz; sans quoi, la valeur de v devenant imagi-

naire, on serait averti de la fausseté de 'une au moins
des hypothéses adoptées, savoir celle de I'indépendance
des causes d’erreur pour chaque juge, et celle de I'éga-
lité des chances d’erreur, aussi pour chaque juge.

Au reste, bien que cette derniére hypothése soit sans
doute arbitraire et inadmissible en général, il est aisé de
voir que I'on peut considérer la racine de I'équation (4)
comme exprimant sensiblement la moyenne des vraies
valeurs des trois quantités v, ¢/, v", du moins lorsque les
différences entre ces valeurs ne sont pas fort grandes re-
lativement. Pour prendre un exemple, supposons que
les valeurs de ¢, ¢/, ¢v" soient 0,6; 0,7; 0,8: auquel cas
la moyenne sera 0,7 et la valeur correspondante de p
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devra étre 0,36. En substituant cette valeur de p dans
Iéquation (4), on en tirera v —10,69a, valeur qui n'est
inférieure que de I—:-g a la moyenne véritable.

Il serait sans doute intéressant de connaitre pour
chaque tribunal composé de juges permanents une va-
leur aussi approchée de la moyenne des probabilités de
vérité et d’erreur pour chaque juge; et dés lors on doit
désirer que 'administration prenne des mesures a I'effet
de faire constater, pour chaque tribunal de cette nature,
le rapport du.nombre des jugements rendus a I'unani-
mité, pendant une période décennale, au nombre total
des jugements; bien entendu que l'on ferait une caté-
gorie a part des jugements de pure forme, de ceux que
I'on appelle convenus, des jugements par défaut, et ainsi
de suite.

197. 1l faut d’ailleurs remarquer que la formule (4),
et toutes celles o 'on suppose les chances d’erreur des
votants égales entre elles, deviendraient susceptibles
d’application, si le conseil ou le tribunal n’étaient plus
composés de juges permanents, mais de juges pris au ha-
sard sur une liste nombreuse. Le lettre ¢ désignerait
dans ces formules la moyenue entre les vraies valeurs
de v pour chacune des personnes comprises sur la liste.
Clest-a-dire que si la liste comprenait 7, personnes pour
lesquelles v a la valeur v,, n, pour lesquelles v a la valeur
v, etc., la lettre v désignerait la moyenne

n.v,+n,v, + etc.
n,+n,+tetc. ° (0)

En effet, 'on peut concevoir que le premier juge de-
signé par le sort dépose son suffrage dans une urne A,
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le second dans une urne B, le troisiéme dans une urne C.
Les urnes A, B, C sont substituées ainsi aux juges A, B,
C du tribunal permanent. Mais alors la fraction (0) ex-
prime évidemment la probabilité de la bonté du suffrage
déposé dans I'urne A, et elle exprime encore la probabi-
lité de la bonté des suffrages déposés dans les urnes B, C,
si le nombre des personnes comprises sur la liste de ti-
rage est assez considérable pour que le retranchement
des personnes déja désignées par le sort n'allére pas
sensiblement la valeur de la moyenne . ‘

198. La probabilité que le tribunal de trois juges pro-
nancera son jugement a 'unanimité, et qu’il jugera bien,
a pour valeur vv'v"; la probabilité que le tribunal ju-
gera encore bien, mais a la simple majarité, est expri-
mée par

(r—0)¢¢" (1 — )" 4 (1—0" )0,

En conséquence, si 'on désigne par V la probabilité que

le tribunal jugera bien, soit 4 'unanimité, soit a la simple
majorité, on aura

V=o' 4 o' o' —an/v. (5)

En d’autres termes, le tribunal constitue une per-

- sonne morale, pour laquelle V représente ce que dési-

gnent respectivement les lettres v, ¢/, ¢’ pour chacun des

juges A, B, C.

11 devrait toujours y avoir entre les nombres v, ¢/, ¢’
de tels rapports que la valeur de V, donnée par I'équa-
tion (5), fiit supérieure 4 chacun de ces nombres; car
si V, par exemple, était plus petit que v, il serait dé-
raisonnable d’adjoindre les juges B et G au juge A,
cette adjonction n’ayant pour effet que de diminuer la
chance d’un bien jugé. Or, I'équation (3), mise sous la
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forme V
V=V’ + ¢'")—(20—1)¢'¢",
nous montre qu’on aura nécessairement V <y, si I'on
suppose 2 la fois

’ " Io
v+v <1, v>;,

mais, dansle cas plus probable ot les trois nombres ¢, ¢/, "
. T .
seraient chacun plus grand que o V surpasserait néces-

sairement le plus grand de ces nombres.

199. Afin d’'indiquer au moins la marche générale du
calcul, considérons encore le cas ol le tribunal serait
formé de quatre juges A, B, C, D. Appelons v, ¢, ¢, o™
leurs chances de bien juger; admettons qu’on ait cons-
taté leurs votes dans une longue série de jugements; que
a désigne le rapport du nombre des cas ol le juge A s’est
trouvé seul de son avis, au nombre total des jugements
compris dans la série; que b, ¢, d désignent les rap-
ports analogues pour les juges B, C, D. On jaura, pour
déterminer les quatre inconnues ¢, ¢, v, ¢, les quatre
équations

a=(1—v W'V v (1—¥) (l—v ) (x—¢"),
b= (1—¢ Y ¢"V" 4 ' (1—v¢) (1—¢") (1—¥"),
e=(1—d" WV +(1—0) (1—¢") (1—0"),
d=(1— "W " 40"(1—v) (1—¢' ) (1—¢")
et si 'on pose
p= §+ z, ¢ =§ +4, v =§ +13", u"=£ +2",
I

2a-—i—=a, 2b—Z=B, 2c—-%=y, 2d—%=3,

on en tirera :
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a+B=2a(z"z"—z 7 )—8z2'.2"3", i 6,
v+ §=23(z 3 —2"2")—8z2'.7"7"; ©)
d’ou
8z 7' —=y+3—(a+B)EV [a+B—(r+3)"—4(at-B-+1-+9),
87" 3" —u+-B—y +8)EV [a+B—(Y+93)—4(a+B+Y+3).

Des formules symétriques donneraient les produits

822", 827", 823", 83’7,
qui ont chacun deux valeurs, & cause de 'ambiguité du
signe radical ; mais on ne peut satisfaire aux équations (6)
qu'en prenant le méme radical avec le méme signe dans
les expressions des deux produits z2', 2"z ; et pareil-
lement on n’a que deux systémes de valeurs pour cha-
cun des groupes (zz”, z'z"), (32", 2'z"). D’ailleurs ces
valeurs peuvent étre positives ou négatives.
On aura ensuite

R i zz’.zz”_+‘ /22" .z22"
== 7 == ==V g

zl

et les autres inconnues z', 2", 2" s'exprimeront d’une
maniére analogue.

En constatant les cas ol A et B auraient été d’un
méme avis contre C et D, A et C d'un méme avis con-
tre B et D, A et D d’'un méme avis contre B et C, en-
fin les cas d’unanimité, on formerait quatre autres équa-
tions d’ot1 'on pourrait encore tirer les valeurs de v, v,
v", V"; et si ces valeurs ne s’accordaient pas avec celles
-qui sont déduites des valeurs de a, b, ¢, d, ce serait
une preuve qu’on doit rejeter 'hypothése de I'indépen-
dance des causes d’erreur pour chaque juge.

 200. Afin d’éviter le partage égal des voix et la né-
cessité d’attribuer & I'un des juges une voix prépondé-
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rante, ou d’appeler d’autres juges pour vider le par-
tage, les tribunaux proprement dits sont ordinairement
composés d'un nombre impair de juges. Si I'on désigne
par V, la probabilité du bien jugé, quand le tribunal
est composé de 2/m+ 1 juges, pour chacun desquels la

chance de ne pas se tromper est la méme, et égale a ¢,
on aura

Vazpnt 4 2000

I.v"‘(x-—-v)+...

+ (2m—+-1).2m(am-1). . .(m+2).p'+,
1.2.3...m

(1=0)™

Si 'on connaissait cette probabilité V,, on détermine-
rait la valeur de v en résolvant par rapport a v Ié-
quation précédente , du degré 2, + 1. L’hypothése
sur laquelle elle repose, savoir I'égalité des valeurs de ¢
pour chaque juge, est sans doute inadmissible en géne-
ral; mais néanmoins la formule deviendrait susceptible
d’application , ainsi qu’on I'a expliqué [197], si le tri-
bunal se composait de juges pris au hasard sur une liste
nombreuse.

Pour déterminer en pareil cas la valeur de v, quand
V.. n'est pas connu, le procédé le plus simple serait de
déterminer par Dexpérience le rapport du nombre des
jugements rendus & la simple majorité, au nombre to-
tal des jugements. Car, en désignant par ¢ ce rapport,
on aura
g= (D amam X (D) fat s om(x—i) ],

__(am—+-1)am(am—1)...(m+-2)
- 1.2.3...m

(1 —p)",

d’ou l'on tire
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0=1:t i._\y 1.2.3...m.q .'
2 4 (2m + 1)2m(2m —1)...(m + 2)
Si le tribunal était composé d’un nombre pair de vo-
tants, désigné par 2/, on trouverait de méme, en appe-

lant ¢ le rapport du nombre des cas de partage au
hombre total des déliberés,

1 I ” 1.2.3...m.q

=3 + \/Z_ ‘/am(zm——l) (2m—a)...(m +1)"
A cause de la symétrie du développement de la for-

mule du binéme [5], il est aisé de voir que la probabi-

lité du bien jugé, quand on sait que le jugement a été

rendu 4 la pluralité de Z voix, a pour valeur

ot .

en sorte qu’elle est la méme que si le jugement avait été
rendu 4 I'unanimité par un tribunal composé seulement
de ¢ juges, pour chacun desquels la chance du bien jugé
aurait été égale a ¢v. En d’autres termes, la probabilite
du bien jugé ne dépendra pas du nombre absolu des
suffrages, mais de la différence entre les suffrages affir-
matifs et les suffrages négatifs.

En conséquence, imaginons deux tribunaux, formés
de juges en nombres inégaux, en admettant toujours
Ihypothése que la probabilité ¢ de la bonté du juge-
ment individuel ne change pas d’un tribunal a lautre.
Quand les deux tribunaux auront jugé chacun un trés-
grand nombre N d’affaires, si 'on fait une catégorie &
part des N’ affaires jugées a la pluralité de ¢ voix par
le premier tribunal, et une autre des N affaires jugées
a la méme pluralité par le second tribunal, supposé
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moins nombreux, le nombre N” sera en général plus
petit que le nombre N'; mais le rapport du nombre des
bien jugés au nombre des mal jugés sera sensiblement
le méme dans P'une et dans Pautre série. ‘

201. Si les mémes affaires, en grand nombre, étaient

" soumises successivement a la décision de plusieurs tri-
bunaux, on pourrait calculer la probabilité du bien jugé,
pour chaque tribunal, de méme que l'on calcule la pro-
babilité du bien jugé pour les différents juges dont un
tribunal se compose, quand on a tenu note de la con-
cordance ou de la discordance des voix dans une longue
serie d’affaires. 1l semble donc que l'institution de I'ap-
“pel et la publicité de la statistique judiciaire, dans un
pays tel que la France, doivent conduire a la détermi-
nation de la quantité V, d’ou I'on pourrait tirer la va-
leur moyenne de v. Mais il y a a cet égard plusieurs
remarques essentielles a faire.

En premier lieu, les procés, et surtout les procés ci~
vils, présentent souvent a juger des questions complexes,
et se transforment dans les différentes phases de la pro-
cédure. Le point de fait ou de droit soumis aux juges
d’appel peut différer notablement du point jugé en pre-
miére instance; et 'appélant peut gagner sa cause, sans
que le jugement d’appel soit a proprement parler une in-
firmation de celui de premiére instance.ll en est autre-
ment 4 I'égard des pourvois en cassation, attendu que
le demandeur ne peut faire valoir que des moyens de
droit tirés de la substance méme de I'arrét attaqué ; mais
d’un autre coté, si la cassation d’un arrét indique gue
la cour d’appel a mal jugé (ou du moins a jugé contrai-

rement 2 la doctrine de la cour de cassation) dans un
des points de la question complexe qui lui était sou-
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mise, le rejet du pourvoi, comme le savent toutes les
personnes a qui les principes de notre droit francais ne
sont point étrangers, n’indique pas que la cour d’appel
ait bien jugé, ni que le fond de son arrét soit approuvé
par la cour de cassation.

Si I'on veut écarter cette premiére considération, dont
en tout cas ni la statistique judiciaire, ni I'analyse com-
binatoire ne peuvent tenir compte, il faudra remarquer
que l'appel ne saisit les juges du second ressort que de
la minorité des affaires jugées en premier ressort. La
méthode dont il s'agit ici ne pourra-donc en aucun cas
déterminer la quantité V pour les tribunaux de pre-
mier ressort que par rapport a la catégorie d’affaires dont
il y a appel. A la vérité, si le pur caprice des plaideurs
déterminait P'appel, la quantité V serait la méme pour
les proces dont on appelle et pour ceux dont on n’ap-
pelle pas. Il en serait de méme si, pour déterminer
P'appel ou l'acquiescement, il n’y avait, outre le caprice
des plaideurs, que le degré d’importance pécuniaire du
proces; car il est naturel de croire que les procés d’une
faible importance pécuniaire présentent I'un dans 'autre
autant de difficultés a résoudre que ceux dont I'impor-
tance est grande, et que des magistrats consciencieux
apportent le méme soin a les résoudre selon les prin-
cipes de I'équité et du droit. Mais on doit admettre en-
core que le plaideur vaincu acquiesce souvent par le sen-
timent qu’il a dela faiblesse de sa cause; de sorte qu’il
se trouve notablement plus de procés bien jugés en pre-
mier ressort parmi ceux aux jugements desquels on ac-
quiesce que parmi ceux qui sont déférés aux juges du
second ressort.

Le personnel des tribunaux se renouvelle avec le
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temps; la législation varie; la jurisprudence s’affermit
sur certains points, et I'on voit surgir de nouvelles ques-
tions controversées ; les quantités V et ¢ doivent donc
varier avec le temps. Pour n’embrasser quune période
ol1 ces quantités restent sensiblement invariables, et pour
avoir néanmoins a sa disposition un nombre suffisant
de décisions, il ne faut pas se restreindre  un petit nom-
bre de tribunaux de premiére instance ou d’appel. 11
faut, par exemple, employer les chiffres que I'adminis-
tration publie annuellement, et qui se rapportent i la
France entiére. Cla revient & supposer qu’il 0’y a en
France qu’un siége de premiére instance et un siége
d’appel, ol sont appelés a siéger chaque tribunal de
premiére instance et chaque tribunal d'appel, de ma-
niére que la chance pour un plaideur de tomber sur
une cour d’appel déterminée soit égale au nombre des
appels plaidés annuellement devant cette cour, divisé
par le nombre annuel des appels pour toute la France,
Si le tribunal (¢), dont la chance de bien juger est V,,
juge annuellement ; procés dont il y a appel, la quan-
tité V qu'on déterminera pour le siége fictif de premiére
instance, tel que nous venons de le définir, sera égale a

m. V., 4+ m,V, + ete.
m, -+ m, + etc.

Pour le siége fictif d’appel on aura dé méme
V — m' V', 4+ m V', 4 etc.
= m, +nm,+etc. ?

les nombres V';, m';, relatifs aux cours dappel, étant
suffisamment définis d’aprés ce qui précede.

202. Sous I'empire de la loi du 16 aofit 1790, les
tribunaux de districts étaient réciproquement juges d’ap-

24
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pel les uns des autres; la constitution de I'an IIT avait
maintenu le méme systdme, en réduisant seulement le
nombre des tribunaux 4 un par département. A la fa-
veur d’'une telle organisation judiciaire , les quantités
V, V' devenaient égales entre elles; et en appelant ¢ le
rapport du nombre des arréts infirmés au nombre des
arréts attaqués, on aurait eu

g==aV—aV*, ou Vz-;--:t i——g

Rien ne serait donc plus facile que la détermination
de la moyenne V pour cette époque, si la statistique ju-
diciaire avait pu étre dressée dans ces temps de trou-
bles civils, qui devaient d’ailleurs apporter de notables
perturbations, méme dans le cours de la justice ordi-
naire.

Un systéme plus compliqué, mais jusqu’a un certain
point analague, yégne encore en France au sujet de
Pappel des Jugements de police correctionnelle. Dans les
départements ou ne siége pas de cour royale, les juge-
ments de cette espéce, rendus en premier ressort par
les tribunaux d’arrondissement, sont déférés en appel
au tribunal du cheflieu de département, ou cinq juges
doivent siéger pour vider 'appel. Les jugements rendus
en premier ressort par le tribunal du chef: lieu, ou ne
siégent alors communément que trois juges, sont dé-
férés, selon les distances, soit au tribunal d’un chef-lieu
voisin, soit A la cour royale, qui regoit d’ailleurs indis-
tinctement les appels de tous les tribunaux de police
correctionnelle compris dans le département ou elle
siége. Les complications mémes de ce systéme d’appel
fournissent les données nécessaires pour la détermina-
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tion trés-approchée des quantités v, V; mais nous n’en-
trerons pas ici dans plus de détails a ce sujet (*).

203. En matiére civile, si nous désignons par V la
valeur moyenne de la chance du bien jugé, pour les tri-
bunaux de premiére instance du royaume et pour les
causes qui vont en appels par V' la valeur moyenne de
la chance du bien jugé pour les cours royales; par ¢ le
rapport du nombre des jugements infirmés au nombre
total des causes d’appel, nous aurons

g=V+V —2VV; @)

mais cette équation ne suffit pas pour déterminer sépa-
rément V, V'; et la méme indétermination aurait liet
s'il s'agissait des appels des sentences des juges de paix,
appels portés devant les tribunaux d’arrondissements.
L’indétermination ne pouvant étre levée qu'a la fd-
veur d’une hypothése, nous supposerons d’abord , avéc
M. Poisson, que la chance moyenne ¢ est la méme pour
les juges de premiére instance et pour les juges d’appel;
nous admettrons en outre que tous les jugements de
premiére instance sont rendus par trois juges, et tous
ceux d’appel par sept juges : les nombres 3 et 7 étant
effectivement les minima fixés par la loi et que I'on dé-
passe rarement. Cette double supposition donnera :

V =43 (1—v), "
V' =¢7 4708 (1—v) + 210 (1 —¢)* + 3504 (1 — )3, )

(*) Nous renvoyahs, pour tous les développements qui e peu-
vent trouver place dans ce chapitre et dans le suivant, au mé-
moire que nous avons publié dans le Journal de mathématiques
de M. Liouville, t. ITI, p. 257.

24.
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Au moyen des Comptes généraux de 'administration
de la justice civile en France, depuis le commencement
de I'année judiciaire 1830-31 jusqu’a la fin de I'année
civile 1840, nous avons forme le tableau suivant :

NOMBRE DES JUGEMENTS

—_—

tant confirmés
qu'infirmés,

infirmés en tout

ou en partie.

RAPPORTS g.

1832
1833
1834
1835
1836
1839
1838
1839
1840

Année jud. 183031
3 dern, moisde 1831

8 659
1 588
8 766
8947
8a3g
9 522
7939
8232
8 go4
7937
8432

2815

439
2776
2958
a2 506
2389
2 49t
2918
2 741
2 506
2 603

0,3252

0,2765

0,3167 ’
0,3307
0,3042
0,3176
0,3138
0,3545
0,3078
0,3159
0,3087

Toraux
et moyenne.

29 143

0,318y

Dans ce tableau se trouvent confondus les appels de
jugements émanés des tribunaux de commerce, avec les
appels de jugements rendus en premier ressort par les
tribunaux civils, composés de magistrats permanents :
le dépouillement des uns et des autres mettant en évi-
dence ce fait remarquable que la valeur du rapport ¢
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est sensiblement la méme pour les deux juridictions;
comme si les avantages résultant pour les juges civils
de la permanence de leurs fonctions ainsi que de leurs
études professionnelles, étaient presque exactement com-
pensés par la justesse d’appréciation que la pratique des
affaires commerciales donne aux notables commergants
investis temporairement de la mission de vider les dé~
mélés que ce genre d’affaires suscite (*).

(*) Le fait dont il s’agit étant, & notre avis, un des plus curieux
de ceux qui ressortent des Comptes générauz, il est bon de I'ap-~
puyer sur une preuve détaillée. A cet effet, nous avions, dans le
mémoire cité tout & I'heure, distingué plus clairement que ne le
faisaient les comptes officiels les appels de jugements émanés des
deux juridictions, ce qui nous avait donné les résultats que voici:

TRIBUNAUX CIVILS. TRIBUNAUX DE COMMERCE,

—— _—

ANNEES. ||Nombre des jugements [Nombre des jugements

| ———ec—— RAPPORTS) | A

tant infirméa tant infirmés
confirmés en tout q- confirmés en tout
qu’infirmés. {ou en partie, |' qu’infirmés. {ou en partie.

Angjud. 7578 2476 | 0,3268 1079 339
3d.m.de1831]| 1364 388 0,2845 224 51

7 766 2465 | 03174 || 1000 . 311

8089 2619 0,3236 860

2227 | o,3024

0173 | 0,3163

En 1840, pour la premiére fois, on a distingué avec netteté,
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En substituant pour ¢, dans I'équation (7), la valeur
0,3187, on déduit des équations (7) et (8)

v=20,686; Vo=—0,966; V'mmo,8566.

Par suite, la probabilité moyenne du bien jugé d’un
arrét de cour royale serait 0,950 pour un arrét con-
firmatif, et seulement 0,642 pour un arrét infirmatif.

204. Mais I'hypothése a laquelle se rattachent les va-
leurs ainsi déterminées est évidemment trop défavorable
aux cours royales, en ce quelle réduit leur supériorité
sur les tribunaux de premiére instance 4 ne dépendre
que de la supériorité du nombre des juges; tandis que la
constitution hiérarchique des borps judiciaires doit con-

non-senlement les appels émanés des deux juridictions, mais en-
gore les appels de jugements rendus par des tribunaux civils, en
matiére civile proprement dite, d’avec les appels de jugements
rendus par les mémes tribunaux jugeant commercialement, dang
les villes ol il n’existe pas de tribunaux de commerce. Les résul-
tats de ce dépouillement sont consignés dans le tableau suivant ;

NOMBRE DES JUGEMENTS
TRIBUNAUY. ~ —

tant confirmés |infirmés en tout
qu'infirmés. { ou en partie,

1° Tribunaug civils, jugeant en
matiére civile., o oo avsn.. 61778

20 Tribupaux civils, jugean
én matjére commerciale, , . 143

|3° Tribunaux dé commérce. . 1511
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centrer dans les tribunaux supérienrs plus d’expérience et
de lumiéres. I’autres documents statistigues viennent con-
firmer pleinement cet apergu, et déterminer des limites
entre lesquelles sont renfermées les valeurs de ¢ et de V.

Ces documents censistent dans le relevé des arréts de
rejet rendus, tant par la section des requétes que par la
section civile de la cour de cassation, ‘et des arréta de
cassation rendus par la section civile, ainsi que l'in-
dique le tableau ci-apres :

POURVOIS POURYVOIS
CONTRE DES ARRETS ‘ CONTRE DES JUGEMENTS
de cours royales de
et d'autres tribunaux supérieurs. || tribunaux civils et de commerce.

A

- |y . —

Rejets Rejets _ Rejets Rejets

hamhb

" des "_ N des A
requétes). | civile). requétes), | civile).

Ann. jud. 1830-31] 287 52 ‘ ’ 39

3 d. molis de 1831 45 1 5

1832 239 4x ] 42
1833 191 36 3r
1834 267 54 7 45

1835 274 6o : 32
3836 286 6q 3
1837 a8 | 65 28

838 312 76 33
1839 234 43 3
1840 248

TOTAUSE. l a Gox
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11 résulte de ce tableau que le rapport du nombre des
arréts de cassation au nombre des pourvois jugés est
0,202 pour les pourvois formés contre des arréts de
cours royales, jugeant en matiére civile ou commerciale,
et 0,467 pour les pourvois contre des jugements de tri-
bunaux de premiére instance ou de commerce, non sus-
ceptibles d’appel. Le premier rapport peut étre consi-
déré comme déja déterminé avec une assez grande pré-
cision : au contraire, la valeur du second rapport ne peut
étre acceptée que provisoirement. '

Continuons de désigner par V et V' les valeurs

-moyennes de la chance du bien jugé, pour les tribunaux
de premiére instance et pour les cours royales; dési-
gnons par V" la chance analogue pour la cour de cas-
sation ; par ¢" et ¢' les rapports auxquels on vient d’as-
signer plus haut des valeurs numériques : on aura
g =V 4+V'—aVV’ (9)
¢ =V 4V’ —aV'V’, (z0)
eten éliminant V",
Vii—2¢")— V(1 2¢")=¢ —q".

Il suffirait de combiner I’équation (7) avec celle-ci,
pour déterminer séparément V et V', indépendamment
de I’hypothése du n® 203, si I'on pouvait admettre que
les valeurs de V, V' sont les mémes pour la série des
affaires qui vont en appel devant les cours royales, et
pour celle des affaires dont la cour est saisie par suite de
pourvois en cassation. Mais ce calcul donnerait a V et
a V' des valeurs imaginaires; et en effet il suffit I’étre
un peu familiarisé avec les principes de notre organisa-
tion judiciaire pour présumer & priori que I'hypothése
est inadmissible : les questions délicates, a4 I'occasion
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desquelles sont formés le plus souvent les pourvois en
cassation, devant exposer les tribunaux de premiére ins-
tance et les cours royales & plus de chances d’erreur qu’il
n’y en a moyennement pour les affaires qui subissent
seulement I'épreuve de 'appel.

205. Remarquons que, si I'on fait successivement
dans I'équation (9) V'=—1, V'=7, on en tirera deux
valeurs de V, Pune certainement plus petite, l'autre
certainement plus grande que la vraie valeur; car, d’une
part, la cour de cassation est elleméme sujette a I'er-

" reur, et il lui arrive de réformer sa propre jurispru-
dence; d’autre part, il serait absurde de supposer V' <'V.
On en conclut, d’aprés la valeur ¢'= 0,467,

V>0,533; V<o,63o. (11)

Le méme raisonnement, appliqué a 'équation (10), don-
nera '
V'>0,798; V' <o0,886. (13)

Mais, en vertu de I'équation (10), quand V' diminue,
V" augmente ; par conséquent on a V">0,886, et I'on
obtiendra une limite supérieure de V en faisant, dans
Iéquation (g), V" =0,886; car il n’y a nulle raison de
supposer que V" puisse tomber, 4 I'égard de la série des
pourvois contre les jugements de tribunaux de premiére
instance, au-dessous de la limite que le méme rapport
ne franchit pas, a I’égard de la série des pourvois formés
contre des arréts de cours royales. Dés lors les inégali-
tés (1 1) pourront étre remplacées par les suivantes :

V>0,533; V<o0,543,
auxquelles correspondent

v>0,520; v¢<o0,528.
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Comme on le voit, cette analyse resserre les valeurs
inconnues de V et de v, relativement & la série des af-
faires qui entrainent pourvoi, entre des limites fort
rapprochées; et I'incertitude qu'elle laisse subsister sur
les valeurs de ces quantités, est moindre que celle qui
provient de I'incertitude des données mémes de la sta-
tistique.

Aux inégalités (12) correspondent

v >0,649; ¢ <o,y10:
¢ désignant, pour les juges des cours royales, I’analo-
gue de v pour les juges de premiére instance; etil y a
lieu de croire que les vraies valeurs tombent plus prés
des limites inférieures que des limites supérieures.

Pour la série des affaires qui entrainent appel, la

’

valeur du rapport “—I; doit étre moindre qu'elle ne I’est

pour la série des affaires qui entrainent pourvoi. D’une
part, elles ne présentent pas en général d’aussi graves
difficultés 4 résoudre;et, plus les difficultés sont gran-
des, plus la supériorité des Jumiéres des juges d’appel
doit étre sensible. D’autre part, pour que I'on recoure
au pourvoi en cassation, lorsqu’il s’agit d’affaires d’un
faible intérét, comme celles qui sont ordinairement ju-
gées en dernier ressort par les tribunaux inférieurs, il
faut que les mayens de cassation semblent bien forts aux
parties intéressées. Dans la série des pourvois, si nous
prenons pour V et V' leurs limites inférieures, qui n’en
peuvent pas différey beaucoup, nous aurons sensible-

3 . . .
ment V'=;V; et, si nous combinions cette relation

avec I'équation (7), ce qui donne
V=0,668; v=—0,614;
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nous trouverions pour V' une valeur sensiblement égale
a I'unité. Ainsi, nous pouvons certainement poser, pour
la série des affaires qui vont en appel,

V>0,668; ¢>o0,614;
V<0,766; ¢<0,686.

11 faut d’ailleurs se garder de confondre, asinsi quon
Pa déja fait remarquer [201], les valeurs de V et de v,
pour les causes qui vont en appel on en cassation, avec
celles qui se rapporteraient a la généralité des eauses
jugées en premiére instance.
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CHAPITRE XVI

SUITE DE LA THEORIE DE LA PROBABILITE DES JUGEMENTS.
— APPLICATIONS A LA STATISTIQUE JUDICIAIRE, EN
MATIERE CRIMINELLE. — DE LA PROBABILITE DES TEMOI-
GNAGES.

206. Nous avons raisonné, dans le précédent chapitre,
d’aprés 'hypothése que les causes d’erreur sont indépen-
dantes pour chaque juge; en sorte que les cas ou le
juge A rencontre la vérité ou I'erreur se combinent in-
differemment avec ceux ou les juges B, G, etc., rencon-
trent eux-mémes l'erreur ou la vérité, de la méme ma-
ni¢re que chaque face d’'un dé se combine indifférem-
ment avec toutes les faces d'un autre dé. Or, cela est
vrai seulement des causes d’erreur qui proviennent des
circonstances sous I'empire desquelles chaque juge en
particulier se trouve placé, de son état de santé physi-
que et morale, du degré auquel son attention est exci-
tée, de ses habitudes d’esprit, de ses préjugés indivi-
duels, etc. Mais il y a d’autres causes d’erreur qui sont
de nature a influer en méme temps sur tous ceux qui
prendront connaissance de laffaire, et par Iinfluence
desquelles I'événement consistant dans l'erreur du juge
A se combinera plus facilement ou plus fréquemment
avec I’événement consistant dans l'erreur du juge B
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qu’avec I'événement contraire, et de méme pour chacun
des juges G, D, etc.

Revenons a notre exemple primitif [193], et suppo-
sons deux observateurs doués au méme degré de pers-
picacité et d’expérience, dont on enregistre simultané-
ment les pronostics météorologiques : ¢ désigne pour
chacun d’eux le rapport du nombre des pronostics vé-
‘rifiés au nombre total des pronostics; p désigne le rap-
port entre le nombre des observations oli les deux ob-
servateurs se sont trouvés d’accord, et le nombre total
des observations. En vertu de I'équation (1) du numéro
cité, 'on doit avoir

p=1—2v+2¢%, ou 0=-§i|/\np-—-x; (1)

et comme le registre des pronostics, rapproché du re-
gistre des observations subséquentes, détermine les nom-
bres ¢ et p, on devra trouver entre v et p la relation
exprimée par I'équation qui précede, s'il est vrai que
les causes d’erreur soient indépendantes pour les deux
observateurs.

Maintenant supposons que I'on répartisse la série des
pronostics en plusieurs catégories, en les classant par
mois, ou en distinguant les pronostics de beau temps
des pronostics de pluie, etc. : chaque catégorie étant
assez nombreuse pour pouvoir fournir une détermina-
tion suffisamment exacte des rapports ¢, p. Désignons
Par Py Pare s+ Pas Vis Vare o - ¥a les valeurs des rapports
p et v pour chaque catégorie; désignons aussi par 4; le
rapport du nombre des observations comprises dans la
catégorie (¢) au nombre des observations comprises dans
la série totale, de maniére quon ait

ko4k, 4o+ b=1. (%)
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La véritable valeur du rapport ¢ sera exprimée par
koo, k0, 4.4 kg
et en admettant présentement que, dans chaque caté-
géorie, les causes d’erreur agissent d’'une maniére indé-

pendante sur chaque observateur, on aura rigoureuse-
ment

v= eV Rp itk M ap stttV 2P 1): (3)

de sorte que Pinfluence des causes qui inclinent 2
Perreur les demx observateurs a la fois se trouvera
éliminée.
Afin de simplifier le raisonnement, nous admettons
I
que tous les nombres Yig Yoy o e o« ¥, surpassent 7’ et

qu'ainsi tous les radicaux doivent étre pris positive-
ment : I'hypothése contraire sera plus loin I'objet d’un
examen spécial. : ,

Or, si 'on n’avait pas pu faire, ou si 'on n’avait pas
fait la classification par catégories, et si I'on avait ad-
mis 'indépendance des causes d’erreur relativement 4 la
série générale, on aurait tiré de I'équation (1)

0=§+ iVﬁ(k,P,+/‘,Pz +“’+k"P")—iI’

et il est facile de prouver [77] que cette valeur inexacte
de v surpasse toujours la vraie valeur donnée par I'équa-
tion (2). :

207. Dans un cas o I'on pourrait déterminer direc-
tement par l'expérience la valeur du nombre v, tel que
celui que nous discutons ici pour Pordre et la clarté des
idées, on serait donc averti, avant toute classification
des jugements par catégories, de I'erreur de hypothése
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sur I'indépendance des causes d’erreur pour chaque
juge, en ce que la valeur de v, déduite de I'équation (1),
surpasserait celle que donne I'observation directe; et la
différence serait encore plus grande si la valeur de o,
pour certaines catégories, pouvait descendre au-dessous

T 1 .
de —, sans cesser d’étre plus grande que — pour la série
a’ 2

générale.

Au contraire, dans le cas ordinaire ou la valeur du
nombre ¢ ne peut étre donnée qu'indirectement par le
calcul, au moyen de I'équation (1) ou de toute autre
analogue, rien n’avertirait le calculateur de l'erreur de
son hypothése, si la série générale des jugements n’était
pas assez nombreuse pour pouvoir, 4 I'aide des docu-
ments statistiques, se subdiviser en séries partielles, assez
nombreuses ellessmémes pour offrir des rapports sensi-
blement permanents. Lorsque cette classification pourra
s'opérer, il arrivera en général que le rapport p variera
d’une catégorie a l'autre, et deviendra successivement
Pis Pas+ - - Pae On calculera alors la valeur de ¢ par I'é-
quation (2); et cette seconde valeur, toujours moindre
que la premiére, sera cependant supérieure encore a la
vraie valeur, si, dans chacune des catégories ou dans
quelques-unes d’entre elles, 'hypothése de I'indépen-
dance des causes d’erreurs n’est pas encore sensiblement
vraie. Quand ensuite la statistique se sera enrichie d’'un
plus grand nombre d’observations, on multipliera le
nombre des catégories : on obtiendra une valeur de ¢
plus faible que les précédentes, et plus approchée de la
vraie valeur.

208. Posons, pour simplifier le calcul,
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1 1 .
Viep—1=3, ;l/ap,-x:zx, ;l/',ap,—-x =3z,, etc,,

k.z, 4+ k,z, + etc.={;

I
2

de sorte que les valeurs de v tirées des équations (1) et
(a) soient respectivement

b=z, V=i {:
=s+2z, v=_+{:
on aura
B0k k(32,525 o b g (2,—23)* 4-ete
Mais on peut prouver [69, note] que, si les nombres
k., #,, etc., sont assujettis a rester positifs et a vérifier
Péquation (%), et si d’autre part a, & désignent les li-

mites inférieure et supérieure des quantités z,, z,, etc.,
la valeur du second membre de I'équation précédente

tombe entre zéro et
( b—a)*
4

De plus, les nombres p,, p,, etc., tombent nécessaire-

1 ’ 1
ment entre —et ’ de sorte quon a a—o, b =, et
2 - 2

par conséquent

2 —0<5, dou >V _}6.

Si, par exemple, la série générale, employée sans dis-
tinction de catégories , avait donné v=—o0,9 ou z=o0,4,
la véritable valeur de v (telle qu'on I'obtiendrait si I'on
pouvait multiplier assez les catégories pour ne plus lais-
ser subsister que l'influence des causes variables d’un
juge a lautre) serait nécessairement comprise entre 0,9

et
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i + \/0,16_1—16-=o,8m a5,
Cette formule relative a la limite inférieure de ¢ de-
1
Z»
ou n’excédera que de trés-peu la valeur de cette fraction.
- En ce cas, on ne pourra attendre que du perfectionne-
ment de la statistique des notions précises sur la valeur
du rapport v. Lorsque cette valeur restera stationnaire,
quoique I'accroissement du nombre des observations per-
mette de multiplier -le nombre des catégories, on sera
averti que la limite est atteinte; que, dans chaque ca-
tégorie, on peut considérer les causes d’erreur comme
agissant d’'une maniére irréguliére et variable sur cha-

viendra illusoire et n’apprendra rien quand z sera <

que juge ou observateur.

209. Considérons maintenant un tribunal de trois
juges, pour chacun desquels on est fondé a attribuer au
rapport v la méme valeur, soit que le tribunal se com-
pose de trois juges permanents également éclairés, soit
qu’il se compose de trois juges pris au hasard pour cha-
que affaire sur une liste générale, auquel cas ¢ désigne,
ainsi qu'on I'a expliqué [197], une moyenne entre les
valeurs de la chance du bien jugé pour chaque individu
inscrit sur la liste. Si p exprime le rapport du nombre
des jugements rendus & I'unanimité, au nombre total
des jugements, rapport connu d’aprés une longue suite
d’observations, on-aura [196]

It /dp—1
0_2_2\/ 3

Cette expression de ¢ est tout a fait semblable, quant
a la forme, a celle que donne I'équation (1); par consé-
25
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quent on pourra y appliquer tous les raisonnements
qui précédent, en ce qui concerne I'abaissement successif
des valeurs de v par la multiplication des catégories, et
les limites de cet abaissement.

La probabilité du bien jugé, ou le rapport du nom-
bre des bien jugés au nombre total des jugements, est
pour ce tribunal

V=30v*—2ay?,
lorsque tous les jugemenis peuvent étre confondus en
une seule série. Concevons-les maintenant répartis en
deux catégories, pour lesquelles ¢ prend les valeurs v,,
v, : le rapport du nombre des bien jugés au nombre
total des jugements deviendra

kxvx -+ kzva——: 3(1‘10: +I‘:V:)— ﬁ(k(": -+ k,":),
et il faut prouver qu'on a
V. +kV, <V, 3)

du moins daus le cas ou les trois nombres v, v,, v, se-
. , I
ralent supposes > —-
PP 2

Dans ce cas, en effet, le rapport p pour la série gé-
nérale étant une moyenne entre les valeurs p,, p, que
pread ce rapport pour l'une et pour l'autre catégorie,
la valeur de ¢ tombera aussi eatre v,, v,, de sorte qu’on
pourra supposer

V>0, ¥V, (4)
D’un autre cote, on aura, par ce qul est démontré ci-
dessus,

v —v,

kw,+kyw,<v, ou k, <v,—u, (5)

Or, si l'inégalité (3) n’était pas satisfaite, et qu ‘on eiit
au contraire
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kEV, 4k V,5V, ou k.(V, —V,)>V_V,,
il serait permis d’en conclure

VvV,

i =

et par suite, a cause de I'inégalitd (5),
F—=r) (V.= V) > (. =) (V=V.);  (6)

car, la fonction V étant croissante avec o, les inégalités
(4) entrainent

V.—V.>0, V__V, >0
et dés lors on peat, sans intervertir les inégalités, mul-
tiplier ou diviser par les binémés V, —V,, V—V,. Main-
tenant, I'inégalité (6) se réduit, aprés qu'on y a substi-
tué pour V, V,, V, leurs valeurs, 3
(o1 =0) (0r—02) (v—0.) B—2(v + ¢, + v.)] > o.
Mais, tant que les fractions v, v,, v, surpassent chacune

I . ’
3’ selon I'hypothése, le facteur entre crochets est néga-

tif ; tandis que les trois facteurs binémes sont positifs,
en vertu des inégalités (4). Donc la précédente inégalité
ne peut pas subsister; donc enfin I'inégalité (3) est
vérifiée, si 'on exclut le cas infiniment peu probable
de l'égalité des deux membres.

Ainsi, par la multiplication des catégories, la valeur
que le calcul assigne a la chance moyenne du bien jugé,
pour le tribunal, va en s’abaissant, comme la valeur
assignée 2 la chance moyenne du bien jugé, pour chaque
juge.

210. Jusqu’ici nous avons supposé connus, et immé-
diatement donnés par les documents statistiques, les

: a5,
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nombres £,, k,, etc., que 'on pourrait nommer les coef-
ficients des catégories, et qui expriment les probabilités
qu'un jugement pris au hasard dans la série générale,
se rapportera aux catégories (1), (2), etc. Mais on peut
aussi supposer inconnus les nombres £,, £,, etc., et se
proposer de les déterminer au moyen d’un nombre suf-
fisant d’élements, choisis parmi ceux que fournit I’ob-
servation immédiate. C'est surla solution d’un probléme
de cette nature que reposent les applications de la théo-
rie des chances a la statistique judiciaire, en matiére
‘criminelle.

En effet, la série des accusés traduits devant un tri-
bunal criminel se fractionne naturellement en deux ca-
tégories, celle des accusés coupables et celle des accusés
innocents; k,, k, désigneront les probabilités que I'on a
de tomber sur un coupable ou sur un innocent, en
prenant un nom au hasard sur la liste générale des ac-
cusés. Les nombres £,, 4., dont la somme est 'unité, ne
sont pas donnés directement, et ne peuvent I’étre, puis-
quon n’aura jamais un criterium infaillible de la culpa-
bilité et de l'innocence des accusés; il est seulement
trés-vraisemblable & priori que, dans I’état de nos meeurs
et d’aprés nos institutions judiciaires, 4, 'emporte no-
tablement sur £, : la traduction des accusés devant le
tribunal qui doit les juger, n’ayant lieu qu'a la suite
d’une instruction préliminaire, qui écarte les inculpés
sur lesquels ne pésent pas des charges trés-sérieuses.

La ehance ¢ du bien jugé pour chacun des juges dont
le tribunal se compose a pour valeur 4.0, 4 40,, v, ¢,
désignant les valeurs de cette chance par rapport 2 la
série des accusés coupables et par rapport i la série des
accusés innocents. Il y a lieu de croire qu'en thése geé-
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nérale les nombres v,, v, ne sont point égaux, ou, en
d’autres termes, que le rapport du nombre des coupa-
bles condamnés par un juge, au nombre des coupables
qu’il acquitte, n’est pas le méme que le rapport du nom-
bre des innocents qu’il acquitte, au nombre des innc-
cents qu’il condamne. Dans tous les cas, ce serait a 'ex-
périence a démontrer I'égalité des rapports ¢,, v,. On
a donc en général trois quantftés inconnues 4,, v,, v,,
qu’il s’agit de déterminer d’aprés les données de I'ob-
servation,

211. Considérons toujours un tribunal de trois juges,
pour chacun desquels on est fondé i attribuer aux rap-
ports ¢,, v, les mémes valeurs; admettons de plus, pour
un moment, que le juge qui condamne un accusé af-
firme par cela méme qu’il est coupable, et que récipro-
quernent le juge qui acquitte un accusé affirme par
cela méme son innocence. Désignons par c le rapport
du nombre des accusés condamnés a 'unanimité, au
nombre total des accusés; par ¢’ le rapport du nombre
des accusés condamnés i la simple majorité, au méme
nombre total; enfin par a le rapport du nombre des
accusés acquittés a 'unanimité, au nombre total : on
aura entre les inconnues £,, v,, v, les trois équations

kod4-(1—k,) (1 —v,)}=c,
3k, 0i(1—v,)+3(x—k) o, (1—v,) =, ()
k(t—v)X+(—Fk ) =a,

qui suffisent pour les déterminer complétement.

212. On objectera avec raison que le juge qui ac-
quitte un accusé n’entend point d’ordinaire affirmer que
I’accusé est innocent, mais seulement qu’a ses yeux les
ipdices de culpabilité ne sont pas suffisants pour dés
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terminer une condamnation ; que réciproquement le juge
qui condamne n’entend point affirmer, avec une abso-
lue certitude, la culpabilité de 'accusé, mais seulement
Iexistence de tels indices, d’'une présomption si forte
de culpabilité, qu’on ne saurait, sans paralyser l'action
de la justice et compromettre la siireté publique, ac-
quitter les accusés contre lesquels pesent de tels indices
et daussi fortes présomptions.

La cons.éqhence de cette objection, c'est que les
nombres %,, v,, v,, déterminés par les équations pré-
cédentes, sont relatifs, non point, comme nous l'avions
supposé d’abord, 4 deux catégories dont I'une com-
prendrait les accusés coupables, et I'autre les accusés
innocents, mais bien 4 deux autres, dont la premiére
comprendrait les accusés condamnables, et la seconde
les accusés non condamnables ou acquittables : la pre-
miére pouvant A la rigueur comprendre des innocents,
et la seconde contenant trés-vraisemblablement beau-
coup de vrais coupables. Mais, d’un autre coté, si l'es-
prit saisit tout de suite la distinction absolue des accu-
sés coupables et innocents, il s'en faut bien que I'on se
forme aussi facilement une idée précise de la division
catégorique en accusés condamnables et accusés acquit-
tables. Comme C’est ici le point le plus délicat d’une
théorie, d’ailleurs délicate dans toutes ses parties, on
ne saurait y apporter trop d’attention.

Nous demanderons & ce sujet la permission de re-
courir encore a ’exemple fictif dont nous avons sou-
vent fait usage. Quand un homme exercé aux pronostics
météorologiques prédit le beau temps pour le lende-
main, il n’entend pas siirement affirmer d'une mani¢re
absolue qu’il fera beau, mais seulement que les chances
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de heau temps sont trés-grandes, assez grandes, par
exemple, pour entreprendre sans hésitation un voyage,
une ascension alpestre. De méme, le chirurgien qui opine
pour P'amputation d’un membre malade n’affirme pas
absolument P'impossibilité d’une autre cure; il affirme
seulement que, dans son opinion, les chances d’une is-
sue funeste, si le membre n’est pas amputé , sont assez
grandes pour déterminer le sacrifice du membre af-
fecté. La méme remarque s'applique a la plupart des
jugements des hommes, et n’a rien de spécial aux juge-
ments en matiére criminelle. '

213. Cela posé, et pour revenir au sujet qui a motivé
cette digression, concevons les accusés répartis en un
assez grand nombre de catégories, pour que dans cha-
cune les causes d’erreur agissent fortuitement et indé-
pendamment sur chaque juge ¢ chaque catégorie com-
prenant d’ailleurs des accusés coupables et des accusés
innocents. Si, dans chacune de ces catégories, la valeur

I .
du rapport ¢ ne peut descendre au-dessous de 3 soit

pour les coupables, soit pour les innocents, les équa-

tions (7), appliquées a chaque catégorie, détermineront
effectivement les nombres 4, v,, v,, relatifs 3 la dis-
tinction des accusés en innocents et en coupables. Le
calcul donnant les valeurs de v,, v, par couples de la

I I oy .
forme 3 =z, 2 = z,, on saura qu’il faut toujours

prendre z,, z, avec le signe positif.

Les mémes équations (7), appliquées a la série géné-
rale des accusés, ne donneraient sans doute qu'une ap-
proximation des rapports cherchés, selon la théoria
exposée dans les numéros précédents ; mais cette approxi-
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mation se rapporterait toujours a la classification des
accusés en coupables et en innocents.

Or, on doit admettre au contraire que, pour de nom-
breuses catégories d’accusés, la chauce v d’'un vote con-

2 'R . 1
forme a la réalité du fait tombe au-dessous de oot sap-

proche méme indéfiniment de zéro. 1l y a sans doute
beaucoup d’accusés coupables qui ont la presque certi-
tude d’obtenir un vote d’acquittement, soit 4 cause de
la faiblesse des preuves juridiques qui pésent sur eux,
soit en raison de diverses causes (telles que la trop
grande rigueur de la loi pénale) qui prédisposent a I'in-
dulgence la généralité des juges. On ne peut guére plus
se refuser & admettre que, pour un trés-petit nombre
d’accusés innocents, il y a presque la certitude d’étre
atteints par un vote de condamnation, tant sont grandes
les charges qu'un enchainement fatal de circonstances
fait peser sur eux, et qui sont de nature i déterminer
la conviction des juges les plus éclairés et les plus im-
partiaux.

En conséquence, il y a des accusés pour lesquels, si
'on faisait usage des équations (7), en les rattachant
a la classification des accusés en innocents et en cou-
pables, il faudrait choisir pour ¢,, ou méme pour v,,
celles des valeurs données par le calcul, qui tombent

X ) . S,
au-dessous de e 1l résulterait de la qu’on ne pourrait

plus, méme dans une premiére approximation, appli-
quer les équations (7) a la série générale des accusés,
ou du moins qu'on aurait de justes raisons de douter
si, entre les deux valeurs de v, tirées de ces équations,
on ne doit pas chaisic de préférence celle qui tombe
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1 , .
au-dessous de —, comme plusapprochée de la vraie valeur.
2

Il n’y a qu'une maniére de lever cette difficulté et
de faire rentrer le second cas dans le premier : cest de
considérer comme acquittables les accusés coupables
pour lesquels la chance d’'une voix de condamnation

1 . .
tombe au-dessous de —, et pareillement de considérer
‘ a

comme condamnables les accusés innocents (vraisem-
blablement et heureusement en fort petit nombre) pour
lesquels la chance d’une voix d’acquittement tomberait

. I . .
aussi au-dessous de —. Par suite de cette convention, et
2

en changeant la signification primitive des lettres v,,v,;en
concevant que v, est la chance d’une voix de condamna-
tion pour les accusés condamnables, que ¢, est la chance
d’'une voix d’acquittement pour les accusés acquittables,
les nombres v, v, ne peuvent, par la définition méme,

I o
tomber au-dessous de — pour aucune catégorie d’accu-
2 B

sés; et quand, dans une premiére approximation, on
applique les équations (7) a la série générale des accu-
sés, on doit nécessairement choisir pour v,, v,, dans
les couples de valeurs données par le calcul, celles qui

1
surpassent —.
2

214. Ces explications ont I'avantage de fournir une
définition précise et mathématique du sens qui s’attache
aux mots condamnable et acquittable : elles font voir
avec netteté comment la classification des accusés en
condamnables et acquittables se rapporte a I'état des
Jumiéres, aux dispositions morales de la classe de ci»
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toyens au sein de laquelle on prend les jurés ou les
juges criminels; de maniére que, les juges venant &
étre pris dans une autre classe ou a subir dans la méme
classe d’autres influences, telles catégories d’accusés
pourront passer de la classe des accusés condamnables
a celle des acquittables, ou réciproquement.

Ainsi, le rapport du nombre des condamnés au nom-
bre total des accusés, qui atteignait en Belgique la va-
leur 0,83 quand les crimes étaient jugés par des ma-
gistrats, s'est abaissé. 2 0,60 quand on a rétabli dans ce

- pays linstitution du jury francais; et de 1 on conclut,
suivant la remarque de M. Poisson, que la proportion
des accusés condamnables (dans le sens que nous don-
nons a cette expression) a décru brusquement par le
rétablissement de linstitution du jury, quoique les for-
mes de I'instruction préliminaire soient restées les mémes,
et que par conséquent la proportion des accusés réelle-
ment coupables n’ait pas dii varier sensiblement. En effet,
les jurés étant plus enclins a P'indulgence que des ma-
gistrats permanents, il 'y a de nombreuses catégories
d’accusés coupables pour lesquels la chance ¢, dun

. 1 . .
vote de condamnation surpasse 3 quand il s’agit de ma-

. : I .
gistrats, et tombe au-dessous de S quand le vote doit

étre émis par des jurés. Les accusés compris dans ces
catégories appartiennent a la classe des accusés condam-
nables lorsqu’on applique les formules (7), ou leurs ana-
logues, a des jugements rendus par une magistrature
permanente, et passent dans la classe des condamnés
acquittables lorsqu’on applique les mémes formules a
des jugements par jurés.
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Cette théorie nous met 4 méme aussi de prévoir dans
quel sens les résultats du calcul se modifieront, selon
la nature des variations survenues dans la législation
criminelle, ou dans d’autres circonstances qui influent
sur les votes des jurés. Tout ce qui tend & augmenter
les lumiéres des jurés doit augmenter les valeurs de
v, v, ¢ ainsi, toutes circonstances égales d’ailleurs, on
trouvera v,, v, moindres pour des jurés qui votent sans
communication entre eux que pour des jurés qui délibe-
rent en commun et peuvent s'éclairer mutuellement. Au
contraire, un adoucissement dans la législation pénale,
qui améne un plus grand nombre de condamnations
méritées, par suite une répression plus efficace de cer-
tains désordres, et que I'on doit regarder en conséquence
comme une incontestable amélioration, peut bien faire
baisser les valeurs de v,, v,, qui se rapportent 4 la clas-
sification des accusés en condamnables et acquittables.
Il y avait une catégorie d’accusés coupables presque siirs
de Pl’acquittement, ou pour lesquels ¢, avait une trés-
grande valeur. La cause constante d’erreur, qui déter-
minait 'acquittement avec une presque certitude, étant
soustraite, le sort de ces accusés reste soumis a lin-
fluence des causes d’erreur qui agissent irréguli¢rement
et indépendamment sur chaque juré. La chance ¢, di-
minue pour les accusés de la catégerie dont il s’agit;

. .. . , I
et si elle diminue au point de tomber du-dessous de -,
22

ces accusés passent dans la classe de ceux que nous
qualifions de condamnables, mais pour lesquels v, peut

. ’ . I -
avoir une valeur trés-peu supeérieure 3 —. Les valeurs
s 2

moyennes de v,, v, relatives a la série générale des ac-
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cusés pourront donc baisser par suite de I'adoucisse-
ment de la législation pénale, quoiqu’il y ait un plus
grand nombre de jugements vrais, d’'une absolue vé-
rité.

En général, I'ignorance est une cause d’erreur dont
le mode d’action est irrégulier et variable d’un juré i
Pautre. Tout ce qui tendra & accroitre les lumiéres des
jurés tendra a diminuer la part du hasard dans les ver-
dicts des jurys, a accroitre la proportion des verdicts
rendus 4 'unanimité ou a une forte majorité, & accroi-
tre en conséquence les valeurs assignées par le calcul
aux rapports v,, ¢,. Au contraire, la soustraction des
causes d’erreur qui tiennent 4 des préjugés dominants,
a des penchants naturels du cceur humain, tout en aug-
mentant le nombre des jugements vrais, pourra accroi-
tre la part du hasard, diminuer la proportion des verdicts
rendus a 'unanimité ou i une forte majorité, et par suite
diminuer les valeurs que le calcul assigne aux rapports
Uy Vae

215. Si la statistique judiciaire donnait pour nos
tribunaux correctionuels, formés en général de trois
juges, les valeurs des éléments ¢, ¢/, a, on appliquerait
les équations (77) a la détermination des rapports 4, ¢, ,
v,; mais ces éléments ne sont pas donnés, et ne peuvent
Pétre d’aprés nos lois. Au contraire, la statistique judi-
ciaire nous fournit sur les appels de police correction-
nelle tous les documents nécessaires pour déterminer
les mémes rapports a P’égard des prévenus qui subissent
les deux degrés de juridiction. Nous ne pourrions en-
trer ici, au sujet de cette application curieuse, dans
tous les détails nécessaires, et nous renverrons au mé-
moire déja ¢ité [202],
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216. L’application la plus intéressante que I'on puisse
faire de la théorie de la probabilité des jugements, est
celle qui a pour objet les décisions rendues par nos
jurys en matiére criminelle. Une tradition qui remonte
au moyen ige a fait porter a douze le nombre des ju-
rés, en France comme en Angleterre, quoique d’ailleurs
Pinstitution du jury repose.dans les deux pays sur des
bases trés-différentes. La législation francaise a varié
plusieurs fois sur la fixation de la majorité exigée pour
un verdict de culpabilité. D’aprés la loi actuellement en
vigueur, la majorité simple, de sept voix contre cinq,
suffit pour la déclaration de culpabilité.

Soient N le nombre total des accusés; N, celui des
accusés condamnables, selon la définition que nous
avons donnée du mot; N, le nombre des accusés ac-
quittables; C celui des accusés condamnés a la majorité
de plus de sept voix; C celui des accusés condamnés a
la majorité simple; A le nombre des accusés acquittés
par suite du partage égal des voix; V., .V, les probabi-
lités d’un verdict de condamnation ou d’acquittement,
selon qu’il s’agit d’accusés condamnables ou acquitta-
bles, les lettres v,, v, conservant la signification que
nous leur avons attribuée plus haut. Posons de plus

N'—-k N, k 9——0 C'—c' é—a'
N-_ " NT™™ N7 N—7 N

on aura
k,4+k,=1,
4+ 12 ¢ (1—,)+660°(1— v, )+ 2200310, 4950 (1— 0,1
2,) 4 12(1—0)"'0,4-66(1—0,)°0}+220(1—, 0]+ 495(1—9,)i]
792k, 07(1—v,)* + k(1 —v,)vi]="
924[k,03(1 ==9p,)0 + £, (1 —v,)%] =a.

=g,
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Si les nombres a, c, ¢’ étaient donnés par la statis-
tique, ces équations suffiraient pour déterminer £, 4,,
Vey Vay €t par suite, V,, V..

Les documents statistiques fournissent immédiate-
ment le nombre ¢ + ¢/, ainsi que le nombre ¢’, du
moins sous I'empire de la législation actuelle qui im-
pose aux jurés, comme l’avait déja fait 'une des législa-
tions antérieures, I'obligation de faire connaitre si le ver-
dict de condamnation a été rendu a la majorité simple.
Mais la législation s’est toujours opposée formellement a
ce que les jurés fissent connaitre a quelle majorité était
rendu un verdict d’acquittement. En conséquence, ni le
rapport a, ni aucun autre analogue ne peut étre donné
par la statistique judiciaire; et dela dérive la nécessité,
pour arriver a des déterminations numériques, de ré-
duire le nombre des inconnues, ainsi que I’a fait M. Pois-
son, dans son ouvrage sur cette maticre, puisque sa
méthode revient a supposer tacitement v, —v,.

Cependant P'analyse que nous avons faite ailleurs, des
données de la statistique concernant les appels de la
police correctionnelle, s’accorde bien avec les considé-
rations d’aprés lesquelles on doit supposer & priori, que
v», V, surpassent respectivement v,, V,, et méme que
v,, V, différent trés-peu de I'unité. Les causes qui amé-
nent ce résultat avec des juges permanents, tels que
ceux qui prononcent en matiére de- police correction-
nelle, doivent a plus forte raison exercer leur influence
sur les jurés, Néanmoins la constatation d’un tel résultat
par Pobservation directe aurait tant d'intérét, que ’on
doit désirer vivement 'adoption d’'une mesuré, laquelle,
sans manifester le mode de partage des voix, pour cha-
que acquittement en particulier, fournirait pour une
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longue séric d’affaires ’élément qui manque 4 la statis-
tique criminelle. ‘ :

Si, par exemple, pour chaque accusé condamné ou
acquitté, le chef du jury était tenu de déposer dans une
boite scellée autant de billets blancs qu’il y a eu de voix
pour 'acquittement, et autant de billets noirs qu’il y a
eu de voix pour la condamnation, le dépouillement des
billets pourrait se faire 4 la fin de chaque année, dans
l'intérét de la statistique judiciaire, sans qu’il y et vio-
lation du secret des votes pour chaque affaire. Il n’est
pas difficile de montrer que linscription sur les tableaux
statistiques du résultat de ce dépouillement, équivau-
drait, pour l'objet que nous avons en vue, a la con-
naissance de I'élément a.

Dans l'ignorance o1 nous sommes de la valeur de cet
élément, ayant d'ailleurs toute raison de croire que la
valeur de v, est comprise ‘entre celle de ¢, et l'unité,
nous ne pouvons que faire successivement les deux hy-
pothéses v, = 1, ¢, = ¢,. Les vraies valeurs des In-
connues 4, , v,, V, devront se trouver entre celles qui
correspondent a ces suppositions extrémes.

Dans I'hypothése v, =1, v, sera donné par I'équation
du 5° degré

0% 4 1208 (1—0,) 4 6603 (1 — ¢,)* + 2200} (1 —¥,)°

+495v.(x-—0,)‘-792%(t-——v,)’:o; (8)
on aura ensuite
V =01[03 4+ 1204(1 —0,) + 6603 (1 —v,) + 2200} (1 —v,)’

+ 4950, (1—¢.)* +793(1 —#.)°], (9)
k= i-*v'-i : (10)

Si I'on suppose au contraire v, = v, =¥, il viendra
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¢ =7920°(1 — v)* [/c,(nv—x)r+ (r—9)"], (11)
e+ =k[1 — 924 (1— ¢)] — (2k,—1) (1 —9)"[(1 —0)*
+ 13(1 —¢*)0 4 66(1 — v)%?
+ 220(1 — )%’ + 495(1 — ¢)¢* + 792¢°]. (x2)

Dans le second membre de cette derniére équation on
peut, sans erreur sensible, négliger le terme négatif ,
affecté du facteur (1—v)’ : I'élimination de £, entre les
équations (11) et (12) se fait alors trés-simplement, et
la racine de I'équation finale en ¢ s’obtient par titonne-
ments, avec d’autant plus de facilité que I'on sait d’a-
vance que cette racine ne peut pas différer beaucoup
de celle de I'équation (8).

La valeur de V, sera toujours donnée par ’équation
(9), ou I'on pourra écrire ¢ au lieu de v,. Quoiqu’on
ait supposé v, — v, , la valeur de V, ne se confondra
pas avec celle de V,, a4 cause que la méme majorité
n’est pas requise pour l'acquittement et pour la condam-
nation. On aura

V.=V, + 924¢v%(x ~v)°.

Sur un nombre N d’accusés, le nombre des accusés
acquittés, quoique condamnables, aura pour expres-
sion

P=k,(x—V,)N, (13)
et celui des accusés condamnés, bien qu’acquittables,
sera expiimé par

Q=(x—*%,) (r—V,)N, (z4)
cette expression devenant nulle, quand on suppose
V,.=—=1.

217. Dans le mémoire cité [202], nous avons appliqué

ces formules & la statistique criminelle des six années
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1825-30, sous I'empire d’une législation qui admettait
des verdicts de condamnation a la simple majorité ,
mais seulement lorsque la majorité des cinq magistrats,
formant alors la cour d’assises, s'élait réuniea la majo-
rité dujury. On a eu pendant cette période N— 42 300;
le nombre des condamnés s’est élevé a 25 777 ; mais ce
nombre ne peut pas étre pris pour C + C', attendu
qu’il ne comprend pas les accusés en faveur desquels la
majorité de la cour s’est séparée de la majorité du jury.
D’un autre coté, la statistique de cette époque ne fait
pas connaitre directement le nombre C': on ne peut le
calculer qu’indirectement, moyennant une hypothése
qui laisse subsister de I'incertitude sur le résultat. Nous
avons conclu de nos calculs ¢ + ¢'=0,621, ¢ = 0,071,
c=o, 550.

Pendant les quatre années 1832-35, sous I'empire
de la loi du 4 mars 1831, qui exigeait la majorité de
plus desept voix pour la déclaration de culpabilité , et du
nouveau Code pénal qui permet au jury d’abaisser la
peine par la déclaration des circonstances atténuantes,
on a eu N =128 702,C=17 116, d’oi ¢= 0, 5¢g6.
On en doit conclure que la faculté accordée au jury de
déclarer les circonstances atténuantes, et les autres adou-
cissements introduits dans la législation pénale, ont ac-
cru d’environ 0,046 le rapport c.

La loi du g septembre 1835 aintroduit le vote secret,
ou plutét elle 'a rendu facultatif pour les jurés. Elle
n’a plus exigé que la majorité simple pour un verdict
de condamnation, mais en laissant 4 la majorité de la
cour la faculté d’annuler d’office le verdict de condam-
nation rendu a la majorité simple, et en obligeant les
jurés a mentionner cette circonstance du verdict. Les

a6,
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Comptes généraux des tinq années 1836-40, écoulées
sous cette derni¢re phase de la législation criminelle,
donnent directement les nombres C', et I'on a les résul-
tats inscrits daps l¢ tablean suivant :

On en conclut, pour les cinq années, et pour la série
totale des accusés, sans distinction de la nature du
crime, ¢ + ¢ = 0,645, ¢ = 0,026, ¢ = 0,619g. La
valeur du nombre ¢ a crit dans le passage de la seconde
phase 3 la troisi¢me, comme dans le passage de la pre-
miére phase 3 la seconde. Quant 2 la valeur de ¢, elle
se trouve beaucoup plus faible que la valeur calculée
.(hypothétiquement, il est vrai) pour la période anté-
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rieure 4 1831 : ce qui donne quelque fondement &
Popinion que les jurés, sous I'empire de la législation
antérieure, convenaient souvent de formuler leur dé-
claration & la simple majorité, lorsqu’il y avait per-
plexité daus leurs esprits, afin d’obliger la cour & se pro-
noncer, et de rejeter sur elle la responsabilité du verdict.

218. Si I'on fait, dans I'équation (8), ¢ = 0,619,
¢' = 0,026, on en tirera, pour I'une des hypothéses
extrémes p, =1,

v,=0,815, dot V,==0,987, &i==0,653; (x5)

ce qui donne, d’aprés 'équation (13) , P =335 accusés
acquittés , quoique condamnables, durant cette période
quinquennale, le nombre total des accusés acquittés
étant 13 984.

L’autre hypothése extréme v,.—v,=v donne v=0,819%,
ce qui ne différe de la valeur précédentede v, que d'une
quantité insignifiante, eu égard a 'ordre d’approximation
que ces déterminations comportent. La méme observa-
tion s’applique 4 la valeur de %, qui devient 0,652. On
a V,=0,997, ce qui donne, d'aprés I'équation (14),
Q =41 accusés condamnés, quoique acquittables , la
nombre total des condamnés étant 25 440. Il ne faut
pas perdre de vue la définition que nous avons donnée
des mots condamnable et acquittable , et I'on doit sur-
tout se garder de confondre les accusés acquittables ave¢
les accusés ‘innocents. Les Comptes généraux nous ap-
prennent que, dans ces cinq années, le nombre total
des accusés condamnés & la majorité simple ayant été
de 1023, les cours d’assises ont usé, en faveur de 20 de
ces accusés, du droit que leur confere la loi de 1835.
De ces 20 accusés, réputés acquittables par la majoritd

26.
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des trois magistrats tenant les assises, 12 ont été ac-
quittés ultérienrement par un autre jury, et 8 ont été
condamnés de nouveau, malgré Pinfluence que I'arrét
antérieur de la cour d’assises devait exercer sur les nou-
veaux jurés, et quoique les magistrats , comme les jurés,
soient d’autant plus enclins 2 lindulgence quil sest
écoulé plus de temps entre le délit et le jugement.

919. Les résultats précédents se rapportent a la série
générale des accusés, sans distinction de catégories, et
a Ihypothese essentiellement fautive ou les causes d’er-
reur agissent toutes d’une maniére fortuite et indépen-
dante sur chaque juré. Nous avons vu [207] comment
le perfectionnement de la statistique judiciaire, en per-
mettant de subdiviser la série générale des jugements
en catégories de plus en plus nombreuses , donne aussi
les moyens de faire la part des causes d’erreur dont les
juges subissent solidairement I'influence. Ainsi les Comp-
tes généraux classent d’abord les accusés en deux gran-
des catégories, selon quil s'agit de crimes qualifiés
contre les personnes, ou de crimes qualifiés contre les
propriétés. Chacune de ces catégories se subdivise en
plusieurs autres, daprés lespéce du crime; et une foule
d’autres divisions peuvent encore étre établies, selon le
sexe, Pige, le degré d’instruction des accusés, leur état
de récidive, la nature des peines, etc.

Pour abréger, nous ne nous occuperons que de la
distinction entre les accusés de crimes contre les per-
sonnes et les accusés de crimes contre les propriétés.
Pour les premiers, le tableau donne

¢+ c'==0,556, ¢=0,032, c=0,524,
et pour les seconds _
c+c =0,679, ¢ =0,024, ¢c=0,655.
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Nous affecterons d’un ou deux accents les lettres v, £, etc.,

selon qu’elles se rapportent & la premiére catégorie ou &

la seconde, et nous aurons d’abord, dans I'hypothése
=, =,

¥, = 0,796; t doit *V:~=o,979; k, = 0,568;

v, =0,82r1; |V/=0,989; &/=0,682.

Il est & remarquer que les grandes différences que
présentent les valeurs des données ¢, ¢', pour les deux
catégories , affectent I'élément %, beaucoup plus que
Iélément v,.

Si nous cherchons ce que deviennent, pour la série
générale, les valeurs de ¢,, £, , calculées au moyen des
valeurs précédentes, et des formules

o =Ko+ k', k=Kk/+F'K,
dans lesquelles &' désigne le rapport du nombre des
accusés de crimes contre les personnes au nombre total
des accusés, et 4" le rapport du nombre des accusés de
crimes contre les propriétés au méme nombre total,
nous. trouverons

K =0,2731; | Jod v, ==0,814;

k' =0,7269; | k,=o0,651.
En comparant ces valeurs avec le systéme (15), on voit
que la différence est trés-faible; de sorte qu'on peut
regarder les valeurs moyennes des éléments ¢,, £,, pour
la série générale, comme déterminées avec une approxi-
mation suffisante, d’aprés la nature des données, sans
qu’il soit besoin de multiplier davantage le nombre des

catégories.
On a deplus P'—127,P" =215, d'ot

P+ P'=342;
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ce qui différe peu de la valeur P — 335, fournie par la
série générale.

D'aprés la remarque déja faite, nous pouvons, safis
erreur sensible, ou avec une erreur de lordre de celles
que comporte Pincertitude des données , prendre les va-
leurs précédentes de o, vy K., K'. pour celles de
V, o', Ky, k' ; dans T'autre hypothése extréme
b=d=v, @ =v,=¢"

Il viendra dans cette hypothése ,

V., =0,996; - Q =19, (vaip—25-.
V{'::o,ggS; dou 3 "=1%, Q+Q'=37;
au lieu du nombre Q = %1, trouvé paur la série géné-
rale. Ce serait tout au plus un accusé sur mille, cog-
damné quoique acquittable , Cest-a-dire, d’aprés notre
définition , quoique la chance d’un vote de condamna-

. 1
tion tombét , pour cet accuse, au-dessous de e

Dans ce petit nombre d’accusés condamnés , qitoique
acquittables , il est légitime et consolant de croiré que
la plupart étaient coupables ; mais nous n’avons aucih
moyen d’évaluer; méme approximativement, la proba-
bilité de leur culpabilité réelle.

D'un autre cbté, cette catégorie d’accusés condamnés,
quoique acquittables, ne comprend pas nécessairement
tous les accusés qui ont pu étre condamnés, quoique
innocents. Il n’est malheureusement pas impossible que,
pour quelques accusés innocents, la chance d’un vote

. 1 .
de condamnation tombe au-dessus de 3 et soit mé-

me trés-voisine de l'unité. Le calcul appliqué a la sta-
tistique judiciaire n’a aucun moyen datteindre cette
éventualité, et d'en assigner la chance.
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220. En terminant ce que nous avions a dire sur cette
matiére, nous croyons utile d’ajouter encore fuelques
explications a celles qui ont déja été données sur la si-
goification des lettres ¢,, v,, et sur le sens de la dis-
tinction fondamentale établie entre les accusés condam-
nables et les accusés acquittables.

Ne considérons d’abord, pour simplifier, que des ac-
cusés compris dans une méme catégorie, pour lesquels
les eauses d’erreur agissent toutes d’'une maniére fortuite
et variable d’'un juge 4 Pautre. Admettons aussi qu’a 'é-
gard de ces accusés on puisse ne faire qu'une seule ca-
tégorie de tous les citoyens appelés ou susceptibles d’étre
appelés a remplir les fonctions de juré. Le rapport du
nombre des votes de condamnation au nombre des votes
d’acquittement sera le méme, soit que I'on fasse juger
successivement, par un méme juré pris au hasard, un
trés-grand nombre d’accusés, soit qulon interroge sur
le méme accusé un trés-grand nombre de jurés. Dans

Pun et I Ze v, dési
un et lautre cas, ce rapport sera P v, designant la
2

chance d’un vote de condamnation, et ¢, la charice d’un
vote d’acquittement, pour la catégorie d’acousés et pour
la catégorie de jurés dont il sagit.

Donc, puisque nous eritendons et devans entendre
par accusés condamnables ceux pour lesquels v, sur-

I
passe -, et par conséquent v, , les accusés condamna-

bles sont ceux qui seraient certainement condamnés, au
moins a la majorité simple, si les débats avaipnt lieu
devant un nombre trésgrand de jurés, pour chacun
desquels les chances ¢,, v, conserveraient les mémes
valeurs; et il n'est pas difficile de voir que cette conclu-
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sion subsiste encore dans le cas ol il n'est plus permis
de supposer que les chances v,, ¢, conservent les mémes
valeurs, pour tous les citoyens parmi lesquels le sort
désigne ceux qui doivent remplir les fonctions de juré.
En effet, v,, v, désignent alors des moyennes de la
forme
LR (1) 4 K)o, () - ete.,

Koo ,0) 4 K00 ()4 et
0,003, étant les valeurs de ¢,,v, pour
chaque catégorie de jurés, et A(), A . ... ... expri-
maut, pour chaque catégorie, le rapport du nombre
des citoyens qui la composent au nombre total des ci-
toyens compris sur la liste générale des jurés. Mais, ces
mémes valeurs moyennes expriment aussi les probabilités
quun juré pris au hasard sur la liste générale con-
damnera ou acquittera l'accusé, et quand la premiére

I . 7
surpassera ;(c’est-é-dlre, quand Paccusé sera condam-

nable dans le sens de la définition), on sera siir que la
condamnation aurait lieu, au moins & la majorité simple,
si 'on pouvait convoquer aux débats un trés-grand nom-
bre de jurés, pris au hasard sur la liste générale.

Selon cette maniére de définir les quantités v,, o, et
leurs analogues, les questions traitées dans ce chapitre
prennent un sens purement arithmétique, facilement
saisissable, méme par les personnes étrangéres a I’ana-
lyse mathématique, et I'on écarte ces considérations
délicates qui tiennent & Pemploi des mots wérite et er-
reur, quand il sagit de jugements comme ceux que ren-
dent les tribunaux, pour lesquels il n’y a pas en général
de criterium de vérité. Néanmoins nous avons cru de-
voir préférer une méthode au moyen de laquelle la
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théorie des jugements des tribunaux se rattache, avec
les modifications convenables, 4 la théorie des chances
de vérité et d’erreur, dans les jugements en général, et
qui, en facilitant la comparaison de notre analyse avec
celle des auteurs qui ont traité le méme sujet , rend plus
manifestes , suivant nous, les imperfections des théories
anciennes, et peut mettre sur la voie des améliorations
que comporte celle que nous voudrions y substituer.

221. Bien loin que les dédains de certains légistes
pour le calcul des chances judiciaires soit fondé, le
point de vue sous lequel le législateur envisage I'orga-
nisation des tribunaux est au fond le méme que celui du
géométre. Le législateur ne se préoccupe que des résul-
tats moyens et généraux du systéme qu’il institue; et le
géométre sait que ses formules n’ont de valeur qu’autant
qu’elles s’appliquent & de grands nombres, sans qu’elles
puissent avoir de prise sur un cas particulier. Le légis-
lateur ne peut interroger que la statistique judiciaire, s’il
veut trouver la confirmation authentique de ses prévi-
sions ; sans la statistique, les formules du géométre
resteraient stériles, ou du moins on n’en pourrait tirer
que quelques propositions générales, et non des résultats
numériques. :

Le législateur sait ou doit savoir que les institutions
judiciaires ne préviendront jamais ces méprises fatales
qui chargent linnocence de toutes les apparences du
crime; qu'elles n’empécheront pas, en matiére civile , ces
erreurs de jurisprudence qui prennent leur source dans
un préjugé dominant; que leur unique destination est
de garantir un jugement conforme a celui de la majo-
rité des hommes impartiaux et éclairés pour I'époque;
d’offrir méme en matiére criminelle une garantie suffi-
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sante que le jugement de condamnation aurait I'assenti-
ment d’'une grande majorité ; de restreindre I'influence
des anomalies du sort sur la destinée de I'accusé.

Tous les faits que le législateur ne peut atteindre par
les combinaisons dont il dispose, le géométre ne peut
pas davantage les soumettre au calcul ; et ce qui est sai-
sissable pour l'un est saisissable pour Pautre, & laide
des documents statistiques.

De la probabilité des témoignages.

222. Les longues explications dans lesquelles nous
sommes entré au sujet de la probabilité des jugements,
ne nous laissent que peu de chose & dire concernant la
probabilité des témoignages.

Il en est de la faillibilité d’un témoin honnéte comme
de celle d'un juge intégre: le témoignage de I'un, comme
le vote de l'autre, ne peuvent étre viciés que par une
erreur de jugement. Conséquemment il y a lien d'ap-

. pliquer A la probabilité des témoignages, quand les té-
moins ne sont pas suspects de mauvaise foi, la théorie
que nous avons donnée de la probabilité des jugements.

Supposornis que la méme personne A soit appelée un
grand nombre de fois en témoignage, et que, par des
moyens quelconques, on puisse distinguer avec certitude
les témoignages vrais des témoignages erronés; soient
m le nombre total des témoignages, 7 celui des témoi-

. ..n .
gnages vrais : la fraction —= v exprimera la chance
m

de la vérité du témoignage pour le témoin A. En dau-
tres termes, s'il était appelé de nouveau & témoigner,
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. n,
dans des circonstances semblables, le rapport o du

nombre des témoignages reconnus vrais, an nombré
total des témoignages, ne différerait pas sensiblement
de la fraction ¢, pourvu que les nombres m,, n, fussent
suffisamment grands, aussi bien que les nombres 7 et n.

Soit ¢’ I'analogue de v pour un second témoin B; et
admettons, comme au n® 193, que les causes qui in-
fluent sur la vérité ou sur I'erreur du témoignage de A
soient complétement indépendantes de celles qui influent
sur la vérité ou sur l'erreur du témoignage de B ; on
aura: :

1° Pour la probabilité de I'accord des deux témoins,

p=1— (04 ¢)+aw; (3]
2® Pour celle de leur désaccord,
g=v+V —20 =1—p;

3° Pour la probabhilité de la vérité du témoignage,

quand ils sont d’accord, .
,

Ve oy :

) o +(1—9) (1—V)

et ainsi de suite. Si les nombres ¢, ¢’ sont inconnus &

priori, mais que le nombre p ait été déterminé par

Pexpérience avec une suffisante exactitude, on saura au

moins que les nombres v, ¢’ doivent satisfaire a 'équa-

tion de condition (I).

223. Soit un. troisitme témoin C, pour lequel la
chance de la vérité du témoignage est désignée par ¢’.
Concevons que les trois témoins A, B, G soient appelés
A témoigner simultanément dans une nombreuse série
d’affaires : il pourra arriver que chacun des témoins A,
B, C se trouve successivement en opposition avec les
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deux autres, ou qu’ils tombent tous trois d’accord. En
appelant a, 0, ¢, p, les probabilités de ces quatre com-
binaisons, on aura [195]:

a=v (1—¢ — ") 'V,

b=V (1—v—v")4v/', (1)

17

c=vV'(1—v—v)4v/,

et p—=1 —(a + & + c). Admettons que I'observation
ait fait connaitre les nombres a, 4, ¢: on pourra tirer
des équations (II) les valeurs des chances v, ¢/, ¢/, dans
des cas ou la détermination directe de ces chances serait
impossible, faute d’un criterium pour discerner les té-
moignages vrais des témoignages erronés. Mais nous
ne nous arrélerons pas a discuter les conséquences de
cette remarque , comme nous I'avons fait pour la proba-
bilité des jugements proprement dits : et cela par la
raison bien simple qu’il n’y a, dans la matiére des té-
moignages, nulle statistique pratiquement possible, et
par conséquent nul moyen de convertir les formules en
nombres.

Quand le témoin C est opposé & A el a B, la proba-
bilité de P'erreur de C devient

o' (1—0")
(1 — ") 4 (1—9) (1 —' )"’

Elle se réduit 4 ¢, dans le cas de v =¢" : les témoi-
gnages de B et de G, témoignages contradictoires et d’é-
gale valeur, se neutralisent , et la probabilité de la vérité
du témoignage de A reste la méme que si les témoi-
gnages de B et de C n’existaient pas. Pour entendre
cette proposition dans son véritable sens, il faut sup-
poser que, le nombre des épreuves étant trés-grand ,
on a fait un relevé & part des cas ot le témoin A s'est
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trouve d’accord avec B et en désaccord avec C. Le rap-
port du nombre des témoignages vrais de A, au nombre
total, dans cette série partielle, ne différera pas sen-
siblement de la valeur v tirée de la série compléte.

Si les trois témoins sont d’accord , la probabilité de
la vérité du témoignage prendra la valeur
Ve o'y .
T 4 (1—0) (1 —¢) (1 —¢)

En général, quand on a z témoins, tous d’accord, la
probabilité de la vérité du témoignage devient

—_ (VAN L)
T =) 4 (1 —¢) (1 —¥)...(1— eE-D)

. . I
Si toutes les fractions ¢, ¢/,....¢("=") surpassent 5 la

valeur de V s’approche en général indéfiniment de I'u-
nité pour des valeurs indéfiniment croissantes du nom-
bre n. On peut cependant supposer que ¢ décroisse,
pour des valeurs croissantes de ., en s’approchant in-

. H . . \
définiment de la valeur 5» suivant une loi telle que V

converge vers une valeur différente de l'unité.

224. Admettons maintenant que l'on classe les té-
moignages d’aprés la nature du fait attesté : il arrivera
certainement que la chance de la vérité du témoignage
porté par le témoin A, que l'on suppose toujours de
bonne foi, ne sera pas la méme pour chaque catégorie
de faits. L'expérience le démontrerait , si 'on possédait
un criterium en matiére de témoignages, et si 'on pou-
vait éprouver avec ce criterium des séries assez nom-
breuses de témoignages : mais, au défaut de lexpé-
rience , la connaissance que nous avons des lois de la
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nature humaine nous l'indique suffisamment. L'amour
du merveilleux, Pentrainement des préjugés, I'exalta-
tion de 'esprit de secte et de parti, tout ce qui met en
jeu les sympathies et les antipathies du cceur humain,
influera sur les témoins, le plus souvent a leur insu,
fera illusion a leurs sens, égarera leur jugement, et les
exposera a des erreurs involontaires. Tous les auteurs
ont senti la nécessité de tenir compte , dans I'apprécia-
tion des témoignages , de la nature du fait attesté ; mais
ils dnt raisonné comme §’il fallait combiner la probabi-
lité du fait, abstraction faite de tout témoignage, avec
la probabilité de la vérité du témoignage, supposée la
méme pour le méme témoin , quelle que soit la nature
du fait attesté, tandis que C’est ce dernier élément qui
varie pour chaque catégorie de faits. Au surplus, 'im-
puissance ol nous sommes d’assigner la loi de la varia-
tion, d’'une catégorie a l'autre, rend évidemment impra-
ticable toute application numérique.

225. Dans la théorie de la probabilité des jugements,
nous n’avons pas tenu compte explicitement de la pos-
sibilité de la prévarication du juge, et nous n’avons pas
fait de distinction entre le jugement intérieur que ses
lumiéres lui suggérent, et le vote qu'il émet. Au fond,
cette distinction n’est pas nécessaire, et il est permis
de considérer la chance de prévarication comme une
chance d’erreur du vote ou du jugement extérieur. Sans
méme qu'il y ait, a proprement parler, prévarication,
le vote d’un juge ou d’un juré, en matiére criminelle,
peut étre en opposition avec le jugement qu’il porte
intérieurement: en ce sens, par exemple, qu’un senti-
ment de pitié le détermine & acquitter 'accusé, et a ré-
pondre non coupable, quand il croit intérieurement
a sa culpabilité.
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Nous pouvons également considérer la chance de pré-
varication ou de corruption du témoin, comme se con -
fondant avec les autres chances qui influent sur la vé-
rité ou sur lerreur du témoignage. Dans certaines oc-
casions, et surtout en l'absence de la solennité du
serment, le témoin pourra mentir, comme le juré, sans
qu’il y ait, & proprement parler, prévarication de sa
part, mais parce qu’il croira, a tort ou a raison, avoir
de bons motifs de dissimuler la vérité. Les auteurs ont
trouvé & propos de faire pour les témoins ce qu’ils n’ont
pas fait pour les juges, de distinguer entre la chance
d’erreur du témoin et la chance de mensonge, sans
doute parce qu’on a bien plus sujet de craindre un men-
songe de la part d’un témoin, qu'une prévarication for-
melle de la part d’un juge; mais cette distinction, dont
on peut se passer pour la theéorie, est surtout sans
utilité dans la pratique, vu l'impossibilité absolue de
déterminer numériquement et séparément, tant la chance
de mensonge que la chance d’erreur.

Nous n’en dirons pas davantage sur ce sujet, et nous
nous garderons de vouloir appliquer le calcul a la pro-
babilité des faits réputés connus par une chaine de té-
moignages, ou par la tradition. Non-seulement les va-
leurs des éléments qui entrent dans de tels calculs ne sont
nullement assignables, mais les combinaisons mémes
de ces éléments dans le calcul reposent sur des hypo-
théses gratuites , par lesquelles on établit une indépen-
dance fictive entre des faits réellement solidaires, et
dont la solidarité répugne a toute application légitime
de la théorie des chances.
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CHAPITRE XVIL

DE LA PROBABILITE DE NOS CONNAISSANCES » ET DES
JUGEMENTS FONDES SUR LA PROBABILITE PHILOSOPHIQUE.

— RESUME.

226. Toutes les facultés par lesquelles nous acqué-
rons nos connaissances, sont ou paraissent étre sujettes
a Perreur : les sens ont leurs illusions ; I'attention som-
meille; la mémoire est capricieuse; des fautes de calcul
ou de raisonnement nous échappent plusieurs fois de
suite. Aussi nous méfions-nous justement de nous-mémes,
et ne regardons-nous comme des vérités acquises que
celles qui ont été controlées, acceptées par un grand
nombre de juges compétents, placés dans des cir-
constances diverses. A toutes les époques de la philoso-
phie, les sceptiques se sont prévalus de cette maxime du
sens commun pour nier la possibilité de discerner le
vrai du faux; tandis que d’autres philosophes en con-
~ cluaient que nos connaissances, sans étre jamais rigou-

reusement certaines, peuvent acquérir des probabilités
de plus en plus voisines de la certitude; et tandis que
d’autres encore regardaient 'assentiment unanime comme
l'unique et solide fondement de nos connaissances. Bien
que la critique philosophique de la connaissance hu-
maine ne soit pas l'objet de ce livre, nous ne pouvons
nous dispenser de dire quelques mots des questions fon-
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damentales qu’elle souléve, en tant que ces questions se
rattachent a la théorfe des chances et des probabilités,
dont nous avons voulu indiquer, non-seulement les prin-
cipes, mais toutes les applications importantes.

Admettons que chacune des facultés par lesquelles la
connaissance nous parvient puisse étre assimilée & un
juge ou & un témoin faillible. Une intelligence supé-
rieure qui en comprendrait tous les ressorts, qui péné-
trerait, par exemple, dans le mystérieux artifice de la
mémoire, serait capable d’assigner la chance de vérité
ou d’erreur attachée au jeu de chaque fonction, a 'em-
ploi de chaque faculté, pour chaque individu et dans
telles circonstances déterminées. Elle reconnaitrait peut-
étre que, pour certains individus et dans certaines cir-
constances, la chance d’erreur s’évanouit; car, enfin,
rien ne nous autorise i affirmer absolument qu'il n’y a
pas d’opération intellectuelle, si simple qu'elle soit, qui
ne se trouve affectée d’'une chance d’erreur.

Une intelligence & qui manquerait une telle capacité,
mais qui serait en possession d’un criterium infaillible,
pourrait par cela méme déterminer expérimentalement
les chances d’erreurs inhérentes a I'exercice de chacune
de nos facultés, si dailleurs elle pouvait effectuer des
séries d’expériences assez nombreuses, sous des condi-
tions psychologiques convenablement déterminées; mais
elle ne saurait jamais acquérir & posteriori la certitude
absolue que, sous telles conditions, la chance d’erreur
s’évanouit, ou que la possibilité de l'erreur est rigou-
reusement nulle.

Quand méme Pintelligence dont nous parlons ne se-
rait pas en possession d’un criterium de vérité, 'observa-
tion pourrait la conduire & déterminer numériquegnent

. ag
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les charces iricotifites d’erreur, ot tout du moifis des
moyennes entre les valeurs que Cces chances sont sus-
ceptibles de prefidre; quand on passe d’'une personne i
une autre, ét d’ite catégorie & ine autre, pourvu
guwon admit que la thance de vérité sufpasse toujours
14 chance detteiir i ce qu'il faut nécessairement atcor:
der, si Yon dtcorde que, dans leur jeu normal , les fa-
tultés de liomme ditt pour destitiation et pour résultat
de le conduire a la vérité; de sorte que la pérception ou
le jugement erronés soieiit des anomalies, les suites d’'un
trouble accidentel des facultés et des fotictions. Nous
rentrons ainsi dans la théorie mathématique des juge-
ments ou des témoignages, qui a fait Yobjet des pré-
cédents chapitres.

997. Mais il ne faut pas s’y méprendre : cette théo-
rié serait ici de peu d'intérlt; lors méme que uotls au-
rions les lumibres nécessaires pour aSSigﬁef a priori les
valeurs numériques des chanees qui y figurent emme
¢lémenis, ou en supposant que nous fussions en état de
déterminer expérimentalement tes valeurs ; car, te qu
hous importe, €est de peser dans chaque cas particulier
Jes valeurs des motifs qui nous porterit & croire, a re-
fuser ou & suspendre notre -assentiment; et la théorie
mathématique exposée jusqu’a présent, ne nous four-
nirait le plus souvent a cet égard que des indications
trompeuses.

Supposons, pour prendre un exemple, qu'il ait été
parfaitement constaté par I'expérience que deux per-
sonnes A et B sont sujettes chacune a se tromper une
fois sur vingt dans un calcul numérique, de forme bien
déterminée, tel que celui qu'exige Yun des cas de réso-
lutin &un triangle rectiligne : il ne s'ensuivra pas que,
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lorsque B a contrdlé avec attention le calcul de A et I'a
trouvé juste, la probabilité de Perreur du résultat soit

o, 1 1
précisément le carré de — ou —. En effet, par cela
20  4oo ?

méme que B se propose de contréler un résultat déja -
obtenu, il y a lieu de supposer que son atteiition est
excitée a un plus haut degré, qu’il se prémunit mieux
contre les chances d’erreur. Quand méme B opérerait
dans Pignorance du résultat trouvé par A et sans in-
tention de contréle, il serait fort extraordinaire que,
parmi toutes les fautes de calcul possibles, il lui échap-
pat précisément celle qui a échappé au calculateur A,
ou qu’il lui en échappit une autre, affectant préci-
sément de la méme maniére le méme chiffre du ré-
sultat final. En conséquence, si les résultats trouvés
par les deux calculateurs concordaient exactement, la
probabilité de la justesse du résultat commun, conclue
de ces notions de combinaisons et de chances, pourrait
étre de beaucoup supérieure a Z%i . Le calcul de cette
probabilité serait un probléme compliqué, dont la solu-
tion dépendrait de la forme du calcul numérique qui a
amené les deux résultats concordants, du nombre des
chiffres employés, etc. Si, au-contraire, les fautes de
calcul tenaient & quelque vice de méthode commun aux
deux opérateurs, 2 quelque erreur des tables dont ils se
servent, la probabilité d'une erreur commune aux deux

résultats concordants pourrait surpasser oo 1 il arri-
00

verait plus d’une fois sur 4oo que les deux opérateurs
tomberaient suir des iésultats faux, quoique concor-
dants.

27.
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Supposons maintenant que le résultat trouvé par les
deux calculateurs satisfasse 3 une loi simple, suggérée
par la théorie, déja vérifiée pour des cas analogues, et
dont on attendait la confirmation : tout le monde s’accor-
-dera A regarder comme excessivement peu probable, ou
méme comme impossible, qu'une erreur fortuite de cal-
cul donne précisément ce qu’il faut pour faire cadrer le
résultat avec la loi théorique. On ne doutera point de
la justesse du résultat obtenu, et 'on ne s’enquerra point
si les deux calculateurs sont sujets a se tromper une fois
sur vingt ou une fois sur cent.

228. Nous avons pris pour exemple un calcul nu-
mérique, c’est-a-dire la plus mécanique en quelque sorte
des opérations intellectuelles; mais il est clair qu’une
discussion analogue peut s’appliquer a tous les actes de
Pesprit qui ont pour objet la connaissance : bien que
Pévaluation des chances d'erreur, tant & priori qu'a
posteriori, paraisse devoir offrir des difficultés d’autant
moins surmontables qu’il s’agit d’opérations plus com-
plexes, ou dans lesquelles les facultés mises en jeu tien-
nent & des ressorts plus cachés de notre organisation
intellectuelle.

1l est arrivé aux plus grands géométres de tomber
dans des méprises, et des propositions admises comme
vraies, en mathématiques pures, ont été plus tard aban-
données comme fausses ou inexactes. Cependant il serait
fort extraordinaire, et par cela seul fort improbable, que
tant de géometres, depuis plus de vingt siécles, se fus-
sent trompés en trouvant irréprochable la démonstra-
tion que donne Euclide du théoréme de Pythagore. Mais
si l'on considére que ce théoréme se démontre de plu-
sieurs maniéres, qu’il se coordonne avec tout un systéme
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de propositions parfaitement liées, on aura la plus entiére
conviction, non-seulement que la démonstration est con-
forme aux lois régulatrices de la pensée humiaine, mais
encore que ce théoréme appartient a2 un ordre de vé-
rités subsistantes , indépendamment des facultés qui
nous les révélent, et des lois par lesquelles ces facultés
sont régies,

Des remarques analogues peuvent s’appliquer aux té-
moignages historiques. Nous croyons fermement a Pexis-
tence de ce personnage que I'on nomme Auguste, non-
seulement - parce qu’une foule d’historiens en ont parlé
et se sont accordés sur les circonstances principales de
son histoire, mais encore parce qu’Auguste n’est pas un
personnage isolé, et que son histoire rend raison d’une
foule d’événements contemporains et postérieurs qui
manqueraient de fondement et ne se relieraient plus
entre eux, si I'on supprimait un anneau si important de
la chaine historique.

A supposer que quelques esprits singuliers mettent
en doute le théoréme de Pythagore ou lexistence d’Au-
guste, notre croyance n’en sera nullement ébranlée:
nous n’hésiterons pas a en conclure qu'il y a désordre
dans quelques-unes de leurs facultés intellectuelles; qu’ils
sortent des conditions normales dans lesquelles nos fa-
cultés doivent fonctionner, pour remplir leur destination.

229. Ce n'est donc pas sur la répétition des mémes
jugements, ni sur lassentiment unanime ou presque
unanime qu'est fondée uniquement notre croyance a
certaines vérités : elle repose principalement sur la per-
ception d'un ordre rationnel suivant lequel ces vérités
s'enchainent, et sur la persuasion que les causes d’erreur
sont des causes anomales, irréguli¢res, subjectives, qui
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ne pourraient donner naissance a une telle coordmapon
réguliére et objectjve.

En cela: consiste le principe de la critique philosophi-
que de la connaissance. Nos sens et en général toutes les
facultés par lesquelles nos connaissances s’étendent ou
se perfectionnent, sont guidées, cantrdlées dans leur
exercice par une faculté supérieure et régulatrice que
I'on nomme la raison; et la raison, considérée dans
Yhomme, est ce qui le pousse a s'enquérir de la raison des
choses, la faculté de percevou' 'enchainement des causes
et des effets, des principes et des conséquences.

Ainsi, les aberrations de la seusibilité chez quelques
individus, dans certains états physiologiques anomaux,
et celles mémes qui se reproduisent normalement et pé-
riodiquement dans I’état de sommeil, ne sont nullement
capables, malgré les objections usées de I'ancien pyrrho-
nisme, d’ébranler notre foi dans le témoignage des sens.
Clest que les notions que les sens nous donnent sur les
objets extérieurs, dans I’état de veille et lorsqu’ils fonc-
‘tionnent norma_lement, s'accordent parfaitement entre
elles; que des impressions de natures diverses, venues par
des sens différents, se relient, se systématisent, se coor-
donnent bien dans les types extérieurs que I’entende-
ment congoit. Cest que la mémoire constate l'identité
des notions que les sens nous ont données, depuis cette
période obscure de la premiére enfance ou leur édu-
cation s’est achevée, malgré la variahilité des affections
pénibles ou agréables qui ont accompagné pour chacun
de nous, aux diverses époques de la vie, la perception
des mémes objets externes. C'est que la méme identité,
dans la perception des mémes objets externes, pour tous
les hommes jouissant de I'intégrité de leurs facultés , se
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manifeste clairement dans natre commeree coptinuel
avec nos semblables; tandis qu'il 0’y a pulle ligison ré-
guliére entre le songe de la veille et gelui dy lendemain,
entre nos songes et ceux des autres hommes. Cest qu’ep-
fin, malgré le pey de connaissance gue nous avons du
principe de la sensihilité et du jeu dg nos fonctions psy-
chologiques, nous en savons assez pour déméler que les
perturbations de la sensibilité, dans le sommeil ou dang
d’autres circonstances de la vie oyganique, résultent de
la suspension oy de Uoblitération de certaines facultés, de
la lésion de certains organes. Exceptio firmat regulam.

Quelquefois les sens nous exposent a des illusions
qwon pourrait appeler normales, parce qu’elles song
universellement partagées, et qu’elles ne résultent poing
d’un trouble accidentel dans I'économie des fonctions.
Telles sont les illusions d’optique en vertu desquelles le |
ciel prend apparence d’une voiite aplatie, et la lune
nous semble beaucoup plus grande a 'horizon que prés
du zénith. On a proposé plusieurs explications de ces
illusions et de beaycoup d’autres; mais, lors méme
quelles seraient inexplicables, le concours des aytres
sens et lintervention de la raison pe tarderaient pas 3
rectifier les erreurs de jugement qui peuvent les accom-
pagner d'abord. Dans la contradiction apparente d’une
faculté et d’une autre, notre esprit n’éprouve aucun em-
barras 3 se décider. Hl reconnait la prééminence d’une
faculté sur I'autre, et il n’hésite pas a concevoir les phé-
nomenes de la maniére qui se préte seule & une coor-
dination systématique et réguliére, de la maniére qui
satisfait seule aux lois supréues de la raison.

230. Clest encore a la raison, congue comme une
faculté juge de toutes les autres, que le philosophe
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demande si les notions que le systéme des facultés infé-
rieures nous donne sur les objets externes de la connais-
sance ne sont vraies que d’'une vérité humaine, accom-
modée a4 notre condition, aux lois de notre propre
nature, ou si au contraire ces facultés ont été données
4 P’homme pour atteindre, dans une certaine mesure, a
la connaissance effective de ce que les choses sont ex-
térieurement et objectivement.

Nous voyons les astres a travers 'atmosphére terres-
tre qui dévie les rayons lumineux qu’ils nous envoient,
et en altére pour nous les positions relatives. En vertu
de cette cause perturbatrice, qu'on nomme la réfrac-
tion astronomique, les étoiles ne nous semblent plus
décrire autour de I'axe du monde, d’'un mouvement uni-
forme, des cercles parfaits. Mais, lors méme que les ex-
périences des physicicns ne nous auraient pas instruits
des lois de la réfraction, il nous efit suffi de remarquer
que les anomalies du mouvement diurne des étoiles
changent avec I'horizon de I'observateur, pour en con-
clure sans hésitation que ces anomalies ne sont qu’ap-
parentes, qu’elles tiennent aux conditions de I'obser-
vation et n’ont aucune réalité objective. Maintenant
admettrons-nous avec Bacon la possibilité d’une telle con- -
formation de I'eeil humain, que les positions relatives
des astres, corrigées de la réfraction, s’en trouvent en-
core faussées, et qu’ainsi les lois du mouvement diurne,
dans leur simplicité imposante, ne soient qu'une illu-
sion? En conclurons-nous que peut-étre tout I’édifice
des sciences astronomiques, qui repose sur les lois du
mouvement diurne, péche par la base? Cette consé-
quence répugne 2 la raison; car comment pourrait-il
arriver qu’un vice de conformation de I'eeil humain, bien
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loin de troubler 'ordre et la régularité des phénoménes

extérieurs, y introduisit I'ordre, la régularité, la simplicité

qui ne s’y trouveraient pas? Aussi avons-nous la ferme

conviction que I'observation ne nous induit point en

erreur; que les astres sont rapportés par nous a leurs

véritables lieux optiques, aprés que nous avons tenu

compte de la déviation causée par Dinterposition de

Patmosphére, et de quelques autres perturbations pro-
venant des mouvements dont la terre est animée.

Si c’était ici le lieu, nous montrerions que des induc-
tions analogues justifient pleinement, aux yeux de la
raison la plus sévére, la croyance de sens’commun a la
réalité objective des notions fondamentales d’espace et
de temps, et qu’elles font évanouir les systémes de I’école
sceptique moderne, qui n’a voulu voir dans ces notions
que des lois propres & I'esprit humain, des formes de
nos pensées, sans réalité extérieure.

231. Dans cette critique de nos facultés intellectuelles
et des idées qui en sont le produit, critique qui nous
parait étre l'objet essentiel de la spéculation philosophi-
que, l'esprit humain ne procéde point par voie de dé-
monstration , comme lorsqu’il s’agit d’établir un théo-
réme de géométrie, ou de faire sortir, par un raisonne-
ment en forme, la conclusion des prémisses. L'existence
des corps, la réalité objective de I’espace et du temps ne
sont pas choses démontrables; et il en faut dire autant
des lois les plus avérées de la physique, de la loi de gra-
vitation, par exemple : car qui empécherait I'esprit mal
fait, qui exige en pareille mati¢re une démonstration
géométrique, d’attribuer au hasard I'accord tant de fois
constaté entre 'hypothése newtonienne et Pobservation
des phénomenes?
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1l y 3 donc, indépendamment de la preuve qu’on ap-
pelle apadictique, ou de la démonstration formelle, une
certitude quon appelle plilosophique ou rationnelle,
parce qu'elle résulte d’'up jugement de la raison, qui, en
appréciant diverses suppositions ou hypoth¢ses, admet
les unes 3 cause de l'ordre et de I'enchainement ratjon-
nel qu'elles introduisent dans le systéme de nas cannais-
sances, et rejette les autres comme inconciliables avec
cet ordre rationnel dont l'intelligence humaine poursuit,
autant qu’il dépend d’elle, la réalisation au dehors. Ainsi
se légitiment, aux yeux de la raison, certaines croyances
paturelles et instinctives, pendant que d’autres sont re-
jetées parmi les préjugés qu les illusions des sens; et
en définitive toutes nos connaissances reposent sur cette
certitude philosophique, puisqu’il 0’y a pas de vérités
démantrées qui ne le soieat a I'aide de notions ou vé-
rités premiéres, acceptées et non démontrables.

232. Mais, tandis que la certitude dérivée et secon-
daire, acquise par la voie de la démonstration logique,
est fixe et absolue, n’admettant pas de nuance ni de de-
gré, ce jugement de la raison, sur lequel naus préten-
dons que repose la certitude des vérités de sens commun,
et qui produit sous de certaines conditions une counvic-
tion inébranlable, semble dans maintes occasions ne
conduire qu’a des probabilités qui vont en s’affaiblissant
par nuances insaisissables, et qui n’agissent pas de la
méme maniére sur tous les esprits.

Par exemple, telles théories physiques sont, dans I'é-
tat de la science, réputées plus probables que d’autres,
parce quelles nous semblent mieux satisfaire & l'enchai-
nement rationnel des faits observés, parce qu’elles sont
plus simples ou qu’elles mettent en évidence des gnalo-
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gies plus remarquables ; mais la force de ces analogies,
de ces inductions, ne frappe pas-au méme degré tous les
esprits, méme les plus éclairés et les plus impartianx. La
raison est saisie de certaines probabilités, qui pourtant
ne suffisent pas pour déterminer une entiére conviction,
Ces probabilités changent par les progreés de la science.
Telle théorie combattue finit par obtenir I'assentiment
upanime; mais les uns cédent plus tard que d’antres;
preuve qu'il entre dans les éléments de cette prohabilité
quelque chose qui varie d’un esprit a Pautre.
~ Sur d’autres points, nous sommes condamnés a n’s-
voir jamais que des probabilités. Telle est la question
de Phabitation des planétes par des étres vivants et ani-
més. Nous sommes frappés des analogies que les autreg
planétes ont avec notre terre; il nous répugne d'ad-
mettre que, dans les plans de la nature, un petit globe
perdu au milieu de I'immensité des espaces célestes soit
le seul & la surface duquel se développent les merveilles
de l'organisation et de la vie; mais nous ne pouvans guére
attendre des progrés de la science aucune.lumiére nou-
velle sur des choses que la nature semble avoir youlu
mettre hors de la portée de tous nos moyens d’observa-
tion. Tout prés de nous relativement, un globe dont
les dimensions sont comparables a celles de la terre pa-
rait étre placé dans de telles conditions physiques, que
nul étre organisé, analogue a ceux qui peuplent notre -
terre, n’y pourrait vivre. Selon que Desprit sera plus
frappé des analogies ou des dissemblances, il adhérera
avec plus ou moins de fermeté a opinion philosophi-
que de la pluralité des mondes. '

233. Cette probabilité subjective, variable, qui par-
fois exclut le doute, et d’autres fois n’est plus qu'ung
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lueur vacillante, cette probabilité que nous voudrions
nommer philosophique , parce qu’elle tient & I'exercice
de cette faculté supérieure par laquelle nous nous
rendons compte de la raison des choses, doit-elle
étre réputée au fond la méme que la probabilité dont
nous nous sommes occupés jusqu’ici, qui tient a la notion
des chances et du hasard, ou, comme nous I’avons tant
de fois expliqué, a celle de 'indépendance des causes con-
courantes? Il suffirait que I'identité n’appariit pas claire-
ment , pour quon diit, conformément aux régles de la
critique philosophique, rester en degh des réductions
possibles, plutét que de s’exposer a confondre des prin-
cipes réellement distincts. Voyons si 'on ne peut pas-
pousser l'analyse jusqu'a faire ressortir formellement
cette distinction.

234. Pour mieux fixer les idées, prenons un exemple
fictif et trés-simple. Supposons qu’une grandeur variable
soit susceptible de prendre les valeurs exprimées par la
suite des nombres depuis 1 jusqu’a 10 000, et que qua-
tre observations ou mesures de cette grandeur aient
donné quatre nombres en progression géométrique :
on sera trés-porté & croire qu’un tel résultat n’est point
fortuit; qu’il n’a pas été amené par une opération com-
parable & quatre tirages faits au hasard dans une urne
qui contiendrait 10o0o0o billets, sur chacun desquels
serait inscrit P'un des nombres de 1 a 10 000 ; mais qu’il
indique au contraire I'existence d’une loi réguliére dans
la variation de la grandeur mesurée et dans l'ordre de
succession des mesures.

Les quatre nombres amenés par l'observation pour-
raient offrir, au lieu d’une progression de I'espéce de
celles qu'on appelle géométriques, une autre loi arith-
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métique quelconque. Ils pourraient former, par exem-
ple, quatre termes d’une progression par différences
égales, ou quatre termes de la série des nombres car-
rés, cubiques, triangulaires, pyramidaux, etc. Le nom-
bre des lois de ce genre est illimité, et méme on pourra
toujours en trouver une qui lie entre eux mathémati-
quement les quatre nombres amenés : c'est ce quen-
seigne la théorie de I'interpolation.

Si pourtant la loi mathématique, a laquelle il faut
recourir pour lier entre eux les quatre nombres obser-
vés, était d’une expression de plus en plus compliquée,
il deviendrait de moins en moins probable, en 'absence
de tout autre indice, que la succession de ces nombres
n’est pas l'effet du hasard ou du concours de causes
indépendantes.

Au contraire, quand la loi nous apparait comme
trés-simple, lors méme que les nombres observés n’y
satisferaient pas rigoureusement, pourvu que les ob-
servations soient en nombre suffisant, nous n’hésitons
pas 4 admettre l'existence de la loi, et a imputer aux
erreurs de I'observation, ou & quelques causes pertur-
batrices que la théorie signalera plus tard, les écarts
entre les nombres observés et ceux qui satisferaient en
rigueur a la loi dont la simplicité nous frappe.

Mais en quoi consiste précisément la simplicité d’une
loi? Comment comparer et échelonner, sous ce rapport,
les lois infiniment variées que lesprit est capable de
concevoir, et auxquelles, lorsqu’il s’agit de nombres, il
est possible d’assigner une expression mathématique?
Le probléme peut paraitre insoluble en soi, et il I'est
certainement pour nous, a cause de I'imperfection de
NOS connaissances.
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Lors méme qu’il serait soluble, et que la gradation
dont nous parlons serait établie, il n’en résulterait nul-
lement un mode d’évaluation numérique de la probabi-
lité de l'existence de la loi a laquelle des observations
en nombre limité satisfont rigoureusement ou approxi-
mativerhent.

235. Le systdme planétaire nous offre tin exemple
bien remarquable, qui rentre presque exactement dans
Ihypothése abstraite du numéro précédent, et qui peut
contribuer encore A éclaircir ce sujet. On a remarqué
depuis longtemps que si 'on range les planétes (Mercure
excepté ) dans l'ordre de leurs distances au Soleil, les
intervalles des orbites, ou les différences entre les
moyennes distances du Soleil &4 deux planétes consécu-
tives, suivent & peu prés une progression géométrique
dont la raison est a : de sorte que, si Pon prend pour
unité l'intefvalle de Porbite de Vénus i celle de la Terre,
les intervalles suivants seront exprimés par les nom-
bres a, 4, 8, etc., conformément au tableau suivant :

x 2 4 8 16 32
(Vénus) (La Terre) (Mars)—  (Vesta, etc.) (Jupiter) (Saturne)
—(La Terre). —(Mars). (Vesta, Junon, —(Jupiter). —(Saturne).— (Uranus).
' (Céreés et Pallas).!

Du moins, cette progression, a laquelle les distances
moyennes, dans le sens des astronomes, ou les demi-
grands axes ne satisfont qu'approximativement, se véri-
fie rigoureusement, entre les limites des excentrz'cz'té.r:;
cest-a-dire qu'on peut assigner, pour chaque planéte,
une valeur du rayon vecteur comprise entre les distances
périhélie et aphélie, telle que la série satisfasse a la pro-
gression des intervalles doubles. Il semble bien difficile
d’attribuer au hasard un rapport si simple, et de n'y pas
voir une loi constitutive du systéme planétaire, malgré
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Iignorance ol la théorie nous laisse des causes qul ont
présidé a sa formation. ‘

On sait quavant la découverte des quatre planétes
télescopiques, et méme bien avant que celle de la pla-
nete Utranus, en ajoutant un nouveau terme 2 la série;
eiit singuliérement corroboré la probabilité dela loi dont
il ’agit, des esprits éminents, frappés de la lactine qué
laissait dans la série I'intervalle entre Mars et Jupiter;
avaient soupconné lexistence d’une plandte intermé-
diaire. Par la dévouverte des quatre planétes télescopi-
ques , dont les distances moyennes au Soleil different
peu entre elles, et qu'on est porté, d’aprés plus d'un
indice, a regarder comme les débris d’'une planéte dés -
truite, les anciennes conjectures se sont trouvées véri-
fies;; et il est devenu bien plus difficile encore de né
voir, dans le fait de la progression des intervalles dou-
bles, qu’une rencontre fortuite. .

Cependant la planéte de Mercure fait exception,
puisque lintervalle de l'orbite de cette planéte a celle de
Vénus est sensiblement égal a l'intervalle des orbites de
Vénus et de la Terre, tandis qu’il n’en devrait étre que
la moitié d’apres la loi présumée. Afin de sauver cette
anomalie, Bode, astronome allemand du dernier siécle,
a imaginé de présenter la loi autrement. Si 'on exprime
par 10 la distance moyenne de la Terre au Soleil, celle
de Mercure au méme astre aura sensiblement pour va-
leur 4, celle de Vénus 4 + 3 ou 7, et la distance d’'une
plandte quelconque au Soleil sera exprimée par la for-
mule

4 + 3.2 : ‘ (a)
¢ désignant le numéro d’ordre de la planéte, & commen-
cer par Vénus , ainsi que l'indique le tableau ci-apres :
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4 7 10 16 a8 53 100 196
Mercure. Vénus. La Terre. Mars. Vesta,Junon, Jupiter. Saturne. Uranus.
v Cérés et Pallas.

I est visible que la formule (a), a cause de la cons-
tante 4 quelle renferme, a moins de simplicité qu'une
progression géométrique dont les termes ne subiraient
pas l'addition d’un nombre constant; et qu’en outre
P'anomalie pour Mercure n’est pas sauvée quant au fond,
puisqu’on ne saurait tirer de la formule la distance de
Mercure au Soleil, par I'attribution d’une valeur conve-
nable 4 lindice . D’ailleurs, on peut noter que Mer-
cure fait également exception dans le systéme des sept
planétes non télescopiques, tant par la grandeur de
Pexcentricité de son orbite, presque égale a celle des
orbes de Junon et de Pallas, que parla notable distance
du péle de son orbite a la région du ciel ol sont grou-
pés maintenant les poles des six autres orbes planétaires
[145 et 156]

Maintenant nous demandons si I'on congoit la possi-
bilité d’assigner une valeur numérique a la probabilité
de la loi de Bode, présentée sous une forme ou sous
lautre; si on peut tenir compte numériquement de la
confirmation apportée a cette loi par la découverte des
nouvelles planétes, ou de linfirmation qu’elle regoit de
Panomalie pour Mercure ? Evidemment, de toute cette
discussion ressortent des probabilités que la philosophie
naturelle ne saurait négliger, qui ne sont pourtant pas
de nature 3 déterminer une conviction compléte, et
qu’il serait chimérique de vouloir exprimer par des
nombres.

236. Quand on remplace les notions de pure arithmé-
tique par des considérations géométriques, les remar-
ques de I'avant-dernier numéro prennent une nouvelle
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force. Supposons que dix points déterminés sur une
surface plane, par des observations en méme nombre, se
trouvent appartenir a une circonférence de cercle : on
n’hésitera pas & admettre que cette coincidence n’a rien
de fortuit; qu'elle indique une loi d’aprés laquelle les
points observés, et ceux que détermineraient ultérieu-
rement, dans les mémes circonstances, des observations
analogues, doivent effectivement appartenir. 4 une ligne
circulaire. Si les dix points s'écartaient ‘fort peu, les
uns dans un sens, les autres dans 'autre , d’une circon-
férence de cercle, on attribuerait les écarts 4 des er-
reurs d’observation ou a des causes perturbatrices d’'un
ordre inférieur, plutét que d’abandonner la loi.

On serait encore plus frappé du résultat observé, et
Pon hésiterait moins a lui attribuer une cause réguliére,
si le cercle occupait certaines positions remarquables,
si, par exemple, son centre coincidait avec le centre de
figure de l'aire plane sur laquelle tous les points doivent
se trouver.

Au lieu de tomber sur une circonférence de cercle,
les points pourraient étre situés sur ume ellipse, sur
une parabole, sur une infinité de courbes différentes,
susceptibles d’'une définition géométrique; et méme la
théorie nous apprend quon pourra toujours trouver,
parmi les courbes qualifiées de géométriques, une
courbe telle, qu'elle passe par tous les points observés,
quel qu'en soit le nombre, et lors méme que leur dé-
termination individuelle résulterait de causes fortuites
et indépendantes.

La probabilité que la détermination des points obser-
vés s'opére sous linfluence de causes réguliéres, dé-
pendra donc de la simplicité qu'on attribuera a la courbe

a8
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qui les relie, exactement ou a peu prés. Or, incontes-
tablement, toute classification des lignes sous ce rapport
n’est qu'artificielle , soit qu’on se régle sur le degré de
leurs équations, sur le nombre des termes qui les com-
posent, sur celui des paramétres qui y entrent, etc. Une
parabole peut étre réputée, a certains égards, une courbe
plus simple qu'un cercle. Une courbe a équation trans-
cendante, une spirale, par exemple, peut étre en un
sens regardée comme plus simple, et comme plus propre
a exprimer une loi de la nature dans la production de
certains phénomeénes, qu’une infinité de courbes a équa-
tions algébriques. Lors donc que le sentiment de la
simplicité d’'une courbe observée, par opposition a celui
de l'infinie multitude des courbes possibles, entraine
un jugement de probabilité, cette probabilité n’est nul-
lement exprimable en nombres, 4 la maniere de celles
qui résultent de ’énumération des cas favorables ou dé-
* favorables & la production d’un événement parmi des
cas également possibles, ou entre lesquels du moins
nous n’avons, a cause des données que nous possédons,
aucune raison de préférence.

237. M. Poisson s’est proposé (*) d’assigner la pro-
babilité qu'un événement remarquable est dii & une
cause spéciale, réguliére, et non aux combinaisons du
hasard. « Lorsqu’il s’agira, dit-il, de trente boules ex-
« traites d’une urne qui contient des nombres égaux de
« boules blanches et de boules noires, les événements
« remarquables seront 'arrivée de 30 boules de la méme
« couleur, celle de 30 boules alternativement blanches
« et noires, celle de 15 boules d’'une couleur, suivies

(*) Recherches sur la probabilité des jugements, p. 114 et suiv.
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« de 15 boules de l'autre couleur, etc. Dans le cas d’une
« trentaine de caractéres d’'imprimerie, rangés a la suite
« I'un de l'autre , les événements remarquables seront
« ceux ol ces lettres se trouveront disposées, soit dans
« Pordre alphabétique, soit dans l'ordre inverse, ou
« bien ceux ou elles formeront une phrase de la langue
« francaise, ou d’une autre langue.....» En partant
dela, et en admettant qu'on connait le nombre des évé-
nements remarquables, et celui des événements non
remarquables, M. Poisson assigne, d’aprés les reégles
communément admises dans la théorie des probabilités
a posteriori, la probabilité que 'apparition d’un évé-
nement remarquable n’est point effet du hasard.

Mais le défaut du raisonnement consiste 3 supposer :
d’une part, qu'on peut tracer une ligne de démarca-
tion entre les événements remarquables et les événe-
ment non remarquables ; d'autre part, que les événe-
ments réputés remarquables sont remarquables au méme
degré , et doivent étre placés sur la méme ligne. Qui
pourrait dire au contraire, en épuisant toutes les com-
binaisons possibles sur 'ordre des trente boules, quand
une combinaison cesse d’étre remarquable ? La com-
binaison de caractéres d'imprimerie, dans laquelle un
voyageur reconnaitrait quelques mots parlés par une
peuplade sauvage, doit-elle étre comptée parmi les com-
binaisons remarquables, et serait-elle pour nous aussi
remarquable que celle qui nous offrirait des mots usuels
de notre langue? Regarderions-nous comme également
probable que I'une ou lautre n’est pas le résultat de
causes fortuites?

238. Au surplus, dans les deux exemples de M. Pois-
sons, les combinaisons, remarquables ou non, sont en
28,
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nombre limité; tandis que nous avons fait voir préce-
demment que, dans la plupart des cas, un jugement de
probabilité analogue - rcpose sur le caractéere de sim-
plicité que présente unc loi observée, entre un nombre
infini de lois qui devraient étre réputées également
possibles, si la loi donnée. par l'observation n’avait
pas une raison intrinséque d’existence, n’était que le
résultat de la combinaison fortuite de causes indépen-
dantes. Ici les lois remarquables, comme les lois non
remarquables (4 supposer qu'on pit faire des unes et
des autres deux catégories tranchées, et mettre sur la
méme ligne toutes celles qu’on aurait rangées dans la
méme catégorie), seraient en nombre illimité et inde-
fini; et 'on ne saurait concevoir d’aucune maniére que
le rapport de ces deux nombres converge vers une limite
finie et assignable, tandis que les deux termes du rapport
croissent indéfiniment : toute application des notions de
la probabilité mathématique au jugement de probabilité
dont il est question pour le moment, serait donc fausse
et illusoire. -

239. Mais, de ce que les géométres n’ont point a s’oc-
cuper de telles probabilités qui résistent a application
du calcul, il faut se garder de conclure qu’elles doivent
étre réputées sans valeur aux yeux du philosophe. Loin
de la, comme nous 'avons indiqué, toute la critique de
la connaissance humaine, en dehors de la voie étroite
des déductions logiques, repose sur des probabilités de
cette nature, qui tant6t frappent tous les esprits, déter-
minent ou justifient la conviction irrésistible qu’on ap-
pelle de sens commun, et dans d’autres cas ne sont
appréciables que par des intelligences exercées. Le géo-
métre lui-méme n’est le plus souvent guidé dans I'inves-
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tigation de vérités nouvelles que par des probabilités de
cette derniére sorte, qui lui font pressentir la vérité
cherchée, avant qu’il n’ait réussi a lui donner I'évidence
démonstrative, et & 'imposer sous cette forme a tous
les esprits capables d’embrasser une série de raisonne-
ments rigoureux.

240. Résumons en quelques mots les principaux points
de doctrine que nous avons pris a tache d’établir dans
cet essai.

1° L'idée de Aasard est celle du concours.de causes
indépendantes, pour la production d’'un événement dé-
terminé. Les combinaisons de diverses causes indépen-
dantes, qui donnent également lieu a la production d’un
méme événement, sont ce qu'on doit entendre par les
chances de cet événement.

2° Quand, sur une infinité de chances, il n’y en a
qu’une qui puisse amener I'événement, cet événement
est dit physiquement impossible. La notion de Fimpos-
sibilité physique n’est point une fiction de lesprit, ni
une idée qui n'aurait de valeur que relativement a Iétat
d’imperfection de nos connaissances : elle doit figurer
comme élément essentiel dans 'explication des phéno-
ménes naturels, dont les lois ne dépendent pas de la
connaissance que ’homme peut en avoir.

3° Lorsque I'on considére un grand nombre d’épreuves
du méme hasard, le rapport entre le nombre des cas
ou le méme événement s'est produit, et le nombre total
des épreuves, devient sensiblement égal au rapport entre
le nombre des chances favorables a4 I’événement et le
nombre tatal des chances, ou a ce qu'on nomme la pro-
babilité mathématique de Vévénement. Si 'on pouvait
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répéter I'épreuve une infinité de fois, il serait physique-
ment impossible que les deux rapports différassent d’une
quantité finie. En ce sens, la probabilité mathématique
peut étre considérée comme mesuraut la possibilité de
I'événement, ou la facilité avec laquelle il se produit.
En ce sens pareillement, la probabilit¢ mathématique
exprime un rapport subsistant hors de Pesprit qui le
concoit, une loi a laquelle les phénoménes sont assu-
jettis, et dont lexistence ne dépend pas de I'extension
ou de la restriction de nos connaissances sur les cir-
constances de leur production.

4° Si, dans Pétat d’imperfection de nos connaissances,
nous n’avons aucune raison de supposer qu’une combi-
naison arrive plutét qu’une autre, quoiqu’en réalité
ces combinaisons soient autant d'événements qui peu-
vent avoir des probabilités mathématiques ou des pos-
sibilités inégales, et si nous entendons par probabilité
d’un événement le rapport entre le nombre des combi-
naisons qui lui sont favorables, et le nombre total des
combinaisons mises par nous sur la méme ligne, cette
probabilité pourra encore servir, faute de mieux, a
fixer les conditions d’un pari, d’'un marché aléatoire
quelconque; mais elle cessera d’exprimer un rapport
subsistant réellement et objectivement entre les choses;
elle prendra un caractére purement subjectif, et sera
susceptible de varier d’'un individu a un autre, selon
la mesure de ses connaissances. Rien n’est plus impor-
tant que de distinguer soigneusement la double accep-
tion du terme de probabilité, pris tantét dans un sens
objectif, et tantét dans un sens subjectif, si I'on veut
éviter la confusion et V'erreur, aussi bien dans Pexposi-
tion de la théorie que dans les applications qu'on en fait.
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5° La probabilité mathématique, prise objective-
ment, ou concue comme mesurant la possibilité des
événements amenés par le concours de causes indépen-
dantes, ne peut en général, et lorsqu’il s'agit d’événe-
ments naturels, physiques ou moraux, étre déterminée
que par l'expérience. Si le nombre des épreuves d’un
.méme hasard croissait 4 l'infini, elle serait, déterminée
exactement, avec une certitude comparable & celle de
Pévénement dont le contraire est physiquement impos-
sible. Quand le nombre des épreuves est seulement trés-
grand, la probabilité n’est donnée qu’approximativement;
mais on est encore autorisé 4 regarder comme extréme-
ment peu probable que la valeur réelle différe notable-
ment de la valeur conclue des observations. En d’autres
termes, il arrivera trésrarement que 'on commette une
. erreur notable en prenant pour la valeur réelle la valeur
observée.
6° Lorsque le nombre des épreuves est peu considé-
rable, les formules données communément pour I’évalua-
tion des probabilités & posteriori deviennent illusoires :
elles n’indiquent plus que des probabilités subjectives
propres a régler les conditions d’un pari, mais sans
application dans 'ordre de production des phénoméenes
naturels.
7°1l ne faut pourtant pasconclure de la remarque pré-
cédente, que le nombre des épreuves doive toujours étre
trés-grand , pour donner aveec une exactitude suffisante
et avec un degré suffisant de vraisemblance , les valeurs
réelles de la probabilité d’un événement ; seulement cette
vraisemblance n’équivaudra pas 4 une probabilité prise
dans le sens objectif. On ne pourra pas assigner la
chance que I'on a de se tromper, en pronongant que la
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valeur réelle tonbe entre des limites déterminées : en
d’autres termes, on ne pourra pas assigner le rapport
du nombre des jugements erronés au nombre total des
jugements portés dans des circonstances semblables.
8° Indépendamment de la probabilité mathématique,
prise dans les deux sens admis plus haut, il y a des pro-
babilités non réductibles dune énumération de chances,
qui motivent pour nous une foule de jugements, et méme
les jugements les plus importants; qui tiennent princi-
palement A I'idée que nous avons de la simplicité des
lois de la nature, de I'ordre et de I'enchainement ration-
nel des phénoménes, et quon pourrait & ce titre qua-
lifier de probabilités p/ilosophiques. Le sentiment con-
fus de ces probabilités existe chez tous les hommes
raisonnables ; lorsqu’il devient distinct, ou qu’il s’appli-
que a des sujets délicats, il n’appartient qu’aux intelli-
gences cultivées, ou méme il peut constituer un attribut
du génie. Il fournit les bases d’un systeme de critique
philosophique entrevu dans les plus anciennes écoles,
qui réprime ou concilie le scepticisme et le dogmatisme,
~ mais qu’il ne faut pas, sous peine d’aberrations étranges,
faire rentrer dans le domaine des applications de la pro-
babilité mathématique.

FIN.
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