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tuellement claires, élégantes, et ne comportent pas de longs déve-
loppements : elles sont plutét destinées a fournir aux candidats
des modéles de composition qu’a augmenter leurs connaissances
théoriques, et & éveiller leur curiosité, On peut regretter, de
temps en temps, surtout dans un Livre destiné a des éléves, un
abus du style elliptique : pourquoi, par exemple, écrive : « Trouver
par les imaginaires la valeur d’une intégrale »? Cela pourrail passer
dans la conversalion, entre gens qui ne se piquent pas de « parler
comme des Livees ». Que les Livres, au moimns, ne donnent pas le
mauvais exemple aux candidats a la licence, qui sont de futurs

professeurs. J.. L.

MELANGES.

NOTE SUR LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE L'ANALYSE;

Par M. Cu. CELLERIER (').

1. Préliminaires. — Parmi les principes ordinairement consi-
dérés comme évidents, relauls & la continuité des fonctions, en
particulier des séries, a leur intégration, a leur différentiation, ete.,
il en esL qui sont en effel rigoureusement exacts, d'autres ne le
sonl pas sans exception; nous verrons, par exemple, que les termes
d’'une série peuvent étre fonctions continues d’une variable, la
série ellé-méme convergentle pour toutes les valeurs de la variable
comprise entre deux limites, tandis que la somme de la série es!

discontinue entre ces limites: nous verrons aussi des t::-;c_-.mp]uea de

fonclions explicites, déterminées el conlinues pour toutes les va-

('} Ce Mémoire a ¢é1é trouvé dans les papiers de M. Cellérier, professeur i
Genéve, mort 'année derniére.

Il est entiérement éerit de sa main sur un papier jauni par le temps; 'auteu?
a mis sur la feuille qui le renfermait la suscription que voici : « Trés importanlt.
et, je crois, nouveau. — Rédaction correcte. Peut étre publié tel quel. » Mal-
heureusement, le Mémoire ne porte aucune date, et il sera sans doute impossible de
savoir si les résullals essentiels l]ll'i:l contienl ont éL¢, ou non, oblenus avanl ceu®
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MELANGES. 143

lears de la variable, et qui n'ont jamais de dérivées, ou qui en ont,
de sorte que les dérivées de Lous les ordres soient elles-mémes des
fonctions continues, mais telles en méme temps que, quelle que soit
la valeur de la variable, un accroissement de la fonction ne peut
Clre exprimé en fonetion de celui de la variable, quelque petit qu’il
Soit, par la série de Taylor; cette singularité avait déja été remar-
quée pour certaines fonctions, mais seulement pour des valeurs
Particuli¢res de lavariable. D’autres fonclions continues se trouvent
he pouvoir élre constamment croissantes ou déeroissantes pendant
que la variable est comprise entre deux valeurs quelconques, quel-
lue peu dillérentes qu’elles soient. 1l est clair que I'examen de
“es cas singuliers n’a pas d’autre but que de discerner les principes
€ssentiels a toute fonction de ceux qui ne le sont pas, car pour ces
derniers le moyen le plus simple de prouver qu’ils ne sont pas gé-
Neraux est d'en produire une exception. Mais pour ceux-li il est
ulile, en outre, de savoir reconnailre par certains caracléres, quand

e 'on doit 2 MM. Weierstrass, Schwarz, du Bois-Reymond, Darboux, Dini, ete.
Duaoi qu'il en soit, ils ont éLé obtenus indépendamment des travaux que nous
YEnons de rappeler, comme le prouvera la lecture du Mémoire, el en particulier
la phrase suivante que 'auteur n'aurait sdrement pas écrile s'il avait eu connais-
sance des recherches dont les fondements de 'Analyse ont été 'objel depuis une
Vingtaine d’annédes : « On pourrait par un raisonnement analogue,.. démontrer
uelques autres propriétés essentielles de toutes les fonctions contlinues, celles de
U2 pouvoir passer d’'une valeur & une autre sans devenir exactement égale a tout
"ombre intermédiaire, d'étre susceptible d'une valeur maxima et minima qu'elle
dlleint pour une valeur au moins de la variable, ete. Ces questions offrent peu
@intéreét... » Ce passage suffirait, s'il en était besoin, & mettre hors de doute la
bonne foi de Cellérier. Comme Uindique la suseription de son Mémoire, celui-ci
"€ S'était pas trompé sur limportance des matiéres qu’il contient, et le lecteur
POurry se convainere que Cellérier avait vu et trés bien vu tout ce quiil y a
Fessentiel dans le sujet : notion précise de la continuité, notion de Punformité
dans la continuité des fonctions, dans la convergence des séries, existence du
1“"'“himum elfectivement atteint, existence de I'intégrale pour les fonctions con-
I.mue.-a, existence de foncltions continues qui n'admettent point de dérivées, et qui
€ sont ni eroissanles ni décroissantes, toul se trouve dans les quelques pages
que poys publions. Les raisonnements sont rigoureux et les exemples simples :
d0jourd hui encore, malgré tous les travaux dont la matiére a été P'objet, le Mé-
Moire de Cellérier, en changeant quelques termes, et en ajoutant quelques indi-
Cations que nous lavons cru inutile de signaler, constituerait tout an moins une
Execellente lecon sur les principes de "Analyse.

Nous nous bornerons a remarquer que l'exemple_donné par 'auteur d'une
r"fll:tirm continue qui n'admel point de dérivee, exemple qui se préte i une dé-

. o
e
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on les emploie, qu'on ne tombe point dans un cas d’exception.
(Cest ce que nous avons pu flaire pour les séries, comme on ¢
verra, par une régle simple en pratique, celle de la convergence
commune.

UHF: 1‘1"1._{'|L‘ HHHM;‘[HZ‘. l‘l.r]ﬂli\'ﬂ a la ]u'ﬂ]ll‘if"l.{' d'avoir une dérvee.
serail difficile i trouver.

[l nous arrivera plusieurs fois de considérer un nombre comme
limite d’aulres nombres g, 2., 4. ... allanl en croissant, en
l”"t]hl'ﬂ i“li“i, HliliH |'I1i].|.|'fn"llll'.l]t;|“l, I_]'Ui“l. il lli“““‘h ]j{.'ll.“' i“'lr'l'.i:"!l_'r
ce mode de détermination, il faul remarquer que s1 gy, ga, ..., au
lieu d'étre des nombres abstrails, sont des grandeurs concreétes, 1
suflit qu’elles ne croissent point a l'infini pour qu’elles approchent
d'une limite /. de méme espéce, de sorte que, ¥ élant aussi pelite
{]u’Dn 1I|r'mll:h':l, la suite iy Say v e so1l constamment, q] |::u‘lit' d'un
certain rang, ffi.lltlfll‘i:‘i{' enlre A el A =Y (Jest sur cette [H'Hlll‘it"[.l:

qu’est basée la notion du nombre en général,'ou du signe qui indigue

monstration trés naturelle, est trés voisin de Fexemple classique da a M, Weier-
strass et signalé par M. du Bois-Reymond dans le t. 79 du Journal de Crelle,

savolr

i — o
Fia) = E b"cos{a“"xrw),

i )

o @ est un enbier mpair el & un nombre positil Lel que Von ail

ab = 1. — 7.

La fonction choisie par Cellérier est la suivante :

n = af
'\1 sIinat e
'__:f._;_'] L R o
e i
=1

La méme série fournit un exemple de fonclion continue qui n'est ni croissante
ni décroissante. M. Darboux avait signalé, dans cet ordre d'idées, la fonction

| =2

~a lsmnrxw)d,

en supposant la série Xa, absolumenl convergente { Annales de 1'Ecole Nor-
male, anneée 18-5).
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le mode de formation de la grandeur au moyen de son unité : 'ex-
Pression |a plus simple de ce signe est un nombre décimal dont les
“Il‘“rru:-; se prolongent a U'infini suivant une loi fixe. Le signe une
fois lixé, les nombres Zyy Loy ooy substitués aux grandeurs, déter-

| o - =
Ninent encore un nombre unique A.

¥

2. Continuité des Sonctions. — Une fonction d'une variable #
“SU un nombhre qui en dépend suivant une loi fixe, exprimable ou
100 par les signes usuels. Désignons par () une fonction qu
‘este finie et déterminée pendant que 2 croit de o a 3. Nous di-
F:”'JE quelle est continue pour une valeur particuliére x = ¢lorsque,
?La"lduum’: un nombre Y aussi pelit que l'on voudra, on peut tou-
JOurs en trouver un autre 4 tel qu’on ait f(x) — f(e)<<v quand
Bt <k, ces inégalités étant simplement numériques. On sup-
POse ¢n outre dans ces énonces (que x, comme ¢, est astreinl a étre
Compris entre o et % ou dégal & 'un d’eux. Nous exprimerons en
ah"&ﬁi: cette propriété en disant que la limite o convient a celle
"alﬁ’flll‘ €T = ¢.

On dit que la fonction est continue de « a 2 s1 elle 'est pour
“IlHHu{: valeur particuliere de & comprise dans cet intervalle.

Une autre maniére de concevoir la conlinuilé consisterait a dire
Que, quelque petit que soit v, on peut toujours trouver un nombre
h e qu'on ait f(x)— f(r) < Y quand & — 1y <k, x et y étant
1|3'7~]’|:Il|*:t*i:-: enlre z et 3, du reste quelconques. Cela revient a dive
1Won peut trouver une limite / convenant a la fois & toutes les va-
EUII‘E de x. Ce nouvel énonce n'est ]mint tout a fait i."t[lli'fﬂfﬂlll at
Précédent, et mémeil n’en est point la conséquence nécessaire dans
“cas ou la fonclion est déterminée pour les valeurs rationnelles

® & seulement. Dans ce cas, les définitions précédentes ont un
*6Ds Lout aussi précis, pourva que chaque valeur particuliere ¢,
¥ soit Supposée rationnelle ; mais 'expression ;L—J:’ €n supposant

Ue ¢ o LT ‘exen
}l ® @ esl une constante irrationnelle, nous donne 'exemple d’une

:{tz::ihﬂ“ (qui est continue pour toute valeur rationnelle de &z, sans
e méme valeur de A puisse convenir a toutes.

IEI:L;}II.ME -':’II_E!I‘{'.'.I'I]L"IIL dans le cas ﬂl't]-]lﬂili':‘ﬂ ol la fonction '3-“.[ dé-
Nee aussi bien pour les valeurs irrationnelles de la variable.

En elfey

y Supposons pour un instant que, v ¢lanl donné, aucune
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limite /2 ne pit convenir a la fois & toutes les valeurs de » com-
prises entre « el 3. Alors si nous partageons l'intervalle de = & 9
en un nombre arbitraire » d’intervalles égaux, 1l faudra admettre
(que la méme anomalie aura lien pour 'un d'eux, de sorte qu’en
nommant «, et 3, ses limites, aucune valeur de 2 ne pourra con-
venir 4 la fois a toutes les valeurs de # contenues entre o, et [3:-
S’il en était autrement, en effet, et que pour chacun des intervalles
une cerlaine limite 2 piat convenir, la plus petite conviendrait @
'intervalle entier de o a 3. Nous supposerons, pour que z, el 9
soient entierement déterminés, que quand z croita partir de %
I'intervalle de o, & 3, est le premier qui ail ce caractére. Cela pose.
partageons-le encore en n intervalles égaux; 'un d’eux, de o, & 32
présenlera encore la méme anomalie qu’aucune valeur de /i ne€
peut convenir a la fois a toutes les valeurs de x quil contient, el
nous admellrons encore que ce soil le premier (qui se trouve dans
ce cas quand z croit & partir de o; nous le partagerons encore
en n parties, et ainsi de suite a I'infini. Or les nombres o, %2
%y, ... sont parfaitement déterminés par la régle qui précéde, ils
sont en nombre infini, vont en croissant (ou du moins non dé-
croissant), mais non a I'infini. Il y adonc un certain nombre ¢ qu
en est la limite, et celui-lia devrait jouir de la propriété qu’en pre-
nanl § aussi petit que 'on voudra, aucune limite 4 ne pourrait con-
venir a la fois a toutes les valeurs de x nnmpl‘iﬁcﬁ entre ¢ -+ 0 el
c—0; ¢’est ce qui est impossible, car, la fonction étant continué€
pour & = ¢, on peut trouver un nombre 2/ tel que si & est com-

lu'i:i entre ¢ = 2k, on ait
Pl ] e
f(z)—f(e)< ;T,

et il en résulte que, pour toute valeur de z comprise entre ¢ == /:
la limite /e peul convenir; en eflel, si b est une de ces valeurs, €t
que z soit compris entre 6 == A, 1l le sera entre ¢ == 2/, et par
sutle on aura

; S o I
f@)—f()<-1 fle)—f(b)<y;
’ .

]
d’on
.rf-.l:. .,J'" | _.frlll I!'-J' I‘ -:'.:_1 .'I.Il"

contrairement a 'hypothese.
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On pourrail par un raisonnement analogue, ¢’est-a-dire en par-
lagean) % — = en intervalles de plusen plus petits, et considérant
le nomlpe déterminé par la suite de leurs limites inférieures, dé-
".mnlrer quelques autres propriéiés essentielles de toutes les fone-
Llons conlinues, celles de ne pouvoir passer d'une valeur a une
Wlre sans devenir exactement égale & tout nombre intermédiaire,

d

'I‘il & s & s
€re susceptible d’'une valeur maxima el minima qu’elle atleint
POur une valeur au moins de la variable, ete. Ces questions offrent

Peu d'intérét, vu leur évidence. Nous remarquerons seulement que

Il
£
f Jlxr)ydr

o

Inlégrale

:. - r = i # " / ;
Chosens absolument déterminé, en désignant par /() la fone-
lon, §;

on partage Uintervalle % — 2 en n parties égales, puis
EI'IEH_'.I.]II-:*_

en o autres, el ainsi de suite a infini, on peul faire cor-
‘¢Spondre une somme de produits dont chacun est celut de la va-
len Commune de lintervalle, par la valeur minima de la fonction
qUand la variable s'v lrouve comprise; la somme de ces produils
“orrespondant i chaque intervalle ¢éltant désignée par s, pour le
f”'f-‘ll'lh*l' mode de partage, par s, pour le deuxieme, el ainsi de
Ulte, ces nombres Syy Say 83, ... lormés suivant une lor déterminée,

5 % w . " - M -
o0l en nombre mmfini, constamment croissants, el la hmite dont

7
s o, o r g
Y dpprochent est Pintégrale ci-dessus.
3. Continuité des séries. — Une série est dite convergente

ID " # -
Squiil existe un nombre s tel que, ¢tant donné un nombre vy aussi

PEUL quon voudra, la somme des termes devienne, dés que l'on dé-
I'ﬂﬁﬁ{i

un certain rang, conslammenl comprise enlre $ == Y.

I i L] A =
I Une Se€rie convergenle peul changer de valeur ou méme devenir
tyy "
Verge

nie ll'hl‘ﬁqllﬂ I'on chanee "'ordre des lermes sans en omellre

ge
Cest ce qui arrive, par exemple, tlu:.m-{l, dans la série

—

I ——— [ I

& r.

‘W
3 3

| Loratifa
— ~ b =y ..y 5ans ometlre aucun des termes n[:ﬁutlib, 11
I[_."H F.q I- = ]

. Space davantage pour intercaler entre eux plusieurs lermes po-
Ell__i - " ® o . ® # i ” [ '

rh " :Il_i:-‘,ﬁ;:r [13“5 1“:.; enonces 5“]1|,,';';'|[‘||;:-.‘.:|I {".:-]l—ll necessalre '[IL'. I]I'Eﬂlﬁf_'.r

€nly,

m”‘-l‘f:nmnu:u (

(ue l'on entend par le premier terme, le deuxiéme,
ElLe

) A0S opérer aucune réduction entre un terme el ceux qui le
h‘III_ Al # L]
Yenlk oy Je précedent.



148 PREMIERE PARTIE.

51']’[‘“511115 (que 'l:h:!‘-"lllﬂ terme soil une fonction déterminée €l
continue d'une variable # pendant qu’elle varie de « & 3. Suppo-
sons en culre que la série soit convergente pour chaque valeur

de .r, c'est-d-dire qu'en désignant par le reste de la série la dillérence

entre la somme d'un certain nombre de termes el la somme totales
on |mi5.~;u pour chaque valeur de 2z assigner un nombre n de termes
lel qu'en en prenant ou 7 ou un plus grand nombre, le reste soll
inférieur i toute quantité donnée v. Nous 'exprimerons en abrégé,
en disant que le nombre 2 convient & une certaine valeur de .

Quoique l'on regarde en général la somme de la série comme
fonction continue de & quand elle satisfait les conditions I’.It'l'.r‘[:é"
dentes, on peut s’assurer qu’il n’en est pas toujours ainsi par
I'exemple suivant, ou les termes sont les expressions entre paren”
theéses

I ' i +3
(1+&2)+]|-+x(1—x?2) |+ | — +x(1—22)2 |+

.

de sorte que le terme général est

# ,1."' I
f ) + (11—,

A

(lhm!lu- terme esl une lonction conbinue: la série est :'.nlluzl'gt‘-l1l'3

quand @z est compris entre == y/o; mais, comme elle ne l'est pas @

A

ces limites, bornons-nous a laire varier &« de —1 4 17 poul

% il 2 les Lermes sont

2 -

- e —_— - '_];—- —-i-— -— o e

I
I..t .li 3 . ;] 0 i

la série esl {"L;':l|ﬂllu:nl convergenle pour @xr =— o, les termes etant
nuls depuis le second ; or une semblable série satisfail rigoureuse”
ment & la condition de convergence. Pour toule autre valeur de &5

la série est la somme de deux progressions convergentes, donl la

"y l 4
raison esl -, 1 — .z*, el a pour valeur
9
I |
| x?
] — =3

elle est par sutle discontinue pour x = o.
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Une série dont les termes sont fonctions continues entre o — .,
¥ ==1 sera aussi fonction continue entre ces limites si elle salis-
lait ce que nous nommerons la condition de convergence com-
Mne, c’est-a-dire si, quel que soit v, on peut trouver un nombre 7
qQui convienne 4 la fois a toutes les valeurs de . Clest ce qui n’a
Pas lieqy pour |a pr:h*.{itlem.ﬂ; car, en n’_j.r prenant que n termes, le

Fesle pst
i

1"""-—--""-.

2 (1 — a2 )
x

I

.»-:1"-_]

'y quelque grand que so0it £, i1l y aura toujours de petites valeurs
de o pour lesquelles il dépassera +.

Mais si la condition esl satisfaite, alors, en désignant par f(x)
la somme de la série, par f,(x) celle des n premiers termes, on
Pourra choisir » de maniére qu'a la fois pour toutes les valeurs

' 7 " . | . “« :
de o le reste f(ax)— fu(x) soit << 575 puis, Ju(x) étant une fonce-
lon continue, on pourra trouver aussi une limite 2 telle que I'on
" 1 | & i 5 | = - -
L () — fu(r) < 5 Y quand & — y < h; alors la limite /i con-

Yiendra 4 la fonction f(x), car s1 & —y < I, on aura

J ol e el I S AP gL
f{jw,___l}r‘”{_.f.}__;_ s < _jr‘”t‘r-p—f;,rﬂJ'_"a'f-: _3: J‘nf.._l-}l——f[..} ) <. "i".’
B Par suite

f(2)—=S(¥)<y
b ; r P \om
ar exemple, pour s’assurer que le L[l’ﬂ'ﬂlnl‘lp[}]‘ﬂﬂnl{jh* s

O

1 1 A ¥ i !
e e e ( e gl
i fn m f\ i

] e o —_ — — e I-I—I — e e -

I 1.2 1.2.3

E g . & M "
ﬂ”‘-ﬁl,‘;e bien vers la limite

| I
} == — == _._..:—___
1 T

1Uand 1 croit d’une maniére continue a l'infini, on peut consi-

de

L] l " & - iiw

L. — =
-
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gence commune: elle résulte d'aillenrs de ce que le rapport du terme

F F . | ey % I " T e i !
de rang n -+~ 1 au précédenl est inférieur a & s'il est posiuf, a

i
"1l est négatif,

La condition de convergence commune est suffisanle, mais non
nécessaire, pour que la somme de la série soit fonction continue:
c¢'est ce que 'on peut vérilier par 'exemple suivant, ol les termes

sonl les t:xprusaﬁinn:; enlre |'111n-|1l]u'-.~en.-'.

F L]
, A . {0 ] i 4

(1 L+ 2e—T") —--( — =i -J...r'f'ﬂ-*"—.rf'—-l") i {[ : 4 3re—ir — g re—2x } -

o , [ .4
de sorte que le terme général esi

it
e +(n —4t1)re—n+lie__ p pe—nx:,
T R

I'n eflet. les lermes sonl fonctions conlinues, quel que soit . ; pout
x =0, la somme se réduil & 1; pour loule autre valeur, la somme

des n premiers est

3 i1

x =
4= = = —— =+ — 4 R re—nxs
| L 1.2, ..l 0 —1)

el converge, quand n augmente, vers e :en ellet, si, pour un instant,
v = a % ™ - ®

on fait croitre n d'une maniére continue, quand il augmente de ©

I

% I ¥ TE WS = : A 5 I ¥ i %
a—»,etde — a U'infini, naze " croit de o & — et décroit ensuilé
--'Il_l, P!'- I'".II'I

jusqu’a o. La somme e?, devenant 1 pour 2 = o, est par suile con-
tinue. Toutelois la condition de convergence commune n'est pas

satisfaite ; car, queh[ut: grand que soit 7, on pourra prendre x asse’

. i : o
pelit pour que la valeur = de n, qui rend le principal terme du

reste maximum, soit encore plus grande, et par suite, en prenant

un plus grand nombre de termes, on aurait un reste peu différent

| | . i " # #
de — et qui peul étre tres considérable.
ex

4. Intégration et différentiation des séries. — Représentons
toujours par f(x ) lasomme d’une série convergente donl les termes
sont fonctions continues de z quand cette variable croit de « 2 -
S'il y a une convergence commune, alors les intégrales des termes

111'1595 entre deux himites comprises entre « et % auront pour somme
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JSf(x)de prise entre les mémes limites : il suffit évidemment de
le démontrer en supposant que ces derniéres soient z et 3 elles-
Mémes. Or, quelque petit que soit v, on peutchoisir n' de maniére
que, s1 le nombre n des termes est supérieur ou égal a4 »n', en
! Hommant £, (z) leur somme, on ait

S(&) —fulz)+ v = ou >o0, flx)—fulx)— v = ou <o;

] "
do5 résulte

' B 4

f J(z)dr — f JTn(x) dor + *;{',3 — o) = 0ou >0,
8 LR | .

P ~f

; I flx)dxr — / Ju(Z)dr — (83 —2)=ou < o;

LA v’ of
I

4
[Ij =, # i - I i L A "
on résulte évidemment que f Julx)dr, ¢'est-i-dire la somme
. ﬂ

f
- & ™ ‘J i
des Intégrales des lermes successils, converge vers [ Jlz)dz,
Vo

qUand n augmente.

| La propriété relative a la différentiation résulte de celle-ld ; car,
S f(x), J'(#)sont les sommes des deux séries dont les termes sont
r:ﬂllc[,it;ms continues de z entre « et 3, si de plus elles onl entre ces
limites une convergence commune, et que les termes de la seconde
So1ent les dérivées de ceux de la premiére, on pourra en conclure
que f'(z) est la dérivée de x. En effel, si @ et a + h sont deux
“:’-‘-‘mhres quelconques compris entre 2« et ¥, en nommant f,(r),
fr.:{-T) la somme des n premiers termes de chaque série, on aura

w Il =

[ *:f;t{'r:"":fn{ﬂ—F'fi-}'-.fu{ﬂ].

L ii’

Or 1e premier nombre, quand 2 augmente, différe aussi peu que
l-, =+ h n
. Y i
N voudra, comme on I'a vu, de f J'(x)dz, tandis que le se-

it |

“ond converge vers fla+h)—f(a); il en résulte

., it +
"“ ﬂr_-[:_{'; —=J(a) —_ ;} { Jilx)dz.

s
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Or, en prenant /e trés pelit, 1l est aisé de voir que le second membee
différe aussi peu que P'on voudra de f'(a) qui est bien, par suite, la
dérivée de _f'[l.r] pour xr—¢a: celte valeur @ est d'ailleurs un
nombre quelconque compris entre o et 3.

S'il n’y a pas convergence commune, 1l est remarquable que la
premiere de ces deux propriétés se trouve en défaul méme pour
la seconde série (Jue nous avons prise pour exemple, quoique la

somme soit fonction continue: en ellet, on a dans ce cas

l‘r f *i I I f ,--E I I
[ ,f..-*'{ I ) : 1‘ s 3 p—xe J ; { Sl L ¢ P =2 }
; : \ A A i B g )
] | %
i 7 it i 1
— s i R Sy e o i
I I.2 T ] 3
qui converge, £_|l|;||n] 1t est Lres ;_;rnuq]_ vers ef — -, tandis que
A
s -
I ,Ilrl -*".I"'f--i" { I""F.I't.f" = Lt — .
= LI |

). f::r'.-‘mpfr* de fonctions faisanl exrceplion aur J'r'*;_?’-"'f’-“

usuwelles. — Considérons la fonction donnée par la sére suivanle
! SIn T sinalax sin et - =inal s
;llrl r;—_ — — . - - B— - : .. e _ S §
. il (12 it e it

dans lmlm'_‘”ft @ esl un entier constant (que nous supposerons po-

sitif et trés grand. La série étant plus convergente que la pro-
2 I ] ; . .

CIeSSI0n s .« w, 1l est elair i{li'ﬂ”t- a une convergence con-

mune entre deux valeurs nlm-h:;'m-:'lm-.-a de &, et que, parsaite, f(r)

est une fonction continue.

Cette série nous fourniraun exemple soit d’une fonetion qui n
jamais de dérivée, soit d'une fonction qui n'a jamais aucune période
de eroissance ou de décroissance; ces propriétés seron! plus aisées
i vérifier en supposant @ pair pour la premiere et impair pour la
seconde. Dans les deux cas, nous supposerons a > 1000, et nous
poserons aussi, £ ¢tanl un exposant posilil qui sera pris trés grand.

i R

f(#+ 22) = fea)

\ el
fi= - : S
e

Ty
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.l est clair que, dans cetle expression, les termes dans lesquels
n— T g : frait
—=0n > :J::spu aitront, et l'on pourra cerire

1 2 : G| 2 T

Al e-'-lu(—.—j e S 1 --.-m.(, 'j
Jr. (i e, S L gpi—=n
= Cos(ar) - 3 sin{ atax ) —— AL

o B 1 e 5] 2%
| —
' Al : fi—n

M1 o o .
1 i1 dmm I seconde somme r:heupu: terme esl nuuu-r:c[m:nu:n| n-

' g —
lE.'f‘f'lllf‘.'ur‘ A i

4 - ——, et par suite la somme entiére a la progression in-
A f—n
‘i"—ri » . T.: : : - = 5
linie = — = - Dans la premiére somme, s1 l'on
- 2 a— I

re ; , :
Mplace les sinus par les angles, 'erreur commise sur chaque

Yy \ (ge—rt

ler o o v e LA :
me es| {'.;_Tnh:mtfn! inférieure a i —;—) el par smte, sur la SOMmMMmd,
%

EI : 1 \ : e , o B s . . ’
le Pestay produit de la préeédente par = d’ot résulte que nous
% f

| - 1y
COS{ar)-+—cos(ar)+cos(atz)—+...+ cos(at 1) —
i —1

-I'I:':' —

?

Clany L‘l]ﬂ];ﬂ*iﬁ enlre

S

—

Upposons mamtlenant ¢ Emil' ¢l posons

=)
-I'I:,'I: — —_ e —

u

es tar Ay . e -
Slermes dans lesquels 7 = ¢ disparaissent encore dans celle ditf-

. 2 sin(atax) ,
le terme de rang 7 donne — ——— "=, de sorle qu’on

r“”!m:ir :

dury

- i T : -
. : SN : } el [ :-u.-a(—.—‘,;) : :
"':'f-‘:: Ein \ iR o, TR e 07 Ll ‘1_-'.||'||:”:_;-}
Cos( ar) sin(atxr) - —— — s S B0
1 e | ’ T
i 1 ”e'—u

{. 3 W i
J“ verrait encore (que la seconde somme esl nlltnur]qugmmﬂ_

Inl”l‘li}urn :

ol
| I 1 £
o L et e S e ;
2 ( as 28— 1)
Bull. des Sciences mathém., 2* série, t. XIV. (Juillet 1890, ) T
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ct qu'en remplacant dans la premiére les sinus par les angles, l'er-
reur qui en résulte est une trés petite fraction de 'expression

précédente. On aura, par suite,

.||;|.':I — '-'H}F{‘ff-.?‘.} e {'H:-i{'ﬂ'rid‘" :| - ':‘}b({f:j;f'} A ok

fi’ o sin(alxr)

e ?

—+ cos{ai—lxr) 4

a — 1 i

) érant nm'n]'u'iﬁ entre &« 2.
Or s’il arrivail que, pour une certaine valeur de z, la fonction
f(x) elit une dérivée f'(z), cela supposerait que, vy étant auss

petit r]u’nn voudrait, 'expression

J()—S(=)

)i

' - r w i i ) ot . r @ 3. "
fit comprise entre f'(x) ==y, toutes les lois que y — x seranl
numériquement férieure a une certaine limite /i ; d’oti résulterail

que les expressions A;, A; devraient, quand ¢ augmente, converger

- N & [ "
vers une méme limite et, par suite, ki — ki, ki— k; vers o3 0!

on 4
‘ljlf .j F.H_I'
Kiv1— ki= cos(a‘x) + 3 ki—h;= —sin(a'xr) + — 3
; i — 1 T a—1

# L T i1 " # # rh,‘_
en désignant par 07, 07 la somme algébrique de deux quantités
analogues, de sorte que " est compris entre ==8, et §” entre =63

1l faudrait done que

T e

. Hr.l : : : u

cos(a‘ &) 4+ — y  Sin(atr) -+ —
: i — I { } =~

devinssent a la fois aussi pelils qu'on voudra quand ¢ croil a
'infini.

Or ¢’est imlms.-:ihh‘, puisque, leurs seconds termes étant de tres
petites fractions, la somme de leurs carrés differe toujours tres
peu de 'unité.

Supposons maintenant @ impair, nous allons démontrer que la
fonction ne peul jamais élre constamment croissanle ni constam=
ment décroissante pendant que z croit de « a B, quels que sorenl

ces i[[.‘ll’h’. lIUIIl]j]'I"H. lin l*ﬁ]*l._, nots ]umnnn:-i r]::ni_-«‘ir |"p|||i.1|- :_,l_ qs550%
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L]
L |

ﬂ‘rr 5
srand pour qu’on ait

at( —a) > 6m,

El j ¥ A y =
| en résultera que, pendant que x croit de « a 3, le produit

{I'P. ¥ - Ll Ll L] Ll
: * devient au moins six fois un multiple exact de =; soient 2’ la
I_ o . ®
Plus Petite valeur de pour laquelle cela a lieu, 2" la suivante;
En % 5 5 ® .
Mme i] y en plusieurs encore, il en résulte

ﬁ s J_J' } -_j‘['l-"'_ _r"], Ol 3 _TIF.;
] ft'.
Par Sulte,
27 27
' -+ y X - —
e P e

E{}n % £ 2 : : : :
LLuml”‘iﬁ entre « el 3, et 1l en sera de méme « fortiori de

% e AT
i ] Wy == ==
i1t (!
€n 5 i " - : .
i Upposant { > L. Or 2" et 2" étant aussi compris enlre « el [3

I =l .
Esulterait de notre hypothése que

L at

R B PO ) Wy

E‘fr“ . L] - 8 = L] A
“1€nt avoir le méme signe; il en serait, par suile, de méme

es v _ j
Valeurs de 4; en y substituant o = &/, xr=2a". Or ces deux

Valey e : : ;
4TS se Composenl chacune des trois expressions suivantes
0 -1 i—1
Y 1
ki = 4= S cos({ar) —+ } cos( ax),
a—1 | ol

1 L

°s Valeurs de (n x, ¢tant le produit de @¥z par un enlier impair,
‘-"::;E::n”“ Iu:ul.u:; :-fa'flu fois un I]'Illl|l,il}%{-:' pﬂil‘ de = I{D"F I'une {IE”:'
dﬁnn 2=z ou 2", et un multllﬂu impair pour I'autre, ce (qui
e
L—1— 1, —(i—1—p),
dﬂns le
!ﬂgne d

Sera de
thﬁse

S deux cas; or on peul prendre ¢ assez grand pour que le
€ &; soil celui de cette partic de sa valeur; par suite, k;
Signe contraire dans les deux cas, contrairement 3 'hypo-

e

|
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6. Remarques sur la série de Taylor. — Observons que, s
une série convergente a tous ses termes positifs, on peul a vo-
lonté changer leur ordre, en réunir plusieurs en un seul, ou réci-
proquement remplacer un seul par d’autres tous positifs, dont 1
est la somme: on peut aussit metlre a part des termes en nombre
infini, la somme des deux séries formées soit par ceux-la, soit par
ceux qui restent reproduit la primitive. Convenons, pour abréger,
de dire qu'une série est numériquement convergente ll_'u‘squ’u“ﬂ
a des termes positifs et négatifs, mais reste convergente en les
prenant tous avec le siene -~. Dans ce cas 1'*gulﬂmunt, on l}ﬂlll
changer & volonté l'ordre des termes, remplacer quelques-uns
d’entre eux, méme en nombre infini, par un seul égal a leur
somme, et en répétant lopération, remplacer la série primitive par
une aulre dont les termes soient eux-mémes des séries. 1l sufht
(que Loul Lerme, choist 4 volonté dans 'ordre ancien, ail sa place
déterminée dans 'ordre nouveau.

Considérons maintenant une fonction quelconque f(x), et sup-
posons que f(r —+ t) soit développable par la série de Taylor
sutvant les puissances de ¢ lorsque # a une valeur particuliére
xr—1u, et que l'accroissement £ a une valeur quelconque inférieure
a une cerlaine himite k. Soit ) un nombre numériquement infé-
rieur a /&, nous allons démontrer que f(z + t) est encore déve-
loppable suivant les puissances de ¢ lorsque z = a@ + i, pourvu
que, en désignant par ', ¢/ les valeurs numériques de 0 et ¢ []u:m'—'

elles sont négalives, on ait

= At

en ellet, nommons ¢, ¢,, ¢y, ... les valeurs que prennent /() el
ses dérivies If.'ill;.,tf_.}. _f”{:.:t‘.':h {lutlll{.l on y pose r — a : comme fj.-|-¢"
est numériquement inférieur a A, on aura

- 0 ¢ (44 t)2 () - £)3
Jla+0+t)=c+¢y— + Cg——— 4 05 b

| I .2 I.2.9

de sorte que la série sera convergente et donnera bien la valeur
de la fonction; la série reste convergente, par hypothése, ['[umu|
on y remplace 0 - ¢ par ki les termes, dans ce cas, élanl lous

infertears a un certain maximum M, 1l en résulte que, s1 l'on rem-

————
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place ( —+ ¢ par '+ ¢/, le terme général seva inférieur A

“: Comme nous supposons '+ ¢’ diflérent de £ et plus peut, il en
Fésulie (jue, méme en y remplacant ¢, ¢, ... par leurs valeurs
Positives '] y en a de négatifs, la série resterait convergente; il
N seraiy, ]'.n.'u‘- suite, de méme si 'on remplacail chaque puissance
(- )" par son développement, ou le terme quelconque par
41 différents (L),

De 1 résulte que la série qui exprime f(a -1+ ) quand on
J ‘emplace de méme le terme contenant (0 =+ ¢)" par n + 1 dullé-
fents est numf:riquenn:nt convergente; on peul, par suite, sans
Ehaﬂ{.{er 5a4 somme, grouper aulrement les termes el écrire

0 (2 3

f'rr H4-1) = Ir:?'-' Cp = == -+ O -
A ol 2 { oy AT li,*t..i..}

a L]

- U B
- Oy == Ca — =4+ s ' % ®
| ( ol SEDA )

¥ (PRSIl Gy Lo T e P L

1.2\ IR Fimiatbe et
Les series successives précédentes sont numériquement conver-
SCnles s1, dans 'une d’elles, on prend b, ¢, €1, ¢;3, ... lous avee
E_ Signe —+, elle a évidemment une convergence commune quand §
Qimip jusqu'a o, puisque, alors, le reste de la série, quand on
Prend 4, termes, ne fait que décroitre. Cette limite supérieuare, du

r A v o T - " '
ESLEu e peul elre que LI‘D]J lorte qu;lml on reshbitune a ﬁ, Cly =«

I' - - M & " - T :.
“lrs Signes; ainsi la série a encore une convergence commiune,
¥k . ; ! Ji".!

YU résylie que celles qui servent de coeflicient a e sonl

I}' g ' s ] k- ®
‘0 les dérivées successives de la premiére par rapporta 0; or,
E‘ n . 7 . ®
elle-cj osy J(a—+0); on aura, par suite,
3
: 5 P 1 'ﬂ W 1 _-_.. —_—
Eg -0 t)y=fla+0)+f'(a+h) = + f(a+0) s e

C. 0. F. D.

‘.‘-‘_\-‘_'_‘_'—-—-___ 3 .

I ¥ ‘ 1
| TR deux lignes plus bas, lauteur veut dire que I'on remplace le terme
{’ . | 1 : : E u F
v “que de rang n -1 par les n 41 termes distinets qui resulleraient de son dé-
-1'. -
_lu|1|}1:ﬂu‘:llh
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Ce qui précede suppose que, pour z = a, la série qui exprime
f(a 4+ t) non seulement est convergente, mais représente bien la
fonction; on admet qu’il en est ainsi, en général, quand l'accrois-
semenl ¢ est au-dessous d'une limite £ suffisamment petite, ou du
moins qu'il n’y a d’exception que pour certaines valeurs particu-
lieres de 2. Nous allons toutefois donner un exemple d’une fone-
tion pour laquelle cela n’a jamais lieu; savoir la suivante

sin(gxr) sin(glx) sin{ g3x) sin( zhvxr)

()= o B 3 R Sl
J %) I .2 1.2.3 1.2:3.4

dans laquelle g est un entier positif trés grand. Les séries lormees
par les dérivées successives des termes donnent bien celles de la

fonction, ¢’'est-a-dire on a bien

rens( oa) ir2 g
i ] ] o) a ] . !
filx) = - cos( 22x) + —cos{ 23 2) 4. ..,
I 1.2 ' 3.3 :
:;E 11";-:#
f(x)=— Zsin(gxr)— —sin(g2xr)—...,
! 1.2

i “

car les termes de f1(x) sonl numériquement inférieurs & =
fr = fi b
= = f . ; ll- [. _'..1-:. Jﬂ--ll. I|I ; : g i. e l’;r“llq \i"
— > ——> ou i ceux de la série e8"; chacune de ces séries, )

compris f(x), a, par suile, une convergence commune entre deux

valeurs quelconques de .

Or, s’1l arrivait {[uu,' pour une certaine valeur z = «a, la série de
Taylor donnét la valeur exacte de f(a-t) quand ¢ < £, elle
donnerait, comme on l'a vu, aussi celle de f(z--¢) quand z = a -+ ,
0 et ¢ étant deux nombres que nous supposerons positifs, toules

] # L [ & s
les fois que O + ¢ << k; ou en désignant ~ k par &, cela arriverail
toutes les fois que & esl compris enlre « el a -+ h, et que t<h. Or
on peul prendre 'entier o assez grand pour que 2z croissant de @
a a—+h, gtx passe par une valeur multiple de 2=; donnant & la

valeur correspondante, on devrait avoir

-I—
|

: ) . t e i
R nt) = R} ) S R ) e
Nous allons prouver, au conlraire, que les termes de celle-la

croissent sans limite, quel que soit ¢. En effet, en supposant 7
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‘Mpair, on aura

in - -F" 1] B 1h|r.|' ] ;'rE il
T-T_'i_-__ Jitlp =4 — —cos(gx) - - cos( gl )+...
g L T PR QL R | i 1.2 ¥
= fn _ 1 oh
= — finl p = [cos(ga) —1]
jl'"i!- L] nrlli -I--ll-" .ﬂ' I
E'.'-!.l'j
+ = [cos(gixr) —1] +...
R &

't:.rl.:l.'-i"n"l'
—+ cos(g¥1z)—i])
[...I:.!..!.—'I][ 4 |

2 i frd 1
i i

.i'l'l‘ "l;‘rl"-. L
_|_ ( _:' =g + ; ""i_-i-+ ]
L PR I .2 [.9.9

“n . . \ ol
*fémarquant que cos(gtx), cos(gtt'z), ... sont I'unité.

La Premiére partie de cetle expression est inférieure i

fn / I‘.r i J|:|_'||v'E i kY
-.—.-—-_('_}:'...._._..'--:}: _|__.+)‘
R LR o R 1 | .

EI - = LB 1
La Jortiori i
> | f__:--y.—-l }n
P TR

7

la e % .
Quelle décroit sans limite quand n aungmente; la seconde partie

esg
(e8"—1)tn

Poleaali

la :
quelle croit a Iinfini, puisque, en laissant de coté le terme — 1,

r'e .
mleg;:ml. It par n -1, le rnp;u_:-rt des valeurs est

eg™g—1) ¢

y
it =1

l

“quel lui-méme croit a infini.

['-l?l:]t_len; 1"'*5.u|le pas de ce (qui [}l‘éﬂfftli? que la série de Taylor pour

e 'TUI]I.I:II{IH soit toujours t]wcrgﬂhule. E'_'uu!jpnff;mns, par exemple,
& 501l un nombre impair de la forme 47+ 3, de sorte que g3,

1 3 . 3
*+« a1ent cette meéme forme, el g2, 24, ... la forme 47+,

Sy

Aloy 1
15"1 £n ]}n_q;ml =3 e ;ﬁ, 00l alrd
o1 i) =0, fU{x) =8,
Jlagy-. 1 ! ! ;
"-J- b e —— £ ‘ : & .j ‘Il.l'{ I."} S o b _1_. ;""|-_ ! -

| 1,2 1.2, 3 | [ .3 [.9.3

R
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cb. en _-_'4"r|+'*r'n1, itoclanl 1s:||i!'~

série convergente, quel que soit ¢, mais qqui, comme nous [avons

Ear‘mnfm ne [n*ul |mi||I rt"pl'{'rﬂ'ulu'l' la [onclion If- T = [).




