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INTRODUCTION.

QUBLQUES personnes, qui ont bien voulu .
guider mes premlers pas dans fa carriere
des sciences , et-parmi lesquelles je cite-
rai avec reconnaissance MM. Laplace et
Poisson , ayant- témoigné e desir de me
voir publier le Cours d’analyse de 'Ecole
royale polytechnique, je me suis décidé
i mettre ce Cours par écrit pour la plus
grande utilité des éleves. Jen offre ici{a pre-
miere partie connue sous le nom &’ Analyse
algeébrique, et dans laquelle je traite suc-

cessivement des diverses especes de fonc-
a
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tions réelles ou imaginaires, des séries
convergentes ou divergentes, de la résolu-
tion des équations, et de Ia decompesition
des fractions rationnelles. En parlant,  de
Ja continuité des fonctions, je n’ai pu me
dispenser de faire connattre Ies propriétés
principales des quantités infiniment pe-
tites , propriétées qui servent de base au
calcul infinitésimal. Enfin, dans Ies preli-
minaires et dans quelques notes placées a
Ia fin du volume, jai présenté des déve-
loppemens qui peuvent étre utiles soit anx
Professeurs et aux Eléeves des - Colléges
royaux, soit a ceux qﬁi veulent faire nme
étude spéciale de I'analyse.

Quant aux méthodes, jai cherché  leur
donner toute Ia rigueur qu'om exige en
géoni:.étrie, de maniére a ne jamais recou-
rir aux reisons tirées de la genéralite de
Palgebre. Les raisons de cette espéce , quoi-
que assez communement admises, sur-tout
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dans le passage des séries convergentes

| aux séries divergentes, et des quantités

reelles aux expressions imaginaires, ne peu-
vent étre considérées, ce me semble, que
comme des inductions propres a faire pres-
sentir quelquefois Ia verité, mais qui s’ac-
cordent peu avec P'exactitude si vantée des
sciences mathématiques, On doit méme
observer qu’elles tendent a faire attribuer
aux formules algebriques. une ¢étendue in-
définie, tandis que; dans Ia réalité ; 1a plu-
part de ces formules subsistent uniquement
sous certaines conditions, et pour eertaines
valeurs des quantités qu'elles renferment.
En déterminant ces conditions et ces va«
leurs, et en fixant d’une maniére précise le
sens des notations dont je me sers, je fais-
disparaitre toute incérti'wde'; ‘et ‘alors les
différentes formules se présentent plus que
des relations entre les quantites réelies, re-
lations qu'il est toujours fucile de vérifier

a
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par la substitution des nombres aux quan-
tités elles-mémes. Il est vrai que, pour
rester constamment fidele a ces principes,
je me suis vu forcé d’admettre plusienrs
propositions qui paraitront peut-étre un
peu dures au premier abord. Par exemple,
jénonce dans Ie chapitre VI, qu'une serie
divergente n’a pas de somme ; dans Ie cha-
pitre VII, qu'une équation imaginaire est
seulement la représentation symbolique
_de deux équations entre quantites reelles ;
dans le chapitre IX, que, si des constantes
oudes variables comprises dans une fonc-
tion , aprés avoir cté supposées réelles ,
deviennent imaginaires , la notation a
Paide de laquelle la fonction se t;'owvaz't
‘exprimée, ne peut étre conservée dans le
' calcul q_u’en vertu d’'une convention nou-
velle propre d fixer le sens de cette nota-
tion dans la derniére hypothése ; &c. Mais

eeux qui [iront mon ouvrage reconnaitront,
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je Yespere, que les propositions de ceite
nature , entrainant I'’heureuse nécessité
de mettre plus de précision dans Ies théo-
ries, et d’apporter des restrictions utiles a
des assertions trop étendues, tournent au
profit de 'analyse, et fournissent plusieurs
sujets de recherches qui ne sont pas sans
importance. Ainsi, avant deffectuer Ia
sommation d’aucune série, jai dii examiner
dans quels cas Ies séries peuvent étre som-
mées, ou, en d'autres termes, quelles sont
les conditions de leur convérgencé ; et
j'ai, a ce sujet, établi des régles générales
qui me paraissent mériter quelque atten-
tion.

Au reste, si jai cherché, d’une part, &
perfectionner P'analyse mathématique, de
Pautre, je suis loin de prétendre que cette
analyse doive suffirc a toutes Ies sciences
de raisonnement. Sans doute, dans les

sciences qu’on nomme naturclies, Ia seule
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‘méthode qu’on puisse employer avec succes
consiste a observer les faits et a soumettre
ensuite les observations au ealcul. Mais ce
serait une erreur grave de penser qu'on ne
trouve la certitude que dans les demonstra-
tions géométriques, ou dans le témojgnage
des sens ; et quoique personne jusqu'a ce
jour n'ait essayé de prouver par I'analyse
P'existence d’ Auguste ou celle de Louis X1V,
tout homme sensé conviendra, que cette
existence est aussi certaine pour Ini que le

“carré de 'hypothénuse ou Ie théoreme de
Maclaurin.Je dirai plus ; 1a démonstration
de ce dernier théoréme est a la portée d'um
petit nombre d’esprits, et les savans eux-
mémes ne sont pas tous daccord sur T'e-
‘tendue qu’on doit lui attribuer ; tandis que
toutlemonde sait fort hien par quila France
a été gouvernée dans le dix-septieme siecle,
et qu'il ne peut s'¢lever a ce sujet aucune

contestation raisonnable. Ce que je dis ici
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d'un fait historique peut 8’appliquer égale-
ment a une foule de questions, en religion,
en morale, en politique. Soyons done per-
saadeés qu'il existe des verites autres que les
verites de P'algebre, des realités autres que
les objets sensibles. Cultivons avec ardeur
les sciences mathématiques, sans vouloir les
étendre au-dela de leur domaine; et n’al-
lons pas nous imaginer qu’on puisse atta-
quer Thistoire avec des formules, ni don-
ner pour sanction a fa morale des théoremes
d’algébre ou de calcul intégral.

En terminant cette Introduction, je ne
puis me dispenser de reconnaitre que les
fumiéres et les conseils de plusieurs per-
sonnes m'ont été fort utiles, particuliére-
ment ceux de MM. Poisson, Ampere et
Coriolis. Je deis a ce dernier, entre autres
choses, Ia régle sur la convergence des

y produits composés d’'un nombre infini de

facteurs , et jai profité plusieurs fois des
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observations de M. Ampere, ainsi que des
méthodes qu’il développe dans ses Legons
d’analyse. |

>
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LECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE.
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PRELIMINAIRES.

Revue des diverses espéces de quantités réelles
que Lon considére, soit en algébre, soit en trigo-
nométrie, et des notations a laide desquelles on
les représente. Des moyennes entre plusieurs
quantites.

Pour éviter toute espéce de confusion dans le
hngage et Vécriture algébriques, nous-allons fixer -
dans ces préliminaires la valeur de plusieurs termes
et de plusieurs notations que nous emprunterons
soit & Talgebre: ordinaire, soit & la trigonométrie.
Les explications que nous donnerons & ce sujet
sont nécessaires, pour que nous ayons la certitude
détre parfaitement compris de ceux qui liront cet
euvrage. Nous allons indiquer dabord quelle idée
# nous paroit convenable d'attacher & ces deux.

. mots, nombre et quantite.

~ Nous prendrons toujours la dénomination de

TOM. 1. A
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nombres dans le sens ot on Femploie en arithmé-
tique, en faisant naitre les nombres de la mesure
absolue des grandeurs; et nous appliquerons uni-
quement la dénomination de quantités aux quan
tités réelles posztwes ou neo'atwes , Cest-a-dire,
aux nombres précédés des, slgnes + ou —. De
plus, nous regar('lerons les quantxtes comme des-
tinées a cxprimer des accroissemens ou des dimi-
nutions; en sorte quune grandeur donnée sera
simplement représentée par un nombre, si Ton se
contenté dc la comparer & une autre grandeur de
méme cspéce prisc pour unité, et par ce nombre
précéilé du signe+ ou du signe —, si on la consi-
dére’ comme devant servir 4 Paccroissement ou a
la dimimution d’une grandeur fixe de la méme. es-
péce. Cela posé, le signe + ou — placé devant
un nombre en modifiera la signification, &-peu-prés
comme un adjectif modifie celle du substantif. Nous
appellérons valeur numériqgue d'une quantité le
nombre qui en fait la base, quantités égales celles
qui ont le méme signe avec la méme valeur numé-
rique, et quantités opposées deux quantités égales
quant & leurs valeurs numériques , mais affectées de
signes contraires. En partant de ces principes, il est
facile de rendre compte des diverses opérations que
Ton peut. faire subir aux quantités. Par exemple,
deux quantités étant données, on peurra toujours
en trouver une troisiéme qui, prise pour accroisse-
ment d'un nombre fixe, si elle est positive, et pour
diminution dans le cds contraire, conduise au méme
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#ésuliat que fes deux quantités domnées, ernpwyées
fuge aprés 'autre & pareil usage. Cette troisiéme -
quanti}é, qui & elle seule produit le méme effét que:
ls donx. awtres., est ce quon appelle leiir sonihe.
Ainsi les deux quentités — 1o et -+ 7 ont pour
sume-—; , attende qu'une dimmution de (o uni- . .
#s, joiste 2 wae sugmentation de.7 unités , équi~

it i uné dimmution de 3 unités. Ajeuter déux

quantités, c'est former leur somme. La différerice’

enire ure premiére quamrté et une seconde’, Cesé
use troisiome qumute qui, ajoutée & fa scconde,

reprodnit la premiére. Enfin, on dit qu une quan~

té est ples grande ow plus petitc qu'une autre
sivant que la différence de la premiére & la seconde™
est positive on ncgatxve Dapres cétte déﬁni‘txon. '
les quantités positives surpassent toujours les’ quen-
Utés mégatives, ot eelles-ci doivent étre- cons:dérées
wame dautant plus petites que leurs Va!em-s -
périques somt plus grandes.

- En dgebte » On représente non -seulcmeént fes’
nombres, mais aussi led quantités, par des Ieftres.’
Cemimas.on est convenw de ranger' les némbres’
absolus dans Ia classe des quantités positives, on’

pent désigner n quantitd positive qui a pour veleur
mménigere le nombre A, soit par+ A4, soit’par 4!
. seplement, tandis que I quantité négitive opposéc’
%® trouve mplisentédpar——/f De méme, dansle’
s ol la lettve & représente une quantité, on cst’
cnvenu de regarder oomme synonymés lés déux‘

tipressioms aiet +a, e dtveptese‘ute? pat-L
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la quantité opposée 4 +a. Ces remarques suffisent
pour établir ce qu'on appelle la régle des szgua
[voyez la nate L™ ].

On nomme quaatité variable celle que l'on con-
sidére comme devant recevoir successivement plu-
sieurs valeurs différentes les unes des autres. Om
désigne une semblable quantité par ume lettre prise
ordinairement parmi les derniéres de I'alphabet.
Oa appelle an contraire quantité constante, et on
désigne ordinairement par une des premiéres letres
de Talphabet toute quantité qui recoit une valewr
fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successive-

o % ment attribuées 4 une méme variable sapprochent

v indéfiniment d'une valeur fixe, de maniére & finir

per en différer aussi peu que l'on voudea, cette

derniére est appelée la limite de toutes les autpes.

Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel est la

limite des diverses fractions qui en fournissent.des

valeurs de plus en plus approchées. En géométrie,

la surface du cercle est la limite vers laquelle.con-

vergent les surfaces des polygones inscrits; tandes

‘que le nombre de leurs coiés croit de plus on plus;

Lorsque les valeurs numénques successives dune

¢ yméme variable décroissent indéfiniment, de maniéwe

o ,“"‘ a g'gbaisser eu-dessous de tout nambre donné, cette

Y &% variable devient ce qu'on nomme un infinimens petis

N\ ou une quantité nfiniment pesite. Une variable de
cette-espéce a zéro pour limige. :

‘Lorsque les valeurs numeriques successives
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dune méme varinble croissent de plus en plus, :de
maniére & sélever au-dessus de tout nombre donng,
s dit que cette variable a pour limite Pinfini posétif,
isdiqué par le signe oo, sil sagit- dune variable
positive,, et Tinfini négatif, mdiqué par I netation
— o, gil gagit dune variable nega:trve Lés infinis
ponuf et négatif sont déstgnés con]omtemem sou;
le nom de guanmes infinies.

Les quantités qui se présentent, dans le caki!!,
comme résultats d'opérations faites sur une ou phu-
sieurs qutres quantités constantes ou variables, pews
vent étre divisées en plusiears espéces suivant ld
mture des opérations qui les produisent. Cest aiwsi
que {on distingue én algébre les sommes et diffé:
rences, les produits et quotiens, les puissances ‘et
racines, les exponentlelles et les logarithmes; en
frigonométrie, les sinus et cosinus, séeantes et .doe
sécantes, tamgentes et cotangentes, et'les ares de
eercle dont une ligne trigonométrique est . donnée.
Pour bien comprendre ce qui est. relatif & ces. ders
Ritres espéces de quantités, H est.nécesseire de se
rappeler les principes suivans.,

Une fongueur, comptée sur une ligne droite oun
courbe, peut étre, comme toute espéce de grandears,
représentég soit par un nombre, soit par une quan.
tité, savoir: par un nombre, lorsqu'on a simplement
égard & la mesure de cette longueur, et par une
quantité, c'est-a-dire, par un nombre précédé da
signe + ou —, lorsque Ton ' considére la longueur
dont il ¢'agit comme portée , & partir dun point fixe,
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siir la ligne donnée dans un sens ou dans un auiré,
pour servic soit a P'agmentation soit 3 o diminue
tion.dune euire lobgueur. consiante aboutissant &

“"«e point fixe. Le point fixe dont il est ici question,

gt & pantic duquel on doit' porter les longuenrs vay
rinbles dédignées par des quantités, est ce qu'on- ap-
polle Lorigine de ces’ mémes longueurs. Deux-lon;

" -.gueurs comptées a partic dune origine commune,

heid ~en sens contraives, doivent étre neprésentées

par des quantités de signes diflépens. On. peut chaisiy
4 volonté le sems dans lequel on doit compter les
ldngmm désignées par des quantités pesitives ;
mais, ce choix une fois fait, il faudra néeessdirement
compter dans le sens opposé les longueurs qui
sorami-désignées par des quantités négatives. « . -
-1+-:I)ans an cercle dont le plan est suppbsé verti<
cab, on prend ordinairement ‘poyr origine.des avcs
Féxtrémité du rayon tiré horizontalement de ganche
a dreite; et Cest en s'élevant au-dessus de de point
que-l'on compte les ages positifs, cest-ardive; cen¥
que:fon désigne par des quantités positives. Dans
le méme cercle, lorsque le rayon se réguit a Fundtés
* le-smus d'un arc, cest-d-dire, la projection sun le
dimmeétre vertical du rayon qui passe par l'extrémité
~ de cet arc; se compte positivement de bas en haut
Tt neganvement en sens contraire, 4 partir du centre*
_du cercle pris pour origine des sinus. La tangente
'se compte positivement dans le méme sens que le
" sinus, mais & partir de Torigine des .arcs et sur la

va'neale menée par.ceste ongme. Enfin, la’ secan(e;
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s compte & partir du centre sur lc rayon mené a
Pextrémité de Tarc que Ton considére, ot posmvc-
ment dans le sens de ce rayon.

Souvent le résultat d'une opération effectuee sur -
une quantité peut avoir plusjeurs valeurs différcntes
fes unes des autres. Lorsque nous voudrons dési-
guer indistinctement une quelconque de ces valeurs,
nous nous scrvirong de notations dans lesquelles Ia
quantité sera entourée de doubles traits on de
doubles parenthéses; et nops réserverons fa notation
ordinaire pour la valeut fa plus simple ou celle qui
paraitra mériter davantage d’étre remarquée. Aiosi,
par exemple, a étant une quantité positive, la racine
carrée de cette quantité aura deux valeurs numé-
nquement égales mais de signes contraires, dont
Tune quelconque scra exprimée par In notation

{a): ou Wa,

tandis que la valcur positive seule sera représentée
Par . ~
i ou ya;
en sorte qu'on aure o

(1) wa = + Va, '
ou, ce qui revient au méme,

() (a)f ==ai.
De méme encore, st Fon représente par @ une quan-
tité positive ou négative, la motation

a

arc sin. _((a» ou arc tang. ((a»

-
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désignera un quelconque des arcs qui ont Ia quan-
tité a pour sinus ou pour tangente, tandis que Ia
notation

arc sin, (a) ou arc tang. (a)

indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus
petite valeur numérique. A Taide de ces conven-
tions, on évite la confusion que pournut entrainer
Temploi de signes dont la valeur n'aurait pas été dé-
terminée d'une maniére assez précise. Afin de lever
& cet égard toute difficulté, je vais présenter ici le
tableau des notations dont nous ferons usage pour
exprimer les résultats des opérations algébriques ou
trigonométriques. ’

La somme de deux quantités sera indiquée a lor-
dinaire par la ;uxtaposmon de ces deux quantxtés '
chacune delles étant exprimée par une lettre précé-
dée du s:gne + ou —, que fon poum supprimer
(si Cest le signe +) devant la premiére lettre seu-
lement. Ainsi

~+a~+b ou simplement a+&

désignera Ia somme des deux quantités+a, +&;
et : '

+a—2b ou simplement a— b

désignera la somme des deux quantités +a, —5,

équivalente & la différence des deux quantités +a,
=+ b.

On md:quera l’égahté des deux quantités a et &
par le signe = interposé entreelles, comme il suit ,
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a=1>;
et Ton exprimera que la premiére surpasse la se-

conde, cest-a-dire, que la différence a —b est po-
sitive, en écrivant

a>b ou b< a
Nous représenterons encore a Tordinaire par -
+ax+5, ou simplement g.5, ou ab.
le produit des deux quantités +a, +b&; et par.
. v:— ou a:b o

Jeur quotient. :
Soient ggaintenant m et # deux nombres entiers, .

A un nombre quelconque, et @, b deux quantités

quelconques positives ou négatives.

A", A* ={/A4, A=, 4
représenteront les quantités positives qﬁ’op obtient
en élevant le nombre 4 i des puissances respectis
vement marquées par les exposans )

AN

: m
m, ':T; --!:;"; b;

et B

b quantité positive ou négative que produit lélé-
vation de la quantité g a la pulssance *m. Quant
mx notations

@) =wa, (=%,
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nous nous en servirons pour exprimer non-seule-
ment es valeurs positives ou négatives, lorsqu'il en
existe, das puissances de la quamlte a mgrquées par
les exposans

1 -m
?

n?' T o
mais engore les valeurs imaginaires de ces mémes
puissances [ voyez ci-aprés, chap. VII, ce qu'on
entend par’ expressions imagindires]. Il est bon
d'observer que, si-Ton désigne par 4 la valeur nu-
mérique de a, et si Tpn suppose la fraction = ré-
dujte a sa plus sitnple expression, la puissance

' ,«a»*‘* .

aura uné seule valeur reelle posmve ou negatue »
savoir,
4+ A% ou - A7,

lorsque - sera une fraction de dénominateur impair;
tandis qutile adurettra-les deux valours réslles dont
on vicat de parler, ou qu'elle n'en admettra aucune,
si - est une fraction de dénominateur pair. On peut
falrc unc semblable lemarque 4 Tégard de l'expres-
sion

, C | ((1a))__

Dans le cas particulier ou, la quantité a étant posi-

” R ) ' -
n

tive, on suppase — = -, Texpression ()" n'a
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que deux.valeyrs réelles 'une et. Tautre, et données
par ba formule (2), ou, ce qui revient au méme,
per la formule (1). ‘ '
Les notations S 7
I(B), L(B), L'(B), &

mdigueront les logarlthmes réels du nombre B dans
diffétens systemes tandls que chacune des sui-
vamtes: _ - ;

orgey, L(8), L ((5)) o
pourra servu- a deslgner, outrgwle }oganthme ree{
de la quantlte b, lorsqu il exlste, un quelcon ue de§
lo«anthmes imaginaires de cette - méme q antlte
[voy ci-aprés, chap. IX, ce qu on entend per loya-

rithmes - magmatres] I TR
En tngonqmetne, e

fhoE
sin. @, cos.d, tang. @, cot. @, 8én ., cosec. &,

- - suv @, cosiv. @,

exprimeront respectlvement |e sinus, le cosmus ,
hl&gente, 4a cotangente , 1aWécante, Ia’ cosecante,'v
le sinus verse ou le cosinus verse de Paxé a;-et les
notations :

wosig, ({a)), are cos. {a))y: arc tamg. (@), are dqf. ((a))

arc sec, ( )), arc cosee. ((a))')
mdiqéieront un quelconque des arcs qui,ont’ la
qlmntrté a pour sinus, ou’¢osinus, ou tangente,
ou cbﬁmgente ou sécanté , eu cosécarite. Nous
nous servirons des notathms simples = .
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arc sih. (a), are cos. (a) are tong"(a) trc'co( (a)
arc séc. (a) arc cosée. (a>
t

ou méme, en supprimant tout-a-fait les parentheses,
des notatlons suwantes

\}

arc sin. a, arc cos. @, trchug a, arccot. @,

. arc séc. a, arc coséc. @, -

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonomeé-

trique est égale & a, nous voudrons désigner celui
qui a lp plus petite valeur numérlque ou, si ces
arcs$ sont deux a deux egaux etde slgnes contraxres,
celm qm 2 la plus petxte valeur posmve En con«
sequence .

are sin. a, urctang a, arcoot. G, ncmeﬁ‘,

' mdlqueront des arcs positifs on négatlfs mais com-
pris entre lgg limites

-, +—0,
7 deslgnant Ia demigeirconférence dans le cercle
qui 2 pour rayon l'unité; tandls que

arc cos. g, arc sec. a, ..

mdlqum‘ont des arcaposmfs compris entre les limites
oetw. ..

. En vertu des convenhons que l’on, vient d'éiablir,.
si Ton désigne par 4 un nombre entier arbitraire, on
sura évidemment, pour des valeurs quelconques.
positives ou négatives de la quantité. a,
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wesm. (@) =2 :t(l-—arc sin. a) + 2k,
arc cos. (@) = =+ are cos. a:!:zl'vr,

(3) arc tang. {(@)) = arctang. p:’:k?r',
arc cos. @ +-arc sin. 4= =z,

2

I3 3 x
mm‘ha*mseﬁ.az’;‘

On trouvera de plus, pour desvaleurs posnwes dea,

(4) nmeot.a-r-arcu‘llg..a:-::,
et, pour &s valeurs négatives de a,
(5) 'arccot.a-o-arct;ng.a:—l.

)

Lorsqu'une quantité variable converge vers une
fimite fixe, il est souvent utile d’mdlquer cette hmlte
par une notation partlcullere cest te que nous
ferons, en placant Pabréviation

' lim. ,

devant la quantité varisble doat il s'agit. Quelque-
fois, tandis qu'une ou plusieurs variables convergent
vers des limites fixes, une expression qui renferme
ces variables converge a-la-fois vers plusiedrs
Emites différentes fes unes des autres. Nous mdique-
rons alors une: quelconque de ces derniéres limites ,
a Faide de doubles pnénthéses placées a la suite de
l’sbremtlm lim: , de maniére & entourer ['expres-

sien que f'on eonniére Supposons, pour fixer les
iées, qu'une vaviable positive ou négative repré-
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semtée par z converge vers la limite 1, et dési- -
gnons par A4 un nombre constant : il sera facxle de
sassurer que chacune des expresswns :

lim. (A") bim. (sin. z) R
a une valeur unique détérminée par l'équation -'
im. (A*Y=1,
ou lim. (sin.x)=¢;

tandis que Texpression

().

admet deux valeurs, savoir, + co, — oo, et

lim, ((;.n—;-)) ‘ N " )

une infinité de veleurs comprises cntre les limites;
—1'et +1. . oL
Nous allons terminer ces préliminaires en preseu

tant, sur les quantltes moyennes , plusxeurs théo-
réemes dont la connaissance nous sera fort utile
dans-la suite de cet ouvrage. On appele wioyenne.
entre plusieurs quantités données ume nouvelle!
quantité comprise entre Ia plus petite et i phuss
grande de celles que.l'on considére. D'aprés cette.
définition, il est elair qu'il existe une infinité de:
moyennes entre plusicurs quantités inégalds , .et:
“que la moyenne entre plusicurs quanititds dgales se-
confond avee chacune d'elles. Cela posé, on. éta-
blira facilemeént, ainsi quon peut le voir- dans la-
note H.¢, leg propositions suivantes. »:.... . .
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1" THEOREME. Soient 8, ', ¥' .... phtsiturs

quantités de méme signe en nombre », et a; a, d'...

des quantzte.s quelconques en nombre egal a celm
des premzeres. La fraction "

a+a +a’+&c ..
b4 b + 6%+ &e.. .

sera moyenne entre les suivantes

a a’ a” . i
T,."T’ 'b'—l, &C-..,. \

CoroLLaIRE. Si{on mpp@
b=b=0"...—=1, oo
oa conclnra du théoréme précéJent que la"quantité

a4 a +a’' + &c....
"

est moyenne entre les suivantes

a, d, d" ... &c....

Cette espéce particuliére de moyenne est ce quon
nomme une moyenne arithmétique. ' :
2. THEOREME. Sotent 4, 4', 4" ....; B, B,
B .... deux suites de nombres pris a volonté; et
formons avec ces deuz suiles, que nous supposons
rergﬁrmer chacune un nombre » de termes, les
racines .
B B B *
vA, v4', yA', &e...: '
B+B'+B"... e
A A A" . sera une nouvelle racine
moyenme entre toutes les autres.
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CodeLtairE. Si Ton prend
' B=B'=B"...=1,
on trouvera que la quantité positive
VA4 A ...
est moyenne entre les suivantes
A4, 4, A" .. ‘
Cette moyenne, d'une espéce particulicre, est celle
que 'on pomme moyenne géome'm'que. '

3." THEOREME Les mémes choses étant posées
gue dans le theowme L7, st a, &', " .... de
signent encoré des quantités de méme signe, la
ﬁ'actton

¢a1+¢’¢'+¢”a"-|-&c
ab4a b 4’ b7 4= &e. ..

_sera moyenne entre les suivantes

a' a” ‘
) *6-—,', o) &C....

ola

CaroLrairg. Si l'on suppose
C b=b=b".... = I,
on conclura du théoréme précédent que la somme
ae +aa +a'a" + &e....
-est équlvalente au prodmt de
a+a +a"+ &e....

par une moyenne entre les quantités g, @', a", &ec. ..,
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| Pour abréger, lorsque nous voudrons désigner

une moyenne entre plusieurs quantités g, a', a’ ...,
nous nows servirons de la notation
M(a, @, d ....).

Cela posé, les théorémes. qui précédent et leurs

corollaires se trouveront compris dans les formules

(6) a+a’+.~+&c....=M(%’ b' a" 2 &e.. )

b4-b 4 6" - &e. ... A7

(7) a+c’::”+&c..... =M(a, ar’ a' .'“..)’

M +B~..

O paarn=mlya, ya, ya.),
O A A A = MA, 4, 4°....),

sai-a' a’'+a’ a4, , . a’
(o) gy e =M (5 4 57 )

(1) aa».—a’a,’+a'a.”+..=(a,+a.'+a. Ma,d,a"..).
Dans ces formules , '
a,d,d ..; Z», b, 0" ey @y a,a ...
Ieprésentent trois suites de quantités, et
A4, A, A" ...; B, B, B" .

deux suites de nombres formées chacune de »
. termes différens. La troisiéme suite est, ainsi que la
seconde., uniquement composée de quantltés de
néme signe.
La notation que nous venons d'adopter fournit
lemoyen dexprimer qu'une ‘quantité est comprise
TOM. 1. B
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entre deux limites données. En effet; toute quantité
comprise entre les limites @, 5 étant 'une moyenne
entre ees mémes limites, on pourra la désigner par

M (a, b).

Ainsi, par exemple, toute quantité positive pourra
étre représentée par M (o, oo ), toute quantité né-
gative par M (— o, 0), et toute quantité réelle
par M (—~ & , + oo ). Lorsque nous voudrons
indiquer indistinctement une quelconque des quan-
tités renfermées entre les limites @ et &, nous dou-
blerons les parenthéses, et nous écrirons

M(a, b).

- Par exemple, si T'on suppose que la variable 2 con-
verge vers zéro, f'on aura

linp. ((sm )= M(—1.+1)

attendu que Texpression lim. ( sin. —)) admettra

une infinité de valeurs comprlses entre les valeurs
extrémes — 1 et -+ I.
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Y 4 \’ "y hd

PREMIERE PARTIE.

ANALYSE ALGEBRIQUE.

' CHAPITRE 1" _

DES FONCTIONS RLELLES. -

§. 1. Corsidérations generales sur les Fonctions. '

LORrsQUE des quantités variables sont tellement
liées entre elles que, la valeur de F'une delles étant
donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes
les antres , on congcoit d'ordinaire ces diverses quan-
tités exprimées au moyen de Pune d'entre elles, quj
prend alors le nom de variable indépendagte;; et leg
autres quantités exprimées au moyen de la variable
indépendante sont ce qu'on appelle des fonctions de
cette variable. :

Lorsque des quantltés variables sont tellement
fiées entre elles que, les valeurs de quelques-unes
étant données, on puisse en conclure celles de
toutes les autres, on concoit ces diverses quantltes
exprimées au moyen de-plusieurs d'entre elles, qui

prennent ahors le nom de veriables indépemdantes;

B



20 - COURS D'ANALYSE.

et les quantités restantes, exprimées au moyen des
" variables indépendantes, sont ce qu'on appelle des
fonctions de ces mémes variables.

Les diverses expressions que fournissent l’algebre
et la trigonométrie, lorsqu'elles renferment des va-
riables considérées comme indépendantes, sont
autant de fonctions de ces mémes variables. Ainsi,

par exemple,
L (z), sin. z, &c....,

sont des fonctions de la variable x ;
r+y, 27, Yz, &e...,

des fonctions des variables z et y, ou z, y et 3, &c...
‘Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs va-
riables se trouvent, comme dans les exemples pré-
tédens, immédiatement exprimées au moyen de ces
mémes variables, clles sont nommées fonctions ex-
licites. Mais, lorsqu’'on donne seulement les rela-
tions entre les fonctions et les variables, c’est-a-dire ;
les équations auxquelles ces quantités doivent satis-
faire , tanit que ces équations ne sont pas résolues
algébriquement, les fonctions, n'étant pas exprimées
immédiatement au moyen des variables, sont appe-
Iées fonctions implicites. Pour les rendre explicites ,
il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équa-
tions qui les déterminent. Par exemple, y étant une
fonction implicite de z determmee per lequatlon

e dbhye s

S L(y)==, .
si Pon nomme 4 la base du systéme de logarithmes
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que fon cousidére., la méme fonction, devenue

explicite par la résolution de F'équation donnée, sera
y=4"

Lorsqu'on veut deslgner une. fonction expllclte

fune seule variable = ou de plusieurs variables =,

¥, ..., sans déterminer la nature de cette fonc-
tion, on emploie [une des notations

f(z), F(z), 9 (2), x(z), J(2), w(@), ... &c.c...
flzy 2.), Flz, vy 5..) P(z, y, z...), &e...

Pour qu'ume fonction d'une seule variable soit
complétement déterminée, il est nécessaire et il .
suffit que de chaque valeur particuliére attribuée &
la variable on puisse déduire fa valeur correspon-
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque
valeur de la variable , la fonction donnée en obtient
plusieurs différentes les unes des autres.. Canfor-
mément aux conventions adoptées dans les préli-
minaires, nous désignerons d'ordinaire. ces veleurs
multiples dune fonction par des notations dans les-
quelles la variable sera entourée de doubles traits
ou de doubles parenthéses. Ainsi, parexemple,:

“are sin. () o
mdlquera un quekonque des arcs qui ont paus
sinus , ) '

Wz =1ty
Tune quelconque des deux racines carrées de Ia
wisble = supposée® positive, &¢...!
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§. 2.° Des Fonctions simples.

Parmi les fonctions d’une variable x, on appelle
simples celles-qui résultent dune seule opération
effectuée sur cette variable. Les fonctions simples
que Ton considére ordinairement en analyse sont -
_en trés-petit nombre, et se rapportent les unes a
Palgeébre, les autres a la trigonométrie. L'addition
et la soustraction, la multiplication et la division,
T'élévation aux puissances et lextraction des racines,
enfin la formation des exponentielles et des loga-
rithmes, produisent fes fonctions sunples qui se
rapportent & ['algébre, En conséquence, si I'on dé-
signe_par 4 un nombre constant, et para =z d
une quantité constante , les fonotions algébriques
simples de la variable & seront

-.;.:a_._x, ¢_’x, ar, ? .z.c Ax L(x)

Nous Re tenons pas ici compte des racines, parce
- quon peut toujours les ramener aux puissances.
RQuant aux fonctions simples qui se rapportent a Ia
trigonométrie, on pourrait en compter un grand
nombre, si fon rangeait parmi les fonctions simples
toutes les lignes trigonométriques, et les ares qui
oorrespondent & ces mémes Jign®s ; mais nous les
réduirons aux quatre sulvantes
L . sin. &, ecos. .r )
e e

arc sin, X, arc cos. 2 3
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einousmettrons au nombre des fonctions composées
les antres lignes trigonométriques tang. &, séc. T, &e.
avec les ares correspondans , arc tang. z, are sée. 7,
&.....; attendu que ces derniéres lignes peuvent
toujours étre exprimées par le moyen du sinus et
du cosinus. Nous pourrions méme, a la rigueur, ré-
duire les deux fonctions simples sin, = et cos. 2 &
ue seule, puisquelles sont liées entre elles par
Iéquation sin.* 2 + cos.* £ = 1 ; mais Temploi de
ces deux fonctions est si fréquent, qu'il est utile de
les conserver toutes deux a-Ja-fois dans le calcul
comme fonctions simples.

§- 3.° Des Fonctions composées.

Les fonctions qui se déduisent d'une variable a
Tiide de plusieurs opérations prennent le nom de
fonctions composées ; etTon distingue parmi ces der-
niéres les fonctions de fonctions qui résultent de
plusieurs. opérations successives, la premiére opé-
ntion étant effectuée sur a variable , et chacune
des autres sur le résultat de lopération précédente.
En vertu de ces définitions,

..1:", vy, J—;i,v&e....
sont des fonctions composées de la variable x ; et
1 (sin. x), l(cos. ), &c....

des fonetions de fonctions, dont chacune résulte de
deux opérations succesaives.
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Les fonctions composées se distinguent les unes |
des autres par la nature des opérations qui les pro-
duisent. Il semble que I'on devrait nommer fonctions
algébriques toutes celles que fournissent les opéra-
tions de I'algébre ; mais on a réservé particuliérement
ce nom & celles que 'on forme en n’employant que
les premiéres opérations algébriques, savoir, Iad-
dition et la soustraction, la multiplication et la di-
vision, enfin Télévation a des puissances fixes; et,
‘dés qu'une fonction renferme des exposans variables
ou des logarithmes, elle prend le nom de fonction
exponentielle ou logarithmique.

Les fonctions que fon nomme algebrlques se
divisent en_fonctions rationnelles et fonetions irra-
tionnelles. Les fonctions rationnelles sont celles dans
lesquelles Ia variable ne se trouve élevée qua des
puissances entiéres. On appelle en particulier fonc-
tion entiére tout polynome qui ne renferme que des.
puissances entiéres de fa variable, par exemple,

a+bx+cx + &e....

_"et fonction Jfractionnaire ou fraction rationnelle le
quotient de deux semblables polynomes. Le degreé
d’une fonction entiére de x cst 'exposant de la plus
haute puissance de x dans cette méme fonction. La
fonction entiére du premier degré, savoir,

a+bx

sappelle aussi fonction linéaire, parce que, dans
Tapplication a fa géométrie, on s'en sert peur re-.
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présenter Fordonnée d'une ligne droite. Toute fonc-
tion entiere ou fractionnaire est par cela méme
rationnelle, et toute autre espéce de fonction algé-
brique est irrationnelle. ‘

Les fonctions que produisent les opérations de
la trigonométrie sont désignées sous le nom de
Jonctions trigonométriques- ou circulaires.

Les divers noms, que Ton yient d'attribuer sux
fonctions composées d'une seule variable, s'appli-
quent également aux fonctions de plusieurs va-
riables, lorsque ces derniéres fonctions jouissent,
par rapport a chacune des variables qu'elles ren-
ferment , des propriétés que supposent les noms
dont il s'agit. Ainsi, par exemple, tout polynome,
qui ne contiendra que des puissances entiéres des
variables z, y, z ..., sera une fonction entiére de
ces variables. On appelle degré de cette fonetion
entiére la somme des exposans des variables dans
le terme oui cette somme est la plus grande. Une
fonction entiére d}l premier degré, telle que

a+bx+cy+ds+ &e....,

preed le nom de fonction linéaire.
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CHAPITRE IL

Des Quantités infiniment petites ou infiuiment
grandes , et de la continuité des Fonctions.
Valeurs singuliéres desFonctwmdamquelqua

cas particuliers.

s. 1.*" Des Quantités infiniment pelites et infiniment
grandes.

ON dit qu'une quantité variable devient infini-
ment petite, lorsque sa valeur numérique décroit
indéfiniment de maniére & converger vers 1a limite
zéro. Il est bon de remarquer & ce sujet qu'on ne
doit pas confondre un décroissement constant avec
un décroissement indéfini. La surface d'un polygone
régulicr circonscrit 4 un cercle donné décroit eons-
tamment,, 4'mesure que le nombre des cétés aug-
mente, mais non pas indéfiniment, puisquelle a
pour limite la surface du cercle. De méme encore,
une variable, qui n’admettrait pour valeurs succes-
sives que les différens termes de la suite’

3 3 4 . 5 é &e

T T ’ "_{ ’ 's_ ’
prolongée a linfini, décroitrait constamment , mais
non pas indéfiniment, puisque ses valeurs succes-
sives convergeraient vers la limite 1. Au contraire.
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' yne variable, qui n'aurait pour valeurs successives
que les différens termes de la suite
";"";—’ ’5”: ;v‘f"— &e..
prolongge & linfmi, ne décroitrait pas constamment,
puisque la différence entre deux termes consécutifs
de cette snite est alternativement positive et néga-
' ftive; et héanmoins elle . décroitrait indéfiniment ,
puisque sa valeur finirait par s'abaisser au-dessous
de tout nombre donné. .

On dit qu'une quantité variable devient infini-
ment grande , lorsque sa valeur numérique croit
imdéfiniment de maniére & converger vers la limite
. H est encore essentiel- dobserver ici quon ne
toit pas confondre une variable qui croit indéfinis
ment avec une variable qui croit constamment. La
srface C'un polygone régulier inscrit 4 un cercle
donné croit constamment, mais non pasindéfiniment,
i mesure que le nombre des cotés augmente Les
termes de }a suite naturelle des nombres entiers

» 25 3, 4, 3, &o....

eroissent constamment et indéfiniment.

Les quantités infiniment petites et infiniment
grandes jouissent de plusieurs propriétés, qui con-
duisent & la solution de questions importantes, et
que je vais exposerenpeudemots

Soit a, une quantité infiniment petite, c'est-d-dire,
we variable dont la valeur pumérique décroisse

indéfiniment. Lofsque dans un méme caleul on fuit
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entrer les diverses puissances entiéres de a, savoir ,

“a, at, & &c

ces diverses puissances sont nespecuvement dési-
gnées sous le nom d'infiniment petits du premier,
du second, du troisiéme ordre, &c.... En général ,
on appelle infiniment petit du premier ordre toute
- quantité variable dont le rapport avec « converge,
tandis que la valeur numérique de « diminue, vers
une limite finie différente de zéro; infiniment petit
du second ordre toute quantité variable avec «, et
dont le rapport avec ' converge vers une limite
finie différente de zéro, &c.... Cela posé, si fon
désigne par £ une qpantité finie différente de zéro,
et par ¢ un nombre variable qui décroisse indéfi-
niment avec la valeur numérique de a, la forme
générale des quantités infiniment petites du premier
ordre scra

ka oudumoins ka (1%¢),

la forme générale des quantités infiniment petites
du second ordre

k' ou du moins ka’(1x¢),
&e.. ..,

enfin fa: forme générale des infiniment petits de
Tordre » (2 représentant un nombre entier) sera -

ka” ou du moins ka” ( 1ke).

On peut facilement établir, & I'égard de ces divers
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ordres de quantités infiniment petltes les théos
rémes suivans. '

1. THEOREME. S8 l'on compare l'un-a f autre
dess uyimment petits d'ordres différens, pendant
que tous les deux convergeront vers la limite
séro, celui qui est de lordre le plus élevé: finira
par obtenir constamment la plus petite valeur nu-
.éﬂ.qae. : . ot . . -

DEMONSTRATION. Soient en effet .
kar (1x¢), k'a™ (1£¢’)

denx infiniment petits, fun. de l'ocdre 2, Tautre de
fordre #', et supposons n’ > n; le rapport entre le
second de ces infiniment petits et le premier, savoir,
_g. ™ ..'i_‘l.
k B e o
convergera indéfiniment avec a vers la limite zéro;
ce qui ne peut avoir lien quautant que la valeur
numérique du second finit par devenir constam-
ment inférieure a celle du premer. :
2. TukorkMe. Un infiniment peht de lordre
s, ce:t-a»dare, de la forme ' '

ka* (1),

change de signe avec a, toutes les fois que n est
un nombre impair, et conserve pour de trés-petites
valeurs numeériques de « lemémasignequc-la
quantite k, lorsque n est un nombre pair.
DzimonsTRaTION. En effet, dans Ja premiére

Inypothése, a* change de signe avec «; et dans la

1y
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seconde, o” est toujours positif. De plus, le signe
du produit #(1 == ¢) est le méme que celui de £,
lorsque ¢ est trés-petit.

3. THEOREME. La somme de plusieurs infini-

ment pelits des ordres

n, n, n', ...
(', »" ... désignant des nombres supérieurs & »),
est un nouvel infiniment petit de {'ordre n.

DimonsTraTION. En effet,
ka'(1=¢)+ka® (12" )+k'a™ (16" + &e. ..
=Ica.’[ 16+ —::a."'""( 1 ie')+—"£—- a™ (1 :e")—n—&c.]
=k d,"( =€, ) ’
€, étant un nombre qui converge avec a vers la
limite zéro. .

Des principes qu'on vient d'énoncer on déduit
aisément, comme on va le voir, plusieurs proposi.
tions remarquables qui se rapportent 4 des poly.
nomes ordonnés suivant les puissances ascendantes
d'une quantité infiniment petite «.

4." TatorEME.. Tout polynome ordonné sutvant
les puwsances ascendantes de «, par exemple ,

, a+ba+ca’+&c..
ou plas genéralement,
aa® +ba”+ca”+&e...,

(les nombres n, n', ' ... formant une suite crois:
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sante), finst par éthe, pour de trés-petites valeurs
numerques de a, constamment de méme signe que
son premier terme

G ou aa”,

DEuoNSTRATION. En effet, la somme faite du
tecond terme et de ceux qui le suivent est, dans
e premier cas, un infiniment petit du premier ordre,
dont la valeur numérique finit par étre inférieure
celle de la quantité finie 4, et, dans le second cas,
m mfiniment petit de lordre n', qui finit par ob-
tenir constamment une valeur numérique inférieurc
& celle d'un infiniment petit de I'ordre n.

5. TukoriME. Lorsque, dans le polynome

aa” +ba" +ca" +&e.... -

ordonné suivant les puissances ascendantes de «
le degré »" du second terme est un nombre impair,
ce polynome, pour de trés- petites valeurs nume-
Tiques de «, est tantdt supérieur et tantst inferieur
a son premier terme aa®, suivant que la variable
« et le coefficient b sont de méme signe ou de
&gnes contraires. S -

DewonsTrATION. En effet, dans Phypothése
admise, la somme des termes qui suivent le premier,
savoir, X . '

ba” +ca™+ &e.:.

wra, pour de trés-petites valeurs numériques de «., -
deméme signe que chacun des deux produits ",
be. - '
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6. TukoriME. Lorsque, dans le polynome
a"+bha” +c2” +&c....

ordonné suivant les puissances ascendantes de «.,
le degré n' du second terme est un nombre pair,
ce polynome, pour de trés-petites valeurs nume-
riques de «, finit par devenir constamment supe-
rieur & son premier terme, toules les fois que &
est positif, et constamment inferieur , toules les
Jois que b est négatif. '

DimonsTraTION. En effet, dans Phypothése
admise, la somme des termes qui suivent le pre-
mier aura, pour de trés-petites valeurs numériques
de «, le signe du produit 5", et par suite le
signe de b. , . ]

CoroLrL4IRE. En supposant, dans le théoréme
qui précéde, n =0, on obtiendra la proposition
suivante.

7.¢ THEOREME. St, dans le polynome

a+ba”+ca™ + &ec....

 ordonné suivant les puissances ascendantes de a,
»' désigne un nombre pair ; parmi les valeurs de
ce polynome correspondantes a des valeurs infini-
ment petites de «, celle qui correspond a a=o,
Cest-a-dire a, sera toujours la plus petite, lors-
que b sera positif, et la plus grande, lorsque b
sera négatif.

Cette valeurparticuliére du polynome, plus grande
ou plus petite que toutes les valeurs voisines, est ce
qu'on appelle un mazimum ou un minimum.

.
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Les propriétés des quantités infiniment petites
éant établies, on en déduit les propriétés ana-
logues des quantités infiniment grandes, en obser-
vant que toute quantité variable de cette derniére
epice peut étre représentée par =, ¢ désignant
uae quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple,
lnrsque dans ie polynome

e+ ba” " 4+ ca"~* + &e.... +hx + k

ordonné suivant les puissances descendantes de Ia
ninable x, cette variable devient infiniment grande;
en la mettant sous la forme '7:;, on réduit le poly-
rome dont il s’agit &

‘1_ (x -+ ‘-f a + 7‘; at+... '-c-—:-a."’""-l- %’a.'.');

¢t fon reconnait -alors immédiatement que, pour
de trés-petites valeurs numériques de «, ou,.ce
qui revient au méme, pour de trés-grandes valeurs
numériques de x, ce polynome est de méme signe
que son premier terme

L
-‘;_..axi".

Comme cette remarque subsiste dans le cas méme
oi quelques-uncs des quantités b, c ... A, % se
réduisent & zéro, il en résulte qu'on peut énoncer
le théoréme suivant.

8. THEOREME. Lorsque, dans un polynome
erdorné suivant les pusesances descendantes de la
variable =, on fait croitre indefiniment. la valeur

TOM. 1. c
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numérique de ceite variable, le polynome finit par
étre constamment de méme signe que son premier
terme.

§. 2.° De la continuiteé des Fonctions.

‘Parmi les objets qui se rattachent a la considé-
ration des infiniment petits, on doit placer les no-
tions relatives 4 la continuité ou a la discontinuité
.des fonctions. Examinons d’abord sous ce pomt de
vue les forictions d’'une seule variable.

Soit f(r) une fonction de Ia variable z, et
supposons que, pour chaque valeur de x intermé-
diaire entre_ deux limites données, cette fonction
admette constamment une valeur unique et finie.
Si, en partant d'une valeur de & comprise entre ces
fimites, on attribue a la variable 2 un accroissement
infiniment petit a , la fonction elle- méme recevra
pour accroissement la différence

f(z+a)—f(z),

qui dépendra en méme temps de la nouvelle va-
riable « et de la valeur de . Cela posé, 1a fonction

- f(z) sera, entre les deux limites assignées‘a la va-

\

riable &, fonction continue de cette variable, si,
pour chaque valeur de intermédiaire entre ces
limites, la valeur numeérique de fa différence

flo+a)=f(z)

! décroit indéfiniment avec celle de a. En dantres

termes, la fonction f (s) testera tontinue par rap.
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port a s entre. les limites données , si', entre oes
limites, un accroissement infiniment petit de la va-
riable produit toujours un accroissement infiniment
petit de la fonction elle-méme.

On dit encore que la fonction f(z) est, dans
ke voisinage d'une valeur particuliére aftribuée a,
hvariable =, fonction continue dé cette variable,
toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites
de z, méme trés-rapprochées, qui renferment lg
valeur dont il s'agit.

Exfin, forsqu’une fonction f(x) cesse d'étre con-
tinue dans le voisinage d’une valeur particuliére de
L variable z, on dit qu'elle devient alors discon-
tue, et quil y a pour cette valeur particuli¢re
solution de continuite. '

D'aprés ces explications, il sera facile de recon-
mitre entre quelles limites une fonction donnée
de la variable z est continue par rapport 2 cette
variable. Ainsi, par exemple, la fonction sin. z,
admettant pour chaque valeur partlcuhere de la
variable = une valeur unique et finie, sera continue
eatre deux limites quelconques de cette variable,
attendu que la valeur pumérique de sin. (1), et
per suite celle de la différence

n.(x+a. -—;sin..z'=2 sin.(-_;a.) cos. (.t-i-%d.),
décroissent indéfniment avec celle de «, quelle que
soit d'ailleurs la valeur finie que f'on attribue & z.
Ea général, si Fon envisage sous le rapport de Ia

continuité les onze fonetions simples que nousavons
c -
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considérées’ ci-dessus (chap. L.”, §. 2), savoir,
a+xr, a—x, azx, T:" z¢, A*, L,
sin, X, cos.xr, arcsin. X, arc cos.r,
on trouvera que chacune de ces fonctions reste
continue entre deux limites finies de la variable «,
toutes les fois qu'étant constamment réelle entre

ces deux limites elle ne devient pas infinie dans
fintervalle. :
Par suite, chacune de ces fonctions sera continue
dans le voisinage d’une valeur finie attribuée a la
variable , si cette valeur finie se trouve comprise
pour les fonctions
a—+ x)
a—x
ax
Ax

sin. X

cos, T )

pour fa fonction ' g
. ; 1.° entre les limites...r—=—o00, r=0

* 2.° entre les limites... =0, r=o0 ;

pour les fonctions
x* .
L(z) entre les limites... =0, r=0o0;

enfin pour les fonctions .

arc sin, — . .
' } entre les Limites...2=—1, r=+1.

are cos. 2

4

) entre les limites...2=—o00 , £=-+o00;
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Hi estbon d'observer que, dans le cas ou 'on sup-
pose a== m (m désignant un nombre entier),
Ia fonction simple

wﬂ

est toujours continue dans le voisinage d'une valeur
finie de la variable.z, pourvu que cette valeur soit
comprise ,»
s a=+m, entre les limites. .. z=—o0, =400,

entre les limites,..x =—o00, z=0,
84=—m, ou bien - ‘ ' :
entre les suivantes...r =0, r=o0,

Parmi les onze fonctions que I'on vient de citer,
deux seulement deviennent discontinues pour une
valeur de = comprise dans Tintervalle des limites
entre lesquelles ces mémes fonetions restent réelles,
Les deux fonctions dont il sagit sont

Z et z* (lorsque a=—m).

Lune et Tautre deviennent infinies, et par conse-
quent dnscontmues, pour xr=o.

Soit mamten_ant

f(x: Yy, %, )

une fonction de plusieurs variables =, y, z...;
et supposons que, dans le voisinage de valeurs par-
ticuliéres X, ¥, Z .... attribuées a ces variables,
flz,y,2..) soit a-la-fois fonction continue de #,
fonction continue de y, fonction continue de z, &c.
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On prouvera aisément que, si Ton désigne par
€, ¥...des quantités infiniment petites, et si Fon
attribuea x, y, z ... lesvaleurs X, ¥, Z ...., ou
des valeurs trés-voisines, la différence

flz+a, y+€, z+y)—f(z,y, 5...)
sera elle - méme infiniment petite. En effet, il est
clair que, dans 'hypothése précédente, les valeurs
numénques des dlﬂ'erences

flz+a,y, s ... )—f(z, 9,5 ...},
flrva, y+6, z..)—f(r+a, y, 2 ...),
fle+a, y+C, z+y .. flz+ra, y+€ 3..),
&e....

décroitront indéfiniment avec celles des quantités
variables @, G, ¥ ..., savoir, la valeur numérique
de la premiére dlﬂ'erence avec la valeur numérique
de a, celle de la seconde différence avec la valeur
numérique de €, celle de Ia troisieme avec la va-

“leur numérique de 9, et ainsi de suite. On doit en
conclure que Ia somme de toutes ces différences ,
savoir,

fla+a, y+6€, z+y, ) —f(r, y, 5...)
convergera vers la limite zéro, si «, €,y...con-
vergent vers cette méme limite. En d'autres termes.,

flz+a, /-i-C, Z+Y...)
aura pour limite o
Sftx, y, z...) .
* La proposition qu'on vient de démentrer subsiste
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évidemment dans le cas méme ou on établmait
entre Jes nouvelles variables a, G, ¥ ..... cer-
taines refations. H suffit que cesrelations permettent
aux nouvelles variables de converger toutes en
méme temps vers la limite zéro.

Lorsque ,-dans la méme proposition, on remplace
ryz.par X, Y, Z..., et z+a, _1/+¢, 34Y...
pr z, y, ..., on obtient 'énorcé suivant.

1.” THEOREME. Si les variables =z, y, z ... ont
pour limites nspecaves les quantités ﬁ.z'es et dé-
terminées X, Y, Z ..., et que la fonction f(z,y, z...)
soit continue par mpport a chacune des vanables
5y, 2. . dansle vowmage du systemc des valeurs

pamcul:eres
z=X, y=Y, s=Z ...,
[{s,9 z....) aura pour limite f(x, v, z..)

Comme, dans ce second énonceé, les variables « ,
€, v ... se trouvent remplacées par z—X, y—¥,
1—Z, &e.. .., les relations qu'on pouvait établir,

"dans be premier énencé, entre o, ¢, %Y ..., pourront
ére établies, dans le second , entre les quantités
X, y—Y, 3—2Z; et il en résulte que fa fonc-
tion f(x, ¢, z...) aura pour limite (X, ¥, Z ...),

le cas méme oit les variables r, v, z ....
seraient assujetties 4 certaines relations, pourvu
que ces relations lear permettent de sapprocher

Indéfmiment des limites X, ¥, Z .

Supposons , pour fixer les idées, que &Y, 5.
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soient fonctions d'une méme variable ¢ considérée
comme. indépendante, et continues par rapport a
cette variable dans le voxsmage de la valeur parti.

culiére
ti=T.

Si 'on fs'lit,'pour plus de commodité,

f(‘t' y' )—“; .

u sera ce quon appelle une fonctlon composée de
la. variable ¢; et, si

X, Y, Z..U
désignent respectivement ce que deviennent

x, Y, ...

dans le cas oli 'on suppose t=T", il est clair, d’une
part, qu'une valeur de_¢ trés-voisine de T fournira
pour « une valeur unique et finie; d'autre part, qu'il
suffira de -faire converger ¢ vers la limite 7', pour
que les variables z, y, z... convergent vers les
limites X, Y, Z ....., et par suite la fonction
u=f(z,y,5...)verslalimite U=f(X, ¥, Z...).
On prouverait absolument de la méme maniére que,
si [on attribue a ¢ une valeur trés-voisine de 7°, la
valeur. correspondante de la fonction u sera la limite
de laquelle cette fonctien sapprochera indéfiniment,
tandis que ¢ convergera vers la valeur donnée; et
Yon doit conclure que u sera fonction continue de ¢
dans le voisinage de ¢ =7 On peut donc_énoncer
le théoréme suivant. :
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2 TaEOREME. Deésignons par
X, Y, ...
plusieurs fonctions de la variable ¢, qui soient
continues par rapport a cette variable dans' le
roisinage de la valeur particuliére + =1. Soient,
de plus,

' X, Y Z... ,
les valeurs particuliéres dez,y,z... correspon-
dantes & t=7T; et supposons que, dans le voisi-
nage de ces valeurs particuliéres, la fonction

u=f(z, y, 5...)
swit en méme temps continue par rapport a z,
conkinue par rapport a y, continue par rapport &
5) ke...: u, considérée comme fonction de ¢, sera
encore continue par rapport a t dans le versinage
de la valeur particuliére t=1.

Si, dans le théoréme précédent, on réduit les
quantités variables =, y, z ... 4 une seule, z, on
obtiendra un nouveau theoréme, quon peut énoncer
comme i suit.

3.° THEOREME. Supposons que, dans l'équation
w=f(z),

la variable = soit fonction d'une autre variable t.
Concevons de plus quie la variable = soit fonction
continue de t dans le voisinage de la valeur par-
tiwliére t==T, et x_fonction continue de = dans le
vasinage de la valeur particiliére ==X corres-
Pordante a ¢=T. La quantité u, considérée comme
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Jfonction de t, sera encore continue par rapport i
cette variable dans le voisinage de la valeur par-
ticuliére t=1.

Supposons, par exemple,
u=ax et r=1t",

a désignant une quantité constante, et » un nombre
entier. On conclura du 3.°théoréme que
u=—at"

est, entre des limites quelconques de la variable #,
fonction continue de cette variable.

De méme, si f'on fait

x e
u=—i— ’ '.1: =sin. £, y =cos. ¢,

on conclura du 2.* théoréme que la fonction

U = tang. ¢

est continue par rapport a ¢ dans le voisinage dune
valeur fmie quelconque de cette variable, toutes les
fois que la valeur dont il sagit n'est pas comprise
dans la formule '

t-_—.iz/cvrd:—:—,

% désignant un nombre entier; c'est-a-dire, toutes
les fois qu'a cette valeur de ¢ correspond une valeur
finie de tang. £. Au contraire, la fonction tang. ¢
admettra une solution de continuité, en devenant
infinie , pour chacune des valeurs de ¢ comprises
dans la formule précédente.

Supposons cncore
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Uu=a+r+y+3+&c....
x=bt, y=ct* &e....,

a, b, c... désignant des quantités constantes. Alors,
u étant fonction continue de z, y, z ... entre des
limites quelconques. de ces variables, et z, y, 5...
fonctions continues de la variable ¢ entre des limites
quelconques de cette derniére, on conclura du
théoréme 3. que la fonction

v=a+bt+ct+&c....

est elle-méme continue par rapport & ¢ entre des
limites quelconques. Par suite, comme ¢= o.donne
u=a, si lon fait converger ¢ vers la limite zéro,
la fonction u convergera vers la limite @, et finira
per obtenir Je méme signe que cette limite ; ce qui
saccorde avec le 4.© théoréme du §. 1.

Une propriété remerquable des fonctions conti-
nues d'une scule variable, c'est de pouvoir servir
& représcater en géométrie les ordonnées de lignes
continues droites ou courbes. De cette remarque
on déduit facilement la proposition suivante.

4.° TrioreME. Si la ﬁnctzon f(z) est continue
par rapport a la variable = entre les limites 1=xz,,
x=2X, et que Fon désigne par b une quantité inler-
médiaire entre f(=,) et f (X), on pourra toujours
satisfaire” & ¥ équation

f(z)=3
Por une ou plusieurs valeurs reelles de x comprises
entre Ty et X.
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DEmonsTrRaTION. Pour établir la proposmon
précédente, il suffit de faire voir que la courbe qui
a pour équation

y=f(z)

_rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui «
pour équation

y==5

dans lintervalle compris entre les ordonnées qui
correspondent aux abscisses z, et X : or clest évi-
demment ce qui aura lieu dans 'hypothése admise.
En effet, la fonction f(z) étant continue entre les
limites z=u,, z=X, la courbe qui a pour équa-
tion y= f(x), et qui passe 1.° par le pomt corres-
pondant aux coordonnées z,, f(z,), 2.° par le
point correspondant aux coordonnées X et f(X),
sera continue entre ces deux points : et, comme For-
donnée constante & de la droite qui a pour équation
y =20 se trouve comprise entre les ordonnées f{(r.),
JS(X) des deux points que l'on considére, la droite
passera nécessairement entre ces deux points, ce
quelle ne peut faire sans rencontrer dans linter-.
valle la courbe ci-dessus mentionnée. ‘

On peut, au reste, comme on le fera dans la
note Ill, démontrer le 4.° théoréme par une mé-
thode directe et purement analytique, gui a méme
Tavantage de fournir la résolution numérique de

Péquation
f (2)=1b



!
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§. 3. Valeurs singuli¢res des Fonctions dans éuelqu;c

cas particuliers.

Lorsque, pour un systéme de valeurs attribuées
uix variables qu'elle renferme , une fonction d'une
ou de plusieurs variables n'admet qu'une seule va-
leur, cette valeur unique se déduit ordinairement
de la définition méme de-la fonction. Sl se pré-
seate un cas particulier dans lequel la définition
donnée me puisse plus fournir immédiatement fa
valeur de la fonction que T'on considére, on cherche
hlimite ou Ies limites vers lesquelles cette fonction
converge, tandis que les variables sapprochent in-
déiniment des valeurs particuliéres qui leur sont
ssignées; et, sil existe une ou plusicurs limites de
cette espéce, elles sont regardées comme autant de
valeurs de Ia fonction dans I hypothése admise. Nous
nommerons valeurs singuliéres de la fonction pro-
posée celles qui se trouvent déterminées comme on
vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles
quon obtient en attribuant aux variables des valeurs
infinieg, et seuvent aussi celles qui correspondent
& des solutions de continuité. La recherche des

valeurs singuli¢res des fonctions est une des ques-

tions les plus importantes et les plus delicates de
fanalyse clle offre plus ou moins de difficultés,
suivant la nature des fonctions et le nombre des
variables qu'elles renferment.

Si, d'abord, on considére les fonctions -simples
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d'une seule variable, on trouvera qu'il est facile de
fixer leurs valeurs singuliéres. Ces valeurs cotress
pondent toujours a une des trois hypothéses

Xr—=-—o00, =0, X=o0; "
et sont respectivement,

pour Ia fonction

8-+ (4 designant unc quantité quekonque)  8--00=C0. - O00o=—00,
_8—Z (adéisignant unc quantité queiconque) @—OO=—00. ., G—{—00)=00 ,

{ a désignant une quantité positive @ X co=co...ax —O0=—00,
ax

a désig une quantité négative @ X OQ==—=—00...8 x —OO=20,

) N a a
a désignant une ntisé positive — —_— —_—=
e igna qua o == too, =o,
T - a
a désignant une quantité négative ; =0, — =00, — =0, ‘
R & désig une quantité positive +.c..e... Q?==0, oc’=p0, -
a deu;mm une quanme ncpuve ......... 0‘=°O, oo’ =0,

A désignant un nombre sup. il'unité 4™ °°-o A°=1, A® =c0o
” { A désignant un nombre inf. i lunite A% =00, A°=1, A® =p ,
L (:){ Ia base du syst. de log. éant sup. i Funite L{0)=—00, L (c0)=00, *
fa base éunt ioferieure & lunité....... L(0)=—+co, L{>0)=—00,
sin. z...... sin(—oc)=M(—1,41), sin.(oc)=M(—1,41)),
cos.r...... cos.((—oo))=M({—1,41)), coe.(loo)l=M{(—1,+1)).
La notation M (—1,+-1)) désigne ici, comme dans_
les préliminaires , une quelconque des quantltes
moyennes entre les deux limites

—1 et +I.

Il est bon d'observer que, dans le cas ou F'on
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suppose 2 === m (m désignant un nombre entier ),
fa fonction simple '

. 4
admet constamment trois valeurs singuliéres, savoir,

borsqae {-ftm-- nombre pair (__oc )" =00, O"=0, CO™=00,

4=+® | m éant impair (—60,"=~—00, 0"=0, Oc"=00,
“‘.“q“ m énane pair - (—=o00)™=0, 0""=2¢, oo™ =g,
8=—m | = éant impaic (—oc)™=0, (o) "==to0, cco~"=0.

Considérons maintenant les fonctions composées
dune seule variable z. Quelquefois il est aisé de
trouver leurs valeurs singulicres. Ainsi, par exemple,
i fon désigne par £ un nombre entier quelconque,
on reconnaitra sans peine que la fonction composée

sin. x

tang. = cos.x

v ses valeurs singuliéres comprises dans les trois

formules. '

g (ocf=M (—00,+0oc)), tang. ((z kw:l:zl))=:too, '
g, f—oc) = M(—00,~+00)) ; ‘ ‘
?Indis que les valeurs singuliére§ de la fonction
inverse

arc tang. x == arc sin. ‘/.—_-;
. VY —
sont respectivement

.chng.(—oo)=\—-;, arc tang. (w)s%.

Mais souvent qussi de semblables questions pré-
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sentent de véritables difficultés. Par exemple, om
n'apercoit pas inmédiatement comment on peut dé-
terminer la valeur singuliére de fa fonetion
z*,
forsqu'on y suppose z=o0; ou celle de la fonction
%
lorsqu'on prénd z=occ. Pour donner une idée des
méthodes qui conduisent & [a solution des questions
de cette espéce, je vais établir ici deux théorémes
a l'aide desquels on peut, dans un grand nombre
de’cas, déterminer les valeurs singuliéres que re-
coivent les deux fonctions

L2, [f)]F,

lorsqu'on y suppose x= oo
1. THEOREME. 87, pour des valeurs croissantes
de z, la difference

S(e+1) —-f.t

converge vers une certaine limite k, la fraction
 S(=)

x
convergera en méme temps vers la méme limite.

DEmoNsTRATION. Supposons d'abord que Ia
quantité # ait une valeur finie, et désignons par ¢
un nombre aussi petit que Fon voudra. Puisque des
valeurs croxssantes de z font converger Ia différence

Slawi)= f(s)



L™ PARTIE. CHAP. I1. '49

vers la limite %, on pourra dommer au.nombre h
une valeur assez considérable pour que, x étant
€gal on supérieur & A, la différence dont il s'agit
it constamment coemprise entre les limites

k—e, ke

Ceh posé, si Ton désigne par n un nombre entier
quclconque, chacane des quentités ‘

S(h~1)=f(R),
F(h+2)—f(h+1),
&c.... ' ' .
S(h+n)—f(h+n—1),
et par saite leur moyenne arithmétique, savoir, .
S(btm) —f(K) )
se trouvera oompnse entre les limites &—e. &-A-G.
On aurs donc

Syt 1) ke,

« éant une quantité comprise entre les limites —¢,
+¢. Soit maintenant

l& “+n=22,
L'équation précédcnte deviendra
(‘) S (x)—f(A)

¢t fon en conclura
TOM. 1. D
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Sf(@)= f(hA)Y+ (2=k) (k+ea)},
(2 .fi_’). =-[-(;"—)-+ (l—-——:—) (k+a).

De plus, pour faire croitre indéfiniment la valeur
de x, il suflira de faire croitre indéfiniment Je
nombre entier #, sans changer la valeur de . Sup-
posons, en comséquence, que dans I'équation (2)
fon considére A comme une quantité consfante , et
Z comme une quantité variable qui converge vers
Ia limite oo. Les quantités

AR (") A
x 9
rcnfermees dans le sccond membre, convergeront
vers la limite zéro, et le second membre lui-méme
_vers une limite de la forme

ka+a,

o étant toujours compus entre —¢ et +~¢. Par
suite, le rapport ‘
Slz)

x

aura pour limite une quantité compriée entre k—¢
et k~+ . Cette conclusion devant subsister, quelle
que soit la petitesse du nombre ¢, il en résulte que
la limite en question sera précisément la quantité .
En dautres termes, on aura

(3)  lim L= e im, [f(x+!>—f(w)J

Supposons, cn second licu, £#=oo. En désignant
-alors par H un nombre aussi grand que Yon voudra,
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on pourra toujoyrs attribuer aw nombre 4 une valeur
assez considérable, pour que,  étant egal ou,supé

vieur a &, la différence

fled)=f@);

qul converge vers la limite oo , devienne constam-
ment supérieure & H; et, en rmsonnant ‘commé cj-
dessus , on établira fa formu[e :

fOm)=f(h) g

b .
2 )

Si maintenant on pose. h-c:-nz:.z, on txouvm, ai
lieu de Féquation (2), la formule suivante

L) L(8) H(._i) -
de laquelle on conclura, ex faisant’ ‘converger . vars
h limite oo,

lim, LEL 5 H.'
La limite du rapport
S(=)

, x

sera donc supérieure au nombre H, queique grand -
quil soit. Cetté limite supérieure & tout nombic
assignable nc peut étre que Tinfini posmf

Supposons enfin k= — co. Pour ramener' ce
dernicr cas au précédent, il suffira d'observer que,
l différence ,

f(¢+')—f(x)

ayant pour fimite — oo | Ia stivante
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[ (en) ] [=f(2)]
‘aurd pour limite +oc0. On en conclura que la fimite
de fi-(-’l- esf égale 4 -+ oo, et par suite celle de
f(-") i ' .

Conoz.wu: 1" Pour montrer une applxcatxon
du théoréme precedent supposons

Sf(z)=L(z),
L étant la caractéristique des logarithmes dans un
systéme dont la base surpasse unité. On trouvera

Sla+1)— f(x)—L("-'-!)—L(x)—L(x-q---
et par suite . .
b=L(1r5)=L()=0."

On peut donc affirmer que, z venant  croitre indé-
finiment, le rapport

v

L(x)

X
convergera vers la limite 2éro; et il en résulte que,
dans un systéme dont la base est supérieure a l'u-
nité, les logarithmes des nombres croissent beau-
coup moins rapidement que les nombres euz-mémes.

COROLLAIRE 2.¢ Supposons, en second lieu, -
f(z)=4",
A désignant un nomBre supeneur a Punité. On
trouvera

S s)=f @)= e —ar= (1),
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et parsuite : o
k=A®(Ad—1)=o00.

On peut don¢ affirmer que, x venant a-croitre indé-

fmiment , le rapport o
A‘l ' 0 1

)

converge vers la limite oo ; et il en résulte que

Te.q;onentzel[e 4%, lorsque le nombre 4_surpasse

Punité, finit par crome beaucoup plus rapidement

que la variable .

CoroLr4IRE 3. On dont observer, .au reste,

quil 0y a bieu a chercher par le theoreme I Ia
valeur du rapport ‘ o .
S (-’) S

. &

correspondante & x=o00, que dans le cas ou h
fonction f(z) déyient infinie avec Ia variable z.
Si cette fonction restait finie pour z= oo , le rap-
port ——— f =) aurait évidemment zéro pour fimite.

Je passe au théoréme qui sert 4 determmer dans
plnsleurs cas la valeur de

Lf@F
pour = oo. Voici.en quoi il consiste :
2. THEOREME. Si, la fonction f(z) étant positive
pour de trés-grandes valeurs de a, le rapport

flz+1) )
R -

comverge, tandis que z croit: mde'fmmdnf vers Iu '
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limite k, lexpression ~ :

()] |

convergerd en méme temps vers la méme limite.

DEMONSTRATION. Supposons d'abord que la
quantité k&, nécessalrement positive, ait une valeur
finie, et désignons par € un nombre aussi petit que
Pon voudra. Puisque des valeurs croissantes de =
font converger le rapport

S(z=41)

i) ,
vers {a limite £, on pourra donner au nombre A une
valeu? assez:considérable pour que, . étant égal ou
supérieur a /&, le rapport dont it s'agit soit cons-
tamment compris entre les limites

If—e, k¢

Cela posé, si Ton désigne par 2 up nombre entier
quelconque, chacune des quantités

C Slba1)  flha-a), f(A+a)
FY * Fe) t Flha—y

et par suite leur moyenne géométrique, savoir, .

fikvn)TF | '
U
se trouvera comprise entue les.limites £—¢, k¢,
On-aura done

[L2en)f —p o,

a étant une quentité comprisc entre les limites —¢ »
- ¢, Soi maintenant.
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ha-n=ux
L'équation précédente deviendra
SIS
@ [Fa] T =k

et fon en conclura.
f(2) LR (k)R

G @ =0UB] (kva) =
De plus, pour faire croitre mdéfiniment la valour de
z, il suffira de faire croitre indéfiniment le nombre
entier 12, sans changer la valeur de 4. Supposons, en
conséquence, qué dans Téqaation () fon. considére
A comme une quanuw constante, et z comme une
quantité variable qui converge vers la lmnte 0.
Les quantités

LB, »

renfermées dans e second membre, eonvergeront

vers la Iimite 1, et fe second membre lul-méme vers
une limite de ln forme

'k +~a,
o étant toujours compris cutre — ¢ et + . Par
suite, Fexpression
. [f (=) };
aurs pour limite une quantité comprise entre & —¢
et k+¢. Cette conclusion devant subsister, quelic
que soit fa petitesse du nombre ¢, il ‘en’résulte que
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Ja {imite en question sera preclsément la qua.htxtek
En d’autres termes on aura .

©  lm S = k=l L

Supposons, en second lieu, la quanute k infinie,
clest-a~dire, puisque cettc quantitéest posmve, k=oo
En désignanit alors per H un nombre aussi grand
que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au
nombre % une-valeur assez considéraple peur que,
z étant égal ou supérieur a 4, le rapport
Sz}
ST )
qm couverge vers fa bmite oo, devnerme constam-
ment supérieur & H; et, en raxsommnt comme ci-
-dessus on établira la formule
flhtn
0 )] >H
Si maintenant on pose 2 +n=z, on trouvera, an
lieu de I'équation (), la formule suivant::

@I SLRTHT
de laquelle on conclura, en faisant converger . vers
la limite oo , '

- lim. [ f(2)]" > H.
La limite du rapport S
=
sera donc supérieure au nombre F7, quelque grand
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quil soit. Cette limite, supérieure a tout nombre
assignable, ne peut étre que linfini positif.

Nota. On pourrait facilement démontrer Téqua-
tioa (6), en cherchant par le théoréme- 1.* Ia limite
vers laqueﬂe converge le loganthme

Lif(=) ] = =5
et repassant ensuite ‘des, fogarithmes aux nombres.

CoroLLAIRE 1. Pour donner une application

. du 2.° théoréme, supposons

’f(x)'='z'; :

on aura .
Sle+1) w41 1
s T e Tt
et par suite, en passant ‘aux limites ,

k=1..

Donc, si I'on fait croitre indéfiniment Ia vanable z,
ks fonction

N)m

z
. .
convergera vers la limite 1.
CoroLLAIRE 2. Soit, en second lieu,
f@)=az"+ bz + cz™* +&e..=P,

en sorte que. P désigue un_pélynome en z du degré
#. On trouvera

fie+r) ("") (H- )H+ (H—) +e..

@ a4 - + L ke,
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et, cn passant aux limites,

It—%:l.

Si donc P représente .un polynome entier quel- .
conque, P* aura pour limite 1.
Conou.um; 3.* Soit enﬁn

Sfla)= L‘(f)

On trouvera

flza-0) _ L(z41) _ L(D)+L(r+1)
J(2) T L) T L (=9
L(l+ )
T L(sy

1 =-1
p——1

et, en passant aux limites ,

h=r1.

Par suite, [ L (x)]% a encore pour limite Tunité.
Les théorémes 1. et 2.° subsistent évidlemment
dans le cas méme ou la variable & ast considérée
comme ne pouvant atmettre que des valeurs en-
tieres. En effet, pour rendre applicables & ce cas
particulier les démonstrations que nous avons don-
nécs des deux théorémes, il suflit de conceveir que
la quantité desl«née par A dans chacume de ces
démonstrations dcvnenne un nombre entier trés-
considérable. Si, dansle méme cas, on représente les
valeurs successives de Ig fonction f(z) correspon-
dantes aux diverses valeurs entiércs de , savoir,
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£, £(2), fB) - S(n),

A, A, 4] ..... A,,

N . N L . ’ ..
on obtiendra a la place des théoremes 1.7 et 5.~
les propositions suivantes.

3.© THEOREME. Si la suite des quantztes

4,, A, A, ..... A,, &ec....

est tclle que la différence entre deux termes con-
sécutifs de cetle suite, savoir, - '

. ' A' -+ A)]
converge constamment, pour desvaleurs croissantes
de », vers une limite fize 4, le rapport
A

par

convergera ep méme temps vers la méme limite,
4.° THEOREME.» S la suite des nombres

A, Ay Ay oo 4y, & ...

&t telle que le rappart entre deu.z' termes conse-
cutifs, savoir,

A e
4,

converge constamment, pour des valeurs croi.mmﬁ
de », vers une limite fixe 4, Uexpression

. (4x)"
wsvergers e méme temps vers la wéme limite.
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Pour montrer une application du dernier théoréme,
supposons :
. Ay =1.2.3...n.

La suite 4,, A,, ... &e. ... deviendra

1, 1.2, 1.2.3, &c... 1.2.3 ... (n—1)n, &c...;
. etle nipport entre deux termes consécutifs de Ia
méme suite, savoir, - .

A, _ t.a...m(n-+0)
4, 1.2.3...0

=n+1, °

convergéra évidehment ,. pour des.valeurs crois-
santes de #, vers la hmxte oo. Par suite, I'expres-
sxon :

1 T
- (4,)" =(1.2.3...n)"
converge vers la méme limite.
On treuveraif, au contraire, que Pexpression

et *

eonverge, pour des valeurs croissantes de n ) vers
la limite zéro. '
Souvent, a l'aide des théorémes 1. et 2.¢, on
peut déterminer la valeur singuliére que recoit une
fonction composée de la variable , tandis que cette
variable s'évanouit. Ainsi, par exemple, si fon veut
obtenir la valeur singuliére de x* correspondante a
x=o0, il suffira de chercher la limite vers faquelle
converge, pour des valeurs croissantes de «, l'ex-
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pression (—) =t Cette hmtte en vertu "dh

théoréme 2. *«{ corollan'e 1), est égale & Punité.
' Deméme, on conclurait du théoréme 1. (conof-

laire 1.%7) que la fonctxon
"oL (=) | *
sevanou:t avec la variable 2.

* Lorsque les deux termes d'une ﬁ'actzon sont des
Yuantités infiniment petites, dont les valeurs nu-
wériques décroissent indéfiniment avec selle de la
vanable «., la valeur singuliére que recoit cette
Jraction, pour & = 0, est tantit finte, tantst nulle
ou infinie. En effet, désigngns par £, & deux cbnsL :
tantes finies qui ne soient pas nulles, et par ¢, ¢
deax nombres variables qui convergent avec a vers
la limite zéro. Deux infiniment petits, Pun-de lerdreé
u, fautre de Tordre x';-pourront étre représentés
Tespectivement. par - . e

Ica,'(l +e), k'a*'(1x¢ )

¥ (1kv) _ Kkl "I_,‘; L=~ '
WOEn —ETEY T E T
ara évidemment pour limite
‘i, si fon suppose - - a'=n,
o, si fon suppose = -~ %' > n,

* 00, si fon suppose’ . R<n
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On prouverait de méme que I limite vers Jaguells
converge le rapport de dewx quantités ugﬁmment
grandes, tandis que lewrs valeurs numériques crots-
sent indefiniment avec celle d'une méme variable =,
peut étré nulle, finie, ou infinie. Seulemeny, cette
limite a un SIgne déterminé, constamrihent égal au
produit des signes des deux quantités que fon con-
sidére. : b
Parmi les fractions, dont les deux tenncs convers
gent avec la variable a vers la lumtc zéro, on doit
" placer la suivante | . . .
' [er@)—f(r) . -
a. . ) )
toutes les fois qu on axtrlbue a Ia wanable z une
valeur dans le voisinage de laquelle la, fonction _f{.x)
reste continue. En effet, dans cette hypothese la
dlﬂ'et;ence

L Fewey—f (,)

est une.qua.ntlte infiniment petite.: On peut méme
remarquer gu'elle est en. général un infiniment petit
du premier ordre, en sorte que le rapport

f(zra)—f(x) * .
. a

éonverge ordinairement , tandis que la valeur nu-
mérique de « diminué, vers ume limite finie diffé-
rente de 'acéro. Cette limite sera, par exemple,

a2z, siFoa prend f(.z) =z’

@ —-2, sifonprend flz) ="
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Daus le cas particulier aii Pon supgose 2 = o, le
rapport f(”"‘l =/ (=" se réduit & cet autre
f(d)—f(o')

Parmi les rapports de cette dermere espece nous
nous bornerons il a consxderer le suivant

Comme # peut étre mis sous 1s forme
sin, (—a) * " P

wa limite restera Ta méme, quel que soit e sgne de
a. Cela posé, co-cevonsquejax;c a recoive une
valeur positive tres-petlte. La corde de 'arc double
24 étant représentée par 2sin. ¢, on aura évxdem-
ment 24 > 2sin. @, et par suite

& > sin. .

De plus, o somme dés-tangentes menées -aux ex+ -
trémités de arc 22 étant représentée par.2 mng. & -
et formant une portion de pelygenc’qui emveloppe
cet arc, on'aun.emqre 2 tamg. & > 2 &, €t par
conséquent
tang e>a.
En réunissant les deux formules quon vient d’am
blir, on trouvera
sin. 4 < @ < tang. @ ;

puis, en remettant pour tang. o sa valeur,
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- R X
sin. & < a4’ T‘— y .
et par suite -
a 1

l<sin.¢'< m.q.’ .

sin. @

. a
Or, tandis que a diminue, cos. & converge vers
la limite 1 : il en sera donc de méme a fortiori du

I > > cos. a.

rapport %—i toujours compris entre 1 et cos. &,
en sorte qu'on aura '

(7) Ib_n. 'i': < \ = 1. .
La recherche des lipites vers lesquellés convergent
les rapports f(~+¢¢)—f(f) : f(a):-'f.(o) tant un

des principaux objets du calcul infinitésimal, nous
ne nous y arréterons pas davantage.

" 1l nous reste & examiner les valeurs singuliéres

des fonctions de plusieurs variables. Quelquefdis ces

valeurs sont complétement déterininées, et indé.

pendantes des relations que l'on pourra.ut établir entre

les varmbles Ainsi, par exemple, si ['on désigne pu-

« € 2,9,

quatre variables positives, dont les deux premiéres
convergent vers la limite zéro, et les deux dernicres
~vers la limite oo, on reconnaitra sans peine que les
expressions

'd
G, Ty, —» %, a’, &7 *
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oat pour limites respectives

o, ©, 0, c©, 0, 0,

Mais e plus souvent la valeur singuliére d'une fonc-
tion de plusieurs variables ne peut étre entiérement
déterminée que dansle cas particulier ou, en faisant
sonverger ces variables vers leurs limites respec-
tives, on établit entre elles certaines relations; et,
tant que ces relations ne sont pas fixées, la valeur
singuliére dont il s'agit est une quantité ou .tg-
talement indéterminée , ou seulement assujettie &
rester comprise entre des limites connues. Ainsi,
comme on I'a remarqué plus haut, la valeur singu-
liére a laquelle se réduit le rapport de deux variables
infiniment petites, dans le cas ol chacune de ces va-
riables s'évanouit , peut étre une quantité quelconque
finie, nulle ou infinie. En d'autres termes, cette
valeur singuliére sera complétement indéterminée.
$i, au lieu de deux variables infiniment petites, on
considére® deux variables infiniment grandes, on
trouvera que le rapport de ces derniéres, tandis
que leurs valeurs numeériques croissent mdeﬁmment
tonverge encore vers une limite arbitraire, mais
positive ou négative, suivant que les deux variables
sont de méme signe ou de signes contraires. Il est’
également facile de s'assurer que le produit d’une
variable infiniment petite par une variable infiniment.
grande a pour limite une quantité complétement
mndéterminée.

Afin de présenter une derniére apphcanon des

TOM. 1. E
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principes qu'on vient d’établir, cherchons quelles
valeurs il faut attribuer aux variables x et y pour
que la valeur de la fonction

y%
devianne indéterminée. Si Fon désigne par 4 un
nombre supérieur & T'unité, et par L la caractéris-

tique des logarithmes dans le syst¢tme dont fa base
est 4, on aura évidemment

[ y=AL(!)’
et par suite '

Li(y)

Y =dA"

N

Or, il est clair .que l'expression
/ N 104)

i
x

convergera vers une limite .inde’terminée', lorsque
le rapport
L(y) °

&

convergera lui-méme vers une semblable limite, ce
qui arrivera dans deux cas différens, savoir, 1.°lors-
que L(y) et x seront deux quantités infiniment
petxtcs, c'est-a-dire, lorsque Z et y auront pour
limites respectives o et 1; 2.° lorsque L ( y) et x
seront deux quantités infiniment grandes, cest-a-
dire, lorsque x ayant une limite infinie, y aura pour
limite o ou oo. Il est bon d'observer que, dans l'un
et lautre cas, la limite indéterminée de I'expression
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Ly) 1

A5 =YY"
sera nécessairement positive. Il peut méme arriver
que cette limite soit gssujettie & demeurer comprise
entre les valeurs extrémes o et 1, ou bien entre
les suivantes, i et oo. Concevons, par exemple,
que chacune des variables & et y converge vers la

hmite co. Dans ce cas, la limite ‘du rapport
L(y)

x
L]

étmt une quantité positive quelconque, celle de
I-U)

.'/ *— A = ne pourra étre qu'une quanﬁté

moyenue entre 1 et co. Cette moyenne sera dail-

leurs indéterminée , tant que l'on n'établira pas

entre les variables mﬁmment grandes x et ¥ de

lellnon particuliére. Mais si Fon suppose
y=[f(z) ?

S (=) désignant une fonction qui croisse indéfini- -
ment avec la variable ., alors la moyenne dont i.
sagit, n'étant autre chose que la limite de

[f(=)]"
obtiendra une valeur déterminée, que Fon pourra
souvent calculer a l'aide du théoréme 2.°
Si, au lieu de la fonction y%, on elt considéré
la suivaate - l
v
- On aurait trouvé que cette dermiére devient indéter-

-

E
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minée, 1.* lorsque la variable y converge vers Ja
limite 1, et la variable x vers 'une des suivantes,
‘= 00 , -+ 00 ; 2.° lorsque, la variable z ayant zéro-
pour limite, y converge vers &éro ou vers linfini
positif. o ]

Quelquefois on rencontre dans le calcul des ex-
pressions singuliéres qui ne peuvent étre considérées
que comme des limites vers lesquelles convergent
des fonctions de plusieurs variables, tandis que ces

. mémes variables deviennent infiniment petites ou
_infiniment grandes, ou méme, plus généralement,
convergent vers des limites fixes. Telles sont, par
exemple, les expressions

o ©o ’
L OX0, =, 0OX00, =, OXoo, o, ,l., &ec....

parmi lesquelles on doit regarder les deux premiéres
comme les limites vers lesquelles convergent le pro-
. duit et le rapport de deux variables infiniment pe-
tites , les deux suivantes comme les limites du produit
et du rapport de deux variables positives infiniment
grandes, &c. ... Si lon considére en particulier les
expressions singuliéres que produisent les fonctions

'1’-_1-3(, xyY, %9 y" y%’

on trouvera que les valeurs de ces mémes expres-
sions, lorsque les-variables restent indépendantes,
peuvent étre aisément fixées par ce qui précéde. Les
équations qui serviront & déterminer ces valeurs
seront respectivement
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*pour h fenction .
Z4Y...00 +00 =00, 00 — o= M (=00, -+ opd:

0x0=0, 0x0=0x—00=M(—00, +0);

.‘l'y.'..
OxXxW=—00XxX—00=00, Vx=—00=—000;
(3] o o 00 —0o
. =M{{—oco, +09)), =% —T—:l:oo.
¥y oo —co co —o0
o= oo =M (o, ), —5= =Moo, q):

¥ ..

. {o"=oo‘=M({o. o), 0¥ =oo™®=o0,

L]
0 R =00%=00, 1% =1"2=M (0, o0));

1 3 1 __'_- ~
0°9==00°==0 0u 00, 0W =moo-® =M(o, 1))

..

o =55 22 00 e M1, 00)), 1 9=M (o, o))
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"CHAPITRE IIL

Des Fonctions symétriques et des Fonctions alter-
nées. Usage de ces fonctions pour la résolution
des équations du premier degré a un nombre
quelconqué d'inconnues. Des Fonctions homo-

genes.

§. 1. Des Fonctions, symetriques.
L J

UNE fonction symétrique de plusieurs quantités
est celle qui conserve la méme valeur et le méme
signe aprés un échange quelconque opéré entre ces
quantités. Ainsi, par exemple, chacune des fonctions

x+y, x7+y*, TY3, sin. T+ sin. y+sin. 3, &c...
est symétrique par rapport aux variables quelle ren-
ferme, tandis que

r—y, x7, &c....
sont des fonctions non symétriques des variables x
et y. De méme encore
bac, b*+c* be, &ec... o
sont des fonctions symétriques des deux quantités
b » €5

b+c+d, b*+c*+d', berbd+cd, bed

sont des fonctions symétriques des trois quantités
b,c,d, &c....
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Parmi lesy fonctions symétriques de plusieurs
quantités b, c...g, k, on doit distinguer celles qui
servent de coefficiens aux diverses puissances de 4'

dans le développemeﬁt du produit

(a—b)(a—c)..... (a—g) (q—ﬁ),
et dont les propriétés conduisent & une solution trés-
éégante de plusieurs équations du premier degré
entre 1 variables «, y, z...u, v, lorsque ces équa-
tious sont de la forme :

T+ Y+ 23 +...+ v +v =k,
Sax-i- by + cz+...+ gu+hv =4k,
(1) @z +by ez +... +gu+hv=k%,
&c.....
@2+ 0" Y o g U R V=R
En eflet, soient

4, ,=—(b+c+&ec....+g+h),
A _=bcr..+bg+bh+...+cg+ch+...+gh,
&e..... , '
A.:ibc....g‘i& ‘
les fonctions symétriques dont il sagit, en sorte
quon ait , :

a'+A4,  a""+..+Aa+A=(a—b)(a—c)(a-d)...

Si, dans cette derniére formule, on remslace suc-

cessivement @ par b, par ¢, &c...., par g, par k,
on trouvera '
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b+ A, b +&e....+~Ab+A, =0,

e +A,_ " +&c....+Ac+ A, =0,

g+ A, . g +&e.... +A,g'+A,=o;
R~ A, _ k™ +~&c....+ A lz-o—A;:o.

Si I'on a,oute ensmte membre & membre les équa-
tions (1), aprés avoir multiplié la premiére par A4,,
la seconde par 4, , &c..., l'avant-derniére par 4,,_,,
et la derniére par l’unité, on obtiendra la suivante

(e + A, a* + &e. ...+A,ﬁ+A.').t
-'l‘ ,+A,k,_ +&e.. x-f-A,k,-l—A,k,;
et Ton en conclura ' ‘

(2) ' r =
__‘—-(b-!-c Ag+R)k,_,Hbe... 4 bg-+-bh.. 4cgtch.. +gh)l:._,—&c +be gh.k,

@=b)@=0).... =g =),

On déterminerait par un procede analogue les va-
leurs des autres inconnues v, 2 ... u, v.
Lorsque, dans les équations (1), on substitue aux
constantes
koo kiy koo ko,
les pmssances entiéres successives dune méme quan-
tité £, savonr,

k=1, k k..f&"",

"la valeur trouvée pour z se réduit &
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_ (k—B) (k—¢)....(k—g) (k—&)
(3) = (a—b)(&—c)...(a—g) (a—4A) °

§. 2.° Des Fonctions alternées.

Une fonction alternée de plusieurs quantités est
celle qui change de signe, mais en conservant au
signe prés la méme valeur, lorsqu'on échange deux
de ces quantités entre elles; en sorte que, par une
suite de semblables échanges, la fonction devienne

alternativement positive et négative. D'aprés cette
deﬁnmon,

z—y, zy'—r'y, L(—) sin. z —sin. y , &c...

sont des fonctions alternées des deux variables. =
ety,
(x—y)(x—Z)(y—z)

est une fonction alternée des trois variables z, 7,
3; et ainsi de suite. :

Parmi les fonctions alternées de plusleurs va-
mb]es .

Z,Y¥,5...u,v,

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et en-
tiéres par rapport & chacune de ces mémes variables.
Supposons une semblable fonction développée ef
mise sous la forme d’'un polynome. Un de ses termes,
pris'au hasard, sera de la forme
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Prq,T ... 8, ¢t désignant des nombres entiers, et
k un coeflicient quelconque. De plus, la fonction
devant changer de signe, mais conserver au signe
prés la méme valeur, aprés 'échange mutuel des
deux variables x et y, il faudra de toute nécessité
quau terme dont il sagit corresponde un autre
terme de signe contraire

déduit du premier en vertu de cet échange. La
fonction se composera donc de termes alternative-
ment positifs et négatifs, qui, réunis deux a deux,
produiront des binomes de ia forme °

karyiz" . wv' —kzTy’ 2" . w0
=k(xPyl —afy?)z ... u' 0"
Dans chaque binome de cette espéce, P, g seront
néccssairement deux nombres entiers distincts Tun
de I’autre et, comme Ta différence

x? y? — 1 JP R
est évidemment divisible par y—x, ou, ce qui re-
vient au méme, par x —y, il en résulte que chaque

binome et par suite la somme des binomes ou la
fonction proposée sera divisible par

- =+ ( y—x).

Comme on peut dailleurs, dans les raisonnemens

qui précédent, substituer aux variables et y deux -
autres variables quelconques z et 3, ou y et 7, &c..,
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on obtiendra définitivement les conclusions sui-
vantes :

1" Une fonctiomalternée, mais entiére, de plu-
seurs variables =, y, 2 .....u, v, est composée
de termes alternativement positifs et négatifs, dems
chacun desquels les diverses variables ont toutes
des exposans différens ; .

2.° Une semblable fonction est divisible par le
produit des différences
/ [+ (y—=z), =(3—2), .. = (u—2), £ (v—2),

*(z—y), .. = (u—y), £(v—y),
(x}J o &e....x=(u—3), £(v—3),

\ *(v—u),
prises chacuné avec tel signe que l'on voudra.

Le produit dont il est ici question, ainsi qu'on
peut aisément le reconnaitre, est lui-méme une fone-
tiop alternée des variables que 'on considére. Pour
le prouver, il suffit de faire voir que ce produit

} change de signe, en conservant au signe prés la
méme valeur, aprés 'échange mutuel de deux va-
riables, = ct y par exemple. Or en effet, suivant
que Yon adopte pour chaque différence le signe +
ou le signe —, ce produit se trouve égal soit & +Q,
s0itd — @, la valeur de @ étant déterminée par I'é-
fquation '

(2 9=
' (3-2) (31). . - (—t) () x (5=9) - - (w=y) (o) X o X (=405
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et, comme il estévident que cette valeur de @ change
seulement de signe en vertu de I'échange mutuel
des variables = et y, on peut sonclure qu'il en sers
de méme d'une fonction équivalente soit & +@,
soit & — Q. -

Concevons, pour fixer les idées, que 'on prenne
chacune des diférences (1) avec le signe +. Le:
produit de toutes ces différences sera la fonction ¢
déterminée par Téquation (2), ou, ce qui revient
au méme, par la suivante L.

(3) Q=

(y—=) x (3—2) (3—y) x..0..x (v=—2) (v—y) (v—5)..... (o—s).

Si, de plu)s., on appelle 7 le nombre des -variables
2,Y,% ... u, v; n—1 sera évilemment le nombre
des différences qui renferment une méme variable:
et par suitc, dans chaque terme de la fonction ¢
développée et mise sous la forme d'un polynome,
T'exposant d'une variable quelconque ne pourra sur-
passer n—1. Enfin, comme dans un méme terme
les différentes variables devront étre affectées d'ex-
posans différens, il est clair que ces divers exposans
seront respectivement égaux aux nombres

. 0, 1, 2, 3, «e... m—1.

.Chaque terme, abstraction faite du signe et du coef-
ficient numérique, sera donc équivalent au produit
- des diverses variables rangées dans un ordre quel-
conque, et respectivement élevées aux puissances
, marquées parlesnombres o, 1, 2, 3,... n—1. On doit
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- wjouter que chaque produit de cette espéce se trou- .

vera compris uneseule fois, tantét avec le signe +,

tantét avec le signe —, dans le développement de
h fonction . Par exemple, le produit

2y ... e
ne pourra étre formé que par la multiplication des
premiéres lettres des facteurs. binomes qui compo-
sent le second membre de I'équation (3).
A Taide des principes que nous venons- d'établir,
il est facile de construire en entier le développement
de la fonction @, et de démontrer ses diverses pro-.
priétés [ voyez a ce sujet la note IV ]. Nous allons
- maintenant faire voir comment on se trouve conduit,
' par laconsidération d’un semblable développement,
4 la résolution des équations générales du premier
degré a plusieurs variables.

Soient
az+by+cz+...+gu+hv=k,,
az+b,y+c,z+... +g'!u-{-h,v=kx ,

| @) a.5+b,y+c.z+... +gu+b o=k,
| &e..... ’
a,_,z+b, y+c,  5+... +g,,_,u+h,,_,z}=k,,.,

» équations linéaires entre les n variables ou incon-
mmes : .
' x, Y, % ..., 9,

| et les constantes

|
|
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ao) bo’ co’ &0.... gov he’ ko'

a,, 617 c:) &c"” gn h.x’ k:’
a,, 61’ Cs» &c°"‘ g:9 ha’ k"

ag—x y bn—x ’ c‘-x) &c"' gn-tv h‘—: 9 ka—x ,

choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par
P ce que devient la fonction ¢ lorsquon y rem-
place les variables

x,Y,%...u,v
per les lettres \
a, b,c...g,h‘
considérées comme autant de nouvelles quantités;
en sorte qu'on ait

(5) P =

(b—a) x (¢—a) (c—b) x...x (h—a) (h—b) (h—c)..... (h—g)

Le produit P sera la fonction alternée la plus
simple des quantités @, b, ¢ ... g, k; et, si fon
développe cette fonction par la multiplication algé-
brique de ses facteurs binomes, chaque terme du
développement sera équivalent, au signe prés, au
produit de ces mémes quantités rangées dans un
certain ordre, et respectivement élevées.a des puis-
sances marquées par les exposans o, 1, 2, 3,...n—1.
Cela posé, concevons que dans chague terme on
remplace les exposans des lettres par des indices,
- en écrivant, par exemple,
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u beu du terme )

@b gk v
et désignons par D ce que devient alors le develop- B
‘pement du produit P. La quantité D aura évidem-
ment, tout comme le produit P, la propriété de
'mmger de signe, lorsqu'on échangera entre elles
deux des lettres données, par exemple, les deux
lettres @ et &. 11 est aisé den conclure que la valeur
de D sera réduite 4 zéro, si I'on écrit dans tous ses
termes lalettre 4 a la place de la lettre @, sans
écrire en méme temps a & la place de 4. 1l en serait
de méme si 'on écrivait par-tout a la place de la
lettre a Punedes lettres c.... g, k. Par suite, si,
dans le polynome D, on désigne la somme des termes
qui ont a, pour facteur commun par 4.a., la
somme des termes qui renferment le facteur a, par
Aa,, &e..... ; enfin la somme des termes qui ont
pour facteur a,, par 4, .a,.., en sorte que la
valeur de D soit donnée par I'équation

(6) D=A,a+A,a+A,a+&c..+A4,,a,,,
on trouvera, en écrivamt successivement dans le

second membre de cette équation les lettres 4, c..
& h, ila place de la letfre 4, -

°=A060+Aibl+A‘bl+ +A,;—x ba—x ’

o=A,c,+Ac,+Aec,+...+A,_,c,.,
o=Ag+Ag+Ag+...+A, . 8. .»
o=Ahk+Ak+Ah+...+~A_ k.
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’

Supposons maintenant qu'on ajoute membre 2
' membre les équations (4), aprés avoir multiplié I
premiére par A,, la seconde par 4,, la troisi¢éme
par 4, ... la derniére par 4,_,. On verra, dans cette-
addition, les coefficiens des inconnues y, 3 ... , »
- disparaitre d'eux-mémes en vertu des formules (7),
et I'on obtiendra définitivement I'équation

Dx=Ak,+A k+Ak~+&c..+A_ k

n=1 n—i ¥

de laquelle on conclura .-

(8) .w—A kA, h—f-/‘ kD'l-'&c A

=1 Q-l

Comme d'ailleurs des deux quantités’
D et Ak, +~Ak, +A Kk +....+A,_ Kk,

la premiére est ce que devient le développement
du produit :

(6—a)x(c—a)(c—b)x...x (h—a) k—b)(b—c)...(h—g),

lorsque dans ce développement on remplace les ex-
posans des lettres par des indices, et la seconde, ce
que devient la quantité D, équivalente au second
membre de la formule (6), lorsqu on y substitue la
lettre £ a la lettre a; il en résulte que la valeur de-
z peut étre censée déterminée par I'équation

(9) = ‘
{b—k)x(c—k)(c—b) x...x (h—k)(A—b)(h—c) ...(h—g)
(6—a)x(c—a)(c—8)x...x (h—a) (h—0)(h—c)...(h—g) '

pourvu que l'on convienne de développer les deux
- - - . .
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termes de la fraction qui forme le second membre,
et de remplacer dans chaque développement les
exposans des lettres par des indices. La valeur que
Téquation (g) prise 4 Ia lettre semble fournir pour
linconnue x, n'étant pas exacte et ne pouvant le-
devenir que par suite des modifications énoncées,
&t ce que nous nommerons une valeur symbolzque
de cette inconnue.

La méthode qui nousa conduits a la valeur sym-
bollque de . fournirait également celles des autres
incounues. Pour montrer une appllcatlon de cette
méthode , supposens quil saglsse de résoudre les
équations linéaires

ax +by+cz==h,,
(10){a,z+ b,y +c,2=4F,
ax+by+cz=k,.
On trouvera dans cette hypothése, pour la valeur
symbolique de l'inconnue r,

(b—k)(c—k)(e—b)
(6—a)(c—a)(e—b)

__ kber— Kb ' K'b*c®— k8%’ B*b°c’'— IPb'e
a°b'c*—a’bic’ + a'b*c®— a'b°c*+ a*bc'— a¥'c® )

n) z=

LI . .
et par suite, la valeur véritable de la méme incon-
nue sera

kobc,—k.b e 4kb c—hb.c -k b~k b,

1 = .
(2) z a.bec,—ab cAab c,—abe,+a,be—abe,

Nota. Lorsque, dans les équations (4), on rem-
Place les indices des lettres a, 8, c ... g, A, & par des
- TOM. 1. F
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exposans, la valeur symbolique de z dennée par
équation (9) devient évidlemment la valeur véri
table, et coincide, comme on devait s’y attendre,
avec celle que fournit la formule (3) du §. 1.

§- 3.° Des Fonctions homogénes.

Urie fonction de plusieurs variables z, y, z
est homogéne, lorsque, ¢ désignant une nouvelle
variable indépendante des premiéres, le changement
de z en tx, de y en ty, de z en ¢z ... fait varier
cette fonction dans le rapport de l'unité 4 une puis-
sance déterminée de ¢; et l'exposant de cette puis-
sance est ce qu'on nomme le degre de la fonction
homogéne. En d’autres termes, -

Sf(z, 9,5 ...)

sera une fonction homogéne du degré a par rapport
aux variables z,y, z ..., sifon a, cluel que soit £,

(1) fltz, ty, tz...)=t'f(x, ¥, z)

Ainsi, par exemple, '
= +ry+y', y(zy), ly—lz, *

sont trois fonctions homogénes des variables = et y,
la premiére du second degré, la deuxi¢me du pre-
mier degré, et la troisiéme d'un degré nul. Une
fonction entiére des variables 2, y, z ... composée
de termes tellement choisis, que la somme des ex-
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posans des diverses variables soit la méme dans tous
les termes, est évidemment homogeéne.

§i, ‘dans la formule (1), on fait #=—, on en
conclura : ' '

0 Sflys.)zef(n 1,520

Cette derniére équation établit une propriété des
fonctions homogénes qu'on peut énancer de la ma-
nere snivante : .

Lorsqu'une fonction de plusieurs variables =,
¥, z.... est homogéne , elle équivaut au produit
delune quelconque des varidbles élevée & une cer
laine puissance parune foxction des rapports extre

_ces mémes variables combinées deux a deux.

On peut ajouter que cette propriété appartient
exclusivement aux fonctigns homogénes. Et, en
effet, supposons f(z, y, 5 ....) equlvalente au
prodmt de z* par une fonction des rapports eptre
les variables x, y, z .... combinées deux & deux.
Comme on, pourra expumer. tous ces rapports au
moyen de ceux- qui ont z pour dénominateur, en

éorivant par exemple, au lieu de -,

&)
)

i en résulte que la valeur de f(z,y, z...) sere
unée par une équation de la forme

-

F
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flz 9, 5. )=z 0L, £..).

Cette équation devra subsister, quelles que soient
les valeurs de z, y, z...; et, si I'on y remplace

z partxr, yparty, zpariz...,
elle deviendra '
. v
fltz, ty, tz...) =tz @({-, = )

Par suite, on aura, quel que soit #, dans I'hypo-
thése admise,

Sz, ty, tz..)=0f (2, y, 5...);
ou, en d’autres termes,

/ flz, ¥y, z..... )

sera -une fonction homogene du degré a par rap-
port aux variables z, v, 3 ....

[}
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[ CHAPITRE 1V.

Détermination des Fonctions entiéres, d’ aprés un
certain nombre de valeurs particuliéres suppo-
sées connues. Applications.

]

§ 1." Recherche des Fonctions enti¢res d’une seule
variable , pour lesquelles on connait un certain
nombre de valeurs particuliéres. '

DiTERMINER une fonction d’aprés un certain
nombre de valeurs particuliéres supposées connues,
cest ce qu'on appelle interpoler. Lorsquiil sagit
dune fonction dune ou de deux variables, cette
fonction peut étre considérée comme P'ordonnée
. fune courbe ou d'une surface; et le probléme de

Yinterpolation consiste # fixer la valeur générale

de cette ordonnée, d'aprés un certain nombre de

valeurs particuliéres, c'est-a-dire, a faire passer

k courbe ou la surface par un certain nombre de

points. Cette question peut étre résolue d'une infi-

nité de maniéres ; et en général le probléme de
linterpolation est indéterminé. Toutefois Tindéter-
mination cessera, si a la connaissance des valeurs
particuliéres de la fonction cherchée on sjoute la
condition expresse que cette fonction soit entiére,
¢ dun degré tel que le nombre de ses termes de-
- viemne précisément égal au nombre des valeurs

prrticuliéres données.
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upposons, ‘pour ixér les idées, que fon con-
sidere d'abord les fonctions entiércs d'une seule
variable . On établira facilement a leur égard les
propositions suivantes.

1.” THEOREME. S¢ une fonction entiére de la
variable = s’évanouit pour une valeur particuliére
de cette variable, par exemple, pour z=z,, elle
sera divisible algebriquement par z—z,.

2.° THEOREME. Si une fonction entiére de la
variable = s'évanouit pour chacune des valeurs de
£ comprises dans la suite

Toy T,y T, oo T,

» désignant un nombre entier quelconque, elle sera
nécessairement divisible par le produit
(z—z,) (x—2)) (x—2,) ... (x—x,_).

Soient maintenant Q(.x) et -\L(x) deux fonctions
_entiéres de la variable 2, 'une et I'autre du degré
n—1, et qui deviennent égales entre elles pour
chacune des n valeurs particuliéres de x comprises
dans la suite z,, z,, z, ... x_ . Je dis que ces

deux fonctians seront identiquement égales, clest-
a-dire, qu'on aura, quel que soit z,

9 (=) =}(2):

et en effet, si cette égalité n'avait pas lieu, on trou-
verait dans la différence

V() — ()

un polynome entier dont le degré ne surpasserait
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Pts n—1, mais qui, sévanouissant peur chacune
des valeurs de a ci-dessus mentionnées, scrait pour—
tant divisible par le produit

(.t—-x,) (x-—-a: ) (z—=.) ... (z—<

cesta-dive,, par un polynome du degré »; ce quif
est absurde. On serait assuré @ fortior: de T egahté
absolue des deux fonctions P (z) et J(z), si f'on
savait qu'elles deviennent égales entre elles pour un
nombre de valeurs de & supérieur & n. On peut
donc énoncer le théoréme suivant.

3.* THEOREME. S deux fonctions entiéres de la
variable s deviennent egalewr un nombre de
valeurs de cette variable supérieur au degré de
chacune des deux jbncaons , elles seront zdentzque-
ment égales, quel que soit .

On en déduit comme corollaire cet autre théo-
réme : ~
4 TakoriME. Deur fonctions entiéres de ls.
variable z sont identiquement égales toutes les fois
gqu'elles deviennent égales pour des valeurs en-
tiéres quelconques de cette variable, ou méme pour
toutes les valeurs entiéres qui surpassent une limite
donnée.

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de
z, pour lesquelles les deux fonctions deviennent
égales, est indéfini.

I suit du théoréme 3.° quune fonction entiére
# du degré n—1 sera compl@ement déterminée,
5 fon connait ses valeurs particuliéres
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) v, u, 4 ...u_

correspondantes aux valeurs

Loy X,y X, ... T,

de la variable z. Cherchons dans cette hypothese
la valeur générale de la fonction . Si Ton suppose
d’abord que les valeurs particuliéres u,, u ...%__ se
réduisent toutes & zéro, 4 Texception de la premiére
u,, la fonction %, devant alors s'évanouir pour r=xz,,
pour r=ux,, &c. ... enfin pour x=x_ , sera

divisible par le produit
(x—z)(zvz,)...(2—2,.),
et sera par conséquent de la forme
u=k(rx—z)(x—2)...(r—2_),
# ne pouvant étre qu'une quantité constante. De
plus, u devant se réduire & %, pour z=2z,, on en
“conclura
u=k(z—z)(z—~2)...(z—=,,)
et par suite

(r—x) (r—2) ... (x—2,_,)

° (.3‘ x )(xo'-:z) (‘ro-"tl—l) )

uUu—=u

De méme, si les valcurs partlcuheres Uy, %, U, ...
u,_, se réduisent toutes a zéro, & lcxceptlon de Ia

n—1t

scconde %, on trouvera

(r—a,) (2 —2,) ... (r—x,_) .
' ’(.f.-—.r.) (‘rx—‘r; ce. (rl—:l-l) :

&e. ...

U=1mu
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Enfin, si elles se réduisent toutes a zéro , & Pex-
ception de la derniére __ , on trouvera

(:t—xo) (‘t—xl) .o (I—‘l—:)
=t (’-—x-‘ro)(:n-l'—‘tx)'"(xu-x""n-a) :

U=

~

En réunissant les diverses valeurs de u correspon-
dantes aux diverses hypothéses qu'on vient de faire,
on obtiendra pour somme un polynome en x du
degré n— 1, qui aura évidemment la propriété de
se rfluire & u, pour r=x,, & u, pour r==z ,
&e..... & u_, pour x =x, . Ce polynome sera
donc fa valeur générale de » qui résout la ques- .
tion proposée, en sorte que cettagvaleur générale
le rouvera déterminée par la formule

(1) um, Emm) () ()

U (xo—':t).(xo“‘x) ..... (.r,—-.r,_,)
(z—z,)(x—2=x,)..... (x—zx,_,)
+ U, (#,—2,) (%, —=22)ee. o (2, —2,_,)
+ &ec.....
(2—x,) (2 —=z,)..... (x—=z,_,)
M PR L e S F—— b

On pourrait déduire directement la méme formule
de la méthode que nous avons employée ci-dessus
{chap. I, §. 1) pour résoudre dans un cas parti-
calier des équations linéaires a plusieurs variables ;
[voyez 4 ce sujet la note V ].

Si, en désignant par @ une quantité constante,
on remplace dans la formule (1) la fonétion 2 par
k fonction w—a, qui sera évidemment de méme
degeé , et les valeurs particuliéres de « par les ve-
leurs particuli¢res de w—a, on ebtiendra I'équation
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B (2 —=z) (z—2z,.)...(r—21,,)
(Xe—x,) (Fo— %2 ). o (X0 —x, ;)
(r—2,)(x—x,)....(z—2x,_,)

(3) w—a=(u—a)

-+ (ul_a) (2, —2,) (2, —8,).. . (5, —F,y)
-+ &c.....
(x—z)(x—2,). ... (z—=,.)
+ (Ui @) e e
et, en comparant cette équation a la formule (1),
on trouvera la suivante o
(3) 1 = (1‘—-—8,)_(8‘—-3;)._..;(1‘—8-_,)_
- (30—"1)("0—"‘)'"(‘o—:.-l)
(£—zx)(2—%1).. (z—=x,,)
+. (‘l‘—‘o) (‘1"“:)‘ . '(": — &z )
+ &c. e s 0
+ (z—z)(x—2). ....(z—=x,,) .

(Fui— o) (Tni=3). < (@ y—r,,)
Cette derniére équation est identique, et subsiste
quel que soit z.

Les équations (1) et (2) peuvent servir Tune et
Tautre a résoudre, pour les fonctions entiéres, le
probléme de Tinterpolation ; mais il convient en
général de préférer pour cet objet Féquation (2),
attendu qu'on peut y faire disparaitre Tun des termes
du second membre, en prenant [a constante  équi-
valente 4 Fune des quantités

Uyy Uy U, ooee U,

Supposons, par exemple, quil s'agisse de faire
passer une droite par deux points donnés. Dési-
gnons par z,, y, les coordonnées rectangulaires
du premier point, par z,, y, celles du second, et
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par y fordonnée variable de la droite. En rempla-
cant dans {a formule (2) la lettre u par la lettre y,
puis fisant n=1, et a=y,, on trouvera pour ['é-
quation de la droite

@) y—y.=(y.—y) ==

Supposons, en second lieu, quiil sagisse de faire
passer par trois points donnés une parabole dont
axe soit paraliéle 4 I'axe des y. Nommons

r ety , x ey, x et y,
les coordonnées rectangulaires des trois points. Soit
de plus y Tordonnée variable de la parabole. En
remplacant toujours, dans fa formule (2), la lettre
u par fa lettre y, puis faisant n =2, et a=y,, on
trouvera pour l'équation de la parabole

(z—x)(z—=zs)

() y—n=Q@—2) c=H=s

(z—20)(2—=,)

-+ (y; —3/:) (@27, ) (22—2,)
ou, ce qui revient au méme,

6) y—y.=2=2[(g.—9) =2 + (5—y) =2 ].

Lorsque dans I'équation (1) on prend h=2z",
(m désignant un nombre entier inférieur & ), les
valeurs particiiliéres de u représentées par

U, ¥, U .... U

g—1 ?
se réduisent évidemment a

m
.
Re=3

z”, ", ... T
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On a donc, pour les valeurs entiéres de m qui ne

surpassent pas n—1, :
. . pm (f—e) (r—2). (r—2a)
(7) r=x (%o—%,) (Fo—%1).-(£o—F0_y)

m (z—z,)(z—2.)....(z—=,,)

+ 1" (z,~2,)(x, =) e (&, —x,,)
+ &ec.....
-z " (z—2,) (2—2,)... (2—2=,_,)

-t (‘tl-l_to)(xl-l_tl)"'(’l-l-cl—l) -

Cette derniére formule comprend comme cas par-
ticulier 'équation (3). De plus, si I'on observe que
ehaque puissance de x, et en particulier la puis-
sance x"', doit nécessairement avoir le méme coef-
ficient dans les deux membres de la formule (7),
on trouvera, .

1.* En supposant m<n—1,

T,
(8) °= (Fom—=a) (Lo %31). oo (To= Ty y)
zm
+ ('cl_xO)(:3_“)"'(31—‘.-1)
+ &ec.....
-+ Lpey™ .

(‘l—l—“o) ('tl—l—"tl)‘ . '(‘rl-n—‘rl—s) ’

2.* En supposant m—=n—1,

_ s~
(9) 1= (To—x,) (2o—21). o (Fo—=,_,)
z "

(2= ) (x,—=1).. (&, — 7,_,)

-+

(‘tl—l) -t

(% ama™ ) (Faey =%y ) o o o (L gy =%,,) °




. L™ PARTIE. CHAP. IV. 923
Il est bon de remarquer que la formule (8) subsiste -
dans le cas méme o1 I'on suppose m=o, et devient

alors .
— \
('O) 0= (#25—%,) (Fo—23). . (£o—2,_,)
1
(31—30) (xl—x3)"' .(2.—3._{)
+ &ec.....

-+

1

+ (zw—i_"o)(xu.-:"“x)"'(‘”»-x—“n-z) -

§ 2.* Determination des Fonctions entiéres de plusieurs
variables , d’aprés un certain nombre de valeurs
particulieres supposees connues.

Les méthodes par lesquelles on détermine les
fonctions d'une seule variable, d'aprés un certain
nombre de valeurs particuliéres supposées connues,
peuvent étre facilement étendpes, comme on va le
voir, aux fonctions de plusieurs variables.

Considérons d'abord, pour fixer les idées, des
fonctions de deux variables et y. Soient ¢ (z, ),
V(z, y), deux semblables fonctions, Tune et Pautre
du degré n— 1 par rapport 4 chacune des variables,
et qui deviennent égales entre elles, toutes les fois
quen attribuant a la variable x une des valeurs
particuliéres

Loy Ty Xyonro T,

on attribue en méme temps 2 fa variable y I'une
des suivantes
Yor Yor Yueor Ypoeo
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@ (2., ¥)s Y (=., y) seront deux fonctions de fa
seule variable y, qui deviendront égales entre elles
pour n valeurs particuliéres de cette variable. Par
suite, (en vertu du 3.° théoréme, §. 1.*"), ces deux
fonctions seront constamment égales, quel que soit
y. On aura donc identiquement

(2., y) =4 (=, y)

On trouvera de méme
(s y) =+ (2., ¥)
*(z., y)=4 (2, y)

¢(xn-t’ y 4/(xwr’ y

Diailleurs, les premiers membres des n équations
précédentes sont autant de valeurs particulicres de
la fonction @(z, y) dans le cas ou 'on y considére
£ seul comme variable ; et les seconds membres
représentent les valeurs particuliéres correspon-
dantes de Ia fonction |, (z, y). Les deux fonctions

¢(x’ .2/)’ 4’('”; .'/ ’

lorsqu'on y attribue & y une valeur constante choisie
arbitrairement, deviennent done égales pour n va-
leurs particulicres de z; et, comme elles sont toutes
deux du degré n —1 par rapport a =z, il en ré-
sulte qu'elles resteront égales, non-seulement pour
une valeur quelconque attribude a la variable y,
mais encore pour une valeur quelconque de x. On
serait assur¢, @ fortiori, de Fégalité absolue des
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deux fonctions P(z, y), (=, y), si Ton savait
quelles deviennent égales toutes les fois que les
valeurs des variables x et ¥ sont respectivement
prises dans deux suites composées chacune d¢ plus
de # termes différens. On peut donc énoncer Ia-
proposition suivante.

1" THEOREME. Si deux fonctions entiéres des
wariables =z et y deviennent egales toutes les fois
que les valeurs de ces deux variables sont respec-
tivement prises dans deux suites qui renferment
lune et P autre un nombre de termes supérieur aux
exposans les plus élevés de = et de y dans ces
mémes fonctions, elles seront identiquement égales.

On en déduit, comme corollaire, cet autre théo-
réme : '

2. TREOREME. Deux fonctions entiéres des va-
tiables z et y sont identiquement egales , toutes les
Jois qielles deviennent égales pour des valeurs
entiéres quelconques de ces variables, ou méme
pour toutes les valeurs entiéres qui smpassent une
bmite donnee. )

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de
z etde y pour lesquelles les deux fonctions devien-
nent égales est indéfini.

1l suit du théoréme 1. que, si la fonction @(z,7)
est supposée entiére et du degré n—1 par rapport
i chacune des variables x et y, cette fonction sera
complétement déterminée, dés que Ton connaitra
les valeurs pirticuliéres qu'elle recoit, lorsqu'en pre-
Bt pour valeur de. x 'une des quantités
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Loy T,y X, oo T,y

on prend en méme temps pour valeur de y Pune des
suivantes

Yor Yoo Yo ot Yoo
Dans la méme hypothése, la valeur générale de
la fonction pourra étre facilement déduite de la for-
mule(1) du paragraphe précédent. En effet, si I'on
remplace dans cette formule » par ¢(z,y), onen
tirera

—1) (#—&3)..... ¢ -t
fCP(.zv y)= E:o_:,)(:c_.:,)) (:o_:'_j Pz, y)
(2—=z,) (x—23). . ... (x—x,_,)
X e e ey 0 9)
( + &c. ...
(x—x,) (x—x4). . (4'-—-3'“_,)
\ +(""n—|—¢o)("".-. -z )..(,_—2 )¢( ni=1? y)

et Pon aura de plus, en désignant par m un des
nombres entiers

1, 2,3 .... n—1,

( — (y=y) (y—ys)... (y—¥y."s)
s Y=gy g ey PFms 1)
(y=Yo) (y—¥1) ... .(y—Yuos)
(2), ‘ (y1=¥0) (¥1=ys).. <y:-y...) Wz, 9.)
+ &ec.... '

(y—¥o) (y—¥1). .. .(y—¥,-,)
\ -+ (yn-l_yo)@u—l_yl)“(yu-l_'yn-z) ¢(xﬂ’yn—! )'
On conclura immédiatement des deux équations qui
précédent la valeur générale de @ (z,,3). On trou-
vera, par exemple, en supposant 72 = 2,
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oz, y) = : _"i.:. ;,:z,', P (x5, 9.)
+ oy 9 (2, 1)

G e oy
-+ ‘o""ll * :l.._?ly‘: CP ('zot ,%)

Rl T C AN

Si Ton considérait des fonctions de trois ou d'un
plus grand nombre de variables, on obtiendrait des
résultats entiérement semblables & ceux auxquels
on vient de parvenir pour des fonctions de deux va-
riables-seulement. On trouverait , par exemple, a Ia-
plaoe du 2.© théoréme, la proposition suivante :

3. THEOREME. Deur ﬁmctwns entidres de plu-
sieurs variables =, y, z. .... sont identiquement.
¢gales, toutes les fois qu ‘elles deviennent égales
pour des valeurs entiéres quelconques de ces va-’
niables , ou méme ‘pour toutes les valeurs entzeres.
i surpassent une lzmzte donnée.

§. 3. Aj}plz'cattbm.

Pour appliquer les principes établis dans les pa-
rgraphes précédens, considérons en particulier des
produits formés par la multiplication de facteurs
successifs dont chacun surpasse le suivant d’une
wité, le premier facteur étant I'une des variables
2,9, 5...; et cherchons &. expnmer, au moyen de
ces sortes de produits , le produit tout semblable

TOM. 1. G
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qu'on obtiendrait en prenant pour premier facteur
la somme des variables données, savoir,

T4y -+3z+&e....

Si 'on réduit toutes les variables a deux, le pro-
bléme quil s'agit de résoudre pourra s'énoncer
comme il suit,

1. 'PROBLEME. Exprimer le produit

(1) (z+y) (v+y—1) (x+y—-2)...(x-9—y—-n+x),
danslequel n désigne un nombre entier quelcongue, |
par le moyen des produzts suivans

(x-x)(x—-z) A(x—n+1),

y(y—1)(y—2)...(y—n+1),
et de tous cenx qu'on peut en déduire, en chan-
geant seulement la valeur de n.

SoruTron. Pour résoudre plus facilement fa
question précédente, supposons d'abord que x et
y soient des nombres entiers égaux ou supérieurs &
n. Alors le produit (1) ne sera autre chose que le
numcérateur de la fraction qui exprime le nombre
des combinaisons possibles de x—+y lettres prises
# & », puisque ce nombre est précisément

{(z4y) (z+y—1) (r+y—2)...(24+y—n-+1)
1.3.30..,.1 °

Cela posé, concevons que, les lettres

@, b,¢c, ...p,q, r....
étant en nombre-égal & 2-+y, on' les divise en deux
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gmnpes de telle maniére que les letires @, bc.

du premier groupe soient en nombre égal 4 7, et
les lettres p, g, ... du second groupe en nombre

épli y. Parmi Ies combinaisons formées avec ces

difiérentes lettres, fes unes renfermeront seulement -
des lettres prises dans le premier groupe. Le nombre

‘des combinaisons de cette espéce sera

x{(s—1)(£—2)...(z=—n+71)
1.2.3...0 i

D'autres renfeﬁneront n— 1 lettres prises dans le

premier groupe, et une lettre prise dans le second.
On déterminera facilement le nombre .des combi-
naisons de cette seconde espéce, et 'on.verra qu'il
est égal &
z(x—1) (x—z) (.t—n+z) 1_ .
1e303c0ec om0 @ °

On trouvera de méme pour le fombre des oomh-
Daisons qui renferment n— 2 lettres prises dans le
premier groupe, et deux lettres prises dans le second,

F(e—1) (2—2).. (’—"+3) y(y—1) :
1.2.3.. (n—2) 1.2 '

&. ..; enfin, pour le nombre des combinaisons qui

renferment seulement des lettres prises daiis le der-
nier groupe, ' '

y(y-—')(y-z) (y—n+g
1.3.3.. Lt

La somme des nombres. des combmaxsons de cbaque
espéce devant reproduire le nomibre total des dpm-
binaisons des z -y lettree données prxses n i,n, on
en conclura

-

G
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(z4+9) (+y=—1).. ; <,'+,_.+.)

1.3,
7 .l_,'(.t—-l)‘..(#—'l-’:)‘ x(x—1 ) (r—nta) Ty
: T na2.3e..m 1.2.3...(8—1) 1
(2) glr=1)....(r=n+3) y(y—1) + &c
 5e3e3...(B=2) T ia ce
“w Z yy—=1)...(y=ta) | y(y=1)...(y=nt1)
10 1203, (1) 1.3.3...8 :

L'équation précédente, étant ainsi démontrée
pour le cas ou les variables = et y obtiennent des
valeurs entiéres supérieures 4 , subsistera, en vertu
du 2. théeréme [ §. 2], pour des valeurs quelconques
-de ces variables; et la valeur du prodmt (x )tirée de
ia nwéme. équation sera

(z4y) (s4+y—1)..... (z4y—n—+1)

= x(e=1)h...(8=8et1) +-’ll,s (£+1). 0. (2=nt2).y

(3, ~ » (ne—i)

—t c(z—l) (x—n+3).y (y.—l) +&e...
- -0--:— ¢.y(g+l).,..(y—n+:)-'l-y(y-—r)....(y—a+l).
COROLLAIRE 1% Si dans l'équation (2) on

_remplace & par —« et y par —y, on obtiendra fa
sulvante _

(:+y) (z4+y+1)..... (x+y+n—|)
l.z.}....n

£(z41). . (24n—1)  x(a41). .. (r4m—2) g
(4) - 1.2.3...0 ) 1.2.2...(0—1) " 1
VY o wlra . A(ean—3) yy+)
oix. o.-‘-.".i e b ZaGen s(M2) f .2 + &e....
a0 = __(I-H) + Lym—2) LY (34-1). 2 (y+n—1)

T 1e2.3...(r—1) 1.2830.0 *

*
’
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COROLLAIRE 2. Si dans Téquation (2) on rem.

place z par = ety parL, on trouvera .
(z4y) (z4+y—2)..... (.t-l-y"—'z'h.l!:f')
3.4.6....(2m) = \,
- z(z—2)...(x=2n42) z (2=2)...(x—2nt4) _y_
(5‘-, 32.4.6...(28) _2.4.6...(zn—a)! P
+ &ec.... . )

z  y(y—3)...(y—2n+4) ' ¥ (y-;z). <o (gmanta) o
N6 (anma) "" 2.4.6..@?;) e
CoroLLaIrg 3 En développant les deux
membres de I'équation (2),-etne conservant de part
et fautre que les termes dans lesquels la spmme des

exposans des. variables est égale 4 n, on obnendm
la formule

- o [ EE S

n . " * fmey o
(g - # s ¥
1.2.3...8 1.2.3...n 1.2.3...{n—1) * 1
) o R S 1t Ty Lo e g
( . , + 1.2.3...(n=3) " 1.3 Tl-&-[e""-
o Eooo 97 "y"' »on
o3 co(m—1) . g3 L.A.3. .y

la valeur de (x+ y)* tirée de cette 1fermere fora
mule est précisément celle que fournit le 6moma Jo
Newton. . .

Les formules qu'on vxent d’obtemr peuvent étre
facifement étendues au cas ou on consndere plus de
deux variables; et la meéthode qui nous a ¢onduits
i fa solution du premier probléme se trouve égale-
ment applicable a la question suivante :

2. PROBLEME. z, #z . de’szgnant des vanable:
en nombre quelconque, exprimer le produit
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(s4y+s...) (Z+y+a,. =) (e4Ay+s. .. —3). . (eHy+5...—nt1)
on ﬁmtion des suivans '
.c(.z'-—l)(.r-z) Az —n+1),
Y—1)(y—2)... G—n-+1),

z(zwx)(z-—z) (z—n<+1),

etde ﬂiuscwxquon,eutendedmv,enchmge
' 7a valeur de n.
< On éommencera par résoudre fe pmbléme dans

fe cas ol z, 'y, % .. . désignent des nombres entiers
supérieurs ‘4 n, ‘en partﬁnt de ¢e principe, que la
fraction- - .
(x+y+z L) (pys. =) (z+y+z —~3)...(zty+3.. .-n+|)
1.2, 3 .

est eoale au nombre des eombmalsons ‘que 'on peut,
former avec ¥+y+3 ... lettres prises n a n. Pyis,
on passera au cas ol les variables z, y, . de-
viennent des quantités quelconques en sappuyant
sur le 3.° théoréme du §. 2. Lorsquelon aura airst
démontréla formule quirésout fa question proposee,
on en déduira sans peine la valeur de {a puissance

, (x+y+ z }
On y p&rvnendra en effet, en développant les deux
membres de la formule trquvée , et ne comservant de
part et d'autre que les termes dans lesquels les ox-

pesans réunis des variables oy y, 5 . .. forment nne
somme égale & #,
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E —————— ——— — — —— . - — - ————}

'CHAPITRE V.

Deétermination des Fonctions continues d’ une seule
variable propres a verifier certaines conditions.

(. 1. Recherche d'une Fonction continue formee de
telle maniére que deux semblablea Fonctions de.
quantites variables, etant ajoutees ou multiplices
enfre elles, donnent pour somme ou pour produst
une Fonction semblable de la somme ou du produit
de ces variables.

LoRSQUE, au lieu de fonctions entiéres, on con-
sidére des fonctions quelconques, dont on laisse la
forme entiérement arbitraire, on ne peut plus réussir
4 les déterminer d’aprés un certain nombre de va-
leurs particuliéres, quelque grand que soit ce méme
nombre ; mais ony parvient quelquefois dans le cas
oa fon suppose’ connues certaines propriétés géné-
rales de ces fonctions. Par exemple ; une fonctmn.
continue de z, représentée par @ (z), peut étre
complétement déterminée, lorsqu'elle est assujettie
4 vérifier, pour toutes les valeurs possibles des va-
riables x et y, 'une des équations

(1) P (@+y) =9 (z)+9(y)
)  P(z+y)=9(s)xP(y);

ou bien , pour toutes les valeurs réelles et Posit.ives
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des mémes variables, I'une des équations suivantes

3 elzy)=¢(2)+(y),
4  9(zy)=9(z)x(y)
La résolution de ces quatre équations présente

quatre problémes différens que nous allons traiter
Tun aprés l'autre.

1. ProBLEME. Déterminer la fonction ¢(z), de
maniére qu'elle reste continue entre deux limites
réelles quelconques de la variable =, et que Ton ait
pour toutes les valeurs réelles des variables = et y

(1) P(z+y)=9(z)+(y)

SoruTron. Si dans Téquation (1) on remplace
successivement y par y+3, 3 par z+u, &c. ...,
on en tirera

P(z+y+z+u+..... ) |
=<p(x)+q>(y)+<p(z)+cp(u)+6.zc....,

quel que soit le nombre des variables z, y, z, u, &c.:
si, de plus, on désigne par m ce méme nombre, par
@ une constante positive, et que I'on fasse

A r=y=z=u....=a,
la formule que Ton vient de trouver deviendra
\ ¢(m¢)=m<p(a.)."
Pour étendre cette derniére équation au cas ot e
nombre entier m se trouve remplacé par un nombre
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fractionnaire -, ou méme par un nombre quel-
conque p, on fera, en premier lieu,

4 C = —“— a4,
met n désignant deux nombreés cntiers ; et Ton en
conclura : \
nG=ma,
5.96C)=m.9(), '
?6)= cp(%a.) =Z¢(a):
puis, en supposant que la fraction = varie de mas

niéée 4 converger vers un nombre quelconque TR
et passant aux limites, on frouvera

o ¥pa)= - ke P(a).

Si maintenant on prend =1, on aura, pour toutes
les valeurs positives de u,

6) ew)=ro(1),
et par suite, en faisant converger u vers Ia limite
%ro, o

P(0)=o e
Disilleurs , si dans l'équation (!) on pose =&,
y=—pm, on en tirera
= m)=o()—d(r)=—u(). "
‘équation (5) subsistera donc, lorsqu'on y chan-

P

—
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gera u em — . Ea d'autres termes, on ayrs, pow
dés valeurs quelconques positives ou négatives de la
variable x,

6 @)= ze(1).
1l suit de fa formule (6) que toute fonction ¢ (:z),
qui, demeurant continue entre des limites quelcon-

ques de la variable, vérifie léquation (1), est néces-
sairement de la forme

(7) ¢ (r)=ar,

a (!ésignant une quantité constante. Jajoute que la
fonction a.r jouira des propriétés énoncées, quelle
que soit la valeur de la constante a. En effet, le
produit az est, entre des limites quelconques de la
variable =, fonction continue de cette variable; et,
de plus, la supposition ¢ («) = ax change I'équa-
tion (1) en cette autre :

a(z+y)=azx+ay,

laquelle est évidemment toujours identique. La for-
mule (7) fournit donc une solution de la question
propesée , quclle que soit la valeur attribuée a Ia
constante a. La faculté que F'on a de choisir arbitrai-
rement cette constante, lui a fait donner le nom de
eonstante arbitrasre.

2.© PROBLEME. Deéterminer la fonction ¢ (z), de
mariére qu'elle reste continue entre deu.r limites
réelles quelconques de la variable =, et que Fon ait
pour toutes les valeurs réelles des variables = et y

»
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()  P(z+y)=3(2). 9 (y)
So.orron. W est dabord facile de s'assurer que
la fonction @ (), assujettie a vérifier 'équation (),
nadmet que des valeurs positives : et en effet, si
duns Féquation (2) on fait y=2z, on ttouvera

?(22)=[2(=)];
puis on en conclura, en éerivant - x au lieu de z,
¢(z)=[o(+=)]" -
La fonction @ () est donc toujours équivalente &
un carré, par conséquent toujours positive. Cela
posé, concevons que dans 'équation (2) on remplace

Sncmslvementypo.rya—z, zparz-r—u, &e.....
00 en tirera

He-ry-rz+u...)= <P(?)<P () ;) <ﬁ(u)w o

quel que soit le nombre des variables z,y, 3, % ..
%, de plus, on desrgne par m ce méme nombre, pn‘
« une constante positive, et que on fasse

.z'::.yzzzu....:d,,
la formule que l'on vient de trouver deviendre
P(ma)=[P(a)]™

Pour étendre cette derniére formule au cas ou e
sombre entier m se trouve remplacé par un nombre

factionnaire 2, ou méme par un nombre quglcon-
que x, o fen en prenner lieu,
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C:-;-';-a,,

m et n désignant deux nombres entiers; et I'on en
conolura

nd =ma,
' | [9(C) ] =[o(2)]",
¢(C)=¢(%¢)=[¢(¢)]%:

. . »n o
puis, en supposant que la fraction — varie de ma-

niére & converger vers un nombre quelconque u,
et passant aux limites, on trouvera

P(wa) =[]
Si maintenant on prend e =1, on aura pour toutes
les valeurs positives de u

(8) e (m)=[e(M]"
et par suite, en faisant converger u vers la limite
zéro, . : '
¢ (O) = 1.

‘ailleurs , si dans T'équation (2) on pose z=pu,
y=—, on en conclura

¢ (—w) =25 =[o()]™
L'équation (8) subsistera donc, lorsqu'on y changera
w en —p. En dautres termes, on aura pour des

valeurs quelconques positives ou négatives de la va-
riable '
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o e@=[oWl. -
Il suit de Péquation (9) que toute fonction @ (=),

propre a résoudre le second probléme est nécessai-
rement de la forme

(10) P (z)=4", .
A désignant une constante positive. Jajoute qu'on
peut attribuer a cette constante une valeur quel-
conque entre les limites o et co. En effet, pour toute
valeur positive de A, la fonction 4~ reste continue
depuis r=— oo jusqu'a z=-+ 0o, et [équation

Ax-t-] — Ax .

est identique. La quantité 4 est donc une constante
‘arbitraire qui n’admet que des valeprs positives.
Nota. On pourrait arriver trés-simplement a I'é-
quation (9), de la maniére suivante.
SiTon prend les loganthmes des deux membres
de Téquation (2) dans un systéme quelconque on
trouvera

-

Lo(z+y)= Lo (s)+ Lo(y):
¢t fon en conclura [voyez le 1. probleme]
Lo(z)==.L9(1),
puis, en repassant des logarithmes aux nombres ,
¢(z)=[e(1)].,

3. ProBLEME. Déterminer la ﬁmctzon o(z) de
maniére qu'elle reste continue entre dewx limites
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positives quelconques de la variable », et que Pon
ait, pour toutes les valeurs positives des variebles
zely,

3  (ry)=9(=)+(y)

* Sorurrow. 1 sersit facile d'appliquer 4 a solution-
du 3.¢ probléme une méthode semblable a celle que
nous avons employée pour résoudre le premier ; mais
on arrive plus promptement & la solution cherchée,

eh mettant [équation (3), ainsi qu'on va le faire, sous
une forme analoguc a celle de I'équation (1).

Si lon désigne par 4 un nombre quelconque, et
par L la caractéristique des logarithmes dans le sys-
téme dont la base est 4, on aura, pour toutes les
valeurs positives des variables z et y,

Lx

z=A , y=A v
en sorte gue 'équation (3) deviendra

(4" ) = (4"} +(4").

Comme, dans cette derniére formule, les quantités
variables Lz, Ly admettent des valeurs quelcon-
ques positives ou négatives, il en résulte qu'on aura,
pour toutes les valeurs réelles possiblesdes variables
zety,

P(A*7) =@ (A*)+P(A7).
On en conclura[voyez le 1. probléme , équat. (6)]
A) =2(4") =29(4),
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et par suite .
(A"} =9 (A).Lz,
ou, ¢e Yui revient au méme,

() 9(z)=9(4). L= |
Il suit de Ia formule (11), que toute foncnon

9(z), propre & résoudre le 3. probleme, est néces-
surement de la forme )

(12) P (x)= aL(.z') .

a désignant une’ constante. 1l est dailleurs aisé de
Sassurer, 1.° que la constante @ demeure entiérement
arbitraire , 2. qu ‘en choisigsant convenablement le
tombre 4, qui est lui-méme arbitraire, on peut -
ke réduire a I unité.

4 ProBLEME. Déterminer la Jonetion ¢(z) de
maniére qu’elle reste continue entre deux limites
Positives quelconques de la variable =, et que Lon
@t, pour toutes les valeurs positives des variables
sety,

4 (wy)—<P(x') P (y)-

SoLutron. 1l serait facile dappliquer a la solution
du 4.¢ probléme une méthode semblable a celle que
nousavons employée pour résoudre le second. Mais
onarrivera plus promptement & [a solution cherchée,
sifon observe qu'en désignant par L la caractéris-
tique des logarithmes dans le: systéeme dont la base
w A4, on peut mettre l’equaﬂon (4) seus la forme
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¢ (AI-"PL}) =¢(AL3).¢(ALY).

Comme, dans cette derniére équation, les qu'antités
variables L(.r) L(y), admettront des valeurs quel-
conques posltxves ou negatwes il en résulte qu on
aura, pour toutes les valeurs reeﬂes possibles des
variables = et y,

P (477) = ¢(47)-9(47).
On en conclura [voy. le 2. probléme, équat. (9) ]
¢ (4")=[e(4)]",

et par suite,

@ (4") =[o (4] =70,
ou, ce qui revient au mé:he,
13) @)=t
Il résulte de équation (13) que toute fonction
@ (), propre a résoudre le 4.° probléme, est néces-
sairement de la forme -~ e
(14) P (z) =x*,
a désighaht une constante. Il est dailleurs aisé de
s'assurer que cette constante doit demeurer entiére-
ment arbitraire.
_ Les quatre valeurs de ¢(z) qui satisfont respec-
tivement aux équations (1), (2), (3), (4), savoir,
‘axr, A", aLz, z*,

ont cela de commun, que chacune delles renferme.
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une constante arbitraire @ ou 4. On doit en con-
clure qu’il y a une grande différence entre les ques-
tions ou il sagit de calculer les valeurs inconnues
de certaines quantatés, et les questions daos les-
quelles on se propose de découvrir la nature incon-
mue de certaines fonctions d’apres des propriétés
donnges. En effet, dans le premier cas, les valeurs
des quantités inconnues se trouvent ﬁnalement ex-
primées par le moyen d’autres quantités connues et
déterminées, tandis que dans le second cas les fonc-
tions mconnues peuvent, comme on le voit ici,
admettre dans leur expression des constantes arbi-
traives.

§- 2. Recherche d'une Fonction continue formee de
telle maniere qu’'en multipliant deux semblables
Fonctions de quantites variables , et doublant le
Pproduit, on trouve un reswllat egal a celui qu'on
obtiendrait en ajoutant les Fonctions semblables de
la somme et de la différence d/e ces variables.

Dans chacun des problémes du paragraphe pré-
cédent , Péquation & résoudre renfermait, avec.la -
fonction inconnue ¢ (), deux autres fonctions sem-
blables, savoir, ¢ (y) et @ (z-+y) ou P(xry). Nous
allons maintenant nous proposer un nouveau pro-
bléme du méme genre, mais dans lequel I'équation
de condition, que la fonttion @(x) doit vérifier, ren-
ferme quatre fonctions semblables au heu de trois.
Yoici en quoi il consiste.

TOM 1. H
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ProBLEME. Determiner la fonction ¢ («) de
maniére qu'elle reste conbinue entre deux limites
réelles quelvonques de lo variable =, et quc Con
wi¢, peur tewtes les ealeurs réelles des variablos
zety, o '

(1) Oyre)+ y—5) =2 9a). Ky

SoruTion. Si dans T'équation (1) on fait xr=o,
on en tirera

¢ (O) = 1. )
La fonction ¢ (z) se réduit douc a l'unité, pour lu
valewr particuliére & = 0; et puisqu'on la suppose
continue entre des limites quelconques, il est clair
queelle sera, dans le voisinage de cette valeur parti-
culiére, trés-peu différente de l'unité, par conséquent
positive. On pourra donc, en désignant par a un
nombre trés-petit, choisir ce nombre de telle maniére
que la fonction @ (x) reste constamment positive
entre les limites
Xr=0, &=

Cela posé, il arrivera de deux choses T'une. Ou la
. valeur positive de @ (a) sera comprise entre les
limites o et 1, ou cette veleur sera supérieure a Tu-
nité. Nous allons examiner successivement ces deux

hypotheses. , ‘
Concevons d'abord que @(a) ait une valeur com-

prise entre les limites o et 1. On pourra représenter
cette valeur par le cosinus d'un certain arc O ren-

fermé entre les limites o, —; et poser en conséquence

~
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De plus, si, dans I'équation (1) mise sous Ia forme
9y+2) = 29(s) B (3)—P(g—),

on fait successivement
+

r=a, Y= a.; :
x=a, y=ia,
rT=a, ¥y =.3 a,
i &ec...., .
onen déduira Tune aprés Tautre les formules
P(2a) = 2 c0n"8 — 1 = cas. 28,
¢(3 a) = 2 cos. 8. cas. 29-—-003 e—cos 39
¢(4¢) = 2 cos. O.cos. 3 8 ——cos.ze‘_cos.zie,
¢t en général, m désignant un nombre entier quel-
congue, . ’
Pma)=2.08.9. cos.(m—1)B—cos.(m—2)0=cos.m.
| Jsjoute que fa formule ) . .
<¢ (m d.) = cos. mf
subsistera encore, si f'on y remplace le nombre en-
tier o par une fraction, ou méme par un nombre
queleonque w. Cest ce que 'on prouvera facilement,
ainsi qu'il suit. 4 ‘
Si dans P'équation (1) on feit z=1a, y=1a,
@ en tirera .

- -
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[@(%d,)]‘_—' O(o)-:f(ﬁ) — l+:03.0 =[co‘.%0],’

puis , en extrayant les racines positives des deux
membres, et observant que les deux fonctions @ (),
cos..x restent positives, la premiére entre les limitcs
r=o0, x=a, la.seconde entre les limites .r—o,
=40, on trouvera

) Q(%d..) = cos.%e.

De méme, si dans I'équation (1) on fait
xr = %& y Y= -;_—9 ’

on en tirera

[@a)]= T =22 = [eon 16T

puis, en extrayant de part et d'autre les racines
positives,

P (%d,) = cos.-}e.
Par des raisonnemens semblables, on obtiendra suc-
cessivement les formules ‘

CP(%.G.) =cos.%9, , !
Cp(glzd,)=cbs.#9, : |

- &e. ..., '
ct en général, ‘» désignant un nombre enticr qliel-l

conque,

0 l l :
Q(z" d,) =cos.—;_—9. |
Si I'on opérg sura valeur précédente 'de,cp(—z'—,; aL)
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pour en déduire celle de @ (%— a.) , comme on a_

opéré sur la valeur de ¢ (a) pour en déduire celle
de ¢{ma.), on trouvera

CP(:: ¢) =cos.—’:-79;

puis, en supposant que la fraction -::— varie de ma-.
niére 4 sapprocher indéfiniment du nombre w, et
passant aux limites, on obtiegdra T'équation
(2 @ (ma) = cos. ub.
De plus, $i dans la formule (1) on fait
= pMma, Yy = <.:>,

on en conclura

¢(—;ua.}=[ch(o)— I ](P( pca,):oos pbezcos. (—— JA X 9) .

L'équation (2) subsistera donc, forsqu'on y rempla-
cera u par.— p. En d'autrgs termes, on aura . pour
des valeurs quelconques positives ou négatives de
b variable 2, : :

3 . 9(azx)= éos.e.z'.
Si dans cette derniére .fom.nule on change x en -,
elle dounera ) |

('4) P(x)= cos.—.:—'-.i?; = cos. (— %— x x) .

. La valeur précédente, de (). est relative au cas
oi la quantité positive @(e) reste comprise gatre les
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limites o et 1. Supposons maintenant cette méme '
quantité supérieure a Tunité. Il est facile de voir que,
dans cette seconde hypothése, on pourra satisfaire
par une valeur positive de r a Téquation

P (a) = : (r-a--i—). |
H suffira, en eﬁ'ét, de prendre
r=o(@)+[o@] -1},

Cela posé, si dans l'équation ( 1) pu fait sugcessi-
vement

r=a, y=a,

r=a, y=2a,
r=a, y=3a,
&e....,

on en déduira 'une aprés Tautre les formules
P =r(rr i) — 1 =t ()
PG =5(r+5) (F+5) —F(r+7)
=)
QU= (1) ()1 ()
=+ (),
&e....,

et en général, m désignant un nombre entier quel-
eonque, -

i4
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¢(ms=:(ra..l) (r”‘w— A
T
Jajoute que la formule

P(ma) —'-—(1‘”+—;;;)

subsistera encore, si fon y remplace le nombre en-
ter m par une fraction, ou méme par un nombre
quelconque . Cestce que Fon prouvera. facilement,
ainsi qu'il suit.
Si dans Péquation: (1) on falt r=la, y=1a,
on en tirera _ . L ‘
[¢(%&) ]: — ® (o) +f (a) = I +% (:'+"r')

Cy L iy
O T

puis, en extrayant les racines positives des deux
membres, et observant que la fonction @ () reste
positive entre les limites x—o0, r=a , gn'trouvera

.

Q({d,):—:—(r%.-b-r"ﬂ"). i

De méme , ‘si dans Péquation (1) on fait
.

® en tirera _ r
o A 1 -l

; - swegy T EE(rrY)

(o)) =2reliy)




120 COURS D.ANALYSE.

pms en extrayant de pagt et dautre les racines
posmves, .

C9(ga) =1 (rirT).

Par des raisonnemens semblables, on obtiendra
successivement les formules

o) =1(rt+rmi),

P =1 (r5+r0),

et en général, n désignant un nombre entier quel-
conque,

<p(-——¢) —-—( r “+r g .
Si on opére sur la valeur précédente de cp(—z'—,- a) '
~ pour en déduire celle de ('; a,), ‘comme on 1

opéré sur la valeur de @ (), pour en déduire celle
¢ (ma), on trouvera B

P (3;¢) =1 (r;:-l-r—-’—’):
puis, en supposant que Ia fractlon —- varie de ma-

" niére & s'approcher indéfiniment du nombre ™ et'
~ passant aux limites, on obtiendra Téquation - !

5 ema=i("+rT).
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De plus, si dans 1a formule (1) on fait
.z‘:;u,a:,; Yy=o0,""

on en conclura o -
o—pa)=[29(e)—1] P(ua)=1(r""+").

Léquation () subsistera donc, lorsqu’on y rengpla-
cera u par — u. En d’autres termes, on aura, pour .
des valeurs quelconques positives ou negam es dela
variable =, :

KO | @(az)=(r'+r"").

Si dans cette derniére-formule on change = en =,
elle donnera

o) P@=t("r7).

Lorsqu'on falt dans lequatlon (4) y = —g; =a, et,
dans Téquation (D) r e = A, ces équations pren-
nent respectivemient les formes suivantes

(8) P(x) = cos.fz.:i:' ,
G - 9z)=3(47+ A7)

§ donc I'on désigne par a une quantité constante, .
¢ par 4 un nombre constant, tout® fonction Q(z)

* qui, demeurant continue entre des limites quelcon-

ques de la vhriable , vérifiera T'équation (1), sera
Décegsairement comprise sous 'une des deux formes
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qu'on vient de rapporter. Il est dailleurs facile de
sassurer que les valeurs de @ () fournies par les
équations (8) et (9} résolvent fa question proposée,
quelles que soient les valeurs attribuées a la quan-
tité @ et au nombre 4. Ce nombre ct cette quantité
sant donc deux constantes arbitraires , dont P'une
ne peut admettre que des valeurs posfﬁves.

Dfapreés ce qu'on vient de dire, les deux fonctions

cs.az, 5(dA°+ A4°*),

ont la pmpriété commune de satisfaire 4 T'équation
(1), ce qui établit entre elles une analogic remar-
quable. L'une et I'autre de ces deux fonctions se ré-
duisent encore 4 lunité pour z=o0. Mais une diffé-
rence essentielle entre la premiére et la seconde,
cest que la valeur numérique de la premiére est
constamment au-dessous de la limite 1, lorsquelle
Datteint pas cette limite; tandis que, dans la méme
bypothése, la valeur numérique de Ia seconde est
eonstamment au-dessus. :
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CHAPITRE V4.

Des Séries convergentes et divergentes. Régles sur
la convergence des Series. Sommation de quelques
Séries convergentes.

(] ———
§. 1. Considérations ge'nc;rales sur les Séries.

Ox appelle série une suite indéfinie’de quantités
u,, U, u, u, &....

qui dérivent Ies unes des autres suivant une loi dé-
terminge. Ces quantités elles-mémessont les différens.
termes de la série que T'on considére. Soit

S, =U, +U,+ YU, + ... U,,

la somme ds 7 premiers termes, n désignant un
nombre epter quelconque. Si, pour des valeyrs de
stoujours croissantes, la somme s, s'approche indé-
finiment d’'une certaine limite s, la série sera dite
convergente, et la limite en question sappellera la
somme de la série. Au contraire, si, tandis que »
troit indéfiniment, la somme s, ne s'approche d'au-
cune limite fixe, la série sera divergente, et naura
plus de sorme. Dans I'un et l'autre cas, le terme qm
comvespond & Pindice n, savoir u,, sera ce qu'on
womme le terme général. Il suffit que oy donne ce
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terme général en fonction de l'indice n, pour que fa
série soit complétement déterminée.

L'une des séries les plus snmples est la progres-
slon 0e0metnque .

s 3 g
1, z, £, 2, &e. ... .

qui & pour terme général £”, clest-a-dire, la puis-
sance 2. de la quantité . Si dans cette série on
fait la somme des n premiers termes, on trouvera

.' X .r'

t—x 1—x?

T .. 4™ =

ct, comme pour des valeurs croissantes de n fa
. . . . . "

valeur numérique de la fraction— converge vers

fa limite zéro, ou croit au-dela de toute limite,

" suivant ‘qu’on suppose la valeur numérique de x

mférieure. ou supérieure 4 funité , on doit canclure
que dans la premiére hypothése la progression

1, x, 2, 23, &c....

est une série convergente qui a pour somme '

1 —2
tandis que dans la seconde hypothése l#méme pro-
gression est une série divergente qui n'a plus de
somme.

Dapres les principes ci-dessus etabﬁs pour que

Ia série

(1) U, Uy Uyouo Uy Uy, &Cooas
soit convergente,, il est nécessaire et il suffit que des
valeurs croissantes de n fassent converger indéfini-

“ment la somme
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$, = U, +U, + U, + &e....+u,

vers une limite fixe s : en d'autres termes, il est né-
cessaire et il suffit que, pour des valeurs infiniment
grandes du nombre 7, les sommes

s 4su+l7 s,,...,’ &c.....

nr

différent de Ja limite s, et par conséqueht entre elles,
de quantités infiniment petites. D'ailleurs, les diffé-
rences successives cntre la premiére somme s, et
chacune des suivantes sont respectivement détermi-
nées par les équations '

L[]

Soer — S, = U, . .

. '8'"_. - sﬂ = un -+ un+l k4

‘u_-o-} —S,=U,+u,, ";un-u ’

&ec.....
Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est
dabord nécessaire que fe terme général u, décroisse
indéfiniment , tandis que n augmente ; mais cette

condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour
des valcurs croissantes de », les différentes sommes

u, +u, , ’
Uy + Uy, + Uy,
&e.....

testd-dire,, les sommes.des qug_mtiiés-

Uyy) Upgr sy Upuyy. &Cirl
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prises, & partir de la premiére, en tel nombre que
Ton voudra, finissent par obtenir constamment des
valeurs numériques inférieures & toute limite assi-
gnable. Réciproquement, lorsque ces diverses con-
djtions sont remplies, la convergence de la séric est
assurée. . ) :
Prenons pour exemple la progression géométrique

(5) 1, ¥, =, 23, &e....

Si la valeur numérique de  est supérieure & [unité,
celle du terme général 2" croitra indéfiniment avec
n, et cette seule remarque suflira pour constater la
divergence de la série. La série sera encore diver-
gente, si l'on suppose x = == 1, parce qu'alors la
valeur numérique du terme général z*, se réduisant
a l'unité, ne décrpitra pas indéfiniment pour des va-
leurs croissantes de 2. Mais, si la valeur numérique
de x est supérieure a l'unité, les sommes des termes
de la série pris & partir de z” en tel nombre que

lon voudra, savoir, : .
x",
T 2 = g LTI
11—z !
n ney nea "V —
"+ ™ +x ) Tt — '
&ec. ...
s¢ trouvant toutes comprises entre.les Limites
. -
2", ==

- chacune d'elles deviendra infiniment petite pour des
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valeursde 7 mﬁmment grandes; et par suite la série
sera convergente , ce que Pon savait déja.

Prenons pour second exemple la série numérique

Le terme général de cette série, savair, — de-
croit indéfiniment & mesure que 7’augmente, et ce-
pedantla série n’est pas convergente; car Ya somme
fite du terme — et de ceux qui le suivent jus-

qau terme —— mclusxyement, savoir,

) . 1 ¥
Py T Tourtie el

reste constamment supérleure que] que soit m, aw
produit

-1 i
P2 X ———— = —

an 2 ?

et par suite , cette somme ne décroft pas indéfini-
ment pour des valeurs croissantes de , ainsi que cela
arait Keu si fa série était convergente. Ajoutons
que, si Toh désigne par s, la somme des » premiers
termes de la série (3), et par 2" la plus haute puis-
sance de 2 renfermée dans n+1, on trouvera

—paet ol
e e B T alTTR vkt b s+ (5+3%)
)}
v LU R +..'_.)
+(§—Fz—|-7+i-)+.u+ ;,,,:,:'—I'-‘m_.*_‘ e w )

¢t a fortior: )
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. S> 1+ttt =12

On en conclura que la somme s, croit indéfmiment
avec le nombre entier m, et par conséquent avec 2,
ce qui est une nouvelle preuve de la divergence de
fa série. . A
Considérons encore fa série numérique,
4 1, =, ' R — , &c...

1.2.3, 1.2.3...0

‘Les termes de cette série qul occupent un rang su-
périeur & n, savoir,

ey s vevs yeor e Dl prrpseroray ey AR

seront respectivement inféricurs aux termes cories-
pondans de la progression géométrique

1 ] 1 )
1.2.3...n° 1.3.3...'1'7:_’ m'%’ &e....
Par suite, la somme des premiers termes pris en tel
‘nombre que Ton voudra sera toujours inférieure 3
la somme des termes correspondans de Ia progres-
snon geometnque qul est une série comergente et
a plus forte raison, a la somme de cette progression,

¢ est-a-dxre a
) ] ] A 1

2.5, .(n—1) '.'lf—-l :

‘Comme cette derni¢re somme décroit indéfiniment
A mesure que » augmente, il en'résulte que la sé-
rie (4) est elle-méme convergente. On est convenu
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de désigner par la lettre e la somme de cette ‘série.
En a,outant les n premiers termes , on obtiendra.
pour valeu approchée du nombre e

et, daprés ce qu'on vient de dire, Terreur commise

sera inférieure au produit du 7.™ terme par ——T .
Ainsi, par exemple, si Ion suppose n =11, on
trouvera pour'la' valeur approchée de e

(5) e,=2.7182818..
et ferreur commise dans cette hypothése' sera infé-
rieure au produit de la fraction - = d 6" R NPT

par --, Cest-a-dire, a m en sorte qu'elle
naltérera pas la 7. dec1male v

Le nombre e, déterminé comme on vient de le
dire, sera souvent employé dans la sommation des
suites et dans le calcul infinitésimal. Les logarithmes
pris dans le systéme qui a ce nombre pour base
sappellent Neépériens, du nom de Néper, inventéur
des logarithmes, ou kyperboliques, parce qu'ils ser-
vent a mesurer les diverses parties de laire comprise - -
entre Phyperbole équilatére et ses asymptotes.

On indique généralement la somme d’une série
tonvergente par la somme de ses premlers termes
suvie dun &c. ... Ainsi, lorsque la sérig

Uy Uyy Uyy Uy ...

TOM. 1. I
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est convergente, la somme de cette série est repré-
sentée par

u, +u +u, +ua +&c.....
En vertu de cette convention, la valeur du nombre ¢
se trouvera déterminée par l'équation

+ &ec...;

1 1 1
(6) o eI+ T |.:.}+l.§.3-4

et, si l'on considére la progression géométrique
1, z, =, z*, &c....,

on aura, pour des valeurs numériques de = infé-

rieures & l'unité,

1

3 o
(7) I +Z+2' 42+ §e.... = —

La série’
u, u, %, u, &c....
étant supposée convergente, si Fon désigne sa somme
par s, et par s, la somme de ses # premiers termes,
on trouvera
S=UAU AU AU, u +u,,, + &
=s,+u,+u,,+&c....,

et par suite - ' "

S—S,=u,+u,,6 +&e..., ‘:\

De cette derniére équation il résulte que les quan-
tités
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uﬂ" un#l ’ u"-p; [ &Co oo o0

formeront une nouvelle série convergente dont Ia
somme sera équivalente & s —s,. Si Ton représente
cette méme somme par r,, On gura

§=8,+71,;

et 7, sera ce qu'on appelle le reste de la série (1)
ipartir du n.™ terme.

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une
méme variable .z, cette série est convergente, et ses
différens termes fonctions continues de z, dans le
voisinage d'une valeur particuliére attribuée a cette
variable ;

s,, r, et s

sont encore trois fonctions de la variable -, dont la
premiére est évidemment continue par rapport a z
dans fe voisinage de la valeur particuliére dont i
sagit. Cela posé , considérons les accroissemens que
recoivent ces trois, fonctions, lorsqu'on fait croftre
r fune quantité infiniment petite a. L'accroisse-
ment de s, sera, pour toutes les valeurs possibles
de #, une quantité infiniment petite; et celui de r,
deviendra insensible en méme temps que r,, si Ton
 attribue & 7 une valeur trés-considérable. Par suite,
faceroissement de Ia fonction s tie pourra étre qu'une
uantité infiniment petite. De cette remarque on
déduit immeédiatement la proposition suivante.
1." TatoRrEME. Lorsque les diffférens termes de la
44rie(1) sont des fonctions Fune méme variable «,
e
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conlinues par repport a cette variable dans le voi-
sm('ae d'une valeur particuliére pour laqmlle la
e o est convergente, la somme s de la serie est
cussi , dans le voisinage de cette valeur particu-
liére, fonction continue de z.

En vertu de cc théoréme, la somme de la séric (2)
devra rester fonction continue de la variable x, ¢ntre
les limites w=—1, or=1; ¢e qix"ou peut vérificr a
Finspection de la valeur de s donnée par I'équation

1
s = .

1 —X

§. 2.°.Des Scries dont tous les termes sont positifs.

Lorsque la série

(1) . Uy, Uy Uy ool U, &ec. ...
a tous ses termes positifs , on peut ordinairement
déeider si elle est convergente ou divergente, &
l'aide du théoréme suivant. |

1. THEOREME. Cherches lalimite ou les limites J
vers lesquelles converge , tandis que n croit inde-
finiment, Lexpression (_u,,):" ; et designes par k la
plus grande de ces limites, ou , en d’ autres termes,
la limite des plus grandes valeurs de l'expression
dont il s’agit. La série (1) sera convergente , si fon
a k<1, et divergente, si lon a k> 1.

* DEMONSTRATION. Supposons d'abord 4 < 1, et

choisissons & volonté entre les deux nombres 1 et k
un troisiéme nombre U, en sorte qu'on ait .
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k< U-<1.

nvenant A croitre au-dela de toute limite assignable,

les plus grandes valeurs de (u,,)i ne pourront s'ap-
procher indéfiniment de la limite £, sans ficir par
étre constamment inférieures & U. Par suite , il sera
possible d'attribuer .au nembre entier 7 une valeur
assez considérable, pour que, 7 obtenant cette méme
valeur ou une valeur plus grande encore, on ait-

constamment
1

(u,',); <U, u,<U".
Il en résulte que les termes de la série

uo’ u, 9 u‘ LR uﬂ...) b u,,,._, [} &c- ‘e

finiront par étre toujours inférieurs aux termes cor-
respondans de la progression géométrique -

WU, U0, L U0, U™, U™, &e..

et, commé cette progression est convergente (a
ause de U< 1), on peut de la remarque précédente
conclure @ fortiori la convergence de la série (1).

. Supposons, en second licu, 4> 1; et placons
encore entre les deux nombres 1 et £ un troisi¢ine
nombre U, en sorte qu'on ait

$>U>1.
Si # vient a croitre au-dela de toute limite, les plud
gtandes valeurs de (u,)", en sepprochant indéfi-
niment de 4, finiront par devenir supérieures & I
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On pourra donc satisfaire 4 la condition

(u,)% > U,
ou, ce qui revient au méme, 4 la suivante

u, > U",
per des valeurs de n aussi considérables que Ton
voudra ; et per suite, on trguvera dans la série

uo’ uli u;’ "‘un} u"‘,, {tuoa) &c""

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes
correspondans de la progression géométrique

1, U, U*, ... U, U=, U™, &e...

Comme cette progression est divergente (& cause
de U> 1), et qu'en conséquence ses différens termes
croissent & linfini, la remarque que T'on vient de
faire suffira pour établir [a divergence de la série(1).
, Dans un grand nombre de circonstances, on peut
* déterminer la valeur de la quantité &, & l'aide du
théoréme 4.¢ [ chap. I, §. 3. ]. En effet; en vertn
de ce théoréme, toutes les fois que le rapport -1;:*—‘-
convergera vers une limite fixe, cette limite sers
précisément la valeur de £. On peut donc énoncer
la proposition suivante.

2.° THEOREME. Si, pour deswaleurs croissantes
de », le rapport

“l-‘-'
——

" :
converge vers une limite fixe k,la série (1) sera
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convergente toutes les fois que Pon aura k<1, et
© divergente toutes les fois que Pon aura k> 1.

Concevons, par exemple, que 'on considére la série
P

1 1 ] T
R e 1.2.3 7777 3.0 0 &e...:
on trouvera
Booy 1.2.3...8 — 1 N A
l.—'ng a(n+x)-n-|-x’k—ot>-o’

et par. conséquent fa série sera convergente ce que
Ton savait de]a. ‘

Le premier des deux théorémes qu'on vient d'é-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
b divergenoe d'unc série dont tous les termes sont
positifs, que dans le cas particulier ou la quantité
représentée par & devient égale a Punité.” Dans ce

" cas particulier, il n'est pas toujours facile de décider
la question. Toutefois, nous allons démontrer ici
deux nouvelles propositions a Taide desquelles on
peut souvent y parvenir.

3. THEOREME. Lorsque dans lasérie(1) chaque
terme est inférieur a celui qui le precede, cette
série et la susvante

(2) u,, 2u,, fu,, 8u,, 16u,, &c..

sont en méme temps convergentes ox divergentes.

DEmoNSTRATION. Supposons dabord fa séric
(1) convergente, t désignons sa somme par s. On
wra
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v, = u,
2u, = 2u,,
4u3'< 2u, + 2u,,
- 8u,< 2u, + 202U+ 20, ,
&c....;

et par suite, la somme des termes de la série (2),
pris en tel nombre que I'on voudra, sera inférieure 2

U, + 2u, +2u,+2u,+2u,+&c,... —=25—u,.

Il en résulte que la série (2) sera convergente.
Supposons, en second lieu, la série (1) diver-
gente. La somme de ses termes pris en trés-grand
nombre finira par surpasser toute limite assignable ;
" et, comme on aura

U, = U%,,
2u,> U, +u,,
fu,>u +u, +u +u,
8u7>u7+u8+u,+u,,+u,,-o-u,,-i-u,a-i-u,,,
&e....,
on devra conclure que la somme des quantités

u,, 2u,, 4u,, 8u,, &c...

prises en trés-grand nombre finit elle-méme par
devenir supérieure a toute quantité donnée. La série
(2) sera donc alors divergente, conformément au
théoréme énoncé, ’



L™ PARTIE. CHAP. VI 137

ConaLLAmE "Si pour la série (1) on prend la
'sunante
(3) I,T;—, %, }';—,'&c....,“

1 désignant une qua.ntité quelconque, la série (2
deviendra

1, 27F, 4"*, 8-+, &c..... '

Cette derniére est une progression géométrique ,
convergente lorsqu'on suppose w> 1, et dxvergente
dans le cas contraire. Par suite, la série (3) sera
elle-méme convergente, si 4 est un nombre supé-
rieur & Tunité; etadivergente, sifona uw=1 ou
p.<1. Par exemple, des trois séries

a2

la premiére sera convergente, et les deux autres
divergentes.

4. THEOREME. Supposons que lon deszgne par
L la caractéristique des logarithmes dans un sys-
téme quelconque, et que, pour des valeurs crois-
santes de n, le rapport

L(uy)
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converge vers une limite finie h. La série (1) sera
convergente, si Lon a h> 1, et chverg‘ente st Fon
a h<i. .

DEmMONSTRATION. Supposons dabord o> 1 , et
choisissons 4 volonté entre les deux quantltes 1eth
une troisiéme quantité a, en sorte qu'on ait :

h>a>1.

——-———;((;)) » ou son egnl o

L{—
Un

L(n) ?

Le rapport

. .
finira par étre, pour de trés-grandes valeurs de n,
constamment supérieur a la quantité a. En Lautres
termes, 7 venant a croitre au-deld dune certaine
limite, on aura toujours

26

T L)
ou, ce qui revient au méme,
L (;':-) > a L (n)
et par suite,

ne ° R
H en résulte que les termes de la série (1) finiront
par étre constamment inférieurs aux termes corres-
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pondans de la suivante

r 1 t 1 t
1, T —3—.—, -Z‘-...—;—, m—, &0....;
et, comme cette derniére sera convergente (4 cause
de > 1), on pourra de la remarque précédente
conclure &_fortiori la convergence de la série (1).
Supposons, en second lieu, A< 1; et plagons en- -
core entre les quantrtés 1 et h une mlsxéme quan-

tité @, en sorte quon ait
h<a<u. _
On finira par avoir constamment, pour de trés-

grandes veleurs de 7,

oA [ —
¥n

L(n)
eu, ce qui revient au méme ,.

L(ﬁ)<aL(n),

<a,,

et par suite
— <n,
‘u,>-£‘-.
I en résulte que les termes de la série (1) finiront

par étre constamment supérieurs aux termes corres-
pondans de la suivante
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de a<1), on pourra de la remarque qu'on vient
de faire conclure a fortiori la divergence de la
série (1).

Etant données deux scries convergentes dont tous
les termes sont positifs , on peut, enajoutant ou
multipliant ces mémes térmes , former une nouvelle
série dont la somme résulte de l'addition ou de la
multiplication des sommes des deux premiéres. Nous
établirons 4 ce sujet les deux théorémes suivans :

5.° THEOREME. Soient

(7)§u.,, w, u ...un,, &...,

v, v, v, ... v, &e...,

deur series convergentes, qui, uniquement compo-
sées de termes positifs, aient respectivement pour
sommes s et s' :

) wu-+v, u+v, u-+v,, ... u+v,, &c..

sera unc nowvelle serie convergente, qui aura pour
somme s+ s'.

DEyovsTraTION. Si Ton fait

S, =U, +U, +~U, = ....+U

1) )

!

S, =V, +V, 4V, 4 ....+V

7o—1 ;

s, et s, convergeront respectivcmcnt y pour des
valeurs croissantes de 7, vers les limites s et s". Par
suite, s,+s',, C'est-a-dire, la somme des n premiers
termes de la série (8), convergera vers la limite s+
ce qui suffit pour établir le théoréme énoncé.
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6.c THEOREME. Les mémes choses étant posées

que dans le theoréme précedent,

(9)

UV, UV AUV, UVAUV,+UTD,, ...
e WU UV, A +u,,_lv +u,v,, &c...

sera une nouvelle série convergente qui aura
pour somme ss'. :

DEMOoNSTRATION. Soient toujours s,, s', les
sommes des 7 premiers termes des deux séries (7),
et désignons en outre par s, la somme des 7 pre-
miers termes de la série (9). Si 'on représente par

m le plus grand nombre entier compris dans -"—'—;——' ,

2

test-a-dire, lorsque 7 est impair, et ~—

dans le cas contraire, on aura évidemment

80— (Mo? ,—+8, Vo). . o+ (Uo¥ U, v, . U,V )
< (Mot e, ) (Vo0 ek v, ,) ‘
et > (ot~ ..o tm) (Yo, "4 ree V)i

ou, en d’autres termes,

s . <s, 5,

/

et > S,y 8 per-

Concevons maintenant que Fon fasse croitre n au-
de(a de toute limite. Le nombre

n——:': !

2
LY

croitra luFméme indéfiniment; ct Ics deux sommes
s,, §,.; counvergeront vers lalimite s, tandis que

m —
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S, et s, convergeront vers la limite s'. Par suite,

les deux produits s, s, , s,.,4,.,, et la somme

s", comprise entre ces deux produits, convergeront
vers la limite ss’ ; ce qui suffit pour établir Ie théo-

réme 6.°

§. 3.° Des Series qui renferment des termes positifs

et des termes négatifs.

Supposons que la série

(1) Y, 4, u,....u, A&c....

se compose de termes, tant6t positifs, tantdt néga-

tifs : et soient respectivement

(2) Por Pir Paveee puy &e....
les valeurs numériques de ces mémes termes, en
sorte qu'on ait :
u==xp, u==xkp,, u==p|, wu,=xp , Ke...
La valeur numérique de Ia somme
U U U, -, -y

ne pouvant jamais surpasser

Pot PPt p,

il en résulte que la convergence de la série {2) en~
trainera toujours celle de la série(1). On doit ajouter
que la série (1) sera divergente, si quelques termes
de la séric (2) finissent par croitre au-dela de toute
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limite assignable. Ce dernier cas se présente !onsque

les ptus grandes valeurs de ( f,,) convergent, pour
des valeurs croissantes de 7, vers une limite supé-
vieure afunité, Au contraire, lorsque cette limite
cevient inférieure a Tunité, la série (2) est toujours
convergente. On peut, en conséquence, énoncer le
théoreme suivant :

1* THEOREME. Soit p, la valeur numérique du
trme general u, de la série (1); et designons par
tla limite vers laquelle convergent, tandis que
1 croit mdqﬁnment les plus grandes valeurs de

lezpression ( y,,) La série ( ) sera convergente,
ilona k<1, et divergente, 5i Lon a k> 1.

Lorsque la fraction £2=, clest-a-dire, la valeur
rsq .P n :

nmérique du rapport ";.:‘ , CONVETGETd Vers une
lmite frxe, cette limite sera, en vertu du 4.° théo-
vue [ chap. H, §. 3.7, la valeur cherchée de 4.
Cette remarque conduit 4 Ia, proposition que je vais

2'TrEOREME. St pour des valeurs croissantes
len, lg valeur numérique du rapport

“a-'-l

T
tmerge vers une limite fize k, la série (1) sera
mergente , toutes les fois que Uon aura k<1, et
dvergente , toutes les fois que Uon aura k>1.

P exemple, si Fon considére la série
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) ' 1
I, - -+ el T3 ,'+&C...'

on trouvera

Y e ! !

T e — =_———°;

u, . m4a?

dou il résulte que la série sera convergente.

Le premier des deux théorémes qu'on vient dé-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
la divergence d'une série que dans le cas particulier
ol la quantité représentée par & devient égale 3
T'unité. Dans ce cas particulier, on.peut quelquefois
constater la convergence de la série proposée, soit
en sassurant que les valeurs numériques de ses
différens termes forment une séric convergente, soit
en ayant ¢gard au théoréme suivant.

3. THEOREME. 87 dans la serie (1) la valeur nu-
mérique du terme general u, deécroit constamment
et indefiniment, pour des valeurs croissantes de »,
si de plus les differens termes sont alternativement
positifs et négatifs, la'série sera convergente.

Considérons, par excmple, la série

1 t 1 ] 1
(3) I, — 5 +T,‘—‘j4—',+&c..i‘7, $"-:;,&C.

La somme des termes dont le rang surpasse z, si
on les suppose pris en nombre égal 2 m, sera

+_.~_. UL UL )
( e ”+4+&c...:tn_m)

Or la valeur numérique de cette somme, savoir,



7/ N
1.™ PARTIE. CHAP. VI. 145

] 3 4 1 §

1 VRN
= _.:.._ ) rrohade —&c .....
[ .

w1 a+z+ t+3 1H-4) (!H»} 1H-6)+&c
- éant évidemment comprise entre
1 L.
n41' nt1 A2’

décroitra indéfiniment pour des valeurs croissantes

de n, quel que soit m, ce qui suffit pour établir Ia
vonvergence de la série proposée. Les mémes rai-

sonnemens peuvent évidemment s’appliquer a-toutes

les séries de ce genre. Je citerai, entre autres, ln
suivante ,

(4) ‘;“';‘,T» "“‘3‘,,.‘;-4,.’&0 -y
faquelle, en vertu du théoréme 3.°, restera conver-
gente pour toutes les valeurs posmves de p.

§i dans la série (4) on supprlme le signe — de-
vant chacun des ter mes de rang pair, on obtiendra
h série (3) du §. 2.%, qui est divergente toutes les

fois que Fon suppose u=1 ou p<1. Par suite, pour
transformer une série convergente en série diver-

~ gente, ou réciproquement, il suffit quelquefois de
changer les signes de certains termes. Au reste,
cette remarque est uniquement applicable aux séries

pour lesquelles Ia quantité désignée par & dans le
2. théoréme se réduit a T'unité.

TOM. 1. K
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Etant donnée une série convergente dont tous
les terntes- sont positifs, on ne peut quaugmenter
la convergence en diminuant lés valeurs nhmenques
de ces mémes tetmes ; et changeant les signes de
quelques-uns. Il est bon dobserver quon produira
ce double effet, si Pon multlphe chaque terme par
un sinus ou par wn .0osimms ; et octte observasion
sullit pour établir la proposition suivante.

4.° THEOREME. Lorsque la série
(@) por Pir P e pus Keo

uniquement formée de termes poa‘hﬂr s est conver-
gente, chacune des suivanias

S pocosd,, p.eosB,, preos,, .. .f,,cos.G,,, &e...,
lf,sin. ,,f,sin.e,,f,sin.e,, f,,sinfe,, &c

Pest parerllement, quelles que soient les valeurs
des ares 0,,9,, 9, ... 0,, &c.... -

Corvcr4rrx. 8i lon suppose généralement,
8, = nb, L

Bdesngnant un arc quelconque, les séries (:5) de- \

viendront respectivement .

(6)‘ Por piois.0, p ocos. 28, ! f,,cos.ng,“&c...,
l f,:i;x g, Pasim. 28, . fl,,sin nl, &.....

Ces deux derniéres séront donc toujours conver-

gentes en téme temps qué fa série (2):
Si Pon considére #ladois deux séries dont chs-
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cuse renferme des termes positifs et des termes né-
gutifs, on démontrera facilement & leur égard les
tbéomness et 6. du second persgraphe , ainsi
@on va le faire voir.

5 TakORKME. Soient - :
S U, ¥, %, .... 4, &e....,

.(7){

deuz séries convergentes qui asept re.specavdmmt
pour sommes s et s ; K .

Ty Uiy Uiy el O, &c....‘,

8) w+v,, ¥+v,, u+v,,...u~+v,, &ec...

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme s +s'.
DiuonsTraTION. Bi Pon fait

S, =, U, A8, ... Y,
R 0 ok 7 T o

s, &t &', convergeront respectivement, pour des va-
leurs croissantes de n, vers les limites s et s'. Par
siite, 5,+s,, Cest-d-dire, Ia somme des # premiers
fermes de la série (8) convergera vers I, Timite
+ 8+5'; ce qui suffit pour établir le théoréme énoncé.
6. THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le thédrime précédent, si vhacune des
séries (7), reste sopvergente, lorsgu’on-réduit ses
différens termes & lgurs valeurs numériques,
: (9) UoVyp U, W, Vyy U DU, VU, Py o0 o0

A, Vot e, e
K *
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sera une nouvelle série cmergmte qus aumpw
somme s

- DEMONSTRATION. Soient tou;ours s,, &, les
sommes des n premiers termes des deux séries (7),
et désignons en outre par s°, la somme des n pre-
micrs termes de la série (9). On trouvera

5,8, —8 =4, v +(U v  u,_ v, )+
e+ (U 0, UV, U, )

De plus, le théoréme 6. ayant été démontré dans fe.
second paragraphe pour le cas ou les séries (7) ne
renferment que des termes positifs, il en résulte que
dans cette hypothése chacune des quantités s, s,
s', converge, pour des valeurs croissantes de r, vers
la limite 55, et, par suite, la différence s, s',— &,
ou, ce quj.revient au méme, la somme

’

Uy ¥+ (U Vs F Uy Ve
oot (U ¥, U, W+ Y U, )
vers la limite zéro.
Concevons maintenant que, les termes des séries

(7) étant les uns positifs et les autres negaufs on dé-
slgne respectivement par

(IO) f,oi .fll’ ‘f'.' .‘.f‘,’ &c.‘..., N
fo’ft’f;, “‘fﬂ) &e....,
{es valeurs numériques de ces différens termes. Sup-

pesons de plus, conformément & I'énoncé du théo-
réme, que les séries (10), composées de ces mémes |
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valors numériques , soient' toutes deux .conver-
geates. En vertu de la remarqxie qu'ort vient de faire,
ks somme -

fﬂf.—l"'(fﬁ-lfﬂ-o""fq—nfﬂl)"" weeen
oot (P P Pa P P i i )

convergera, pour des valeurs cxomsantes de n, vers
la limite zéro : et, comme fa valeur numenque de
cette somme sera évidemment superiém‘e a celié de
f suivante :

UV, + (U, U+ %, v,_,)4+ ceeen
v (U VU, VO, UYL

i en résulte que cette derniére, ou, ce qui revient
w méme, lo différence s, 5',—s" » convergera elle-
méme vers la limite zéro. Par smte ss',quiestla
libite du' produit s, s',, sera éncore eelle de s*,. En
dantres termes , I série (9) sera converdente ét
awra pour somme le produit s5'. ‘

* ScmoLr. Le théoréme précédent poumrt ne
plus subsister, si les séries (7) supposées conver-
* gentes, cessaient de Pétre apres la réduction dé cha-
que terme & sa valeur gumérique. Concevons, par
txemple que pour chacune des séries (7) on prenne
'l suivante’

-—&c -

|-

(lrl) 1, ‘.":Tv +"'T’ -
23 3% 4

La série {p) deviendra

y

ok

»le

SA
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v () G «,)

{12)(-
) e

()’4 V—a

Cette-dernidse est divergente.. Car son terme gene-
ral, sovair, .

== (-7'-_;-»-'7;_:._1'__—.54--‘7(:-;—_'____:-;-;* +-‘-/—‘-(_:§.;+-‘—;-"— .
a upe veleur numérique évidemment supérieure &
3:(::_,) =l

lonquen est pair, et a

SR

[EF =

lorsque # est impair; Cest-dire, dans tous les ¢
possibles, une valeur numérique supéricure a Munits.
Cependant la série (1 1) est convergente. Mais.on
doit observer qu'elle cesse de I'étre , lorsqu'on réduit
chaque terme 4 sa valeur numérique , pyisqu'elle s¢
change alors en la série (6) du §. 2., ey

ettbeh . i: 2

§. 4.° Des Series ordonnées suivant les Puisancss
ascendantes et entiéres d'une variable.
Soit S
(1) a,, azr, az',...a,z", & :.--

/




L™ PARTME. . CEHAP. VI 151
nne série oxdonnée suivant. ded Waﬂm
et scendnntes de ln weriible .z, . -

(2) ao’ al’ at" r-a,,, &C \

désignant des ooeﬁimps canstans poqus om néga-

t. Soit de plus 4 co qye devient poay la.série (3)

s quantité & du paragraphe précédent[voy. le§. 3,

2.* théoréme ]. La méme quantité, calculée pour la

m (1), sera éqmvaiente ila W.lgp' nqmgnque du
uit

»

Az,
. Par suite, Ia série (1) sera convergente, si cette
valeur numerxque est inférieure a I unité, c'est-a-dire,

en Jmutres termos; si la vuiem numgrigque de fa va-
riable = est inférieure & —— . Au contraire, la série (1)
sera divergente, si ifa vaienr numérique de z surpasse
< - On peut donc-énoneer fa proposition suivante.
1" THLOMME. Soit 4 lu Kmite véis Vaguelle
converge, peur des yaleurs eroissantesde n, la ra-
cine n.™ des plus grandes vuleurs nﬂmenques de

+.. La série (1) sera convergente powt -Wutes tes
valeurs de = compfises entre les limites

Fi ' 2 P
2=— F=HE

et divergente pour toutes les valeurs de = situées
hors des mémes & rmtes

Lorsque la valeur numenque du rap,port
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e vers.une limite fixe , cette limite est [en
vertu du 4.° théoréme, chapitre H, §. 3 ] Ia valeur
cherchée de A. Cette remarque conduit 4 une nou-
velle proposition que je vais écrire.

2.* THEOREME. SF, pour des valeurs coissantes
_de », la valeur numerique du rapport

By
—i
Sy ¢

converge vers la Limite 4, la série (1) sera con-

vergente pour loutes Ies valeurs de = comprises
entre les limites :

A’ +A,
et divergente pour toutes. les valeurs de = situées

hors des mémes limites. :
COROLLATRS 1" Prenons pour exemple la série
(3) 1, 22, 32%, 427, ... (n+1)2", &c..
Comme on trouvera dans cette hypothése

@iy _ w42 . R
- — ave Yoo
et par suite, .
A‘——'l,

on en contlura que Ia série (3) est convergente pour |

toutes les valeurs de x renfermées entre les limites
T=—=1, T=+1,

et divergente pour les valeurs de =z situées hors de
ees limitcs.
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CoroLLAIRE 2. Prenons poar socondfe'xémpie
h aene ,
I N e e |
dans laquelle le térme constant est censé réduit a
#ro. On trouvera dans cette hyposhése. R

6us, n '
- (R4
Gy

: Y K + L .
e par snite 4 = 1. La série (4) sera.done engome
convergente ou divergente, suivant que la valeur

numérique de z sera inférieure ou supérieure alu-
nité,

COROLLAIILE 3 S: pour la série ( ) on: prend
hmmte,- . ot

1, _&_x "(/‘—‘) .s,

(s)

#(#—--)(.u-—z) (p—n-o—r)x. &c

es oo ace,. ’

1,303

p désignant une quanute quelconque, on trouvera

Y ——— i
‘14-1_./“"”___ n
a I P T ?
" . 1+—;—
et par suite, ‘
-2 -
A = bm. — = =1.
o l+-——-— .
5., ,

: OHneonclnra quehaﬁn(’)ut,mluw
ries (3) et (4), convergente ou divergente , swivaat
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tue-Lom ‘sttribue 4 la variable # une valenr numé-
rique inférieure.ou supérieure 4 Tunité.
CoRroLLAIRE 4.° Cousidérons encore Ia série
(6) L, = ! - w"'.f. ) &...

L t.8.3 1.8.3...8

Comme on aura dans ce cas

, ‘a..g =1
1‘- - R4t 14
vt pap suikd, : TR A
A:{-'.;'..—:o,
on en conclura que 1a série est convergente entre
des trmites R
r=—ti=—o0, T= +-—+oo,

C'est-d~dire, pour toutes les valeurs réefles possibles
de la variable 2.

""" CoROLLAIRE 5.* Considérons enfin la série
(7)1 K, 102.0%, 12,325, . 1.2:35m.2 &t
En lui appllquaut e tbeoreme 2.°, on trouvera

¢
al*l

a,

Znp+1, A=o0;

et lon aura par suite,

1 . . = 0.

On en condlura qjue la série (7) est toujours diver-

gente, ewsepté lorsqu’on suppose v =0, auquel o8,
-slie.oe rédoit & som premier terme 1.
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Ea exominamt les résultats qu'on viept droptenin,
on reconnait immédiatement que, parmi les sdries
ordonnées syivant les puissances ascendantes et en-
tires de la varighble z, les unes sont tantdt cop-
vergentes, tantdt divergentes, selon la valenr attri-
buée a cette variable, tagdis que d'autres resteat
tonjours convergentes, quel que soit x, et dautres
tosjowrs divergentes, excepté pour 5==o0. On peut
sjouter que Je théoréme 1. ne Jaisse d'incertitude
s la convergence dune semblable série que dans
le cas o la -valeur numérique. de & devient égale
i s constante pﬁhﬁnp&mﬁe pr_z-, e.qst-o-
dire, lorsqu’on seppos¢’ v

R .
. T = i—m
RN :,A\ AT

P

. Dans ce cas parncullcr la série est tantét conver-
gente, tantdt divergente, ét la convergence de()en)i
quelqueféis’ du sfgni de la varisble . Par éxemple, _
sidans la série (4), pour laqueﬂe A4 ="1, on fait
Successxvement N . |

‘\u Lt

x_1y3n~h

on obtiendra fes deux: suivantes o
1 1 1 T '

(8}' % L REnat) T &e...

[ ‘ T

\9) e I, + 3 :“,4 &C

domisameSinidwe oot divergente [veyez:dms le§. 22
le corollaire du 3." théoréme], et la seconde comu'-
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gente, ainsi que cela résulfe du:3.* théoréme [ § ;).
H est encore essentiel de remarquer que par suite
du premjer théoréme, lorsqu'une série ordonnée
suivant les puissances ascendantes et cntiéres dune
variable =z sera convergente pour une valeur m-
‘mérique de = différents de éro , elle restera con-
‘vergente, si I'on vient 4 diminuer cette vateur namé-
rique, ou méme & la faire décroitre indéfiniment.
Lorsque deux séries ‘ordonnées suivant'les puis-
sances ascendantes et entiéres de fa viriable  sont
convergentes pour une méme valeur de la variable,
-on peut leur-applifuer les théorémes 5 et 6 du §. 3.
Cette remarque suffit pour établir les deuxpropo-

sitions que je vais énoncer.

3.* THEOREME. Suﬂ»:oni quc les deux séries

(10)

a,, .z, a,.z',.’ a.t" &c
b, & z,. b,.z:,...b..c’ &c

étant i-la-fois convergentes, lorsqu'on attribue &
la variable = une certaine valeur, aient alors posr
sommes re.spectwes: ets ;.

- (11) a+b,,(a,+b,)z, (a',-o-b;);r‘,'...('a“-.f_b");f‘ | &¢..

sera, dans le méme cas, unelnom}elle série conver-
gente, qui aura pour sqmme s+

CoroLLAIRE. On ‘étendra facifement ce théo-
réme b tant de séries que lon voudrs. Pasexemple,
si les trois séries . .
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-4:"" a,z, a,';t’, &e...., . ‘
b,, bz, bz, &ec....,
&, ¢x, cz', &c....,
sat ednvergentes pour une méme valeur attnbuée

i hwriable z, et que 'on désigne par s, 8, s
Jewrs sommes respectives,

a+dc, , (a +b,+¢, ), (a +b ) )z‘ &e...
#era ne nouvelfe série convergente, qui aura pour
mmme 8+ 8 +s".

4 THEOREME. Les mémes choses étant posees
que dans le theoréme preccdent, si de plus chacune -
des séries (10) reste convergente lorsqu’on réduit
ses differens termes a leurs valeurs numériques,

! )’a.b,, (ab +a,b )z, (ab+a b,+ab)z, ...
l (0.0 ,+ab, , +. +a,, b-+ab)r &e..
sera xne novvelle sene convergente, qui aura paur
somme 535",
CoroLrL4rrE 1 Le théoréme précédent se
trouve compris dans la formule :
. ) (8eta,24a,z*+&e.. .) (b.,-)-b,:-‘a-b,.r’-f-&c.. )
aq.b,+(;.b.+a,b¢)x+(¢.,b‘+c,6,+a‘5°)x‘+&c.. .
i subsiste dans le cas ot chacune des séries (10)

resie convergente lors méme qu'on réduit. ses diffé-
‘Tens termes & leurs valeurs numériques, et qui sért
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- a développer dans cette hypothése le praduit des
sommes des deux séries en une nouvelle série de
méme forme.

CoroLLaIrE 2 En répétant plusieurs fois de
suite 'opération indiquée par I'équation (14), on
pourrait multiplier entre elles les sommes de trois
ou dun plus grand nombre de séries semblables
aux séries (10), et dont chacune resterait conver-
gente aprés la réduction de ses différens termes a
leurs valeurs numériques. Le produit obtenu serait
Ia somme d'une nouvelle série convergente ordon-
née suivant les puissances ascendantes et entiéres de
la variable .

CoroLLAIRE 3. Si dans les deux corollaires pré-
cédens on suppose que toutes les séries dont on
multiplie les sommes deviennent égales, on obtien-
dra pour preduit une puissance entiére de ia somme
de chacune delles; et cetfe puissance se trouvers
encore représentée par la somme d'une série da
méme genre. Par exemple, si dans équation {13}
onfuta....b a,=b,, a,=b,, &c..., on en tirere

(14) N
=a,'+2a,a,z+(2a,a,+a,’)x" +&c..

CoroLrLAIRE 4.* 6i Ton prend pour termey m-
néraux des séries (10) » -
Hp—)(p—2)., Qﬁ—n-t-')‘,-
v 1.2.3.....:

ﬂ’(n’—-l)(ﬂ—z) (/‘_”""");u '
ll,’ovr. . -~":’.-

(a. -l-a.r—n—a P )

s et
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R, g disignant deux quantités quelcongues, et Ix
variable z étant renfermée entre les limites r—=—1,
z=+1, chacune des séries (10) restera conver-
geate méme lorsqu'on réduira ses différens termes
A leurs valeurs numériques, et: le terme général do

k sirie (12) deviendra = | ‘
{u—1). . .(,u-—-aH-v ) m(e—n). . (k—nta) . v
[ P + 1.3.3...(8—1)  *a Wt

P.ﬂ(ﬁ-z) (ponta) T M (W), (n%x)]x

1 1.2.3...(8=—1) : 1.3.3

= (g’ ) (peag-o'—1) (AH-,u —-zr Su-p’ =D
1.3.3000..8

Cele posé, si Fon appelle <p(p,) .Ia somme de Ia
premiére des séries (10) dans l’hypothese que Pon

vient dé faire , Clest-a-dire, st Pon pose

(r5)- q(ﬁ)“—l-" x—c—f—(—”'-—_-llz +&c... ,

ds wmnes des séries (10) et'(12) serowt respectis
vement désigrnées, dans la méme hypothése; par

(;u) P(m') et <p(,u,+p,) en sorte que f'é-’
quation (13) deviendta

(6)  ow.ow)= u(/‘f""ﬂ') |

Lowque dans Téquation (13) on remplace la
wmme de la série !

b, bz, b,.z",A &c. ceee
P wn polynome compost d'on nombre fini de
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termes, on obtieat une formule qui ne cesse jamais
d'étre exacte, tant que la série

demeure comvergente. Cest ce que nous allons
prouver directement, en établissant 'le théoreme

~ qui suit. A
5. THEOREME. Si, la série (x) étant conver-
gente, on multiplie la somme de cette série par le

polynome

(17) ks"+1z""' 4+ &c....+px+gq,
dans lequel m désigne un nombre entier, on o0b-
tiendra pour produit la somme d’une nouvelle serie
convergente de méme forme, dont le terine géneral

sera
(ga.+pa, .+ ...la, . +ke,)z",

pourvu gue Pon considére comme nulles dans les

premiers termes celles des quantites

| R T SO S S

qui se trouveront affectées d'indices négatifs : en
d’aulrec termes, on aura ‘

(k™12 .. P t-g) x (84 6,2 48,2 +&...)
=9‘o+(?“x+l'¢0)’+ +(?¢,.+pa._,+ +la,+ka)x™

(i8){. A

+ (9¢.+P¢,..,+. . '+"m.-q-;ﬂ‘*“u)"+&c- eee
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DiuoNsTRaTION. Pour multiplier la somme -
de la série (1) par le polynome (17), il suffira de
la muitiplier successivement parles différens termes
de ce polynome. On aura donc

(712" ot pe+q) (Gt a2 +a,5" + .. )
=g(a,+68,z24+a,s> +8&.)+ps(G, +a,5+a,s +&e.,.)
+ &.... ' )

+ 1™ (¢;+a‘x.+ a,z’+,..) +kz™ (a+ a2+ a2+ &e.. )

Comme on 2 de plus, pour des valeurs entiéres
quelconques de 7, :

glae+a,a+a, 2+ ..... 4+a,_, 2"")
= qa,+ga,s+4ga,2"+..... +g9a,_, 2",

on en conclura, en faisant croitre n indéfiniment,
et passant aux limites,

q(8-+a,2+a, 2’ +Re.. .. .) == g8, g8, 2-4-ga, > 4-&e.. . o
On trouvera de méme

Pz (8,8, 2-+8,25+8¢.. . .) == pa,o+pa 3 +pa, 2 48w ,
..., '
17 (a+a,x+a,2°+8&e.. ) = Icox"’"+ia,.¢"+la,:t’”"“+&c..‘ R

ke® (o a o tn, 2 48 ..) = Raoe" ke, e ke, " b

SiTon ajoute ces derniéres équhtiops, et quen for-

mant la somme des seconds membres on réunisse les

coefficiens des puissances semblables de la variable

%, on obtiendra précisément la formule (1 8).
Concevons muintenant que dans la série (1) om .

fase varier Ia valeur de & par degrés insensibles.
TOM. 1. - L
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Tant que la série restera couvergente, c'est-i-dire,
tant que la valeur de x demeurera comprise entre
fes limites

- ":T y + — A ’
Ia somme de la série sera [ en vertu du 1. théo-
réme, §. 1] une fonction continue de la variable .r.
Soit @ (x) cette fonction continue. L'équation
¢ (@) = a.+a,x+a,x" +&c.....

subs:stera pour toutes les valeurs de x renfermées

1
entre les limites ——-, +—; ce que nous indi-

querons en écrivant ces limites a c6té de la série,
comme on le voit ici

= ——

(l 9) (£)=a,+a,r+a,x"+&e... A\

1
x—--!-z

Lorsque la série est supposée connue, on peut
- quelquefois en déduire la valeur de 1a fonction ¢(z)
sous forme finie; et.c'est-la ce qu'on appelle sommer
la série. Mais le plus souvent la fonction @ (x) est
donnée, et Ton se propose de revenir de cette fonc-
tion a la série, ou, en d’autres termes, de develapper
la fonctlon en série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entiéres de la variable
z. H est facile d'établir & ce sujet la proposition que
je vais énoncer.

6. THEOREME. Une fonction continue de la va-
riable = ne peut étre developpée que d'une seule
maniére en s€rig convergente ordonnce sutvant les
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W u:cvadmfw et entiéres d’c cette’ va

Déuoysrunozv. En effet, snpposons qu'od
ait développé par deux méthodes dlﬂ'érentes la fonc-
tion @ (); et soient

e,, a,r, a,x ...a,z"°, &c...,
b,, bz, bx'...b, 2", &c...,

les deux développeitens, c'ést-a-dire, deux séries
dont chacune, étant convergente pour des valeurs
de = différentes de zéro, ait pour somme, tant
quelte demcure convergente, la fonctlon ¢ (). Ceg
dewx séries étant constamment convergentcs pour
de trés-petites valeurs numériques de x, on aura,
pour de semiblables valeurs,

84,240 +8&C... = b +b .:H-b,x +&e...

Comme , - en-faisant évanomr x, on tire de:Pé-
quation precedente

a, _..b'
iumhequonpmthmdmgm&!enwnti
L rezrax '+ &e...= b, x+ b2 + &e...,

ou, ce qm revxent au méme, a

z(a+a,zx+&c. . )=z(b, -:-&m-*&m. Y

Sifon multiplie par = fes déux membres de cette
dewiére Squation, o obtisndsp la suivente
o, gl = b2 =&,

L
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qui devrg encore subsistgr-pour de trés-petites ve-
leurs numériques de la variable x, et de laquelle on
conclura, en posant £ =0,

a =0b.

L4 1

En continuant de méme, on ferait voir que les cons-
tantes a,, a,, a,, &c... sont respectivement égales
aux constantes b,, b,, b,, &c...; d'ou il suit que
les deux dévetoppemens de la fonctlon @ () sont
ldenthues

Le calcul différentiel fournit des méthodes trés.
expédxtxves pour developper les fonctions en séries.
Nous exposerons plus tard ces méthodes ; et nous
nous bornerons pour l'instant a faire connaitre, avec
le développement de la fonction (1 + z)*, dans
laquelle w désigne une quantité quelconque, deux

autres développemens que I'on raméne facilement

au premier , savoir, ceux des fonctions

A" et L(1+2z),

A désignant une constante positive , et L la carac-
téristique des logarithmes dans un systéme choisi & -

volonté. En conséquence , nous allons résoudre fun
aprés Tautre lcs trois problémes qui suivent.

1. ProsLEME. Deévelopper, lorsgue cela se .

pett, la fonction

(1+ 2)

PR

‘en série convergente ordonnée suivant les puist
sances ascéndantes et entigres de la variable ;.

-
-
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SownaN .Si d'abord on suppose’ [A,—m m
t un nombre entier quelconque on aura, .
per ba formale de Newton, R

3 1
\m- ‘)

T x +&e....

(z+.r)"f=“i+-;-.'z'+

‘ La série dont la somme constitue le second membre
de cette formule est toujours composée d'un nombre
fmi de termes : mais, si I'on y remplace le nombre
muetmpar une quantité quelconque p, la noyvetle

¥rie que fon obtiendte, savoir, . .~ = ..
5) 1y -’f.-a:, .f—(-"—Jlx &c,.

y

se trouvera composee en general Pun noribre indé-
fmi de termes, et sera convergente seulement pour
des valeurs’ numériques de = mfemeures a l’umte
Soit, durrs cette hypothese, () la s somme ‘de la
nouvelle série; en sorte qu ‘on ait " '

(9 cpo»>=:+ £l 'u...&& {::-:‘;}.

Ea-ggtu du 1. théoréme’ f§ 1"] cp(/u.) sera

continue defa variable x entre des fimites
queioonques de cette variable , et l’dn aura [VOyez le
3.’ théoréme, corollaire 4] ~ - -

(16) . )P (w)=P(n+p)

Cette derniére équation, étant entiérement sem-
blable & Péquation (2) du chapitre V [§. 1.], s
résoudra de la méme maniéve ; et Ion en conclura -
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e =[eNr=(+2)y.
' La valeur de () étant ainei déterminde, si on ks
substitue daps la, formule (15), on trouvera, pour
toutes. les valeurs de =z comprises entre les lnnites

TFE—1, T=+I1, A . L

(20) (142 =1+~ .r-t—“'“")x—s-&c .
sx=41

Lorsque h valeur numérique de x deviesit su-
périeure & T'unité, a série (5), n'étant plus conver-
gente cesse d'avoir une somme; en sorte que.Té- |
quationt (20) ne supsiste plus. Dans la méme hypo- ‘
thése, jl deviept impossible, ainsi qu'on le prouvers |
flus tard a laide du calcul inﬁnitésimal de déve
opper la fonction (1 + )" en série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes et en-
tiéres de la variable .

COROLLAIRE 1" Si dans ¢ equatlon (20) on rem-
place par—— etz par ¢z, a désignant une quan-

tité.infiniment petite, on aure pour toutes les vglenrs
de a..p,renfermees entre les limites —1, 7, ou,
©e quj Fevient au méme, pour mm les vdears de
& renfermées entre les Bmites --———, e-tn--—-,

N .
(1+ax) ‘==l+ 4»--‘—- (1-—¢) (:—c) (l—z ¢)+&‘c

4 .. oy ’

e : ; ., )

) X J=~—- .

‘ooi._.n; " ‘e s .
'.l!d*;.il.--. T .04

»
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Cette demiére €quation devant subsister, quelque
petite que soit la valeur namérique de «, si T'on
disigne 4 Uordinaire,. par l'abréviation &m. placée
devant une expression qui renferme la variable a, ln-
limite vers laquelle converge cette expression, tandis
que la valeur numérique de o décroit indéfiniment,
on-freuvera, en passant aux limites, .

' r r . 23
(ﬂ) bm. (x+a.z)=—1f-‘—+-i:7+1.—‘.—;-+&c...
‘ , {4‘&:-—-00’
ooooooo ) o.et:oo ‘=+w’o

Dlreste a chercher la limite de (1 +d,x) . Or, en
premier lieu , on tirera dc Ia formule précédente

Itm (x +u,)--- 14— “"_"'TT}'*&”

ou, en d’autres termes,
(22) lin (1+a)i=e,

ant la base des logarithmes népériens [voy.
e §. 1.7, équation (6)]. On en conclura immédia-

lim: (1 +¢.x)7"- =e,
etparsmte

lim. (:+¢,x) = lim. [(H—d..r) "] =¢.

Si mainfenant on remet la valear de lim. ( 14t
dans Téquation-(21), e obtiendra la suivante -
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{: ==—00
=+ co}'
- On pourrait arriver directement & l'équation (23),
" en observant que la série

© s

1.2

s ‘.)
?

&e.....

T
est convergente poar toutes les valeurs possibles de
la variable =, et cherchant la fonction de = qui -
représente fa somme de cette méme série. En effet,
soit @ () la somme de la série (6) qui a pour
terme général
= .

1.2.3,..0 ?
¢(y) sera fa somme de fa série qui a pour terme
général :

et [en vertu du 6. théoréme, §, 3] le produit de ces
deux sommes sera la somme d'une nouvelle série
qui aura pour terme général -

»
Mo [ { Y

£ = y LA
1.2.3,..n 1.2.3...(R—1)" 1 °* +T'l.x.3...‘(»-l)
y" — =+t ’
1.2.3-..%  1.3.3...8 °

Ce produit sera donc égal a <p(x+y) ; et par suite,
si 'on fait :

r3
-+
1.2 1.3.3

PE)=1+>+ + &c....,

Ia fonction ¢(z) vénﬁem léquation




L™ PARTIE. CHAP. VI "169

P(2).9(y) = <P(x+y)
En résolvant cette équatlon on en tirera

9)=[@()] = (1+ 45+ & 2
cestd-dire , . - : '
| 9 (x) =" ~

COROLLAIRE 2" Si, aples avoir retranche
Tunité de chaque ‘membre de Iéquation (20) on

divise les deux membres par 4, P'équation que lon
obtiendra pourra s'écrire ainsi qu'il suit,

(l+¢“-|

m _x———(l—p)ﬂ-——(x—#)(x—-/&)—&c
SISO o ¥ |

=41

¢, si dans cette derniére on fait converger u vers
le limite zéro, on trouvera, en passant aux limites,
)  &m. ""’)';"=x—-i"—+f—3-+&c
P 3
De plus, comme, en desxgnant pac / la caractéris-
tique des logarithmes népériens pris dans le sys-
#me dont la base est e, on a évidement

I1(1-x)

I+z=c¢ , o N
rf(:+s) ,ut(r+¢) ut [I(H-x)]’
(l-!-x) T Y +&e¢... oy
]
oa en eonclm K

(r142)2—1 —_z(l+x)+_[l(1+x)] -1-&0.... »
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ét par suite '

(25) . #m S lmi(i).

Cela posé, bs formule (24) deviendra ‘
(26) fira)mr—Z e {227

r=+1)°
L'équation précédente subsiste tant que la valeur
numérique de z reste inférieure & Tunité; et, dans
ce cas, la séric

(27) =, -3:-, +-f;—’—, ....:t—";:-,'&c .....
est eonvergente, aussi bien que la série (4), quien
différe seulement par les signes des termes de rang
impair. Les mémes séries devenant divergentes, d&
qu'on syppose la valeur numérique de x supérieurc
a Tunité, léquation (26) cesse davoir lieu dans
cette hypothése.

Dand le cas particulier ou l'on prelﬂ z=1,h
série (27) se réduit a la série (3) du troisiéme pa-
tagraphe, laquelle est convergente, comme on 2
fait voir. L’equaﬁon (26) doit donc alors subsxste?
en sorte qu'on a

(28)  I(2)=1 —-—;-+—;-—.—;—+ &e....
* &iTon prenait au contraire =1 )l série (27)
deviendrait divergente, et n'aurait pls de' somme.
On peut remarquer encore que, si, aprés avoir
éctit —z au lieu de x dans la formule (26), on
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change iJa-fois les signes des deux membres, on

obtiendra fa suwante ‘
(29) I(-'—_—x—):.—. P «--‘f{—-&--?- ~+ &c... { == '-}.

E=41

2.° PROBLEME. Déve[o}per la fonction
dans laquelle 4 désigne un nombre guelconque, en
série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes et entiéres de la variable ..

SoLurion. Désignons ton)ours par fa caracté
ristique / les loganthmes népériens pris dans le sys-
téme dont la basc est e. On aura, dapres la deﬁ-
tition metxe des logarithmes, -

A= e,
ot fon en eonchura
(30) AT =",

Parsuite,, en ayant égard a I'équation (23), on
trouvera |
NA’*—- 2 B () (1A

(3') ' k 1.2 1.3.3

{¢=-.—m
=+00)°

+ &c...

ses e

Cette derniére formule subsiste pour toutes les va-
leurs réelles possibics de la variable . .

3.* ProbLiME. La caractéristique L de’dgwant :
ks logarithmes pris dans le systéme dont la base
est 4, développer, lorsque cela se peut, la fonction
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L1+ .t)
en série convergente ordonnée suivant les puis-

sances ascendantes et entiéres de la variable =.
SoLoT1oN. Désignons toujours par / la caracté-

ristique des logarithmes népériens. On aura, en

vertu des propriétés connues des logarithmes,

: L LGiax) 142
L(rxro) ="z ="t 5

et par suite, en ayant éga.rd a Téquation (26), o
trouvera, pour toutes les valeurs de = compnses
entre les limites — 1, +1,

(32) L([+x>_l(A)[‘r .'-c-~—~—&c ] {::::}

Cette derniére formule subsiste dans lé cas méme
ot fon prend x = 1. Mais elle-cedse d'avoir lieu,
lorsqu'on suppose £ =--1, ou #*>1. . .
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CHAPITRE VIL

Des Expressions imaginairés et de leurs Modules.

§ 1" ‘Considérations generales sur les Expressions
imaginaires.

Ex analyse, on appelle expression symbolique
on symbole toute combinaison de signes algébriques
qui ne signifie rien par elle-méme, ou a faquelle on
dtribue une valeur différente de celle qu'elle doit
niturellement avoir. On nomme de méme équations
symboliques toutes celles qui, prises a la lettre et
interprétées d'aprés les conventions généralement
établies ,-sont inexactes oy n'ont pas de sens , mais
desquelles on peut déduire des résultats exacts, en
modifiant et altérant selon des régles fixes ou ces
équations elles-mémes, ou les symboles queelles
renferment. L'emploi des expressions ou équations
symbbliques est souvent un moyen de simplifier les
aleuls, et d'écrire sous une forme abrégée des ré-
sultats assez comphques en apparence. Clest ce
quon a déja vu dans le second paragraphe du troi-
%me chapitre , ot la formule (9) fournit une valeur
symbolique trés-simple de Iinconnue = dssujettie A
Yérifier les équations (4). Parmi les expressions ou’
équtions symboliques dont la considération’est d¢’
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quelque importance en analyse, on deit sar-tout
distinguer celles que fon a nommées imaginaires.
Nous allons montrer comnment Fon peut étre conduit
4 en faire usage.

- On sait que les sinus et cosinus de larc a+b
sont donnés en fonction des sinus et cosinus des
arcs @ et b par les formules

©o0s. (a-l-b) = cos. @ . cos. b —sin.a . sin.'b »

sin. (a+b) =sin.@. cos. b +sin. b . cos a.

Or, sans prendre la peine de retenir ces formules,
on a un moyen fort simple de les- retrouver a vo-
lonté. Il suffit, en-cffet, daveir égard  la remarque
suwante

 Supposens que I'on multiplic I'uge par lautre les
deux expressions symboliques

cos, @ + /=1 sin. @,
cos. b + y/~1sin. b,

en opérant d'aprés les régles connues de fa muti-
plication algébrique , comme si /=1 était une
quantité réelle dont le carré fit égal 3 —1. Le
produit obtenu se compgsera de deux parties ,. I una
toute réefle, lautre ayant pour fagteur /= ;
la partie réelle fournira la valeur de. cq.(a.+b).-
tandis que le coefficient 3/~i fournira celle’ do.
sin. (a+0). Pour constater cettn remasque, oux
écrig la formule - -

|
|
|
|
\
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!’ cos. (@ + &) + /=1 sin. (6 + &)
(2) = (cos.a-+- ¥/~ sin. a) (cos. b+ y/=isin. 5).
Les trois expressions que renferme ['équation précé-

dente, savoir, .
cos. @+ Y/=1sin. a,
oos. b + /=1 sin. b,
cos. (a-+D) + /= sin. (a+3),

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent -
sinterpréter d'aprés les conventions géngralement
établies,, et ne représentent rien de réel. Om les a
nEamées pour cette raison expressions Hhagikaives.
L'équation (2) elleméme, prise a la lettre, $e trouve
inexacte et n'a pas de sens. Pour en tirer des ré-
sultats exacts, il faut, en premier lien, développer
son second membre par la multiplication algébrique,
ce qui réduit cette équation a ‘

()

cos. (a-+5) + /= sin. (a+b) = cos. a. con.b.
—sin.a.sin. b +y/=1 (sin.a. cos.D) —+sin.b. cos. a).

1 faut, en second lieu, dans 'équation (3), égaler la
partie réelle du premier membre & la partie réelle
da gecend , puis le coeflicient de /=1 dans le pre-
mier memabre. au coefficient de y/—: dans le second.
Qe est ainsi remenéaux équations (1), que 'on deit
censidérer comme implivitement renfermées lune et
Tentre dans la formule (2).

En général, qn appelle. upnw smaginaire
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toute expression symbolique de la forme

a + Cy=r,

@, G désignant deux quanntes réelles ; et Ton dit
que deux expressions imaginaires

a+Cy=, y+&y=

sont égales entre elles, lorsquiil y a égalité de part
et dautre, 1.° entre les parties réelles a et v,
2.* entre les coefliciens de y/—1, savoir, G et 4\
L'égalité de deux expressions imaginaires sindique,

. comme celle de deux quantités réelles, par le signe
=; etil en résulte ce qu'on appelle une équation
smaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire
n'est que la représentation symbolique de deux
équations entre quantités réelles. Par exemple l’é- 1
quation symbolique

erCySi=y+hy=

equlvaut seule aux deux équations réelles

a=v, 6= .
Lorsque, -dans I'expression imaginaire
a+Cy=,

le coefficient € de /=7 s'évanouit, le terme 6 y/=
est censé réduit a zéro, et I'expression elle-méme &
Ja quantité réelle «. En vertu de cette convention,
les expressions imagingires. comprennent, comme
cas partxcuhers, les quantltes réelles. .

Les expressions imaginaires peuvent étre sou-
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.mises,susii bien que:les quantités réelles duxdiverses
opérations de I'algébre. Sil'on effectwe on particulier
Paddition, Ia soustraction eu la multxphcatxon de,
deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en
opérant d'aprés les régles établies pour les’quantités
Tielles, on oh¥iendra pour résultyt ane’ noavele

expression imaginaire qui sera ce quon appelie la
somme , la différence #u le produst desexpressions -

données; et Ton se-servira des notations ordinaires
pour indiquer cette somme, cette différence, ou ee
produit, Par exemple si Pon donue seulement deux

ngfeguons imaginaires
¢.+C;/-T, 'y+J\y'—l v
oa trouvera )

() (el eyl S,
§) (aaly/ = —pady=mmry+ =Ny,

) (a+Cy/=)xfysdy=) )‘_ja,y—'CMdS\-o-C-yy'ﬂt).
1l est bon -de remayquer que le. produit de deux ou
plusiours expressions imaginaires, comme eelui de
degx ou plusieurs binemes réels, restera le méme,
dms quelqme ordre quon mulnpkesesdlﬂ'&'m
el

Diviser une premxere exprouton magm per
ume seconde, cest trowver une troisicme expresslon
I.gmure qui, multlphée parla seconde, reprodulse
a premiére. Le résultat de cette opéition -est fe
quotient des deux. e¢prémdno derhées. On se sert

TOM. 1. ' X
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pour Findiquer du signe ordinaire de Ia division.
Ainsi, par exemple , o
a+Cy=
. Y+ Ny—=

représente le quotient des deux expressions nnql-
ngires .
a + Cy=, y+dy=.

Elever une expression imaginaire & {a pumnee
du degré m ( m désignant un nombre entier), cest
former fe produit de m facteurs éganx a cette ex-
pression. On indique la puissance m.* de a+GCy~
par la notation

(a+Cy= ) _

Extraire la racine n.™ de l'expression i mglnm

@+ Gy/=i, ou, en d'autres termes, élever cette
expression & la puissance di degré — (n désigoant
uwa nombre entier quelconque) c'est former e
nouvelle expression imaginaire dont la puissances.™
reproduise o + Gy/=i. Ce probléme admettant plu-
sieurs solutions [voyez le §. 4], it en résulte que fex- -
pression imaginaire « -+ Gy/—~i a plusieurs racines
du degré n: Lorsque nous voudrons désigner indis
tinctement Pune’ quelconque dentre elles, noos e~ |
pl(nel‘ons la notation

Wa V-,

on la suivante

s ((.c.,-u-.C;/.'-T))%.'.
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Dans fo cas particulier o G sévanouit,, M—CV-—:
se réduit @ une quaniité réelle «, et parmi fes
valeurs de Texpression :

V¢=(( >
il peut en trouver une ou deux de reelles comme
on le verra cl-epres
Qutre les puissances entiéres. et fes racines cor-
respondantes dés expressions imaginaires, on a sou-
vent & considérer ce qu'on appelle leurs puissances
fractionnaires ou négatives. On doit faire a ce sujet
les remarques suivantes.

Pour dlever l'expression nﬁagmure w+C;/—x ala
puissance fractionnaire du degré =, il faut, en sup-

pmntlaﬁ'actlon réduite a sa plus slmple expres-

son, 1.° extraire la raciie n.% de f'expresmon don-
e, 1.° élever cette racine & la puissance entiére
ﬁ"egl'é wi, Le probléme pouvant étré: résolu de
phisienrs. maniérés [voyez ciapres le §. 4], nous dé.
ﬂgmns indistinctement Fune quelconque des pmx

lata du degre = per la dotatxon

- ((“+‘°°l/—'))__‘ A

Dens Ie cas parucuher ol é se redutt i ze;o, une
ou deux de ces: pmssances peuyent devenir réefles. *
F'expression xmagmaxre a.+CV =+ i ]a puis-

"0
PPRGF SN
’lneenegttlvedu degre—-m,ou———,ou———,Cest

M
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diviser Mirtité par fo puissince du degré m, on-

ou™, de la méme expressicn. Le probléme ad

mettant une solutior seulement, dans le premier
cas, et plusieurs solutions dams ehacun des deu
autres, on- indique la. puissance du degré — m p
Ia notation simple \

(a=Cy~=)", .

tandfs que les deux notations
(ae-Cy=y”

(e+Cy=)
représentent, fa prmmene mne quelconque des puw
sances du de —-; , etla seconde, une qnglcqnque

I'n.

-~

des puissances du degré — 7.

On dit que deux expressions imaginafres sont
canjuguges Vune a lamtre, lorsque ocd deux expres
sions ne différent entre elles que. par la signe du
coefficient de y/~1. L somme do dewx semblables
expressions est toujours réelle, sinsi que leur pro
duit. En effet, les deux’ expl'esmons imaginaires
conjuguées RO

a-.-C;/:?, a.—c}/:f,
donpent pour somme zd., ‘et pour produit a"+C".
La decniére partie de cette ‘observation conduit 4
un théoréme relatif aux nombres, et doat voic
Pénoncé,
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1:° THRQRiENE, & zwwxmw awire
mamémfw dexé. chpcyn soit lasomme
de deuz carres, lepfodwtmv FAGQTA 0 SOV

o fove cartse . T
. DERONSTRATIOV. Spiany s
P t naa l..ir : LM M { I ]
'a® +ﬁ +£ -

ls deux nombres entiers dont il sa.g:t a, C a”,

¢" désignant des carr@spurthits. On aura ev:dgm-
ment les deux equaﬂon;

D G

(qcfzgw“(ﬂ)-nnqﬁ-—ft'*pﬁa-u'ﬁ )/—. ,

.....

#, emmpme éelles-c? memtné a ﬂeﬁlﬁe
obiendra la suivante ;

(7 (c, +C’) (&"-.-C") (iw. CC'Y C’-t—a.’C)‘
¢ 475, elies dens, ’i"P&l #rwm i

d. t ,ohtrouv

9 (,.4)2 +c") (a.c —a C) +(u e 9
LN YRR Y02 M O 1T I 1P ]

I, y a donc en généml deux maniéres de déeonm
poser en deux ‘caryds Jo, praduit de deu; nombres
atiers dont chacun est ls sorjme de deux carrés.
Ainsi, parexemple ontn'edesequanons @) et(S}’

Er) ) md v 7 =8
On voit par ces n@qdiwm gue Temploi des ex-
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pressions i imaginaires peut éire d'une grandeuﬁlité |
non-setletént dans Palg¥bre ordineire, inab eneomd
- dam¥¥a héotie des nombres.

Quelquefois on représente une €xpression 1 nmi
ginaire par une seul¢ lettre. Tést un ertifice Yui
augmente les ressources de l'analyse et dont nous
ferons Jusage dans ce qm va suivre.

. w
P : p—— a ‘

§. 2. Sur les Modules des E.tpre.;:iora; 'zmag-mar'a ,1

et sur. les Expressians réduites. '\

-

'Une propnete remarquable de’ toute expmslon

imaginaire @ + Gy/=1,, gest dg pqpamr e, metire
sous la forme NP

f(“*e*-l/—'mﬁ)z

14 des:gnmt une quantlte posmve et 9 un arc reel.
En effét, si l'on pose fequation symbgﬁ‘que‘ "y

( ) ¢,+C}/:T—f(cos.9+;/—lun 9)

ou, ce qui revient au méme les deux équwons

ﬂﬂ&. SR NICE ST ) | RN RIS ST SR
e ~ed am “# 'JE.’- Tor
. e (2) . Ch-fs‘n 6 s
T A .__—f.i el

on'en tirera SE TR \
o.+C -—f (_cos :s—i-sm'e)-f, |
el e .".(}')‘au z _r.,',e(&s;q_,.@‘) VRS S I
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of, xprés avoir ainsi déterminé la valewr dirtiembre
vl ne restera, pour vérifier eompiétement les
équations (2), qu'a trouves un arc'd doatle eomyus
et le sinus soient respectivement,

(4) ) cos. § = v+’
3
- b= =qEFer
Ce dernier probléme est toujour's'so{uble , attendu
e chacune des quantités s

v(¢‘+~‘) Tov(etecty
2 nee valeur numérique inférieure & funité, et que
ls somme de leurs carrés est égale & 1. De plus,
il adidet une infinité, de solutions différentes., puis-
qu'sprés aveir calculé -upe valeur convemable de
fuic §.on pourra, sans;chenger ni le sinus nile
tosinus, augmenter ou diminuer cet arc dun nombre
quelconque de circonférences.

Lorsque Pexpression imaginaire a -G 1/—-

trouve ramenée a la forme

£ (c08.8 + y/=sin. 0),

k quantité posi‘tive p estce qu’on appelle le module
de ceite expression xmagman'e ; et ce qui reste -

.....

L

¢t ce que nous nommerons / expre‘cswn 7etlazrc
_ Comme des quantités a et [ supposees connues
on ne déduit pour le module p qu'une valeur utiique
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déterminde pur {'équation (3), denmdteth
module: reste le méme pour deux expressioms ima-
ginaives égales. On pext donc énoncer e theoh-o
suivant.

* THEOREME: L’egalite de deu.z upmmbm

tmagmatres entraine totyjours ! egyl:te des ymodules,
et par cmewfedk dc&eapwsswm ‘réduites.
.Si l'on <campare entre elles deux expressiops g:
gmau‘es COI]’U“U(’(‘Q ‘on trouvera enoore que
modutes sont égany: Le-earté ' module comnmid
* cnadewt cxpmmnns .ne sevq itre dm-e qneknl
P'Odl“*» A
Lorsque dans I’expresslon 1mngman'e .H-Cf* |
le seédud terme & s'évarivuit, eotte expresséop
réduiti & une ‘quantit¢. réolle a: Dansla mére hy:
pothése, on tire des équatmns(;) et (4) 'y quud

@ est posmf

“ .‘.-.J. f=V(d'), | ’,.
cos.9,=l,‘ sin.e=p,

4

et par suyjte, .
9 =3 &*"n",

k désignant in- nombre entier queloonque 2.t
quand a est negatlf -

p=y(dy,

" cose._—l,' slneﬁ'o

et par smtc



L™ "PARTIE; ‘CHAP: SV1. 8%

0 et {2k s 0T C

Ainsi fe-modille d'ume’: "qua.ntité réele. « Hest autre
chase que. sp valeur numérique 3/(a");. et Jexpres-
sion réduite qui correspond a uné semblable quan-

hteest tdﬁipﬁl’s “+x’ou —71 mﬂ)ﬂ’, .oy
' +l‘=co. (:tzl'?r)s-v-}/—u sm (:I:zlmr), e
hqu‘d vagit d’u'nwtluaptue pomm et. .

4 L TN 4

Lm,em.(;t; ,z,{s-o- tnr)-'—;/—wm.(-*-z-k' '7r =
'onqn’il sagit dune quantité négative.. ~ . 7

+ Tobte expresyion itnaginaire’ Qurn #fro paur. mo-
dule se réduit elle:méme. & 2¥ra,, puisgac: ses deus
termes s'évanquissent. Recnprqquement, cqmme le
eosinus’ ¢t 1 dincks T e ' e’ deviennent jaimais
naks.ey méaye tpmps, il e pésuite QR RYprossion
imaginaire ne peut se réduire & zéro, qu atmﬂt que
son module gqunamt o JRRETRRS Y

Toute expressnon 1magmau‘e qm 2 l’umte pour
module est’ netessairement -Gné e!p'lvssiow ré‘untp

A‘“"P“elﬁﬁﬁv"” e e e

“".’“"'ﬁ:‘.""Qi . o m— i bR &, Ty

-ou.d-;—V-—_ulu ) — cod, G- Y= sin. C, g
natre expresslons l'edultes con]uguees Jeux a

ctivement, pour tirer cet q\atre expres-
Nons de la formule . 5

ak.&*;/--me S L‘
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il suffira de poser successivement.
b=x2kowr+a, O==x2knw=a,

" 8= i(zlm—x)vr-o—a, §=x(2k+1)7—a,
Ir deslgnant un nombre entier queloonque

Les calculs relatifs aux expressions imagimaires
pouvant’ étre simplifiés par la considération des
expressions réduites, il importe de faire. connaitre
Ies principales propnetes de ces derniéres. Ces pro-

p!r.étés sont comprises dans les théorémes que |e
vais énoncer,

2.* THROREME. Pour muldtiplier l’mw por Laxire
deus expressions réduites
" ';:o;. b —’0- Y—1sin. 0, cos. 0 + V-Tu.i.,e’

o‘lngﬁtd’qmleaamo et qui kurcona- |
pondent. - -
Déuozvsrunazv On a, en effet,

( ); (oms. 9«0-;/-—;;;.; 9)(«- 6-.-;/:...;9’) .
| =con(8+0)+ /= em.(8+6)
CorUOLLAIRE. Si dans la formule précédente

on fait §’ =— 8, on trouvera, comme on devaltsy
attendre 5

(6) '(0#46-9—1/—um 6) (coa Q—Vr-nﬁn 9)::: L

3.¢ THEOREME. Pour multzp?wr les unes parlei
autres plusieurs expressions reduites
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vos. U—i—;/—-nm 9 cos. 6'+V'_rs‘ih 8,
cos, 9' -+ }/-l sin. 0

:qut d’lyouter les arc.v 9, ‘s o f qu?lgu; B

mmpondent : ' P 10
DiupNSTMTION En eﬂ'et on aura successx-

vement K

(eu.o-i-]/—um 9) (coso +;/—|s;n 9)
= cos. (0.-&0),-&-}/—4&&(9.-0-9),

foos. 8-/ rsjn.0) (e08.8' )/ =vsin.0) cou 845 /= n.uo")
—[eos (0-0-9 )—o— —13in. (9—0—9 )] [cos 8 -+1/=tsin. 9"]
cos. (046 +0”)+;/-n sin. (9+9 +G")

&c....; et, en contiouasnts de méme on trouvera
rqnlement quel que soxt le nombre des avcs, 9,
o8 L

é

ooooo

(w-h/‘:- u-s) (¢osf’ 4—;{':: sin ) (m-e 4—/3 umd}
7 =cos. (§+ 0. DE SV NCET L P N

- Corarrarrg. Si fon développe per la multi-
phmion immédiate le ‘premier ‘membre de T'équa-
Wot" Y le développement se c.‘ompbseratx ‘deidéuk
parties, Fiiné toute réelle, lautre ayait pour facteur
e+ Cy/=i. Cela posé; la- partie réetle fournira i
viléarde obb.{ Bu-8+-0".. }, ét-le-coeflicient de 1/
dans ¢ seconde partie la valenc de sin, (0+8'+6"..).

sons, par exemple, que Ton considére seule-
‘ment trisig %rcﬂ Qm“chuatmn (7Y déviendra
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(eo8. §i-3/ 7 sig. ) {cop §'~+/= sinf) N AL C

== cos. (o+o'+o”)-n/"u-m (0+0’+€'),
e, rés avoir develo ‘Ie ppemler membre de
détte dernlere par la multiplication algébﬁque, od
en conclura
N eos. (O+!’+0’)—cu Oconoscoo Q'—mou- o'nno'
— sin. ocun'smo'—m § sin. o’euo"
m((|+0'+05—-m § cos. #eoo 9"-0-:& g sisi. § cos. §
‘ - dou. frcon: f, ohk: ' - skm. § s 5 ol .

5 '-l‘uton.nz Pour. diviser l'mmqm re

\

le
‘rh con. 6+;/—..m9

parla Suivante i o i

po oo o B At R e

il s’zgﬁt‘jeﬂ;'e?t}'ar'zc?lz'e;' Pare §'; q}m 'corre.s'pbnd': la

seconde, de Parc ¢ correspondant a la jrenuére.
ﬂﬁnm\rsrmrmlv -Seit x le quotteut blmdw

ensortequ-onat e e

.y .
3 ;\w‘)nr‘

l ’inz coso-|—‘/-.un9 .

pa quntxgnt deyva, étre. une nouv,eil,e yxpmssm
imaginaize tellement; chpisie, quien 14 mpltipliant
Far cos,'+3/<1 qn.ﬂ»ameprodmseens; -t-v(—'wqf
En dautres terwes,, +-devra satisfire 4 Fagpation;

(COSG—P‘/—sine').z‘—bose—kadde i)
Ppnr tirer de cetﬁ: equatwn jo vnburde 3,. i Bﬂ"
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i & maltiplior jes .deux membres par .-
voh. §* — /=1 sin. §'.
On réduira de cette maniére lo coefficient de = 4
Tunité [voyez le 2. théoréme; corollaire 1 ], ¢t lop
. & u (oo, Oa-pl-ﬁm 0)(ew. B'uss s st ) -
= (eoc 0-4-;/ —1sin. 9) [ooa,(—O')+1/—uln (—0’)]

7
.

ﬁn aura d‘onc en déﬁmtwe e

a. %“MMHWMW

CoroLr4rrs. Si dans I’equatlon (8) on fait
=o, elle donners . . S

(9) ew.o‘a-i!.f:m( ‘—“-"t‘oie—;/—ump

5.+ THEOREME. Paur élever Leapreggion i tmagv

Agire . : X

’ cu.o+'/:un.e.-. o

& ia puiseance du degre m (w dvsignantwn asmbry
entier quelconque ), il suffis de multiplier dans cette
uyresszon Parc b par le nambre -,

* DEMONSTRATION. En effet, les arcs 8, 8, 0"...
pouvant étre quelconques dads In formule (7), &
on les suppose. tousognu % 'arc 0 o enwnombre m,
on trouvers

(10)  (comB-+y/=1sin. Or_mme-t-]/:xm“
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CoroLL4IRE. Si dans ['équetion (son) dn St
successivement § =z, 0=—23, on obtiendra les
deux suivantes : : -
. ( cos. z+,/—;un 3)" = cos. -z+'/..;,u‘n.pz.
(wif

(cos.3 — /=i sin.3)" == cos.ms — /i sin.ms. -

Le premier membre de chacune de ces dernicres,
étant toujours un produit de m facteurs égaux,
pourra étre développé par la multlphcatlon immé-
diate de ces facteurs, ou, ce qui revient au méme,
par la formule de Newton. Sl  8prés avoir eﬂ'ectuek
développement dont il saglt on égale de part et
Jautre dans chaque équation , 1.° les parties réetles,

2.° les coeﬁicnens de ;/—- » on en conclum

. .

rc:n mz=cos.” mm""zn 'z

B —2) ()

'.(.12')< 1.2.3.4

i r.in.mzﬂzz -?~ €08, 2 sinaz’

cos. ™2 sin.*z — &0...,

'n(n—l)(m;z)
\ - 1.3.3

Oh tsouvera - par exemple, en supposant m=3,

cos 2"""cos ..z—-dln z,

coa."‘"_z sin3z + &c.,.

. sin. 2:.—2:mz cos, z, o

en supposaat m = 3, . o

-

. 5. 33 ==om. %~ 3 8. 380 G, . |
sin. 3z_3 cos. 3 sin. z—sm’ﬁu '
&c' . are e~ -\-j * K

&

v



-

L™ PARTIE. CRAP vIr. J91
6. THRORRME. Pom- dwe\k l’upmm tma-
. inaire D
©08. 6“‘-{'::;'"!.9 Lt L2
P hpmsanae du Jegre’ —m (m deszg‘mmt un

nombre entier queloonque ), il sujfit de mul&plwr
dens cette ezpression Lare O par le degré —m.
DimonsTRaTION. En effet, d’apres la défini-
tion que nous avons donnée des puxssances negd'-
tives [voyez le §. 1], on aura ' ‘

(eu9+ ;/._, din. )-.4: PR

(cos. e—i-y-um.q)
— 1
Tt oos.mf 4=/, win.axf. - SO ='«-
Par suite, en ayant égard & 1 !’ormule (9), on trou:
vera

(13)  (cos. 9-1-1/1":111 9)""-’-—, cos.ma—-]/—sm mo
ou, ce qui revient au méme, - . .
(14) (c08.8+-/=7sin. 9)""._co- (—m9)+ =\ sin. (—m9)

Aprés avoir établi, comme nous venons de le
hire, les principales propriétés des expressions ré
dmtes il devient facile de multiplier ou de dmsgr
fllnepar Tautre deux ou plusieurs expressioiis ima-
gihaires, qnels que’ soient feurs modules aussi bien
e délever une expression rmagman'e q\:e]conqué
t b puissance du degré>m ou ~-m (m désignant
un nombre entier). On peut,’en effet, exécuter
simplertient ces. dam&ophﬁom 4 Paide des tI:eo-

— .

~
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7. Tudonipee, Pour obtenir le produdt de’devz
ou de plusieurs expressions amagmatres ¥l suffy
de mulhplzer le preduist des e.tpnsszom réduites
gui leur correspandent par le produjt des modules.
., DEuaonsTaution. Le théoréme époncé so dé.
duit inmédiatement de ce principe, que le prodyi
de plusieurs facteyrs réels ou imaginaires reste le
lpéme dans quelque ordre qu'on les myltiplie. Soiens

effectivement

_ P (c08.§ oY/~ sim. 0), ‘P(mo'-f-y_-m.i).
FACAL S =1 IPRK™ ’

plusieurs expressions imaginaires, d’ont Prp
désignent les modules. Lorsqu'on voudra muluplut

entre elles ces expressions dont chacune est le pro-
duit dun module par une expressxon réduyite , on
pourra, én vertu du principe- qu on vient de rappe-
fer, former, d'une part, le produit de.tous les mo+
dules, de Tautre, celui de toutes les expmsslonsm- ‘
duites, puis multiplier ces deux derniers produn!
fun per Fautre. On trouvera Je cette.maniére pour
résultat défiminif

(1) P& & Lo+ )y =T simlrgy )
. CoroLLairg 1" Le produit de plusieurs expres-
g.lons imagmaires est une nouvelle'expression ima
ginaire qui & pour module le prodyit. des moddes
de toutes les autres.
. - CoROLLWAE. 3.". Camme use txpmuon nh-gi
naire ne s‘évanouit jamais quavec soi. weidule, o

3 .,
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que pour faireévanouir le produit-de plusieurs mo-.
dales, il faut nécessairement supposer fun d’eux
réduit & zéro , il est clair qu’'on peut tirer du théo-
réme 7.¢ Ia conelugion suivante :

Le prodmt de deux ou de pluszeurs ezpresswns
mgingires ne peut §'évanouir qu’autant que Fune
delles se réduit a zéro. -

8. THEOREME. Pour obtenir le quotient de deux
ezpressions imaginaires , il suffit de multiplier le
quotient des’ expressions reduites qus leur corres-
pondent par le quotient des modules.

DiMONSTRATION. Supposons quil s'agisse de-
diviser fexpression imaginsire

P (cos. 0 + 1/:73111.9)',
dont le module est p, par la suivante
£ (con.8 + /=7 4in.0),
dont le module est p'. Si Fon désigne par z Je

quotient demandé, x devra étre une nouvelle ex-
pression imaginaire propre & vérifier [équation

f'(eu ol+}/:sin 9’).1: —‘f(cos e+f_,in 0)
ﬁpﬁm les deux membres par le produit des deux

.T,'eo..e"-,/:-.-.;.,e.,-

L £

’_’.
TOM. 1, S N

Pour tirer de cette equatxon la valeur de z, on mul-

et {on trouvera de cette maniére, en écrivant -£-



194 COURS D'ANALYSE.

au lieu de p x —,

z = -'—:,- [m(e—-e')-d—]/--_lun(e—-e’)] .
On aura donc en derniére tndly.sc.

.P(mo-o-,/:... 0 _
9 P o fy/=isng) o P [con(§—)+y=sin (=4 1:

et, puisquen vertu du 4.° théoréme .

" oos. (0= 8') /=7 sin. (8 — &)
. est précisément le quoticnt des deux expressions
réduites

cos. 0+]/:Tnn 9 cos. 8’ +;/—-lnn 9

il est clair quaprés avoir.établi la formule (16)
nous devons considérer le 8.° théoréeme comme
démontré.

COROLLAIRE. Si dans l’eqnatnon (16) an fait
=0, elle donnera

(7) T T;,(m,.e ,f:‘s;..,e'),

9. THEOREME. Pour obtenir la m.™ puissance
d'une ezpression imaginaire ( m des:gnant un
nombre entier quelconque ), 1l sqﬁt de multiplier
la m.™ puissance de l'expression réduite corres-
pordante par la m.™ pusssance du module.

- DEMoNSTRATION. En effet, si dans le 7.° théo-

réme on suppose les expressions imaginaires
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f(c«.ﬁ+)/——xsin.9), f'(cog.0'+1/:7d!1.9'),
N (eos.e'-b- -uin.e'), &c...'.!.

toutes égales entre elles, et en “nombre m, leur

produit sera équivalent a la puiseanes - m™ de k
premiére, Cest®-dire, 4 ‘

[p(o0s. 0+ y=7sin.6)]";

et, comme dans cette hypothése Texpression (1 5)
deviendra

P [cos.mb +}/:Tsin.me},

on aura définitivement
(18) [pleoa.dy/= sin.8)J"==p™ con. b/ sim.mb].
Lexpression réduite :
cos.m8 + /=7 sin.mB
éant égale (en vertu du . théoréme) a

(cos. 8 + y/=7sin. 0)=,

il en résulte qu'aprés avoir établi la formule (18) on
doit considérer le théoréme ¢.* comme démontré.
10 Tokorkme. Pour élever une expression -
imaginaire a la puissance du degré —m ( m dest-
gnant un nombre entier) , il suffit de former les
puissances semblables dumodale & de f expression
réduste , puis de multiplier ces deus darnisres
puissances Lune par Laulre. ‘
DEMONSTRATION. Supposons quil s'agisse
.N L]
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d'élever & la puissince du degré — m Pexpression
imaginaire '

f(cos 9-0- f-::in 0)

dont le module est p. On aura,.en vertu de la dé-
finition des puissances négatives, o

[f(coc.e-l-;/-—-—uin.ﬂ)]" = [.P(c;l«O-O-';/—'—nlin-O)?

1
= TP (cos.mf+ y—: sim.mf)

Par suite, en ayant égard & la formule (17), on

trouvera -
[ (08849 sin. 0) "=~ [con.md— /= sin.mf],

ou, ce qul revient an méme ,

(19) [f(cu 844/ sin. 9)]"‘ =p ™™ cos. me—;/:: sin. mO] |

Cette derniére formule réunie a Péquation (13)four-
nit la démonstration compléte du 10.¢ théoreme.

§. 3. Sur Ie: Racines réelles ou tmaginaires des deux
9uarmte's ~+ 1, —1, et sur leurs Puissances frac-
tionnaires.

Supposons que Ton désigne par m et n deux
nombres. entiers premiers entre . eux. Si Ton fait
usage des notations adoptées dans le premier para- -
graphe, les racines 1. de 'unité, ou, ce qui revient



L™ PARTIE. CHAP. VII. - 197 .

au méme, ses puissances du degré —- seront -les
diverses valeurs de l'expression "

Wi=(1)";
et de méme, les puissances fractionnaires de l'unité,
positives ou négatives, du degré =, 0 - =, seront
les diverses valeurs de

(1)" ou (x) ~.
On en conclura que, pour déterminer ces racines
et ces puissances, il suffit de résoudre, un aprés
lutre, les trois problémes suivans. .

L= ProBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles bu imaginaires de l'expression

()"

SoLuTr10N. Soit  Pune de ces valeurs; et, afin
de Ia présenter sous la forme générale qui com-
prend a-la-fois toutes les quantités réelles et toutes
les expressions imaginaires , supposons

x = r(cos. £+ /=1 sin. £),
rdésignant une quanitité positive, et # un arc réel.
On aura, d'aprés la définition méme de Pexpres-

sion ({1))", . .
- (1) " =1,

0u, ce qui revient au méme,

* 7" [con.nt+ y/~idin.nt]=1.
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On tirera de cette derniére eqmt:on[t Taide da
théoréme 1.7, §. 2] \

=1,
comnt+y~isinnt=1;
et par suite,
r=1,

ecs.nt=1, sinnt=0, nt==%24im,

akw

’

t==%=

k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités r et ¢ étant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de = propres a vérifier I'équation (1) seront
évidemment comprises dans la formule

(z) .r_—_.cos.'z:’ :!:;/-uin. ’:7 .

En dautres termes, les diverses valeurs de (1)
seront données par ['équation

(3) (1) = o ATy, 2AT

Soit maintenant A le nombre entier le plus rap-
proché du rappoi-t X La diﬁ'érence entre les deux

Aje

nombres &, X, sera tout au plus égale a -
sorte qu'on nura )

’

—‘—"hi——’
n

X_ désignant une fraction égalc ou inférieure & <
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o par suite, &' un nombre entier inféricur ou tout
au plus égal & =-. On en conclura’

—-—-’:" =zb7rﬂ: “' ,

akr .o oakw ak'> Imr
o, —— /=1 gin, 2= cos, :!:}/—um

Par conséquent, toﬁtes les valeurs de (1 ))% seront
comprises dans la formule

&' . 1 4
. -3——:t —1 sin. —37--—',

s fon y suppose k' renfermé entre les limites o,
<, 0u, ce qui revient au méme, dans la formule
(3). si fon y suppose & renfermé entre les mémes

COROLLAIRE L Lorsque % est pair, les dwerses
valeurs que e nombre entier k& peut recevoir, sans

sortir des limites o, T' sont respectivenrent

0, I, 2’090"";“", _;_-

Pour chacune de ces valeurs de £, la formule (3)
fournit en général deux valeurs imaginaires conju-
guées de Texpression ((1))", clest-a-dire, deux
racines lmagmures de P'unité conjuguées et du degre
L3 Seulement on trouve, pour k._o une racpze
'éeﬂe-i- 1, et, pour /t_ L+ une autre racine réelle
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— 1. En résumé, lorsque » est pajr, lexpression |
(r)°
admet deux valeurs réelles, savoir,
S L, =1,

avec n— 2 valeurs imaginaires oon;ugueeo deux 4
deux, savoir,

{ T v 27 — . aT
CoS. "'.—'.' —lllll _‘—’ W.T- ""'m.T'

4) cos. -4——-4-;/ ~18in, — 4' y COS. -4—-,/—mn. i,

&c....o &e....
(Q—Z) +f— 1),' m(“—.")" _V:“'n. (.-.‘)"

\

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imagi-
naires est égal a n.

Supposons, par exemple, n=2. On trouven
quil existe deux valeurs de Pexpression

()

ou, ce qui revient au méme, deux valeurs de »
propres & vérifier I'équation

]

et que ces valeurs, toutes deux réelles, sont respec-
tivement

+l, -1,
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Supposons encore n=4. On’trouvera qu'il existe
quatre valeurs de Texpression .

()7
o, ce qui revient au méme, quatre valeurs de x
propres & vérifier [équation

.x‘,

Parmi ces quatre valeurs, deux sont réelles, savoir,
, “+ I ’ -1, . )

Les deux autres sont imaginaires, et respectivement

égales la premiére 2 ' :

T .o .
08, — Y =1sin, —=4yY—1,
2 . a

h seconde a ’

. T -

008, — — Y/—1 $ift, — = — y/=1.

3 3
CoroLLAIRE 2. Lorsque n est impair, les di-
verses valeurs que le nombre entier & peut rece-
vor, sans sortir des limites o, -:—, sont respecti-
vement S

Pour chacun¢ de ces valeurs de %, Ia formule (3)
fournit en général deux valeurs imaginaires con-

iﬂg}lées._ie lexpression ((1)) i’ Cest-a-dire, deux

Rcines imaginaires de l'unité conjuguées et du
L]
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degré n. Seulement, on trouve, pour k=0, une
racine unique et réelle, savoir, + 5. En résumé,
lorsque 2 .est impair, lexpression

()" .
admet , avec la seule valeur réelle

+ 1,

n—1 valeurs imaginaires con,uguees deux § deux,

savoir ,

4 ar EX 4 2w -— AT
cos. ——+ —1sin. - cos. ———V/ ~isin.—,
eos -4—-0- —um.‘—’, cos AT _ —1sm. —,

(5)\ n n » A
&c ol &C .
cos. g_%)’.ﬁﬁn. (”_”‘)" ) €08 (’-n')" —= u. .(_’.E'_)'-,

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imagi-
naires est égal a n.

Supposons , par exemple, » = 3. On trouvers
qu'il existe trois valeurs de T'expression

(1)
ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de &
propres & vérifier Téquation ‘

xi=1;

et que ces valeurs, dont une est réelle, sont res
pectivement
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+ 1,
m—+ /=Tsin. 2, vos. 2T —y/=isin. 12,

3 3

ALY AL
.m‘plus, le coté de Thexagone étari comme oﬁ
égal au rayon, et le supplément de I’arc sous-
tendu par ce coté ayant pour mesure —;—- on
obtiendra facilement les équations '

@ vertn desquelles {es valeurs imaginaires de l'ex-
pruuon (( ) ¥ se redulsent a-

1 a
R L RN L

ConoLLarRE 3. n désignant un nombre entier
fuelconque , le nombre des valeurs soit réelles, soit

lmagmmres de Texpression ((1))", ou, ce qui re-

vient au méme, le nombre des valeurs de z, propres

i vérifier Téquation z* =1, restera toujours égal
in

2*PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
récles ou imaginaires de I expression
% :
(1)

SoLuTroN. Les nombres m et n étant supposés
Premiers entre eux, on aura, daprés la définition

®&éme de Jexpression (()) ,

=3
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() =)

puis, en remettant pour ((1 ))% sa valeur générale
tirée de léquation (3), on trouvera

((l))gz[cos 2R :b}/_sm ’h’] '

et par stite,

(6) (1)7 = con 22T ke /= ig, 22t
Pour déduire de cette derniére formule toutes les

valeurs de «l))! , il ne reste’ qu'a donner successi--
vement & k toutes les valeurs entiéres comprises
entre o et . ‘Soient k', &* deux de ces valeurs

supposées inégales. Je dis que les cosinus

m.ak'r m.ak'r
P 4 * n

seront nécessairement différens 'un de Tautre. En
effet, ces cosinus ne pourraient devenir égaux que
dans le cas ol les arcs qui leur correspondent se-
raient liés entre eux par une équation de la forme

m.ak'w
n

moak'7 .

kb=

’
[

h deslgno.nt un nombre entier. Or on tire de cette
€quation

_ ..(:tk':l:v) -
h—‘—'-—‘—’é—-u

U faudrait donc, puisque m est premier & n, que
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+ k't k" fat divisible par'n; ce qu'on ne saurait
admettre, attendu que, les nombres &', &’ étant
inégaux, et chacun d’eux ne pouvant surpasser in,
leur somme ou. dlﬂ'erence est nécessairement mfe-
rieurea n. Ainsi, deux valeurs différentes de & com-
prses entre les limites o et 1z fournissent deux
valeurs différentes de

m.2 k¥

On conclut aisément de cette remarque, que les

valéurs réelles ou imaginaires de l'expression (1)) :
données par I'équation, (6) sont en méme nombre

que les valeurs réelles ou imaginaires de ((1 ))L
déterminées, par T'équation (3). De plus, comme

on a évidemment

[m. m.2k7 :':}/:—.sm zkw]

= cos. M. 2/('7t':l:]/—lsm m. zlt'n'....t,

i en resulte que toute valeur de ((1))" est une ex-
pression réelle ou imaginaire dont la puissance n
équivaut & Funité, par conséquent, une valeur de

{(1)°. Ces observations conduisent a‘la formule
M @ =0
dans laquelle e signe = indique seulement que

fune des valeurs du premicr membre est toujours
égale a2 T'une des valeurs du second.
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3.* PRoBLBME. Tromver les diverses valeun
réelles ou smaginaires de l’e.tpm.fwn

Oy

SowwTIon. On aurs, d’apres Ia définition des
pulssa.nces négatlves, .

) F =,

. puis, en remettant pour ((l))""—' sa valeur 'génénle‘
tirde de Péquation (6), et ayant. égard a la for-
mule (9) du paragraphe précédent, 3

@) (1) F =oon ZHT T o, m2HT

uill,

1l suit de cette ‘derniere équation que Jes diverses |
valeurs de (i) * sont les mémes que celles de |
(n )) , et par consequent égales a celles de ({1 )) .

On a donc

(9) (OREIOR

le slgne = devant étre interprété comme dans fe-

quation (7).
CoroLLAiRE. Si Ton fait m =1, la formule (9)
donnera

(10) () "=0)".
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Supposons maintenant que Fon cherche les ra-
cines et puissances fractionnaires non plus de
Tunité, mais de la quantité — 1. Les racines n.**
de cette quantité, ou, ce qui revient au méme, ses
puissances du degré -, seront les diverses valeurs

de Texpression

) v= = (1)
et de méme, les puissances fractionnaires de —1,
posmv&s ou négatives, du degré %—,’ ou — % ,
seront les diverses valeurs de ' "

(=) ou (—1)7
En conséquence, pour déterminer ces racines et ces
puissances, il suffira de résoudre I'un apreés lautre
les trois nouveaux problémes que je vais énoncer.
4: PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de r e.zpresswn

(- 1» :.
SoLurroN. Soit
.‘l-"'—r(eos t-&-';/_;nn t)
Tune de ces valeurs, r désignant une quantité po-
sitive, et ¢ un arc réel. On aura, d'aprés la défi-
ution méme de Pexpression (-,—1))% ,
(11) ==,
ou, ce qui revient au méme, - .
f'[cos.nt +}/_-Tlsin. nt]:-—- 1.
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QOn tirera de cette derniére équation [i Taide du
theoreme 1., §. 2]

r" =1,
cos. nt-c-}/——uin.n.t::—-'l,
et par suite, ‘
r=1, _
cos.nt=—1, sin.nt=o, nt==x(2k+1)x,

¢ . -+ (2k41)7
- T
k représentant un nombre entier quelconque. Les
quantxtés r et t étant ainsi déterminées, les di-
verses valeurs de = propres A vérifier léquation (1) \
se trouveront évidemment comprises dans Ia for- |
mule |
(12) x=cbs.i}£?21-:ty—u§n.-(f-‘%?l:-. ‘
En d'autres termes,, les diverses valeurs de (1)’
seront donnéeg par l'équation
' |

(l3) ((—‘))%-‘ cos, i’_‘_"'_'_).".;q:f— sin, (20T (1i+-)'1

" Soit maintenant h le nombre entier le plus mppro-
2k

- ché du rapport . La différence entre les |

k+r

deux nombres £, —

sera évidemment une
fraction de numérateur impair, inférieure ou tout

au plus égale 4 —; en sorte qu'on qura
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Sz&-t-:t -‘—ﬁ:!: Shk’-hv) ‘

zl' +1 désxgnant un nombre xmpalr égtl onmfé-
riewr 4 . On en conclura

TR IR
; . ]
:!: (2 k +I)T i

(zk+ 1)
) '

:=2h7r

= cos. :l-g-;!w ;:l:;/—um Szh-o-l)?

Par conséquent toutes les valeurs de ((--g)) ( ,seront‘
comprises dans la formule

’

gzk-a-lgw :(:;/—lsm (ab-&-l)«r - . "

I
)

si fon y suppose 24’ +1 renfermé entre les hmltes
0, »; ou, ce qui revient au méme, dans la for- -
male(13), o Fon y suppose 2 k-1 renfermé entre
les mémes limites.

COROLLAIRE L I»rsquon est puir, les dwerses
nleurs que 2 %+ 1 peut recevoir, sans sortir des
limites 0, 7, sont respectivement. .,

,:'-{. x’:s S\,I.:Q. n—l : "~;

Pour chacuue de es. valenrs dec 2 &k~ 1, la for-
wale {1 3) fournit tewjotirs deus valeuts ;imaginsifes

conjuguées de Texpression ((— x'))" . Par sufed,
cette expression , Jansile-cas que nous considérons

TOM. 1. | 0
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ici, n'admet pomf de valeurs réelies , - mais seule-
ment n valeurs i tmagmures con]uguees ' deux a deus,
savoir: I v : :
o0s. T+ y—_.ﬁ..L,"’;u.L; = sin. T,
3—-0-}/-_!:11: v cos——-—;/—umr'

() " R
&e.... . C&e.. .

e i

Snpposoas par exemple, n=2. On trouvers
quil existe deux valeurs de l’expressxon ((— 1)) "
ou, ce gui revient an géme, deux valeurs de z
propres & vérifier ['équation o

'. L o ==l

et que ces valenrs', toutes deux, imaginaires, 'sonti

respectivement I :
oot-;--l-ﬁ:?;‘m———'-l- -l, ‘

T
cos. T —-'V-‘rﬁn'.—— e

Supposons encore n =#4. On. verra qn’xl enste‘
~quatre vefeurs de Féxpredsion (= r))" off; e
_cdPautres termes, quatre valoprs de’ .v»pmpm-t vé-‘
- riler léquation __ ,.‘-rm. o ait
MR I z:“:-:;-e'.x;;_-'.. e L

vc-~‘~
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et.que ces quatre valewrs sont Mpﬂﬂésdans{es
deux formules )

_eu —*Vfwm':;,: :...,:1 |

:!:;/-—um -L’;

'
ol e B

o, ce qui revient gy, méme, dans h seulg ﬁ)rmulo

’:M 3 :bFﬂD “4-’.

Colmeonad’niﬂeurs, |
m.q-.": sin. —‘-—7;,
on trouvera définitivement
((-—]))-:::h % z& ‘y‘:!'-- )

COROLLAIRE 2, Lorsque n est inipajr , les di-
verses valeurs que 2 £+ 1 peut recevoir sans sortir

des limites o et n , sont respectivement
1, 3, 5,.... n—2;, n

Pour chacune de ces va.lem:g de 2k+1, la for-
mule (1 3) fournit en géneral deux valeurs imagi-

Raires confuguées de l'expresmon ((—x)) * )’ Cest-d-
dire, deux ricines imaginaires de — 1 conjuguées
etdu degré n. Seulement on trouve, pour 2k+1=n,
We racine unique et réelle, savoir, —1. En ré

¢, lorgque n est impain,- fmlm ((""’)) '
admet , avec la seule valeur méeile

1
-—".

-~
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n—1. ysleurs magivaires. oesipuguées demx & deux, |

savon', ‘ © .

O){pm o

m'(n-:)f _._/:,;m(m)r (Haw- et (-,)1 |

Le nombre total de ces valeurs reelles ou lmagl-
naires est égal-a . SE oy
Supposons par exemple, n=3. On trouvers

ou, ce qui revient au méme, trois valeurs de =

quil existe 1rons valeurs de l'expression ((— 1 )
propres & vérifier Féquation - |

=, - T i

et que ces valeurs dont une est réelle ‘sont res-
pectivement - oo IR

. ] T
T .. v . . - v oA . coey T
- .. P N Wt 'I, '
- P
7 !
i

eu—}-k‘;/ Lﬂnr-——-’--r:ry l,, !

t
' - -

OOI:-—'V m;-g-::p-——él-ovy—-t"k -

COROLLAIRE 30 deslgnant un nombre entler
quelconque, la: nonibre ‘des: valeurs  boit’ (rée"etJ |

ST S B ‘bl.fJ .'.“o--s
soit 1magma1res de l’expressgm (~1)", ou, ce qui

L]
!
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revient au méme , ‘le! nombre: des mkmwlde':b
propres i wérifier: l’pqmimmw _.‘awmd"tw
jours égal a 7. —yah

5 Pnoutm:‘ “Frodver-Tes diverses valeurs
réeles, ou imagingires de lezpressigh ... o i.s. o

uui,n:;. )
(=m"- ;
J'OLUTION Les nom[nes m ;n etant Supposés
premiers entre eux, on dura , d'aprés Ia définition

tiéme de rexpré‘ssmh (= “»"'f’ o onob disabus: H

1 oideno:t

(=1 »;7. = r ((-%. 1) 5:[ Ty

1

mmmmva((«ppp Y meulugcﬁaﬂé
tirde, de Yéqpuation 41 1)5 enr: drouveral . ~rp nin iz
e e tas ueq 9 P10 LR (Tt O WL B
(l‘): x«dl,))omm&w-hf‘ ,;mm

N R P T s TR AT Uy SRR

Pou déehqsde cettesdebrtitne: fdﬂhtﬁe toutes lw!
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vlsties 'z(—,)j , il n%dgeste tfllua cfogm(ier qugcggsf-

vement & 241 toutesles valeurs entiéres et Impaires

comprises entre o e&n——Sﬁenf—zkoq— 1, 2K 41,
deux de ces valeurs su};Posees _megales Je dis que
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L0 Mo fe Tane |2 F?sn:,a;';z;p? TRt
wurdntoficessgirement | différaps Turb de Fautrs, En
effet, ces cosinus ne pournaient devenir égaux que
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dang lconsioit ded arcd qui leur. eorrespondent se
taignt liés entre enx par une équation de la forme

-(:ﬁ;-o-t)-r

m.(2h" )
' —— a——.—-—-——-—-—-‘
st Y WA Y d: 2,‘7* " Ty

' h désignant tin nombre entiet. Or, on tire de cetts
équation .

t(:l';—.)él:};k"-a—:)
”‘[. P AN,
(S IR S " v
Il faudrait donc, pulsque m est premler &, quak |
nombre entier ‘

(ks Y (ke
fdt divisible par & ; ca qtiom mesntrait adnqin. |
attendu que, les nombras 2 &' o a2k~ 4l dtant
inégaux, et chacun deux ne pouvmt surpasser #,
leur demifomme, et A plus fBcte.raisqly lehr deb
différence, est nécessairement inférieure 4 n, Ainsi
denx . valeusn, différentendeh 2431 dompnibob entid
les lmutes o & n fourmssent déux valeurs dlﬂ'e-

"l\ 4 l—-
rentes ‘de’”
(3 e u;l le)i v Ng fann

! . azl+|-r
V":f’M?"S“""‘"—TL—?l\Z, »l(’l' !

L3

h._.

.,Irt ‘I

On conclut aisément de cette remarque qw‘u w

leurs reelles ou imaginaires de Iexpresgion (| (-—1))
données- par Péquation (16) sont au nom'fmé de s,

comme. celies de (1)) et de(w:» s Rpﬁu,
comme on a-évidemment . ey
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e G

I8
= ons. m (2 K+ I)ﬂ'd:}/—l sin. m(2k+1)w
"&-(_.py'egﬂl‘l " '”; e ) '.‘.,':3';

-'-.L' BAERI R AH “,- .
il en résulte quemm*la q««-—n.)) ,:bstgnehn :
pmlon reelle ou unagmau'e dont la. Bulssance n"
eqmnut a :bi,‘pll'%nseqlwut, “ung: vaneuﬂdd _

(1) onde (1) -;WW%%M ¥
l'eqlmuon
& g e e ,;'“ ed I—~1Y01)c‘l.')ll

('7) ((_:l'nx &]»-- IUCR AV N ,‘
toutes les fois que (—~ l)"‘ = l~,..0est-a-dme toutes
lesTois'eife ¥ ést én’ néthbre-pair “bral In sulvkinke

ety e (e (P e
hsqtm(ms)" Fu~ 2| westriadive , lorsqwed gn:iest
ua nombre ,impais;Apbutons. que-Lon.peut: centy
preadre les équations (17) et (18) dans une seule
formule , en écrivamt - - s

s it O

6: ProBLEME. Trouver les dwers;s‘ vafeurs
réelles ou imagingires de. l'eapraéwn ot
L "9:7 . e ‘I{i» g e

'(‘.""] ' 'll, . DAL St

Jiqwzvay. Onp.208 ) d'apres R deﬁmtpon des
pmssances negatwes, Pl g

1
.
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ETHI R
s

_'l_i h [
L ((—t)) Sty
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(=1
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o i \

puis, en remettant pour ((—1)) 1 & vglean 3éoenle
tirée de léquation (16), et ayant égn.rd d h for-

: llde'(y) du pmgnpbu Mﬁr- :

“ou Ty tepts LI YT '"ul' ;
. (20) «” »ﬂu :3!“ n!z W}(— nSz li‘l‘ \
B D6 cBHE " erdiictd! éduation que Tes’ diversec

ol
— -

valeurs de {(—1)) " sont les mémes que oeﬂu’dc |
(r )) On aura én' consequence |

IS PITRY I T?"l 4;} IS ' R )

AN G T o, o4t HE

(22) (-71),_' = ;-{g)).'.;,’; si' est ifnpair.

A lasplxep dds, detx forrimules qui. préobdent;<ou
: pubse opnﬁentemdammh!smng, SRR T

HIE I [y :',‘_.') f [ el (’r . ..) :E ')’xn'—h
(23) ((—'l) ( ("‘J‘)’m»lﬂ P BTN TRt (M

CaROLLAIRE. Sll on fait m=1, la,fpmnle
(23) donnera . ' ' o

T b S -\ e T
() =) i) i
En terminant ce paragraphe,-nous ferons remir-

quer que les équations (3), (6), (8) (13), (16
(20) & Paide desquefles bti’ ﬂécétnnhe lbsv
des expressiotis s
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(( )) ; ! ‘ ':((l)) .,9 R ..,‘ . ‘.\
,«if} g i '): e

e el

powvent:: dtre req)laeees .par; deux formnles En:
effet, si Fon désigne par a une quantité. pqsrtxve ou,
négutive dont la valeur numérique soit fraction-
naire, o valéor- e (1)) déterminée -par léquation

(Q ‘633"ﬁ£8)‘sera QVIdemP;'ent Lo PARTN
45) . (A= o0 2bam Y rima kaws | o
tandis que fa wgleyr dﬁ.(( 1) Jéterminde.. pp.l‘ é-
quation (13) (16) ou (zo) sera

(26) (— f))r\‘m( ki )a'n*d:V-: sm.(z’lw-l)a'n'
an) l;;;,te‘ P fp ' e’? B‘-éeqqntes, I QI; ‘éeu"tx
preadre p r‘}E un nom ‘brg entxer quelconque ,,‘;

"9 u:\‘ % et 2 SR B

HL\ 5
§.4.° Sur les Racines des ewpreutom zmag'matre: , et

surleurs Puissances fr&:ﬁo)ahdam 8t ¥rrationnelles.
Soit TRV R AR LI R
( G —FTC ) o f LI \. | N,

uae Wmqumhenqum Qn pourss
tougonry: ropwes [ voyeadde fr2 -unevaleyr, pasi-
tive de p- ¢ unqmﬁmtede vale réglies de §
P"“Pmawé Téquatioh - KR ERLUE

(' ' c.i-@,/ﬁ?—-_p 0+}/'_lsm.e)
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Cela posé, concevons que lon désigne par m et n
deux nombres entiers ptemiers entre eux. Si f'on
. fait usage des netations adoptées dans le premier pa-
ragraphe, les racines n.™ de lexpréssion a+Gy/=,
qu} ce 'qui revient au méme, ses puissances. du
degré + setont les divérses valeurs ‘de ™

ol UNTRTEY I
”
- "\l’mc;ﬁ :m((&-o-Cf))'r, s

et de méme, les’ pmssances frachonmm de
¢.+C;/---~ positives ou ridgatives, &udegre-«
— 125 saveut:les: dnveltes wdems de | o

‘h‘\;.

.... e Sy (e Sy,

-‘\)V

En consé uence, pour detel;mme; ces &Q et ?es
pumlance& if §}ifﬁrg’ dé résofdig' I ‘%mg fpf'uﬁ:e
les trois: probfelﬁcé shivand't "" !

1. PROBLEME. 7Trasaer. les dwer.m valeurs

8 e

1!'

A
!

I|i

de 4 e.zpresswn |
. . . ' - R R
R I ST SR LN A YRR REPTA R ;
Ayl ar «‘4 m’;g‘(’ﬁ!'»:}'v. NFRIVIIRRLS U OAR S
SoLvriIoN. Soit jio

z = r(cont NPrsim t)

Pane do chs valetrs, n désignant ani Ynanfies o
u&ve, et-2 un are reel, Onura, h'prés In' déﬁhlj'

fion méme de T’expresslon (M-,C ;'}“:f ﬂ > ,J "
(z) z" ::w-t-ﬁp/-n f__(mpga-ﬁuun.Q),: !
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ou, t qui renent an meme,

# [omAfet- 1/ = in. nt]-—f[m-e-'-;/-'q" By
On tirera de¢ette derniére: équmon [aﬂ’di&e*dﬁ’
1.7 théoréme, §. z]

hE T

., '; .. - # f’ !':: l.l»: L .'\_ N H )
© oos. 8t -4}/ sim. ntr.-nnn,o+ v"lm.ﬂ oy
eparsuie - r o0y s N wEs e

3 .
I (R I TR IR VR WA
' r=}’ X

sl = eo‘q , '.dnm&:sin;ﬂ ,aon)‘::-e + zlg w,

I ‘,,_\__ . a#a‘.:..’ e e vynen)
. ..
b ret spurar lbopoaes

heprésentant un nombre entier quelconque Les
quantités r et ¢ étaht aibsi détermiinées, les diverses
valeurs dela prepres ivérifier Iéepaation (1) serowt
évidemment comprises wdans:dp: formule ; - -
i‘b:f‘[ r.dizbt _“_1/‘-—\,.‘ Oi'lt]

P
"N“x?(” f"" a

=p? [m - -7{:.“. LN cas. 2 ?:;/:-Tsin.ﬁ],
ou, ce qm rev}ent au mpme, dn.qs la sumu\te,

frpat—>

(3) -t::f [cos ——‘=l-}/—sm ._.] )_

Eb&utru termas l‘qxpresslon ((a,-;-C;/——-))

"”‘lblen que ((I)) , ad"mettra.n valeurs différentes
par Téquation = =~ "
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(4) (a+Cy=) =p+ [os —+¢=..m -]((
COROLLAIRE 1. Siipposbhs 7= 2. Dn‘trouven
quil-exigte deux valeurs de. l’expreluon. .

O

ou, oe'gui revient an méme, deux valeurs de r
propres ﬁunﬁ‘q'!’eqmﬁon At '--\; .l m

=a+Cy= =f(e?s.e + YT nin )
et que ces deux valeurs sonit camprises dans la formale

< he 2p ooy ey, 3.

Conou.,mw 2. Suﬁpoaons encore n=3. On
trouvera quil existe trois valeurs de l’expresuon

T e o u]ll i l CnLoLeun T
PRTIE 3.:,~,t(7'”*" 'l/v—l Dges Vbge gl
om, ce qu sewment! awimdme;, trpnqvale&s de 2
propres i véeifier Féguation ;' Caana
_‘__~t__""_"c.l/'l =f @u.ﬂ*}/—_nTu 9)_,

et q‘he ces trois valeurs sont respectwement
-, ' L H i "
* f (c& —1sin. } ' - .

(m Ly g (O et

. . - \ ".w
_f’ [cos —+;/—-l sm !{[cos. !!‘.L’ -1 s%n*!-;']

o :i‘y.,m,__',' g\l.#'z
=p’ [°°’ ot sin, e



1"* PARTIE.-CHAP. YIL 221

CoxoLrarr® 3:* Supposons enfin’ n= 4. On
trouvens quil existe qu,atre valeurs de l’expresswn

((¢+CV:'))

ou, ¢e qui Févient aun méme, quatre valeurs de =

propmivénﬁer léquation .-~
z _.a,-o-C;/-- =f(eu 9+}/:sm 0)

et que ces quatre valeurs sont compnses dans les

b formales 1 - -
)
% p’ [ain. 4 LR . %]

2. PROBLEME.’ Trcmver les diverses valeurs de
Pesression

(e+C 1/:' ))

SoLoTIoN. Les nombres m et n étant supposés
[remiery egtre eux, on aura,. d’npres Ia définition

méme de lexpression ((dv-'- C}/—))
, .«a.-f-'@;(-o ) = [((df*clf:’)) ] ;

Puis, gn remettant. pour (o Cy= ))% *éa’ valeur
générule tirée de Téquation (4), on trouvera

) Gt by =p % [oon Ry sin 2] (105

LR
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Coaou,unﬁ 1.7 Si dans l’equaqoa (s) on

remet pour ({1 )) sa valeur firde de la formule (6)
[§. 3.°], on obtiendra fa summte ,
(6) (eriy=)-= £ [m -(o:tm) _h/_ . "(Oizh)]

3." PROBLEME. T;ouver les diverses valeurs dr
Fexpression _ y |
(e+Cy=)"" R
SoLuTroN. On aura, daprés la défnition mme
des puissances négatlves,

+Cya) == |
(a+Cy= )) vy |

'pms en remettant pour ((¢.+C;/_')) 7Y vdeUA
tirée de Téquation (6), et ayant égard a Ia for-
mule (17) du deuxiéme paragraphe, on trouvirns |

«“""V—» "'.P E cos. Od:zh)_/:; "(Oiik')]
e [m_....,-—,,, ""][... r_‘___]
ou, en d’autres termes, h |
(7) (("'-"v"ﬂ) TmpT [m — T ein. "“]m

Comwmm'-& l'on fuﬁ m=1, I'équﬂon (ﬂ
donnem ¢

(8). :({¢+¢}4-':B)'.T"-J,‘é‘ al{fog. -}—f_\—.a., ".!.'} e
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. Aptés gxoir fixé, comme .on vient de. le faire,
les diverses valeurs des quatre expresslons

(a+ ¢ V) (e Cym)",
((¢+CV§)) (G,

on reconnaitra sans peine’ que les equatlons.(é),
(5)»(8) et {7), & laide desquelles on détermine ces
waleurs, peuvent étre remplacées par une seule for- .
mule. Si T'on représente par @ une quantité positive
-0 négative dont fa valeur numérique soit fmct;ou
oaire, la formule dont il s'agit sera

6) farCy=)=¢"[cmabry= -ma9]((l))

Dans les calouls qui precedent I3 designe tou-
jouts le module de 'expression imaginaire a+Gy/—
cest-d-dire , la quantité posmve Y(a*+€), et 9
fan quelconque des arcs propres & vérifier équa-
tiaa (1), ou, ce qui revient au méme, les éque-
tions (4) du deuxiéme pmgraphe, savoir .

a

0%9-":73'7;?’_"'

N
sin. § = V@ o)

I
Ea divisant ces deux derniéres I'ine per Tautre, on
@ conclura

{r),. .. ung ) =
Paitansite i l’onnonime { Ie phs petit arc, abstrae-



2924 . COURS D’'ANALYSBE.
tion faité du signe, qui ait pour tangente %,' ou,
en dautres termes, si lon fait '

(12) {:ircun;.%,
on trouvera
(13) tang. 8 = tang. {

Cela posé, il deviendra facile d'mtroduire au lieu de
Farc 8, dans les divérses formules rapportées plus
haut, l’arc{ dont Ia valeur est complétement dé-
‘terminée. On y parviendra en effet par les considé-
rations' suivantes.

~ Lesarcs 6. et{, ayantla méme tangente, auront
aussi, abstraction faite du signe, le méme sinus et
‘le méme cosinus; et comme dailleurs 'équation (1 3)
peut se mettre sous la forme

sin.§ __ sin. T
cos. § T cos.( ?

il est clair que pour y satlsﬁnre on devn poser en
méme temps ou

(14) 008, § = cos. C-; m.9=§n.,{,
ou bien N '
(15).  conb=—ocon(, sin.d=—sin{
De plus, ‘ Ia valeur d;e' cos. § déterminée :par Ia pre-

micre des équations (10) étant évidlemment de
méme signe quea, tandis que l’arc {compns entre

.les limites -—3-, +_—i‘ & touyours un cosipus
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positif, it en ‘résulte que’ des equatlons( 4) et (1 )
les deux premiéres subsisteront, si « est positif, et
les deux derniéres, si' ¢ est négatif. Voyons main-
tenant & quot se réduisent dans ces deux hypqtheses
les formules (1) et (9).

Sidabord on suppose « positif, les équaions (10)
pourront ‘étre remplacées par les équations (14);
etfon déduira de oelles’-cr une Mhinité de valeurs de
{, parmi lesquelles on' doit remarquer fa suivante ' -

(16) L6=C

u'on fait usage de cette,valéur , les forinules(x)
¢ (9) deviennent respectivement /

(). wCy= = p (eos. { /=T sin, C) y

(18) ((d.-o—C]/—_- Y=g (eos.ac-l—]/:l_ sin, a7)

Si Ton suppose en second lieu a négatif, les équa-
tions (10) pourront étre remplacées par les équa-

tions (r 5) desqueﬂes on -déduira, entre autres va- -
leurs de 4, :

(19) 9_.<+7r

Par suite, on pourra, dans cette hypothese, aux for-
mules (1) et (9) substituer celles qui suivent,

(20) . a+Cy—i= —f (.cos. <+ —1 sin, C) ’
. CGeslymy L
(21} = o [eos. (a(+aw)+f—un (az+n)](( D
= p*(cos. a{+/:ﬁm a{)(cos aw 4y =isin.a7) (1)"

Si fon fait en particulier ¢+C1/_'-:?=~!, clest-
TOM. 1. - P
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a-dire, a =—1, C=o, on trouvers

= arc tang. (—o— =03
et la formule (2 1) devnendra
(22) 1) =(cos.am +y/=1sin. d”l’)((l))'

It en résulte qu'on “huwa géndralement dans Ibype-
thése admise
(23) ( a,-o-c;/—n )=y (coo.ac-i- V- s.ia.ao ()
En réunissant aux formules (17), (18) (20) et
(a3) les équations (25) et (26) du 3.° paragraphe,
on obtiendra définitivement les. conelusions sui-
vantes. |
Soit ¢+C}/—n une expression nnagmure quel-
conque, @ une guentité positive ou négative dont
Ia valeur mumérique soit fractionnaire, et £ un
nombee entier ehoisi arbitrairement. Si ['on fait, de
plus,

(24 p=v@+C), {=woun.,
on ayra, pour des veleurs posiives de «.,
, ¢,+C’/:-T=f(ew.€+;/:\—sin.{),
(25) (a+Cy=)y =p*(cos.a {+y/=rsin.al) (1))
{ )‘_cos zlcavr:f:,/—- sin. zkavr,

ct, pour desvdents négatives de & ,
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¢+C/27.~2~f(m.€+yl?ﬁn.<), V

(26) ((w-u-C V=) =f" (cosplay/=siv.al) (—1)),

(1) =oos (k1 oy sn et ),

On doi ajouter que, si Fon désigne par » le déno-
minsteur de fa fraction la plus siwple qui repré-
sente la valeur numénque de a, n sera précisément
% nombre des valeurs distinctes de chacune des
expessions <

' @Y, ), a+Cy=Y);

et que, pour déduire ces mémes valeurs des for-
mulu_(z;) et (26), il 'suffira I’y substituer succes-
stvement , su lieu de 24 et de 24+-1, tous les
nombres entiers qm ne sortent pas des limites o
] n.

Si-la valeur numénque de a devenait m'anan-
nelle, chacune des expregsiops réduites

cos.2kam * y~rsis.2kan, .
cos. (gk+x qu):i:]/-_l'in.(ﬁﬂ-ha‘?r), '

sunit un nombre indéfini de valeurs correspon-
dantes aux diverses valeursentléresdelt et, par
suite, on ne pourrait plus admettre dans le calcal
les notations

€1y, (=2, ((4«4-6;/—. ))',
4 moins de considérer chacune delles comme propre

i représenter une infinité dexpressions imaginaires
s



2928 .COURS D'ANALYBE:
- distinctes les unes des autres.. Pour éviter cet incon-
vénient,, nous n'emploierons ;amxus les notations
dont il sagit que dans le cas ou la valeur numé-
rique de @ sera fiuctionnaire. -

Parmi les diverses valeurs de ((l))‘ , il en est une
toujours réelle et positive, savoir, + 1, que Ton
indique par la hotation (1) ou 1°, en faisant usage
de parenthéses simples, ou méme les supprimait
entiérement. Si Ton substitue cette valeur parucu-
liere de (1)y dans la seconde des équations (25),
on obtiendra une valeur correspondante de ¢

(a+Cy=),

que Tanalogie nous porte 2 indiquer, & Taide de

parenthéses simples, par la notation
(a+Cy=)y.

Cest ce que nous ferons désormais. Par smte on

aura, en supposant d posmf et les quantités P
{determmées par-les équations (24),

(27) (a.-o-C;/-_-) = p* (cos. a{-o- Y=t sin.a()-

Cette' derniére équatlon ayant Tien toutes les fois
que da valeur numérique de a est entiére ou frac-
tionnaire, Panalogie nous conduit encore 4 la con-

sidérer ‘comme vraie dans le cas ou cette valeur

numérique devient. irrationnelle. En conséquence ,
nous conviendrons-de déslgner par

(¢ +Cy=r)
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leprodmt p*[cos. a{+;/—xsm a{],' dans le
eas vi « sera positif, quelle que soit la valeur réelle
actibuée & a quantité z. En daitres termes, si
Pon deslgne par { un atc compris_eritre les hmrtes

T
- +--, on aura, quel que soit a,

<+ —1 sin. O]‘_f (cos,a<+1/—l sin, ag)

Sl dans l’equatxon précédente on fait f:... 1, elle
deviendra

(28) (os. {-0- y/~=tsin. ( Y= cos,.'ac-i;- e 'cgn'.aé
Cette derniére formule est' entiérement semblable
aux équations (1 o) et (14) du 2.° paragraphe, avec

cette seule différence quelle substste uniquement
pour des valeurs de C comprises entre les limites

T

—=, +=, tandis que les équations dont il’ slagit

sétendent a, des valeurs quelconques de 6.

Lorsque la quantité « devient négative, on. ne
voit plus, méme en supposant fractionnaire la valeur
numérique de a, quelle est celle des valeurs de
Pexpression ((a +&3/=1))* que T'on pourrait distin-
guer des autres et désigner par l,a. notation .

(a+Cy/=r).
Mais alors, — « étant une quantité pbsmve, il est

facile Pétablir, pour des valeurs quelconques de a,
fa formule

(29)- (__w_c V.T.)‘: f‘ (m.a <+ 4 :E lin.d;{ »
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Nous terminerons ce paragraphe en faisant ob-
server que, dans le cas ou Ia valeur numérique de
@ devient fractionnaire , les formules (27) et (29)
réduisent les équnuons (18) ot (23) & celles qui

suivent ,

69 (ST = by (s
61 (el = ey ()
féquation (30). ayant lieu seulement pour des ve-

leurs positives de la quantité «, et Péquation (31)
pour- des valeurs négatives de la méme quantité.

'§. 8.2 Applications des principes établis dans les
paragraphes preécedens.

, Nons allons appliquer les principes établis dans
les.précédens paragraphes & la résolution de trois
roblemes sur les sinus et cosinus.

‘1. PaoBLiME. Trapsformer sin. mz et €0s. W2
( m Jeszgnant un nombre entzerquelconque) en un
polynome ordonné suwant les puwsancec ascen-
dantes et entiéres de sin. z, ou du moins en un
produit formé par la multzplzcatwn d’un semblable
polynome et de cos .

. Sorytion. Lorsque dans les equatxons (12) du
2. paragraphe on remplace les puissances pmes |
de cos. 3 par des puissances entiéres de 1—sin."3)

ces equatlons deviennent , pour des valeurs paires
de m,

v
™ L]
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cos. MZT = . s -
(1 —sin.* 'z’)? - :('.:-;:2 (1 = sin.* z)? sin.'3

e ) )

g\ Tt &
W (l sin. z) a2 sm. 2 ~—®C...,

sin. m3 =

.3 (—'—':—( 1 - ."‘l.’~3)?—?—a sin. 3
- *—:-'-3—(%—-’-)- (y—»in.* z)?§ip.’ z + &¢.. ] 5
¢t, pour des valeurs impaires de m,

. €08, M3Z =
o3 [(I—-sin.'z')?-—’:%’t—:—")(l — vin.* z)ﬂ’::lub.’z

- m(m—1) (m—2) (m—3) ( 1 — sin." z) ? .in.’z — &c-'-] ’

1.2.3.4
sin. M3 = ,
?(l-sin.’z):::sh.z-ﬂ"i:—}'%:(;'—"—’)-(l—cin.’z)“‘i‘;dn.’z

+&e. ...
Sifon développe les segonds membres des'quatre
formules précédentes, ou du moins les coefficiens de
e,  dans ces seconds membres, en polynomes or-
dounés suivant les puissances asoendantes et entiéres
de sia. z, on trouvera, pour des valeurs paires dem,

(cos.m3 =1 —1(———""" +-3-) sin* 3 -
[ ] 2 b3

B A
sin.MZ = cos.8 [1"- sin. 3 — '-'L'-"':..‘l (""-T'l “+ %)sin:’ 3
m(m—2) (m—f) (1 )m—3) M= 53\ gy Sg
\tT g\ a4 s el a--ﬁ)'m”z ]
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et, pour des valeurs impaires de m,

eos.mz=coa.z[l——-'-'-'7'-'- 2~ —)sm z

(m—.)(m-;){m(m—z) = 3 a\ .
13 \ 2.4 3 — T"";Z)slna z—&Co]’

) m(m—1) (m;z

(2) sin.mz = % sin.z — -+ %) sin.> 3

mm—1)m—3) ((m—2¥m—q) m—2 5 5.3
AT 24 TavaTtig

. .

nm Z

Lies équations (1) et (2) comprerinent évidemment
Ia solution de la question proposée. Il ne reste plus
qu'a les presenter sous fa forme la plus simple. Pour
y parvenir, il suffira d'observer que le coefficient
de chaque puissance entiére de sin. z renferme gé-
néralement une somme de fractions a laquelle I'¢-
quation (5) du chapitre IV [§. 3] permet de subs-
tituer une fraction unique. Par suite de cette réduc-
tion, les développemens de. cos. mz et de sinmz
deviendront , pour des valeurs paires de m,

COB.MI=1— = gin.*3 4+ (mtz) m.m (m—2) sin’
' (3) t.2 4 1.2.3.4
__ _(m+4) (m+-2).m.m (m—2) (m—4) sin.6 3 -+ &c...,

1.2.3.4.5.6

mrmm—a) 5
1.2,3

S sins M3 = cos. 2 [-':i sin. 3 —

(4)l

(mA-4) (mt-2) m (m—2) (m—g) . 5 .
T34 sin.> 3 &c._..],

et, pour des valeurs i impaires de m ,




)
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cos. M3 = oos.lzv[»l — MB%——Q'

G *

sin." 3

Pl e g ]
1.3, 3 4 . sse b 9y

.

simmz = P—sin.z (3:'!)—:'-(3—':-'-2-
( (ﬂ+})(m+')m(m—')(ﬂ 3)
1.2.3.4.5

sin. Z

sin.’ z — &e....

CoroLLAIRE 1.7 Si dans l'equatlon (3) on fait
successivement
m=2, mi—.—4, ﬂt=,6, &ec....,
on obtiendx;a les suivantes
'reu..zz—.:l—zsin.‘z, ,
0 m.43=1;85ip.'z+8sip."z,‘ 4 ;

o0s. §2 =1 = 183in."2 + 48sintz — 32 sin®z,
&e..... '

COROLLAME 2.° Si dans l’équatlon (6) on fait
SllccesswEment ’ .

m=r1, m=3, m=g, &
on en tirera
sin, 3 = sin. 3, . .
sin.3z=3sin.z—4sin.3z,
sin. § 3 = jsin.'z — 20 sin.}

&ec......*

54 16sin’ 3,
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2.* PROBLEME. Transformer sin. mz et cos.ms
(m désignant un nombre entier quelconque ) en
un polynome ordonne suivant les pm'uanm asce-
dantes et entiéres de cos.z, ou du moins en un
produit formé par la multiplication d’'un :emblabk
polynome et de sin. z.

. SoLuTIoN. Pour obtenir les formules qui résol-
vent. la question proposée, il suffit de remplacer,
dans les équations (3), (4), (5) et (6), z pr

=-—3, et dobserver en outre qu'on a, pour des

valeurs paires de m,

cos. (’"T’ —mz) = (-— I)E cos. m3z,

sin. (:;; —_ mz):(— l)g“ sin. ms;
et’, pour des valeurs impaires de m ,
" cos. (—";—T- —_— mz) = (— l):‘:: sin.ms,

! sin, (-———mz)—(—-l):'_-'cu msz.

®
On trouvera de cette manu,re, si m est un nombre
pair, .

S‘-l)zmmz—l— cos. z_'.w“”

(9/ 1.3.3.4
l ¢ (.""'_._.4)'(.’"_:'.11.);;'——————": (;;’) fm—q) 0.3+ &C..ovs i
( ); ' sin.ms=sin. z['l' 08,3 — (————'+’)"(H) cos ¥ ‘

1.3.3

.(lo)

(m+4) (m+-2) m (m—2) (m—4§) con’s — &¢ ]
—- ’ 4 5 - . ?
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o, & m-est un nombre impair ,

(13)

{i2)s

(=1) sin.me =gin. 3 [.I—gﬂ—?é-”——')m.'z '

L)@y e &c...f] ,
{ 1.2.3.4 . .

__(mi)mm—y) 3.

L 3
(—I)T ©c08. M2 = — cos.3 23 cos.” 2

(5) (et-) 0 () (0—3)
-+
1.2.3.4.5 .

cos.” z—&e....

LoroLL41rE 2.7 Si daps la formule (9) on fait
successivement '

m=2,m=4, m=6, &c....,

oo obtiendra les suivantes

13)

[~ cos.22=1 —2c¢c0s." 5,

cos. 43 =1 — 8 e0s.’ 2 + 8 ¢0s.’ 5,
—c0s. 62 =1 — 18c0s.*5+48cos. 2—3 2008.°3,

&e....

CoroLLarrE 2. Si dans T'équation (12) on fait
Wocessivement |, |

m=ru, m=3,m=g5, &....,.*

on en conclura

=~

(
cos. 3 =—=dos. 3,

—m.3z=3m.z—4m.’z,

008, §Z &= §cos.5—20¢0s.’5+ 16 cos.’ 3,

| &e....
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3. PROBLEME. Exprimer les puissances entiéres
de sin. z et de cos. z en fbnctzon linéaire des sinus
et cosinus des arcs z, 2.z, 3%, &

SeryrioN. On résout facilement ce probléme,
en ayant égard aux propriétés des deux expressions
imaginaires conjuguées

08.3 + }/~1sin.3, c0s.Z — P/~ sin.Z.

Si Ton désigne Ia premiére par u, et la seconde per
v, on aura ' ‘
2c0.3=u-+u,

L2803 Y-t —u—uv.

En élevant les deux membres de chacune des équa-
tions précédentes & la puissance entiére du degre m, |
fes divisant ensuite par 2 ou par 2y/=, puis effec-
tuant les réductions indiquées par les formules

.

uv =1,

w4 o" u'—o" " -
- _msnz,—;/:_snnnz,

dont les deux derniéres subsistent pour des valeurs
enticrgs quelconques de », on trouvera, si m re-
présente un nombre pair ,.

{ My

2 c05." 3 = cos. Mm% + % cos. (m — 2.3)
m(m—1)

(15} T m")*&°"‘
mem—rt)... (;4-:)

]
; ........'.._;___..___-_—"
\ . l.z.ju.;
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.(_‘,)’5 2,_," $in. ™% == cos. M3 — 1:— cos. (m-fz 'z)

(16)< - .. | s ﬁ%ﬁ.ms.(m'— 4‘)_&0

: 3 —
\ .. o l.Z.’..-;,
¢, sk m représente. un nombre impair,

rzkl'cos."z _=eos.mz+-?-cos.(‘m—2:z:) "

m(m—

(17) + —‘— cos. (m — 4 z)+&e.,
ﬂ(ﬂ-—l).-.(m—::) .
..... « +———"c0s. 3,
' \ - , "1.3';"7-

()T e e (2

(1) | + 2220 o (m— foa)—&e..
' B ’ '._ X M+l :
iw sin. z.
\ .. ) ETTYS Vor

Cororrarre 1.¢ $i dans la formule (r 5) on fart
successivement

m=2., m=4, m=6, &c....,
on en conclura -
2c08.*2 '=eol.27f+t. . )
(s) 8cos.'z=o00s.4z+4con22+3,
.| 32¢95.°% = 008.6 5+ 6v0s. 43415 con.2z+10,
&ec.... '

.
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Onarriverpit anx ménieséqmﬁons, si Fonvcherchaita
déduire des formules (13) les valeurs successives de
c0s."z, cos.*z, ez, &c....
-en fonction linéaire de ’
cos. 23, cos. 47., cos. 63, &e..

. COROLLAIRE 3. Si dams Ia formnle (16) on fmt
successivenfent

m=2, m..zi,m 6, &c
on obtiendra les équations

[ — 28in.*2=cos.23—r ,,

-
.

(20) 8sin.*z = cos. 4z—4eos 2343,
7} —324i0.2 = cos.65—6ons. {241 50«4&-—-!0.

&ec..

que Fon pourrait egalement déduire des formules(y') |
par Pédlinination des quantltés

sin.* 7, sintz, sinfz, &c .....

CoroLrairg 3. 8i dans Ia formaile (:7) on fnt

successivement

m'=1,m=3,m=‘~_—5, ceecy
.

on en conclura
c0s. T = cos. %,

(“) 4coo.’z==u3,z-o-3n.z, _ ,
, tiémz—-m.;z-o-gm;z-hmcuz, |

&e....
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On uriverait aux mémes équations, si fon cher-
chait & déduire des formules ( 14) les valeurs suc-
w”ives de \ * - ‘ ' '
c0s.3, e}z, o'z, &c....
en fonction linéaire de
c0s.Z, ©08.33, oos. ;z, &e...
CoROLLAIRE 4 Sidans la formule (1 8) on  fait
saccessivemnent
m=i,m=3,m=35, &c....,
o obtiendra Jes équations : .
. sin. 3 =sin. 2., -
(.n) —4sin.3z=sin.3z—3sin.z, |
)} 164in’ z =sin. §2 — §sinf3 2+ 10sin. 3,
&c...

que fon pourrait également déduire des formules (8)
per félimination des quantltés

sin. 3, sip. 3, sin. 5%, &C..uu.
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CHAPITRE VI

Des Variables et des Fonctions magmamzs

§. 1. Considérations générales sur les Variables
et les Fonctions imaginaires.

LORSQU'ON suppose variables fes deux quantités
réelles u, v, ou au moins F'une d'entre elles, lex-
pression

° 4+ vy
est ce qu'on appelle une variable imaginaire. 8,
de plus, la varigble u converge vers la limite U,
et la variable » vers la limite ¥,

U V=i
sera la limite vers laquelle converge Texpression’
imaginaire u-+vy/—. _ .

Lorsque les constantes ou variables cemprises
dans une fonction donnée, aprés avoir été considé- -
rées comme réelles, sont ensuite supposée$ imagi-
naires, fa notation & l'aide de laquelle on expr-
mait la foncfion dont il s'agit ne peut étre conservée -
dans lescalcul qu'en vertu de conventions nouvelles
propres a fixer le sens de cette notation dans la
derniére hypothése. Ainsi, par exemple, en vertu
‘des conventions établies dans le chapitre précédent,
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les nleurs des notations L

a
a-o'—a:,, a—z, ar, —, o’

se trouvent completement déterminées dans le cas
oit |a constante a et la variable 2 deviennent ima-
ginaires. Supposons, pour fixer les idées, que, Ia
constapte @ restant réelle, la variable z regoive la -
raleur imaginaire :

a - CV—I ==f(oos 9+}/——lsm 9),

a, € exprimant deux quantités réelles qui. peuvelit
étre remplacées par le module p et larc réel 0.
Ou conclura du VIL* chapxtre [§§. 1 et 2] que les
qnatre notatlons

a+zx, a—=x, "a'x.,' -
deugnent respecuvement les quatre expresslons
imaginaires ' :
a+pcos.f-+psin.f .4 —:, a-feose—fune;/-_-f,
apossd+apsin.d ;/—- , '-me-—sme,/_.
ou, en dautres termes les suxvo.ntes

'¢¢ al

Mf:-—a—-c;/:‘a&-q-ctt N =

En géheml -on fixera sans difficulté, par le moyen

des principes établis dans le chapitre VII, les va-

leurs des expressions algébriques dans lesquelles
Tom. 1. e
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plusieurs variables ou constantes imaginaires se-
raicnt liées entre elles par les signes de Taddition,
de la soustraction, de la multiplication ou de k
division ; et l'on reconnaitra sans peine que ces ex-
pressions conservent toutes les propriétés dont elles
jouiraient, si les vasiables et constantes qui s'y
trouvent compnses étaient iéelles. Par exemple,
fon désigne par

T, Y, 3, ... 8,0, W ...

plusieurs variableg soit réelles, soit xmagmaum, on
aura, dans tous les cas possibles,

- .t—t-y-hz..._—(u-nvv-q-w...)..—.z—o-y—#z...—u—rg-w...,

ry=yx, )
U(rry-+z+..)= UZ 4+ uy - uz+Ke..,

rHy+a+be.. € 0y 5 o
(,>< — —u-o-“-o--“-o-&c...,.
RV = Tt LLLLLE
“ L | J ." s e
._-——---xx, )

®

\ &e......

Considérons maintenant fa notation.
xe, )
dans le cas oil, la constante a restant réelle, lavs-
riable = obtient la valeur imaginaire

G-O:c]/‘:=f(cu9+{:lﬁl.9).
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8 fon prend pour a une quagtité dont la valeur

numérique soit unt nombre entier m, cetie méme
nofation , savoir ,

* 2 =zx*
aura, pour des. valeurs reelles quelconques de aét
de ﬁ une slgmﬁcahon précise. Elle representem
lexpression imaginaire :
P cos. mO <+ p" éin. mh. ;/—: ,

siag=-+m; et In suivante

F™cos.ml — p™sin.mb. /=1,
si a=—m: [voyez le chapitre VI, §. 2, équations
(18) et (19)]. Mais, toutes les fois que la cons-
tante a’Yecevra une valeur numérique frantnonmm
ou irrationuelle , la notation -
. "x‘ .
naura plus de valeur precxse et déterminée, 4 moins
que la pa.rtxe réelle & de Texptession imaginaire =
ne soit positive. Si dans ce ces perticulier on fm

{
{-urctwg i, ’

Tare { restera compris entre les limites — ~ -y

e, en écrivant x au lieu de .H-C;/—' dans le
4 paragraphe du VIL® chapitre [équatlons(x7) et
{27)], on trouvers

X =f>(oos§+ ‘ -1 'sil.z.o,
& = p* [ooe. al 4= /=T sin. a{], ]
. o a
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en sorte que la ngtation z* désignera Fexpression
imaginaire. - ‘

p* cos. 'aC-n—'f‘ sin. ac.';/:l"
1 suit encore des conventions et dgé principes ci-
dessais établis [ chap. VII, §§. 3 et 4}, que, pour
* une valeur numérique ﬁ'actlonnan‘e de la constante
a, 1a notation .

(=) -

représente a-la-fois plusieurs expressxons imagi-
naires, dont les valeurs sont données par les deux
formules

«x))‘-—-x‘(( o (1) = cos.2kam £ /= sinzha,
lorsque la partie réelfe o de T'expression uﬁagmtn'e

& est positive, et par les deux suivantes

= e
. ((.-l) eo, (ZIG"‘I)“W == ;/_—um (21'-0-!)4'7"-

lorsque la'quantité « devient négative; [voyez i ce
sujet, dans le 4. paragraphe du chapitre VII, les
équations (25) et (26) ], La méme notation ne peut
plus étre employée dans le cas ou la valeur numé-
rique de a devient irrationnelle.

Les expressions de la forme

. | -
conservent les mémes propueteé pour des valeurs

réelles et pour des valeurs imaginaires de la va-
tiable, tant que lexposant a pour valeur numérique
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un nombre entier ; mais ces proprlétés ne subslstent
plus que sous certaines condltlons daris le cas con-
- traie. Sonent; par exemple, ~

a;:&-o—C;/—-, y—a.-c-C V-,  F=d +C“V’—: , &c.

|ﬂusxem's expressions xmagmanreg Qui se rédmronf
i des qua.nates reelles si €, ¢, ¢ sévanoulssqnt

Désignons, en outre, par @, b, c. .. des quantités
réelles quelconques, dont les valeurs numériques
soient fractionnaires ou n'ratmnnelles. et par m,
m', m" plusleurs nombres entiers. On aura cons-
tamment en vertu des prmclpes établxs dans Je VIL*
chapltre ’

(

It

™. z™.z™ ... W :
. ™. " .™" ... = ZI v
. (2)< x*m.:t*my.x*un . .-_ f”‘*m’*”" (Ghm

des norhbres m, m’, m’, demt étre dfoeté du méme signe -
\ dans Iu deux lle.mbres);

(3){

" .y" . ceee = (x'yz.----)',
", y—ﬂz-e"l" e = (,.zy,z....)"';
(m) = (x-~>-~' = =,
(.i"')"” = (") = =z~

mg

. On trouvera au contraire que des trois fommlo;o :

(5) arzfar = gerbeeeee,
6 2yz..=(ryz...),
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D), () =2,

fa premiére subsiste uniquement toutes les fois que
la partie réelle a de Texpression imaginaire x est
positive; la seconde, tputes les fois que, 4, a', a4
étant posmfs la semme .

arc tang, % —+ are tang. %7- =~ arc tang. i -+ e

feste. comprise entre les limites — -, +I-; eth

derniére, tdlites les fois que, a etant posmf le pro-
duit

@. arc ﬁng. -S-
est compri$ entre ces mémes limites.
" Les.conventions faites dans le VII.* chapntre

suffisent pas encore pouc fixer dune maniére pre-
tise le sens des notations

A", Lz, sin.Y, cos.x, arcsin.x, arccos.,

dans le cas oa la variable = devient imaginaire. Le
moyen le plus s:mPle dy parvens étant la considé-
ration des séries imaginaires , nous renvoyons ce
sujct au chapitre IX. '
D’aprés ce qux a été dit ci-dessus, toute: nohhoﬂ
algébrique, qui renfermeérait, avec les variables £,
¥ 5 .... supposées réelles, dés conmstantes imagi-
naires , ne peut étre employée dans le calcul que
dans le cas oll, en vertu des conventions établies,
elle aurait pour valeur une certaine expréssion ima-
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gmire. Une semblable expression, dans.laquelle
1a partie réefle et le coefficient de 3/~ sont néces-
saremént des fonctions réelles des variables =, ¥
3...; est ce qu'on appelle une fonction zmag'mazre
de ces mémes variables, Ainsi, par exemple, -
Ton désigne par @(x) et. x(.z') deux foncuons
réelles de 2, une fonctiqn i xmagmmre de cetté va-.
riable gera

S@wx@y=
Quelqnefons nous indiquerons une semblable fonc-
tion 4 laide d'une seule caractenst:que @, et nous
'ocnrons en conséquence

@ (2) = P (o) + X (2) V.
Pureiflement, si Fon désigne par @ (z, y, z....),
X, y, 3 -...) deux fonctiohs réelles des variables
L2 T -

7(“".'/:‘ )= CP("”.'/rz )"‘X(‘”’yrz V=
sera une fonction _imaginaire de ces diverses va-
rinbles. '

La fonction imaginaire

@ (z ¥,.5.. )"‘X(”: y, %
prend le nom de fonctiop algébrique, ou exponen-
tielle, ou logarithmique, ou circulaire., &e..., et,
dans le premier cas, le nom de fonction ration-
nelle ou irrationnelle, entiére ou fractionnaire, &c..,
toutes les fois que les fonctions réelles ¢(z, y, 5 ...),
x(z, y, z...) jouissent Fune et latre des propriétés
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que suppose le nom dent il sagit. Ainsi, en parh-
culier, la forme générale dune fonction i lma.gmure
et linéaire des variables =, y, z.... sera

(afb.t-tcy+dz+. . .)4-(a'+b’x+c'y+d Z+.. );/.__. )
ou, ce gui revient au méme,

a—i—a;/ .+(b+6’/:):+(e :T)y+(d-;-d';/_:7 Y.,
a b, d ..a,b,c, d,... désignant des cous-

tantes réelles.

On doit distinguer encore parml les fonctlons'
imaginaires, comme parmi les fonctions réelles,
celles qu'on nomme explicites, et qui sont jmmé
diatement exprimées au moyen des variables, de
celles qu'on nomme implicites, et dont les valeurs
déterminées par certaimes équations ne peuvent étre
explicitement connues qu'aprés la résolution des
equatxons dont il saglt Soit

*a'(.r) ou ﬂ(x Y3, o0n)

une fonction lmagmalre implieite déterminée par
une scule équation. On’ pourra_représenter cette
fonction par u+vy/=1, u, v, desxguant deux quan-‘
tités réelles; et, si dans l’équation imaginaire quelle
doit’ verlﬁer on écrit , au ‘lieu de @ (z), ou de
T(Z,Y, 3. 2

\ L ) U+VY—,

aprés avoir développé les deux membres, puis égulé
de part et d'autre les parties réelles et les coefficiens’
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dey=i, on obﬁendra deux équadtions réelles entre
les fonctions inconnues # et v. La résolution de ces
derniéres équations, lorsqu'elle pourra s'effectuer,
fera connaitre les valeurs explicites de et de v, et
pwsulte la valeur explicite de I’expressxon xmagmure

©+v - Cow

Pour qu'uhe fonction lmagmaire d’une seule va-
risle soit complétement déterminée, il est néces-
saire et it suffit que de chaque valeur. particuliére
attribuée 4 Ia variable on puisse déduire la valeur

" correspondante de la fonction. Quelquefoxs pour
chaque valeur de la variable, Ia fonction donnée en
obtient plusieurs différentes les unes-des autres.
Conformément aux conventions. précédemment ad-
mises, nous désignerons ordinairement:ces valeurs
multiples d'une fonction imaginaire par des nota-
‘tions dans lesquelles nous ferons usage de doubles
traits ou de doubles parentheses Ainsi, par exemp[e,

uycos_. s+ Y —isin. 3,

(em s +y=hing)”

indiquera Pune quelconque des racines du degré n
de fexpression i imaginaire

cos. Z -+ Y/ —1sin. z."
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§. 2.5 Sur les Exprnawn: imaginaires mﬁmmenl
petites , et sur la continuité des Fonctions ima-
ginaires. '

- Une expression imaginaire variable est appelée
a’ryfninwnt petite, lorsqu'elle converge vers la fimite
2éro; ce qui suppose que dans Fexprégsion donnée
la partie réefle et le coefficient de /=% convergent
en méme temps vers cette limite. Cela posé, repré-
sentons par

¢+C}/——l.—f(cou 0+1/-_-m 0)

une expression imaginaire variable; a., €, désigmant
deux quantités réelles , auxquelles on peut subst-
tuer le module p et Farc réel 8. Pour que cette ex-
pression soit infiniment petite, il sera évidemnment
nécessaire et suffisant que son module

f ;/(a,-r-C)

soit lui-méme infiniment petit.

Une fonction imaginaire de la variable x suppe-
sée réelle, est appelée continue entre deux limites,
données de cette variable, lorsquentre ces limites
un accroissement infiniment petit de la variable pro-
duit toujours un accroissement infiniment petit de
Ia fonction elle-méme. Il en résulte que la'fonction
imaginaire '

9(2) = x (=)=

sera cqutinue entre deux limites données de z,
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les fopctions réelles () et x(x) restent continues
entre ces limites.

On dit qu'une fonction imaginaire de la vanable
zest, dans le vo‘ismage d’une valeur particuliére de

z, fonction continue de cette variable, toutes les fois
quelle reste continue entre deux limites méme trés-
npprochées, qui renferment Ia valeur dont il sagit.
- Enfin, lorsqu'une fonction imaginaire de la va-
table 2 cesse d'étre continue dans lg voisinage
fune valeur particuliére de cette variable, on dit
quelle devient alors discontinue , et quil y a pour
cette valeur particuliére solution de continuité.

" Ra partant des notions qu'on vient d’établir rela-
tivement a la contmmté des fonctions i lmagmalres,
on reconnaiéra @cilement que les théorémes 1, 2 et
3 du IL® chapitre [ §. 2] subsistent dans le cas méme .
on fon remplace les fonctlons réelles

) f(‘”) et f(‘”f.'/’”'.'-")
par des fonctions imaginaires ° :
Hehex (@) V= et Bz, Y, 5.y (Y 2. )y

On peut en conséquence énorfcer les propositions
suivantes.

1. THEOREME. Si les variables reelles 2,y z
oni pour limites les quantités- ﬁxcs et detemunees
X, Y,2z...,et que'la ﬁmchon zmaO'znawe

¢(‘”’ Y5 on) X..(""' AR ) l/‘?'
soit continue par rapport a chaoune des variables

v
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%, ¥, ... dans le voisinage du systéme des 0"60”0
particuliéres

r=X, y_Y, z1=2Z, &ec....,

Q(x: Y 3... )ﬁX(-z', "/, ¥ A ,..) 1/—:
sura pour kmite

X Y, Z,. )-{-X(X' Y,Z . .)y+;
ou, si fon fazt , pour abreger,

Cp@:, Y, z...)-'-x(x, Y, 3..) Y= = @2, ¥, 3...

t(-r, ¥ %...) " aura pour limite c(x Y, 2, )

-2.* THEOREME. Désignons par a, y, = .plu-
“sieurs fonctions réelles de la variable ¢ quz soient
confinues par rapport a cette varighle dans le voi-
sinage de la valeur réelle t = 1. Soient de plus
X, Y, Z... les valeurs parhculzeres de %)Yy 2 e
correspondantes a t=7; et supposons que dans
le vomnage de ces valeurs particuliéres la fbno-
tion zmagmatre :

@(z,y, 5..)=Pz,y, z.. )+X(x,y, . /=
sott en méme temps continue par rapport ax ) par
. rapport a y, par rapport @ z, &c...: a(.c, ¥ 2.,
considerée ‘comirie une fonction zmag;nazre de ¢,

sera encore contmae par rapport a t, dans le voz-
smage de la valeur particuliére t=T.

Si dans le théoréme précédent on réduit les va-
riables z, y, 7... & une seule on obtlendra Ténonce
Sm"mt- -

. .
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3. THkOREME. Sumwms que dans lexpression
= (2) =P (2)+ x(x) Y= '

la variable = soit ﬂmctxon réelle d'une. autre va-

rigble t. Concevons de plus quefla variable = soit
Jometion continue de ¢ dans le voisinage de lavaleur
pmulzere t=7, et w(z) fonction continue de =
dans le vomnage de la valeur partzcuhere z=ZX,
correspondante a t=1. L'expression imaginaire
o(s), considérée comme yne _ﬁmctum de ¢, sera en-

core continue par Aupport a cette variable dans le
vousinage de la valeur partwulzere t=rT

§ &* Des Fonctions imaginaires Jymmqua ’
alterneea ou Iwmogenea

En étendant aux fonctions imagihaires les défi-
nitions que ‘nous avons données [ chapitre IIl ] des
fonctions symétriques, du alternées, ou homogénes
de plusieurs vatiables z, 7, 5 ..., on reconnatt im-
médiatement que '

@y z.)Fx@ Y 30) V=
est une fonction symétnque ou alternée, ou homo-
géne du degré a par rapport aux variables z, y, ...,
lorsque fes fqnctlons réeiles
<P(4',.'/'z ) X(-”:sz ) ) .
sont Tune et ['autre symétriques, ou alternées, ou
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homogénes du degre a. par rapport & ces mémes
variables.

§. 4° Sur lés Fonctions iW’nﬁrec el entitres d'une
ou de plusieurs vagjables.

En vertu de ce qui a été dit m-dessus [§. 1 "]
P (=) + X(2) V=

<P(mb 2 +x(w,9z V=

" sont deux fonctions imaginaires et ennerés, Tune de
la variable z, l’autre des variables z, y, z ..., lorsque

‘P(x)etX(‘”) ¢(x:.’/;‘ )“X(‘”'.'/' )

sont des fonctions réelles et entiéres de ‘ces mémes
variables. Par-suite, si & () représente une fonc-
tion imaginaire et entiére de la variable z, la valeur
de = (z) sera déterminée. par une equatton deh

forme
= (&) =)+ Xy

=a+e, 2+ 2" +.. b 40, 2+b,2'+..) Y=,

et

a,, a,,4a, .. b,, b.; b,y deSignam descmstﬂnm
. réelles. On conclura de cetge équation, én réunis-
sant les coefficiens des puissances semblables dez,

' ( ' ) .("Ha'_"b"‘/:‘)ﬁa 1 +b 1 }/'-—‘)H'(.a"" :.]/:r)‘t
Pour que s fonction & (z), déterminde par I for
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mule précédente, s'évanouisse avec z, il faut que
Ton ait .
' a,+b y=i=o,

Cesti-dire, a,=o0 et §,=o0, auquel cas la valeur
de 7 (z) se réduit 2

w(z) ;:.-(af+ by=1)x+(a,+b,y=) 2 +&e...
=z[a,+b, ;/——H- (@b, y=)z+&e..2.].

Ainsi, toate fonction imaginaire et entiére de la
nrisble 2, lorsqulelle sévanouit avec cette va-
rable, est le produit du facteur + par une seconde
fonction de la méme espéce, ou, en d'autres termes,
est divisible par . En partant de cette remarque,
on étendra facilement les théorémes 1 et 2 du cha-
pitre TV [§. 1.°] au cas o les fonctions entiéres
qui 'y trouvent mentionnées sont en méme temps
lmngmau-es J a]oute que ces deux théorémes sub-
sisteront encore , si fon y remplace les valeurs
particuliéres et reelles attribuées 4 la variable z,
telles que e
z,, *,, Z,, &c:.,..
par des valeurs imaginaires

¢"+co ~1, .¢I+Cl' =1y d',‘*c; -l &C....

Pour démontrer cette assertion, H suffit détablir
les deux propositions suivantés.

1. THEOREME. Si une fonction zmagmazre et
mre de la variable s &' évanowit pour une valewr
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paracultére de cette variable, par e.tcmple, pour
r=a,+ 6 y/=, ' '

cette fonction sera divisible algébriquement par

. z—a,—C, '
D£MONSTRATION. En effet, soit
. w@=9@)+xE@)v= |
la fonction i imaginaire dont # sagit. Si I’ on y fait

x_¢,+CV—|+z, -

z desrgnant une nouvelle vanable on obtlendn
évidemment pour résultat de la substitution une f
fonction imaginaire et enticre de z, savoir, - |

@ (@, + C.;/—_«+'z):

et, comme cette fonction de z devra s'évanouir pour
z=o0, on en conclura que '

_ @ (2) = = (¢, + 6. /=1 +3)
est dmsnble par

z—-x—w—c V—l g !

COROLLAIRE 1" La proposmon précedente sub-
siste dans le cas méme ou la fonction y (z) séva-
.nouit, cest-d-dire, dams le cas oi. % () se réduit
a une fonction réelle ¢ (). j

. COROLLAIRE 2. Le théoréme plecedent subsiste
encore, forsqu’on suppose €=o, et par conséquent
lorsque {a valeur partxcuhere attubuee ala vmable
= est réelle.

A
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2* THEoREME, i usme foncm imagwsasre et

 entiére de la variable = s'évanoit pour chacune

des valeurs partwuﬁeres de z compm'es dans la
siaje

¢.+C -, ¢.,+C,1/::', a,+6 vy=, ...

w,,_,-o—C,,_,;/'——x, ' |
n dmgnmt un mmbre entier queiconqae cette
Jonction sera équivalente au prodwg des facteurs

mee=Coy/ =7, smty =, VS ama, Gy, e

crageees A

par une nouvelle fbnclwn zmagmacre et entiére de
la variable =.

DEMONSTRATION, Soit’
P e @=o@ @S
h fonction proposée. Comme elle doit s'évanouir
P L
T = ‘o -+ Co V:'-’ '
elle sera, en vertu du - théoréme 1.7, algébrique-
ment divisible par
’ ‘ .‘L’ -_a, - C }/: 13,
et fon aura en conséquence
' (3) 1 '7(-”) (&'—-db.-c l/“—') 00’
Q. désignant une ‘nbuvelle fobction imaginkire et
eagiére do I varigble 2. La fonction % (z) devant
TOM. I. - R
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sevm eneore, lorsqu'on suppue

‘ &= a. -+-C 1/-4 )

cette supposntlon réduira nécessairement 3 zére le

second membre de Féquationi (2), et par conséquent

I'un des deux facteurs qui le eomposent [ voyez le

VIL: chapitre, §. 2, 7. théoréme, corofiaire 2]. De

plus, comme comme l¢ premier factour . . P
’ ' 'x—a,—c,;/':? o
-” ne peut devenir nul pour

z=a,+6, y

tant que les valeurs partlculleres

¢+C;/—',¢,+C1/:x' .‘_\ 3

sont distinctes Pune de Fantre, il est clair qu'en at-
tribuant a x la seconde de ces deux. valeurs on
devra réduire a zéro la fonction entiére Q,, et par
suite, que cette fonction entiére sera divisible alfzé-
briquement par ‘

Cz—a, --C;/:

On aura donc

—(.z'--d, —C V:)Q. ,
0, deslszant une nouvelle: fonchon xmagmnme et
enticre de la variable 2 ;e sorte que équation(2)
_ pourrs. se mettre sous laforme- . . ...

G w=teaint, b €y

RGN (AR
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Ea raisonnant comme on vient de e faire, on

trouvera, 1.° que, la fonction = () devant s'éva-
nouir en vertu de la supposition

r=a, +C ;/—_.,

cette supposition réduit nécessalrement a zéro I¢
second membre de Téquation (3) , et par conséquent
fun de ses trois fuctenrs’; ‘2.2 que-le factenr réduit
i %ro ne peut étre que la fonction entiéré @ , tant
que les'trois va{ems-pnrﬁéﬁﬁéres de & désignées par .

¢, +6, =, a.,-o—C 1/—:,‘ a, +C ;/:-'
sont distinctes Pune de fautre; 3.° que la fonction
entiére 'Q , devant s'évanouir pour
x=a,+6y=,
est algébriquement divisible par _ |
- ,,,-._.“,L'.'_C = o
08 aura par conséquent o
Q =r—ea, —C yﬁ-x)Q,,
et par suite
) .(JH‘-'-CG'—C'OJ'T")'("";I-:“["—') (Hrﬁd-ﬁﬂ.. :

Q, désighunt eneore une fonction imaginaire et
eatiére de la variable 2. En continuant de 1a méme
maii#ére , on finira par reconnaitre que, dans I cas
oitifoiction entiére @ () Sévanouit pour » valewys’
&lrentés dé x respect:vement désignées Par

R"
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@by, a b YT, aql, Y S
T eeecape ¢,__,+C,,.,}/:-l’ 1

on a necemn’emeﬂt
){ w(z)=(x—2.~C. ;/—_-)"(H —£.V/=x(s—a, }/_——-)" ‘
..... x(x—a, =C._, V——I)Q,

\Q désignant une nouvelle fonction entiére de la |
variable . i

]l est a-peu-prés mut;le dobserver que le theo-
réme préoedent subsiste lorsqu on suppose

| (‘”)— °1 ) ' . |
ou bien | | ' _ '
¢.=o, €.=o, G, ’=o-, - c,_,'-'=o; |

|

Cest-d-dire , lorsque la fonction @(z), ou les valeurs
particuliéres attribuées a la va.rnble z, deviennent
réelles . \
A Taide des principes etabhs dans ce paragraphe,
. on démontrera sans difficulté que, dans le chap. IV |
[§. 1.5] les théorémes 3.° et-4."wvec la formule (1)
uvent étre étendus au cas ou les fonctions et. les
variables deviennent imaginaires, ainsi que les va- T
leurs particuliéres attribuécs aux unes et aux autres
On prouvera .de, méme que les propositions 1."
3.5et3.5 a,vec les formules{ x) et(2), dans le second
e “du chapitre IV et les formules (z)
Tgﬁi

(S) (6 daﬂs le 3‘ paragmphe 'du méme
apltre ,‘subsxstent Que lies que solent les yalem

"
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réclles ou imaginaires des variables, ‘des fonctipns,
etdes constantes. Ainsi, par.exemple,on reconmaftra
en parhcuher que lequatlon (6) du 3. pamgrapbe ’

lavon', 4 I YR T TR AT Y A
£ )- ' A PO BT ux'| 3
Cinat / — x x y
1.3.3.. _‘33 »-l--"3 (”_Bb'ﬂ'-hu.qq
(6) I R SRICTR TN It
z y ¥

e + 1.3, 3. 1) x’iJil;“J’
a lien pour des va.leurs 1magma1£es qu\elcoan{e% des

vﬂmﬂes x et 2

A " A ' ‘l 'I'r' .. . \4.- ' AN \ \'

e
b MW

§-5.* Détermination.deéa Fapctiony imagyngires topti-
nues d une :euk mmable ’»ro_rrec a verzﬁcr certamea
conditioRs. sten 2

Soit -
(= o %@y

TR 1 VRN T t PR

une fonction imagm(ure conhnue de la vpr’a,blq .1;_,,
®z) et () désignant deux fonctions continues ,
mais réelles, La fonction imaginaire v(.r) sera.
wmpletement determmée si elle est assujettie a
vérifier, pour toutes fes valem's réelles possibles des
variables = et y, l'une'des équations '

(1) w(z+y)=a(r)+aw(y),
() @)= () xw();

ou bioh ; pourtoutes-les valeurs réelles et positives
def-mémes veriables, [une des Gquatiors- suitantes
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0)‘-VQﬂ#'@+vv»

Al (g = () x 7 (9):
Nous allons résoudre successwement ces quatre
équations, ce qui nous fournira quatre problémes
analegues 4 ceux que hous avons déja traités dans
le 1. _pmgmphe du V.© cbapltre

L.t ProsriMg. Détérminer lo fonction imagy-
naire @ (z) de maniére qu’elle reste continue entre
deus limites réelles quelconques de la variable =,
et que Uon ait, pour toutes les valeurs réelles des

variables z et y, s
~f) - v(.r-»-y)*v(x)-!-‘rr(y)
s'vLUTmN Si, 2 Taide de In formulo .
7 (2) =@(z)+x(z) V=,

on remplace dans Féquation,(1)-Ia fonotipn i mugx
naire @ par les fonctlons reelles ¢ et X cete
équahbn deviendra ! :

4

SO

am-y)-!-x@rﬂ)w/'-'n #¢(t)*x(v7f-7«“'-‘v(y)-vx(s)f"

puls Ton en conclura, en. egalant de part ot d‘autre
les parties réelles ef lcs, coefficiens de /=, -

P(z+y)=@(z) Pt} |
x(z+y)=x(2)+x(@

On tirera de ces derniéres formules- [voya hdn-
pitre V, §. 1, 1. probleme] o P
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Q(.t):a %P (1),
) x(ﬁ)f—-.mc&!)%s rn e
¢t par suite bas 2
(5) @)= *[‘P(f)*’x( )1/:'].
M‘ﬁﬁqﬂme%mmérne, S

© @@ ===(i)
1 suit de Léguation (5) que- toute valéur de @ €2)

propre & résoudre la question proposée est nécess
sairement de lq forme. . -

, ,:(]); P @ ()= (“"‘b}/")"' A |
a; b désignat; dam»qiumtltes constantes. 1 est
¥rillenrs fatibe do sassuver-quune pemblablé aleur
de o(z) vérifie. léquation: (1), quelles: que soient
ls deux quantitgs-aet b. Ces: qnanitvs somt dom
dewx ;constantes jarbitaires.. ;L

*Ohvpeut remmquer. qua,,ponrd:tem " vdelr
pénédents de (2 ,:il suflit de remplacer,:dansia
vileur de ¢ (£).que fournit I'équation: (77.) du V.
chapitre [§. 1. ], la constante arbitraire et réelle a
pa la consta.nte arbltralre mais lmagmmre.

v ‘l f + b V.-:.'. [ -” P

2. PROBLEME Determmér la fbnctwn :magz
naire » (2) de maniére qu’ *2lle reste continue entre
deux limites réelles quelconques de la variable =,
et ghe Lop ait, pour toutes les valeurs réelles des
Mddbtw ety, :
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() wE+y) =v{).a(y)
. SorLuTioN. Si dans Tequation (z) on fut.t_o,

on en tirera S

. em(e)=1,
ou, ce qui revlent au méme [ & cause de hfornmlc
@ (@) =9 (@)+ x(H¥= 1, :

9 (0)+ x(o), 1/-- =1,
et par suite

(o) =1, x(O)‘- 0.
La fonction'& (x) se rédulra donc a Tunité pour Is
valeur particuliére o attribuée &ila varigble .z} et,
Ppuisqu’on la suppose continue éntre deb limites quet
vonques, il-est clair qu'elle sern,’ dans le voisinage
de cette valewr particuliére , tnés-peu différente dé
Tunité, par conséquent. positive. On pourra- »dnld;
en désignest pir « .un nombre trés- petit,; choisr

ce nombre de manitre que Ia fonctien P/z) reste
tonstamment: positive eéntre les limites~ ) 1)l

.4 oo

zZ=0, rT=a. e
. . . « A )t .
Cette condition étant rempbe comme fa quantité

' q>(¢,) sera elleméme positives si Ton fait

f }/[(¢d. +(x¢)] {—archng ”é‘ :‘ R

NI

on en conclura

@)= (= =r '[«»,-,, cf;g—ﬁh. &
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Concevons ‘maintenant :que Yans Téquation (2)
on remplace successlvement y par y+3, puis 5 par
s+u, &c....; on en dcdmra ; .

T(rry -z )= ﬁ'(«:)w(z/)vf(z) ool
quel que soit le nombre des varisbles 'z 9,5 &e....

Si de plus on desxgne par mce méme lbmbre et
que Fon fasse Sov A

S‘zy:tz_»&c ':-—‘1,,. TRR
Péquation qi'en Vietit de fréuver donnéra’ .

»“}/1‘ trad

@(na) = [@(0)]* =" [son '"Qﬂ’_s? -

Jajoute gue v formule "

o (el iz f'[cos mg + ,/‘:T.m m(]
subsistera encore, si T'on y rpmplace le n mbre en-
tier m pkr usie. friction  ow méme pab un Bombre

qllelcon ue w. Cest ce. «que l’on _prouvera. faule-_
mﬂtamqu’dsuit _""j A

NS

Olentlren

[t ] S e @ = st v i
puis ; en) ) gutraygnt | fes rarines carrées’ des @eu

membres | de maniére qué fes parties réelles soient
vax es;obserhnt que lea:denx fenctions P(zif;
. T restent P » Ia premiére entre les limites
I=o0, r=a, nde entre fes hmxtcs '.z':_o,
:-g'wwm N
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“(G)=e(: )+><(~¢)vf‘
. =p [eor 3—-!- ;/_'ain 3-]

De: mémc, si dans J‘équatxon (2) on- fhit =2 4¢.
y=4«, on.en tirera | i

['a'(—a,)] —-'a'(—-a:)_f [eos +;/'-_-pn (]
puis, en extrayont les racines carrées des deux

membres de maniére a obtemr des parnes reelles
posxtxves,

Vel =Tl

Par dey msonneqens semblabks, on- gﬂﬂm suc-

cessivernent les formules
-’ 1% : HEP X & I

ol ~ﬂ(§¢};f m%ﬂ-ﬁumﬂ;
o a.)—-f [cos +$(;nlnql—3}.

'&,c ..... ’S)nl()",( li
FLE SN B LR
et en general n désignant un nombn:e ¢ntxer quel-
couq“,e{ \{ Ttk R P .

#(4) = s (4 oy ()

St-T'on opére eur la: waleur préoédentdde*v(-fw)\

1.0 ’
pour en deduxre ccﬂe de 'ar(-'fl— a,) )' € comme ont

opéré sur Ia valeur de 'za'(a.) pous, £n, dédpire celh1
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de 7 (ma), on tluvera

o(Fe)=p ¥ [on (—C)+V:T (—{')]

ou, ce qui rev;ent au mem_e’,
9 (5e) +x (lw)V—_-
= [“(—é) w01

et par suite -
?(Fe)= f=°~(~€) |
H(F)=rFi(20): ,

v,
pms, en supposant que la fractlon - varle de ma;

nidre & sapprocher mdeﬁmment du nombrg ;u. 5 gb
passant aux fimites, on obtlendra les eq\fatlons

O (ua)=p" con. 2, x(/w) =p i uly g
'ilquelles or conclum S ity

’ri,

(8) ‘W'(M)-—-}’ [cos. /.L{-O— ~1 sin. ﬂ{]

De pl\ls, si (Tans fequatlon (z) on pose = ;u'.a'c.:
y—--pca., on en tn'era are

'('wﬁ&)d:: - nf"[m«(—#{)ﬂ’— sin. ("-#OIJ

La ﬁ)rqxule (8) subslstera done lorsqunn y rem-
o par — u. En’dautres termes, on aura,
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pouf des valeurs réelles quelcofiques poutnes ou
_négatives de Ia va.rmble x,.

(9) w(as)=p" [cos. t-""V:l'"' (,r]=[‘.'(¢’)]'. '

Si dans cette derniére formule on écrit = au lieu
de z, elle deviendra

(10) @@= oo ($ o) tryzain (L )]=[-<¢>1--

et, si Fon fait ensuite, pour abréger,

(r1) . f‘zA, -{—=6,

on trouvera

(r2) (.z:)—-A [coa bx+,/:.... b.z:]

AmSI toute valeur de @‘(x) propre & resoudre |
questlon proposée scm necessmrement de la forme

[cos b.z' + y/=isin. bx],

A, ﬁ deslgnant deux .constantes” réelles , Jont Ia

miére ne pourra étre que positive..1l est daik
leurs facile de s'assurer qu'une semblable valeur de
@ (v) vérifie léquation (2), quelle qaesoit la valeur
du nombre A et celle de I quantité &. Ce nombee
ét cette quantité sont donc des constantes arbxtmres,

CoroLL41RE. Dans le cas partlculler oi Ia
fonction () doit rester positive entre -fes'limites
x=0, z=1, on peut, au lieu de supposer a trés-
petit , prendre «=1; ‘et Ton conclut alors immé-
diaternent des équations (9) et (10)
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3) - F@=l=H]"

3. ProBLEME. Déterminer la fonction tmagi-
naire «(z) de maniére qu'elle reste cantinue entre
deux limites positives quelconques de la variable o,
etque Lon ait, pour toutes les valeurs posztwes des
variables = et y,

B wE=e@ral)

SoLurion. Si, alaide de la formule -

 w(@ =@ @y,
on remplace dans f'équation (3) la fonction imagi-
maire @ par les fonctions réelles ¢ et , puis, que
Ton égale de part et dautre les Jparties réelles et les
coefliciens de /=1, on trouvera ,
P (zy) = R(z)+(y),
x (zy) = x (=) + x(¥)- B
Side plus on désigne par 4 un nombre quelconque,
etpar L la caractéristique des logarithmes dans le
systétme dont la base est A4, on tirera des éqliations
précédentes [voy. le chapltreV § 1., 3 ¢ probl. ]
@ (2) =9 (4). L(-‘v)» SR
B 4
x(@®)=x4)-Li):
¢t fon en conclura - ‘ '
() = (=)=[o)~+ X(A)V“ ] (

,mqmmuntaumﬁne s
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(r5) @ (z)=a(d4).L(=).
It suit de la formule (1 §) que toute valeur de = ()

]n-apretréaoudre la question propoeeeestnéces'
sairement de Is forme

(16) a’(.t):(a+b';/—_f)L(.t),

a, b désignant deux quantités constantes. Il est dail-
leurs facile de sassurer qu'une semblable valeur de
() vérifie Péquation (3), quelles qué soient les
quantités a et b. Ces quantités sont donc deux cons-
tantes arbitraires.

On peut remarquer que, pour obtenir 1a valeur
précédente de @ (z), il suffit de remplacer, dansla
valeur de @(r) que fournit Téquation (12) duV.*
chapitre[ §. 1.°], la constairte arbitraire et réelle a
per la constante arbitraire, mais imaginaire,

e+ by-i. /
Nota. On pourrait arriver trés-sanplement i fé-

quation (1 5) de la maniére suivante.

En vertu des formules identiques
x'_ATJ, _1,.1::'A",‘
I'équation (3) devient

v( Lx+ly)—ﬂ(ALr)+q(AL))

Comme dans cette derniére Jes quantités variahles
Lz, Ly admettent des valeurs réclles quelconques
positives ou négatives,il et résuite qu'on gurs, pour
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toutes les valeurs neelles possables des vambles x
et - .
” T (") == (A7) + @ (A7)
On en eonclura [voyez e 1. probleme equat (6)]
c-(A )= xa'(A Y= m(A),
ctpar suxte ' R . -
'q(A") ..u-(A) L.z-,
o1, ce qui revient au méme, . ,
o'(.r)—-'a'(A) Lx S

4 PROBLEME. Determmer la fonction imagi-
ntire w(z) de maniére gu ‘elle veste continue entre
deuz limites positives quelconques de la variable =,
etque Lon ait,. pour toutes les valeurs posztwes des
vaniables = et y, :

4 . v(xy)-V(w) 'W(y)

$oLuz10n. 1 serait facile dappliquer 4 Ia solu:
tion e c6 probléme une méthode_ semblable a ¢ dbf
que nous avons employée pour r&oudre le secon
Mais on afrivera plus prompt’ement a'la so[utlon
therchée', siT'on observe qu'en désignant par Lia
caractéristique des logarithmes dasis le systéme dont

h base est A4 on peut mettre l’eqmtlon (4) sous la
fonne ‘m‘::ﬁ

) :

(4] = (44 (4")...
Coume dases-bette dermidre"8quition deb c qum )
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variables Lz, Ly admettent des valeurs réelles
quelconques positives ou négatives, il en résulte
qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles
des variables = et y,

@ (4"7) == (47).% (47).

On en conclura, en représentant par ¢ un nombre
trés- petit, et remplacant dans l'équation (10) du
second probléme = (z) par = (47),

=z (4d)={=z (4 )]'

On trouvera par- sui'te' K

o (4")= [ (4 )]

ou, ce qui revient au méme,

(17) @ (2)=[=(4)]"

1 est essentiel d'observer que la fonction imagi-
naire = (A"), et par conséquent sa partie réelle
@(A4"), se réduisent a Tunité pour £=0; ou, e
dautres termes, que Ia fonction imaginaire () et
sa partie réelle @(z) se réduisent & Tunité pour

z=1. Cest ce que Ton peut démontrer directe-
ment, en prenant dpns T'équation (4)

g=A4A"=1.

Quent au nombre «, il doit seulement étre assez
petlt pour- que Ia purtie réelle de Ia fonétion-imagi-
- maire @ (A ) reste constamment pogitive, entre les



1" PARTIE. CHAP. VIIL "2‘73

limites z— o0, z=a. Cette condmon étant remplie
la pertie réelle de l’expressxon imaginaire

= (A7) = @(4")+ x(4°).¥=

sera elle-méme positive; et par suite, si fon fait

PV O+ DA {=toonon 535,

on aura

= (A') =f[cos.{+ ‘;/:sin.C].
Cela posé, I'équation (17) deviendra

)= ¥ oo (L ) o (§ Lz)}

= 2 % oo (L Le) -y sin (3 L]

En vertu de -cette derniére équation, toute valeur

de = () propre a4 résoudre la question proposée
sera nécessairement de la forme

(19) 'a‘(.t) x* [oos (bL.z‘) -+ }/:l-sm (be)] .

a,b deslgnant deux quantxtes constantes. Il estaisé, . '
de plus, de s'assurer que cés deux quantités cons-
tantes doivent demeurer entiérement arbitraires.

(19)

TOM. 1. s
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PRESEIIRRSSSERSSEEE ]

- CHAPITRE IX.
S
Des Séries imaginaires convergentes et divergentes.
Sommation de quelques Series imaginaires con-
vergentes. Notations employées pour representer
quelques Fonctions imaginaires auzquelles on
se trouve conduit par la sommation de ces mémes
Séries.
§. 1. Considérations geénérales wur les Sériss
s imaginaires. .
SOIENT respectivement. _
(1) CPor Pisr Pus oo Pas &e....,
(2) 9oy 9is Gur -+ 9ur &coorry

deux séries réelles. La suite des expressions imagi

naires , -

(3) PetaaV/ =50 Pt/ =01 PaHLY =y e Prbe /= &
"formera ce quon appelle une série imaginaire.

Soit, de plus, '

( 4)' 82 = (PoHy/ =P Y/ T )+t (P it/ =D

= (PotPit. - -t Pams) H(got it )Y
la somme des n premiers termes de cette série.

Selon que, pour: des -valeurs croissantes de =, s,
convergera ou non vers une limita fixe, on dira que
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la série (3) est convergente et qu'elle a pour somme
cette limite , ou bien qu'elle est divergente et n'a
pis de somme. Le premier cas aura évidemment
ien, si le$ deux sommes '

PoFPs o + Pos s

gdo+ ¢, +..... + s
eoliyergent elles- mémes, pour des valeurs crois-
sintes de n, vers des limites fixes; et le second, dans
h supposition contraire. En dautres termes, 'fa
¥rie(3) sera toujours convergente en méme temps
que les séries »éelles (1) et (2). Si-ces- derniéres, ou
fune delles seulement , deviennent divergentes, la-
¥rie (3) le sera également. '

Dans tous les cas possibles, Ie terme de la séﬁg
(3) qui correspond a lindice #, savoir, T

Ps+ qr_ =i,
&t ce qu'on nomme son terme géneral.
Lune des séries imaginaires les plus simples est
eelle quon obtient en aftribuant & fa variable z,
la progression géométrique
T, x, 2% ... 2%, &e...,
U0 valeur imaginaire. Concevons, ‘pour fixer les

Wées, que Ton fasse
Z = 2 (cos. 8 + /=7 sin, 8),

# désignant une nouvelle variable supposée réeflo,

0 un arc réel. La progression géométrique dont
i Yagit deviendra

L]
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(5) LT, % (cu.o+/:.sh. ), s* (cos. zQ-’-VZ‘. lin zd). .
...8% (cos.nf +/:. sin. nf), &ec...... '
Pour obtenir 'équation qui détermine la somme des
n premiers termes de la série précédente, il suffit

de remplacer = par z(cos.0 +3/=isin.08) dans la
formute

0y - 1 "
I4Z4+T ...+ = —— — —
. =z - =3

On trouve de cette maniére
1 +z(c«.o+/:. sin. §) -3 (cos. 20/ sin. 20) +...
. =2""" [ces. (n—1) § + 1 sin. (r—1)§]
©4" V=

1 T a"(cos.nf—-y/ 7 sim.nf) |
T i—z(cosf+y—ising)  1— (cos. §—+y—isinf) ’

et, comme, pour des valeurs croissantes de n ) le
module de Texpression imaginaire

2" (cos. nf + /= sin.nf) °
1—3 cos.  — 3z sin. .y =1 '

$avoir ,
==

(l-'-zzcon.o-t—z’)i )
converge vers la limite zéro, ou croit au-deli de
toute limite, suivant qu'on suppose la valeur nv-
mérique de z inférieure ou supérieure a ['unité, on
doit conclure de I'équation (6) que la série (5) est,
dans la premiére hypothése, une série convergente
qul & pour somme

1
1—5cos —ssin.g. Y= !
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et, dans la seconde hypothése,, une série divergente -
qui n'a plus de somme. '

La somme dune série lmagmalre convergente
sindique, comme si la série était reell¢ par la
somme de ses premlers termes, suivie d'un &c...

Cela posé, si T'on appelle 's la somme de la série
(3) supposée convergente, et que dans la formule
(4) on fasse croitre n indéfiniment , on trouvera en
pessant aux limites,

(7) '-(po-i-qo;/—-)+(p.+q /—u)+(p,+q,y’:-)+&c
= (Portp Hpu8e.. . ) A (gs+g, g, ke )/

De méme, lorsqu'on supposera la valeur numérique
de z inférieure a Tunité, on tirera de 'équation (6) )
en faisant croitre n au-dela de toute liiite assi-

gnable ,

145 (cos.§~+y/= sin. o)-l-z’(coc 204/ siv.28) 4-&e.i
( T - _ |—zcos.o+z-|n.9‘/:;

T 1—3cos.f—zsin. .y =y 1—23 cos. §—+2*

—_—

En vertu de la formule (7), le premier membre de
Féquation (8) peut étre présenté sous la forme sui-
vante

(l+seu.0+s‘col.zo+&e...)+(zsin;0+z“‘lin’;10+&c...)‘/IIT.
On aura donc, pour des valeurs numériques de z
lnﬁéneures a Tunité,

(143 cos.f-+3cos.20-+&e...)-+(zsin. o-!-z’nn 20+&e.. )'/.'.._.
(9) _ ‘|-—zcoso e zsin.f .‘/:.

— 1=—23co0s.-+3° 1==2%C08.0+3*

On en conclura
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+:cosﬁ- cos.34s"cos. . 1—seond,
(19) : Eia e At =

s .h.”.a.h.’wi.h.j}f&c == ———l_';:::;:“ =1

Ainsi Ia substitution d'une valeur imaginaire de =
dans la progression géométrique

.
1, z, 2, ... 2", &c...

suffit poar conduire & la sommation des deux ;eneo

(11)

toutes les fois que la veriable 3 reste cbmprise entre
fes limites .

1, 300s.0, 3°c0s28, ... zces.nd, &c...

zsin.a, z"oi_n.ze, . z”sin.ne, &ec...

E2=—1, 3=++1I,

cest-a-dire,, toutes les fois ‘que ces deux séries sont
convergentes

Les premiers membres des équations (lo) étant
[en vertu du 1. théoréme;, chapitre VI, §. "]
fonctions continues de la variable z, dans le voisi-
nage de toute valeur particuliére compnse entre les
limites s=— 1 )y B=A01 e prelmer membre de
I'équation (9) sera lui-méme, dans le voisinage duze
semblable valeur, fonction continue de z. Or, ce
premier membre n’est autre chose que fa somme de
la série (5), dont les différens termes restent fonc-
tions continues de z erftre des limites quelconques.
En généralisant la remarque qu'on vient de faire,
on obtient la proposition suivante.
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1.” TakorBMR. Lorsque les di ifferens termes de

la série (3) sont des ﬁmct:ons d'une méme variable

s, continues par rapport a gette variable dans le

voisinage d’une valeur particuliére pour laquelle

eette série est convergentc, la somme s de la serie

est Gussi, dans le voisinage de cette valeur parti-
culiére, fonctibn continue de z.

DEuonsTrarion. En effet, dans le voxsmage
de la valeur particuliére attribuée & la variable s,
la série (3) ne peut étre convetgente et avoir pour
- ses différens termes des fonctions continues de 3z,
quautant que les séries réelles (1) et (2) jouissent
Fune et autre des mémes propriétés : or, dans cette.
bypothese, chacune des sommes :

Pe+ P +p‘+&c.... ,
go + ¢ + ¢, + &e.. 0.

étant [ en vertu du 1. théoréme, chap. VI, §. 1. ]
fonction continue de la variable =, il en résulte que
1a somme de la sérig (3), savoir, -

s=(pp.+p,+&e..)+ (g +gq.+g.+&e...) V=

sera aussi fonction continue de cette variable.
Supposons maintenant que fon désigne per

Pos Prs P &e.....
les modules des différens termes de la série (3) ,
etpar 7
o lt-y/ sinby, cond,+y/=1sind,, cosf, /=1 'i.".' , e
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les expressions réduites correspondantes, en sorte
qu'on ait généralement

. 1 4

=l ve)
P+ G V=1 = p,(c0s.8, + /= sin. 9)

La serie (3) deviendra . : _
([ ) Lo (c08.8, /=7 5in.0,), P, (oos.-o,-l-‘/:; sin0,),
2 !
£, (cosf, -|-‘/_. :mﬂ ) PR Palcosd /=i sn.0,), &

et Pon _pourra ordmaurement décider si cette série
est converoente ou divergente, aTaide du theoreme
que je vais énoncer.

2. THEOREME. Cherchez la limite ou les limites
vers lesquelles converge, tandw que n croit inde-

finiment, l’e.zpresszon ( y) Suivant que la plus
grande de ces limites sera infeérieure ou supérieure
a lunité , la série (3) sera convergente ou dwer
gente.

DEMQNSTRATION._ Conslderons d'abord fe cus

ou les plus grandes valeurs de I'expression (f,)
convergent, tandis que 7 croit indéfiniment, vers
une hmlte mfeneure a T'unité. Dans ce cas, la série

(l3) f°’ fx, f.' ---‘f,,, &C....

étant convqrgente[chap VL §. 2, 1. theoreme],
les séries

(14)]

p, cos.f,, p,cos0,, p, cos0,, ... p,cosf,, &....
Posin.b,, p,sind,, .p,-id.o,. e Pesin,, &
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kmnt également [ chap. VI, §. 3,4.° theoreme],
etl convergence de ces derpiéres entrainera celle -
de fa série (12), qui n'est que la série ( 3) présentée
sous une autre forme.

Supposons en second lieu que, pour des valeurs

croissantes de 7, les i)lus grandes valeurs de (f,,'):
convergent vers une limite supérieure a [unité.
Dans gette hypothése on prouvera, par un raison:
nement semblable 4 celui que nous avons employé
dans le VI.° thapitre [ §. 2, 1. théoréme], que les
plus grandes valeurs du module

=(p+4.) B

nt avec n au-dela de toute limite, ce qui ne

étre vrai qu'autant que les plus grandes valeurs

des deux quantités p-, ¢,, ou au moins de l'une

fentre elles, croissent de méme indéfiniment. Or,

comme ces deux quantités sont les termes généraux

des séries (1) et (2), on doit conclure que de ces

deux séries, I'une au moins est dlvergente ce qui
suffit pour assurer la divergence de Ia série (3).

ScaoLIE 1.7 Le théoréme quon vient d'établir
ne kisse d'incertitude sur la convergence ou la
dii'ergence d’une série imaginaire que dans le cas
partlculler ou la limite des plus grandes valeurs de

( f,)‘ devient egale a Tunité, Dans ce cas particu-
lier il n'est pas toujours facile de décider la ques-
tion. Toutefois on peut aflirmer que, si la série (13)
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est convergente, les séries (14) et par suite ln sdrio
(12) le seront pareillement. La réciproque n'est pas
vraie, et il pourrait arriver que, la série (12) restant
convergente, la série (1 3) fut divergente. Ainsi, par
exemple, si Ton suppose

‘f.:-;‘—_h-, 0 =( +—‘-)‘7!‘,

on obtiendra, 4 la place des séries (12) et (!3).
deux suivantes

,/:., —% =, -.-%,/-'-‘.’, —-i,;/-—-?, &e...
: LN £ X
1, — T T &e...,
dont la seconde est divergente, tandis que Ia pre-
miére reste convergente, et a pour somme .

V= i(2),
{ désignant la caractéristique des logarithmes né-
périens.
ScHOLIE 2. Lorsque, pour des valeurs crois-
santes de n, le rapport

.P R4+

o P . .
sapprdcbe -indéfiniment d'une limite fixe, cetle
limite est également celle vers laquelle convergent

les plus grandes valeurs de Pexpression (p,)".

Le §.° théoréme du 3. paragraphe [chap. VI est
évidemment applicable aux séries imaginaires aussi
bien qu'aux séries réelles. Quant au théoréme 6.° du
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méme paragraphe , on doit, lorsqu’il est question
de séries imaginaires , le remplacer par le suivant.

3. THEOREME. Soient

(l ), !’ :1 ‘."00 {l"., &c....,
YV, eeoee v, &c....,

dcuzsenes convergenteé , mais imaginaires , qui
dient respectivement pour sommes s et s'. Si cha-
cune de ces séries reste. convergente lorsqu’on re-
duit ses differens termes a leurs modules respectifs,

(s z UVyy UV, +U Yy, UV, UV, AUTD,, ...

UV AU, VAU, U, &C.

sera une nouvelle serie convergente imaginaire ,
qm aura pour somme ss'.

DémonsTraTION. Désignons respectivement
pars,, s.' les sommes des n premxers termes des
deux senes(l 5), et par s,” la somme desn premxers
termes de la série (16) On trouvera

‘-‘- _3- —‘u'ﬁ P (un-t 2 "‘ Upes v-l) Heoe

o (U v,V uY, U, ).

| ot T

Désignons ‘encore par p, et f,' les modules des
¢Xpressions, imaginaires u, et v,, en sorte que ces
€Xpressions soient déterminées per des équations de
a forme

u, = p, (coce. —F;/:Tsin.en ),
v, =p', (cos b, + '/-—-T sin.0,).
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- Les séries réelles

f.’ ﬁ;, f,, vee f', &e....
f'oi f,x)vf'.i o f'., &c--..
étant convergentes par hypothése, on en conclura,

comme dans le chapitre VI[§. 3, 6.° théoréme],
que la somme

f“"'f'-l + (‘fu-lf'a-a ffa;.f',-,) = eieenns
ceee + (f"'f"..-f“‘f,l-‘."°+fsf'u-;+fxfl.—x)

converge , pour des valeurs croissantes de n, vers
la limite 2éro. Il en sera de méme a fortiori des
deux sommes

;P-—l -P’l—l “"(euhl -+ 9’!—! )
-+ [-P.—l ﬁ,n—a cos. (en—l"‘—e‘ n-—a) +.Pl-.l ’l'-"cu.(e’_‘_'_«h‘)]

[ Pams £y 08By 48 )P, B, con (B, 0 )+
B P P pscon (O, 4, )+ p, £\, con(@, +6,)]
et ;
ﬁl-l f‘ N .in.(olﬁ-l + Vl-l) .
—._- [-pl -1 -P'l-a li'll. (9....‘"!‘0‘ Ree2 )+-P-—: :P'u-l lill. (9._,#.—1)]
'.+' [Pl-l ~P’l 'i.'(ono-l -+ 9’ |)’+’ yn—x .P'; 'i!"(ou—; -+ 0’))"' e
soo +.Pa .P--x ’in‘(eg -+ 0’;—:)+;P[ .P’....: ‘ill-(e, -+ Vp-l)]'
dont la premiére représente évidemment la partie
réelle de l'expression imaginaire

sn;’u' — &,
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tandis que Ia_seconde représente le coefficiént de

¥~ dans cette expression. Par suite, s s', — ",
convergera aussi, pour des valeurs cronssantes de
»,'vers la limite zéro : et, comme s,s,’ sapproche
indéfiniment de la limite ss', il faudra de toute
nécessité que l'expression s,”, Cest-4-dire, la somme
des » premiers termes de la série (16), s'approche
elle-méme indéfiniment de cette dernicre limite. Il
en résulte, 1.° que la gérie (16) est convergente .
2! que cette série convergente a pour somme ss'.

2° Des Series imaginaires ordorinées suivant les
puissances ascendantes et entiéres d'une variable.

Soit  une variable imaginaire. Toute série ima-
ginsire ordonnée suivant les puissanges ascendantes
et entieres de la variable & sera de la forme

¢,+b°~/-—-|_’ (G,-O-b,]/—_l)x, ((h-l—b;f-:)&"; e
creenenens . (@b, y=)z", &e....: '

e¢,a,a,..a,&c...; 6,56, ..0,, &c..,
désignant deux suites de quantités constantes. Dans
le cas o1 les constantes de la seconde suite séva-
nouissent , la série précédente se réduit a

() a.,azx,azx, ... ez &....

Nous considérerons en particulier dans ce para-
graphe les séries de cette derniére espéce. Si, pour

plus de commodité, T'on pose
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(2) x =z (cos.0+ Y= sin.8),
£ désignant une variable réelle et 8 un arc réel, s
série (1) deviendra .
., 8,3(c0s.0+)/"7sinj), a,s*(cos.20+/=; lh‘.zﬂ).-
(3 { oo @, 8" (con.nf+ /i sin.nf), &.....

Soit maintenant, comme dans le - chapitre VI
[§- 4], A la plus grande des limites vers lesqueles
converge, tandis que n crolt indéfiniment, la racine
.n.™ de la valeur numérique de a,. La plus grande
des limites, vers lesquelles convergera dans la méme
hypothése la racine n.™ du module de I'expression
lma.gmure o
a,z* = a, 2" (cos. nB + /=7 sin.nf),
sera équivalente a la valeur .numérique du produit
Az;

_ et en conséquence[voy. ci-dessusle§. 1.7, 2.° théor.]
la 'série (3) sera convergente ou divergente suivant
que le produit 4z aura une valeur numérique infé-
rieure ou supérieure & I'unité. On déduit immédis-
tement de cette remarque la proposition suivante.

1.” THEOREME. La série (3) est convergente
pour toutes les valeurs de z comprises entre les
i

F—E —!— y 2 = ) _.'_. ’

] A A

et divergente pour toules les valeurs de s siluées
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hors des mémes limites. En d'autres termes, la
série (1) est convergente ou diverg'enle suivant que
le module de ¥ e.zpresswn smaginasre « est ny‘érzeur
ou supérieur G —- .

' ScrOLIE. Lorsque'la valeur numérique du rap-

port = converge , pour des valeurs croissantes

de n, vers une limite fixe , cette dimite est précisé-
ment fa valeur de la quantité positive désignée par
A . v
CoroLL41RE 1" En comparant le théoréme pré-
cédent an 1.” théoréme du chapitre VI[§. 47, on
reconnaitra que,’ si la série (1) est convergente pour
une certaine valeur réelle de la variable =, elle
demeurera convergente pour toute valeur imagi-
naire dont cette valeur reelle serait, au sngne pres,
le module. Par suite, si la série’ (1) est convergente
pour toutes les valeurs réelles de la variable z, elle

restera convergente, quelle que soit la valeur ima-

ginaire que Fon attribue & cette variable.
CoRoLLAIRE 2. Pour appliquer le premier théo-

rme et le précédent corollaire, considérons les

quatre séries . _
4 1, =, 2, .. #,&....,
(S) 1, _l‘_z. !‘(I‘-')x, M(p—1).. (P-"'H)x.&c’

3 1.3 " 1.2.3..

© 1, 2, o2, T &

(7) ‘,-.:,oot‘—— &c.--

~
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m désignant dans la seconde une quantité quel-
conque. De ces quatre séries les deux premiéres,
ainsi que la derniére, restent convergentes pour
toutes les valeurs réelles de = comprises' entre les
limites .

r=—1, r=<+1,
et la troisiéme pour des valeurs réelles quelconques

de la variable . Mais si, au lieu dattribuer & =
une valeur réelle, on suppose

.z’_z(cos 9+;/—lsm 9),

e la place dé ces quatre séries, on obtlendn les
suivantes

(8

1, 3 (cos.0-+)/Tsin.0), s‘.(cos.zﬂ-l—‘/'-.—: sin.af), ‘..

.. 3" (cos.nf 4/ sin.nf), &e.....

1, ﬁ 3(cos.§+y/ =7 sin.0), 5‘-‘-(—-"-—') 3%(cos.20-y/—7sm.2f),
(9)

. P‘(l‘-l"i ’(""”"’) 2" (cos.nf /= sin.nf), &

(1o 1.2
( ) s" (cos. n9+_\/-. sin.nf)

I33

, &e...o.. !

z (cos. O—F',/:Tun 0) s (c'os.zﬂ-f—‘/:t?g_z_ﬂ),
. 2 )

( l)

% z (cos. 9+;/—; sin. 9] ‘(cos‘29+]/:: sin. 29) poee
(

-(colne-&-l/‘:.'unﬂ)‘ &‘: )

don‘t les deiry premicres et Ia derniére resteront
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convergentes pour toutes les valeurs de = comprises
entre les limites

I=—1y 3=+41, - .
L]

tandis que l'avant-derniére sera toujours conyer-
gente, quelle que soit la valeur réelle de .

Apreés avoir fixé les limites, entre fesquelles il faut
renfermer z pour rendre la série (3) convergente .
nous ferons remarquer quen vertu des prmcrpes
établis dans le paragraphe precedent les éorémes
355 4. et 5.* du chapitre VI §. 4 ], avec leurs co-
rollaires , peuvent étre étendus au cas ou {p variable
rdevient i imaginaire. On devra seulemertadmettre,
dansI'énoncé du 4. théoréme, que chacune des séries

a,, azx, ax, &c....

b,, bz, bz*, &c....

reste convergente lorsqu’on réduit ses différens
termes non plu® & leurs valeurs numerlques mais
i leurs modules respectifs. Cela posé, siTon désigne

par = (1) ce que devient le second membre de
l’équation (15) [chap. VI, §. 4], lorsqu'on attribue
izl valeur imaginaire .

(cos 0+ y/— sin. 9),

ou, en d'autres termes, si lon fait

c(;'c)==_n+L:— 3 (cos. 0+ /=7 sin.0)

(12) .
+ !‘—I('“:-:—Q- 3* (cos. :04-‘/:7 sin. 20) + &e.,

ToM. 1. T
v o .
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on troueera, au licu de la formule (16)[chap. VI,
§- 4], la suivante

(13) =) 7(n) =7 (k+n).

I est essentiel de remarquer que cette dernicre
formule subsistera uniquement pour les valeurs de
% comprises edtre les limites z=—1, 3=+1,
et qu'entre ces limites la fonction imaginaire. 7 (&),
cest-d-dire, la somme de la série (9) sera en méme
temps continue par rapport & z et par rapport i %
{ voyez ci-dessus fe §. 1, 1. théoréma].
Concevons a présent qu'au lieu de la série(g)on
considére généralen{cmt la séric (3), et que daus
.cette derniére on fasse varier la valeur de z par degrés
insensibles. Tant que la série (3) sera convergente,
cest-a-dire, tant que la valeur de s restera éomprise

entre les ‘limites
1 3

—a T
L]

In somme de la série sera une. fonction .imaginaire
continue de la variable z«-Soit @ (3) cette fonction
continue. L'équation

® (2) = @o—+8,2(c08.8 4/~ sin.0)+a,z* (cos. 20 + /:’ sin.zf;

=+ &e.....

subsistera pour toutes les valeurs de z renfermées

« . 1 1 . oq
entre les limites ——-, -+=—; Ce -que nous indi-
querons en écrivant ces limites a coté de Ia série,
comme on le voit ici:
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:

On doit observer que Téquation précédente equl-
vaut touiours a deux equatlons reeﬂes En eﬁ’et si
fon pose

i5) =@ =@ +x@).v—, .
&) et x(z) désignant deux fonctions reeﬂcs,
tirera de lequatlon (14). ’

('4) C‘(f-)=ao-.+-a.z(c.ﬂ..?+‘/:.sin;9) ' s=;—
' “+a,z* (cos.ze—k‘/:'.' unz9)—|—&¢

x|- Aln

s==+

.

| P(a)= a,+a,z cos.e-_.- a, 3 cos. 28+ &e...

} . I‘ '_'.‘
('Q . * ) [ T
. : _' } z=+;

L x (2) = @,z sin. O-o-a z" sin. zQ-i-&ic

Lorsque la série ( 3) est dmmce on peut quel-
quefois en déduire la valeur de la fonction iw (2)
sous forme finie ; et c'est la ce qu'on appelle sommer
la série. Nous avons déja, dans le 1: paragnraphe,
résolu_cette question ‘pour fa sérre (8. Nous h.llons_
!mmtenant chercher & la résoudre pour les, sérjgs

9), (10}, (11); et en conséquence nous traxteron,s
'un apres l'autre les trois problemes qm smvent

1.” PnOBLEME. Trouver la somme de g serze

' (9) ‘ - "(W‘ 9+»/— sin, 6). )z‘ (coa.'zﬂ-—gl;/:si;l.:g),'

da’ le cas ou l’ on attrzbue a la vanable z une
valeur comprise 'entre les Limites

-

T
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- Z=-—1, sS=-+1. s

SOLUTION Soit = (u) la somme cherchée. En
deslgnant per &' une quantlte réelle différente de
Moy on trouvera

(13)  wWE(W)=o@+K)
Léquation précédente, étant semblable a 'équation
(z) du chapitre VIII [§. 5 ], se résoudra de la méme

mamere et fon en conclura

@ (@) = 7" [cos. .t +- V—isin.pmt],
le module r et I'angle ¢ étant deux quantités cons-
tantes par rapport & w, mais qui dépendent néces-

sairement de z et de 8. On aura donc, entre les
limites z=—1, z5+1,

x+—"‘—z(c;..'0+‘/275in.0)
(1) + “(” Llp=t), (cos 20 + /= sin. ze)+&c

= r“[cos. gt 4= /=1 sin. 2 ].

Pour déterminer les valeurs inconnues de r et de ¢,
on fera dans Féquation (17) w=1, et Tonen tirera

l+zco:.9+2.sin.9./z = rcos.t+rsin:t. ‘/:',
ou, ce qui revient au méme,
’ 'I+Zcos.94=rco.€.t,
'z Si;l.O:fliﬂ.t: ‘ ' ®

On trouvera par suite - . .,
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L
r=(1+2zc0.0+2)";

1 ~=3cos.f)
P et 2

puis, en observant que cos. t= reste

positif pour toute valeur numérique de z inférieure

a funité , et désignant par & un nombre entier quel-
conque,,

. r

3 sin.0
14~3c0s.0

¢ = arc tang. 43 24k

Cela posé, si 'on fait, pour abréger,

(18). s=arctang.' 2 2in.0 s

L o Col.c

l'e'quation (17) deviendra

11+—z(coo0—|—/_.nn.a)+’u('“ Y ‘(cos.;6+;/:Tsin.za)
(19)

= (1 423 cos.f.+ s_‘)%"[cos.pt-r- Y=isinut],
la valeur de ¢ tant déterminée par la formule
(20) t=sx2km, .

dans laquelle le nombre entier 4 ne peut dépendre
que des quantités z et 6.

Remarquons & présent que le premier membre
de Téquation (19) est, entre les limites z=—1,
3=--1, une fonction continue de z, qui varie avec
3 par degrés insensibles, quelle.que soit la valcur
de . Le second membre de équation devra done
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jouir de la méme propriété, ou, en d' autres termes,
les quantités .

I(l + @3 cos. B + z‘)g cos. it

’

N B
(1 4+ 23,0080 + 3 ) sin. o2,
et par conséquent les. suivantes
cos? b, sin. it

devront varier avec 3 par degrds insensibles, pour
toutes les valeurs possibles de i. Or, cette condi-
tion ne peut étre remplie que dans le cas ou ¢ lui-
méme varie avec 5 par degrés insensibles. En effet,
si un accroissement infiniment petit de 5 produisait
un accroissement fini de ¢,.de maniére a changer ¢
en t+a, a désignant une quantité finie, les cosinus
et sinus des deux arcs

wt, ‘ p.(t-a—a)

ne pourraient demeurer sensiblement égaux, qu 'au-
tant que fa valeur numerlque du produit pa serait
a trés-peu prés un multiple de la circonférence, ce
qui ne peut étre vrai que pour des valeurs particu-
licres du coefficient “, et non pas généralement
pour des valeurs finies quelconques de ce coefhi-
cient. On doit donc conclure que l'arc t=s=x2kw
‘est fonction continue de z; et, comme des deux
- quantités s, &, la premiére, déterminée par Péqua-
tion (18), varie avec 2 d'une maniére continue entre
les limites 3=—1, 5="-1 , tandis que Ia seconde,
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susujettie & rester towjours entiére , n'admet qué  des -
variations finies d'une.on de plusieurs .unités, il est
clair que, pour satisfaire a la condition énoncée, la
quantité s devra varier toute seule, et la quantité
k demeurer constante. Cette derniére quantité sera
donc indépendante de z, et, pour en connaitre la
valeur dans tous les cas possibles, il suffira de la

chercher en supposant 5 =0. Comme on a'dans
tette hypothese s=o, tz:l:zlc'?r on tuera de
féquation (19) . :

1= cos. (k7)== /=1 sin. (2&;4,7:) e
quolie que soit la \aleur de w, et par smte
k= o.' )

Cela posé , la formule (20) donnera généralement
t =y,

et féquation’(19) se trouvera réduite a -

-+ “ z(cos §+y = sin.f)+ ———— ,u(n ) z* (cos.;&-‘—)/_; sin.2f)

e 5 ' ’ ' Lo =~
\_\21.)- '.‘T‘&c?""f"-"""-"'i ....... .....'.7._......{,#*-'}

. by S, i .
= (1 +23c08.§~+2")7 " (cos. s 4/ sin. ).

De plus, si 'on a égard & la formule (27) dl? cha-
pitré VIL [ §. 4], on reconnaitra facilement -que le -
second membre de I'équation (2 x)peut étre repré-
sente par.la notation .. t

[l +.a(00$ 9-&-‘/—: sin. 9)] :
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On ‘aura donc, en supposant toujours fa valeur de

3 compme entre les limites — 1 et +1,
|+ % s(col.O-h/I——x sin.f) + ’L('—"‘;l) 3*(cos.20-+/= sin.2f)

sE=—1 ‘
8=+ls

. .(2_.2)< D SR {

=0 -0:-8(“!.9-0-.}/:'“'9)]"

En dautres termes, Téquation (20).du chapitre VI
[§- 4], savoir, .

1+".z'+”” D 2t + &e... —-(l-o-x)’

subsistera, non-seulement si I'on attribue a la va-
riable = des valeurs réelles comprises entre let
[imites —1, 31, mus encore si I'on fait

T = z(cos 0+ Y/~ sin. 9)
la valeur numérique de z étant inférieurc a T'unité.
CoROLLAIRE 1. La formule (2 1), comme toutes
les équations imaginaires, équivaut & deux éque-
tions réelles, qu'on obtient en égalant de part et

d'autre les parties réelles et les coefficiens de }/—_'
“On trouvera.de cette maniére

1 +_ﬂt_‘c“.+,u(,u )s‘coa.20+&t...

— a ’
/‘.3) _(|+z:fu.0+z‘)= cos. s, ;a—ll
! z=+v§

-—"‘—zoin.ﬁ-l-"—(l'u—::'—)z‘cil.s.-&-&m..

. -
= (1423 em.ﬂ-i‘-:‘)a"lin./u3
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A valeur de s étant toujours déterminée par léqua-
tion (18). - :

CoRoLLAIRE 2.’ Si dans les formules (22) et (23)

on pose i =— 1, et que T'op y remplace z par —z,

on obtiendra les équations (8) et (10) du 1. paragr.

. .CoROLLAIhE 3. .Si Ton suppose 9=-§-, ou, ce

qui revient au méme, - . .
‘cos.0=o0, sin.0=1,
la valeur de s, donnée par la formule(18), deviendra

S = arctang. 3,

.et restera cemprise entre les limites — i—:—,_ +-;—

pour toute valeur numérique de 3 inférieure 2
Tunité. Dans {a méme hypothése, on aura évidem-
ment '

Z =tang. § = o

. oo , L R
'(l + 23cos.f +z.)’ = (“c‘ ") - (em..c)'Il ?

et Ton tirera ‘des équdtions (23 ), mais seulement
pour leg valears de s, comprises ¢ntre les limites
dont il s'agit, '

Gl cos.” * s.ain’ s

"
cos. po 5 &= cos. $———

+Foo—-Xp—z)Ub-35.c“ b, gintsmttc | gmms |
(4){ 1.3.3.4 ' ' Pt
‘ L N =
_ ) (p) coi.‘-"l.lii.’l*&‘;°‘
\ beae3r . )

L4 . . ’
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Par conséquent, si dans les formules (1 2) du \Yiq
chapitre [ §. 2 ] on remplace le nombre entier m par
une quantité quelconque u, ces formules, qui avaient
ficu pour toutes les valeurs réelles possibles de larc
‘s, ne seront plus vraies généralement que pour des
valeurs numériques de cet ‘arc.inférieures ii. .

2.° PROBLEME. Trouver la somme de la sene

(lo)) 1, —(cosQ-}-/Z.'smO), —(cos 29-+‘/_...sm 19,.'

( &e....,
quelle gue soit la valeur nume’n’que de z
SoLuTIpN. Si dans les equatlons (l 8) et (z 1) od
remplace z par ¢z, et p par , a désignant une

quantlte infiniment petlte, on trouvera, pour toutes
les valeurs de ¢z comprises entre les limites —1,
-+ 1, ou, ce qui revient au méme, pour toutes les
valeurs de z comprises entre les limit¢§

| e

1
= T

f . —f- (co.,g‘_’_‘/:‘:, sin.@) -+ % (con.a-O'-}-'/...—,g'n.:V)(n—q

(cos. 30 +‘/:siu.30) (1 —a)(1 —3a)

23
+

1.3,3

. L “:__x

(?_;)<+w......, ........ ceeeeeemenn

< 3=+:

S Y
| &= (1 4 2a3 co0s. § = a* 3?)ae (cqs.%-i“/—x ln-j;);

T'arc s étant déterminé pé.r fa fox‘mlile'
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' az sin.f
(26) $ — arc tang. m—.

Si_maintenant on fait décroitre i'ndéﬁnimen;t dans

féquation (2 5) la valeur nuniérique de «, on trou-
vera, enr passant aux limites ,

14— (cos.o + /=1 sin.f) + -—‘- (ces. af +;/:T sin. aﬁ .

ey * 33 (cbn ’0+/—sm 30) + &e......
27)

= Iz'm. [(l+z¢z eo§.9+a'z') e (cos. — +/;7 sin. %)] .
Il reste a chercher la llmlte du prodult

(H-Zd,zcose-d-dq 3 ) = (cos.-q—-l- -1 Sin.'%),,

et par conséquent celle de checune des Aqnantitévs‘

T
(1+2azc0s.0+a*2*)*, = .

Or, en premier lieu, si.l'on Afait
2a7cos.0 4+t z* = ¢,
on en conclura
. , - zcos.e-t-:i—’:
(1+2azcosf + 2’5 > = (1+-6) " ¢ |

s .
¢t par suite

km. (14-20zc08.0~-0t*3 *) Y -:-[”. (40 ‘]hm (z cos. 9+—)"

L ] -
- cscoa..
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De plus, Ia valeur de s donnée par T'équation (26)
étant infiniment petite, le rapport .

‘ —

1
tang. 5 —'-(aiui.o) cos. §
s

sura pour limite I'unité ; et, comme on tire de Ié-
quation (26)

.tang.s 3 sin.§
a — —“+az cos.§ °*
s '8 3 sin.§

z —

tang.s " 1 a3 cos.§ '

on trouvera, en passant’ aux limites, .

lim. (-:—') = zsin. 0.

Cela pose, il est clair que le second membre deTé-
quation (2 ) aura pour limite lexpression imaginiire

,sco--\’{c...(z.in.e)-n- —1 lin.(zdn.e)]’

en sorte que la formule(27) deviendra

( © z? *
. |+% (cu.0+/:.ah.0)+r; (cos.29+ /=7 mmal)
(28) ¢ +&c{’=_°°
. . - 3 =400,
[ = €% [con. (3 sin. ) -+ /= sin. (2 sin. )]

fa vafeur de Ia variable réelle = étant complétement
arbitraire, puisqu'elle peut étre choisie a volonté
entre les valeurs extrémes z=— o0 , 3=+ .
COROLLAIRE 1. Si, en comparant fes deux
membres de Téquation (28), on. égale de part @
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dautre 1.° les parties reelles, 2.2 les coefficiens de
¥~1, on obtiendra les deux equatxons reelles

1+= co..9-|- —-'eos 20 + &e..
= e“"‘o cos.(z sin. 0) , 3=—o0C
2 ‘ 2 ’ v =420\
(9) —’;-sin.e-lflz—-;sin.ze-v-&c....{ + }
- = e”‘"'o sin. (z‘sin- 9) | e

‘ Conoz.uum 2. Si Ion suppose 0=, ou, ce
qui revient au méme , cos.d =0, sin. b1 , les
-équations (29) deviendront

z* i

N [-——4—'-—-——&0...:003-3’
(30) . 1.3 1.2.3.4 . {:a—-oo‘
T 23 . F=-400
- — -+ &c.... =sin. 3.
1 1.2:3

Ces dernjgres subsistant, aussi bien que les équa-

tions (29), pour.des valeurs réelles quelconquies de

3, il en ¥ésulte que les fonctions sin. z et cos. z sont

toujours développables en scries ordonnées suivant
puissances ascendantes de la ‘variable qu'elles

rénferment. Comme cette prdposition mérite d'étre

remarquée, je vais la demontrer ici directement.
La série

:l
-~ &e...,

I, .2

[ ]
éant convergente pour ‘toutes les valeurs réelles
possibles. de la variable z, restera convergente [en
vertu du 1.” théoréme, corollaive 1. ] pour des

x
)

1
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valeurs imaginaires quelconqlics de cette méme
variable. Si I'on multiplie la somme de cette sésic

par la somme de la série semblable
. o *

y -4
I, e B} &e.. ..

en ayant égard a-la-fois au 3.° théorén#® du premier
paragraphe , ‘et a la formule (6) du VIIL* chapitre
[§- 4], on trouvera, pour toutes les valeurs pos-
sibles réelles ou imaginaires attribuées 2 .z et 4 y,

(3.)5 (1+—’—+7%+&c...)(l+il+%—r—&c...)
Ty o, (:+J)

(—1+ + &ec.. ..

Lorsque, dans I'équation qui précéde, on remplace
Z par 2 y/— et y par y /—i, on obtient fa'suivante

{ B — P ) 3., —
( 1+ "'/" P S S +&c...)

1.2 ) l.a.}. .
(32)- x( I+ "{r‘ —_ Iy: —_ ”:d:' —i—&c.'..)

B
\ 1 . R .
dans laquelle -on pourra, si Ton veut, supposer
réelles les variables » et y. ‘Faisons, dans Ceute hy-
-pothése,

2

= Y '
@'(_r): |+i‘1._'.__"__,_iﬁl+&c
1 1.2 1.2.3 9

‘L'équation (32) de{'iendré
@ (x ) T(y) = @ (x+¥);
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et fon en conclwra [ 'voyee le chapitre VI, § s,
equauon (12)],

( ) = A" [cos.bx -+ 1/:1 sin. bx]_.,

.

ou, ce qui revient au méme,
* \

[ EVS _'__:"/:_._ . 2t
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4
. . Iﬂ—ml
(33) +&C.‘..----:--.-:-.‘ .............. :=+w5
.=A'(cos..bft+ /::sin.bx),

les lettres 4 et & représentant deux constantes in-
connues , dont la premiére est nécessairement posi-
tive, On aura par suite

2 * . x
[ — =  —&c.... = A" cos. b,
1.2 1.2.3.4
y ) ¢ ' .:‘-—-—oc'
b g P
. z veee =A" sin. b7,
\ ) 1.2.3

Pour déterminer les consimtes inconnues A4 et b,
il suffira dobserver, 1.7 que les formules (34) doi-
vent Subgister lorsqu'on y change .r en —z, et que,
pour remplu' cette condition, il faut nécessaircment |
Supposer : ’

A" = 47",

par conséquent 4=1; 2.° que, si aprés avoir di-
Visé par & les deux membres de la seconde des for-
L4
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mhles ( 34) on- fait converger la variable x vers b

fimife zéro, le premier membre convergera vers h
8
Bmite 1, et le second membre, savoir
1 9
Ax 3in;b.t .——-‘A' s ibx Xb,

bx

vers la limite 5; d'ot_résulte Téquation b=1. Cela
posé, les formules (3 3)et (34) deviendront mPec

tivement

‘/“‘ 2
1.2 1.2.3 1.2.3.4
: x:-—ml‘
(35)< A8 e i ieiei e e aeaaaans :=+oc‘
\ = cos. T + /=1 sin. Z;

' ‘-‘T’_+|z;4
« T

—&ec...=cos.x, (o

-+ &c .=sin. Z. =+°°‘

Si dans les deux derniéres on remplace a variable £
par la variable z, on retrouvera les formules (30)-
Il est essentiel & observer que I équation ( 35)s
lorsqu'on y suppose x =z sin. 6, fourmt fe déve-
loppement de »

cos. (z sin. 9)-0— ¥/~ sin. ( zsin. 0)
suivant les puissances ascendantes de z. Si fon
multiplie ce développement par celui de

e3cos.§’
. . ’
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en ayant égard a fa formule.(3 1) qui subsiste pour
toutes'les valeurs réelles et imaginaires des variables
quelle renferme, on obtiendra précisément I'équa-

tion (28).
3. PROBLEME. Trouver la somme dé la série

\\ —(cos.8+ /=1 sin. 9) ——(cos 29-1—/—- sin. 29)

'
a1
v

( +Z (cos.3e+¢:s;n.3e), &e.. ..

dans le cas ou l'on attribue a la variable z une
valeur comprise entre les lymites

F=—1, Z=+

Sorvrion. Silon prénd a Tordinaire Ia lettre ¢

pour la caractéristique des logarithmes népériens,
00 aura

L < al(1422c08.f +2%)
(1+22c0s.8+2") " =e* )

¢t par suite ['équation (21 ) pourra étre mise sous
la forme :

/4(,“

1 +ﬁ z {cos. 9...‘/._. sin.f) 4 ——— (col.ae-i-‘/::.' sin.2f)

—_—
-—

%l- 14-22 cos.9+‘z‘).

[cos. mSs + 1/:: sin, /.4..9],.

hvleur de s étant toujours donnée par la formule
TOM. 1. ° ’ v
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(18). Si dans I'équation précédente on développe
les deux facteurs du second membre en sériés con-
vergentes ordonnées suivant les puissances ascen-
dantes de &, puis, que 'on effectue le produit des.
deux développemens a l'aide de la formule (3.1), on
trouvera

e o+,/=-uo)+“"‘*" #* (con.afy/ T sn 28

=1+L[1l(1 + 230000 +3")+sy/~1]
+—lf‘—:-[§l(x+z‘cos.9 + z2) + s /=1 ] +&e..

Enfin , si, aprés avoir retranché T'unité de chaque
membre, puis divisé les deux membres par w, on
fait converger la quantité w vers la limite zéro, ov
obtiendra I'équation

--(col a+‘/..; sin. §) — ——(cos 10+,/__.m 16,

s=-—r’

(37) -+ &ec. ...j ....... AREREREE . e ‘=+|,‘
=-;— l(l +2z<:os.9+z’)'-*-3 ‘/:'—'»

la valeur de s devant étre, comme dans ['équation’
(21), comprise entre les deux limites

—1 et +1.

- CoroLLA4IRE 1.7 Si Ton égale, dans les deu

membres_de l'équation (37), 1.° les parties réelles
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2" les coefficiens de V=1, et que l'an remette
pour s sa valeur. déterminée par la formule (18),
-on obtiendra les deux équations réelles

2 3 .

%cu.'o —--’T- coa'l.zO-f--i’—co-.;o — &e.

*r

=:{(1.+ 2..z‘cos.9+.z'),_

8 . FE—1 l)
(3 ) —:-sin.o -—-‘;- sin, zo-l——"i. sin. 30—+ &e... 7’=* "
2sin. 0
{ = arc tang.

14-3c08.0°
CoroLLAIRE 2.° Sifon suppose =2 ou, ce
ppo ,

qui revient au méme, cos.§ =0, sin. § — , la se-
tonde des équations (38) deviendra -

T g3 : V=

B39) = —5 b -+ = are tang. 3, {&?—*‘ .}
Lasérie qui forme Te premier membre de cette der-
niére équation étant convergente non -éeulerpent
pour toute valeur numérique de z inférienre’a Ty
nité, mais aussi {orsqu'on suppose z =1 [voyez'le
chapitre VI, § 3,3 théoréme ], il en résulte que
léquation’ subsistera dans cetté derniére hypothése ;
et, comme on a d’aﬂleurjs .

" arc tang". (l): -j;-'-,
on en conclura

) 1 1 ‘ x
(40) I—T—P"——&c.o..-—:-—[.

12 formude ( 4o) peut servir a calculer par approxi-
. v .
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mation la valeur de 7, c'est4-dire, le rapport de
la circénférence au diametre.

SEEssE———

§. 3. Notations employe'es pour représenter quelques
Fonctions imaginaires auxqudlles on est conduit par
la sommation des series convergentes Proprictcs
de ces mémes Fonctions.

Considérons les six notations
y Lt A‘ ’ lin.,x, CO0s. -t,
Lz, arcsin. x, arc-cos. .

Si P'on attribue a la variable & une valeur réelle, ces
six notations représenteront, comme I on sait, au-
tant de fonctions réelles de ., qui, prises deux 2
denx, seront inverses fune de Tautre , c'esta-dire,
données par des opérations inverses, pourvu touie-
fois que, A4 désignant un nombre, L exprime h
caractéristique des logarithmes dans le systeme dont
la base cst 4. Il reste a fixer le sens de ces mémes -
notations, dans le.cas ot la variable z devient
imagindire. Cest ce que nous ferons ici, en com-
mencant par les trois premiéres. |

On a prouvé que, dans le cas ol la var lable £
est supposée réelle, les trois fonctions représentécs
par .

x .. !
A", | sinix, eos.x, !

1

_soat, toujours developpables ep. séries convergeme

v
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ordonnées suivant les puissances ascendentes et
entiéres de cette variable. On aura, en eﬂ'et,_dans
cette hypothese,

l ’ 2 [ 2 ’I \’

A* '—"J-I-IA*‘ (-AZ'_‘-J (A "I-&C
] - l-'l l.l-}

(') cos..r = 1 = — &ec
.-+ = 1.2 1.2.3.4 e
. 3
sin, 2= = — —~— 4 &c..... ,
1 1.2.3

la caractéristique ./ désignant un logarithme népé-
rien. De plus,. comme [ en vertu du 1.* théoréme,
corollaire 1., §. 2 ] les séries quon vient de rap-
peler restent convergentes pour toutes les valeurs
réelles ou imaginaires de la variable .r, on est con-
venu d'étendre les équations (1) & tous les ¢as pos-
sibles, ct de, les cpnsidérer comme pouvant servir a
fixer, fors méme que la variable devient imaginaire,
le sens des trois notations
o A7, sz, 'cos.‘.x. |

Observons maintenant que, si dans la premiére
des equatlons( 1) on fait A=e, e désignant la base
des logantbmes népériens, on en tirera

a

(2) € =14+ —— 4 &...,
1 1.2 i
puis, em écrivant successivement, au lieu de =,

L wld, Y=, —ay=,
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iA 1014) Y0143
R R L Y (%) £(14)

—+ &¢..,

[} 1.3 cl.2.3

B eV =1+ tys— o e,

a_"/'—'=l—-f- —--?—-.—; ”3/—-_--0-&&
On_aura par suite
RIX — 4",
@] T = on g+ Y sz,
e-"/:'.—.cos..r— —n_sin.:z',

la variable 2 pouvant tou):ours étre ou réelle, ou
imaginaire. De plus , Téquation (31) [§. 2] don-
nera , quels que soient .r et y,

(s) e .e’=e". .. ..

Cela posé, il deviendra facile d'obtenir sous forme
finie les valeurs de A, sin.z, et cos.z , correspon-
-dantes a des valeurs imaginaires de la vaqabie z.
En effet, si I'on suppose

(6) T =ad+ C -t
a, C représentant des quantités réelics , on con-
clura des deux premiéres équations (4) jointes &
'équation (5)

x l ——1 lA -3
A=e” =e(¢+C;/_)IA=e¢IA.‘C V=

(7) R (oot.CIA -+ '/:;lll.ClA),

-
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et des dgux derniéres équations (4)

V=1 —-gy_
eV e y
cos. T — " ’

(8) . e:\/:; _ 8—:f:{ :
sin. T = Py Y:—l ’e
' puis, en remettant pour x sa valeur o« + Cv=,
et développant les seconds membres,

Cret £~
€082 = ———— cos. d— ——z—f.sin.a. Y1,
¢ < € -
(9) . e +e | e —e ., :
$in. & = ————sin, &b + —————coso &t . /1
) ) .3 2 .
= cos. (—;———-d.—c;/:f) .

Ainsi, dans lhypothése admisé, les trois ﬁotations
- A';,. .sin._x, cos. T |

dt.étignen_t respoctivement les trois expressions ima-

gunaires . :

A (c0s. 814 4+ =i sin. GlA),

c. -6 ¢ - .

e +e e —e
——sin. & + ————cos. . y/—1,
¢ =< ¢ ¢

e +e e —e

cds. & — ————sin. .Y/ —1.

Dans la méme hypothése, si fon fait A=e, I'équa-
tion (7) fournira pour la notation
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e .
Ia valeur suivante
- e’ (cos.C—i;l/-_usin. C)
Les valeurs des trois fonctions
A", sin.x, cos.x

se trouvant fixées par ce qui précéde, dans le cas
ou la variable x devient imaginaire, nous avons en-
core & chercher quelles définitions on doit donner,.
dans le méme cas, des fonctions inverses

. . T
. L.z' , aresin.x, arccos..rI, -

ou plus generalement quel sens on doit alors attr-
blier aux notations

L((z), arcsin.((x)), arccos. (z).
Supposons toujours

r=a+Cy= —f(cos.9+;/:-'sm 8},

., G désignant deux quantités réelles qui peuvent
étre remplacées par le module p et Pare réel 6. Toute
expressioh imaginaire u +v /=1 propre a vérifier
I'équation )

(10) A= ZaaCy= =

scra ce qu'on appelle un logarithme imaginaire de
z pris dans fe systtme dont la base est 4. Comme
I'équation (1 0) fournit, ainsi qu'on le verra ci-aprés,
plusieurs valeurs de u +vy/=1, dans le cas méme
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oit G se réduit a zéro, il en résulte que toute expres-
sion, sot imaginaire soit réelle, a plusieurs’ loga-
nthmes imaginaires. Lorsque T'on voudra désigner
indistinctement un quelconque de ces logarithmes
[parmi lesquels on doit comprendre le logarithme
récl, sil y ena], on emploiera la caractéristique L
ou / suivie de doubles parenthéses, en ayant soin
{énoncer dans le discours la base du systéme. Nous
choisirons de préférence la caractéristique I, lors-
quil s'agira ‘de logarithmes népériens pris dans le

syst¢tme dont la base est e. En veptu de ces conven-

tions, les divers logar ithmes des quantités réelles ou
expressions imaginaires

1, —1;' ¢+C;/--, x

se trouveront respectivement désignés, dans le sys-
téme dont la base est A, par

L(1), L(=1), L{a+Cy=), L((x))

et, dans le systéme népérien dont la base est e, par-

1), L(=1), Ux+Cy=r), I(=)
Cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes,

il suffira de résoudre les problémes suivans.

1> PROBLEME. Trouver les diverses valeurs
réelles ou imaginaires de ¥ expression

£

SoLuTION. S_oit U+vy/— Pune de ces valeurs,
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‘u, v désignant deux quantités réelles. On aura,
‘d'aprés la définition méme de I'expression /((1)),

(‘ l) -eu+vy—| =1,
ou, ce qui revient au méme,
i
e* (cos. ¥ + /=1 sin. v) = I.

On tirera de cette derniére équation

e =1, .
eosv-.-o- —t 'sin.vzl,
_et par suite
u=o,

cos.v=1, sinv=0, v=+t2k%x,

4 représentant un nombre entier quelconque. Les
quantités u et v étant ainsi déterminées, les diverses
valeurs de u-+vy/=1 propres a vérifier [équation
(11) seront évidemment comprises dans la formule

u+vy— =x2knw.y/~=.

“En dautres termes, les diverses valeurs de I((1)
seront données par 'équation , v

(r2) I()=x2kn.y/=.

Parnii ces valeurs une seule est réelle, savoir, celle
qu'on obtient en posant k=o0, et qui se réduit elle-
méme a zZéro. Cest pour représenter cette_va\eur
réelle quon emploie communément la notation
swple
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A (1) ou l1,.
Quant aux valeurs imaginaires de (1)), elles sont
évidlemment en nombre ‘infini. :
2.c ProsLiEME. Trouver les dwerse: valaurs de -
Pexpression : :
I(—1)

SoruTion. Soit u+vy/= Tune de cés valeurs,
¥, v désignant deux quantités réelles. On aura’
dapres la définition - méme de Texpression /(—1)),

(113) etV = '
ou, ce qui revient au méme, .
e” (cos. v+ Y= sin.'v) =—1.
On tirera de cette derniére équation
| e'=1,
- cos. U 4 Y/~1sin¥=—1,;
et par suite -
=20,
eoo.v=;— 1, sin.z-:-_-.:o,.' v::i:(zk-'i-l)'k‘,
k représentant #in nombre entier quelconque. Les
quantités u, » étant ainsi déterminées, les diverses

valeurs de u-+vy/= propres & vérifier Féquation(13)
se trouveront comprises dans fa formule |

u+;;3/_27= = (2k+ l).vr]/‘:;.
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En d'autres termes, les diverses valeurs de / (=)
seront données par lequatlon

(r4) l((—l))—:b(zk+1)7r -—..

Par (‘onsequent ces valeurs seront toutes tmagmsures
et en nombre infini.

3.° PROBLEME. Trouver les diverses valeurs de
r expression

: I« + Cy=).

SoLvTron. Soit u—+vy/—i fune de ces valeurs.
On aura, d’apres la définition méme de Yexpréssion

Ha+Cy=), |
(1 5) eu+vv‘_——x=a,_—o-;c1/:=f(cos.9+;/_——uin.9) ,.
ou, ce qui revxent au ‘méme,

e* (cos V4 /=i sin. v) =p (cos 9+1/—: sin. 9)

p désignant le module de o + C y—i. On tirera de
l'équation précédente

e*=p,

05, ¥+ /=1 sin."v = cbs. 8+ ¥/ =isin.0;
et par suite o "‘
u = lp),

€0S, ¥ == cos. 9, sin, v.._.sme '0'“6"‘2‘7!',

k representant un nombre entier quelconque Les
quantités u, v étant ainsi déterminées, les diverses
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valeurs de -+ v /=1 se trouvéront comprises dans
la formule :

wrvySi=U(p)+ by =2k y .
En d a;ntres termes , les diverses valel.lx;s de
(@ +Cy=)
seront données par I'équation
(8 UarCy=)=L(p)+by= + 1),

Il est bon d'observer que dans cette derniére équa-
tion la valeur de.p est complétement déterminée,

et égale &
v (a* + 6%,
tandis que l'arc 8 peut étre I'un quelconque de ceux
qui ont pour cosinus 7-(7‘%:‘—)' et pour sinus
c ,
yiat+6%) °
CoroLLaIrE 1" Si Pon fait, pour plus de com-
modité , . '
. . ° ¢ ’ ' .
(17) . = arc tang. —-, :

il serd facile d'introduire dans la formule (16) arc {
au lieu de Farc 6. En effet, on pourra supposer

0 = {
sia est positif, et - -

0::7—&*'7?
Y
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si a est négatif. On‘trouvera, dans ia premiére hy-
pothése , '
(18) Harly=)=1(p)+ Ly + 10
et, {ans la seconde,

(19) N(x+Cy=)= I(f)+€_ =+ y/—i+11)

Si dans cette derniére éq{xalion on fait en particulier
Ca+Cy T =—1 , Cest-a-dire, a=—1, C:o,
et par suite p=1, C:: o, on obtiendra la suivante

(20)  l(=1)=7yS + 1)

Il en résulte qu'on aura généralement, pour des'va-
leurs négatives de «,

(21) UerCy =)= 1)+ o 1)

' Supposons maintenant que dans les formules (18)
et (21) on substitue a la place de p et de { leurs
valeurs

, (¢'+C')’ et nf‘c_mngn:-.

.On trauvera pour ics dixerses valeurs de

I(e'+Cy=)

1 .;, si a est positif ,
l(a+Cy=)= |
(2 €)1 (are tang. £ ) /=1 (1)

2.°, si @ est négatif,
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l((ab +6y=)=
Uy (s g, )y 1),

" CororrLairg'z* Si dans les équations. (zz) et
(23) on suppose &= o, elles donneront respective-
ment , pour des valeurs positives de @, .

oy U(a)=ta)+ (1) = () = 2k 7 /=,

et, pour des valeurs négaﬁvés de .,

(15) " Aeh=hma)el(— 1 )=h—aahr s}y,

k devant toujours étre un nombre entier. I suit de
ces derniéres formules qu'une quantité réelle ¢ a
une infinité de. logarithmes imaginaires, parmi les-
quels se trouve un seul logarithme réel, dans le
cas ot @ est positif. On obtient ce logarithme réel, -
des:gne par la notation simple /(«) ou/a, en posaut
dans lequatlon (24) k=o.

ScHOLIE 1.*" Parmi les diverses valeurs de (1)),
winsi qu'on f'a déja remarqué, il en ést une égale a
%ro, que fon indique par ia potatwn {(1)oulr,
en faisant usage de parenthéses simples, ou méme
les supprimant tout-a-fait. Si Ton substithe cette
valeur particuliére dans ['équation (22), on ob-
tiendra une valeur correspondante de

R ORS00

que Tanalogie nous porte & indiquer, & l'aide de pa-
renthéses simples , par la notjation :

(23)
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l(a+ ¢ V=)

Clest ce que nous ferons désornmis. Par suite, on
aura, en supposant a positif ,

(26) AanCy=)=11a*+C)+(arctung. S )y/=.
Si au co.n.traire a devierit négatif, — @ étant alors
positif, on trouvera

[—a—Cy=) =1 U(a"+G)+(arcung. —)1/-'
ou, ce qm revlent au meéme, )

(27) z(—.;—c,/-.)_ 34 +C*)+-(arc tang. )

En faisant usage des notations precedentes , on
réduira les équations (22) et (23) a celles qui suivent
(28) I((aa—C;/:.)) =1(a +Cy=)+1((1),
(29)  (a+Cy=) = l(—a—Cy/=i)=+I(—1)),
la premiére se rapportant a des valeurs positives de
a, et la scconde a des valeurs négatives de la méme
quantlte En d’autres tarmcs suivant que la parm

réclle dune expression lmdomaue xepxesentee par
2 sera positive ou négative,; on aura

Go) (=) =1(z)~ (1), @

ou bien

50 @) =l==)+ (=)
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En résumant ce qu'on vient de dire, on voit Yue
la notation L
(z) . v ey
a une signification précise déterminée, par Téqua-
tion (26)," dana le ‘cas seulement oii Iy partie réelle
de T express?(i? Imaginaire Teprésentée par . eit
positive , tandi§ ‘que la ngtation,  ; ... - -
U)o
2 dans tous fes cas possibles tine infinité de valeurs
déterminées par Pune des équations (28 et (29).
4. PROBLEME. Trowver les diverses valeurs de
lexpression D

- <

L(a+Cy=),
la caracteristique L indiquant un logarithme pris
dans le systéme dont la base est 4.
SoLuTION. Soit toujours u+v3/=7 fupe des
valeurs de I'expression que Ton considére. On aura,
daprés la définition méme de cette expression ,

(32) ATV =a+Cy=,
0u, ce qui revient au méme ',

e(u-}-v{—_.)ld _

a+G V-,
! étant la caractéristique relative aux logarithmes
népériens. On en conclura _
(v +vy=)ld = (e C;/:)),
€t par suite, ‘
oM. 1. X
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& e u'—‘-vV::‘ l((&-t—:,”—:))

4 [¥ ’
ou, en d'autres termes,

(53) L&+ Cv=) = A=)
Cette derniére équation subsiste dans le cas méme
ot € sévanouit, desta-dire, lorSque’Texpression
imaginaire a+C /=" se réduit  une quantité réellc.
ScrowiE. Si Ton suppose la quantité « positive,,
a la valeur particuliére de /((a + € y/=1) repré-
sentée par /(a-+Gy/=1) correspondra unc valeur
particuliéré de L{(a+Gy=7)), que I'analogie nous
porte & désigner & faide de parenthéses simples par
la notation L(a + (4 V=) Cela posé , on aura,
pour des valeurs positives de &, '

L(a +Gy=) =:"—""“”I(GTAC‘/:)

(34)

arc tang. g

——

De plus, si dans [équation (3 3) on substituc pour
(& +Cy/=") sa valeur fivée successivement des
formules (28) et (29), on trouvera, pour des valeurs
positives de la quantité «, : '

=iL(w -G

L4
N L(a~+Cy=)=1exby= 1)
(35)S (e erm) 14 Z
l =L (a~+Cy=)+L{1),

et, pour des valeurs négatives de la méme quantité,
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— —a=C Y= 1)) «
(e Gy ) =2 D

= L(—a=Cy=)+ L{(=1)).

En d'autres termes, suivant que fa ps;rtie réelle
dune expresslon lmagman'e representée par .z: sera’
posmve ou negaﬂve, on aura )

(36)

(37) Led=Fie) +L1) =L(s ES """_

ou bien

"

38) LEsh=L () + Ll =L (st LAEDTV

’

% désignant un nombre entler quelconque..On peut
sjouter que des deux formules précédentes la pre-
miére subsiste pour toutes les valeurs réefles posi-
tives de la variable z, et la seconde pour toutes les
valeurs réelles négatives de la méme variable.

Aprés aveir calculé les divers logarithmes de
l'expresswn imaginaire

:c__a.«’-C;/IT,

proposons - nous de trouver les arcs imaginaires
dont le cosinus est ega.l a.x. Sifon desxgne par

arc cos. (@)= -+ vy/—1t

Tun quelconque de ces arcs, on aura, pour déter-
minet v y/—1, Péquation

cos. (u+vy/—1)= a4+ C;/—n

\ou te qm revient au méme, la suivante

‘a(m T = S =

L ]

X
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laquelle se. divise en deux autres, $avoIr ,

v

40- e gos.u=a,
. 2 s g

Ay g g

‘sin, ¥ —— G

.~A ces derniéres on peut, substitugr le sysicme
équivnlent des deux formules .

(41) e C L er=ra

Cos. & sin. ¥ cos.u sin.o

De plus, si 'on élimine v entre les formules (41),
on én tirera successivement.

a® 'cl

—
a

=1,

cos.’ u sin.* ¥

sin. u—(l-—¢ —C)sm u—C _-O,

puls “en observant que 'sin." u est nec_essmrement
une quantxte posnme ’

* sin.’ u~='=!'_a’-.cl -+ 1/[(.4*._4'8 : +l C’]
On aura par suite ' ’

Sy () -]
T TEE )

cosu-‘

et, comme [ en vertu de la premiére des équations
(40) ] cos. ; et . doivent étre de méme signe, on
trouvera, en extrayant les racines carrées, *

(fa) o= ——
e

Cela posé, si Ton fait pour plus de commodité

wi=
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a

|+¢'+C’ ’-;a,] %

U:nrccos
{43)
o V—z(

{""'w

Con U mU)

on conclura des équations (41) et (42)
(44) u_.:tUzlznlmr, v==xV,

l‘desxgnant un nombre entier quelconque et les
deux lettres U, ¥V devant étre affectées du méme
signe ; en sorte qu'en aura définitivement '

(45) arc cos. (.r))—-'- 2hkn = (U~ V}t’——l)

Parmi les diverses valeurs de arc cos. (=) ) que fourmt
léquation précédente, la plus s1mple est celle qu ‘on#®
obtient en posant A=o dans le premicr terme du
second membre , et prenant l'autre terme avec le
signe +. Nous la désignerons a l'aide de paren-
théses simples, et nous écrirons en conséquence

arc cos. (7) = U + V y/=1.
"ouméme, en supprimant taut-a-fait les. parenthéses,
(46) arc cos, z = U + V /=1, ‘
Dans le cas particulier ou, € étant nul, I’ quan-
tité « reste comprise entre les limites =1, +1, la

formule (46) se réduit, comme on devmt s sy atten-
dre, a lequatlon identique

. 8re ces, . == arc cos. &&. .

D'autye part, si I'on observe que st 2 A !bj)fésente
un quelcongue des arcs qui ent Lunité-pou cosinus,
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on reconnaitra que léquation (45 ) peut étre mise
sous la forme ’

(47) arccos.(z)) = % arc cos. T —+ arceos.((l)).

Il est encore essenticl de remarquer que, dans le cas
ou I'on suppose C=o, et la valeur numérique dea
supérieure & Tunité, lexpression a

arc cos. a.

obticnt toujours une valeur imaginaire. Cette valeur
sera donnee par I'équation

(48) *  arccos. a = l(d.) Y '
‘si a est positif , et par la suivante '
(49) arc con.a = 7+ I(—t)./ T = [l{—&) — 7./ T}y
si a devient négatif.
Considérons maintenant les arcs imaginaires dont

le sinus est r=a+C€ y/=1. Si Pon désigne un tpel-
conque de ces arcs par -

arc sin. ((.r)) = uw+v =,
on trouvera [cn ayant égard & la seconde des équa-
tons (5))
z=sin. (u-u-vy’—- cos.(% —u— vy’:f) ;

et Ton en conclura - N

(5 o) arc sin. ((.2:)) =u-vy = == -} —r arc oos({.t))

Bi dans la formule précédente on substitoe les di
verses valeurs de arc &s. (1)), dont Pune a été d&
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signée par la notation arceos. () O are cos. £, oOR

obtiendra les diverses valeprs de arcsin. (4)). dount.

" Tune sera désignée par fa notation aresin. (.r) ou
wrcsin. 7, et déterminée par l'équation

(51) arc sin. T = ; — arc cos. z, B

A Taide des prmcxpes que, nou; ¥enons . ..;abln'
il est aisé¢ de reconnaitre les Proprwtes les plus es-
senticiles dont jouissent les fonctions de la variable
lmagmalre -z representecs par fes notatlons

Ax, cos, X , sin. .z‘,

Lx, arc cos, .z', arc sm .2‘ .

R T
Pour obtenir, ces propnetes s ll suffit d'étendre les
formules que ces fonctions vérifient dans e cas cu
la variable z est réelle, ay cas ou la variable de-
vient imaginaire. Cette extension seflectuc dordi-
naire sans difficuité pour chacune des trois fonctions

A%, cos.x, sin...

Ainsi, par exemple, 4, B, C, .... désignant plu-
sieurs nombres , on prouvera facilement - que lés
équations ’ o '

.A:"AJ.At. . Ax+;+;...;
(53) N . i : ‘ :

A4*.B. C ... (4BC...),

cos. (&£ + Y) = cos. T cos. y — sin. & sin.y,
(53){ '

sin. (5 + ) & sin. ;i'."co‘s.y 4 gin. Y cos. &

“."

subsistent également. pour . des valeurs réelles et
pour des valeurs imaginaires quelconques des va-
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riables =z, y, z,"... Mais, si fon considére des for- |
mules dans lesquelles entrent les fonctions inverses

N

Lz, arccos.x, arcsin.z,

on trouvera le plus souvent-que ces formules, éten-
dues au cas ou les variables deviennent imaginaires,
ne subsistent plus qu'avec dés restrictions considé-
rables, et pour certaines valeurs des y’ariablés dont
il Sagjt. Par exemplp, si T\ on fait

:—a+Cy.... y_.‘¢+C’;/_.. :=¢+C/_.. &...,

et, si lon désigne par u une quantité réelle quel-
conque,, on reconnaxtra que la formule

(54) L(x)*-lf(y)*-l‘(z)*&c = L(zyz..)
subsiste seulement dans le casou, a., a’, d, &e...
étant positifs, fa somme

Lo
Vd ’ M . ”

e ..
arc tang. — LR arc tang. -i—, -+ arc tang. —- + &c...

reste comprise entre les limites —-—, +-—- eth
formnle '

(59)  Lia")=wL(=)

dans le cas ot a étant positif, le produit
. M . arc tang..—i- '

reste coml;ris entre les mémes limites.
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'CHAPITRE. X,

Sur les Racines réelles ou zmagmazres des.Equa-
tions algébriqgues dont le premier membre. est
une_fonction rationnelle et enfiére d'une seule

~ variable. Résolution de quelques Equations de
cette espéce par Lalgébre ou la. trigonométrie.

.« -

§. 1.7 On peut satisfaire ¢ toute Equation dont le
premier membre est une - Fonction rationnelle et
enticre de la variable z par des valeurs réelles
ou imaginaires de cette variable. Décomposition
des polynomes en facteurs du premier et du second

Jegre Repreésentution gcdmetnque des Sacteurs
réels du second degre’

CoNSIDERONS ‘une équation algébrique dont le
premier memfre soit une fonction rationnelle et
entiére de la variable #. Si # représente le degré

de cette équation, eHe pourra se mettre sous fa
forme

(l) 8,2+ a,2"" + a5+ ... +6,_, T +a,=20,

8,a,,a, ; . B,y a,_ étant des coefficiens éonstans
‘téels ou lmagmtures. On appelle racine de cette
méme équation toute expression réelle ou imaginaire
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qui, substituée & la place de I'inconnue , rend le
premier membre égal 4 zéro. Supposons d'abord, pour
fixer les idées, que les constantes a_, a , @, ... g,
se réduisent & des quantités réelles. Alors, si deux va-
feurs réelles dé .+ substituées dans le premier membre
de I'équation (1) fournissent deux résultats entre les-
quels zéro se trouve compris,\c'est-ﬁ.-dil‘e , deux
résultats de signes contraires, on conclura du cha-
pitee M [§. 2, 4.° theoreme] que l’équaﬁon( )
admet vne ou plusieurs racines réglles comprlses
entre ces valeurs. Il en résulte que toute équation
de degr¢ |mpa1r aura au moins une racine reéelle.
En effet, si » cst un nombre impair, le premier
membre de Téquation (1) changera de sngne avec
son premier terme a, x”, toutes les fois qu ’en attri-
buant 4 la variable des valeurs’ numériques tres-
considérables on fera passer cette variable du positif
au négatif : [voy. le 8.° théoréme du chap. 11, §. 1].
Lorsque n devient un nombre pair, fa quantité
x° demeurant pasitive tant que la- variable z est
réelle,, le premier membre de 'équagion (1) finit par
étre, pour de trés-grandes valeurs numériques de
.z, constamment de méme signe que a,. Si, dans la
méme hypothese a, et a_ sont de signes contraires,
le premier membre changera évidemment de signe,
Jorsqu'on passera d'une trés-grande valeur nuuhé-
rique de r 4 une trés-petite, en laissant la variable
toujours positive ou toujoms négative. L’équatibn( )
aura donc alors deux racines réelles, l'une posltlve
et Pautre negatwe . .
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Lorsque, n étant un nombre pair, a, et @, sont

de méme signe, il peut arriver que le premier

membre de-I'équation (1) reste , pour toutes les

valeurs réelles de =, de méme signe que .4, sans

jamais s'évanouir. Cest ce-qui a lieu, paroexemple,
pour chacune des équations binemes

x +1....o .z' +1=0, z’+1=0, &e...

+

Dans un cas sembiable, equatmn (1) n'aura plus |
de racines réelles; mais on y satisfera en prenant
pour . une expression imaginaire

Y+vy—r, -

&, v désighant deux quantités réelles et finies. Cette
proposition, et celles que nous venons d'établir, se
trouvent renfermées dans le théoréme suivant.

1. THEoREME, Quelles que soient les valeurs
réelles ou les valeurs imaginaires des constantes
%, 8,...4,,,a,, Léquation

[

()  az"+az"'+..+a

n-1

r+a,=o,

dans laquelle » désigne un nombre entier égal ou
supe'n'eur a Lunité, a toujours des racines reelles
ou tmaginaires. . S
DimonsTraTION. Désignons, -pour abreger ,
par f(x) le premier membre de lcquatlon (1 )
f(z) sera une fonction néefle ou xmagmmre mars
toujours entiére, de la vartable x; et, puisque toute
expression réelle 4 se trouve comprlse comme cas
particulier dans une expression imaginaire é+vy/=7,

\
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il suffira, pour établir le théoréme énoncé, de dé-
montrer généralement qu'on peut satisfaire a I'équa-
tion - ..
(1) - f (£)=o0,

en prenant

’ rT=u+vy—i,
puis attribuant aux nouvelles variables u et v des
valeurs réelles. Or, si I'on substitue la valeur pré-

cédente de  dans la fonction £ (x) le résultat sera
de la forme

@ (u, v)+ =1 x(u, v),

@ (u, v), x(«, v) désignant deux fonctions réelles
et entiéres -des variables u €t v. Cela posé, l'éque-
tion (1) deviendra

P (u, v)+;/3x(u,v)_o,

et, pour y satisfaire, il sufﬁra de vérifier les deux
équations réelles .

' @ (u, v) =0 )
(2) N
(s 9) =,
ou, ce qui revient au méme, léquation unique
@ [ )] +[x(u, )] =o.
Donc, si 'on pose pour plus de commodité
@)  Flu, v)=[@, )] +[x (]

‘ ll restera seulement a montrer que T'on peut obtenir
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des valeurs réelles de w: et de v propres a faire éva-
nouir la fonctlon L -

- F(w, v)

On y par v1endra sans peitie i Taide des consxdera-
tigns suivantes. LN

D'abord, pour determmer la valeur générale de
la.fonction F(u; v), on representera chacune des
constantes réelles ou lmagma:!res a,a,..a,,a,
sinsi que la variable imegjinaire u+v;/:- , par le
produit d'un module et d'une expression réduite ;
et Tonr écrira en conséquence

-

4

a.—.Po(cos Bo——/ =i sin. 90) » &1 = p,(cos.0, -W::.In 0,)-e

. .—l'—yn—l(cos ou—lw——l—;‘ln en—'l)’a =~Pn(c°s 0)!"‘“"‘"“‘ 9)!)’
(6) ek’ ]/—1 = r(cos t+ y/—1sin. t)

On aura pa.r suite: e

f(u-o-vr")-: Po " [cos. (nt+0o -y sin. (ne-+,)]
by condme -8,y = ain (=1, 64+0,))
(7).. et e ateerenaseascncen Yerreezeeense
4 o Py Fcos. (t+0.-.)~0-v(—a on. (¢4 0,,) ]

YT e, (co- 9, +ywmsing,); | .

etfonendedulra S

9(«,.v)=_p,r cgs.(nt+90)-{-y.r"“ cos.(;::t+0, I
(8) © e e Paenrcos (04-0,,) 4+ p, cos.0,,
x(«,v)=,p.r sin. (Rerf )+ P, ¥ sin.(ni—1 . t40,) 4+
e Py T (0 )+ P tin.f,
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. Por” cos. (w400 )+ 2, r" " cos. (1. t+9,) .
Flu,v)=
...... +,p,_, reos. (t+Q,_,) + p, cos. 0

-+ { Porsin. (me+0.)-+p2, " sin. (1—1. -0,) 4. |
L ETEITER oF 2SN rein. (¢e+0,, )+ p,5in.0,

)

2 Po P, cos. (¢ 0, —6,)

a
. y’-'_ -

=t x| ptrapep oo (3t omi,)
',‘

Il résulte de cette dermiére formule que ja fone-
tion F(u, v), toujours évidemment posmve estle
produit de deux factcurs, dont l'un, savoir,

. r¢g=-(uh+v-)n

croitra indéfiniment si 'on attribue aux variables «,
v ou & l'une delles seulement des valeurs numéri-
ques de plus en plus g grandes, tandis que lautre
facteur convergera dans la méme hypothese vers
la limite p.*, c'est-d-dire, vers une limite finie diffé-
rente ‘de zéro. On en conclura’que la fonction
F(u, v) ne peut conserver une valeur finie qu'autant
que les deux quantités-«, v ¥ecoivent: -elles- mémes
des valeurs'de cette espéoe , ‘et devient infiniment
grande dés que-fume des deux quantités croit indéfi-
niment. De plus, comme lequatlon (4) donne pour
F(u, v) une fonction entiére et par consequent une
fonction continue des variables u et v, il est clar
que F(u, v), variant avec elles par degfés insen-
sibles, et ne pouvant s'abaisser’ au-dessous de zéro,
atteindra une ou plusieurs fois ume.certaine limite
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inférieure qu ‘ellé ne dépassera jamais. Representons
par A cette limite, et par u,, v, un-des systémes.
de valeurs finies de u et de v, pour lesquels Flu, v)
se réduit 2 4, en sorte qu'on ait identiquement

(10) F (%, v,) =
Ladifférence F(u, v)-F(u,,v )ne Sabaissera j jamais
audessous de zéro; par conséquent, si fon fait .,
(n) u=u,+ahk, v=v,+ak,

a d&slgnant une quantité infiniment petite, et h, k-
deux quantités finies, I'expression -

Flu,+~ahk,v,+~ak) —* F(u,, v,)

ne sera jamais négatiye. En partant de ce principe,
/il sera facile de déterminer la valeur -de la cons-
tante A , ainsi qu'on va le faire voir.

Si dans l'expression imaginaire f(u+» y’—--) on
substitue pour u et p leurs valeurs donrées par les
formules (1 1), cette expression, devenant alors ine
fonctlon imaginaire et cntiére du produit |

a(h+ky=i), R
pourra étre déveldppée, suivant les puissances en-
tiéres et ascendantes de ce méme produit. En dési-

ghent par
R(eos T-+y/— sin. T) R (cos T+|/-l sin. T)),
tereiaeas R,, (cos. T,,-i- yV—sin. T,),

les coefliciens imaginaires de -ees i)uissances dont
quelques-uns peuvent se réduire a zéro, et faisant
pour plus de commodité .
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(12) haky=i _.f(cose—i-}/:sme)
on obtiendra I'¢quation
' ffu,-kvoﬁ?+a(h+k‘/:)] R(cos T-i-f-—.llln
(13) +aR, pleos.(T, =+0! +~,/.._..sm(T +9]+
.+a"R, p" [co- (T, + =b) “+y/=isin. (T, +n9)]

dans laquelle les termes du second membre, et per
conséquent les modules ‘

'R, R, ... R, ‘

ne saurment s'évanouir tous en méme temps
. Comme on aura dallleurs

( 4){ . f[“o+ah+(”e+¢‘).‘/::;]
- =0 (Mo +ah,vo+0h) /T3 X (4o +ah, v, 4ak);

on conclura 'd,e Téquation (1 3)

@ (dot-ath, v, —+ah) = Reos. T+aR, pcos(T,+8)+...

(I ‘. Teveo 42" R, p* cos. (T, +nb).
5 X (®o-+ah, v ,+ak) = Rsin. T+ aR, ,gtin.('T,-'-‘O)-h..

L +a" R, p"sin. (T, +10);
et par suite

' . F(u.-q—ah v.-:-al) ’
(f6) &={Rcos. T &R, ocos.(T, +9)+ ~+a "R, p"cos (T, +a9)]‘
=+ [Rsin.T4-aR, prin. (T +9)+ ~+a"R, p"sin(T, +u9)J

Si dans cette derniére -formule on pose a=o, on
en tirera )

F(u,, v,) = R".

Done R*= A, R=A". Si maintenant on déve-
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loppe de second membre de I'équation (16) suivant
les puissances descendantes de R, et que 'on y rem-

place ensuite R par A4 *, cette fquation deviendra _

(17) ; F (o4 ah, vo-ak) = R
A+xA-;' ap[ R cos(T,—T+0)4a.+a""" p*'R, cos(T ,~T+n8))
G’f‘x’ [R, cos.(T,+8) 4-~..+a"" "'R cos. (T, -MO)]"

{ IR, sin.(T,+6) +.. et PR, sin. (T, +ﬂ9)]’5’

et, si on - fait pnsscr do,hs le premier membre:- !a
quantité A =F{x,, v,), on trouvera deﬁmtlvement

(18) .F(l.+¢l,v.+¢k)-—F(u,,v.)-= R

1A% p[ R, con (T ,=T—4+9) 4. 2" p* R con(T=T+n8) ]

e g *g ['R.eos-(T.+0)+...;i-;n‘-- ‘P“‘Rleos.(j'.+!9)]‘}

A [Rysin. (T §) .. b 4R in (T, 4-00) ')
Cela posé , puisque la différence ‘
F(u,+ah,v,+ak)=Flu,v,)-

ne doit jamais Sabaisser  au-dessous de la Tiinite
%ro, il faudra de toute nécessité que, pour de trés-
petites valeurs numériques de «, le second membreé
de féquation précédente’, et par suite le premier
terme de ce second membre cest-&-dxre, fe terme
qui renferme la plus petlte pulssa.nce de ., nepuisse
devenir négatif. Or, en’désignant par R, la pre-
miére des quantités :
R, R, .. R,

-TOM. 1. - ¥
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- qui obtient une valeur différente de zéro, off trov-
vera pour le terme dont it sagit

zA?ufm cos.( T, —7+m9)
slA n'est pas nul et -
a’ f”"R

ians‘,:'l’bypodxese contrgire, De plus, comme, h
valeur de T'arc 8 étant tout-a-fait indéterminée, on
Péutdn disposer- de maniére i donnét au facteur

- '-"'4 ¢0l (r T+me) e

et par consequent au prodiut

2A d, f"’R cos. (T T+m9)

tﬁtl sngne quc lon voudra il est clair que la seconde
hypothese reste seule admissible. On aure donc n¢-
cessairement . b :

(‘9) s A=y -
ce qui rpdmra lequatlon (1 o)a

T ). Flu, v) = '
H,en r&hlte que la fonction FY#, 1) s'évanouin
st Yon attri[me wux vhrfables v, v les valeurs réelles
u;, v,; et, par suite, que l'on vérifiera l’équwm
S W fm=elt
en prenant e el

x_._u +v ]/—-x

v A -
B
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Eq dantres termes, 2, + v 1/-—| sera ane racine'de
léquation . S

1]

(1) a,1"+a, " - +a,_, rl+a =o.

La démonstration précédente du théoréme 1.”,
quoique différente en plusieurs points de celle qu'en
s dounée M. Legendre [ Theorie des Nombres,

L*Part. §. XIV], est fondéc sur les mégpes Pl‘jlll_ClPeS.

Coaozwm;. Le polynome. . ..: 2. ..
f(.t)—a.z' ~+a, x +l.+a '.‘r—|—a
sevanounssant ainsi qu on vient de le d:re pour

T=u,+v }/-:',

wera, en vertu du 1. théorcme [chap. VI, § 4] ;
tlgebrlquement divisible | par fe facteur -

£ —u,— v/~
Le quotient, ne pouvant étre qu'un nouvesu poly-
nome du d*ré #— 1 par rapport a x,.sera encore
uécessairement divisible par un nouveau facteur de
méme forme que le précédent, c'estadire, da pre-
. mier degré par rapport & x. Désignons par
\ X -, —v, V:

te nouveau facteur. Le polynome f{z) sera équi-
valent au produit des deux facteurs

x—“o-”o'}/‘..'—' ) T—U,—0, 1/;—' .

un troiseme §dynm du degre n—2. On
Yl
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prouvera que ce troisicme polynome est divisible
par un troisiéme facteur semblable aux deux autres;
‘et en continuant a opérer de la méme maniére, on
finira par obtenir n facteurs linéaires du polynome

Jf(&). Soient respectivement -
T—U—0, Y1, T—U,—Y, Yo, ... T—U,_ —,_ Yo

ces mémes fReteurs. En divisant le polynome f{z)
par leur-p‘roduit, on trouvera pour quotient une
constante évidemment égale au coefficient a, de’la
plus haute puissance de = dans f(z). On aura en
conséquence’

(21) £ () =&, (r—t=0, Y =1)(x=8,—v V/ 2)...2—4_,—v, .V -
Cette derniére équation renferme un théoréme que
Ton peut énoncer ainsi qu'il suit:

2. THEOREME. Quelles que sotent les raleurs

reelles ou smaginaires des constantes a,, a,, ....
a,.., a,, le polynome .

42"+ a, 2 ... +a,,x+a, =f(x)

sera equivalent au produit de la constante o, par
n facteurs linéaires de la forme

x;a.-cl/—_-.

Déterminer les facteurs dont il est ici question.
cest ce qu'on appelle decomposer le polynome fi)
en ses facteurs lincaves. Il 0’y a qu'une seule me-
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niére d'effectuer cette décomposition. - Pour le dé-
montrer , supposons que deux méthodes différentes
sient fourni les deux équations

. s f(r)=a, (x=so=v /) x (£ =0, =9, /7)) x ..
‘22) . ""‘('r'-un—t—”n—l f“—')'

2 Fi)man (s mae—Co /=) x (s =@, =€, /=) .
cox(r—e,—Coi V=)

On en tirera

{  (—a~Eo/0) (r—2,—C,/=0). .. (2=, ~C o, Y/ <)
(23) ;= g_,..uo——v.‘/__.) (Fmt =0 /20 (It =¥ s/ =1).
Le dernier membre de la formule précédente s'éva-
nouissant lorsqu’on attribue 4 la variable  la valeur
particuliére u v /=, il faudra de toute néces-
sité que, pour cette méme valeur de z, le premier
membre, et par conséquent Tun de ses facteurs

[voyez le chap. VI, §. 2, 7.¢ théoréme, coroll. 2]
se réduise & zéro. Soit ,

~

x—a, 6 y=
le facteur dont il s'agit. On at;ra identiquement
2, +C Y= =u +v, Y=,
et par suite .
x.—;l,.—cq}/-' =z —u,—v,y-

Cela posé, la formule (23) pourra étre remplacée
par la suivante
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(F—a, ~G, V-i)...(x—a, S v-1)
=(r—u,—v,y/7)...(z—u,_, —v, . ¥V-)

Le second membre de celle-ci s'‘évanouissant lors-
qu'on suppose '

T=u,+v,y-,
T'un des facteurs du premier membre, par exemple,
r—a, — C: 1/—: »

devra s'évanouir dans la méme hypothése; ce qui
entrainera deux nouvelles ¢quations ldenttques de
la forme

@, +C Y= =y, v, v,
EFma,—C Yy =z—u, —v =

En répétant plusieurs fois le méme raisonnement,
on prouvera que les différens facteurs linéaires dont
se composent fes scconds membres des équations
(22) sont absolument les mémes dans T'unc ct Pautre
équation. Il est essenticl d'ajouter que chaque fac-
teur imaginaire de la forme

r—a—Cy=
se change en un facteur réel x—a, toutes les fois
que la quamtité G sc réduit a zéro.
Le nromlcn membre de F'équation ( ), étant,
d'apres ce qu ‘on vient de dire, decomposable dune

seule maniére en factours lmemres ne peut séva-
noutr quavec Tun de ces facteurs. Si doae on Jes
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égale swecessivement.a 36ro,.on obtiemdra touted
les valeurs possxbles de x propres & vérifier I'équa-
tion (1), cest-a-dire, toutes les racmes de cette
duation. Le nombre de ces racines, comme celui
des facteurs linéaires ; 'sera égal a 7. De plus, &
chaque facteur réel de la forme o —a correspondra
une racine réelle'a , et 2 chaque facteur imaginaire

de a forme
) zr—a — cy—-l

use racine xmagmalre
a + C;/ -1,

Ces remarques suffisent pour otabllr la propesition
suivagte,

3. THEOREME. Qaelks que soient les valeurs
réelles ou les valeurs imaginaires des canstantes
%, a,,...4a,,,a,, léquation

¢
(1) G, T+ a,x" 4 ,.. +a,_ , 2+a,=0 .

a towjours » racines réelles ou imaginaires, et n’en
saurait avoir un plus grand ‘nombre.

Ik peut arriver que plusxeurs des racines de I’eqaa-
tion (1) soient égules” entre elles. Dans ce cas, lc
nombre des valeurs différentes de ta variable pr opl es
a vérifier cette méme équation devient ‘nécessaire-
ment inférieur & n. Ainsi, par exemple, I'équation
du sécond degré . .

- *—2axr +a*=o, ,

tvant ses-dduie racines égales, on ne poiirra y setis-

-
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faire que par une seule valeur de =, savoir,
r=a
Lorsque les constantes a, , a,, ... a,_, , a, sont
. toutes réclles, 'expression imaginaire
«+GCy=r

ne peut évidlemment étre une racine de Féquation
(1), sans que expression conjuguée
e—Cy—t ’

soit une autre racine de la méme équation. Par
conséquent, dans cette hypothése, les facteurs ima-
"ginaires et finéaires du polynome.qui forme le
premier membre de F'équation (1) sont deux a deux
conjugués, et de la forme

. x—d,—C}/——l, .z'—-vdcd-c‘}/——l\

Le produit de deux semblables facteurs, étant va
polynome réel du second degré, savoir,
(x—a) + G,

on déduit immédiatement de Fobservation quon
vient de faire le théoréme survant.

"4 THkOREME. Larsque a,, a,,...a,.., a, dés-
gnent des constantes reelles, le polynome

(24) a.x’+a,2™'+..+a, r+a, '
est décomposable en facteurs réels du premier
- du second degre
Dans ce qui précéde, nous avons présenté les
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nauesmgmmdeleqmtwn( ) sous la forme -
e+ Cyo. S

~ Alors, pour le polynome'(24), un facteur réel du

second degre conespondant 4 deux racines imagi- .

. Baires conjuguées . '

a+Cy=, a—CQy=i, N
éait de Ia forme
' (.r-a.)’-t-ic-‘.
S Ton fait, poﬁr plus ¢!e commodité,
¢.:!:C;/-_-'§=f(ooa.9:|:;/——usin.9),

~ [p désignant une quantité positive, et § un angle que

Tonpourra supposer compris entre les limites o, %],

e méme facteur réel du second degré deviendra

(2 — p c08.8)* + (psin.0)"
= 2*—2px 0088+ p".

T est facile de construire geométriquement cette
derniére expression dans le cas ou I'on attribue a la
variable .z une valeur réelle. En effet, si Ton trace
wn triangle dans lequel un angle soit égal a 0, les
deux cotés adjacens étant respectwement représen-
tés fun par la valeur numérique de z, Tautre par le
wodule p, le carré du troisiéme cété sera [ d'aprés
ua théoréme connu de trigonométrie ] la valeur du
trinome

»

x‘-—zf.rood.o-t-f’.,
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toutes les fois que la variable = mme Si la

variable x devient negatlve il suffira de remplacer
dans la construction indiquée langle ! par son. sup-

plément.

Le troisiéme cdté du l:riangl_e dont it est ici ques-
tion ne peut s'évanouir que dans le oas qu les deux
premiers ctés tombent sur une méme droite, et ou
leurs cxtrémités coincident, ce qui exige, 1.° que
langle 0 se réduise azéro ou a 7, 2.° que la valeur
numérique de z soit égale a g.. Par suite, le facteur

' — 2p % cos. b + p*
ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de =,
4 moins que I'on ne suppose
cos.8=1 ou casl=—1;

et la seale valeur de x propre a faire évanouir ce
facteur sera, dans fa premiére hypaothése,
rx=p,
dans la seconde,
1
x=—p.

On arriverait directement ay méme bt en obser-
‘vant que 'équation

z'— 2pacon b4 p =0
a deux racines “a

f (cos.e-l-}/—_lsin.e) ) f(cos.e-—;/:sin.e),

qui ne peuvent cesser d'étre imaginaires sins devenr
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égales, ot que loa seules valeurs de 6 capables de
produire cet effet sont cellea qui vérifient la formule

sin. 0 =0,

de laquelle on tire

cos. 0 ==+1 , ’
et par conséquent

A= np |

pour Ia valeur commune des deux racines.

Jusqu'a présent, nous nous sommes bornés a de-
terminer le nombre des racines de I'équation (1),
avec la forme de ces mémes racines et cclle des
facteurs qui leur correspondent Nous allous, dans
les paragraphes suivans, passer en revue quelques
cas particuljers dans lesquels on est parvenu a ré-
soudre de semblables équations, sans étre obligé de
concevoir leurs coefficiens convertis en nombres,
et 2 exprimer les racines en fonctions algébriques
ou trigonométriques de ces coefficiens. Nous obser-
verons ici a ce sujet quc , dans toute équation algé.
brique dont le prcmier membre est une fonction
rationnelle et enti¢re de la variable =, on peut ré-
duire par la division le coeflicient de la plus haute
puissance de x a lunité, et celui de Ja puissanée
immédiatement inférieure a zéro par un changement
de variable. En effet, si dans Péquation !

4L +a. L .8, E+a, =0

n=1

a nlest pas égal & 1, il suffra de diviser Péquation
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par a, pour réduire le coefficient de z” & T'unité;
et, si dans une équation mise sous la forme

r"+a,1r"'+..+a,_,r+a,=0
a, n'est pas nul, il suffira de poser

— cl
T =7 —
n

pour obtenir une transformée en z du degré n, qui
n'ait plus de second terme,’ c'est-d~dire, une trans-
formée dans laquelle le coefficient de s*~* séva-
nouisse.

§ 2.° Résolution algebrique ou trigonometrique des
Equalwm binomes et de quelques Fquatwm in-
nomes. Théoréemes de Moivre et de Cotes.

Considérons I'équation binome
(1) F+p=o0,
p désignant une quantité constante. On en tirers
r=—p,
ou, si Fon désigne phr p la valeur numérique dep,
=% p.
On aura donc & résoudre Téquation
. (@) z" =P
si —p est positif , et la suivante
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(3) r=—p,
s —p est négatif. On satisfait 4 la premiére en
prenant  °

@) z=(p)" =p ()"

et la seconde en prenant

5)  r=(—) = (=1)"

Quant aux diverses valeurs de chacune des deux

expressions ({1 ))l (—1).", elles sont toujours en
nombre égal & n [ voyez le chapitre VII, § 3], et
se déduisent des deux formules

((l))%zgos z". V—I sin, 3‘7

((—-l)%— (zk—l-l)w‘ + V (zb—t—u)‘r

)

dans lesquelles il suffit dattribuer successivement &
k toutes les valeurs entiéres qui ne surpassent pas
;. Lprsque n est un nombre pair, la premiére des

€quations (6).fournit deax valeurs réelles de ((1))",
savoir, + 1 et — 1, correspondantes Tune & A=o,
fautre & 4= 2. Dans la méme hypothése, toutes

les valeurs de (=) ™. sont imaginaires. Lorsque n

devient un nombre impair, l’expression—((l))z aune
seule valeur réelle +- 1 correspondante & k= o,
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1

et Pexpression (—1})" une seule valeur réelle —1
correspondante @ A=-~—_-. Par suite Téquation
(1) admet deux racines reclles, ou n'en admet au-
cune, lorsque n est un nombre pair, et la méme
€quation admet unc seule racine réelle dans le cas
contraire. De plus, on reconnait immédiatement a
Finspection des formules (6) que les racines imagi-
naires sont conjuguées deux & dehx ainsi qu'on
devuit §'y attendre. :
Considérous maintenant l’e;quation trinome

o (7) .i""h—p.z?"-v—#:O,

P9 déﬁgnant deux quantités constantes choisies
a volonté. Oa en tirers

X pri=—g, -

et par suite
e, P\ _ P
(8) (Frrt)y=L—q

Si "7;4 — ¢ ést positif, l"gquation qui précede entrai-
nera Pune des deux suivantes

B A C DI
sri=—y/(f-a);

®n sorte que 2" admettra deux valeurs réelles com-
prises dans ht formule
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9  =—Lxp(—y)
 Lorsque fe nombre r se réduit a 'unité, fa formule

(9) fournit immédiatement les deux racines réellcs
de [équation trinome du second degré

(10) . 2 +pr+qg=o.
Dans-le ¢as t':ontraire‘, en substituant: la formule
 dont il S'agit & Léquation (7), on n'a plus & résvudre ’
' que deux équations binomes semblables & cellcs
~ que nous avons traitées-ci-dessus.
| 'Supposons maintenant la quantité {— - q ‘néga-
tve. L/équation (8) entrainera I'une des deux sui-

vantes .
S t=y g -2) v,

. P r —
w2 =Y = D)
er sorte que z” admettra deux valeurs 1 nnagmaucs
comprises-dans Ta formule

(11) PRy A il/(q-—-—e—) ;/--

Sile nombre n se réduit a Punité, ces valeurs seront
les racines lmagmaxrcs de I'¢quation (lq) Mais, si
Ton supposc n> 1, il restera encore a déduire des
valeurs ‘connues de 2 les valeurs de . Dcslgnons
perp, dans cefte hypothese, le module de T'expres-
won imagimeire qui sert de second membre fa for-
mule (11). On aura évidemment
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(12) F= q;.
Faisons en outre, pour plus de commodité ,
Pl
V%)
(-%)

Lorsqnie p sera négatif, les deux valeurs de £* don-
nées par la formule (11) deviendront

(14  =p(es.lx y=an.(),
et l'on en conclura _

(1) . .r:zf%[cos.-’{-i‘/:ﬁnf -i—]((l)) .
Si au contraire p est positif, on trouvera

(16) z':—f(eoo {i/—;ﬁn.o,
et par suite

(1%) xsz[cos.-s-:.l:;/: un-l—z'-]«-—l))—

Dans le cas particulier ou 'on a

(13) {: Arc tang.

- P
4
g devient nul ; en sorte que les équations (1) et

17) prennent Ta forme des équatlons (4) et (5)

.—q:;o’

SiTon desrgne pour abréger, p* par r, on ti

rera des équations (12) et (13), en supposanth
quantité P négative,
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p_—zr"cos {, q=r"' .

" +px +q—-x"‘—zr".z' cos. <+r"‘

Dans la méme hypothése, la formule (1 §) donnera

:—r(cos —{—:i:;/-l sin. —-—) (cos -——:t;/:-—lsm ——)

.._.r(co E—zﬁiy |s|n S._:‘E'_:'A_,.)'

k représentant un nombre entier; et Fon en con-
clura que le trinome
Z*" — 27" 2" cos. é-# r:”

est décomposable en facteurs réels du second degre
de la forme

' — 272 cos.

{Fakx e

- :
Si Ton suppose au contraire la quantité p posmve,
le tnmme z*"+px”+q deviendra

- x? +2rx cos.C-l-r"'

et ses facteurs reels du second degré seront de la
forme '

¢EQhk+a)T
n

I* — 27X cos. -+t

Dans l'une et l'autre hypothése , on;pourm cons-

truire géométriquement les facteurs réels du second

degre par la méthode ci-dessus mdlquee [ voyez le

§ 1.7, toutes les fois que Yon attribuera.des va-

lcurs réclles a la variable #. Si I'on prend la valeur
TOM. 1. _ z
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nufnérique de cette variable pour base bommunc de
tous les triangles qui correspondent aux différens fac-
teurs, et que dans chaqueé triangle on fasse aboutir
constamment & une méme extrémité de cette basc
le coté connu,. représenté par r, on trouvera que
los sommets des divers triangles colncident avec les
points de division d'une circonférence décrite du
rayon r en parties égales. H en résulte que, si Zon
multiplie entre eux les carves des lignes menées de
la seconde extrémité de la base aux points dont il
" s'agit, le produit de ces carrés sera la valeur du

trinome

x"-o-px +q .t“:!:zr’.t"cos <+r"‘
Dans le cas particulier ou {'_ o, le prodmt des
lignes elles-mémes représente la valeur numerique
du binome .

"+ g,

laquelle se confond avec 1a racine carrée posrtne
du trinome

) "k 2r”x” + 1.
Des deux proposmons quon vient d'énoncer, la
premicre est le théoréme de Moivre, et la seconde
celui de Cotes.

§. 3.° Résolution ulgebnque ou irigonométrique des

Equalzons du tro:ueme et du quatrwme degre.

Considérons T équation générale du troisicme
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degré. On pourra toxijours, en faisant disparaitre le
second. terme de cette équation, la ramener a la

forme

. [ 3 *
(1) £ +prag=o,
Py désignant deux quo.ntltes constantes. Dajlleurs,
sifon pose ]

T=u-+v», ,
u, v étant deux nouvelles variables, on en conclura
F=urr) =+’ +3uv.z,

(2) . @ —jzuv.z—(@+r)=o0. "
Pour rendre Péquation (2) identi('lue avec la propo-
sée, il suffira d'assujettir les i mconnues © et v aux .

deux conditions.
3 3

(3) LW =9,
4 =Ty _
La résolution de léquation (1) se thouve minsi ré-
duiteé a la résolution stmultanée des equatmns (3)
et (4)
Chcrchons d’abord les valeurs de u’et de ¥, Si
fon fait
(S) u’zzl, v’:;z‘,
on aura, en vertu des équations (3) et (4) ,
3, + %, =—q, z.z,:—{%': .

et par suite, en nommant z use nouvelle variable ,

-

Z




356 COURS D'ANALYSE.
3

(z—5)(s—2)=13 +q/..——’:7. ‘

Il en résulte que z,, z, seront ies deux racines de
lequatlon . * :
. P __
(6) B +gs— - =o.
Ces deux racines étant comnucs , on déduira des
formules (5) trois valeurs de u et trois valeurs de v,
qui se correspondront deux a deux de maniére a
vérifier la formule (4). Sdit U Tune quelconque des
trois valeurs de u, et ¥ 'la valeur correspondante
de v, en sorte qu'on ait’
. OV =- —’;—- .

-

, . . . . .
Desxgnons en outre paf a l’expressmn lmaglnan‘e

27 -_ . 27
cos. ——3—-’- -1 sm. —:

w

les trois valeurs de I expression (1))’ seront respcc-

tivement s .

x — 27T
= cos. ZT “+y sm.—}—._-:—-

s __ 27T —_— 27T __ 3 z -,
@ _co¢.—3——}_/—l. sm.—T——-—z—— V=
et Ios trons va{eurs de u, evndemment compnses

.dans Ya formule generale (x )) U, devnendront.

U, aU, .a'U.
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On trouvera pour les valeurs correspondantes de »

.
V.
. a? )

v

V, =

ou, ce qui revient au méme, )
Vv, &V, aV...

Par conséquent, si fon nomme z,, z,, x, les trois
ricines de 1'équation (1), on aura .

.

: x,:U-f-V,
(7) ¢ z,=alU+a'V,
l z, = U+ aV.

1l est essentiel d'observer que, U, a U, 2* U étant
les trois valeurs de u=(3)", et V, a'¥V, aV

les valeurs correspondantes de v=— —2—, les
S , R
racines ., x,, Z,, déterminées par les équations

(7), seront respectivement égales aux trois valeurs
de « données par la formule
L

8 zr=(3)" ——L— K
® = -

Lorsque Péquation (6) a ses racines réelles, les for-
mules () fournissent un systéme de valeurs réelles de
uet de v qui se correspondent de maniére & vérifier
Téquation (4). Si fon prend ces mémes valeurs pour
Uet V-, on reconnaitra immédiatement que des
trois racines z,, x,, x, la premiére est nécessai-
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rcment réelle , et les deux autres réefles ou imagi
naires, suivant que la quantité

L 7

4 . &7
est nulle ou positive, c'est-a-dirve, suivamt que Féqua-
tion (6) a ses racines égales ou inégales. Dans fe
premier cas, on trouve
T, = ZU, .1',.:.2‘,.:—(]. '
- desque |e§ racines de I'équation (6) deviennent
ima’ginaires on peut les présenter sous la forme
z, *—f(ooc 843/ sin. 9) 2 —f(oos 9—;/—- sin. 9\
e module p étant determme par 'équation °
b4
p=—
. Comme on a, dans cette hypothese,

(s =p7 (oo $ vy sin, —) 5,

la formule (8) se trouvé réduite a

©® ==
IZICS: -w-)«w+0~*-f7 -)W.
De plns,A en prenam pour U lexpression inragizaire

on conclura des équations (7)
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T 0
T, = Zf"COl.T,

(30) { @ =2p> oo I2T,
z, = zf% cos. L2
\ 3.
Ces trois dernigres valgurs de & sont toutes réelles
et comcident avec celles que fournit la formule (9).
Dans-les calculs précédens, T'équation (6), dont
la solution entraine celle de Féquation (1), est ce
qwon appelle la réduite. Ses racines z,, 3, équiva-
lent nécessairement a certaines fonctions des racines
cherchées z,, z,, z,. Pour detcrnmer ces fonc-
tions, il suffira d'observer que UetV désignant
des valeurs pamculleres de u et », on | aura, en ¥ertu

Jcsfopmuks(;) e
oz, =U, 3 =V3

"On tire d'ailleurs des équations (7)1
. A !
3 U =2,4+az,+a’z, = ¢(.r Fax, 4+a*z,)
= a'(z,+azr,+a x‘),
;V._. T, +at, +atr, = a(z, +¢r +ae‘.r,)

= a’ (:,+¢:,+¢ x,)

Oa trouvera donc par suite .

173, =(zo+ar,+a z) = (2, +asx,+as,)}
= (z,4-az,+a*z)},
1)

[ 7 %a =(:°+¢I.—|—¢’ "‘1),=-(""‘|"i'a't.n"'d"rﬂ)‘l

= (3, 4 a2, 4 az,)’
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1l en résulte que z,, z, sont respectivement égales
[ un coeflicient numérique prés ] aux.deux seules
valeurs distinctes que presente fe cube de la fone-
tion lmealre :

.
T, +arxr, +a‘x,,

lorsque dans cette fonction on échange entre elles
les racines. x,, z,, x, de toutes les maniéres pos-
sibles. Le coefficient numérique cst évidemment 5
ou le cube de Ia fraction ;.

Considérons mamtenant léquation générale du
quatrmme degré. On pourra, en faisant disparsitre
le second terme, la ramener a la forme

(12) t+pr+gr+r=o,
P q,r désignant des qua.ntltes constantes Sl fon
pose en outre

T=u+v+w,

u, v, w étant trois nouvelles varlables on en con-
clura
T =ut+ v+ + 2 (uv+uw +vw),

et par suite

[z —(w*+v" )] _4(u‘v +utwtvtw )+8uw..!,
ou, ce qul revient au meme,

| S z*t — 2(w o +w )z —8uvw.x

(r3)

- l -+ (ul+vx+ w‘)‘—-'l_i(u’v'_‘_ !‘!w.l_"'_v:wx) =0.
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Pour:rendre cette derniére équation identique avec
la proposée, il suffira.d'assujettir les inconnues u,
v, w aux conditions .
S 4{u +v:+w)e=—2p,

(14)/ Buvw =-~g,
( 16 (v +u'w’ +v'w') = p*— 41,
. .
La résolution de _l’équation (12) se trouve ainsi ré
duite 4 la résolution simultanée des équations (14).

Cherchons d'abord les valeurs de 4u*, 4v*, 4w*.
Si Fon fait )

)

(lS) 41":‘3:: 4'”’ =Az,\1 47”’—:3;:
on aura, en vertu des- formules (14), .
542,42, =—2p, 2,3,+5,5+53, = p'—4r,
5,3,5,=¢": h
et par suite, en nommant z une nouvelle variable,
(z—z,) (3—3,) (z.-.—z,) = z’+ipz‘+(p‘—4r)1'—q.‘.
Il en' résulte que z,, z,, 3, seront les trois racines
de FPéquation . ' :
(16)' Z+2ps+(pt—4r)z—¢ =0,
et, puisque ces trois racines doivent vérifier la for-
mule z, 3, 3,=¢*, on peut assurer que I'une d'elles
sera positive les deux autres étant toutes deux a-

 fafois posxtnes ou negatlves, ou lmagmanres Lors-
qu on aura déterminé ces mémes racines, fes deux
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premiéves des dquations (1) fourniront pour cha-

cune des variables u et v dewx veleurs égales au

signe pres Soient -
u=‘:b.U, v==+V

fes valeurs réefles ou imaginaires dont il s'a;git, et
W une quantité réelie ou une expressxon lmagmalre

déterminée pax léquation. . _
SUV W= -9
Si dans la seconde’des formules (1 4) on suppose .
u=+U ,. v=-"V,
ou bien . t ‘ |
. Tu==U, v -V ,
on en tirera | i )
w=‘r|- w.
Si I'on 'y fait qu contraire
u=+ U, v =—F ,
ou bien L .
| u==U, v=+V,
on trouvera .
. w=—=W.
De cette maniére on obtiendra pbgr les vasiables v,

v, w quatre systémes de valeurs propres-a verifier
{es équations (14); et si Fon représente par z,, 7.:



1" ‘PARTIE. CRAP. X. 363

x,, x, les quatre valeurs conespondantes de Pin-
connuc

T=uwv+uw, .
on aura '
« = U+V+W,
y==U—=V+ W,
(17) ¢ _—
' [z, =—U+V W

8§ B &§ §

1l est aisé de reconnaitre que ces qmitré valeurs de
z seront.toutes réelles, si Péquation (i6) a ses trois
racines positives, et toutes imaginairés, si léquation
(16) a deux racines négatives inégales tandis que
deux valeurs seront réelles, et deux i rmagma.lres si
l’equatlon (l6) a deux racines neg,atlves égales,-ou
deux racines lmagman'es :
Par la méthode qu'on vient d’exposer la résolu-
tion de 'équation (12) se trouve ramenée a celle de
Téquation (1 6)..Cette derniére, qu on nomme la ré-
duite, a nécessairement pour racines certaines fonc-
tions des racimes de fa proposée. Si Fon veut déter-
miner ces fonctlons c'est-a-dire , exprimer 3,,z,, 3,
par le moyen de ', z,, z,, z,, il suffira dobser-.
verque, U, V, W étant des valeure particuliéres
~dew,v, w, on a, en vertu des formules (15},

z, =4U", z, = ‘V‘., 3, = 4 W
On yire d'aillears des équations (17)
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-

4 U=z, —x, +z, -z,

4V =z,—x, +r, —x,,

4 W=z, —z, + =, -,
On trouvera en conséquence

§z=(z~zx +z T 3)".—_(‘” —Z+Z—1)

(18)( 4-2,= (x,—, +x—r ) =(r,—z+1,—1),

4 3 =(r,—x,+2,—x)'=(r,—x+2—2).
Il en résulte que z,, z,, 3, sont [abstraction faite

. , . 1 T\?* o
du coeflicient numerique i (T) ] respectnement
égales amx trois seules valeurs distinctes que pré-
sente le carré de la fonction linéaire
L, =T, + T, — T, ‘ .

lorsque dans cctte fonction on échange entre elles
les racines .t., y T,y Z,, x, de toutes les maniéres

possxbles Cette méme fonctlon lmean'e pouvant

s'écrire ainsi qu'il suit, ce
r, -o-(—l).:rx + (1) x,+ (—1)’.2:

n'est évidemment qu'un cas particulier de la formule

générale ] ' . .

r, +azx, +~a'z, +a’r,,

lorsqu'on désigne par o une des valeurs de Fexpres-

son (1)
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CHAPITRE XI.

Décomposition des Fractions rationnelles. '

§. 1. Décomposition d’une Fraction rationnelle en
deux autres Fractions de méme espéce.

PRENONS pour f(z) et F (z) deux fonctions exf-
tieres de la variable .

S (=)
F (x)

sera ce qu'on appelle une fraction rationnelle. Si
Ton désigne par m le degré de soh denommateur
F(z), Téquation ,
(l) . F(z)=o0
admettrd m racines réelles ou imaginaires , égales

ou inégales;- et si, en les supposant d'abord toutes
inégales, on les représente par

Loy Lyy Lyy vunn Tpis

les facteurs. lmeanes du polynome F (.z') seront res-
pectivement

XLy X=X,y E—T,, +v. T—Lp_,.

Cela posé, faisons,

@) FE@)=E—2)o(),
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f(= ) —
(3) ¢(xi) A

@(z,) n'étant pas nul, la constante A restera ﬁnle,
et la différence

S£) g f)—den)
CS N )

sévanouira pour x=x,. Par suite il en sera de
méme du polynome o+

Sf(2) =49 (2),

et ce polynome sera. divisible a.lgebnquement par

xr—x,; en sorte qu 'on aure.
Sfla)—A9(x)=(s— ().
@) f@)=A49(@)+(x—z)x(),

X () désignant une nouvelle fenction entiére de I
vanable x. SiTon divise par F(x) les deux membres

J—|

de cette derniércquation, en ayant egard i fa for-

mule (2), on en condura

f@® - A X (=)
(S) F(z) = z—a, + ¢(:)

Donc si l'an partage le polynome F(z) ea deus

facteurs dont 'un soit linéaire, on pourra décem-
S(=z)
F(s)
qui aient pour dénominateurs respectifs les deux
fucteurs dont il s'agit, et dont la plus simple ait un
numérateyr constant. ’

poser la fraction rationnelle- en deux autres
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Concevens maintenant: que Ton pertage la fonc-.
tion F(.r) en deux facteurs dont le premier, au lieu
détre linéaire , corresponide a plusieurs racines de

[équation F(r) = o. Prenous, par exemple, pour
<e premier facteur le factewr du second degné

. (.z'—r)(z"—-x,);

¢t posons en consequence .
©)  F@=(@—a)@=2) <o)

La fraction £=) conservera une valeur finie, non-
FIGH

seulement pour z=uz,, mais encore pour r=ux, ;
et, si Fon désigne par % un polynome du premier
degré qui, -dans 'une ef iautre hypotheése, devienne
égda L5  on trouvera [chapxtu IV, §. 1],

.o
_ f@) ==s Sf) x—=z,
(7) U= P (zo) " xo—r, - ®(r,) ‘r,—z,°

Le polynome u étant determme comme on vient
de le dire, équation

FACIR
?(x)
f@)—ug@=o

comptera parmi ses racines z, et z, ; ‘et par suite

le polyname
S (-r) - v¢(¢) .
t%ra divisible pax le -produ;t -
(£=x.)(z—z,).
On aura donc 4

—u*=0, - !

ou
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. S@)—ug() =(r—2.) (£—=2) x(2),
8) Sfl)=ug(r)+{r—r)(z—2) x(2),

x (.r) désignant une nouvelle fonction entiére de o
. variable 2. Si T'on divise la derniére équation par
F(r), en ayant égard &la formule (6), on en conclura

G v x®
(9) *F (‘t) ('t_'to)(‘r-'tl) +,. ¢(‘r) ‘

On prouverait de méme qu il suﬁit'de poser

(16) F(2) = (r—x)(x—x,)(r—2,) CP(I) '

et

s — L) demw) x| Sl=) (o) o)

(4 \‘ro) (‘to—"!) (‘to—‘z ) ¢(‘t1) ' (‘rl—“o)(‘l-‘l)

(1 1) ° .
l + f('tx) (‘t—:o) (1‘—1',) . *
?(‘x) ‘ ('tx—‘?o’('tx-‘tl) !

* pour obtenir une équation de la forme

S(= u . X (=)

(12) £ (f; (x—x) (2—ry) (7—2,) - IO
&c...... Ainsi generalement lorsque Péquation
Rx)=o0 n’a pas de racines égales, si I'on partage le
polynome F(z) en deux facteurs dont le premier. soit
le produit de plusieurs facteurs linéaires, la fraction
S(x)
F(z)

fractions de méme, espéce qui recevx‘ont pour déno-
_minateurs respectifs les deux facteurs ci-dessus men-

tionnés, et dont ja premlere aura un numerateur

d’'un degré moins élevé que son dénominateur.

rationnelle sera décomposable en deux autres



L™ PARTIE. CHAP. XI. 369

Je passe au cas ou 'on suppose que T'équation-

F(z)=o0 a des racines égales. Soient, dans cette
seconde hypothése, ..

. © a, b, c, .....

les diverses'racines de cette méme équation, et ‘dési-
gnons_par m' le nombre des racines égales a a, par
m' le nombre des racines égales a &, par m" le
nombre des racines égales a c, &c. ... La fonction
F(z) sera équivalente au produit

" (a—a) (=) (z—e) ...,

ou i ce produit multiplié par un coeflicient cons-
tant, et 'on aura

m +~m'+m" +&c.... =m. .

Cela posé, faisons - \

(13) |  Fl@)=(z— a)""<P(w);
et

() L =4

®(a) n'étant pas nul, la constante 4 restelf finie,
et la différence

RO
. ? (=) 4.
$évanouira pour z=a. On en conclura que le po- -
lynome .

_f(x)—A o(z)

TOM. 1. o Aa
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est divisible par x—a, et Ton aura par'sum

(1) f@)=A9@)+(z—q x(@)
x () désigndnt une nouvelle fonction entiére de la
\anable r. Enfmn, si Ton divise par F(z) les dcux

membres de Féquation (i 5) en ayant coard ala for-
mule (1 3) on trouvera

S=) 4 _x(=)
(16) Fx) — = =@

On demontreralt en raisonnant de la méme ma-
niére, qu'il suffit de poser

(17)  F@)=(z—a)" (+—8)" 9 (),

et

. __ f(a) z—b f(t-) z—e
(18) U="5@) ‘o=t T o) "T=e

pour obtenir une équation de la forme

S@ _ v  x@
(19) @ = e T e,
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§.2.° Décompesition d’une Fraction rationnelle , dont
le dénominateur est le produit de plusieurs facteurs
linéaires inegaux, en fractions simples qui dient
pour dénominateurs respectifs ces mémes facteurs
linéaires, et des numerateurs constans.

Soit

Ta fraction rationnelle que on consxdere, m le aegre
de la fonction F(z), et
Loy Ty Ty weeee. T

Y m—-3

les racines de Téquation
(1) F(z) =

supposées megale! On aura, en desngnant par 4 un
coefficient constant ,

(2)_ F (.r) = I‘r (x—-.z',) (x—.z“,) A (x—xm_.) ;
et, en vertu des principes établis dans le paragraphe
qfli précéde, la fraction rationnelle f el pourra

étre décomposée en deux autres dont la Ppremiére
sera de la forme
A, -

r—z, '’

4, représeniant- une copstante , tandis qtfe la se-
conde aura pour dénominateur

FO o) (2 2,) o (=)

»

Aa
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En décomposant cette seconde fraction rationuclle
par la méme méthode, on obtiendra

1.° une nouvelle fraction simple de fa forme

A,
—_—

£—z, °

"2.° une fraction qui aura pour dénominateur

k(z—2z) ..... (x—r

m=1)°

En c#ntinuant ainsi, on fera disparaitre successive-
ment du polynome

F(r=#k (.r-—.r;) (z—x)) ... (x—=z,..)

tous les facteurs linéaires qu'il renferme ; en sorte
qu'on réduira définitivement ce polynome a h
constante’ 4. Donc , lorsque, par une suite de
décompositions partielles semblables a celles que

nous venons dindiquer, on aura extrait de la fiac-

) () ) ) )
tion {I une suite de fractions simples de lu
x) 7

forme
' A“ Av Az A»—x

- y - ’ y e )
T—x, r—r, r—x, r—z, .

le .reste ne pourr:i étre qu'une fraction rationnclle
a déncminmateur constant, cest-a-dire , unc fonction
enticre de la variable z. En désignant par R cette
fonction entiére, on trouvera -

L gy Ao AL A
t (x) T—Zx, r—x, —z,
(3) : i

.
=T pye
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Il reste maintenant & savoir quelles sont les valeurs
des constantes

Ao’ Al’ A

Ces valeurs se dedunralent sans difficulté de Ia mé-
thode de décomposition indiquée dans l¢, premier
paragraphe. Mais on parvient plus directement &
leur déterminagion & l'aide des considérations sui-
vantes. :

Si 'on multiplie par F (.r) les deux membres de
léquation. (3) ‘n en tirera

f(.l:) = RF(x)+A° -Eﬂ-l-A, F)_

(4) r—2z, r—x,
R
\

Si dans les- deux membres de cette dermere for-
mule on fait .

r=x,+2,

fa somme

RF(L‘)*A F(.t) + A F(.r)+ + 4 F (z)

o § b
P r— T, » IT—Z, .,

qui est évidlemment.un polynome en z divisible par
£—z,, prendra la forme

. zZ,

Z désignant une fonction entiére de 3; et f'on aura
par suite

(5) f(x,-c—z):_A,-’iE;—'".-i)-—a— VA
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Supposons maintenant que la substitution de z+:
au lieu de = dans la fonction F () donne générs-
lement

(6) F(z+z)= F(z)+zF,(z)+3" F (2)+&e..
On en déduira

F(r-t-..)_zF(x)—t-a F, (x)-t—&c .

et lcquatlon (5) deviendra ¢

S(r+2)= F (x)+zF, (r,)+&e. ]+..Z
A[F (z,) .

Lorsqu'on fait dans cette dermere o, clle seré-
duit &

) f(.z',,) = A, F, (.r.,.);

et 'on en conclut -

.o — f(‘to)
(7) A.= 555
On trouverait par un calcul entiérement semblable
. S=). .
A, = Fi(z,)
, — JS(=)
(8) ‘ A. T O F(s)
&e.. .- o
: —_— f(’m--l)
i

Les valeurs qu'on vient d'obtenir pour

Ao? :Al, A.’,‘.‘. A

m=-z
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sont évidemment indépendantes du mode employé

pour la décomposition de la fraction rationnelle

f(r)
F@ b

decomposee que d'une seule maniére en fractions
simples qui ‘aient pour dénominateurs les facteurs
linéaires du polynome F(x) avec des numérateurs
comstans. :

; Tou il résulte que cette fraction ne peut étre

Il est aisé de voir comment I’équaﬁon (7) et la
formule (3) du paragraphe précédent saccordent
entre elles. En effet, F,(.z,) est ce que devient le
polynome

F,.(r)+ zF, (z,)+ &c = Flots) __Fl2)

z = r—x,

’

lorsqu'on y fait z=o0, ou z=u=x,; et par sulte si
fon pose )
(9) oF(z) = (x—a' ) <P(x)
on aura F,(z,)= (. )
S (%)
(10) 4, = (x)
Pour montrer une application des formules ci-
dessus établies, suppoesons qu'il sagisse de décom-
poser en fractions simples la fraction rationnelle

z* ' e
»

z'l’l'_l.

# désignant un nombre entier inféricur a m. On
aura dans ce cas particulier

fl@e)=a", F@)=a"—1, k=1;
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et, si I'on représente par 4 un nombre entier qui
ne surpasse pas ':— les diverses racines  de léqua-

tion F(r)=o, toutes inégales entre elles, seront
_comprises dans la formule .

=+ }/-l sin. T

‘Soit a I'une de ces racines; et cherchons le mfmé-
rateur A de la fraction simple qui a pour déneni-
natcur £ — a&. Ce numérateur sera

_ JSla) _ _a"
A= F(a) — Fy(a) ’

la valeur de F (a) étant determmee par lequatlon
F(a) -|-zF (@) +&e..

= F(a+z)=(a+z)"—1=a " -ma™ &,

et par conséquent egale & ma™"".*On trouvera par
smte '

-

a”" 1 an-un—n.

A= —'m =
. Comme on a dallleurs .

(cos ____zlnr __.]/—l sin. Ll )“”-l

2h(n4+1)m — . 2h(na-1)7
—_— 4T _
W TV s ——

= co8.

]

on conclura de ce qui précéde, en faisant, pour

‘abréger, . '
(11) LnrnT g



[

I—1

. c;u.49 —~+ /=1 sin. 40 + c0s. 4§ — /= sin. 40 >

+ &e..... ' T
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z"

&=
co0s. 20 +- /7 sin. 20 — cos. 20 — y/ = sin. 20 )

2T . 27T 27T . AT
Z-—CO08. ——;/_. sin. — Z—C08. — -/ —, sin. —
) m m m . m

47 4T 7

. . 47
Z—€05.— —y/—; sin. — Z—C08, — —1 810, —
™ T m = m

On trouverait, en raisonnant de la méme maniére,

(13)

’

\

-+

™ .
cos.9+‘/:.—.sin..0 + cos.f — /—sin.}§

T . T . 7
z—c0s. — —y/ sin. —  x—c08.— +/; sin. —
m m m m

cos. 30+ /=7 sin. 30 cos. 3§ — /=1 sin. 30
37T -+

3T e 3T .37
ZX=CO08, — =y ) SID. — X=CO0S, — -y $ID, —
- o V- o 0S. - +Y - o

1l est essentiel d'observer que fa derniére des frac-
.tions simples compfises dans le second membre de
I équation (12)ou (.1 3) sera, pour des valeurs paires
de m, s'il s'agit de Iéquation (12), et pour des va-
leurs impaires de m, sil s'agit de 'équation (13),

cos.m _ cos.(n ) (=)™
EE 241 - T+
Ainsi, par exemple, on aura -

G
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(ls) ‘.i"z";(:’_' _‘_‘-lh)’.’

.

(16) =
* T . T k. —_. 7
cos. —+y/ =3 sin. — cos. ——y/ 7 sin. =
3 . 3 4+ 3 3
' x K T . T
—_— X—C08. ——/—; 8in. — x—cos. —+ /=y sin. -
3 3 . 3 . 3

|
T
* &e.....

On peut remarquer encore que, si dans le second
membre de ['équation (12)ou (13) on réunit par
Taddition deux fractions simples correspondantes i
deux facteurs linéaires conjugués du binome £"+1,
la somme scra une nouvelle fraction qui aura pow
dénominateur un facteur ré¢l du second degré, et
pour numérateur une fonction réelle ct lincaire de
la variable . On trouvera, par exemple, en pre-
matw=o, m=3,

. L
2r €08, —— 2
v ' 3 ) T

—;——*:—-— v —— .
(1 ) o } &2z CO8. & 1 =
AN T3 /

' ] 2 —g * ot

3 ( P —x+41 +:+|)'
H est facnle de généraliser cette remarque ainsi qul‘
suit. .

Supposons que , les fonctions entiéres fle)
F(x) étant réclles, on désigne par
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@-I-C]/‘—'—l., @—C}/-: ‘
deux racines imaginaires conjuguées de Féquation

(1); et prenons pour 4 et B deux quantités réclles
propres & vérifier la formule’

(18) fgiﬂ:l_A BVS

F (x) représentant toujours le coefficient de = dans
le developpement de F (£ -o-z) On aura nécessai-
rement :

Sla—EvS) _
.(a——'c sy =4 +B

et, par suite, si fon décompose la fraction ration-

-nelle f((x)) ) les deux fmctions-simples. correspon-

dantes aux facteurs linéaires conjugués '
r—a—Cy=, s—atrCyS

seront Arespet.:tivement

= A—By= A+By=
(‘9) z—t—Cy—1' r—a+4+Cy=

En ajoutant -ces deux fractlons on obtiendra fa
suivante :

' 2A(z—a)+2B¢
{20) (z—ay +C

Cette derniére , qui a pour numérateur une fonc-
tion réelle eglinéaire de la variable z, et pour dé-
nominateur un facteur réel du second degré du

polynome I(ir), ne diflére pas de 1a fraction
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u
(x=ax,) (x—1x,)

que renferme fa formule‘(g) du premier paragrapbe,
dans le cas ou I'on suppose

z,=a+Cy=, z, =a—Cy/=u.

§. 3.° Décomposition d’une Fraction rationnelle donnée
en d’autres plus simples qui aient pour denomina-
teurs respectifs les facteurs linéaires du dénomina-
teur. de la premitre,, ou des puissances de ces mémes

) [acteurs , et pour ' numerateurs des.constantes.

Soient
f (x)
C))
la fraction ratlonnelle que Pon considére, m le

degré du polynome F(x), et .

a, b, ¢, .....
les diverses racines de I'équation
(1) F(z)=o.
On aura, en désignant par 4 un coefficient constant,

ct par m’, m", m", &c.... plusieurs nombres entiers
dont la somme sera égale a m,

(2) F(x)= l:(.z:—a)"" (z—b)™ (.t——c""“'

~‘Cela posé, si 'on fait usage de la mctllode exposée
dans le premier paragraphe, Fon décomposera I
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fraction rationnellg ': (=)
. (£)
premiére sera de'la forme

en deux autres dont la

A
.
ey

. (x—a) .

tandis_que la seconde aura pour dénominateur

£ = kr—ay™ =ty (e—)" ...

z—a

A

En décomposant cette seconde fraction rationnelle.
par la méme méthode, on obtiendra,.s.° une non-
vefle fractin simple

4,
—(;:-‘5;7..—.',

dans laquelle A, representera une constante, 2.°une
fraction | qui aura pour denommateur C

k (.z'—-a)”'"’ (z— )”' ()" .

En continyant ainsi, on fera disparaitre successi-
vement du polynome F(.r) les différens facteurs

livéaires dont se compose la puissance (x—-a)

S (=)

t lorsqu on aufa extrait de “=— “For

une suite de
fractions simples de [a forme

1 ’ . A Am’l
A A 2 &c... —==—

le reste scra une nouvelle fraction rationnelle dont
le dénominateur se trouvera réduit a

c kE@=b (@=L
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Si de ce reste on ‘extrait une seconde sujte de frac-'
tlons simples de la forme -

B B By . B,
G e e e

on obtiendra un second-reste dont le dénonfinateur |
sera . -

| k(z—c)"".....

Enfin, si I'on prolonge.ces opérations jusqu'a ce que
le polynome F(x) sc trouvé réduit 4 la constante &,
le demer dé tous les restes sera une fraction ra-
tionnclle a dénominatcur constant,. c'est-a-dire, une
fonction entiére de la variable . Appelons R cette
fouction entiére. On aura définitivement pour la

valeur de -——)— décomposée en fractions.sim les
P p
L@ _ A A
o =R +oz )4.-.-,- + = e
- - B " B .B,,-_.
(3) Py S ey R =
b * Cc . . ' C C,/-_.
(‘_c),-.m— -+ (.r-—c)""'_‘ -0- eoe +—_9—¢
' + &c..... *

* A, A4,....4,,;B,B,,....B,._;
C, C.y ... Coos &ec.. ..
desxgnant des constantes que Ton peut facllement

déduire des-principes exposés dans le premier pare-

graphe, ou calculer dlrectement a Taide des cons-
dérations suivantes. .

e mmm
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Faisons, pour plus de commodité ,

. * B B' ’ Bm"—-"
R+ (H?;?-O- (H)’T#-'-....-—F-;—_T

@+ —5 l +—C i -+ o Gmee
(4) ) (z—c)™" (g—c)™" " Y z—c .

«+ &e..... .
Q

=8 =) ...

Q sera une nouvelle fonction entiére de Ia variable
z, et Téquation (3) deviendra

f&) _ 4 A, A,
F@) — @ ity R +
+ _ @

(.z;—l:)'"" (x—c)"" ...

. .
Si Ton multiplie les deux membres de cette derniére -
par '

F(x)=%k(z— 21)”" (x=b)" (x—c)™".......
on en coneclura

‘F(.r)

f@)= [;4+A,(3—a)+...+A,,,:__,(.r—-a)""" “x G
(5) ’ . e
+ kQ(zx—a)"’;
et par suite, en faisant
z=a~z,

on trouvera- : e

: f(“-'-‘) =[A+Alz+.-.p+Am’-x 8'"-.])1 F(:’:‘Z)

(6)

. + Zz™,
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Z désignantla valeur du polynome £ Q exprimée en
fonction de z. Supposons maintenant que la subs-
titution de -+, au licu de 2, dans les fonctlons
S et F \.I‘) donne g(,nmalement

f(“""") “.f("').‘" sf, (-t)+~‘j: (z)+&e...
()] Flor =Pl F. (e B (e
+ 3" F (r)+z"" F,,, (r)+&e.

On aura, en prenant r=a-+z , et obsv.nant que

le développement de la fonction
F(z) = F(a +'3)

doit étre divisible par (.c —a)"' =3z",

( ); S (a+z) =¥ (a)+ 5 f, (a) +2* £, (a) + &e.. ...
F(“""’) = [ ’(d)-'"z Fm’-rl(a) +33.Fm'¢z(a)"'&c" ']3.,'

(9) Fla)=o, F.(a);——o, .. F,_ (a)=o0.
Cela posé, la formule (6) se trouvera réduite &

S@ A2 f,@) 42 f, (@)t 86 eeeraernnnnann. =

(WA 3 +A, 3 4 ) [ Fok @z P, (0437 Fope (@55-]
+3"Z;

(10)

et f'on en tirera, en égalént dans les deux membres
les coefficiens des puissances semblables de z,

€ 1)‘ f(@)e= AT (@) ,uf,(a) = A, Fpri(@) 4+ A Fou,, @
l Si(@)=A, Fm’(a) + 4, F’".I*'I ((l)+ AFm’o-a {a) ' &

- Oun trouvera par-un calcul entierement semblable



L™ PARTIE. CHAP. XI. 385"
S (8) = BEd8), f,8)= B FudB)+-BF i (8) £,(8) = ..
12){ S (©) =CFourle), fy(F=C.F sl )+-CFopr, (0, S1(6) =80
&c..... ’ -

Ces diverses équations suffiront pour fixer comple-
tement les valeurs des constantes 4, A;, 4,,:.
B,B,,B,...CC,C, ...&g:....-..-Elles
donneront , pa.r exemple , :

— L@ 4 S = AP (a)
(13) Fm’(‘) ? n’(a) i
—_ .fz(a) A F-r’-n(a) AF, ’d-a(a) &c

T o m’(a)
A A4

Les constantes ainsi determmees étant evlde;nment
indépendantes du mode employé pour la décompo-

sition de la fraction rationnelle -s%—)- , il en résulte

que cette fraction est décomposable d'une maniére
seulement en fractions simples de la forme de celles .
que renferme le second membre de T'équation (3).

1l est aisé de voir que la premiére des équations
(13) S'accorde avec la- formule (14) du premier
paragraphe. En effet, la quantité F,(a) est ce que
tevient le polynome

F,,(a)+zF_,,,,(a)+z F, ,+,(a)+&c
— F(a4-3) __ F(x)

=

lorsqnon fait z=0 ou z=a; et par suite, si
Ton pose ‘ : b
TOM. 1. Bb
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(14) F(z) = (z—a)™ ¢(z),
onaura F_(a)=@(a),

| (rs) A=-?;+:;—.

Dans le cas oil, les fonctions f(z) et F(z) étant
réelles Tune et Tautre, Téquation F(x)=o admet
m' racines égales & a+GC /=1, la méme équation
admet encore m' racines égales conjuguées aux
premiéres, et par conséquent représentées par

¢w—-C)/—l
Dans cette hypothése, si, aprés la décomposition de
la fraction rationnelle

J(=)
l(:)'

on réunit deux & deux fes fractions simples qui ont

- pour dénominateurs :
(g—a—Cy=)" et (z—a+Cy=i)™,
(.z'—-w—z}/-_v_-)”‘"' et (:~a.+€,/-—-)"-' ,
&e....,

enfin _

z—a—Cy= et z—a+Cy=r,

. les différentes sommes obtenues seront des frac-

tions réelles et rationnelles qui auront pour déuv
minateurs respectifs
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[(z—a)+C],
[(z—a)+C ],
&e.....

(z—a)+ C'

et dont le systéme pourra ‘étre remplacé par une
suite dautres fractions qui, avec les mémes déno-
mmateurs, auraient pour numérateurs des fonctions
réelles et linéaires de la variable x. Au reste, il est
facile de calculer directement cette nouvelle suite de
fractions, en tommencant par celles qui correspon-
. dent aux plus hautes puissances de (z—a)*+C*.
Cherchons , par exemple, ceHe qui a pour dénomi-
nateur

[(.r—d.)'-—l—C']"" = (z;w—CV’-Tn)'; ' (x—¢+CV-;-)"

Diapreés les principes établis. dans le premwr para-
graphe, elle sera

(16 :

[(=— a)‘+C‘]

pourvu que Ton fasse

(—‘21-'_:—)(.1:—«.+C;/-_1)
(17) u= f(¢—C;/—n) (x_d__c,,—)
et
(1) Q)= U

[(z—a)y+€ ™"

Ajoutons que, si dans Ia formule précédente on
Bb”
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pose successivement
r=a+lySi+z, r=a=~6y=i+3z,,

on en conclura, eu égard a la seconde des équa-

tions (8), . ‘

P(a+Cy=i+2)

_ Fu(e—=Cy/T)+3F, (a+Cy=i) +&e....

- (6= +3)™ !
P(e—Cy=i+z)

_ Fu(a4CyS)+aFp,, (a—Cy/=) k...
- (—aCy=i+3)™ !

et par suite,
P(a+Cy=)= Fro(a +Cy=) |
O D
(e +6y/=3)

Pa—Cym) = (1) =G
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=2 == ]
CHAPITRE XII.

‘Des Séries récurrentes.

§. 1.” Considerations geénerales sur les Series
récurrentes. ‘

UNE série

(1) e, ax a2, .....a,2"° &c....,

ordonnée suivant les puissances ascendantes et en-

tieres de la variable z, est appelée récurrente, lors-
que dans cette ségie, considérée & partir dun terme
donné, le coefficient fune puissance quelconque de
1a variahle s’exprime en fonction linéaire des coef-
ficiens des puissances inférieures prxs en nombre
fixe; en sorte qu'il suffise de recourir aux valeurs
de ces derniers coefliciens pour en déduire celui que
fon cherche. Ainsi, par exemple, la série

(2) 1,22, 32 .....(n-_u-r).r,&c....
est récurrente , attendu que, si lon fait '

a,=n-+1,

‘on aura constamment pour des valeurs de n supé-

rieures a I'unité

G3) a,=2a,,—a,.,
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En général, la série (1) séra récurrente , si, pour
toutes les valéurs de n supérieures & une certame
limite, les coefliciens .

aut an—” au-s’ e au—-

de plué.ieurs puissances consécutives de » se trou-
vent liés entre eux par une équation du premier
degré. Soit '

(4 ke, .+la,..+..+pa,_ +ga,=o0

I'équation dont il sagit, &, I, ... p, g désignant
des constantes déterminées. La suite de ces cons-
tantes formera ce qu'on appelle léchelle de relation
de la série, échelle dont les constantes elles-mémes
seront les différens termes.
Dans a série (1), supposée réclirrente, la variable
x et les coefficiens a,, a,, a,, .... a, peuvent étre
ou des quantités réelles, ou des expressions imagi-
naircs. Cela posé, représentons par p, le module
de l'expression a,, et par conséquent la valeur nu-
mérique de cette expredsion, lorsqu'elle est réelle.
On conclura immédiatement des principes établis
" dans les VL.° et IX.¢ chapitres que la série (1) sera
tantét convergente, tantft divergente, suivant que
le module ou Ia valeur numérique de x sera infé-
rieur ou supérieur a la plus petite des limites vers
lesquelles converge, tandis que » croit indéfiniment,

Pexpression (p,) *.
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S. 2. Developpqnent des Fractzom rqhonnelles en

Senec rccurrmtes.

Toutes les fois qu'une fractxon rationnelle peut se
développer en série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entiéres de la variable,
cette série est en méme temps récurrente, ainsi qu'on
va le faite voir.

Considérons d'abord la fmtlon rationnelle ‘

A .
(1) CETN

dans laquelle a, A désignent deux consQntes réelles
ou imaginaires, et ,m un nombre entier. Elle pourra
se mettre sous la forme

s A
et sera développable , aussi bien que l’expreseion"

(=27 o

en série convergente ordonnée suivant les pujs-
sances ascendantes et entiéres de la variable z, si

la valeur numérique du rapport = supposé réel,

oule module du méme rapport supposé imaginaire,
est une quantité comprise entre les limites o et 1.

Cette condition sera remphe si le module de la
variable z, module qui se réduit a la valeur numé-
nque de la méme variable quand celle-ci devient
imaginaire , est inférieur au module de la constante
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a; et lon aura, dans cette hypothése',

® s
(2) (l_%)-'=]+.::..;+:(ﬂ.:_-+&c....

L= 1a3e(m—1)  234....m 2 !if(.-i—l)t_'
1.2.3.0(m—1) 133, (m—1) @ 1.3.3...(m—1) &*

+&.
On trouvera par suite

(3) ;f:f.=(-')' (%.—-»%% +"—(",'§2 .4;;...&;...);

et, si Ton fait pour abréger

(—yA=a, (-1 2 A=,

(—’l)" n(.-b-l) A

1.2 “MO

@)

=a,, &c....,
on obtiendra Téquation
(;) ( =a.+a,r+e, z'+ ... a2+ &e..

Concevons maintenant quel on multiplie les deux
membres de léquation précédente par (a—xz)": oo
en tirera

©® ram
( - -’l:-a""f' z+ 2(?—:2 a"“":‘+...:I::"')(a.+a.,x-|-¢‘:’-|;&:.)
=a" (8, 4+ 6, 2 +a,s*4,..4+a, ™ +a,, " +k. ]
- —':—a"“" (Gox4a,2' 4. ..+ @p_, 2"+ a, ™' +k..)

1(?—:—'—2 ™A (g X . Gy, T B, S )

—&Cervivrnaassl

:t(‘. :!l+ a, ‘ll¢t +&c_:.)'
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ou, ce qui revient au méme, !

(7) (—-)"A=a"-,+(a~ a—2 o ..;),

-+ (c'a,—'-?— a™! a,+’.('—m-;') a"'"a,)x’-l— cererees

<+ (a™a, — —T a™'a, ., + m(m—1) a"'"a._‘—...ia._,,) s*

1.2
-+ &

Cette derniére formule devant subsister toutes les
fois que le module de la variable = est inférieur au
module de a constante a, par conséquent, toutes
les fois que T'on attribue &  une valeur réelle peu
différente de zéro, on en conclura, par des raison-
nemens semblables & ceux que nous avons employés
pour démontrer le 6. théoréme du VL.¢ chapitre

(5§41 | |

(=1)"A4A =ad"a,, ‘mau'—'_’:"d.-.“o= o,

®)

‘ﬂa‘__’l:_a'ﬂ—lax_._.m—(:!:"—)..m’“.=o, &c.... y

et généralement

. (9) ‘-cl—'—T. ! Qyy +$2 am-’an—x—"'ian-ll =o.
1 est essentiel de remarquer que Téquation (9) a
lieu seulement pour des valeurs entiéres de n égales
ou supérieures 4 m »ft qu'elle doit étre remplacée,
lorsqu'on suppose n <m, par l'une des formules (8).
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De plus, comme l'équation (9), étant linéaire pst
mpport aqx constantes

Qyy Cuyy Cyu iy oo By

donnera pour la premiére de ces constantes une
fonction linéaire de toutes les autres, il en résulte
que- dans la série

(10) a, a,r, a,z*, ... a,z", &c....

considérée a partir du terme a,, =™, le coefficient
d'une puissance quelconque de z s'exprimera er
fonction linéaire des coefficiens des puissances infé-
ricures pris consécutivement et en nombre égal & m.
Cette série sera donc I'une de celles que nous avods
nommeées récurrentes.

Parmi les diverses formules particuliéres qu'on
peut déduire de I'équation (3), il est bon de remar-
quer celles qui correspondent aux deux suppositions,
m=1, m=2. On trouve dans la premiére hypothéi‘e ‘

A A 4 A .
(r1) -:a.—_—‘(—‘--a--;;-x.-r-:,-x jt—&c...).

et dans la seconde
A A A A, A
(12) T2 T3 S o'+ 4 e

Les deux formules précédentes, dont la premiére
détermine la somme d'une progression géométrique,
subsistent, ainsi que I'équation (3), toutes les fois
que le module de x est inférigur au module de a.
Lorsque dans I'équation (12) on fait en méme temps
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A=1, a=1,
on obtient la suivante

(13) (:’—-'.—)*_= 1+27+ 32" + 427 + &e...

qui a pour second membre la somme de la série (2)
[§-1.7], et suppose le module de z inférieur &
Tunité. -

Considérons maintenant une fraction rationnelle
quelconque S

S (=)
(14) . F(=) ’ | ‘
f(z), F(x) étant deux fonctions entiéres de la va-

risble . Représentons par g, b, c, ... les diverses
racines de I'équation :

(1)  Fle)=o,

par m' le nombre des racines égales & a, par m" le
nombre des racines égales & &, par m" le nombre
des racines égales & ¢, &c...., et par & le coeffi-
cient de la plus haute pulssance de x das le poly-
nome F(z); en sorte quon ait

(16) F(r) = k(z—a)™ (.z'—b ™ (x—c)"" ...,

La méthode exposée dans le chapitre précédent four-
nira, pour la décomposition de la fraction rationnelle
S (=)
F(z)
forme

en fractions simples, une équation de la
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SE=) _ ' A A, ’ Api_,
oy = R~ ™ -|-...+—"_.
B B, Bar_,
(17) -+ i +(‘—6)==+...+—;‘
1 Cd"-l
+-(:¢3‘w+(&—¢—)iﬂi -+ ...+';_c—‘
+ &e.....,

A,A,...B,B, ... CC,.. &c... désignant
des constantes déterminées, et R une fonction en-
tiere de .r qui s'évanouira lorsque le degré du poly-
nome f(r) sera inférieur a celui du polynome Fz).
Cela posé, concevons que le module de la variable
x soit inférieur aux modules des diverses racines a,
b, c, ...., et par conséquent au plus petit de ces
modules. On pourra développer chacune des frac-
tions -simples que renferme le second membre de
I'équation (17) en une série convergente ordonnée
suivant les puissances ascendantes de la variable z;
puis, en ijoutant les développemens ainsi formés au
polynome R, on obtiendra une nouvelle série con-
vergente toujours ordonnée suivant les puissances
ascendantes de z, et dont la somme stra équiva-

Jente & la fraction rationnelle {;((:)) ." Soit

(18) a., az az, ... a,z", &c....
la nouvelle série dont il est ici question. La formule
(19) -{%%—:a.+q‘x+a_x‘+&c....

subsistera toutes les fois que cette nouvelle série
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iera convergente, c'est-d-dire, toutes les fois que le
nedule de la variable  sera inférieur au plus petit
les nombres: qui servent de modules aux racines de
léquation (15). Jajoute que la série (18) sera tou-
jours une série récurrente. Cest ce que lon prou- -
vera aisément afnsi qu'il suit.

Désignons par m la somme des nombres entiers
w', m", m", ..., ou, ce qui revient au méme, le

degré du polynome F(r), et faisons en eonséquence-

(20) F(fz-):lrx"-u'-lx"’"+ ..... +pr+gq,
k1, ... P q représentant des constantes réelles
ou imaginaires. L'équation (19) deviendra

S (=) 2
(3') T i ... dpatqg Soke,sta, 2\ ke

Aprés Pavoir mise sous la forme

(22) £ =
(g4+px+..... 4+ 1™ - k2™) x (a,4-a,24-a,2" +&e...),

on en tirera ,. en’ développant le second membre
comme on [a fait pour I'équation.(6),

S (=) =gqga, + (g8, +pa)zr + &eeuen..
+ (gapt+pay.,+ ... +la, 4+ ka)z"

(23) [ PPN @cosvesceconmen Peccececsccsd )]

+ (g8, + Pt ety e RO ) "
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Cette derniére formule devaat subsister tant que e
module de la variable & est inférieur aux modules
des constantes a, b, ¢, ..., on démontrera, par des
raisonnemens semblables & ceux dont nous avons
fait usage pour établir le 6. théoréme du VL* chs-
pitre [ §. 4], que les coefliciens des puissances sem-
“blables de « dans les deux membres sont nécessai-
rement égaux entre eux. Il en résulte 1.° que les
.coefficiens des diverses puissances de = dans les dif
férens termes du polynome f{(.r) sont respectivement
égaux aux coefficiens des mémes puissances dinsla
série dont la somme constitue le second membre de
Yéquation (23), 2.° que dans cette série les coeffi
ciens des puissances dont Fexposant surpasse le degré
du polynome f(z) se réduisent a zéro. Dailleurs,
si 'on.considére un terme de fa série dans lequel
Texposant n de la variable z surpasse le degré du
polynome Sf(z), et soit en méme temps égal on su-
peneur a m, ce terme sera de la forme

(ga.,+pa, . ~+.. +la,,._,,,,+lca EZ

Donc, toutes les fons que la valeur de n, étant su-
périeure au degre du polynome f(z), sera de plus
égale ou supérieure au degré m du polynome F(z),
les coefficiens

anl an—-t ’ o a«-—m+l ’ an-u
se trouveront assu]ettls a lcquatnon linéaire

(24) go,+pa, . +..+la,,. +ka,_,=o0; |
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et par suite, pour unie semblable valenr de =, le
coefficient a, de la puissance 2" sexprimera en
fonction linéaire de ceux dés puissances inférieures
prises consécutivement au nombre de m. La série
(18) sera donc I'ine de celles que 'on nomme ré-
currentes. Son échelle de relation se composera des
constantes

k, 1, ..... p, q,

respectivement égales aux coefliciens des diverses
puissances de 2 dans le polynome F(x). _

Parmi les séries qui représentent les développemens
des fractions renfermées dans le second membre de
k formule (17), et qui sont toutes convergentes
dans le cas ou le module de la variable z reste in-

férieur aux modules des diverses racines de I'équa-
tion (1 5), 'une au moins deviendrait divergente, si
le module de la variable venait a surpasser celui de

quelque racine. Par suite la série (18), toujours

convergente dans le premier cas, sera dxvergente ’
dans le second. D'autre po.rt, si Pon fait croitre in-
définiment le nombre entier », et si Fon desngne
per p, le module du coefficient a, dans la série (18),
cette série sera convergente ou divergente [ voyez
le §. 1. ] suivant que le module de = sera inférieur

ou supérieur & la plus petite des limites de (p,) o

Comme les deux régles de convergence que nous
venons d’énoncer doivent nécessairement saccorder
entre elles, on peut concluve que le plus petit des
modules qui correspondent aux racines de l'équa-
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" tion (15) est précisément €gal a la plus petite des
Limites de Pexpression (5,) "

Lorsque les deux fonctions f(z), F(z) sont
réelles, le coefficient a, T'est aussi, et son module
p. ne différe pas de sa valeur numérique. Si dans la
méme hypothése 'équation F(x)=o0 n'a que des
racines réelles, la racine qui aura la plus petite
valeur numérique sera, d'aprés ce qu'on vient de

dire , égale (au signe prés) a la plus petite des

limites de (p,) " Jf’ con-
verge vers une limite fixe, on pourra la substituer

[chap. I, §. 3, 2. théoréme ] 4 la limite cherchée

dé Texpression (p) *. Cette remarque conduit 4 Ia
régle qu'a donnée Daniel Bernoulli pour déterminer
numériquement la plus petite (abstraction faite du
signe ) de toutes les quantités qui représentent les
racines supposées réelles dune équation algébrique.

. Enfin si le rapport

§. 3.5 Sommation des Séries recurrentes, et firation
de leurs Termes generaux.

Lorsqu'une série ordonnée suivant les puissances
ascendantes de la variable x est a-la-fois conver-
gente et récurrente, elle a toujours pour somme
une fraction rationnelle. En effet, soit

(1) a,, a,x, a, z*, ... azx", &c....
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ume semblable série; et supposons que, pour des
valeurs de » supérieures & une certaine limite, fe
coefficient a, de la puissance 2* soit déterminé, en
fonetion linésire des ewefliciens des puissances infé-
neurespmenqpmbreégdtn,par uneéqum
de 1a forme _

(2) kay,+la, ..+... +pa,_.+qa,= 0,
en serte que les constantes S

P P, q

forment Téchelle de relation de la série. Si fon mul-
tiplie la somme de cette série, savoir,

a.-o-a,z-&-a,.t‘q-&é....

par le polynome: .
kel . ~prigq,

le produit obtenu sera la somme d'une nouvelle

série dans laquelle le coefficient de 2*, calculé
comme dans le chapitre VI[§. 4, 5.° théoréme ],
févanouira pour des valeurs de » supémieures a In
fimite uslguee En dautres termes, le produit dong
il est question sera un nouveau polynome dun
degré. marqué par cette limite. Si Ton désigne oo
nouveau polynome par f(x), on sura

(3) f(e)-(lc"-o-h““-h...-t-pﬁ-g)(a.40,:-0-0,:’4-&4..),
€t par suite

P (=) -
(4) 88, 24+a.2 m-m.
QK 1. Cce
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" Donc tpuie sétig, qui, ordonnée suivant les pur
." sances ascendantes- et entiéres de la variable z, est

ala-fais convergente et récuxrente, a pour somme
une foaction rasionnelle, damt le démominsteur est
an polynome dans lequel les puisgances successives

_.de a~ont. pour coefficiens les différens termes de

l'échelle de relation de la série.

* Lorsque pour faire connaitre une sérfe récurrente
on donne seulement ses premiers termes,, et Féchefle
de relation qui sert & déduire des premiers temes
tous ceux qui les suivent, on détermine sans peine,
* l'aide de la méthode que nous venons d'indiquet,
la fraction rationnelle qui représente la somme de
la série dans le cas ol elle demeure cogvergente.
.Cette fraction rationnelle étant calculée, on pquima
lui substituer une soumme de fractions simples aug-
mentée, si| y aliew, dune forctign . entiére de I
variable x; et, si l'on cherche ensuite les: séries ré-
turrentes. qui, pour. des valeurs de = convensble-
‘ment choisles , éxpriment les développemens des

fractions simples dant il <agit, on obtiendra, en
~. ‘ajoutant 1és termies’ gériéraux de ces mémes séries,

fe terme général de la série Proposée..
s . 4 e 3 . ?

‘t. PR . . o

i
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NOTE L~
‘Sur la Théorie des Quantilés positives et uegalwu '

" ———

01! a+ beaucoup disputé sur 1a nature des quantités
positives on négatives, et fon a donné & ce sujet diverses
théories. Celle que nous avons adoptée [ voyez les Pré-
fiaminaires , pages 2 et 3 ] nous parait fa’ p[us‘prbpx’ei
éckiircir toutes les difficaltés. Nous“allons d'abord la rap-
peer en peu de mots. Nous-montrerons ensuite comnielt
Fougn déduit {a regle des sighes.

Pe-méme qu'on voit I'idéd de fiombre nattre de 12 me-
ware des grandeurs, de méme on acquiert ['idée de quan-
tité (positive ou négative) lorsque I'on consideré chaque
gnndeur d'une espice donnée comme devant servir 2
[aecroissement on 2 la diminution dune autre grandeur
five de méme espice. Peur indiquer cette destination,
on reprédente les grandeurs qui doivent servir d'accroiss
semens par des nombres précédés du signe -, et Ied
grandeurs qui doivent servir de diminutions par des
nombres précédés du signe —. Cela posé , fes signes'—~

ou — placés devant les nombres peuvent étre comparés,
suivant {a remarque qui en a été faite *, i des adjectill
placés auprds de leurs substansifs. On désigne les nombres

* Tramsactions Mt';:nphgw.“l"‘a L

L

ce
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préeddés du signe —+ sous le nom de quantites po:ilwes,
et les nombres précédés du signe — sous le nom de

quantités négatives. Enfin [on est convenu de ranger
Jes nombres absolus qui ne sont précédés dancun signe
dans la classe des quantités positives ; et c'est powr cette
raison quon se dispense quelquefois d'écrire le signe —+
devant les nombres qui doivent représenter des quantités
deé cette espece.

En arithmétique , on opére toujours sur des nombres
dont ia valeur particuli¢re est connue, et qui sont per
canséquent donnes en‘chiffres; tandis que dans Falgelre,
ou ['on ‘considére les propriétés générales des. nombres,
on repreésente ordinairement ces mémes nombres par des
. letu'es.l]neqummese trouve alors exprimée par une

- {ettre precédée du signe <~ ou —. Au reste, rien
nempéche de représenter les quantités par de simples
leutesausubnnquelwnombres.(}euunuuﬁegqm
augmente les ressources de Tanalyse ; majs lorsqu'on- veut
en aire usage , il est nécessaire davou-egud aux con-
ventions suivantes. . .
. Comme, dnnsleasonhletueArépt\ésenhnn
pombre, on peut, daprés ¢¢ qui a été dit ci-dessus, dé-
signer la quantité positive dont fa valewr n\mmqne‘d
égale & 4, soit par + A, soit par 4 seulement , tandis
gue — A désigne la quantité opposée , Cest-d-dire, s
guantité negatwe dont A est la valeur numérique ; ainsi,
dans le cas ou la lettre a représente une quantisé, fon
re?rde comme synonymes les deux expressions a et +4,
et fon désigne par —a la qnanute oppasée.

D'apres ces conventions, si I'on représente par A soit
un pomb_re soit une quantité quelconqqe » et que ['on fasse

a=wred, ba=—v4d,

- s
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on agra ’ * o
wa=+.Ad, +éb=~A, " -3
- emgms - A, '--‘m:-l-A

Sk dans Tes quatre derniéres,équations T'on remet pour ¢
et b leurs valeurs entre parenthéses, on ohtiendra [ef

* formules

) { +(+A4) =4, +(—A) ==—A,

—(+A)=—A, —(=A)=4A.
Dens chacune de ces formules le signe du second membre
est ce qu'on appelle le produ:t des deux signes dw premier:
Mulnplior deux signes Tun par lautve, c'est former lewr
produit. Linspection seule des équations (1) suffit powr
ehblu’hugkahsugma,oompmedmletbeoﬁméq\w
i vais énoncer.

1. TodonkMg: Le produst dedcm:wam
blabics eet toujours +, et lcprodlutda‘etm:np!dl
eppesce yot tougours —-.

+ B swit engore (hsm&neséqmtxonsqueieprothnt de
deux signes , lorsque Tun des deux est -, reste égal &
lautre. 8i donc 'on a plusieurs signes a multiplier entre
eux, on pourra faire abstraction de tous Tes signes ~+. De
cette n-rque on dédmt facilement les ‘proposmons sui-
vamies.

2 mtlm 8i Fon mu&‘rpke plusicurs szgnes
lev'uns -par les autres dans un ordre quelconquie, le
produit sera tonjours 4, lorquc les signes — seront
en nombre pair, et le produit sora —, dam ke cas
eontraire.

3.° TukoriMe. Le produit de tant de signes que
Lon voudra reste le méme, dans qualfuc ordre qu’on

ls wleiplic. -
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Ummdqnmhnmé&mdesdé&ﬁﬁoﬁsquﬁw
dent, c'est que la multiplication des sighes n'a aucun
rapport avec la multiplication des nombres. Mais on n'en
serapointetonno,nlonoboerveqnehnomduprdm
de deux signes se présente dés les premiers pas.que Fon
fait en analyse, puisque dans. l'addition ou la soustraction -
dun monome on multiplie réellement le signe de ce mo- -
nome par le signe + ou —.
" En partant des principes que nous venons d'établir,
en levera facilement togtes les difficuités que peut offiir
Vemploi des signes + et — dans les opérations de lal-
pbrc«dchw ‘Seulement-d faudra distin-
guer aves soin les opérations relatives aux mombres de
celles gni se rapportent aux quantités positives ou nége-
tives. On devra sur-tout s'attacher i fixer dune maniére
précise lo but des unes et des autres, & définir leurs ré-
wiltats, et b em montrer les propriétés principales. Cest
ce que nous allons essayer de fiire en peu d¢ imots, pour
les diverses opérations que Fon a coutume J'exéouter.

ADDITION ET SOUSTRACTION.

SoMMES ¥T DIFFERENCES DES NOMBAES. Ajeuter xu
mombre A le nombre B, ou, en dautres termes, faire
subir au nombre 4 lacorojssement <+ B, c'est ¢e quon
appelle faire une addition arithmetigus. Lo résultat de
cette opération sappelle somme. On i - plmt
a la suite dnuombredmwamsement.-l-d -nu
quil suit:

. A+B.

On nedém&:ﬂrpu, mais on adiset comme évident, que
s somme de plusieurs nombres reste la miéme dam
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Wﬂmﬂoxh ayoute. €est ym mbome -fupds-
mental sur lequel reposent lamhlunqm hkébng,

toutes les sciences de calgul. -

La_soustraction arzthmetzgue est l'mzerse de l’addh B

tion. Eﬂe consiste & retrancher d'un prenuer nombre A

un second nombre B, c'esta-dire, i chercher un troisitme -

nombre C qui, sjouté au m« reproduise fe premier.’
Cestd2 augsi ee-qu'on appelle faire subir au momhre A Ia -
dimjnution — B, Le résultat de cette opération se nomme,
lfcrcncc On l’mdxque en plaqant & la suite du nombre
4 lx diminution — B, ainsi qu'il suit ,

p 4 B,

Quelquefois on désigne Ia différence 4 ——-B sous Ie nom
dexces, ou de reste, ou de : rapport antlzmetzque entre
les deux nombres A4 et B.

SOMMES ET DIFFERENCES DES QUANTrms. Nous a,vam,
eg)ln;ue dans les. préliminaires ce que cest quajouter
deux quantités entre elles. En ajoutant pluszeurs quentilés
les unes aux ‘autres, on obtient ce quon appelle leur
somme. 11 est facile de démontrer, en sappuyant sur
laxiome rehnf a Jaddition des mombres, la proposmon
sum\nte.

4’ Tntnlims. La somme de pltmeur: guantzlca
reste la méme , dans quelgue ovdre qu'on les gjoyte, .,

On indique la somme unique de plusieurs quantités par
la smple;j ;axurpomon des lettres qui représentent soit leurs
valeurs numériques, soit lesquanmes elles-mémes, clmque
lettre étant précédée du signe qu'elle doit avoir pour rester
ou devenir propre i exprimer laqmntné eorrespondamte.
Les différentes lettres peuvent dailleurs étre disposées
dans un ordre quelconque; et il est permis de supprimer
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le sigwe < devat Ta: premibre lotirs. Cuasblldvrons , por
axemple, les quantitds
s, §, €y vee ..fo' -y, @k, cieee.
Leur somme pourra étre représentée par Texpression
e—f—g+b—At+e+ln,....

Dans une semblable expression, chacune des quantités

e, ‘, €, evee .,o bt £} -‘I bﬁ.co
est ck qu'on appelie un monome. Liexpression elle-méme
ést un polynome dont les monomes en question sont Jes -
différens termes. -

Lorsqu'un polynome renferme seulement deux, trois,
quatre .... termes, leundlammdebﬁome trinome,

"om, L L)

On prouve auément que deux polynomes dont tous les
termes sont égaux et de signes contraires, repmentem
deux quantités opposées.

La dzﬁrence entre une prem:bre quantité et une
seconde, Cest une troisidme quantité qui, ajoutée i fa

« seconde, reproduit la premitre. En partant de cette défi-
nition, on démoritre que, pour soustrairve d’une premitre
guantite' a une seconde quarm'te' b, il m_ﬁt d’ajouter
& la premiére la quantilé opposée ¢ b, c’eat-a-dire,

«~b. On en conclut que ladlﬂ'erenoedesdenananmes
aetbdonétrerepmenteepar :

a—b.

Nota. La soustraction étant l'inverse de I'addition pent
toujours s'indiquer de deux maniéres. Ainsi, par exemple,
pour exprimer que {a quantité ¢ est la différence des deux
quantités a et b, on peut écrire indifféremment

8~—~b==c ou a=h-o.
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€ - MESPIPLICATION ET DIVISION.

ProDUITS ET QUOTIENS DES NoMBRES. Mulliplier le
nombre A per le nombre B, c'est opérer sur le nombre
A précisément. comme on opére sur {unité pour obtenir
B. Le résultat de cette opération est ce qu'on appelle Ie
produit de A par B. Pour bien comprendre la défini-
tion précédente de la multiplication, il faut distinguer
différens cas suivant Tespéce du nombre B. Or ce nombre
peut étre tantét rationnel, c'esti-dive, entier ou fraction-

mire, tantit irrationnel, c'este-dire, non rationnel.
Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour ob-
tmir B, dajouter l'unité plusieurs fois de swite 2 elle-
w%n faudra donc alors, pour former le produit de 4
par B, ajouter le nombre A4 i lui-méme un pareil nombre

fe fois , Cestd-dire, ﬁnehsolnmed’”ntdemmbres o

éux d 4 quil y a dunités dans B. .

Lorsque B egt une fraction qui a pour numeérateur »,
¢t pour dénominateur 2, Fopération , par laquelle on par-
vient a4 nombre B, consiste a partager l'unité en n parties.
égales, et i répéter m fois le résultat trouvé. On obtien-
dra_donc alors le produit de 4 par B, en partageant le
nombre A en » parties égales, et répétant {une de ces
parties m fois.

Lorsque B est un nombre lmtxonnel on peut en ob-
tenir en nombres rationnels des valeurs de plus en plus
approchées. On fait voir aisément que dans la méme hy-
potheése le produit de A4 par les nombres rationnels dont
il s'agit sapproche de plus en plus d'une certaine limite.
Cette limite sera e produit de 4 par B. 8i I'on suppose,
par exemple, B==0, on trouvera une limite nulle, et
Ton en conclura que le produit d'un nombre quelconque’
par péro sévanouit,
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Dans Ia multiplication de,.4 par B; ke pasgbre A sap:
pelle multiplicande , et le nombre B mulaphcalcur
Ces deux nombres sont aussi désignés cdnjomtement sous
fe nom de facteurs du produit

Pour indiquer le produit de A4 par B, on emploie
indiﬂ'érenime_nt Tune des trois notations suivantes.:

.  BxA, B.A, BA

L&pvdmldapluuur: nombres reste le méme dans
ordre guw'on les multiplie. Cette proposition,

lorsqu'il s'agit de deux ou trois factewrs entiers seufement,
se déduit de I'mxiome relatif 2 Faddition des nombres.
On peut ensuite la démontrer successivement , 1.° pour
deux ou trois facteurs ratiounels; 2.° pour deux op tros
facteurs irrationnels ; 3.° enfin pour uh nombre quel-
conque de factewr$ rationnels ou irrationnels.

Diviser le nombre A par fe nombre B, c'est chercher
un troisitme nombre dont le produit par B soit égal 3:4.
L'apération par laquelle on y parvient s'appelle dipision,
et le résultat de cette ‘opération guotient. De plus, lé
nombre A prend le wom de dividende , et le nombre B
celui de diviséur.

Pour indiquer le quotient de 4 par B, on emploied

volonté I'une des deux notations suivantes
A
T " A : B-

Quelquefois on désigne le quotient A : B sous le no
de rapport ou raison géometrique des deux nombres 4
et B. .

Liégalité de deux rapports géométriques A B,C:D,
ou, en dautres termes, I'équation

A:B=C:D
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mairement au lieu dy signe = on emploie le suivant :
qbi s la tadtne valewr; et Ton derit

AB : C: D.

‘Niota. Lorsque B estun nombre entier, diviser A per
B, cdegt, daprds la définition, chercher un nombre qui
répété B fois reproduise 4. Clest donc partager fe nombre
A en autnt de parties égales qu'il y a d'unités dans B,
On' conchut facilement de cette remarque que, si m et 2
désignent deux nombres entiers, la n.* partie de I'unité

' :'7:— !
et I fibction, quii a pour numérateur m, et pour déno-
minateur 7, par

. 4
mx-,

e est, en effet, fa notation'par laquelle on doit nate-
rdlement désigner Ix fraction dont if gagit. Mais; commeé
e prouve aisément que le produit m x — est équivalent
w quotient de m par n, cesta-dive, 3 —, il en résylte
o la méme fraction peat émrepvesenm plus snnple-
ment par la notation
el .

n . .

PropUITS EY QUOTIENS: DES QUANTITES. Lo produit
dune premiére quantité par une seconde , est une troi-
uheqmmuqmapourvakurm-‘m;uleyn&mdet
'&lenrsnumedque&desde\u autres, et pour signe le pro-
duit de leurs signes. Multiplier deux quantités Tune par
Tautre, c'est former leur produit. L'une des deax quantités
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s'appelle mmltiplicnteur, fautre multiplicande, et tout-
les deux conjointenpent factours du produit,

Ces définitions étant admises, on établira facilcsent i
proposition suivante.

5.° TukonrEME. Le produit de pluneun quantités
reste le méme, dans quelque ordre qu’on les muatpltc.
. Pour démontrer cette propésition, il suffit de’ com-
biner la proposition semblable relative aux nombres avec
le 3.° théoréme relatif anx signes [ voyez ci-dessus, page
4o5].

Diviser une premidre quantité par une seconde , c'est
chercher une troisitme quantité qui multipliée par la se-
conde reproduise la premiére. L'opération par Iaquelle on
y parvient sappelle division ; la premiere quantité dips-
dende , la secoride diviseur, et le résultat de opération
quotient. Quelquefois on désigne le quotient sous le nom
de rapport ou raison geomeétrique des deux quantités
données. En partant des. définitions précédentes , qp
prouve facilement que le quotient de deuzr quantités a
pour valeur numérique le quotient de leurs valeurs nu-
mcriques , et pour signe le produit de leurs signes.

La multiplication et la division des quantités s'imdi-
quentjoutemehmuh:plmuon et la division des
nombres.

Nous dirons que deux quantités sont snverses l'une de
Tautre, lorsque le'produit de ces deux quantités sera I'o-
nité. D'aprés cette définition’, la quantité a aura pour
inverse — , et réciproquement. ) .

On a remarqué plus baut que ce qu'on appelle fmction
en arithmétique est égal aw rapport ou qudhontdedelx
nembres entiers. Ea algébre, on désigne aussi sous le nom
de fraction le rapport ou quetient de deux quantités quel
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mnes. Si done a et.b représentemt deux q\llmtéc leur
apport - sera une fraction algébrique.
¥ Mbo’ew!émns‘ encore que 1 division, étant une opé-
ration inverse de la multiplication, peut toujours s'indiquer
de deux maniéres. Ainsi, par exemple, pour exprimer que

la FUADRILE ¢ est le quotient de deux quantités ¢ et b, on
pent ecme indifféremment

a_ _b
-Z-_c, ou a—=—>~oec.

‘Les produits’ et quotiens de nombres et de quantités
jouissent de propriétés générales auxquelles on a souvent
recours.. Nous avens déja parlé de cellé qua teut produit
de rester le méme, dans quelque ordre que fen multiplie
sea facteurs. D'aufres propriétés non. moins remaquablu
se tspuvent comprises dans les formules que je vais écrire.

Soient . .
- @ b, .. hid, b, d 0, . k..

phasieurs suites de quantités positives ou négatives. On
sura’, pour toutes fes valeurs possxbles de ces mémes quan- '
titds , '

f k(atbac—...)=hathtbtket ...,

3 a e L _4_3:..-.. )
()< Tx—i-‘bu‘.“g‘b,bﬂ—.-"

Les quatze formules qui précdent donnent fieu'd une foule
de conséquences qu'il serait trop long d'énumérer ici en
détail. On conclura , par exemple, de la tromémc for-
mule 1.° que les fmcuom
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. . . ta
b kb

sont égales entre elles, a, b, k désignant des qummsitis
qmlemquu;z.’quehhcﬁon-;-a pour inverse — ;
3.° que, pour diviser une quantité k par ume autre
quantité «,. il suffit de mulupller k purhqmﬂu!h-
verse de @, C'est-a-dire, par

ELEVATION AUX PUEISSANCES : EXTRACTION
DES RACINES.

PUISSANCES ET RACINES DES NOMBRES : EXPOSANY
posITIFS. Klever le nombre 4 i la puissance marquée
par le nombre B, clest chercher un troisiéme nombre
qui soit formé de A par la multiplication, cemme B est
formé de I'unité par l'addition. Le résultat de cette opé-
ration faite sur Je nombre 4 est ce quian appelle s puis-
sance du degre B. Pour bien concevoir la définition pré-
cédente de I'élévation aux puissances, il faut distinguer
trois cas, suivant que le nombre B est entier, fraction-
naire ou irrationnel.

Lorsque B désigne un nombre entier , ce nombre est
Ia somme de plusieurs unités. La puissance de A, du degne
B, doit dong alors étre le produit d'autant de facteurs
égaux 32 A, quil y a dunités dans B.

Lorsque B représente une fraction — ('m et n étant
deux nombres entiers) , il faut, pour obtemr cette frac-
tion, 1.° ghercher un nombre qui répété n fois repro-
duise l'unite'; 2.° répéter m fois le nombre dont il sagit
11 faudra donc alors, pour obtenir lx puissance de 4, du
degré =, 1.° ‘chercher un nombre tel que la miltiph-
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ation de n facteurs égaux -2 ce nombre-reproduise 4,
2.° former ug produit de m facteurs égaux a ce méme
nombre. Quand on suppose en. particulior m=1, la
puissance de 4 que an comsidére se réduit & celle du
degré —, et se trouve déterminde per la seule eondi-
tion, que le nouibre A soit équivalent au produit de n
facteurs égaux a cette méme pyissance.

Lorsqué B est un nombre irrationnel, on peut en ob-
tenir en nombres ratiohnels des valeurs de plus en plus
npprochées: On prouve facilement que dans la- méme hy-
.pothése les puissances de A4 marquées’ par les nombres
niionnels dont il #agit s'approchent-de, plusen plus dune
cerifine limite. Cette limite est la puxsance de 4, du
degré B. . .

Dans I'clévation, du, nombre A a fa puissance du degre
B, le nombre A sappelle racine, et le pombre B, qui
marque le degre de la puissance, exposant. Pour repré-
senter la puissance de A4 du degré- B, on se sert de la
Rotation suivaute

A’

.- D¥aprés fes définitions qui précedent, la premiére puis-
ﬂnce d'un nombre n'est autre chose que ce nombre lui-
méme. Sa seoonde puissance est le produit de denx fac-
teurs égaux 3 ce nombre, sa.troisiéme de tyois sembiables
facteurs, et ainsi de suite. Des considérations géométriques
ont conduit  désigner fa seconde puissance sous le nom
de carré, et la troisitme sous le nom de cube. Quant a
k puissance du degré zéro, elle sera la limite vers laquelle
converge la pmssance du degre B, tandis que e nombre B
décrolt ind€finiment. I est aisé de faire voir que cette limite
se reduita l'unité ; dou ¥ résulte qnon a en général
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A°=1.

Nous supposons toutefois que ha valeur du nombre 4 | ‘
reste finie et différe de zéro. w

Extraire duo nombre A4 la reeine marquée per I
nunbreﬂ,ceachereberun troisieme nombre qui, dlevé
a la puissance du degré B, reprodwise 4. L opération, per
laquelle on y parvieat, sappelle estraction, et le réwultat
de T'opération est la racine de 4, dudegnB Le nombre
B, qui marque le degré de Ia racine, se nomme ixdice.
Pour la représenter, on se sert de la. notation suivente

Vi |

Les racines du second et du troisitme degré sont ordjnxi-
rement désignées sous e nom de racines carrees et cubi-
ques. Lorsqu'il s'agit d'une racine carrée, on se dispense
presque toujours d'écrire au-dessus du signe / l'ndice 2
de cette recine. Ainsi les deax notations

Vi, va
doivent étre considérées comme équivalentes,

Nota. Lextraction des racines des nombres, étant fin-
verse de leur élévation aux puissances, peut toujours ére
indiquée de deux mianidres. Ainsi, par exemple, pour er-
primer que e nombre C est égal & laracinedeA &
degré B, on peut écrire a volonté

A=C* u C=VY4 _
Remarquons encore qu'en vertu des ¥éfinitions , si fon

désigne par 7 un nombre entier quelconque , 4 " seni @
nombre tel que la multiplication de n facteurs épux &
ce nombre reproduise 4. Ea dautres termes, on sin

(A%)'::z 4,
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o Pon conclyra

insi, lorque n est un nombre entier, la puissance de
|, du degré —, et la racine #.™ de A sont des expres-
ons équivalentes. On prouve facilement qu'il en est de

¥me dans le cas ou fon remplace le nombre entier n
ar un nombre quelconque

) PUISGANCES DES NOMBRES : EXPOSANS NEGATIFS.
Elever le nombre A a ka pujssance marquée par {'ezpo-
iant négatif — B, c’est diviser Funité par 44. La wvaleur

de \'expx essmn LR
. 4
se trouve donc déterminée par I'équation ¢
. -' —_ . 1
A7 =2
quon peut aussignettre sous la forme ..
A% A48 = . '

Par suite, si on éléve un méme nombre i deux puis-
ances marquea par deux quantités opposées , on obr
fendra “pour résultats deux quantités pasitives inverses
fune de Lautre.

| PUISSANCES ET RACINES REELLES DES QUANTITES.
» dans les définitions que nous avons données des puis-
et racines des nogobres correspondantes i des ex-
, ou entiers, ou fractionilaires , on substitue le mot
quntités a celui de nambres, on obtiendra les défi-
itions suivantes pour les puissances et racines réelies dés
tités.

Elever la quantité @ a la puissance reelle du degré

oM. 1. »d
! /-
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m [ m étant un nembre entier |, c'est.-former fe produit
d'autant de facteurs égaux a a qu'il y a d'unités dans m.

Elever 1a quantité a 2 la puissance rcelle du degre =
[m et n étant deux nombres entiers], c'est &cn Supgo-
sant, pour éviter toute incertitude, la fraction =~ réduite
A sa plus simple expression) former un produit de =
facteurs égaux et tellement choisis que fa 7.™ puissance
de chacun d'eux soit équivalente.i I2 quantité a.

. Eaztraive de la quantité a la racine reelle du degre »
ou =, c'est chercher une nouvelle quantité qui, élevee
& Ia puissance réelle du degré m ou =, reproduise o.
[D'aprés cette définition, la 7™ racine réelle dune
quantité est évidemment la méme chose que sa puissance
réelle du degré =-. De plus, on prouvera facilement que
Ia racine du degré = équivaut ala puissance du degré =1

Enfin, élever la quantité a ala puissance reelle du
degré —m ou — “1 , cest diviser I'unité par cet.te méme
quantité a élevée a la puissance réelle du degré m o~

. Dans les opérations dont on vient de parler , fe nombre
ouw la quantité qui marque le degré d'une puissance réelle
de a sappelle Yexposant de cette puissance, tandis que
le nombre qui marque le degre d'une mcine reelle se
nomme ['indice de cette racine.

Toute puissance de &, qui correspond 2 un exposant
dont la valeur numérique est entidre, clest-i-dire, 2 un
exposent de la’formie +m on —m [m repreésentant un
nombre entier ], admet ‘une valeur- -unique et reelle que
Fon désigne par fa notation . -

a™ ou a~".
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Quant sux racines, et quant aex puisssnces dont fa
valeur numeérique est fractionnaire, ‘elles peuvent ad-
mettre ou deux valeurs réelles, ou une seule valeur réelle,
ou n'en admettre apcune. Les valeurs réefles dont # est
ici question sont nécessairement des quantités ‘positives
vu des quantités négatives. Mais, outre ces quant(tes on
emploie encore en algebre des symboles qui, nayant au-.
cune signification par eux-mémes , recoivent néanmoins,
a cause de leurs propriétés, fes noms de puissances et
de racines. ‘Ces symbolcs sont du nombre des expredsions
algébriques auxquelles on a-donné le nom d':'magz'naires,
par opposaﬁon a celui d'exzpressions réelles, qui ne s'ap-
plique jamais qu'a des nembres ou § des quantités.
Cela posé, il résulte des principes <iablis dans le cha-
pltre VII que la racige n.™ dum: qmnute quelconque
ses puissances des degrés —, — — [# étant un
nenhne entier, et — wne fraction irréductible | admet-
tent chacune » valeurs distinctes réelles on imaginaires.
Conformément aux notations adoptées dans le méme che-
pitre, on désignera I'une guelconque de ces valeurs, sil
sagit de la racine #.™, par fa notation

Wa=(a)",
e, sl Sagit de la puissance qui-a pour egposant - on
— =, par la notation®
“Ua ? “(a "'i
- () ( ))

mwm«l» Mwm

cas particalier dans Fexpression plus générafe (( an ; ot
quen appelant A la vileur fismerique de a on trouvers

"pd”
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.pour Jes vajeurs réelles des-deux expressions

_ ((a )) , ((a)F
' 1.*, % n désigne un nombre impair,

téunt==+'d ..... +A?. -l-A-E,
acant = — A..... -—AE, —J-E.

2.°, sx‘ndésigneunnombrepan,
! adamtm A kAT, E AT

‘Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a negauf toutes
les valeurs de chacune des expressms ((a)) , ((a))
-deviennent imaginaires. .

Si I'on fait varier ia fraction -~ de maniére qu'elle sap-

‘proche indéfiniment d'un nombre irrationnel B, le déno-

minateur n croissant alors au-dela de toute limite assi-
gnable, il en sera de méme du nombre des valeurs ima-
.ginaires qu'obtiéndra chacune des expressions

(a)®, (a)*

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations

(a)?, ((a)=?,

‘ou, si fon fit b =— =+ B, la notation

((a))?*,
a moins de considérer. une s¢mblable notation comme
propre & représenter une infinité d'expressions rmagﬁlm
Pour éviter cet inoonvénient, nous ncmploaemm jomais
Texpression algébrique
. N (€)'
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dans le cas o la valeur numérique de b sera irrationnelle.
Seulement, dans cette hypothése, lorsque a obtiendra
une valeur'positive -+4, on pourra faire usage de la no-
tation v

a’ oun. (u)‘ ,
que fon devra considérer comme équivalente a

o

[ voyez le chapitre VII, §. 4].

Les puissances de nombres et de quantités jouissent.de
plusieurs propriétés remarquables qu'il est facile de dé-
montrer. Nous citerons entre autres celles qui se trouvent
comprises dans les formules que je vais gcrire.

Soieat a, a', a”,... b, ¥, b", ... des quantités quel-
conques positives ou négatives, 4, A', 47, ..... des
nombres quelconques, et m, m', m", ..... des nombres
entiers, On aura S

LY LY USRIy 1Y LY S
(3) { AsABA"........ =(4-A" 4"....),
(A = v
ax™ g=™ .Q*.""'. . Tm @ETEWEM i (heeun des

nombres m, m*, m*, ... devant &re affecré du méme signe dang
fes deux membres), o

(4) ea”.a™ . a™ . ... = (aaran....)", -
a""'.al".un‘"..... = (aarav.,. )™, v
(.ﬂ).’ e(a—l-)o.ﬂ — ‘.ﬂ’ ,
(8™) = (o)A = e, :
Les formules (3) et (4) donnent lieu 2 une foule de con-
‘qﬂenca, i lesquelles nous naus contenterons d'inp~,
la suivante. On tire de 1a seconde des formules (3)

o ..A‘(—;)‘:l._l,

B |
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et Fom en eonclut -

t\é__
(2) =
Donc, si on élcve deux quantités pesitives inverses

Fune de Tautre i une méme pubwence, les résultats
seront encore deux quantités inverses.

FORMATION DES EXPONENTIELLES ET
DES LOGARITHMES. ’

Lorsque dans l'expression 4* on regarde le nombre
A comme fixe, ¢t fa quantité £ cormne varmble, la puis-
sance A* prend le vom dezponentielle. Si, dars b
méme hypothése, on a, pour une valeur particutierc de z,

o A" =B,
oett¢ valewr particulicre sera ce quon appélie e bgs-
rithme du nombre B dans le systéme dont la base est 4.
On indique ce logarithme en placamt devaat le nombre la
lettre initisle / ou L, ninsi quiil suit,

{(B) ew L(D).
Toutefots, comme uné semblable notation me fait pas
connaitre la base du systeme de logarithmes auqacl elle
se rapporte, H est indispensable d'énoncer dans'le dis-
cours la valeur de cette base. Cela posé, si Fon se sent
de fa caractéristique L pour &isigner les logarithnies pns
dans le systeme dont la base est 4, Uéquation

. 4" == B

ennxinera b swivamte

x = L(B).
© Quelquefois, larsqu'on doit traiter en méme temps des
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logarithmes pris dans différens systémes, on distingue les
uns des autres i l'aide d'un ou plusieurs accens placés a
la droite de la lettre L, et I'on désigne en conséquence
par cette lettre dépourvue d'accens les logarithmes d'un
premier systtme, par la méme lettre suivie d'un seul
accent les logarithmes d'un second systeme, &c....

En s'appuyant sur les définitions qui précédent et sur
les propriétés générales des puissances des nombres, on
reconnaitra facilement, 1.° que l'unité a zéro pour loga-
rithme dans tous les systémes; 2.° que dans tout systeme
de logarithmes dont la base surpasse ['unité, tout nombre
sapérieur i ['unité a un logarithme positif,, et tout nombre
inférieur 3 I'unité un logarithme négatif ; 3.° que dans
tout systéeme de logarithmes dont la base est au-dessous
de l'unité, tout nombre inférieur a l'unité a un loganthrne
positif, et tout nombre supérieur 2 Tunité un logarithme"
négatif; 4.° enfin que, dans deux systémes dont les bases
sont inverses une’de Tautre , les logarithmes d'un méme
nombre sont égaux et de signes contraires. De plus, on
-démbntrera’ sans peine les formulés qui établissent, les
propriétés principales des logarithges, et parmi lesquelles
on doit remarquer celles que je vais écrire.

Si I'on désigne par B, B', B", .... C des nombres
quelconques , par les caractéristiques L , L' des loga-
rithmes pris dans deux systémes différens dont les bases
soient 4, A', et par k une quantité queiconque positive
ou négative, on aura :

L(BEB..)=L(B)+L(B)Y+L(B")...,
L(BY) = kL(B),
(’) Br(cy Az(l).z(c) = c'qn).

.
L(0) L' (c)
OMBEAON
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On tire de la premierc de ces forinules
LB)+L(-)=L(1)=o,
et par suite - : '

L(3)=—L®);
d'ou il résulte que deux quantités positives inverses [une
de Tautre ont des logarithmes dgaux et de signes con-
traires. Ajoutons que la quatrieme formule peut facilement
se déduire de la seconde. En effet, supposons que la quan-
tité & représente le logarithme du nombre C dans le
systemé dont Ia base est B. On aura

C = B*, -
ot par suite

L(C)=RL(B), L'(C)=RL(B),
dou l'on conclura inmédiatement *
LO) _ L© _

On peut remarquer encore que, si fon prend B=4, om

" tirera de fa quatri¢me formule [ & cause de L(4)=1]
L'(C)==L'(4).L(C),

ou, en faisant, pour abréger, L' (4)=u,
L(C)=pL(C).

Ainsi, pour passer du systéme de logarithmes dont la base

est A, A celui dont la base est 4', il suflit de nultiplier

les logarithmes pris dans le¢ premier syst¢me par un cer-

tain coefficient u égal an logarithine de A pris dans le

second systtme. I

" Les logarithmes dont nous venons de parler sont cewr
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quon nomme logarithmes réels, paice qu'ils se réduisent
toujours & des quantités positives ou négatives. Mais,
outre ces quantités, il existe des expressions imaginaires
qui ont égalément recu, a cause de leurs propriétés, le nom
de logarithmes. Nous renvoyons sur ce sujet au chapitre
IX, dans lequel nous avons expasé la théorie des loga-
rithmes lmagmalres

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES
ET DES ARCS DE CERCLE.

Nous avons remarqué dans les préliminaires qaune
longueur comptée sur une ligne droite ou courbe peut
étre représentée tantdt par un nombre , tantét par une
quantité, suivant qu'on a simplement égard a la mesure
de cette longueur, ou qu'on la considére comme devant
étre portée sur la ligne donnée. dans un sens ou dans un
antre, 4 partir d'wn point fixe qée lon nomme origine,
pour servir sait & [augmentation, soit a la diminution
dune autre longueur constante aboutissant A ce point.
Nous avons ajouté que dans un cercle, dont le plan est
supposé vertical, on fixe ordinairement Torigine des arcs
a l'extrémité du rayon tivé horizontalement de gauche a .
droite, et qu'a partir de cette origine les arcs se comp~ °
tent positivement ou négativement suivant que, pour les
décrire, on commence par s'élever au-dessus d’elle ou par.
sabaisser au-dessous. Enfin , nous avons indiqué les ori-
gines de phasieurs lignes trlgonomemques qui correspon-
dent 3 cés mémes arcs dans le cas ou le rayon du cercla
se réduit 2 Tunité. Nous allons revenir un instant sur cet
objet, et compléter les notions qui s’y rapportent.

Dabord on établira facilement, & Pégard des longueurs
comptées sur une méme ligne drolte ou courbe a partir
dune origine donnée, les propositions suivantes,
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6.° THROREME. Soient «, b, ¢ ..... des quaniilés |
gueloongues positives ou neégatives. Pour obtemir sur |
wne ligne droite ou courbe U'eztremite de la longu«r |

eomptée & partir d'une origine donnée dans le sems |
determiné par le signe de la quanﬁk’
a+b+4+c+.....

¢l suffira de porter sur cette lzgne, 1.° la longueur s
& partir de Porigine, dans le sens détérmine par e
signe de «, 2." la longueur b a partir de Fextremité de
a, dans le sens de’lerrm’ne’ par le signe de 4, 3. lalox--
gueur ¢ a partir de Lextrémité de b, dans le sens dé-
terminé par le signe de c, et ainsi de suite.

7.° THEOREME. Soient « et b deux quantités quet-
conques. Supposons de plus que Fon porte sur une
kigne droite ou courbe et & partir d'une origine dom-
née , 1.° une longuenr ¥gale d la valour numérigue de
e, dans le sens délerminé par le signe de o, 2’ wne
. longueur égale d la valeur numérique de &, dans le
sens déterminé par le signe de b. Pour passer de
Pextrémité de la premiéve longueur 6 celle de la se-
conde , ou reciproguement, en suivant la ligne que
Fon considére , il suffira de parcouris une troisiome
longueur égale a la valeur numerique de la différence
a=b&,

8.° THEOREME. Les mémes choses etant posces que
dans lec théoréme precedent, Fevtrémite de kbw

representée par

a+b
—

sera sur la ligne donnée un point situé a distances
égales des extremiles des longueurs a et b [ les dis-
tances ctant compices sur la ligne clle-méme ].
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Appliguons maintenant ces théormes aux arcs mesurés:
sur fa circonférence d'un cercle dont Je plan est vertical ,
ct domt-l¢ rayon équivaut 3 Funité , Forigine des atcs
éant fixée a I'extrémité du rayon tiré horizontalement de
wauche 2 droite. Sil'on désigne par =, suivant 'usage, le
rapport de la circonférence au diametre, le diamétre étant
el & 2, la circonférence entlerc se trouvera exprimée
par le nombrc 27, la moitié de fa circonférence par le

nombre 7, et fe quart par —. Si, de plus, on désigne
per a un arc quelconque positif on négatif, on conclura
du 6.7 théoréme que , pour obtenir Iextrémité de I'arc

’ @~ xm7  ou d——-“mvr

[ m étant un nombre entier], il faut porter sur la circon-
ference , .a partiv de T'extrémité de [arc a4, soit dans le
scns des arcs positifs , soit dans le sens des arcs nega-
tifs, une longueur, égale 3 2m=, Cesta-dire, parceurir m
fois a eirconférence entiere dans un sens ou dans lutre ; ;
ce qui ramcheta nécessaitement au point doi fon était -
parti, I en résulte que les extrémités des arcs

a et et 2mx.
caincident.
On conclura cgalement du 6.° ou du 7.* théoréme ,
1.* que les extrémités des arcs

a et a+r

memaﬂesm arcégul & 7, et s¢ confondent
pw oonséquent avec les extrémités dun méme damdue;
1° que tes extrémites des arcs

] et.ad:——— ,

comprénnent enfre elles un'quart de tircbnfétem o
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sorte qu'elles coincident avec les extrémités de deax rayons
_perpendiculaires 'un a lautre.
Enfin on conclura du 8.° théoréme, 1.° que les extré-
mités des arcs
a & w—a
sont situces a égales distances de ['extrémité de F'arc

v

3 R}

et par conséquent placées symétriquement de part et
d'autre du diametre vertical; 2.° que les extrémités des
arcs

e o ——g
. 2

sont situées & égales distances de I'extrémité de Farc -:—
Les arés 7—a et —:—-—-a, dont il est ici question, sont
respectivement appelés le supplément et le complement
- de farc a. En d'autres termes, deux arcs représentés par

deux quantités a et b sont supplcmens ou complemens
fun de l'autre suivant que I'on a

G4-b=x ou a—l-b:::—:'-,

Puisque les angles au centre qui ont pc'mr coté com-
mun le rayon mené par [origine des arcs croissent ou
* diminuent proportionnellement aux arcs qui leur servent
de mesure, et que ces angles eux - mémes peavent éire
considérés comme les accroissemens ou dmeinutions de
Tun deux pris a volonté, rien ne-soppose  ce quils
soient désignés par les mémes quantités quie les arcs. Ces
une convention que fon a effectivement adoptée. On dit

ailssi que deux angles sont complémens ou supplémess
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Fun de fautre, lorsque les arcs correspondans sont eux-
mémes complémens ou supplémens 'un de l'autre,

Passons maintenant a I'examen des lignes trigonomé-
triques ; et dans ce dessein, considérons un seul arc re-
présenté par la quantité a. Si on le projette successive
ment, 1.° sur le diametre vertical, 2,° sur le diamétre
horizontal, les deux projections seront ce quon appelle
le sinus et le sinus verse de l'arc a. On peut observer
que la premiére est en méme temps la projection, sur le
diametre vertical, du rayon qui passe par I'extrémité de
I'arc: Si on -projonge ce méme rayon jusqu’a la rencontre
de la tangente au cercle mené par l'origine des arcs, Ia
partie de cette tangente interceptée entre [origine et le
point de rencontre sera ce quon appelle la tangente tri«
gonométrique de l'arc a. Enfin la longueur comptée sur
le rayon prolongé entre le centre et le point de rencontre
sena [a sécante dé cc méme arc.

Les casinus et cosinus verse d'un arc, sa colangente .
et sa cosecante ne sont autre chose que les sinus et
sinus verse, la tangente et la sécante de son complément,
et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente,
et la sécante de ce méme arc, le systétme complet de ses
lignes trigonometriques.

D'aprés ce qui a été dit ci-dessus, le sinus d'un arc se
compte sur le diameétre vertical, le sinus verse sur le dia-
metre horizontal, la tangente sur Ia ligne qui touche fe
cercle & l'origine des arcs, et la sécante sur le diamétre
n]obde qui passe par l'extrémité de 'arc donné. De plus,
les sinus et sécantes ont pour origine commune le centre
du cercle, tandis que l'origine des tangentes et des sinus
verses se confond avec celle des arcs. Enfin, on est gene-
ralement convenu de représenter par des quantités posi-
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tives les lignes trigonométriques de farc a, dansle cas ot
cet arc est positif et moindre qu'un quart de circonférence;
d'ou il suit que l'on doit compter positivement le sinus
et Ia tangente de bas en haut; le sinus verse de droite 3
geuche, et la sécante dans e sens da rayon mené a lex-
‘trémité de larc a.

En partant des principts que nous venons d'ndopter
on reconnaitra immédiatement que le sinus verse, et par
"suite le cosinus verse gont toujours positifs ; et, de phus
on déterminera sans peine les signes qui doivent
les autres lignes trigonométriques d'up arc dont fex :Eeq!re-
mité est donnée, Pour rendre cette détermination plus
facile, on congoit le cercle divisé en quatre parties égales
par deux diemetres perpendiculaires entre eux, Tun hori-
zontal, I'autre vertical ; et ces quatre parties sont respec-
tivement désignées sous les noms de premier, second,
troisitme et quatricme quart de cercle. Les deux pre-
miers quarts de .cercle sont situés au-dessus du dmmétre
horizontal , savoir, le premier a droite, et fe second i
guuche. Les deux demiers somt situés au-dessons du méme
dmmétn savoir, {e troisieme a gauche, et le quatrieme 1

ite. Cela posé, comme les extrémités. de deux arcs,
complémens I'un de l'autre, sont également distantes de
Yextrémité de Tarc -i- ; on en cortclura qu'elles sont pla-
cées symétriquement de part et d'autre du diametre qui
divise en deux parties égales le premier et fe troisieme
quart de cercle. 8i 'on cherche ensuite quels signes doi-
vent étre attribués aux diverses: lignes trigonoméuryes
d’'un arc autres que. le sinus verse ‘et le cosinus verse,
suivant que Pextrémité de cét arc tombe ‘dans un quart
de cercle ou dans un autre, on trduvera que ces signes
sont respectivement .
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. doms le 1.' quartde cogclc, dami ic 2 *', dans e 3.°, dans lc ¢!
pour e sinus

R T —+ -4 —_ -_
et 1a cosecgnte. . |
cour fe cosinus
pour e cosmus { ... .+ - —_ +,
et fa sécante....
pour {a tangente e B -+ -
et ia cotangents.

(In peut remarquer a ce sujet que le sighe de fa tangente
est toujours le produit du signe du sinus per le signe du
cosinus.

Les considérations précédentes conduisent encore a
reconnaitre que le cosinus d'un arc se confond avec la
projection du rayon qui passe par Fextrémité de cet arc
sur le diamétre horizontal, et que sur ce méme diamétre
il doit étre compté positivement de gauche i droite, &
partir du centre pris pour origine ; que le cosinus verse
peut étre mesuré sur le diamétre vertical entre le point
le plus élevé de la circonférence pris pour ongme et f'ex-
trémité du sinus; que la cotangente, comptée positive-
ment de gauche i droite sur la tangente horizontale me-
née au cercle par Yorigine des cosinus verses, se réduit
2 la longuear comprise entre cette origine et le prolon-
gement du diameétre mobile dont une meitié est le ‘rayom
mené a ['extrémité de 'arc; enfin que la cosécante , mesu-
rée sur ce dmmetre ‘mobile , se compte ‘positivement dans
le sens du rayon dont il s'agit, et  partir du centre pris
pour origine jusqu'a l'extrémité de la cotangente. :

Nous avons sufiisamment développé dans les prélimi-
naires lc systéme des notations a laide desquelles nous
représentons les diverses lignes trigonométrigues et les
arcs qui leur corresponden( Nous ne reviendrons pas
sur cet gbjet, et nous nous contenterons d'observer que
les lignes trigonométriques d'un arc sont censees appar-
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tenir en méme temps a l'angle au centre qu'il mesure,
et que Ton désigne par la méme quantité. Ainsi, par
exemple, @, b, .... représentant des quantités quel-
congues, on peut dire également que les notations

sin.a, cos. b, &c.....

expriment le sinus de I'arc ou de langle @, le cosinus
de l'arc ou de l'angle b, &c.....
Nous terminerons cette note en rappelant quelques
propriétés remarquables des lignes trigonométriques.
D'abord, siTon désigne par @ une quantité quelconque,
on trouvera que le sinus et le cosinus de I'angle 4 sont
toujours liés entre eux par I'équation
(6) sinte + cos.la = 1.9

et que les autres lignes trigonométriques peuvent étre ex-
primeées au moy®n de ces deux premiéres, ainsi qu'il suit :

+ 3 sin.a . 1
‘lv.a=|-—-cos.¢,ung.a= -, Séc. @ = ;
( ) Los.a c0s. 8
. . cos, . 1
costv.a =1 — sin.a, tot.a= , CO8€C.@ == — .
: sm.a sin. s

Des formules (6) et (7) on déduira facilement plusieurs
autres équations, par exemple,

(8) cot.a=

' .
gp 3 2 ;2 2
séc.’a = 14 . sér.‘q = ,
ang.a y 8€ tang."a, coséc.’a 1—4-col.'a

1i est encore aisé de voir que, si fa quantité positive R
représente la lonoueur d’une droite entre deux points, &t
a l'angle aigu ou obtus que forme cette droite avec un
axe fixe , la projection de la longueur donnée sur laxe
fixe sera mesurée par la valeur numérique du produit

R cos. «,
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@t la projection de la mége longueur sur une perpendi-
culaire 3.f'axe par la valeur numérique du produit
R sin. a. v.

Enfin on reconnaitra sans peine que si , en partant d'un
point pris au hasard sur la circonférence du cercle qui a
pour rayon l'unité, on parcourt sur cette circonférence,
dans un sens ou dans un autre, une longueur égale ala va-
leur numérique d'une quantité quelconque ¢, fe plus petit
arc compris entre les extrémités de cette longueur sera in-
férieur ou supérieur 3 — , suivant que con.c sera positif
ou négatif. .

Ces principes étant admis , concevons que sur la cir-
conférence dont on vient de parler on détermine, 1.° les
extrémités (4) et (B) des arcs représentés par deux quan-
tités quelconques @ et b, 2.° I'extrémité (V) dun troi-
sitme arc représenté par "":'l' . Soit en outre (M) le
mifieu de la corde qui joint fes points (4), (B); et
supposons que e point- (M) se projette sur le diameétre
horizontal du gercle en un certain point (P), Si les lon-
gueurs mesurées sur ce diamétre, a partir du centre pris
pour origine , sont comptées positivement de gauche a
droite , ainsi que les cosinus, fa distance du centre au
point (P) devra étre représentée [ en vertu du 8. theo-
reme ] par la quantité . -

c0s. @ + cos. b
i ——————————

2
De plus, comme [en' vertu du méme théoréme] le point

(V) est situé a égales distances des points (4) et (B), {e
diamétre qui passe par le point (V) renfermera le milieu
(M) de la corde AB ; et 1a distance de c& milieu (M)
*u centre du cercle sera égale [abstmctxon faite du signe]

au cesinus de chacun des arcs NA, N B , ea; ce qui
TOM. 1. Ee
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revienl au méme, a o

() (2 Y (252),

Pour obtemr la projection horizontale de cette distance,
il suffira de la multiplier par le cosinus. de Fangle aig
compris entre le rayon tiré horizontalement de gauche 2
droite, et le diamétre qui renferme le point (N ), Cesta

dire, par un facteur égal (au signe prés) & can. (Z20).

En dautres termes, la distance du centre su point (P)
aura pour mesure la valeur numerique du produit

con. (""’) con. (—“f-"—)
JYajoute  que ce .produit sera positif ou négatif, suivant
que le point (M) sera situé i droite ou a gauche du dia-
métre vertical. En effet, cos. (
tif, suivant que le point (V) est situé par rapport a e
diameétre du, coté droit ou du coté gauche ; et eon. (—'—;L

est positif ou négatif, par suite le prodwit

o (25 ) (222)

est de méme signe (ue cos. ot » ou de signe contraire,

) est positif ou nég-

suivant que, chacun des arcs N 4, "N B étant inférieur
ou superieur a —, le point (M) se trouve- situé du
méme c6té que le point (V) ou du cété oppesé. Comme
diailleurs la verticale qui passe par le point (M) renferme
aussi le point (P) , il suit de la remarque précédente que
la distance du centre au point (P), dans le cas méme ou
T'on a égard aux signes, peut étre représentée par le produit

(25 )om (222),

Ce produit et la quantxte ~=2* " ont donc le méme
signe, ave¢ la méme valeur numérique ; et Fon a par cor
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seqnent pour toutes fes vaI‘e\us possibles des quantrtes a
et b,

(9) cos. c-t-co;.b—ze'os( -‘) ('+*)..:'
&dmsl’equamn(g)nnmphoebparr—t—b on en

tﬂ'eﬂ
(10) <0s. & — cos. b == e sin. (--4—-)~1-m( até ) .

De plus, si dans les équations (9) et (10) on substltue
aux angles @ -et 4 Jeurs comp]emens ~—a, -—b,

on obtiendra les suttantes
=) (=3 )

s (a—a) (a+s
tm u—em.iazun.

Les formules (9), (10) et (1 1) une fois établies; on en
déduira facilement un grand. nombre dautres. Ori frou-

sin '¢ -4 ain. == 3 cos. (

(o

vera, par exemplc, s . .
‘
~8in. @ = 8in. & "“B'i(“-b
- - L
(12) "sin.a4sin.b ~ tang. j{e—+b) ' -

os. b« cos. &

= tag.; (& —b)mmgf baet-) ;

€08. b 4-cos. &

- eos.(@.~— }) 3= tos. (@ - b) == 2t0s.a ocasdb:,
){ cos. (@ — &) — eve. (8 —+ &) == 2 sin.a sin.§; -

,)_‘ sih. (u+6)+m(u—7)=z:in¢oosg
3 un(c+b)—§xn(¢—b)=zmbma,

cos(a;tbjaboaacolbq:arlull
G )T sin. @ ok &)= win. @ oL d 3 sin. b pona

16 45y Bgaztwng b .
(16) wngita )= e s, b

€06. 2@ 2= cos.’ @ — sin.* @ == 2 cos. c-—-ua:l—zﬂ.. e,
(|7) sin. : @a== 2 8n. @ ¢s. 4
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Soient. maintenant a, b, cmmgiuqueiennqu
On tirera de la premiére des formules (13)

( '8 ) eO-(M+e)+