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AVERTISSEMENT.

IL y a quelques années que I’ Auteur
de ces Réflexions les a rédigées dans

la forme ou on les présente aujour-
d’hui. Il est maintenant chargé de

soins dont I'importance ne lui permet
pas de revenir sur ses premieres mé:
ditations ; mais comme tout annonce
que la culture des Mathématiques
va reprendre un nouvel essor, on
a pensé quil pourroit étre utile de
fairé connoitre un Mémoire ou la
Métaphysique du Calcul différentiel
est discutée avec étendue et préci-
sion , et ousont rapprochés les divers
points de vue sous lesquels on a
présenté cette Métaphysique.
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REFLEXIONS

S UR

LA METAPHYSIQUE

CALCUL INFINITESIMAL.

(1) IL n’est aucune découverte qur ait pro- Saist 36 ok
duit dans les sciences mathématiques une ré- écrit,
volution aussi heureuse et aussi prompte
que celle de I’analyse infinitésimale; aucune

n’a fourni des moyens plus simples mi plus
eflicaces pour pénétrer dans la connoissance
des lois de la nature. En décomposant , pour
ainsi dire , les corps jusques dans leurs élé-
mens , elle semble en avoirindique la struc-
ture intérieure et I'organisation ; mais comme
tout ce qui est extreme échappe anx sens et

a Iimagination , on n’a jamais pu se former
qu’une idée imparfaite de ces élemens, es-
peces d’étres singuliers, qui, tantot jouent

le réle de véritables quantités , tantot doi-
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£ Réfléxions sur la Metaphysique |
vent étre traités comme absolument nuls >
et semblent par leurs propriétés équivoques,
tenir le milieu entre la grandeur et le zéro,
entre I'existence et le néant (*).
Heureusement cette difficulté n’a point
nui au progres de la découverte : il est cer-
taines idées primitives qui laissent toujours
quelque nuage dans Vesprit; mais dont les
premieres conséquences une fois tirées, ou-
vrent un champ vaste et facile a parcourir.
Telle a paru celle de Iintini, et plusieurs
Géometres en ont fait le'plus heureux usage ,
qui n’en avoient peut étre point approfondi
la notion; cependant les Philosophes n’ont
pu se contenter d’'une idée si vague ; ils ont
vou uremonter aux principes; maisilsse sont

= -

(*) Je parle ici conformément aux idces vagues quon
se fait communément des quantités infinitésimales, lors-
quon n'a pas pris Ia peine d’en examiner la nature ;
mais, dans le vrai, rien n’est plus simple que la notion
de ces quantités. En effet, dire d’une quantité qu’elle
est infiniment petite , c’est précisément dire quelle est
la diffiérence de deux grandeurs qui ont pour limite une
méme troisitme grandeur et rien de plus, L'idée d’une
quantité infinit¢simale n’est donc pas plus difficile saisir
que celle dune limite; mais elle a de plus, comme
tout le monde en convient, l'avantage de conduire &
une theoric beaucoup plus simple,
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du Calcul infinitésimal. '

trouvés eux-memes divisés dansleursopmions,
ou plutét dans leur maniere d’envisager les
objets. Mon but dans cet écrit est de rap-
procher ces différens points de vue, d’en
montrer les rapports, et d’en proposer de
nouveaux ; je me croirai bien récompensé de
mon travail si j’ai pu réussir a jetter quel-
ques degrés de lumiére sur un sujet si in=
téressant.

(2) La difficulté qu’on rencontre souvent Orisine que
&.ﬂxprimer exactement par des équations les nﬂm;“ﬁ'
différentes conditions d’un probléme , et a
resondre ces équations, a pu faire naitre les
premieres 1dées du Calcul infinitésimal. Lors-
qu’il est trop difficile , en effet, de trouver
la solution exacte d’une question, il est na-
turel de chercher au moins a en approcher
le plus qu’il est possible , en négligeant les
quantités qui embarrassent les combinaisons ,
si Pon prévoit que ces quantités négligées
ne peuvent, a cause de leur peu de valeur,
produire qu’une erreur légere dans le résul-
tat du calcul. C’est ainsi, par exemple , que
ne pouvant découvrir qu'avec peine les pro-
priétés des courbes , on aura imaginé de les
regarder comme des polygones d’un grand
nombre de cotés, En effet, s1 'on concoit,

A4




8 Reflexions sur la Métaphysique

par exemple , un polygone régulier inserit
dans un cercle , 1l est visible que ces deux
figures, quoique toujours différentes et ne
pouvant jamais devenir identigues, se res-
semblent cependant de plus en plus a mesure
que le nombre des cotés du polygone aug-
mente , que leurs périmetres , leurs surfaces ,
les solides formés par leurs révolutions au-
tour d’'un axe donné, les lignes analogues
menées au dedans ou au dehors de ces fi-
gures , les angles formés par ces lignes , etc.,
sont , s1 non respect.ivement égaux , au moins
d’autant plus approchans de I'egalité que ce
nombre de cités devient plus grand ; d’oti il
suit qu’en supposant ce nombre de cotés trés-
grand en effet , on pourra sans erreur sensible
attribuer au cercle circonscrit les propriétés

qu’'on aura trouveées appartenir au polygone
nscrit.

. En outre, chacun des c6tés de ce polygone
diminue évidemment de grandeur 4 mesure
que le nombre de ces cOtés augmente; et
par conséquent , si ’on suppose que le’ poly-
gone soit réellement composé d’un tres-grand
nombre de cotés, on pourra dire aussi que
chacun d’eux est réellement trés-petit.

Cela posé , s1l se trouvoit par hasard dans
le cours d’un calcul une circonstance partis
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culiére ou lon put simplifier beaucoup les
opérations en négligeant, par exemple , unde
ces pelits cOlés par comparaison a une ligne
donnée , c’est-a-dire, en employant dans le
calcul cette ligne donnée au lieu d'une quan-
tité qui seroit égale a la somme faite de cette
ligne et du petit colé en question , il est clair
qu’on pourroit le faire sans inconvénient , car
Perreur qui en résulteroit ne pourroit étre
gu’exirémement petite , et ne mériteroit pas
qu’on se mit en peine pour en connottre la

- valeur.

. (3) Par exemple, soit proposé de mener

une tangente au point donné M de la circonfe-
rence MBD. ( Fig. 1.)

Soit C le centre du cercle, D CB Paxe; sup-
posons ’abscisse D P— x , ordonnée corres-

pondante MP==y, et soit T'P la sous-tangente
cherchée.

Pour la trouver , considérons le cercle com-
me un polygone d’un trés-grand nombre de
cotés; soit MN un de ces ¢6tés, prolongeons-le
jusqu’a ’axe; ce sera évidemment la tangente
en question , puisque cette ligne ne pénétrera

- pas dans I'intérieur du polygone ; abaissons de

plus la perpendiculaire MO sur NQ, parallélea
MP , et nommons a le rayon du cercle ; cela
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posé , nous aurons eévidemment MO : NO ::
NO ;. TP
1P: MP,on- Bo &

D’une autre part , I’équation de la courbe
étant pour le point M, yy=2ax—ax,
elle sera pour le point N

(¥ +NO)'=2a(@+MO)—(2+-MO)’,
‘Otant de cette équation la premiére , trouvée
pour le point M, et réduisant, ona

M O 2y +NO

NO —;a-—nx-—-HOi

MO
egalant donc cette valeur de = acelle quia

ete trouvée ci-dessus, et multipliant par y ,
omlin ¥y(2y+NO)
il yvient T P= R [

St donc MO et NO étoient connues, on
auroit la valeur cherchée de TP; or ces
quantités MO , NO sont trés-petites, puis-
qu’elles sont moindres chacune que le coté
M N, qui, par hypothese , est lui-méme trés-
petit. Donc (2) on peut négliger sans erreur
sensible ces quantités par comparaison aux
quantités 2 y et 2x— 2a auxquelles elles sont

ajoutées. Donc ’équation se réduit a TP=

2

, ce qu’il falloit trouver.
—_—

(4) Si ce résultat n’est pas absolument

1

ra -5 " B\




du Calcul infinitésimal. 11

exact, il est au moins évident que dans la Onadiinatw
. rellement la

pratique il peut passer pour tel , puisque les regarder d'a-
. A bord comme
. quantités MO , NO sont extremement pe-

une simple

- . . . . ’ é” d [i’ﬂ
tites ; mais quelqu’un qui n’auroit aucune idée En;;l:ﬁmf
de la doctrine des infinis seroit peut-étre

fort etonné si on lui disoit que I’équation

TP=— :

, non-seulement approche beau-
[ Lnn)

coup du vrai , mais est réellement de la plus
parfaite exactitude ; c’est cependant une
chose dont il est aisé de s’assureren cherchant
T P, d’apres ce principe que la tangente est
perpendiculaire a Pextrémité du rayon; car
il est visthle que les triangles semblables
CPM,MPT donnent CP: MP:: MP: TP;
&oit Pon tire TP = o — ¥

CP a—x

, comme Cl-

dessus.

(5) Pour second exemple , supposons qu’il
soit question de trouver la surface d’un cercle
donné. ¢

Considérons encore cefte courbe comme
un polygone régulier d’un grand nombre de
cotés ; Yaire d'un polygone régulier quel-
conque est égale au produit de son périmétre
par la moitié de la perpendiculaire menée
du centre sur Pun des cotés; donc le cercle
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étant considéré comme wun polygone dun
grand nombre de cotés, sa surface doit étre
egale au produit de sa circonférence par la
moitie dun rayon; proposition qui n’est pas
moins exacte que le résultat trouve ci-dessus.

(6) Quelque vagues et peu précises que
puissent donc paroitre ces deux expressions
de trés-grand et de trés-petit, ou autres équi-
valentes , on voit par les deux exemples
précédens que ce n’est pas sans utilité qu’on
les emploie dans les combinaisons mathéma-
tiques, et que leur usage peut étre d’un grand
secours pour faciliter la solution des diverses
questions qui peuvent étre prupnsees, car
leur notion une fois admise , toutes les courbes
pourront aussi bien que le cercle étre considé-
rées comme des polygones d’un grand nombre
de c6tés, toutes les surfaces pourront étre
partagées en une multitude de bandes ou
z0nes, tous les corpsen cnrpuscules, toutes lea
quanutes , €n un mot pourrnnt étre Jécom—

posées en particules de meme espeqq qu e].les. |

De-la naissent beaucﬂup de nnuveaux rap-
ports et de nouvelles m':«::mﬂ:a111':113!:1!:13r et l’on
peut juger aisément, par les exemples cités
plus hant, des ressources que doit fournir

au calenl Pintroduction de ces quanutﬁa
elémentaires.
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(7) Mais 'avantage qu’elles procurent est
bien plus considérable encore qu’on n’avoit
d’abord eu lieu de I’espérer; car il suit des
exemples rapportés que ce qui n’avoit éte

regardé en premierlieu que comme une simple Ona décous
vert ensuite

méthode d’approximation , conduit au moins , quemalgréles

erreurs com-

en certains cas, a des résultats parfaitement p;ses dans
- P'expression

exacts. 1l seroit donc intéressant de savoir g ' iitions
distinguer ceux ou cela arrive , d’y ramener d¢chaanepro-

bléme, les ré-~
2 ; sultats étoient
les autresi m:ltant qu }l est p2551ble , et _de e g
changer ainsi cette méthode d’approximation la plus i R
! : te exactitude,

en un calcul parfaitement exact et rigoureux.

Or, tel est objet de Vanalyse infinitésimale,

(8) Voyons donc d’abord comment dans1’é-
y(2y+4+NO)
2a=—2x—= MO
pu se faire qu’en négligeant MO et N O on
n’ait point altéré la justesse du résultat , oun
plutot comment ce résultat est devenu exact
par la suppression de ces quantités, et pour-

quoi il ne I'étoit pas auparavant.

'Or, on peut rendre fort simplement raison
de ce qui est arrivé dans la solution du pro-
‘bléme traité ci-dessus, en remarquant que
Yhypothese d’ou Von est parti étant fausse ,
puisqu’il est absolument impossible qu’un
cercle puisse etre jamais considéré comme un

guatian 1Y ==

trouvée (3) ,1l a
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vral polygone, quel que puisse étre le nombre
de ses coOtés, il a di résulter de cette hypo-

these une erreur quelconque dans ’équation

__¥(2y4NO)
1= 20m=2ze=MO?

et que le résultat T P = k-t étant néan-

2

moins certamement exact, comme on le
prouve par la comparaison des deux triangles
CPM, MPT,on apu négliger MOet NO
dans la premiére équation , et méme on a di
le faire pour rectifier le calcul et détruire
Perreur a laquelle avoit donné lieu la fausse
hypothese d’ou 'on étoit parti. Négliger les
quantités de cette nature est donc non-seu-
lement permis en pareil cas, mais il le faut,
et c’est la seule maniére d’exprimer exacte-
ment les conditions du probléme.

’.'I
n’a don

(7 L =

Cesrésultats  (g) Le résultat exact TP =

ne sont exacts

om= , , ’
densstion €16 obtenu que par une compensation d’er-

CIOUIS.  reurs; et cette compensation peut étre rendue
plus sensible encore en traitant Pexemple
rapporté ci-dessus d’une maniére un peu dif-
férente, c’est-a dire , en considérant le cercle
comme une veritable courbe et non pascomms
un polygone.

!

.
!
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 Pour cela, parun point R, pris arbitraire- -
_ment a une distance quelconque du point M,
~ soit menée la ligne RS parallele a M P, et
par les points R et M soit tirée la sécante
- RT’ nous aurons évidemment T'P: MP ::
- MZ:RZ, et partant T/P, ou TP+ TIT

MZ e i i
=MP =5 Cela pose, s1 nous imaginions

que RS se meuve parallélement a elleméme
~ en s’approchant continuellement de MP, il est
visible que le point T!s’approchera en méme
tems de plus en plusdu point T, et qu’on pourra
par conséquent rendre laligne T/T aussi petite
qu’on voudra sans que la proportion établie
ci-dessus cesse d’avoir lieu. Sidenc je neglige
cette quantité T/T dans léquation que je
viens de trouver, il en résultera a la vérité

une erreur dams Péquation TP=MP %—g

a laquelle la premiére sera alors réduite ;
mais cette erreur pourraetre atténuée autant
qu’on le voudra en faisant approcher autant
qu’il sera nécessaire RS de M P : c’est-a-dire,
que le rapport des deux membres de cette
équation différera aussi peu qu’on voudra du
rapport d’égalité.
: MZ 2y 4-BZ

Pareﬂlement nousavon ﬁ= m (3)
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—

et cette équation est parfaitement exacte, |

quelle que soit la position du point R, c’est-
a-dire , quelles que solent les valeurs de MZ
et de R Z. Mais plus R S approchera de MP,
plus ces lignes M Z et R Z seront petites ; et
partant, si on les néglige dans le second

membre de cette équation, erreur qui en ré-
MZ  y
dans I’é 10 = 3
sultera équation o— = “~—a laquelle

elle sera réduite alors, pourra comme la
premiére étre rendue aussi petite qu’on le
jugera a propos.

Cela étant, sans avoir égard a des erreurs
que je seral toujours maitre d’atténuer autaut
que je le vﬂudrai , je traite les deux équations

M'Z y
(D == MP-—- — —~— que je viens de
R 2 awx Ladl gt L
trouver comme si elles étoient parfaitement

exactes l'une et 'autre; aubatituant donc

dans la derni¢re la valeur de — tu'ée de Pau-

tre , )’a1 pour résultat T P= 4 comme ci~

ﬂ—x

dessus.

Ce résultat est parfaitement juste, puisqu’il
est conforme a celul qu’on a obtenu par la
comparaison des tna.ngles CPM, MPT ;et

cependant

il




o

du Caleul infinitésimal. 17
) :\ bependant les équations TP = b4 g[—; et

T Mz i

R Z T ae—g

, d’ou 1l a été tiré, sont certai-

{ .I - -

'l  nement fausses toutes deux , puisque la dis-
‘| tance de' RS & MP n’a point été supposée
!,d- nulle , ni méme tres-petite ; mais bien égale

a une ligne quelconque arbitraire. Il faut par
s conséquent de toute nécessité que les erreurs
| ge soient compensées mutuellement par la

‘S comparaison des deux équations erronces.
e | |

. (10)Voila doncle fait des erretirs compen-
"1 sées bien acquis et bien prouvé; il s’agit
3 maintenant de Vexpliquer , de rechercher le
i|  signe auquel on reconnoit que la compensa-

tion a lieu dansles éalculs semblables au pré-

~ cédent, et les moyens de la produire dans

‘]  chaque cas particulier. '

- Or, il suffit pour cela de remarquer que Sowmol

i cette compen-
T erfeurs c:!némlses dans les équations griecorper

TP=J’ e Et k Z — '1"— pOIl?'ﬂﬂI. Etre ren-

=T

dues aussi p'ehtes"'qu on 1& veut , _r:elle qui

. auroit lieu , s’il s’en trouvoit une dans ’équa-
; | tion résultante T P == 4

Q=X

, pourroit égale-

" ment e*tre rendﬂe aussa pet1te qu’on le vou-
® N B

el
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e

droit , et qu’elle dependrmt de la dlstance
ﬂrbltralre des Ilgnes MP, RS. Or, celan’est
pas , puisque le point M par ou dmt passer
l1a tangente étant donné, il ne se trouve au-
cune des quantités a, x,y, TP de cette
équation qui soit arbitraire ; donc il ne peut
y avoir en effet aucune erreur dans cette
equation, 2T | o

Il suit de-la que la cnmpﬁnsalmn des er-

reurs qui se trouvoient dans les équations
.TP:yzig et g = ;j: se manifeste dans
le résultat par 'absence des quantités MZ,
RZ qui causoient ces erreurs; et que par
conséquent , apres avoir introduit ces quan-
tités dans le calcul puﬁr faciliter Vexpression
des conditions du probléme ,/et les avoir trai-
tces dans les éguations qui exprimoient ces
conditions comme nulles pé:r megaraiscm- aux

quanntea prupo sées,afinde 5}mphf;er ces équa-
tions,iln’yaqn’a ehmmer cesmemes qmutga;

fl.'f 114

~des équations ou elles_peuvgﬁ* se trouver en-

core, pour {aire disparoitre les erréurs qw’elles
avoient occasionnées , et ﬂhl;ﬁmr un résultat
qui soit parf'altement ﬁxact if JioTge

(11) L’in?en_te_urja denc pu étre conduit &
sa decouverte par un raisonnement biem
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simple : si 4 la place d’une quantité proposée,
a-t-il pu dire, j’emploie dans le calcul une
autre quantité quine lui soit point égale , il
en résultera une erreur quelconque ; mais st
la différence des quantités employées l'une
pour autre est arbitraire , et que je sois mai-
tre de la rendre aussi petite que je voudrai,
cette erreur ne sera point dangereuse; je
pourrois méme commettre a la fois plusieurs
erreurs semblables sans qu’il s’ensuivit aucun
mconvement , puisque je demeurerai toujours
maitre du degré de précision que je voudraz
donner & mes résultats. 1l y a plus encore ;
c’est qu'il pourroit arriver que ces erreurs se
compensassent mutuellement , et qu’ainsi mes
résultats devinssent parfaitement exacts. Mais
comment opérer cette compensation et dans
tous les cas? Cest ce qu’un peu de réflexion
aura pu faire découvrir; en effet, aura pu
ﬂ.u'e l’m‘v’enteur , SUPpPOSONs pour un instant
que la compensation desirée ait lieu, et voyons
par quel signe elle doit se manifester dansle
résultat du calcul: Or , ce qui doit naturelle-
ment arriver, c’est que les quantités qui oci
casionnoient ces erreurs ayant disparu, les
erreurs aient disparu de meme; car ces quan-
tités( telles que MZ, RZ) ayant parhypothese
des valeurs arbitraires , elles ne doivent plus
L



20 Réflexions sur la Métaphysigue
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entrer dans des formules ou résultats qui ne
le sont pas, et qui étant devenus exacts par
supposition , dépendent uniquement , non de
la volonté du calculateury mais de la nature
des choses dont on s’étoit proposé de trouver
la relation exprimée par cesrésultats. Doncle

signe qui annonce que la compensation desirée

Commenton g ieyy est P’absence des quantités arbitraires
peut opérer

cettecompen- qui produisoient ces erreurs ; et partant, il
sation en cha- |

96 cos parti= e s’agit , pour opérer cette compensation ,
culior, v &8 . — a . -
: que d’¢liminer ces quantités arbitraires.

(12) Pour fixer davantage ces idées, et don-
ner aux principes qui €n dérivent le degré
de précision et de généralité qui leur con-
vient, je remarquerai que les quantités que
nous avons eua considérer dans la question
traitée peuvent se distinguer en deux classes ;
la premiére, composée des quantités qui,
comme MC, MP, PT, MT, sont ou données
ou déterminées par les conditions du pro-
bléeme ; et la seconde, composée des quan-~
tités qui, comme R S ; R T/, ST, dépendent
de la position arbitraire du point R, et telles
en méme tems, qu’a mesure que ce point R se
rapproche du point M, chacune d’entre elles
s’approche de sa correspondante dans la
premicre ‘classe, en:sorte que MP, par
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exemple, est la limite de RS, ¢’est-a-dire,
le terme fixe dont elle approche continuelle-
ment , ou, si ’on veut, sa derniére valeur;
de méme MT est la limite ou derniére va-
leur de RT/, et PT celle de ST/; par la méme
raison , il est clair que les Limites ou der-
nieres valeurs de MZ,RZ, MR, T’T, sont
toutes 0; enfin , 1l est encore évident que la
derniére raison de RS 4 MP, c’est-a-dire ,
la derniére valeur de %—: est une raison d’é-
galité , de méme que celle de RT'aM T, de
ST/4a PT, ou, enfin, celle de toute autre

quantité quelconque a sa limite.

(15) Imaginons donc maintenant, pour
étendre ces remarques aux autres problémes
du méme genre , un systéme quelconque de
quantités proposées, et qu’il soit question
de trouver les rapports qu existent entre

elles (*).

(*) Jesuppose ici que la question proposée a ¢té préa-
lablement réduite 2 trouver en effet les rapports qui
existent entre tclles ou telles quantités proposées. Si,
par exemple, il sagit de trouver une courbe qur ait une
eertaine propriété déterminée , je suppose qu’on ait préa-
lablement réduit cette question a trouver le rapport qui

B3
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(14) D’abord je comprendrai sous le nom
de guantités désignées , non-seulement toutes
les quantités qui sont proposées par I'énonce
méme de la question, mails encore toutes
celles qui dépendent de ces seules quantités,
c’est-a-dire , qui sont fonctions de ces mémes
quantités et d’aucune autre, |

Wit = = s —

existe entre telle ordonnée de cette courbe et Vabscisse
correspondante; de meme, s’il s’agit de mener une tan-
gente aun point quelconque indéterminé de cette courbe,
je commence par fixer arbitrairement le point par lequel
je veux mener cette tangente, et je réduis Ja question
a trouver le rapport qui existe, par exemple, entre la
sous-tangente et l'abscisse , ou entre l'ordonnde et la
sous-normale correspondante 2 ce méme point. Mais si
Pon me demandoit, par exemple, comment japplique-
rois ma définitionde l'infini qu’on va voir, a ces questions:
La maiiére est-elle divisible a Uinfini? L'espace dans
lequel existent tous les étres creés est-il infini ? et autres
semblables ; je réponds que ma définition n'est que
celle de l'infini mathématique ; qu’elle ne peut s’ap-
pliquer qu’aux questions dont l'objet est uniguement de
trouver les rapports qui existent entre telles et telles
quantités ; et qu'ainsi les questions métaphysiques pro=
posées ci-dessus, si tant est qu'elles méritent d’étre
appelées des questions, ne somnt aucunement du ressort
de la théorie dont on se propose d’établir ici les prin=
cipes.

It

0
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(15) Jappellerar , au contraire , guantites
non-désignées ou auxiliaires toutes celles qui
ne font point partie du systéme des quantités
désignées, et qui par conséquent n’entrent
point essentiellement dans le calcul , mais y
sont introduites seulement pour faciliter la
comparaison des quantités proposees.

Ainsi , dans ’exemple précédent , MP, MC,
MT,DP, etc. sont des quantités designées,
parce qu’elles dépendent uniquement de la
position du point M par ou doit étre menée
la tangente ; mais R S , et toutes celles qui en
dépendent ,comme MZ,RZ,T'T, T'P, etc.
sont des quantités awwiliaires , parce qu’on
n’a imaginé de les mener que pour aider a la
solution dela question , qui étoit de trouver
le rapportde MPaTP.

Il suit évidemment de-la que dans toute
quantilé non-désignée , il y anécessairement
quelque chose d’arbitraire ; car, §’il n’y en-
troit rien d’arbitraire , la valeur en seroit donc
assignée par les conditions mémes du pro-
bléme , et par conséquent dépendroit totale-
ment des quantilés proposces, ce qui est
contre ’hypothese.

.(16) Lorsqu’en mathématique, deux Ii-
gnes, deux surfaces, deux solides, deux
B4
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quantités quelcnnques enﬁn sont supposées
s’approcher perpétuellement I'une de Fautre
par degrés insensibles , de maniére que leur
rapport ou quotient diffcre de moins en
moins et aussi peu qu’on veut de unité, on

dit que ces deux quantités ont pour demiéra

raison une raison d’égalite,

" (17) Sil’une de ces grandeurs est une quan-
tité deésignée et lautre une quantité auxi-
liaire , la premiere sera dite Zimite ou derniére
valeur de la seconde : c’est-a-dire , qu’une /i-
mite n’est autre chose qu’'une quantité dési-
gnée de laquelle une guantité auxiliaire est
supposée s’approcher perpétuellement, de
maniere qu’elle puisse en différer aussi peu
qu’on voudra , et que leur derniére raison soit
une raison d’egalité.,

Ainsi, il n’y a que les quantités auxiliaires
qui, a proprement parler , aient ce que j’ap-
pelle une limite; car les quantités désignées
étant supposées ne point changer, mais aw
contraire étre elles-mémes les termes ouder-
nieres valeurs des quantités auxihaires, elles
ne peuvent strictement parlant ayoir de li-
miles, a moins qu’on ne dise que toute quan-
tité désignée est elle-méme sa propre limite,
ce qu’on ne peut refuser d’accorder, puisque
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la derniére valeur d’une quantité déterminée
quelconque ne peut étre que cette quantité
elle-méme,. |

(18) Ainsi, en général nous nommons der-
nieres valeurs et derniéres raisons des quan-
tités les valeurs ou les raisons qui sont en effet
les derniéres de celles qu’assigne a ces gran-
deurs et a leurs rapports, la loi de continuité,
lorsque chacune d’elles est supposée s’appro-
cher perpétuellement et par degrésinsensibles
de la quantité désignée qui lui répond.

(19) On nomme en général quantité jnfini-
ment petite la différence d’une quantité quel-
conque auxiliaire a sa limite; aimsi, par
exemple , RZ, qui est la différence de RS a
MP , est ce qu'on appelle une quantité infini-
ment petite.

!

(20) On nomme au contraire infinie ou
infiniment grande , toute grandeur qui est
égale a 'unité divisée par une quantité infi-
niment petite: telle est , par conséquent, la
I 1

uantité — .
9 311 te RZ oun S

Mais puisque la limite ou derniére valeur
de RS est MP, il est clair que la limite ou

L
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derniére valeur de RZ ou RS —MP est o,

I I
et que celle de ¥ est T,

(21) Ainsi on peut dire en général qu’une
grandeur infiniment petite n’est autre chose
gu’'une quantité dont la limite est 0, et qu'an
contraire , une quantité infiniment grande

n’est autre chose qu’une quantité dont la li-

s |
mite est—.
Q

(22) On comprend sous le nom de guan-
tités infinitésimales les quantités infinies ou

mfiniment grandes, et celles qu1 sont infini~

ment petites ; toutes les autres grandeurs se
nomment guantités finies.

(23) Dire , suivant P'usage vulgaire , que
I'infini est ce qu n’a pomnt de bornes, ce
qui est sans limite, ou ce dont la limite
n’existe pas, c’est donc en donner une idée
simple et qui n’est pas sans fondement , puis-
qu’en effet les quantités infinitésimales ont

toutes pour limites, les unes o, les autres

1

—, qui ne sont point de vraies quantités.
o

(24)Mais de ce que leslimites de cesquantites
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| o=, :
sont'o ou — , 1l ne s’ensuit nullement que
. Q

ces quantités elles-mémes soieng des étres
chimériques ; car , au contraire , par la défini-
tion meme(1q), une quantité infiniment petite
est la différence de deux quantités trés-effec-
tives , savoir, une quantité quelconque auxi-
liaire et sa limite,

~ (25) 1l suit encorede-la qu’on peut regarder
toute quantité nfimment petite comme la
différence de deux quantités auxiliaires qui
ont pour limite une méme troisieme quantité
désignée ; car, soient X et Y deux quantités
auxiliaires différentes quiaient pourlimite une
méme troisieme quantité A.

Je dis que X—Y est une quantité infini-
ment petite. En effet, puisque la limite ou
derniere valeur de X est A, et que celle de
Y est aussi A ; il s’ensuit que la derniére va-
leur de X—Y sera A—A ou 0. Donc la li-
mite de A+ (X—Y) est A; donc on peut
regarder X—Y comme la différence d’une
quantité auxibawrre A+ (X—Y) a sa limite
A ; donc (19) cette différence est une quan-
tité¢ infiniment petite ; donc on peut dire
en general qu’une guantité infiniment pe-
éile nest autre chose que la différence de
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deux guantités auwiliaires qui ont la méme
limite,

F

(26) Deux quantités ne peuvent avoir pour
Iimite une meme troisieme quantité sans avoir

elles-mémes entre elles pour derniére raison

une raison d’égalité ; car , puisque par hypo-

.. g T .4

thése, la limite ou derniére valeur de g
Y

est 1, de méme que celle de —; il est clair
()

(+)
X

est aussi Punite. 0r<#—) T donc la li-
)0

mite ou derniére valeur de —y esti, c’est=

a-dire , que la derniére raison de X a Y est
une raison d’égalité. Donc, en général , on
peut dire qu'une guantité infiniment petite
est le rapport de la différence de deux gran-
deurs qui ont pour derniére raison une raison
d’égalité a chacune de ces grandeurs. |

que la limite ou derniére valeur de

(27) Enfin, il est évident qu’on peunt dire

- . B ———

1

-

el P . W W OOy
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encore qu’une grandeur infiniment pelite
n’est autre chose gu’une quantité non dési~
gnée , a laguelle on attribue d’abord une ya-
leur guelconque arbitraire , et qu’on suppose
_ensuite décroitre insensiblement jusqu’a zéro.
Ainsi , en général , lorsqu’on dit, soit Z, par
exemple, une quantité infiniment petite , c’est
précisément la méme chose que sil’on disoit,
soit Z wune gﬁantité' guclcnngue arbitraire
( et par conséquent auxiliaire , car les quan-
tités désignées ne peuvent étre arbitraires ),
et supposons ensuite que cette quantité aille
en décroissant perpetuellement jusqi’a zero.

(28) Une quantité est dite infiniment pe-
tite , relativement a une autre quantité , lors-
que le rapport de la premiére a la seconde
est une quantité infiniment petite, et réci-

progquement, la seconde est dite infinie ou
infiniment grande relativement ¢ la premiére.

(29) Deux quantités sont dites différer
infiniment peu , ou étre infiniment peu diffé~
rentes 'une de l'autre , lorsque le rapport
de Yune a Vautre ne differe de Vunité que
d’une quantité infinimeat petite de maniere
que leur derniére raison soit une raison d’ éga-
lité; telles sont évidemment RS et M P.
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e e——

(30) On nomme Calcul infinitésimal Vart
qui enseigne a découvrir , par le secours des
quantilés que je viens de nmommer infinité-
simales , les rapports ou relations quelconques
qui existent entre les diverses parties d’un
systéeme quelconque de quantités proposées.
- Ces quantités infinitésimales n’étant toutes
que des quantités auxiliaires, c’est-a-dire,
introduites seulement dans le calcul pour
faciliter expression des conditions propo-
sées, 11 est clair qu’il faut absolument les
eliminer du calcul pour obtenir le résultat
desiré , c’est-d-dire, les rapports cherchés j
ainsi on peut dire en quelque sorte que le
calcul infinitésimal est un calcul non fini; ou
qui n’est pas encore achevé , parce qu’en effet
dés qu’on est parvenu a en éliminerles quan-
tités auxiliaires et qui n’y entrent pas essen-
tiellement , 11 cesse d’étre infinitésimal , et
ressemble en tout au calcul algébrique ordi~
naire (¥).

_ Pour achever d’expliquer les principaux

(*) Chacun sait, en effét, qu’un calcul od il entre des
quantités infinitésimales n’est censé fini, et que P'on ne
compte sur lexactitude du résultat , que du moment ou
toutes ces quantités infinitésimales sont enticrement éli=
minées, |
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termes relatifs a la théorie de I'infini en géné-
ral , il me reste a dire ce que j’entends par
éguation imparfaite.

(31) Yappelle éguation imparfaite toute
équation dont les deux membres sont des
quantités inégales, mais infiniment peun dif-
férentes Yune de Pautre , ou , ce qui revient
au méme, toute équation dont les deux
membres, quoique inégaux, ont pour derniere
raison une raison d’égalite.
~ Ainsi, par exemple, les équations fausses

L MZT T O MZ y ,
_'fl‘P---_;yI'hZ et — = -~ trouvées (9), sont

ce que jappelle équations imparfaites, puis-
que les quantités négligées dans les équations
exactesd’ou elles sont tirées sont des quantités
mfiniment petites; c’est donc sur la théorie
de ces sortes d’équations qu’est fondée la so-
lution de la question traitée ci-dessus et de
toutes celles du méme genre. C’est pourquoi
je vaisrechercher les principes de cette théorie
que est la base du calcul infinitésimal, ou,
plutot, qui n’est autre chose que le calcul
imfinitésimal lui-meme.

|

fi-58
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THEOREME I,

Principes{on- ; - . : . T
iy, b (32) St dans une égquation guelcﬂngue im

Vanalyse infi-
nitésimale.

parfaite on substitue & la place de lu
quelconque des quantités qui y entrent ; une
autre quantité gui en différe inﬁnim&tzt peu 5
ou dont le rapport a la premiére ait U'unité
pour limite ou derniére valeur , Iéguation qui
resultera de celte transformation ne pourra
étre une équation fausse , ’est-d-dire ;qu’elle
deviendra absolument exacte y ougu’ au moins
elle demeurera ce que j’ai nommé équatiorn
imparfaite.

En effet, puisque par hy'pothese on n’a
fait que substituer a la place d’une quantité
une autre quantité dont la derniére valeur
est la méme , et dont le rapport a la premiére
a l'unité pour limite, il est clair que cette
substitution n’a rien pu changer aux derniéres
valeurs des membres de ’équation proposée 4
m a leur derniere raison. Or cette derniéere
raison étoit , par hypothese, I'unité avant la
substitution ; donc elle la sera encore apreés;
donc V’équation conservera lé caractére de
celles que j’a1 nommeées imparfaites , a moins
qu’elle ne devienne rigoureusement exacte :

ce qu’il falloit prouver,
THEOREME

.. e, ey — = =y

=2 = crg 3
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THEOREME IL

(55) Toute équation qui ne contient que des
quantités désigndes ne peut ére une égquation
imparfaite.

En effet , parla défmition 663€quahnns 1m-
parfaites, leurs membres sont inégaux ; mais
~ différant infiniment peu P'un de Vautre, leur
i‘appnrt appruche autant qu’on veut &u rap-
port d’égalité ; donc il entre dans cétte équa-
tion quelque quantite qui ne fait point partie
da systeme des quantités pmpcrseaa mais
par I’hypothése , au contraire, I’équation
proposée ne can'uaat que des ~quantités dési-
gnbes. Donc elle ne peut étre ce que j’ai

nomme equahon J.p1parf'a1te : ce qu'il falloit
pr'alr:nJ:i!'aer..I | |

THEOREME 111

(34) Toute éguatmn gmparfmte a Jaguelle
bn n’aura fait subir ¢ que des tramfnrmatmns
semblables a celle gm est md:guee dans le
théoréme premier et de lagquelle on_sera
parvenu a éliminer par ces tmmy"armatwn&
toutes les guant:te.s non de.szgnees sera né-
cessa:rement el ngouremement exa atﬂ. :

 § B & i C

i
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Car , par le théoréme premier, ce ne peut
étre une équation absolument fausse, et par
le second , ce ne peut étre une équation im-
parfaite ; donc elle est nécessairement et
rigoureusement exacte.

'CORO'LL"KIR_E.

(85) Tout ce'qui vient d’étre dit au sujet des
€quations imparfaites, doit s’entendre éga-
lement des proportions , propositions et rai-
sonnémens quelconques susceptibles d’étre
tradulfs par de semblabl'és éqnatmna..

'SCHOLIE.

Tt qual o0 (56) Tels sont les pﬁniﬁpé's géﬂé*f’au':t aux-
de cette aua- quels se réduit la théorie du calcul infinité-

e, simal. On yoit par ces pnnc;lpe;qgo ayant
exprimé par des équatft'}m» imparfai 'q les
conditions d’un probléme , on paryieat ensuite
par des transformations seml)lablea i celle
qm est int}hquee dans Ie theuremc premlar » O1
parvient, disje , a élintiner de ces équations
toutes les quantités aux:fia:rés ou non-dési-
gnées , il faudra nﬁcessal.rement qu’ll se soit
opéré daris le cours du ealcul une compensa-

tion d’erreurs ; et que Pavantage de ce caleul

ke
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consiste en ce que les conditions d’une ques-
tion étant souvent fort difficiles a exprimer
exactement et par des équations rigoureuses ,
tandis qu’il seroit aisé de le faire par des équa-
tions imparfaites, il donnele moyen de tirer de
ces équations imparfaites les mémes resultats
et des rapports tout aussi certains que si les
€quations primitives eussent été véritablement
de la plus parfaite exactitude ; et cela par
la simple €élimination des quantités dont la
présence occasionnoit ces erreurs.

La raison de cela est simple : qu'on ait &
découvrir les relations qui ‘éxistent entre plu-
sieurs quantités proposées; s’il est difficile de
trouver directement des équations qui expri-
ment ces relations, il est naturel de recourir
a quelques quantites intermédiaires qui leur
servent de termes de comparaison; par ce
moyen on pourra obtenir, sinon les équations
mémes cherchées, au moins d’autres équa-
tions oti les quantités proposées se trouveront
mélées avec ces quantités auxiliaires; il ne
sera donc plas question que d’éliminer celles-
ci. Mais si en outre les valeurs de ces quanti-
1és auxiliaires sont arbitraireset peuvent étre
supposées aussi petites qu’on veut sans rien
changer aux quantités proposées , il est aisé
de sentir que si dans les équations qui ex-

| Ca




i

36  Réflexions sur la Metaphysique

priment les relations cherchées, les quantités
arbitraires se trouvent melées avec les quan-
tités proposées, chacune de ces équations
pourra se décomposer en deux autres , dont
Pune ne contiendra que des gquantités dési-
gnées , et ’autre renfermera des arbitraires ,a
peupres de méme qu’une équation qui contient
des quantités réelles et des quantités imaginai-
res peut se décomposer en deux , 'une entre
quantités réelles , I'autre entre quantités ima-
ginaires. Or, comme on n’a besoin que de
Péquation qui existe entre les quantités pro-
posees , il est clair qu’on peut sans inconvé-
nient, dans celles ou elles se trouvent mélées
avec les arbitraires , négliger les quantités
qui embarrassent le calcul , lorsque les erreurs
qui doivent en résulter ne peuvent tomber
que sur l’équation entre arbitraires qu’elle
renferme. Or c’est précisément ce qui arrive
dans le calcul infinitésimal , lorsqu’on traite
comme nulles , en comparaison des quantités
finies , celles que nous avons nommeées infini-
ment petites. . |

Afin de rendre cette exphcaunn plus sen-
sible encore , reprenons ’exemple traité ci-
dessus. Nous avuns trouve (9)

TP+T/T_..y><—— ot 2 i X

ﬁHZ_ R Eﬂ—lx—MZ’
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 équations parfaitement exactes 'une et au-
tre , quelles que soient les valeurs de M Z et

de RZ ; tirant donc de la premiére de ces

: ; MZ d
équations la valeur de w7 Ct la substituant

dans la seconde , jai
TPL-T'T s . 2ay+RZ%

Y 2a—a2x—MZ’

équation exacte et qui doit avoir lieu , quelle
que soit la distance qu’on voudra mettre
entreles lignes RSet MP.

Or , il est aisé de voir que je puis mettre
cette equation sous Ia forme suivante :

(TP ¥y +<T'T_ yMZ -+ aRZ—2RZ &
Y a=—x) y (ﬂ;—x](;za—ﬂ.t—'-ﬂz INER

dans laquelle le premier terme ne contient
que des quantités données ou délerminées
par les conditions du probléme , et dont le
second contient des arbitraires , et peut étre
supposé aussi petit qu’on veut sans rien chan-
ger aux quanlités quisont contenues dans le
premier terme, puisqu’on est maitre de sup-
poser RS aussi proche qu'on veut de M P,
Donc, suivant la théorie des indéterminées ,
chacun des termes de celte €quation , pris
séparément , doit étre égal & zéro; c’est-a-
dire , %le cetle équation pent se décomposer
C3
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en ces deux autres :

b 1 IR T'F yMZ4-aRZ—xRZ

¥ - & yr (a—x)(20—2:—MZ) g
desquelles la premiére ne contient que des
quantités désignées , et la seconde contient
des arbitraires. Mais nous n’avons besoin que
de la premiére , puisque c’est celle qui nous
donne la valeur cherchée de TP, telle que nous
Pavons déja trouvée ci-devant. Donc, quand
méme nous aurions commis des erreurs dans
le cours du calcul, pourva que ces erreurs
ne fussent tombées que surla derniére équa-
tion , I'exactitude du résultat cherché n’en
auroit point souffert; et c’est eflectivement
ce qui seroit arrivé si nous eussions traité
MZ,RZetT'T comme nulles par comparai-
son aux quantilés proposées a@, x,y, dans
les équations primitives; nous eussions a la
vérité commis des erreurs dans l'expression
des conditions du probléme, mais ces erreurs
se fussent détruites d’elles-mémes par com-
pensation, et le résultat dont nous avons

amalvee DESOIN D' elt ¢Lé aucunement altéré.

infinitésumale

'est autre ¢ j

chose quune  (37) Il est aise d’appercevoir, d’aprés ce
.:Efilifs:{-:ﬁdt qui vient d’étre dit, que Panalyse infinitési-

uneextension

uneextensioh male n’est autre chose qu'une application, ou
des indéter- & Pon veut , une extension de la méthode des

mindes,
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indéterminées ; car, suivant cette méthode
je dis que lorsqu’on néglige une quantité in-
finiment petite, on ne fait, a proprement
parler , que la sous-entendre et non la sup-
poser nulle; par exemple ,lorsqu’au lieu des

MZ
deux équations exactes TP+T/T=MP X ==
o MZ L AR e G e
{3 = T trouvées g), ) emp

les deux équations imparfaites

WAl S g
TP.--MP)(——-e R 7 o5 e sais fort

bien que je commets une erreur et je les mets,
pour ainsi dire , mentalement sous cette forme

M2Z
M*__Z X MP=TP+Qet — = -—
R: 2 Y it

-+ @'; pet

@/ étant des quantités telles qu’il les faut pour

que ces équations aient lieu exactement: de

, o % ¥
méme dans I’équation = , Pésultante
(7 s

des deux équations imparfaites ci-dessus,
je sous- entends la quantité ¢/#, telle que
TP

ﬁ——-———)+ @/ =0 soit une équation

exacte; mais je reconnois bientdt que cette
dernicre quantité @' est egale a zéro, parce
que si elle n’étoit pas nulle, elle ne pourroit

C4
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étre qu’infiniment petite , tandis qu 11 n entra

aucune quantité infinitésimale dans le | premlerl

terme; or cela est impossible , & moins que

chacun de ces termes, pris séparément ,ne

soit égal a zéro ; d’ou je conclus qu’on a exac-
TP

Y
fement = ==
MP a3

@, @’ et @” ont été, non passupprimées comme
nulles , mais simplement sous-entendues pour
simplifier le calcul. En effet, si X , par exem-
ple, est une quantité arbitraire qui puissa
étre rendue aussi petite qu’onvoudra, et qu. on
ait une équation de cette forme,

AL B XX 6te A8

A,B,C, etc. étant m&ependantes de X,

cctte équation ne peut avoir lieu sans que
Pon ait A=—o, B=o0,C==0, etc., c’est-a-
dire , sans que chaque terme pris séparément
ne soit égala zéro, quel que soit le nombre
de ces termes. Or, par la méme raison, si
Pon a en général une équation de cette forme,
P+ Q=0, telle que P soit une fonction des
quanlités données ou déterminées par les
conditions du probléme, et au contraire , Q
une quantité qu’on soit maitre de supposer
aussi pelite qu’on veut, on aura nécessaire-
ment P =0 et Q=0; mais telle est pré-

; et partant, les quantités
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cisément la nature de I’équation trouvée ci-
dessus ,' |

TPy \, (T/T_ yMZ4oRZ —aRZ

e — — GH e —

y a—x y (a=—z)(2a—22—MZ) e

Donc chacun des termes de cette équation,
pris séparément, est égal a zéro; donc on
auroit pu négliger dans le cours du calculles
quantités T/T,MZ , R Z , qui n’entrent point
dans le premier de ces termes, sans altérer
ce premier terme ; donc I'analyse infinitési-
male ne differe de la méthode des indéter-
minées , qu’en ce que dans la premiére on
traite comme nulles, ou plutdt on sous-entend
dans le cours du calcul des quantités qui se
détruiroient toujours d’elles-mémes dans le
résultat, si on les laissoit subsister ; au lieu que
dans la méthode des indéterminées, on at-
tend la fin du calcul pour faire disparoitre
les quantités arbitraires qui doivent etre éli-
minées. Cette derniére méthode pourroit done
suppléer assez facilement a l’analyse infini-
tésimale sans employer le secours des équa-
tions 1mparfaites , et sans commettre jamais
aucune erreur dans le cours du calcul.

(38) Il est encore un autre moyen de sup-
pléer & 'analyse infinitésimale par le calcul
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alg¢brique ordinaire ; c’est la méthode des
limites ou dernicres raisons. Car, quoique
cette analyse soit fondée entiérement sur les
propriétés des limiles et derniéres raisons ,
elle differe cependant de ce qu’on nomme
proprement méthode des limites, en ce que
dans celle-ci on ne fait point entrer séparé-
ment dans le calcul les quantités que nous
avons nommees infinitésimales , ni méme leurs
rapports , mais seulement les derniéres va-
leurs de ces rapports, lesquelles étant des
grandeurs finies, font de cette méthode,
moins un calcul particulier, comme je viens
de le dire, qu’une simple application du calcul
algébrique ordinaire.

Il s’agit donc, en se bornant a introduire
dans Dalgébre ordinaire , non des quantités
infinitésimales , mais les derniéres raisons de
ces quantites , de suppléer aux moyens que
fournit ’analyse infinitésimale pour découvrir
les propriétés, rapports et relations quel-
conques des grandeurs qui composent un sys-
iéme proposé, et voila ce qu'on nomme
proprement méthode des limites.

Pour en expliquer la marche et en donner

Vesprit, reprenons encore lexemple traite
ci-devant.
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—

1l est clau' ar ce qui a ete dit ue lication
’ P 9 ? {9) a del:E::‘:thndu

MZ TP
quoique — = e soit point égale a — p S cepen- gf:P::;‘:::
| dite.

dant la premiére de ces quantités differe

d’autant moins de la seconde, que R S est
MZ

plus proche de MP, c’est-a-dire, que _— R

1P , A . :
ﬁ-ﬁaat une eéquation imparfaite ; mais que

(en déslgnant par L. Pexpression de limite

MZ R

on de derniére valeur ) L. R 5= mp ot

une équation parfaite, ou rigoureusement
exacte.

¥ M Z y
De méme on prouvera que L. =~
P ¥ . R Z Q2 e X0

est aussi une équation parfaite, ou rigou-

reusement exacte ; egalant donc ces deux va-

MZ - . R A
‘R il vient Tt b

Y i o
= comme ci-dessus. Ainsi, ce ne
=

sont plus dans ce nouveau calcul les quanti-

tés infiniment petites MZ et RZ qui y entrent

MZ
separement, ni meéme leur rapport —-——,

mais seulement sa limite ou derniére valeur

N s A
- Rz 2 qui est une quantité finie.

leurs de
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Cettemétho-  (39) Si cette méthode étoit toujours aussi
deest plusdif- L 7 .

ficile & mettre facile a mettre en usage que Panalyse infi-

Praiue nitésimale ordinaire , elle pourroit paroitre

E&Iﬁﬂnxtisniﬁ: 2 SRR 5 _

préférable ; car elle auroit 'avantage de con-

duire aux meémes résultats par une route

directe et toujours lumineuse, au lieu que

celle-ci ne conduit au vrai qu’apres avoir fait

parcourir , s’il est permis de parler ainsi, le

pays des erreurs. |

‘Mais il faut convenir que la methode des

limites est sujette a une difficulté considé-

rable qui n’a pas lieu dans ’analyse infini-

tésimale ordinaire; c’est que ne pouvant y

séparer, comme dans celle-ci, les quantités

infiniment petites Pune de l'autre , et ces

quantités se trouvant toujours liées deux &

deux , on ne peut faire entrer dans les com~

binaisons les propriétés qui appartiennent a

chacune d’elles en particulier, ni faire subir

aux équations ou elles se rencontrent toutes

les transformations qui pourroient aider ales

¢liminer ; et cette difliculté se fait bien moins

sentir dans les opérations méme du calcul,

que dans les propositions et les raisonnemens

qui préparent ou suppléent a ces opérations.
Origine dela
dénomination
attribute aux

qeantitie it - \10) I_l paroit, par ce que nous avons dit (2)
niment peti- suyr Porigine que peut avoir eue l'analyse

fes.
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infinitésimale , que les quantités qu’on a nom-
mées infiniment petites , ont recu cette dé-
nomination , parce qu’on croyoit en effet dans
les commencemens qu’il falloit, pour le suc-
ces des calculs ou ’on en fait usage , attribuer
a ces arbitraires des valeurs qui fussent réel-
lement moindres que tout ce qui peut tomber
sous les sens et que tout ce que 'imagination
peut concevoir ; mais une métaphysique plus
reflechie a fait veir que cela est inutile,
parce que le succés du calcul vient, non de
Patténuation de ces quantités arbitraires,
mais unquement de la compensation des
erreurs qu’elles occasionnent dans ce calcul.
En effet , nous avons vu dans ’exemple
traité que les procédés et les résultats du
calcul étoient absolument lesmémes , quelque
valeur qu’on attribudt aux quantités infini-
ment petites M Z, RZ , et que par conséquent
le caractére des quantités de cette espece
ne consiste pas dans leur petitesse réelle, mais
bien plutot dansleur indétermination absolue |,
¢’est-a-dire , dans la propriété qu’elles ont
de rester arbitraires pendant tout le calcul,
et tellement indépendantes des quantités
Pproposées, qu’on demeure toujours maitre de
les prendre aussi petites qu’on veut sans rien
changer aux conditions du probléme,
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Les quantités infinitésimales ; comme ief ai
déja dit (24), ne sont donc pas des étres chi-
mériques , mais de simples quantités variables
caractérisées par la nature de leur limite
qui est ©, pour les quantités infiniment pe-=

i 1 - HETATE SRV
tites , et —, pour les quantités infimment

grandes. On peut donc attribuer successive=
ment a cesindéterminées, de méme qu’ﬁ toules
les autres quantités indéfinies , diverses va-
leurs arbitraives , et parmi ces valeurs, on
doit compter la dernmicre de toutes qui est
o pour les quantités infiniment petites , et

R y AYTETIY
- pour les quantllcs infinies. |

Distinction (4 1) Cette observation donne N dq distin-

de I'infinima-

. ﬁf?{?:ﬂ?ﬂfﬁ guer Pinfimi mathématique en deux espéces ;

ulini abso- savoir, infin sensible ou assignable, et Vinfini
absoli ou métaphysique , lequel n’ent mtre
chose que la lhmite du premier.

Si donc on assigne & une quantité: quo’!-i
conque infiniment petite une valeur détermi-
née qui ne soit point O, cette valeur sera ce
que j’appelle quantité infiniment petite , sen-
sible ou assignable, et que je désignerai aussi
par le nom d’infimiment petite ; au lieu que si
cette valeur est la dermiere de toutes, c’est-
i-dire , sielle est absolument nulle , elle sera

1u

i
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R ——— e ——————
alors ce que j’appelle quantité infiniment pe-
tite absolue ou métaphysique , et que je dé-
signerai aussi par le nom de quantité éva-
nouissante.

~ Ainsi, une guantité évanouissante n'est
pas ce qu'on appelle en général quantité
infiniment petite , mais seulement la derniére
valeur de cetle quantité; ce n’est, dis-je,
qu’une valeur déterminée qu’on peut attri-
buer comme toute autre a cette grandeur
arbitraire qu’on nomme en général infiniment
petite.

iy

' (42) La considération de ces quantités éva-

nouissantes seroit a peu-prés inutile , si on
se bornoit & les traiter dans le calcul comme
des quantités simplement nulles; car elles
n’offriroient plus alors que le rapport vague
de oao, qui n’est pas plus égal a 2 qu’a 3
ou & une autre quantité quelconque ; mais
ikne faut pas perdre de vue que ces quantités
nulles ont ‘ici des propriétés particuliéres
comme derniéres valeurs des quantités indé-
finiment petites dont elles sont limites, ct
gw’on ne leur donne la dénomination parti-
culiére d’évanouissantes que pdur avertir que
de tous les rapports et relations dont elles
sont susceptibles en qualité de quantités nul-
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T

les, on ne veut considérer et faire entrer
dans les combinaisons du calcul que celles
qui leur sontassignées par laloi de continuité ,
lorsque I’on imagine le systéme des quanti=
tésauxiliaires s’approchant par degrés insensi-
bles dusystéme des quantités désignées : c’est
ce que de grands Géometres ont cru pouvoir
exprimer en disant que les évanouissantes
étoient des quantilés considérées , non avant
qu’elles s’évanouissent,non apres qu’elles sont
évanoules, mais a linstant méme qu’elles
s’ évanouissent. '

Dans le cas traité ci-devant, par exemple,

tant que RS ne coincide point avec MP '

M2 | TP
la fraction r - st plus grande que el
deux fractions ne deviennent égales qu’au

moment ot MZ et RZ se réduisent a zéro

1l est vrai qu’alors 5 est aussi bien égale

i | ' - i F j-‘ TP - J d:

a toute autre quantite qu'a —, puisque ~
Y aLEE

est une quantité absolument arbitraire; mais

parmi les diverses valeurs qu’on pent attri=

MZ TP w | - L L] -
buer 4 -—, - est la seule qui soit assujettie
ala loi de continuité et déterminée par elle ;
car si Uon conmstruisoit une courbe dont

I’abscisse

ol
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Tabscisse fiit la quantité indéfiniment petite

r . N Mz
MZ, et Pordonnée proportionnelle a-R—z-,celle

qui répondroit a l’abscisse nulle, seroit re-

ke TP =9
presentée par — , et non par une quantité

Y

arbitraire : or, c’est ce qui distingue les quan-
tités que je nomme évanouissantes de celles
qui sont simplement nulles.

Ainsi, quoiqu’en général on ait 0=2 X 0==
3 X 0=4 x o= etc. , on ne peut pas dire d’une
quantité évanouissante telle que MZ, MZ—
oMZ=3MZ=4MZ = etc.; car la lo1 de con-
tinuité ne peut assigner entre MZet MZ
d’autre rapport que celui d’égalité, ni d’autre
relation que celle d’identité.

(43) Nous avons vu qu’en introduisant dans

le calcul des quantités indéfiniment petites ,
et en les négligeant par comparaison aux

quantités finies, les équations devenoient im-
parfaites , et que les erreurs auxquelles on
donnoit lieu ne se compensoient que dans le
résultat cherché. On peut maintenant éviter,
si Pon veut , cette espece d’inconvénient par
le moyen des évanouissantes, qui, n’étant
autre chose que les derniéres valeurs des
quantités indéfiniment petiles correspon-

dantes, peuvent ,comme toutes autres va-
D



e e e e —————

50  Réflexions sur la Meétaphysique

leurs, étre attribuées & €¢§ quantités indéfi-
piment pelites; et qui, d’un autre coté , étant
absolument nulles, peuvent se négliger, lors-
qu’elles se trouvent ajoutées a quelques quan-

tités effectives, sans que le calcul cesse d’étre

parfaitement rigr:jureux.

(44) On peut done envisager 'analyse in-
finitésimale sous deux points devue différens ;
en considérant les quantités infiniment pe-
tites ou comme des quantités effectives , ou
comme des quantités absolument nulles. Dans
le premier cas, I’analyse infinitésimale n’est
autre chose qu'un calcul d’erreurs compen-
sées ; et dans le second , c’est]’art de comparer
des quantités évanouissantes entre f_-lleﬁ et
avec d’autres, pour tirer de ces i:uni’f)ﬁraisnns
les rapports et relations quelconques qu1 exis-
tent entre des quantités proposées.

Comme égales a zéro, ces quantités éva-
nouissantes doivent se négliger dansle calcul,
lorsqu’elles se trouvent ajoutées a quelque
quantité effective ou qu’elles en'sont retran-
chées ; mais elles n’en ont pas moins, comme
on vient de le voir, des rapponts trés-inté-
ressans a connoitre , rapports qui' sont dé-
terminés par la loi de continuité & laquelle est
assujetti le systéme des quantités auxiliaires
dans son changement. Or, pour saisit aisé-
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AT RO T -
ment cette lo1 de continuité , il est aisé de
sentir qu’on est obligé de considérer les quan-
tités en question a quelque distance du terme
ou elles s’évanouissent entiérement, sinon
elles n’offriroient que le rapport indéfim de
Z@ro a zéro ; mais cette distance est arbitraire
et n’a d’autre objet que de faire juger plus
facilement des rapports qui existent entre
ces quantités €vanouissantes : ce sont ces
rapports qu’on a en vue en regardant les
quantités infiniment petites comme absolu-
ment nulles, et non pas ceux qui existent

entre les quantités qui ne sont pas encore

parvenues au terme de leur anéantissement.
Celles-ci, que j’ai nommées indéfiniment pe-
tites, ne sont point destinées a entrer elles-
memes dans le calcul envisagé sous le point
de vue dont 1l s’agit dans ce moment, mais
employées seulement pour aider 1 imagmna-
tion, el indiquer la loi de continuité qui
déterminelesrapports etles relations quelcon-
ques des quantités évanouissantes auxquelles
elles répondent.

~ Ainsi, d’apres cette hypotheése, dans lapro-
portion MZ : RZ :: TP : MP, les quantités re-
présentées par MZ et RZ sont bien suppos¢es
é.bsolument égales a zéro ; mai» comme c’est
de leur rapport qu’on a besoin , il faut pour

D 2
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d g R ¢ Ui o :
appercevoir son égalité avec g considérer
les quantités indéfiniment petites qui répon-
dent a ces quantités nulles, non afin de les in-
troduire elles-mémes dans le calcul , mais afin
d’y faire entrer sous la dénomination de MZ et
de RZ,les quantités évanouissanles qui en sont

les dernieres valeurs.

(45) Ces expressions MZ, RZ représentent
donc ici des quantités nulles, et on ne les
emploie sous les formes MZ, RZ, plutdt
que sous la forme commune 0, que parce que
sion les employoit en effet sous cette derniére
forme , on ne pourroit plus distinguer , dans
les opeérations ou elles se trouveroient meélées,
leurs diverses origines, c’est-a-dire , quelles
sont les diverses quantités indéfiniment pe-
tites qui leur répondent. Or, la considération,
au moins mentale , de celles-ci, est nécessaire
pour saisir la loi de continuité qui détermine
le rapport cherché des quantités évanouissan-
tes qu’elles ont pour limites, et parconséquent
il est essentiel de ne pasles perdre de vue et
de les caractériser par des expressions qui
empechent de les confondre.

(46) Les quantités évanouissantes qui font
le sujet du calcul infinitésimal envisagé sous

ce nouveau point de vue, sont a la vérité
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des étres de raison ; mais cela n’empéche
pas qu’elles n’aient des propriétés mathéma-
liques, et qu’on ne puisse les comparer tout
auss: bien qu’on compare des quantitésima-
ginaires qui n’existent pas davantage ; car il
est tout aussi vrai de dire , par exemple, que

' / a
60 =20+ 40 que m=‘/:"_"><‘/ T

Or, personne ne révoque en doute I’exacti-
tude des résultats qu’on obtient parle calcul
des imaginaires, quoiqu’elles ne soient que
des formes algébriques et des hiéroglyphes
de quantités absurdes; & plus forte raison ne
peut-on donner Pexclusion aux quantités
évanouissantes qui sont au moins des limites
de quantités effectives, et touchent pour ainsy
dire a I'existence. Qu’importe en effet que
ces quantités solient ou non des etres chime-
riques ,si leurs rapports ne le sont pas, et que
ces rapports soient la seule chose qui nous
intéresse ? On est donc entierement maitre ,
en soumettant au calcul les quantités que nous
ayons nommées infinitésimales, de regarder
ces quantités comme des quantités effectives,
ou comme absolument nulles ; et la différence
qui se trouve entre ces deux manieres d’en-
visager la question , consiste en ce que regar-
dant ces quantités comme nulles , les propo-
D3
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sitions , équations et résultats quelconques y
sont loujours exacts el rigoureux , mais se
rapportent a des quantités quisont des élres
de raison, et expriment des relations qui
existent enire quantilés qui n’existent pas
elles-memes:aulieu qu'en regardant les quan-
tles mﬁmment petites comme quelque chose,
Feflectif, les propositions , équations et ré-
sullals. quelconques ont bien pour sujet. de
véritables quantités; mais ces propositionsy
équations el résuliats sont faux , ou plutot ils
sont imparfaits, et ne deviennent exactsala
fin que par la compensation de leurs erreurs ,
compensation cependant qui est une suite
nécessaire | et infaillible des 0perauuns do
calcul, 14 . asrido s s G

(47) La métaphysique qui vient d’étre ex-
posée fournit aisément des réponses & toutes
les objections qui ont été faites contre I'ana-
lyse infinitésimale dont plusieurs Géométres
ont cru le ﬁrmmpe fautif et capable d’indtire
en erreur;mais ils ont été accablés, sil’on peut

s’exprimer ainsi,par la multitude des prodiges, '

et parl’éclat deswénteés qui’ Sértﬂlent en ﬁmle

de ce princi e. 0 LB LAGRG e Ve
Ces objections peuvent se réduire & celle-

c1: oules | quantités’ 'qufm nomme infimiment

petites sont absolament rulles , ou non; car
ol
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il est ridicule de supposer qu’il existe des
étres qui Aicnuent le milieu entre la quantite
et lezéro. Or, si elles sont absolumentnulles,
leur comparaison ne mene arien, puisque le
rapport de © a O n’est pas plus @ que 4, ou
toute autre quantité quelconque ; et si elles
sont des quantites effectives , on ne peut saus
erreur les traiter comme nulles, ainsi que
le prescrivent les regles de l’analyse infini~
tésimale. |

- Laréponse est simple : bien loin de ne pou-
voir en effet considérer les quantités inhni-
ment petites , ni comme quelque chose de
réel, ni commerien , on pent dire an contraire
gqu’on peuti;a volonté les regarder comme
nulles ou.comme de yéritables quantités; car
ceux quivoudront les regarder comme nulles,
peuvent répondre que -ce qu’ls nomment
quantilés infimment petites ne sont point des
qyapﬁt.és nulles quelconques , mais des quan-
tités nulles assignées par une loide continuité
qui en détermine la relation ; que parmi tous
les rapports dont ces quantités sont suscep-
tibles comme zéro, ils ne considerent que
ceux qui sont déterminés par cette loi de
continuité; et qu'enfin ces rapports ne sont
point vagues et arbitraires , puisque cette loi
de continuité n’assigne point, par exemple 4

| D4
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plusieurs rapports différens aux diﬁ’éréntiellés
de 1’abscisse et de 'ordonnée d’une courbe
lors§ue ces différentielles s’évanouissent,
mais un seul , qui est celui de la sous-tangente
a Pordonnée. D’un autre coté, ceux qui re-
gardentles quantitésinfiniment petites comme
de véritables quantités, peuvent répondre
que ce qu’ils appellent infiniment-petit n’est
gqu'une grandeur arbitraire et indépendante
des quantités proposées; que des-lors, sans
la supposer nulle, on peut cependant la ‘trai-
ter comme telle sans qu’il s’ensuive aucune
erreur dansle résultat, puisque cette erreur, si
elleavoit lieu, seroit arbitraire comme la quan-
tité qui ’auroit occasionnée, Or, il est évident
qu’une pareille erreur ne peut exister qu’en-
tre des quantités dont quelqu’une au moins
soit arbitraire. Donc lorsqu’on est parvenu a
un resultat quin’en contient plus, -'et-'qu.i ex-
prime une relation quelconque entre les quan-
tités données et celles qui sont déterminées
par les conditions du probléme , on peut assu-
rer que ce resultat est exact, et que par con-
séquent les erreurs qui auroient da étre com-
mises en exprimant ces conditions ont pu se
compenser et disparoitre p&r une suite néces-
saire et infaillible des opérations du calcul.

(48) D’autres Géometres , embarrassés ap=

el [ el

gl =¥

F-.- '—
g ——l m—
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paremment par l’objection qu’on vient de
discuter, se sont attachés simplement a prou-
ver que la méthode des limites dont les procé-
dés sont rigoureusement exacts dans tous les
points , devoit nécessairement conduire aux
memes résultats que ’analyse infinitésimale.
Mais en convenant que le principe de cette
meéthode est trés-lumineux, on ne peut se
dissimuler qu’ilsne font qu’éluderla difficulté
sans la résoudre ; que la méthode des limites
ne meae aux résultats de ’analyse infinitési-
male que par une route difficile et détournée ;
etqu’enfin cetteméthode , loin d’étre la méme
~que celle du calcul de I’infini, n’est au con-
traire que l'art de s’en passer et d’y suppléer
parle calcul algébrique ordinaire : en quoi ’on
reussiroit d’une maniere plus simple, a ce qu’il
- me semble,parla méthode des indéterminées.
Mais pourquol adopteroit-on I'une de ces mé-
thodes a l'exclusion des autres, puisqu’elles
peuvent se préter un secours mutuel ? Em-
ployons donc tout ensemble , et ’analyse in-
finitésimale proprement dite, et la méthode
des limites, et celle des indéterminées, suivant
que les circonstances I'indiquent, el ne ué-
gligeons aucun des moyens qui peuvent nous
conduire ala connoissance de la vérité, on en
simplifier la recherche.
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Il me reste a montrer par quelques exem-
ples 'application des principes généraux que
je viens d’expliquer; et c’est ce que je vais
faire en donnant une idée des calculs diffé-
rentiel et intégral , lesquelssont , a proprement

parler, Panalyse infinitésimale elle-menw ré-
duite en pratique.

(4q) Si Pon attribue successivement & tma

rentiel et in. Méme quantité variable deux valeurs infini

tégral,

ment peu différentes 'une de Pautre , la tﬁﬁ'é-
rence de la seconde de ces deux valeﬂrs a
la premiére sera nommée d; _ﬁéreutmﬂede c*eftﬂ
premiere valeur. '
Soit, par exemple, AMN ( F’g b‘) une
courbe relativement a laquelle on ait une
question quelconque a résoudre , et telleque
Pordonnée MPsoit une des quantités désignées

par cette question. Je suppose de plus que

pour faciliter la solution ,'on méne’ parallé~
lement 4 MP et & une distance arbitraire de
cette ordonnée ,une ligne auxiliaire NQ , et
qu’ensuite cette ligne se rapproche donﬁ:iuel—f
lement de M P jusqu’a ce qu’elle coincide
avec elle; la ligne NO, ou NQ—MP sera
donc (lg) une quantité infiniment petite. Or
comme elle est la différence des deux valeurs
NQ, MP, attribuées successivement a Ior-

donnée, on est convenu de la désigner dansle
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~ discours par expression diminutive de diffé-
rentielle de la variable M P, et delareprésen-
ter dans le calcul par cetle meéme variable
précédée de la caractérislique d : ainsi, en
nommant y l"ordonnée MP, dy slgniﬁera la
méme chose que différenticlle de M P.
A Mals Supposer , comme nous Payons fait,
que NQ s ‘approche perpétuellement de MP,
c’est supposer que A Q s’approche anssiper-
pétuellement de A P; carla premiére de ces
deux suppositions entraine nécessairement la
seconde ; donc en nommant x I’abscisse AP

PQ ou M 0 sera la différentielle de x ,
Pon aura M 0 =dx en méme - tems quﬂ
NO =dy. :

~ Sil’on suppnse de plus N Q=y" et AQ._H:’
nn aura y"::g/hl—dy et &'=x-dxr ; c’cst-a-
axre que les différentielles dy et dx ne sont
autre chose qua les accroissemens des varia-
bles cnrrespnndanlqs ¥ et x, oules quantilés

Elont elles augmentent lorsquelles deviennent
' etx - ) 1

(5o) Maintenant soit attribuée a Pordonnée
une nouvelle valeur RS § telle que P Q et
Q S different infiniment peu 'une de Pautre
ou aieitt pour derniére raison tne raison d'é-
galite ; pour que celd soit, il faut évidemment,
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puisque N Q par la premiére hypothése est
déja supposée s’approcher perpétuellement
de MP, il faut, dis-je, que RS s’approche
aussi perpétuellement de la méme ligne MP,
de maniere qu’elle finisse 'comme N Q par
coincider avec elle ; autrement il est clair que
le rapport de QS a PQ , lequel doit par hy-
potheése s’approcher sans cesse del'unite ;s’en
éloigneroit : amnsi les rapports de NQaMP,
de RSaMP,de RSaNQ et deQSa PQ,
auront tous pour limite le rapport d’égalite.
II est visible de plus qu’a cause de laloi de
continuité , le rapportde RZ a N O sera dans
Ie méme cas. Donc, suivant la notion -géné?-
rale que nous venons de donner ci-dessus des
quantités différentielles , QS doit étre la
différentielle de AQ, RZ celle de NQ, QS
—P Q ou NZ—MO celle de PQ, et enfin
RZ—NO celle de NO; de méme que N O
ou N Q—M P est celle de M P. Donc, confor-
mément a la convention faite au sujet de la
maniére d’exprimer les différentielles dans le
calcul , nous devons avoir QS=dx’, RZ=
dy’, QS—PQ=d (MO ), RZ—NO=d (NO).
Mais nous avons déja trouvé MO=dx, NO
—dy; donc QS—NQ=ddx ; RZ—NO=ddy ;
c’est-a-dire , que les quantités ddx et ddy
(qu’on écrit aussi de cette maniére d x,d’y )
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seront les différentielles des différentielles dex
et y, et c’est ceque, pour abréger, on nomme
- encore différences secondes ou diff¢rentielles
du second ordre ; c’est-a-dire , que ddx est
la différentielle da second ordre ou la diffé-
rence seconde dex , et ddy celle de y.

Or , puisque QS et PQ sont supposées in-
finiment peun différentes 'une de 'autre, leur
différence ddx est infiniment petite relative-
ment a chacune d’elles (28). Donc les diffé-
rences du second ordre sont infiniment petites
relativement aux différentielles premiéres ou
du premier ordre (*).

(51) On peut différentier pareillement a
leur tour les différentielles du second ordre ,

et de cette différentiation résulteront les

(*) Si au lieu de mener la nouvelle ligne auxiliaire
RS de maniére que les lignes QS et PQ différent inf-
niment peu l'une de l'autre , on la méne telle que QS
soit précisément égale a PQ, c’est-a-dire , telle que AP,
AQ, AS soient en progression arithmétique, on aura
ddx=—o0,0u dx constant : ainsi on peut supposer 1l'une
des différentielles constante ; mais de ce que AP, AQ,
AS sont en progression arithmétique , il ne s’ensuit pﬁ_s
que MP, NQ, RS, y soient aussi, a moins que laligne
AMN ne soit droite : ainsi , de ce que ddz seroit sup-
posée égale a zéro, il ne sensuivroit pas que l'on el
aussi ddy==o.
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difféerentielles du troisieme ordre ; de la difs

férentiation de celle-ci résulteront celles da

quatrieme ordre , et ainsi de suite: de maniére
que dddy,ou d’y ,sera la différence troisicme
de y ; ddddy, ou d'y, la differentielle du
quatrieme ordre, etc. Or, d’aprés ce que
nous venons de dire sur la génération des

differentielles du premier et du second ordre, |

1l est aisé de comprendre comment doit se
faire celle des ordres supérieurs ; ainsi je ne
m’y arréteral pas; je dirai seulement que
c’est en atiribuant pour chaque nouvel ordre
une nouvelle valeur auxiliaire a chacune des
variables, telle que , non-seulement chacune’
de ces nouvelles valeurs différe infiniment peu
de celle qui la précéede, mais qu_e' Ja méme
chose ait lieu entre leurs différenticlles, les
différentielles de leurs différentielles, et ainsi
de suite.

- (52) Differentierune quantité, c’est assigner
sa difféerentielle 5 c’est-a=dire , que si X, par
exemple , est une fonclion quelconque de « ,
la différentier ce sera assignerla quantité dont
cette fonction augmentera en supposant que
x augmente de d .

Intégrer on sommer une différentielle , au
contraire, ¢’est revenir de cette différentielle

-

5
&
-
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& la quantité qui I’a produite par sa différen-
| tiation, et cette derniére quantilé s’appelie
~intégrale ou somme de la différentielle pro-
posée : ainsi ¥, par exemple , est I'intégrale
ou la somme de dx, et intégrer ou sommer dx
n’est autre chose qu’ascigner cette quantité x
qui en est la somme ou I'intégrale.

Nous avons vu que la différentielle d’une
quantité s’exprime dans le calcul par cette
méme quantité précédée de la caractéristique
—gi; réciproquement , on est convenu d’expri-
mer 'intégrale ou la somme d’une différen-~
tielle quelconque par cette méme différen-
tielle précédée de la caractéristique f'; c’est-
a-dire , que [dx, par exemple, signifie la
méme chose que somme de dx : ainsil'on a
é¢videmment x = /' d x.

(563) On nomme calculs différenticl et in-
tegrall’art de€ trouver les rapports et relations
quelconques qui existent entre des quantités
_proposées , par le secours de leurs différen-
tielles. Le nom de calcul différentiel ’appli-
quant proprement a l’art de rechercher les
~rapports ou relations des quantités différen-
tielles et de les éliminer ensuite par les regles
. ordinaires de ’algébre , et celui de calcul in-
tégral a Vart d’intégrer ou d’éhmuner ces
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memes quantités différentielles par les procé-
dés qui enseignent a revenir d’une différen-
ticlle a son intégrale. .

Mon but ic1 n’est point d’écrire un traité
de ces calculs ; mais seulement d’en indiquer
les regles fondamentales , et de montrer que
ces regles ne sont autre chose qu’une appli-
cation des principes généraux qui viennent
d’étre exposes.

o

(54) Proposons-nous donc d’abord d’assi-
gner la différentielle de la somme x—+y -+
z—+elc. de plusieurs variables.

Par hypothese x# devient #~+dx , y devient *
y—+dy , etc. Donc la somme proposee devient
x~+dx—+y 4+ dy—+z-+dz—+etc.; donc elle
augmente de dx—+dy--dz-etc., et cette
augmentation est précisément ce que nous
avons appelé différentielle.

(55) On demande maintenant la différen-
tielle de a+b+c+ete. +x y-+-5-=¢étess
a, b, c,etc, étant des constantes,et x, 7,z, etc.
des variables. |

Par hypothése , areste a , breste b, creste
c,etc., v devient ¥-+dx, y devient y+dy,etc. -
Donc la somme proposée devient a—+b--c,
etc. ~+x-+-dx—+ etc. ; donc elle augmente de
dx--dy-i-dz- etc, et cette angmentation est

la

L
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la différentielle cherchée ; donc cette diffé-

rentielle est la méme que §’il n’y avoit point
de constantes dans la somme proposée.
On demande la différentielle de ax.

Par hypothese, a reste @, et x devient x

~dx. Donc ax devient ax—+adx; donc il
| augmente de adx , et cetle augmentation est
| 1ladifférentielle cherchée.

(66) On demande la différentielle de x y.

On voit par ce quiprécede quelle est yda—=
ydy—+dxdy, c’est-a-dire,qu’on ad.xy—=ydx—t
wdy-+dxdy.

Mais j’observe , a ’égard de cette équation,
que dx et dy etant infiniment petits relati-
vementa x et y, le dernier terme dxdy est
lui-méme infiniment petit relativement a cha-
cun des autres, c’est-a-dire , que le quotient
| de ce dernier terme par chacun des autres

est une quantité infiniment petite. Donc si on

le néglige dans 1’équation précédente , qui

. | deviendra pour lors d.xy=axdy-+ydx,

cette équation sera ce que j’al nommé une
équation imparfaite. Mais puisque les équa-
tions imparfaites peuvent (51,34 ) s’employer
comme des équations rigoureuses , sans qu’il
s’ensuive aucune erreur dans le résultat cher-
- ¢hé, il est évident que je puis faire usage de
cette derniére équation au lieude la premicre ;

K
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a e T =

e —

et comme elle est plus simple , j’abrégerai et
je faciliterai dans l’occasion par son secours
les opérations de mon calcul.

Je dirai donc que la différentielle d’une
quantité qui estle produt de deux variables
est égale au produit de la premiére variable,
par la différentielle de la seconde, plus a celui
de la seconde variable par la différentielle
de la premiére; et cette proposition sera
de celles que j’ai nommées (35) propositions
imparfaites, c’est-a-dire , susceptibles d’étre
traduites par une équation nnparfalte et ne
pouvant comme elle, cundulre qu’a des resul-
tats rigoureusement exacts(*). *

(*) Si de 1’équation imparfaite d. xy =xdy -y dx;
je voulois tirer une équation rigoureuse, je le pourrois
d’abord en restituant au second membre le terme dx dy
qui lui manque ; mais je le pourrois aussi de la maniére
suivante : je diviserois tout par dy , par exemple, et

j’aurois la nouvelle équation imparfaite —— —=y——-=x;

et comme (1g) une quantité auxiliaire differe infiniment
peu de sa limite , je puis, dans I'équation précédente,

; dxy\ .. d.xy X d
mettre /im. E; ala place de _J;’ et Zim. (r
2 la placede g—;, sans que 1’équation cesse d'¢treim=

d.
parfaite (32). Or elle devient alors Zim. ( I‘y)-—-y e

d L -
lim. (I;) =2 ; mais toute limite est par la déﬁmﬂ?‘
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(57) On trouvera par les mémes procédés
que ci-dessus, qu’on a ’équation imparfaite

dayz=xydztxzdy—+yzdx.

On trouvera de meéme I’équation imparfaite
iy x 2 ydx—xdy

Y YX

On trouvera de méme ’¢quation imparfaite
d. xP=max™dx, etc.

(68) Telles sont les principales regles du
calcul différentiel ; passons maintenant a celles
du calcul intégral qui est la méthode in-
Yerse.

- 1% Puisque la différentielle de x est duw,
Vintégrale de d x sera x, c’est-a-dire, qu’on
aura fdx=—x. Mais comme la diflérentielle de
a-+x est également x dx(55), 1l s’ensuit que
Pintégrale de dx est aussi bien a+x que x
seul, et qu'en général chaque différenticlle a
autant d’intégrales diverses qu’on veut lui
en donner ; mais que toutes ces intégrales ne

méme (17) une quantité désiguée. Donc, quoique dx
- ; s o . d. xy™ ; d x
et d y soient auxiliaires hm_'. (Tiy) et/im. (d—}) sont

des quantités désignées ; donc tous les termes de I'équa-
d..ty 3 d x

E;) =y X lim, (E}) -, sont
des quantités désignées ; donc (34) cette équation est né-

cessalrement et rigoureusement exacte.
b

tion préceédente /im. (

E2
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différent que d’une quantité constante. 1l suffit
donc d’en déterminer une quelconque , et &’y
ajouter une constante arbitraire pour repre-
senter toutes les autres : c’est-a-dire, que
toutes les intégrales possibles de dx seront
représefltées par x—+A , A étant une constante
arbitraire.

2%, Puisque la différentielle de a+y—+=z
~+etc. est dx~+4dy—+dz+ etc., P'intégrale
de cette différentielle sera m-l—y—-!-*z-i—elc.—{-A
A ¢tant une constante arbitraire.

3% La différentielle de xy étant x dy-+
y dx (56) aussi bien que celle de » v+ A,
I'intégrale de xdy -y dx sera réciproque-
ment xy + A, A ¢étant une constante arbi-
traire.

4%, On trouvera de méme que l’mtegra,le de
ydx—xd y "I" £
Yy J’
5°. On trouvera de méme que l'intégrale de
ma®-idx est 2™ A ,etc,

Telles sont les principales régles du caleul
intégral ; il nousreste a montrer par quelques
exemples particuliers Papplication de ces
regles et de celles du calcul différentiel: ¢’est
ce que nous allons faire le plus succinctement

qu’il nous sera possible. o
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PROBLEME I-
Application

(59) Etant donnée une courbe elliptique d":ﬂl’:ﬂ‘ﬂfP:'

AMB (Fig. 3.), trouver la sous-tangente quelques

xemples,
TP qui répond & un point quelconque donné, e
M, de cette courbe.

Que: AB soit le grand axe de la courbe:
nommons « la moitié de ce grand axe, b le
demi petit axe,x ’abhscisse AP, et y 'ordonnée

b b

PM; nous aurons donc y y = — (2ax—=xx).
aa

Cela posé , soit menée une nouvelle ordonnée
NQ infiniment proche de MP, c’est-a-dire, que
cette ligne auxiliaire N Q soit d’abord menée
a une distance quelconque arbitraire de MP, et
qu’ensuite elle soit imaginée s’en rapprocher
continuellement , de sorte que leur derniére
ralsun smt une raison d’égalité; les lignes MO,
Nb seront donc (49) les différentielles res-

pectives de x et y. Or les triangles semblables

TP MO MO
TPM MZO dOHﬁEMﬁ“—E(—) m.

Mais il est evident que plus NQ s’approche
de MP, plus ZN diminue relativement a
N O, et que leur derniére raison est o. Done

Z N est infiniment petite relativement a NO ;

TR MO .

done gm = NO .est une equation impar-
EJ
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_ . TP dx o &
faite (31) ; c’est-a-dire , que wo ™ est une

équation imparfaite.
D’un autre coté, ’équation de la courbe

bb
etant yy = —-( 2aX—xX ) , NOUS aurons, en la
différentiant, cette autre équation lmparfaité,
il b b A% 44 . ST
ydy=— (adx —axdx) ; substituant donc
aa

dans cette dermiére la valeur de da tiree
de la premieére, et réduisant, nous aurons

aa Yy ’ . . '
I'P= .- X = équation qui, ne renfer-

mant plus de quantités infimtésimales , est
nécessairement et rigourcusémentexacte(34).

(60) A utre solution. Considérons la murbe
proposée comme un polygone d’une infinité
de cotés; c’est a-dire , prenons a la place de
la courbe proposce un pnlygone d’un ﬁam fré:

" supposons ensuite
que ce nombre de cOles a]ugmente perpﬂtuel—
lement , de mani¢re questa derniére relation
de ce polygone avec la conrbe soit une relation
d’identité. Comme il est absolument impt;s-
sible que la courbe puisse élre exactement con-
sidérée comme un pol ygnne les equauﬂns par
lesquelles j’exprimeral les conditions du pro-

bléme en partant de cette hypothésene seront

quelconque de mtes 3
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point exactes ; mais puisque le polygone est
supposé s’approcher sans cesse de la courbe,
les erreurs qui pourront se trouver dans ces
équations s’atténueront autant qu’on le vou-
dra,et parlant, ces meémes équations seront de
celles que j’al nommées imparfaites.

Ainsi les triangles T'MP, MNO me don-
T‘P MO
M P NO

T’P qui en différe infiniment peu, on aura cette

équation imparfai TP-—-EQ 0 'I..‘E—HE
q pariaite, MP NO u o=
la méme que celle qui a été trouvée ci-dessus,
et qui, combinée avec celle de la courbe , me
donnera le méme résultat.
(61) On peut encore, si on veut , appli-
quer a cette question la méthode des indé-
terminées sans rien changer au procédé du

calcul. En effet, aprés avoir trouvé les deux

TP d x
équations imparfaites O b 1) dy =
b b

— (2adx—2x dx ),) ajoute mentalement a
£l il

’un des membres de la premiere, pour la

rendre rigoureusement exacle , une quantité

@ ; jintroduis pareillement dans la seconde

une quantité ¢/ qui la rende de meme rigou-

reusement exacte : les quantités sous-enten-

dues ¢ et ¢/ sont donc miiniment petites
E 4

nent ’équation — . substituant TP a
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. -

relativement a celles auxquelles on les ajoute
mentalement. Cela posé , je compare les deux

equations précédentes sans avoir égard a ces

aa Yy
quantités @ et ¢’; I'équation TP = — ——

bbb a—x

‘qui en résultera, pouvaat n’étre pas exacte 4
'y ajoute encore mentalement une quantité
@” qui la rende telle. Mais comme cette quan-
tité @” ne peunt qu’étre infiniment petite , je
reconnois bientot qu’elle est absolument
nulle , parce qae les autres termes de I’équa-
tion ne renferment plus de quantités infi-
mteésimales ; car en faisant passer tous les
termes dans un seul membre , leqnatmn qui

b b
Seraa]nrQ(TP—-#-— 2y )—i— ol =O,, ne

da d=—x

pourra avoir lien suivant la méthode des in-
déterminées, sans que chacun de ses termes
en particulier ne soit égal a zéro: donc @#=o,

bb yy
et TP= —

aa a=—x

- (62) En général, il est clair d’aprés ce qul

, comme ci-dessus.

vient d’étre dit , que s1 "on nomme P la sous- |

tangente d’une courbe quelcunque on aura
lequatmu imparfaite P--y 78 dﬂnc (34) on

aura 1’équation rlgaureuaement exacte P=—7
d x |

JJ" | | VAt i)

|

X3 liin.
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Si Pon nomme Q Pangle compris entre la
tangente de la courbe en un point quelconque
et 'ordonnée correspondante, on aura €vi-

P
demment, tang. Qﬂ—;— etcot. Q= P’.' donc

on aura les équations imparfaites , lang. Q=

dx dy
rx —etcot, Q== = you les équationsrigoureuses,

tang. Q. = Z;m.( )etcot Q==4lim. ( )
PROBLEME IL

(63) On demande la valeur qu’il faut attri-

buer & x pour que la fonction |/ 7ax—x =
soit un maximum , c’est-a-dire plus grande
que si 'on attribuoit a x une autre valeur
quelconque.

Soit {/ 2ar—zx—y OUyy=—c2ax—ax,
et comstruisons une courbe dont ’abscisse
-soit x et 'ordonnée y , la question sera donc
de trouver la plus grande ordonnée de cette
courbe. Soit AMB (£Fig.4.) cette courbe
et MP sa plus grande ordonnée : cela posé,
puisqu’a compter du point M les autres or-
données décroissent. soit du cote de A, soit du
coté de B, il est clair que la tangente de la
courbe au point M doit étre paraliele a AB.
Donc en nommant , comme ci-dessus , Q Fan-
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gle formé parla tangente de la courbe et 'or-
donnée , on aura au point M, cot. Q==0, ou

(62) lim. j—i)zﬂ. Je diflférentie donec 1’é-

quation de la courbe , et j’ai Véquation im-

dy a—zx

parfaite ydy—adx—axdx ou — P donc
% J'

y 7 aQ—x
jyai l equatmn rigoureuse Zim. | — )= TR
cot. Q = ==, Or on doit avoir cot. Q=03

LT —
donc——==0, ou enfin a=x , ce qu’il falloit

"
trouver.

(64) Le procédé a suivre pour trouver
la plus grande ordonnée d’une courbe quel-
conque , est donc de différentier ’équation,

) , d
d’en tirer la valeur de Zim. (Ei , et de

Pégaler 4 zéro. On énonce communément
cette régle en disant simplement qu’il faut
différentier ¥ et égaler d y a zéro ; mais si cet
énonce est plus court , 1l est aussimoins exact.

PROBLEME IIL

(65) Une courbe proposée ayant un point
d’inflexion , déterminer l’abscisse ou l’ordon-
née quilui répond.

Soit. ABMN ( Fig. 5. ) la courbe proposée ;

que AP soit l’abscisse , et MP Pordonnee
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B - E——

correspondante au point d’inflexion cherché
- M ; soit menée une tangente MK a ce pont
,' d'inflexion ; il est visible que T'angle KMP.
‘est un minimum , c¢’est-a-dire , moindre que
'Pﬂngle LNQ formé par une autre tangente
quelcmque N L etl'ordonnée correspondante
NQ., donc la tangente de I’angle KMP est
aussl un minimum , et sa cotangente un ma-
xumum ; mais cette cotangente est en géné-

“ral (62) sz( ) donc on doit avoir (63)
d.lim, ( )

.d"

I;m. )-‘* 0, ce qu il falloit

trouver.
~ Soit, par exemple, 4* y =—=a x* — & ’équa-
_tion de la courbe proposée ,je différentie , et
: yai 1 equation imparfaite * dy == ﬂ:.rdt—
d
 Ba Jm_, ou ’équation rigoureuse Zim. (g) —

! 2a %3 x’ 1 | 20 1 — 3 x* ;
- T , Al faut donc que i soif

d(ﬂax-—ﬁt )
d'
.._.0 c’est-a-dire , qu’ on doit avoir 2¢ —

un ma.r.:'.rm:nz you que Zim. (

61’-——0 D'LI -1-""'_ '_fl'-

PROBLLMF }. V.

(66) Trouver la surface d’un segment pa-
rabolique, |
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Soit AMP ce segment (£7%g.6.); st nous
supposons que ’abscisse AP augmente d'une
quantité infiniment petite PQ, ce segment
augmentera en méme tems de la quantité
MNPQ ; c’est-a-dire ,que PQ étant supposée la
différentielle de x, MNPQ) serala différentielle
dusegment cherché. Donc réciproquement le
segment cherchéest intégrale de MNPQ,c’est
a-dire, qu’on a AMP=/( MNPQ ); mais si I’on
abaisse MO perpendiculairement & NQ , il
est évident que la derniére raison del’espace
MNO alespace MOPQ esto;doncle premier
de ces espaces est infiniment petit a P'égard
du second; donc on a ’équation imparfaite
MNPQ = MOPQ. Substituant donc la se-
conde de ces quantités a la premiére , dans
Péquation exacte AMP =/f(MNPQ ), on
aura I’équation imparfaite AMP=/(MOPQ) ,
ou AMP=/ydx: mais I'équation de la
courbe est, en nommant P son paraméire,
vy = Px,d’oi l'on tire I’équation imparfaite
2ydy

P
la premiére de ces équnations imparfaites , sa
valeur tirée de la seconde , on aura cette
2y dy

Yaie

Mais(38)ona /2 = 2_; donc AMP

dx:

; enmettant denc pour dx, dans

nouvelle équation imparfaite AMP =f-

[
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A
¥
que des quantités désignées, ne peut étre
que rigoureusement exacte : ce qu’il falloit
trouver.

La méme méthode s’applique évidemment

= , eguation qui, ne contenant plus

.ﬁ la quadrature de toute autre courbe, et
par des raisonnemens analogues , il est aisé

- de Pétendre a leur rectification et a la re-
cherche des solides quelconques.

Fjlll I .-

(68) Ce petit nombre d’exemples doit suf- Conclusion.
fire pour faire comprendre quel est Pesprit
de Panalyse infinitésimale. En vain ses ad-
- yersaires diront-ils que c’est ruiner la certi-

tude des mathématiques que d’y admettre
des erreurs , comme on le fait , en employant
des équations imparfaites ; ces errreurs peu-
vent-ellesavoir des conséquences dangereuses,
puisqu’on a des moyens infaillibles pour les
faire disparoitre , et des signes certains pour
connoitre lorsqu’elles ont disparu? Renoncera-
t-on aux avantagesimmenses que procure ce
caleul, de peur de s’écarter un instant des pro-
cédés rigoureux de la géométrie élémentaire,
ou preférera-t-on a la route unie et facile par
laquelle cette aralyse nous méne aux décou-
vertes, un sentier épineux ou il est si difficile
de ne point s’¢ zarer ? Tel est celui qu’offre
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la méthode des limites lorsqu’on veut Yem-
ployer exclusivement. Car ceux qui veulent
proscrire la notion des quantitésinfinitésimales
sont réduits, oua la suppléer par Valgébre
commune, ce qui présente des diflicultés sans
nombre, ou a se servir continuellement des
noms d’infini et d’infiniment petit en méme
tems qu’ils les démigrent , si 'on peut s’expri-
mer ainsi, et qu’ils traitent de chimeére I’ exis-
tence des choses mémes dont ils sont les hiéro-
glyphes. On n’emploie, dit-on , ces termes que
figurément ; mais je demande si un langage
figuré et abstrus est celui qui convient & la

simplicité des mathématiques, et sur-tout &

cette rigueur dont on veut s’étayer pour

condamner la théorie de P’infini. Ces deux

méthodes ne reviennent-elles pas au méme,
ou plutot ne sont-elles pas la méme méthode
employée diversement ? En un mot , ne sont-
ce pas toujours les memies idées a rendre , les
meémes relations a exprimer ? Pourquoi donc
ne pas rendre ces idées , ne pas exprimer ces
relations de la maniére la plus claire et la plus
simple ? |

‘" F I N.
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