This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=sqsAAAAAMAAJ&ie=ISO-8859-1&output=pdf

A propos de ce livre

Ceci est une copie numérique d’'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d’une bibliothéque avant d’étre nun
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant a permettre aux internautes de découvrir I'ensemble du patrimoine littéraire mc
ligne.

Ce livre étant relativement ancien, il n’est plus protégé par la loi sur les droits d’auteur et appartient a présent au domaine public. Lex|
“appartenir au domaine public” signifie que le livre en question n’a jamais été soumis aux droits d’auteur ou que ses droits légaux sont
expiration. Les conditions requises pour qu’un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d’'un pays a l'autre. Les livres libres de d
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance hum:
trop souvent difficilement accessibles au public.

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme
du long chemin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d’édition en passant par la bibliothéque pour finalement se retrouver entre vos

Consignes d'utilisation

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothéques a la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de
ainsi accessibles a tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce

Il s’agit toutefois d’un projet colteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avor
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en ins
contraintes techniques relatives aux requétes automatisées.

Nous vous demandons également de:

+ Ne pas utiliser les fichiers a des fins commercidesis avons concu le programme Google Recherche de Livres a I'usage des particu
Nous vous demandons donc d’utiliser uniquement ces fichiers a des fins personnelles. lls ne sauraient en effet étre employés
quelconque but commercial.

+ Ne pas procéder a des requétes automatidBesvoyez aucune requéte automatisée quelle qu’elle soit au systéme Google. Si vous effe
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractéres ou tout autre domaine nécessitant
d'importantes quantités de texte, n’hésitez pas a nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux I'utili
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous étre utile.

+ Ne pas supprimer l'attributioh.e filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre
et leur permettre d'accéder a davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le sup
aucun cas.

+ Rester dans la légalitQuelle que soit I'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabili
veiller a respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n’en déduisez pas pour autant qu'il en va de mé
les autres pays. La durée Iégale des droits d’auteur d’un livre varie d'un pays a l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de r
les ouvrages dont I'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne I'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d’afficher un livre sur
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut étre utilisé de quelque facon que ce soit dans le monde entier. La condamnation a laqt
Vous exposeriez en cas de violation des droits d’auteur peut étre sévére.

A propos du service Google Recherche de Livres

En favorisant la recherche et I'accés a un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Goog
contribuer a promouvoir la diversité culturelle grace a Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livre
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs a élargir leur public. Vous pouvez
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage a I'glditps#Books.google.com |



http://books.google.com/books?id=sqsAAAAAMAAJ&ie=ISO-8859-1&output=pdf



















P r g
AL -l A
S NP o S &l
. i(' i :_-:»T. . .
\ . e . - N

'.'\ Y
— v NN






RO\ SN

F A\






TRAITE
CALCUL INTEGRAL,

POUR SERVIR DE SUITE

A LANALYSE DES INFINIMENT-PETITS
DE M. LE MARQ(JIS DE HOPITAL;

Par M. DE BOUGAINVILLE, de la Societé Royale
de Londres.

SECONDE PARTIE. ra

e

NV A

A PARTIS,
Chez H. L. GuerIN & L. F. DELATOUR,
rue Saint Jacques, a Saint Thomas d’Aquin.

M. DCC. LVI.
Avec Approbation & Privilege du Rot.







iij

——

AVANT-PROPOS.

E m’acquitte avec autant d’empreflement

que de reconnoiflance de mes engagements
envers le Public. L’accueil favorable qu’il a fait
a la premiere partie de cet Ouvrage , m’a fou-
tenu contre les difficultés que préfentoit I'exé-
cution de la feconde. L’efpoir du fucces m’ani-
moit. J’avois au moins un gage certain de I'in-
dulgence de mcs Juges.

Dans la premiere partie j’ai expof€ les regles
pour l'intégration des différentielles qui n’ont
qu'une feule variable , ou changeante ; celle-ci
explique les méthodes connues pour intégrer
les différentielles qui en contiennent deux,
ou un plus grand nombre. Je la divife en deux
Sections , dont l'une a pour objet celles de ces
différentielles qui {font du premier ordre , &
Pautre celles qui {font d’'un ordre plus élevé.

De toutes les méthodes inventées pour éclair-
cir ces matieres obfcures & compliquées, celles

ui embraflent un plus grand nombre de cas

am:, fans contredit, les plus utiles. Ceft 2 dé-

velopper les plus générales de ces méchodes,

a en faire voir Papplication 2 des cas €éloignés
aij
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& qui y paroiflent le moins réduélibles, que
je me {uis {ur-tout attaché. Pour épargner
aux commengants des effais qui, toujours pé-
nibles, feroient fouvent infruétueux a I'égard
de quantités & d’équations qui ne peuvent étre
intégrées fans préparation, jai placé a la téte
de cette feconde partic I'expofition du Théo-
réme qui apprend a reconnoftre quand l'inté-
gration direéte eft poflible, ou non. Jai donné
a l'expofition de ce Théoréme toute I'étendue
néceflaire pour ne laifler, je crois , aucun em-
barras fur la maniere de s'en fervir ; & dans
toute la fuite de 'Ouvrage jen fais un ufage
prefque continuel.

La méthode développée dans le Chap. VII.
de la premiere Seftion eft aufli d’une treés-
grande généralité. On verra que Ja difficuleé
d’intégrer plufieurs équations fe réduit fouvent
a les ramener au cas dans lequel la méthode du
Chapitre VII. fuppofe les équations différen-
tielles pour les intégrer. Celle du Chapitre XV.
de la méme Seftion eft aufli une des plus in-
génieufes & des plus técondes ; d’autant mieux
que M. d'Alembert a qui nous la devons, ainfi
que prefque la moitié des méthodes contenues
dans ce Volume & dans le précédent , I'a éren~
due aux différentielles d'un ordre quelconque.
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La plilpart de ces méthodes font dans les volu-
mes de 1746, 1748, 1750 des Mémoires
de I'Académie de Berlin.

Jai trouvé, dans la feconde Se&ion, 'ocs
cafion de faire voir par un exemple , comment
deux méthodes, rapprochées 'une de l'autre ,
fe prétent un jour mutuel & acquierent quel-
quefois un degré d’évidence & de généralité
que les inventeurs ne leur avoient pas donné.
Il y a toujours a gagner 2 ces fortes de combi-~
naifons ; puifque {ouvent, méme en manquant
le but quon fe propofe , on trouve une vérité
qu'on ne cherchoit pas. D’ailleurs ces métho-
des qui tendent a la méme fin , qui font fon-
dées {ur les mémes principes , qui prefque tou-
tes ont les mémes procédés , ont néceflairement
entre elles un rapport fenfible. Peut-étre a force
d’en érudier la liaifon & d’en chercher la dé-
pendance réciproque , parviendroit-on a ren-
dre linftrument univerfel & en méme temps
plus fimple.

Que ne pouvons-nous pas nous promettre
a cet égard des travaux réunis & conftants de
plufieurs Géometres du premier ordre , dont
les pas ont déja franchi un efpace immenfe ¢
Le Public attend avec impatience le Traité du

Calcul Intégral de M. Fontaine. Son but eft
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de réduire tout ce Calcul a une regle fonda-

mentale & générale. Les eflais de ce Traité
- & o 4 \ b / * s

qui ont déja été lus a I'Académie des Sciences

& dont PHiftoire de cette Académie ( Année

1742.) fait mention, mettent en droit d’ef-

pérer tout de I'Ouvrage méme.



vij

 SUPPLEMENT
A LA PREMIERE PARTIE.

C Omme on m'a fait appercevoir dans la pre-
miere partic de cet Ouvrage quclqucs en-
droits qui n‘avoient pas, pour tout le monde, ce
degré ge clarté que je m'érois propofé de leur
donner; & qu'on m’en a indique dautres, ou le
calcul pouvoit Eere fimplifié 5 je vais éclaircir &
réformer ces endroits, & corriger en méme temps
les fautes d'impreflion dont ja1 pu m’appercevorr.
Je fuivrai dans ce Supplément l'ordre des pages.

PaGE 11. LiGNE 15. Placez la lettre O & Pangle des
afymptotes, & nommez: O C, x, au lieu de BC.

Page 15. ligne 1. % =y, lifez %’i= dy.

Page 21. ligne 10. y*dzlxly=,lifez y*dzlxly .

Page 35. Lemme 6. La fuppofition faite dans la démon-
ftration de ce Lemme , que 1 —28x=+xx=0, 1 —
2bx=xx =10, &c. pourroit faire naitre quelques difhi-
culeds. Quoique la vérité du Lemme n’en fubfiftit pas
moins , il eft cependant A propos de montrer comment
on peut fe pafler de cette fuppofition. _

Soient donc 4, b, — k, &c. les cofinus des arcs 4B,
AF, A1, &c. ay b, —h feront les différentes valeurs
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de ¢ dans les équations aux cofinus, trouvées p. 31. Donc
ces équations.auront pour divifeurs c—a,c—b, c=k,
&c. . : - :
Suppofons ces équations multipliées. par 2. & . faifons
2¢c=u; les transformées qui en naitront, auront pour
divifeurs  — 24, ¥—25, u-24, &c. Or on fait que
fi dans chacune de ces transformées on fubftitue 3 « une
quanuté quclconque P, la quantité dans laquelle _c_:hacune‘
delles fe change par cette fubftitution a pour divifeurs
P—2ay P—2b, P+42k. Donc fi 3 # on fubftitue
1+** " les transformées quon aura dans ce cas auront,
pour divifeurs = I e 2b, H'”-}-zlz,
&c. Maintenant en faifant le calcul, on verra facxlcment
que la forme générale de ces transformées eft,

A A
1+21x -I--xz l--l-znek—k:):z
A : A

. Donc — —
x x

(112‘_2 a).( 14,:”—zb).(H;’m—lr-zh. &c. =
(r+xx-r.ax).(x+xx—sz).(l-i-xx-l-:.hx).&c.
A
X

fin 1+2tx‘+x“—(l—zax—|-xx) (1—2bx—l—
xx) . (1==2hx~4xx) . &c. —=KB'xKF xKI x&c.
Page 38. ligne 2. AF, lifez AE.
Ibid. ligne 17. Lifez V 1 4=2hx -+ xx, au lieu dc
Vithxtxx.

»
—2a’

. Donc en-

Page 42. ligne 17."7“%'__‘%")(, 1if -A::::::B_'_: _
bdb .
Page 43. ligne 16. fl;x“::_:b‘:b’ hfc ﬂi ad::“

Page
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Page 46. ligne 7, Comme 9 eft 3 1: Jifex, comme g
et 3 1.

- Ibid. ligne 15. jufquw’d 21 : pour plus de clarié : lifez ce

-qm' Suit: sV —1 = sV —1'. Or cette derniere quan-
tité fe rapporte 3 a—+b )/ — 1 gk » €0 falfant a==0,
b=s5,g= % b =o. Donc (LXX.n° 4.) syV—1 fe
rapporte 3 A + By, — 1, & par conféquent aufi
reesi—1, o

Page 51. ligne 18. ==y : lifez +y™. _

Page 8o. ligne 16. au lieu-de fy: lifez, gy.

Ibid. ligne 22. g— ou bien, 8cc. Jifec '_ £_ gu bicn - g:'

Page 102. lzgnepenulmme —(X): lifez + (X).

Page 117. ligne 14. 11 eft évident, &c. /i ifez, 1l eft évi-
dent qu'on aura toujours un triangle reGtangle, dont les
cbtés autour de l'angle droit feront dx & dy, & dont
Vhypotenufe fera du.

Page 121. ligne 26. lifez , d’'un quadrilatere d’hyperbole
&quilatere par rapport a fes afymptotes : les coordonnées
ayant leur origine 4 la diftance 1 du fommet.

Page 12g9. ligne 20. un nombre entigr pofitif: /ifez, un
nombre entier pair pofitif,

P N 1. -z"ds. life -2"dz -
age 133. Ligne (zz+rr)’ fz rr(¢z+—)

Page 152. ligne s. —ﬁ'-i‘-'-i lﬁz (f—l-f‘ £).
Page 159. ligne 14, la fonéhon de x: 1 fez s lc coeffi-
cient de x. .

II. Pﬂrtien ‘
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Page 171. ligne 11. Gz" dx: lifiz, Gz dz.

Ibid. /igne 18. lifez, s étant un nombre impair pofitif
ou négatif; & cette quantité s'intégrera, ou abfolument,
quand s eft pofitive (Art. cVL n°1.), ou par la quadra-
ture du cercle (Art. cvi. n° 2.), lorfque s eft négative.

- Page 180. On peut fupprimer depuis la ligne 4 mcluf y
vement , jufqu’a la ligne 77 exclufrvement.

Page 181. ligne 15. 1 =4+x=&c. lifez 12" =,

Page 199. ligne 8 & 9. detm-axe conjugué : lifez axe
conjugué.

Page 204. Itgne 140 == enfin - tbda

S HY e Visu+fu-bb {u -bb
montrer clairement ce 'qui 2 pu conduiré & ajouter i la

dlﬂérentxelle ce ?u on lui a 3jouté, mettons-la fous cette

. Pour

ds

forme 3 11 eft facxle de voir que — b
Vu +f— 2

eft la différentielle du terme — 5; qui eft fous le figne.
Donc il ne.manque que du dans le numérateur , pour
que la différentielle foir. complete. Donc au lieu de nowre

différenticlle nous peurrons pmndre la fuxvantc,
d 4 + b bdu

- i - . La premiere
Vx—l—f—— Vu—i—f—— _

)
pamc apour mtégrale (Art VIII )—2Vu +f——, ou
— x‘/un-f-fx bb

vu
L

Vuutfu—bb

La feconde n’eft autre chofe que

» qui fe rapporte 3 I'Article cevr,

‘<
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Page 220. ligie 3. eft égal A celle de: éffacez celle de.
Page 224. ligne 1. changez le double figne - en 4.

Page 327. ligne 16. On aura une différentielle , &e.

Cleft ce qu'on peut voir de la maniere fuivante. Puifque

fHgxtbxx4-x? = (k4lx-+mx*).(cHx), en

faifant ¢+ x = z , on aura une transformée de cette

forme [a . (+z’-1’-'e)+ b]fxi-z; dzx (k'=41'z 4
mz ) ; donc, &c.

Page 231. ligne 2. & xx =¢&c. On peut ﬂmpllﬁer ce
calcul de la fagon fuivante. Subftituez la valeur de x, qui
vient d’8tre trouvée, dans l'équation g'zx 4z =g
lx+kx* & vous aurez tout de fuite g+1x+kxx =

z -1 iz -
J\z-l-gzx{‘ VZg-l-(g'
Pon tire immédiatement le dénommateut V¢ -+

{J‘z-i-g’z {z ’)+V&z g+(gl ) }, rédm—
fant, &c. comme Jufqwd la ligne 10 4 je muluphe &e.
On peut fe difpenfer de cette opération , parce que le
‘numérateur & le dénommateur font chacun divifibles par

. la quantité qui muluphe » -ce qui conduit fur le champ
a -‘7‘:—;—%—, ligne 12. page ﬁuvante R

« Quant 2 la remarque qui fmt » page 233 ) on pcut trous
ver aufli facilement, fans le fecours du calcul qm précede,

.que la propofée fe rapporte aux logarithmes , toutes les
fois que ¢& — —LI—}--—&‘-&-‘—'O Car il eft for que la
propofée fe rédun-a aux logam’hmes > lorfquc ged fera

b ij
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divifeur de g~+/x-kx*. Suppofant dénc qu'il le foit,
& faifant la divifion , jufqu'a .ce qu'il i’y ait plus d’x au
dividende , on trouvera, en €galant le refte 4 zéro & en
réduifant , & — J\g 1 1% g’s

Page 234. ligne 17. eft du troifieme degré: lifez, eft 3.

Page 235. ligne 20. Les quadratures de ces quatre équa=
tions : /ifez , les quadratures des courbes repréfentées par
ces quatre €quations.

Ibid. ligne 23. fa quadrature fe réduira: / ﬁz » la qua<
drature de cette courbe fe réduira,

Page 237. ligne 14, dx=ydu, effacez dx =.

Ibid. /igne 15. Faites ainfi, pour plus de fimplicité, le
calcul fuivant. Je multiplie la- différentielle

dqu+Il:/+mu +n4’ haut &baspat{-]fk-i-lu-f-mu “nw
4kdu-+sludu +4mu’ du 4+ 4nu’du

& jai
4V k+lu*+mu’ +nut
kdu 4+ 2ludu+3ma*du—+ 4nu’du -+ 3kdu 4+ 2ludu+muds

WV kn+lu +mu’ +nut 4l/ku+lu “+ mu} -+ nut
Il eft évident que la premiere partie a pour intégrale

Viu+la® +mu’+"“’. A légard de la feconde, elle fe

‘xéduit 3 trois autres , dont la premiere qui a pour lumé-
rateur 3 kda s’integre par les fe&tions coniques, en faifant

= 0.

s ou bien

lduyv u
= -z— La feconde qui fe réduit a Ve P
cft de la forme de celte dont nous cherchons l'intégrale;
mudu

-& la troifieme fe réduit a

’
4V—+l+mu+nu

2 laguelle ,' aprés l’avon' mife fous cette forme,
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m 2nudu

8n

V— 4 mu—+nu*
pour étre une dxﬂ'érennelle complete , que d’avoir 3 fon
numérateur — — + mdu. Cette troifieme partie fe ré-

‘duira donc , pour fon intégration , a lintégrale
r"';V%'*'"'*m“‘*‘"“' , 4 la différentielle

. s on voit quil ne manque

- kdu ' "
wvs Vi+lutmu +nas » qui fe rapporte aux fetions
°°mqucs en faifant # = —z— & enfin 3 la différenticlle

duyu

— , de la méme forme que celle dont
Vk+lu+mu‘ ~+ 1ot
nous cherchons l'intégrale.

. . 3 3 .
Donc la difiérentielle 4*¥ %+ ':/': mu +r4 et com-

pofée de deux parties qui s’integrent abfolument , de
deux ?arnes dépendantes des feions coniques, & enfin

. duvu e
de T'—_) T Donc lintégrale
de duyu dépend de celle de

Vitlutrmu +nu’
‘duV k+lu+mu* +nu’ , ceﬁ-a—du'e , de la quadrature

Va
d’'une courbe du troifieme ordre.
Page 241. ligne derniere : d'une quadrature du troifieme

ordre : lifez, de la quadrature d'une courbe du troifieme

ordre.
Page 244. ligne 3. xx: lifez, x.
Page 246. ligne 14. 2xxdx: lifez, 2cxdx.
Page 248. ligne 17. elle ne dépend pas toujours de
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dx . x*dx
————— : mais elle peut dépendre ou de ;
sVa+tfx P P |4 a+fx”
ou de-———d—x—,oude dx ,ouenﬁnde—d—i—.-

Va+f:’ Va-i—fx’ xVa+fx?}

Dans le premier cas elle sintegre exa@ement. Dans le
fecond & le troifieme elle dépend des fetions coniques.

Page 253, ligne 7. fon&tions de x: lifez , de =.

Page 259. ligne 6. au dénominateur ¥’ ¢ 4+ Bu &c.:
lifez V' A+ Bu &c.

Page 277. ligne 3, x* = "z'g donne, &c. Le calcul
qui fuit peut Sabreger en cette maniere ; x*="7£

donne x*dx _'—’L“:Sﬁﬂf donc x*zdx =
- 242d d 3% ) .
-—”—z—;—z':-'—3-5—z 5 ce qui intégré conduit tout de fuite a la
ligne 7.

Ibid. ligne 22. Ay, lifez Ay*.

Page 292. ligne 10. Silonavoit [(rdxfudx): ajoutex
ces mats: r & u éeant des fon&ions quelconques de x.

Ibid. ligne 15. en titre , SECOND Cas ; effacez ce titre
& les deux lignes qui fuivems. Lifex & la marge: Autre
exemple du premier cas ; & aw liew de [ ( dx) X

(S72==)"> hfczf{dx(f’/'d‘ } dans

2rX¥—xXx ZYX-XX

cet article & le fuivant.
Page 294. Ar. cccil. jufqu’a la ligne 14: lifez ce qui
Suir. Soit propoféef{dx ([’ rdx ) } =g

2 rx xx V?- rx=—xx
eft lexpreflion d’un arc de cercle dont x eft le finus verfe

& r le rayon : Soit, en fuppofant le rayon 1, z la valeur
de cet arc; rz fera fa valeur, le rayon étant r. De méme
fi cof. z repréfente le cofinus de oet acc, le rayon érant
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1, r cof. z repréfentera le cofinus du méme arc, le rayon
étant r. On aura don¢c % =r—r cof.z; or cof. z = &c.

Au refte il eft bon de marquer en paffant la différence
de ces deux expreflions r cof. z & cof. rz. La premiere
exprime le cofinus de l'arc z pris dans un cercle dont le
rayon cft r ; da feconde repréfente le cofinus d’un arc,
le nombre de fois r plus grand que z, les arcs rz & z
étant pris dans le méme cercle ; d’otr Fon voit que r cof.
z & cof. rz font deux expreflions qu'il ne faut pas con-
fondre.

Page 296. ligne derniere. Entre Patticle cCcv. qui ter-
mine cette page & larticle cCCVi. qui commence la fui-
vante 5 inférez ces mots : '

SEconNnD Cas.

Ce fecond cas a lieu, quand les quantités -affe@tées du
figne f font multipliées les unes par les autres. Il n’a au-
cune difficulté. Prenez chaque intégrale en particulier,
& multipliez-les enfuite entre elles, le produit fera la va-
leur de Pexpreflion propofée. Ainfi f(xdx) x [(gx*dx)

x? ng gxd'
— —_—

= — x =— .

P;ge 3164. ligne zso. ajoutez ce qui fuir. On peut par
le méme Théoréme transformer tout nombre irrationel
donné en une fuite infinie de termes purement rationels.
Soit, par exemple , la quantité irrationelle ¥/ 10, je la
transforme en Vg—-l-—x, c’eft-a-dire , en un radigal binome
dont la premiere partie foit un quarré; & alors élevant

par le moyen de la formule le binome 9=~1 2 la puiflance
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— , on aura une fuite infinie de termes tous rationels.-
Page 324. ligne 18. d'un nombre plus grand que 'unicé,
Entre cette ligne & I Art. cCcxXL, ajoutez : mais moindre
que 2. En effet fi 142 éeoit feulement égal 4 2, alors
z étant 1, les deux termes du dénominateur binome fe-
roient égaux & la ferie feroit fautive ; 3 plus forte raifon,
_iorfque z furpafle 2.
~ On peut néanmoins employer cette ferie 3 trouver les
logarithmes des nombres plus grands que l'unité ; mais il
faut pour cela calculer les logarithmes de nombres moin-
dres que 2 ,°& qui foient tels que , muliipliés entre eux,
ou divifés les uns par les autres, ils produifent le nombre
dont on cherche le logarithme. Par exemple, fachant que

JERPVER
de la ciax:emiere ferie le logarithme de 1, 2 en fuppofant
% == 0, 2. Je calcule pareillement les logarithmes de o,
8 & 0, 9 par le moyen de la feconde formule en fup-
pofant z==0, 2 pour l'un, & o, 1 pour lautre. Ja-
joute les logarithmes trouvés de o, 8 & o, 9 & je re-
tranche la fomme du double du logarithme de 1, 2, ce
qui donnera le logarithme de 2. Si on fe donne la peine
de faire ce calcul , on trouvera ce logarithme =
0, 693147180559 &c. De méme puifque f—xg:—;—’
=10, en triplant le logarithme que nous venons de
trouver , & retranchant celui de o, 8, on aura le loga-
rithme de 10 exprimé par 2. 302585092994 &c. Cleft

Co ce

I,2XT1,1
0,8 X0,9

» ou bien == 2, je calcule par le moyen
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ce que (page 10. Art. Xv.) nous avions promis de donner.
Lorfque par ce moyen on a formé les logarithmes de
quelques nombres, on peut enfuite avoir ceux des autres
nombres d’une maniere plus expéditive. La méthode con-
fifte 4 trouver le logarithme d’une fraltion dont le numé-

' rateur furpaffe le dénominateur de tel nombre d'unités
quon voudra. Pour cet effet, foit 4 la fomme du numé-

rateur & du dénominateur de cette fration , x leur diffé-

rence ; la fration fera __-l-_'_x , Ou :"'" La différen-

lg—1tx

tielle du logarithme de cette fration fera ——— ; laquelle
réduite en ferie par la divifion & enfuite mtégrée » donne
pour le loganthmc de cette méme fraltion 2 x { — =+

*3 xS

o + 5+ ;—;,- -+ — so3 + &c. } : intégrale a laquelle
il n’y a point de conftante 3 ajouter , parce que quand
x =0, clle devient =0, ainfi que cela do1t étre. Car
lorfque x=o0, la fraltion '.+Tx devient — = 1, dont
le logarithme eft ici = o.

Maintenant s'il s'agit de trouver le logarithme d’un
nombre quelconque 4, celui d’un autre nombre 4 érant
donné; je chercherai par cette formule le logarithme de
la fraltion -, fi 4 eft plus grand que 4, ou —b- » s'il eft
plus petit : ce logarithme étant trouvé , je la;_outerax dans
le premier cas au logarithme fuppofé connu de 4, & j'au-
rai le logarithme de — — % b; ceft-a-dire de 4. Dans le fe-
cond cas )e rettancheral du logarithme connu ded, celux de

la fra&xon — » & yaurai le logarithiie de 2 —=bx T =a.

11, Partie, ‘ ¢
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Au refte, il ne faut pas perdre de vue que les logarith=
mes dont nous parlons ici, font les logarithmes hyper-
boliques; & que pour réduire a ceux des tables ordinaires
les logarithmes trouvés par les moyens que nous venons
d’indiquer , il faut multiplier ces derniers par le nombre
conftant 0, 43429448 &c. La raifon en eft que les lo-
garithmes d’'un méme nombre pris dans différentes loga-
rithmiques font entre eux comme les fous-tangentes de ces
logarithmiques. Or les logarithmes appellés hyperboliques,
font ceux que donneroit la logarithmique dont la fous-
tangente =1, & ceux des tables appartiennent 3 une
logarithmique dont 1a fous-tangente = o0, 43429448 &c.
Donc fi en général on nomme / le logarithme hyperbo-
lique d’'un nombre donné ; L fon logarithme pris dans
les tables ordinaires , on aura 1: 0, 43429448 &c. :¢
l:L. Donc L=1x0, 43429448 &c.

Par une méthode femblable & celle que nous venons
d’employer pour trouver le logarithme du nombre 1 =z
on peut parvenir & trouver I'expreffion générale de ¢”,
(¢ étant le nombre dont le logarithme eft 1, & x une
quantité quelconque ). On fuppofera pour cet effet ¢* =
1 -l-z., donc x=1/(1-42) & conféquemment x =2z
—Z 4 &c; équation de laquelle tirant , par la
méthode mverfe des feries, la valeur de z en x, on aura

x3 x4¢ x93

z———+—+“’+”,4+”34’&c¢

donc 14~z ouc =l-l- -+ — +——+&c;

3e2.3
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Je remarquerai ici que cette expreflion trouvée pour ¢”
démontre ce que nous avons fuppofé dans la premiere
Partie (Art. ccevit.) , favoir que ¢ AV =y =2y —1-
lorfque z eft trés-petite. '
Jobferverai encore qu'on peut par. ce moyen trouVer
la valeur de c. En effet puifque ¢” =1 + — -l- - =t
. > & en fuppofant ¥ =1, onac=- L

1.2-3 1. 1.3.
1

+T + . .a.,'-'-"x.z.,;.‘,*&c.:'—':2,7182818
&c_.

i



EXTRAIT DES REGISTRES
de ' Académie Royale des Sciences ,

Du 14 Janvier 1756.

NOUS Commiffaires nommés par I'Académie, avons
examiné la feconde Partie de I'Ouvrage de Monfieur de
Bougainville le jeune, qui a pour titre : Traité du Calcul

intégral.

%ette feconde Partie traite de I'Intégration des Quans<
titds différentielles & deux ou plufieurs variables, & ac-
quitte par conféquent I'engagement que I’Auteur avoit
pris avec le public. Elle eft divifée en deux livres.

Le premier a poyr objet Iintégration des Différentielles
du premier ordre , qui contiennent deux ou plufieurs varia-
bles. M. de Bougainville aprés quelques Définitions &
Propofitions préliminaires, traite d’'abord de lintégration
des quantités ou équations différentielles qui n’ont befoin
pour cela d’aucune préparation ; il donne le moyen de
connoitre & de diftinguer ces fortes de quantités ou équa-
tions , & de les intégrer. Il pafle enfuite a l'intégration
des équations qui ont befoin d’étre préparées par quelque
opération particuliere ; & comme pour l'ordinairc, ccttc
opération confifte 2 féparer les Indéterminées , M. de
Bougainville, aprés avoir enfeigné i conftruire une Egua—,
tion différentielle dont les indéterminées font féparces,
donne différentes méthodes pour féparer les indéterminées
dans une Equation propofée, foit par la voie des multi-
plications & des divifions, foit par celle des transforma-
tions. Le premier ufage qu'il en fait , a pour objet les
Equations homogenes , & aprés avoir montré comment
on peut conftruire ces équations dans tous les cas, il
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’enfeffné commett oni peut réduire plufieurs Equations at:
cas de ’homogénéité.

Il paffe de Ia & Iintégration d’une efpece d’Equations
qui a fouvent lieu dans la folution des groblémcs ; Ceft
celle dont M. Bernoulli a donné le premier I'Intégrale
dans les Journaux de Leipfic de 1697. M. de Bougainville,
apres avoir donné une méthode particuliere d’intégrer ces
fortes d’Equations , fait voir comment on peut y réduire
un grand nombre d’Equations propofées. Ces principes
établis, il traite en général des équations i trois & quatre
termes , & montre dans quels cas on peut les intégrer.
Il n'oublie pas la fameufe équation de Ricati, ni méme
des équations plus compliquées , dont celle de Ricari n’eft
qu’un cas.

De 14 il pafle 4 I'intégration des Equations ol les deux
différentielles font élevées a différentes puiffances; le cas
des Equations homogenes fe retrouve encore ici , mais
fous une forme bien plus générale. M. de Bougainville
montre de plus comment on peut intégrer dans beaucou
d’autres cas les Equations dans lefquelles les deux diffé-
rentielles fe trouvent mélées enfemble, ou élevées a des
puiffances plus grandes que Punité.

L’Auteur fait voir enfuite comment on peut employer
dans certains cas la méthode des Coefficients indéterminés
pour intégrer en méme temps plufieurs €quations qui
contiennent chacune un certain nombre de variables ; &
comment on peut fe fervir de cette méme méthode pour
déterminer une Intégrale par certaines conditions données
de la Différentielle.

Le fecond Livre traite de lintégration des Equations
ou quantités différentielles a plufieurs variables, du fecond
ordre & au-deld , en fuppolant conftante telle différen=
tielle qu’on juge 4 propos. Il contient, ainfi que le Livre
premier , toutes les méthodes que les Géometres ont
trouvées jufqua préfent fur le Calcul qui en eft Pobjet;
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PAuteur fait par-tout fe rendre propres ces méthodes
Pintelligence & la clarté avec laquelle il les a dévelop-
pées. . _
Cette Seconde Partie ne nous paroit pas moins digne

que la premiere de lapprobation de I'Académic , & de
l'impreflion. Signé, NICOLE; DDALEMBERT.

Je certifie le préfent Extrait conforme & [on original & au
jugement de P Académie. A Paris , ce 29 Janvier 1756.

GRANDJEAN DE FOUCHY,

‘Secretaire perpétuel de PAcadémie Royale des Sciences.
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Fautes a corriger dans la Seconde Partie.

Page 19. ligne 24. %:i X %—3—, lifez %—g ’ ‘:—’:.

Page 58. ligne 6. b_y_yx%, lifez b_y_yx'?dx.

Page 116. & 117. effagez V™" & V7"

Page 154. ligne 15. -+~nyydx*®, lifez =+ n.

Page 155. ligne 1. +~ndx*, lifez =~n; idem ligne 8.

Nayant pu revoir moi-méme les épreuves de cette feconde
Partie y @ caufe dun voyage que jai été obligé de faire &
dune maladie affex longue qui Pa fuivi , je m'en fuis repof¢
Jur Vexactitude de M. Bezout , Cenféur Royal & trés-habile
Maitre de Mathématiques , qui a bien voulu Sen charger,
Ceux qui voudront s'inftruire & fonds du Calcul intégral &
de la Géomérrie tranfcendamte , me fauroient micux faire que
de le prendre pour guide. ' '

T
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CALCUL INTEGRAL.,

-

SECONDE PARTIE,

Ou lon traite de IIntégration des Différen<
tielles & deux ou plufieurs variables.

Bede o e g e e e e b b b

Novs avons donné dans la premiere’ partie de ce
Traité les regles que les Géometres ont trouvées
jufqud préfent pour intégrer les différentielles qui n’ont
quune variable. Nous allons expofer dans cette feconde
partie ce que l'on fait fur lintégration de celles qui en
contiennent deux ou un plus grand nombre.
Nous diviferons cette feconde partie en deux Se&ions. Divifion g&
LA PrREMIERE contiendra les regles d'intégration des o §g:ocne;;
différentielles a plufieurs variables qui ne paffent pas le pre- Pardey
mier ordre ; telles que font les fuivantes, xydx~+-xxdy; -
xdy-ydx , &C, :

x:lI. Partie, A
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LA SeEcONDE traitera de lintégration des différentielles -
4 plufieurs variables d’un ordre plus élevé ; telles que
xdxddy; y*x*dydydddx, &c. qui s’crivent encore
de la fagon fuivante, xdxd*y; y’x’dy*d’x, & en gé=

néral dx"d"y.
Obfervation 11 ne faut pas oublier qu’il eft aufli néceffaire ici d’ajouter
fir Yaddition \1ne conftanite i Pintégrale trouvée , pour la rendre com-
te 4 Lintégra- plette , ainfi qu'on I'a fait dans la premiere Partie. Nous

le trouvée,
nommerons cette conftante = C, C érant pofitf ou née

gatif,
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VEOOOCHOSCON0OVBCeCCTOROBD
SECTION PREMIERE.

"De I'Intégration des Différentielles du premier -
ordre qui centiennent deux ou plufieurs -
variables.

===
¢t CHAPITRE PREMIER.

Des quantités & des dquations différentielles qui

s intégrenc fans qu’il four néceffaire. d'en f¢ eparer
auparavant les indéterminées , & [fans aucune
| autre preparauon

) : - . -
L

S I. Sur lintégrarion des quanm!: d:fe’wmwlk&
L _
A différentielle de x 'y eft, comme on le faity ydx = 1o, Lo#k

xdy. Donc lintégrale de ydx-+-xdy eft xy=+C. a‘e’f‘;ﬁinm _
Par la méme raifon yxdz -l-yzdx-!- xzdy a pour inté- H
grale x yz+C En général y x" ayant pour différen-
tnelle mx" 3" dy+ny x 'dx, lmtégrale de cet;n
*derniere qua:mté cft y" 2"+ C,

B 3

r..'h' "- II

* On fiit encore que la différence dune fraltion , eft I 2. Lot
différence-du numérateur mulnphée parle dénonnnutcur’! g';&:.:m‘;:
Aij
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moins la différence du dénominateur multipliée par le na=
mérateur , le tout divifé par le quarré du dénominateur,
Ainfi la différence de Z eft 222-29%  Donc limégrale

de 44z -zdw o 2 + C. De méme Dlintéguale de

“U

ny «x dxmxy d_y ﬁ—""‘C.
" "
I1L

En général fi on nomme § une fon&ion quelconque
.de x, & Y une fon&ion quelconque de y, lintégrale
de !dY—l—Yd‘! et Yi-C; & ‘" X2 a pour intds

grale——'-'Cﬁ

IV,

3o, Lort-  Nous avons vu dans la premiere partie de ce Trait&

’elles con-
Bennent *des que=toutes les fois que dans une formule compofée d’une

:?;Lﬁe:’ﬂ' feule variable & de conftantes, la quantité hors du figne
ﬂf,:::i‘:,’géf' éeoit la différenticlle de la quantité fous ke figne ; lineés
‘ grale de’ cette formule eft Ja quantité méme fous le figne
" "dont I'expofant eft augmenté de l'unité, divifée par ce
‘'méme expofant ainfi augmenté de I'unité, 1II en eft de
‘méme pour les formules différentielles compofées de plu-
“Yiours variables & de conftantes., pourvu qu'elles -aieng

la condition que nous”venons d’énoncer.

Ainfi lmtégrale de (dx+dy).Vax-+yeft ¥
(x-i—_y)*—!—C celle de (2adx—2bdy). (ax-+by) ™
(ax—l-b_y) = C, Enfin celle do

. ..
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kldy+3yxtdx+3xytdy+yidx X
=32 - eft (x’y—+yix)7~4C.
2.(xty+yix)d -

V.

~ Silon avont en général A intégrer (xdy — ydx = 2yd_y)
(xy—yy ) = o lintégrale en fcrort — (xy—+yy) T~

= C; & de méme celle de ‘d""”"“"”d’ eft m"'“.-
n)"‘

(xy=+y y) - + C. Ileneft amﬁ de beaucoup d’autres,
VI

Si cependant on étoit embarrafl¢ dans ces cas, & que
Vineégrale ne fe préfentie pas d’abord , on la trouveroit
fur le champ en fe fervant des transformations enfeignées
dans Ja premiere Partie. Ainfi en faifant dans (xdy =t

ydx2ydy). (-’0""‘)’.7)% » Xy~+yy==2; on aura
“pour transformée z= dz, dont lintégrale eft par la regle

-+
. fondamentale de tout ce calcul ;?:'_'—m 2" w =+ C; & en
.Temettant pour z fa valeur, on aura lintégrale cherchée.
11 en eft de méine pour toutes les différentielles qui font

dans le méme cas.

VIL

On a éabli que toutes les fois que le numérateur d’une 42, Lorfine
fraQtion compofée d’une feule indéterminée & de conftan- §§,’,fe‘3,‘:?;'.§',"’

tes, eft la différentielle du dénominateur , lintégrale de oes Logarishs
1a propofée eft le logarithme du dénominateur. Cette re-

19 a encore lieu, lorfque la fraltion contient deux on
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pluf' eurs mdétermmées avec les mémes conditions.

Sulvant cette regle l'intégrale de eﬁ [ (x=y)=+C:
celle de 222 et [y 4 C: De mémef -—*',i'—‘,;’i’
nxu 1 nx [ J u m—-n d
i(xy —-yy) ~+ C. En généralfm’ detm &4 ,.(...-:- L \,

re™y"=ry
= I(x"y —y"""”) ~+ C, en fuppofant que la fous-
*tangente de la logarithmique eft 1. Ceft ce quion trous
vera tout de fuite en fuppofant x”y" — y" " =12

. dz
car alors on aura la transformée fuivante — , dont on

fait que lintégrale eft /(z)". Donc, &c.

§. L1 Sur Pinségravion des équarions différentielles, :

VIIL :

’ )
Ce que c'elt Lorfqu une quantité différenticlle quelconque eft fups -
B esen: pofée égale 4 zéro, on lappelle équation différentielle.
2’53‘;?.;‘12:,{1 Toute équation différentielle eft du méme ordre que les
e quantités différentielles de Pordre le plus élevé, quelle
‘renferme ; ceft-i-dire que I'équation z"” dz o+ 2zdu =
"udz =0, dans laquelle les quantités différentielles dz

& du font du premier ordre, eft du premier ordre. Lk
y*dx* 4+ 2a*ywdydx 4+ a*x* dy’

fuivante = PR = o eft encore
. ~ du premier. Celleci ddu <+ xdxdu+ vdu* =0 cﬁ
' du fecond ordre ; & ainfi de fmte.
IX.,

- J/intégration des équations différenticlles du premidg
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prdre s'appelle autrement méthode inverfe des tangentes.
En voici la raifon, La méthode dire&te des tangentes n'eft
autre chofe que la méthode de trouver la tangente d'une
courbe dont I'équation eft donnée ; ceft-3-dire (Set. II,
des Infiniment-Petits) de trouver la valeur de la fous<
tangente :’ » ou ce qui eft la méme chofe de —; s €1t
fuppofant quon ait une équation en x & en y.
~ Or une équation différentielle du premier ordre étant
donnée, on a la valeur de g oude 2%% en x & en Js
Ceft-3-dire , expreffion de la fous- tange]nte L’intégration
de cette équation donnera évidemment l'équation de la
courbe. Donc cette intégration fera connoitre la courbe
‘dont la fous-tangente eft fuppofée donnée ; ; & ainfi elle eft
Finverfe de la méthode direéte des tangentes, qui confifte
a trouver la fous-tangente d’'une courbe dont 1'équation eft
‘donnée. |
. X.

Les regles pour intégrer les équations différentielles
Hont 2 peu pres les mémes que les précédentes. Il y faut:
cependant ajouter un nouveau principe. '

LeMME. Quand une différentielle eft égale & zéro,
fori intégrale, s'il eft poffible de la trouver, doit étre fup-
.pofée égale 2 une conftante qu'on prendra arbitrairement,

Ce que c'eft

ue la métho-

e inverfe des
tangentese

Lemme prée
paratoire,

-en fuivant toutesfois la loi des homogenes. Par exemple, -

fi on a fﬂ-‘-‘t—“z——:—% = o dont lintégrale eft ==, on la
.fuppofe égale A une grandeur conftante a5 ce qui donne

2= =4, ou #s=az, pous lingégrale completey



Premier
Exemple,

8 Tada1re’ pv CALCUL INTEGRAL
Voyons maintenant des équations qui s’intégrent fang
aucune préparation,

X L

Ce que nous avons dit plus haut nous fait découvrir fue
le champ que I'équation xdy-ydx =uzdr—+utdz
ztdu eft la difiérentielle exalte de celleci xy —uzz
C = o car il fuffit pour s’en appercevoir de regarder les
deux membres de cette équation comme deux différen-
tielles particulieres, & d’en prendre féparément l'intégrale,

XIIL

On fuivra la méme regle pour l'intégration de beaucoup
d’autres équations dans lefquelles les différenticlles font
élevées au quarré, au cube, &c.

Si l'on a, par exemple , I'équation fuivante, x* dy* ~4
2xydxdy =+ y*dx® = atdx*; pour lintégrer jen
prends la racine quarrée. Cette opération me donne
xdy ~~ydx ==a"dx, donc lintégrale eft xy — aax

o C = 0,

XIIL

Qu’on propofe Péquation a®ydx = fy'dy-t-h*y*de
st a’xdy, qui eft la méme que celle<ci, a’ydx —
a*xdy =fy’dy;-l-lz’y’dz ; ou bien encore, la méme
que cette autre =222 52 £y 4y 4 24z je vois
{ans peine que lintégrale de cette équation eft -
Y prg4-C=o0 - ’

Py v —Va

X1V,
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X1V, '

ScuoL1E. De ce que dans I'exemple précédent 1'é<
quation n’eft devenue intégrable qu'aprés que l'un &
l'autre membre en a été divifé par yy , il eft affez fimple.
de penfer qu'il pourroit y avoir beaucoup de différenticlles
qui n’étant pas intégrables dans la forme fous laquelle on
nous les préfeniié » le deviendroient, fi on les multiplioit
ou fi on les divifoit par quelques fon&ions de leurs vas
nablcs. ' '

“ D'autres anfli devnendront intégrables en fe fervant des
fubftitutions enfeignées dans Ig Chapxtre fecond de la
premiere Partie , pour les transformer ;. d'autres .enfin
demanderont des opérations plus compofées. Mais comme

fouvent les dlﬂ'éfentxelles a piuﬁeurs variables font t:és- I

compliquées ; qu'il eft par conféquent difficile de recony™
noitre les méthodes qui leur conviendroient ; & que méme
quelquefoxs on effayeroit inutilement de les leur appliquer;
avant que ‘déntrer dans le détail des méchodés ‘particu-"
liéres ,” nous en allons expofer une générale qui apprend
3 reconnoitre fi une quantité ou une équation quelconque
compofée d’'un nombre quelconque de variables & do
Teurs différentielles ( dans I'état o elle ¢ft propofée ) eft
intégrable algébriquement , ou conftru&tible par les qua«- ‘
‘dratures. Lorfque Pintégration eft poffible , cette méthode
nous apprend & trouver lintégrale. Souvent méme , lorfy
gue la guantité ou 'lféquatipn‘ dans Pécat dans lequel on
II. Partie, _ ) B
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1a propofe n’eft pas intégrable , la méme méthode nous
fait trouver le fatteur qui en Paffeftant la rend fufceptible
d'intégration. Cette méthode eft fondée fur un Théoréme
dont naus ferons le plus grand ufage dans toute la fuite:
de cc Traité. :

CHAPITRE IL

Méthode pour réconnoitre quand une dzﬁre’rmu}[[e"
. compofée de plufieurs variables eft la di ﬂé’rentielle.
. exalle de quelque quantiré , & pour Lincégrer.

: dans ce cas.

g Solution AVant que- d’expofer cette méthode , il eft néceﬁ'axre

me néceflaire 4 . de donner ici la folution d’'un Probléme dont en ne

&t ™ psut fe pafler. Ce Probléme confifte 3 différentier les
quantités de la forme de f4dx; A eft une foncion de
x & -de y., telle que cleft x qui a varié ; au lieu qu'on
demande ici la différenticlle de f4dx, Y variant & &

étant conftant,
x V.

ProBLE ME. Différentier les quanticés de la nature det :
[Adx , en fuppofant y variable & x conftant..

Nous allons : . ,
dsbord don- ‘SoLUuT10N, Suppofons que la quantité propofée & -
Son de-co différemier foit JdxV (aa-xx), en faifant 4 variable:. :
wn e Je diféeentic la quantité ) (aa=+xx) en faifant feules,

un exemple,
4
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ment varier 4. Cette opération donne /—(;—d_:—x;-) Jen
Ste da que je mets devant le ﬁgne J en laiffant dx ainfi
quil étoit fous ce méme figne : jaurai daf—22"
})our la différentielle cherchée de fdxy (aa—+xx); |
variant & dx érant conftant. Ceft ce qui fe démontre,
ainfi. ‘

Soit la courbe B.M dont I'équation eft y=V (aa-+xx) 5
telle que « « v .« . Bd=a
AP = x

Pp =dx

PM =y = V(aa-l—xx)a’

Menant I'ordonnée infiniment proche pm, on a le petit

efpace PMmp = dxy (aa=+x2). Donc la fomme deé

ces petits efpaces , ou laire entiere B 4 P M- fera
SJdx v (aa-+xx). Soit & préfent prolongé B.A en b,

PM en M’y pm en m’; & par les points &6, M', m’,

menée la courbe 4 M’ m’. En faifant varier le parametre

. / ada )
a & laiffant » conftant, on aura MM/’ = = aan)
. dad
donc le petit efpace M/m’Mm = 27— donc

la fomme des petits efpaces M’m’' Mm, ou Bb M’ M =,

f__—_‘d“d’ ‘ot da demeure toujours le méme dans,

Viaa+xx) adadsx

toutes les quantités Vlaaten)? puifque da=B4; donc
on peut le faire fortir hors du fighe d'intégration : donc

on a B6M' M=daf 225 . Or BAM'M eft

vV(aa4-xx)
I'élément de laire ABMP ; donc la différence de
fdxv(aa+xx) eft dafW;%—) Il eft évident

qu on fera le méme raifonnement fur tout autre exempley

Bij

vV (aa + :x)

Figure Yo
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XVE

Soludon gé- CoroLLAIRE. Donc en général la gijférence de
biimedufro- £ 4dx, y érant f}lgpofée variable , fera dy [~ dx; dans
cette quantité, — exprime le coefficient quauroit dy
dans la différentiation de la quantité 4. Ce quon voit
aifément par I'exemple ci-deflus.
~ Aprés la folution de ce Probléme, paffons 3 'expofitiort
de la méthode. Nous I'appliquerons ‘d’abord aux quantitég
& aux équations différentielles qui ne renferment que
deux variables ; enfuite nous l'appliquerons A celles qui
€n renferment trois ou un plus grand nombre.

&

§. I. Expofition de la méhode appliquée aux quantitée
. @& aux équations différentielles qui ne renferment,
que deux variables,

‘ XVIIL

Théorime T HEOREME. Si on différentic une quantité telle qué
fondamencal, A compofée de deux variables ¢ & # , en faifant # variae
Ble & ¢ conftant, & qu'enfuite on différentie la différen<
tielle qui en réfulte en faifant ¢ variable & # conftanty,
on aura la méme quantité que fi on différentioit d’abord:
A en faifant # conftant & ¢ variable , & qu'enfuite om
différentiat la différentielle: qui en réfulte en faifant #
conflant & u variable. Par exemple, foit 4=/ (1*+nu*)c
Différentions cette: quantité en fuppofint ¢ conftant, Iz
différentielle fera: ‘—/—(:i::—“ » qui différentiée de nouveau:

: ~-ntudrda

en- traitant # cuomme conftant , donne ——;

(s 4 nur)3
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Maintenant différentions 4 en regardant « comme con~

tde
ftant, nous aurons Ty dont la différentielle en
. \
L - ntuded
fuppofant ¢ conftant fera e} '::_" d )" » qui eft la méme
14 ni 3

quantité que la précédente.

La démonftration de ce Théoréme fe tire des principes
mémes du Calcul différentiel.

D£MoNsTRATION. Mettons dans A, ¢ ~+dr au lieu de’t,
< fe change en B=V (r —+ dr)* + nu* ; mettons en-
fuite dans A4 au lieu de », u-+du, A fe change en
C=Vi*~+n(u+du)*. Enfin fi Fon met en méme
temps dans A4 au lieu de ¢, ++dr, & au licu de #,
#—+du, A fe change en D =V (: +dt)’+n(u+du)’j
Il eft évident par linfpe&tion feule que fi dans B on écrit
pour #y u—+du, B devient D ; & de méme, que fi dans
€ on écrit ¢t -+d: pour ¢, C devient D . Cela pofé, fi
on différentie 4 en regardant ¢ comme conftant , on
aura C— 4. Laraifon en eft fimple. Car pour différentier
une quantité , x, par exemple , il faut fuppofer que
devient x+dx, & alors la différence qu'il y aura entre »
dans le premier état & x dans le fecond fera la différen-
tielle de x; il faudra donc retrancher » de x++dx, ce qui-
donne dx. De méme fuppofant ¢ conftant , pour avoir la:
différenticlle de A4, il faut fubfticuer dans 4 i la place de
@y #—du, ce qui donne C. € eft donc ce'que devient A4
au fecond inftant 5 la différence entre A4 au premier in-
flant & A au fecond inftant, ou la différentielle de' A fera:
donc C— 4. Le calcul eft conforme ¥ ce raifonnement;.
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Cat C— A=Vt dn(u+du)" — vV (t* + nu*)
(V:’+n(z¢+du)‘ Ve o nu? ) (V:‘+n(u+du)=+V;=+,mz)

_ Vs +n(u+du)‘+V(: -+ nu')
tnudu 4+ ndu? —_ nuds

T v{t*+nu+2rnudu+ndut) <+ v (t*+nut) V(s +nu’)
qu1 eft en effet la différentielle de A4 en fuppofant ¢
conftant. Si dans C—A on met ¢-+d¢ au lieu de 7,
on aura D—B, & la différenticlle fera par les raifons
que nous venons d’expofer D —B —C~A.

Maintenant dans A4 mettons ¢ -+~ d¢ au lieu de z, nous
aurons B, & la différentielle de A en fuppofant # conflant
fera B— A . Si dans cette différentielle on écrit u—+ du
au lieu de #, elle devient D — C; & la différentielle fera
par conféquent D — C— B+ A4, différentielle que nous
avons trouvée abfolument la méme par la premiere opé-
sation,

. XVIIL

Autre ma- Ce Théoréme peut encore fe préfenter fous une autre
e 192 forme qui fuppofe toujours les mémes principes. :
;2;{’22’:: THEOREME. Si Adx~-+Bdy repréfente la différens

ticlle dune fon&ion de x, de y & de conflantes, la dif
férence de A prife en fuppofant feulement y variable &
. divifant par dy, eft égale a la différence de B prife en
fuppofant x feul variable & divifant par dx. Ce Théo-
réme s'énonce ainfi algébriquement % = jf » fi
fAdx+Y=(Bdy—+X (Y éant une fon&ion de y
& de conftantes qu'on peut ajouter 3 fA4dx, & X une

- fon@tion de x & de conflantes quon peut ajouter §
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fBdy). On fe fouviendra que —= exprxme le coefﬁcnent
quaura dy dans la dxﬂ"érentxanon de 4, & —x celui de
dx dans la différentiation de B. -

DEMONSTRATION. Les deux membres de cette derniere
€quation font égaux : dong la différence de l'un eft égale
a la différence de l'autre , quelle que foit la quantité que
Yon faffe varier. Donc Bdy qui eft la différentielle de
SBdy - X en faifant x conftant & y variable , fera la
méme chofe que la différemiclle de [ 4dx -+ Y en fup-
pofant aufli y variable & x conftant. Donc Bdy =
(Probléme précédent ) dy/ — —d-ﬁ dx—4-dY ; ou B==

A d—Ad +%. Je prends mamtenant la dlﬂ'érennelle
dB

de gette quantité en faifant varier x ; 1a1 ——dx ="

4 g 4B __ 44 |

dy *¥y 00 o = dy ° 5

X1IX.

C o RO LLATRE. On démontrera de Ia méme maniere

que fiZ - = d—: » Adx--Bdy eft néceflairement une

dtﬂ'érennelle complete , c’eft-a-dire qu’il y aura quelque
fon&ion de x , algébrique, ou dépendante des quadras

tures , qui en fera lintégrale exalte.
X X,
Soit Ia quantité xdy V' (xx-yy) ~+ydx V (xx+yy); Son applic

je vois quelle n'a pas d'intégrale : car la différence de ;f,::""l,’}f el

nelles.

xV (xx-+yy) en fuppofant x variable, y conftant,

6“‘“ dx} eft V("-"'"".}'}’) -+ V_\"—x_fm. celle de e::;:‘;i::'

-
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¥V (xx—+yy) en faifant varier y , fuppofant x conftant

& divifant par dy, eft V(xx+yy)+‘,(+_’;_”—) . Or

ces deux différentielles font des quantités différentes. Dong
la différentielle propofée n’a point d'intégrale.

XXI.

. . . . . y dx- xd’
Soit maintenant la quantité différentielle 5, * done

on cherche Pintégrale. Pour m’aflurer fi cette quantité

en a une, foit algébrique, foit dépendante des quadra«
tures, je prends la différence de ,T:T;'; en variant feus

st . xx -yy

lement y & divifant par dy. Il me vient s - xJe
trouve la méme quantité pour la différentielle de

xx+yy

en faifant varier feulement » & 6tant dx. Donc la pro=

pofée eft intégrable,

XXII.

Tl en eft de méme de toutes les autres différentielles ¥
déux variables y quelque compliquées qu’elles foient, On
voit tout d’un coup par le fecours de la méthode précé-
dente fi elles font intégrables ou non : ce qui épargne
des opérations fouvent longues & pénibles, quelquefois
méme infrutueufes , quand la propofée n'eft pas ung
différentielle exale. _

XXIII,

o Application. Appliquons maintenant le Théoréme aux équations dif=
u coreme

aux équations férentielles & deux variables. Cette application eft facile &
ditférentielles '

2 deux varia- 1€ fait ave¢ le méme fuccés., Ainfi pour favoir fi 'équation

bles,

Adx 4
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Adx -+ Bd y=o eft une différentielle exate, il faue
examiner fi 2 a5 = %ii . En ce cas I'équation feroit in<
tégrable algébnquemem » ou conftru&tible par les quadras
tures ; autrement elle ne le feroit pas. Nous allons dire
maintenant comment ces fortes de quantités , ou d’équas

tions , s'intégrent.

Maniere dintégrer les qaantits Adx--Bdy , & leg
-équarions Adx -+ Bdy = o, lorfgwelles fons des
différentielles exactess

. . XXIV.

Lorfquune fois on aus reconnu par le Théoréme pré- . Appliquts
1°% aux d

cédent qu'une difiérentielle telle que Adx - Bdy eft reniclles y
mtégrable 5 voici la méthode qu'on peut fuivre pour par- Adxr Bad
venir 3 lintégration. |

“Fintegre feulement Pun des deux membres, Adx pat
exemple, en y fuppofant y conftant & x variable : lins
tégrale étant trouvée , je la différentic en faifant y variable
& x conftant; je retranche cette différentielle de Bdy:
fi Ia différence eft zéro , c’eft une 'lmarque que fAdx
fuffic pour lintégrale de Adx -+~ Bdy : finqn la différence
ne peut étre qu'une quantité compofée de y , de dy &
de conftantes , dont Imtégrale étant ajoutée a fAdx,

la rendra lmtégrale complete de Adx -4~ Bdy.

XXV.

Smt fa différenticlle dxy/y -+- < adny —_— ,5’&‘2’.'.'}.’3!. |
J 1, Pariie, C
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dx
f'-!—;- que nous reconnoitrons aifément par le Théoréme
3x

fondamental &tre une différentielle exate ; pour Fintégrer
fuivant 1a méthode précédente, je prends l'intégrale de
dxvVy — “—’%f en fuppofant y conftant : cette intdgrale
et xVy—ay x¥ ~+ C. Je différentie cette quantité ex
faifant x conﬁant & y variable ; jyai p'our diﬁ'ércntxelle
if/; ax’ dy; laquellc retranchée de -——’ — ax? dy
donne zéo. Donc lintégrale complete de la propofée eft
xVy—ayx ¥ = C.. C’eft ce dont on peut fe convaincrey
fi on différentic cette quantité en.-faifant x & y variablese

"' .. * XXVI.

éo Applia- La méme méthode s’applique aux équations différend

d .
Mahoe e tielles que le Théoreme fondamental nous aura montré

équations

dds-i-Bdy=o, ELTE intégrables. Il faudra feulement obferver de fauq
lmtégrale trouvée égale 4 une conftante,

XXVII.

" ScuoLrkE. Il arrive fouvent, comme on I'a déja vuy
que I'équation n'étant pas une difiérentielle complete , on,
peut la rendre telle en la multipliant par quelque falteur
compofé de x, de y & de conftantes. Dans la fuite de,
cet Ouvrage nous nous fervirons du Théoréme fondamental -
pour déterminer ce fatteur dans certains cas. On trouve
dans les Mémoires de I’Académie , année 1740 , une
¢ mgéthode pour découvrir fouvent quel peut étre ce fateug

[ L3
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qui fe feroit évanoui en différentiant , 3 caufe de I'égalité
2 zéro. Cette méthode eft des plus ingénieufes ; mais
comme elle ne réuflit pas toujours , que dailleurs le proz
cédé en eft affez pénible, nous ne la déraillerons pas ici.
On peut la voir dans le Mémoire méme que nous venons
de citer , dans lequel clle eft déraillée d'une maniere
exatte & lumineufe. Je paffe & Iapplication du Théoréme

aux équations différentielles’qui renferment plos de deus
variables.

5 11 Applicasion du Théoréme fondamental awx équasions
" différensielles qui venfermens plus de deux variables..

XXVIIL

PREMIERE Pnoposmow. Soit Adx=+Bdy-+Cdz=0
tine ‘équation quelconque différenticlle contenant trois

Moyen de
saﬂ"urer fi les
_ équations re=

variables, on #aflurera d’abord fi cette équation dans Péear prefenties pat

ou elle cft, ne feroit pas la difiéreriticlte exalte de quel-
que équation i trois variables; ce qui fe découvrira en
€xaminant par le moyen de notre Théoréme fi fi =
dB da dc dc dy
= fi - = kel & fi —f-=-dT. Si ces trois équa<
tions ont lieu i la fois , la quantité Adx—+-Bdy—+Cdz
eft.une diffécenticlle complete, finon elle n’en eft pas une.
DfmonsTraTiON. 1l eft évident que” #dx 4 Bdy —=

44 _ 4B
€dz n’a point d'intégrale , fi les équations 5 =71
d4 _dc 4B _ dC *

il i e n'ont pas lieu en méme temps.’

Adx == Bdy4=
Cadz=o fons
intégrablesy

Car i Adx + Bdy 4= Cdz eft une différenticlle com- .

plete, il faut que #dx -~ Bdy en foit une en fuppofant
Ci
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z conftant , & faifant varier x & y ) ce qui donne, fuivant I¢
Théoréme fondamental , -‘-’-; = — . De méme fi Adx

~+Bdy~+Cdz eft une dxfférennelle complete, il faut
que Adx - Cdz en foit une en fuppofant y conftant , »
& 2z variables ; donc on aura :— = -%-C- . On fera lo
méme raifonnement fur Bdy-+Cdz.

Pour prouver linverfe de cette propofition, favoir que

d4 __ dB 44 dB __ dC
fi les trois équations =2 = 22 2 ac

——

dy dx ¥ ¥z dx’dz=d
ont lieu , Adx 4+ Bdy -+ Cdz eft une dlﬁ'érenuelld'

exalte, il faut faire voir que lintégrale de A dx-+-Bdy
prife en faifant y & z conftans, fera, i une fon&ion pré§
de y & de z, l'intégrale de Adx+-Bdy—+Cdz, ol
%, ¥, 2z font variables ; c’eft ce qu'on trouve de la fagon
. fuivante,

Je différentie fAdx en fatfant ®3 Y2 varrables s
Faurai ( Article xv1.) Adx-i—d_yfT dx-l-dzfd dzg
1l ne s'agit que de mentrer que cette quantité ne differg
de la propofée que par une fon&ion de y., 2z, dy, dzy
qui foit une différentielle complete : ¢ eﬁ-a-dxre quil faue
saﬂ'ure: Adx — Adx =~ Bdy — dyj— dx =+ Cdz —
dz.f—— dx, ou en réduifant que (B—f—— dx) dy =t
(C — f 4 dx) dz eft une fon&ion fans x & une diffés
xentielle complcte;

Or 1o. fi _"-_'a—x"fa dx, ouf-——dx n'eft que&
B plus une. fondtion. de y & de z fans x. Donc B —
f —’ dx eft cette foné‘uon fans x.

2% Si iii= ,f:" dx, ou_[—dx n'eft que Cy,

-~
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plus une fonQion de y & de z fans «x. Donc C—
dx eft cette fon&ion fans x. Done (B—-j'—- dx)

dy -+ ( C—f— dx)dz eft une quantité fans x .
Il nous refte & prouver quelle eft une différenticlle
complete, ou, ce qui revient au méme, que d ( B— fii’ d x)

d z
e=d( C— [ 34 2x). Pour le prouver je remarque que

:f = dc <, par lhypothcfe Donc en effacant dans les deux

membres de I'équation ce qui fe détruit, elle fe réduic ¥

d(f—-dx)—-d(f dx). Mais d)’f—*d-‘*'"*"

' ——dT— d y

Mzf22 dx eft la diffécenticlle de fAdx en faifane £

conﬁant, z & y variables ; donc par le Théoréme fonda~

tental d(f 2dx )—-d(f—dx) Donc (B —
T _T_

dx) dy =+ (C—f—dx) dz eft une différentielle.
complcte cette: méme quannté eft une fon&ion fans x ¢
Ponc , &c. "

Apphquons la propofition ptécédcnte a un exemple,

XXIX.

Soit propofée l’é’quat;'on difiérentielle max" =% 2=+ _y""x dy

o} na_ym 2 x"  dn — aymz_fx"-%dx — a_y i e
’ 2 2

#==o0. Pour que cette différentielle foit intégrable, il faue

gue les trois équations fuivantes aient licu en méme temps,

Exemple;
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1°%d nay"'z'f‘.x""%—-az"'z'%.v:""’L == d (max"" 273 y™1)
2

’ o dx
d
~ y feul - éeant 'variable dans le premier membre, & x dans
1e fecond. ' ' .
'2°. d (( ne—L) aymz-’x“-7> =q (—ay"x'-%z_*)

Ineégration
des équations
différentielles
completes 3
trois  varia=

blese

dz C2dx
# feul étant variable dans le premmr membre, & x dans

le fecond.

3% d(max z_ly"'“) = d(— ay"'x"“z'*)
dz ad '

2 feul étant variable dans le premier membre & 'y dans lg

fecond. Or les équatlons ont licu, pm(‘qu on a en méme

temps mnay” z X" dy——am)w Tz dy==.;
dy 2dy

(n——-;-)amy"'"z_*x"'%dx, (1—2) ay"’x"-%z%dz =
dx . . dz )

(-—.n-i-i-)ay'"x"_%z_*dx, &enﬁn—amy’""x" 'z dz

2dx _ 2dz
= —amx""*2"y™ 'dy. Donc I’équation propofée
a.dy

cft intégrable. Nous trouverons par | la méthode de Part 1c1q
fuivant , que fon mtégralg eft -'—/—_;- +C=0,

X%
X X X,
SEcoNDE ProrosiTioN. Lorfque jai reconnu que Ad%

=+ Bdy + Cdz = o eft intégrable , voici la méthode
quil faut fuivie pour parvenir 2 lintégraton. Fintegre
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@'abord Adx en regardant x comme variable , y & z
comme conftantes. Ce terme étant intégré, fi la différen.
tielle eft provenue d’un feul terme compofé de x, y,
& .de conftantes , on. aura I'Mitégrale complete de la pro-
pofée ; finon il ne pourra manquer & lintégrale quune
fonétion de y & de z. On trouvera cette fon&ion de la
maniere fuivante, -Je redifférentie la quantité intégrée
S Adx en regardant x comme conftant, y & z comme
variables ; je retranche la difiérentielle qui en réfulte de
Bdy ~- Cdz : le refte fera une fon&ion différentielle de
' b X & z5 dont l'intégrale fera la fon&ion 4 ajouter 3 [ A dx.
sl pamxﬂ'on plus commode diintégrer d'abord un des
deux autres termes Bdy -+~ Cdz, on en feroit le maltre N
& lopération demeureroit la méme pour les deux termes,
seftants, S |
: X XX

k]

En fuivant cette: mét.hode > on trouvcra. Imtégrale dc r¢é- 5 Applicacion
a un exe @
tguatxon dxfférennelle abz*y " x” ‘dx =+ 2abx* y '2dz pamcuh::s

2
i abxiz y - dy = o que nous’ reconno"trons (Art.

$xvnl.) “dtre intégrable. Le premier terme mtégré en
traitant « feul comme variable eft abz*y 'x'4-C; &
Yon voit au premier coup d'ceil, que C'eft lintégrale com-

lete de la propofée.
P prope XX'XII

D
Qu on nous demande fi I'équation différenticlle fuivante Second

bxydy - by*dx abzdx Exemple,
dﬁx Tdz e Sy oy — e ot intégrable”
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& quelle en eft I'intégrale , il fera facile d’appliquer Ig
méthode précédente i cette différentielle.

Jexamine d’abord f{i P'on a les trois équations fuivantes §

1°. d {‘b;:‘} = d{——ﬁ’—— - 5—,’—5} , » feul va<

22y (xx-+yy) x x

dz
riant dans le premier nombre , & 2z feul dans le fecond 3
2°, d{"”‘_l} d { 1L A y feul variant

x? V("+n)

dans le premier membre & 2 fcul dans le fecond;’

4 (ot} =4 (Y -
feul variant dans le premier membre , &.,y feul dans la
fecond. Or en différentiant fuivant les conditions pref4
crites, je trouve que les trois équations précédentes ont
Jieu ; donc l'équation propofée eft intégrable.

Cherchons maintenant: quclle eft fon intégrale. Suivant
ce qux eft dit (Art. xxx.) je prends d’abord celle da
abx”" dz en fuppofant x conftant ; j'ai "“—l— C. Je
différentic cette quantxté en traxtant z comme conftant
& x comme variable ; jai — i ~ que je retranche des.
trois autres termes de la propofée "Il me refte aprés cetta
opérauon % dont Pintégrale ajoutée A la quans
tit¢ == fera l'int ‘?rale complete de la propofée. Poug
mtégrer (N) ix’;/(xx_[:_”;; » je me fers de la méthode exs
pofée (Art. xx1v.) yintegre le premier terme —;/—(-?:_"_—’—”—]'
en fuppofant x conftant: l'intégrale eft —-——[’V(“'H DA,

Jela dxfférenne en fuppofant % fculc vanzble la différens
' sicllg
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telle eft 75(%%—) : laquelle retranchée du fecond

y ~ byt
terme de la propofée ( /V) donne zéro. Donc /- —-———-i"f/d(’x ,:f ;;;
—_ _.___”"(": *7) + 4. Donc enfin I'intégrale de I'équation

abdz bxydy - by*dx abzdx=o eft abz+by(xx—+yy)

x *v(xx-yy) = Tax H
*+ B = o0.

XXXIIL

Suppofons préfentement qu'on ait découvert par la mé=  Quanduna
thode de P’Article xxvir. que I'équation Adx -+ Bdy -+ oA

Cdz = o, dans Iétat ou elle eft, n'eft point une diffé- ;’?ﬁ;:,“::ﬁf

: 3+ plete, onpeut
renticlle exalte , on cherchera quel eft le fa&teur , qui F uelquefoisla
multipliant tous les tcrmes de cette équation la rendroit rendre tello

. . .en la multi=
une différentielle complete. liant par un
Geur com-

Je nomme « ce fateur commun 3 tous les termes de munaitousfs
Péquation , & dont I'addition la rend une différentielle fermess
complete; alors « 4 dx 4~ uBdy+ «Cdz fera une diffés

rentielle complete. Par conféquent j'aurai les trois équationg
fuivantes:  Adx _ wd4 __ Bdu  wudB, '

iy T2y =3t o
Addn nd A Cdu ©udC _
dz -+ dz ~  dx -+ dx ?
Bdum mdB __ Cdwm mdC
dz -+ dz 4y =+ dy °*

11 ne s'agit maintenant que de donner 4 « une forme affez
générale avec des coefficiens indéterminés , pour que
cette quantité étant fubftituée dans les trois équations pré<
cédentes y en fafle évanouir tous les termes.
Mais avant que de chercher cette forme générale pout inﬁﬂ.ié‘:,:
il eft néceflaire d'avertir que fouvent on la chercheroit g:::’;’n““;
11, Partie, D '
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:&i’z?g,’tbles inutilement , parce qu'il y a une infinité d’équations diffés
point dinté- rentielles A trois variables qui n’ont point d'intégrales.

grales,
XXXIV.

Premiere  Pour lé prouver je reprends les trois équations précédens,
démonfira- Ad d4 __ Bd iB_ '
tion, tes, s -t £17 — ~ -} £ 5

dy dy dx- dx ?
Adu mdd Cdu &dC
o dz+dz—dx+dx’
- Bdu #dB __ Cdwu , mdC
rralia i Pl el Pl

9 . . d,u dﬂ d.u . .
Jen fais évanouir les grandeurs —=, -, <=, qui font

des quantités finies ; puifque 7~ &c. exprime le rappore
de du 2 dx, a dy, 2 dz; rapport qui eft toujours fini.
Je les fais donc évanouir de la méme maniere dont on
fait évanouir trois inconnues ordinaires ; il arrivera que
s'évanouira en méme temps, ce quil eft aifé de voir par le

. 1 . . . d
galcul fuivant, Des trois équations précédentes on tire =

. .

Bdu-, mdB rmdd d Bdu , mdB mdC
= dx+dx_dy & auffi dy = dz+dz-_dy'-
C

4
ABdm .. AundB AudC _ CBdnu CudB Cudda,
Done == ==~ — dy . dx d= 2y °

R du Ad mdA mdC .
, - O — L _J ——
| Dvailleurs on a == T t*+ I ol Subftituant

. C
Cette valeur de %’;‘- dans I'équation précédente, elle devient

ABdu AndB AxdC _ ABdw ', BmdA  BudC .
vt T T, T i T4 FPR

CudB  Cundd . . . ..
o — ‘;,' « Je réduis cette équation , je la divife

* ° 7 par « qui'fe trouve en multiplier tous les termes, apr;‘::
C

, . . .= ... BdC
guon aura effacé ceux quife détruifent ; yaurai S~ — o~

“vate -
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AdB  BdA _ A4dC_, Cd4 . . )
- Ty =0 équation qui nous
apprend que Cy A4, B, doivent avoir entre eux la rela-
tion exprimée par cette équation pour que la propofée

Adx—+ Bdy-+Cdz=o foit intégrable,

XXXV,

Il n’en eft donc pas des équations différentielles & trois Leur diffis

5 renceen cela,
variables comme de celles qui n’en ont que deux: car ot ges ¢quations

eft fondé i croire (ou du moins on n’a pas démontré le ?,f::“x vana
Contraire jufqu’a prélent ) que toute équation différentielle
& deux variables fe tire de la différentiation de quelque
équation en termes finis , au lieu que la démonftration
précédente apprend qu’il y a une infinité d’équations 3
trois variables qui ne peuvent pas étre venues par la dlffé-

_ gentiation d’aucune équation en termes finis,.
XXXVI,

"Il yaplus: fans examiner i les équations différentielles -'Qui expits
3 deux variables viennent de la différentiation de quelque e “;‘2.‘,’;'3
équation en termes finis, il eft aifé de prouver qu'elles dﬁ‘,’f,'a,!,a,, °°e"é
expriment toujours une coutbe dont la conftruition eft ”mble‘ :
poflible. .

- Car foit toute équation dxﬁ'érenuelle ?1 deux variableg .
:epréfentée par sdx =rdy (s & r érant des fonQiong - T
de x, de y & de conftantes ) ; prenons deux lignes & :
yolonté 4B (x) & BC (y); nous aurons par ¢onfés . -2
quent Bb = dx, c¢! = dy = —-.uPscnonsJelfu;tﬁ

Di
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une ligne 44’ 4 volonté pour un fecond dx, on aura
dc’ =dy =i-"' s 5 & r étant des fon&ions de 44 &
&¢’; & ainfi de fuite ; tous les points'c, ¢! appartiendront
3 la courbe de I'équation donnée. Il eft vrai quon ne peut
exécuter cette opération ; mais il fuffit de I'imaginer exé-
cutée y pour démontrer que toute équation différentielle 2
deux variables exprime toujours quelque courbe conftru-

&tible.,
XXXVIIL

Il n’en eft pas ainfi des équations différentielles 3 trois

~ Ld . Bdc
variables. Toutes celles dans lefquelles I'équation -
CdB AdB BdA Adc cdda . i
o — -5 + = __o.na pas lieu,
ne peuvent étre conftruites en aucune maniere , & les

Problémes dont la folution dépendroit d’équations pareil-
les , feroient impoffibles.

Cette propofition peut encore fe démontrer dune autre
maniere indépendante de toute intégration.

.Beconde 3&-  Soit dz==udx~+>dy une équation quelconque 3
monftration, . . . -
Que plufieurs trois variables, o & o étant des fon&ions quekconques do

i?:mlons dif- >
renticlles 4 ¥ 3 ¥ 5 2 avec des conftantes; qu'on fe propofe de trous

Py iabl . H
::"s::ve:: ver la furface courbe exprimée par cette équation,

avolr aucune  Soit 4 P axe des x, A Q celui des y, AR celui deg
| Figure 3. ©° Soient de plus' PV la tranche de la furface courbe
m‘:’:“{:‘f;’; par un plan perpendiculaire & laxe des x , & QN la.
par h‘r:ayc?: tranche de la furface courbe par un plan perpendiculaire

sowbes, 4 l'axe des y ; Péquation de la tranche PV fera dz =
2dy, & celle de Ja tranche Q NV fera dz = vdx,
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Imaginons maintenant que ¢r & pn foient deux autres
tranches de la furface courbe par des plans infiniment
pres & paralleles aux premiers ; on verra pour lors que fi
Péquation dz = wdx + 3dy exprime une furface courbe
poflible , il faudra que les deux courbes 4+, pn, fe ren-
contrent en un point / de la droite k/, fection des deux
plans qur, pmn ; ceft-d-dire quil faudra que I'équation
de.la courbe 4/ foit telle, quen y faifant x =4k, on
ait pour z la méme valeur qu'en faifant dans 'équation de
la courbe pnl, y=pk.

Pour examiner fi cela eft, il faut chercher 1°. la valeut
de /k prife pour une ordonnée de la courbe pn/; &
pour cela confidérer Jk comme ce qu'eft devenue ru,
lorfque A4 P eft devenue dp; NM, nm ; PM demeu-
rant la méme. Cleft-a-dire que dans la valeur de wr=
2+ 3dy, il faudra mettre au lieu de z, nm, ou z=-vdx,
& au lieu de ¥, ce que devient cette fon&ion , fi 'on
y fubftitue x ~+dx pour x & z-wdx pour 2. Par cette
opérauon on aura lk_z+udx+ady+— dxdy =+
—-wdxdy.

“On cherchera 2° la valeur de /k prife pour ordonnée
de la courbe ¢ ; & pour Pavoir, on fubftituera dans nm =
Z4-vdx, ru, ou z-+3dy au liecude 2, & dans la fon-
&ion v on fubftituera pour y, y—~dy, & pour 2, 2~ 2dy,

% demeurant conflant. Pas cette voye on aura /k =
2z 3dy -+ vdx + - dydx + 2 == ?dydx. Donc
gtedz--dy+ 5 > jidy + il vdxdy = z-+9dy
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udx-i-fiidydx-i-ﬁadydx' ou bien en réduifant
” =+ 45 . ¢ w-{— & . Donc il faut que cette équa-
dz

tlon ait lieu, pour que celle-c1 dz=uvdx~-+3dy exprime
- une furface courbe poffible.

XXXVIIIL
COROI.LAIRE. II fuit de 13 que I'équation —+ © d—s- =
(lw pic  cas
o+ 5 4 = dou: étre la méme que I'équation -~ — ——
X x
+ ”‘“’ _ pd4 __ ddc C‘M = 0; ceft ce quil ef
dz dy

aifé de vérifier : car puifque I équanon dz=udx-+23dy

eft la méme que Adx + Bdy + Cdz = o, ou que
dz =—-ﬂ—x—ng’, il faut que .,,=_i, & que

(& C
AdC~Cd4 BdC - CdB .
a-—_.— du__—-———cc ,dﬁ':-—— Donc

cc
ad :
en fubftituant ces valeurs dans léquanon == + v =

dw BdC  cdb | adp
2 v on ) —
2y 7 37 » on aura Péquation &3t — o o s

-

4BdC ddc cda BdA ABdC

C'dz  CCdy ccay+ccdz‘.i ciaz? &en réduifang

BdC CdB [ AdB  4dC CdA _ BdA

dx dx - dz —  dy - dy -+ dz ? la méme qua

nous avons trouvée plus haut. '
XXXIX,

ScuovL1E. II eft évident maintenant que lorfque I'd3
quation %— &c. n'a pas lieu, la propofée Adx s
Bdy -+ Cdz = o, n'exprime aucune furface courbe 3
mais pour €tre certain que la furface courbe eft poffible 4

. _ BdC .. ,
fi Péquation -~ — &c. a lieu , il faut s'affurer que touteg
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les fois que I'on a cette équation, on a le méme x, foit
qu'on le prenne dans la tranche des y & des x, foit
quon le prenne dans la tranche des z & des x.

: Pour reconnoitre que cela fera ainfi, il faut obferver
que le calcul qui exprimeroit cette nouvelle condition,
ne différeroit de celui que nous venons de faire , qu'en
ce qu'on auroit des x au lieu des z, & C au lieu de 4.
Si donc on pratique cette opération , I'équation E;;? —

CdB . AdB = BdA AdC . cd4 . )
- = — 7 -+ 5 = ° deviendra celle-ci
Bdd AdB CdB BdC ~cd4 4dc R
dz dz dx dx dy dy — ©s5 qum

cft Ia méme abfolument que la précédente , en changeant
les fignes & tranfpofant,

Par cette voie 'on démontreroit aufli qu'on trouveroit
le méme y en le cherchant foit dans la tranche des y &
des z, foit dans la tranche des x & des y.

1 X L.

-~

Apres avoir donné la méthode qui nous fera reconnoitre
¢elles d’entre les équations différentielles  trois variables
qui ne peuvent étre ni intégrées ni conftruites, il faut
apprendre 4 déterminer le fafteur qui rendra completes
celles qui font fufceptibles d'intégration ou de conftru-
&ion ; mais auparavant il eft néceffaire de faire les remar-
ques fuivantes qui fuivent de la différentiation des quantités.

~ On remarquera d’abord que la plupart des fon&ions qui
n'ont pas un certain fateur commun A tous leurs termes,
n’ont pas non plus ce méme falteur a leurs différentielles,

Maniere de
trouver le fac-
teur qui peut
rendre com-
plete une é-
quation diffé-
rentielle 2
trois  varia-
bles , lorf=
qu'elle eft fuf=
ceptible d'in-
tégration ou
de conftru-
&ion,
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On remarquera en fecond lieu que {i une fon&ion a un
dénominateur, fa différentielle aura aufli un dénominateur
qui fera un multiple de celui de Pintégrale. .
D’apres ces obfervations , mettons au lieu de «, L ’
P & Q étant deux fon&ions fans divifeurs, P fera un fa-
&eur de la fon&ion ¢ cherchée , dont la différence eft
% dx 12 dy = P—dizc, & Q contiendra le dénomi-
nateur de la méme fon&ion o.
Jimagine que la différentielle eft divifée par I'intégrale o
P sen ira du numérateur & Q fe divifera par le dénomi-
nateur. Il ne reftera par conféquent apres fa divifion, pour
le dénominateur commun a tous les termes , qu'une fon-
Qion R dun degré de plus que celui de 4, B, C:
nous difons d’un degré de plus, parce que la quantité
Adx 4+ Bdy+Cdz . . .
= qui vient par cette divifion, eft égale &
-? » ou 2 la différence du logarithme de la fon&ion chers-
chée, & que par conféquent elle doit ére d’un degré
au deflous de l'unité,

Pour trouver R, on le prendra égal 4 la fon&ion pofis
tive, C’eft-3-dire fans divifeurs, la plus générale d’un de<
gré au deflus de 4, avec des coefficiens indéterminés 3
sil y a des radicaux dans 4, B, C, il faut aufli quiils
entrent dans R, en fe combinant avec x, y, 2, de touteg
Jes manieres poffibles.

On fera enfuite les trois équations fuivantes :

Rd4 AdR __ RdB BdR
dy dy — dx ~ Tdx ?

RdB
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Rd4B B4R __ RdC CdR .
dz dz  — dy = “dy ? B
RdA AdR RdC CdR

Tz T iz O dx T AR 0
afin de déterminer par leurs fecours les coefficiens indé4
terminés de la fon&ion R. Mais entre ces trois équation§
eon choifira- les deux qui paroitront donner moins de calcul,
{a troifieme étant inutile. Car il eft aifé de voir jue fi I'ort
seft affuré au moyen de I'équation B ‘Z—f —C Ti -+ &cy
que l'équation Adx—+ Bdy+ Cdz =0 eft poffible §
il arrivera que la fon&tion R qui convient 3 deux des troig
Kquations précédentes conviendra auffi 3 la troifieme.
Aprés avoir déterminé par le fecours de ces deux équa3
tions les coefficiens de R, & par conféquent R méme 4
on intégrera 242 B: 1+ 4% par laméthode de Varticld .~ -
X XX. pour intégrer une différentielle qu'on fait €tre exacteq
Enfuite on égalera l'intégrale trouvée a une conflante , &
Ton aura lintégrale de la propofée.

XLI

Appliquons maintenant le Théoréme aux quantités 8¢ _Application

. . . . . du Théoréme
aux équations différenticlles qui renferment quatre, cing aux différen-

. tielles qui ont
&c. variables. 45 5 > &Cy TRY

. Soit la différentielle Adx —+ Bdy = Cdz = D d u ~ 50l
Eds -+ &c. dans laquelle 4, B, C, D, E, &c. expri4
ment des fon&ions de x, y, 2, #, s, & de conftantes ;
pour que cette quantité fafle une différentielle exadte, il
faudra que deux des termes quelconques de cette quantité

II, Pariie, E



34 Traire' pv CaLcuL INTEGRAL: |

fafent toujours une différentielle complete , en ne regardane
comme variables que les deux feules lettres dont les diffé-
rentielles fe trouvent dans ces deux termes. On aura donc

, . d4 _dB dd4 __ dC 4

autant d’équations comme o =% =T e a
vérifier, quil y a de manieres de combiner deux 2 deux
Jes fon&ions 4, B, C, &c. Si ces équations ont lieu ,
Ia propofée fera intégrable ; autrement elle ne le fera pas.
Dans le premier cas le procédé a fuivre pour en trouver®
l(’intégralc fera le méme a peu prés que celui que nous
avons pratiqué, (Art. Xxx.) pour les différenticlles 3 trois
variables ; il n’y aura de différence que dans la longueur

du Calcul.
XLIIL

Procédépour | A I'dgard des équations telles que Adx~+Bdy=-Cdz
lam4 fi;h:t'g'c‘s “4 Ddu—+ Eds + &c. = o qui repréfente une équation
vasisbles.  ayelconque compofée de x, y, z5 #, 5, &c. avec leurs
Meheqe Gifférentielles & des conftantes ; on verra d’abord fi cette
?iili;‘fﬁfﬁf équation dans Pétat ou elle eft propofée, eft une différen- ,

vent devenir tielle complete , & la maniere de s’en affurer fera de véri~
completes , d A dB dA * dcC )

Jorqwellet  fier autant d’équations 5= = —— , = = - &c. quil y
aele lontpas. dy dx dz - dx :
a de fagons poflibles de combiner deux & deux les lettres
3::,':,‘;?;2: A,B,C, D, E, &c. Si I'équation propofée n’eft pas
her. , une différentielle complete, il faut examiner fi elle peut
l¢ devenir. Pour faire cet examen je prends a volonté trois
termes de la propofée , & les égalant a zéro, je vois s’ils
forment une équation poffible , en obfervant toutefois

&'y regarder comme conflantes toutes les lettres , exceptd
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les trois dont les différentielles fe trouvent dans ces trois
termes. Donc en pratiquant ce qui a été dit (Art. xXx1V.)
pour les équations 2 trois variables , on voit aifément quon

BdC  CdB.
aura autant d’équations & vérifier comme —— — — b
448 __BdA _4dC_,_ Cd4 * o

dz iz dy 7, = ©» quil aura de manieres
de combiner trois a trois les fon&ions 4, B,C, D, E, &cy

Lorfque toutes les équations de la méme nature que la
précédente , venues par la combinaifon des termes A dx -t
Bdy <+~ Cdz -+ Ddu -~'&c. pris trois a trois, auront en

méme temps lieu, on pourra rendre I'équation propoféq
une différenticlle complete.

. ' XLIIL

“REMARQUE. On peut ccpendant ab:eger le nomb:é Ce nombrs

elque-

e ces équations i vérifier, parce que quelques—unes fui- B’ & Gimia
vent néceflairement des autres. Pour le prouver je prends ™"

Véquation a quatre v_anablcs Adx -+ Bdy—+Cdz + Preuve fus

une équation

. —_ 1041 . n 3 quatre vas
Ddu=o. Cette équation par la combinaifon des quatre 3 ¥
lettres 4, B, C, D prifes trois 3 trois me donnent leg

‘quatre équations fuivantes :

‘ 1°. Adx - Bdy + Cdz
2°. Adx -+ Bdy <+ Ddu
390 Adx 4+ Cdz -+ Ddu
4. Bdy- Cdz + Ddu

De 1a premiere éauanon on tire en fuivant le calcul de

, CdB AdB BdA 4dcC
l.;\:txclexxxw. ot — -

o5 = 9 lIa feconde nous donne en fu_ivant le méma

Ei

0O 0 0 O

[
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, BdD DdB AdB  BdA  AdD , DA __

calcul  — + =y — 4,y T, =03
. .C4D  DdC 44C “cda

{a troifieme nous donne —_— -+ —_ —_—

T: — = 03 & enfin on tire de la quatrieme,

€dD pdc BdC CdB BdD DdB

dy ~ Tdy T T T T A

Or on voit aifément que {i on prend trois de ces équas
tions 3 volonté , la quatrieme senfuit néceflairement ;
donc pour s’affurer fi une équation & quatre variables peut
devenir complete, il fuffira de vérifier trois des équationg
de condition qu'elle donne.

XLIV.

CororrLAIRE. En faifant le méme raifonnement fug
les. équations 4 cinq variables, on verra que des dix équas+
tions de condition que donne la combinaifon des fon&iong
A,B,C, D, E, prifes trois 4 trois , fix fuffiront pour
déterminer fi Pintégration ou la conftru&ion cft peflible,
De méme fi la propofée avoit fix variables , telles que la
fuivante Adx—+Bdy-+Cdz=+Ddu~+Eds-+Fdr=o;
des vingt équations de condition que donne la combinaifon
des fix lettrf:s A, B,C,D, E, F, prifes trois a trois
il fuffira d’en vérifier dix. |

Donc en général le nombre des variables contenues
dans une équation différentielle étant m, le nombre d'¢-
quations néceflaires 3 vérifier pour favoir fi la propofée-peut
devenir complete , fera ce que le nombre m —1 peus

donner de combinaifons deux 3 deux ; ceﬂ: 3 - dirg
Qn-l) (m=2)
[ 3

2 ~
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. XLV. ’

Lorfque par les procédés que nous venons d'indiquer on
aura reconnu qué les équations a trois, quatre, cing, &e.
variables peuvent étre rendues completes , il faudra chers
cher le falteyr qui doit pour cela multiplier tous les termes
de I'équation. Nous ne détaillerons pas ici la méthode de
trouver ce fateur ; le le@eur qui fera curieux de la connoi-
tre la trouvera dans le mémoire que nous avons déja cité

dans ce Chapitre. .
: XLVLIL

_ Maintenant on eft en état de s’aflurer fi une §dantité
‘ou une équation différenticlle eft intégrable ou non; &
¥on voit'que cette connoiffance doit épargner beaucoup
‘de peines fouvent inutiles. Avant que de commencer le
‘détail des méthodes patticulieres, il eft bon dobferver qu'il
y a des équations différentielles qui ont une intégrale algé-
brique , d'autres qu’'on ne peut intégrer aIgébriquement'},
amais dont on parvient & féparer les indéterminées. Nous
allons ‘d'abord examiner comment on confiruit les é’qua-
‘tions dans lefquelles les indétermindes font féparées ; en~
fuite nous traiterons des différentielles qui s ‘intégrent en les
multipliant ou les divifant par des fon&ions de I¢urs indé-
terminées , ou en opérant fur elles par les transformations

- senfeignées dans le fecond Chapitre de la premiere Pariie.' e

De la nous détaillerons les méthodes différentes de fépareg
des indéterminées dans les équationy différentielles, - -
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, - CHAPITRE IIL

De la conflruction des équations differentielles dans
lefquelles les indéterminées font [eparées.

XLVIL | :

Ce quil fut LEMME. D Ans une équation différentielle qu'on veut
g’j;"de avalt conftruire , il faut d’abord mettre d'un cbHté lesdx & de
snite Iégu- Pautre les dy 5 alors I'équation fera de cette forme X d x

=Ydy ( X exprimant une fon&tion quelconque de x5 &
Y une fon&tion quelconque de y). Quand les deux mems-
bres de cette équation ne font pas intégrables, alors on
la conftruit par les quadratures : nous allons donner la mé&-
thode qu'il faut fuivre pour cela. Mais nous obferverons
auparavant de quelle maniere on trouve le nombre des
dimenfions d’'une quantité quelconque X, formée de x &
'de conftantes. Par exemple, ax* eft de quatre dimenfions,
‘de méme que ax®~+5%x*; 1V (x*+c’x) eft de deux;
axit """; (Txg;"f‘(f’)ﬂ %) eft de trois, patce que le nu-
mérateur eft de quatre & le dénominateur de une ; & ainfi
de fuite, -

XLVIIL

Proctdé ProBLEME. Conflruire une équation différentielle
pour faire la

P onfirutiion, .4aNS laquelle les indéterminées font féparées. :
SoruTioN. Je prends le nombre des dimenfions.dg
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X & de Y, nombre qui doit &re le méme. Si tous les
termes n'avoient pas en apparence la méme dimenfion ,
ils doivent étre cenfés I'avoir, parce que ceux qui ont la
plus petite dimenfion, doivent étre cenfés multipliés par
une puiffance convenable d'une ligne conftante , qu'on -,
prend pour Punité.
Soit le nombre des dxmenﬁons repréfenté par n , ;e
divife mon équation par'a” (4 eft une conftante quelcon-

vd xd
que. ) Jai donc —" = —n—" Pour conftruire cette équa-

tion , foient A P AQ perpendlculaxres Yune 2 lautre , Figure %
foit unc courbe EK telle que . . . . . AP = »
i PK = X

e

Taire de lacourbe s . : . . - APKE =_/‘£'d__’:.‘
Soit encore la courbe T D, telle qu'on ait /Q = Y,

QT = T. ’
Taire de la courbe: . : . e d’
Maintenant fuppofons qu'on ait . . . = f “."_’: )
On entirera « . « « o o o « o 3 u=_/'x‘i",_
enfuite on tracera une courbe GV telle que PN = « ;a
fuppofons de méme que . . . .. ar=[7 "d_’: v

Yd
ON 3Urd, « « s ¢ « o ¢ ¢« s o o 2= /[ .’l'
: ) a

& foit la courbe SO telle que . . . SQ =:.
Al faur donc que r = «.
Ayant pris 4 H==Q S, on menera 4 I fous un anglq

)
4
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de 45°; puis tirant H] parallele 3 4Q , du point I on
menera IV parallele 3 4 P qui déterminera le point IV,
tel que PNV (4)=QS (¢), & par conféquent fXd”

Ydy

. Donc fi on prolonge $Q & P /V jufqu’a ce qu’elleg

o fe arencontrent en M, le point M fera A la courbe qu'ex<
prime I'équation propofée.

XLIX.

- REMARQUE 1. Quelquefois il eft néceflaire d’ajoutes
unc conftante ; c’eft la nature du Probléme qui doit fervix
a la déterminer : on n’ajoutera cette conftante que d'un
feul c6té; car il feroit inutile d’en ajouter des deux cbHtéy
a la fois, puifque I'on pourroxt regardcr ces deux conftanteg
comme n'en faifant qu'une,

L.

R EMARQUE 2. Si l'un des deux membres de I'équa3
tion différenticlle propofée “éroit intégrable , alors ce mems
bre dépendroit dun¢ courbe quarrable , & l'autre membre
fe conftruiroit de la maniere que nous venons d’expofers
Par exemple , fi I'on avoit I'équation dxV px=Ydy
(Y exprimant une fon&ion de y, telle que le fecond mems
bte ne foit pas intégrable alg_ébnquement) 'intégration de
ceste équation donme 1% 3*” ~ = fYdy. On auroit la
premier membre en tragant une parabole dont Péquation

feroit yy =px, & l'autre membre fe conftruiroit comme

dans le Probléme, . .
CHAPITRE
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CHAPITRE 1V.

De la féparation des indéterminées dans les équa-
tions differentielles par les regles ordinaires de
U Algebre , ou par de fimples transformations.

LL

IL elt aifé de fentir qu'en féparant les indéterminées dans
une équation différentielle, on la réduit aux cas de la
premiere Partie ; puifqu’alors on peut regarder chaque
membre de 'équation, comme une différentielle particu-
liere qui ne contient qu'une variable. C'eft cette opéra-
tion que nous allons maintenant pratiquer ; d’abord pour
des équations différentielles affez fimples ; nous paflerons
enfuite aux plus compofées.

LIIL

1°. Si on avoit des équations de la forme fuivante aaxdx
o+ yyxdx=ydy Vv (%x-+ff), qui équivaut a la fui-
vante (aa ~+yy) . xdx =ydyV (xx-+ff); on verroit
au premier coup d'ceil que les indéterminées s’y {éparent

. . xdx ydy
ar une {imple divifion : caron a =
P pie div A TG+ = aatyy

dont lintégrale eft, comme on le fait, (xx =4 ff)* =
I(aartyy)s4C.

I1, Partie, | F

Exemples de
cette f{épara-
tion par les
regles ordi-
naires de 'Al-



Second
exemple,

Troifieme
exemple.

Exemples de
cette méme
féparation par
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LIIIL

De méme I'équation - L -Ld——- devient
V(“"*"J’) V(“-*’)

par la feule multiplication xdx . (6*—=x*)* =ydy .

(a°+y%)7; équation dans laquelle les indétérminées font

feparées , & que Fon conftruira par la méthode enfeignée

plus haut.
LIV.

Que jaie xxdx*—+xydxdy=—aady*; je remarque
que le premier membre de cette équation feroit un quarré€,
siil y avoit de plus 2222 | JFajoute donc de part & d'autre
cette quanmé y & I équanon devient xxdx* -+ xydxdy
-+-”4 =aady’ +”4’ Je prends laracine quarrée'

ce qui me donne xdx+—;1=idyx -’:’-—l—aa
équation dans laquelle les indéterminées font {éparées.
L'intégrale de cette équation eft == = ’: ~+
f{dyV( 244 +aa)} —+ C = o, dont la partie qui eft
fous le fi gne J/ dépend de la quadrature d'une hyperbole
équilatere par rapport & fon fecond axe , lorigine des
coordonnées étant au centre de la courbe. .

Il en eft ainfi d’un grand nombre d'autres équationg

difiérentielles qu’il eft inutile de détailler ici.
L V.

2°, Pour féparer les indétermindes dans I’équation fui<
vante adx=ydy —xdy; onfera y—x=z,ouy=s
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-z+x; dy=dz-+dx. Aprts les fubftitutions , I'équa- des transfor-
tion propofée deviendra adx=2dz+2dx; ouadx — Premics
zdx =2zdz. Donc en divifant par a—z, on a dx = exemple.
:f ‘équation dans laquelle les indéterminées font épa-
rées; & qui a pour intégrale x=a—z-+/(a—z) " +C.
Remettant pour 2 fa valeur y —x, on aura x=4—y

+x+1 T —+ C pour lintégrale cherchée. On
y+x

verra d’allleurs plus bas une méthode pour intégrer cette
€quation fans transformation. Voyez le Chap. VII.

LVIL

Soit l'équation aadx ==x"dy +2xydy+yydy; Second
je fais x=+y=2: jen tire dx-+-dy =4dz. La propo- eXemPes
fée devient donc 4sdz—aady =z2*dy; ceft-a-dire
z:“_:ja = dy: jintegre maintenant, & yai y =/ z:f::a;

le fecond membre dépendant (Art. cvil. de la I Partie,)
de la quadrature du cercle.

LVII

Si la propofée €toit (xdy+ydx) X (a‘—xx_yy) » —  Troifieme

exemple.
2dx+s4y ' je remarque que dans le premicr membre de
(xx4yy)*

cette équation xdy—-ydx eft la difiérentielle de x y &

que le quarré de cette intégrale fe trouve dans la quantité

fous le figne. Je fais donc xy ==z, & jai pour premier

membre de ma transformée 4z ;'(a’-—zz)% qui eft tel

que je le demande. Je vois de plus que dans le fecond
Fij
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yidy} = xtdy ’” T
—I+y‘dx‘-—zxydydx+x‘dy" DODC(F— l) B

d -x? . Y dx - .

VI o on bien — X = 242 ogop

ydx — xdy (y* -¥*)* dyv (y*-x*)

maintenant — =z, on aura ydx—xdy=yydz ; &
J Y

apres les fubflicutions la transformée fera Gori s

’t_Y:);
ydz f Ydy ) dz
T Donc enfin VoS = voos

Paffons maintenant & des cas plus généraux dans Zchuels
les indéterminées fe {éparent encore par de fimples trans-
formations.

LXII.

Cas plus gé- s s ;
it quegles PROBLEME 1. Sépare: les indéterminées dans la for-

bcéd -t
Finepencde mule générale 22— —gqdux, p & ¢ éanc des
méme. cy b4 d

Premiere fon&ions de x te (lles que g9 = P

formule,

SoLUTION. Soit (¢y"~p)“=2; on en tire cy"
p ==z, & en différentiant & mettant pour dp fa va-

— - T

leur gdx, on aura " "dy= —2°* dz—gdx:

n-1 - cn
Donc < ay nd}' “=_:-z°‘ dz—agqdx =gqdx:
b""("] +P) cn.(b+42z)
L S
Donc enfin 42" dz = g4dx, équation dang

abcgn+acgnz +aa

laquelle les indéterminées font féparées.
| LXIIL

Application Soit dans la formule précédente . . . . . ;. & = 2 g
dunexemple, ' D a =f’
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n =1
P = bx
7=14
e = 7 ’

-T'équation fera — 22 = bgdx. Je ferai donc

! zg+(¢'y+bx) zz-bx 2zdz-bdx

(cy=+bx)'=2; famiy=-——;dy=—""3

& pour transformée , I'équation fmvante 2 z(d:g _:fz ,)d’

bgdx; ou 2f’zdz—bf’dx—2bcg dx—-l-bcgzdx.
Donc — 22282 __ _ } 4x; équation réduite én fradtion

regificgz
1ationelle,
LXIV.
ProBLEME 2. Trouver les cas d' intégrabilicé de I'é= Seconde fors
® dy mule plus gév
quation 4 =cX d] > 8y b, €y érant nérales

(bx'+a _y x")"
des conftantes.
ms

SoLuTioN. Soit (b’ —l-ay x )" = 2% "5 on
(z" 2" —bx'" ’) dx

fd
a* zx
1 z I -y -1
x(z"‘x'_'—-bx'— )" x{-—'—x' 2" dz e
l
na*

(t—r) zm T dx—(t—r)bx‘ r-ldx} » ou

——]

aura la transformée fuivante
me

€x

- -r
bien , en divifant par (z=x ~  — bx )t
b a:_ar+'_'__£_+" -L

a
'a';cx"""”'*‘""""’z dz o= (t=—1) X



Application
A un exemple,
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a !-f-l a
- - p=t=t=~r—1I oy
a"~mz™ xTTF dx—(t—r)a" bmzx

Or il eft évident que fi dans cette équation =X — == —

n
—;- -+ ;'- =g -+ mt—1, les indéterminées fe {épareront;

a I

mi—j-t—r—1
T+ dx

i -
car alors on aura "~ = a" cz”dz
* ook @1, L
. . . AR =b —(-r)at ™ (-r)a” be
donc les indéterminées fe fépareront dans la propofée
toutes les fois quon aura o =24 2RIZRFICT

Gt = Qr —mnt—t-n—ter t=r
L]

; ou bien

LXV.

Soitdans laformule . . . .. ... .4, a =2
= 2
n=1
r=1
”m = L

» ) . h"d# - : .
on aura I'équation fuivante ae - = xdy. Je fais
' (bb.vx.-i-gxy)'f

(bbxx+gxy)* = xz; ce qui me donne la transformée
fuivante 'i-f . Q# = - x (2x2dz— bbdx -+ 2*dx) ,
& apres ia rédu@ion on aura Adx x (z*—256°2*<56*)
= 2gx2"°dz — bg*zdx -+ gz*dx. Donc ff— =
2gztdz

hz*-2kb*z* +hb*t-gz'+bigz®

Il en fera de méme pour beaucoup d'autres équations
particulieres. Je paffe maintenant & plufieurs cas généraux
dans lefquels les indéterminées fe féparent par des mé-

thodes qui leur font propres.

CHAPITRE
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"CHAPITRE V.

De la féparation des indererminées dans les
e.’guations homogcncs. .

LXVI

DEriNiTION. ON appelle éguations homogenes celles dans
lefquelles la fomme des dimenfions: des x & des ¥y, ou
féparées, ou prifes enfemble, eft la méme dans tous les *
-termes de I'équation. Telles font les fuivantes, x x dy -
gyydx=fz*du--au*dz, ou bien xydx+byydx
="'gx*dy 4+ hxydy. Telle eft encore la fuivante

P .
dx (xVx‘ ytgyVixy+x') =dy {ax’ -

by*x=-gy*y (xx-+yy) } &c. Cela poté.
LXVIL

ProBLEME. Séparer les indéterminées dans les équa-
tions homogenes , & deux' variables.

SorLuTioN. Soit mife I'équation fous cette forme

% = L, p exprimant le numérateur du fecond membre

& q le dénominateur. Il eft évident 1°. qu'en faifant
=yz, on aura :’ L ; ~+z. 2° Qu'en fubftituant
pour x fa valeur yz dans p & dans ¢, y fe trouvera 4 la
méme dimenfion dans tous les termes de p & dans ceux
de 4; par exemple, fi-I- ? . g;,—:b_{,!'
I1, Parsie, G

Ce que c’eft
qu'une équa-
non homoge-

. Solution gé«

nérale duPro«
bléme,

; mettant pour x -’
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+h 0
fa valeur yz on aura gi"——z—’— , fra&tion dans laquelle
l +b’

y ala méme dlmcnﬁon dans tous les termes du numéra-
teur & du dénominateur. Donc on pourra faire difparoitre
de I'un & de lautre, y; -q—fe réduira 3 une quantité
Z qm ne contiendra que z & des conﬁantes. Donc on
aura 2= -2 =27, ou bien d” = ;— , équation dans

laquelle tout eft {éparé.

LXVIIL

Application  Soit 3 mtégrer I’équation homogene xde (x*=+y*)

un exem-

ple. -+ gy? de(xy “+ %) = ax’dy -+ by® xday—l-
gy*dyV x*—y*; je la mets fous la forme fuivante, = =

axi by "+q"‘:"+" , je fais x=yz ; jaurai par
CEV () gy Vg b L
conféquent en fubftituant dans cette équation pour x & dx
leurs valeurs —:—- -+ 2 = "’+bz+q‘:' !, ou bien 22
]dz 2Vt 14+gVz+ 2} ’
» équation dans laquelle

—
—

az’+6z+q‘/z‘ +1

zV(z’+l)+gV(z+z')
les indéterminées font féparées.

-—2

LXIX,

.éﬁ:‘;‘;fﬂf REMARQUE 1. Si dans I'équation homogene les d x

tes les &9ia- & les dy étoient élevées & une puiffance au-deffus du

,i l- 1 . . .
g::esp 3¢~ premier dégré , on fuivroit la méme regle pour féparer
ce qu * .

foient éf:vées les indéterminées.

ze;'ds& les  Soit, par exemple, x;dy-+xydx'=y_ydx*; on
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donnera a cette équation la forme fuivante, dy* ==
d'x'(?x—:———:'—); denc d_y=-!__-'de—i—:— Z_. Soit
donc %: —:— » on en tire ady = xdz -+ zdx ; & auffi ady
. =dxV (22 —az). Donc xdz=-2dx=dxV (zz — az).
Donc enfin dx—’ = szzd:_-'m .

L X X.
Que I'équation propofée foit x*dy* —+ xydxdy =

x*dx*, on remarquera que le premier membre feroit
un quarré, sil contenoit de plus ¥ i"l . JYajoute donc
ce terme de parc & dautre , & apres avoir extrait la
racine quarrée , la propofée devient xdy -+ :ydx =
+dxV (xx—+ 14’—) » €équation qui eft dans le cas de notre
Probléme , & qui devient par conféquent intégrable ou
conftru&tible par la méthade précédente. '

LXXI,

Cette derniere méthode n’eft applicable qu’aux équa<
tions dans lefquelles dy* ou dx* ne montent quau fe-
cond degré, & dans lefquelles par conféquent on peut
trouver I3 valeur de 2~ . On trouvera plus bas ( Art. cLv.)
une méthode pour les cas plus compofés.

LXXII

REMARQUE 2. La méthode que nous venons d’ex- auffi aux é

pofer pour les équations homogenes 4 deux changeantes
Gij

quations ho-
mogenes qui
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condennent  g'¢tendra aufli en y faifant quelques additions aux équations

plus de deux
variables , en
y faifant tou-

homogenes 4 trois ou 3 tant de variables qu'on voudra,

tesfois _quel- pourvu que ces équations ne renferment point de conftan-

que change-

tes. '
LXXIIIL

ProBLEME. Intégrer I'équation générale Xdx —=
Ydy+Zdz =0, X, Y, Z repréfentent des fonttions
homogenes & fans conftantes de x, y, z. La méthode
feroit la méme fi I'on avoit 4, § ou un plus grand nombre
de variables. '

SoLUTION. Je fais y=xu, & z=xz. On voit
clairement qu’en fubftituant pour y & pour =z leurs valeurs,
X qui contient des x, des y & des z fans conflantes , fe
changera en une nouvelle fon&ion compofée de x élevée
a une puiffance du degré de la fon&tion X, & mulcipli¢e
par une fon&tion de » & de z. De méme la fon&ion ¥
fera changée en une nouvelle compofée de x élevée encore
a la méme puiffance , & multipliée par une autre fon&ion
de # & de r; & ainfi de Z. Suppofant donc que m re-
préfente le degré des fon&ions X, Y, Z, & que F,G,H
foient des fonctions différentes de # & de ¢, fubftituons
pour X, x"F, pour Y, x"G, & pour Z, " H;
mettons aufli poyr dy fa valeur xdu~+-udx , & pour dz
fa valeur xdt—+tdx, il eft évident qu'on aura la trans-
formée fuivante x" dx . (F+ Gu—+He)+x"" ' Gdau
+x"""Hdt =0, ou en divifant teus les termes par

dx Gdu 4+ Hd:
"+, (F4+Gu~~Ht), on A e =0
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Or dans I'équation mife fous cette forme les x font fé-
parées des » & des ¢; car les fon&ions F, G, H ne con-
tiennent point de x. Il ne s’agit donc que de favoir
(Chap. IL.) fi Sdut Ha' oft une différenticlle complete,

F+4+Gu-+Hs
& de lintégrer enfuite.
LXXIV,
Soit dans la formule précédente ¢ s « s X == xy*2?  Exemply
Y — zxt y particuliery |
Z = y x*2?

bnaura....:........s....m=6
l’équauon 3 intégrer fera y’2*xdx -tz x y’dy-l-
y*x*2*dz=o0. Je fais y=xu & 2=xt, on aura
x5t u*dx-+x°tu’dy-tx°t*u*dz=o0, dans laquelle
x eft , comme on voit , élevée dans chaque terme au
méme degré que les fon&tions X, ¥, Z. Maintenant
fubftituons pour dy & dz leurs valeurs , on aura la
transformée fuivante (24*2’-+u*t). dx-txtu’dy 4~

dx udu—+tde
3,3 — — -
xu*t*dt=o0, ou cgﬁn —

LXXV.

‘Aprés avoir expofé cette méthode de féparer les indé-
términées dans les équations homogenes , nous allons
* détailler plufieurs moyens de rendre homogenes des équa-
tions qui ne léroient pas.

G
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CHAPITRE VL

“ Méthodes pour rendre homogenes des équarions
qui ne le font pas.

i LXXVL
Elles font Ous allons ici expofer deux méthodes qui fervent a
au nombre de . .
deux, rendre homogenes des équations qui ne le font pas.

La premiere confifte a fe fervir de fubftitutions convena-
bles, & on ng peut lui donner aucune forme générale ;
ce ne fera que par des exemples qu'on en montrera les
ufages. La feconde confifte 3 changer les expofants de la
propofée , de telle forte qu'on puifle déterminer dans quels
cas & avec quelles fubftitutions on la rendra homogene,
Ces deux méthodes rendront une infinité de différentielles
fufceptibles de la féparation des indéterminées.,

LXXVIL

Exemplesde  S0it propofée I'équation dx V" (asxx +4a2’) =22dz

la premier® qu'on voit bien n’étre pas homogene. Je fais 2z’ =ayy,
ce qui me donne la transformée fuivante, dx ¥ (aaxx =+
aayy) =122 qui eft homogene.

3
LXXVIIIL

Premier
exemple,

On auroit encore pu rendre cette équation homogeng
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d’une autre maniere, en fuppofant V' (aaxx «+a2’) =
ay, car alors on a tout de fuite aydx = ";d’ — ”:d"
équation qui eft homogene.

LXXIX.

Soit maintenant i intégrer I'équation fuivante z* dz -

' zzd . .
‘7————(“_:‘) =dx:jeferaiy (a~+x)=t;donc a~+x=11,

& 2’dz~~222dt ==21td:r. Soit maintenant zz=yy,

Jaurai en fubftituant Z;—’- -+ 2ydr = 2rdt , équation qui eft

homogene.

LXXX,

- sl s'agiffoit de rendre homogenes les équations fui-
vantes, (a+bxy~cx*y*~+ex’y’+&c.) dx—+(Ix*
+mx'y4-nxty* =+ &c.)dy = o, ou bien (ay -+
bxy*—ex*y? 4 &c.)dx—+ (lx-l-mx’_y-i-nk’)’—k
&c.) dy =0, équations dans lefquelles la fomme des
expofans eft en progreflion arithmétique , la fubfticution

qu’il faudroit faire feroit cellc-ci? y= : . Car il nous

vient aprés I'avoir faite , (4~ f‘i -+ :L; -+ f_;{‘_’_,_ &c.)
mx} nxt dz a
c:x—-(lx'-l- -;——l"—;;-i- &e.) ;—;—’O, &(-;—-;}-
x cx? : mx* ny z
= &) de— (Ja+ 2 4 G &e) S
== 0, équations qu'on voit bien étre homogenes.

LXXXI.

"Et en général fi on avoit 3 intégrer I'équation fuivante,
(ax"be” 2" &) dxte (me™ T e ™ 21T

Second -
exemple,

Troifieme
exemple.
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+px" 2377 4-&c.)dz =0, on rendroit cette équas
I

tion homogene en faifant z =y~ .

LXXXIL

Je paffe 4 la feconde méthode.
Expofition -~ H ’ . H
de ba pofition §01fn Iéquation générale c?m‘pofée de trois termes
méthode.  gy" x" dx +4-by?x? dx+cx"y' dy =0, qui peut fer-
Premiere 1 '
formmetn et vir de formule , & .dans laquelle les expofans peuvent
les équations €tre pofitifs ou négatifs , entiers ou fraltionaires. Si #n—~4-m

:nes:ms " éoit = g=+p = r=ts, I'équation alors feroit homogene.
Ainfi nous devons fuppofer qu'on n’a pas les égalités pré--
cédentes Son: dans cetre hypothefe y =z, on a dy=

"dz,y'=1z"" &c. & apres les fubflitutions on aura

la transformée az "’ x™ dx b 2 P dxmt-ctx "2 T dz

= 0. Mais pour que_cette équation fir homogene , on
devroit avoir nt -t m= qr-l-p =r-4st—+r—1. De

Ia premiere égalité on tire # = T » laquelle valeur fub<

flituée dans I'équation qt=+p —-\r ~stt+t—1, ou

(s—tq = 1) ti=p—'r =41, I'a fait devenir (s — g+ 1)<

(p—m)=(p=——r—+1).(n——gq). Cette derniere éga-

lieé exprime les conditions que doivent avoir entre eux

les cxpofants de la. propofé¢ » pour qu on la puiffe rendre

homogene La fubfticution qu 11 faudra faire dans ce cag

'—ﬂ

et y==z»-1,
Si au lieu de fuppofer y===2", on elit fuppofé x=2",
on auyzoit truy€ le méme réfultat pour la condition entra
les
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fes expofants : la feule différence, ceft qu’alors on auroit
-1,
g="_1 = 5 ce qui rendroit la fubftitution & faxrc x=21 ?"'

I
EXXXIIL

pm

{1 peut arriver -que la fubflitution de y =12z""1 foit
impoflible ; ce qui arrive dans-le cas ot p = m , ou n=¢:
mais alors - on' pourra féparer- les indétermindes dans la
propofée fans avoir recours a aucune préparation : car
dans le cas ot p=m , elle devient " "dx =

—2—9‘: ou xp_rdx=——51d—’-, & dans celui
.8y byt ay"+by?
de n=4, ona ax" "dx+bx?"dx =—cy'""dy,
ou —cy'"?dy. ' :
_ LXXXIV

Sndanshformuleay * dx-l-byqx’dx-l—cx y dy

------

aa z"'u“m+“_xdu+baz Pt GLE bl PIT L Pl

&= 0 ; compdrant enfemble les expofans du premier & du
fecond terme , on 2 nt-bam—-o—1=gqi=ap=t
‘a— 1, d'olt l'on tire r =2, {2 _"' . I’équation entre .
{es. expofans du fecend & du troxﬁeme terme nous donne
£.(s—q+ I)-—-G(P—r—"'l), & ‘méttant pour t fa
valeur tirée de la premxcre équation entre les expofants,
ona q..(p—m). (S—q+l)—.a (B—q) . (p—r=1)5. :
¢quation qui exprime, comme ci-deflus, la condmon que . -
«oivent avoir les expofants.deg la formule -pour 'homaegé-
I1. Pariie, H
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néité : mais dans cette équation la lettre o' fe déeruit dans
tous les termes ; donc la feconde fuppofition de x =u"
éeoit inutile. |

LXXXYV.
2 J
Application 1 ’ 3 3 T—cxd
e tormle Soit .propofée I'équation ay xdx-+byyx cxdy
i une équa- — 0, je compare cette équation avec la formule précé-
on particu- . )
liere, dente : cette: comparaifon me donne . . .. . 2 = 3
m= 1
9= 2
P==x
r=—1
. s = o0

Dans ce cas 'équation de condition (s —g=~+1).(p — m)
= (p—r—1).(n—¢q)devient — 1 x— =7 XI,C€
«qui eft conflant ; donc la propofée peut étre rendue homo-
,_ b 4

gene.Jeﬁxsdonc.........y "I =2 *
dy —

y 3

77

ll [

® aprés Ja transformation je trouve = -
cxdz

——— = 0, équation qui eft homo ene comme on
20 V F3 : ) q q g I lg

Yoit au premier coup d’exil.

LXXXVL

Seconde fore T _ .

mule conte- i le nombre des termes de 'équation eft plus grand
nant les équa- .. . .

tions 3 quarre qué fois , les conditions que doivent avoir les expofants
germesy :
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des indéterminées augmentent a proportion. Soit , par
exemple , I'équation fuivante de quatre termes qui peut
fervir de formule ax™ y" dx - bx?y? dx ++cx"y’ dy +

fx¥y“ dy=o0,jefaisy=z’,donjetire dy = rz2*"' d2
' )’" — 2"
. « v . . y? = zP‘
$ X
y' ==
“w tu
y = =2
Subftituant ces valeurs on a ax™ 2" dx +bax? 20" dx =<
T AR M dz-+-ft::c"’zm+‘_I dz =o0. On doit

donc avoir, 1° nt—+ m=pt-q, dou l'on tire t =
3‘_’; . On doit avoir 2°% r—st =+t — 1 =pr~+gq, ou
st—pt—t=qg—r-1, & mertant pour ¢ fa valeur,
onaura (§—p—+1).(qg—m)=(g—r-1 )e(n—p);
premiere condition que doivent avoir les expofants.de- la
propofée. La comparaifon du fecond & du quatrieme
terme donne £ =14 - t— 1 ==pt -4, OU 24 — pt—¢
=g —7¢- 1, & mettant pour ¢ fa valeur trouvée pré-
cédemment, ona (4—p—+1).(g—m) = (qg—r1-41).
(»—p), équation qui donne une feconde condition que
doivent encore avoir entre eux les expofants de la for-
mule. S’ils ont ces deux conditions , alors elle pourra

devenir homogene , & la fubftitution a faire eft y=

q=~m

r=r, v .« . . ct :

Si les équations propofées ont cinq termes, alors leurs
expofants devront avoir entre eux trois conditions , &
ainfi de fujte.

N

H ij
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LXXXVIL

Application  Si on propofe de rendre homogene I'équation dxy =
de lgpformule 3 Prop 4 & 9 V

il +dxVytdydyV x' —y*dy=o; pour voir fi elle

ﬁC;“mf- eft fufceptible de 'homogénéité, je la compare avec la
remiere

€quation, formule,&j’ai.,,,,,!,,,,_,,,m_—_-%
n =20
q = O
?=s
r=g
s=1
y=o
“ = 3.

Donc I'équation (s==g=t1).(g—m) = (g—r-+17.
(n—p) qui eft la premiere qui doit fe trouver entre les
expofants eft ici (1 —3et-1).—+ = (—341)"
— %, ou —+=—1, ce qui montre que les expofants
de notre équation ont déja la premiere condition requife.
dLa feconde équation qui doit fe trouver eft celle-ci
(4—p—+1).(q—m) = (g—F9~+1).(n—p) : elle
devient ici (3 —%=+1)x—Lf=1%x—%; ou —%=
— 4 ; donc les expofants de la propofée ont les conditions .
requifes pour qu'elle puifle étre rendue homogene. Je’ fais

q—m

)
_donc..v...'-....--.-y=z"‘f=z
dy = 3274 dz
=13 "
4 7
7=z7
y 2
J’_::Z',
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& apres les fubftitutions on a la transformée dxp/ x
4
+ dzy . , )
dxyz 342V 3 zs = ; équation quon voit tout
8vz
de fuite étre homogene.

LXXXVIIL

Soit encore I'équation ayyxxdx=t-bdx--cyxdx
~+ fx*yydy=o; cherchons fi elle peut devenir homo-
gene en lui appliquant tout de fuite la méthode qui nous
.a fait découvrir les cas d’homogénéité de la formule. Soit
y=2z5d ly=1tz'""dz , on trouve pour transformée
az" ' xxdx+bdx+cz' xdx—tfxt2" T " dz=o,
Mais on doit avoir 2¢+2=1-¢, ce qui donne
¢ ==—1; cette valeur de 7 étant mife i fa place dans
la ‘transformée , elle devient “:zd’ -+ bdx 4+ ”zdx
{ = 22 —0, qui eft homogene. Donc la fubftitution qu’il
faut faire ici eft y = —.

LXXXIX.

Telles font les mé&thodes les plus générales pour rendre
homogenes les équations qui ne le font pas; il y a encore
un cas qui, quoique particulier, ne laiffe pas d’étre affez
étendu, & qu'on peut ramener 4 'homogénéité; c’eft celui
dans lequel les indéterminées & leurs différences ne paf-
fent pas la premiere dimenfion, Nous allons Pexaminer
dans le Probléme fuivant,
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X C.

Cas partict-  Pp opr g ME. Rendre homogene 1'équation ax dx
lier aflez éten- !

duquifera- pydx—tcdx—+gxdy +fydy—+ hdy =o.
mogénéité. SoLuTION. Soit cette équation mife fous la forme
e <t fuivante (ax by +c) dx—+(gx-+fy+h)dy =o,
Fiquation " je remarque d’abord que fi & éroit =g, b & g étant de

ga: j-b(y;;czo: méme figne , I'équation sintégreroit tout de fuite , puif-
fr+h)dy. qualors elle deviendroit + & . (ydx +xdy)=—axdx

— fydy —cdx — hdy, dont lintégrale eft +4xy
:?_*_fy_;y_ ~+cx = hy=+C=o0 : mais nous fuppofons
.que b n’eft pas égal a g. Celapofé, je fais % = mz—nu—r
& . v v v e i e v e e e o y=prtku-ts
fubftituant , il me vient

amz - an4 ~+ ar
= bpz 4= bku 4 bs g . (mdz 4 ndu)

-+ ¢
gmz - gnu —+ gr
~+ fpz + fhku =4 fs$ . (pdz =+ kdu)
—+ k
équation qui me fait voir que jaurois pu faire une fubfti-
tution plus fimple. Effe®ivement, je fuppofe x = z ~r

I
o

y=u4u~s
(z & u font deux nouvelles indéterminées, s & r font
deux conftantes), fai . . . . . dx = dz
& . ¢« v o v e e e e . dy=2dsu
fubftituant ces valeurs dans I'équation, elle fe change en
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az =+ ar g2 + gr
bu A bspdz - S+ fu 4 fs5s p du = 0.
-+ ¢ -+ h

Or je remarque que cette équation feroit homogene , fi
les termes ar—bs~+c & gr—+ fs 4k éroient égaux
a zéro; cette fuppofition réduifant la transformée a I'¢-
quation fuivante (az—+bu) dz 4 (gz—+fu).du=o.
Il ne s’agit plus que de tirer les valeurs de r & de s rela-
tives A cette fuppofition. Or ces valeurs font s = ;h:“
& ) ' cf-bh

- . . . . . I’y - . . . . . r = b —a

Donc les fubflitutions qu'il faut faire dans le cas préfent

. cf-bh
fOl‘lt. - . ) . - Y - 3 . L] X = z+mf
. ah-cg
&c . . L) L) L) . o . L] - . y — “+gb_-4—f.

C.QFT
XCI.

- REMARQUE 1. Sl fe trouvoit que ¢f fiit =44, ou Qpervacions
ah = cg, l'une ou lautre des deux conftantes r ou s ;.:;Pl":;":;;;n
s'évanoulroit , ce qui marqueroit que dans ce cas on n’a Précédente.
befoin que d'une fubfticution pour x, fi s=10; pour y,

fi r=o0. Soit, par exemple , cf=144 laiffant x & fa
différence , je me contenterai de fuppofer y=x 45, & je

ferai le refte de I'opération comme dans l'article précédent.

XCIIL

REMARQUE 2. Silon avoit en méme temps ¢f=144
& ah = cg, alors les deux conftantes r & s s’évanouiroient
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auquel cas la méthode pour parvenir & 'homogénéité feroit
différente. Voici comment il faudroit s’y prendre dans ce
cas. Puquue cf="bh, & ah=cg, on ag-—— &
— 5% . donc I'équation propofée (ax by -c) dx -
gx-+f_y+ h)dy=o0, devient (ax by 4c)dx -t
12-}-—"—-4- h) dy =0, ou bien (ax +by+e¢)dx
- (ax+by+c) —d— =0, ouenfin (ax—+by—4c) X
dx—l-——) =03 e qui donne ax 4-by+c = o0
ou_...........x—{-"’-—}—A——o
(A eft une conftante) : or ces deux équations , ou {¢pa-
rément , ou prifes enfemble, fatisfont au Probléme, puif-
que ce font deux lieux géométriques , qui fe conftruifent

par le moyen de deux lignes droites.

'XCIIL

REMARQUE 3. Si lon avoit bg=2af, alors le
dénominateur des équations , , . ¥ = z ~ :i "’, ;

ah-c

& [ () [ ] . ] L] L] L] [ ] L [ ] () y - ﬂ + b
g-af
deviendroit égal i zéro; donc ces termes feroient infinis

& par conféquent la méthode ne feroit rien connoitre.
Mais alors ce cas feroit plus fimple. Pour le prouver je
remarﬁue que la fuppofition préfente de b g =af donne
f=-% . Mettant donc pour f cette valeur dans la pro-
pofée, elle devient (X 4=by--c) d:::--}-(g.u'-{-K 2 - h)
dy =o0. Je lul donne cette autre forme (ax-l-by) dx
A+ (ax4by) &L 4 cdxt-hdy =0, & je fuppofe
enfuite 4 ;c-i-b]_.z le veux faire difparoitre y & dy,

Jai
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. - dz - ad ,

jaidonc y=22"%: dy =-2""=; fubftituant ces va-
leurs dans I’équation précédente, il me vient z, {d x =+
gdz gdx } ' hdz ahdx .
& — &5 +edx 4+ —— — —— = 0, ou bien

gz ah gz h — .
dx{z—T+c—Th}+dzx {Tb'+T}_°'
g2
g—:-—z—!—:b—h-—f
quelle les indéterminées font féparées; ce qui prouve,

comme nous 'avons dit, que ce cas eft plus fimple.

ou enfin dx = » équation dans la-

XCI1V.

Scuovri1e. Nous venons de détailler dans les Chapi-
tres précédents la méthode de conftruire les équations
différentielles dont les indéterminées font féparées ; enfuite
celle de féparer les indéterminées dans les équations lorf-
qu'elles font homogenes ; & enfin celle de rendre homo-
genes beaucoup d’équations qui ne le font pas. Paflons &
un cas trés-général dans lequel les indéterminées fe {épa-
rent tout de fuite par une méthode fort ingénieufe. Ce cas
eft celui de I'équation .AX_y" dy + By "X dx e
y?X" dx =0, n & q éant des nombres quelconques,
X, X', X?, des fon&ions quelconques de x, & 4, B,
C, des conftantes 4 volonté, & il péut fervir de formule
pour ces fortes d'équations , qui ne doivent par conféquent
pas avoir plus de trois termes. - '

'y
I1. Partie. I
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CHAPITRE VIL

Sur la conftruction de [ "équation
AXy"dy+By "t ' X/dx =+ CyiX’dx = o.

XCV.

I Meae de PROBLEME. S Eparer les indéterminées dans la formule *
AXy"dy+BX'y" T dx+Cy!X'dx = o.
SorLuTioN. 1° Je commence par divifer I'équation
par y?, elle devient A Xy" " Tdy4-BX'y" "' "1 dx <
CX'dx == o. Cette premicre opération me donne un
terme CX'’ dx qui ne contient que dx & des fontions
de x.
) w1y
2° Je divife par AX, & jai y" " ?dy + B—‘{%
o X725 5. Ce fecond procédé nous donne , comme

AX
on le voit, un terme tout en y, un tout en x, & un

autre qui eft mélé.
3°. Jobferve maintenant que fi je pouvois multiplier les
deux premiers termes de I'équation ainfi réduite par une
fon&ion de x, telle que ces deux premiers termes fuffent
une différentielle exalte , jaurois I'intégrale cherchée, le
" troifieme terme s’intégrant de lui-méme. Soit donc fup-

* Nota. Voyez dans les Mémoires de | &ion de I'équation dx=ax"y" dy -
Y'Académie Royale des Sciences, Ann. | 4 4 ek » par une méthode qui
1731. page 103. un Mémoire de M. | differe un peu de celle que nous don-
de Maaopertuis, ol fe trouve la conftru- | nons ici,
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pofé t la fon&tion de x qui rend ces deux termes unc
différentielle complete, & qui par conféquent n’empéchera
pas le troifieme d’écre intégrable , je muleiplie I'équation

par §; & jai, laiffant 3 part le troifieme terme & n’opé-

. - n-q-t1 .,
rant que fur les deux premiers, i}'” e"I}' + 22 AX 2

qui eft une différenticlle complete. Jai donc ( Théor. fon-

n—q EP ik bl BN
damental) d (f_’d.x__’ =d ('Xj;d’ ) : Ceft-d-dire,
,-—! d! (n- q+1 )B{x!,"! : ou bxcn ﬂ (u-q-f-!)BX’dx
dx § = 4x
Donc /¢ = f (n - q+; ;BX X . Donc enfin en paflant

des logasithmes aux nombres; & prenant e pour le nombre
. f(u—q-f-l)BX'J.

dont le logarithme == 1, on d §==¢ 4x
Vaild donc Ia valeur de f trouvée. '
4% Mettant cette valeur de ¢ dans léqnatxon intégrée

- 1
gy T C'fX”dx T
"-(H-! [ +Q_-o, il nous )v;c:(n: T %

—g+1) BX "" : " (n—qt1 ‘dx

== ex'dx  f
¢ “x +f_, Ax_ X¢ 4% ——I-Q,
doit lon dre y" 17" = (n—-q-l-l) Jx (F Q=
~CX" dx f(n-q-b-x) BX’dn f_n—-i—-;—‘l-.. BXEx .
S5 Ax /) xe 4% :ouenfin

T AX Cx"dsx —a1 BR'dx
y= {n—q+l.x(+Q —f =5 cf 1+1Zx)
————— BX'dx ’
x el Pt Ix }" T Deld nlfext gue: quel que.
foit le rapport de A4, B, C,! n s ¢ dans I'équation , feg
indéterminées- ferent toujours {éparées par cetce méthodes

Iij
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XCVLIL

Obfervaions REMARQUE 1. Si l'on avoit #—g—-1 =0, alors
fur la Métho- . . . .
de précéden- il y auroit des termes infinis ; la méthode , par conféquent,
er paroitroit ne rien donner. Mais il faut remarquer qu alors
n—q = —1, & quainfi la propofée devient 44y -+
BX’dx cx” d x Y
= o0 , équation qui S’integre tout de

fuite,, fans qu'il foit befoin d’avoir recours 3 notre més

thode.
XCVIL
REMARQUE 2. Silon avoit X/ ==2", & X= PR
Jr-q+:. Bi’;: feroit

alors la valeur logarithmique de &, ¢
Bix -
/"1 T & en faifant n—q+1.-——K, elle

deviendroit ¢/ 22 — ™% & caufe que ¢ eft fuppofé
6 = qle (4 e UPPO un
Kix

'S

nombre dont le loganthme =1,¢ =x ; car foit
K .

e l’—z, on aura [e* ¥ =1z ; ou bien Kixle=1Iz;

or le=1, donc le__lz ; donc enﬁn ( Art. xx1x,
Introd. I=. Part.) & 2" =z; orz=¢" 5 donc ¢ ¥/* =

=¥, Donc en mettant pour ; fa valeur x* dans I’équation

s—ge-1 —— v "
- BiX'dx , CX"id
gy” qdy+’_ Xn—q+l. ‘AXx+ A;x=°’
. - . x - --’+l
on trouve y" Ydyx --I—K.u'zz "dx X T— —
- B-q-+1
CX" K-» Tde

== 0 ; ce qui nous montre que dans ce cas
l'équauon eft intégrable beaucoup plus fimplement,
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XCVIIL

CoroLLAIRE 1. La formule que nous venons de Quelleeftla
traiter d'une maniere générale eft des plus étendues : elle §; "ff,',',f,iﬁed’
renferme une infinité de cas. MU Agnefi a traité la méme Précédente.
formule dans fes Inftitutions Analytiques ; mais cette illu- Tom. . page
fire Géometre employe pour la réfoudre une méthode dif- orq. 1IE
férente de la nétre. Celle dont elle fe fert, & qui eft
de M. Bernoulli, confifte a fuppofer y égale 4 deux nou- Tome 1. page
velles indéterminées ; & en faifant les fubftitutions ordi- '
naires, on parvient 4 la féparation des indéterminées par
le moyen des quantités logarithmiques & exponentielles.

Notre formule comprend auffi toutes celles dont M. Craig
a donné la féparation dans fon Livre de Calculo Fluentium. Lie. ﬁz:’t-
Ceft ce que nous développerons bien-t6t dans le Chapitre p- 40. & feq.
fuivant , ol nous donnerons les différentielles plus géné-

zales qui s'integrent par notre méthode.

XCIX.

COROLLAIRE. 2. Nous fuppofons dans notre formule
A, B, C des coefficiens quelconques, dont les fignes font
pofitifs ou négatifs. Ainfi fi on‘avoit dx—ax"y"dy —

‘by" V" x? dx = 0, qui eft I'équation que M. de Mau-
pertuis traite dans le Mémoire que nous avons cité , ce
cas nauroit point de difficulté, Car comparant cette
équation différentielle avec notre formule , on trouve
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A= —a
B=—b
q =20
X =x"
X' = x?
0 fn"q'f'l .-B_XIL'
Donc fubftituant ces valeurs dans { = 4Ax ,
- baldsx bx? " dx
onaj=e"t" T = =" —5— ou enfin
w1 . b p-—mt1
__x L3 ’ L] n m
F=e(r-mtr)s . Silon avoit dx —ay x~ dy

+ 5),""" x?dx =0, ou le fecond terme eft feul né-

gatif, le cas ne feroit pas plus embarraffant: on aureit
(w-1). b xP"'"“

alors § = ete==+v.-4 ; & ainfi des autres.
]
CHAPITRE VIIL

- Des differentielles qui peuvent fé ramener par des
transformations & la formule du Chapitre
précédent.

C'

Orfque nous avons cherché les cas d'intégration des
équations difiérentielles , en détermimant ceux o
ces équations peuvent étre rendues homogenes , les condi<
tions d'intégrabilité ne tomboient que fur les expofants:
On en peut -auffi trouver qui tombent fur les coefficiens
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en examinant les cas ol la réduite fera de la forme fui-
vante, A Xy"dy -+ BX'y" " 'dx 4- Cy 1 X'dx =0
que maintenant nous favons intégrer. Nous allons faire
cette recherche, en fuppofant méme que dans ces équa-
tions il fe trouve des fon&tions de x & de y. Nous mar-
cherons des équations les plus {imples aux plus compofées,
afin d’accoutumer les commengans a généralifer les mé-

thodes.
CL

ProBLEME 1. Séparer les indéterminées dans I'équa-  Premiere
tion (x"dx—+ay"dy).p = {ﬂff—d—’} . 4 dans la- i‘:?ﬁ.ué*:ut
quelle p & g font des fonQions algébriques de x & de y, "
telle que la fomme de leurs expofants eft la méme dans
chaque terme de p , "& eft aufli la méme dans chaque
terme de ¢, quoique toutefois elle puifle étre différente
dans p & dans 4.

SoruTioN. Je mets d'abord I'équation fous la forme
fuivante x" dx +ay"dy — (xdy —ydx) x %‘ =o.

Je fais x=yz, ce qui me donne x" = y"2"
dx = ydz-~+zdy.

Donc en faifant ces fubftitutions jai y"+'2"dz 4
z”+'y"dy+ay"dy—(zydy—y’dz—zydy) x
,_3;=o. Or g fera (hyp.) = y" 02; & pxx =y Tz
donc -L- =yl'Az ; donc la propofée eft y"'“z"dz-{-

prx
zn+! n-1

_y"d_y+a_y"dy+yk+‘4z.dz=o, ou (z
vra) x y"dy +y" T 2"dz 4 3t sz dz =0,
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ceft-a-dire , Zy"dy+y" T 2" dz 4+ yaz.dz=0,
équation qui , comme on le voit, eft dans le cas de noue
formule générale.

CIL
_ Application Suppofons que dans la formule n = 2
;c?:;llg:e;a:: ? =fxy'+g_yx’
ticuliers, g — mx’y’+nyx’,
Premier  '¢quation dont il faut féparer les indéterminées eft (x*dx
exemple.

+ ay*dy) x (fxy* +gyx*) = {"d—’,;f—d:} %

(mx*y*~nyx®); ou x*dx—+ay*dy—(xdy—ydx)
My nrr 6. Soit x==yz. La transformée fera
fx3y* +gyx

ylz*dz — z.’-?"dy.—t_ ay*dy — (zydy —y*dz —

zydy) x }"”, = :;;,:‘= 0; & en réduifant (23 —-a).

y*dy +y’z’d.z+ {f:':__;:z}'ydz-s-o, .qui s'inte-

gre par le Chapitre précédent , en mettant lindétermis

née z au lieu de x.

CIIIL

Seconde ProBLEME 2. Séparer les indéterminées dans la for=
‘Oﬂnulc. —--m—1I-c

——

mule (x"dx—+ay < dy) x p=(xdy +cydx)
x g p & ¢ font des fon&ions algébriques de x & de y,
telles que I'exces de I'expofant de I'une de ces deux indé-
terminées multiplié par ¢ fur I'expofant de l'autre indéter-
minée foit le méme dans chaque terme de p ; & que cette
méme condition fe trouve auffi dans chaque terme de ¢,
fans quil foit pour cela néceflaire que p & ¢ foient des

fon&tions
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fonftions homogenes de x & de y.
S OLUTION. J e mets I'équation fous la forme fulvantc.

x dx:!_-ay. ¢ dy(—xdy —cydx). —;—= o. Jc’
remarque maintenant que par les conditions du Probléme,
chaque terme de p étant, par exemple y” x”" , on doit avoir
s x ¢ — r = M (une conftapte) ; donc r =sxc—M,

s §XcC
. 3 - x
donc y°x" devient y* 2" %M =2 ——, De méme
- x k xkxc
chaque terme de ¢ fera de la forme fuivante 2———.
X

Ce calcul me montre que la transformation que je dois
faite eft yx“ =23 donc *" dy-cyx""'dx=4dz
ou « . « o o o o (wdy4cydx)x'T'=dz
onaaufi. . . ... . . . .y -

e
x

——y - —e— -

= IC

=% - 2 £ o

-1
x‘dz—czx'dx
L ]

2¢

dy =

. x
Donc en fubftituant dans la ‘propofée pour y & dy leurs
valeurs » on aura la transformée

—_——1=c ! — T

" ax"T' T2 ¢ daacz ¢ x"t s
X dx-l- 2¢
c
(—xF'dz)L ‘i —o : or il eft évxdent par ce que

nous venons de. Hire que —;— = x' 92z ; donc on aura
—-—m—1-c —»-1

d +axn}+:.c+l — e -_— B xn-i-zcdx

gt e dz +-acz

. —n—1
.‘-—-x""‘.’""' dzez =0 ou (13acz © )x
LI. Pariie,

n+:.c.dx



74 Tra1TE' pv CaLcuL INTE/GRAL.
-1

sasmt , .
dax" T e dy — T a0 = o

équation réduite au cas général du Chapitre précédent,
& dont par conféquent nous favons féparer les indétermi-
nées.

CIV.

Application  Soit dans la formule « ¢« 7 = — 10
A un exem-
3

ple. ¢
? by Xt fyox?
g =gy x—hy ="

La propofée {era x~*dx-ay*dy — (xdy-+3ydx) %

[

S hy'cx . . .
g1 =l —hy = o. La transformation qu’il faudra faire
b’ 34 +f’9 xzf

eft donc yx*===z; apres les différentes fubflitutions , on

ax"3z%dz-3az3x"4dx
xS )

l l
—x tdy x{ &2 2 - hz =—o0., Donc x *dax
: bz? x"-{—fz’ =2 7

2 4tdx — x*dz x x* x

aura la transformée fuivante x"‘° dx =+

-' 2
-+ ax 2 dz — 3a2}

g-hz3 _ 4
{h’_*_fz‘}-—o. Donc enfin (1—342°)x"*dx

19
2 hzT
+ax 'z dz—-x‘H"dz X { £-

tion réduite a notre cas général.

}.._.o,équa-

6zt+fz l

CV.

Troifieme ~ PROBLEME 3. Séparer les indéterminées dans la fors
formule qui ~fw—c—f
comprend les

deux précé- mule (x”dxiay ¢ dy)p=(fxdy-tcydx)q}s
dentes. Les formules des deux Problémes précédents ne font que,
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des cas particuliers de celle-ci; celle du Probléme 2,
lorfque f==1, & celle du Probléme premicr, quand f=1
& ¢=—1; p & ¢4 font des fonttions de x & y telles que
celles du Probléme précédent , excepté qu'an lieu de mul- -
tiplier par ¢ Uexpofant de 'une des deux indéterminées dans
que. termg de p & de ¢, il le faut multiplier par -’T |
faut de plus que p & ¢ foient telles qu'apres y avoir fub-
ftitué pour y fa valeur en x & en z, ou pour x fa valeur
€ny & en z, on trouve des quantités compofées de deux
falteurs, dont I'yn contienne x fans z, & l'autre z fans x
_dan; le premier cas; ou dpr_xt'l’un contienne y fans z,

& lautre z fans y dans le fecond. . :
' ' —fre—f
- SoLuTIioN. La propofée eft x"dx +ay < dy

= (fxdy+cydx) —;7- = o. Pour trouver la transfor-
mation qui réuffira, je raifonne comme dans le Probléme

précédent , & je vois - quil faut fuppofer yxf = z:

cette fuppofition me donne x f dy -+ ;—y xf ' dx=dz
O .. o + o o « & o & fxd_y+c_ydx=fdz .

jc fubftitue pour y & dy leurs valeurs y = — ,

ai donc la transformée fuivante (1 F = )

‘furc fo41ac —fp—s—f .
—_— -+1- +1
x f dx+ax f z ¢ de— fx"V7

K j
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dzez = o, équation réduite & notre cas général.

CVL
a?‘éﬂi‘é"}&‘i Suppofons que dans la formule précédente f = =3
mule i une- ) e
xemple, , "=
r=J
q = ax:

L’équation 3 intégrer fera (x*dx =+ ay*dy) y =
(— 3xdy-+ydx)ax, ou bien x*dx—+ay*dy —
(—3xdy—+ydx) 3’1 = o. ' Donc la fuppofition qu’il
faut faire ici eft yx ™7 =z . Faifant les fubftitutions con<’

venables pour y & dy, nous aurons la transformée fui-
3ax*dz

vante x*dx-+ax’ z’dz+—z x*dx = 03
d
ou bien (14 = 3%) x* dx+ax z’dz-g-saxz gastds o

équation réduite au cas général,
CVIL

g Quieme 'PROBLEME 4. Séparer les indéterminées dans la fora
mule ax " dx —+by" dy + (xdy — ydx ) x {%—r—% =04
Celle-ci eft encore plus générale que les précédentes,
p&g étant des fon&ions honfogenes de » & de y, mais
de différentes dlmenﬁons » fi I'on veut, dont la différence
foit & ;- & = 5 v érant aufli des fon&tions de » & de »
homogenes chacunes telles que L'excés du nombre deg
dimenfions de = fug celles de o« foit # — 1.

i
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SoLUTION. Soit x =yz, on aura ay" ™ 2" dz
Say"2" dy +by"dy + (2ydy — yydz —
zydy)x(},"Az +y"—r<vz) = 0, ceft-a-dire,
az"t'yrdy Gay" T 2"dz. '
-l-by"dy%—y"+’dzq>z—-y"+‘dzA'2:'= o)
€quation qui eft, comme Pon voit, dans notte cas général;
& de laquélle par conféquent on féparera les indétermis
nées fans aucune difficulté, S : :

CVIIL
Suppofons que dans la formule . . . . 7 = 7
BN et A
3 %
x xty 4+y¥x
o T xidy 3

Y'équation a mtégrer fera ax’dx ~+by’dy + (xdy — ydx) X

{” 2HIE L EIHIEY 6. Soit dans cette équation
xy x4

x = yz, & fubftituons pour x & d x leurs valeurs, nous

aurons la transformée fuivante ay®z2’ dz-+az2'y’dy

by’ dy+ (zydy-—y dz~—zydy) x .{,.7-’ X (z*+1)

+y¢x (: +z) } = o ; qui devient aprés la rédution

zi-1
az _y’dy—!—aj z7dz—y*.(2*+1)dz by’ dy —
:,::} dz = o, équation telle que nous la de-
man ons. ,
. CIX.

Pr OBLEMi s. Trouver les cas dans lefquels on par-

. Application
i un exems
?leo

Formule

vient 3 {éparer les indéterminées dans la formule hx? d x précédence

by dy o (xdygrda) x { L+ -} =

généralice,
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Je ne mets point de coefficient 2 xdy, parce qu'il eft
toujours aifé de débarraffer.de fon coeflicient un des deux
termes; p,.4 , 75 0y étant des fon&ions de x & de y,
telles que 4 étant 'expofant de x dans'un terme quelcon-
que de p, & r Texpofant de y; a’ I'expofant de » dans ¢,
g #/ celui de.y; = lexpofant.de x-dags *, & s celui de
y5 o Vexpefant de x dans vy & ¢’ .celui de y; on @it dans
chaque terme depy — = 4 r==A, dans chaque terme
de g4, 5 — = r'= A’ & de méme dans chaque terme
den&dew, —-2—+9=B& -——g—-"l"f =B’; A,
A’, B, B’ font des conftantes dxﬁ'érentcs I faut de plus
. que dans T & o -;-—g—+ +——y'=n+-g—
SoLuTioN. Pour trouver quelle eft la transformatlon

qux réuffira le mieux , ;obfcrve qu en faifant. x =zy

jaurai xdy —+-gydx =gy ¢ F'dz ; ce qui me déter-
mine 2 faire cette fuppoﬁtxon La transformée qu elle me

donne eft hy ¢ ‘zqdz-—}-zq""_y ‘-' dy

b_y"dy—i-gy-? dz x (y' Az+'yfq>z)=o.'- Or il
eft évident que cette équation fe ramenera au cas général
que nous traitons toutes les fois qu'on aura

g g o

& kou‘f'=—%-—x =n—|—--;—,

. ’ . 3 h q+‘

car alors I'équation précédente devient (6 — —z" )
I L 1.1 fi-1 s

y ¢ ¢ ldy+(h._zq+g¢z)y ¢ fdz-gy ¢
dzaz ==0; qui eff telle uon la demande.
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_ C X
. Soit I'équation 3 intégrer x~ dx-)—by’d y+(xdy Application
3-1 s 3 2 Y46 'i+ de la formule
Xy -+ x"y ax’y —+ by " dunexemple.
x’y—x’y. s "3," 3+xy
= o0; je ferai . .....x=2y"" .
ée qui me donne. . .. dx =y Tdz—12y"7"4,

xdy—l— sydx = gy ’,'Hdz.
Donc en fubftituant pour x & _pour. dx leurs valeurs ;

on aura la transformée y*2"*"dz — 127y dy 4
' - ' a -+ L az + 6 ;
by dy—-5y ’+.ldzx{y (;_:) +y7' 3. = +z)}

= o0, léquelle devient en réduilant’ ( b—':— 2 )y'd y

o {2 () Y ytde sy e x
(t +z> =0, équanon qui a les condmons chcrchées.

CXI

CororraIRE. Si dansla formule du Probléme pré-
cédent on avoit 4 — A4'= B— B’ ,-alors la formule fe
réduiroit & un cas plus fimple. Car en multipliant p ‘par w.
& pargq, & v & ¢ l’un par l'autre, on verroit que les
deux fon&ions - & -— fe réduiroient i une feule i
telle quen fuppofant m lexpofant de x, & ~ lexpofant
de y dans K, m' l'expofant de x & « DPexpofant de y
dans L, on aura encore dans chacun, des termes de K
—%—l—'n:C & dans chaque terme de L, — "'-g—’-i-
wn =C', C & C' éant des conftantes différentes. Ce
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feroit la méme chofe fi Pon avoit 2 4 = 4 2~ + =
~ &c. un nombre quelconque de fontions avec la con-
dition requife par le Corollaire ; elles fe réduiroient toutes
a une feule, |

. CXIL

PROBLEME 6. Trouver les cas dmtégrabxhté de I'¢-
) yxdyAx+yxde*
quation dx—l-f”d’= 2 2
. y - ? h
y X ¢__+y x r _*

dans laquelle ‘on fuppofe n=— f

x

SOLUTION. Sou.....'.... — = u
on auta . . . .. .y "dx—nxy™"" xc‘;_y=du
(& comme —f——nhyp)_yfdxll-fx_yf dy = du

OU v ¢ o o 0 o oo o oo o .dx-i—fxd’—_yfdn.
En faifant pour x & dx les {ubftitutions convenables,

on aura la transformée fuivante y “fdu —
k f"d’Aux“ +" —fs= fduzux“ f“:-{—l ’g_f;_f,_,d’
fdert 2P 4 a=fb

b4 o+ Yy u 'u
ou blcny'fr'ful’ cdu ey Wb ru L du —
# Au. .y fdy —_— -fi fu Zu. du+fu'+’Zu y""‘ldy
= 0, équation qui fe ramene i la formule ¥y *dy
V'y" T da+F'y"du = o (¥, V', V' étant des fon-
&ions de #) toutes les fois quon a k— fr=¢—fs—f—1
e o v ¢ o o ¢« v ¢ o g—fbh
ou =t—fs
m — fp '
ceft-i-dire,
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c'eft-a-dire, toutes les fois quon aura k = r— f—1

_ s r
& . ¢ .0 e e . T 7=" ou m=t
‘ h=:s p==s
CXIII
CoroLLAIRE. Donc on féparera les indéterminées
. . ed dya =
dans I'équation dx — =2 = 2 en faifant

) M * +yP r %_
-:— = #. Car on aura I'équation fuivante — a % .dy

ou.ydu+y"T"ru.ds = o qui a les conditions re«
quifes.
CXIV,
SOi l © ¢ 0 0 0 0 0 p o = Applicati
t dans la formule k 3 Application
f= 1 i un exems-
g=t =75 ple.
B =r=s =2
n = —1
m= —2
p=—3

aytx’d by? xtdx
- cy -’l--:y"x’ : Je
fuppofe xy = u , ce qui me donne dx + iﬁ”l =y du
& pour btr?nisf;ormfe' l;équation y 'du =
L ’-:-1-’;-:»";’- =22, ou bien cdu—+gy*u* du=
‘auw’ydy—by*utdu -+ bu*ydy = o, dod l'on tire
(+u*—au?) ydy - (gw*—but) y*du~cdu =o,
qui eft réduite a I'état demandé,

I1. Partie, L

la propofée fera d x;i-f:’ =
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CXV.

REMARQUE. On voit par les applications que nous
venons de faire de la méthode du Chapitre VIT. combien
cette méthode eft générale. Nous rencontrerons encore
dans la fuite de cet Ouvrage plufieurs équations différen-
tielles qui s'integrent par fon moyen. Les Problémes que
nous venons de traiter renferment les cas les plus géné-
raux qui peuvent s’y rapporter.

CHAPITRE IX

Examen ge’ne’ral de tous les cas particuliers
tl’imegration des e’quatio,ns a trots termes.

CXVI

_ Formule T QOutes les équations différentielles a trois termes
des équations . .
awcistermes. peuvent étre comprifes fous la forme fuivante (A4)
sx"u?dx+bu'x"dx — du, ou en faifant x" "
‘=1, fous cette autre (B) az™ u? dz~ butdz —=du.
Si on divife I'équation (B) par »?, & que l'on fuppofe
#™?T' — 4, alors I’équation (B) aura cette forme
(C) ax"dx~4=byldx = dy.
Comparée = 1% Comparant cette équation avec la formule des équas
gf:ﬁ‘f:fv}f' tions A trois termes que nous avons déja examinée

( Chap. VI, Art. LxxxX11.) & qui eft a_y"x"'dx-i—by’x"d_.r
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s r
.l'-c-yxd_y:o, Ol Q ¢ ¢ o ¢ o ¢ o e 0 o

P

)

[

r
La formule (s—g~4+1) x (p=m) = (p—r-+1) %
(»—q), qui exprime la condition que doit avoir 'équa-
‘tion précédente pour devenir homogene , eft donc ici

g4 = = . Donc toutes les folis quon aura danf (C)

»m o ™—t1 |
= —— en faifant x =4"**, on aura au™"'du
»

—_—(m—t1) ., u=+: dy =+ cym du = o , équation
.homogene , & par conféquent intégrable , ou au moins
conftru&ible. _

2° Si g=1, la propofée (C) devient ax™ dx =
cydx=dy, équation intégrable "( Chap. VII.).

~ CXVIL

3° Si dans I'équation ax™ dx ~+cy?x" dx=4dy, on
a g =2, cette équation devient ax" dx ~ cyyx" dx
=dy, qui eft la fameufe équation que tous les Géo-
metres connoiflent fous le nom de I'équation de Ricatis
Dans cette équation on n’a pu jufques ici féparer en gé-
néral les indéterminées ; mais il y a une infinité de valeurs
de m dans lefquelles on parvient & cette {éparation. Voici
1a méthode dont je me fers pour déterminer tous ces
'différents cas.

L ij
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CXVIIL

Méhode P ROBLEME. Trouver les cas d'intégration de 'équa-
our trouver m 2 n _
fs cas dansnon ax dx+€_y x dx__d_y.

e g SoLuTion. Je faisy = Ax? 4~ x"¢. (Le coefh-

Yon de cient A4, & les expofants p & r font des conftantes ar-
bitraires que nous déterminerons dans la fuite de Vopéra-
tion, ¢ eft une nouvelle indéterminée). J’aurai donc
dy = pAx?""dx 4 ra" "tdx + x"dr, & yy =
AAx 4 245"t = 2" 11 : mettant pour y, yy
dy leurs valeurs dans I'équation propofée , elle devient
ax"dx 4+ cAAXT " dx = 2042 T dx 4
crtx’ TP dx = pAx? " dx A rex" " dx 4+ x"dt,
Suppofons & préfent . « v . ... . cAAd =pA

2p+n =p—1
r = 2CA
C’Cﬁ-h—dite.gauéoZ...;..o;P=_”—l’
A — -n-1
(4
Yy = = 2N ~=2¢

Par le moyen de ces égalités, les 2, 3, 5, 6° termes
de la transformée fe détruifent, & elle devient ax™ dx
4+ cttx " Ydx = x"*""*dr, ceft-a-dire , divifant

par x~ "% ,ax"‘"'”"'zdx—i—cnx‘”_ dx=dt, ou
(D) ax X dx—+ctex* dx=dr, en fuppofant m =+ 2n +2=K
&-.-ooooo.--uoo- '-o.—n_z'—k

Je reprends a préfent la propofée ax" dx—4cy yE "dx
&= dy, laquelle en faifant y = — devient 4x"dx
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-+ ”-“_—{f, ouax™zzdx4cx"dx=—dz,
dans laquelle Je fuppofe , comme plus haut, z = Bx?
~+x"u (B, q, «, font de méme des conftantes indéter-
minées, # eft une nouvelle variable ) : on a donc dz =
gBx?T" "dxaux®""dx 4+ x"du, zz=BBx*1+
2Bx?" %4+ uux®®, & fubflituant ces valeurs, nous
avons aBBx*? "™ dxt-2aBx?T " ydx + auux " dx

e ocx"dx = —qBx?T  dx —ex""udx — x°du;
fuppofons a préfent aBB=— Bgq, 2q-+m=q— 1,
—a=24B, ceftadirte . . .. g4+m = — 1

B =m+l

@ = — 21— 2

par ces fuppofitions les 1, 2, 5 & 6° termes de la der-

niere équation fe déeruifent, & elle devient auux > ™ "* dx

t+cx dx=—x""""du, Ceft-2-dire en divifant par

xTHmTh c.%'""'"""'z dx —+ auux TP dx = — du,

ou enfin (G) cx Bdxtauux®dx = —du en fuppofant
B 2m—4n-2

&o e ® ® . e« . . Y 4 —N —~ 2,

CXIX,

ol

11 eft évident que dans 'équation ax™ dx -+ cyyx™ dx
=dy, on fépareroit tout de fuite les indéterminées, fi
Ton avoit m = n; donc ‘dans les formules (D) & (G),
on parviendra a cette féparation toutes les fois qu'on aura

mt2n-t2 = —yg—2
e v e 6 e s s e 2MetNe2 = —m—2
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équations d’ot 'on tire deux valeurs de m , favoir
m=—3n—4

-n-4

i

& . ¢« ¢ 4 o T 7 s e e m ’
lefquelles étant fuppofées, les indéterminées fe féparent,
Puifque dans la propofée on fépare les indéterminées ,
lorfque m = - ;" » on les féparera dans les formules
(G), (D), lotfque K = _"3-4, & B = - d\-4, équa-
tions defquelles on tire deux autres valeurs de m, favoit

-~ §sn-8
m =
A
— nv—
) m = 35 . B
On trouvera, en continuant ainfi, une infinité d’autres
-7n=12
valeurs de m, comme « . v ¢ v o0 . M = -
-sn—1
m = il
7
_—9”—!‘
— 7
m =—7n—16 & .
( h+9) n-4h
. _ - 2 1) X=18~—
Ceft-d-dire en général . . .. m = =T,
1h 1

h repréfente un nombre quelconque entier , pofitif en
commengant par l'unité.

CXX.

REMARQUE 1. Il faut ajouter qu'on féparera les in<
déterminées dans la formule précédente , toutes les fois
qu'on la pourra rendre homogene par la feconde méthode

du Chap. VI. ,
CXXI.

REMARQUE 2. Si dang Léquation, ax™dx ==
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'6yyx"dx = dy, on fuppofe » = o, elle devient

devient m =

ax"dx—byydx=dy, & la formule trouvée dans le

(2ht1)x-n-4h
2h 1
; dans ce cas voici la méthode qu'il

Probléme pour la valeur de m, fera m =
-4 h
2h 41

faut fuivre pour trouver I'équation algébrique qui répond

—45

2 Péquation — ax **¥' dx 4+ byydx = dy. Prenons &
‘cette autre équation (A) — ads—+bttds=dzr, qui

donne («) —ds = “_L;:—t , différentielle dont Pintégrale eft
(par les méthodes des frattions rationelles ) en ajoutant une
conflante C, C— s = —— x (/[ Va~+ tV}h —

— rvab
!Va—:v'F), & en prenant k pour le nombre dont

1e logarithme eft I'unité, on a (B) I:C $e2VEb__ Vativh

ya tVb

‘L’équation (B) eft donc identique avec léquatxon ()

encore identiques ; on a ds = —dt =

—-x-bxxy4vyab'

je fais dans l'une & dans l'autre s = —x
&................t—-—b—x"i-xxy,

les équations qui réfulteront de ces fubfticutions feront
dx+2byxdx—+bxxdy

)
xx42bx3 +66 x4 :
it = : 3 ) Subﬁltuant ces valeurs dans
s . ~-dx dx32rbyxdx+ bxxdy
Féquation (=), on a =2* Ty ahrroabriybiyiet? OU

—abdxt+xxdx =4 2bx*ydx - b*y* x*dx = xxd x +
2bx’ydx -+ bx*dy, ou en effacant ce qui fe détruit
—adx—+by*x*dx =2x*dy , & enfin en divifant par
x*y—ax"*dx~byydx = dy premiere équation réduite.

Maintenant I'équation exponentielle (B) devient apres

des réductions fort fimples (D) k(C*+1)-2—0 —
2025+ Vel | Mais C eft une quantité arbltralre.

)

Mcéthode
pour trouver
I’équation al-

¢brique qui
gepond i Ié-
quation pro-
pofée dans la
fuppofitionde

n=0,
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1°. Je la fuppofe une quantité infinie pofitive , le premier
membre de I'équation exponentielle fera infini: il faudra
donc néceflairement que l'autre le foit auffi. Or ceft ce
qui arrive , lorfque fon dénominateur eft = o0, on aura

donc —x—bxxy+Vab—-o )y C€ qux donne y =
- x-vab

bxx
prife dans lintégrale de —ax *dx+byydx=dy.
2°. Si on fuppofe C' une quantité infinie négative, le
premier membre de I'équation (D) fera =o, dong le
numérateur du fecond membre fera aufli = o; c’eft-a-dire
qwon aura x—l—bxxyr-l-V"b =o0: ce qui donne y =

) § 1

yo0uy = — ——+ — + » ¢équation com-

- — 5 +5 & combinant Pune & Paytre valeur
dey,onay=—- =+ = V— pour Fintégrale cher-
-4h

chée de Péquation — ax**~* dx +byydx = dy dans
laquelle on fuppofe £ = 1.

On voit par 13 comment il faudra s’y prendre pour trou-
ver lintégrale de cette méme équation, en donnant fuc-
ceflivement 3 4 différentes valeurs.

CHAPITRE



II. ParTi1E SECT. I. CHAP. X, 89

CHAPITRE X
‘Recherche

oénérale de [ ’intégration des e'quations

o
a qaatre termes.
. 2

C X X I I. .
I Outes les équanons a quatre termes peuvent fe ré- Ces équa-
tions font tou-
duire 4 l'une de ces deux formes, tes comprifes
m P . s . dans deux for-

¥ dx-by' x" dx—4-cy dx 4+ ady = o mules,

ou. ::e"'d.:c—l—byP dx-l—cy'x'd_y-!-;ad'_y = o.

1°. Sif'on cherche , comme on a fait pour les équations  Premiere

2 . N ’ . maniere de
a trois termes, les cas ou ces fortes d’équations peuvent chercher les

i . - dintdgra-
&ure intégrées , on trouvera dans le premier cas p = ——  ‘ion de ‘ces

m formules,
& . . » . 0 L) ° . . . ] [N () -—m .
Car foit x™ dx+by x"dx—+cy’ dx-l-ad_y--o & eximi
nant ceux

fa:fons x=u""", en mettant dans la transformée pour dans lefguels

P

elles peuvent
ho-
men %-m .- , mogenes.
by--f-l "~ =1 du ‘.’m-i-x -+l du ' .
o -+ e +ady=o,la-

quelle eft homogene. Donc, &c. = .

.. 2. Dans lg fecond: cas nous avqgns. dé)a vu ( Chap, -Vi.

Art, £xxxV1.) Quel'équation A quatre termes ax .y da —-

byt x¥dx-cx"y' dy 4+ fx‘y"dy =0, qui et plus

générale que la précédente,  devenoit homogene, 1°. fi

Fon avoit' (s—p=t=1). (g—m) = (g =11} (n=—=p)s
11, Pariie, M
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2°% (=—p=t1).(qg—m) = (g—e~41).(n—p}).
Comparant cette équation avec la propofée, ona » = o

9=20°
e=o0
8 — O
° . > . . v 1 —_ ?
te qui nous avertit qu'on doit avoir ——— = -, &
m J I m -r .
?= ceﬁ'-a-du-e p= ;5 & s= 7 . Enfuite

on fera x=u""", ce qui donne, en fubflituant ces

.
du bymtigm+1 gy

: diﬁ'érenfes valf?rs » 1a transformée — — T m+ 1

-+ ca;:;y"”" dy =+ ady = o, homogene comme dans
le cas précédent.

CXXIIL

Nouvelle  Mais il y a dautres méthodes pour” découvrir encore
méthode pour , .. ]
chercher les de nouveaux cas d'intégration dans les formules précéden-
cas d'int .
tion des équa- tes : nous allons les examiner , 1° pour la formule x™ dx

:?:;:;.q‘nm’l" 6y’x"dx+cy' dx - ady=o0. .
Appliqueey 11 eft vifible que fi dans cette équation on fait y=
}:mﬁ;:?‘i‘“ Z™ q.x'-", elle fe changera en une équation de cing termes,
dont on pourra fuppofer que deux fe détruifent dans cer
ains " cas' particuliers 'y ‘¢e “qui réduira la transformée 2
trois- teemes,  L'6quation de cinq termes eft” x™ dx =i
bgl T P gy o'W 2™ dx - agqu?™ 2" dn
-4 géx‘l'i' "#?dx =0, €quation dans laquelle on voit
dabord qu¢ G -on . fuppofe 1% 5P 817 x* 1 g x o
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Cg:ﬂq‘x,”dx=0, Ol AULA ¢ o« ¢« ¢ ¢ o o § P
n o

b

& la propofée fera par conféquent x™ dx 4+ ady = o,
qui n'a que deux termes. Donc on ne peut faire cette
premiere fuppofition.

2°. On ne peut fuppofer non plus cg’ #?’ 2" dx 4
aglzx"" #%dx = o0, comme il eft aifé de le voir; car
alors on auroit s=1 & h=h-—1; ce qui eft abfurde.

3° La feule fuppofition qu'on puiffe faire fans que la
propofée fe réduife a navoir que deux termes, eft celle de
bgPat? x" TP gx v aghx"""w?dx = o, qui nous
donne . . . {44 4 0. . p=1

—

N = =1 .
é

l}==-——-
a

_ &
.

Donc en faifant y = gu?x *, ou fimplement y ="

b
ux ° , DPéquation x"dx o byx 'dxcy'dx -

ady = o fe réduit & celle-ci de trois termes x" dx ==  Equation
bs .k ‘transformcée.

ew'x *dx-+ agx *“du=o0. Or il e(t-.évident" % Casdanslefe
que- cette équation eft intégrable -ou au moins conftru- guels clle e

intégrable ou
. b ) de cu'dx n&u&ihle
&ible, fi m =——: caralors on-a —; + ——~ 4«
- .‘T . ‘T
4 & '
sdu '

- o (] Lo . e - '. 3 P P
=~ = o, & mulipliant toute Péquation par x ° , on §

o=

) - b=bs

] i .
dx-tcu’'dx-ax ¢ du=o; ou enfin —

Mij
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— ‘d“‘_ ; équation dans laquelle les indéterminées font
I 4cu
féparées Donc I'équation x"dx—+byx""dx—+cy’dx

—_—— dy = o eft intégrable.

bs

. Si on réduit I'équation x™dx ~cu’x * dx —+
5

ax ‘du—oalaformex dx+ady+5y?dx_o,

_bs b

m —
en la mettant fous celle-ci x “dx—tcu'x *  “dx
: b b
-t

~+ adu =0, & qu'on fafle x =2z ; ce qui

donne x = z~# +*++ &c, on aura apres les fubftitutions
am=bs

ordinaires z=**+*+¢ dz -+ gdu-+ku'dz = o: dou
m . .
Yon conclura que fi s+ = —— , on.peut intégrer, puif=

quialors I'équation eft 2™ dz—+qdu—+ ka"+1 dz =0 2
qui devient homogene en faifant z=y~+'. En effet,
cette transformation nous donne A y*+* dy ¢y~ *+' du

~ Bu"+1dy=o.
81 s= !,, alors Féquation devient qdu-l-kudz+
a.-}-l

z * dz=o0, dans laquelle les indétermindes fe fépa-
rent par la méthode du Chapitre VIL

De ‘méme fi 5= 2, lintégration fera poffible toutes
Igs. fms que ‘""':;b = — _‘:1 s » exprimant un nombre:

entier poﬁtxf ) pulfqu alors ceft le cas de l’équanon de
R.lcanc L

L]
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CXXIV. |

En appliquant cette méthode 2 la feconde formule des dflc’ggj‘i?

équations 3 quatre termes x” dx + byPdx 4+ cy’ x" dy T Thode
~+ ady = o mjife fous cette autre forme plus commode formule,

& aufi générale dx o4 by? 2" dx 4 cy’ 2" dy 4 ady

== 0, on trouve outre les cas dont l'intégration fe pré-

fente d’elle-méme, ou qui fe rapportent & ceux dans lef-

quels p=m1l & ’=m_+r; » on trouve , dis-je , quen

fuppofant « . . . o . 0 e . . = —0b
S§=p—1
n=r-+1

Téquation dx—+by? x"dx—by? ™' x" " dy4ady=o
fera toujours intégrable en faifant y = ux. En effet la
transformée devient alors (1 4+ s#)dx 4+ axdu —
bu? ™' x"FPFT gy — o0, quieft intégrable par la méthode
générale du Chapitre VIL

CXXYV.

ScHOL1E. Aprés avoir examiné les cas dans lefquels
- on peut intégrer chacune des deux formules des équations
& quatre termes , it ne fera pas inutile de chercher aufli
les cas d'intégration de Péquation x” dx—+ady—+byx" dx
cyydx = o, qui ne differe de celle de Ricati que par
le terme by x"dx . Cleft ce que nous allons faire dans le
Chapitre fuivant.
| e
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CHAPITRE XL

Examen des cas d'intégration de [équation
x"dx+ady+byx"dx4cyydx=o.

CXXVL

PROBLEME. I Rouver les cas d'intégrabilité de I'équation
x"dx+ady+byx"dx+cyydx =o.
Transforma-  SOLUTION. Soit y =px" = fx'z’; on voit bien
tion néceffai- . .
redanslecas QUE Py ry 5, 2, f étant des indéterminées que nous pre-
préfent, A
nons i volonté, nous ferons les maitres de leur donner
dans la fuite telle valeur que nous voudrons. Apres les
Equution fubftitutions on aura la transformée fuivante (A4) x" dx
transformée, -+ aprxr—x dx =t afsz' x:—x dx —+ aftx' zt—l dz =+
__6‘px'+'dx G bfx" "2 dx - cppxtdx +
2cpfx" 2" dx cffx®’ 2" dx=o0; pour abreger ,
on laiffera dans la folution fuivante p au lieu de fa valeur

bypam+at CXXVIL

Premiere SOit d,abord afsz‘x:-,dx-l-bfx”-"z‘dx

fuppofition
pour cette ¢ OoN AULA ¢ o+ o ¢ ¢ o o o o o B

I
o
»

quation, § = __f_:_.
Soitencore , 4 ¢« ¢ ¢« 4 o o L B=r—1

& « v v o o v o Jhpeapret1 = o0

. =1

— f=1;



II. ParTi1E SECT. L CHaAPR. XL g5
1a transformée (A) fera (x+apr-l:'bp).x"'dx —
[4 b '

- oom = L - v - [

bza *  dx-ax ° dzebbzx °  daroppxVde
L s b
P o= s

ok 2pczx  ° dxeczx * dx= o: & en réduifant
cette équation fuivant les fuppofitions précédentes , elle
. L b

§ o= o
L]

'dcfric_:nt (B) cppx'-'d'x-pax-:.dz-;-chx zdx
s b

el¢cx * zzdx = o, d'ol l'on tire ce premier Théos
z€me.

TuEoREME 1. Si Péquation x” dx+ ady 4 byx~" dx

]
ot ¢yydx=o0 eft intégrable, l’équati:m cppx T s

+adz+2cpx"+1zdx+cx- z2*dx==o0 eft aufli

intégrable. : '
DEMONSTRATION. A caufe de r = muo=1

' f &r=1

s

6

la fuppofition de y =px"+ fa'z" devien jci y ==
b

?xm-l-l +x"

L

z; ce qui donne la transformée fuivante
(6f+amp+ap+1) . x"dx —bzx ¢ dx 4+
] '}

b 4
ax *dz 4 bzx dx 4 cppx*"T*dx o
b 1 b

m+:-—‘-

"2c0pZX dx+4czzx * dx=0; mals 3 caufe

de r =m -1, la fuppofition précédente de bp 4 apr

1 ==o0, fe change en bptamp=+ap+1 = o;
. b

multipliant de plus toute I'équation par x * , & effacant

Nous fournit
trois Théorée

mes,
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R zm+z+-f-
ce qui fe déeruit, on a c{;px ‘dxd-adz ot

- —

acpzx" "t 'dx+czzx * dx=o0. Donc, &c. Ceht

ce qu'on trouveroit de méme en mettant dans ’équation

(B) pour r fa valeur m+1. 5.
En fuppofant toujours . . . . — .

— 1

I

I

N\Hhh
[

Soit encore . . P
cp+b—ma=o

la transformée générale (A4) devient I'équation fuivante

x"'dx‘-+- cppx tdx -+ bpx tdx — :sz"’dx —

- — - -—-1

bzx * dx-+ax “dz o bzx ° dx 4
LA L

2¢px *° zdx=ex * 22dx = o0, qui devient
caufe de I'hypothefe de cp+-b—a =0, & en effagant
b b

ce quife détruity x™ dx b ax * dz-2cpx *  zda
3 b
ocx *2*dx==o0, dou Pon tire ce fecond Théoréme.
THEOREME 2. Si I'équation x™ dx ~+ ady +bx" " ydx

[J

+ cyydx = o eft intégrable , Péquation x™ dx 4-ax * dz
b _ " s b

2cpx. * zdx-l-cx- 2*dx = o I'eft auffi.
Enfin en laiffant toujours la fuppofition de s
n

f

N3

-
5.1
a

el §

1

,.

) 3

faifant



IL ParTiE SeEcT. I. CHapr. XI. o7
faifant de plus =

c e e = —
. p =V — -%- ’
on trouvera de la méme fagon que ci-deflus le Théo-
réme fuivant. ’

TuEoREME 3. Si I'équation *” dx4-ady—+byx~"dx
~+cyydx =o ef‘t intégrable , l’équa:ion (apr=+bp).
Cm m g

— —— — — —

x dx +ax * dz--20pzx*  * dx--czzx < dx

==0, qui eft fa transformée en fuppofant y = px_‘. =
b

x ° 2z, left auffi,
CXXVIIL

ScHoL1E 1. Les trois Théorémes précédents nous
donnent trois équations dont l'intégration dépend de celle
de x"dx+ady+byx "dx 4 cyydx = o ; mais
nous prouverons dans le Théoréme 7 fuivant que cette
équation , lorfque 4 = 24, eft intégrable dans les mémes
cas que celle de Ricati. Donc les trois équations
eppx " 4dx+adzacpax™ dxd-cx" 2 du
=0, x" dx+ax "dz+2cpzx 'dxtcz*x"tdx

=1
=0, & (apr =+ 2ap) . x* dx-+ax "dz -
=2

acpzx*  dx-+cz” 2 *dx=o0, fontauffi intdgrables
dans les mémes cas que I'équation de Ricati.

CXXIX,

Soit maintenant afsx’ ™"z’ dx = 20pfa "V 2" dx =0,
11, Partie, N

Seconde fup-
pofition qui
donne aufli
trois Théoré-
maos,
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ccquidonne . . . . . . . . r=—1

s = — 2
. a
Soitaufi. . . « ¢ « o o« & cp = a,
cequidonne . ., s . . . . S=—2
&foitencore « o o o ¢ o o« o« B=m—+1;
I
P=—7
f&r:l’

on trouvera le Théoréme fuivant.

THEOREME 4. En général toutes les équations
x"dx 4 ady+byx"""dx — aby*’dx = o font
intégrables.

DfmonsTRATION. La fubftitution qu'il faut faire dans -
le cas préfent eft celle-ci, y =p.7e-x -+ x~" z; mettant
les valeurs qu'elle fournit pour y & dy dans I'équation
précédente , elle devient x™ dx — apx™* dx — 20pzx 3 dx
ax tdzrbpxTdxbzx" T Tdx—abptaT dx
—2abpzx 3dx —abx"*z" dx = o. Subftituant dans
cette équation pour p fa valeur — —;- » fuivant I'hypo-
thefe de’ cp = a, & effaqant ce qui fe détruit, on aura
pour transformée 'équation fuivante, adz +bz 2" " da
— abz” x~ " dx = o, qui s'integre par la méthode géné-
rale du Chapitre VII.

Suppofant encore + « ; o ¢ o r= =1

ep = a
§ == e—2
n = met1

f&: =

1,
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on découvre la propofition fuivante.

THEoREME 5. Si léquation x"dx =+ ady -+
byx" T 'dx +cyydx = o eft intégrable, la fuivante,
(bp+1). x"dxg-ax tdz4bx" " zdxtcx t2'dx
= 0, qui eft fa transformée , en fuppofant y =px~ "
x~*z, left aufli. Or nous wenens de vair ( Théoréme 4.)
qu'on féparoit les indéterminées dans I'équation x™ d x ~+
ady—+byx™ """ dx = cyydx =0 , lotfque ¢ = — ab ; donc
on les {éparera de méme dans Péquation (bp—+1).x" dx
dax dz4ba" " zdx 4 czzx"*dx; ce qui eft
évident , puifque la fuppofition de ¢=—ab, donne
abp-+a=o0, & par conféquent bp-+1=0. Donc
on aura ax ‘dz-+bx" 'zdx 4t czzx *dx = o,
équation intégrable par la méthode du Chapitre VII.

Suppofant toujours . . . . . . Fr=—T1

2cp
“a

s
: f&:
&fifant . o . v 0. . m
cpp—ap-t1

on trouvera le Théoréme fuivant.
Tuforeme 6. SiI'équation x> dx~+ady+byx"dx
o cyydx = o eft intégrable ; I'équation bp x" " dx g

scp scp 4¢p

ax * dz 4 bx * zdx -cx * zzdx=—o Dleft
aufli. On démontrera cette propofition & peu prés de la
méme fagon que les précédentes,

) §
—
o

N jj
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CXXX,

Trifeme  Soit enfin cette autre fuppofition, bfx‘"" 2" dx =

foppoficon. 2cpfx' T 2'dx=o,onentice ., . r=n ,
?=—77

Soitaufli . « ¢« ¢ ¢ v ¢ ¢« o ¢ . B=—1

s =1

=t

& « « i e v o e . ocppbp—ap = 0,
cequidonne . . . . . . . . .b=2a,

on trouvera la propofition fuivante.

Fournittols THEOREME 7. x" dx = ady 4+ bax ' ydx -4

nouveaux . )

Théorémes. cyydx == o eft intégrable dans les mémes cas que 1'é-
quation de Ricati.

DEemonsTrATION. Mettant dans la transformée générale

(A) pour r, pour n & pour s leurs valeurs , & fuivant la
condition de cpp—+bp —ap=o0; elle devient x” dx
tazdx+bzdx—+axdz-2cpzdx4r2*x*dx==0.
Mais 4 caufe de p = — —:’7 » cette équation fe change en
la fuivante x" dx -+ azdx—axdz -+ cz*x*dx = 0}
& enfin en faifant xz2 =4, on a x"dx-+adu -

cuudx=o qui eft I'équation méme de Ricati..

En fuppofant toujours . . « . . . r=mn

: P=71
& fuppofant de plus. . . . « . B—1=m
apret=1 = Oy

“on tire des fuppofitions précédentes . . ¢ = d
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’&- . — 1 - X
e L] L ] Qb L] .b L] L] . ‘r —_— am+a
Donc ¢ = 422*4% Ces conditions nous donnent le

Théoréme fuivanzt.

TuEorEME 8. L'équation »” dx 4 adybyx™"" da

4bm+ab

-+ { . yydx = o s’integre dans les mémes
cas que ceux dans lefquels on peut intégrer I'équation
de Ricati. _

De'MonsT. Subftituant dans la transformée générale
(A)pourr, s, n leurs valeurs, & effaant ce qui fe dé-

truit, elle fe change dans I'équation fuivante, azdx -+
b rm—42
axdz — —x

-bb
Xr==u,y —— = B, on aura Bx*™" V' dx - adu -
cu*dx=o0, qui eft I'équation de Ricati.

dx +cz*x*dx = 0; & en faifant

- THEOREME . Sion ne fuppofe pas apr—1=0,
on trouvera qu'en général fi x” dx 4 ady ~+byx" "' dx
~+ cyydx = o eft intégrable , alors (cpp - bp) .

A (apr+1). x"dx4adu4cu*dx =o
Peft auffi. Cleft ce qui eft évident par l'infpeétion feule de
la transformée générale (A), en y mettant feulement pour
7,5, & n leurs valeurs, & en y faifant x2 =u«.

CXXXT.

SCHOLIE 2. En fuppofant x dx+ady-—-fdz, Autre trans-

d 1 formation
'ce m Onnc . 3 . . + a — Z dont on peut
1 m+1 J f ety CRCOTE fe fer-

vir.

Booo ey =i,
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Péquation x"dx 4 ady +byx"dx +cyydx = q
™ty

Equaton devient (X) fdz 4 bfzx"dx — - Z—o ™ b
transformée. ”
.‘.f-zzdx_‘_‘_f_‘i-:l‘ ex?" ay = 0.
m~~1 (m+1)‘
aa
CXXXII
i ™t it "4y
Premierefup-  Suppofant 1°. dans la transformée ( X) — ——————
po(itxox:E pour st + 4.(m==1)
cette équa- cx . . am—-12 _ _
tion, T2y — O ou bien ¢x dx = (m+1).
m=1
n=2;

ce qui donne le Théoréme fuivant.
Nousdonne THEOREME 10. 2™ dx—ady = byx" " dx

un Théoré- .

me. (m—4-1).aby*dx =0 eft intégrable. Car par les fup-
pofitions précédentes la transformée générale (X) devient
a*fdz—(me=-1).abzx" " dx-(m1).fez*dx
= 0, équation dans laquelle les indéterminées fe fépa-
rent par la méthode du Chapitre VII.

CXXXIIL

bfzx"dx chzx'+!dx
aa . (m=+1)
} . ab, ce qui nous donne

2°. Suppofant = 0, on en

S?:c_mdcfup-:
ofiion qui , .
%onngrh'aul.ﬁ tire n=m—+1; ¢ = {
e " le Théoréme ‘uivant.

THEOREME 11, x"dx~+ady-+byx"""dx B

m-1I
2
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.aby*dx = o eft intégrable dans les mémes
cas que x*"t* dx4adz—+c2*dx =0, comme on
I'a trouvé déja ci-deflus dans le Théoréme 8. Cleft ce
qui eft évident en obfervant dans la transformée (X) les
conditions que donne la fuppofition précédente.

m+1

CXXXIV.

ScHoOLIE 3. Si Pon fait dans I'équation x™ dx =+ Dernier car
ady 4+ byx"dx =+ cyydx=0,y . e ... e n =0 ﬂ;i‘fof,’.';'&':.
s& t = },
la transformée générale (A4) devient (F) x" dx ==
aprx’ 'dx-afzdx—afxdz-bpx dx-bfxzdx

HcppxTdxa2cpfx’ T zdx 4 cffx*ztdx=o0.

CXXXYV.

Soit maintenant dans cette derniere équation sfxzdx
“2cpfx"" ' z2dx = o, onentire . . r

|
(o]

p=—7c-

‘Soitaufli . . . . . o . f=
En effagant ce qui eft multlphé par zéro & ce qui fe
détruit dans I'équation (F), on a x" dx~+azdx =
nxdz——;-l‘:—dx+cx'z’dx=o; & enfin en faifant
XxZ==u,o0na xmdx+adu—%dx—hcu’dx=o;
cc qui nous donne le Théoréme fuivant.

THEOREME 12. Si " dx+ady+bydx+cyydx

== o eft iptégrable,, (B) x" dx — f——dx “+ adu -~

>
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cu*dx == o left aufli. Donc réciproquement la premiere
pourra étre intégrée dans tous les cas ou l'on integrera

cette derniere.
5 4

On trouve, par exemple, que fi m=2 &
. . . 16caa .
— 1, cette derniere équation (B) eft intégrable. Car foit

. z x
dans cette €équation, » = — -+ _—, on aura la trans-

bbdx -+ czzdx -+
aa

=o0. Or cette équation dans I'hypo-

. bb
formée fuivante x*dx — — dx 4+ dz 4
bbzxdx btx*dx 42 ‘

244 16aagc
b : . . ,
thele de — =1 fe réduit a la fuivante 242dz

bbzxdx 4 2¢2*dx = o, dans laquelle on fépare les in-
déterminées. Donc (B) eft intégrable dans le cas préfent.
D’ou il faut conclure que x* dx ~+~ady-bydx — %
=0 left aufli, ' :

CXXXVI.

Recherche ~ REMARQUE. Outre T'équation x”" dxady4-byx"dx
dﬁ;fﬁ?ii"ﬁ ~+-cyydx == o, nous pouvons aufli chercher les cas

d ::xé";ﬂ‘ggrl; d’intégrabilité des deux équations
i quatre ter- xmdx+bx"dx+ad_y+c_y_ydx= o
mes. m n
&..x dxtady+bx dy+cyydx = o,
qui ne different non plus de I'équation de Ricati que par
un feul terme.

CXXXVIL

Examen de  Soit donc 1% x" dx 4 bx" dx4-ady4-cyydx = o,
12 premiec. I'équation a intégrer : faifons y =px’" 4fx'2", nous
aurons dy=rpx’ ‘dxfrx'z' " dzafsa'x""" dx,

& pour transformée I'équation fuivante, (D) x" d x ==

bx"dx
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bx"dx—aprx"""dxtafsx’" "2 dxaafrza’ " x'dz
dcppxdxt2cpfa’ 2 dacffx* 2 dx =o.

Soit afsx’ "z’ dx g 2cfpx" T 2'dx =o0,0nen

.-tifc e« o 8 e o 9 e e e ® V:.r—."=—1
2cp

SOit . . . - - . 0_-.0. [} 'G' . ‘.P.= a

on trouvera I . , ..f= _

- THEOREME 13. Si Péquation »"dx +bx" dx e
ady +cyydx = o -eft intégrable , la fuivante »™ dx

bx"dx A4 ax"*dzcx"tz*dx = o left avffi 3

puifque c’eft fa transformée en faifant y = xts,
THEOREME 14, Soit encore . . r

-1

. 22,
& de plus foit . . .  - e m=—2
& ... —ap+cpjo+'1-'= 0}

on pourra intégrer Iéquation x *dx -Fbx"dx +ady
cyydx == o dans le cas oi1 I'on peut intégrer Ia fuivante
bx"dx - afx’dzqeffx’’ 2" dn =703 ce qui eﬁ
évxdent ; puquue ceft fa transformée en faifant _y-— pxnt
W x" 'z, & effaant ce qui fe détruxt pa: la fuppoﬁtxon
de cpp—apt1=o. .
THEOREME 1y, Boit maintenant- x « Tde +apm o 7]

—-’O, onentire . . . . .+ « . . T = M1
M A capr=—= — e
Soit de plus v s e s o« s CPppHb=o0
R n = 2mt32
IL Pame. 0O-
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, s
La transformée générale (D) devient ici x"dx -
bx " dx 4+ (me1). spx" dx+azdxaxdz =
cppx" T dx A 2cpx" T zdx e3P x*dx =0
qui fe réduit par les fuppofitions précédentes 3 azdx —~
axdz—42cpx" " "zdx 4 c2*x*dx =o0; qui eft in-
tégrable par la méthode du Chapitre VIL ; ce qui eft
¢vident en mettant I'équation fous cette forme axdz ~i-
(a—}-chxm"") 2dx+cz*x*dx=o0. Dou il fuit
que I'équation x"dx+4-bx " dx+ady — (m+1)2
aaby*dx = o eft intégrable.

CXXXVIII

I
1
1.

(I

Eamende  2°% Examinons maintenant la formule x™ 4 x+bx dy
Ia feconde é-
quiion,  ady-+cyydx =o: faifons y=px" +fx z'; on aura
pour transformée Péquation fuivante (¥) x™ dx -

- bprx""" 'dx-l-bfsx"*’ _‘z dx-i-bftx"'" “ldz
-r-aprx dxeafsx’T 2 dx 4 aftz’ " x  da -
eppx"dx acpfx’ ‘z'dx—i—cffx“z"dx—-o.

Suppofons maintenant afsx’~" z°dx - 2epfx" "’ 2’ dg
F#O, on awa . e % s g v a o ¥T=—1

' s == —2!,;
[

SOit e 9 v § 8 8 v N ¥ s o "P a
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on en conclura,

THEOREME 16. que #" dx 462" "dy 4. ady =
aby*dx = o eft intégrable.

DeMonsT. Car par les conditions précédentes Ia
transformée générale (Y) devient ici x™ dx —bpx" dx
—2b2x" 'dx+bx"dz—apx dx —2ax"dzdx
Hax ‘dz+abppxtdx+2abpx” i zdxabx"t
2*dx = o; laquelle, apres les rédu&tions que donne la
fuppofition de bp — 1 = o, devient étant multiplide par
xkx, (atbx"t*) . dz—2bzx" T dx Hc2txtde

=0, qui, comme on le voit, eft dans le cas de notre
méthode générale du Chapitre VII.

Soit enfuite 4fsx" ' "2 dx2cpfx" T 2 dx =0,
onentire ,eoeoeeoeot

=p—1
' ' SL:._zbcrp.
Soit & préfent. . . « cp=br = o-
f&t= 1
m=n—2
apr-t1 = 0, on aura § == 24

Ces fuppofitions nous donnent le Théoréme fuivant.
THEOREME 17. x" d% = bx" " *dy 4 ady =
(m—-1)*.aby*dx=o0 eft intégrable. Car fubftituant
dans la transformée générale (Y) pour ry By Sy [ty
leurs valeurs, faifant les rédu@ions quamenent les fuppo4
fitions de cp—+bm-tb==0, & de apm—ap41=0;
on aura P'équation fuivante (ax®+=5bx"1*) . dz -
2axzdxetv(m==1)*, abz*x*d%==0. Donc, &ec.

0 i
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CXXXIX,

ReMarRQUE. Il eft bon dobferver ici quune équa-
tion x"dx by " x?dx =4 cx'y dy—4ady = o, ou
x"dx4ady-+by"x?dx-+cy"dx = o, ne peut
tre changée par transformation en une autre de la méme
forme , & dont les coefficiens foient tous trois donnés. I1
ne peut y avoir que deux de ces coefficiens de donnés.
La raifon en eft quen faifant x =fu, y =gz, on for-
mera trois éqnanons diffiérentes , quonqu on n’ait que deux
inconnues f, g.- .

CHAP'I'TRE XIL
Methode pour conﬁruzre les equauorzs di ﬁél entielles

& deusx variables , dans leyéuelles Lune des
deux indéterminées manquent.

. ~ CXL

TOute équatxon différentielle 3 deux variables , 2
quelque degré que les dx & les dy y foient élevées, fe
gonftruit toujours lorfque lune des deux indéterminées
finies y manque. La méthode qu’il faut fuivre dans ce cas;

Quelle eft conﬁﬁe i faire d x = -.— s fi ceft x qui manque , ou

{a fubftitution

guelle em- dy == fi ceft y qui manque. (z eft une nouvelle in<

.détexxmgés 3 & e.ung conftante quelcanque. ) Car. pag,
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€ette fubftitution , en mettant, par exemple , z—:—’ au lieu
de dx dans la propofée, il eft évident qu'on aura une
transformée toute divifible par une puiffance de dy qui fe
trouvera la méme par-tout , & par conféquent que la
transformée fera toute compofée de quantités finies. On
aura auffi la valeur de z en y & en conftantes , & la raifon
d’y 4 z, fera exprimée par une équation ou par une courbe
algébrique. Mettant donc dans I'équation dx = =2 pour
dy fa valeur trouvée par le procédé précédem > les indé-
terminées feront {éparées.

. Pour faire mieux fentir 'efpric de cette méthode , appli-
quons-la & quelques exemples.

CXLIL

Soit Péquation ydy’dx == adx*-+2adx*dy* +
ady*, dans laquelle il ne fe trouve aucune dimenfion
finie de x. Suivant ce que nous venons de dire , je fais
dx =722, da* "ada’ dxt= z”" . Mettant ces
',val_eurs de dx, dx*, dx* dans la propofée » Jai la trans-
formée fuivante z.’:” = z;d,” -+ ”Zd" ~~ady*, Ceft-
a-dire , en divifant par dy* qui eft commun 3 tous les
termes =2 — %: LA a5 de cette équanon je tire

mfément la valeur de y— 224225 & celle de

___3z'dz  aadz dy — 323dz
d'y_d“ = 2dz = — .doncT__dx= —
e “-i:—‘ . Jintegre cette équation, Son intégrale
) 324' 2z —

Application
delaméthode
i quelques
exemples,

Premiet

- exemple, .



Figure j.

Second
exemple.

Figure 6,
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On a donc la valeur des deux coordonnées x & y de
la propofée par le moyen de deux courbes qui ont une
indéterminée commune z.

Ayant donc pris les abfciffes z fur 'axe 4B, je décris
la courbe D EC de I'équation y — :—; +2z24 2, &

la courbe NL M de I'équation » — %: —Z alz 4
C=0............BC=}'
BM = x

feront les coordonnées de la courbe différentielle propofée.

Pour la conftruire je mene KO parallele 3 BAL, je

prolonge MO en Q, enforte quon ait toujours 0 Q =

BC, & QPR fera la courbe cherchée,
CXLIIL

Soit encore I'équation y* dx’—+aaydydx*=a*dy%
Je fais dx = -’# s & apres les mémes fubftitutions que
dans I'exemple précédent , il me vient ici !;—’{—,"L’
5113#-’—‘ ==a’dy", & enréduifant y* z°—+a’yz* = a*,

Pour avoir la courbe de I'équation différentielle propo-
fée, fur Paxe D H, je conftruis la courbe E F de Péqua+
tion z°y}4-a*2ty=24"; CD étant=y, & CF=x,
Sut FC prolongée je prends CA égal a l'efpace D CFE

zdy

divifé par 4: on aura donc CA = — ==x, & le point
A appartient & la courbe cherchée.
CXLIIL

ScHoLIE. Cette méthode eft, comme on le voit
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aflez étendue, dautant plus quelle sapplique, comme
nous le dirons dans la fuite , aux différentielles d’'un ordre
plus élevé que le premier degré. M. d’Alembert en donne
une encore plus générale dans un Mémoire imprimé parmi
ceux de PAcadémie de Berlin, année 1748. Sa méthode
a deux avantages. 1° Elle ne fuppofe pas quune des deux
" indéterminées manque dans I'équation. 2°. Elle mene tout
de fuite 3 Pintégration. Nous allons I'expliquer dans le
Chapitre fuivant.

CHAPITRE XIIIL

Methode pour intégrer plufieurs équations différen-
tielles dans lefquelles dx & dy font élevées
a différentes pzziﬁnces.

CXLIV.

DEMANDE. NOus fuppoferons toujours dans ce Chapitre
d” . . dx .
=5 & il ne faut pas oublier que 5 eft une quantité
finie, comme nous 'avons dit Article xxx1v,

CXLYV.

AvERTISSEMENT. La fuppofition qu'on fait ici de
a’ d d _de—dxddy. fé
57 =2 donne dz = Te 5 par conféquent,
comme dans les deux méthodes pour lefquelles la préfente

fuppofition a lieu , dz fe renconue aflez fouvent , il
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fembleroit que ces méthodes appartiennent aux différens
tielles du fecond ordre. Cependant nous avons cru devoir
les traiter ici , parce que dz y eft fous une forme de
différentielle du premier degré.

CXLVIL

Conditions ~ ProOBLEME 1. Trouver l'intégrale d’'une équation diffé-
& athode. renticlle qui renferme telles fon&tions quon voudra de dx
& de dy, & dans laquelle » & y fe trouvent, pourvu
quiils ne foient ni multipliés ni divi(és I'un par l'autre , ni

élevés 4 aucune puiffance plus grande que l'unité.
Fomuile ~ SoLuT1o0N, Ces fortes déquations peuvent fe repré-

des équations
auxquelleson fenter par la formule x =yoz+4a2z (o2 & Az mars

};xg: utappli quant des fon&tions quelconques de z, c’eft-a-dire de —)
hpﬂ:;:(:gogz Je commence par différentier cette formule, jai d x =
Zgagq‘g:m; ;iyo;z—l-yd (92)=+d(az); ou mettant po<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>