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PREFACE

La Théorie des Probabilités, qu'on appelle aussi Calcul des

Probabilités est utilisée de plus en plus dans de nombreuses

questions de physique, de biologie, de sciences économiques.

Ceux qui s'intéressent a ces applications n'ont pas toujours les

loisirs d'étudier à fond les théories mathématiques qui se ratta-

chent aux probabilités ; ces théories n'ont d'ailleurs pour eux

qu'un médiocre intérêt ; ce qui leur importe surtout c'est, avec

avec la connaissance des résultats essentiels, celle des méthodes

générales par lesquelles ces résultats sont obtenus ; il est évi-

demment nécessaire d'avoir réfléchi sur ces méthodes pour

[louvoir appliquer avec sûreté les résultats bruts du calcul a d«s

questions concrètes.

C'est a ce point de \uc (jue j'ai écrit ces Eléments : je n'ai

pas craint d'insister longuement sur les problèmes les plus

simples, dans lesquels le mécanisme du calcul ne dissimule pas

la méthode suivie. Si je n'ai point omis certains développe-

ments mathématiques qui peuvent intéresser (|uelques lecteurs,

ces développements occupent peu de place et ne sont jamais

indispensables à la compréhension de l'Ouvrage; celui-ci peut

<^tre lu d'un bout a l'autre par un lecteur connaissant simple-

ment la définition de l'intégrale définie et les notions d'algèbre

et de géométrie que celte dplinition suppose i' .

(') Ce lecteur pourra omettre l.?s n"» 19 et 28.
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Mais, si j'ai tenu à rosier «Slonionlairo, je me suis eftorcé d'éli-

miner les Héveloppements de science anuisanle ; les problèmes

eniprunles aux jeux de hasard ont clé choisis uniquement pour

illustrer une théorie générale. Il n\'i\ été ainsi pos*;il»le. en éli-

minant tout le superflu, de donner les principes essentiels de

la théorie dans un Ouvrage relativement peu étendu.

Dans le Livre I jctudie les probabilités discuntinucs. en

insistant tout particulièrement sur le type le plus simple : les

problèmes posés par //• jru de pile oit frice. La véritable signi-

fication de la loi des grands nombres me paraît être mise ainsi

•Ml éviilence de la rnar»iere a la fois la plus claire et la plus élé-

mentaire.

Le livre II est consacré aux probabililés continues ou pro-

babilités géométriques ; c'est à cette catégorie de probabilités

(pie se rattachent les plus importantes théories de la physique

moderne, en particulier la théorie cinétique des gaz, et le prin-

cipe d'irréversibilité de la thermodynamique, sur lequel j'ai

donné quelques brèves indications.

Enfin, il m'a paru bon de grouper dans le Livre IIL les ques-

tions relatives à la probabilité des causes, en raison de l'im-

portance particulière de cette théorie pour les applications.

C'est à elle en cfTet que se rattachent la théorie des erreurs

d^ibservatiofi. la théorie des probabilités statistiques, les

études biomrtriques, etc. Le cadre de cet Ouvrage ne compor-

tait pas l'étufle détaillée de ces diverses applications ; je me suis

contenté de les passer brièvement en revue, en insistant sur les

conditions dans lesquelles la théorie peut y être utilisée et sur

la méthode a suivre pour aborder l'étude de chaque problème

concret.

Pour la technique des méthodes spéciales de calcul à utiliser

dans ces diverses applications, je ne puis que renvover aux

Traités spéciaux ou aux Mémoires originaux.

•le serais heureux si cet ouvrage contribuait d'une part, a

faire mieux connaître à ceux qui étudient les sciences expéri-

mentales et économiques les principes d'une théorie dont la
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connaissance leur est cliaijue jour plus nécessaire ; d'autre

part, à convaincro (juelqui'S jeunes mathémalicieiis tlf l'inipor-

lanie des applioalions de l;i llu-orie des probabilités el a les

encourager à s'y intéresser.

Kmii.e BOKKL

Février iy<>9.





Ln RE I

PROBABILITÉS DISCONTINUES

rk>«EL — ËIcmcnts de la Tbooric de» Probabilités





ciiAPinu; I

LE JEU DE PILE OU FACE

1. Définition du jeu. — On jeltc en l'air une pièce de monnaie

el Ton cngngc des paris sur le cùU' (|ui sera apparent après sa

chute : l'un des cotés s'appelle pile et l'autre l'ace. Tel est le

problème le plus simple de probabilités, si l'on ajoute iilliypo-

thèse que les chances sont égales pour le côté pile et le côté

face. Au sujet de cette égalité des chances, nous laisserons de

côté toute discussion philosophicpie, la prenant simplement pour

un fait e\périmental ou, si l'on \eut, pour la dê/iiiition môme

du fait ipie la pièce emplovée est bonne pour ce jeu : nous ad-

mettons des lors (|ue l'on se sert d'une pièce bonne. Si (juelque

lecteur pense que le relief irrégulier de la pièce ne permettra

jamais (ju'clle soit rigoureusement bonne, il peut se figurer que

l'on emploie un jeton dont la symétrie a été rigoureusement

rechercliée par une fabrication des plus soigneuses : cette symé-

trie parfaite (') ne peut d'ailleurs être qu'un cas limite, une no-

tion al)Straite comme la notion de la ligne droite. Mais cette

hypothèse peut être sullisamment réalisée dans la pralicpie pour

pour que les conclusions auxquelles elle conduit s'accordent

avec l'expérience, au degré d'approximation même des erreurs

expérimentales : c'est tout ce f|ue l'on peut demander à une

science quelcon(|ue.

(') A parler en toute rigu-ur, la symétrie absolue entraînerait l'indipcerna-

bililé des deux eûtes et par suite l'impossibilité du jeu ; si les deux c>''tés dif-

fèrent en quoi que ce soit, ne s<'rait-ce qu.^ par la coulenr, on ne peut jamais

être rigourensement sur que cette dilTérence est sans influence.
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a. Etude des cas simples- — Kliulions dalionl los ras oii

l'on jour un jH'iil iiomluo do j^arlies ot ihcirhoiis a voir (luellos

sont les cirinnslaïu-os qui pounonl so|)roiluire. Lapromicre par-

lie poul ilonner comme résultai pile ou face ; ces doux lupo-

ihèses sont éiialemont proltalilos ; on convient de dire (\\\c la

prubabilitè ^', de chacune ilclles est wi sur Jeux, ce (|ue nous

écrirons i : a ou o.3. Nous pouvons représenter ce résultat par

le tableau suivant

I' W2
V I :

•'.

Quel (ju'ait de le rcsidlal de la première partie, la seconde

partie peut donner comme résultat pile ou lace, el cliacune de

ces hypothèses est également probable, car le résultai de la

première partie est sans iniluence sur celui de la seconde : sui-

vant l'heureuse expression de Joseph Bertrand, la pièce de

monnaie n'a ni conscience ni mémoire. J'insiste un peu sur ce

point, malgré son évidence, car si on ne le comprend point d'une

manière parfaite, sans restriction ni réticence, il est inutile de

poursuivre létude du calcul des probaltilités.

C'est surtout l'habitude des jeux de hasard (|ui rend certains

esprits réfractaires à cette notion de l'indépendance des événe-

ments successifs : comme ils ont observé (jue, dans une longue

série, les coujis de pile ou face sont à peu près également nom-

breux -
, ils en concluent (piiinc- longue série de coups ayant

amené pile doil être suivie d'un coup face : c'est une detle

(|ue le jeu a contractée envers eux. Il suffit d'un peu do

réflexion pour se convaincre a (|ucl |t()inl cet iuilliroponior-

phisme est puéril : les raisons pour les(juelles les chances de

pile et de face sont égales subsistent a chacjue partie et l'on ne

peut concevoir aucun mécanisme par lecpiel les résultats des

parties antérieures pourraient modifier l'égalité des chances.

Celte croyance anthropomorphique a la mémoire et a la cons-

(*) La (IfTinition précise de la probabilité sera donnée au cliapilre suivant;

cett* délinition empirique nous suffira pour l'instant.

(*; L'observation des joueurs porte sur le ronge ou le noir à la roulette,

ou sur le pain ou la perle du banquii-r au baccar<j, etc. ; nous laissons de

c''té ces j^ux, parce qu'ils sont plus complexes que le jeu de pile ou (ace.
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c'ioiu'O (lo la jiit'co ilc iiiniinaic \\'i\ (Iciiic ;ni(uii rondriiiciit |t(»>ilir :

jxjur les esprits sujiorslilieux, cela pourrail ne pas sullire ;i I.i

condamner s'ils n'aj)erccvaient pas «l'autre nm\en «le reridn'

compte des observations <|ui donnent des nombres sensiblement

éizaiix pour pile cl pour lace, sur un grand noud)re de parties ;

mais nous allons prt'cisément voir (p>e Ton arri\(> à ('\pli(pier

de la manière la plus salislaisante ces résultais de rc\j)ériencc,

en admeltanl rindej)(Midam"e des parties successives : tout pr('«-

le\le disparail donc pour contester celte indépendance.

Revenons donc à notre seconde partie ; en coud)inant les

résultats (|u'elle peut donner avec les résultats de la première,

nous obtenons le tableau sui\anl :

F

dans letpiel la première colonne correspond a la première partie

et la seconde colonne à la seconde partie ; nous voyons <pie

l'ensemble des deux parties conduit à quatre combinaisons pos-

sibles, toutes quatre également probables : on dira que la pro-

babilité de chacune d'elles est im quart, c'est-à-dire i : j ou

^>,2''>. On jicut d'ailleurs les écrire comme il suit

VP 1 : i

VF 1 : i

FP 1 : 4

FF ) : î

I
= 1

Nous avons réuni par un trait les deux combinaisons PF

et FP ; elles ont en elVet ceci de commun (|u'elles renferment

clincune une lois pile et une fois face ; elles so)i/ ifle>ilif/i«'s

f/uaiul on ne lie)il pas compte de tordre : si l'on énonce le ré-

sultat I)rul des deux parties, on peut dire que trois hypothèses

seulement sont possibles : ou les deux parties amènent pile, ou

une seule amène pile, ou aucune n'amène pile ; en d'autres

'ermes, le jomnu' ([ui aurail joué pile [)eul gagner, ou -z fois, ou

I l'ois, ou (> lois. Les probabilités respectives de ces hypothèses
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ne sont pas égales, comnio iitio alisonco tolaN» de réllexinii niiroil

pu le laisser eroire ; le ras ou le joiuMir pajine i lois sur 2 par-

ties peul se produii-e j>ar les deux eomhinaisoiis tlilVérenles l'F

et FP : sa prohabililé est donc un detni, laiulis que la probahi-

lilé de chacun <les autres cas est seulement un t/uarf.

Supposons maintenant que Ton joue une troisième parlio : un

raisonnement analogue nous ronduira au tableau suivant

\''

i'^

dans lequel la première colonne correspond à la première par-

lie, la seconde colonne à la seconde partie, la troisième colonne

à la troisième partie : on voit qu'il \ a en tout S condnnaisons,

dont chacune est aussi probable (pie les autres. Modifiant Tordre

du tableau précédent, nous intervertirons la (|iialrièmc cl la

cintpiicme lignes, pour rapprocher les combinaisons cpii condui-

sent au même résultat global, abstraction faite de l'ordre des

parties, et nous obtiendrons ainsi le tableau >iiivniil

( l'PF

P|. P

( FIM'

f PFF
FPF

' FFP
FFF

8

"/
8

[
:; : S

>< )

H
/

8 ii : 8

8^

8

On voit que le joueur qiii joue pile, par exemple, a i chance

sur 8 de gagner 3 parties. J chances sur H d'en gagner 2,

3 chances sor H den gagner 1 , et 1 chance sur H d'en gagner o.
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On forinorail de la môiiu' rnanitTC les tableaux rclalifs au cas

lie (jualre purlies : nous iloiiuerons seulement le second des ta-

bleaux, ou, pour la eonunodilé de la lecture, nous remplaçons

la lettre F par un puinl.

il» IM'l'l' I : i(.

\ IMM' I : H. r

f .l'PP I : Ki )

1']'.
. i : i(i

IM'. 1 : iG

['. .!• 1 : ii;

G : if)

.PI». 1 : Ki

.P.P 1 : i6

. .PP 1 : Ki

.P... .:Kij

.J .P. . i : i6 r

-..P. .:....

f
. . .P 1 : Ki

)

(iP .... I : i6

On voit (pie le joueur (|ui joue pile a i chance sur i(j de ga-

gner les \ parties, 4 chances sur Ki ou i sur 4; d'en gagner 3,

(j chances sur iG ou 3 sur s den gagner i, \ chances sur K»

ou I sur \ d'en gagner i, i chance sur i(i de n'en gagner au-

cune.

3. Remarques sur les cas simples. — Sans qu'il soit néces-

saire de pousser plus loin cette élude, on voit par (piel mécanis-

me simple, on arrive en partant de probabilités supposées

égales pour chaque partie, à trouver des probabilités inégales

pour les divers résultats globaux possibles dun ensend)le de

parties. Par exemple, dans le cas de 4 parties les combinaisons

dans lesquelles le résultat global est 2 fois pile el 2 fois face

sont au nombre de 8 ; chacune d'elles, prise individuellement,

n'est pas plus probable (|ue la combinaison (|ui amène pile

\ fois de suite ; mais, lorsque l'on considère leur enscnd»le, il y
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;v b fois plus lie chances pour oi)lenir l'une d'elles, non désignée

à l'aNanco, (|uo pour oittonir la combinaison unique PPPP. Si

iUni\ joueurs fonl IVc<iU(MunuMil dos séries «le j |iarlies à pile ou

face et s'ils obserNcni ;i\fi- soin l(>s rt'sullals du jeu, ils consla-

leronl sans peine cpie l(»s cas les plus fréipicnts, au point de vue

•lurésullat global, sont ceux où chacun d'eux gagne deux parlies ;

ces cas devronl se produire en moyenne ' (> fois sur i(i ; les cas

ou l'un «l'eux gagne '] parlies se produiront .j fois sur iCi

]iour chacun tl'eux et par suite H fois sur iG si l'on ne spécifie

pas Iccpicl des deux gagne les trois j)arties : ils sont alors |)lus

nond)reux «pie les cas où l'égalité se produit : cidin il arrivera

seulement une fois sur i (i (|ue l'un d'eux /gagnera les
i

j)arties

et par suite 2 fois sur iG <pie les 4 parlies seront gagnées

par le même joueur, non désigné d'avance). Mais ce serait

une très grave erreur de conclure de ces constatations que

la combinaison IM'PT. par exemple, est plus probable que

la combinaison IMMM*. c'est-ji-dire (pie, les trois premières par-

ties ayanl donné pile, la (|ualrième a une tendance particulière

à doinier face. Si les C(»tnbinaisons donnant pile 3 fois sont plus

probaliles (jue la combinaison dcjiinant j)ile 4 fois, ce n'est pas

parce que chacune d'elles est plus probal)le, mais uniquement

parce (|u'elles sont plus nombreu.ses : il y en a 4, car la partie

unique donnant face peut être soit la première, soit la seconde,

soit la troisième, soit la quatrième ; c'est seulement ce dernier

cas (jui peut se produire lorsque les trois premières parties ont

donné pile.

4. Triangle arithmétique de Pascal. — I>()iS(|ue I on consi-

d»'re un grand nondjre de parties successives de pile ou face, il

est aisé de donner une règle faisant connaître la probabilité

d'amener m fois pile sur n parties. 11 est clair que le nombre

total des combinaisons possibles est 2", et que chacune de ces

combinaisons est également probable car à chacune des combi-

naisons possibles pour les ;/ — i premières parties en corres-

(') Nous anticipons un peu, par cette affirmation, sur le» résultats du
Chapitre IV. Aussi est-il bon de faire observer que cette affirmation est

donnée à titre d'exemple et qu'il n'y a paa de cercle vicieux dans les raison-

Bementa.
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poiulenl -2 pour les u parties, puis(|ue la n'^'"*' partie peut donner

soit pilo, soit face ; c'est ainsi (|ue nous avons trouvé 2 combi-

noisoiis dans le cas d'une partie, j (l;ms Ui cas de deux parties,

s (liiiis le cas de liois parties, ele.

Parmi ces 2" cond)inaisons, combien y en a-t-il renfermant m
fois pile ' Nous désii,'nerons leur nombre par ('.',[' et nous remar-

(juerons «pie, j)our obtenir m fois pile, il faut ou bi(>n (pie les

}i — I premières épreuves aienl (loinie m l'ois pile et (pie la

»'*"" doiuie face, ou bien (jue les 11 — 1 premières éj)reuves

aient donné m — 1 fois pile et (pie la ?^'*""" donne pile. La pre-

mière alternative fournit autant de combinaisons (|u'il en existe

donnai) l >n fois pile sur )t — 1 épreuves, c'est-à-dire C^'-,

combinaisons; de même, la seconde alternative fournit C",',Z\

coml)inaisons on a tlonc

CI»! p /<! — 1 . p m
n *-" ;i— 1

'+' ^11— 1
•

On déduit de cette formule la rèi^le suivante, qui conduit

au triangle arithméti((ue de Pascal (' :

On inscrit sur une premirre ligne le nombre 1 rèprlr den.r

fois ; puis on calcule chaque nombre à inscrire dans les lignes

suivantes en ajoutant au )iombrc inscrit immédiatement au-

dessus de lui le no))ibre inscrit à la gauche de celui auquel on

rajoute ; dans l'application de cette règle, on suppose menta-

lement que les lig)ies sont jn'olongées à droite el à gauche par

des zéros, (^n obtient ainsi le tableau suivant :

1 I

1 -i

1 .)
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qu'il serait possible »lo prolonger ol (jui osl tie la plus i»raiule

iilililé pour la soluhoii des prolilemes sinij)les de proitahiliU's.

Les -\
premirres lignes renrernienl les nond)res (pie nous avons

iléja trouvés au n" 2 dans les cas de i, a, i,
\
parties ; la f)'*'"®

ligne s"id)tient jiar le calcul suivant

Il
I

- -
1

14-4— >

4 -f- 6 = 10

6 -h 4 " lo

î -h I = 5
^

I -H O = 1.

I^ somme «les nombres de cette cincpjieme ligne est, d'après

ces égalités même, ilouble île la somme dos nombres de la qua-

trième ; elle est effectivement égale à 32 = 2 x il». Il v a donc

32 combinaisons possibles pour 5 parties, parmi lcs(piellcs

I donnant 5 fois pile, â donnant î fois pile, 10 donnant 3 fois

pile. M) donnant 2 fois pile, ô donnant 1 fois pile, 1 donnant

o lois pile.

On j)Out remanpier (|uc les diverses lignes du tableau sont

s\métri«jues, c'esl-a-dirc cpic les nondjres é(|uidislanls des ex-

trêmes sont égaux. Dans les lignes de rang pair, correspondant

a UQ nombre pair de parties, les nombres vont en croissant

jusqu'au milieu ; le nombre le plus élevé correspond à un par-

tage égal des résultats entre pile et lace ; dans les lignes de rang

impair, ce partage égal ne peut être réalisé et il y a au milieu

de la ligne deux nond)res égaux, |)Ius grands que les autres et

correspondant aux deux cas oii l'un des deux ^t\\r< de In piic.>

apparaît une fois de plus que l'autre.

5. Quelques problèmes élémentaires.

Pr.Miii K)iK I. L')i joueur n pile ou fnre a-l-il plus do chances

de gag)ier 3 parties sur j ou d'en gagner ô sur H :' Il convient

de préciser cet énoncé en indiipiant si le joueur doit gagner

précisément 3 parties et 5 parties ou s'il doit gagner au moins

3 parties ou 5 parties ; en d'autres termes, si le joueur gagne

fi parties, doit-on considérer qu'il en a gagné h ? C'est évidcm-
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meiil là une (juestion do convention ; nous evaminerons succes-

sixonient les deux cas.

Pretnirr cas : l'énoncé est pris au sens slritl, c'esl-a-dire (|ue

les nombres de parties gagnées doivent être précisément 3 et 5.

Un voit immédiatement sur l(^ triangle arillnnéti(|ue que, pour

gagner \ jiarlies sur î il y a j cas l;noral>les sur iG et (|ue pour

gagner 5 parties sur H, il y a ôG cas favorahles sur 25(5 ; dans

la première hypothèse hi proiiiiMIili' de gagner est donc égale à

Tr c'est-à-dire à ,, dans la seconde hypothèse elle est -,.= , ;

elle est tlonc moins élevée ; oii a plus d'avantage à parier que

l'on gagnera 3 parties sur .\ quà parier que l^on gagnera

ô parlies sur S.

Second cas : l'énoncé est pris au sens large, c'esl-a-dire ((ue

les nombres île parties gagnées doivent être au moins égaux à

3 et à ô. Le triangle arilhméti(|ue montre que pour gagner j ou

3 parties sur 4, il y a un nombre de cas favorables égal à i -\-\-=^

sur j6; pour gagner S, ", G ou ô parties sur H, il y a un nombre

de cas favorables égal a i h- S -h 28 + 5G = ^3 sur 256 ; dans

la première hypothèse, la probabilité de gagner est -. ou -A;

dans la seconde hypothèse elle est ^^g, c'est-à-dire plus élevée ;

on a plus d'avantage à parier que l'on gagnera au moins

5 parties sur H qu'à parier qu'on en gagnera au moins 3 sur \.

PiionLKME 11. Y a-t-il plus d'avantage n parier que Von ga-

gnera au moins 5 parties sur - ou que l'on en gagnera au

moins (> sur y ?

Dans la première hypothèse le nombre des cas favoral)les est

1 4- 7 4- 2 1 = -ig

sur I :iS : la |)robabililé de gain est

•i\) 1 3

Dans la seconde h\ jxitlicse. le nond)re des cas favorables est

1 -H 1) -H 3(i 4-81 = 1 3o
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sur 3i a : la probabilité de gain est

i'.\o I I

Klle osl plus olovoo : c'est dimc coUc socoiidf liNpolliése (|ui

est plus avantaiieuse.

11 est inutile de nudliplier lese\eni|)les de ces prohKines sim-

ples : jiour traiter des cas un peu j)lus conipliipiés, il est néces-

-.lire diiilroduirc 1;» noiion <rt'sj)érance inathénialicpie.

6 Espérance mathématique. — ( )ii nj)j)ellt' esprrnnce inn-

thrnuiliijiic il'uii juui'ur le jnoduil de son i;ain possible par la

probabilité qu'il a de le réaliser. Nous nous plaçons tout d'abord

dans le cas le plus simple où le gain possible est unicpie.

Par exemple Pierre doit recevoir loo francs dans le cas ou

une partie de pile ou face donnera pile : la probabilité est o,5 ;

son espérance mathéniati(pic est donc 'ni francs. Paul doit re-

cevoir I ooo francs dans le cas ou deux parties consécutives

donneront toutes deux pile : son espérance mathémati(|uc est

donc

1 ocio X o,25 = !•.')(» francs.

< )n voit (jue I expression espérance Diatlu-niatiqui' doit être

regardée comme un vocable unique, ayant un sens bien déter-

miné qu'on ne doit pas chercher à interpréter d'après le sens

usuel des deux termes : espviance et inathèmalï<iuf . Au sens

vulgaire du mot. Paul a une certaine espérance de toucher

1 ooo francs: si cette espérance ne se réalise pas, il ne touchera

rien du tout ; en aucun cas. il ne louchera 2.5o francs, montant

de son esprrance mathrnintifiue. Ceci étant bien entendu, il

n'y a j)as d'inconvénient à conserver cette expression, qui est

consacrée par l'usage ; la création de termes nouveaux présente

en eiïet rarement de réels a\antages.

(Ml dit (pi'un jeu est ^'V/Mt7a6/e lorscpie l'espérance mathéma-

tique du joueur est égale à sa mise ; l'espérance mathématique

d'une certaine somme peut donc être échangée contre celte

somme, dans lecasoii ron trouve un joueur disposé à accepter
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uncnl(ii)i jeu «'(juitnhlc. l*ar e\emj)I(\ si jo dois loucher i francs

au cas ou une partie de j)iIo ou l'aco dorwicra pile, uutn cspc-ranco

niatliétnali(|uc est i franc cl peut être vendue ceprix a unjoucur

disposé ;i prendre \\\,\ jilace. Dans ce cas là, jo puis espérer

trouver facilernonl à vetu/rr mon espéraïu'c nialliéniaticpie ; il

n'en serait pas de même si l'enjeu de la partie de pile ou face

était de cent millions ; dans certains cas la valeur commerciale

d'une espérance malhémali(iuc est donc inférieure à sa valeur

numéri(pie ; dans certnins cas, au contraire, la valeur commer-
ciale de resi)érance mathémali(jue est supérieure à sa valeiu-

numéri(pi(» : c'est une consé(juence du goùl du public pour les

loteries et des restrictions mises par la loi à leur développement :

un billet tle loterie au(|uel est attaché une espérance mathétna-

li(jue de trente centimes ('' trouve facilement preneur à un

franc.

Le grand avantage de la notion de l'espérance malhématiijue

est le suivant : la condjinaison de prol)abililés diverses entraîne

il des calculs parfois compliqués, comme nous le verrons dans

le chapitre suivant ; au contraire, pour les espérances mathé-

matiques, la règle est simple et intuitive : pour avoir Fespé-

rnncr innUiémalique totale qui s'attache à plusieurs rvènc-

meitts fortuits, il suffit de faire la somme des espéra)ices

inallifhnatiques correspoiulant à chacun d'eux.

i'aul doit jouer trois parties de pile ou face; s'il gagne la

première il touchera lo francs ; s'il gagne la seconde, 20 francs
;

s'il gagne la troisième, f\o francs. Son espérance mathématicjue

totale est .") -h 10 -i- 20 z= 35 francs ; telle est la somme pour

la(pielle il pourrait vendre ses diverses chances à un joueur

disposé à jouer un jeué(piital)le. Si ce fait ne parait pas évident,

il suflit (l'obserNcr (pie si un même acheteur acheté l'espérance

mathémati(pie de Paul et celle de son partenaire, il doit les

[)a\er toutes deu\ le même pri\, puis(pie la situation de Paul

et celle de son partenaire sont idenlicpies; or cet acheteur est

assuré de toucher -<> francs, qiioi(pril arrive : donc, pour (pie

(') Pour trouver l'espirance mallu-matique altacliéL' à un billet de loterie,

on n'a qu'à diviser la soninii' totale des lots par le nombre des billets ; ce

serait la valeur que devrait avoir le billet si l'cnlrepreneur de la loterie ne
faisait aucun gain et n'avait pas de trais de publiciti'.
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le jeu ne lui ap|H»rle ni bénolii-e assuré, ni perle certaine, il dnil

i>ayer 33 francs ii chacun des ileu\ partenaires.

On doit admettre comme évident (|ue si un jeu se compose

«le plusieurs |>arlies successives et si clia(|ue partie est équi-

table, le jeu est é(|uitable dans son cnseinl)le : ce principe est

«l'une grande utililc pour la solution de certaines (jueslions.

7. Problèmes sur 1 espérance mathématique — l'i">-

iii.KMF. 111. Trois joueurs. A, B, C, jouent à pile ou face dans

les comiiiions suivantes : A et B font une première partie,

à la suite de laf/uelie le perdant se retire et cède sa place

à C; il en est de même après c/iaque partie : le perdant se

retire pour céder sa place au troisième joueur ; le joueur qui

aura gagné deux parties consécutives touchera une somme r/î
;

quelle est fespérance mathématique de chaque joueur :

r après la première partie ? 2° au début du jeu ?

Supposons (jue A gagne la première partie et désignons,

après cette première partie, par a, b, c les espérances mathé-

matiffuos «le A, B, C (\m sont respectivement le joueur qui reste,

celui «jui sort et celui «pii rentre. Si A gagne la seconde partie,

le jeu sera lini et A en sera le gagnant ; si A la perd, il devien-

dra le joueur «pii sort, B sera celui (|ui rentre et C. celui qui

reste. Dans la prcmicre hypothèse A gagnant , A touche m, B

et C ne touchent rien ; dans la seconde (A perdant; l'espérance

mathématique de A devient b, celle de B devient c, et celle de

C devient n. Nous écrirons que l'espérance mathématique de

chacun «les joueurs est égale a la somme des espérances ma-

lhémati«|ues (pii résultent de chacune de ces deux hypothèses
;

comme la probabilité «le chaque hypothèse est tm demi nous

obiriinri". r\\\\<'\ h's ('(juatii^ins

iii b
a = -r-

'! 2

6 = «• -+-

2



I.I-: Ji:i m; l'ii.i: ol kack i;)

<jui sont faciles à résoudre cl (loiiiuiil

1,1 •>

a = - m ; o - m ; c = m
I

Toiles sont les espérances malhéinatiqiies après la première

j)arlie ; pour obtenir les esjiérances inallicnitilitpies « , h\ d

avant celle première partie, il sullit dOliserNcr (pie l'espérance

malhérnnti(pi(^ de C ne peut pas être niodiliée |>ar le résultat de

celle première partie ; d'autre part la somme des os[)érances

mathémali(iues de A et de B n'est pas non plus modiliée ; car,

pour celui qui aurait acheté à A et à B leurs chances de gain, il

est indillérenl tpic l'un ou l'autre gagne cette première partie :

enlin, on a lorcément a' = b' \ on obtient ainsi linalemenl :

. ., a -\- b '^
,

2 î

a == ^^ = —, m c = c ^^ - = —, m
2 14 7 i4

On voit qu'au déhul du jeu, la situation des joueurs A et B

est un peu meilleure que celle du joueur C ; si la somme à ga-

gner m esl I ] francs, l'espérance malhémaliquc de A ou de B

vaut 5 francs, et celle de C vaut seulement 4 francs.

Nous reviendrons sur ce problème, que l'on appelle parfois

problùne de la poule, pour l'étudier à l'aide des théorèmes sur

les probabilités.

PiinRLicMt: l\ . Pierre joue avec Paul n parties successives

de pile ou /ace et Von s e)\(ja<je à lui verser a francs chaque

fois que pile sera sorti j. fois sur 3 parties consécutives et b

francs lorsque })ile sera sorti 3 fois de suite. Quelle est l'espé-

rance mat/tématique de Paul ? Il suflil d'observer qu'il y a

n — 2 groupes de 3 parties consécutives, commençant respecti-

vement par la première, la seconde, la n — 2)'*"". Pour

chacun de ces groupes l'espérance mathémalifpie de Paul est

3a b

H ~^ 8

puisqu'il a 3 chances sur S de gagner a et 1 chance sur 8 de

gagner b ; l'espérance mathématique totale est donc

(n — 2) {^aj± b)

8
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Nous donnerons |)lu^ loin des lypes ilo proltlciiu'^ plus com-

pliqués.

8. Formules générales pour » parties- - Hans le cas un le

nombre u de parties de pile ou face esl assez grand, loinj^joi du

triangle arithmétique cesse d'être commode; il est prcfcralile

dutiliser une formule faisant directement connaître le nondiie

des comliinaisons fournissant y fois pile sur n parties. La thco-

rie des ccunhinaisons. dans lacpielle int(M'vient aussi le triangle

arithnu'ticnic. u>>u-^ a|>|>r<Mi(l (|iic rc iKunlirc •'>! doiin»'' |>;»r la

formule '

Q, ^ njn— 1) (n — g-4- i) ^ w

'

»••' q '/M" — 7)1

Mais il est aisé de démontrer celte formule par des considéra-

tions directes. Nous nous proposons donc de rechercher combien

de combinaisons diiïérentes peuvent amener r/ lois pile sur bipar-

ties consécutives : si dans l'une de ces combinaisons, nous rem-

plaçons l'une des q parties ayant amené pile par une partie

ayant amené face, nous obtenons l'une des C;^"' combinaisons

qui amcnent pile r/ — i fois ; comme nous pouvons faire cette

substitution de «/ manières diiïérentes sur chacune des C^ com-

binaisons puisque chacune délies renferme pile q fois), nous

obtenons en tout ^0„ combinaisons renfermant q — i fois pile

Q[ fi — (jr -+- I fois face. .Mais il est clair que chacune des

Cn'"' combinaisons renfermant y — i fois pile et n — q -h i

fois face est ainsi obtenue ;i — q -\- i fois, puis(|ue, en rem-

plaçant dans une telle c()nd)inaison l'une des 7i — q -h i face

par pile, on trouve une des cond)inaisons primitives, d'où elle

se déduit par la substitution inverse ; on a donc

qCl={n-q-^ l)Cr'

(•V'«.i.;i-dire

(') Nous posons, suivant l'usage, « : = i. i n , ce produit s'énonce fac-

torUlle de n.
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celle dernière équalion résullaiil du l'ail (|ue la partie uiii(|ue

aineiianl pile peut occuper soit le premier, soil le second, ...

soil le «^'"" rang, ce qui fail n combinaisons distinctes. En

multipliant ces diverses é(|ualions membre à membre on re-

trouve bien la formule donnée plus haut.

(^n peut observer enfin, et c'est là la dt-nionslralion la plus

iilile pour la suite, «pie si l'on considère le produit

(P -+- F)" -^ (P + F) (P -+- F) (P -f- Fj (P 4- F)

et si on elVectue les opérations indiquées dans le second membre
en commenc;ant par la droite et ayant soin de conserver Tordre

des fadeurs des produits partiels dans l'ordre dans lefjuel ils se

présentent, sans elVectuer la réduction des termes semblal)les,

le résultat obtenu consiste précisément en la somme des 2" com-

binaisons possibles des deux lettres P et F. Si l'on fail ensuite

la réduction des termes semblables, il est clair que le coeflicienl

d'un terme tel (|ue P'K" ' est j)récisément égal au nombre C'',i des

combinaisons renfermant r/ lois la lettre P. On retrouve ainsi la

formule du binôme de .New ton

(P + Fj" = P" + C;,P"--'F + ... -f- C;i P"-''F'^ -+- ... -h F"

dans laquelle on a C,', = C"~'. Les coellicienls C,'', reçoivent

souvent le nom île coefficients binomian.r ; ils jouent un rôle

1res important dans les (piestions de probabilité : on vient de

voir par quel mécanisme siinplt; ils s'y introduisent.

Hemarquons (pi'il résulte des considérations précédentes (|ue

l'on a

1 4- c;. + Ci -h ... H- c» + ... 4- c,r' -+- 1 -- 2"

Bonn. — r'Icmcnts do la Tlii-oric de-s Prol);il)iIil<'s a
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car le noiubro total des comhiiiaisons possibles est 2" : cette

égalil»^ s'obtient d'ailleurs aussi on développant i -h i>" parla

formule du binôme de NcNvton.

Nous donnerons plus loin n'" 17 cl 19 des loi imilcs pour le

calcul approché des valeurs de n 1 et par suite des cocriicients

C»; ces formules approchées sont d'autant pins avantai^ouscs

que n est plus iirand : lorsque >i n(^ déjiasse pas io. on utilisera

avec profil une table numéri(pie faisant connaître les loga-

rithmes vulgaires des valeurs de n ! ; on trouve celle table dans

la plupart des tables de logarithmes.

9. Remarques sur quelques paradoxes — Nous |>ourrions

borner la l'expose des principes essentiels de la théorie du jeu

de pile ou face; ces principes étant bien établis, les consé-

quences que nous en déduirons par des raisonnements pure-

ment logiques sont rigoureusement démontrées, et par suite

toute assertion contraire à ces conséciuenccs devra être regar-

dée comme inexacte, sans qu'il soit nécessaire d'examiner les

arguments sur lesquels on prétend la baser. Cette manière de

procéder est la plus conforme à l'esprit mathématique ; il me

paraît cependant préférable «le ne pas m'y tenir, car tout le

monde n'a pas l'esprit mathématique et, en ce (pii concerne les

questions de probabilité, beaucoup d'esprits, excellents par ail-

leurs, ont une certaine méliance des raisonnements logiques et

sont dispo.sés à leur préférer des raisons de sentiment. J'ai eu

récemment l'occasion de constater cette tendance chez un des

esprits les plus distingués de notre temps, bien connu par ses

publications scientilirpics et philosophiques, et dont l'éducation

mathématique a été très sérieuse. H m'a des lors semblé (|uil

valait mieux ne pas traiter ces tendances jiar le pur dédain que

serait en droit de leur opposer un mathématicien <pii jugerait

entièrement superflu de convaincre, du moment fpie .ses raison-

nements sont irréprochabli'S. 11 v a, en effet, a mon avis, un

très grand intérêt scientifique et social a ce que les principes

fondamentaux du calcul des probabilités soient admis .sans res-

triction par le plus de personnes possible ; si donc quelques

arguments peuvent amener ce résultat; il vaut la peine d'y con-
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satTor (jucl(|ues lignos hiiMi (|uo, au ixiini d; vue inalliéniati(|iie

absolu, ils soient iiiuliles.

I/uiie (les priiiLipalcs sources «le ces rais(niiieiiioiils para-

doxaux sur lesquels nous aurons a revenir voir n ' 18 est la

suivante : on cofwidèra Jin rvrnemenl futur coininc rrulisi',

sous prrle.tle (jue l'r.riirrimce a prouvi- t/u^il est extrrmemtnl
probable. On commet ainsi une erreur, sans doute très petite,

mais l'accumulation répétée de telles erreurs sullit pour con-

duire à des conséquences entièrement inexactes. Nous étudie-

rons plus loin le mécanisme malliémali()uo de celle accufnula-

tion (Terreurs ;
pour riiislani, nous nous conlenlerons de

montrer par l'absurde le délaut de ce genre de raisonnements,

Supposons que l'on joue un très gran<l nombre de j)artios

successives à pile ou lace cl (|ue l'on note tous les résultats
;

on saura a chaque instant quel est le gain ou la perte d'un

joueur (jui aurait toujours parié pour pile, l'enjeu^ étant toujours

le même à chacjue partie. Si l'on l'ait eirectivemenl l'expérience,

on constate aiséinenl (pi'au bout d'un certain nomlire départies,

souvent petit, dépassant rarement loo et presque jamais i ooo
le gain et la perte se trouvent réduits à zéro ; lorsqu'on en

est arrivé la, il y a une chance sur deux pour (jue la

partie suivante amène un gain ; s'il en est ainsi, nous dirons

que l'ensemble des parties jouées constitue une bonne série
;

sinon, nous continuerons le jeu jus(ju'à un nouveau retour à

zéro et il y aura de nouveau une chance sur deux pour que la

partie suivante soit gagnée ; s'il en est ainsi, nous aurons une
bonne série ; sinon nous continuerons encore le jeu et nous Uni-

rons bien par arriver ^ iÀAan'w une bo)me série, ^\.ù<.(\nc nous

avons une chance sur deux d'y parvenir cha(|ue lois (pie nous

revenons au zéro. Pratiquement, l'expérience montrera à celui

des lecteurs f|ui voudra la tenter que l'on oblient généralement

une bonne série après un petit nondjre de coups et (jue Ion

y \ia.v\\(ii\{ sûrement (') pourvu que l'on ait la patience déjouer,

s'il est nécessaire, quehjues milliers de coups.

(I) Je souligne ce mot, car c'est par lui que s'inlro luil l'erieur de raison-
nement; ilTaudrait dire presque sûrement, c'esl-à dire que la proliabilité jiour

ne pas n'-ussir est extrt'ineuient faible (voir au n" 18 un calcul délaiil'') ; il

Y a donc certitude pratique, et c'est ce que uiontre l'expérience, qui réussit
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Cori olaiil admis. Paul joue a\oc' Piorrc à pih^ ou fai'o el esl

iléc'idt' à prolonger le jeu jus(|u'à ce (|u'il ait réalisé une Ijonne

série ;

'
; il réalise ainsi un gain égal à la mise. Il rosse alors

le jeu qu'il reprend le lendemain contre Jean : il le prolonge de

même juscpi'à ee «ju'il ait réalisé une bonne série : il peut ainsi

ronlinuer tous les jours el gagner régulièrement une somme
égale à la mise. Si nous sup|»osons maintenant (jne Paid jonc

toujours contre le même adversaire Pierre une suite indéliniode

parties, Paul peut sans attendre au lendemain, considérer son jeu

comme interromj)u après cha(|ue bonne série el recommencer

à noter ;i ce moment la : comme rien ne distingue un instant

d'un autre et que l'on peut toujours supposer «|ue le jeu com-

mence à un instant quelconcjue, Paul réalisera ainsi un nombre

illimité de bonnes séries successives et par suite, un i^ain illi-

mité ou. du moins, <|ui ne sera limité (jue par la lenteur du jeu

et la durée de la vie humaine . Mais, sur la même succession île

parties, Pierre peut fair<^ le même raisonnement ; son gain est

donc aussi illimité, à condition (jue l'on puisse jouer assez long-

temps ; telle est la conséquence absurde à laquelle on aboutit :

chacun des joueurs réalise un gain qui croît proportionnellement

au temps. Nous nous contenterons pour l'instant, d'avoir mis

en garde le lecteur contre les inconvénients de certains modes

de raisonnement ; nous étudierons d'une manière phI^ appro-

fondie cette question lorsque nous aurons ac(|uis les principes

né<'essaires.

toujours (c'est-à-dire qui nVchouera à peine qu'une fois en loo ans si l'on

joue une partie par seconde et que l'on note tous les résultats) ; mais ce

n'est pas une certitude nialliéinatique.

() Si la pretnière partie est gagnée, elle constitue à elle seule une bonne
série.
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QUELQUES DÉFINITIONS

ET QUELQUES TIIÉOUÈiMES

10. Définition de la probabilité. — On dit liahiliiollenitMil

(|U0 la proljdbi/i/t' est le rti/iport du no}nbre de cas /avorabhjs

au nombre des cas /)0ssibles, lorsque fous les cas sont rer/nrdrs

comme cgalement probables. Cette délinition renferme en a|)-

parencc un cercle vicieux ; comment pourra-l-on savoir (|ue tous

les cas sont également probal)Ies, si l'on ne sait pas ce que c'est

que la proi)al)ililc? Kn rcalitr. il n'y a pas de cercle vicieux à

supp().<;er (pie Wm a la notion vulgaire du sens des mots « éga-

lement probable ", lors(|uc l'on veut délinir le sens mathéma-

tique précis du mot probabilité. Les logiciens (pii prétendent

construire des systèmes entièrement logi(|ues, sans cercle vi-

cieux, oublient qu'il est impossible de ne pas utiliser le langage

usuel, ne serait-ce (pie ponr délinir les termes scientilitpies que

l'on emploie et pour eonslniire les phrases dont on se sert : or,

le langage usuel tloil étn^ considéré comme um^ acquisition

globale de chaque individu. acMpiisilion (pii suj^pose un grand

nombre de cercles vicieux.

Il est cependant naturel de se demander dans tpiels cas on

regardera divers événements possibles comme également pro

bables. La meilleure réponse à cette question sera donnée par

(piehpies exemples : si l'on jette un dé ayant la l'orme d'un cube

et dont la substanc»* est homogène, il est également probable
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(|u'il niMiiiici.i I uiu- (|U(lvuiii|ur ili' >r> six faces: si, a\aiil mis

dans iiiio urno dos Itoiiles (lo inrino fornio ol do inômo siihslaïuo,

lie dilVoranI (jiio par la ooiilom ri si, apros axoir ajj;ito. on plonge

la main dans riirno, l'oxliaolion iU' oliacimo dos hoides a la môme
prol)al>ilito. H osl daulros oas plus compliquôs, où l'ô^alilo des

prohabililossora postulée j)ar déiinilion, ou sera regardée comme
un résultai {\v rexpcrience ; mais nous laisserons de côté ces

(|uestions, fort importantes au point de vue des aj)plications,

mais sans intérêt au j)oint de vue de la théorie malhémalicpu; :

pyour que celle-ci soit légitime, il suflit «pi'ij \ ait des cas ou la

délinition est applioaMe '
: la théorie s'ajiplicjue à ces cas

tout d'abord, et ensuite;! tous les cas tpii pourront se rencontrer

et dans lesquels on aura constaté que la définition fondamen-

tale s'appli<iue aussi.

11. Propriétés essentielles de la probabilité. — Désignons

par N le nombre total des cas possibles ^supposés tous également

probables, bien entendu : nous ne reviendrons pas sur cette

restriction et par ;/ le nondire des cas favorables : la prol)ai)i-

lité p est donnée par la formule

71

on voit que la probabilité est une fraction toujours 'uifrrieure

à Cuiiili' ; elle dovient égale à l'unité dans le cas seulement ou

ti= .\ : tous les cas sont favorables ; la probabilité se transforme

en certitude.

Kn mémo temps <|ue la probabilité d'un événement désiré,

on a souvent intérêt à considérer la probabilité de l'évé-

nement contraire nous supposons, pour l'instant, que tous les

événements autres que l'événement favorables sont groupés

sous cette mémo dénomination . Par exemple une urne renferme

N boules parmi lesquelles n sont blanches, les autres étant

rouges, noires, etc. On regarde comme l'événement favorable

(') .\ parler strictement, on pourrait construire une théorie purement lo-

gique sans se préoccuper de l'existence possible de ses applications ; mais une
telle théorie serait un pur jeu d'esprit sans intérêt, qui ne mériterait pas le

nom de science.
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rt'xliacllttn (Vmxc houle blanche ; révéneineiil conlraiie ou dé-

l'asorahle est alors l'exlraelioii d'une l)oule (|ui ne soil \mi>

lil.uirlii' : si nous désif^ntins sa probaliililt' par y, nous avons

N — // nq— ^ \ — ^ l —p

ear le nond»re des cas laNoiahles à i"el evcnenienl conlrain; est

évidemnicnl N — )i, puis(|M'il y a N — n houles (jui ne sont paâ

i)Ianclies.

\a\ l'orinulc peiil s écrire

p -^ q= \

c'est-à-dire <|ue : la sovune des probahilih's d'iai rcr/ienient et

de frcénenieiit contraire est égale à l'wiilè. 11 inii)0ile île hien

reniar<|ucr que l'on entend ici par événement contraire tout ce

qui n'est pas l'événement regardé comme favorable, on n'admet

pas en ligne de compte diverses alternatives : par exemple, s'il

s'agit pour un joueur de gagner une partie d'échecs, l'événe-

ment contraire comprend tous les cas ou il ne la gagne pas :

partie perdue et partie nulle.

Lorsqu'un événement est très probable, sa probabilité /; est

très voisine de l'unité et la probabilité q est par suite très voi-

sine de zéro. On dit quelquefois, dans le langage ordinaire,

que la probabilité est très grande ; cette manière de parler ne

s'accorde pas avec la définition malliéniati(|ue d'ajins la(pjelle,/>

ne doit pas dépasser l'unité : au lieu de dire probabili/i- très

grande, on devrait divo /jroùaùilitr très voisuie de tin. Le lan-

gage usuel a son origine dans le fait suivant : en réalité, on

compare l'éventualité de l'événement favorable à celle de l'évé-

nement contraire et lors(|ue la première éventualité dépasse de

beaucoup la seconde, on dit (pie la probabilité est très grande :

ce qui est très grand, c'est le rapport de la prubabililè de

l'rirncment coisidérê à la prubabilité contraire. Ce rapport

pourrait être appelé probabilité relative des deux, événements,

alors (jue la j)robabilité définie plus haut serait nommée la

probabilité absolue ; niais nous ne modifierons pas le lani^age

u>uel et dirons simplement //mbabilité et non probabilité



'
I rnoiuitii.ms nisctiNTiM es

(liisoiur. rar c o>l oollo j)rol»altililt' (|ui iiilcivirni |)ros(|uo lou-

jtiurs ol il vaut inioiix no pas allonijiM- imilili'iiit'iil l'cxprossioii

(|ui la liésigne. Il esl loulefois bon i\o savoir (|U('. dans le lau-

ijage ordinairo. non S(ionlili(|uo. on oiiiploio souvonl lo mol
prohaliililo dans le sens ik' piohaliililé rolalivo, f'osl-à-din^ (pie

Ton pense au rapport H délini par la formule

q i — ;> N — n

Par eveniple, >i une urne n'id'ciiut' i ooo Itoidcs, dont i)()i)

sont Manches et i S(Mde noire, on a en rei^ardanl conime lavo-

ralile lexlraition d'une houle Idanelie

P
—

" ",9îM>

q = o,uo 1

'^ î»!>'.)-

La pruhahililé p de révenement favorable esl très voisine

de I : sa probabilité relative U esl très tirande.

Lors(pie Ion envisage à la fois plusieurs éventualilés qui

s'exeluenl réeiproquemenl el dont l'ensemble embrasse tous les

cas possibles, la somme de leurs j>robabililés esl égale à i.

Supposons, par exemple qu'une unie renferme N boules iden-

liipies, sauf que chacune porte inscrit l'un des nombres i, a,

i m: on désignera par »i le nombre des boules portant

le nombre i, par ». le nombre de celles (jui portent le nom-

lire 2, etc. La probabilité pi d'extraire l'une des boules <jui

portent le nombre i est évidemni<iit

On a de même

'l par ^111 te

ni

n.
,

n„,

N /' ^ N

Pi -+ Pi -h ... -f- p.n =
JJ

— I

car la somme «i -+- fh •+ ... -H 7i,„ est égale au nombre lolal \
des boules.
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12. Probabilités totales. — Considérons une urne roiiror-

niaiil .\ l)ouli's, paniii l('S(|U('llos a sonl rouges, b sont hianclies,

les aulrcs n'élnnl ni l)ianelies ni rouges. La piohahililé a

(rexliaire une houle rougc esl

a

I.a probabilité ^j d'extraire une boule bianclic est

b
P N'

La probabilit<' p d'exliaire une Iilanclu^ ou rouge est évidcm-

nionl

^ = ~N-

et l'on aperçoit inumvIinliMiK^nt la relation

p = a + ^

(pii expiime le tlirorrme des prohabililès totales. Pour énoncer

ce théorème, il importe de bien préciser les conditions élans

les(|uelles nous avons obtenu la relation précédente. Nous con-

sidérons comme événement favorable, dont nous recherchons la

probabilité p, rextraclioii d une boule rouge un blanche; cet

événement favorable j)cul se produire de deux nianiert^s dilVe-

rentes, (pii s'excluent réciprocpiement, car si la boule (pi'on

extrait est rouge, elle n'est pas blanche. Les probabilités res-

pectives de ces deux éventualités sont a et ^^5 ; In probabilUr p
est ('(jale à leur somme. Il est visible que le raisonnement serait

le même dans le cas ou le nombre îles éventualités favorables

est supérieur à deux: si. j)ar exemple, on considérait comme
favorable l'extraction d'une boule rouge, ou blanche, ou \erle,

ou violette, ou jaune, les autres couleurs étant exclues. .Nous

pouvons tlonc énoncer sous la forme suivante le théorème des

probabilités totales.
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TiiùonkiiK. — Lurs</uc rt'vàiemt'tit dont on recherche la pro-

babilité peut se produire de plusieurs mauirres di/féreutes (/ui

s'eucluent rècipro</ueineut, lu probabilité cherchée est éyale à

la somme des probabilités partielles correspondaut à ces

diverses manières.

Dans les applicalions tlo co tlu-oicmc, il esl Ires impoilaiit do

vérilier cjuc la condilion iVexclusion réciproque est bien ^é^i-

liée. Considérons, par o\oniple. le problème sui\ant.

Phodlkmr V. Pierre et I\iul Jouent ér pile ou face dans les

conditions suivantes : si la première partie amène face,

Pierre a gagtu' ; s'il n'en est pas ainsi, on joue (Jeux autres

parties y et, si sur rensemble des trois parties, face eit amené

au moins deux fois^ Pierre a aussi gagne; quelle est la proba-

bilité qu'a Pierre de gagner ?

On pourrait raisonner comme il siiil : Pierre peut gagner de

deux manières diiïérenles, soit par le gain de la première partie,

soit par le gain d'au moins deux parties sur trois. Or la proba-

bilité de la première hypothèse est
;^

, la probabilité de la se-

conde esl aussi -; donc la probabilité totale est i , c'est-à-dire la

certitude. Cette consé(|uence est évidemment absurde : si l'on

considère l'ensemble de trois parties de pile ou lace, il esl bien

vrai fjue la probabilité d'amener face au moins deux fois est

égale à -, car, sur H combinaisons possibles il v en a !\ favo-

rables ;

FFP, FIT, PFF, FFF.

Mais, parmi ces quatre combinaisons, il y en a i qui ne peuvent

se pro<luire que si la première partie a donné face; or, dans ce

cas la, Pierre gagne des celle première partie et ne joue pas les

deux autres; ses chances de gain dans la seconde hypothèse

sont donc exclues par les chances de gain dans la première. Il

serait d'ailleurs aussi inexact de dire qu'il ne reste ((u'une

chance favorable sur 8, à savoir VVV et que par suite la proba-
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liilito tlf la seconde Inpullu'se ^"81^; l'ar la moitié des H cas

|)()ssil)les se Iromeiil exclus par le fait (|ue face n'a pas été

amené par la première partie, (le (ju'il faut reclierclicr, c'est la

probabilité de la seconde hyj)olhese face 2 fois sur i lorsijue

la prenjiere face a la première partie) se trouve exclue; il faut

donc amener face deux fois en deux parties (la seconde et la

troisième ; la probabilité de cet événement est
, ; la probabilité

<|u'a Pierre de gagner dans les conditions indi(|uées est Uolc

1 i :i

-\- y = ,•
2 4 I

13. Probabilités composées. — Considérons deux ur^iesdont

la première renferme N boules, parmi lesquelles a sont blanclies

et dont la seconde renferme >>' boules, parmi lesquelles a' sont

blanches. La probabilité a d'extraire une l)0ule blanche de la

première urne est

a

et la probabilité a d'extraire une boule l»lanclie de la seconde

urne est

a'

Supposons maintenant que Ion extraie une boule de chafiue

urne. Quelle est la probabilité p pour que ces boules soient

blanches toutes les deux ' Evaluons le nomljredes cas possibles;

pour cela supposons c|ue nous ayons numéroté, alin de les dis-

tinguer entre elles, les boules de chatpie urne : celles de la pre-

mière sont numérotées de 1 à N et celles de la seconde de 1 à N'.

L'extraction peut amener la boule i de la première urne et l'une

<juelcon(jue des >' boules de la seconde; cela fait N cas, tous

également probables; on peut aussi amener la boule 2 de la

première urne et l'une (juelcon(pie des N boules tie la seconde :

cela fait encore N' cas, également probables entre eux, et de

même probabilité (pie les pri'c/'dents ; à chacune des N boules

<le la [((••iitii'ie unie (•oire-.|ioiiilciil ;iiri>i \' cms : il \" a donc en
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tout .N.N" cas possil)les^' . On complciail de nirinc l»> iidiiilirc

des cas favorables; à chacune des n houles hlanclies <!(> la prc-

niière urne correspondoiil a cas lavnraMes, correspondaiil res-

pectivement à revlraclion de chacune des a Itonli^s lilanch(\s

ile la seconde urne: il \ a donc nu cas favorables cl la |>rolial>i-

lilé;? est donnée par la lorniule

aa'
P — j^>j,

•

( )n Noit (jue l'on a

et cette formule exprime le thrurhuc des ptobabililrs compo-

sées. A<ant dénoncer ce ihcorcme, nous généraliserons les con-

ditions dans les(|uclles nous l'avons établi; supposons que nous

ayons trois urnes, dont l'une sera toujours appelée la première

et dont les deux autres, supposées peintes extérieurement,

l'une en blanc, l'autre en noir, s'appelleront la seconde urne

blanche et la seconde iirnr noire. On extrait d'abord une pre-

mière boule de la j)remi«Te urne; si cette i)rerniere boule

extraite est blanche, on extrait la seconde boule de la seconde

urne blanche: si la première boule extraite n'est pas blanche»

on extrait la seconde boule de la seconde urne noire. Quelle est

la probalùlilé pour avoir deux boules blanches? Il est clair que

si l'on désigne par y. la probabilité d'extraire une boidc blanche

{•i Si nous supposons : N ;= et les X boulas numérotées o, i, a, .5, /),
;">

;

N' = lo et les N' boules numérott^es », i, -i, i, '(, T», f», 7, 8, rj, les résultats

des extractions pourront t'tre représentés jiar le tableau suivant, où l'on a
inscrit d'abord le numéro de la boule sortie de la première urne

00
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<le la prcinicic unu' (M par |'5 la {M'ohahilité d'c^xliairc mw houle

lilaiiclic (If lit sccoikIc ui"iit' h/fiiic/ir, ou a iMicor»'

lui oITol, on 110 so sorl do la seconde mue noire (|uc dans le cas

oii le proinior liiai^o n'a pas donne une houle Manclio : donc,

dans co cas on ne so tron\t^ c(M'lainomonl pas dans un cas favo-

rahlo ol le résullal du second lirago est sans importance : rion

no serait donc chan.m'" a la prohahililô dos cas favorahles si l'on

n'elïecluait pas ce second tirage, ou hion si on l'cirectuait dans

une urne de composition ahsolument quelconque, par e.teinj)le

dans la seconde urne blanclie ; nous nous trouvons ainsi rame-

nés au cas déjà traité, mais ces remarques permettent de donner

un énoncé plus général.

Tiu':oukMi:. — Lorsque CcvriicmoU dont on recherche la pro-

babilité consiste dans la production successive de deux f'vrne-

tnents, la probabilitr cherchée est ryale au produit de la pro'

babilitr du premier de ces rcriieinents par la probabilitr pour

que le second se produise lorsque le premier s'est produit.

Plus (/rnrralement, si la production successive de plusieurs

/•vénements est nécessaire, on doit multiplier les probabilités

diverses de ces événements, en évaluant chacune d'elles dans

Vhupothrse oii l'on sait qite les précédents se sont produits.

Nous hornant au cas de deux événements, il est clair (|ue, si la

prohahilité du second ne varie pas lorsque le premier s'est pro-

duit, celte dernière restriction est inutile; l'on peut, dans ce

cas, considérer les événements comme simultanés.

Donnons un exemple pour mettre en évidence l'erreur ((ue

l'on peut commettre en ne tenant pas compte, dans l'évaluation

de la prohabilité du second événement, du fait cpie le premier

s'est produit.

riiniii.KMi; \ 1. i'ne urne contient cjo boules, numérotées de

i « 90; on en extrait une ; quelle est la probabilité pour que

son numéro soit divisible éi la fois par G et par \o? Il y a

évidemment 1 chance sur l> pour (jiie le numéro soit divisible
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par 6 ot I sur lo pour <|iril soil divisiltlc p:ir lo : 1rs |)i(>lialiilitt>s

resnoclivos sont tlonr ,. et . ; i'O serait une onciir dr cttiuliiro

(pio la prnl>al)ilito composée est . ; car. I()rs(|ii'iin iionibrc est

divisible |>ar (>, il est divisible par 2 et, par suite, pom- (pi'il

soil divisible par 10. il suffit (pi'il .vo// ^///7".v//>A' /^^/r ."); la pro-

babilité pour cpie le numéro tiré soit diNisible par ro, lorsijue

l'on sait t/uil est divisiùlc par (i. f-l donc cl la \iait' valeur

de la probabilité composée est

1 I I

%^ b~To'

11 est aisé d'arriver à ce résultat direcltMiicnl ; j)()iir (pi'iiii

nombre soil divisible a la lois par (> et par 10, il faiil et il sul'lil

qu'il soil divisible par io ; la probabilité 'j est .ç •

14. Application aux tirages successifs d'une même urne.

— IMioBLtiME VII. Lue unie renfcrtm- .N bciilcs. jxirmi lesciuelles

a sont blanches. On extrtnl successivcnienl 3 boules de ruine.

Quelle est la probabililr jmtir qu\'l/es soient blanches toutes

les trois? Nous applitjuerons la régie des probabilités compo-

sées; la probabilité pour que la première boule extraite soil

blaïK'he est xt; lorsque ce premier événement s'est produit,

l'urne ne renferme plus <pic N— 1 boules parmi lesquelles a— 1

sont blanches: la probabilité d'extraire une blanebe au second

tirage est donc
.^ _ : ai)res celle extraction suj)posée réalisée,

l'urne renferme N — 2 boules parmi lesquelles a — 2 sont

blanches : la probabilité de l'extraction d'une blanche au troi-

sième tirage est donc « ;
la probabilité composée demandée

') Il n'eBt pas inutile d'observer que ces «évaluations de probabilités sont

correctes parce que 90 est divisible par '3i>; la probabilité pour qu'un nombre
intérieur ou égal à iia -f r, r étant inférieur à a, soit divisible par a est

li> I

g—-T-— ; cette probabilité se réduit à - lorsque r = o; elle est très voisine

de- lorsque M est très grand, quel que soit r < o.
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est donc

a (I I a — a _ '^

(

a — i)(a — a)

N • N 1 N •

~ N''(N— i)(?r^~ï)'

Par exemple, un jeu de iu caries renlerme j rois ; la probalùlilA

pour qu'en tirant successivement 3 cartes on ait 5 rois s'()l)lienl

en faisant N = 3j, a =
.\ ; elle est

4.3.2 1 1

3o . 3i . 3a 10 . 3i . 8 2480

ou a une chance sur 24^0.

De m«*me un jeu de .')2 cartes renferme i3 trèlles ; la prrthaM-

litc pour obtenir 3 trèfles en tirant 3 cartes est

i3.i2.ii Il 11 1

52 . 5i . 5o 17 . 5o 85(> 77.^7-.

On a un peu plus d'une ciiance sur -8.

Avec un jeu de 3 2 cartes, la probabilité analogue serait

3-2 . 3i . :5(> 4 . 3i .5 (l'2») 88,37...

On a moins d'une chance sur 88 ; la probabilité est plus faible.

Nous avons inditjué le détail des calculs, cpii se font rapide-

ment par la suppression des facteurs communs au niuniMaleur

et au dénominateur.

Puoui.i;MK \m. L'iir unie renferme N boules, parmi /csquei/es

a sont hlanehes et les autres noires; quelle est la probabilitr

d'amener en tleu.i- tirages une blanche et une noire ?

On peut traiter ce problème par la combinaison des théorèmes

des probabilités totales et composées : léventualité désirée peut

se prodidre, soit par l'exlraclion d'une boule blanche au premier

tirai;e et d'une noire au second, soit par l'extraction d'une noire

au premier et d'une blanche au second ; c'est donc une proba-

bilité totale et sa valeur est

a_ N — g y — g a aa(N — a
)

N ' N — 1 ~ N • N — 1
""

~N(jr^=~r)
•



3a PnOIlARII.ITKS IHSr.O.NTI.M KS

Le rosullat est ici ohtenii facilenuMit. iivCwo a la simpliciic du

prohlènio, mais dans la plupart dos (pioslions {\c ce genre, il esl

préférable de recourir à renuinéralion complèle des cas, par les

procédés de l'analyse comhinaloire. Kn voici un exemple.

PiuMii.KMF. 1\. Quelle esl la pvdhnhUilr (ravoir d'entrée trois

atouts à Crcartr'. Rappelons (pie Técarlé se joue avec 3 2 caries,

<lont Tune se trouve retournée elindirpie l'atout ; chafpie joueur

reçoit 5 caries. Les ô cartes sont donc choisies au hasard parmi

les 3i cartes autres que la retourne, dont 7 sont des atouts. Le

nombre de jeux possibles, lorsijue l'atout est fixé, est donc égal

au nombre tie manières dont on peut choisir ."1 cartes parmi

3i cartes, c'est-à-dire à

:5i. .U). 29. 28. 27

c'est le nombre i\(i?' cas possibles.

Parmi ces jeux, on obtiendra le nond)re de ceux (pii renfer-

ment 3 atouts en multipliant le nombre des manières de choisir

3 atouts parmi les ^ atouts par le nombre de manières de choi-

sir -2 cartes (juelconques parmi les 24 caries (|ui ne sont pas des

atouts ; on obtient ainsi pour le nombre des cas favorables

7. (). .') :i\. '.l'S

1. 2. 3 1, 2

La probabilité demandée est égale au quotient du nombre de

cas favorables par le nombre des cas possibles ; c'est a-dire

7. 0. .j. 24 • 2.3 1. 2. ;). 4. •>

3i. 3o. 29. 28. 27 *
1. 2. 3. 1. 2

Des réductions immédiates donnent ((> x .')= 3o
; 7 x 4 = 28) :

24. 23. .j 4- ^3. 5 4<>'> >

3i. 29. 27. 2 " 3i. 29. 9
~~

8091 ~ i7,.'>...

La probabilité demandée est comprise entre _ et ^.
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15. Autres problèmes.

Pnom KMK X. Eludii'r Ir prohUme de la poule l'iolilcriio 111;

par la méthode des probabilités eoniposées.

[.a promiôre partie se joue entre A et H ce ([ue nous (lésii»ne-

rons par la roriimlo

(0 AB

Si A gagne, B sort cl est remplacé par C ; sinon c'est A (jui

sort et est remplacé par (! ; nous avons donc j)our la seconde

partie les deux formules

{•i) AC BC

dans les(juelles l'accent indique que le joueur C vient de ren-

trer. Si A gagne dans la combinaison AC, le jeu est terminé
;

sinon A sort et est remplacé par U ; on a donc pour la troisième

partie les combinaisons

{:\) CB' CA'

On aurait de même pour les parties suivantes

U) BA' AB'

(5) AC BC

(6) CB' C\'

(jui. cumme un k' voit se reproduisent périudi(picnjent.

A chacfue partie à partir de la deuxième, il y a une chance sur

deux pour que le jeu cesse et une chance sur deux pour qu'il

continue. La probabilité pour que le jeu se termine à la seconde

parlie est
,^ ; pour (pi'il se termine à la troisième ,: pour (|u'il

se tennme a la quatrième ^, etc.

Ouelle est la probabilité de chacune des Inpolheses ligurées

dans les formules ci-dessus f A chaque partie, si le jeu n'est pas

terminé, ces hypothèses sont toutes deux également probables,

cette probabilité est donc , pour la seconde partie,
^
pour la

(juatrième, etc. D'autre part, la probabilité du gain d'un jituour

BoBEL — Éltl-nienU «le la Tlicoric des Probahililcs 3
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lU'lormiiH' dans I une do ces hxpollu'scsesl ôgalo a <> m ci* juui'ur

est désigne par une lellrc accentuée cl ii s'il est désigné par

une lettre non accentuée, c'esl-à-dire s'il a gagné la partie pré-

cédente ; la probabilité pour «ju'un joueur gagne par l'une des

combinaisons où il est désigné par iiiic lellrc non accentuée est

donc / si la combinaison a|)parliriii a la seconde partie, j.
à la

troisième. .. à la (inalrienie, elc.

Les prolxibililés de gain au\ diverses parties sont donc

deuxième narlio , pour A , pour B
'

I I

... III ,,

troisième —
i>

-^ ^ =^ r pour ^

quatrième — -. pour A, pour B

cinquième — r pour A, ..^ pour B

. ., I 1 I p.
sixième — ,/ + r? — r P^"'" ^

:.n T- i)'*""" partie .,„ .
,
pour A, ,^

,
i)our B

['.\n -+- a)'*™* — nrr^ pour A, ,^^^ ^
pour B

(3„-h3)**- - --L_ + __!__ _J_ pour C

La probabilité pour A ou pour M de gagner au bout de 3n

parties au plus est donc

c'esl-à-dire

I 3 /j I 1 \
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OU bien, en somin;\iil la progression géoin(irif|iit'



.^0
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par un proc-édr ((uoIr»>ii(|ii«' l;i probabililô d»; gain «le (! est un

nomhro p supérieur ;« ^ lorsfpn^ C joue avec A ou avec H :

lorscjuc A el \\ jouoiil ciilro tMi\. I.i prohahililc' demain clocharuii

il'eux est : on demande de drlerniiner/; dt* manière cpie N' j<mi

soil é(piilal)le, e'est-à-din^ de manière ipie l;i prnl);d)ilili'' de L-ain

linal soil ,
pour chaque joueur.

Si Ton se rcpurtc au\ lahleauv du prohlcmc on soil ((ne A

joue contre (! les parties de rang 3/i -h 2 et contre H les par-

ties de rang 3« -h 1 : si la probabilité du gain de A contre C

est 1 — p, sa probabilité totale de gain sera

(1 — y)) J^ -^^ H- ;- 2^ ^:^i
1 2

Nous laisserons au lecteur le soin de calculer cette expres-

sion ; il vérifiera que ce calcul conduit au même résultat (pie le

suivant, plus simple. La probabilité de gain de C est multipliée

par 2p. puisque dans clia(|ue partie jouée par G cette probabi-

lité est/; au lieu d'être \ ; la probabilité totale de gain de C est

•> in
<lonc égale au produit de _' par 2/> ; elle est donc -f- et, comme

elle doit être égale a ., , on obtient

c'est-à-dire

7
~3

p = l-

tel doit être l'avantage réservé à C ; il doit avoir 7 ciiances sur

I -2 contre ô sur 12 à A ou à B, lorsqu'il joue avec l'un de ces

joueurs.



niAlMTHK III

FOUMULES D'APPROXIMATION

16. But de ce chapitre. — .Nous avons (léj;i vu (|uc. pour

avoir les valeurs uuméri(|ues de diverses pruhahililés, ou est

amené à calculer les valeurs de combinaisons, valeurs dans les-

quelles interviennent les produits des m premiers nombres

entiers. Nous avons trouvé en eiïet,

t

;) ! [tn — p]

On exprimerait aussi avec tn '. les expressions de la forme

1 . 3 . ô 27)1 — j c'est-à-dire le produit des nombres im-

pairs ; on a :

1 . .i . 5 nm — 1) = —r-~F = m—f:ri
"

On conçoit donc l'inlérél ()ui s'attache au calcul rapide de m 1,

même si ce calcul est seulement approché. Il importe de préciser

ce que nous entendrons par « calcul approché ". Les « valeurs

approchées » que nous indiquerons par m ! dilTc'reront en réa-

lité beau«<tup de la valeur exacte, en ce sens que la di/friencr

entre la \aleur approchée et la valeur exacte sera extrêmement

grande, d'autant plus lirande (pie m sera plus grand ; mais

le rapport de la valeur approchée à la valeur exacte dillérern

très peu de l'unité, et en diflerera d'autant moins que m sera plus

grand. En d'autres termes, si Verreur absolue est très grande,
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rcrroiir rolativ»' sera tirs Inihlo. Or c't'st cello erreur rclalivo qui

iinpoilo, car les prithahililus «««hiI hIiIimum'^ cimniie quotient de

produits de factoriellos.

17. Formule de Stirling. Première approximation. — L;i

fornuilo (|U(' I On utilise j)rati(|iierueiit |K>iir le e;ileiil ;ip[)r<»el»e

de }i ! esl la suivant(\ due à Stirling

n ! = /«"«-"V^rj-n (i -f- £„).

Dans cette loiinide '
, )i désigne un nombre entier (juelcou-

que, e la base des logarithmes népériens [e ^= 2,-71828 ... ,
- le

rapport de la circonférenee au diamètre f~= 3, 1 ,| 1 ôc) ...)et i,, un

noinhri' varialiltî a\ee u, mais y///' lend vers zrro lorsque n<ni(j-

ineiitc indèfitiuneiil . Dans certaines applications il peut être utile

de savoir (|ue le produit )n„ tend vers - lorsque ?ï tend vers

rinlini. On posera \2ni„= i -h 0„.

18. Application à légalité des joueurs à pile ou face. —

Pour en donner de suite une application, proposons-nous de

calculer la prohahilité d'amener n l'ois pile en 211 parties de pile

ou face ; d'après ce qui précède cette probabilité est

2-" '" 2="' (711)='

V.w utilisant la formule du n 17 nous obtenons pour la valeur

cherchée

7 I -If- '0„v!
'.!*"

. n-" . e~'^" . >-ii 1 -H 1

\ 1 r> ;i /

ou, en simpliliant, et désignant 1 4- i„ un facteur (|ui lend vers 1

pour )i infini (£„ tend vers zéro ;

1-1- En

\/-n

(') Nous renverrons pour la démonstration de cette formnle, aux ouvragre.s

d'analyse; cette démonstration n'est pas utile à connaître pour l'euiploi que
nous avons à faire de la formule.
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* >ii \ t>il i|iii- celle |»n»l>;il»il i le décroît l(>rS(|Ur // ;Mif;iiirii(i\ 111.11 s

liiTroît tr«'s loiitomont.

Pour mesurer rn|)|)ro\iinalion |uiiir ilf faihles valeurs de ;/,

on |>iMit avoir recours au Iriaiii;!»' arilliiiitli(|ii(' : pour ;/ .t. ou

.1 I.i icl.ilinn

r>.'»'i • H- Ej

V/53tt

i|ui (innno ei)\ iron

G"esl-a-(lifc (|iii' Il ITiiir rrldtiri' i i-xt ncijalivo cl égale à euvi-

I

ron —
lOO

Si l'on remanjue (jucy/,-: est égal a environ 1,-72 on voit (juc

pour;» =: 100 la probabilité d'amener 100 fois pile sur 200 par-

lies est

1

10 X 1,772

I

c'est-à-dire à enxiroii .,. La prohahilile d'anieiirr 1 o ooo fois

pile sur 20000 parties est de même sensiblement égale à -~- •

On voit que la probabilité pour un joueur à pile ou face, de

se trouver sans gain ni perte, va en diminuant lorsfjue le nombre

de coups fixé à ravattce va en augmentant ; la proba!)ililé pour

que la partie s'équilibre au ^oo'*""" coup est -y; la probabilité

pour (|u'elle s'équilibre au 20000'*'"* est seulement _ ; la pro-

babilité pour qu'elle s'équilibre au 2 000000'*"" est seulement

——— . On commettrait une erreur grave, analogue a celle nue nous

avons signalée au n" 9, si l'on disait : comme il arrive assez sou-

vent que la partie s'équilibre, on peut toujours supposer que
le jeu recommence à ce moment là ; par conséfjuont la probabi-

lité reste constamment la même. \ii\ réalité, les longues séries de

coups avantageuses dans leur ensemble à l'un des joueurs sont

assez peu probables : mais, lorsque le jeu dure assez longtemps,
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t'IIos liiiissciil iDiit (II' iiH-mr (».ir su produire, (U elles peiiveiil

alors ctupôtlicr rtMjuilihie d»» sf proiiiiirc pcndaiil loiiiilcnips.

On s»* rend ncUcniriit cutiiplr de (clIc diriiiioilioii drs cliiiiicrs

<r»'M|uilil)re «mi cah'ubiil ri'spci'.Micc rnalli(''iiiali«|iif diiii >j>«icla-

leiir du jeu au«|u«'l les deux joueurs verseraient une certaine

somme lixe cluKine fois «jue ré(piilil)re se produirait. Nous alN)ns

faire ce calcul en sup[)osant exacte la formule approchée ; l'erreur

totale est ires faible, car ICneiir n'est sensible (|iie [)our 1(.'S

petites valeurs de ii.

l.'esp<'rance matliémati(|ue est la somme des espérances mathé-

mati(jues tlans chacune des hypothèses ou l'égalité peut se

produire, c'est-à-dire après 2 parties, /j
parties, (> parties. ...,

2H parties. Sa valeur est donc, pour les _>/< premières parties

vz-l'

1

\/ô v/3 \/n

On obtient une valeur très approchée de la quantité entre

parenthèses en la reniplaçanl par l'intégrale

rn dx r—_ = i\ln
Jo V^

•et l'on obtient ainsi, pour valeur approchée de l'espérance ma-

(hématicjue cherchée

\/r.

c'esl-à-dire à peu près 1,128 y/n. Ainsi pour 200 parties l'espé-

rance mathémati(iue est 1 1 : pour Soo parties, elle est seulement

îe double, c'est-a-dire 22 : pour deux millions de parties, elle est

1 I iS environ.

Supposons (pie l'on joue devant Paul des séries de j 000 par-

ties, chaque série étant inilépendante des précédentes, c'est-à-

dire que, la série terminée, on suppose que l'on commencera

à noter les résultats à zéro. Si Paul verse 20 francs pour chaque

série, et doit toucher 1 franc chaque fois «pie l'égalité st^prorluit,

il fera un manhé très vraisend)lablement avantageux on peut
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ini^mc (lire sùrcmonl avanlagoux, en vertu de la loi des fi;rands

nombres \oir le chapitr»^ suivanl si le nombre des séries est

consitlorablo ; si ce nombre de séries est jooo, ce (|ni porte ;i

jIcui millions le nombre total des parties jouées, il aura versé

joooo francs et réalisé un béiiélico de plusieurs milliers de

francs. Mais si les deux millions de parties étaient regardées

comme formant une série unique, la promesse faite à Paul de lui

verser i franc cliajpie fois que l'égalité se produit ne vaudrait

pas plus de i i jS francs : en la payant 2000 francs, il ferait un

très mauNois marché et ce serait une folie de la payer

40000 francs. On v(»it nettement sur celle exemple concret com-

bien serait i^rossicre rerr(Hir ipii consisterait, soiis prétexte (pie

l'on revient a l'égalité en moyenne plus de 1 ooo fois sur deux

millions de parties, à penser que l'on peut sans inconvénient,

décomposer celte série en séries partielles comprenant chacune

2 000 parties environ ; en réalité, l'irrégularité des retours à

l'égalité est beaucoup plusgratule; il arrivera fré(pieniment ceci :

pendant quehpies milliers de parties, il s'en produira une ving-

laino par milliers de parties et Paul s'imaginera qu'il va s'enri-

chir rapidement ; puis il se produira un écart e\cei)lionnel. l'un

des joueurs ayai)t, comme l'on dit \ idgairement. de la chance »

pendant la durée de quehjues centaines de parties et, cet écart

exceptionnel s'élant une fois produit, le retour ii léiialité devien-

dra peu vraisemblable, puis(|u'il faudra pour le réaliser un autre

écart exceptionnel de sens contraire ; il pourra alors arriver que,

pendant des milliers de parties, Paul ne louche pas un centime
;

l'égalité linira cependant probablement par se produire a nou-

veau et sera suivie vraisemblablement d'iine période de gains

pour Paul, et ainsi de suite. Ajoutons <pn}, si nous ajtpdons, pour

fixer les idées, écarts exceptionnels les écarts (jui dépassent .)o,

il arrivera, si l'on joue des centaines de milliers de parties, que

parmi ces écarts il y en aura qui seront encore exceptionnels,

qui dépasseront 200 ou 3oo ; et ils seront vraisemblablement

suivis d'une période extrément longue, f)0uvant atteindre cent

mille parties, pendant laquelle l'égalité ne se produira pas.

19. Deuxième approximation. — On peut, au lieu de la

formule du n" 17, obtenir une approximation plus précise; si
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l'on pose

(i) n\ =n"e-"\/iTn/(n)

on démontre les relations suivantes

i ^ogf{n -^ i) — Iog/"(n) =
(^) _ L _H _' - ^ -+- _f-(-i)''"i^(^- ')

:

( i2n« lan^ 4"^* " ap (p -h i

)

t»^

(3) lim / {n) = i.

71 = 00

Ces trois relations permettent dchtonir une approximation

aussi grande que l'on veut ; la lorniulc du n' 17 s'obtient en

réduisant le second membre de la formule (2) à son premier

terme ; pour tenir compte des termes suivants, nous poserons

en utilisant le résultat déjà rappelé

(4) fin) = 1 H- -î- -h '—,-",

On tendant vers zéro lorsque n augmente iiidélinimcnt et a étant

un coeflicienl à calculer ; on a

(3) iog / (n) = 1

„-" (
\

1-!' + ...

12 u \a 288/ n-

les termes non écrits étant en ,. On a donc

Iog /(n 4- 1) - Iog f in) = -1
(^-^^-^

-
;J

"^
\â ~ o88J \{n H- 1)*

~ nV "^ -

Or

I

n -4- 1

1

(ÏÏTTp

1 1
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Par <:uilo. on nWrivaiit niio los termes en ~. cl -,

log fin -^ .) - log/^(n) = - ^, ^ ^-L _ ^^ _K -1^) 1,-+-...

el ridentilicalion avec la formule :2 doiiiH' la valeur de a :

a = 288.

Nous ne ri'irirons pas iri la lormule [.\ car nous allons rc-

sumer les formules essentielles obtenues dans ce chapitre.

20. Résumé des formules. — On peut, dans certains cas, se

contenter de prendre

(1) ni = n"e-" \/'i-7i (1 -t- t„)

et l'on sait que î„ tend vers zéro lorsque 7z augmente indélini-

ment: r.>it.' formule s'écrit aussi

(.'. log (ni)— in -h M log n — n -j- log v/2- -h t'„

£„' tendant vers zéro lorsque « augmente indéfiniment.

On a une première approximation de c» en prenant

1 H-Oj

î •> n

Ce qui donne les formules

<3) n ! = n" e-" /am ( 1 + L±A^

n-h-J\ogn-n -h log ^^. -h ^---

Enfin une seconde approximation donne

(5) n\ = n- e-" Ji-n ( 1 -h ' -+- ' jf2"

V^ ' ' \ lan 2H8n^ /

Il est remarquable que la formule 4^ donne une approximation

aussi grande que la formule 5), si l'on y suppose que n^'n tend

vers zéro lorsque n augmente indéfiniment ; cela résulte de la
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Ibrniulc T) du j>;u;i.::r;i|»lit' pn'c/'dciil ou l'on l'jiil a = 2SS ; lo

lerme ei» ^^ disparait. On olilit-iil, par 1111 calcul <pie nous omcU

tous une troisirmr aj)pr()\iinali()n pour loi; >t !

(G) log {n !) :^ In H- i) log n — n -f- log y'au + -J-
— -.±-^

Signalons eiilin la fonnule suivante, dui» a AI. Forsvlli

(lui (Mpiisaut à la lormulc (i dans laciuellc î-,'t_îL serait rejii-
' ' ,)(J0

placée par -^ ; l'erreur comprise sur log (n !) par l'emploi de
I J^L^

la formule (7) est donc à peu près égaie à -,i—,, tandis que

l'erreur commise par l'emploi de la formule (4) est environ

1

iÏGÔn^'

Pratiquement, les formules (i) et (2) suffisent pour les appli-

cations numériques courantes : les formules (3), (4), (5), (6) sont

utilisées dans les recherches théoriques.
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ÉTUDE APPROFONDIE

DU Ji:U DE PILE OU FACE

21. Formule fondamentale. — Cherchons qu'elle est la pro-

babililc puur (juc, ou un parties de pile ou l'ace, on amène pile

m — h fois et face m -\- h fois : celle prohabililé p est donnée

par la formule.

1 (2m) !

P = 2-'" (m — h)\{in -^ h) !

Noos allons calculer log p en évaluant les factorielles au

moyen de la formule 4; "^"S aurons, en désignant par 5 un

nombre compris entre o et 1 , nombre qui n'est pas le même
dans les diverses formules :

log;) =— 2m log 2 + ( vtni -+- 7 )
log (r>7n) — 2w -h logy/u- -\

^

_
(^

„i _;,+ » ^ log (;,!_/,) -H (m-;»)- log v/-*^-,^|^_^j

— (^m -f- h^
^ j

log (m -^ A) + (w 4- A)— log
\J:>~ y^m -^ h

Pour simplifier cette formule, on remarque que l'on a

log (a/n) = log 2 -t- log m

et que le coellicient 2111 -t- \ de log m peut être décomposé
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riilltilit' il ï-llit

2m -i- - ^^ H (m — Ah— ) 4- \vi -+- h +- - ).
2 •>.

^ t / \ 2/

On j>out vies lors écrire

lo^r p = — ^^
log 7)1 — log t /z H- e,„

-4- (m — /i -H -
)
[log rn — log (m — A)l

-h (m -h h -h -] [log m — log (m + /i)]

en désignant par £,„ la somme

_ 1 + 9 _ 1 -M 1 -+ e

"' 2iwi 12 {tu — h) 12 (m H- h)

f]u\ est très petite lorsque m et m — h sont très grands.

Or on a

log m— log (m — Al)=— log 1 )
=

1 o + Q 3 -i-

log m— log (m H- A) =— log i h— = — -\ ^
— „—5 h- . .

.

Ces séries sont convergcnles du nionicnl (|ue Ion suppose

h < m. On en conclut

m :>m"-

i h
.

i h-

Le produit (m t- /« + '

j
|

log m — log m + h,] se déduit

du j)recédent par le changement de h en — h : on en conclut

iinalemonl

log p :^ — log m — log V'
~ h- Ir
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l.es lormos non oi-rils roiirorinenl tn en ilciuniiiiialour avec

un exposant au moins ôgal à 3 et IVxposanl do //. (jui |>oul v

tigurer on numôratour. dépasse au |)lus d une unilé l'exposaMl

do m.

('.onuiie h est toujours inl'ericMir ii m ees termes sont inférieurs

en \aleur absolue au l'irne négatif — : d'ailleurs lorsciuem '

h' est grand par rapport a m, ee terme négatif est grand en va-

leur al»solue et par suite log/? devient extrêmement petit : e'est

co (pii se produit si l'on suppose, pour lixer les idées h' >> m- ;

on a alors

f^' ^ ^'' ^ r

dp <e— v''* < e— /"*•

Si, par exemple, m = i ooo, et h > i oo, ^est inférieur à e— 'o

si m = 1 ooo ooo et /i > loooo, p est inférieur à e— '"o, La

valeur absolue do p est ici assez faible pour que l'on n'ait pas

besoin d'une grande précision relative dans son calcul ; aussi

allons-nous continuer le calcul de la formule d'approximation en

supposant h^ < ?/i- ; elle devient alors, en négligeant tous les

termes <|ui renferment m- en dénominateur

\ogp = — ^ log 7n - + £,„ —
^^^

et par suite

p == "7= ( 1 H- r,m),
yjmr.

en désignant par yj», comme par e,„ un nombre qui Jend vers

zéro lorsque m augmente indélinimcnt.

Cette formule généralise celle que nous avions obtenue au

n 18 en supposant A = o ; elle est d'une très grande impor-

tance ; aussi n'est-il pas inutile de bien préciser qu'elle est une

conséquence analyti(jue immédiate des formules des combinai-

sons, et qu'elle ne renferme aucune autre hypothèse.
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22. Unité d'écart. — Il rst commode do transformer la formule

on \ posant

le nombre h s'appelle Vi'cart.

La f|uantilé /,,i prend le nom (Vunilr ilrctnt et > sapp.-llt'

Vrcart relatif \ on obtient alors

et l'on voit que le terme exponentiel ne dépend que de la valeur

de Vrcart relatif /., ce qui justilie son introduction.

Lorsque h et m sont des nombres très grands, on peut faire

varier // de plusieurs unités sans que X varie sensiblement. Dési-

gnons par h^ et h^ deux nombres entiers voisins et cherchons

la probabilité pour que l'écart h soit compris entre A, et h^ ;

d'une manière plus précise pour (|ue l'on ail

Nous poserons

et nous supposerons ).i et /^ assez voisins pour (|ue l'on puisse,

sans erreur sensible, les remplacer par un même nombre X

dans l'exponentielle e~ ^-^
()., <; X •< Xj ; la probabilité cherchée

est alors égale à la somme d'autant de termes qu'il y a de va-

leurs de h ; comme cosjermes son! égaux sa valeur totale est

^ = (]h-K) ' e-'''{^ +-.„.)
y/m-

ou, en rempla(;ant h> et Ai j)ar leurs valeurs et remar(|uanl que

le facteur y/m disparait

= ^;^ .->-(. +'.,„).

Cette formule a ceci de très remarquable qu'elle renferme

seulement les écarts relatifs X. Kilo fait connailro une homogé-

néité spéciale aux questions de probabilité.

ik>iiEt — tléuients Je la Théorie des Probabilités k
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Prenons par exemple m = 200, h\. ~ ô, /ij = 7 ; on se pro-

pose diHH" lie reeherclier quelle est la probaMIité pour <|ue le

iu»nil»re de parties amenant pile, sur 200 parties de j)ile ou

lace, soit io5 ou lolî, e'est-à-dire soit supérieur ou égal à loS

et inférieur à 10- : on a iei

i/m = it» )., = 0,0 Xj = 0,7.

Les valeurs de À ijui interviennent dans l'exponentiell»» sont

0,5 et o,(> dont les carrés sont 0,25 et «),3G ; on peut prendre

environ o,3 ce (pii doiuie

e— '•- e—o."*

—j=- = —7^ = o,4x

La proi)al)ilité demandée est ilonc à l'approximation des chi^

fres écrits

P = ().j — >.,) X 0,40 = 0,3 X 0, \-i — o.osî.

Prenons maintenant 2m= 20000, /?, = 00, k^ = 70 ; les va-

leurs de ).^ et de Xj seront les mêmes, et par suite /a probable

lilr sera la mnnc. La pr()l»al)ililé ici délinie est la prohahiiité,

en 20000 parties de pile ou face, d'amener un nondjre de fois

pile égal à ' à looôo, ou looôi, ou loo.ï :>..., ou looGg,

c'esl-a-dire supérieur ou égal à looôo et inférieur à 100-0.

Cet exemple précise bien les conditions d'homogénéité ; il ne

serait pas exact de dire que la probabilité d'amener looôo fois

pile en 20000 parties est la même (pic celle d'amener io5 fois

pile en 200 parties; elle est en réalité environ 10 fois plus

faible ; à la probabilité d'amener io5 fois pile en 200 parties cor-

respond en réalité la probabilité d'amener en 20000 parties un

nombre de fois pile comprisentre ioo5o et 10069 ou, si l'on

préfère, entre 10045 et 100.54), c'est-à-dire la somme de 10

probabilités à peu près égales entre elles.

(•) Il aurait été plus correct de prendre /ij = 4^, ^2=^-'' Jont la moyenne
ett 55 de même que la moyenne de tl^ = 5 et ^2 =: 6 est 5,5. Mais nous
n'ineistons pas sur ce point, car on emploie pratiquement presque toujours

les int(^-grales comme nous l'expliquerons tout à l'heure.
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Le procédé de calcul que iujus venons d'in(ii(|uer ne l'ourriii

(|u'unc ap|)r()\iinatiun assez uK'diocre, mais qui cejiendanl est

souvent sullisanle ; pour en facililer l'emploi nous donnons ci-

dessous une laUe des valeurs à un milicme près du fadeur

-L^-X»
>/r

pour certaines valeurs (l(> À

À
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nianl imo ï^uilo ronliiuie; on osl ainsi conduit à remplacer la

formule i )
qui donne P par la suiNanlo

On remarquera dailleurs (|ue, en verlii du lliéorcme de lu

moyenne, la valeur de cette intégrale est donnée par la for-

muie ( I ) dans laquelle >. est un nombre compris entre h et Xo.

I/avantage de la formule ^^a , c'est (ju'on n'est plus obligé d'y

supposer que )., et h sont très voisins l'une de l'autre, car si

l'on suppose )., < h < h et que l'on pose :

on a

Ceci se généraliserait pour un nombre quelconque d'intervalles

successifs de variation de /.

La probabilité P pour que / soit compris entre — a et -h a

est

Lorsque a augmente indéfiniment cette probabilité tend vers la

limite

P,, = |. e-''dl.

Or, on démontre aisément que la valeur de celte intégrale est

l'unité i^' ). Ce résultat appelle quelques observations.

() Voici la démonstration la plus simple; posons
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Si, au lieu d'employer des formules approchées, nous avions

eniploN t' <les formules exactes, il est hien clair (|ue la prohahi-

litc totale pour ipie l'écart relatif), prenne toutes les valeurs

«pi'il est susceptible de prendre serait égale a l'uiiitf. Or. <jn a

posé

•:m

et h [)eul varier de — ;/* a -i- m puisque le nombre m -r- h des

parties gagnées peut varier de o a un. Dore À peut varier de

— S^mîx -h v^m et par suite /. de o a m. .Mais dès <pie m est

un peu grand, e— '• devient négligeable lorsque À- dépasse m ;

par exemple si m = loo, e— '" est inférieur à io~*'; c'est

une (piantilé absolument négligeable dans tous les calculs.

On ne commet donc auctine erreur en étendant l'intégration

à l'intervalle — x; , 4- x; , au lieu de se borner à l'intervalle

— m, -\- m et il est remarquable (|ue la valeur totale de la pro-

babilité ainsi obtenue soit précisément égale à Vwiité, bien que

la formule utilisée soii simplement approchée; cela prouve que

les petites erreurs entraînées par les approximations faites au

n" 21 se compensent mutuellement. Cette circonstance est avan-

tageuse pour l'application des formules, comme nous allons le

voir.

on a aussi

e—y-dy
;

et, par suite

-•+» /'+^
J2 = L e-^—y-dxdy

" J—Vl J Tj

si l'on transforme en coordonnées polaires cette inl/'^rrale double étendue k

tout le plan, il vient

"1 r.

Ji ^ *-
I I e ^'oc/odio =r '

I
-

" = I

%Jt) «. o
''

. I>

donc

J = I.
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24. Défmitiou de la fonction H,/,,. — On désigne l»al)iluollo-

nit'iil par *^ / la pinlialiiliU' pour cpio lïrarl relalif soil compris

eulro — À el -H / ; on pose donc

\'-.'->.

ou, ce (jui revient au même

On a calculé des laMes de la fonclion w >. , d'un usage cou-

rant dans les applications du calcul des probabilités; donnons

seulement ici ((uehpies unes des valeurs de cette fonction. "Nous

donnons aussi les valeurs do la dilTérencc i — ^fX) ; on a :

v/-,

"'^Vx

«(X) I —Ha

o,a

0,3

0.4

0,5

0,6

0.7

0,8

0,9

I

i.i

i,i63

1,5

1,821

a

3327

3

3.ia3

3,4c

3,7f,3

4

0, irr»

0,2227

o,328G

o/,a84

0,5

o,5ao5

0,6039

0,6778

0,7421

o.79''>9

0,8427

0,8802

0,9

0,9661

0.99

<j, 99.03

^'.999

^'.9999

0.999979

^'.99999

".9999999

o,999f*99985

0,8875

0,7773

0,6714

o,r)7 1 6

0,5

0,4795

0,3961

o,3a22

0,2.579

0,203l

0,1.573

0,1198

0,1

0,0339

0,01

0,0047

0,001

0.000 1

0,000021

0,00001

0,00000 1

0,W)0000I

0,00000001

5
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Oïl voit avec quelle rapidité «(Xj s approche de ruiiilé lorsijue).

iuii^ineiile ; pour /. = \ la valeur i — «ai est égale a ^^^\ c est

une (|uanlité presque toujours négligeable dans les calculs pra-

U(|ues.

La lal)le précédente permet de résoudre avec une approxima-

tion sullisanlc les diverses questions que Ion peut se poser sur

le jeu de pile ou lace. Donnons-en (|ueIi|uos exemples.

25. Problèmes où l'on utilise h (À).

Pkoblkme X\ 1. — On joue 200 parties de pile ou face; quelle

est la probabilité cFamener pile plus de 1 10 fois? On a ici,

A == 10, VI = 100 ; donc [^)

\ ni

La probabilité pour (jue l'écart relalildépasse 1 est 1—e(i )=o, 167

d'après la table; mais on doit prendre garde que nous désirons

ici que l'écart relatif dépasse 1 dans un sens déterminé, c'est-à-

<lire que nous tenons compte seulement des cas où l'on amène

pile plus de 1 10 fois, et non pas de tous ceux où l'on amène pile

ou face plus de 1 10 fois: on <loil donc diviser par 2 la probabi-

lité précédente, ce qui donne o,o-'H. Telle est la probabilité de-

mandée ; elle est égale en\iron ii un treizième.

l'uiiin-KME XVll. — Quelle est la probabilitr pour que, sur

20000 parties de pile ou face^ i écart absolu dépasse 3oo,

c est-à-dire pour que pile soit amené moiiis de 9 'too fois ou

plus de ) o 3oo ':

L'écart relatif est ici y -i**L_ = 3 ; la probabilité (|u'il soit dé-

V 10000

passé est 1
— «3, c'est-à-dire 0,00002: il y a donc environ

P) Il serait plus ripoureux de prendre /( := in.'i afin de donner à >. une

valeur moyenne entre la Taleur qui correspond à ^ = lo et la valeur qui

correspond à /i = 1 1 ; nous né^'ligerons celle correction, assez peu importante;

noais il était utile de la signaler au lecteur désireux d'elTectuer les calculs

avec précision.
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I chaïuo sur .*>«»ooo pour que se |)roiluise l'évenlunlilr visr(^

dans l'énoncé.

26 Ecart le plus probable, écart probable, écart médian —
l.a prol»al)ililt' iHuirinic Ifcart soi! (((inpiis entre /, cl Àm'sI

.h«(X,)-e(X.)] = -i- /"-.-'V).

l.(MSt|uo l'inlervalle /^ — À, est conslanl. colle |)roljal)ililé

diminue lors«jue la valeur absolue de /augmente ; elle est la plus

fciraiule possible pour /. = (»: c'esl-ii-dire (jue Vccarl le plus pro-

bable est l'écart nul. Il imporle de bien préciser le sens de celle

conslalalion. Suj>|)OSons que nous lassions un grand nombre de

séries de 200 parties de pile ou face et que nous notions, à chacpic

série, le nombre de fois ou sort pile. Lors(|ue pile sortira

loi) fois, nous dirons (jue l'écart est nul; lorsi|ue pile sortira

loi fois (ju'il est égal à 4- 1 et lorsque pile sortira 99 fois, qu'il

est égal a — 1. Sur un grand nombre de séries, ce seront les

écarts égaux à zéro qui seront les plus nombreux ; ils sont plus

nombreux que les écarts égaux à -1-
1 , plus nombreux aussi (|ue

les écarts égaux à — 1 , ruais îuoius nombreux que ces deux

catégories réunies. D'ailleurs, les formules des coml)inaisons

«lonnenl. d'une manière plus précise (jue les formules appro-

chées, le rapport entre la probabilité de l'écart r», de l'écart -+- 1 ;

ce rapport est

t. : C = =1,01.
•JfKJ U'K) 100

()i\ ii[)[)Q\\c écart pî'obab le OU valeur moyenne de l'écart la

somme des produits obtenus en multipliant chacun des écarts

possibles par sa j)robai)ilité. Mu d'autres termes, cest l'espérance

mathématique d'une personne qui devrait recevoir une somme
égale à l'écart. Dans le calcul de l'écart probable, il importe de

préciser si l'on prend la valeur algébricjue de l'écart ou sa valeur

absolue ; flans le premier cas, la rpiantilé cherchée est /'videm-

ment zéro, car les écarts négatifs sont aussi probables que les

écarts positifs ; aussi fait-on le plus souvent la seconde conven-

tion, c'est-a-dire que l'écart est pris en valeur absolue. La
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valeur de l'écart prohahle est iiiors ('vidoturnont (ioniiéo parl'iii-

irgrale

car la probahililé «l'un écart compris en valeur absolue ontrr À,

et ).j est -^_
I

i—'-'d/.. Ainsi /a valeur moijenne de frcart

relatif est ' = o,')()(i3... La valeur de l'écart absolu soblient

V'-

en multipliant cette valeur par l'unité d'écart \,''î- Ainsi sur une

série de 20000 parties, la valeur moyenne de l'écart est

1(K) ... ....

V/t:

Telle est l'espérance malhémati(jue d'une personne qui ilevrail

recevoir une somme égale a l'écart : mais ce n'est pas l'écart ({ui

se réalise le plus souvent ; l'écart qui se réalise le plus souvent

est l'écart zéro.

Nous donnerons le nom (Yrcart mrdifln ii une valeur telle que

l'on a des chances égales à parier qu'elle sera dépassée par l'écart

ou à parier qu'elle ne sera pas dépassée. La valeur de l'écart

médian correspond donc à la valeur de À pour lafjuelle on a

On voit dans la table du n" 24 quecette valeur est).= o,47<JîJ-

Telle est la valeur de l'écart relatif médian (') ; l'écart absolu

médian est égal au produit de ce nombre par ^/w; en reprenant

l'exemple précédent am = 20000 , on trouve

Ainsi sur 20000 parties de pile ou face, on peut, avec chances

égales, parier rjue l'écart dépassera j- ou (ju'il sera au plus égal

(>) On appelle quelquefois cet écart : i-cart moyen, mais cette appellation

me parait défectueuse, car il n'entre dans sa définition aucune idée de

moyenne.
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à 4'- On voit que l'écart médian osl inférieur a Ifcart probable

ou moyen ; leur rapport est égala 0.843 environ.

27. Valeur moyenne dune fonction quelconque. — D'une

manière générale, on appelle valeur probable ou valeur moyenne

«lune certaine fonction/ ). «le l'ét'arl ) la somme des produits des

diverses valeurs possibles de celle fonction par leurs probabilités

respectives. Nous désignerons cette valeur par fl» [/(X)]; on a :

M Ira)] = -. l

'^ "^

/(>) e-''''di.

])';ij)rt'> tt'ih- (jiliiiilion on a :

M (X) = -i.
f'^

"
Xe->--c/X = o

V - J— » V'^

La première de ces relations exprime un fait évident : si une

«juantité est constante, sa valeur moyenne est égale à elle-même ;

les deux autres équations sont l'expression de résultats dt'jà

obtenus au paragraphe précédent.

Calculons la valeur moyenne de ).-, c'est-à-dire du carré de

J'écnrl : on a

Or on a (')

\Jr. ./—oc

Pj bi Ion pûae, d'une manière générale

=
I

Xv-'-'rf/.

J— o
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t'i l'un en cuiiclul :

Si au lieu des écarts relatifs on considérait les écarts absolus

h = ).\/)n . on trouverait

Il est intéressant de comparer la moyenne des carrés des écarts

avec le carré de leurs valeurs absolues ; on a :

« ih^) 771 T.

'

2

Ce résultat remarcjuable, qui ne rcniermeque les rapports des

écarts, peut être soumis à une vérification expérimentale.

Mais nous reviendrons sur ces questions au Chapitre suivant

à propos de problèmes plus généraux que ceux que pose le jeu de

pile ou face.

le calcul des intégrales J„ se déduit de la formula

d).
[>'""' «~^''] = (n — I) a'*—^e— '>- - 2A"e—>>-

qui intégrée entre les limites o, + x donne 'on suppose n — i > n) :

(n — i) in—-?. — ^ J;i = o.

D'autre part, nous avons trouvé directement

on calculera par la formule précédente, tous les J„. On a, par exemple :

J.,
I . .} . 5 .i/. , './. t o.:>/. , i..>.3.7./
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28 Etude des épreuves répétées dans le cas général- —
>>uus allons l'iondie les rosultats «lu cliapilre piviodenl au cas

où Ion considorc, au lieu du jeu de pile ou face, une série

d'épreuves dans laquelle la probabilité des deux allernatives a

une valeur quelconque, supposée constante dans la série, mais

non égale nécessairement à . Nous désignerons par p la pro-

babilité d"une des alternatives, que nous appelerons alternative

favorable, pour fixer les idées ; la probabilité contraire sera

y = 1 — p. Si l'on fait n épreuves consécutives, la probabilité

pour que k d'entre elles soient favorables et n — k défavorables

est, si l'on spécilie l'ordre dans lequel doivent se succéder les

épreuves favorables et défavorobles, égale à p''q"~''
; si l'on ne

spécifie pas cet ordre, il fout multiplier ce nombre par le nombre

r.* des combinaisons possibles ; ou obtient ainsi la valeur

n •

• — h\{7l—k\)P'^

Par exemple la probabilité d'amener le point (i précisément

deux fois en lançant un dé 3 fois de suite est

3! /i\*5 _ 5

1 ! 2 ! \(l/ G ~ 72

En elfel, î combinaisons sont possibles, suivant «pie le coiq>

de dés n'amenant pas 6 est le premier, le second ou le troisièmo

et la probabilité de chacune de ces combinaisons est (^j l^y
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Reprenons la valeur g/'uéralc de P et clierclKins a l'cNaluer

appro\imali\enienl lors(|ii(' ti cl /»• sont Ires yiands. Il est aisé

(le voir que I* est rnaxinmin lors(|ue A* et 7/ — /.• sont respective-

ment égaux a )ip et w/ en suj)j)Osanl('es nombres entiers : sinon

il faudrait dire : égaux aux entiers les plus voisins de nj/ et de

nq). Nous poserons

k = n}) -\- lyn

et, par suite, puis(|ue p h- </ est égal a 1 , nous aurons :

n — /i := nq — (yti

nous aurons alors

logP==log(;j ! )
— \og\np-\-tyn) !

— \og{nq— t\/7i)

-+- k logp -\-{n^k)\ogq

et nous utiliserons la formule '2 du n° 20-

Nous remarquerons que l'on a

logn ! = (^n + ^)
log n — n -^ log\/o:r -4- i^^'

et que l'on peut écrire

(« H- 1) log n -h k \og p -\- {n — k) \og q = (k -\— J log np

-+- y^ — ^-^l) log nq - i log pq

11 vient dés lors :

log P = — ^ log npq — Icg V/2TC

_(n;.H-.v/n-^:)log(' +
-J,-)

— («7 - f\^n 4-
l) log A ^\

\ qVn/

-1-
' -<-^" _ V+ '^fc _ I H- e„..;t

n n 11 /f 12 {n — /.)
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hii supposant mlcriour a i , on a

p\/ti

/_-J i^ '1 \

On nlititMil ainsi aisénienl :

r-
log P = — ^ log ^-npq —

^^^^^^

H- -^ /J^
1 \ _L_ / 1 _ 1 \

6v/n U' îV
~^ o^n '/) 5-/

"^ "*

les termes non écrits étant beaucoup moins grands que les

termes conserves.

Le plus important de ces termes conservés, (pii disparaissait

lorsque nous supposions p =^ q est le suivant

6v/w \P^ ï7

Mais il est aisé de voir, par une discussion dans le détail de

laquelle il est inutile d'entrer, que ce terme est pratiquement

négligeable, sauf dans le cas ou —r ne serait pas petit (').

p\/n

En ne conservant que les termes principaux, on a

I f2
log P = — log i-nnn

(>) L'introduction de ces termes complémentaires a pour effet de remplacer
la courbe symétrique des écarts par une courbe disnymàlrique ; ces courbes
dissymétriques ont été étudiées par divers mathématiciens et notamment par
K, Pearson, Nous n'en parlerons pas ici.
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nous poserons

t = \f2pq X

et X sera l'écarl relatif, l'écart absolu est l\/n =:l^2npq de sorte

que l'unitr d'écart est ici sjv^npq ; avec les notations du cha-

pitre précédent, nous avions :

I i

n = im, p = , g = -

et par suite

y-mpq = y m

La probabilité P s'écrit

P = ^~~ e->>-

y2T:npq

c'est la probabilité pour que l'écart relatif ait la valeur). ; la pro-

babilité pour qu'il soit compris entre /,, et ).j, supposés voisins^

est

{\, —X,) \/2 npq ^_^, ^ l, — X, ^_.^

y-niJipq \/'-rr

La formule est exactement la même (pie dans le cas particu-

lier examiné en premier lieu ; la définition de l'unité d'écart a

seule eu besoin d'être complétée ; les conséquences sont donc

les mêmes et il est inutile de les répéter à nouveau ; nous allons

insister sur quelques conséquences nouvelles, qui ont reçu le

nom de loi des grands nombres, ou théorème de Bernoulli.

29. Loi des grands nombres- — Supposons que l'on effectue

n épreuves successives, et désignons toujours par p la probabi-

lité de l'alternative favorable et par q la prol)al)ilité de l'aller-

natJNC contraire. Si nous désignons par ). l'écart relatif, le

nombre des événements favorables sera, d'après la définition

même de l'écart relatif, np 4- X sj-^npq et le nombre des événe-

ments contraires sera nq — ). sj-xnpq\ leur rapport sera

X sj 1-^—wp -f- A y/ inpq

nq — À \ inpq
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calculons la dillorence entre ce rapport el le rapport y des pro-

babilités : on a

fip -f- l \':inpq _ p __ >^ V anpy (p 4- g)

nq — X \/'>.txpq ^ 5' ('ï? — ^ v'awpg)

En observant (jue Ion a p -^ q ^= i et en supprimant le fac

teur \hi, cette flilVérenee prend la forme

x^ipq

q^ y 71 — Xç Y^pq

Le numérateur renferme le facteur / et le dénominateur ren-

ferme, dans son terme principal le facteur y/w; la différence cal-

culée croît avec / et décroît lorsque « croît. Pour une valeur

donnre de À, elle tend vers zrro lorsque n augmente indéfini-

ment; donc, si l'on suppose l'écart relatif X inférieur à un

nombre fixe le rapport entre le nombre des événements favo-

rables et le 7iombre des événements contraires, tend vers le rap-

port - de leurs probabilités, lorsque le nombre des épreuves

augmente indéfiniment. C'est la loi des grands nombres ; on

voit qu'elle se réduit, sous cette forme, à la simple constatation

d'un fait analyttique.

30. Théorème de Bernoulli. — Si nous observons mainte-

nant que la probabilité pour que la valeur absolue de À dépasse

un nombre A est i — e (A) et tend très rapidement vers zéro

lorsque A augmente indéfiniment, on pourra donner ce nouvel

énoncé.

TnÉoncME DE Jacques Ber.noulli. — Etant donné un nombre e

aussi petit que l'on veut, la probabilité pour que la différence

entre le rapport observé,du nombre des évènemeiits favorables

et le nombre des événements contraires, d'une part, et le rap-

j)ort théorique - , d'autre part, soit supérieure en valeur ah-
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soliie à î, iejid vers zéro lorsque le nombre n des épreuves

augmente indéfiniment.

Kcrivons, en eiïet, que la «lilÏÏTence calculée plus haut est

>u|>érieure à é, nous ohlenons

}\^M_

c'esl-iMJiro

q*\n — \q\/ ipq

tq* \fn

>

> >
\ ipq ± ^ V *P7

La probabililc pouiciuc la relation précédente soit veritiee

est

1 — e
e^* y/n

\J"ipq ± ^q v^pq

Or, p ei q sont fixes : donc, quelque petit que soit £, le pro-

duit é^/n augmente indéfiniment avec n et par suite la probabi-

lité tend très rapidement vers zéro. Donnons quelques exemples.

31. Quelques problèmes — Problème WIII. On jette un

grand nombre de /ois un même dé, la probabilité d'amener le

point 6 est g; on calcule le rapport entre le nombre de fois oii

sort 6 et le nombre de fois oii il ne sort pas ; au bout de com-

bien d'épreuves la probabilité pour que ce rapport digère de .

de moins de est-elle inférieure à —a
*

lOOO ' 10'»

On a ici /3
— j- 9 = ^ ; d'autre part, pour que i — © / soit

inférieur à -», *• doit dépasser 4 '> on doit donc avoir

BoKKi — ÉlémcnU de la Théorie des Probabilités

(trv^-^iv/'-ê
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fe (jiii (IniHUMMi ii«>i;li^oant le scioiul lerino ,lii «loiioininaii'ur.

Il siillit (Udif «|uo Ton ail n > joooooo.

l^noiii.KMF \l\. /'au! jonc confrc J'icrrr à Jeu )wn rt/ui-

tahlo ; les enjeux étant égaux, on suppose (/ne In probabilité

de gain pour Paul à e/iat/ue partie est -f- a, celle de Pierre

étant par suite — a. Combien de parties doivent rtre joures

pour que la probabilitr que J'i/ul se retire du j'en avec Ufie

perte soit inférieure à .

' '
1 ooo

Nous supposerons que a est un nombre assez petit pour (|ue

nous puissions négliger son carré: on a

71 1 — 2ï' a
2

-Nous prendrons 1 -+- .\y. pour valeur de -
; pour que Paul se re-

lire du jeu avec une perle il faut que le rapport entre le nombre

des parties gagnées par lui et le nombre des parties perdues

soit inférieur à 1, c'esl-à-dirc diiïere du rapport théorique de

plus de .^y., dans un sens déterniiiu' \ pour que la probabilité de

cet événement soit inférieure ii ' -, il faul (luc l'on ail
1 000 '

1 -e(X)>.'-

« :x) > 0.998

ce fjni donne, en se bornant au cliillVe des dixièmes

À > 2,:i

Nous ne ferons pas d'erreur sensible en rcmplacanl /; cl q par

- dan<; In rniriude n'* 29 et en y négligeant le second terme du
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dénoiuiiiali'ur ; il \iciil alors

1

X ,-

_ V = 4»

r
oïl en loiiclul, X devant cire supérieur a 1,1

Si l'on prenfi, par exemple a = -, il vient

f 320)^
n >» ^ ,/ = jj^* = :i 02.)

l(>

Si donc les probahilités de .i^ain pour les joueurs sont o,5i et

0,49, celui <|ui est avaiUagé par les conditions a ()9<) chances sur

I 000 de se retirer avec un gain, si l'on joue environ 3 000 par-

ties.

Problème XX. Applu/ncr les rt'sullals précédents au jeu

de rouge et noir à la roulette. Sur 3- numéros, iS sont rouges

et iS sont noirs ; le 37'^"'% qui est le zéro, n'est ni rouge ni noir.

Lorsque le rouge sort, par exemple, le banquier reçoit les mises

noires et double les mises rouges ; lorsque le zéro sort, le ban-

quier relient la moitié de toutes les mises, noires ou rouges.

Considérons un joueur qui ponterait constamment sur rouge\

on peut dire que sa probabilité de gain est 18 sur 36,5 et sa pro-

babilité de perte i8,5 sur 36,5 puisque le zéro n'entraîne qu'une

demi porte '). On a donc ici :

1 18,5
H a = .j^ .

2 C)b,.i

0,2 •>

* ~ 3<i,5

(') 0(1 pourrait aussi ri-niarquer <iue si le zéro sort, tout se passe connue si

le banquier versait au ponte , de l'enjeu elle ponte au banquier les -, de l'en-

jeu ; la probabilité du gain est donc i8,x'» sur 37 et la probabilitt? de perta

1S.7') sur ?>'. (lette manit^re de raisonner conduirait à des résultats sensible-

ment équivalents à ceux du texte ; en réalité, ni luné ni l'autre n'est abso-
lument rigoureuse, car la convention particulière relative au z<5ro ne permet
d'appliquer que d'une manière approcliée les résultats du problème précédent.
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et, par suilo. la ivlalion n > |j'.~2 (levii'iil

71 > ^•«,2)-(36.r>)« > (So,;o'-

Il >nriit (loue (]ue n dopasse (îôoo pour rpio le hniupiier ail pliLs

(le ijm) chances sur i ooo de ne pas perdre. Kn réalité, les

chances de pertes du banquier sonl encore plus laibles, car il

n'a pas adaire à un joueur unique, mais à plusieurs dont les

mises se répartissent sur rouge et sur noire: et il est clair que,

si elles se répartissent également, sa certitude de ne pas perdre

est absolue.

PnoBLtiMK \\l. Quel est, ait jeu no)i rt/ui/able dr/i/ti tiu pro-

blème A7A le nombre de parties pour lequel la perte que Paul

a une chance sur quatre de dépasser, est la plus élevée ? Vax

supposant l'écart relatif X de sens déterminé et égal à l'écart

médian, nous nous trouverons bien dans les conditions de

renoncé, car les 4 hypothèses suivantes

— X <C ^ <C — *^- 17'';)

— o,47<'i) < >> < "

o < X < o, 1709

— o,i769 < X < oc

sont également probables : la probabilité de chacune d'elles

est ,. Pour
4

par Paul est

est ,. Pour celte valeur de )., le nombre des parties gagnées
4

I
—i-a)n — ). v^ npq

et le nombre i\c parties gagnées par Pierre est

I

— ajn + ). X'inpq.

La perte de Paul sera donc

2). \''.inpq — -ifn

à condition (jue celte quantité soit positive ; lorsque n croît sulH-

sammenl, elle devient négative, c'est-it-dire que le jeu, en se
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prolongeant, augmente les chances de gain pour Paul. I.c maxi-

mum (le la (juantité précédente s'obtiendra en égalant a zéro sa

<lérivéc par rapport à n: on |ncnant(') ^—y= -, cette quanlilé

se réduit à

>v \-27l — 3 an.

On doit donc avoir

<'esl-à-dire

A

n-2ÎL- (i!iW

et la perte P de Paul est alors

P ^ A /an — -jan = y- = y-^—L-,
4 a îa

^5
Kn supposant, comme dans le problème \.\, a =^ .j^~- et en

remplaçant 0,48 par o,.') et 36,5 par 36

•lai

n = '— = G48
o

Ainsi, le nombre de parties le plus défavorable est ici 64>^

•et la perte possible une fois sur 4 est égale à (j. Uemar(|uons

que l'unité d'écart est ici \^:inpq = 18 : l'écart médian est envi-

ron ij. D'autre part, la probabilité de gain pour le banquier

-étant -H , oj , le nombre des parties «juil deviail théori-

quement gagner est 3^4 H- 4^5 ; les quatre hypothèses suivantes

sont donc également probajjles :

1" Le bancjuior gagne plus de 3^4 "+" 4'-^ ~+~ "= ^^4 + i 3,.)

parties; son gain dépasse m.

(') Nous laissons au lecteur le soin de constater que cette simpliticalion

n'entraîne pas ici d'erreur sensible.
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y Lo haiMjuKM- i;ai;no j^lus do 52 j • î.j juii iie^i. jualï- luuins

de 3*4 "*" i»^ "*"
î> ' ^**" .'^'^'" *'^^ i'Oinj)ris entre i) el u-.

3" Le haiHiuior gagne moins de 824 + 4»"^ parties mais plus

de 3j4 "•"
i'-^
—

î)
"• '' P*^"' izagner on |>erdre, mais dans les

deux cas une somme inférieure à c).

4° Le banquier gagne moins de 3a
I

-+ |."> — <» parties: sa

perle est supérieure à 9.

On voit rjue les résultats d'ensemhle, comme on devait s'y

attendre, sont loin d'être défavorables au ban(|uior, le jeu est

toujours inéjpiitable en sa faveur; le cas précédent est cependant

celui où il est le plus exposé à une j)erte relativement con-

sidérable : il a une chance sur quatre de perdre au moins

neuf fois la mise ; si cette mise est une fraction importante

de sa lortune totale, il peut légitimement hésiter à accep-

ter le jeu, bien qu'il soit dans l'ensemble avantageux pour lui.

Au contraire si on lui propose de jouer 10 ooo j>arlies consécu-

tives el de fie régler les comptes qu'à la fin iln jeu (ou (ju'il

trouve à emprunter pour paver en cas de perte , il peut accepter

ces conditions avec la certitude presque absolue d'un gain (iii;il

(d'après les résultats du problème XX .

32. Cas où la probabilité a deux valeurs distinctes. —
.^^upposons que les n épreuves considérées se décom])oscnl en

deux groupes, renfermant respectivement n^ et n^ épreuves et

que la probabilité de l'événement favorable soit /;, pour le pre-

mier groupe et p^ pour le second groupe. Par exemple, on a

deux urnes : l'une d'elles renferme «1 boules blanches et bi

boides noires et la seconde n, boules blanches et h., boules noires;

on extrait )t^ boules de la première urne el ri.^ de la seconde ^en

remettant chaque fois la boule extraite pour ne pas changer la

composition des urnes ; on a ici p, =—^^'-5-
; »,=—'^^

-, , si
' ' ' fl, + 6, '"^* a, H- J,'

l'on regarde comme favorable l'extraction d'une boule blanche.

Si les extractions étaient exactement conformes aux proltabi-

lités, le nombre des événements favorables serait ;*,;?, -+- v^pi ;

en réalité il sera ?<,;?, -f- //, pour le premier groupe et n^p^ -+- h^

pour le second, c'est à dire au total

n,p, -f- njp^ H- ^, -^ h,=^ n^p^ -+- nj)^ -t- h.
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en (lésigiianl |i;ir // l'ôcarl total : nous posterons

et nous reclierclicrons la prohahilitc pour (pu- rccail A ail une

valeur déterniinée, ou plutôt pour (pi'il soit compris entre tleux

limites très rapprocliées (jue nous appellerons h cl h -\- dh.

Ceci peut (Hrc réalisé avec une valeur ({uelcompie x de l'écarl

A, : il sullit «pie Ton ail

Il <; h^ -V- A.. = a; + A^ <C A -f- dit

c'esl-à-dire

h — .'- <,h.^<, h — X -H dh.

La proltahilité pour ([ue l'écart A^ soit compris entre ces

limites est, en posant

h — a: = X \''^J^iPiÇ[i

donnée par la l'orniuli'

(A— a?)2

>>VX = . __i__ e '''nhqi dh

Telle est la valeur de la prol^ahilité conopondant à la valeur

X de l'écart A, ; pour obtenir la j)rol)al)ilité totale il faut faire la

somme des produits obtenus en multipliant ces probabilités par-

tielles par la probabilité des diverses hypothèses possibles sur

la valeur x ; or, la probabilité pour que x soit compris entre

X -t- dx est

X-

La probabilité j)our (pie A soit compris entre A et A -+- dh est

donc

V 2Trn,p,7, VzTtn .Ps?» J_

.
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Nous sommes amenés à calcultM- linléiiralo

Nous uliliserons ritlenlité

ax"

Ml nous poserons

.\ac — 6^

la

n vient alors

Pour appliquer cette formule, nous poserons

en remarquant que ii^ et M^sont les unités d'écart correspondant

aux deux groupes d'épreuves considérées isolément; nous avons

a;» (h — xf 2,7,
u-, u-..

o'est-à-dire

1 1
,

2/t /i*
a = -, -t- ., /y = c =^ ,

4ac — ^/^ h^
?
=

4a w^, 4- u^.
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l.a \alour ilo la prohabililé est donc

_ ^' /-

V "•'.
"^

ï^^*

Or si Ton j^ose

II- = u'^^ -\- u'^.^

elle prend la forme

p.

u\/-

et enfin, en écrivant

h =z lu

011 reirouve la forme normale

* e "* dh

' e-''-f/À

La lui des écarts relatifs ). est donc la même que dans le cas

d'un seul groupe d'épreuves, mais l'unité d'écart n est définie

par la relation

u=\/u\ -h Ml, = \/2^i,p,7, + 2n,p,rj[,.

33. Substitution d'un seul groupe dépreuves à deux
groupes. — Supposons que l'on détermine les nombres p et </

par les relations

np = n,p, H- rijpj

<Jaiis lesquelles », ;/,, n^, pi, </i./?a, Çi ont les mêmes sigiiilicalions

<|u'au numéro précédent. Comme on a

P\ ~^ 7i ^^ ' ' J^i H- Ç'o ~- 1 , >i r= «, 4- n^

ces relations donnent

p-h'/= i'
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M I on lait II l'jirouvos ilaiis loS(|uellos la proluibililr de 1 eNc-

neinonl favoraMe est />, les valeurs llu'()ri(|iu's ou valeurs les

plus probables) de réviMiemcnl favorable et de l'évènemenl con-

Iraire seront respeetiveuienl np et lu/ : elles sont donc les mêmes
<pie dans les deux groupes d'épreuves précédemment envisagés.

A/ai.s Vunitr d'écart ne sera pas la même. Nous désignerons

par U cette unité d'écart correspondant aux // éjtreuves ; on a

U* = inpq.

Nous avons trouvé, d'autre part, pour l'unité d'écarl u dans^

le cas de deux grmipes d'épreuves

M» = U\ 4- %l\ = 1 {n^p.q^ + n,p,q,)

On a donc :

U- — M» = 2 {npq — n,p,rj, - n.,p^q.,)

Multiplions les deux membres de cette relation par - =--! *
;

il vient

-^

—

-' = n-'-pq — (;/, -f- «,) {n,p,q^ + n,p^q.,).

Mais

n-pq = np . nq = (n,p, + ?i^q.;) {n^q^ + n,72).

Donc il vient :

= n,n, 0), —p,)(q, — 7,).

.Mais les relations

p, -h ^j= 1

donnent

Un a donc linalcniciil
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On voil (|ue si />, est dillfrciil de />,, c'esl-;i-(lire si les dcii\

iii'oupos sont réelliMîicnt dislinils, l"- est toujours sujx'iiour à u-,

l'esl-à-dirc (juc r//;///r' (Cècnrl rst plus yraiiilr ddiis Cèpii-uvv

unit/ue. Coite règle se conlirriic iinmédialeiinril (kins le cas par-

ticulier où l'on a :

Pi = » 71 =
P» = <> 9i := I

c'est-à-dire où, en reprenant l'exomple des urnes, on remplace

« tirages dans une urne reiderniant des houles blanches et noires

en nomhres proportion n(>ls a p et q par //, — np tirages dans une

urne ne renfermant (pie des houles hianclies et ;?..,
— jiq tirages

dans une urne ne renfermant cpie des houles noires ; il est clair

(pie dans cette seconde série d'épreuves, il n'y aura pas

d'écarts.

Evaluons la variation relative de l'unité d'écart : on a

U- — u- 2«,n., / ...—pT— = 1 (Pi — py

Si l'on pose ih = /un d'où )i: = (i — k,j n, il vient

U* 2J(i —p) ^'' ^'^ '

Dans le cas où les nomhres A-, et p sont compris entre \ et -,

4 4
un a

f;i</.,(.-*,)<i

,;.,</'(. -7.)<]

et la fraction —t^ ~^^ est comprise entre , et tJ; c'est donc le
p [i — p) 1

j •>

terme /d, — /^j.^M"' fait connaître l'ordre de grandeur du rap-

port

0» ~ ' "~U*'
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MlpjHt>«His, jKii f\rmplo. i|iiO l'on ait

n, r^ M,

Pi = <h Pi = 7i

«l |)ar suite p — q = \ il vionl :

f.uisque p^= q^= i — p,

U* =

Si l'on suppose

3

il vient

P, = ^ y>. = (/.
=-

4

v/3

Ainsi, si au lieu de faire des tirages dans une urne unique

renfermant autant de boules blanches que de boules noires, on

fait le m^me nombre de tirages alternativement dans deux urnes

dont la première renferme 3 fois plus de blanches que de noires,

et la seconde 3 fois plus de noires (|ue de blanches, l'unité

d'écart dans le premier cas est égale à l'unité d'écart dans le

second cas multiple par —^ , c'est-à-dire par j ,i 5 environ.

.Nous verrons (juelle importance ont ces considérations lorsque

nous étudierons les probabilités des causes.

34. Extension au cas de plusieurs groupes. — .Nous n'en-

trerons pas dans le détail des (lé\elo])pcmcnts analvliques par

lesquels on peut traiter directement le cas de plusieurs groupes ;

nous nous contenterons d'observer que l'on peut, pour réunir
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plusieurs groupes en un seul, en ivunir (ItilKinl deuv en uu

groupe uni«|ue, puis n'unir le Iroisiemc à ce group(3 unique, el

ainsi de suite de proche en proche, de sorte (juc la règle gén*'--

rale se déduit de <elle (pic nous avons ('lahlic dans le cas de deuv

groupes. iSous nousccMitenlt'idns donc df r(''iioMC('r

Hiiii.R. — Stfpposons (/ne l'on e/feclur y. r/rouqes d'épreuves

^

les nombres d'rpreuves de ces groupes rtant respvctiveuient

«,, »o, ... ;?.x, les probabililrs des rvrnenicnls favorables

/>i,Pi. ••,p<i et les probabilités contraires q^, q^, ..., q,,. Si

l'on envisage cet ensemble d'épreuves, l'unité d'écart u sera

donnée par la formule

u- = ?«-, -h u-.y + ..,-!- n,y

en posant

u\ = in^p^q, , M-^ = in.^p,q.2, ..-, u-/ = 27l^p.j,q,^,

c est-à-dire en désignant par ?/, , 2/0, ... u.,. les unités d'écarts

qui correspondraient aux groupes considérées isolément.

Si l'on désigne parn^p^ -\- njp^^ -+-...-+- n,yp^ -h ).u le nombre
d'événements favorables, l'écart relatif \ a une probabilité nor-

male^ c est-à-dire que la probabilité pour qu'il soit compris

entre À et X h- dl est

Cherchons l'écart V dans le cas ou l'on remplacerait les u.

groupes d'épreuves par une série unicpie de « épreuves équiva-

lentes dans les(iuelles les probabilités de révèneinent favorable

et de l'événement contraire seraient/; el q. On aura donc

n -= n^ -h n.^ ^ .,.-{- ji^

np = Htp, -h njf)^ -h ... n^p^x,

nq = n^q^ -+- n^Vj -^ ... -^ n^^^,
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ol. |>ar suite

nU' = an*/37 = a . uj) . nq

n (f* — u') V V V V

r- ^ ^ HV pij, — ^ ^ )i,)i,p,r/i,

^^ n,n,. [p. - j3^) vîA — q,)

le signe
^"^

indicjuant (|U(' la dernière somme ne s'étend (ju'une

seule fois à chaque produit n,»/, (on ne considère pas nijh, c'esl-

;i-dirof)ue l'on suppose, par exemple / supérieur à k),

On a donc linalemenl

U^ = u- -+- -'^ ^^^.«;. {p. — IhY-

Le second membre est essentiellement positif, comme on pou-

vait s'y attendre.

35. Résumé des résultats obtenus. — l"!n résumé, l'élude

d'un problème de probabilité discontinue, lorsque le nombre

des épreuves est trop grand pour permettre l'éniiméralion com-

plète, exige .

i" La connaissance de la loi de probabilité des écarts relatifs X.

Cette loi est donnée par la fonction h'^X ,

•2" Le calcul de l'unité d'écart u,

La probabilité pour (pi'un écart soit compris entre l,ii et X^w

est dès lors égale à la probabilité pour (jue X soit compris entre

X, et X.., c'est-à-dire, en supposant X, cl X.^ positifs et X, < X^, à :

l[^0.)-H\)]

ce qui peut s'écrire

•A,

'e-''VX
2 \/t. Jx

Or, en posant

'/Il = h , y^u -^- h^ ,
f .n = h
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rctte intégrale (l('\i«'iil :

•A. -':

Telle est la probabilité |Mnir (|ue l'écart absolu // soit tonipris

entre //, et /i.^ (quels <|uo soient leurs signes, pourvu que//, — A,

soit positif . Dans le cas d'uiio série iini(|uc (['('preuves, on a

II- = ïtiprj

et la formule devient

•2\/'iT.npq J/iii.

h. - "'

e '""P'idh.

Mais comme, pour le calcul numéricpic de ces expressions,

on est forcé de recourir à la table des valeurs de e (X), il est

préférable de ne pas introduire iécart absolu h et de s'en tenir

aux formules faisant connaître la probabilité de l'écart rela-

tif X et la valeur de l'unité d'écart u.
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CHAPITRE M
DÉFINITION DlîLA PIIUUABILITÉ GÉOiMÉTIÎlnUE

36. Position d'un point sur un segment de droite. — Con-

sidérons uu segment de droite AB el un point M (|ue nous sup-

posions assujetti à rester sur \\\
fî(j.

\ . (Jucllc e.st la prohalji-

lilé pour (|ue le point M occupe sur AB une position déterminée ?

Celte question se distingue de celles que nous avons étudiées au

livre I en ce que le nombre des cas possibles est indéfini, car

le point M peut varier d'une manière continue entre A et B ; il

est donc nécessaire de donner une définition nouvelle de la pro-

babilité ('), Une telle définition est évidemment une convention

pour le mathématicien, car celui-ci peut raisonner sur n'importe

fjuellc définition ; mais ce n'est pas une convention arbitraire
;

elle est suggérée // priori par l'élude pratique de diverses ques-

tions et vérifiée a posteriori par la conlormilé de ses consé-

quences avec les observations. Quant le mathématicien dit que

c'est une convention, cela veut dire simplement que, n'étant pas

en état de démontrer cette définitioii d'une manière rigoureuse,

il pD'ft'n' la considérer comme une convention et rendre ainsi

(>) On doit faire observer que nous étudions l'hypothèse où l'ensemble des

cas possibles est fini et rhypotlièse où cet ensemble a, dans la terminologie

de M. (^,»n\.or la puissance du continu, niais non pas l'hypothèse où cet en-

semble est infini, mais dcnomhvable: par exemple, où la variable peut

prendre toutes les valeurs entiores ; ou toutes les valeurs rationnelles, ou al-

gébriques.

Cette dernière hypotiièse n'a guère été éliidiée jusqu'ici; elle mériterait

de l'être, surtout au point de vue matliématique. Voir Borel : Les probabi-

lités dénombrables et leurs applications arilliméliques (Rendiconti delCircolo

matematico di Palermo, 1909).
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ses raisonnomenis abstraits absolumcnl inattacjuablos. La difli-

rullô qui consislo à lôiiilinier la convonlion so trouve ainsi trans-

portée au ili'hiil (If Toludo Ao tlia«|ue cas j)arli(.'ulier concret.

p

M

Fijr. I.

La délinition (|ue nous adopterons est la suivante.

DÉFINITION. — La probabililè pour (pic le point M se trouve

sur un certain segment VQ de AB est proportionnelle à la lon-

gueur de ce st'gment (' .

Consèt/uoice.— Si on suppose M assujetti à se trouver sur AU,

la probabilité pour (juc M soit sur AB est i : donc la probabilité

PQ
pour que M soit sur PQ est égale au rapport -r^-

Il importe de bien se rendre compte rpie cette définition et

ses conséquences ne sont pas sans pouvoir présenter certaines

difficultés ; on pourrait les exposer sous forme géométri(jue, en

faisant usage par exemple de la transformation homograpliique,

(ou projection conique^ ; nous préférons donner une exposition

alg-ibrique.

37. Objection à la définition. — Vn nombre j: est assujetti à

être compris entre 5 et lo; la probabilité pour qu'il soit com-

pris entre 5 et 6 sera, d'après ce qui précède :

_G_—_ 5 _ 1

' 10 — 5 5
'

D'autre part, considérons le carré de jt ; si x est compris entre

5 et 1 G, x^ est compris entre 25 et i oo ; si x est compris entre 5

et 6, x^ est compris entre 2.5 et 3G ; or la probabilité pour que

(') Nous considérons ici et dans ce qui suit les segments au point de vue
de leur inesure arithmétique, et non de leur valeur algébrique, c'est-à-dire

que nous ne tenons pas compte de leurs signes. M. Jules Tannerj* m'a fait

observer, il y a déjà longtemps, qu'il serait plus logique d'appeler vecteur
un sej^meat dirigé, le mot segment n'impliquant aucune idée de direction.
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X- soit compris entre ^5 el 3G, sachanl fjue jc^ est assujetti a (Mre

compris entre a 5 et loo, est

:i6 — 2.'> _ 1

1

100 — a5 ^
75

C.onsiiiérons d'autro part -,; si ./• est compris eiilre .1 et m», on

entre .'> et G, sera compris entre . et ou entre . et,.. I.a

probabilité pour (|ue ^ soit compris entre 5 et g, sachant (|u'i]

doit être compris entre ^ et , est

1
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A ce poiiU do vue prali(]uo, lo^jeclion prùcéilonic dnil siiii-

plomonl ol c'O n'osl pas la une ulililo iu''i^lii;oal)lo attirer nuire

attention sur les erreurs que pourrait enfrniner un mauvais

choi.r (le la variable indépendante. Mais, «mi lait, lo c'lioi\ est

presque toujours imposé d'une manière évidonlo |)ar les condi-

tions mrme de la cpiestion posée, lorsqu'il s'agit dune ipicstion

coiu-n'le et non dune question abstraite, et c'est une simple

plaisanterie que de prétendre modilier arlùlrairrnuMit ce choix

par un cliani;(Mnont de variahli^ cpii n'est (pi'un artilicc aniil\ -

tique, sans rapport avec la réalité. Nous nous rendrons un

compte exact de la manière dont la variable indépendante doit

être divisée en étudiant des problèmes particuliers voir le Cha-

pitre VII) : mais ce choix n'a un sens que si l'on se borne aux

problèmes dont l'énoncé est assez précis pour (|u'une vérilica-

tion expérimentale du résultat puisse être tout au moins tentée

voir les remanpies faites au début du cliapiln' VU ' .

38. Position d'un point dans le plan ou dans l'espace. —
Si un point M doit se trouver dans une aire plane A, la probabilité

pour que M se trouve dans une portion déterminée S de cclto

aire est proportionnelle à la surface de S, elle est donc égale

Fig. ?..

s
aurapport . , en désignant par S et par A les supcrlicies des

aires S et A fîf/. 2 . \nal\ tiqnenient cette prribabilité s'exprime

") L* lecteur qui s'int^^resse surtout aux applications peut ajourner la lec-

ture de la fin de ce chapitre et passer à l'étade des problèmes. (Cb. VII}.
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par le <niotioiit de dt-iix iiit(''£;ral(\s (iniil)los

f£d.cd,j

Si le poinl M doit se IrouNcr dans l'espace à l'inlérieur d'un

volume \ . la inoliahililé pourrjuil se trouve dans une portion C

de ce volume sera égale au rapport y ot §c calculera par \v rap-

j)ort dos doux intégrales

fff,
*^ K/ %y y

dxdydz

Ces expressions permettent île calculer la valeur probable (ou

valeur moyenne' d'une fonction quelconque / x, y, :;) : c'est la

somme des produits que l'on obtient en multipliant chaque

valeur possible de cette fonction par sa probabilité, cest-a-dire

\
\ j Z'/^'. y. -) dxdydz

I I I
dxdydy

V t, t^ V

En emplo\ant le langage de la géométrie à n dimensions, on

peut étendre ces définitions et ces résultats au cas où le nombre

des variables indépendantes dépasse 3 ; cette considération est

souvent utile en physique mathémati(|ue (voir le chapitre VUI).

39. Autres probabilités géométriques. — (^n considère

parlais des prubabililcs qui ne sont pas relali\es a la position

d'un point, mais d'un autre élément géométrique, dépendant

d'une ou de plusieurs variables ; il est des cas où le choix des

variables est très simple et s'impose d'après les données du

problème ; il en est d'autres où il est plus cumplicjué : c'est en

traitant des problèmes particuliers chapitre VII ipie l'on peut le
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iMnnix so riMidii' (•(•inpUMios dillicullfs (jui st» prôsoiitoiil ol do l;>

inarolio a ^;llivro pour les surmontir : iIoiukmis (••«pcMidoiil

«pioiques indications jnéncrales

(liions d'ahord le cas où l'on considcie un poinl assujolli ;»

rester sur unocourhc dans \o plan ou sur une surface dans l'es-

pace : les cas les |)lus fré(pienls sont ceux où il s'agit d'un cercle

mi il'une sphère : il est alors naturel de considérer la probalù-

lile comme proporlionnellp à In lonuuciir dr l'arc de cercle ou à

l'aire «le la portion de surface spheritpie.

In cas absolument analogue au précédent est celui dimc

droite assujettie a passer par un point li\c dans le i)lan ou dans

l'espace : on considérera son intersection avec un cercle ou avec

une sphère ayant pour centre le point lixc. Dans le plan, la

position de la droite sera lixée par l'angle ç qu'elle fait avec une

direction li\e : cet angle 9 varie de o à 7: s'il s'agit d'une droite

indt'linie dans les deux sens et de o à ^z s'il s'agit d'une demi-

droite, limitée au point lixeO. Bornons-nous à ce dernier cas.

La prohalwlité pour (jue l'angle fait par la demi-droite avec la

direction fixe soit comjtris entre ^, et '>, on suppose «> < 9,

< 9, < a;r) est alors

et la valeur probable ou moyenne^ d'une fonction /(o est

%

Pour lixer la position d'un point sur la sphère ou la direction

d'une demi droite dans l'espace) on fera usage de deux coor-

données ; on peut choisir la longitude variant de — r à -h r

et la latitude c; variant de — "à-h-; les coordonnées d'un

point de la sphère sont alors

( X =z R cos C03

< Y =:r R sin cos o

( Z = R sin o
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I/ani'le 5 varie do — t: à -t- r: el limulo cj de an

l/rlénu'iU do smlaco de la splu-re a |)our expression

R- C08 <fd(id^

de sorte que la surface totale est

, + n ,+ l

I

dO I R^c<cos orfg = î^rR-

La j)robal)iiité pour «pie la diieelioii de la demi droite soit

comprise entre certaines limites est donc

Ucos odOd<^

l'intégrale double étant étendu au champ s] de variation des

angles 5 et 9. La valeur moyenne d'une fonction / 0, 9 est de

même

-L /
I
/(O,») ces ^dddo

a

Les cas précédents sont ceux f[ui se présentent le plus fré-

((uemment ; citons seulement pour mémoire les probabilités ror

latives à la position dans le plan d'une droite indélinie, dépen-

tiant d'un ou deux paramètres, ou d'un segment limité de ligne

droite ou de ligne courbe. Nous nous bornerons à traiter (|uel-

(|ues exemples particuliers Problème \\l\, n' 46 .
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OUKLQIIKS PliOlîLKMKS DK PROBAIULIÏÉS

40. Remarque préliminaire. — Nous laissons de côté main-

tenant les considéralions générales développées dans le cha-

pitre précédenl pour nous con^acror à l'étude de prohièmcs

concrets i\{^ proliahililés i;éoinétri(|ues. Par proMénies concrets,

nous entendons ceux dont l'énoncé est sul'lisamment précis pour

(luclon en puisse déduire une niéliiode de vrri/icdtion cjpri'imc/i-

/fl/edcs résultats. Il paraitra sans doute singulier a fjuclqucs-uns

(ju'il puisse être (juestion d'une vrri/ication cxprrimenla le daius

laquelle intervient le hasard : si l'on veut vérifier expérimenta-

lement les résultats obtenus sur la prohabilité au jeu de pile

ou face, ne pourra-t-il pas arriver (pie l'on tondic sur une série

extraordinaire de i ooo parties consécutives donnant pile ?

Devra-t-on en conclure que la théorie est fausse f Non certaine-

ment, mais on recommencera l'expérience, et un nombre suf-

fisant d'expériences donnera un résultat cadrant avec la théorie.

Un événement tel que l'arrivée i ooo fois de suite de pile au jeu

de pile ou face, est aussi invraisendilable que le suivant : un

bon physicien, avec d'excellents instruments, tente par une mé-

thode nouvelle la mesure de l'accélération due à la pesanteur

et trouve un nombre très diiïércnldu nouibrc actuellement admis
;

la première idée (jui lui \iendra sera de recommencer ses expé-

riences, et c'est seulement après de très nombreux essais nu'il
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njoutcra (luehjue foi ii son ivsullal ot cliercliera la cause du «lé*

sacconl ailleurs que dans une erreur fortuite' .

De nn^ine, ee n'est pas par une vérilication uni<|ue, cest-a-

dire par une seule série d'expériences, que l'on doit chercher à

contrôler les valeurs d'une probabilité i^éomélrique : on fera de

nondtreuses séries et si, sauf (pielque série exceptionnelle, elles

donnent des résultats voisins entre eux et voisins du résultat

théorique, ce sera une forte présomption en laveur de celui-<i.

On pourra même ac(juérir une certitude s>ir le point suivant : si

l'emploi de deux méthodes dillerentes conduisent, dans l'élude

théorique du problème, à deux résultats 1res dilVérents entre

eux, l'expérience permet d'éliminer avec sécurité l'un de ces

résultats et par suite de condamner l'une des deux méthodes.

41. Une difficulté de la vérification expérimentale. — Dans

la vérilication expérimentale des résultats relatifs aux probabi-

lités géométri((ues, il se présente une difficulté sur laquelle il

n'est pas inutile d'insister, car elle est d'un ordre assez général

et tient, dans certains cas, à la nature profonde des choses.

Considérons lecas le plus simple où il s'agit de déterminer les

probabilités pour qu'un point M soit situé sur une certaine por-

tion PQ d'un segment AH (ig. 3\ Si l'on veut calculer expéri-

Fig. 3.

mentalement cette prol)abilité, on est amené a se donntM- un seg-

ment matérialisé \\\ et à chercher à désigner au hasard un point

M de ce segment. Le segment AH pourra rire, par exemple, une

règle de bois, sur laquelle on j(Mlcra « au hasard > un objet mé-

(') Un sceptique dira : vous ne tenez donc compte de l\'Xpéinence que si

elle confirme les prùrisions de la théorie ? Nullement, mais la conformité
aux r<?8ultats d'<'xp(^ripncfS antérieures est une raison pour supposer qti'il

ne s'est pas (jrlisgé (jueicju'une de ces erreurs jjpossiérea qi. i sont le résultat

<le coïncidences inliuiment rares quand l'exporimeatateur est bon et les ins-

truments bien vérifiés. De telles coïncidences sont aussi rares qu'une série

très anormale au jeu de pile ou f.ice.
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talli<|uo (l* Ipfs j>clilos dimensions, qui ligurera lo pdinl M. \.a

(liflioulti' qui so prosonte alors osl la suivante : si l'on veul

que, a chaque expérience, le point M soil ccrtaiueincnl sur AU,

on sera forcément conduit à • viser » plus ou moins grossière-

ment la partie médiane de AU et, sans qu'il soit besoin iraucune

théorie, le simple bon sens indique (pie la probabilité jiour que

M soit sur un segment l'(J, ilc lc»ngu(>ur déterminée, sera plus

élevée lorsque PC,) sera vers le milieu de AU et plus faible lorscjue

PO sera vers les extrémités. On j)ourrait. par les méthodes de

la théorie des errreurs, traiter le problème en se plaidant à ce

point tie vue : mais ce serait là un problème compli(|ué, dont

l'utilité n'est pas en rapport avec la complication. i\ons lais-

serons complètement ce point de vue de coté, c'est-à-dire que

nous ne supposerons pas que Ion cherche à placer M sur AU ;

il arrivera alors fréquemment (jue M sera sur le prolongement

tIe AU, à droite ou à izauche, en M' ou en M". On peut convenir

de ne pas tenir compte de ces positions de .M , on peut aussi con-

sidérer les segments CA et UD égaux à AU et situés à droite et à

gauche de AU fig. 3 et convenir d'assimiler cha<|ue position M

de M sur CA, par exemple, à la position homoloijue sur AU,cest-

a-dire à la position que vient occuper le point M" lorsque l'on

amène par une translation, CA sur AB C venant en A cl A en B

un peu de réflexion montre que celte manière de procéder n'est

légitime que si les segments égaux à AU sont 1res nombreux dans

le champ de l'expérience, c'est-a-dire si chacun deux est petit

par rapport aux variations de la position de M ; on aura, dans

ce cas, une série de segments égaux fig. 4 : Aj Aj, Aj A^,

A,A,, A, A, AU. UU,, etc., considérés tous comme homologues et

B, Bc

Fig. 4-

l'on considérera chaque position de M sur lun deux comme
équivalente à la position homologue sur AU. Cette forme spé-

ciale donnée a l'expérience n'est jamais indispensable. Mais elle

peut être commode dans certains cas voir le problème do l'ai-

guille, p. \o\ , ce qui est essentiel, c'est de ne pas faire l'expé-
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rienco en s'elî'oivaiil de placer le j)lus souveiil possible M sur

AB, car on fausse alors les comlilions.

42. Problèmes relatifs à la position de points sur une
droite. — Piimiiikmi: WII. Dcur jujuits M cl M sont as-

sujettis à se trouver sur un segment Ali, de longueur /;

quelle est la probabilité pour que la dislauce MM soit infé-

rieure à kl, k étant donné inférieur à un.

Désignons par ./ la dislance AM ; la probabilité pour (jue

cette distance soit comprise entre x et x -\- dx est -^ . Prenons

{fig. 5) de part et d'autre du point M deux longueurs. MC = Ml)

= kl; pour que MM' soit inférieur à kl il faut et il suflil que M

i-ig. :>.

soit compris entre C et L); mais M doit aussi être compris entre A

et B ; il faut donc distinguer plusieurs cas suivant les positions

relatives des points C, A, D, B ; comme le segment CD est égal

à 2A7, il sera inférieur ou supérieur à AB suivant que k sera

inférieur ou supérieur à '
; nous examinerons successivement

ces deux cas, à chacun desquels correspondent 3 cas dilTérents

de (igure

Onlre >le8 points Inégalité pour x Longueur du sei;ment
nur lequel peut se trouver M'

j
CADB {fig. (i) o<x< kl AD = x + kl

c A M B

Fig. 6.

ACDB (/i/7. 7) kl<:x<(i —k)l CD^-ikl

h< \\
2 ,

A c M B

F 'g- 7-

,\CBD [fig. «) {\ —h)l<x<:i Œ = kl -^ l — x

c M B

Fi-. «.
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Orin- d*» point* lni^ç«lil* pour x I.nncucur du tocnn-nl

•nr Iv^oel ppui «e trouver M

o<a?<(i— Â-) AD = a?H-/f/

{\ — k) l<x<:h! An= l

kl<x< l CB = /f/ -t- / — .r

A > '
î CABD
CADB
CABD
ACRD

La prol)al»iIité clicrchée est donc, pour /.

dx '^^

Jo ' Jkl ' J{i-k)l ' J

ol. pour /.>-,

'o
' .\i~k)l ,'hl '

J

Le calcul csl lacililé si l'on remarque (pie, pour des raisons

de symétrie évitienle dans chacune des formules, la troisième

intégrale est égale à la première.

On trouve ainsi. i)our /.• •<

[t--] ./.•Cl —'.!,) /r-

et pour À- > '

2 r ^'
~^)'

-+- /.- (i —k}\ + :>k - 1 = 'Ak — k^.La I

Le résultat est le même dans les deux hypothèses ; o i s'en

rend compte aisément en remplaçant le calcul des intégrales

par les évaluations de suriaces ; si l'on représente le segment

AB = / fifj. 9 et lo et que l'on élève en chaque point M de AB
une ordonnée MO égale à la longueur du segment (|uc peut oc-

cuper -M' lorsque M est au pied de l'ordonnée, on obtient une

aire couverte de hachures, dont le quotient par /- représente la
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prnhaliililc rliercliro. Dans la ligure (), correspondant a k <
on a

AA' = //.-, Ail = 111. --/./ VL'^->.hl LS = l(i —->/f).

AMP
F'g- 9-

Dans la figure lo, correspondant à A" > ^
, on a

A.V = /d .Vn = U\. = {i —h)l \L=l L^=l{2h-i)

AMP
Ki-. I ..

Sur les deux ligures. Taire couverte do hachures est égale a

rectanslo A A'B'R -^ triangle A H'I — triangle LNI, c'est-à-dire à :

AB X AA 4- \ A'M
' - ' LN

4 I
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Maiîî. dans les ilou\ ligures, on a

AB X AA' = l*k

«or LN est égal a ± / ^i — ak ; la prol)al)ilil('> (|iii sdlttioiil en

«livisiinl l'ain^ j^ar /*. est donc

4
/.-

Indiquons encore une autre méthode pour arriver au môme
résultat ; posons

AM = X AM' = y.

I.a probabilité pour que AM soit compris entre j:* -f- dxai M'

entre y -+- dij est égale à —p- ^' <'on<^ on représente le point P

dont les coordonnées rectangulaires sont a: el y '
fiy. \ i' le point

sera intérieur à un carré (JAUC de côté /, et la probabilité pour

y

c



PRODI.KMF.S DE PRODAIUI.ITKS GKOMETRIQUES Qn

La probabilité cherchée est donc égale au rapport de l'aire

ODI'MUIKO à l'aire du carrr ; or les deux triaiii^los rectangles

ADl'^ t't (!!•"( i l'onnent, |)ar leur réunion, un carré de côté i
— k) l

(car on a (JD= OF = kl) ; la probabilité cherchée est donc

—— ^ ,j
—'— = 2k — k-

.

Comme il fallait s'y attendre la probabilité croît constamment
lorsque k varie de o à i ; pour k = o elle est égale à o et pour

k = 1 elle est égale à i ; pour A-=
, , elle est égale à ",

.

Problème XXIII. On prend au hasard deux points M et M'

sur un segment AB, de longueur l ; quelle est la valeur pro-

bable de la dislance MM' ?. Quelle est la valeur probable de

son carré ?

On peut déduire la solution de ce problème du résultat que
nous venons de trouver ; nous savons que la probabilité pour
que MM' soit inférieur à kl est égale à ik — k- ; la probabilité

pour que MM' soit compris entre kl et [k + dk) l est égale à la

diflërentielle de 2k — k- c'est-à-dire à 2 (i — k) dk ; la valeur

probable de MM' est par suite

X'
2(1 —k)kldk=^

l AB
La valeur probable de MM' est donc 3 ou -tt-; la valeur pro-

bable de son carré est

I 2(1 —k)kH^dk=

ÂB
c'est-à-dire -^ elle est supérieure au carré de la valeur pro-

bable de MM'.

Traitons la (|uestion directement; si l'on pose AM = x,

BM' == g, la valeur probable de MM' est

72
J^ I ^

i -^ — / I
(l^^dg

BoBCL ^ ElémenU de la Théorie des Probabilités 7
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i-ar MM' r=
I

./• —
// ]. Or. (Ui a i'vi(UMumoiit

( \x — Il I
</./• ^-- 1 (.V

— .r) dx 4-
I

(a- — y) rfx

Jo .'o Ji/

= , - '.y -+- y'

ol ensuite

r(r-'.-.')''.=[?-r-ï];=r

La valeur probable est donc r^-

(Juant a la valeur probable de MM", elle est

De môme, la valeur probable de MM' serait

+ 2)

43. Problèmes relatifs à la position de points sur un cercle.

— Pf»oFiLÈ.ME XXIV. On marque au hasard deux points M el M'

sur un code ; quelle est la probabililèpour que le plus petit arc

MM' soit inférieur à a. On suppose, bien entendu a < 7t). Ce

problème est plus simple que le précédent car on peut prendre M
quelcoïKfue : la probabilité n'est pas changée : .M' doit se trouver

.«sur l'arc aa dont le milieu est en M ; la probabilité cherchée est

donc

21 1
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La [ti'ohaliililc pmir (|u.' MM soil c-()mj)ris enlrc a et a -t- du.

esl donc — et la \aleiir prohahie de .MM' esl

f
"otr/a

PnoDi.KMK XXV. On marque an hasard n points sur un crrcle

M,, Mj, ... Mm. Quelle est l'espéranre mathématique d'u}ï joueur

ù qui on pronellrait autant de francs qu'il ij a d'arcs M,Ma in/(''-

rieurs à a ?

Nous venons de voir (jue la probabilité pour que l'un des axes

soil inférieur ù a est ;;;; or s'il y a n points, le nombre des com-

binaisons 2 i\ 2 telles (jue M.Mfc est ———— \ l'espérance ma-

tbéaEtlique est donc

n
(
n — 1) «

2 r

Si Von suppose que a ait pour mesure Tel que l'on ait«= 2.3,

celle expression devient

2Ô . a4 1 5
~â 180 ~ 3

'

L'espérance mathématique est sensiblement supérieure à un ;

\di probabilité pour qu'il y ait au moins un arc inférieur à i" est

au contraire sensiblement inférieure à 1 ; mais l'espérance ma-

thématique s'accroît par suite do la possibilité pour le joueur de

toucher unesomme relativement considérable ^qui peut atteindre

jus(|u'à 3oo francs), dans le cas où de nombreux arcs M.Ma sont

iidérieurs à i".

44. Problènie relatif à la position de points dans une aire

plane. — Pikuii imi-: XXVI. On prend au hasard deux points

M rt M à l'intrrieur d'un carré de côté a
\
quelle est la valeur

probable du carré de la distance MM' ?

Si nous désignons par x, ij les coordonnées de M et par .i ', y'

les coordonnées de .M , nous sommes conduits à calculer l'inté-
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gralo(|un(lru})lo

i^ (

'

(

' r rii"" - ^')' -^ ^y - .VT] dxdtjdx'dy'.

Or. il vient successivement

CP-^^ ~r~^^^ + «(!/- .'/?]
^•'-' = '^^ + «^ 0/ - y?

La valeur moyenne cherchée est donc y •

45. Problèmes relatifs à la position de points sur la sphère.

'— Ces prol)h'mes ont une certaine importance, car on peut y
rattacher, comme nous le verrons au Livre III, diverses ques-

tions relatives à la position des étoiles sur la sphère céleste.

PRoni.F:.ME XXVII. Deux points M ci M sont pris nuJiasardsur

la surface de la sp/ière ; quelle est la probabilité pour que le

plus petit arc de grand cercle MM' soit inférieur à a.

La probabilité sera la même quelle que soit la position de M ; or

lorsque le point M est fixé, M' doit se trouver sur une calotte

sphéri(|ue AH, correspondant a un demi angle au centre

MOA = a {Ji(j. 1 2). On a donc, en désignant par R le rayon de

la sphère

MP = OM — OP = R (i — cos a).

Le rapport de l'aire de la calotte a Taire de la sphère est

M P 1 — cos « . , a

2R a 2

Telle est la probabilité cherchée ; si a est très petit, on peut

remplacer le sinus par l'arc et prendre pour valeur approchée
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Bertrand in(li(|ueen m(^mc temps que la méthode précédenie,

un auln^ raisoniieinent (|iii cotidiiil ;i un résultat tout didÏTenl 'j.

I.ors(|u'on donne deux jtoinis M cl M l'arc de i^rand cercle (|ui

les joint est déterminé () ; tous les arcs de grand cercle étant

Fig. 12.

analogues sur la sphère, on necliangc pas la proi)al)ilité en fixant

cet arc de grand cercle: or la probabilité pour (juc deux points

M et M' d'un cercle soient tels que l'arc MM' soit inférieur à a est,

comme nous l'avons vu -
; ce résultat est très différent du prc-

cèdent, surtout si a est très petit ; si la mesure de a est i", on a

a =
Yg^

et par suite ;

360=

1

1 8 '

•30
Le rapport de la seconde valeur à la première est '^^ c'est-à-

dire plus de 200. Doit-on en conclure avec Bertrand, que le pro-

blème proposé ne peut pas être résolu et que la première solution

que nous en avons donnée est incorrecte ? Cette solution est; au

contraire, la seule correcte, si l'on admet le postulat relatif à la

probabilité élémentaire, c'est-à-dire si l'on considère toutes les

portions égales do la sphère comme équivalentes entre elles, au

point de vue de la probabilité qu'a le point M ou le point M' de

s'y trouver. Or, dans son second raisonnement. Bertrand parait

(') Calcul (les probabilit.'s. Chapitre 1.

(') On peut écarter le cas dont la probabilité est évidemment nulle, où
M et M' sont diamétralement opposés.
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l>ion admoKre celle sorte d'homotjini-itt', si l'on peut ainsi dire,

t|ui fait regarder tous les points de la sphère connne équivalenls

entre eux. (le seeonil raisonnement renferme donc une cause

d'inexactilude. qu'il n'est pas inutile de mettre en évidence.

Kxaminons le d'un peu près.

On commence par allirmer (jue la probabilité n'est pas chan-

gée lorsque l'on fixe l'arc de grand cercle sur le(|uel se Irituve

M et M et la position de M sur ce grand cercle : cela est évident

par raison de symétrie. L'erreur commence lors<pie, le point M
et grand cercle élanl fixés, on considère que la proljabililé pour

que .M' se trouve sur un arc donné de ce grand cercle est pro-

portionnelle à la longueur de cet arc. Si l'arc de grand cercle

est sans épaisseur il faut, pour parler rigoureusement, assigner

la valeur zéro à la probabilité pour que M et M' soient sur ce

cercle; on doit, pour ne pas avoir ce fadeur zéro qui rend tout

calcul impossible, considérer un faisceau délié d'arcs de grand

cercle passant par un même point .M elil est alors visible que la

prolvabilité est plus grande pour M' situé à un quadrant de M
que situe au voisinage de M fig. il . Supposons, par exemple

Fig. ri.

que la sphère soil la sphère terrestre, M le pôle nord et M' le

point de chute d'un bolide qui se meut dans l'espace suivant une

loi inconnue, avec une vitesse beaucoup plus grande que la

vitesse de la terre. On demande quelle est la probabilité pour

que le point de chute de .M' ait une latitude nord supérieure à 89"
;

le raisonnement de Berlrnnd revient à dire : on peut supposer

connue la longitude du point de chute M', supposer, par exemple

que M' se trouve sur le méridien de Paris ; tous les points de ce
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môridien sont alors é|^ulomoiil pioholjles. .Nous allons voir que.

uu'uie eu acce|)laul te j)oiul de vue, ou arrivera, en serrant de

près la vérilicaliou expériuienlale, à conslalcrque tous les points

du méridien ne sont pas également probables : comment, en

eiïel, constalera-t-on qu'un pf)inl M' est sur le méridien de Paris?

lindétermiiiant ï^a longitude a l'aide d'observations aslronoiuitjues

et d'un tlironoiMctrc ; celte détermination se fait avec une cer-

taine précision angulaire : supposons que cette précision soit de

o", I , par exemple : cela veut dire(|ue l'on considère, non pas la

ligne idéale sans épaisseur (|ue serait le mériilien théorique, mais

l'espace compris entre o", i de longitude est de o', i de longitude

ouest, et cet espace est beaucoup i)lus grand à l'éqùateur, qu'au

voisinage du pôle : la probabilité pour (jue la latitude de M' soit

comprise entre o" et i" est donc beaucoup plus grande que la

prol)abililé pour (jue celte latitude soit comprise entre Sy" et 90".

On pourrait penser que, pour réfuter le raisonnement précé-

dent, il sullirait de substituer aux observations astronomiques

pour la détermination de la longitude, des mesures géodésiques.

Supposons donc que, par des mesures d'une grande précision,

on soit arrivé à tracer un méridien sur la surface terrestre ; on

aura du moins Oxé un certain nombre de repères, suffisamment

rapprochés pour que deux au moins soient aperçus de tout point

du méridieu et, sur chacun de ces repères un Irait vertical extrê-

mement délié fait connaître son intersection avec le plan du mé-

ridien. On supposera alors que le centre de gravité M' du bolide

.se trouve sur le méridien ainsi défini ; la probabilité ne sera-t-elle

pas la même à l'éqùateur qu'au pôle ' Oui, sans doute, si les traits

verticaux tracés sur les repères ont partout la même épaisseur,

mais cette épaisseur uniforme des traits est contradictoire avec

la notion du méridien : quelle (juesoit l'épaisseur choisie pour le

trait du repère situé à l'éqùateur disons, par exemple, un

dixième de millirnètre;, les deux bords de ce trait définissent

avec le pôle deux mèridiois, dont l'angle est sans doute très

petit, puis(|ue leur écartement à l'écpiateur est seulement un

flixicme de millimètre, mais cet écartement est encore plus petit

'orsqu'on s'approche du pôle ; si l'on plaçait à ré(juateur deux

traits verticaux xoisins, avant chacun un dixième de millimètre

d'épaisseur, mais le bord droit de l'un coïncidant ax'ec le bord
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gauche de l'aulre, il ne serait pas possible de prolonger jusqu'au

ptMe les méridiens ainsi définis, en leur conservant leur largeur

de un dixième de millimètre : si on parvenait à réaliser celte

construction géodési<|ue inliniment délicate, les traits d'un

dixième de millimètre d'épaisseur (|ui seraient tracés à une lati-

tude (]uelc()nque empiéteraient l'uti sur fautre, d'autant plus

que la latitude s'approcherait davantage de i)o°, de sorte que,

dans la région commune à ces traits, on n'aurait aucune raison

pour dire cpie l'on se trouve sur l'un ou sur l'aulre des méridiens

tlélinis à l'ccpiateur.

Cette discussion un peu longue n'était pas inutile pour ré-

duire à sa juste valeur la lioutadede lîerlrand, à laquelle il n'at-

tachait pas lui-même plus de valeur <pi'il ne convient ^'). On
doit la considérer comme un exemple mettant en garde contre

des raisonnements inexacts.

PiuntLiiMK XXVlll. On place n points au hasard sur une

sphère
;
quelle est l'espérance mathématique d'une personne qui

recevrait i franc pour chaque couple de points dont la distance

angulaire est inférieure à c/.'i

La probabilité pour chaque couple est, si a est petit, sensi*

blement égale à -r ; l'espérance mathématique est donc

n{n — i) a* n{n — i)»''

2
* 4

~"
8

résultat important dans l'étude de la probabilité des causes.

(voir n" 70 .

46 Autres problèmes. — Pu<»iii kme XXIX. Phoblème de l'ai-

<.i ii.LE. — Aijanl tracé sur une feuille de papier horizontale

des parallèles équidistantes, on jette au hasard une aiguille

parfaitement cglindrique : quelle est la probabilité pour que

l'aiguille rencontre l'une des parallèles'".

(•> Voir Darbol'x, Eloge historique de Joseph Bertrand. A propos d'un

paradoxe analogue, dont nous parlerons tout à l'heure, -M. Darboux dit que
Bertrand connaissait la solution, mais préférait la laisser deviner a son lec-

teur. *
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Ce prol)lèmo est célèbre ; il se prùle aisément à une vérilica-

tion expérimenlale, (|ui a été souvent tentée, car il est connu

depuis l(»ni;teinj)S ' .

Désignons par 2(1 la distance des parallcles AU cl Ll) et par

2/ la longueur de l'aiguille VQ. On peut supposer (|ue le milieu

M de l'aiguille est sur une certaine perpeniliculairc EF aux pa-

rallcles AB cl CI). On désignera par j: la longueur KM, supposée

inférieure à F.M et l'on supposera l <ia, c'est-à-dire (|ue l'aiguille

ne pourra rencontrer qu'une seule au plus des parallèles. Nous

verrons, en ell'et, que, si elle peut en rencontrer plusieurs, il

faut, pour arriver à un résultat simple, substituer a la recherche

de la probabilité celle de l'espérance mathématique d'une per-

sonne à qui seraient promis autant de francs qu'il y a de points

d'intersection.

Pour que l'aiguille puisse couper AB, il est nécessaire que x
soit inférieur à /: si l'on désigne par I le milieu de EF il est

clair que la probabilité pour que M étant sur El, EM soit com-

pris entre x et x-^dx, est _ . Le point M étant lixé, il faut que

l'angle aigu EMQ soit inférieur à l'angle EMQ' obtenu en suppo-

sant l'extrémité Q' sur AB ; on a

MU =
MU'

•c'est-à-dire

EMQ' arc cos
X

('; C'est Bufion qui en a donné le premier la solution correcte.
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La prnl)aliililrpour(nic l'anglo aijïu KMOf compris entre oct^)

soil inférieur à EMO' est

_ arr cos

et la probabilité pour que l'aiguille rencontre AR est par suite

a / X dx
I

arc cos 7

Si l'on pose j = li/ cette intégrale (le\ienl

— / arc cos 1/ du

I^ probabilité cherchée est proportionnelle à -z. ; on calcule

l'intégrale en posant 1/ = cos t et l'on a

I arc ces 1/ dt/ =
j
— ( sin l d(= (tcos l — sin /

° = 1

1 2

Si Ion suppose, en particulier ^/ = a, c'est-à-dire la lon-

gueur de l'aiguille égale à la moitié de la distance entre les pa-

rallèles, la probabilité devient égale à -
; si donc on divise le

nombre des épreuves par le nombre des rencontres, on obtien-

dra approximativement la valeur de tt. La vérification a été

tentée et a donné des résultats parfaitement satisfaisants, aussi

satisfaisants que le serait le calcul du rapport entre le nombre

des extractions et le nombre des boules blanches extraites d'une

urne qui renfermerait Si/ji^o^ijô boules dont ^i|iruj2.n5

boules noires et j 00 000 000 boules blanches. Sur 4000 tirages,

l'unité d'écart s'obtiendrait en prenant

, I t: — I

d'où

./
'-' v/8ooo(ïî— 1)
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c'esl-à-dire un peu plus de lo ; en supposaul un écart égal à m.

I erreur commise sur - serait environ , el 1 erreur commise
r |iMi

sur - environ — c'esl-à-ilire que la jtniiiiere décimale serait

exacte el la seconde approchée à une unité prés. Telle est l'ap-

pro\imalion que l'on |Knit espérer d'une série de 4<>oo expé-

riences sur laii^uilic : un tel resuilal, répété plusieurs fois,

suflil pour conliriner l'exaclitudt' (\c> jirincipes invoqués el

jxtiir prouver riiie\a(lilii<lt' d'iiiK' rnétlioile ipii conduirait à un

résultat sensiblement dillérent de _•

Un raisonnement ingénieux, du à M. Hariner, '; permet de

calculer sans peine l'espérance mathématique du joueur qui

doit recevoir i franc pour chacpie point d'intersection de l'aiguille

avec les parallèles ; dans le cas l <i a, comme il ne peut y avoir

plus d'un de ces points, l'espérance mathématique se confond

avec la prol>al»ilité.

Considérons une ligne polygonale ouverte ou fermée) sup-

posée matérialisée et jetons la au hasard sur les parallèles ; il

est clair que l'espérance mathématique du joueur qui doit re-

cevoir 1 fr. pour chaque point d'intersection est égale à la

somme des espérances mathématiques pour les divers côtés des

polygones, lesquelles sont égales elles-mêmes à la somme des

espérances analogues pour les segments égaux en lescpiels on

peut diviser les côtés supposés commensurables par le mode
de raisonnement classique}. On en conclut que respérance

mathématique cherchée est pi'oportionnelle à la loufjueur

du pohjijime. Or, si celui-ci se réduit à un cercle de diamètre

la, elle est évidemment égale à 2, car il y a toujours 2 points

d'intersection et 2 seulement : la longueur 'l'un tel cercle est

iT.a ; l'espérance malhémati(|ue par iinilè de longueur est

donc

1 i

\~a r.a

Pour une aiguille de longueur il on retrouve le résultat ^

(I) Journal de Liouvillc, 1860 [-jl" st-rie t. v.»
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Pour l»ion montrer sur un cxomple la dilTiTcnce entre l'espé-

ranco niatliômatique et la juoltahiliié. cliorchons, dans le cas où

a/ dépasse -20, quelle est la proliahililé pour que l'aiguille ren-

contre au moins une parallèle. Si nous revenons à la ligure i4

nous remarquerons que, si j'aiguille rencontre au moins une

parallèle, elle rencontre sûrement la plus voisine de son milieu;

on peut donc supposer .M entre E et 1 et on trouve en raisonnant

comme plus haut, l'expression suivante de le probabilité.

" 1" arc cos y dx

Si l'on pose x = l cos / don dx =^ — / sin / dl et (jue l'on

pose a = / cos a, il vient pour valeur de l'intégrale

l C"^ il I \^ '^l
-

/ t s'in l dt =— ( sin / — / cos t) =^^(1 — sina+a ces a)

On pourrait vcrilier (jue cette probabilité est inférieure à

l'unité ; nous nous bornerons à le constater en supposant / très

grand par rapport à n et calculant dans ce cas sa valeur asymp-

totique ; nous avons posé ;

a

on en conclut

F)sin a = I 1 — — I = 1 — ^^2

el, d'autre part - — a étant très petit est égal, aux termes du

troisième ordre près à sin (' — a
)
ou cos a ; on a donc

L'expression de la probabilité devient alors

^i[('-r;—)-:g-^-)]
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t'esl-à-(iire

a/ Van a' "l a

Aussi lorsque /est grand par rapporta a, la probabilité /70î<r

yw'iV u'i/ (lit aucune rencontre est sensiblement égale à 7-«

On peut établir ce résultat directement en observant (|ue si /

est grand par rapport à «, la probabilité pour cpie l'aiguille

coupe une parallèle est sensiblement indépendante de la posi-

tion P d'une de ses extrémités ; si l'on suppose P fixé, l'autre

extrémité Q se trouve sur une circonférence de centre P et de

rayon -il, circonférence dont la longueur est \rd \ pour ({ue l'ai-

guille ne coupe aucune parallèle, il faut que Q se trouve sur l'un

des deux arcs RS, US' de celte circonférence qui sont compris

entre les deux parallèles entre lesquelles se trouve P(/îy. i5y ;

Fi g. 1.5.

or, si le rayon du cercle est assez grand par rapport à la dis-

lance des parallèles, la longueur de chacun de ces arcs diflère

très peu de la distance aa de ces parallèles ; la somme de leurs

longueurs est voisine de ^a et la probabilité pour que Q, qui

doit se trouver sur la circonférence de longueur 47^/, soit sur

l'un de ces arcs, est

4a n

Notre raisonnement prouve que cette valeur est approchée par

défaut, car la vraie longueur des arcs est siîrement supérieure

à 2a.
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PmmLÙsiK \\\. On trace une corde au hasard dans un

cercle
;
quelle est la probabilitr pour que sa longueur soit

supérieure au ente dit tria)i;/!c rt/iti/atérnl inscrit ?

Ce prohltMiio est cité ^>ar Berlraïul conime exemple d'un

énoiué iiuoinplel ; il en donne en elVol trois solutions (|ui con-

duisent à (les résultais dilTérents.

Première solution. — On peut, |)our des raisons de symétrie,

se donner la direction de la cortle ; le point d'intersection de

cette corde avec le diamètre porpondiculairc à cette direction

devra alors se trouver sur un segment égal à la moitié de la lon-

gueur de ce diamètre ^car la distance au centre du cùlé du

triangle équilatéral inscrit est égale à la moitié du rayon) ; la

probabilité est donc - •

Deuxième solution. — On peut, pour dos misons de symé-

trie, se donner une des extrémités de la corde sur le cercle ; la

tangente en ce point et les deux côtés du triangle équilatéral ins-

crit ayant ce point j)our sommet forment trois angles de 60°
; la

direction de la corde doit cire à lialérieur de l'un de ces trois

angles à l'exclusion des deux autres ; la probabilité est donc ...

Troisième solution. — Pour fixer la position d'une corde, il

suflTit de donner son milieu ; pour que la corde satisfasse à la

condition de l'énoncé, il faut (|ue son milieu soit intérieur à un

cercle concentricjue au cercle donné cl de rayon moitié ; la sur-

face de ce cercle est le quarl de la surface du cercle donné ;

la probabilité est donc ,
•

Doit-on penser que ces trois solutions sont également bonnes

et, par suite, également mauvaises':" Nullement, il s'agit simp)e-

ment de j)réciser le mode d'après lequel se fera la vérilication

expérimentale, c'est-à-dire comment on s'y prendra pour tracer

une corde au hasard dans un cercle : si l'on assujettit cette

corde à passer par un point fixe du cercle, ou si l'on fixe son

milieu au hasard, c'est la seconde ou la troisième solution qui

est la bonne ; mais il est aisé de voir cpie la plupart des procé-

dés naturels (jue Ton peut imaginer conduisent a la première.

Si par exemple, on jette un disque circulaire sur un plan sur
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lo(|uel sont tracées des droites, la probabilité pour que l'une des

cordes interceptées soit supérieure au coté du triangle équilaté-

ralestégaleà
,^ ; il en est de même si l'on considère les cordes

interceptées sur le discpie circulaire de la lune par la trajectoire

d'une étoile occultée, ou les cordes décrites dans le champ cir-

culaire d'une lunette astronomicjue par des astres cpn.' l'on n'a

pas visés, et (pii occupent par suite une position quelcon(jue

dans le champ de la lunclle.

Tout ceci apparaîtra plus clairement encore dans l'étude ilu

problème suivant, généralisation de celui (jue nous venons de

traiter.

Problème XXXI. Quelle est la probabilité pour que la lon-

gueur d'une corde dans le cercle du ratjon W soit comprise

entre a et b ?

Si l'on se donne la direction du diamètre perpendiculaire à

la corde, on voit que la distance au centre est comprise entre

/ ô* / b^

Y n* 7 et y R' — -V- ; la probabilité cherchée est donc, en

supposant a <^ b.

•[v/r.-^-\/r:-Ç]

La probabilité pour que la longueur soit comprise entre a et

a +• da est par suite

I^ longueur probable d'une corde dans un cercle de rayon

R est par suite :

'aR a'da

lo .>Rv/4R* — «'

Cette intégrale se calcule par la substitution

~ a = aR cus .;.
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'£'

ll\ OOS'' 'yrfo

( I -t- cos a?) rf<p

R:t

La longueur probable d'une corde d'un cercle est donc égale

à 1(1 longueur il'uti quart de cercle.

On peut ai>pli(|uor le résultat précédent a la solution du pro-

blème tle l'aiguille. Nous conserverons les notations du Pro-

blème XXIX et nous bornerons au cas où a = l. Soient AB et

Cl) deux parallèles voisines /ig. i() , \iV la perpendiculaire com-

c r D

Fig. 16.

mune à AB et CO, I le milieu de EF ; on se bornera au cas où

le milieu M de l'aiguilie PQ est situé sur le segment El et on

cherchera la probabilité pour que, dans ces conditions, l'aiguille

coupe AB. Décrivons le cercle de centre M et de rayon MQ = / ;

soient H et S les points d'intersection de ce cercle avec AB ; la

probabilité cherchée est égale au rapport de l'arc BS à la demi-

circonférence ; si l'on désigne par 2c la longueur de la corde

RS, ce rapport est égal à

2 c
- arc sin

^

si donc on désigne par 9 [c] de la probabilité pour que la Ion-
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gueur d'une corde, dans le cercle de rayon /, soit comprise entre

•2C et 20 + -2(10, la probabilité totale cherchée est

I arc sin . » (c) de.

Or on a, d'après ce qui précède, (en posant dans la formule (i
;

a = 2c, U = Il

, . , icdc cdc
ç(c)dc = ——- ^=

et, en posant c = / sin 5, l'intégrale devient

n

i
2.

sin ^('^ = -

Jo

ce qui est bien le résultat déjà trouvé. Si l'on admettait la se-

conde ou la troisième des solutions proposées par Bertrand

pour le problème XXX, il en résulterait une autre valeur pour

z>{c. et par suite une solution diU'érente du problème de l'aiguille.

Comme, pour celui-ci, la vérification expérimentale est facile,

on met ainsi bien en évidence le caractère arbitraire de ces so-

lutions : elles correspondent à des hypothèses très spéciales et

rarement réalisées sur la manicro de faire l'expérience.

BoREL — EUiuente de la Théorie îles Probabililcs
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47. Équations générales. — Lorsque l'on ne fait aucune hy-

|i(itlics(' sur la vcrilicalioii cxpérinientalc et que l'on se place i\

un |)(iin( (le vue purenieiil ahsliail, ou poul introduire, comme
l'a fait svslémaliquement M. Poincaré, une lonclion arbitraire

dans la définition de la jimliabililé.

Supposons tout d'abord (|u'il s'agisse de la po.->ilion d'un

point sur une droite, position qui est fixée pour l'abscisse jt.

On désignera par ç. [x: dx la probabilité par (pie l'abscisse

soit comprise entre x q\ x -^ dx. La seule condition à laquelle

doive satisfaire à priori la fonction y [x] esi i\'vire po.silive ;

mais le théorème des probabilités totales permet sans peine

d'obtenir une seconde condition. Le point étant assujetti à être

sur la droite, x a sûrement une valeur comprise entre — co et

-H oc ; autrement dit la proi)abilité pour que x soit compris

entre — ac et -t- oc est égale a i ; on a donc

X+oo w (t) c£a7 = 1

.

Dans le cas ou l'on sait (|ue x est assujetti à être compris entre

a et b on pourrait remplacer rérpiation i par la suivante :

rb

(2)
I

o (x) dx — 1

.

Mais on peut observer que l'éfjuation i ) comprend l'équation

/i) comme cas particulier; il sudit de supposer (jue l'on a
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<p (x) = o lors{|ue x est compris eiilre — oc et n, on entre

b et -H Dc : ré(|ualion (i") se réduit alors à l'é(|ualion 2 .

Il est clair (|iie par rintrocluctiori «le la loiutioii arbitraire

9 [x), on suppriino toutes les dillicullés relatives aux rliange-

nients de variables ; ou, du moins, car un artifice analvti(|ue ne

saurait supprimer une diliiculté réelle. 011 ajouruf l'examon de

ces dillicullt'S au momont où l'on étudiera chacpie application

particulière et la théorie n'a pas à s'en embarrasser : elle s'éta-

blit sur la fonction arbitraire 9 ./•), qu'on est amené à remplacer

dans chaipie problemeconcret par une fonction bien délermiiiée,

dépendant des conditions île ce problème.

La probabilité pour que x soit compris entre deux nombres

c et il s'exprime par le (|uolienl

je
'^^'^'^"^

r^

tp (.r dx)
'— zn

La première expression est souvent commode, car elle per-

met de remplacer, sans erreur, 'j& ix) par une (|uanlité propor-

tioimelle. De même, si la position d'un point dépend de deux

variables, on introduira une fonction arbitraire ç; x,\j assujettie

à la double condition d'être positive et de vérifier la relation

') I ? (•^> ]i)
dx d\j = i

et la condition pour que le point x y soit dans une aire ('S) s'ex-

primera par l'intégrale double

jj t? (r, tj) dx dy.
/(S)

Si l'on remplace x el y par les coordonnées polaires (j et f>\

au moyen de6 formules

37= -p COS to

7/ = p sin to
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»n sait que Ion cloil (l;in> l intégrale double remplacer dr dij

par do d<^, car on a

D (.r,y) _
Sa

On en eoiuliit (|iit^ In fonction çp (x, y) doit «Mre remplacée

par

* (p, w) = pîp (p cos (0, p sin to).

D'une manière générale si l'on pose :

a; = /(a.p)

et si l'on pose

«ï' (-. ?) = 'f (A^)
D (/'.5')

la prohabilité s'exprimera par la formule

* ^a,p) f/a rfjî

en désignant par 2: l'aire (supposée ne pas se recouvrir elle-

même qui correspond dans le champ des variables a, /5 à l'aire

S dans le champ des variables x, y.

On peut, d'une inlinité de manières (sous des conditions de

continuité pour o que nous n'énoncerons pas), déterminer le

changement de varial)les de manière que l'on ait

'!> (a,3)= 1

La probabilité devient alors

i dv. rfa

c'esl-à-dire est proportionnelle à l'aire 1. Ces variables a, fi

ainsidéterminées seront dites variables normales pour la fonction

^ (x, y (ju'on s'est donnée a priori. Ainsi, pour toute fonction
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ail)itrairo, il y a des variables convenablement choisies (jui

rendent celte fonction arbitraire égale a l'unité el(jui, j)ar suite,

peuvent justifier par leur emploi le choix en apparence arbi-

traire. .Mais il ne faut pas perdre île vue (jue l'arbitraire dans le

choix des variables n'a pas plus de base concrète que l'arbitraire

dans le choix de la fonction ç; x, // ; à un problème déterminé

correspondent des \ariables bien déterminées. (|ui ne dé[)endent

que de la manière dont est posé le problème.

48. Cas où le résultat est indépendant du choix de la

fonction arbitraire. — Quel (jue soil l inlérél anal\ li(|uc (jue

peuvent avoir les considérations précédentes, il ne saurait sullire

it justifier l'étude svstémali(jue de l'inlrodiulion «les fonctions

arbitraires s'il ne se protluisait fré(|uemmenl une circonstance

très remarquable, sur laquelle M. Poincaré a le premier attiré

l'attention :dans certains cas, le résultat linal du calcul est, dans

une large mesure, indépendant du clioi.r de la jonction arbi-

traire ; il suffit de supposer f[ue celte fonction satisfait à des

conditions assez larges relatives à sa continuité ou au sens de

sa \arialion. Nous allons nous rendre compte de ce fait impor-

tant par l'étude de (juehpies problèmes.

Problème XXXII. Un cadran circulaire est divisé en -in par~

fies ryalt'S, peintes alternativement en blanc ou en noir ; une

aiguille est mobile autour du centre du cadran et est lancée

avec une force suffisante pour faire, avant de s arrêter,

plusieurs fois le tour du cadran : quelle est la probabilité pour

qu'elle sarn'lc en face d'une division blanclie du cadran ?

On remarcjuera ({uc l'énoncé ne mentionne pas la [)Osiliun ini-

liale de l'aiguille ; le résultat estenelTet, sensiblement indépen-

dant de celle position grâce à l'hypothèse sur la force avec

laquelle est lancée l'aiguille ; si celle-ci avait un élan très

faible, ne lui faisant parcourir que :2 ou 3 divisions, il n'en serait

pas de même.

Désignons par l'angle lolal dont t<inrne l'aiguille ; cet angle

augmente de 2~ à chaque lourcom|)lel du cadran ; d'après l'hy-

pothèse, il dépasse toujours les premiers multiples entiers de
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aTT. î^ipposoiis «juo c'O soil limjuurs uiu> mrmo poisomio (Hii

lance raii;iiillo ; luuis junirroiis (lt'sij;ner j)ar ip 5) f/6 la prolui-

hililc pour (pio l'angle total dont vWo tourne soil compris entro

5 et 5 -+- </0 : la fonction "p est nulle lorsipie 6 est inlerieur à

J7T. j>uis(pie l'ait^uille fait toujours ijjusd'un tour ; elle sera nullo

aussi l(»rs(pie «lépassera i()i> z. si Idn suj>|)ose (pu^ la personno

(jui lance laigiiille, en employant toute sa l'orco, est incapable

(le faire faire à l'aiguille j>lus de "lo tours ; lorsque 5 sera com-

jtris entre iz et loo;:, nous ne ferons sur la fonction
(f

{0 que

des hypothèses de. co}itiiitii(t' ; ces hypothèses sont naturelles si

si l'on suppose rapi)areil hien construit au point de vue do

l'égalité des résistances passives qui ralentissent le mouvemenl

de l'aiguille; si. par suite d'une déf(H'tuosilé de rapj)arcil, une

résistance plus grande se produisait dans le voisinage d'une

certaine valeur de Ô, les arrêts seraient plus fréquents dans cette

région et, si cette région corresjiondail ;i une division blaneha

du cadran, la prohahilité pour larrèl en lace de cette division se

trouverait accrue.

Notre hypothèse sur revient donc à ceci ; la l'onction

U ^ ? '•^)

^1 t i *4 i ^ C.CiCj

Fig. i;

peut être représentée par une courbe continue telle que celle

que nousligurons (/?//. i-, : on a d'ailleurs

«• (jc) dos = 1

.

r
Nous avons figuré cotte courbe avec un seul maximum ; le

raisonnement serait analogue s'il y en avait plusieurs, en nom-
bre limité.
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Prenons tics abscisses corr».?spoiidant ;m (Icliul cl ;i la lin «le

cha(|ue divisiuii du cadran a partir de l'instant initiai et menons

l(>s ortloniicos corrcsj)ond;inlcs ; nous lii^urons seulcnicnt

<jucl(|ucs-uncs de ces ordonnées A, B,, AjB;^, ... A,,n^. Par livjio-

ihcsc l'inlorvalle compris entre A,Bi et A^B^ correspondra à une

dixision noire du cadran : nous le couvrons de liacliurcs ; lia-

lervalle compris entre A JJ^ et AjAj correspond a une di\ision

blanche, etc.

Désignons par^ la probabilité pour (pie l'aiguille s'arrête en

face d'une division blanche et par q la probabilité pour qu'elle

s'arrête en face d'une division noire. On aura éviilentment

p _ I aire A, II, A ,83

<7
~ X aire A,lJ,A,B.i

le signe 2i du numérateur correspnudani à toutes les aires non

couvertes de hachures et celui du tlenouiinateur à toutes les aires

couvertes de hachures.

Or, il est facile de prouver (pie le rapport est très voisin

de ), d'autant plus voisin de 1 que n est plus grand. On peut le

voir par plusieurs raisonnements.

Tout d'abord, basons-nous seulement sur la continuité : le

rapport de deux aires voisines est très voisin de 1 , car la fonc-

tion f;^ .r varie très peu lorsque x varie de —, si l'on suppose

n très grand et cette fonction continue. H est vrai qu'aux extré-

mités ou la. courbe se rapproche do O.c une petite dilVérence

absolue peut amener un rapport dillérant sensiblement de 1 \^voir

sur la ligure les aires C,D,CiDi etCiD^CaD^) ; mais ces aires très

petitespeuvent être négligées sanserreur sensible; le rapport ' se

présente alors sous la forme

Pn
chacun des rapports dillérant tics peu do l'unité : le rap-

port ^ diiïère ilonc lui même très peu de l'unité.
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In raisonnement peul-iHre plus satisfaisant lait iiiiorveiiir le

sens de variation de 9 (x) ; sur notre figure, on voit (jue Ion a :

aire AiBiA^Bj < aire AiBjAjBa < aire A3B;,AjB^ < ...

Si donc on désigne les diverses aires correspondant à des sec-

teurs blancs par ;?,. />,, ...p„, ... et les aires correspondant à

des secteurs noirs par 7,. c/,, ..., r/, on aura en supposant
cjue la première aire à gauche soit blanche

Pi <9i<P3<9i< ... < P» < (h < ...

ces inégalités ayant lieu jusqu'au maximum de la courbe;

ensuite, elles changeront de sens. On conclut de là

Pi ^ , . P^ ^ , . . P"

y.
^"

et par suite

y. y* ya yn

p = Pi -^p* -t-... -^ Pn

^

y. -+- ^a + ••• -+- y.. '

.Mais, d'autre part, on a

et par suite

y> ^2 yn

o„' = y.^Pa -^ - -tLJPr-j > ,

,

Calculons la différence entre les rapports p„' et % ; on a

. ' _ a _ P"-f l — Pi

7, + y, -f- ... H- y»

cette différence est d'autant plus petite que n est plus grand;

nous la désignerons par £„ ; or nous avons

?n < I < p'n

On en conclut (jue chacune des dillérences ^'n — 1 et i — rjn

est inférieure a i„. Le même raisonnement s'applique aux rap-



i>Tnoi»rr.Ti(>.\ dks fonctions AmiirnAinEs 121

porls analogues relatifs a la partie déeroissaiite de la eourhe et

par suite au rapport total. La probabilité demandée dans l'énoncé

est donc ; ce résultat est approximatif, avec les hypothèses

faites, mais il est, dans une large mesure, indépendant du choix

de la fonction arbitraire.

PnonLiiME XWIIl. Oiirtabiit une table numcrique des valeurs

d'une fonction quelconque (p (x) pour des valeurs de x crois-

sant par intervalles égaux très petits (par exemple pour

X = o ; 0,00001 ; 0,00002 ; o,oooo3, elc). Quelle est la proba-

bilité pour que la deuxième décimale des nombres inscrits

dans la table soit le chi/fre - ? Cet énoncé a ceci de particulier

({u'il renferme lui-même une fonction arbitraire':) {x) : il ne sera

pas nécessaire d'en introduire une. On utilisera le théorème des

accroissements flnis :

dans leijuel ç désigne un nombre compris entre Xi et x.^. Pour

(jue la deuxième décimale dc^ {x) soit un 7, il faut par exemple

que 9 (j-) soit compris (') entre 1,37 et i,38; l'intervalle de

variation correspondant pour x est, d'après la formule précé-

dente

0, 01

^' ~ '^' ~~
?' (0'

Si l'on suppose que x varie par intervalles égaux à 0,000 01

,

le nombre des valeurs de x comprises dans l'intervalle précé-

dent sera égal à la partie entière du quotient (^)

1 uoo

(') Si l'on a une table à '| di'cimales, par exemple, et que l'on ait, suivant

l'usage, forcé la quatrième décimale dans les cas où la partie ut^gli^'ée dépas-

sait un demi dix-inillièine, le cliillre des centièmes est un 7 lorsque la vraie

valeur de
'f

(x) est comprise, par exemple, enli'e i.îGyg') et 1,37996 ; cela ne
change rien aux conclusions.

(-) Nous omettons une discussion arithmétique qui conduirait, dans cer-

tains cas, à prendre cette partie entière diminuée d'une unité.
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Le nonilne r est lel (juo =) est (.oinpris eiilro i,i- el i,3S:

«losiijiions-le par ç^. : le nombre x. tles valeurs de >. qui dumie-

rout uu deuvième cluIVro cirtimal l'gal à - sera, d'après cela,

sensihiemeiil écal à

I o*ui 1 no«> 1 uoo

le nombre îles termes élanl délermini' par l'élenduc <K'S

variations de la fonelion ç; dans le clianip de la table. De même

le nond)re //, des valeurs de a- pour lesipielles 1(^ deuxicnio

cliillrc (U'cimal est S sera sensiblement

1 «00 1 OOO

Le rapport entre la probabililr />- pour tpn' le cliilVn' soit - cL

la probabilité /îs pour que le chilTre soil H est é.^ale au rapport

or- . ,.~
; or, SI 1 on pose

on a :

et l'on prouvera, rn supposant la conlinuitr de <l> x), (jue ce

rapport est très voisin de ^^//, j>ar un raisonnement analogue

à celui du [>r(iblème précédent, cl sur lequel nous n'insisterons

pas. La probabilité p. est donc wi dijcicme^ approximativement

.

Comme application on peut, dans une table de logarithmes à

sept décimales, chercher combien de fois un chilTre déterminé

revient à la cinquième décimale, dans une |)ortion assez étendue

delà table; on constatera que la probabilité de rencontrer un

cliiiïre détermine est bien égale à un dixième.

49. Application à la distribution des petites planètes. -

<Jn se prop<jse de déterminer comment les j^etilcs planètes se

distribuent sur le zodiafjue : en simpliliant un peu les termes du

problcmo. on peut le ramener au suivant.



INTUnlil (TK» |»i:S KOM.THOS Alllll I UAIUF.S 123

Pmiiii iMK \.\.\1\ . On consulirr )i poinfs (jtci se déplacent sur

un même cercle d'un uwnvemenl uniforme, mais avec des

vitesses di/férenfes : tjuelle est i'esj/ér/tnee ffiat/uhnuti(/ue d'une

perso)ine <jui doit toucher autant de francs qu'il y a de

p(/ints sitr un are donné ''. On remanjuera (lua un iiisluiil

donné, la prol)al)ili(é pour un point de se trouver sur un arc

données! proportionnelle à la longueur a de cet arc, car|)uis(|uc

le mouvement de cluKpie point est uniforme, le temps pen-

dant li'(|iiel il se trouve sur cluMiue arc est proportionnel à la

longueur de cet arc ; l'espérance malliémati(juc est done —

pour un point : elle est _ si l'on considère n points. On pourrait

se contenter de celte solution que j'ai discutée dans un mémoire

auquel je me contente de renvoyer(') ; examinons celle (jue pro-

pose M. l'oincaré : il reclierclie la valeur moyenne d'une l'onc-

tion périodique de l'abscisse curviligtic a de l'un des points,

disons par exemple de sin a; il est clair (jue cette valeur

moyenne sera d'autant plus voisine de zéro (jue la distribution

des points sera plus régulière. Or, si l'on désigne par a* l'abs-

cisse de l'un des points à l'origine des temps et par b,, sa vitesse

angulaire, son abscisse curviligne est a,, + but et la valeur

moyenne que l'on cherche est

' s sin (a,, + JaO-,
n

La méthode de M. Poiiicaré consiste, les points étant très nom-

breux, a remplacer cette somme par une intégrale; désignons

par Ç3 {x, ij dxdij le nombre de ces points pour lesquels ak est

compris entre x et a: + dx et bi compris entre y q\. y ^ dy : on

pourra écrire

s sin (fffc -+- b^l) -+- Il sin [x -+ tij) o (r, y) dxdy

n ^
I

I ? (•^» y) dxdy

(') Sur les principes de la théorie cinétique des ffds, (Annales de riiaole

Normale, 190G). I.a figure 18 ciapi-ès, dont le cliclié m'a été obligeamment

prêté par M. Gauthier-Villars, est empruntée à ce Mémoire.
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les intégrales douhles élanl élendues à tout le champ dans lequel

(p (x, y) n'est pas nul ; la valeur moyenne cherchée a donc pour

valeur

JJ
sia (x + ly) <? (x. //) dsdij

ff9(x, y) dxdij

et on démontre facilement (|ue, lorsque t augmente indé/miment,

elle tend vers zéro ; donc la distribution, si elle n'est pas régu-

lière à l'origine, tend à le dovonir.

J'ai tenu a indiquer ce raisonnement, (|ui me parait toutefois

pouvoir être soumis à (|uel(jues objections que j'ai développées

dans le mémoire cité plus haut. Mais ces objections étant tout à

fait analogues à celles (|ui vont se présenter dans les problèmes

qui se rattachent a la théorie cinétique des gaz, je n'y insisterai

pas.

50. Application à la théorie cinétique des gaz. — L'étude

du niouveiiiL'iit do n molécules dans l'espace à 3 dimensions

peut être ramenée à l'étude du njouvement d'un point unique

dans l'espace à 3/2 dimensions : ce problème fort général peut

être éclairé par l'étude du mouvement d'un point dans un espace

à deux dimensions seiilement, c'est-à-dire dans le plan ; nous

nous bornerons ici à cette étude, renvoyant pour le surplus au

Mémoire déjà cité.

Considérons donc un point matériel assujetti à se déplacer

dans un plan d'un mouvement rectiligne et uniforme ; soient j? et

y ses coordonnées rectangulaires ; nous allons chercher f|uelle

est la probabilité pour que la partie entière de chacun des

nombres x ai y soit un nombre pair. En d'autres termes,

chacun de ces nombres doit être compris entre o cl i , ou entre

2 et 3, ou entre \ et 5, etc.

Si nous divisons en carrés de côtés égaux à l'unité de longueur

la partie «lu plan qui correspond aux coordonnées positives,

nous pourrons couvrir de hachures les carrés pour lesquels la

condition précédente est remplie et dire simplement que nous
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cherchons la prol)al)ililé pour (|uc le point variable se trouve à

l'intôrieur (l'un (.arrt' couvert (le hachures fig. iH .

II n'est pas inutile tlOltservcr (|ue si l'on considcre un point

matériel assujetti à se mouNoir a lintc-riiMir d'un carre d'un mou-

vement recliligne et uniforme, en se rélléchissanl sur les parois

suivant la loi classique, son mouvement est enlicrement ana-

logue à celui du point cjue nous considérons ; pour rendre iden-

tiques les deux problèmes, il suffit de supposer (|ue l'on observe

le mouvement du point intérieur au carré dans des miroirs plans

parfaitement polis passant par les côtés (bicarré et perp(Mi(licu-

laires à son plan. On se rendra compte aussi que le problème est

le même si nous considérons un point matériel intérieur;! un cube

et se réfléchissant sur ses parois suivant la loi classitjue, et que

nous portions notre attention sur la projection de ce point maté-

riel sur une face du cube. Mais nous nous bornerons a l'énoncé

donné en premier lieu.

Soient a et
l's

les coordonnées du point considéré à l'origine

du temps, u et v les projections sur les axes de sa vitesse; ses

coordonnées à l'époque / sont données par les formules

a: = a + î^f

y = ? -h r/.

Je laisserai de c(jté la discussion, fort intéressante ù certains

égards, de ces formules lorsque l'on suppose que a, ,3, ii, v sont

des nombres rigoureusement connus : les propriétés arithmé-

tiques de ces nombres (le lait qu'ils sont commensurables ou

incommensurables^ interviennent dans cette discussion. Ce n'est

pas ainsi que peut se poser un problème pratique, car supposer

un nombre connu avec une précision indélinie est une conception

purement théoriijue, cpii ne peut avoir aucune signilication réelle,

iin fait, on doit regarder a.^'B, î/.v comme connus seulement avec

une certaine approximation
;
pour abréger les écritures, nous

supposerons a et
fi> exactement connus, car cette hypothèse ne

change rien au résultat ; iwus désignerons par set y; les erreurs

en plus ou en moins commises sur u et v, de sorte que les for-

mules précédentes doivent être remplacées par les suivantes :

X = a -+- lit \ u' — w
I

<^ E

y = ^ -^ v't \v' — î'|<Tfl
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Soit u le point de loonlonnécs a, |S et | le j)oinl de coordon-

nées a -I- u\
f,

4- r. Lors(|ue //' et v' prennent toutes les valeurs

possibles. c"esl-ii-dire lorsipie u varie de // — s à u +-
s. et r' de

V — y; à V -»->;. le point ç se déplace à l'intérieur d'uti rectangle

MNPQ Jf>"l 'c*^ cAtés ont respectivement pour loni^ucurs 21 et

•2r,. Par hypolliese le point r peut occu|)(M" une position (piel-

conque à rinlérieur de ce rcclani^le. Nous supposerons (jue la

pritl>al>ililé pour (pi"il se trouve dans une certaine aire est pro

porlionnelle a celle aire ; on pourrait l'aire voir, en aj)pliijuanl

la méthode de M. Poincaré, exposée au n" 48 (pie celle liypo-

ihèse n'est pas essentielle ; mais elle simpliliera les raisonne-

ments et les calculs.

11 est maintenant aisé de voir ou se trouve le point |' ayant

pour coordonnées

X = a -\- u't

y = P + r7

ce pointest homotliétique de |, le centre d'homolliétic étant le

point w et le rapport d'iiomothétie étant égal à / : il se trouve donc

Fip. 18.

a l'intérieur d'un rectangle M'N P'(J , homolhclique du rectangle

MNPQ dans le même rapport. iNous avons du l'aire la ligure en

supposant / égal seulement à quelques unités ; mais il est aisé

de se rendre compte de ce qui se passerait s\ l'on supposait /

égal a quelques milliers ou a quehjues millions de fois l'unité.

Quelque petit que soit le rectangle M>'PQ, le rectanale M'N'P'Q'
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doTil les dimensions sont / lois plus {grandes, linira par élre

extr(^nioni(Mit grand par rapport au rarrclage. et d«'s lors les

carrés couverts de hachures occuperont à jjeu près le (juarl de

sa surfaco total»', (^e n'-sullat sera d'autant plus exact (pie le

rectangle sera plus graïul, car les surfaces des carres partielle*

ment intérieurs et partiellement extérieurs deviendront négli-

geai)les par rapport aux aires des carrés entièrement intérieurs.

On voit (piel est l«^ mécanisme de l'action du temps dans

l'égalisation des prohahilités, lors(|u'il y a dans les données une

indétermination, si petite soit-elle : pour de i)etites valeurs de

t, par exemple dafjs le cas du rectangle M N'P't/ reprcsonté sui

la ligure, il pourra arriver (jue la portion couverte de hachures

soit inférieure au quart de la surface totale ; la prohahilité pra-

tique n'est pas égale à la probabilité lhéori(pie ; mais il v a ten-

dance à l'égalisation entre ces prohabilités lorsque / prend dos

valeurs de plus en plus grandes. C'est en vertu d'un mécanisme

analogue que les vitesses desjnolécules d'un gaz, telles qu'on

les considère dans la théorie ciriéli(pie, tendent vers la réparti-

tion que le calcul démontre devoir être la plus probable. On ne

peut pas démontrer que cette répartition la plus probable est

eirectivement réalisée à un instant donne et, si elle 11 est pas

réalisée, on doit dire (pie sa probabilité prali(pie en cet instant

est ziTo; mais on peut démontrer (jue, (|uelle (pie soit la répar-

tition ;i une épotpie donnée, la probabilité pouripi'a uneéporjue

postérieure la répartition (pie le calcul iiidicpie comme jMobable

soit ellectivement réalisée est tellement voisine de l'unité (pi'on

peut la confondre prati(|uement avec la certitude. Le même
raisonnemcjit s'appliquerait aux épo(pies antérieures, avec tou-

tefois la dillérence suivante : lors(|ue l'on se propose de calculer

l'état futur en partant de l'état actuel, on doit iidmcttre que

l'état actuel n'est pas rigoureusement connu, et de 1res petites

variations, intérieures au\ limites entre les(pielles l'état actuel

est inconnu, suflisent pour la délinilion et le calcul des probabi-

lités diverses pour l'état futur : car on ne peut parler rigoureu-

sement de j)robabilités que s'il y a une part d'inconnu. Au con-

traire, lors(pie l'on se propose de remonter de l'état actuel à

l'étal antérieur, l'ignorance est moins grande dans bien des

cas, dans les cas précisément où ce que l'on sait de l'état anté-
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rieur nous renseigne sur l'étal actuel avee plus de j^réeision que

ne saurait nous en donner une élude directe de cet élal actuel.

Par exemple si l'on a deux récipients dont l'un était vide et l'autre

plein de gaz et (ju'on les ait mis en communication en ouvrant

un robinet, l'état actuel ne permettrait de remonter a l'état anté-

rieur au moment de l'ouverture du robinet que s'il était connu

avec une précision dépassant de beaucoup les possibilités expé-

rimentales, car la plus minime modilication conduira, on s'en

convainc aisément, à un état antérieur tout dilVérenl ; il n'est

donc pas possible d'employer ici pour délinir et calculer la pro-

babilité de cet état antérieur, une méthode analogue à celle que

j'ai esquissée tout a l'heure.



CHAPITRE IX

ERREURS D'OBSERVATION. LOI DE GAUSS

51. Délimitation du problème. — Nous ne traiterons pas

toutes les questions soulevées par une tliéorie complète des

erreurs d'observation, théorie qui exigerait à elle seule un livre

entier. Kn particulier, nous ne donnerons aucun détail sur les

méthodes de calcul numéricjue qu'il convient d'employer pour

déduire d'un certain nombre d'observations les valeurs des quan-

tités que CCS observations avaient pour but de déterminer. Nous

n'insisterons pas non plus sur les discussions théoriques dont a

été l'objet la loi de Gauss et sur les développements mathéma-

tiques auxquels ces discussions ont donné lieu ; il ne semble

pas en eiïct que les résultats obtenus dans cette voie aient une

importance en rapport avec l'elfort analyli(jue (ju'ils exigent ; et

il semble que ce sont les raisons les plus simples qui rendent le

mieux compte de la quasi-universalité pratique de la loi de

Gauss '".

(!) La raison principale pour laquelle il convient, à mon avis, de n'em-
ployer qu'avec beaucoup de prudence en ces questions les raisonnements
analytiques compliqués (intégration d'équations différentielles, d'équations
fonctionnelles, etc.) est la suivante : il ne peut être question que de raisonne-
ments a[)procliés, valables seulement sous certaines conditions qui ne sont
jamais toutes remplies; dès lors, chaque équation comporte une erreur, sou-
vent très faible en pratique, mais jamais nulle. Or si l'on peut limiter assez

facilement les erreurs sur les équations qui se déduisent algébriquement
d'équations comportant elles-môines des erreurs, il n'en est pas de même
pour les équations ditlérentielles et les équations fonctionnellos : une modifi-

cation très faible dans une telle équation peut changer du tout au tout la

nature analytique de l'intégrale.

BoREL — Eléments de la Tliéorio des Probabilités 9
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Nous nous bornerons ilonr à iiuli<juor ces raisons cl nous dé-

velopperons ensuite les principales consé<|uences théoriques de

la loi do (iauss. Ainsi dos trois parties cpio ooniportorait une

théorie ooniplole : otablissenionl ik la loi de Ciauss, soi; étude

tiiéoriijue et ses applications pratiques, nous laisserons de cAté

entièrement la troisième et en grande partie la première, nous

bornant à la seconde.

52. Enoncé de la loi de Gauss- — <>n chorcho ;» mesurer

une (piantité. par exemple une longueur, dont la vraie valeur

est a : si la mesure donne une valeur a', l'erreur .r est a' — a \

la loi de Gauss consiste en ce que la probabilité pour que cette

erreur soit comprise entre x et .r + dx est égale à

e—li-x-dx,

k étant une constante (|ue l'on appelle précision du mode de

mesure employé.

I/énoncé môme de cette loi appelle plusieurs observations.

Tout d'abord. (|u'enten<lra-l-on par la vraie valeur de la quan-

tité à mesurer \ 11 arrivera souvent <|ue cette valeur n'est connue

que précisément à la suite d'une série de mesures ; n'y a-t-il

pas un corclo vicieux à évaluer l'erreur de ces mesures a l'aide

<l'un nombre fourni par ces mesures elles-mêmes. Nous n'insis-

terons pas ici sur cette difliculté qui peut être rattachée à la théorie

de la probabilité des causes: indiquons seulement <\\\il y
a des cas oit cette difficulté ne se présente pas ; on peut

admettre que l'on se borne, au moins provisoirement, à ces cas :

ce sont ceux où la quantité à mesurer est connue, par des me-
sures antérieures, combinées ou non avec des déductions théo-

riques, avec une approximation (beaucoup plus grande que

celle des mesures actuelles. CQ?>i CfQ qui se produit si l'on fait

elTectuer une manipulalion de phvsifpic ou de chiniic dans la-

quelle de nombreux élevés doivent déterminer une constante

par ailleurs bien connue.

On peut en dire autant de la constante k. cpii ligure dans la

formule de Gauss ; c'est seulement à la suite des observations
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cjirelfe est délerminée ; nous indiquerons comment peut se faire

celte dclerminalion.

La loi (le (inuss donne une («tialo j)rol»al>iIit<' aux erreurs posi-

tives et aux erreurs négatives, lorscpie leur valeur absolue est

la m^me ; c'est seulement dans les cas où cetl« symétrie est

réalisée que l'on peut supposer qu'elle sera vériliée.

Observons t^nlin (jue si l'on remplace x par une fonction <\ex

la forme analvti(pie de la loi se trouve modifiée ; c'est la une

objection analogue à celles que nous avons déjà rencontrées ;

on doit V répondre de la même manière, par l'observation des

faits : si l'on se sert d'une règle divisée pour évaluer une lon-

gueur, les diverses parties de cette règle sont homogènes, et ce

n'est pas le carré de la longueur que l'on mesure, mais la lon-

gueur elle-même : c'est donc sur la longueur et non sur son carré

que portent les erreurs.

D'ailleurs, lorsque les erreurs sont petites, la formule de

Gauss conserxe sa forme à la première approximation : posons

b = o (a) h' =
'f \^à )

o; = a — a y z^ b — b

Nous aurons :

en désignant [)ar a un nombre compris entre a ci a' ; si toutes

les mesures a' sont comprises dans un intervalle assez petit,

on a sensiblement o' a, = oia] = c, el il vient

A2

e~'^''^'dx = —^^— e ^' ' du
le _A2^. , /c - .. !/=

l.a précision est simplement divisée par c. Supposons par

exemple (juclon mesure une longueur de loo mètres et que les

diverses mesures diffèrent entre elles de moins de i mètre: si

au lieu de la mesure, on introduit son carré, on a

ç (a = a- &' (a) = aa

et l'on voit que la valeur de cest comprise entre i<)9 et 201 ; on

commet une erreur relative inférieure à — en prenant c = :2oo.
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63. Fondement de la loi de Gauss. — ( >n pourrail se borner

à ilire (jue la loi de (lauss se juslilie dans eerlains eas j>ar lex-

périenee : on peut donc convenir d'appeler nannalcs les séries

de mesures au\(pielles la loi de (iauss s*a|)pli(jue, el anormales

les séries au\«juelles celte loi ne s'apj>lif|iie pas. Ces définitions

posées, on fera la théorie des séries de mesures normales, elon

sera parfaitement justifié à la fonder sur la loi de (lauss. Cer-

taines personnes eslinuM'ont jpi'en procédant ainsi, on a simple^

menl fait usage ilu droit — elles diionl n'cnio du devoir — (|u'a

tout savant de définir j>ourson usaiie un langage clair elconiniodc;

«l'autres, plus sévcres, |>enseronl (pie Ion a simplement ileplacé

la dillieullé, (pie ne saurait résoudre un(^ conxention de langage,

si ingénieuse fùt-elle, et qu'il s'agit précisément de savoir pour-

(|uoi il arrive assez fré(|uemment (pie des séries démesures sont

normales : c'est ce (jue nous allons essayer d'e\pli(pier briève-

ment ; nous laisserons de côté une autre (|ueslion plus difficile,

sur la(pielle nous reviendrons au Livre III voir n" 72 , à savoir:

(|uel est le caractère inlrinse(pie des séries normales ' C'est seu-

lement, en efTet, lorsqu'on aura trouvé aux séries normales un

autre caractère que celui de satisfaire à la loi de Causs par le-

quel on les a définies, que cette définition sera réellement ins-

tructive et que sa portée dépassera l'utilité d'un langage abrégé.

Le fait que certaines séries de mesures sont normales s'explique

par les résultats (pie nous avons obtenus au Livre î relativement

aux écarts. Nous avons montré en cirel «pie, si l'on l'ail ;?, tirages

dans une urne avec une probabilité p^, ji,, tirages dans une

seconde urne avec une probabilité d'écart p^^cic, l'écart relatif X

suit une loi normale loi de Causs avec /.• = i) l'écart absolu ).U

étant égal au produit de l'écart relatif par l'unité d'écart U définie

par la relation

U* = m^p^q^ -h :in,p,q, 4- ...

Or, que se passe-t-il lorsqu'on efTectuo une mesure? Les

causes d'erreur S(^»nl extrêmement nombreuses ; chacune d'elles

a une certaine pr(»babilité el peut produire une erreur déter-

minée. Lorsqu'une même cause peut |)ro(hiire deux erreurs de

valeurs difTérenles, on peut, par la pens(''e, regarder ces deux

erreurs comme ayant deux causes distinctes, dont les probabi-
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lilés sont (lisliiu'les ; li)rs(|iu' rcrrcur j)ru(Iiiilo par une iiiriUL'

•cause varie d'une manière continue, on décomposera son clianij)

de variation en un certain nombre d'éléments assez petits pour

que l'erreur soit regardée connue constante dans chacun d'eux.

Cela étant, on désij^nera par », le nombre d'erreurs possibles

diiiit la valeur esta, et la probabilité />,, par u^ le noiid)re d'er-

reurs possibles dont la valeur est a, et la probabililé /?^, etc. Les

nond)res a,, a.. ... sont positifs ou négatifs et l'on ;i :

^lî^l'l -+- ^^iPi'^2 + ••• = ».

<.-"est-ii-diro (pie l'erreur lolnle est nulle si chaque erreur partielle

se proiluil sui\ant sa probabilité : c'est une conséfjuence de

l'hypothèse, indispensable pour cpie la loi de Gauss puisse être

vraie, (|ue les erreurs négatives sont aussi probables que les

erreurs positives.

En réalité les erreurs a, se produisent non pas )i,p^ fois, mais

ihpi -i->,Mi en désignant par ;/, l'unité d'écart partiel 'i eO^^ l'unité

d'écart, (|ui satisfait à la loi de Gauss, n^ 28) etc. On en conclut

que l'erreur est :

XU = >>,?<,^, -h '^iU.a, -H ... H- XAÎ//.2tt

et un raisonnement analogue à celui des n"" 33 et 34, nous

donne :

La quantité U ainsi définie est l'unité d'écart et l'écart relatif >-

vérifie la loi- de Gauss. On voit (jue l'unité d'écart Uest l'inverse

du nombre k cpie nous avons appelé la précision ; car la pro-

babilité pour À étant

la probabilité pour x = ).U est

4- e-'''\a

X-
1 — TV. ,

lV;

(«) On a : »<», — an,p,7,.
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()n a doue

de sorlo que la précision est, en gros, inversement propor-

lionnello à la valeur des erreurs élémentaires et à la racine carrée

de leur nond)re. Si les erreurs élémentaires deviennent toutes

lo fois plus petites, la précision devient lo fois plus grande; si

les erreurs élémentaires restant du même ordre de grandeur,^

deviennent loo fois plus nombreuses, la précision devient lofois

plus faible. Ces énoncés prendront leur sens complet lorsque

nous aurons étudié les relations avec la réalité de la valeur du

noml)re k, (|ue nous avons appelé précision, ce qui n'est jus-

(ju'ici qu'une définition de mots voir n*^ 55 .

En résumé, la loi de Gauss se trouve justifiée parle fait que les

erreurs possililes étant nombreuses, leurs combinaisons sont

soumises aux lois que nous avons obtenues par l'analyse combina-

toiredans le cas où l'on étudie -un grand nombre d'épreuves ré-

pétées.

54. Invariance de la loi de Gauss. — On peut trouver une

confirmation a posteriori de la loi de Gauss dans une propriété

d'invariance que l'on peut énoncer comme il suit :

Lorsque les erreurs commises sur les mesures de plusieurs

quantités satisfont à la loi de Gauss, il en est de même de

l'erreur commise sur la somme, si l*on prend pour valeur de la

somme la somme des valeurs des mesures.

Il suffira de démontrer cette propriété dans le cas de deux

quantités pour lesquelles les probabilités d'une erreur comprise

entre x ei x -h dx ei d'une erreur comprise entre y ol y -^ di/

sont respectivement

—^e " ^ d:r

-7- e " ^ dy.

Quelle est la probabilité d'une erreur comprise entre z et

z -h dz pour la somme des deux quantités? Si Terreur commise
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sur la preuiiore csl u\ l'erreur coniiuisc sur la secoinle doil (^Ire

rompribc ouUe z — -f ul :; — x -+- liz ,\a prubahililé d'une lulle

erreur est

On aura la probabilité totale en niulli|iliaiil celle expression

par la prubabililé pour x d'èlre eoiupris entre x el x -h dx cl

intéi;ranl par rapport à x entre les limites — oc et -+- oc , ce qui

donne une expression de la forme Sdz, en posant

ce (pii, en utilisant les résultats dn n" 33, s'écril

la précision k" étant délinie par la relation

1 1 1

F» ~" P "^ k'i
'

55. Précision d'une série de mesures. — Il est temps de

mettre en évidence la signification concrète du coefficient /c auquel

nous avons donné le nom de précision. La probabilité pour

(ju'une erreur soit comprise entre /;>>, et k^.^ est

c'est-à-dire est indépendante de /t. Ainsi lorsque la précision d'un

système de mesures est lo Ibis plus grande (pic la précision d'un

autre système, cela veut dire que la probabilité d'erreurs com-

prises entre certaines limites pour le premier système est la

même que la probabilité d'erreurs comprises entre des lijiiites

lo fois plus grandes pour le second système : par exemple, les

erreurs d'un certain nombre de millimètres dans le premier sys-

tème auront la même probabilité que les erreurs du même nondire

de centimètres dans le second SNSteme.
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{.'erreur probable O'i, j»;ir dclinition, la somme des produits

obkMuison imilliplianl (hacjuo erreur possible par saprol)abililé
;

si on lient compte du siijne îles erreurs, l'erreur probable est

zéro, caries erreurs positives sont aussi probables que les néga-

tives; si l'on prend l'erreur en valeur absolue, la valeur de l'er-

reur probable est

V/k.'o /f v/«

KUe est, roninie il est naturel, d'autant plus pelile f|ue la pré-

cision est plus ijrande. Lorscpie l'on a n observations, dont nous

désignerons les erreurs (prises en valeurs absolues par /,, /a> •••.

/„, on aura une valeur approchée de l'erreur prol)able en pre-

nant la moyenne de ces erreurs, ce qui donne la relation

1 e, -t- gj -f ... -he„

n l'aide de laquelle on peut calculer prali(|uemenl la précision Â".

De même, la valeur probable ou moyenne du carré de l'erreur

a pour expression

^ ("'-k^zK2^^_ '

e-"-z-dz
2kf

\/t:Jo

et pour valeur approchée

1 g^i -H g% -t- '•• •+ g»'

2A»
"~

n

On peut améliorer ces valeurs approchées en recherchant la

valeur de 7 pour laquelle le carré de la différence

1 e^ -¥ e^-\- ... + Cn

a la plus petite valeur probable ; en d'autres termes on cherche

a rendre minimum l'expression
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Or, on a

De sorte que l'expression à calculer s'écrit

_i iKJ a- / _n 71 {n — i)\

c'est-à-tlire

Fi['-'^'-^''(''-ir-^')]-

Le minimum correspond (') à

TC — 2
1 H

«l a pour valeur

2n ,

1 H
2;i

Ainsi, si l'on prend

1 __ 1 6|
-h gj + ••• + g»

271

On peut espérer faire une erreur probable plus faible sur la va-

leur de la précision ainsi obtenue. Celle remarcjue n'a pas d'ail-

leurs grand intérêt pratique car, si ?i est grand, les deux valeurs

<lifférent très peu et, si ii est petit, elles sont toutes deux très

incertaines.

56 Poids d'un résultat. Moyennes. — On donne le nom de

poids d'une mesure au carré /.- de sa précision k. Celle dénomi-

juilion est jusliliée par la solution du problème suivant.

('> Voir Bkrtranu, p. 194. Il y a dans Bertrand une foule d'impression à

la valeur du facteur qu'il appelle /. et qui est égal à s ^'n.
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Proplkme XXWIl. Pour mcsitrcr loïc loïKjucur z on a fait

une ptf'mirrc snic de mesures, dont la prèeision est h et une

seconde série dont la précision est k' ; à supposer que l'on

connaisse seulement le résultat tn d^une mesure U)ùque de

la première série et le résultat m' d'une mesure unique de la

secoiule série, quelle valeur doit-on adopter pour :r?

On est conduit, pour des raisons évidentes (^' , ;i adopter

pour r une expression de la forme

hni -h h'in'
' — —h~^^^-

cl 1 un dit alors (jue // et /<' sont les poids respectifs attribués

aux deux mesures.

Si l'on désigne par x q\. ij les erreurs commises sur m et m'

l'erreur commise sur c est

hx -\- h'y

Nous ne pouvons pas chercher à rendre minimum la valeur

probable de cette expression, car cette valeur probable est zéro,

les erreurs x cl ij étant forcément prises avec leurs signes ; nous

chercherons à rendre miniînum la valeur probable de son carré,

c'est-à-dire

(hx 4- h' i/Y _ h' m {x'- ) -h h" m [i/-)

\ h-h.h' j
— {h^h!f

car la valeur moyenne de xy est nulle. Or, on a :

(*) En efr«l, l'expregsion de z doii satisfaire aux conditions suivantes :

l' Si l'on multiplie m et ni par une même constante, elle est multipliée

par elte constante : elle est donc homogène et du premier degré.

2" Si l'on ajoute à »! et m' une mêmf constante, z est au;jmenté de cette

•onctantc; l'expression est donc linéaire en même temps qu'bomogr>ae.

30 Si m = m , z doit être égal a leur valeur commune.
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ell'on doit cliercher le minimmn do

Si l'on pose

W ^ h'^l {h -h h")

h = u {h -h h')

h = {i —u){h -f- h')

celte expression devient

k^ ^ k"

et en annulant sa dérivée par rapport à ti, on obtient

Il 1 — u

c'est-à-dire

h __ h'

k' ~ k'^

'

Les poids h et h' sont donc proportionnels à A- et k'* et la

valeur à choisir pour ; est

_ khn H- h'^m

Lorsque plusieurs observations appartiennent a la même série

et ont par suite la même précision, on est ainsi conduit à pren-

dre leur moyenne arithmétifiue.

D'une manière générale, soient 7l^ observations de précision A\

et dont le résultat moyen est a,, n., observations de précision

/. j et dont le résultat moyen est a^, etc., la valeur à adopter pour

c sera

n, kl- g, H- ••• -t- Hp k j,- Mp

^ ~ ' W, k* -h ... -i- «p V
c'est-à-dire que le poids d'un ensemble d'observations s'obtient

en multipliant le poids commun de ces observations parleur

nombre. On en conclul (jne la prrcision de la moyenne de
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plttsieurs observations s'obtient en multipliant la précision

(Tune observation unique par la racine earrre du nombre des

observations. Cot iinportant rosullal peut s"('tal)lir (liroctcniont ;

si l'on pose :

X = X^-\- X.^-^ ... -f- X„

ot que l'on désigne par /.-,. /.j, ... /.„ ot /.• les précisions relatives

au\ erreurs x^. x^ /„ et à leur .'^omme x, on a

1 11 1

Or. si Ion suppose /.-, = /{.^ = ,,, = /,„ celle formule donne

Mais la précision sur - est n fois plus grande (jue la précision

sur X, car à une erreur commise sur x correspond une erreur

71 fois plus faible sur - ; la précision dans l'erreur sur la moyenne

égale à

•T _ j;, -h J-g -h ... -4- x„

n n

€St donc

Ainsi, par la moyenne de loo mesures, on obtient une pré-

cision lo fois pbis grande que par une mesure unicjue, par la

moyenne de loooo mesures, on oi)tienl une [)récision loo fois

plus grande (jue par une mesure unique. Nous laissons de côté

la rpiestion de savoir quelle est la limite de la précision qui peut

ainsi /7;-fl//<77/r;/ie/?nMre atteinte en multipliant les mesures (').

(') Dans mon cours de U)o8-i909, j'ai étudié à ce point de vue diverses

questions expérimentales, et en particulier de très intéressantes expériences

sur les fils employés à la mesure des bases géodésiques, d'après les publica-

tions du Bureau international des poids et mesures et les indications qu'ont
bien voulu me donner très aimablement M. Benoit et M. Ch. Ed. Guillaume.

La conclusion pratique à laquelle j'ai été conduit, c'est que l'on peut raieon-

nablement espérer, en combinant quelques centaines de mesures, obtenir une
décimale exacte de plus que par un pâlit nombre de mesures; mais qu'il est

difficile d'aller plus loin, par suite des difficultés pratiques qu'il y a à être

assuré qu'on mesure la même chose, lorsque le nombre des mesures atteint

plusieurs milliers.
;



LIVRE IH

PROBABILITÉS DES CAUSES





CHAPITRE \

CAS DKS PIKilîABlLITÉS DISCONTI.NUF.S

57. Quelques prohléraes simples.

PRonLHME XXXVnï. Deux urnes A el B renferment, Vurne A :

3 boules blanches et i noire ; l'urne B, i boule blanche et

3 noires. On extrait une boule d'une des urnes, choisie au

hasard et on constate quelle est blanche ;
quelle est la proba-

bilité pour que fume choisie soit A ?

Chacune des urnes renfermant le rar-me nombre de boules, la

probabililô d'cxlroiro une quelconque des boules est la même;

comme il y a 3 boules blanches dans A et i dans B, la probabi-

lité pour que la boule i)lanche extraite soit l'une des boules de A

est ',\ telle est Ja probabilité demandée.

On peut aussi raisonner comme il suit : imaginons \o sys-

lemes de deux urnes A,, A^, ... Ajo ;B,, B^, ... B.^ couplées deux

à deux, toutes les urnes A, ont la même composition (jue l'urne A
et toutes les urnes B, ont la même composition (jue lurjie B.

Supposons (jue l'on extraie une boule au hasard d'une urne de

('ha(jue couple choisie au hasard ; on peut présumer <^ue l'urne

choisie sera A dans 20 des couples cl B dans les -20 autres ; or,

si l'on extraie 20 fois une boule d'une urne dont la composition

est A, l'hypothèse la plus probaljle est que l'on obtiendra

i5 blanches et .î noires ; de même on obtiendra 5 blanches et
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I
.*> noires ilans les ao exlraclions (ruines B; ce qui permet de

former le lahleau suivant

ao exlr. A donnent i."i blanches
ao » H » "> »

.'jo extr.

On voit (|ue les jo extractions ayant fourni les blanches se

<lécom|Hisent en 1 5 provenant d'urnes A et 3 provenant d'urnes B ;

la proljal)ilité pour (|uc lune d'elles provienne d'une urne A

est donc V.

Problème XXXIX. Les urnes A et B élaiit eomposécs comme
dans le problrme précèdent^ on fa'il deux extractions de chaque

urne, en ai/ant soiri de remettre la boule extraite après la pre-

mière extraction pour ne pas changer la composition de l'urne ;

sachant que chacune des deux extractions donne une boule

blanche, quelle est la probabilité pour que Curne choisie soit A.

La probabilité d'extraire deux boules blanches de A est -^; la

probabilité de les extraire de B est -jt; si donc on fait 32 expé-

riences, dans i6 desquelles on choisit A et dans i6 desquelles

on choisit B, les nombres probables de cas où l'on extraira

1 blanches seront respectivement 9 et 1 ; il y a donc 9 chances

sur lo, lorsque cette éventualité se produit pour (|ue l'on ait

choisi l'urne A.

Plus i^énéralement, si n tirages consécutifs donnaient une

blanche, on pourrait parier 3" contre 1 que l'urne choisie est A.

pRORLKME XL. On a trois coffrets dont chacun a deux tiroirs ;

le premier coffret renferme dans chaque tiroir une pièce d'or,

le second renferme une pièce d'argent et une pièce d'or et le

troisième deux pièces d'argent. On ouvre l'un des tiroirs et on

y trouve une pièce d'or ; ciuelle est la probabilité pour que le

second tiroir du rnnne coffret renferme une pièce d'or ?

La question revient u la suivante : quelle est la probabilité

pour que le tiroir ouvert appartienne au premier coiïrel ''. Or,
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trois tiroirs nMirrrmaient une pièce dOr ; la |irobahiIile pour ipie

Ton ail ouvert chacun d'ouv est donc .. , car ces 3 tiroirs sont

supposés exlcricurciniMil idenlitiucs ; la probabilité demandée

est donc
^

piiis(|Mil y a deux tiroirs à pièce d'or dans le pre-

mier coIVrot.

pRonLr.ME \\A. On a dix urnes dont Tune A renferme 5 boules

blanches et i }ioire,les() autres \\ re)ifermant chacune 2 blanches

et -2 noires. On extrait une boule d'ww urne choisie au hasard

et on constate qu'elle est blanche. Quelle est la probabilité pour
que furne choisie soit A ?

On ne peut pas ici raisonner aussi simplement que dans les

problèmes précédents parce que les urnes lî ne renferment pas le

même nombre de i)Oules que l'urne A ; on peut, par l'emploi du

plus petit multiple commun, être ramené à ce cas. Rien ne serait

changé en elVet, si l'on doublait le nombre des boules de l'urne

A, en conservant leurs proportions et si l'on triplait de même le

nombre de boules des urnes B ; l'urne A renferme alors

10 blanches et 2 noires et chafpie urne B renferme 6 blanches

et G noires ; il y a en tout 10 -f- (5x9= '^
i
boules l)lanches

parmi les(|uelles 10 sont dans A ; la probabilité pour qu'une

boule blanche étant extraite, l'urne A ait été choisie est donc
10 5

64
"^

lia
'

58. Formule de Bayes. — Considérons }i urnes parmi les-

(juellcs ;/, (jue nous désignerons indilTéremment par A, ont la

même composition et renferment une proportion /;, de boules

blanches ; de même n.^ urnes A^ renferment une proportion p^
de boules blanches, ..., ;jfc urnes A^ renferment une proportion

Pk de boules blanches. Les « = », -h ;jj -h ... -1- n^ urnes étant

supposées identiques extérieurement, on choisit l'une d'elles et

on en extrait une boule, qui se trouve être blanche. Quelle

est la probabilité P, pour rpie l'urne choisie soit l'une des

urnes A,

?

BoBiL — ÉIcmcnts do la Tlicoric des Probabilités 10
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Nous supposerons que chaque urne renferme le m<^m(>

nombi^ N de bouJee; les urnes A, renfermeront cliacune /),.\

boules Manches 1^' les urnes Aj en renfernieronl i haeunoy^a^,

• 'If. .K> sorle que le nonihn' lotal Ao l»<tul<>s hianclies est

n,p,N -+- ;j,PjN 4- ... 4- n^ih.'S

parmi lesquelles «i/>,N apparliennenl à l'une des urnes A,. La

probaltililé P, pour que la houle hlanehe extraite proviemie

d une urne A, est donc :

l>
^iPi>* ^hPi

' 7i,p,N -h ... H- nA/îfcN n,p, h- n^p^ -+-...+ n^Pk'

On écrit souvent cette formule sous une autre forme en po-

sant :

La formule devient alors

P.= Pi^i
p.^Vi, H- ... Pn^n

La signification des nombres w/, est très simple.

Si l'on choisit une urne au hasard, la probabilité pour que

l'ume choisie soit de l'espèce A, est tb,, puisque ra, est le rapport

du nombre n^ des urnes A, au nombre total n des urnes. On dira

pour cette raison, que ct, est In probabilUf' à priori ''c'est-à-

dire avant tout tirage pour que l'urne choisie soit de l'espèce A; ;

la probabilité que nous avons calculée P, est alors dite la pro-

babilité à posteriori et la formula précédente est la formule de

Bayes. On peut la démontrer par le raisonnement suivant, ou

l'on fait usage des théorèmes sur les probabilités totales et com-

posées.

Evaluons la probabilité pour que l'extraction donne une houle

hlfiuche extraite de A, ; nous évaluerons cette probabilité de

deux manières en intervertissant Tordre des deui: conditions

(') Le nombre N est choisi tel que p,X, ^j^» ®^<^- soient des nombres entiers.
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au\quelle«J (loil satisfaire la l>ouI(' : i' ello doit t>Lie Jiia»tlie;

a" elle doit être extraite de A,.

i" I^ prohahilité pour (|iio la l>oule extraite soit blauclie est

une prohabililé totale, car la Ixmle Idanche peut (Hre extraite,

soit des urnes A,, soit des uriie> A., elc ; sa valeur est donc ;

Pi'^i -^ Pi^^i -t- ... H- p„n!„.

D'autre part, la prol»al)ilité pour qu'une boule extraite, lors-

qu'on sait (/n'c/le est b/nnc/if, provienne (le A, a été désignée

parP, ; laprohahilité demandée est donc

2" La probabilité pour (juc la boule extraite provienne de A,

est égale à T3, ; sachant (ju'ello vient de A,, la probabilité pour

qu'elle soit blanche estyw, ; la probabilité demandée est donc

(2) p,T^,.

En égalant les deux valeurs trouvées 1 et 2, on retrouve

bien la formule de Bayes. Celte dernière démonstration s'applique

quelle que soit la nature des expériences dans lesquelles les pro-

babilités sont mises en jeu : ce qui en rend parfois les applica-

tions dilliciles, c'est l'incertitude qui règne sur la valeur des

probabilités à priori. Donnons en quelques exemples.

Problème XLIl. ine urne A renferme un nombre inconnu de

boules blanches ou noires; on fait plusieurs tirages successifs^

en remettant la boule extraite après chaque tirage; le résultat

de ces tirages est lextraction de r boules blanches et de s boules

noires. Quelle est la composition la plus probable de l'urne ?

On est tenté de répondre que la composition la plus probable

est telle que le rapport du nombrc'des boules blanches au nombre

«les boules noires est égal au rapport de /• a.s : mais ce résultat

ne sera exa<.'t que si l'on fait sur les probabilités à priori (Ïùb

hxpotbeses non seulement très particulières, mais variables avec

les valeurs de r et de .s ; c'est ce que montrera l'étude de queUiues

exemples particuliers.
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r Supposons (pie l'on ail ;• — a, * = o c'esl-à-dire que deux

liraces eonsorulirs aient donné des boules hlanchcs, cl (juc l'on

sache (pie l'urne renferme G boules. On peul faire sur sa corn-

position 7 hypothèses (juc nous (^'signerons par Ao, A,. ..., A^,

Ihypothese \k (''tant e(^lle où l'urne renferme (i — /. blanches et

/.noires. Dans chacune de ces hypothèses la probabilité d'extraire

deux blanches consécutives est donnée par le tableau suivant

Ao
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Il est donc nécessaire île faire des liyiK»lhèscs sur m^, m,, ....

ro^, c'est-à-dire de compléter l'énoncé. Une hypothèse plausil)le

consistera à supposer ces probabilités « priori égales entre elles,

c'esl-à-diro à admettre (jue les 7 com|)Ositioiis possibles sont

représentées par 7 urnes entre les(|uelles on choisit au iiasard ;

celle hypothèse donne :

p„ = ^ , P. = -"'
. i\, ^'\ p,= ^

, p, ^ ^ r = '
.

91 ' > (jl ^ (,i 91 • 1)1 «M

Une autre hypothèse consistera à admettre <juc l'urne a été

remplie au moyen de tirages eiïeclués dans une urne renfer-

mant en proportions égales des boules blanches et noires ; on a

alors d'après le triangle arithmétique :

^0
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btmli's rt;iiii y. >i ic mpport est ivalisô, le nombre normal de

Manehes extraites sur jono tirages sera 2000 p et par suite

l'écart absolu obser\'6 sera

a 000 p I OOl) rnr; l OOO {:tp l)

l'unité (l'écart étant

\' i 000 pt/ = 20 ^' 1 n pq .

L'écart relatif^ est donc

X = Lo<H> ( 2/> — t) _ ^^ (yj — 1)

10 y 10 pq \/iopq

et Ion sait (jue la probabilité d'un tel écart est extrêmement

faible lorsque '> dépasse ô ; on pourra donc la négliger, à moins

que la probabilité ^/ /;;"ion correspondante ne soit très élevée.

Prenons donc

1

1

q = a
^

2

et négligeons le carré de a ; il vient

, 200 a /
A = - = 20 a y/ 10

\' 10

et > dépasse y/io lorsque a dépasse -
. Supposons que h pro-

babilité à priori pour (jue a ail une valeur comprise dans un

intervalle déterminé compris entre — ,^

—

I
— soit proportion-

nelle a l'étendue de cet intervalle ; la probabilité pour (|ue, a

étant compris entre a et a -t- (h., on observe un écart relatif X

compris entre 2oa\/io et aoay^io -+- cD. est
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La prubabililé pour <|U(; a soil compris ontio a et a -+- </a est

(lune ^

car l'inlégrale du (KMiomiiialcur pcul tHrc évaluée sans erreur

sensible entre — ^ et H- oc .

La prul)abilité pour que le rapport entre le nombre des boules

blanches et noires soit compris entre 0,.'^ et o,r)o i s'obtiendra en

prenant y. = •>, (h. = ce (pii donne

v/4 000 2 \/io

1 (lOO 100

la probabilité pour que ce rapport soit compris entre o,5io et

0,5 1 I s'obtiendra en prenant a = ^^^, dy.— --^^ ce qui donne

\/4"'>o g-0,4
I 000

Fjilin, la probabilité pour ([ue ce rapport soit compris entre

0,52") et o, 0:2(3 s'obtiendra en prenant a = 7-, fl^a = 0,001, ce

qui donne

e
\ 000

elle est environ 10 fois plus faible que la précédente.

3" Supposons que l'on ait ;• = 10, .y =r o et que l'urne ait été

remplie au moyen de 800 tirages effectuées dans une autre urne,

où les nf)mbres de boules blanches et noires étaient égaux. La

probabilité à priori pour (|uc lurne renferme 4<^" "^ ^^ boules

l»lanches est dans ce cas

_ e-cr
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car l'unilô décarl est égale à ao. Nous nous hornorons à recher-

cher la composition la plus probable \ la j)rol»ahililô pour ipio

lo liragos conséculifs donneiil des boules blanches esl

\ 800" /

de sorte (|uo nous sommes amenés ;i reclicrciu'r le iiiaximiiin du

produit

-J^e V""! /400 ^/ty»
4o v/t: V '800 /

dont le logarithme esl, à une conslaMle j)res

1 lOg l -H , r
»

Prenons la dérivée, nous obtenons

10 li

4oO H- h 2<»(»

A* -H- 4ooA — 2 ono = (»

h = — 2(»o -h y \i «00 = p-o(t
I

— ^ + V/ 1 + I

= 5 environ.

Ainsi, la composition la plus probable est .'jo-' boules blanches

et 390 boules noires ; l'extraction de lo boules blanches sur 10

tirages ne rend pas très vraisemblable un écart plus considérable

dans la composition de I urne ; ceci tient a ce <|ue, d'après la

manière dont l'urne a été composéo. il est extrêmement peu pro-

bable que le nondtre d<' boules blanches soit grand par rapport

au nombre des noires.

Il en serait autrement si 100 tirages consécutifs donnaient

100 boules blanches ; dans ce cas, on devrait tout d'abord se

demander s'il n'y a pas eu quelque erreur d'expérience car un

tel résultat serait extrêmement invraisemblable ; si on l'admet et
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<|uo l'on recommence le calcul (»ii csl amené à chercher le nia\i-

inuiu de l'expression

h*
ion loSÇ (^OO -+- h) — Y -

^ ' 400

ce qui donne

100 /}

400 -H h 300

/t- -h 4<'0 h — r>o 000 = o

/i = — 200 -h y/Oo ()0(» =
j ( environ.

59. Applications diverses, — 11 est des cas où l'évaluation

^\^' la pruhabililo <) priori est une simple affaire d'appréciation ;

le résultat est fonction delà valeur (jui est attribuée à cette pro-

babilité. En voici un exemple classique.

Problf:me XLIII. Pierre joue à l'écarté avec îin inconnu qui y

la première fois qii il donne les caries, retourne le roi. Quelle

est la probabilité pour que le partenaire de Pierre soit tricheur

de profession ?

Dans la solution que M. Henri Poincaré donne de ce problème,

il admet implicitement qu'un tricheur de profession tourne le

lui clia(|ue lois qu'il en a l'occasion. Bien ([ue je n'aie pas— plus

(jue M. Poincaré — fréquenté « le monde oii l'on triche » cette

hvpothèseme paraît assez peu vraisemblable ; un joueur honnête

tourne le roi en moyenne une fois sur huit ; il parait difficile

(pi'un individu à qui pareille bonne fortune arriverait à chaque

coup n'attire pas rapitlement l'attention ; un tricheur, d'ailleurs,

préférera varier ses moyens d'action, et, en tous cas, ne cher-

chera pas à forcer le sort lonpie celui-ci lui sera spontanément

favorable. H send)le donc que l'on se rapproche do la vérité en

évaluant à ,, par exemple, la probabilité pour (|uun tricheur

retourne le roi, alors que cette prol)abilité est
^

pour le joueur

honnête.
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L)t*sifînons [Mir m la prohalùliU' à priori pour quclo parlenairo

tlo Pierre soil trieheur ; la prol>al>ililé // priori pcmr (ju'il soil

homuMe esl i — ^ el la prohaliililo V <) posteriori cesl-à-dire

après qu'il a tourné le roi pour «pj'il soit tricheur est

P =
I

4 2 ta

1 I . 1 -h ra

Si t" = ^, c'est-a-dire si Ton suppose égales les prohabilités

à priori pour (pio ]'a<l\ersairo iW Pierre soil Irichour el pour

4ju'il lie le soit pas, on trouve

P = ?
3

c'est-a-dire que ruiiique événement ol)servé augmente nolahlc-

raenlla probabilité. Mais l'on observejuslementfjuc Pierre serait

bien imprudent d'engager une partie contre un partenaire dte" la

moralité spéciale duquel il aurait une aussi fiicheuse opinion ; le

fait (jue Pierre joue suppose (]u'il reganle rr comme un nombre'

assez petit. Si ^ est j)elil. P dilVcre peu de -ir^^ ; en tous cas d'ail-

leurs, P esl inférieur a ^rn, c"est-;i-dire (juc la probabilité est

tout au plus doublée par révénemcnt obsersé ; si le partenaire

de Pierre est tel que m soil égal à i sur i oo ooo, P esl égal à i sur

ôoooo, c'est-à-dire pratiquement aussi négligeable que m; si

Pierre est sur de son partenaire et suppose ni = o, on a aussi

P = o, c'est-à-dire f[ue l'événement ne doit pas ébranler sa

confiance : les résultats du calcul sont conformes à ceux du bon

sens.

Pboblkme \1,1\ . in examinateur ayant préparé un ciwix de

dix quesiiona écrites eu (ait tir^)' au sort une par chaque cou-

didai. De deux candidats, le plus instruit connaît <> r/nestions

sur jo et [autre seulement i sur jo; un de ces candidats tire

une question quil connail : quelle est la probabiLilé paur que

ce soit le plus instruit ?
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riour à rélève correspomiani de \\, la prol)al)ililô pour (jiio la

classe A soil la première serait

î
("")'

8Î G4

2
(aoo)« -I- - (75)»

On \oit romliicn la rèpèlililion dos éprouves augmente les

ihances d'aboutir à une conclusion exacte, en supposant, bien

entendu, qu'on ne commette pas d'erreurs dans le jugement

porté sur les individus comme nous l'avons implicitement

supposé dans l'énoncé do ce prohlomo.

Problème XLVI. Un régiment renferme des soldats de pre-

mière, de seconde et de troisième année ; on y choisit deux sol-

dats au hasard et Fun d'eux déclare qu'il est plus ancien que

l'autre
;
quelle est la probabilité pour quil soit de troisième

année ?

Soit a le nombre des soldats de première année, b le nombre

des soldats de seconde, c le nombre des soldats de troisième.

Etant donné un soldat de seconde année et un autre pris au

hasard, la probabilité pour que le premier soil plus ancien est

a -\- h -h c — 1

car le second peut être l'un quelconque des a -\- b -h c — 1

autres que le premier et sur ces hypothèses, a seulement sont

favorables. De même, la probabilité pour qu'un soldat de troi-

sième année soit plus ancien cpinn autre pris au hasard est

a -h 6

a -4- & -4- c — 1

*

D'autre pari, les probabilités à priori pour qu'un soldai soit

de seconde ou de troisième année sont respectivement f
j

h
^

c

«-+-6-I-C ' a -\- h ->!- c'

C) Il n'y a pas lieu de s'occuper des cas où le soldat est de première année
car il ne peut alors élre plus ancien que le eecond.
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La prohahilit»'* à posteriori \nn\v ^\y\^} le soldai le plus aiuion

soil (le Iroisième année est clone

_c a±h
a-\- h -\- c g H- fe -f- c — i

c
~

a-f- 6
\

b 3 ^
7\

a ^if. h -\- c a -\- b -If c — 1 a -\- b -ir c a-t-ô-hc — i

c'esl-à-ilire

c {a ->r b) ab

c^a -i^ by^ ab bc -^ ca -h ab'

On peut aussi éerire celle probabililé sous la forme



CHAPITRE M
PRonLKMKS STATISTIQUES

SCHÉMA DES URNES

60. Notion de la probabilité statistique. — L'élude de cer-

taines slali>li(|ncs nionlro (|u'il existe ciilro les «'valualions numô-

ri(|ues(lediN ers phénoiiuMies (les rapports sensiblement eonstants;

par exemple, le rapport du nombre des naissances au nombre

des habitants ne varie pas beaucoup à une époipie donnée, dans

une région donnée, lorscju'on roi)servependaut plusieurs années

consécutives. Un tel phénomène n'est nullement comparable

à priori à un tirage eiïectué dans une urne renfermant une pro-

portion déterminé de boules l)lanches et noires ; la seule analogie

qui apparaisse immédiatement entre ces deux phénomènes,

c'est la constance d'un certain rapport. On a été amené à éva-

luer ce rapport, et bien d'autres du même genre, d'une manière

suflisamment approchée, et on leur a donné le nom de probabi-

lités statistiques. 11 ne faut pas perdre de vue qu'il y a la même
différence entre ces probabilités statistiques et les probabilités

abstraitement et rigoureusement déliniesqu'entrelesjigures étu-

diées en géométrie et les représentations plus ou moins gros-

sières qu'on en rencontre dans la nature ; entre une sphère, par

exemple, et une orange.

61. Naissances masculines et féminines. — L'une des pro-

babilités slatistifjucs les plus anciennement étudiées, et dont la

constance est la plus remarrjuable, est la probabilité pourqiiun

nouveau-nc appartienne au sexe masculin. On sait depuis fort
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longtemps <|ue l'cUe juobaJjililo est Ic^ercmenl su])éricure à »

c'cst-à-dirc (juc le nombre des naissances îles garcjons est légè-

rement supérieur au nombre des naissances des filles. Nous ne

résumerons j)as ici toutes les recherches qui ont été laites sur

celle ([ueslion, nous nous contenterons d'indi([uer comment on

doit poser rationnellement le problème et en rechercher la solu-

tion.

Supposons (pie Ton ail conslaU? <pie, pendant une longue pé-

riode, dans un pays déterminé, le rapport du nombre des nais-

sances des garçons au nombre total des naissances (') a été

- -t- a, le rapport du nombre des naissances des Mlles au nombre

total des naissances étant par suite - — a ; le rapport du nombre

des naissances masculines au nombre des naissances féminines

est par uite

1

= 1 -H {x -f 8x- -h ..

La valeur de a est généralement voisine de 0,0 1 et ne dépasse

pas 0,01 5; le terme en a^ peut généralement être négligé au

degré d'approximation des observations dont on dispose.

La question qui se pose tout d'abord est la suivante : le coef-

ficient a ayant été calculé au moyen d'une série d'observations

portant, par exemple, sur 20 ans, on peut, pour chaque année

de cette période, calculer ce qu'aurait dû être le nombre des

naissances masculines en multipliant par - + a le nombre total

des naissances. Le nombre ainsi calculé diiïérera généralement

du nombre observé; l'écart satisfait-il aux mêmes lois que si

chaque naissance était remplacée par un tirage dans Wie urne

renfermant N boules parmi lesquelles {- -\~ a) N seraient

(') Les chiffres varient suivant que l'on fait entrer ou non en compte les

mort8-n<^9 ; ils ne sont pas absolument les mêmes pour les naissances légitimes

et pour les naissances illégitimes. Il semble prudent, surtout pour les statis-

tiques anciennes, de se borner aux naissances lègilitncs d'euXants vivants^

car elles paraissent présenter plus de garanties d'exactitude.
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blanches ? Si ilans une lollo urno on fait n tirai^cs. lo noinl>ro li>

plus probable de boules blanches extraites est

et l'unitt" .Ir.art a pour valeur

\^inpq =y a/, (i -h «) (^
- a) =y i* - •uia''

.

Lo carrelle a étant très petit, on piMirra. sans erreur sensible.

négliger le terme en a''.

On calculera récarl relatif >> en divisant l'écart absolu par

l'unité d'écart et on recherchera si les écarts relatifs se répar-

tissent suivant la loi de (lauss.

Nous nous contenterons d'indiipier ici ipie la Ncrilication est

assez satisfaisante, d'où l'on concUil (]ue. ou tiwins à tnic pre~

tîiière opprojrimalion. l'assiniilalion à un tirage dans une urne

est légitime '\

Nous ailniettrons provisoirement ce résultat, et nous allons voir

comment d'autres observations statistiques conduisent à le nio-

dilier.

62. Etude des accouchements doubles. — On a observé

depuis longtemps «pie deux jumeaux sont plus fré(piemment du

même sexe que deux enfants non jumeaux d'une même famille.

Peut-on soumettre la question au calcul? L'observation statis-

tique fait connaître les nombres d'accouchements doubles ayant

produit soit deux ganjons GG , soil deux hlles [VV'\ soit un gar-

çon et une fille (GF ; on en conclut les probabilités statistiques

de ces trois hypothèses ;

GG :a

FF : b

GF : c

a -h b -h c = i.

C) J"ai di'cuté cette question et i'ignalé quelques-unes des restrictions qui

•'imposent dans mon cours de icjo--ii)o8.
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l.cs M(»riil»rr«, II, h, r (''laiil roniiiis, (m jk'iiI icsoiidr»', fii so

|)lnr.'iiit iiiii(|ii(;rnonl nu point <!<; viu; dos fails «lôja oimorvé»

(«•'•'sl-a-dirc du fi.isx' *'l non d*- l'ascnir . d"s proItli'riH's ffls qur;

lo sui\anl.

l'Boiii.i'mK. \l,\ II. Snrhnnl <iiif C un (1rs di'ur jutiifuiix osl uii

fjnrroti, f/iu'llr est ht /irohfihililr pour f/f/r Lnulic soit, aussi

nu fjorroii ?

(!o prf)l)l<'rnr <'St tout a l'ait scrnhiahlf; an proljjcnio des trois

«oiïrets Prohlcmc \[., n'57 , sanf (jne nous avons ici «N cas GG
ol r.N cas (il"' an lir-ii d'nn seul collVct or-or et d'un «f;iil ^•()\\^^'A

or-argcnt ; la prol>al)ilil(; (,'St dont

'>.a

ta

Mais ce n'est pas la h; prohlcnio dont la sf>lnlion est la pins

intéressante : la question qui se pose naturellement est de savoir

dans quel cas le sexe de l'un des (Uiux enfants peut être regardé

comme avant pour cmise le sexe de l'auln;, I.a principale diffi-

culté est de lortnuler cette question sons nn«; l'orme jin-cise et

claire : il est nécessaire pour cela, d*; lui donner nn énoncé en-

tièrement objectif, c'est-a-dire indéjxTidant de toute interprét;i-

tion pliy sioloiiique ; on peut le l'aire de bien des maniiires. entre

lesquelles le choix est arbitraire : nous adopterons la suivante.

Pkoblkmh .XLVIII. ()ii fait nn certain noniljre dn srries da

deux tirages dans une urne renfermant dans une proportion

dèlerniinèe, des Ijoules mnrfjui'es (î et des boules marquées V ;

chaqni' tirnfjeest notr par nn aide qui inscrit^ suivatit les cas,

{'%(), (/K, K(i, Kl": mais on suppose que l'aide est par/ois inat-

tentif, et qw, dans ce cas, au lieu fTécouler le nom de la

seconde boule extraite, il inscrit la même lettre que pour la

première. Connaissant les résultats globaux des inscriptions

faites par Caide, on demande de déterminer la proportion des

cas oii il a été inattentif?

boai'. — i'AirmtnU de la Th<':orie des l'rol»al.iliU;» il
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Nous ailiiuMlroiis <|iio les résultats soiil tloiiius par le lahloau :

VA\ ,iS

Il AN

GF -h FG cN

t'ii (It'siiinanI par N lo ii<»iiil>i»' luial tl(\>i tirages, l'^n ilésignanl par

'

7. la proportion dos houles (1 ol par ). la proportion des eas

où laide a olé inallcnlil'. on a les trois relations

qui se réduisent à deux, ear on a idenli(|uemcnl

rt H- /> -h C =r3 1

.

Si l'on suppose a donné et À seul ineonnu, le problème ne sera

possible (|ue si les nombres n, b, c, satisfont a une eondition,

(|ui s'obtient aisément en retranchant les deux premières équa-

tions membre à membre, ce qui donne :

On constate que cette valeur de a coïncidr dune manière

suflisammenl exacte avec la valeur de a déduite de l'ensemble

des naissances ; le système peut donc être réduit à la première

équation, ou h la seconde ; on aura une écpiation plus symétrique

en les ajoutant membre a membre, ce qui donne

(i — >•) (^ -+-?.») -t- X = a + ^

ou, en négligeant a'- :

À = 'AU -H :'.h — 1.



l'iioiir.i.MKs sTAnsiigi i;s lG3

l''ii Irii.iiil ('(iiiipli' (Ir |;i relation

a + 6 -I- c = I

on prul t'trire

"k =: a -\- b — 0=1 — '2C.

Vm i)rali(|ue, la roimule la plus commode sera la suivante :

. _ aN + OS — cN

Par exemple en i()0.'), la slalislique de la France donne les

cliilTres suivants :

GG aX = 2 ç)'.V.\

FF f>S = '.> 7<)7

G F cN = ;5i8.s.

On en conclut

, 2 54a
^ = 89.8 = ^''^^-

On peut donc admettre (|uc tout se passe comme si 2S Ibis

sur cent environ, le sexe du second enl'anl était dt'lerniinr par le

sexe du premier.

63. Naissances dans une même famille. — Une recherche

analogue pourrait rtie faite sur les naissances consécutives dans

une même famille ; malheureusement les documents statisti(|ucs

sont trop peu nombreux pour permettre une étude approfondie

de la (juestion. On peut utiliser de la manière la plus avantaç;euse

les fjuehpies statisli(juos (|ue l'on possètic en faisant usaize (hi

l'artilice suivant (' . Fn supposant(|ue la probabilité île la nais-

(I) Voir dans les documents relatils h la session lie ii)<i.S du Conseil supi-rieur

de statistique, le rapport sur la statistique des fonctionnaires faite sous la

direction de M. Lucien Mardi, où la méthode que j'indique a ëtc appliquée

pour la premi.To fois. Je tiens à remercier .M. Lucien Ainrch de l'obligeance

avec laquelle il a misa ma ilisposition pour cette reoiierciie, faite une statis-

tique sous sa direction à la statistique gi-m-rale de la France.
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saïUH' tl'iin marron soil Imijours
_

-+- a, les probahililés des

(jualit' liN pollu'ses (i(l, (il'. Vi\. VV soront respectivement

GG ( -H aj rrr ' 4- a -+- a-

-•^ (:-')(:-')-.;-"

On eu (•(nichil :

GG + FF _ 3 + ""' _ 1 + 4aï _
, _^ o,2 _^

GF -h"FG
- î

„
-

. - U^
- 1 + 8a ^ ...

_ —set'
1

La valeur de a ('tant voisine de o,oi, le rapport ainsi calculr

doit donc diiïérerde runilé de moins de o,ooi ; de plus, si l'on

suppose que la population sur laquelle porte la statistique,

se compose de plusieurs catégories pour lesquelles a a diverses

valeurs a,, a^, ... a^, la valeur du rapport calculé sera, en dési.

gnant par «,, 7i.^, ..., n^ les nombres respectifs d'observations

dans chaque catégorie

ri,{ 1 -h 4g^ ) + n, (i -t- 4»'-g) + ... -h n^ (i + 4 «\)
n, (i — 4«*,) -+-»i(» — 4«*ï) + -v -h«*(i — 4«''0

et par suite diiïérera de l'unité d'une quantité moindre que 8a-,

a désignant le plus grand des nombres a,, a.i, ... cck,

Si donc le rapport calculé :

GGh- FF
GF + FG

est sensiblement supérieur à l'unité, on pourra conclure avec

quelque vraisemblance qu'il \ a des cas ou le sexe du second
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enfant est tlétorminé par le sexe du premier. Nous n'insisterons

pas sur rêvaluation de cette vraisenihlanee, car, nous le rrpé-

loiis, les doiunieiits slalisti(|uos ne sont pas assez rtendus pour

<Hii' l'on puisse opérer sur (U'<. iioinhres suflisammenl grands

pour riarter avec eertilude les pt'lils rcarts lortuits, toujours

possibles sur de petits nornhrcs.

64. Statistique des décès. — I.ors(jue l'on examine, mc^me

suj)erli(ielltMnent, la slalisli(|ue des décès survenus dans une

rci^ion doiuice 1^'), pendant plusieurs années consécutives, on est

immédiatement frappé parla grandeur relativement considérable

des écarts. Par exemple, en France, les chiiïres des décès ont été

les suivants dans les 20 dcrnicres années.

année
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ft^rmnnl (luiin. iio jumiI «|in' dimitinir l'iM'arl rolalif et ne l'aiig-

luoulo jamais. Il l'aul donc rlierehor imo autre e\|)lication : elle

nous sera suj^gerée par l'observation des faits : le iunnl>ro des

citk^ès esl fréquemment ;uirii |»;ir une épidémie, par une eir-

eonstanee elimatéricpie comme l'excès du IVoid ou de la chaleur.

De t(Ms phénomènes ont pour rcsidlal de l'aire mourir siiimllané-

menl un assez i;ra!id ihuiiIhc d'indiN idns ; ces décès ni' (hÙM'iil

donc j)as être rej^ardés comme indépendants les uns îles autres :

au point «le vue purement abstrait, tout se passe comme s'ils

étaient représentés par des houles liées entre elles, de telle

sorte que l'on ne puisse j>as extraire l'une d'elles d une urne sans

extraire toutes les autres. Or. ceci justilie l'existence de plus

fiiands écarts. Supj)osons, pour lixer les idées, (|u'une urne ren-

ferme îooooooode houles, parmi lesquelles 800000 sont noires ;

|0 millions de personnes sont invitées à extraire chacune une

houle, aussitôt remise dans l'urne : le nomhrc total |)r()hahle des

houles noires extraites sera évidemment 800000 ; l'unité d'écart

sera pour .r = jo 000 000 p=. q = r

\/ 2npq = ,
' -* = I -ibo environ.

Supposons maintenant (pic l'on fasse seulement 40000 extrac-

tions. mais quechaipieextraction d'iiiie hoiih^ioire soit considérée

comme en valant 1 000 ; le nombre total probable de boules noires

extraites sera 800 fnombre réel et par suite 800000 d'après la

convention faite : runiié d'écart réelle sera

^/ 8o(too r • . :== ,~z^— = ^8 V,' '.> = 4" enviTo».

mais, d'après la convention faite, chaque unité vaut i ooo ; l'unité

d'écart sera donc, en tenant compte de cette convention, éipiiva-

lenle à joooo, c'est-à-dire (piiiii ('cnrl de 40000 sur 800000

devra être considéré comme assez vraisemblable. ()i\ voit que

l'hypothèse faite permet do rendre comj)le d'écarts considérables ;

il suffira, dans charjue cas particulier, de la préciser convena-
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Mi'inoiil. Lnissanl de cMr la (|iu'slioii de la stalisli(nic des dôcî'S,

par lat|iii'llt» noiisa\(»iis deconduils aii\ ivllrxioiis pn-cédoiilos,

iMiiis alliiiis ('xaiiiiiicr l»ri('\t'iii<'iil (•(niimciil (iii |m'IiI poser le pro-

l»l('mo général df la prol)altilite slalislicpie.

65. Schéma des urnes. — iNuir ne i>as inlnjdiiire d'inutiles

coinpiicalions \erliale>, nous adiiieilrons que l'on considère des

séries d'ohervalions porlanl chacune sur le m<''ine nonihre de

cas possibles par exemple sur une population conslaiiti.- ; dans

(.'liacjue série, on noie le nombre des cas ou s'est produit l'évé-

nement sur le(pn>l porte l'ohservalion ; c'est ce qu'on appellera

les ca.s favorables, cette appellation étant consacrée par l'usage

ce pei^venl être les nond)res des naissances, ou des décès, ou de

personnes atteintes de telle maladie, elc). L'ohservalion fournit

donc un lableau indi(juanl pour cliafiue série, le nond)re des cas

favorables ; on connaît d'autre part, le nombre des cas possibles.

Le problème général de la statistique mathématique est le sui-

vant :

DéliTinincr un système de tiraijcs effectués dans des urnes

de composition fixe, de telle manière que les résultats d'une

série de tirages, interprétés à l'aide de coefficients fixes conve-

nablement choisis, puissent avec une très grande vraisemblance

conduire à un lableau identique au tableau des observations.

Nous donnerons au problème ainsi posé le nom de problème

du schéma desiirnes. Le tvpo de la solution qu'il peut recevoir

est le suivant : on considère trois urnes Ui, Uj, Ua, renfermant

des boules identicpies de forme, noires et blanches, la proportion

des boules noires étant respectivement /?,, p^, /; , ; on fait dans

l'urne U, im nondire d'extractions égale à a, en remettant chaque

fois la boule extraite , qui donnent w, boules noires; on extrait

<le même, en a. tirages, n, boules noires de Uj et, en 7.1 tirages,

Ui boules noires tie l ., : le nombre des cas favorables est alors

représenté par la somme

y^n^ -f- l^n, -\- 1,11.
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les coenicienlsX,, X^, y^ ainsi que les iu)inl)ivs oiiliors a,, a^, a,,,

cl les prol»al)ililés p^, p^, p^ lirlinissent lo scluMiia «ruines consi-

dère.

Nous devons nous contonltM- <rin(li(|Mer ici les «livcrses «|ues-

tions qui se posent à propos du jirohlcme général du schéma dos

urnes.

\" Ce problrme est-il possible ? Comme il s'agit seulement

d'mi proldcme d'approximation, il est clair (pi'il est toujours

possible en supposant le nond)re des urnes suflisamment î^rand ;

mais une telle solution ne serait pas très satisfaisante : pratitpie-

ment. on doit chercher à le résoudre avec des urnes en nombre
minimum : dans les cas où l'on peut y parvenir avec une seule

urne, le pr(»l)lcme considéré est dit normal : un cas intéressant

est celui où deux urnes sont nécessaires et deux seulement,

2" Le problème admcl-il plusieurs solutions ? (icrlaincment,

si l'on suppose le nombre des urnes assez i^rand ; mais, dans

bien des cas, il n'y a qu'une seule solution simple, et c'est à

celle-là qu'on s'attache particulièrement.

3" Par quelle méthode obtenir les solutions ? Je me coFiten-

terai de ren\oyer à ce sujet aux travaux de Karl l'earson, bien

qu'il ne pose pas le problème sous la l'orme (jue nous lui avons

donnée : la question me paraît d'ailleurs appeler de nouvelles

recherches.

Pour terminer ces rapides indications, je tiens à sii»iialer l'ana-

loiiie entre la forme (jue nous avens doimée au [jrobicme du

schéma des urnes et la forme sous laquelle se posent les pro-

blèmes de mécanique et de pli\ si<|ue mathématique : la, aussi,

la première question est de construire un schéma mathématique

présentant avec la réalité d'assez étroits rapports. Cette pre-

mière question résolue, ou du moins partiellement résolue (car

il y a souvent plusieurs solutions), le rôle du mathématicien se

borne à étudier les propriétés du schéma obtenu, ce qui est un

problème de mathématiques pures ; la comparaison des résultats

obtenus ainsi avec l'expérience et le <léveloppemenl dos théories

(juo peut suggérer cotte comparaison sont en dehors du domaine
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dos malhémali(jucs ; car, on doit, dans ces rcclierchcs ihéoricjucs,

ne jamais perdre de vue les réalités et coiilnMer à cliatjue ins-

laiil les idées nouvelles par l'ohservation cl l'expérience. Mais le

rôle des nKUliéniali(|ues, pour être limité, n'en est pas moins,

dans bien des cas, lorl iniporlanl.
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CAS DKS PHoilAinLITKS CONTINUKS

66. Etude d un problème simple. — On joue à un jeu ana-

logue;! pile OH face, en se servant d'un solide polyédri(jUC dont

une ou plusieurs faces ont été peintes en noir, les autres res-

tant Manehes : ee solide est jeté en l'air et l'on examine s'il

repose linalenient sur le sol plan par une lace noire ou par une

face blanche : ces deux cas correspondant respectivement aux cas

Aq /nie ou face. La probabilité de /y/Zf est donc inconnue, puisque

Ion ne sait rien du nond)re ni de la dimension des faces noires

du polyèdre : on ne sait rien non plus du polyèdre lui-même
;

ce pourrait être un dé cubique dont cinq faces sur six seraient

noires ; ce pourrait être aussi un cube de bois dans un angle

du(|uelon aurait taillé une très petite face triangulaire peinte en

noir, tout le reste de la surface étant blanc.

Le problème que nous allons étudier est le suivant :

pRoîtt.KMK \LI\. On sait que n -+- p parties ont donné p fois

pile et Ji /ois /ace; f/ue pciil-on en conclure au sujet de la pro-

babilité X d'amener pile aujeu considéré ?

D'après les livpotln'ses, on ne sait rien à priori sur cette pro-

habilité Jc ; nous admettrons que, dans cette ifjnorance , on a le

droit de considérer comme également vraisemblables toutes les

valeurs de x coniprises entre o et i. Dès lors, la probabilité

à priori pour que x soit compris entre J", et Xi est égal ax^— a:, ;
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la prol)al)ilil(' iioiir (|ii(; j- soit compris entre zci z -Jt dz est égale

il dz. L()rs<|ue a- a la valeur :;, la prohahililé (J'aiiieiier/> fois pile

cl // Ibis lace est égale à

/ \ W ! P I ../ \n

^
' [n -^ p)\ ^

'

car la prohahililé d'amener pile étant :;, la prolinl)ilil('' d'amener

face est i — c. Si nous conservons les notations du n 58, les

nombres Tn,,(prol)al)ilités^i/;;7'on), sont égaux à dz^ et les nombres

^ik sont égaux à l'expression (i }. Dans l'application de la formule

do Bayes

p __ ?\:^k

on peut supprimer le facteur indépendant de c (jui ligure dans

tous les/îA; on obtient ainsi

r zv{^ -zYdz

Telle est la probabilité à posteriori, c'est-à-flirc en tenant

compte des événements observés, pour que œ soit compris entre

; et r H- dz. Ouclles que soient les h\ polhèses, cette probabilité

est inliniment petite en même temps (pie dz^ c'est-à-dire (pie

<;liafpie hypothèse particulière précise sur x est inliniment peu

vraisend)lable ; on doit considérer un intervalle lini pour (pie

Ja probabilité pour que x soit compris dans cet intervalle ait elle-

même une valeur finie. Nous allons appliquer la formule obtenue

à (juclqucs cas parlicuiiiM-s.

67. Cas particuliers.

IMuiiii.K.Mi: L. Au Jeu de pile ou face défini au paragraphe

précédent, deux expériences ont donne toutes deux pile. Quelle

somme peut-on parier contre i franc, que ce résultat est dii au

fait que le polijrdre utilisé dans le jeu donne é/ pile uneproba-

hilité plus f/rnndc que/ face ?
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Nous (levons SU ppos(M- /> 2,11 = 0, re (|iii ilonnr iHiur l.i

prohabililô élénuMitairo la valeur

Pour avoir la prohahililo pour quo ./ soil sujx'iitHir a , nous

«levons intégrer entre les limites et i , le «pii donne

j, :,.=rf.- = ,-;-
i-

•i

La prohahilité pour que le polyèdre employé donne à pile une

probabilité supérieure à - est donc k, la probabilité contraire est

par suite ^ et ion peut parier 7 francs contre 1 franc que l'on se

trouve dans le premier cas.

Nous revienilrons sur ce résultat après l'étude du jm'o-

bleme Ll.

PiutriiKMK Ll. Les conditions rtant lesmnnes que dans le pi'O-

blf'ine \LI\, on suppose les nombres n el p très f/rands et ron

pose

-"- = t.n -h p

Quelle est la probabilité pour que x soit compris entre t— y
et t -^ ijy y, étant un nombre très petit ?

On observera f|u<' In \al<'in- /(l(''linic dans l'énoncé est la valeur

qu'il faut donner ;i ; [xjur rendre m.ixiinntn le produit

et par suite la probabilité élémentaire P. On obtient en effet, en

égalant à zéro la dérivée logarilliniirpie du produit précédent

71 p
- 1 — z
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<-'<'v|-;i-(lir('

; _ I — z I

n p n -h /J

Evaluons dauln' |);iit riiilcyiiil»'

\a\ lorniulc

^^ rz"+« (, _ zy] ^ („ -^. ,) 2" (, _ -);• _ pz"+' (i — zy-'

donne, par intégration entre les limites o et i :

o = (n -h i) J,,.;, — jaJ,.4-i, ,,_,

car l'intégrale du premier membre est nulle du moment que

;/ + I et /) sont positifs. La formule précédente s'écrit

<'l par suite,

j^pp— i;) — n 9. 1 j
"''' n -t- 1

'
7J -f a n -t- :i n -h » — i 7i -ï- p " '

'''"*

Or, on a

X
«le sorte qu'il vient (inalement

j P {p — i)_IllJj_i = ^^ • ^ •

"•'' (n-+- i)(n -+- a) ... (n-+-p-+- i) (nH->-+-i)!

La probabilité élémentaire est donc
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Nous posons, y élaiil Ircs piMil :

. = / ^ y.

On obliont aisément une valeur approcliée de loi^ V par un

calrul analojçue à celui qui a élé (lévelo|>pé au n" 28. Nousoniet-

tnuis ce calcul et nous conleulerons d'en indi(|uer le résullal ;

en posanl :

on <»lilient, comme première approximation, la valeur suivante

(le 1»,

i4) P= ' e-'V).

i"esl-ii-dire (|ue l'on rctr(»u\e la formule de Gauss. riinilc d'écart

étant ilclinie par la relation ^J^. La probabilité demandée dans

l'énoncé est donc égale à *»(^), ^> étant lié à ij par la relation (3).

Quelque petit (pie soit y, la valeur de >' définie par cette rela-

tion (3j augmente lorscjuc les nombres ti et p augmentent en

conservant le même rapj)ort; la probabilité j)our (jue x soit

compris entre / — y et / -h y se rapproche donc indéfiniment

(le l'unité. Ainsi, lorsque les épreuves deviennent très nom-

breuses, on peut, comme il est naturel, considérer leur résultat

global comme fournissant une indication assez exacte de la pro-

l>abililé inconnue.

Donnons un exemple numéricpie, en rappelant (|ue les calculs

jirccédents ont été faits en supposant l'égalité des [)robabilités

à priori.

Supposons (jue Ton ail :

n = 8«M(

p = 100

La formule 3) donne alors
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cl, (Ml supposant // 0,0 î. U\ valeur do ^ À dillcro de lunilé

d "un ptMi plus d un dix inilliiMiio, car on a :

®(-».7) = ",'J«)'J^"'--

( )ii ,1 (r.iillciirs ici

- "- =^ = .,,8«8...
M -h P

et l'on peut par suite conclure (pie la \aleui- delà probal)ilil(;

d'amener face est comprise entre o,H.jt) et 0,929 ; celle conclu-

sion a du moins une proi)al)ilil('' l'gale à 0,99986...

Si l'on avait suppose"' :

n -=^ H(t 000

^) r= Kl 0(>(»

on aurait obtenu

X = {\-'i If

et par suile, en prenant //
= 0,00 {, c'esl-a-dire dix fois plus pe-

tit, on aurait cjle comluit à la miMiie probabilité e(Àj; on aurait

donc conclu (jue la probabilité d'amener face est comprise entre

0,885 et 0,89^. On voit (|ue la multiplication des expériences

resserre les limites; la dilVérence entre ces limites varie, comme

il résulte du calcul précédent, en raison inverse de la racine

carrée du nombre des expériences.

Si l'on coin ienl de dire (pie la /irrcisio7i est inversement pro-

portionnelle a la diiïéronce entre les limites olilenues, on pourra

énoncer le résultat suivant : la précision est proportionnelle à

la rarint' cnrrrc du nombre des e.rpcriences (voir n" 55).

68. Vraie valeur d une quantité mesurée. — borS([ue Ion a

noie les résultats de diverses mesures d'une même (juantilé, le

problème de la détermination de la valeur de celle quantité est

un problème de probabilités des causes, car cette valeur est

évidemment la cause principale qui a déterminé les valeurs ob-

tenues pour les mesures. Si nous admellons les résultats du

cliapilre IX, nous jiourrons, élanl donnée une mesure, évaluer
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^a prol»al»iliU' poiir (|ut* ctMlc iiK^surr ail rie oIiIimuic. eu suppo-

sant que la (pianlito à niosuror ait iino valtMir doniu'O (piolcon-

«pio. On peut ainsi arrivcM* à trouver la j)rol»al>iIil('' a jiosleriori,

«•'est-jwliro on fonction dos niosuros, pour ipic^ la (piaiililc a

mesurer ail rôollomont une voleur donnôo, «mi supposant connut^

la prol»al»ilito à j>rioii. Dans lo ras où l'on suppose uiiiloirnes

los proiiahilitos a priori, ou retrouve ainsi par un ealciil l'aeile,

la règle de la moyenne arithmétique, ainsi que les valeurs des

j)rol)al)ilitôs |)our (pie la vraie valeur présente un écart donné

tie la \aleur fournie par la régie do la moyenne : cesprol»al>ililés

suivent, comme on devait s'y attendre, la loi de (iauss.

Mais je n'insisterai pas sur ce point do vue. me conlenlanl

«l'avoir signalé son intérêt théorique: au |>oint do \ uo dos ajipli-

cali(»ns, il n';ijouto rion de nouveau aux résultats du chaijitrc 1\ .



CIlAlMiUi: Xlil

DÉTERMINATION DES CAUSES

69. Cas où la cause est inconnue. — Une forme fréquente

Sous lacjaclle se puseiU les problcines ilo probabilités des causes

est la suivante : Tel résultat est-il dû au hasard, ou a-t-il une

cause? On a souvent fait ol)server combien cet énoncé manque
de précision : Bertrand a beaucoup insisté sur ce point : nous

aurons l'occasion de citer les pUis intéressantes de ses observa-

lions. .Mais tout ce cjue l'on peut objecter au point de vue lo-

î;i(|ue ne saurait enqtéclier la question précédente de se poser

d'elle-même dans bien des cas : la théorie des probabilités ne

peut donc reluser de l'examiner et d'y faire une réponse ; la

précision de celte réponse sera naturellement limitée par le

manque de précision de la question ; mais refuser de répondre

sous prétexte (jue la réponse ne peut pas cire absolument pré-

cise, c'est se placer sur un terrain purement abstrait et mécon-

naître le caractère (pi'ont forcément les applications des mathé-

mati(|ues. Le calcul fournit, il est vrai, une réponse précise a

toute question précise; mais, pratiquement, il n'y a jamais de

question précise : les données expérimentales comportent forcé-

ment un certain jeu ; la même imprécision alVecte donc le résul-

tat du calcul et la soi-disant précision théori(juement absolue de

ce calcul n'est qu'une pure illusion.

Connue exenqiles de (juestions dans le.-^(|uelles la cause est

incoimue, ou dans les(|uelles le probieme est précisément de

savoir s^il y a une cause, on peut citer un grand nombre de

BoaRL — ("IlémcnU do la Théorie des Probabilités i a
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rochcrclios de psyclutlctgio oxpciimonlalo '
; par exemple, on

constattM'he/ un cerlain nombrodirulividiis, la eoïiu'i(l(Mice entre

une parlieulaiile pli\ siipuMM une parlicularilr dt* natiir(^ps\-

eholoiîicpie : tians (|uelles liniiles pcul-on en eonchin' a une cor-

rélation réelh»'

Signalons aussi les ipieslions lorl nondjpcusei; (pic 1 mii pcnl

se poser sur la langue d'un auteur ; ehaipie écrivain a pour la

lotigueur des mots et des phrases, des habitudes particulières

• pic l'on peut traduire en nond)res ; de telles rcmanpics |icuvenl

niclire sur la voie d interpolations de textes. Dans d'autres cas,

on pourra se poser et résoudre par la méthode slalisticpic des

(picstions de mclri<pi(^ -

On a aussi ajijtli<pié les nn'lliodcs de la théorie des proijalii-

lilés à des questions darl : une ccolcde sculj)lure, par exemple,

est caractérisée par la lixité de certains rapports entre les me-

sures de diverses parties du corps : des écarts numériques peu-

vent faire présumer une dillérencc d'école que coidirme une

étude proprement esthétique ').

Dans toiiles ces questions, le calcul est surtout destiné a lour-

nir des présomptions (juil est nécessaire de mettre ii l'épreuvo

d'une critique directe du problème posé. j)ar la technique propre

de son art.

Nous laisserons de côté ces questions et bien d'autres, nralgré

leur intérêt, pour nous borner a donner (|uel(|ues détails sur les

applications à des sujetsplus proprement scientifiques, c'est-à-"

dire se rapportant ;i des sciences considérées comme telles

depuis j>lus longtemps.

70. La distribution des étoiles sur la sphère céleste. —
Celte (jucslion est une des [»liis j)assionnantes de la j>liilosophie

(') Voir mon étude sur Le calcul det probabilUés et la méthode des viaj'o*-

rtt^x dans l'Année Ps^ciiologiqae, t. XIV, i<j<jii pp. iv.5-i5i.

(*) La» difiicultés de ce j/enre de questions, et en m^me temps l'utilité

réelle de la th/'orie des probabilités pour les résoudre ont été sii^'nak-es ave<r

beaucoup de justesse par M. Daniel Serruys dani une note trop teciiaique

pour qu£ je puisse- l'analyser ici : Les proC'''d»''s toniques d'Ilimérius et les

originf^s du « Cursus » byzantin (Mélanges Louis Havet : Philologie et lin-

gniïitique. Hacb«tte, i <)'><)).

(^) Voir Jean I^raa : La méthode statistique dans un problème d'archéologie
(lietue du Mois du lo avril 1907, t. 111, p. V'»3>
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nntun'llc. car ollo ttnicho nii\ origines cl aux ilcstincos tlo noire

univers. Sauf tiuelquos evcejjtioiis rclalivemonl rares, nous

ii;rn)r<ins les dislances (l(\«< eloiles : utio |»ienn«'re dilliculU! se-

présente donc : lors(|ue deux (mi |tlu>i<'urs étoiles sont ra[)pro-

ohées sur la carte du cit;!, penl-on en ci»ncliirc (|u'elles sont rap-

prochées dans l'espace' Il ne saurait être «pieslion d apporter a

celte (pu'siion une réponse rijioureuse; mais l'étude des proha-

hiiitéspeut, dans certains cas, donner de très fortes présomptions

en faveur de l'allirmalive. A moins d'admettre en elFet, des .'di-

iiiiemeiiH rci^uliers analo.^ues a ceux de la llié(»rie des réseaux

cristallins, alii^nements ilont aiiciuie raison n'autorise à soup*

«jonnor l'existence, il est clair ipie, si deux ou j)lusieurs étoiles

sont t'xlrémement éloignées dans l'espace, les prohahililés pour

«|ue leurs positions sur la sphère céleste soient rapprochées les

unes des autres se calculeront d'après les principes du n" 46.

Si dès lors, on fait entrer en liiine de i'omj)le le nond)re dos

étoiles de i^rarideur déterminée, par exemple le nombre des

étoiles visibles a l'ceil nu. ou avec telle lunette, on pourra cal-

culer (pielle est la prol)al)ilité |)onr (piun nombre tléterminé dd'

ces étoiles soient situées a l'intérieur d'un petit cercle <lonné de

la sphère céleste. S'il existe réellement un tel i^roupenient dont

la probabilité ainsi calculée soit très faible, on sera autorisé à

penser (pie ce irroupement a une canse autre (pie le hasar<l,

c est-a-dire (pi il est formé d eloiles réellement rap|)ro(héesdans

l'espace.

Bertrand fait à ce genre de raisonnements des objections <jui

ne me paraissent pas convaincantes :

« Les Pléiades, dit-il (• , semblent plus rapprochées les unes

« des autres qu'il n'est iinturd. 1/assertion est digne d'inténH ;

« mais, si l'on veut traduire la conseipience en chillres. les élé-

monts font défaut. Kaut-il, pour préciser cette idée vague do

" rapprochement, chercher le plus pdit cercle <pii contienne le

« groupe? la plus grande des dislances angulaires' la somme des

carrés de toutes les dislances ' l'aire du p(»l\gone sphérique

« dont (piehpies-unes d<»s étoiles S(mt les sommets et (pii con-

« lient les autres dans son inlcricnr ' Toutos ces grandeurs.

(') Bbrtb\nd. — Calcul des Probabilités, p. 170.
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• ilans lo i;roupo dos PK'ïatlt's, sont plus politos (|u'il n'osl vrai-

• stMiiMahlc. l.a(piolI(» (rentre elles «lonnera la inesur(^ de

• rin\raisemlilanee f Si trois étoiles forment un triangle éipiila-

« téral, faut-il faire entrer celle eirecuislanee, assurément peu

• j>rol)ai)le a |)riori. au nondire de celles ipii révèlcMit uno

• cause ? »

Ce que Ton traduit en cinirros, c'est la prohahililc j>our (pi'un

jîroupement soit du au hasard : (pioiipi'cMi dise» Herirand, le ré-

sultat numéri(pie ainsi délini ne dépendra que dans une très

faible mesure de la forme particulière donnée à la délinition du

groupement : plus petit cercle le renfermant, ou polygone sphé-

ri(jue convexe, etc. Pratiquement, on choisira celle de ces déli-

nitions <pii coiuluira aux calculs les plus simples. Ces calculs

conduiront a un résultat tel cpic le suivant : le hasard produirait

une fois sur 2'iooo un tel i:rouj)ement. lue fois ce résultat

énoncé, la théorie des probabilités a donné tout ce (pi'ellc j)ou-

vail donner et doit céder la place à l'induction et à Ihypothèse,

que l'on cherchera ultérieurement à vérifier par d'autres mé-

thodes, si c'est possible.

Disons un mot de la réflexion de Ut ilraiid relativement au

triangle équilatéral que formeraient trois étoiles ; elle se rattache

à la (juestion du nond)ro rond. Si l'on considère un nombre j^ris

au hasard entre 1 000000 et 2000000 la probabilité pour (pi'il

soit égal à 1 342.517 est égale à un millionième; la probabilité

pour qu'il soit égal à i .5ooooo est aussi égale à un millionième.

On considérera cependant volontiers cette dernière éventualité

comme moins probable (jue la première; cela tient à ce (pi'on

ne se représente jamais individueilcvicnt un nombre tel que

I 542 3 1 7 ; on le regarde comme le h/pe do nombres d'apparences

analogues et si, en le transcrivant, on modifie un clulfre, on s'en

aperçoit à peine et l'on no distingue pas 1 324 Ô19 de 1 324017 :

le lecteur a besoin «le faire un clïort j)0ur s'assurer que les

quatre nombres écrits dans les lignes précédentes sont tous dif-

férents.

Lors<^jue l'on a observé un nombre tel que le précédent comme
évaluation d'un angle en dixièmes de secondes centésimales,

on ne songe pas a se poser la question de savoir (juelle était la

probabilité pour que cet angle fùtprécisémc.it égal à j3o42\5i''7
;
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<'nr on ne se serait j.iinais posé ccllo «|u<'sti()n précise as.uil

«l'avoir mosiiré l'aiiiilc II faiil Iticii <|ii(' «cl an.yl<' ail iitï<^ valeur

l'I, «|uell«' «jiio soit sa Nalciir a uii «lixii'mc «le seiomle pr«'S, on

])ourrait, aj)rès l'avoir mesurée, dire (|ue la prohahililé à priori,

|)oiir «jiie eello valeur soit préciséinetil telle «pielle est, est un

«lix-iiiillionièmc et (\{\o «-'«'sl la un lail hicti cxlraonlinaire, (/est

un sopliisinc di' cr ijcnr»' (|ui vi<"iail un syslcrnc «l'oxperlise

fon«lé sur la uiensuriilinn des (''crilurcs. s\ sictnc (|Mi eut iiii ino-

luonl «le eélélirilé il \ a (jU('l(|ucs années, j)«)ur «les raisons coni-

pleleuienl étrangères aux niadieniali«|nes.

La question est de savoir si l'on «loi! Hiire ces mêmes réserves

dans le cas ou l'on constate (ju'un «les angles «lu triangle formé

par trois étoiles a une valeur remarquable et est, par exemple,

égal à l'angle «lu triangle «'«piilaléral ()(>'Mi(iN)()"();, ou à un deiin

angle droit :
')0 grades, ou ôoooooo dixièmes de seconde. Voici

<•»' «pi«^ l'on peut dire à ce sujet : on «loit se délier heaucoup de

la tentlance «pie l'on a a regarder comme remarquable une lir-

constance que l'on n'avait pas précisée avant l'expérience, car

1«' nond)re des circonstances qui peuvent apparaître comme

remanpiables, à «livers points «le vue, est très considérable 'y.

Or la valeur de l'angle déterminé par les positions apparentes

de trois étoiles est une l'onction compliquée des positions réelles

des ét«)iles et de la position de notre système solaire; le fait

que cet angle serait précisément égal à (> liGG ()(>() dixièmes de

seconde centésimale ne doit pas paraître plus remar«|uable «pie

le (ait (ju'il serait égal précisément à i 234 067 dixièmes de

seconde, ce «jui est aussi im nombre « remarquable », ou à

(') Voici lin exemple simple de ce (ait; considérons un nombre de quatre

cliiflres tel que X)\'i et supposons (ju'on le décompose par la pensée en deux

Iranclies de deux cliilTres .«.') el '|,"»
; on remarque ici que ces deux nombres se

li-rminent par le même chiffre f), ce qui est une circonstance particul ithe ."

de même pour a'ja'i, les deux nombres uS et >.') comni-ncent par le même
chiffre a ; pour u'i"i« les nombres •!.') et Tia sont symétriques ; pour -i'ÛK, le

second nombre fio est double de u'). pour a.")!î(3. a:"» et 'M sont les carrés de deux

entiers consécutifs, etc. On en arrive ainsi aisément à trouver ;i prés de la

moitié des nombres de quatre cliiffres qucUjuc chose de particulier, c'est là

un petit jeu auquel on peut s'amuser ;i Paris en regardant passer les fiacres,

qui ont en général un numéro de \ chiffres; on serait i)orté à croin*. si l'on

ne précisait pas, que les numéros particulierx sont jilus fréquents que ne

le voudrait la théorie des probabilités et à chercher la cause de cette

fréquence.
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2 38- j5(), ce qui csl un nouihn' ne prcscMilaul ;i |>iioii rioii de

parlii'ulier.

Au nmlrairo, la (jue.siion du uroupoiuoiil d;\ii> I espace et^l uiic

tlo celles qu'il esl naturel île se poser a priori : la llirorie des

proltaliiliti'S ne pcrnitl pas dt» la n'soudre av(>e cerlilude. mais

prtHisc les cousnpuMices (juc l'on pont tirer des dhservations.

Celte précision nest pas iimlile. car elle remplace sou\enl

(l'une manière heunnise les inductions trop rapides du <• bon

sens ». Sans doute, il n'est besoin d'aucun ealcul pour savoir

que la voie lactée esl un amas cxcej)lionnel d'étoiles, iM le cal-

cul n'ajouterait pas t^randcliose à celle impression. I) autre |)arl,

il e»*il des cas ou l'on sera comluil à ce résultai cpie la prohahi-

lite d un j^oupcmenl est un tiers ou un (|uarl ; la présomption

pour qu'il y ail une cause esl ici trop laihh^ pour (jue le résultat

ail un intérêt: il ne prouve rien, pas plus (|ue le lail (pi'un joueur

d'écarté a retourné une fois le roi ne jirouve (ju'il esl un tri-

cheur. Mais, entre ces deux cas extrêmes, celui ou la probabi-

lité du groupement par le hasard est tellement faible (pion a

l'intuition (pielle esl praticpiement nulle et celui ou celle proba-

bilité est assez élevée pour (pi'ou ne puisse rien conclure, il esl

bien d'autres cas, ceux ou la probabilité esl comprise entre un

centième et un cent millième, par exemple : le calcul de la va-

leur (pi'cllo a outre ces limites n'est pas inutile et le renseigne-

ment (ju'il fournil peut être précieux, (|uoi fju'en ait pu penser

Bertrand.

Je me suis étendu un j)t'u longuement sur ces réilexions, alin

de n'avoir pas a \ re\onir dans les autres j)roblemes (jue nous

allons maintenant passer en revue.

71. Les valeurs des poids atomiques. — On sait (juc les

chimistes ont remarqué depuis longtemps (jue les valeurs des

poids atomiques sont le plus souvent des nombres entiers. Ce

fait longtemps admis a été sérieusement contesté, à la suite de

mesures plus précises : actuellemenl, les valeurs adnjises par la

Commission internationale des poids atomiques ne sont généra-

lement [las entières.

Il subsiste néanmoins entre elles des relaliojis reniarcjuables;

pour ne citer qu'un exemple parmi les corps les mieux connus.
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le rap|»<»il (les |)(»i<ls al(niii(|iM's du cniWonc cl de I o\\;^cni' csl,

a rn|»j)rn\itiiali(»ii des cireurs de mesure, éiial au rn[)[)orl de '-i

a 11.

Il esl des lors naturel de reclierelier si les rapports Ut-s poids

ntnviif/ucs entre eux ne sont pas plus voisins de nombres coui-

inensurables simples que s'ils étaient choisis an hasard. Il no

send)le pas que la question posée sous cette forme précise ail

été étudiée avec le soin cpie mériterait son intén'-t.

On peut rattacher oettt; (|uestion a la théorie des fractions

continues et des prohahililés dénomlirahles ; on est conduit,

comme je l'ai indi(pié dans mon cours de i9oS-i()f)(). a déve-

lopper en fraction continue les rapports des poids atomicpies

considérés deux à deux, et à rechercher si les quotients incom-

plets prennent les diverses valeurs entières plus ou moins sou-

vent que ne l'exigerait le hasard, (lommiî les cond)inai.«ons 2 à

2 des corps simples sont au nondire de j>lusieurs milliers, on

possède un assez grand nombre de résultats pour utiliser avec

fruit la tiiéorie des proliahilitiis. La principale dilliculté de celte

recherche est la limitation delà précision avec laquelle chai|ue rap-

port est connu; cette limitation exigerait évidemment la discus-

sion complète de toutes les expériences par lesquelles les deux

poids atomi(|ues dont on étudie le rapport sont reliés l'un à

l'autre : c'est la un travail consiilérable, mais qui me parai-

trait juslilii' i>ar l'iiilérél qui s'attache au problème ainsi posé.

Son élude conduirait, vraisemblablement autant (|ue j'en puis

juger d'après les calculs que j'ai faits à la conclusion que les

poids atomiques, de certains groupes de corps simples tout au

moins, dilVerent très peu de nombres ayant entre eux des rap-

ports simplesr; ces nond)res pourraient être ap|)elés ])oids ato~

rnif/nes virtuels et il resterait à rechercher fjuelle est leur signi-

fication phvsique et quelles sont les raisons pour lescjuelles les

poids alomi(|ues expérimentaux s'en tlistingueiil jtar de petites

dilVérences.

On sait rjue c'est un fait fré(juent dans les sciences physiques

que l'existence d'une pelile dillérence résiduelle entre les va-

leurs mesurées expérimenlali'ment et certaines valeurs virtuelles

<jue l'on peut delinir lh('"ori(pictMenl el qui suivent des lois

simples.
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72. Les applications bioiiiélriques. — On a domu* it'ccin-

Hieiil lo nom de liidmilrK/uc a lonsonihle dos recherclios dans

lesquelles sont utilisées des onsend)los de mesures elVeetuécs

?ur des êtres vivants. Je n'ai j>as à faire ici l'histoire de la liio-

métri(|ue, pour lat|uelle je renverrai;! une snhsIanlielliM'lude de

M. Vito Volterra(^'_ ; iinil iiif .-ullise v\v citer le noiii de Oiiéielel,

'|ui fut un préeurseur et ceux des ani;lais Francis (iallon et

Karl l'earson.

Les prolilèmes que se pose la lii(tiiiflri(|iic sont de natures

diverses ; indiquons deux des plus importants : l'homogénéité

des groupes et les corrélations.

Supjiosons que l'on mesure la taille duii grand nombre de

Fran(;ais adultes : si l'on convient de considérer la valeur moyenne
des mesures comme la valeur exacte (jue devrait avoir la taille

d'un Français, on constate (jue les « erreurs ». c'est-à-dire les

différences positives ou négatives entre cette valeur théoricpieet

la valeur réelle se répartissent précisément suivant la loi de

iiauss : tout se pas.«;c comme si les Français avaient tous la

même taille, égale à la moyenne, mais étaient mesurés par un

expérimentateur très maladroit, dont les erreurs de mesure sui-

vraient la loi de (lauss. Pour employer le langage délini au n" 53,

nous pourrons dire (jue l'ensendjle des tailles des Français cons-

titue une série ;jorwifl/e. Hiologi(|ucment, ceci coïncide avec le

fait que les Français constituent un groupe biologique suffisam-

ment homogène.

Supposons (|ue nous lassions la même expérience dans une

ville dont les habitants appartiennent à deux races dilïérentes,

les uns étant blancs et les autres jaunes. Si l'on mesure tous les

habitants adultes et que l'on note- les mesures sans distinguer

les races, on constate que la moyenne n'a plus la même signilica-

tionet que le groupement autour de la moyenne ne suit pas de

loi simple telle (jue celle de (iauss. Il y a superposition de

deux phénomènes distincts, dont chacun suit la loi de Gauss,

mais dont la somme ne suit pas cette loi ; les tailles des blancs

(') ViTO VoLTBBBA. SuT l'applicalion des mathématiques aux sciences biolo-
giques et sociales (lietue du Mois du lo janvier looG, t. I, p. i).
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se j;roupent autour tic leur propre moyenne suivant la loi «le

dauss el (le im'tno les lailhîs dos jaunes autourdo leur tno\onne :

l;i inoNcrme i;;('iM'r;ilt' n'a aufun»' sii^nilicalion ; en parlifulicr. il

j)('iu tics liien arriver «pie celte nioxenne générale ne soit pas la

taille la plus rr«'<pu'nle. (!eci correspond au fait l»i«)l«)gi<pi«' (|ue

les races sont tlislinctes, et ce fait, s'il navail pas été connu,

aurait pu être décelé par l'étude des moyennes.

Sans entrer dans des détails dont l'étude approfondie nu'ril«'-

rait à elle seule tout un ouvra.^e, on con(;oit comment rétu«le

expérimentale île laits analogues a pu conduire à la conclusion

générale sui\ante : le caructrre ùiomélrique intriusiu/ur (1rs

srries normales est la pureté de la race. Je laisse de c«')té les

conunentaires nomlireux dont aurait besoin un énoncé aussi

général ; bien des idées auraient à être précisées, ce qui est

l'alTaire du biologiste encore plus que du mathématicien ; néan-

moins, telle qu'elle est, cette théorie a prouvé sa valeur scien-

tilitpie en se rendant utile par «les ap[)li«'ali(»ns prati«|ues. Je ne

puis les mentionner toutes : je citerai toutefois les travaux très

intéressants sur les orges «le lirasserie cpii ont été inaugurés par

.M. lljalmar Niisson au laboratoire «le Sval«)f en Su«'de, et accli-

matés en France par M. Blaringhem, dont les recherches per-

sonnelles ont été des plus intéressantes. On arrive, par l'appli-

cation du caractère des races pures, à sélectionner et à cultiver

dans «les régions étendues «les races tl'orge exticmement pures,

«lont la lixité est très appréciée par les brasseurs qui les

emploient : on sait quels sont les avantages in«lustriels de

l'homogénéité de la matière première.

On voit combien est grande l'importance de la théorie biomé-

Irique de l'homogénéité : la théorie des corrélations n'est pas

moins intéressante, «-ar elle peut donner la clef «les principaux

problcmes «h^ l'IuTédité. On elVectue diverses mesures sur plu-

sieurs individus d'uin' n)riiie race, sur leurs parents et sur leurs

collatéraux ; «pielles sont les corrélations «le ces diverses mesures

entre elles ''. Par exemple, connaissant la taille d'un indivi«Iu,

peut-on en conclure «juehjue chose relativement à la dimension

de l'avant-bras de son frère? On \oil «pie le concept de cause

s'élargit ici singulièrtMuent ; on ne «lira habituellement j>as «pie la

taille élevée d'un in«livi«lu est la cause «le la loni-ueur «le l'aNant-
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bras de son firre : celte exlcMJsion dt» l.i nolion de rauso osl par-

fnitom«'nt Ictiiliiuo au poitH dt^viiodclathcorio desproliahililés ',i.

Jo nu' Itorruîrai, pour réliido «le eolto ihéorie des convlatioiis, à

renvoyer aux travaux de Karl !*enrson el de ses élèves, jiarus

notauimeiil dans les Proceedvigs of thv Itoijal Socieiij of

l.oiuliiu et dans le journal spécial liiometrikd.

73. Conclusion. — On voit «•<>nd)ien est vasl(> le champ des

applicatiofis de la théorie des prohabaliililes : encore ne les

avons'nous j)as mentionnées toutes el avons-nous dû passer trop

rapidement sur beaucoup d'entre elles. La théorie des probabi-

lités est la science des collectivités et, flans bien des rpieslions,

l)iolo£nques «lu sociales notamment, la tendance actuelle est de

substituer l'étude des collectivités à celle des individus, dette

substitution est souvent délicate, car il s'agit de savoir si la con-

sidération de la collectivité comme un tout sensiblement homo-

gène est légitime : la tln'orie des |)robabilités iloime souvent des

indications précieuses sur celte question préjudicielle, qui est

fondamentale.

Je liens a rappeler en terminanl une remarfpio (jue j'ai déjà

faite plusieurs fois, mais sur laquelle on ne saurait trop insister :

la thcHirie des probabilités, comme toute théorie mathématique

d'ailleurs, ne saurait prétendre résoudre /^^ /y/j'orè des questions

concrètes, qui sont du domaine d(? l'expérience : sot» seul rôle—
déjà très beau si elle sait le remplir— est de guider l'expérience

et l'observation par l'iiilerpréialion qu'elle fournil «l(^ leurs résul-

tats.

(') Daos une conception entièrement di'-terministe de l'univers, il n'y a pas
de cause au sens habituel que l'on donne à ce terme : l'ensemble de l'univers

doit, à tout instant, (''tre repardé comme la cause de tous les événements
passés, présents ou futurs; il n'est pas en effet possible de modifier un seul

piiéuomène sans modifier tous les autres, car il faut pour cela concevoir un
autt-A univers, celui dans lequel nous vivons ne pouvant, dans cette hypo-
thèse, être conçu autre qu'il n'est. On doit donc, à ce point de vue entitre-

jnent d^ter niniste, remplacer la notion de cause par celle de corrélation, qui
s'applique.également quel que soit l'ordre de succession des phonoraènes étu-
diés et leurs relations directes apparentes.
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