This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=vHIAAAAAMAAJ&ie=ISO-8859-1&output=pdf

A propos de ce livre

Ceci est une copie numérique d’'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d’une bibliothéque avant d’étre nun
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant a permettre aux internautes de découvrir I'ensemble du patrimoine littéraire mc
ligne.

Ce livre étant relativement ancien, il n’est plus protégé par la loi sur les droits d’auteur et appartient a présent au domaine public. Lex|
“appartenir au domaine public” signifie que le livre en question n’a jamais été soumis aux droits d’auteur ou que ses droits légaux sont
expiration. Les conditions requises pour qu’un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d’'un pays a l'autre. Les livres libres de d
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance hum:
trop souvent difficilement accessibles au public.

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme
du long chemin parcouru par I'ouvrage depuis la maison d’édition en passant par la bibliothéque pour finalement se retrouver entre vos

Consignes d'utilisation

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothéques a la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de
ainsi accessibles a tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce

Il s’agit toutefois d’un projet colteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avor
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en ins
contraintes techniques relatives aux requétes automatisées.

Nous vous demandons également de:

+ Ne pas utiliser les fichiers a des fins commercidesis avons concu le programme Google Recherche de Livres a I'usage des particu
Nous vous demandons donc d’utiliser uniquement ces fichiers a des fins personnelles. lls ne sauraient en effet étre employés
quelconque but commercial.

+ Ne pas procéder a des requétes automatidBesvoyez aucune requéte automatisée quelle qu’elle soit au systéme Google. Si vous effe
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractéres ou tout autre domaine nécessitant
d'importantes quantités de texte, n’hésitez pas a nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux I'utili
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous étre utile.

+ Ne pas supprimer l'attributioh.e filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre
et leur permettre d'accéder a davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le sup
aucun cas.

+ Rester dans la légalitQuelle que soit I'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabili
veiller a respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n’en déduisez pas pour autant qu'il en va de mé
les autres pays. La durée Iégale des droits d’auteur d’un livre varie d'un pays a l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de r
les ouvrages dont I'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne I'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d’afficher un livre sur
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut étre utilisé de quelque facon que ce soit dans le monde entier. La condamnation a laqt
Vous exposeriez en cas de violation des droits d’auteur peut étre sévére.

A propos du service Google Recherche de Livres

En favorisant la recherche et I'accés a un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le frangais, Goog
contribuer a promouvoir la diversité culturelle grace a Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livre
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs a élargir leur public. Vous pouvez
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage a I'glditps#Books.google.com |



http://books.google.com/books?id=vHIAAAAAMAAJ&ie=ISO-8859-1&output=pdf



















ILART
D E |
CONJECTURER,

Traduit du latin de JacQuEs l\BERNOULLI;
Avec des Obseryations , Eclaircissemens et Additions.

‘PARL G.F. VASTEL, Membrc du Lycée et de

la Société d’Agriculture et de Commerce de Caen.

Periculo se plenum opus alec,

Tremere. Sartied.

De I'lmprimerie de G. LE Roy , Imprimeur-Libraire,
rue Notre-Dame , ancien Hotel des Monnaies, a Caen.

(:::_ === "'"_::—"__“‘:.)

=N ST,

AN X — 1801,

AT

NN



THE NEW YORR |
UBLIC LIBRARY
R L

ASTOR, LENOX AND
TILDEN FOUNDATIONS

t




PREFACE

DUTRADUCTETUR.

J * 41 entrepris denrichir notre langue du plus beau monument de Pun des plus grands
génies du sitcle dernier , de rendre familiére en Franct une thiorie I;Iu.c importants
gu'on ne parait Timaginer,

Cette theorie , inventée et fondie par Paschal , & loccasion de. deux questions qui lus
furent faites par un joueur , n'eut d’abord pour objet que quelques jeux de hasard.L’a-
nalyse des plus vaines de ces combinaisons m'a pourtant rien de futile : elle en fair
cesser Dillusion qui cause la ruine de tant de fortunes, Le Gouvernement fit autrefois
d’inutiles efforts pour proscrire le jew de la bassette : Sauveur ne fit qu'en calculer les
chances , et Pon vit finir, avec la fureur des joueurs, les disputes sanglantes qui en
étaient les suites. Et comment pourtait-on faire tourner au profis e CEtat la passion
des hommes pour lc jew , si l'on n'avait appris & calculer les hasards de ces contribu-
tions volontaires 4 connues sous le rom de loteries ?

Ces sontes de problimes excitirent Pémulation des premiers géométres de P Europe ; mais
sette nouvelle analyse devait recevoir beaucoup dawtres applications. Deparcicux Pem—
ploya pour déterminer la durée moyerine de la vie des hommes , ¢t les taux des reates
@ terme ou des annuités , et des rentes viagéres, Condorcet la appliquée depuis aux dé-
cisions qui se prennent & la pluralité des voix. Je ne crains pas de dire que son usage
est presqu’universel. Les prix des assurances et des pits & la grosse aventure , ne re~
connaissent pas d'autres rigles. C'est Pare.de conjecturer qui dirige toutes les spéculations
commerciales , ¢t méme la plupare des actions humaines,

Toute notre prudence consiste & calculer des probabilitis. Presque tous les événemens
sont pour notre ignorance des cas forwits dont nous avons & mdditer les combinai-
sons diverses pour trouver les rigles de notre conduite, Les plus grands politigues ne
sont occupés qu'd. résoudre des problémes aléatoirese Les plus habiles sont ceux quisa«
vent le mieux en saisir les donn’es et les mettre en équation. s font cette cpéra~
tion sans y songer: U'esprit dobservation , la mémoire , uns longue habiude , une
grande attention , leur tienrent liew de rizles et de formules.

Mais ces formules et ces rigles pourraient étre & tout le monde d'uns grande uti=
Lité , nom-seulement pour les probabilités qui , par leur importance , exigent un colsud -
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rigoureux et qui en sont susceptibles , mzis encore pour les conjectures plus waques
ou d'un moindre intérit i car les directions de Part accontument 4 la justesse et la
rendent facile , en donnant & Pesprit L1 tournure nicessaire pour aller au but,

Telle est Uétendue de Part de comjecturer , que autesr de cct ouvrage s'ctait proposé
de lappliquer aux affaires civiles , morales et écoremigies 3 e Pon trouve dans la
quatriéme partie les bases de ce grand édifice , qu'une mart primuturée Pa forcé de
laisser imparfait,

Cer art n'exige, pour lo:dinaire , que quelques connaissances algibriques fort com=
munes 5 mais il a ses difficultés, Les iilusions sont fréquentes o les analogies trom-
peuses et les erreurs si faciles , que lauteur nous avertit d& chaque instant de nous
tenir perpétucllement sur nos gardes, afin de ne pas prendre ombre pour la realité,
Paschal entreprit de convaincre Fermat d'un parallogisme qu'il comme:tait lui-méme ,
et nous avons vi nagaéres un illustre geomitre attaquer lart jusques dans ses fon=
demens,

Lz diffi-ule} ,ls dilicstesse et Pimportance du sujet , ont excité mon yile, Jai tiché
de ripaadre @ la clarti du texte et de le rendre avec exactitule, Jai fait tous mes
efforts pour rendre la science aisce , pour Uinculquer de toutes les maniéres , et pour
en pénétrer de toutes parts ceux qui prendront li peine de lire les observations ,
éclaircissemens et additions, que je leur ai consacrés.

Mais une jusic difiance me force de me borner maintenant & la premidre panic de
Louvrage, ct de la soumewre d'abord au jugement du public, On y wouve les premiers
élémens de Pare  de conjecturer. On peut la considérer comme un ouvrage complet ,
puisqu'elle contient tout le traiti de Huyghens , avec le commentaire de Bernoulli : e
{a méthode de Huyghens est si féconde , qu'il n'est peut~étre pas de questions qu'elle ng
puisse attaquer avec succés. :

Si le public jugeait favorablement de cet essal , je lui offrirais la suite de mon tra-
vail ; car j'ai achevé ls traduction de la seconde ¢ de la troisiime partic et préparé
celle de la quatriime , et je conserve les matériaux de quelques nouvelles observations.
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Enriv , voici Part de conjecturer, ce traité posthume
de mon oncle, si long-temps désiré. Les fréres Thur-
nisius , comptant faire une chose agréable au pu-
blic , ont acquis le manuscrit des héritiers de I'auteur ,
et l'ont fait imprimer a leurs frais. L’auteur s’est pro-
posé de faire connaitre I'insigne utilité que peut avoir

dans la vie civile cette partie des mathématiques,
qui a pour objet la mesure des probabilités. On a

déjd vu dans les mémoires de 'académie des sciences,
de I'année 1705, et dans les éphémérides de Paris,
de I'année 1706 , par quelle méthode , et jusqu'a
quel point l'auteur a rempli la tiche qu'il s’était
imposée. Il a divisé son ouvrage en quatre parties,
La premiére contient le traité de I'illustre Huyghens,
De la maniére de raisonner dans les jeux de hasard,

avec des notes , dans lequel on trouve les premiers élé-
‘mens _de I'art de conjecturer. La seconde partie com-
prend la théorie des permutations et des combinaisons ;
théorie si nécessaire pour le calcul des PI‘ObdbllltCS,
et dont il explique ’usage , dans la troisiéme partle ’
pour la solution de dlﬁ'erentes sortes de problémes



[
[t

IJ

sur Jes jenx de hasard. Dans la quatrié¢me, il avait
entrepris d’appliquer les principes précédemment dé-
veloppés , aux affaires civiles , morales ¢t économi-
queés ; mais , arrété long-temps par sa mauvaise santé,
enfin , prévenu par la mort méme, il a été obligé
de la laisser imparfaite. Les éditeurs auralent bien
désiré que le frére de I'auteur, si capable d’achever
cet ouvrage , sc¢ fut chargé de le compléter ; mais
ils lui connaissaient trop d’autres aflaires pour ne
pas craindre de lui en faire la proposition. Comme
ils savaient que dans une dissertation inaugurale
j’avais donné quelques essais sur cet art appliqué
au droit , ils avaient aussi songé & moi pour cette
entreprise ; mais mon absence et mes voyages ne
me permettaient pas de m’en charger. A mon re-
tour, ils voulurent encore m’y engager , et je crus
devoir m’en défendre. J'étais trop jeune et trop dé-
pourvu de cette longue expérience qu'il faut avoir
pour traiter une pareille matiére. Je ne me trouvai

" point assez de forces, et je n’eus pas de peine 3

me persuader qug non - seulement je ne répondrais
point & I'attente du lecteur, mais méme qu’en ne
donnant que des choses vulgaires et triviales , je
ferais tort au reste de I'ouvrage. L'impression de ce
traité étant déja fort avancée, je leur conseillai de
le donner au public tel que Fauteur I'avait laissé.

- Cependant, comme il ne faut pas qu'une chose aussi

utile que Pl'application du calcul des probabilités aux



.
aflaires é&conomiques et politiques, tombe tout - A - fait
dans 1oubli , nous prions l'illustre auteur du li-
vre francais, Essai d’analyse sur les jeux de hasard
et le celebre Demoivre , qul ont donné , depuis assez
peu de temps , d’excellens morceaux sur cet art ,
de se livrer a ce travail, et d’y consacrer unc par-
tie du temps qu'ils destinent & I'ntilité publique. Nous
espérons, toutefois, que les généralités données par
Pauteur , dans les cinq chapitres de la derniére par-
tie , offriront au lecteur des principes d'un usage
important pour la solution des questions particuliéres.
Voild ce que nous avions & dire de ce traité. Les
éditeurs y ont joint les propositions sur les suites
infinies , dont I'auteur avait fait I'objet de cinq dis-
- sertations, qu'on ne trouve presque plus chez nos
libraires ; ce qui les a déterminés & faire réimprimer
ces propositions 4 la suite de cet ouvrage, L’ath-
nité de la matiére y a fuit joindre aussi 'épitre fran=
¢aisede l'auteur, intitulée: Letire ¢ un ami, eir.
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C o MME jesais que dans I'édition que vousPvssé- 1~
dez maintenant des beaux monumens de votre génie,
homme trés-illustre , vous vous proposez , sur-tout
de faire connaitre , par la variété des sujets que
vous avez entrepris de traiter , jusqu’o{‘l s'étend la
divine science de I’Analyse , je n’ai pas de peine &
concevoir que ce que j'ai écrit sur la maniére de
raisonner dans les jeux de hasard , puisse étre trés-
utile & vos vues; car , moins il paraissait possible de
comprendre , dans les bornes de la raison les choses
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fortuites et incertaines, plusil y aura lien”d'admirer
Iart auquel ces choses mémes sont encore soumises.
C'est pour vous que j'ai d’abord formé le dessein
- d’exposer cette théorie ; et ,comme vous 'avez jugée
digne de voir le jour avec des conceptions aussi sub-
tiles que les votres, je suis si loin de m’y oppo-
ser , que , par cette raison principalement , je crois
ne pouvoir que gagner i ce quelle soit rendue
publique. On aurait pu dire que je me serais trop
occupé d'une chose légére et frivole ; mais on ne
regardera plus comme sans utilité et sans valeur,
ce que vous aurez adopté parmi vos propres produc-
tion, et fait passer , non sans beaucoup de travail,
de notre idiome dans la langue latine : et cependant,
si 'on veut cxaminer 3 fond ce que nous-enseignons,
I'on ne tardera pas i reconnaitre qu'il ne s’agit point
d’un pur amusement, mais des principes d’une belle
et d’'une trés-subtile théorie. Je me flatte méme que
les problémes de ce genre ne paraitront pas moins
importants que eceux de Diophante , quant a la pro-
fondeur des recherches ; et que , ne se réduisant pas,
comme ceux-Ci , & une pure considération des nombres,
ils feront encore plus de plaisir. Mais, afin qu’on ne
m’attribue pas indiment I'honneur de la premiére in-
vention , je dois dire que, depuis long-temps, les plus
grands géométres de toute la France se sont occu-
pés de ce genre de calcul ; mais , en résolvant les
questions trés-difficiles qu'ils se proposaient récipro-

-,
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quement , ils cachaient leurs méthodes , de sorte que
j'ai été obligé de remonter jusqu’aux premiers élémens
de la matiére. J’ignore donc encore s'ils partent du
méme principe que moi; mais ’expérience m’a sou-
vent fait connaitre que nos solutions quadrent par-
faitement. On trouvera & la fin de 'ouvrage quel-
ques - uns de ces problémes. Je les ai donnés sans
analyse , non-seulement parce que je n’aurais pu
étre clair sans entrer dans de trop longs détails
mais encore parce que j'ai cru devoir laisser quel-
que chose pour exercer les lecteurs, &'l s'en trouve.



DE LA MANIERE
DE RAISONNER

DANS LES JEUX DE HASARD:

QU 01QU E dans les jeux de pur hasard les événe-~
mens soient incertains, on peut néanmoins détermi-
ner avec certitude de combien un joueur est plus
prés de gagner que de perdre.‘Par exemple , si
quelqu’un parie qu'il aménerg six points avec un
seal dé au premier coup , on ne peut pas dire s'il
gagnera ; mais la probabilité qu'il a de gagner ow
de perdre n’a rign de douteux, etl'on peut la sou-
mettre au calcul. De méme, si je )oue avec quelqu’un
une -partie en ftrois jeux, ‘et que j’¢n aye déja ga- -
gné un , on ne sait pas encore lequel des deux le;
premier en aura trois de gagnés; mais on peut dé-
couvrir , par des raisonnemens trés-certains,la va-
leur de son espérance et celle de la mienne , et
déterminer , en conséquence , dans quelle propor-
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tion le dépot ou la mise commune devrait se parta-

- ger entre nous, si nous convenions de quitter la

partie en cet état ; ou pour quel prix- je pourrais
équitablement vendre mon sort 3 quelqu’un qui dé-
sirerait me remplacer. Il peut s'élever une infinité
de questions semblables entre deux , trois, etc. joueurs:
mais comme ce genre de calcul n’est nullement vul-
gaire,et qu’on a souvent I'occasion d’en faire usage ,
j'en exposerai ici la méthode en peu de mots , et
j'expliquerai ensuite ce qui concerne spécialement
les dés.

Le principe fondamental de ma méthode est que,
dans les jeux de hasard , la wvaleur du sort ou de
Pattente de chaque joueur est précisément ce qu'il
faudrait qu’il eat pour parvenir de nouveau , en
jouant 3 jeu égal , & un sort ou a une attente sem-
blable. Par exemple , si quelqu’un cache troissous dans
une main et sept sous dans l'autrc , et qu’il m’en
donne le choix , je dis que cet avantage est pour
moi le méme que s’il me donnait cinq sous ; car,
avec cing sous , je puis me retrouver dans le cas
d’avoir une attente égale pour trois sous ou pour
sept sous, et cela en jouant A jeu égal.

. .
PROPOSITIONPREMIERE

Si jattends a ou b, et que Pun puisse m’échoir avec
ge b
la méme facilité que Pautre , mon attente vaut 3'—:—.
Voici comment on peut , non-seulement démon-
trer , mais encore trouver cette régle.
Soit x lavaleurde mon attente. Il faut qu'ayant
% , je puisse , -en jouant & jeu égal , parvenir
' de
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de nouveau & un sort semblable. Supposez donc que
je joue avec un autre aux conditions suivantes : 1° -que
chacun depose x ; 2°. que celui qui gagnerale dépot,

donne a A son adversaire. Ces conditions sont justes,
et il est clair que je puis,, avecla méme facilité, avoira
et2 x—a;savoir , @ si je perds le pari, et2x—asi
je le gagne : car, dans ce dernier cas, jai le dépét
2 x , dont je dois donner a & mon antagomste Si donc
2. -—a a la méme valeur que b , j'ai unc égale
probabilité pour a et pour b : ainsi je ' fais 2 2—a— b,

et jai .r—-~ - pour la valeur de mon attente. La
démonstration en est facile; car,ayant —':—, je puis

jouer avec un autre qui déposera aussi 5-'."_1’ , & con-

dition que celui qui gagnera le pari donnera aa
celui qui le perdra. De cette maniére, mon sort est
égal pour a et pour b;carjai a si je per(ls le pari,
et ]al b si je le gagne , puisque ) dans ce dernier
cas, je gagnele dépot a+b, dont je donne a & mon
adversaire,

En nombres. Si je dois avoir 3 ou 7 , et avec une
égale probabilité , mon attente vaut 5 d’apres la
proposition précédente ; et il est certain qu'ayant
5 je puis parvenir encore & la méme attente : car
ayant 5 je puis jouer avec quelqu'un 5 contre 5,
a condition que celui qui perdra le pari donnera 3
a Pautre. Laloi du jeu sera parfaitement juste, et il
est ev1dent gue mon sort sera égal pour 3 et pour 7;
car j’aurai 3 si je perds le pari et 7 si je le gagne,
puisque , dans'ce dernier cas , j'aurai 10, dont mon
adversaure retirera 3,

SevsnaessyensRIRER s ——



10 L°ART

REMARQUES.

L’auteur de ce traité¢ expose en général ,d la fin
de son préambule, et d’une maniére plus particu-
liére, sur la proposition précédente et les deux sui-
vantes , le principe fondamental de tout I'art de con-
jecturer. Comme il est trés-important que ce prin-
cipe soit bien entendu, je tdcherai de le démontrer
par un raisonnement plus familier et plus & la portée
- de tout le monde, en partant seulement de cet axiome
ou de cette définition : que chacun doit attendre
ou est supposé devoir attendre ce qu’il obtiendra infail
liblement. Pour I'appliquer ala premiére proposition ,
imaginons que quelqu'un ait caché g sous ou a
dans une main et 7 sous ou b dans l'autre, quece
qu’il y a dans une doive étre pour Titius, et ce qu’il
y a dans l'autre pous noi: de cette manicre, nous
aurons infailliblement ensemble , et, par conséquent,
nous devons attendre conjointement ce qui se trouve
caché dans les deux mains, c’est-a-dire, 10 sous ,
ou @ + b, Mais il faut convenir aussi que Titius et
moi nous avons le méme droit a ce que nous at-
tendons ensemble ; d'ou il s’ensuit que I'objet de
I’attente totale doit sc diviser en deux parties égales,
et que nous devons avoir chacun une de ces parties,
ou la moitié de ce que nous attendons ensemble,

c’est-a-dire , 5 sous ou i#

Corollaire. On voit par-13 que s'il y a a dans une
main , et rien dans l'autre , la valeur de l'attente
de chacun séparément sera 3 a.

Scholie. On peut conclure de ce qui précéde
que le mot attente ne doit pas se prendre ici dans
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le sens ordinaire , selon lequel attendre ou espérer
se rapporte  1'événement le plus favorable , quoi-
que le contraire puisse arriver ; mais on doit en-
tendre par ce mot l'espérance que nous.avons d’ob-
tenir le meilleur , témpérée et diminuée par la crainte
du pire ; de sorte que la valeur de notre attente si-
gnifie toujours quelque chose d’intermédiaire entre
le meilleur que nous espérons et le pire que nous
craignuns: c'est de cette maniére qu’on-doit’ I'inter~
préter ici et dans ce qui va suivre. |

PROPOSITION IPF

Si j’attends a , b ou c; et que chacune de ces choses
ou de ces quantités puisse m’échoir avec la méme
Jacilité , mion attente vaut ?-'-"-t—;-”i-

Pour trouver cotte régle , soit encore x la valeur
de mon attente.- Il faut donc qu’ayant x, je puisse,
i jeu égal, parvenir & la méme attente. Supposons
que je joue avec Titius et Caius aux conditions
suivantes : chacun de nous dépose x ; si c’est Titius
qui gagne le pari, il me donnera a, et je lui don-
nerai b, si'c’est moi qui le gagne; si c’est Caius, il
me donnera ¢ , et je lni donnerai ¢, si c’est moi. I}
est clair que ces conditions sont justes. Or, j'ai de
cette maniére la méme probabilité d’obtenir b,cou
3 x—b—c; car j’ai b, si Titius gagne le pari;c, s
Titius a I'avantage, et 3x—b—c , si le sort m’est
favorable , puisque , dans ce dernier cas, j'ai le dé-
pot 3z, dont il faut que je donne b & Titius , et ¢
a Caius, Mais si 3z—b—c valait @, j’aurais le mé-
me droit d’attendre a, b ou c. Je fais donc 3x—b—

c=a,et jai = “i.gif pour la valeur de mon attente.
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On trouve, de la méme maniére ; que si mon sort,

’ h b d . LI
est égal pour a, b, c,oud,il vaut ‘—t—i‘;i—; et ainsi

de suite,
REMAROQUES

Voici comment on peut encore démontrer la méme
proposition. Imaginons qu’on ait caché a dans une
boite , b dans une autre, et ¢ dans une troisiéme ,
et qu’il soit accordé & Titius, 4 Caius et amoi de
prendre chacun une de ces boites , et de garder ce
qui s’y trouvera. Nous prendrons tous trois conjoin-
tement toutes les boites, et nous aurons ensemble
tout ce qu'elles contiennent ., c’est-a-dire , a+b+c;
et comme on ne peut pas dire que l'espérance ou

lattente de l'un soit plus avantageuse que celle de
Tautre , il s’ensuit que chacun de nous a le droit
atbtc

3

d’attendre le tiers de toute la somine, savoir,

De méme, s'il y a quatre boites o l'on ait caché
a, b, cet d, et qu'il doive m’en échoir une , mon
attente vaudra le quart de toute la somme, ou ‘ﬂ'-%ﬂ;
s'il y en a 5, ellevaudra ‘—-—"'b—'*—;‘—’-"-”-—"'—‘ , etc.

Corollaire. 11 est encore manifeste que s'il y a une
ou plusieurs boites ol il n’y ait rien de caché, mon
attente vaudra , par la méme raison, le tiers de ce
qu'il y a dans le reste des boites , il y en a 3
en tout; le quart, s'il y en a 4; le cinquiéme, s’il
y en a 5, etc. .

e 2 NI
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PROPOSITION IITI

Si le nombre des cas oi. a peut m’échoir est p , qué
le nombre de ceux ou b peut m’échoir soit q, etqué
tous les cas puissent arriver avec une égale facilité 5
mon attente vaudra 23—1139.

Pour découvrir cette régle, soit encore x la valeur
de mon attente : il faut qu'ayant x , je puisse
parvenir au méme sort, en jouant 3 jeu égal. Pour
cela, je prendrai avec moi autant de joueurs qu’il
en faudra pour compléter le nombre p+q : chacun
de'nous déposera x, de sorte que le dépot sera
px+qx , et il faudra que chacun de nous ait lé méme
espoir de gagner le pari. Je conviendrai avec chacun
des joueurs qu'indique le nombre ¢, que si quelqu’un
d’eux gagne, il me donnera b, et que je donnerai
b A chacun d’eux,, si le jen. me. favorise. De méme,
je conviendrai avec chacun de mes p-1 autres ad-
versaires que si quelqu’un d’entr’eux gagne', il me
donnera a, que chacun d’eux recevra de moi , st
Cest moi qui ai 'avantage. Il est évident que ces
conditions sont. justes , puisqu’elles ne font tort a
aucun des joueurs. Il cst encore clair que j'ai ¢ chan-
ces pour b; que jen ai p~1- pour. @, et I pour
px+qx—bg—ap+a;car j'ai une chance pour gagner,
et, par conséquent, pour avoir Je dépot pr-+qx ,
dont je suis tenu de donner b A chacun des g joueurs,
et a & chacun des p—1 autres, en tout, bg+ap—a.
Si donc pr+qx—bg—ap+a était égal A a, j’aurais p
chances pour a, puisque. j'en avais déja p—1, et jen

* . aurais g pour b; jaurais donc alors mon premier

sort. Ainsi je fais px-+qx—bg—apta=a , et jai

b
a::‘i%;—*'ﬁ"- pour la valeur de mon attente,

~
2
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En nomhres. Si j’avais trois chances pour 13 et
deux chances pour 8, mon sort vaudrait 11 d’aprés
cette régle: et il est facile de faire voir que si jai
11,])e pourrai encore avoir le méme sort;et voici
comment. Je jouerai contre quatre autres , et chacun
de nous déposera 11 : Je conviendrai avec deux
joueurs que si I'un ou 'autre gagne le pari, il me
donnera 8 , et que je donnerai 8 & chacun d’eux, si
c’est moi qui le gagne. De méme , je conviendrai
avec les deux autres que celui d’entre cux que le hasard
pourra favoriser, me donnera 13, et que chacun d’eux
recevra 13 de moi, sij’ai 'avantage. Ces conditions.
sont justes, et il est clair que de cette maniére j'at
deux chances pour 8 , puisque les deux joueurs qui
m’ont promis g ont chacun une chance pour gagner
le pari;et trois chances pour 13, puisque les deux
joueurs qui m’ont promis 13 ont aussi chacun une
chance pour gagner, et que j'ai d’ailleurs une chance
pour 13, ce qui est évident ; car j'ai une chance
gour gagner le pari, et alors jai le dépét , c’est-a-
ire 55, sur quoi je suis tenu de donner 13 a cha-
cun de deux de mes adversaires , et 8 & chacun des:
deux autres ,de sorte qu'il me reste 13.

REMARQUES

Voici une autre démonstration de la méme régle -
Supposons un nombre de jouneurs égal au nombre
des cas en général , c'est-a-dire , & p4-gq 4 de ma-
niére qu’il y ait un cas pour chaque joueur ; snp-
posons, par exemple , qu'il y ait p 4-g boites , et

w'on ait caché dans chacune ce que donne 'une des

eux espéces de cas , savoir , a dans chacune dcs
boites dont ls.nombre est p , et b dans chacune de
~celles dont le nombre est g. Si chacun des joueurs:
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recoit une de ces boites, ils en recevront ensemble
la totalité , et ils ne pourront manquer d’avoir con-
jointement tout ce qu’ellescontiennent , savcir, pa+ gb;
et comme ils ont tous une attente égale il faudra divi-
ser ce qu'ils recevront ensemble , par le nombre des
joueurs , ou par le nombre des cas : d’ou ‘il s’ensuit

2+95  On démontrera
e’

‘de la méme maniére que si j’ai p cas pour a, qpour

que l'attente de chacun vaudra 2

b et r pour ¢, mon sort sera ’ﬂ';;-_’i_:-;f

Corollaire 1. De-13 il résulte 1° que si j'ai p cas
pour avoir a , et ¢ cas pour avoir o, mon attente

vaudra £, .
ptq

2°. Il en résulte ensuite que ,si les nombres des case
de diverses espéces ont un commun diviseur, la va-
leur de l'attente pourra se réduire & une plus mmple
expression ; par exemple, si a@ peut m’échoir en m p
cas , et b en mq, mon attente vaudra , d’aprés la

régle , ’%n"—;_{-":—;"'qib- qui, par la division, seréduita ”""""
3°. 8i j'ai p cas pour a, g pour b, etr pour c,

mon attente est la méme que si, p et ¢ étant réumis,
' J’avais p+q cas pour ”—"—'_%'_—7—1' et r cas pour c;car, dans
I'une et l'autre hypothése , la régle donne, pour Ia

valeur de mon sort , PRt
mon sort, S
. 8i jai p cas pour a,q pour b et r pour rester

dans Pétat ou je suls , C'est-d-dire » pour conserver

mon sort actuel , ce sort sera ’;-5.-'{_"-;’-'-’ » précisé-

ment le méme que si je n’avais aucun des cas dont
le nombre est r. Car , soit & la valeur de mon sort
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actuel, j'ai , par I'hypothése ,p cas poura,q pourbd;

t patebte,
pre+r ?

et comme ce méme sort a été nommeé &L, on a ¥ =

b ! . . o 3 -
’3‘;;_",_"7_?_'7”‘ ; ou , en multipliant par le diviseur du

secondmembre ,p & + qT4+rr=pa+qb4rx,et,
en effacant rx , pr4-qr=pa+qb, ou enfin,r=

vet g
ptg°

5. Si jai p cas pour a, dont j’aye fourni la moitié ;

et r pour x, ce qui , selon la régle , vau

e e pn Py~ e

et g cas pour o, mon attente ;’f; , telle que la donne

le corollaire 1, sc rapporte a tout le dépét, de sorte
que cette expression désigne la partie qui m’en est
_«dle; et non ce que je gagne ou ce que je perds seu-
lement ; car, s'il n’est question que du gain.ou de
la perte, je considére qu'en obtenant le dépéta, je
-ne gagne que 3 @, et que si je n'en obtiens rien, je
perds ; a, ou quej’acquiers —<a: mon sort , pris cn
cesens,devient donc P-i2+g.—i2 — (P—9)is , €t cette ex~
ptg - pt+e " . '
pression désigne le gain, si p est plus grand que
g, et la perte, si q est plus grand que p.
| Si j’ai p cas pour acquérir a, et ¢ cas pour
acquérir b, sans que j'aye rien fourni de ces deux
quantités, et que , cependant ; je sois tenu de don-
ner n pour l'avantage que.je regois, mon attentc

5 . .
l;—-_!;_—ze ne doit pas étre totalement comptée pour gain,

mais il faut en déduire la valeur n; car, quand je
donne 7 A celui qui me rend a ou b, je suis au mé-
‘me état que si , sans rien donner, je recevais seu-

: lement
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lement a — n ou b—n, ce qui restreint mon attente
pa—ntgb=n _ patqb - .
=3, — = 54y — n, expression qui marque
le gain et la perte, selon quela partie affirmative
Pemporte sur la négative, ou la négative sur Faf-
firmative. | ' ' '
Scholte. En examinant ce calcul, on voit qu’il a
une grande affinité avec la régle conmrue en arithmé«
tique sous le nom. de régle- d’alliage , qui- consiste &
trouver le'prix d'unr mixte composé de quantités don~
nées de chacune de plusieurs choses de différens prix;
au platét’ on voit que le calcul est absolument le
niémme de part et d’autre.- €ar, comme la somme des
produits' des 'quantités des choses mélangées , par
leurs prix respectifs, divisée par la somme de ces
quantités-, donne le prix cherché , qui est toujours
entre le plus fort et le plus faible:: d¢ méme , la
somme ‘dés produits’ des nombres des cas divers, par
lés' avantages respectifs qu'ils apportent’,, divisée par
1a somme dé tous les’ cas-en général, donne la va-
leur de Pattente, qui, par conséqiterit, est toujours
intermédiaire entre le plus grand et le plus petit de
ces avantages: si' donc on prend les mémes nombres
pour exprimer, d’un coté, les quantités des choses
mélangées ét leurs prix-, de I'autre, lés cas divers
et ce qu'ils donnent respectivement, le'méme nom-
bré-désignera aussi le prix du mélange et la valéur
de P'attente. Par exemple, si 'on a mélé 3 pintes
de vin 4 13 sous, avec 2 pintes de vin a 8 sous,
multipliez' 3 par 13, et 2 par 8, vous aurez 55 pour
le prix-de toutes les ‘pintes; divisez par 5 nombre des
intes,, et le quotient 1x sera le prix d’une pinte -
u mélange. Tellé est aussi , d’aprés la régle , la va-
lenr-de 'attente- de’ celui qui aurait 3. cas pour 13,
et 2 cas pour 8.

- -~
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PROPOSITION 1IVe

Supposons maintenant que je joue avec quelqwun ,. ¢
condition que le dépét doive appartenir a celui que
le premier aura eu trois fois l{:wantage » que je Paye
eu déja deux fois et mon adversaire une fois seulement:
st nous ne voulons pas continuer de Jjouer , mais bien
partager Pargent du jeu dans une juste proportion ,
je demande quelle part je dois en prétendre.

Pour en venir & la question qui a été proposée
d’abord, et qui consiste & déterminer les parts de
divers joueurs, dont les sorts sont inégaux, il faut
commencer par ce qu'il y a de plus facile.

Premiérement on doit considérer les jeux qui man-
quent & chagun des joueurs; car il est certain que
61, par exemple, il est cuonvonu entre quelqu’un et
moi que le dépot sera & celui qui le premier aura
eu vingt “fois I'avantage , que je T'aye eu dix-neuf
fois , et mon adversaire dix-huit fois , mon sort ’em-
portera autant sur le sien que dans I'espéce dont il
s’agit , ou sur trois jeux j’en ai marqué deux et mon
adversaire un seul ; car, dans 'une et I'autre espéce ,
il ne me manque qu'un jeu, tandis qulil en manque
deux 3 mon adversaire. I

Pour trouver ensuite . combien il nons revient. &
chacun, il faut examiner ce qui arriverait, si nous
achevions la partie. Il est certain que si je gagnais
le premier jeu, je compléterais le nombre.presori.t‘,‘
et que j'aurais tout le dépét que j'appellerai a; mais
si mon adversaire le gagnait, son  sort serait égal
au mien , puisqu'il manquerait nn jeu de part, et
d’autre , et chacun aurait +'a, Or, il est manifeste

-~
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_que jai la m€me facilité pour gagner ou pour per-
dre le premier jeu , de sorte que mon attente est
égale pour g et pour § @, ce qui, par la premiére

proposition , me vaut la moitié de a et de  a,
C’est-d-dire, 4 a: il reste 3 mon adversaire £ ¢, ce C
qu'on aurait pu trouver directement de la méme ma-D
niére. On voit donc que si quelqu’un voulait me rem-

placer, il faudrait qu'il me donndt 4 a pour me dé-
dommager ; et qu’ainsi celui qui parierait de marquer
un jeu., avant qu'un autre en elit marqué deux ,E
devrait toujours mettre trois contre um. ‘

REMARQUES.

Premidrement on doit considérer les jeux qui manquent A
& chacun des joueurs). Ainsi , en calculant les sorts, on
ne doit avoir aucun égard aux jeux précédens , mais
seulement aux suivans ; puisqu’il n’y a aucun de cenx=
ci pour lequel on puisse dire que la fortune favo-
risera plus probablement ceux & qui elle a déjd été
favorable , que ceux 3 qui elle a été le plus contraire :
ce qu'il faut observer contre l'opinion ridicule de
beaucoup de gens qui regardent la fortune comme
une sorte de faveur qui s’attache & I’homme pour
quelque temps, et lui donne, en quelque facon, le .
droit d’espérer un bonheur suivi.

Que j’appellerai a. ) Par la lettre a, il faut entendre B
‘non-seulement, avec I'auteur, 'argent déposé, qui peut
se partager entre les joueurs, & raison des sorts, mais en«
core tout ce qui, quoiqu’indivisen soi, peut néanmoins
se concevoir comme divisible , selon le nombre des
cas ou la chose peut se gagner ou se perdre , se
faire ou ne se pas faire, etc., ainsi que nous le mon-

C 2
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trerons plus amplément dans la derniére partie de¢’
cet ouvrage; par exemple, un prixquelconque’, une’
palme , une wvictoire , I’état ou la. condition d'une:
Pe;csonne , -un office public, un ouvrage entrepris.,
a vie ou la mort, etc. Ainsi’, quand, par.une grige
spéciale du prince , deux malfaiteurs tirent la vie
au sort, & chances égales , chacun d'eux est censé
avoir 3 de vie et £ de mort , de sorte qu'on peut
dire rigoureusement , qu'en pareil cas un homme
est & demi vivant et 3 demi mort.

C Il reste pour mon adversaire  a ). Clest-3-dire, le reste,
du dépét a, parce qu'a la fin du jeu, nous aurons
infailliblement - ensexble la totalité de a; mais s'il
peut arriver , en quelqu’occurence , que deux joueurs
ayent & prétendre copjointement plus eow moins de
2, il est évident qu’alers. l'attente de 1'un ne peut.
étre' le complément de celle de l'autre par rappoit
a a. Par exemple , si deux hommes,dignes du deruier
supplice,, sont tenus de jeter un dé, a condition que
celui qui aménera le moins de points subira sa peine,
que celui qui ‘en ameénera le plus, conservera la vie,
et qu'ils la censerveront tous deux s'ils en aménent le
méme nombre , on trouvera pour l'attente de I'un % @
ou-% de vie, comme on le verra en son lieu ; mais if
ne faut pas en conclure que l'attente del'autre ne soit
que % de vie:car, comme il est évident qu’ici les
sorts sont égaux, l'autre aura aussi droit d'en atten~_
dre %, ce qui donne pour les deux I de vie, c’est~

d-dire , plus que la totalité. La raison en est, qu'il
n'y a aucun cas ol la fortune du jeu ne laisse la
vie a I'un ou & l'autre, et qu’il y ena quelques-una

ou ils peuvent la conserver tous deux.
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e Gu'on auroit -pu trouver directement , étc. ) Voici])
comment :.8i mon adversaire gagne le prochain jeu,
son sort et le mien seront égaux, et partant nous
aurons chaeun % & ; mbis. si je le gagee ', il n’aura
rien. Donc, puisqu’il peut, avec la méme facilité,
avoir £ @ ou o, la valeur -de son attenteest 5 e,
par le .coroll. 1. de Ja prop. Iil. . :
Devrait toujours.mettre trois contre un. ) 1l faut dé- E
montrer que celui qui a trois cas pour gagmer etun
pour perdre ,ou qui gttend les trois quarts du- dé-
Ppét , peut parier trois contre un : il suffit pour cela
le suppeser substitug 4 treis joueurs ; car 8’il y.
er a 'Qquatre qui -jouent' & chances égales , et qui
déposent chacun 1., chague joueur aura le droit d’at-
tendre précisément ce qu'il aura mis au jeu , c’est-
a-dire , le quart de tout le dépét, par.le coroll. 2,
de la prop. III; et partamt trois quelconques d’entre
eux en. pourrent prétendre les treis quarts, et'le
quatricme wn -quart; ‘mais comme ces trois jopeurs
ont aussi- déposé trais, tandis que le quatriéme n’a
d¢posé qu'un., il est évidemment de toute justice
" que celui qui veut en remplacer trois , c’est-a-dire,
avoir trois fois autant a attendre qu'un seul , soit
aussi tenu de déposer le triple : c’est-ce qu'on peut
aussi démontrer de la maniére suivante. Celui qui a
trois Cas pour réussir , et un cds pour manguer ,
peut aveir eutant de.fois trois avantages que son
adversaire un’ seul; il faut donc , pour que le jeu
spit juste, qu'en trois coups le premier ait précisé-
ment autant de profit que l'autre en un, ce qui ne
poeut se faire, 4 moins qu'il ne dépose trois contre
un ;et c'est ainsi qu'on démontre en général que
plus I'attente d’un joueur est préférable a celle de
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REMARQUES

De-la il s'ensuit éyidemment , etg..) De méme., oi A
joue pour trois points et B pour-six, le sortde 4
est encore plus avantageux ; car il se trouve valoir
+7¢ @, qui est plus grand que ;2 a. Semblablement, si

joue pour un pointet B pour quatre , lesart de
A n’est pas le méme que il jouait pour deux points
et B pour huit; mais il est le méme que s'il jouait
pour deux, points et B pour six ; et cependant,, il
.n,cst_ﬁ;eut-étre personne qui ne se persugdit gue les
' sorts doivent étre les mémes , lorsque les jewx gan;
manquent_de part et d’autre sont en méme rajsoll,
si le .calcul ne nous et fait connaitre le contraire.
Nous. devons apprendre par - 13 3 étre circonspects
dans nos jugemens, et i ne pas fonder. nos.raison-
nemens sur la premiére analogie qui se présente;ce
qui pourtant n'est que trop: ordinaine 4 geux mé-
mes qui passent pour les plus éclairés.

Aureste, je joindrai ici une table dpou.\f*d,euxxjpmy.
d T'exemple de celle que l'auteur donne pour trois,
‘et qu'on trouvera & la suite de la proposition IX*.
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PROPOSITION VIII

Supp'osons' & présent quwil y ait trois joueurs, et quil
manque un jeu , tant au premier qu'au second, mais
qwil en manque deux au troisiéme.

- Pour trouver le sort du premier , il faut encore
examiner quelle part lui serait dde si c’était lui , oul'un
des deux autres qui gagnét le jeu prochain. Si c’é-
tait lui, il aurait le dépét que j'appelle a; si c’était
le second , le premier n’aurait rien, carla partie serait
finie : mais si c’était le 'troisiéme , alors il manque-
rait encore un jeu & chacun des trois joueurs, et
partant il serait di § a, ‘tant au premier qu’a cha-
cun des deux autres. Et comme chacun des trois
peut, avec une égale facilité , gagner le jen pro-
chain, le premier a une chance pour a , une pour o
et une pour ; @, ce qui lui vaut £ a, par lalI®
~ proposition; le second a également § a, et il reste au
G troisiéme, @, part qu’on aurait pu trouver aussi sépa-
rément, et d’aprés laquelleon aurait déterminé celles
des deux autres. .

REMARQUE.

G Part quwon aurait pu trouver séparément) Voici de
.quelle maniére : si c’était lui qui gagnit le jeu pro-
chain , son attente vaudrait § ¢; mais si c’était le
premier ou le second , le troisiéme n’aurait rien:

ainsi il a un cas pour § a, et deux cas pouro,ce
qui lui vaut § @, par le 1.coroll. de la prop. IIL
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PROPOSITION IX-

Pour trouver la part de I'un quelconque d’autant,
de joueurs quon voudra , auzquels il manque divers
nombres de jeux , il faut examiner ¢ombien il se-
rait di & celui dont om veut trouver la part , si
c’était lui , ou Pun des autres cemsécutivement ,
qui gagnit le jeu prochain. Si Pon ajoute ensemble
ces valeurs et qu'on divise la somme par le nombre
des joueurs, le quotient donnera la part cherchée.

Seient trois joueurs 4, B et C, et supposons qu'il
manque un jeu & A, deux & B et.deuxa C:il s'agit
de trouver ce que B a le droit de prétendre dans
le dép6t que j'appelle g.

Il faut examiner d’abord quel serait le sort de B ;
8i c'étaitlui ,ou A4 ou C qui gagnit le premier des
Jeux suivans. - ‘ .

Si c’était A4., la partie serait finie, et, par consé-
quent, il serait di o & B; si c’était 8, il lui man<
querait encore un jeu, il en manquerait un a A et
deux 3 C; et partant, il serait ddi & B, 4 ¢, parla
VIII°. proposition : enfin, si c’était C, il manquerait un
jeu tant a 4 qua C, et deux & B, et, par consé-
quent , il serait dd & B £ g, par la méme proposition
VIII. Maintenant il faut ajouter ensemble les valeurs
qui seraient dues & B dans ces trois hypothéses; sa-
voir, 0, ¥ ¢, 5 g, dont la somme est § g, qui,
divisée par 3 , nombre des joueurs , donne % ¢ :
telle est la part cherchée. Il est facile de le démon-
trer d’aprés la seconde proposition ; car , puisque

B a la méme probabilité pour 0, 5 get;g,1la,

D2
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par la II*. proposition , S0, clesp-d-dige % q. Bt

il est certain que ce d1v1seur 5 est le nombre des
f"“enrs R P I AL A
Or:, ‘pour tiouver. Fattente. de Pon: queloonquu
des 'joueurs :dans chaque hypothése, c'est-2-dire', en
supposant :que: ¢e svit-hui em quelqun des auties
qui gagne le jew-prochain ,ilfant chercher d’abord
la solution des cas les plus. sunples et par leur moyen
celle des suivans; car comme on n’aurait pu résoudre
le cas qui vient d'étre proposé , avant d’avoir soumis
au calcul celui dela proposition VIIF. , ou lesijeux s@¥n-
quans étaient 1, 1, 2, de méme aussi I'on ne peut
supputer la. part de 'un quelconque des joueurs ’
dans le cas ou les jeux manquans sont I, 2, 3, qu'on
m’ait soumis au calcul celui ou les ]eux manquans
sont 1, 2, 2, comme nous I'avens déjd fait, et de
plus celui ou les } jeux manquans sont I, I, 3, » qu'on
.auralt pu calculer également par la praposition VIII.
Et c’est ainsi qu’on peut calculer successivement tous

les cas compris dans la table suivante, et une infi-
pité d’autres,
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"DES DES.

En ce qui concerne les dés on pent proposer les
questions suivantes ; savoir : en combien -de-jets
‘on peut parier d’amenerjun6 ou quelqu’un des au-
tres points avec un dé., deux 6 avec deux dés',
ou trois 6 avec trois dés;et beaucoup d’autres ques~
tions semblables.

Pour les résoudre, voici ce qu'il faut considérer.
D’abord , il y a pour un dé six coups différens, qui
peuvent arriver avec une égale facilité, car je sup--~
pose le dé d'une figure parfaitement cubique. Poyr
deux dés il y a 36 différens coups , encore égale-
ment probables ; car chaque coup de I'un des dés
peut se rencontrer avec chacun des six coups de

‘autre , et six fois 6 font 36 coups. Pour trois déi, _
il y a 216 coups différens ; car , ayec chacun dés
36 coups de deux dés, peut se rencontrer chacun dés

6 coups d'un troisiéme dé , et six fois 36 font 216
coups. On voit également qu'il y a six fois 216, c’est-
3-dire, 1296 coups pour quatre dés : c’est ainsi qu'an
peut calculer , de proche en proche’, combien il y a
+ de coups pour un nombre quelconque de dés , en sef-
tuplant le nombre des coups quil y avait.pour.yn. ...
.dé de moins. - - '

Au surplus , il faut remarquer qu'avec deux dés
iln’y a qu'un coup pour 2 ou 12 points, mais quil
Yeu a deax pour 3 ou 11 ;car, si nous appelons les
dés A et B, il est clair qulon peut avoir 1 point
en A4 et deux en B, ou un en Bet deuxen A4 , et
qu’ainsi il y a deux maniéres d’avoir 3 points. De
méme, on peut avoir 5 points en A et 6 en B,oub
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enAet 5 en B, ce qui donne deux maniéres d’avoir
11 points, Hl y a trois coups pour 4 points, car on
peut avoir 1 point en 4 et 3 en B,ou 3 en A et
et 1 en B, ou2en A4 et 2en B

Il y a pareillement trois coups pour 10 points
Quatre coups pour 5 ou g points,
Cinq coups pour 6 ou 8 points,
IX coups pour 7 points,

1 3 ou 18 X
] 4 ou 17
Cot z gou 16
y 10 ou 1§ .
Avec trois dés on a 15 coups pour - ou 14 points!
2t § ou 13
35 9 ou 12 .,
a7 . 10 ou 11

REMARQUES.

Ce que l'auteur a fait ici pour deux et trois dés
est encore possible, si I'on en suppose quatre , cing
ou un plus grand nombre , 4 I’égard desquels on déter-
minera de méme combien il y aura de coups pour
un nombre quelconque de points; mais comme il est
facile , sur-tout lorsqu’il y a beaucoup de dés, d’o-
mettre un grand nombre de coups., si la recherche.
ne s'en fait avec un certain ordre,je vais faire con~
naitre la méthode qu'on doit suivre pour étre sir
de les avoir trouvés tous, sans aucune omission. D’a-
bord il faut chercher en combien de maniéres on
geut composer le nombre de points proposé d’autant
de parties qu'il y a de dés, de sorte qu'aucune de
ces parties n'excéde le nombre 6 ; ensuite il faut exa-
miner combien de coups réPondent a chacune de ces
manjéres : mais c’est ce qu'on apprendra mieux par
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des exemples que par des régles. Supposons dond
qu'il soit question de savoir combienily a de coups
pour 12 points avec quatre dés.

Pour le trouver , je commence par quatfe unités,
en écrivant 1.I1.1.1I, puis jaugmente la premicre
par une addition graduelle d’unités jusqu’a 6 , ce qui
donne 6. 1. 1. 1; mais comme la somme de'ces nom-
bres n’égale pas encore le nombre -proposé 12, je
porte encore la seconde partie jusqu'a 2 ,jusqua 3,
en écrivant 2.2. I. 1 ensuite 5.3, 1:1, et & chaque
fois j’augmente le premier nombre jusqu'a 6, pour
avoir 6.2.1.1, 6.3. 1. 1, dont les sommes sont en-
core au-dessous du nombre proposé  je continue donc
et j'écris 4.4. 1.1, et en portant d 6 le premier
nombre , j’ai 6. 4.1.1 , dont la somme est égale &
12 ; ainsi je les mets & part: ensuitej'écris 5.5. 1.1,
qui font également 12 et que je réserve encore. Mais
gomme 6. 5. 1.1 ,de méme que 6. 6. 1. 1, excédent 12,
je les néglige , et je porte & 2 la troisiéme unité &
iaquelle Je n’avais pas encore touché, en écrivant
2.2. 2. I; et parce qu'en augmentant jusqud 6 lé
premier de ces nombres, ce qui donne 6. 2. 2.1, j’at
encore une somme au-dessous de 12, je passe 33.3.2. 1
et j’augmente encore la premiére partie comme au-
Pparavant , pour avoir 6.3.2. 1 qui font exactement
I2, et que je mets 3 part pour cette raison : ensuite
Je n’ai qu’'d ajouter une unité & la seconde partie en
Potant 3 la premiére , pour avoir 5. 4.2.1 qui sont
encore d noter. Mais je ne continue pas d’augmenter
la seconde partie ; car si je I'élevais soit jusqu’a 5,
soit jusqu'd 6 , il faudrait , pour avoir exactement
12, abaisser la. premiére soit jusqu'a quatre, soit jus-
qu'a trois, ce qui ferait reparaitre quelques-uns des
modes précédens; et il faut toujours prendre garde

Sa
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4 ce qu'aucune des parties qui précédent ne soit plus
petite que quelqu’une de celles qui suivent. Je passe
donc sur-le-champ a 3.3.3.1; je fais un 5 du pre-
mier 3,.et j’ai 5.3.3. 1 qui constitue la somme pro-
posée : puis, en élevant la seconde partie et en abais-
sant la premiére jusqu'a 4, jobtiens les nombres
4. 4.3. 1 , qui satisfont encore 3 la question. Mais
comme il est manifeste qu'aucune des deux premiéres
parties,ni méme la troisiéme, ne peuvent étre augmen-
tées d’une unité que la somme des quatre ne passe 12,
ou que quelqu’une de celles qui précédent ne devienne
. Plus petite que quelqu’une de celles qui suivent, ce
gui ferait reparaitre quelques-uns des modes précé-
ens, je commence 3 faire varier la quatriéme par-
tie,, a laquelle je n'ai pasencore touché, et je la porte
a 2. Fai donc 2.2.2.2 ; le premier nombre étant
augmenté jusqu’a 6, il vient 6. 2. 2. 2, nouveau mode
qui remplit la condition. Alors j’augmente la seconde
partie et je diminue la premiére d’abord d’une, puis
de deux unités, et j’ai deux auntres modes satisfaisans
5 3. 2. 2, et 4. 4. 2. 2 : et comme on ne peut y
augmenter aucune des deux premiéres parties
que 'autre ne soit diminuée, ce qui ferait reparaitre
les anciens modes, ou que la somme totale n’excéde
12, je passed 3.3. 3. 2, ou , en augmentant le premier
nombre d’une unité, a 4.3.3.2, nouveau mode qui
donne-le nombre proposé. Enfin , comme il n’est plus
possible , par la méme raison , d’augmenter aucune
des trois premiéres parties, il faut porter la derniére
jusqu’a 3, et écrire 3.3.3.3, dont la somme est en-
«core égale & 12. Alors il n’est pas possible d’aller plus
loin , puisqu’on ne peut augmenter le dernier terme
sans diminuer quelqu’un des premiers,et parconséquent
sans reproduire un des modes précédems. Ainsi, il est
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constant que, pour composer le nombre 12 de quatre
autres nombres dont aucun ne passe 6, il n’y a point
d’autres modes que ceux qui viennent d'étre notés
et que nous allons insérer au tableau suivant dans

Yordre ou ils se sont présentés.

On trouvera , par la méme mé-

MODES. |COUPS}hode, toutes les maniéres possibles
6.4.1.1.] 12 d’avoir un nombre de points quel-
5 5. 1.1. 6 lconque , avec autant de des qu’on
6.3.2.1.| 24 voudra, pourvu qu'on ait I'atten-
5.4.2.1.1 24 jHon de porter les points du pree
5.3.3.1.| 19 JMuer dé Jusqu’é 6, par une addi-
4.4.3.1.| 12 tion graduelled’unités, avant d’aug-
6.2.2.2.| 4 jmenter ceux du second d’une seule
5.3.2.9.| 12 [unité; d:élever de méme !usqu’é.
4.4.2.2.] 6 6 les points du second , avant d’a-
4.3.3.2.1 1o [Jouter une unité aux pointsdu troi-
3. 3.3.3.|  |siéme; d'augmenter de la méme

maniére les points du troisiéme
avant ceux du quatriéme, ceux

du quatriéme avant ceux ducin-
quiéme , et ainsi de suite.

Cette opération terminée , il en reste une autre
qui consiste A trouver combien il y a de coups pour
chacun de ces modes ; car il peut y en avoir plu-
sieurs, ce qui dépend de ce que tel ou tel nombre
est donné par tel ou tel dé. Par exemple , sl y a
quatre dés qui soient 4, B, C et D, et qu’ilsoit
question de savoir combien il y a de coups pour -
le mode 6. 4. 1. 1., il est clair qu’on peut avoir 6
pointsen det4en B, CouD,oubenBet4en 4,C
ou D, etc., ce qui donne autant de coups que ces
nombres peuvent avoir d’arrangemens différens. Il
en est de méme des autres modes. Or, il peut y

Sommedes COUpSeee 12§
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evoir 12 arrangemens divers pour les nombres 6 .
4. 1. 1., dont deux sont différens, tandis. que les
deux autres sont les mémes : il ne peut y en avoir
que 6 pour les suivans; 5. 5. 1. 1., dont les deux
premiers sont les mémes , ainsi que les deux derniers;
mais il peut y en avoir 24 pour ceux qui viennent
ensuite, 6.3. 2. 1., qui différent tous entre eux:
c’est ce qui demeurera constant par la théorie des
permutations et.des combinaisons que j'ai entrepris
d’exposer dans la seconde partie. Ces arrangemens,
avec ceux qui répondent aux autres modes, s'élévent
ensemble & 125 nombres des coups qu’il y a pour
12 points avec quatre dés: ce qu'il fallait trouver.

Mais , comme cette méthode de calcul est excessi-
ment ennuyeuse et prolixe , je vais faire voir par
quel art on peut parvenir au méme but, non-
seulement pour un nombre de points déterininé ’
mais pour tous ceux que peut donner un nombre
quelconque de dés. Il sufhira de consulter la ta-
ble ci-jointe , qui peut se construire d’une ma-
niére trés-expéditive , et qui démontre aux yeux la
nature des nombres cherchés, et la loi qu'ils suivent

entre eux. En voicila conetructlon écrivez de suite, -

depuis le plus petit jusqu’au plus grand, les nom-
bres de tous les points que les dés peuvent donner,
écrivez , par exemple , 4. 5. 6. 7., etc., ]usqua
24, §'il y a quatre'dés; 5. 6.7. 8., etc. , jusqu’d
30, &'l y en a cing, etc. : sous les six premiers
placez six unités ; sous celles-ci p]acez-en encore six,
sous lesquelles vous en écrirez encore six » Ce que
vous continuerez jusqu’a six fois, en observant d’a-
vancer & chaque fois la premiére unité de chaque
rang d’un degré- vers la droite ; alors, a)outez en-
semble celles qui se répondent dans la méme ligne
E2
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verticale,, pour avoir les nombres r.2.3. 4., eté.
Formez de méme six rangs de ces derniers nombres ,
de maniére que chacun des nombres de chaque rang -
se trouve d’'un degré plus avancé vers la droite que
le nombrecorrespondant du rang précédent; puis faites
I’addition pour avoir les nombres 1. 3. 6. 10., etc.:
posez encore six fois ceux-ci , en observant la méme
gradation , et additionnez ; continuez ainsi jusqu'd
ce que la derniére addition donne autant de sommes

ue le nombre de dés proposé donne de points dif-
érens, et ces sommes exprimeront respectivement les
nombres des coups qu’il y aura pour les points cor-
respondans.. Ainsi , avec quatre dés il y aura un coup
gour 4 ou 24 points , quatre pour 5 ou pour 23,

ix pour 6 ou pour 22, vingt pour 7 ou pour 21,
etc. La raison de cette construction est facile ‘a ap-
percevoir ; car , comme avec un dé de plus on a
six fois autant de coups qu'il y en avait pour
le nombre de dés précédent , on voit évidemment
pourquoi il faut répéter six fois , et additionner les
nombres des coups qu’'on avait avec ce nombre de
dés; et comme les nombres de points qui répondent
4 ces divers coups de dés, se trouvent augmentés
d’'une , de deux ou de trois, etc. unités, selon que
le nouveau donne 1. 2. 3., ctc. points on voit
également pourquoi cette suite de coups de dés doit
s'avancer & chaque fois d’'un degré vers la droite ,
puisqu'd chaque nombre de coups doit répondre un
nombre de points plus grand d’une unité que dans
la suite précédente]
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Observez qu’on. n’a pas pu marquer tous les nom-
bres de coups que peuvent donner cinqg et six dés, a
cause du défaut d’espace ; mais il est facile de sup-
pléer & ceux qui manquent par leurs paralléles:j’ap-
pelle ainsi les nombres de points également éloignés
des deux extrémes, et pour lesquels il y a toujours un
méme nombre de coups. .

Il est quelquefois bon de savoir , et il n’est
pas hors du sujet de faire connaitre ici en combien de
jets on peut amener avec trois dés des points triples
ou doubles, qu'on appelle rafles et doublets , c’est-a-
dire , combien de fois il peut arriver que les trois dés
ou deux seulement donnent le méme nombre de points.
Or, il est clair qu'il n’y a qu’un coup pour ls trois
six , un coup pour les trois cinq, un coup pour les
trois quatre , etc. , et qu’ainsi il n’y a que six coups
pour’ une rafle. Maisil y a quinze coups pour deux
six , par exemple ; car si 'on appelle les dés 4, B
et C, il peut arriver que ces deux six soient donnés
par A et B,ou par Aet C, ou par B et C, ce qui
fait trois cas; mais, & raison de chacunde ces cas, le
jet du troisiéme dé, qui doit présenter un nombre de
points différent , peut varier cinqg fois: il y a donc cing
fois trois ou quinze coups pour deux six; et comme le
méme raisonnement a lieu pour deux cinq, pour deux
quatre, etc, , il s'ensuit qu'il y a six fois quinze ou o
coups pour un doublet : d’ou il résulte que les trois
dés donnant en tout 216 coups, il y a 120 coups

simples , ce qu’on aurait encore pu trouver direc-
tement,

e e g ————e
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verticale, pour avoir les nombres r.2.3.4., eté
Formez de méme six rangs de ces derniers nombres ,
de maniére que chacun des nombres de chaque rang
se trouve d'un degré plus avancé vers la droite que
le nombrecorrespondant du rang précédent; puis faites
Paddition pour avoir les nombres 1. 3. 6. 10., etc.:
posez encore six fois ceux-ci, en observant la méme
gradation , et additionnez ; continuez ainsi jusqu'd
ce que la derniére addition donne autant de sommes

ue le nombre de dés proposé donne de points dif-
érens, et ces sommes exprimeront respectivement les
nombres des coups qu'il y aura pour les points cor-
respondans. Ainsi, avec quatre dés il y aura un cc;%p
Sour 4 ou 24 points , quatre pour 5 ou pour 23,

ix pour 6 ou pour 22, vingt pour 7 ou pour 21,
etc. La raison de cette construction est facile 4 ap-
percevoir ; car , comme avec un dé de plus on a
six fois autant de coups qu'il y en avait pour
le nombre de dés précédent , on voit évidemment
pourquoi il faut répéter six fois , et additionner les
nombres des coups qu’on avait avec ce nombre de
dés; et comme les nombres de points qui répondent
d ces divers coups de dés, se trouvent augmentés
d’'une , de deux ou de trois, etc. unités, selon que
le nouveau donne 1. 2. 3., etc. points on voit
également pourquoi cette suite de coups de dés doit
#avancer & chaque fois d’'un degré vers la droite,
puisqu'd chaque nombre de coups doit répondre un
nombre de points plus grand d’une unité que dans
la suite précédente]
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PROPOSITION X-

Trouver en combien de jets on’ peut parier d’amener siz
points avec un seul dé.

Qu’un joueur parie d’amener le six au premier jet,

on voit qu'il a un cas pour gagner et pour avoir
I'argent du jeu, mais qu’il a cinq cas pour perdre et
pour ne rien avoir; car il y a cinq coups de dé con-
tre lui, et il n"y en a qu'un en sa faveur. Soit a le
dépot ou I'argent du jeu. Il a une chance pour a et
cinq pour o, ce.qui, par la seconde proposition,
vaut ¢ @; et il reste pour son adversaire % a. Ainsi
on ne peut parier que 1 contre 5 d’amener le sixau
premier jet. ‘
_ Si un joueur parie d’amener une fois le six en deux
jets, son sort se calcule comme il suit. S’il améne six
-au premier jet , il obtient a; s’il améne un autre point,
il lui reste un seul jet, qui, comme on le vient de
voir, vaut § a. Or, il n’a qu'un cas pour avoir lesix
au premier jet, et il en a cinq pour avoir un autre
point. Donc, au commencement du jeu, il a un'cas
pour a et cinq pour 7 a, ce qui, par la seconde pro-
position, vaut 3% a. Ainsi il reste pour son adver-
saire 7% a; de sorte que le sort de I'un, ou la valeur
de son attente, est au sort de I'autre, dansla raison
de 11 3 25, plus faible que celle de 1 3 2.

De-1d Yon trouve , par un calcul semblable ;
que le sort de celui qui parie d’amener une fois le six

en trois jets,, vaut %% a; de sorte qu’il peut parier
9t contre 125, c’est-d-dire , un peu moins de 3 con-

tre 4.
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Celui qui entreprend d’amener le six une fois en H
quatre jets a pour sort {£5% a ; de sorte qu’il peut
parier 671 contre 625, c'est-d-dire, plus de 1 con-
tre 1.
Celui qui parie de 'amener en cinq jets a pour
sort #£%% g, et peut déposer 4651 contre 3125, clest-
-dire , un peu moins de 3 contre 2. .
Celui qui entreprend de 'amener en six jets a pour
sort 2222 g, et peut déposer 31031 contre 15625, clest-
d-dire, un peu moins ge 2 contre 1.’
On peut continuer ainsi le calcul jusqu’a un nombre
quelconque de jets; mais on verra dans la proposition
suivante qu'il y a un moyen de I'abréger, sans quoi

il serait beaucoup trop prolixe.

REMARQUES.

Celui qui entreprend damener le siz une  fois en quatre gy

-~ jets, etc.). Il m’est quelquefois venu a I’esprit que qgel-

qu'un pourrait peut-étre rendre suspect lecalcul de Fau-
teur , en raisonnant de la maniére suivante :si celui qui
parie d’amener le six en quatre jets ,a a peu prés la mé-
me attente de gagner ou de perdre , c’est-a-dire , peut
gagner ou perdre avec la méme facilité, il arrivera
qu’aprés avoir joué pendant quelque temps, il-aura.
autant de fois gagné que perdu, si le hasard n'est
pas contre lui ; de sorte qu'il se trouvera autant de
fois quatre jets qui lui auront donné le six , qu’il
s’en trouvera-de fois quatre qui lui auront donné un
autre point: il y aura donc un six en 8 jets, et par-
tant six cents jets , par exemple , donneront ‘75
six. Supposons maintenant que six autres joueurs
jettent le dé , & condition que le premier gagnera,s’il
ameéne P’as ; le second , s’il améne le dgux; le troisiéme,
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s'll améne Ie troie , etc. Il est certain que ; par Ia
nature du jeu , leurs sorts seront égaux ; et s'ils jouent
aussi & fortune égale, il en résultera nécessairement
que six cents jets donneront 100 six. Donc , en jouant
& jeu égal , et avec une fortune égale , on. a cent
fois et moins de cent fois le six en six cents jets,
ce qui est absurde. Pour réfuter ce sophisme , j’ad-
mets qu’'en jouant a fortune égalé , on doive avoir
cent fois le six en six cents jets; mais je mie que si
quelqu’un parie de 'amener une fois en quatre jets,
M lui faille quatre jets pour gagner; car il peut avoir
wn six au premier , au second ou au troisiéme jet,
et alors-le surplus des quatre premiers jets se trouve
. ajouté aux quatre suivans , de sorte qu'il en faut
‘moins de huit pour gagner et pour perdre une partie.
Voici maintenant comment je démontre 'application
de ce raisonnement i notre hypothése : je suppose
que le premier de chacune des suites de quatre jets
qug me font gagner la partie donne le six; en ce cas,
gagner cent fois , il ne me faut que cent jets ;
»boo autres, divisés par 4, dénotent que je per-
drai 125 fois; mais st c'était le dernier.jet de cha-
cune de ces suites qui donnit le six, il me faudrait
400 jets pour gagner 100 fois , et il n’en resterait
que 200 , de sorte que je perdrais 5o fois. Il y a
donc des cas ou je perdrais plus de fois que je ne
gagnerais; et il y en a d’autres ou je gagnerais plus
e fois que je ne perdrais; d’ou je conclus qu’il est
bien possible que je joue de cette maniére & sort
égal. Au contraire , si quelqu'un entreprenait d’ame- .
ner un six en trois jets , il y aurait des cas ou il
gagnerait autant de fois qu’il perdrait , savoir , si.
le troisiéme de chaque suite de trois jets donnait le
six ; il y en aurasit d’autres ou il perdrait beaucoup

phus
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plus de fois qu’il ne gagnerait , savoir , si lesix. ve-
nait au premier jet de chaque suite ternaire ; mais
il n'y en aurait aucun ou il gagnét autant -de fois
qu’il perdrait: et de 13 il résulte évidemment qu'on
ne peut jouer un pareil jen sans perte. Je suis entré
ici dans ce détail, pour faire voir combien peu de
confiance méritent ces raisonnemens qui ne touchent
qu'a ’écorce , sans pénétrer au fond du sujet ; et
cependant rien n’est plus ordinaire dans tout le com-
merce de la vie, méme parmi les hommes les plus
sages.

PROPOSITION XL

Trouver en combien de jets on peut entreprendre d’amener
deux six ou sonnexs , avec deux deés.

Si quelqu’un entreprend d’amener deux six avec
deux dés au premier jet, il est visible qu'il a un cas
pour gagner la partie , ou pour avoir a, et qu’il en
a 35 pour la perdre, ou pour ne rien avoir, puis-
qu’il y a 36 coups de dés. Il a donc, par la seconde
proposition % a. '

Celui qui entreprend la méme chose en deux jets,
obtient a, si le premier jet donne sonnez; s’il ne le

onne pas , il lui reste un jet, ce qui, comme on
le vient de voir, lui vaut ;% a. '

Or, il a.un cas pour avoir sonnez au premier
jet , et 35 pour ne pas 'avoir ; donc, au commence-
ment du jeu , il a un cas pour a et.35 pour 5 a,
ce qui, par la seconde proposition , vaut iz @, et
il reste, pour son adversaire , 13 a. , o

On peut, en partant de 13 , trouver le sort ou
la part de celui qui entreprend la méme chose en

: - -
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quatre jets , en omettant le cas du pari en trois jéts,
En effet, celui qui parie d’amener sonnezen quatre
jets, obtient ¢ s'il réussit au premier ou au second
jet , autrement il lui reste deux jets qui, par ce qui
précéde , valent ;233 @; ‘mais, par la méme raison, il
a aussi 7I cas pour avoir sonnez au premier -ou au
second jet , contre 1225 qui ne le donnent point.
Il a donc, au commencement du jeu, 71 cas pour

129
proposition , 5545z @ , et il reste pour son adversaire
3592621 g, Ainsi leurs sorts sont dans le rapport de

. a et 1225 pour ;7 a, ce qui vaut , par la deuxiéme

3679616
178991 & 1500925.
D’aprés cela , on trouve de ]la méme maniére I'at-

tente de celui qui parie d’amener sonnez en 8 jets,
et de 14 le sort du joueur qui I’entreprend en 16.
Le sort de ce dernier et de celui qui entreprend la
méme chose en 8 jets, servent & détermiper l'attente
du joueur qui parie d’amener sonnez en 24 jets. Et
comme , dans cette opération , on cherche principa~
Jement combien il faut de jets pour que le sort du
jouenr qui parie d’amener sonmez devienne égal &
celui de son adversaire , on pourra supprimer quel-
ques-uns des derhiers chiffres , sans quoi les nombres

Kcroitraient immensément. C'est ainsi que je trouve qug

celui qui entreprend d’amener cette combinaison en
24 jets, n'est pas encore au pair, et que celui.qui
Pentreprend en 25 jets commence & avoir I’'avantage.

REMARQUES.

1 Mais, par lg méme raison, il a aussi 7i cas, eic.)
11 est bon d’observer ici qu'une attente gueleon-
que , exprimée par. une fraction, peut étre consis
dérée, ainsi que J'auteur le suppose , comme résub
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- tant d’autant de cas pour obtenir le-dépét a que Pin-
dique le numérateur de la fraction, et d’autant de
cas pour o que le désigne la différence entre le dé-
nominateur et le numérateur , quoiqu’on ait pu par-
venir d’'une autre maniére a cette méme attente.
Ainsiy quoique celui qui entreprend d’amener sonnez
en deux jets, ait pour sort ;I3 @, parce quil a
cas pour @ et 35 pour 45 @, il pourra encore étre
considéré comme ayant ce sort & raison de 71 cas
pour a, et 1225 pour o : car avec 71 cas pour aet
1225 pour 0, il a pour sort ;L5 @; et celui qui au-
rait plus de cas pour @ et moins pour o, et récipro-
quement , aurait aussi, contre ’hypothése , un sort
plus ou moins aventageux que ;57 @, par lecoroll 1..
de la proposition IIL :

Clest ainsi que je trouve que celui qui entreprendK
d’amener cette combinaison en 24 jets , etc.) L'autenr
aétabli, dans la proposition précédente , qu'on pent
entreprendre avec avantage d’'amener en 4 jets le six
avec un seul dé; maintenant il assure qu'il y aurait
de la perte & se charger d’amener en 24 jets deux
six avec deux dés. C’est ce qui pourra paraitre ab-
surde 3 beaucoup de gens, parce qu'il y a préci-
sément le méme rapport entre 24 jets et les 36 po-
sitions de deux dés, qu’entre 4 jets et les 6 positions

- d’un-seul dé, Paschal , dans sa lettre & -Fermat , qu'on
litala page 181 de ses ceuvres, imprimées 3 Tou-
louse en 1679, rapporte que la méme difficulté re-
buta un certain anonyme, homme d’un grand sens,
mais dépourvu de connaissances en géométrie. Ceux
qui sont imbus des principes de cette science ne s’ar-
rétent nullement i ces .contradictions apparentes ,
bien convaincus qu’en mille rencontres ,.le calcul
montre les choses autrement qu’elles ne paraissent au

F 2
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premier abord : dé sorte qu'ils ont grand soin , comme
je lai conseillé plusieurs fois , de se tenir en garde
contre les analogies, ‘

Sur la Proposition en général.

Si, au lien de nombres , Pauteur eiit employé des
lettres, il aurait pu renfermer cette proposition et la
précédente dans un seul probléme , et en trouver
la solution générale avec autant de facilité , de la
maniére suivante. Soit a=b+-c le nombre de tousles
cas qui peuvent avoir lieu avec un ou plusieurs dés,
oudans tel jeu de hasard que ce soit ( car notre calcul
ne s’applique pas plut6t aux dés qu'd d’autres épreu=
ves du sort & réitérer un certain nombre de fois,
et ol le nombre des cas est toujours constant et in-
variable ) ; soit b le nombre des cas dans lesquels
on obtient le nombre de points prescrit , ou dans
lesquels on réussit en ce qu'on se propose ; et ¢ le
nombre des cas qui font mangquer ce nomhre de points,
ou qui empéchent de réussir.

Cela posé , si quelqu’un entreprend d’amener en
un coup ce qui a été proposé, ilest clair qu'il a b
ou a-c¢ cas pour réussir , c'est-3-dire , pour obtenir le
dépot que j'appelle & présent 1, et ¢ cas pour avoir
0, ce qui, par le coroll, 1 de la proposition III,
Jui donne pour sort £=: §'il I'entreprend en deux

[
",etc

coups , il a a—c cas pour 1 ou pour :

cas pour parvenir au sort précédent, ce qui, par
1a proposition IH , lui vaut “==: #'il entréprend la”

méme chose en trois coups , il a encore a~¢ cgs
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pour 1 ou pour 2, et ¢ cas pour le sort qui vient

d’étre trouvé , savoir, ponr =_—, ce qui lui vaut

&=, .
3 .

de méme, s'il I'entreprend en 4 coups, son

a
4. 4

S__,8
attente se trouve valoir “—~; si en 5, ==; et,en

général , s'il I'entreprend en n coups, son sort est
*==; de sorte qu'il reste 3 son adversaire -;‘:-

A cette méthode qui appartient a l'auteur , on
peut en ajouter deux autres qui ne sont pas sans
élégance, En voici une: cherchez de suite les diver-
ses attentes du joueur, pour les épreuves successives
séparément; c’est-d-dire , cherchez par ordre quel est
son sort , s'il entreprend d’amener ce qui est pro-
posé au premier, au second , au troisiéme, au qua-
tri¢me, etc., coups exclusivement aux autres ; la som-
me de ces attentes diverses sera l'attente cherchée.
8’ilentreprend de 'amener au premier coup, son sort,
comme on I'a vu, est =% = é S'il veut l’amener
au second coup’, et qu'il le fasse au premier-; il
manque son but, pujsqu'il ne devait 'amener qu’au
second ; ainsi, il est frustré du dépot: mais, s'il ne
‘Vaméne pas au_ premier coup , il lui reste, pour reus-

sir ,un coup unique, qui, comme.il a ét¢ dit, vaut

%; or, le nombre des cas qu'il a pour I'amener au

gremier coup , est b, par I'hypothése, et le nom-
re des cas ol il ne le fait pas est ¢: donc, par le

coroll. 1 de la proposition III , son sort est: :-f; Ce-
Jui qui so charge d'amener le point oi le hasard



46 - " L?”ART

prescrit précisément au troisiéme coup , manque aus<
si_le dépot §’il Paméne au premier, J)uolsqu’xl ne rem-
plit pas la condition imposée, qui était de nele faire
qu’au troisiéme; mais §’il I'améne au premier coup,
il lui reste deux épreuves, dont la seconde seule peut

le faire gagner ; et alors , il lui'est dd %: Or, il

¥ a b cas pour que la chose prescrite arrive au pre-
mier coup, et ¢ cas pour qu'elle n’arrive pas : son

sortest done, par le méme corol. , :—5-,‘ Celui qui pré-

tend réussir précisément an quatriéme coup , est éga+
lement privé du dépét, s'il ne manque pas au pre-
muer, et s'il manque, les trois autres coups le font

parvenir 3 'attente précédente -’35%; ce qui lui donne -
pour sort actuel g . On trouve de la méme maniére
%— » pour le sort du joueur, si c’est au cinquiéme
coup qu’il se cl;a'rge de réussir; {'.:—:r, si c’est au sixié~
me; et en général f—‘;-'-, si Clest au ne. Ainsi le sort du
joueur est :—_, si c’est au pi'emier coup qu’il enn-e-;
‘prend d’amener le hasard propbsé ; :—:—, 8i c’est ag
second ; -i‘Tc » 81 C'est au troisiéme ; ‘—? s 81 Clest au

' g . b} \ . ¢
dernier: d’oit il suit que , comme I'attente de celui
qmi @ entrepris de réussir & quelqu'une des n pre-
mieres épreuves indéfiniment » est égale ala somme

de tous ces sorts Particuliers, son attente sera :—_..

L&
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e b o ! b1 0
o+ % “+ —+ . .. jusqu'd "-,suite de termes enpro-
o s

gtession géométrique , dont la somme est ——,

comme ci-dessus. _
Autre méthode. Celui qui entreprend d’amener avec
un seul dé un nombre de points donné en njets , est an
méme état que si, jouant avec n dés, il pariait qu’au
moins quelqu'un de ces dés offrirait ce nombre de
Eoints en un seul jet. Concevez donc n dés A a faces ,
ont il y en ait ¢ qui ne portent gas le nombre
de points dont il s'agit. Le nombre de tous les cas
gue pourront donner les n dés sera @', comme l'au-
teur I'a démontré 3 la suite de la proposition IX;
et, par la méme raisom, celui des cas particuliers
ol aucun des dés n'offrira le nombxe de points pres-
crit sera c», parce qu'avec chacune des ¢ faces d’un
dé , pourra concourir chacune des ¢ faces gemblables
des autres dés. Il est donc nécessaire que, dansles
a*—c" autres cas , ce nombre de points soit donné
par un dé ou plusieurs. Ainsi, celui qui fait un tel
pari a a»—c* cas, pour avoir le dépot 1, et ce cas
pour avoiro,ce quilui produitencore le sort précédem-

ment trouvé. "‘::" » de sorte. qu'il reste & son adver-
saire <, '
a

Ce probléme étant ainsi résolu d’une maniére gé-
nérale, si nous voulons savoir avec I'auteur com-
bien il faut de jets pour que la condition du joueur
eoit égale & celle de son adversaire , il suffitd’égaler
leurs sorts tels qu'on les vient de trouver, pour
avoir a*—cn=<¢» , on o"=2¢"; d’ol résulte cette régle:
€levez anx mémes puissances le npmbre de tous les

'
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~cas, et le nombre de ceux ou leffet qu'il s’agit de
produire n’a pas lien, jusqu'a ce que le premier
nombre devienne le double du second; alors,
I’exposant de la puissance indiquera le nombre cher-
ché. - Cette opération a cet avantage sur celle de I'au-
teur, qu’ellée ne suppose le calcul d’aucun des cas pré-
cédens , et elle admet également les abréviationg
dont I'auteur fait mention , et qui consistent a sup-
primer les derniers chiffres, et a chercher par sauts
les attentes des joueurs: car le quarré d’'un nombre
étant donné , I'on peut trouver son biquarré sans avoir
son cube , et son biquarré quarré , indépendamment
des puissances intermédiaires , etc., Il est bon d’ex-
poser ici toute Popération relative & l'exemple de
lauteur , ot a=36 et c=35. -

L4

Trop faible. - Trop fon:.' :

’ C = .
Trop faible. - Tropfort.|| cc = 1225
a—= 36 . c*=1boo. . . 1501 . ..
aa = 1296 c® =2250. . .|2254 . ..
a. =1679 .. .|1680 . . .|| c**=bob2. . .|5081 . ..

as =2819 . . .[2823 . . .|| **=1138. . .l1146 ..
a'°=7946 . . .l7g70 . . .|| ¢*'=3983. . .l4011 . ..
a@**=2239 . . .|2250 . . . |l2¢**=2276. . .]2292 . . .
a*’=8060 . . .[8100 . . .ll2c*T=7966. . .[8022 . ..

Od Pon voit que la 24° puissance du nombre 36 ,
qui tombe entre 223q... et 2250... ,est plus petite
que le double de la 24°, puissance du nombre 35,
qui tombe entre 2276.. . et 2292 ...; mais que la
25¢. puissance du premier , qui a pour limites 8o6o...
et 8100. .., excéde le double de ]a méme puissance du
dernier, qui est entre 7966... et 8022,., '

)

>,
-
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Il faut pourtant avertir que tout cela peut se faire
d’une maniére , sans comparaison , plus expéditive,
par les logarithmes , comme il suit : puisque nous
avons a'=2c¢", et que des nombres égaux ont des
logarithmes égaux , nous aurons aussi nla=la+nlc,

ou nla_nle=l2, ou,enfin, n= - On trouvera

—lc
.donc le nombre de jets cherché, en divisant sim-
plement le logarithme de 2 , par la différence des
‘logarithmes des nombres a et c.

* Voici 1'opération :

‘@ =36 |la =1 .5563025

¢ =35l = 1. 5440680

| = = mwzm = 0.3010300, plus de 24, et moins
de 25; ce qui s’accorde parfaitement avec le cal-
cul de l'auteur et avec le notre.

La solution qu'on vient de voir nous a donné I'oc-
casion d’examiner quelques problémes du méme genre,
tels que celui-<ci: on suppose que plusieurs joueurs
entreprennent d’amener un nombre de points donné’,
et qu'on accorde & chacun plusieurs jets consécu-
tifs, & 'un plus, & l'autre moins; on demande quel
est le sort de chaque joueur. D’abord il est clair ,
par ce qui vient d’étre démontré , que celui dont on

a"—

a®

- cherche le sort aurait £=- , &'il jouait le premier;

mais , §'il y en a d’autres qui le précédent, son

sort doit avoir moins de valeur. On voit ensuite

que la.somme des attentes de ceux qui jouent avant

lui, doit étre égale a I'attente d’un seul qui les rem-

placerait tous, et d qui I'on accorderait antant de

jets qu'ils en ont” ensemble; mais , si I'on appelle s,
G
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le nombre de ces jets, cette attente sera, par lamé&
me raison, i;','-i'- : donc , lorsque le premier com-

mence & jouer, il y aa’—cfcas pour que quelqu'un
des premiers en ordre gagne la partie, et enléve le
dépot & celui dont on cherche le sort , et cf cas pour
que celui-ci soit en teur, et pour qu’il acquiére le.
‘ ab—(" . o

sort —;—, ce qui, par le coroll. I de la propositien

ar—c")c’ o=t :

I, vaut ( — c,) = —7—. Clest ce qu'on peut en-
core démontrer de la maniére suivante : ‘puisque ;
par Phypothése, on a accordé a tous les joneurs, le

dernier compris, s+ n jets, leur attente totalesera

stn_crtm . ek
£-—+i—; sidonc onen retranche la somme == des

attentes de ceux qui le précédent, il restera pour

a?tn—crinm - a—c S —c* s

la sienne seule —— — T —— 5 COmMme Cj-

devant. Remarquez qu’on abrége singuliérement ce -
calcul , si les nombres a et ¢ ont un facteur com-
mun , et que, par le coroll. II de la proposition
IIL, on leur substitue les moindres termes . dans e
méme rapport. Supposons , par exemple, que quel-
ques joueurs parient d’amener 7 points‘'avec deux
"dés, et qu'on accorde au premier 1 jet, au second
2, au troisiéme 3, au quatriéme 4 jets censécutifs,
et que je veuille savoir quelle est l'attente du qua-
~triéme. Puisqu’ici le nombre des jets du 4. , ou n=4,
que la somme des jets accordés & ceux qui le pré-
cédent, ou s=1-+24.3=6, et qu’ainei ﬂ;{;ﬁ :.ié:%f:i;

ue d'ailleurs @ et ¢, nombres de tous les cas que
gonnent deux dés, et de ceux ol l'on n'améne pas
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sept points, sont 36 et 30, auxquels on peut sub-
tituer seulement 6 et 5, j’en conclus que si du pro-
duit de la quatriéme puissance de 6, multipliée par
Ja sixiéme puissance de 5, j'ote la dixiéme puissance
de 5, et que je divise le reste par la dixiéme puis-
sance de 6 , j'aurai la valeur de l'attente cherchée
du 4° joueur, savoir, 2387 -

Dans ce probléme ,il est manifeste que la somme
des attentes des joueurs , en quelque nombre qu'ils
soient , et quel que soit celui des jets qu'on leur ac-
eorde , est toujeurs au - dessous de 1'unité , car il
est toujours possible qu’atcun d’eux n’améne le nom-
bre de points preserit , quelque rare que ecla puisse
étre. D’ailleurs, il est encore de toute évidence qu’'a
nombre égal de jets , chacun des derniers joueurs
a une condition moins avantageuse que chacun des
premiers, et d’autant moins qu’on accorde a chacun
plus de jets: consécutifs , puisqu'on peut en accor-
der assez pour que l’espoir du premier joueur de-
vienne presque une certitude, et que celui des autres
s’évanouisse. Cette considération nous a suggéré cet
autre probléme. Lenombre des jets accordés au premier
joueur étant donné , combien faut-il en accorder au se-
cond et aux autres pour que les sorts de tous les joucurs
soient égaux?Or, lenombre desjets du premier doit étre
tel que sonsortn’excéde pas 1 s'il y a deux joueurs, 3 s’il
y en atrois,  8’il yen a quatre etc. , autrement le pro-
bléme serait impossible. Sotent m le nombredesjouneurs ,
x celui des jets qu’ils ont ensemble , y celui des
jets qu’ils ont tous, excepté le dernier, et partant
‘x—1y le nombre des jets du dernier seulement;enfin,
n, le nombre des jets du premier: l'attente de ce-

._c'I

lui-ci sera ===~ , et la somme de celles de tous les
G 2
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joueurs conjointement , == ; et comme l'attente de
chacun est supposée égale & celle du premier , cette

s__.n) . R
™= 'On aura donc meoe)

somme sera aussi

o mc* c*

an
P

. m
i -+l —M =

garithwes , z lc—x la=I( me*+1—ma*)-nla, puis €n

divisant , T— ’('"‘""'é:’;':")_"l' » ou en changeant les

"— ma®
'5’5'—'-'—'7:,,—'—"— ; et , en prenant les lo«

. —1 ( m*S-1— ma®
signes & cause de a>c¢,x =" f:‘_l'i" ") Par la
méme raison , la somme des attentes de tous les

joueurs qui précédent le dernier, c’est-d-dire , des
. . J— 4 .
m-~1 Ppremiers joueurs est -(-T-—'l;.fi"-—_-‘l) = i;—‘-; d’odl

9 . [ A ® 2 nla=l (M:'TG""""-_'Z—'M".
'on tire de la méme maniére y ="""="7—F —

I(m=1c4 s =ma* )=l(m+ (—ma)
la—lc ) o
ce qu'il fallait trouver. Par exemple , s'il y a
trois joueurs , au premier desquels il soit accordé
deux jets , et qu'il soit, question d’amener 7 points._
avec deux dés , ou 6 points avec un dé , ce gui
est la méme chose , puisque , dans les deux cas, la
raison du nombre @ au nombre c est celle de 64 5;
alors , comme n = 2., le sort du premier, selon ce qui a
6té démontré ci-dessus , est =§% » Un peu moins

du tiers du dépot. Je fais d’abord m=2 , ensuite m=3;
et je trouve par-la que pour que les sorts soientd peu

rés égaux , il faut accorder trois jets au secongd
joueur, et huit au troisiéme.

on a donc enfin r=—y=

#a—cc
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PBOPOSITUMYXIR

Trouver avec combien de dés on peut entreprendre d’a-
mener deux 6 au premier jet. '

Cette question est précisément la méme que sl L
#'agissait de savoir en combien de jets on peut en-
treprendre d’amener deux fois le 6 avec un seul dé.
Si quelqu’un I'entreprenait en deux jets, il lui ‘écher-
rait,comme on I'a vu,s% a. Celui qui se chargerditM
de I'amener en trois jets , et qui ne I'aurait pas au
premier, aurait encore deux jets , dont il faudrait
que chacun donnit le 6 , ce que nous avons dit va-
loir % a ; mais s'il avait le 6 au premier jet , il
suffirait que les denx autres lui donnassent une fois
ce nombre de points , ce qui , par la proposition
X , vaut 3;a: oril certain qu’il n’a qu'un cas pour
avoir le 6 au premier jet, et qu'il en a cinq pour
ne I'avoir pas. Il a donc au commencement du jeu -
un cas pour 35 &, et cing cas pour;5a, ce qui, parla
proposition II, vaut &% a ou X a. Si I'on continue
le calcul graduellement , en supposant toujours un
jet de plus, on trouve qu'on peut parier avec avan-
tage d’amener deux fois le (I; en dix jets avec un
seul dé, ou d’amener deux 6 avec dix dés au pre-
mier jet, o

REMARQUES.

Cette question est précisément la méme , etc. ) Si , par L
exemple , on accorde un jet avec dix dés, ilest de
toute évidence qu'il n'importe nullement que les dés
aoient jetés ensemble et d’un seul coup , ou qu'ils
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le soient successivement et I'un aprés I'autre; ets'ils
le sont successivement , il est encore constant qu’il
est indifférent deé jeter dix dés différens, ou de jeter
dix fois le méme dé. o
M Comme on Pa vu ,etc.) Car ona vu dans la pro-
position précédente que - @ est Ja part de celur
qui entreprend d’amener deux six en un seul jetavec
deux dés; mais il vient d’étre observé qn'il est ia-
différent d’avoir un seul jet avec deux dés, ou d’a-
'voir deux jets avec un seul dé; donc celui qui em-
treprend d’amener deux six avec un seul dé en denx
Jéts a aussi pour soxt 4 a. : .

Sur la proposition en général.

Le probléme que 'auteur propose ici est suscap-
tible , comme le précédent , d’une solution algébrique.
- Pris en général , il consiste A trouver quelle est 'at-
tente de celui qui a entrepris d’amener un hasard
deux fois , trois fois, quatre fois, ou plus souvent,
en un nombre donné diépreuves: car le sort de eelui
qui ne se charge de I'amener qu'une fois a. déja été
calculé dans la proposition précédente.
Celui qui a entrepris d’amener un hasard- deux
~ fois en deux coups, et qui le manque au premien,
n’a aucune partie du dépét qu'’il laisse tout entier &
son adversaire ; mais s'il réussit au premier coup,
il est encore tenu de réussir au second , et alors

il a pour sort == selon ce quia été remarqué sur
]

la proposition précédente ( les lettresa, &, c comnser-

vant les mémes valeurs ), et il reste ¢ pour son ad-

versaire , dont il convient de chercher lé sort par
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préférence, vu que I'expression en est plus simple.
Or , il a b cas pour réussir, et ¢ cas pour manquer
eu premier coup. Son adversairé a donc ¢ cas pour
avoir le dépot 1=$’-l'1 et b cas pour avoir © ; ce qui

lui vaut <
aa

Si quelgu’un se charge de faire une chose deux
fois en trois coups , et qu'il réussisse au premier ,
ce qui arrive toujours en b cas, il m'a ‘plus besoin
que de réussir une fois en deux coups , et partant

il laisse 2 son antagoniste - , selon ce qui a £té re-

amarqué sur la proposition précédente; mais 63l man-
que au premier coup , co qui arrive en ¢ ces , il
daut qu'il réussisse deux fois aux -deux coups suivans,
ce qui, comme nous venons de le dire, vaut a son
: . . b
-adversaire “'t:’". Celui-ci a.donc ¢ cas pour == .
c’-{-}b_ci

e

b cas pour :—;_, ce qui lqi donne pour sort

- De. méme oelni .gui parie de faive une chose deux
fois en gmatve coups, laisse ,3 canse des b cas,ou
il peut réussir au premier , le sort -‘% & son adversaire,
‘et , par les ¢ cas contraires, il le fait arrivera Tat-
ténte précédente “TE ', ce qui vemt & ce dernier
a2 ai R P NS T R

at ’ ‘ .

‘Que ¢i quelqu’an veut amener un hasard trois fois
en trois coups, et quil manque gu premier, il laisse
K ) o e ..;;,‘,: SIS B , L bet-bb . .
3 son adversaire tout le dépdt 1 = +—':—;t'—"—-; mais
. gi-le premier coup i ést favorable ,il-lui reste deux
. e v . - Lep T . . . ‘

T L AT I D SO A Lo )
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coups , dont il faut encore que chacun lui réussisse;
et nous avons vu qu alors le sort de son adversane

cct2be |
aa

est :orilabd cas pour réussir et ¢ cas {pour

manquer au premier coup. Donc l’attente de son

bec—35b
adversalre est S35 “+’ ‘.

On peut dedulre de la méme maniére les attentes
de celui qui parie qu'un joueur n’aménera pas umn
hasard 2 , 3, 4 fois ou plus souvent ,en 4,5 ,6 coups
ou davantage Clest ce qui a donné lieu 2 la table
‘suivante qu’il est aisé de continuer au besoin. Il sufht
pour cela de considérer que les colonnes transversales
de _cette table contiennent des termes consécutifs.de

toutes les puissances du bindme ‘“i » que la seconde

par exemple, comprend une suite de termes du quarré,
la troisiéme du cube , la quatriéme du biquarré, etc.;
de sorte que la prem1ere colonne verticale présente
seulement les premiers, la seconde les deux premiers,
la troisiéme les trois premiers, la quatriéme les quatre
- premiers termes de ces puissances ; car on en conclut
aisément que celui qui accorde n jets.a un joueur

pour amener un hasard , a pour sort( ¢*4nbe=) =,

-#il sagit de Pamener deux fois; (e4-nb cv—-22="b b
c "’) S ,8ils aglt de 'amener trois fois ; ( c"..;.nb'c’l-"

bbb s - ”2—""3—’ bscr—3)) = , il sagit de

~ e

Re- ’l'-l

I'amener quatre ;fo:s et en %énéral (c"—i—n b c"—'+

, bbcn—z—i- n'——'-l-_"_"_—_zb? crb—_;“.‘]us ua +!z'_n—l PR
+ 2. hralev g‘ <« 2 ove
n—m+2

o= b”'" C""‘”‘"") =~y sl saglt de l’amener m f01s.
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- On peut parvenir autrement 3 la méme formule,
‘et la déduire élégamment de la théorie des combinai-
sons , de la maniére suivante. Il est constant » par
ce qui précéde, qu'il revient au méme d’entreprendre
d’amener m fois une face donnée, avec un dé, en
n jets, ou d’amener m faces semblables , avec n dés,
en un seul jet. Solent donc les dés 4, B, C, D, elc.,
dont le nombre soit n , ayant chacun a faces , b
favorables et ¢ contraires au joueur ou 3 celui qui
tient le dé, et qu’il soit question de savoir en com-
bien de casil peut arriver qu'il n'y ait qu'un seul
dé , qu'il n’y en ait que deux , trois , quatre ,
etc., et enfin qu’iln’y en ait que m—1 qui donnent la
face favorable au joueur; car, dans tous. cescas, il
manque son but , et son antagoniste gagne le pari.
Il a été démontré dans les remarques sur la pro-
position précédente qu'il y a c”cas ou il peut arriver
qu'aucun des n dés ne donne la face dont il s’agit ;
‘et I'on voit également qu'il y a b ou bb ou b5 , etc.
cas ol undé déterminé, comme A ou deux,A et B, ou
trois, A, B et C, etc. , sont favorables au joueur, comme
il y en a c"—1,0uc" 2, ou €', etc. , dans lesquels les au-
tresp—1t ,0un —2,0un—3 ,etc. déslui sont contraires:
et comme chacun de cesderniers cas peut arriver avec
chacun des premiers, le produit de leur multiplica-
tion en donnera bc*—', ou b:c"—20u bc"—3 ,etc. Mais le
dé ou lesdésfavorables au joueur pouvant étre 4, ou
Bou C,etc. ,s'lln’y enaqu’un; oubien Aet B, ou A
et C, ou B et C, etc., s'll y ena deux;ou bien 4,
BetC, ou A, Bet D,etc.,s'll y en atrois, etc. ,
il en résulte que ces nembres de cas doivent encore
étre multipliés par les nombres qui indiquent com-
"bien de fois tous lesn dés peuvent se prendre un a un,
deux A deux , ou trois & trois, etc: or, par la théorie
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des combinaisons ,qui sera expliquée dans la seconde

. . nn
partie , ces derniers nombres sont n , ou —— ou

zr—r "2 _ etc. Cette seconde multiplication étant faite
3 f

n. n—1

on a les nombres de cas nbc*—, oun

b 2,
ou =7 ,":' 'E—z bicn—3 , dans lesquels la face favorable est

donnée seulement par un, ou par deux, ou par trois
dés pris d’une maniére quelconque ; d'ou il est aisé

de conclure que —/—— "% r—mt2 pm— or—m+i gera le
le 2, 3 e s o M—{

nombre de cas ou la face favorable au joueur sera
donnée par m—: dés. Donc , puisque tous les cas qui
viennent d’étre énumérés font gagner le paria Fanta-
goniste du joueur , et que d’ailleurs le nombre de
ceux que donnent n dés est a?, le sort de cetadversaire
sera , par le coroll. 1 de la prop.III , (¢"+nbc—+

nn—in—2 b?c"—.? g A n—2..n=—m-2 bm—:cn—m-}-:)

2 1.2 3 i 20 3 o W=

, comme ci-dessus.

Mais , comme dans la.question proposée , ainsi
que dans la précédente, il s’agit principalement de
savoir combien il faut de jets pour que le sort du
joueur devienne égal & celui de son adversaire , ou
pour que chacun d’eux ait le droit de prétendre la
moitié du dépot , je n'ai plus qu’a former ume équa-
tion entre le sort trouvé de l'adversaire et 3, pour
en déduire , autant qu’il est possible , la valeur duw
nombre n. Par exemple, si je veux savoir avec l'au-
teur combien il faut de jets pour que celui qui parie

Ha
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d’amener deux foisle 6 avec un dé , joue & jeu égal , je

fajs SE2 >, etj'aia*=2 ¢+ anber =(ac4anb)ert

p
ce qui indique qu’il faut élever le nombre ¢ & une
puissance qui soit & peu prés égale au produit de
la puissance du nombre ¢ plus basse d’un degré et
du double de la somme de cet de b, ce dernier mul-
tiplié par l'exposant de a; car , aprés 'opération ,
I’exposant de @ indiquera en combien. de jets on
peut entreprendre d’amener deux fois un hasard déter-
miné. Voici le calcul pour I'exemple de 'auteur ,dans
~ lequel a , nombre de tous les cas que donne un seul
dé, =6, b , nombre de ceux qui donnentle 6=1,
et ¢ , nombre de ceux qui ne le donnent pas,=5.

¢c =5
a =6 cc =25
a3 =216 ct = 625
@ = 10077696 c8 = 390625
a0 = 60466176 ¢9 = 1953125 -

a9 =10077696 L10937500=28x390625 = 2c-+18b. 8.
a'°=60466176 5 58593750=30x1953125 =2¢+20b.c9.

Ainsi la neuviéme puissance dea étant encore au-des-
sous, mais la dixiéme étant au-dessus de la puissance de
¢, inférieure d’un degré , multiplié comme il a été dit ,
on doit en conclure que neuf jets ne sont pas encore suf-
fisans , mais qu’on peut entreprendre , avec avantage,
d’amener deux fois le 6 en dix jets avec un dé.



Cest ce qu’on peut encore construire géométrique-
ment par le moyen de la logarithmique. Soit C H
Paxe d’une logarithmique quelconque FE G : menez
les ordonnées E A , F C qui soient dans.le rapport
deaa c, et prolongez-les de tonte leur longueur em
B et en D ; par ces deux points , menez la droite
B D qui rencontre la courbe en G, d’ou vous abais-
serez I'ordonnée G H : alors, C A étant pris pour
'unité, vous aurez C H=n ,nombre de jets avec le-
quel on peut entreprendre d’amener deux fois un
hasard donné. Et ce que nous venons de déterminer
parlarencontrede la ligne droite et delalogarithmique,
on pourrait le faire par l'intersection de la parabole
"et de la logarithmique , §'il était question d’amener
rois fois un.méme basard, et par le moyen de cette
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‘derniére courbe , et d’une courbe algébrigqne d’un
genre graduellement plus élevé , s'il etait question de
Pamener quatre fois ou davantage.

Nous pourrions ici , comme sur la proposition pré-
cédente , pousser plus loin nos recherches, et calculer
les sorts de plusieurs joueurs qui , ayant chacun tant
de coups & jouer successivement en nombres égaux
ouinégaux , paricraient d’amener un certain nombre
de fois un méme hasard. Nous pourrions encore for-
mer plusieurs questions de cette espéce , mais il faut
avancer , et laisser quelque chose & l'industrie du
lecteur. . : ,

Cependant , afin qu’'on ne puisse pas se mépren-
dre sur ce qui précéde , nous croyons devoir avertir
que les problémes qui dépendent de cette proposi-
tion et de la précédente, et qui consistent & trouver
Pattente de celui qui entreprend d’amener une seule
fois , ou tant de fois, un hasard donné, doivent s'en-
tendre en ce sens que le joueur ne laissera pas de
gagner , si ce hasard arrive plus souvent : car s'il
devait perdre alors, le probléme serait tout diflé-
rent, et il en résulterait d’autres attentes qui trou-
veront leur application dans ce qui va suivre , et
que par conséquent nous avons encore a déterminer ,
avant de quitter ce sujet. '

Pour rendre la solution plus générale, supposons
que le nombre des cas ne soit pas constant , mais
qu'il varie d'un jet & I'autre d’'une-:maniére quelcon-
que en appelant : '

Pour le jet. . . ... .... 1 2% 3% 4% 54

Le nombre de tous lescas. a. d g p. s

Lenombredescas favorables. b e. h g¢. &

Le nombre des cascontraires. ¢ f. i rn i
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Cela posé , s'il a été accordé cinq jets, par exem-
ple, et qu’il soit question d’évaluer le sort de celui
qui aurait entrepris de réussir & quelques-uns , comme
aux trois premiers, et non aux autres, il faut con-
sidérer que chacun des b cas du premier jet peut
venir avec chacun des e cas du second , et que cha-
cun des be cas qui en résultent peut encore venir
avec chacun des A cas du troisiéme ,.ce qui donne
beh cas ; que de méme chacun des r cas du 4 jet
peut venir avec chacun des u cas du cinquiéme, ce
qui donne ru cas ; qu'ainsi chacun de ces .derniers
pouvant arriver avec chacun des premiers beh , le
nombre de tous ceux ou le joueur réussit aux trois
premiers jets , et non aux deux derniers, est behru;
et comme le nombre de tous les cas pour les cing

jets est , par la méme raison, adgps, le sort cherché

est %’;-,, par le 1 coroll. de la prop. IIL De 14 se

tire la régle suivante :

REGLE

Pour connaitre le sort d'un joueur & qui sont accordés
plusieurs jets , et qui est tenu d’amener un hasard
donné & quelques-uns «‘_ces jets précisément , et non
a d’autres.

Multipliez le produit des cas qui donnent le ha-
sard dont il s’agit, et ou le jouveur est tenu de I'ame-
ner , par celui des cas qui ne le donnent point, et ou
il est tenu de ne pas I'amener, et divisez ce dernier pro-
duit par celui de tous les cas qui ont lieu pour tous les
jets: le quotient exprimera le sort cherché.
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Corollaire 1¢r. Si les nombres des cas sont les mémes
pour tous les jets, c’est-d-dire , si I'on a d=g=p=s
=a ; e=h=¢g=t=b , et f=i=r=u=c; le sort trouvé
f—;"ép'f; deviendra %‘{- , et plus généralement L-":-: » n étant
le nombre de tous les jets, et m le nombre de ceux
ou le joueur est tenu d’amener le hasard proposé.

Coroll. 2. Si les nombres des cas sont les mémes
pour tous les jets , et que le nombre des jets ou il
faut amener le hasard soit déterminé, mais qu’il ne
enit pas nécessaire de I’amener 3 tel et tel jet pré-
cisément; par exemple, §’il a été accordé 5 jets ,
et que le joueur soit tenu de réussir trois fois, sans
autre limitation , il est clair que le sort qui vient
d’étre trouvé doit étre multiplié par le nombre qui
exprime combien de fois cing jets peuvent étre pris
‘de fois trois a trois , ou, ems général , combien de
fois n choses peuvent étre prises m a m. Or, parla
théorie des combinaisons, que nous donnerons dansla

Ron=Y.n—=3.n~%00es.. —m}I
1e¢2. 3 « 4 o000 M

seconde partie, ce nombre est

n.n—1.n—2.0—3 «o.m4¥,

ou, ce qui_est la méme chose,

l"-,o 4 o0 o NB=—m

Ainsi I'attente du joueur vad¥ra ";”_:;n:’.n:, e -t

| aie ou "eATl.2—2.n—3.c.i.mi1 bR
‘.’ T. 8¢ 3. 4...‘-.n-—m' a*

PROPOSITION
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PROPOSITION XIII

Si j'ai un coup & jouer avec deux dés , et que la lo:
du jeu soit que je gagnerai le pari si ?améne 7 points,
que mon adyversaire le gagnera si j’en améne 10 , et

e ,dans tout autre cas , nous partagerons egalement
?’lclzrgent du jeu , quelle part avons-nous chacun & y
prétendre ?

Puisque sur les 36 cas que donnent deux d€s, il
yenab pour sept points et 3 pour dix,ilen reste
27 ou les deux sorts sont égaux, et ou il nous ap-
partient & chacun ; a. §’il n’échet aucun de ces 27N
cas, )’en aurai 6 pour gagner.le pari, c’est-3-dire,
pour avoir a ,et 3 pour le perdre et ne rien avoir;
ce qui, par la II°. proposition , me vaudrait ; a.
J’ai donc, au commencement du jeu, 27 cas pour
7 @, et g cas pour } a;ce qui, par la méme pro-
position , équivaut d 3 a,et il reste pour mon ad-O
versaire 13 a. .

REMARQUES.

S'il n’échet aucun de ces 27 cas, etc. ) L’auteur com-N
mence par chercher Fattente de celui qui a 6 cas
pour gagner et 3 pour perdre , et c’est de cette
attente, qui vaut § @, qu’il déduit celle qu’il cherche.
Mais on peut aussi trouver celle-ci immédiatement et
sans connaitre la premiére, car 27 cas pour; a, 6 cas
pouraet 3 pour o que me donne la loi du jeu, me valent
également ;2 a,par le coroll. 1 dela prop. IIL;de méme
que 27 cas pour - a , 3 caspour aet 6 pouro qu'a mon
adversaire , lui valent 1% @, par le méme coroll

| §
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O  Etil reste pour mon adversaire 1% a ) Clest-a-dire ,
le reste du dépoét; car , comme nous aurons infailli-
blement tous deux ensemble , a la fin du jeu , la
totalité'du dépot , ni plus ni moins , nos deux attentes
prises collectivement doivent I'épuiser tout entier ,
d’aprés notre axiome,et comme nousl’avons remar-
qué sur la prop. IV, lettre C. Il en serait autrement
§'ll y avait des cas ou d’autres dussent aussi parti-
ciper au dépot ; par exemple , si , Jorsqu’il n'échet ni
6 ni 10 points , 'argent du jeu devait étre donné
aux pauvreés i car ayant alors 6 cas pour a et 30
pour o, je n'aurais plus a attendre que £ a , et le
sort de mon adversaire , & cause de 3 cas pour @
et de 33 cas pour o , ne vaudrait plus que ;5 a:le
reste du dépot i a Zerait di aux pauvres, qui, par
cette raison , seraient censés étre de la partie.

PROPOSITION XIV.

Si jouant avec deux dés , que nous jetons alternative-
ment mon ‘adversaire et moi, je dois gagner dés qué
j’aménerai 7 points , et lui dés qu'il en aménera 6 ,

et que je lui aye accordé le premier jet , quel sera le
rapport de mon sort au sien ?

Soient x mon sort et @ le dépét; le sort de mon
antagoniste sera a—x , et il est clair que toutes les
fois que les dés lui reviendront, mon sort sera encore
=z : mais quand c’est & moi A jouer , mon sort a
plus de valeur. Soit cette valeur y. Puisque sur 36 cas

ue donnent deux dés, il y ena 5 qui donnent 6 points
et qui font gagner la partie & mon adversaire, et
31 autres ou les dés me vienment , j'aurai , avant
qu'il joue, 5 cas pour o et 31 cas pour y,ce qui,
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par la I prop. , vaut %’—’-’ ; mais nous avons supposé
d’abord que mon sort était — 2. On aura donc —;’T:Z

38 Nous avonssupposé d’ailleurs

=Z,etpartant y = =
que quand c’est & moi 3 jouer , mon sort vaut y.
~Or, )'ai alors 6 cas pour &, puisqu’il y en a 6 pour
7 points qui me font gagner la partie ; et yai 30
¢as pour x, puisqu’il y en a 30 ou les dés revien-
nent & mon adversaire , ce qui , par lalll*. prop.,

. 7N\ ’ 6
vaut ﬁﬁw—’.‘ = y. Mais nous avons déja trouvé gl—" =

y. On a donc 32¥% — 3% @01 Pon tire z — 3¢

T 36 31 — 61 ?
valeur de mon sort, par conséquent » celui de mon

adversaire wvaut 2—‘;—" : ainsi , mon sort est au sien

comme 31 & 3o. ‘
REMAR QUES.

Dans ce probléme, I'auteur est obligé d’avoir re-
cours a I'analyse algébrique , tandis que, dans tous
les précédens , il n'avait employé que la synthése.
La raison de la différence est que , dans ceux qui
préceédent , attente cherchée decoulalt d’autres at-
tentes , ou entiérement connues et données, ou in-
connues, mais naturellement antérieures et plus sims-
ples, et qui ne dépendaient pas de celle qu’il s’agis-
sait de trouver : ainsi, en commencant par les plus
simples de toutes , il pouvait avancer graduellement ,
et passer & des cas de plus en plus compliqués , et
les résoudre sans aucune espéce d’analyse ; mais il

I a2
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n'en est pas de méme ici: car , pour déterminer , a
la maniére de l'auteur, le sort que j’ai, lorsque mon
adversaire joue, il faut que je sache quel est celui que
]acqmers lorsque les dés me viennent , et je ne puis
le savoir sans connaitre le premier, qui est pourtant
celui’ que mon intention est de chercher, Ces deux
sorts étant donc inconnus, et dépendant I'un de l'autre
réciproquement , on ne peut , en marchant sur les
traces de 'auteur , les déduire I'un de I'autre, sans
le secours de I'analyse. J'ai cru devoir faire ici cette
observation, et profiter d'un exemple frappant, pour
montrer la différence des deux méthodes, et des cas
ou P'on doit les appliquer.

J'ai dit, on ne peut, en marchant sur les traces de
l’auteur), car il y a encore une autre voie particu-
liére qui iconduitala solution du probleme, sansanalyse,
et qui peut servir aussi dans ce qui va suivre. Aulieu de
deux joueurs jetans alternativement les dés, suppo-
sons-en une infinité , & chacun desquels il soit accordé
un seul jet , et jouans successivement , a condition que
celui des joueurs en ordre impair , qui le premier ameé-
nera six points, ou des joueurs en ordre pair , qui
le premier en aménera sept, gagnera la partie, et
emportera le dépdt. Dans cette hypothése , il est
clair que le second joueur ne peut gagner, 3 moins
que le dernier des deux premiers )ets ne soit le seul
qui donne sept points; que le troisiéme ne peut avoir
Pavantage, & moins que le troisiéme des trois pre-
miers jets ne soit le seul qui en donne six;nile qua-
triéme, & moins que le dernier des quatre premiers
jets ne soit le seul qui en donne sept , et ainsi de
- suite : si donc & 5-et & 31, nombres des cas favo-
rables , et contraires 3 six points , avec deux dés, nous
substituons betc, qu'a 6 et & 30, nombres des cas
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favorables, et contraires A sept points, nous substi-
tuions e et f, et que nous représentions par a le nombre
de tous les cas b4c, ou e+f, la régle apposée ala
fin des remarques, sur la proposition XII, nous don-
nera les sorts des joueurs comme il suit

Jouewrs. L ILTILIV. V. VLVIL VIIL etc.

b b, of b of bi Sn

4 aa a a as & . a af

Sorts.

Si I'on suppose maintenant que le premier , le troi-
si¢éme , le cinquiéme et autres joueurs en ordre im-
pair , soient remplacés par un seul, que le second,
le quatriéme , le sixiéme et autres- en ordre pair ,
le soient par moi , il est constant qu'on aura les-
péce méme de la question présente , et de plus, que
mon attente et celle de 'autre remplacant seront
respectivement égales & la somme de celles des joueurs,
auxquels nous sommes respectivement substitués. Mon

. ] .
sort sera donc exprimé par — -+ ‘%ﬁ + ‘—;—f + ‘-:i,ﬂ- etc-

. b . bef  beff baipp - -
et le sort de mon adversaire par | + -5 + - + —7— 3

etc,suites infinies géométriquement proportionnelles
dans la raison de ac & ¢f, dont la premiére donne pour

« ot la seconde —2%—.: de sorte que mon
somme za—of ? a as—f ? q

sort est & celui de mon adversaire , comme ce est
ab, ou en reprenant les valeurs des lettres a, b,cet
e, comme 31 est 3 30 , précisément comme ci-dessus,
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* L'auteur termine ce traité par les cinq problémes
suivans ; mais il ne donne ni analyse , ni démons-
tration , et il en laisse I'invention et le travail au
lecteur. Nous sommes obligés &'y sappléer ici en par-
tie, et de renvoyer le reste au second livre.

PROBLEME L

Aet B jouent ensemble avec deux dés, et voici la lot

du jeu : A gagnera la partie s’il améne six points,
et B s’%il en ameéne sept; A commence et joue une fois ,
apres quoi B joue deux fois consécutivement , puis A
reprend et joue deux fois, et ainsi de suite , jusqu'd
ce que l'un ou Pautre ait gagné. On demande quel est
le rapport du sort de A au sort de B ? je réponds: comme

20354 a 12276.

Solution. Supposons que le sort de A4 vaut ¢ lors-
qu’il commence a jouer, x lorsque le tour de B est
venu , y lorsque B a joué une fois, % lorsque B a
joué deux fois, c’est-a-dire, lorsque les dés revien-
nent & A Car comme tous ces sorts sont diflférens et
inconnus , que celui qui précéde dépend de celui
qui suit, et le dernier du premier, ainsi que I'opé-
ration va le démontrer, on ne peut, selon ce qui
a été remarqué sur la derniére proposition, on ne.
peut, dis-je , résoudre ce probléme , du moins par
1a méthode de l'auteur , qu'en employant Panalyse
algébrique. Maintenant, puisque sur les 36 cas qu’on
a avec deux dés, il y en a 5 qui donnent six points
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a A et lui font gagner le pari, et 31 qui font pas~
ser les dés & B, A4 aura, au commencement du jeu

5 cas pour obtenir @, ou le dépét, et 31 cas pour
obtenir x, ce qui, par'la proposition tant de fois

citée ," vaut if-'%é—'—",et comme ce méme cort a d’abord

été appelé ¢, on aura &= ’—"—;‘#. En second lieu ,
le tour de B arrivant, 4 a 6 cas pour avoir zéro
( puisqu'il y a six cas pour 7 points, qui sont favo-
vables & son adversaire ), et il a 30 cas pour acqué-
rir y, ce qui lui vaut £ y. Mais c’est ce sort-la méme
. que nous avons précédemment exprimé par x ; donc

Z=1% y. En troisiéme lieu, lorsque B aprés le premier
jet. va passer au second, A, par la méme raison, a
6 cas pour o et 30 pour le sort suivant z; et comme
alors méme il est supposé obtenir y, on aura y=%3,
Enfin les dés revenant & A, ce .qui lui donne le sort
que nous avons ndmmé &, il a 5 cas pour amener
6 points et par conséquent pour avoir a, et 31 cas
pour ne pas les amener et par conséquent pour avoir
son premier sort ¢; car s'il n'améne pas 6 points, les
deux joueurs seront au méme état qu’au commence-
ment , puisqu'il restera encore un jet & A4, aprés quoi
il devra y en avoir deux pour B, puis deux pour
A, et sinsi de suite, précisément comme au commen-
cement du jeu : or il est constant que 5 cas pour a
et 31 cas pour ¢ valent ’—“-;'%ﬂ'; donc z= i——‘i—;"g’-'-'.
Aprés avoir ainsi trouvé autant d'équations qu’ily a
d’inconnues , il faut remonter des dernicres aux pre-

miéres , et substituer la valeur de = tirée de la derniére.

o« oy . t .
dans la troisiéme, pour avoir y=221155" gubstituer en-

s\
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suite cette valeur dans la seconde, ce qui donne x =

'—"ill:'a;’l’i , et enfin substituer cette derniére valeur

dans la premiére. On aura de cette maniére le sort

cherché ¢ = '—;3%%;7“ , et il restera pour- le|sort de B .

122762

1277%2 . de sorte que le sort de A sera au_sort de B
22631 0

comme 10355 & 12276, ainsi que 'auteur I'a trouvé.
On peut parvenir au méme résultat d’une maniére
un peu plus expéditive, si I'on n’eémploie que trois
- inconnues, ¢, T et %,en omettant le sort y qui échet
d A, aprés que B a fait son premier jet. En effet, .
il résulte de ce qui a été remarqué sur la proposi-
tion XI en général que le sort de celui qui entre-
prendrait d’amener une fois sept points en deux jets
serajt -+ du dépot; car a nombre de towms les cas
est'dc, nombre de ceux qui ne_ donnent pas sept

- Y * aa—cc L
points, comme 6 & 5, et partant === =11 Dela il

faut conclure, d’aprés la note 1, qu'il y a 11 cas
pour que B venant 3 jouer améne sept pointsa 'un
de ses deux jets et gagne le pari, et pour que A n’ait ,
rien; et qu'il y a 25 autres cas pour qu’aucun de ses -
deux jets ne lui donne ce nombre de points, et pour
que A reprenant les dés ait le sort z, Ainsi A dont

le sort est z, lorsque’ B vient & jouer, a 3;7{, de sorte
— 2% . . .
que z =% Et si I'on substitue dans cette équation

la valeur de s trouvée ci-dessus, on aura de méme
—125a4-7-ce . o
T=-— 126 » €t par conséquent t=;—‘;%;.%,

Telle est la méthode de l'auteur. Il convient dela
suivre
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suivre dans tous les jeux de hasard de la méme es-
péce, ou l'on a une suite continuelle de sorts incon-
nus , pourvu qu’ aples un certain nombre de jets , on
voie reparaitre le mgge état de choses et les mémes
sorts inconnus que les joueurs avaient en commencant.
Mais_on n’apercoit pas aussi facilement la manlere
de traiter les problemes ol cette récurrence n’a pas
liew , mais ou Fon trouve tou;ours des sorts nou-
veaux et différens des premiers, également incon-
nus, et cela & I'infini ; et c’est ce dont on nc trouve
aucun exempl;e dans le traité de 'auteur. J’en avais
proposé quelques-uns dans les ephémérides de France
de I'année 1685, art. 25 , persuadé que quelqu’ur
voudrait bien en entreprendre la_solution. Mais aprés:
Pavoir attendue inutilement pendant cinq ans entiers,
Je la publiai moi-méme dans les actes de Leipsick,
du mois de mai 1690; et dés le mois de juillet sui-
vant , l'illustre Lei nitz y consigna d'une manicre
un peuenveloppée , le principe de solution que je
vais exposer maintenant plus & découvert. Je ferai
voir d’abord comment ce plmc1pe peut servir & ré-
soudre le probléme dont il s’agit actuellement ; car-.
il ne différe point de -celui que j’ai employé dans
les remarques pour la solution du prob]eme précé-
dent , et il sapphque ayec la méme facilité tant -
aux questions ou les mémes sosts reviennent circu-
lairement , qu’@ celles ou cette récurrence n’a pas
lieu , avec cette seule différence que dans les pre-
miéres on parvient & une ou plusieurs séries infi~
nies, dont les sommes peuvent s'exprimer par quel-
que quannté déterminée , et que dans les autres on
arrive & d’autres séries qu’on ne peut passommer de
la méme maniére.

Sment une infinité de joueurs 4 chacun desquels.
K
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des jets accordés pour amener le point de 7 pour le-
quel il y a b cas, vaut constanmment 1, e¢n , nombre
de tous les jets-depuis et compris le premier , vaut
successivement 1, 2, 3, 4 , etc. Ces valeurs étant
substituées , on a le tableau suivant :

Jouv EURS.

L IL IL IV. V. VL VIL VILIX. X, XL XIL XIIL XIV. XV..
AB B A A AB B BB A A A A A4

SoRrTS.
b be bec b bt bes bs b b b bevo bet', ben b b
P R TR T S H o A P W o

Alors je remplace ces joueurs par £ et B , en
assignant a chacun les numéros que leur assigne I'état

de "la question ; enfin je réunis les attentes corres-

pondantes & ces numéros pour avoir les attentes to-
tales de I'un et de I'autre. Ainsi, dans 1'exemple IV
oi A doit avoir le premier jet , ensuite le 4°., le
5c. et le 6.5, puis le 11°., le 12°, le 13%, le 14" etle
15¢ et ainsi de suite , je forme une série particuliére
des attentes des joueurs désignés par ces nombres , et
une autre série des attentes du 2°, ,du 3¢, du 7°. et des
autres joueurs que B remplace , et je trouve de cette
maniére : _ .
§ . ’
sort de A='i+§+§+”—:;+f§§+ %_;..‘—:—:..p%:.p.etc.

a

be b bE B b bSO b5 bas b
SOxt deB==;-;+;+-;,+;§+;—,+;—..-,+7,+;;—,+;,—.+etc.

on a en éliminant b » et substituant par-tput a—c,

— ¢ ‘e . VR
SOl‘tde A'—I ——-;—-'—-;i—-.—‘—'—"?h.-;?s etc.
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'_ ] o é co c's
et sort de B= — — — 4 5 — 5 + 5 etc.,

complément du premier & I'unité.
¥oici encore une autre maniérede résoudre ces sortes

.de questions. Je suppose de nouveau ,au lieu de 4 et de

B une infinité de joueurs 4 ,B,C,D , E , F, G,etc.,
mais j’attribue & chacun autant de jets consécutifs que
Pétat de la question en assigne a 4 ou & B, toutes les

fois qu'il se fetrauvent en tour de jouer. Ainsi,dans
le quatriéme exemple déja cité, 4 devant jouer une

fois , B deux fois, puis A4 encore trois fois , B quatre
fois , etc. , je suppose que A doit jouer une fois , B -
deux fois , un autre joueur C trois fois , un autre
D quatre fois etc. ; alors je cherche séparément le
sort de chacun, eu égard aux nombres des jets at-
tribués tant a lui qu’a tous ceux qui le précédent , pris
collectivement. Ce calcul ne présente aucun embarras,
purisque n étant le nombre ceux-1i etsle nombre de
ceux-ci , nous avons démontré aux remarques sur la
proposition XI que le sort de chaque joueur est , en

r & -t P At N .
général , ——— =% — <. Si doac , dans le 4°.

exemple , or prend successivement:, ag leu den , les
ngmbres ¥,2,3, 4, etc., et pears lesnombres o, 1,

3,6, 10, ¢ta:,0u les sommes des premiers.z, 2, 3
45 etgy., depuis et compris ¥ , on dura qussitdt les
sorts respectifs des divers joneurs, comme il suits -
Joveurs: 4. B.. C. D. . E _F .G
g e G . @A s A% o i
Sorts: 1= — S m A e T T
" Alors il ne reste plus qU’a réupir en ung,seule gomme -
les attentes des ‘joueuis 4, C, E, G, etc., de rang
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impair ; et en une autre celles des joueurs B, D;
F , de rang pair, pour avoir les attentes respectlves
de A et de B » jouant alternativement , lesquelles
sont visiblgment égales & ces sommes. Lopératum
serait la méme si la question supposait trois , quatre
ou un plus grand nombre de joueurs.

Chacune de ces*méthodes est également applicable

aux trois autres exemples de ces sortes de questions.’

. : . . ¢ .
Si, pour abréger, on fait m =, on aura pour les
quatre exemples, les solutions , que voici:

L (At emt-ms— A rt5—mat-mS—m et o—m9--etCs

B=—= A-m—mar-mi—mS4~-m8—m9—+4-m'3—m —+m'9—etc
AL TS 1A AT e oI — Ot A— TS -e1C,
B= +-m—m*~-m3—mS-~mC—myet-m**—m'4-4-m' s—etc*
A=I—m~-m et 4-m*—m9 - 2—m16 | m?*—m?*$|-etQ,

€sTIAWIX Y
E F
gaq I¥0Y§

-
2

A=1—m+m}—mS+m'"°—m'S 4-m*'—m8 |- m36—mArs+-etc,
B= +m»—m3+m‘--ml°+m"-—-u"-l-m"—-—mi‘-l—mﬁ-—etc.

Chacun de ces sorts est exprimé , comme on voit ;
par unesérie infinie,ou les S1gnes+et—alternent perpé-
tuellement et dont les termessont tirés de la proportien
‘continue —1: m m?: m% ms, etc,parsauts inégaux, ce
qui empeche qu’onne puisseen avoir exactemengla som-
me; mals il estfacile d’en approcher,en nombres, aussi
prés qu'on veut..Ainsi, en supposant a=36, nombre
de. tous les cas que dennent deux dés , c= 50 nombre
des cas contraires au point de 7 qu'il sagit d% amener ,

et parfant: ou m=42=%,0n tibave , 4 moins d'un
cent milliéme prés ,pom_‘ le sort de 4, dans le pre-

B= —-m—m*~-mt—mO—-mS—mS}-m'6—mio}-mrs—etc, .

‘i
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mier exemple 125322 , dans le second 2225%, dans le

100000 9
troisiéme 22422, et dans le qualifiéme 12132, par-tout
3 moins d’un cent milliéme prés , d’ou il suit que le
sort de A est au sort de Bdans le premiercomme 71931
a 28069, dans le second comme 40058 & 59942 ,
dans le 'troisiéme comme 59679 & 40321, et dans le
quatriéme comme 52392 3 47608. :

Au reste si I'on examine les exposans des puissan-
ces de m qui constituent les termes de ces séries, on
g'apercevra qu'ils sont par-tout relatifs aux nombres
mémes des jets que I'état de la question assigne 2
A et 3 B alternativement : ainsi, dans la premiére

‘série , 1—m-+m*~m+-mi—m®+m’ etc., les exposans sont
successivement o, 1,2, 4, 5, 8, g etc., et leurs
différences 1, 1,2, 1, 3, 1 etc, répondent précisé-

ment aux nombres des jets que requiert I’hypothése-

~de la premiére question., puisqu’elle attribue, par
ordre, 1jet 3 4,13 B,24A4,14B,344d,
I & B,etc. Observez que cette loi -est tellement gé-
nérale qu'elle a lieu méme dans les exemples ou les
nombres de jets alternativement accordés a deux
joueurs sont pris au hasard , sans avoir entre eux
aucun rapport constant et déterminé; considération
qui nous fournit la.régle suivante, pour trouver en
un moment les sprts de ces joueurs,
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Pour connaitre les sorts de deux antagonistes jouant
jusqu’a ce que Pun ou l'autre gagne le pari, l]orsquc-
chacun @ son tour a plusieurs jets consécutifs , désignés
par des mombres donnés quelconques et continués a
Llinfini.

Je suppose que pour tous les jets les nombres - des
cas sont les mémes, ou que la valeur de la quantité

[

s ou m est constante.

Ecrivez , par ordre, d’abord les nombres donnés
des jets accordés & chacun des deux joueurs , ensuite -
les sommes de ces nombres depuis et compris le pre-

. mier; alors prenez ces sommes pour les exposans d’au-

tant de puissances de la quantité m que vous,ferez
précéder alternativement des signes—+ et — : ces puis-
sances vous donneront 'attente du premier joueur; et
si vous en retranchez Funité et que vous en changiez
tous les signes , vous aurez l'attente de son adver-
saire. v
Par exemple, si A doit jouer 3 fois consécutives,
B 1 fois, A4 4 fois, B 1 fois, A5 fois, B g fois, et

-ainsi de suite 4 I'infini, en suivant si I'on veut les

nombres cyclométriques de Ludolph , dont la pro-
gression n’a aucune loi déterminée, les nombres des
jets serontesuccessivement..31 415926 5etc., et
leurs sommes depuis et compris le 1°"...0, 3, 4,
8,9, 14, 23, 25, 31, 36 etc. et partant,
Sort de A=t —m'+m*—m*+4-m®—m" 4-m*'—m™* 4-m"—m**4-etc,
Sort de B= +m‘—m‘-i-;m'—m’+m"—m"+m"-.-m".+m __etc,

Observez que si le nombre des jets a une limite au-

- | deld
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deld de laquelle le jeu ne puisse étre continué, quoi-
qu’aucun des joueurs n’ait gagné le pari, la méme
régle a encore lieu , a cela preés que le dernier terme
dont I'exposant est égal A la somme de tous les jets,
it étre rejeté , comme rédondant , de celle des
séries-on il a le signe -+; de sorte que les attentes
des deux joueurs, prises ensemble , sont plus petites
que I'unité de toute la valeur de ce terme. Ainsi,
dans J'exemple précédent , s'il fallait s’arréter apres
le 5 posé en dernier lieu, c’est-a-dire , aprés le 36°
Jet, on aurait
sort de A=1w=mtmi~mi+mi—m'mI—m¥-+md' —m¥ ,
sort de B= =+m3—m++ml~ms+m'm¥+m¥=—m3' ;

Et partant sort de A-+sort de B=1—m¥.

PROBLEME IL

oy

&

" "Trois joueurs A ,B et C,prennent 12 jetons , 4 blancs
€t 8 noirs , et jouent & cette condition : celui qui , les yeux
woilés , aménera le premier un jeton blanc gagnera le pari:
‘A tire le premier ; B le second , C le troisiéme , puis A re-
commence et ainsi de suite alternativement. On demande en
‘quel rgpport seront leurs sorts respectifs.

.. Le sens de ce probléme est ambign , ce qui donne
lieu 3 plusieurs solutions différentes. Car on peut sup-
‘poser que les jetons qui sortent sont remis dans l'nrne -
avant le tirage suivant, et que le nombre en reste
“toujours le méme; ou qu'ils n'y sont pas remis, de
'sorte que leur nombre décroisse continuellement: on
peut supposer d’ajlleurs que chacun des joueurs. &
12 jetoms ,ou que les trois joueurs en ont 12 €n
commun. © - ' '
-L
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~8i les jetons sortisdoivent rentrer dans’urned chaque
tirage , il est indifférent que chacun des joueursen
ait douze, ou qu’ils en ayent douze en commun ; et
voici comment on peut trouver leurs sorts respectifs,
1. Par la méthode de Pauteur. Soient.x le sort ds
premier , y le sort du second , et % celui du troisiéme.
Lorsque le premier, ou 4, commence le jeu , il
a, & cause des 4 jetons blancs, 4 cas pour gagner
le pari, ou pour avoir le dépét, et, & causedes 8
jetons noirs, il a 8 cas pour perdre sa primauté,
et passer A I'état du troisiéme , et partant pour ac-

. . 448 14agy e
quérir le sort z , ce qui vaut 1% ==}, ainsi, le
. . .
sortdu 1., ¥ = -—:—l‘—’—‘.- Par la méme raison, lorsque

le premier ouvre le jeu, le second, ou B, a4 cas
pour retirer o, et 8 cas pour acquérir la primauté,
et la condition du premier , ou le sort £, ce qui
vaut & =% z; ainsi, le sort du second, y=} x.De méme
encorele troisiéme, ou C,a , au commencement , 4 -Cas
pour o, et 8 cas pour avoir lesécond rang, ou le sort du
second joueur y ; ce qui vaut 2 y ; c’est pourquoile sort
du troisiéme , =1}y, d’ott I'on tire y = % :et comme
on a aussi trouvé y =2z, ona iz=3x;cest-a-dire,
z==%x. Cette valeur 'de z , substituée dans la pre-
miére équation Z = 5i;—’-‘, donnex}.—.—}q—;’;w, ou x=;’;-
Donc y (=3x)=F5etz(=3y)=y : et partant
x:y:%::9:6:4, | .
2. Par notre méthode. Soient en général ¢ le nom-
" bre de tous les jetons, ble nombre des jetons blanes,
¢ celui des jetons noirs ; et supposons encore la loi
du jeu restant la méme , une infinité de joueurs ti-
rant de l'urn€ et .y remettant un jeton l'un aprés
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Yantre. Comme le nombre des jetons blancs et telui .
des jetons noirs sont constamment les mé¢mes 3 tous
les tirages, le coroll. 1 de la régle annexée aux re-
marques sur la prop. XII, nous donnera les atten-
‘tes des divers joueurs, comme il suit :..ff®

JOoOUEURS. |
L ILILIV. V. VI, VI, VILIX. X. XL XILXIIL XIV.XV. etc:
ABC A BC AB CAB C A B C e

ATTENTES.
b, ke bee b bt b b b b b B bct bot | bett b

——® e

2 .22 o6 % % ‘.
@ aa a at a5 a4 a7 & & a° a* a? o' art’ aY

etc,

Ainsi , T'hypothése assignant le 1., le 4%, le
7., le 10% , etc. tirages & A4; le 2., le 52, le 8.,
le 112, etc., & B; le 3%,le 62, leg". , le 12°, etc.,
3 C; si 'on ajoute ensemble. les attentes respective-
ment correspondantes & ces numéros, on aura lat-
tente de

T b |, bh bey bets — 4aab
A=+ E T o Tt et = o
be , bt |, b7 b | bcB A cause de laprog.)_  abc
B=“—'+ o -+ - -+ o +;—;" etc. géométrique 08-J — s
bee , b bcd be be, ke
=at Tt T et = s

D’ou il suit que les trois sorts sont :: aa: ac: cc;
c'est-a-dire ici (A cause de a:c ::12: 8::3:2),
i ?: 6: 4, de méme que ci-dessus. Remarquez que
si la question supposait 4 joueurs, on trouverait,
de la méme maniére, que leurs sorts seraient : a3:
acc.c? , etsi, en général , elle en supposait n, :: a*=—1:
an—2 ¢ : an~3 cc , etc. , et ainsi de shite , dans la

raison cox}s.ta.nte de a: c. 0
2
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II. Que si le sens du probléme est que les trois
joucurs ayant les douze jetons en commun , lesjetons
sortis de I'urne n’y rentrent pas, il faut obscrver
-que si, par la sortie successive des jetons noirs , le
premier %eur prend la place du troisiéme , le troi-
siémc celle du second, et le second celle du premier;
il ne s’ensuit pas de-la qu’ils fassent entre eux I'¢-
change des sorts qu’ils avaient an commencement du
jeu , comme dans I’hypothése précédente ; car le
nombre des jetons de l'urne variant continuellement,
ils acquiérent des sorts nouveaux, et tout différens
des premiers, et d’autant plussimples, qu’il est sorti plus
de jetons noirs : de sorte que les derniers se trou-
vent totalement connus. Ainsi, en commencgant, se-
Jon la méthode de l'auteur, par les plus simples de
tous , et remontant de proche en proche, on arrive
enfin , par le seul secours de la synthése , au cas
Pproposé. :

Supposons donc qu'il soit déji sorti sept jetons
noirs , et qu’ainsi le prochain tirage soit & B; alors
le premier joueur , 4, n’aura plus rien a attendre ;
car , comme il ne reste plus qu'un jeton noir , il
faudra que I'un des deux autres’, soit 4 ou B , améne .
un jeton blanc et gagne le pari. Mais , 4 cause des
4 jetons blancs, le second joueur, B, aura 4 cas pouy
gagner , et i cause du jeton noir qui reste, il aura
un cas pour perdre, puisque, &il I'améne, le troi-
si¢me joueur, C, ne pourra manquer de gagner. Par
la méme raison , C aura 4 cas pour perdre, et 1
cas pour gagner. Ainsi , les sorts des trois joueurs
A,B,C,sont 0, %,54

Supposons , en second lieu, qu'il soit sorti six je=
tons noirs ; alors c'est & A detirer; il a 4 cas pour
gagner , et les deux autres en ont eutant pour pers
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dre ; et comme il reste 2 jetons noirs , chacun des
trois joueurs a deux cas pour avoir le méme sort
que lorsqu'il n’en reste qu'un , puisqu’il n’en reste
quun, si A améne un jeton noir, et que lg pro-
chain tirage appartient & B, ce qui est le cas de
Thypothése précédente. Les trois sorts sont donc alors
%7_ &, n

Imaginons maintenant qu'il soit sorti cinq jetons
noirs. Alors, C, qui est en tour, & 4 cas pour gagner,
et chacun des deux autres a 4 cas pour perdre; et
‘comme il reste 3 jetons noirs , chacun des trois joueurs
‘a aussi trois cas pour avoir le- méme sort que lors-

2

qu’il en reste 2 : donc leurs sorts deviennent
7 5 |
Concevons encore qu'il soit sorti 4 jetons noirs,

‘et par conséquent qu'il reste autant de jetonsnoirs
que-de jetons blancs. B, qui est en tour, a pour lui,
et les deux autres ont contre eux la moitié des cas;
Pautre moitié met chacun des trois joueurs au méme
état que lorsqu'il reste trois jetons noirs : ainsi les
sorts sont &, 22 3

® En procédant de la méme maniére , on trouve que
les sorts des trois joueurssont 1t £2,% | &’il est sorti trois
jetons noirs ; =, 22 L ¢'il en est sorti deux; 7,
&5 5 &5 ¢1l en est sorti un.

_Enfin , sl n'est encore sorti aucun jeton-de 'urne, et
C’est le cas dont il s'agit et pour lequel il a fallu
d’abord calculer tous les autres , on trouvera , par
la méme méthode , pour les sorts de 4, B, C, 75,

. %> 75 » ou, en les réduicant' au méme dénomina-
teur , %%, %%, %% ; de sorte que les sorts des trois
joueurssont :: 77 : 53: 35, .. | '

Au surplus, la méthode quinous est familiére , re-

goit encore ici son applicatien ; car elle n’est pas plus
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etrangére aux questions qui se résolvent parla pure
synthése , qu’d celles pour lesquelles il faut recourir
a Panalyse. Puisqu’il y a huit jetons noirs qui ne
rentreront pas dans l'urne s'ils en sortent , je sup-
%osé qeuf joueurs , devant tirer chacun un jeton.
ans cette hypothése , il faudra nécessairement;que
I'un des joueurs améne un jeton blanc et gagne le
pari; majs aucun ne pourra avoir I'espoir de gagner ,
que chacun de ceux qui le précédent n’ait amené un
jeton noir. Je suppose donc que le nombre de ces je-
tons, qui est en proportion avec celui des cas, di-
minue graduellement , et qu’aprésle premier tirage,
il reste 7 jetons noirs , qu'il en reste 6 aprés le se-
~cond , cinq aprés le troisiéme , et ainsi de suite;et
par la régle annexée a la prop. XII , je détermine
le sort de chaque joueur, comme on le voit au ta-
bleau suivant:

Jouewrs | 1. II. IIL IV. V. VL
4 B cC 4 B c
No*™. des jet. a | 12 11 10 g 8 7
Blancs b| 4 4 4 4 4 4
Noirsc| 8 7 b 5 4 3

4 48 * 478 - 4678 4,5:60u8 4:4:5.8 -

°

Sorts . 12° 102 10.01,03° 9.16uel2’ 8.9.50..12° 7.8.9..12"
Joueurs |VII. VIIL IX.
A B C
No‘.desjet.a | 6 5 4
Blancs. b | 4 4 4
Noirsc | 2 )
48 .2.8...8 L1208
Sons -63._738?..1; * ‘:Ts',;...u . 4-‘5-'6-«11

|
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Alors ; comme le 1+., le 4° et le 7. tirages ap-
partiennent 3 A;le 2%, le 5% et le 8.2 B; le 3.,
le 6 et le g°. & C, j'additionne ensemble les sorts
des joueurs désignés par ces nombres, et je trouve

pour l'attente de A, & 4 74ELES - £3a5.675 5 pour

10.14.13 7.8.9.10.15.12

4 4.5.6.7.8 4.2.3.4.5.6.7 8.
celle de B, x—f%"*",s.p.lo. .12 + 5.6.7.8.9.10. 1513 ) et pour

. 7.8 4.4.5.6.7.8 . 4.1.2.3.4.5.6.7. * 1
ceue de C’ To’.‘ﬁj"z' -+ 7.3.9.[0.171.183"0' 4.5.6.7.:.9.10.711.%2' Sl Pon

réduit toutes ces fractions au dénominateur commun
5.6.7.8.9. 10. 11.12 , les numérateurs donnent 4. 5.

6.7.8.9.10. 11 4-'4.5.6.7.8.6.7.8 + 4.5.3.4.5.6.
7.8 = 4.5.6.7.8 X345 + 6.7.8 + g.10.11. ,.
4. 5.6.7.8.8.9.10 4 4.5.6.7.8.5.6.7 + 4.2.3. 4.
5.6.7.8 = 4.5.6.7.8x2.3. 4 + 5.6.74+8.9. 10,
4.56,7.8.9.78 4 4.5.6.4.5.6.7.8 4.1.2.3. 4. 5.
6.7.8 = 4.5.6.7.8 xT.2.3 + 4.5.6 + 7.8.9;

d’ou, chassant le facteur commun 4. 5. 6. 7,8, on trouve
que les trois sorts sont respectivement : : 3. 4.5 4 6.
g. 8+9.1011:23.4+56.7+89.10:1.2.5+ 4.
.6 +7.8.9 , ou en divisant par 6 :: 10 4 56 4 165
=231:4+35 4 120=159:1 420+ 84=105, et
en divisant encore par 3::77:53:35 , comme ci-
dessus. Et comme nouys apercevons une loi certaine
dans la progression de ces nombres, nous pourrions
aisément donner une régle générale , pour un nom-
bre quelconque de joueurs et de jetons, s’il était as« -
scz important de s'arréter encore sur ce sujet.
" TI1.Si 'on prend le probléme dans letroisiéme sens,
'c’est-3-dire , si 'on suppose que chaque joueur ait
‘douze jetons dans une urne particuliére , et qu'ils
retirent ces jetons un & un, chacun de son urne, et
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tour & tour, on aura une hypothése qui ne différera
guéres de la précédente , qu'en ce que le nombre.
des jetons étant augmenté, I'opération deviendra beau-
coup plus prolixe.

Supposons d’abord qu’il ne reste plus de jetons
noirs @ A4 ni 4 B, mais qu'il en reste encore un &
C, qui alors est en tour. C, ayant quatre jetons blancs
et un jeton noir , a quatre cas pour gagner , et un
cas pour perdre; car, s'il améne le jeton noir , 4, qui
n’a plus que des jetons blancs, ne ‘pourra manquer de
gagner ; mais , par la méme raison , 4 a 4 cas pour
gagner, et un cas pour perdre , et 1 ne reste abso-
Iument rien & B , puisque l'un des deux aumtres ga-

gnera infailliblement donc , les sorts de 4, B, C

4
sont <, 0, 7.

Supposons ensuite que A4 n’ait plus de jetons noirs,
et qu’il en reste 1 & chacun des deux autres. En cet
état B, qui va jouer, & 4 cas pour gagner, et les deux
autres en ont autant pour perdre; et il y a uncasg
ou Ie sort de chacun des trois joueurs est le méme
que dans l’hypothese précédente , ce qui vaut & A,
B ? C’ 259 5 ? i

EXA '

Supposons maintenant que 4, B, Cayent encore
chacun 1 jeton noir. Alors 4, quiest en tour;, 3 4 ¢as
pour gagner, et les deux autres en ont autant pour
perdre , et chacun des trois a un cas pour le 8Ort
précédent. Les trois’ sorts sont donc 335, 3 &, 15 dont
le rapport est 101 : 20: 4.

Il faudrait continuer et chercher de la méme ma-
niére quels seraient les sorts de 4, B, C, lors il
leur resterait 1.1.2, 1.2.2, 2.2.2, 225 255 333,
etc. ]etons mnoirs,, jusqu’a ce qu'on arrlvat au cas pro-
posé , celni ol le nombre des jetons noirs est suppc;lsf
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de 8 pour chacun des joueurs. Mais comme le détail
de.cette recherche serait excessivement ennuyeux, je
vVais montrer comment on peut .parvenir par sauts
la solution du probléme , en déterminant les sorts pour
les cas seulement ou il reste & chacun des joueurs un

" méme nombre de jetons noirs : nombre que nous fe-
_ Tons toujours=c¢, comme nous ferons celui des jetons
+ blancs=b et celui de tous les jetons=a=b+c.

Il faut d’abord considérer toutes les variations qui
peuvent avoir lien, lorsque chacun des joueurs tire
un jeton de son urme. Or il est clair qu’il peut
arriver ou que tous trois aménent un jeton blanc ,
ou qu'il n’y en ait que deux qui aménent un jéton'
de cette couleur, ou qu'il n’y en ait qu'un , ou qu'il
N’y en ait aucun. 1l faut examiner ensuite' combien
de cas répondent 3 chacune de ces variations; et
voici comment on. peut en découvrir le nombre : si
quelqu’un pariait que chacun des trois joueurs ame-

, . . : LB . .
nerait un jeton blanc, son sort serait —; s'il pariait

que deux d’entr’eux, A et B, ou 4 ¢t C, ou Fet
C ameéneraient un jeton blanc et 'autre un jeton noir,

. b o L :
son sort serait = ; s'il pariait que I'un des trois A,

B ou C aménerait un jeton blanc, et chacun des deux
autres un jeton noir, il' aurait pour sort’:-‘-‘,f; enfin ,
sl pariait qu’au'c‘un -dés trois m’aménerait un jeton
blanc, son sort serait f—;— Tout cela résulte évidem-.

ment du premier corollaire de la régle annexée a la -
proposition X1I, puisque I'¢tat de la question est le
méme que si le nombie des cas ¢tant constant, quel-
qu’un pariait d’amener, en trois épreuves , un hasard

M

- .

, .
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quelconque , trois fois, ou deux fois, ou une fois, ni
plus ni moins, Maintenant si, d’aprés la note I sur
la proposition XI, on rejette le dénominateur com-
mun des fractions qu’on vient de trouver , les numé-
rateurs exprimeront les nombres des cas ou chacun
de ces éveénemens peut arriver, .

Il faut observer enfin que, suivant les conditiong
du probléme, A ne peut manquer de gagner, soit
qu'il améne lui seul up jeton blanc, soit qu’il améne
yn pareil jeton avec B ou C, soit qu'il 'améne avec
Bet C; que B gagne infailliblement ¢§'il améne un
jeton de cette couleur lyi seu], ou avec (,et que C
ne peut gagner s'il ne 'améne seyl; mais que si aus
cun des trois n’améne un jeton blanc, alors chacun
d’eux parvient ag sort qui a été trouvé pour le cas
ou il y a ug jeton noir de moins dans chacune des
urnes. Ainsi en additionnant d'une part les cas fa~
vorables & chacun des joueurs, de I'autre , les cas con-
traires,, nous trouvons que A a bi-+abbe+bce cas pour:
gagner ou poyr obtenir Je dépot 1, et bbe+abce cas

our perdre, que B en a bbc+bec pour gagner., et
i)ﬁ-zb c+abcc pour perdre, et que C en a bec pour
gagner .et bi+-3bbc-+abcc pour perdre; maisqu'il y 8
¢! gas dans lesquels chacun des trois a le sort pré~

cédemmsent trogvé ; et si I'on appelle ces sorts ﬁ_}f_—‘_-, R

st 9 P
Pattente de

P 5 - 2bbe-tbec X1fbbof-abee X 0 xﬁsz‘ .

’. *_0 N
s 5.3 » OO trouvera, par Ja proposition III,

Py

pbebec Xl.+67-.1-z'bb¢+zbcc Xo-l-b’X;;—;":: ,
B= ~ —
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4

ptstt 5

SceX 1453 4-3bbet-abecXoc* X
C= -
de sorte que si l'on supprime le dénominateur

' ’ : Slicati ptett
commun et qu'on fasse 1a multiplication par =~

-on trouvera que les sorts de 4, B, C sont respecti-
vement comme

3] +2_E:F_5_“‘_ totr -+ Pe .

bbe-bec X L;, - -+ S

] bee + Lo

¢’

Cela entendu, revenons & la solution de notre pro=
bléme, et supposons qu'il reste & chacun des joueurs
deux jetons noirs. Alors les lettres b et ¢ vaudront 4
et 2, auxquels on pourra substituer les plus petits nonr~
bres dans le méme rapport , savoir, 2 et 1 ; et comme
dans le cas précédent’, oa il ne restait & chacun des
joueurs qu'un jeton noir, la raison des sorts que nous
indiquons par les lettres p, s, ¢, a été exprimée par
les mombres 101, 20, 4, dont la somme , p+s+t=125,
il est aisé de trouver , par la formule ci-dessus, les
nombres 2351, 770,254, qui désignent la raison des
sorts des trois joueurs dans le cas présent. |

De méme st I'on suppose qu’il reste & chacun des
jJoueurs trois jetons noirs , auquel cas les lettres b et ¢
valent 4 et 3, et les lettres p, s, ¢ les nombres méme
gu’on vient'de déterminer, savoir, 235r, 770, 254,
on trouvera, pour exprimer la raison des sorts, les
nombres 26851, 11270, 4754.

S’il reste 4 chacun 4 jetons noirs , de sorte que fes
valeurs des lettres b et ¢ soient 4et 4, ou, en moin~
dres termes, 1 et 1, les sorts se trouveront étre resr

Ma
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quelconque, trois fois, ou deux fois, ou une fois, ni
plus ni moins, Maintenant si, d’aprés la note I sur
la proposition XI, on rejette le dénominateur com-
mun des fractions qu'on vient de trouver , les pumé-
rateurs exprimeront les nombres des cas ou chacun
de ces éveénemens peut arriver, |
Il faut observer enfin que, suivant les conditions
du probléme, A ne peut manquer de gagner, soit
qu'il améne luj seul un jeton blanc, soit qu’il améne
yn pareil jeton avec B ou (, soit qu'il 'améne avec
B et C; que B gagne infailliblement ¢'il améne un
jeton de cette couleyr lyi seu], ou avec C,et que €
ne peut gagner s’il ne 'améne seyl; mais que siau-
cun des trois n’ameéne un jeton blanc, alors chacun
d’eux parvient ag sort qui a été trouvé pour le cas
ou il y a up jeton noir de moins dans chacune des
urnes. Ainsi cn additionnant d'une part les cas fa-
vorables & chacun des joueurs, de 'autre , les cas con-
traires, nous trouvons que A a bi-+2bbe+bce cas pour
gagner ou pour obtenir Je dépot 1, et bbc+2bce cas
our perdre, que B en a bbc+bec pour gagner., et
iz-i-zb ¢+2bcc pour perdre, et que C en a bcc pour
gagner et b+-3bbc-+2bcc pour perdre; mais qu'il y a
¢! ¢as dans lesquels chacun des trois a le sort pré-

cédemmgnt trogvé ; et 8i 'on appelle ces sorts ;‘;}%.“, ’

Kl ¢ . ‘
Y 7T s OB trouvera, par Ja proposition I,
P'attente de
P §9 - abbef-bee X1-bbo--abce X 0-¢* xp__*f:‘ .

A}

phcbee X8 Fabbetabce XOF¢? Xommmmemms
B== - s ﬂ: »
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beeX 159 Fabbet abecxot-c* Xt
C—:c +-b34-3bbet-abecxotc P

de sorte que si l'on supprime le dénominateur

' ’ . licati Pttt
commun et qu'on fasse la multiplication par ==,

on trouvera que les sorts de 4, B, C sont respecti-
vement comme

P¥albctbc ) iy .
Bophe px EEE s
» h‘c + &

Cela entendu, revenons & la solution de notre pro=
bléme, et supposons qu'il reste & chacun des joueurs
deux jetons noirs. Alors les lettres b et ¢ vaudront 4
et2, auxquels on pourra substituer les plus petits nonr~
bres dans le méme rapport , savoir, 2 et 1; et comme
dans le cas précédent, oa il ne restait & chacun des
joueurs qu'un jeton noir, la raison des sorts que nous
indiquons par les lettres p, s, t, a été exprimée par
les nombres 101, 20, 4, dont la somme , p4-s+t=125,
il est aisé de trouver, par la formule ci-dessus, les
nombres 2351, 770,254, qui désignent la raison des
sorts des trois joueurs dans le cas présent. '

De méme si I'on suppose qu'il reste & chacan des
jJoueurs trois jetons noirs , auquel cas les lettres b et ¢
valent 4 et 3, et les lettres p, s, ¢ les nombres méme
gu’on vient'de déterminer, savoir, 235r, 770, 254,
on trouvera, pour exprimer la raison des sorts, les
nombres 26851, 11270, 4754.

S’il reste 4 chacun 4 jetons noirs , de sorte que fes
valeurs des lettres b et ¢ soient 4et 4, ou, en moin~
dres termes, 1 et 1, les sorts se trouveront étre resr

Ma
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peclivement comme les nombres 198351 » 97020 ,
47629. |
S'il reste & chacun 5 jetons noirs , c'est-a-dire , si
b et cvalent 4 e¢ 5, on ala ralson des sorts dans
les nombres 1087407 , 590940 322029 , ou , en divi-
sant par g, dans les nombres 120825 65660, 35781.

S'il reste & chacun 6 jetons noirs et qu’ainsi les
valeurs des lettres b et ¢ soient 4 et 6, ou 2 et 3,
les sorts respectifs seront dans la raison des nombres
532423, 312620, 185957

§'il reste encore 4 chacun 7 jetons noirs, de sorte
que les valeurs des lettres b et ¢ soient 4 &t 7, les
sorts seront comme les nombres 1984423 , 1256620,
771957.

Enfin, si le tirage nlest pas encore commencé et
que tous les jetons noirs.soient encore dans les urnes,
qu'ainsi les valeurs des lettres b et ¢ soient 4 et 8,
ou 1et2, ce qui est le cas proposé, pour lequel 11
nous a fallu d’abord expédier tous les précédens ,
nous trouvons que la -raison cherchée des sorts des
trois joueurs 4, B, C est désignée par les nombrcs
6476548, 4231570, 2768457

Le lecteur peut, s'il le juge 3 propos, faire I'ap-
Plication de notre méthode ordinaire 3 cette hy pothége:
nous ne croyons pas devoir nous y arréter.
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PROBLEME III,

“.

A parie avec B que sur 40 cartes & jouer ', ‘10 de
chaque g¢spéce ou couleur , il en tirera 4, telles quil
y en ait une de chaque espéce. Et il se trouve que le
sort de A est au sort de B, comme t0oo @ 8:39.

Solution. Supposez d’abord que A ait déjd" tiré 3
cartes de trois différentes couleurs , il en restera 9.
de chacune de ces couleurs, 27 des trois ensemble , -
¢t 10de la quatriéme: Ainsi, il est constant qu'en tirant
la quatri¢me carte, A aura 27 cas pour perdre et
10 pour gagner , ce'qui lui vaudra {3 du dépot.

upposez ensuite que A4 ait tiré 2 cartes de cou-
leurs différentes, il en restera 18 de ces deux couleurs
et 20 des deux autres. Donc, en passant au troisiéme
tirage , il a 18 cas pour perdre et 20 pour avoir 3
cartes de trois différentes couleurs, c’est-a-dire , pour
avoir le sort précédent, i3, ce qui lui donne pour

sort actuel 23, .

Supposez en troisiéme lieu que A ait tiré une carte
sculement : il en restera g de la couleur de cette
carte et 30 des trois autres; et partant A4, en tirant
la secondecsrte ,a g cas pour perdre, et 30 cas peur
avoir une carte d’'une autre couleur , Clest-2@-dire ,
pour acquérir le sart qu'on.vient de trouver, ;T3 »
ce qui Ini vaut 3333, L

Si A n’a encore tiré aucune carte,son sort, Jors-

9 . . A 4
qu'il va tirer la premiére , est le mémg qugle pré-
oédent , et continue d’étre 3333, puisque la totalité
des 40 cas le met nécessairement dans I'état qus

~



/ .
94 L'ARrRT
suppose I'hypothése précédente. Le sort de son ad-
versaire est donc §+i: , et le sort de 4 est au sort
de B, comme icoo & 8139 , ainsi que l'auteur 'z
trouvé, o
Le méme probléme peut encore se résoudre au-
trement par les principes des combinaisons, comme
- nous le ferons voir dans la III°, partie , aprés avoir
exposé- cette théorie. :

PROBLEME IV

G130
3/
\
a

A prend douze jetons , 4 blancs et 8 noirs , comme
ci-dessus , et il parie avec B que , les yeux voilés ,
il en tirera 7 , dont trois seront blancs. On demande
" quel est le rapport du sort de A au sort de B.

Nous sommes forcés de renvoyer encore ce probléme

'd la III*. partie de cet ouvrage, parce qu’'il ne parait

gas qu’on puisse le résoudre sans connaitre la théorie
des combinaisons.

v PROBLEME V-

A et B prennent chacun 12 écus et jouent avec trois dés
' aux conditions suivantes : s’il vient tr: ‘points , A
donnera un écu & B; mais il en vient 14, B don-
nera un écu o A; et celui qui le premier aura réuni
tous les écus gagnera la partie. Il se trouve que le sors.
~de A est au sort de B 244140625 . 282429536481

Solution. B faut considérer d’abord que trois dés
offrent 216 combinaisons , parmi lesquelles il- y en-
8 15 de 14 points et 27 de 11 ; qu'ainsi le joueur 4
‘2 15 cas pour recevoir un écu du joueur B, tandis
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que celui-ci en a 27 pour recevoir un écu de son
adversaire , et qu'il reste 174 cas ou chacun des
.deux conserve le méme nombre d’écus, €t se trouve
par conséquent au méme état qu'avant le jet. ‘

Il faut observer ensuite que, par le coroll. 4 de
la proposition III , on peut faire abstraction de ces 174
cas inutiles , oy le sort de chaque joueur reste le
méme , comme si les trois dés n'offraient que 42
combinaisons , dans 15 desquelles A diit recevoir un
£cu, B le recevant dans les 27 autres.

Il faut considérer en troisiéme lieu qu’anx nombreg
de cas 42, 15 et'27 qui ne sont pas premiers entre
eux , on peut substituer les plus petits nombres dans
le méme rapport , savoir, 14 , 5 et g auxquels nous
snbstituerons méme , pour rendre la solution plus
générale , les lettres a, b et .

Cela posé, je procéde a3 la résolution de la question
Fmposée en cherchant par ordre quels aurajent été
es sorts respectifs des joueurs , s'ils eussent eu chacun
un écu, puis s'ils en eussent en chacun deux, ensuite

“chacug trois , quatre , etc, , jusqu'a ce qu'on découvre
ce quils ont droit d'attendre dansle cas présent pu
ils sont supposés en avoir chacun donze, ,

Si chacun des joueurs a un écu , il est elair que
Jeurs sorts sont dans la raison de b & c.

8’ils ont chacun deux écus, I'effet du premier:jet
sera ou que le joueur A posséde trois écus, ou qu'il
ne lui en reste qu'un, S’iFen posséde trofis , il a' b
cas pour avoir tous les quatre écus , c'est-a-dive.,:
pour gagner la partie et obtenir le dépot.z et ¢
cas pour en avoir deux de reste , ou pfiur avoir.le,
sort qui lui appartenait d’abord , et que j’appelle 5.

ce qui, par conséquent , Jui vaut ﬂ;ﬂ . 81 n'g. plug
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qu'un écu, il a b cas pour en avoir deux ou pour
le sort z, et ¢ cas pour perdre la partie, ce qqui vaut

5‘—{, Mais aussi il y a b cas pour que A4 ait trois écus

aprés le premier jet , et ¢ cas pour qu'il n'en ait
plus qu'un. Donc , au commencement , il y a b cas
qui lui donnent b—f'—;“et ¢ cas qui lui donnent i;i‘,ce

. oo Bbdabx  p:o s bbab: Y o I
qui produit —i;;—{ - Ainsi 2 = —-'—l;a—{ Uy = ———r =
i‘-’:-f?c set il reste au joueur B bT—:-fE , de maniére qqe
leurs sorts sont dans la raison de bb d cc.

Si 4 et B ont chacun trois écus , il arrivera aw
premier jet , ou que A se voye en possession de qua-
tre écus, ou qu’il n’en ait plus que deux. Soient x
et y ses attentes dans. ces deux états. S’il se trouve
avoir quatre écus, alors., ou il recevra le premier
deux écus de B, ce qui lui fera gagner la partie,
ou B en recevra deux de lui, et alors 4 n'aura plus:
que deux écus ; mais 4 a bb cas et Ben a cc pour
acquérir le premier deux écus de son @ver-
saire , comme on peut s’en convaincre en rapprochant
ce qui vient d’étre démontré de la note I sur la pro-
position XI. Ainsi 4 a bb cas pour 1 et cc cas pour

¥ ,.ce qui.vaut 2. et comme nous avons appelé

bbt-cc ?
.y bbbty _bbx+-cep—bb
& ce meéme sort , on.aura =510 y.-——T-—
De méme lorsqu'il ne reste plus & ~ que deux écus,
il a db cas pour en recevoir deux autres , c'est-3-
dire ,pour obtenir le sort x,et cc cas pour perdre.
les deux: siens et cn- méme temps tout le dépot ; ce

sove . bex | i et 2 avoi
quk-‘Jui vaut i St comme il est supposé avoir
alors
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alors y, on aura y=y5 =, Mais on a’ aussi trouvé

+c
. * bbx+cex—bb bbxtcex—bb __ bbx
précédemment y=—"—-. Donc —
_ . . b4A4-bbec bbx N b4
d’ou l'on tire ==z, Donc y (—bb+cc)—bé+bbcc+c4'

Cette opération terminée , il faut en venir a Iétat
de la question, et observer que les joucurs ayant
chacun trois écus, il peut arriver en b cas qu'aprecs
le premier jet A4 ait quatre écus , c'est-d-dire , le
bbb
bey-bbecf-c4

sort x, ou ,et en ccas qu’il lui reste deux

écus, ou qu’il ait le sort y, ou - Donc son

b
b+ Fbbcetc*
B 4-bc4bec . cduit & &
attente vaut g5y qui se réduit a 5

aprés la division par bb+bc+cc. Et il reste 3 B ,,——;icz ’

de sorte que dans I'hypothése présente les sorts des
joueurs sont dans la raison de &* 3 .

Puis donc que les sorts de A et de B se trouvent
étre comme les mombres b et ¢ lorsqu’ils ont chacun
un écu; cornme les quarrés de ces mombres , lors-
qu’ils en ont chacin deux ; comme leurs cubes, lors-
qu’ils en ont chacun trois ; nous en concluons par
induction gue, qucl que soit le nombre des écus de
chacun , leurs sorts seront toujours comme les puis-
sances de bet de ¢, ayant un exposant égal au nom-
bre des écus de chacun , et qu’ainsi dans I’exemple
proposé parx I'auteur, ou il suppo-e chacun des joueurs
muni de 12 écus , leurs sqrts respectifs sont comme
b'* etc'*, ou, en resubstituant & b et ¢ les nombres
5 et g, comme 244140625 & 282429536481 , ainsi
que l'a trouvé l'auteur. C'est ce qu'on peut encore

‘. . N
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découvrir , sans calcul , de la maniére suivante : A
ayant tous les écus, excepté un, a b cas ou chances
pour .vaincre B; et B ayant tous les écus, excepté
un, a_¢ chances pour vaincre A4 : ensuite A4 ayant
tous les dcus , excepté deux , a b chances pour les
avoir tous , excepté un, c’est-a-dire , pour avoir les
¢ chances précédentes, et par conséquent il a b fois
b chances , ou bb chances pour vaincre B;et B ayant
tous les écus, excepté deux, a, par la méme raison,
cc chances” pour vaincre A. Ainsi, & raison de cha-
cun des écus qui manquent aux joueurs pour gagner
la partie , il y a b chances pour 4 et ¢ chances
pour B, qui les reportent aux chances précédentes.
Donc , puisqu’au commencement du jeu chacun a
12 ¢écus, ct par conséquent 12 écus de moins qu'il
n'cn faut pour gagner le pari , les nombres.b et'c,
élevés a'la puissance 12, donneront la raison des sorts,
cgmme on I'a trouvé précédemment.

Que ¢’il se trouve quelqu'un & qui ce raisonne-
ment ne paraisse pas assez évident , ou qui n’ait pas
assez de confiance dans -cette induction , il pourra
achever le calcul et I'abréger par un procédé sem-
blable & celui que l'auteur a suivi dans la propo-
sition XI , en passant aussitét de trois & six écus,
etde 14 & 12 , sans s'occuper des cas intermédiaires.
C'est ce qu'on peut faire , méme sans se livrer a
aucun nouveau calcul ; car celui que nous avons
appliqué précédemment d I'hypothése de deux écus
par chaque joueur , est encore valable, si nous sup-
posons qu’au liea d'un écu chaque joueur en ait un
nombre quelconque n , et aulieu de deux, 2n , pourvu
qu'aux nombres de cas b et ¢ , ou I'un ou lautre
des joueurs gagne ou perd un écu, nous substituions
aussi les nombres des cas ou il peut gagner ou per-
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dre ces n écus. Et I'on peut en conclure légitime-
ment que les sorts des joueurs , ayant chacun 2n
écus , sont toujours comme les quarrés de ceux qui
se trouvent leur appartenir lorsque le nombre d’écus
de chacun est n. Ainsi, comme les sorts des joucurs
ayant chacun trois écus, ont été trouvés étre dans
la raison de b* & ¢?, ils seront dans celle de &° &
¢’ dans le cas de six écus , et partant dans celle de
b* & ¢'* dans le cas de 12 écus , comme nous l'avons
conclu par induction.

On voit donc clairement quels sont les sorts des
joueurs lorsqu'ils ont le méme nombre d’écus; mais
on n’a encore rien de déterminé sur ceux qu’ils ac-
quiérent dans le cours du jeu, lorsqu’il est ¢chu a
I'un plus et & I'autre moins d’écus. Cependant il y
a pour cela une régle générale; car si'l’on appelle
m le nombre des écus de 4 , et n le nombre des
écus de B, je trouve que le sort de A sera toujours
au sort de B comme m & n, si b et ¢ sont égaux;

et comme b7 ¢m—bmtn & cmtr—bn cm | si ¢ excéde b

. ’ . L s \ . )
Mais comme la démonstration de cette régle exige
un calcul trop laborieux, je I'abandonne & la saga-
cité du lecteur; et,sans m’arréter davantage, je

passe & la seconde partie de mon ouvrage.
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ET ADDITIONS.
‘§. L .

Fordemenr. 8¢ la tfe/ottb.

L *AvTEYR fonde toute sa théorle sur cette maxime ; savolr ; que , dang
des jeux de hasard, la valeur du som qu de Pattente dg chaque Jouewr o gt préciséa
ment ¢e qu'il faudrais qu'll oit pour parvenir da mouveau , en jouant @ jex égal, 4
un sort ou 8 unc arenn semblably 3 Cestdodire, que l'attente de chaque joueur
vaut précis¢ment le priy pour lequel il pourrait acheter justement une at-
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tente pareille : ce qui est évident. Mais ce prix est égal 2 ce quil serait

- tenu de déposer 4 un jeu quelconque , dont les conditions seraient justes ,
pour avoir i ce jeu la méme attente : car, comme lobserve Paschal, ce que
les joueurs ont mis au jeuw ne leur appartient plus ; ils ont recu en revanche le droie
Qarttendre ce que le hasard peut leur donner, sutvant les conditions dont ils sont con-
venus d'abord, La maxime fondamentale est donc que le sort de chaque joueur
est égal a la mise pour laquelle il pourrait justement acquérir , 3 un jeu
quelconque, un sort pareil

6. IL

- Sur la maniére de démontrer la proposition I.

Le principe de l'auteur est que le sort de celui qui attend « ou 5, avec
1a méme probabilité , est égal 2 la mise pour laquelle il pourrait prétendre
ce méme sort a des conditions justes, Il imagine donc un jeu, dont les con-
ditions sont justes, oli, pour Ia mise x, on a droit d'atrendre 4 ou ‘4, avec
la méme probabilité, et d’aprés ces conditions , il détermine la valeur de .

L’illustre commentateur de Huyghens observe que ce raisonnement n'est
pas assez & la portée de tout le monde, et il y en substitue un autre, en
partant de ce principe , que chacun doit attendre , ou est censé artendre ce
qu'il ne pourra manquer d’obtenir, Mais la conséquence ne parait point conforme

.. . . . at-b .
au principe ; car le sort du joueur dont il s'agit , est —}-—- , et ce qu'il ne

pourra manquer d’'obtenir, est ¢ ou b. Or, soit qu’il obtieanc « , soit qu'il
. . . atb . .

obtienne &, il aura plus ou moins d ——‘-:'—- » @ moins que a n'gale 4. Le

principe dont il s'agit maintemant, est donc que deux ou plusieurs joueurs

doivent attendre en commun ce qulils ne peuvent manquer d’avoir ensemble :

mais cette définition, a peu prés identique, n’a pas besoin d'étre énoncée,
Remarquez que ce principe ne remplace pas celui de l'auteur , et que la

solution le suppose. Bernoulli démontre que si jattends 2 ou b , avec la

oy . . . a-t-b
méme probabilité,, & un jeu qu'il détermine , mon attente vaut -: ; etce

. ' » . .. ) .
quil faut demontrer et en conclure, c’est que si j'attends d’une maniére quel-
est a4-b
2

conque 2 ou b avec la méme probabilité , mon attente . La con-

séquence se démontre par le principe de Huyghens,
Q’est i Paschal que l'on doit linvention de la régle, Voici en substance
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comment il 'a démontrée: Supposez ‘qu'avec autant de chances pour gagner que
pour perdre, A, jouant avec B, doive avoir 2 en cas de gain , et 5 en
cas de perce’, et soit a=b-+-c, A aura,par 1‘hypothése » b4c ou &;il aura
donc infailliblement & 1l en sera de méme de son adversaire. Il reste cy
a quoi A4 et B ont le méme droit, puisque A a autant de chances pour avoir

¢, que pour le laisser 3 B, et réciproquement, 4 a donc de plus' fi .z donc

a+b o

son sort est 6+£— » dcausede c —=a—bh

Pour en cenclurs que si j'attends d'une maniére quelconque « ou &, dont
Pun puisse m'échoir avec la méme facilité que l'autre , mon sort est aussi

a+b
2

. . . . C adb .
, Pauteur ajouterait : puisque le sort du joueur A est —;—t— »samise

doit étre aussi tl‘_l’ , si les conditlons sont justes-: donc pour la mise ‘-’%6-

je puis avoir , comme 4, le droit d'attendre 4 ou &, avec la méme pro-
babilité. Donc, lorsque j'attends d’une maniére quelconque 2 ou 4, doat 'un

s . b
peut m’échoir avec la méme facilitt que l'autre , mon sort est —_-*-'—

Mais ce raisonnement est beaucoup trop compliqué ;’ car il est d'une évtdence
. immédiate que si j'attends a ou b avec la méme probabilité , mon sort estle
méme que celui dun joueur qui aurait la méme attente.

La régle peut donc se démontrer plus simplement , comme il suit : S

Lorsque je dois avoir & ou & avec autant de chances pour lun que pour
'autre, mon sort est le méme que celui de I'un ou de l'autre de deux joueurs
dont chacun attendrait 2 ou 4 de la méme maniére que moi. Les sorts de
ces deux joueurs seraient égaux et ils attendraient ensemble a4, Le sort de
chacun serait donc 5-1'—5. Donc mon sort est a;:b—..

On peut encore la démontrer ainsj : :

Lorsque j'attends 2 ou b avec.la méme probabilité , il est clair quavant
Pévénement je n'ai pas de raison pour préférer ce que jaurai i ce que je
laisserai, puisque jai la méme facilité pour avoir ou pour laisser le meilleur ,
soit & ,soit . Ce que j'aurai vaut donc.alors pour moi ce que je laisserai, Mon
sort cst donc la moitié de ce que j'aurai et de.ce que je laisserai, cest-&g
dire, la moiti¢ de a5, ) .o -
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Diémonstrations diverses de la proposition I1.

Cette proposition peut encore se démontrer 4 la mani¢re de Paschal.

Supposez que 4 jouant avec B et C doive avoit 2, b ou ¢ qui puissent
échoir & chacun avec la n&me facilité, et soient a=b-}-r, et b=c+4s. Chacun
des joueurs attendra c4-r4-s, c4-s et ¢ avec une égale probabilité, et aura ine #
failliblement ¢. Il reste r4s et s. llsvont le méme droit & r , puisqu’il n’y a
pas de raison pour que r échée & Pun plutdt qu'a l'autre. Chacun a donc en-
core } r; et comme il y a deux fois. s contre une fois, chacun aura de plus
- dans s une quotité double de celle qu'il a dans r, c’est-d-dire , ; s, Le sort de cha-

cun des joueurs est donc ¢4~ r+as = ctrtstachs = a+’é+' = atctste

3 3 3 3
‘+:+c . Or, si jattends «, 5 ou ¢ d'une manitre quelconque avee une

égale probabilitt , mon sort est égal & celui de chacun deces jeueurs.
Donc , etc.

La méme proposition se démontre plus aisément et plus généralement de
chacune des trois maniéres suivantes, ) L
1. Si je dois avoir I'un des nlots 2, b, ¢, ..:: ou », indistinctement et awr

hasard , je n'ai pas de raison pour faire , avant Pépreuve , plus ou moins de
cas de celui que j'aurai que d’aucun de ceux que je laisserai , puisque jai la
méme facilit¢ pour avoir ou laisser chacun de ces lots, sans savoir lequel
m¢cherra, Les » lots sont donc égaux pour moi avant Pévénement. Donc ,
puisque je n'en aurai qu'un, mon sort est-‘-—"-sif';"—'lii.
2. Avec l'expectative dont il sagit , mon sort est le méme que si 4, §,
cesoet u étant cachés & mes yeux, j'avais § tirer une fois entre ces » lots.
Mais si j'avais i tirer n fois au lieu d'une, les n tirages seraient égaux pour
moi avant d'étre effectués ; car je pourrais avoir soit 2, soitd, soit c..s.s
$oit x ,au premier tirage , avec la méme facilit¢ qu'au second , qu'au troisiéme,
etc, , puisqu'il n'y a pas de raison pour que l'un de ces n lots sorte plutdr
que Tautre , soit au premier , soitau second... soit au n°. tirage. Or'les =
tirages me donneraient ensemble a-4-b-4-ciq.. 44, Donc un seul me vaudraic

a———————-—+b+c;' - +", Donc , etc,

3. Avec®
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3. Avec la méme expectative, je suis au méme état que si je jouais avec
n—1 autres joueurs et que chacun de nous diit avoire, b, c.... ou u avec
la_ méme probabilité. Nos n sorts séraient égaux ,et nous aurions ensemble

ad-btc. oo« 4 Donc chacun de nous aurait droit d'attendre ﬁﬁ—%—iﬁ

On voit donc que si fattends Pune de plusieurs choses avec la méme probabilisé ,
Cest-d-dire , avec autant de chances pour Pune que pour Lautre, ou, ce qui est equi-
valent , avec une chanse pous chacune, mon sort est égal au quotient de la somme de
ces choses divisée par leur nombre , ou , si Pon suppose une chance pour chacune, par
de nombre des chances.. 4 .

§. 1V,
‘ . O ls IIF, propositien se déduit de la II;

La troisi*me proposition est une conséquence évidente Te la seconde, prise
généralement :car si jai une chance pour ¢, une powt c....,une pouru; de
plus une pour 5, une pour d...., une pour v, et que le nombre des choses .
pour chacune desquelles j’ai une chance soit n , qui sera aussi le nombre des

atc.o .. Futb4d. .. v
[

chances , mon sort est

; car jattends @, coeovy uy b,

d.... v avec la méme probabilité, Soient maintenant a—c¢=...s, au nombre
de p et b—=d=....v au nombre de ¢. Jaurai p chances pour a, et ¢ chan-
ces pour b; on aura a+-c....+u=pa, b-+d... +v=gb, et n==p+q. Ces valeurs
¢tant substituées dans la formule, je trouverai pour la valeur de mon sort
patgb
P’
On démontrera de méme que si j’ai p chances pour 4, ¢ chances pour
pat-gbtre '
T ptetr

b, et r chances pour ¢ , mon sort sera etc.

En effet , si j’ai p chances pour 4 , et ¢ chances pour b , j'ai autant de
fois une chance poura qu'il y a d'unités dans p , et autant de fois une
chance pourd qu'il y a d'unités dans g; la somme des choses pour chacurde
desquelles j'ai une chance est donc pat4b, et le  nombrede ces chances
est p+4¢: donc , par la régle déduite & la fin du § précédent , mon sort

patgb |
et

De méme, si j'ai p chances pour a, ¢ chances pour &, et . .: . r chan.
ces pour c, la somme des choses pour chacune desquelles j'ai une chance

o
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est patgbii.rc, le nombre des chances érant p+-g.ii4-r. Donc mon

sprt est

5. V.

1. Solution ginérale du problime des propositions IV & V.

2. Si, dans les joux de hasard , il fast avoir igard cux évémemens qui om
précéde, : .

3. Détermingtion des enjeux pour les attentes respectives.

1. On suppose que deux joueurs A et B,ayant chacun une chance pour

réussir 4 chaque épreuve , soient convenus que I'argent du jeu, ou le dépoe
que nous ferons toujours = 1, appartiendra & celui qui le premier aura réussi
un nombre . donné de fois, ou, en dautres termes, qui le premier aura ga°
gné un nombre &nné de points ou de jeux; et que la partie étant déja
commencée, il y.ait un ou plusieurs jeux de gagnés par l'un des joueurs,
ou de part et dauwre. }l ¢'agit de déterminer les sorts respectifs.
" L’auteur , aprés avoir établi que la question doit se résoudre.par la consi-
dération des jeux qui manquent i chacun des joueurs pour compléter le
nombre prescrit, la résout ,dans les propositions et 11, pour les cas ou it
manque un jeu @ A, et 2 ou 3 A B, Il est facile de continuer le calcul, et
de voir quels seraient les sorts respestifs si les jeux manquans 3 4 et 3 B
étgient 1 et 4,1 §..,0u1etm

En eftet , supposens qu'il manque un jeu & 4.

§'il en manque 1 4 B, le sort de 4 est évidemment ;;

Sil en manque 2 ¥ B, l'autre a une chance pour avoir le dépdt 1, et une
pour que les jeux respectivement manquans soient 1 et 1 , Ou, pour avoir
241 .

2* )

S'il en manque 3 4 B, le premier a une chance pour avoir 1 , et une

‘chance -pour .que les jeux manquans soient 1 et 2, comme dams la suppo-

. e 1 o141 . d xdf
L, ce qui lui vaut 2 ==

—

2+t
‘s . 14—
sition précédente , ce qui vaut a3 4 +5 _2'tatr
: a = 2l
S'il en manque 43 B, son adversaire a une chance pour 1, et une chance
pour que les jeux manquans soient I et 3, ce qui lui donne pour sort
2%+241

14 "7 2lfatdadr
: = =3
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En général, s'il en manque m 2 B , il est visible que le sort de A4 est
i i AT ‘

m

=2, 42 Fat Fat progression géométri-

que dont le quotient est 2
LI e |

2,27l =2 M — =

amT am

, et dont par conséquent la somme est

. Donc le sort de B est 1 — (1—;'"—) -

a2m*

Clest ce qu'on aurait pu reconnaitre 3 Iinspection seule des fractions
.3¥s 55 3, etc., qui expriment le sort de 4, pour les jeux manquans 1 et

2,1et 3, 1 et 4, etc., et qui ont constamment pour dénominateur le nom-
bre 2 élevé i la puissance indiquée par le nombre des jeux qui manquent
3 B, et pour numérateur ce dénominateur méme diminué de P'unité,

a. Nous avons dit que dans ce calcul on considére les jeux qui manquent
de part et d'autre : de sorte que si la partie est en 3 jeux et que A en
ait gagné 2 e B 1, ou si elle est en 4 jeux et que A en ait gagné et
B 2, ou en 20 jeux et que 4 en ait gagné 19 et B 18, le sort de 4
est toujours le méme , parce que dans tous ces cas il manque un jeu a A
tandis qu'il en manque deux a B.

Onn'a donc égard aux jeux précédemment gagnés, que pour déterminer
les nombres de ceux qui manquent encore : ce qui suppose que la fortune
du jeu n'est pas mieux disposée,pour l'avenir , envers ceux i qui elle a
été le plus avantageuse , qu'envers ceux & qui elle a été le plus contraire .
quoiqu'il y ait beaucoup de gens qui croient 4 ce qu'on appelle vulgairement
Ie bonheur des joueurs , oud la prédilection du sort , d'aprés quelques événemens
favorables. Bernoulli tourne cette opinion en ridicule ; mais un géometre
célebre a tiché, il y a quelques années , d'accréditer I'opinion contraire, et
de prouver qu'il fautavoir égard aux coups précédens , non parce que le sort
du joueur 2 qui ils ont été favorables devient plus avantageux pour le coup
suivant , mais parce qu’il le devient moins, comme si I'on pouvait supposer
dans lés dés , par exemple, une répugnance occulted présenter plusieurs fois

“de suite la méme face, Cette erfeur est moins naturelle que l'autre ; car ,

- comme les instrumens du sort ,tels que les dés , ne sont jamais parfaits , il
est probable que si un joueur améne souvent la méme face , c'est parce
quelle est plus facile 3 amener.

Dans P'un ou I'amtre de ces systémes, si A4 pariait [ nimporte dans quel
rapport ] de gagner un jeu avant que B en elit gagné quatre , son sort ne
serait pas le méme que siayant pari¢ de gagner quatre jeuxavant B, ilen eit -

" déja gagné trois et B aucun ; quoique dans ce dernier cas, comme dansle
premier , il s’agit de gagner un jeu avant que B en eiit gagné quatre: car
: " Oz
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A et B commengant & jouer dans la premiére hypothése , il n'y aurait pas
lieu de présumer que la fortune du jeu ditt incliner pour ou contre I'un ou
Pautre ; mais A4 ayant d¢ji gagné trois jeux et B aucun dans la seconde, A
aurait plus d'espoir que dans la premitre, s'il fallait croire au systéme de la
prédilection du sort; et il en aurait moins, si les succésprécédens rendaient
moins probables les succés suivans, -

Ce ne serait pas non plus la méme chose de parier d'amener deux fois le
six avec deux dés en.un seul jet , ou de I'amener deux fois en deux jets
avec un seul dé: car,si 'un des deux dés devait présenter le six, ce hasard
A’en serait ni plus ni moins probable de la part de l'autre; mais si le méme
dé présentait le six au premier jet, il inclinerait, dans le premier systéme,
A présenter la méme face au jet suivant pour favoriser son protégé , et il
en ferait difficulté dans le second , pour ne pas se répéter,

Ces systémes,anéantiraient toute la théorie des probabilités , puisqu'il serait
impossible d’apprécier svit la prédilecrion du sort pour un des ‘joueurs , soit
sa.répugnance i donner plusieurs fois de suite les méme résultats.

3. Quand on connait le sort d'un joueur , il est facile de déterminer sa
mise , et le rapport de son enjeu i celui de son adversaire ,ou 3 ceux des
autres joueurs collectivement. Bernoulli fait voir que celui qui a trois cas
pour gagner,etun cas pour perdre, ou qui attend les trois quarts de I'argent
du jeu , tandis que son antagoniste n'en attend que le quart, doit déposer
trois contre un: ce qulil démontre assez péniblement de deux maniéres ,
dont la seconde est difficile 4 entendre. On peut remplacer celle-ci par la
suivante : celui qui a trois cas pour gagner et un cas pour perdre , est au
méme état que s'il avait trois coups 4 jouer contre un & chances égales: or,
dans cette hypothése , il devrait déposer autant pour chaque coup, que son
adversaire pour le sien. Donc, etc, Mais il ne faut pas d'autre démonstration
.que ce principe évident , savoir , que la mise doit etre égale 2la valeur du sort,
car elle en est le juste prix , sans quoi les conditions du jeu ne seraient pas
justes,

En général, celui qui attend -i— doit déposer b contre a—b ; car le sort

. . . . b
de son adversaire [ ou des autres joueurs pris collectivement] est y— o=

a—b . . . b &b
- Les mises respectives doivent donc étre S et —— et,par cons¢-

quent dams le rapport de b 4 a—b.
Celui qui a b chances pour gagner et a—b pour perdre, a pour sert
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1—b. e
. b !;-I'—-:—bﬁ_o_ = é 3 et celui qui a a—& chances pour gagner et & pour

perdre , a pour sort “—j' ;_-::: °= 4:1' « La pan dun joueur dans

Pargent du jeu , et , par conséquent , sa mise , est donc & largent du jeu comms
le nombre des chances qui lui sont favorables est ¢ la totalité des chances ; et les
mises des joueurs sont cntre elles comme leurs chances favorables,

§ VI

Oi lon généralise les propositions V1 et VII,

Dans ces deux propositions, I'auteur suppose qu'il manque deux jeux a 4;
il démontre, dansla VI, que le sort de A est 3} 4, lorsqu’il en manque
32 B; er dans la VII%, que le sort du méme joueur est 13, lorsqu'il en
manque quatre a son adversaire,

Nous pouvons aller plus loin, et trouver Pexpression du sort de A, lors-
quil lui manque deux jeux; quel que soit le nombre de ceux qui man
quent 3 B,

Supposons; en effet, qu'il manque constamment deyx jeux & A.

S'il en manque 1 A B, le sort de B est ¥, comme on I'a vu, et partant,
le sort de A esti; '

S'il en manque a 4 B, le sort de A est évidemment %; .

$'il en manque. 3 3 B, J'auteur démontre que le sort de A4 est 1+

Sl en manque 4 A B, l'auteur démontre que le sort de A4 est 3=3%;

Sil en manque 5 3 B, il y a une chance pour que les jeux manquans i A

et 4 B, soient 1 et §, ce qui vaudrait 3 4 }3-, et une chance pour quils

soient a et 4, ce quilui vaudrait }%-: le sortde 4 est donc ’J-z—'ié =37

4 64°
Et ainsi de suite,

Si donc il manque 1,2, 3, 4, §::::m jeux 3 B,

Y

. L. x
le sort de A est. .o s 3, 3, 355 35, 200 ¢ T

Ou l'on voit que le démominateur du sort de A4, est toujours la puissance du
nombre 2 , qui est indiquée par le nombre des jeux qui manquent 2 B,
plus un.

Soient x le numérateur de ce sort, et m le nombre des’ jeux qui mans

®|

quent B: le sort de A sera ;;,x—,;.
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t | Les différences des dénominateurs et des numérateurssont § ; 45 § ; 6, 7. & 3
ami—x , au nombre de m, en progression arithmétique, dont la différence
est 1; de sorte qu'on a am4i1—x=3~(m—1).1=m+-2 ; doul'ontire x—2m+1

=(m+-2). Lesort de A4 est donc amtiAmta) : cequidonne pour le sort de

amt1
2"'+'—(m+z) m+z
B = —F 2m+l 2-{-:

6. VIL
Construction de la table pour deux joueurss

On a'vu au § V que s'il manque un jeu 2 4 et m 4 B, le sort de A

. a%—x e I |
est = = -7, e par con-

: d'ou il suit que le sort de B est,z —

sequent que le sort de A est —'—, ¢'il lui manque m jeux, et qu'il en manque

123 B

11 est donc facile de construire une table qui fasse connaitre le sort de 4,
lorsqu’il lui manque un jeu, quel que soit le nombre des jeux qui manquent
3 B, et lorsqu'il manque un jeu 3 B, quel que soit le nombre de ceux qui
manquent i A,

s 4 etc

Telle est la table ci-contre , wa } 3 B 1 2
qu'on peut continuer i volonté, mang's ] a2
avec la plus grande facilité, oy i
Pon voit que s’il manque un jeu & »
A,etr,2,3,4,etc.aB,lesort '
deAdest,,{, ;%) etc et que -
sil manqueun jeua B, et1, 2,
3s4, etc.a 4, le sortde ce der- . »
nierest { , 5,5, %, etc.jcarly
premiére de ces deux suites de
fractions se trouve dans les cases 1 4 1, 122, 13§, 1dg4,ectlase-
conde, dans les cases 1 2 1, 24 1, 3 4 1,42 1,etc.: le premier nombre
marquant les jeux qui manquent % A4, et le second, ceux qui manguent
a4 B

-~

etc,

7
T

LY

I- I -l =

y_4mmol np suog

etc.

P
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Maintenant, il est' ais¢ de trouver le sort de 4 pour les autres cas, ou de
remplir les cases vacantes; car il ne s'agit que de prendre la moitié¢ des deux .

fractions prochaines , en dessus et Jeux } A B 1 2 3 4 etc.
i coOté. Ainsi, pour remplir la case’ a7’ N . s | 2]
oy . : i | 5| 7| |etce
2 4 2, jlajoute la fraction de la "l —_— —_—
. . 5]
case supérieure 1 a 2 Acellede N EREIERES
la case latérale 2 3 1, clest-i- 8
dire , 4%, et je prends lamoiti¢ wig] ¥ e |5 | & e
de la somme $#: Cest la fraction S el p
T £ ) 4
de la case 2 i 2.De méme, pour N I Bl el
. i . A —_— J—
avoir lafraction de la casea a3, e
e . & etc. | etc. | etc.| etc. | etc,
jajoute la fraction de la case 1 o

a4 3 4 celle dela case 2 2 2, et j'en prends la moitié, et ainsi de suite,
La raison en est manifeste; car si, par exemple, il manque deux jeux & 4
et trois 3 B, 4 aune chance pout] que les jeux respectivement manquans
soient 1 et 3, auquel cas son sort est 7, et une chance pour quils soient
2 et 2, auquel cas son sort est 4: ainsi, les jeux manquans étant 2 et 3 ,
A 2 une chance pour 7, et une chance pour §; ce qui lui vaut § (343%)
=i

En général , si les jeux manquans 3 A et B sont n et m, il est clair que
A a une chance pour quils soient n—1 et m, et une chance pour qu’ils
soient n et m—t. Si donc le sort de A4 est s lorsque les jeux respectivement
manquans sont n—1 et m , et ¢ lorsqu'ils sont » et m—1 , 4 a une chance
pour s et une chance pour ¢ lorsque les jeux respectivement manquans sont

- s+t
n et m; ce qui lui vaut e

6. VIIT,

Solution générale du problime des parties en plusieurs jeux entre deux joueurss

1l sagit de déterminer les sorts de deux joueurs, dansle coursd'une partie
en plusieurs jeux , quels que soient les nombres des jeux qui leur manquent
respectivement, .-

Paschal a donné une régle pour connaitre le gain d’'un des joueurs sur
l'argent de son “adversaire , ou la quotité qui doit lui en appartenir, lorsqu'il
manque & l'un des joueurs un jeu de plus qu’a Fautre. Cette régle se trouve
dans une de ses lettres 3 Fermat , ou il dit qu'elle se démontre avec beau-

L 4

tn at C e La_H A - ot Sl e -
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coup de peine par les con\nbinaisons, et quil n'a pu la démontrer par sa mé-
thode , qui est la mé¢me que celle de Huyghens,

Bernoulli renvoie le probléme général 3 la seconde partie, ouil en déduit
la solution des propriétés des nombres figurés et de la thorie des combi-
naisons, '

Nous allons tirer cette solution de la proposition III de Huyghens et dela
loi des coéfficiens d’un bindme élevé 4 une puissance quelconque. )

On a vu précédemment que s'il manque m jeux 3 Bet 1 4 A, le sort de

‘A est -3—2:—Iet que celui de B est :—m.

Nous avons démontré de plus que s'il manque m jeﬁx- ABetaad,le

. 2®ti—(m4-2) . mt2
sort de A est ——mr s et que celui de B_es:-;;-.

Maintenant s'il manque 2 B 1, 2,3, 4, Seeoomjeux et 3 4 A4, il est
b 4

facile de voir que le sort de A4 est ¢, 3%, 3¢, 43, 'L’,?“';;*T- .

Le dégominateur du sort de 4 est constamment le nombre 2 élevé}n la
puissance exprimée par le nombre des jeux qui manquent & B, augmenté de
a. Si donc il manque m jeux 2 B, ce dénominateur est 2=+2, Pour trouver
le numérateur y, on prendra les différences des dénominateurs et des numé-
rateurs des fractions correspondantes aux nombres t, 2, 3, 4, § des jeux

qui manquent 3 B et les différences de ces différences.
Les premiéres sont 7, 11, 16, 22, 29,;., s™+2—y, au nombre de m ;
Les secondes sont....4, §, 6, 7..... 7, au nombre de m—1.
Celles-ci_sont en progression arithmétique , dont la différence est 1 et e
nombre des termes m—1, et par conséquent le dernier terme { = 4-+m—a=.

m-+-3. La somme est donc ( 44-m-+1) ”':' = """+:m—-5 .

Mais la seconde série étant celle des différences de la premiére, dont le
premier terme est 7, de sorte qu'on a 74-4=11, 744+5=16 , 744+5+6=
22, etC., il est clair que Ia somme des termes de laseconde , augmentée- de
7 » est égale au dernier terme de la premiére,

‘On a donc 2%ty ’ﬂ'_‘i;j_"‘_‘t?_ , dou lon tire y = am+t 8=

....._..._.+ - 8 mis m 7’"+8
mm ‘$m+ . donc sort, de A ou :_-{_. _ 2 = etpare
. o de Y

fant
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est pat-gb.ii+rc, le nombre des chances érant p4-¢.:i:+-r. Donc mon
sort est prtgb...tr -

PHge. 4r°
§. V.

1. Solution ginérale du problime des propositions IV & V.

2. Si, dans les jeux de hasard , il faur avoir égard sux évémmens qui omt
précéde, .

3. - Détermingtion des enjeux pour les astentes respectives.

1. On suppose que deux joueurs A4 et B,ayant chacun une chance pour

réussir & chaque épreuve , soient convenus que I'argent du jeu, ou le dépdt
que nous ferons toujours = 1, appartiendra & celui qui le premier auraréussi
un nombre- donné de fois, ou, en d'autres termes, qui le premier aura ga:
gné un nombre $Hmé de points ou de jeux; et que la partie étant diji
commencée , il y.ait un ou plusieurs jeux de gagnés par I'un des joueurs,
ou de part et dauwre. H ¢'agit de déterminer les sorts respectifs.
" L'auteur , aprés avoir établi que la question doit se résoudre.par la consi-
dération des jeux qui manquent A chacun des joueurs pour compléter le
nombre prescrit, la résout ,dans les propositions I et II, pour les cas ou il
manque un jeu 3 A , 6t 2 ou 3 & B, 1l est facile de continuer le calcul , et
de voir quels seraient les sorts respeetifs si les jeux manquans 34 et & B
étaient 1 et 4,1€ §..,0u1etm,

En eftet , supposens qu'il manque un jeu & 4.

§'il en manque 1 4 B, le sort de 4 est évidemment ;;

Sil en manque 2 & B, l'autre a une chance pour avoir le dépot 1, et une
pour que les jeux respectivement manquans soient 1 et I , Ou, pour avoir
11415 145 241,

a — a T a2 :

S'll en manque 3 A B, le premier a une chance pour avoir 1 , et une

chance pour .que les jeux manquans soient 1 et 2, comme dams la suppo-

1, ce qui lui vaut

24+t
.. . 14—
sition précédente , ce qui vaut 3 4 + 5 2441
) a a3
Sil en manque 43 B, son adversaire a une chance pour 1, et une chance

pour que les jeux manquans soient & et 3, ce qui lui donne pour sort
234241

14 T3 al4atdadr
= 2

2
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En général, s'il en manque m 2 B , il est visible que le sort de 4 est
i e RIS |

2m

=2"",0. 42"} 427 ;|-’:." » progression géométri-

que dont le quotient est 4 , et dont par conséquent la somme est
2,37 1= —'——iz-l. Donc le sort de B est 1— (1-—-—:—) = —=
2 2" 2

m= ';m 4

Cest ce qu'on aurait pu reconnaitre 2 linspection seule des fractions
.%s %» 3, etc., qui expriment le sort de A4, pour les jeux manquans 1 et

a,1et 3, ¥et g4, etc,et qui ont constamment pour dénominateur le nom-
bre 2 élevé i la puissance indiquée par le nombre des jeux qui manquent
3 B, et pour numérateur ce dénominateur méme diminué de l'unité,

2. Nous avons dit que dans ce calcul on considére les jeux qui manquent
de part et dautre : de sorte que si la partie est en 3 jeux et que A en
ait gagné 2 et B 1, ou si elle est en 4 jeux et que A ég ait gagné s et
B 2, ou en 20 jeux et que 4 en ait gagné 19 et B 18, le sort de A
est toujours le méme , parce que dans tous ces cas il manque un jeu 3 A4,
tandis qu'il en manque deux a B.

Onn’a donc égard aux jeux précédemment gagnés, que pour déterminer
les nombres de ceux qui manquent encore : ce qui suppose que la fortune
du jeu n'est pas mieux disposée,pour l'avenir , envers ceux i qui elle a
¢été le plus avantageuse , qu'envers ceux & qui elle a été le plus contraire , .
quoiqu'il y ait beaucoup de gens qui croient 4 ce qu’on appelle vulgairement
Ie bonheur des joueurs , ou d la prédilection du sort, d'aprés quelques événemens
favorables. Bernoulli tourne cette opinion en ridicule ; mais un géometre
ctlebre a tiché, il y a quelques années , d’accréditer l'opinion contraire, et
de prouver qu'il fautavoir égard aux coups précédens , non parce que le sort
du joueura qui ils ont été favorables devient plus avantageux pourle coup
suivant , mais parce qu’il le devient moins, comme si I'on pouvait supposer
dans lés dés , par exemple, une répugnance occulte d présenter plusieurs fois

“de suite la méme face, Cette erreur est moins naturelle que l'autre ; car ,
comme les instrumens du sort,tels que les dés , ne sont jamais parfaits , il
est probable que si un joueur améne souvent la méme face , C’est parce
quelle est plus facile 4 amener.

Dans I'un ou I'amtre de ces systémes, si 4 pariait [ n'importe dans quel
rapport ] de gagner un jeu avant que B en eiit gagné quatre , son sort ne
serait pas le méme que siayant parié¢ de gagner quatre jeuxavant B, il en eiit -

" déja gagné trois et B aucun ; quoique dans ce dernier cas, comme dansle
premier , il s’agit de gagner un jeu avant que B en eiit gagné quatre: car

' - O
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qu'un écu, il a b cas pour en avoir deux on pounr
le sort z, et ¢ cas pour perdre la partie,ce qui vaut

‘ . . . ’ . . ’
=X, Mais aussi il y a b cas pour que A ait trois écus

aprés le premier jet , et ¢ cas pour qu'il n'en ait
plus qu'un. Donc , au commencement , il y a b cas

. . -~ : s b
qui lui donnent l’i“{et ¢ cas qui lui donnent _;S,ce
bbt2b.g
aa

ony = — =—

: so Bitaber Aot —
qui produit —==- Ainsi 3 = ——

*—-b’é—; set il reste au joueur B H:—“ , de manié¢re que
leurs sorts sont dans la raison de bb & cc.

Si 4 et B ont chacun trois écus , il arrivera au
premier jet , ou que A se voye en possession de qua--
tre écus, ou qu’il nen ait plus que deux. Soient =
et y ses attentes dans- ces deux états. S'il se trouve
avoir quatre écus, alors, ou il recevra le premier
deux écus de B, ce qui lui fera gagner la partie,
ou B enrecevra deux de lui, et alors A n'’aura plus:
que deux écus ; mais 4 a bb cas et Ben acc pour
acquérir le premier deux écus de son d@ver-
saire , comme on peut s’en convaincre en rapprochant
ce qui vient d’étre démontré de la note I sur la pro-
position XI. Ainsi 4 a bb cas pour I et cc cas pour

¥,.0e quiivaut 2t<. o comme nous avons appelé

bb4-cc ?
. ‘ bk, bb
& ce méme sort , on.aura x-;“b;"_"_‘zcou y—""x+::‘— *

De ‘méme lorsqu’il ne reste plus 3 ~* que deux écus,
il: a 'bb cas pour en recevoir deux autres , c'est-d-
dire ,-pour obtenjr le sort z,et ¢cc cas pour perdre.
les"deux’ siens et en-méme temps tout le dépot ; ce
qet-Jui veut %"7‘; et comme il est supposé avoir

alors
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alors y, on aura y=n”5’-‘—. Mais on a aussi trouvé

~tcc :

. -* bbat cox—bb bbxcex—bb __ bbx
précédemment y=="LZ==, Donc ———-=7—"3
N ya e b Bbx N b4

d’ou 'on tire x= Pl Donc y (_H, ) e

Cette opération terminée , il faut en venir a I'état
de la question , et observer que les joueurs ayant
chacun trois écus, il peut arriver en b cas qu'apreés
le premier jet A4 ait quatre écus , c'est-d-dire , le
b4 -bbcc

21 oo
SOIt T, Ou pmp—r, et en ccas qu il lui reste deux

écus, ou qu'il ait le sort y, ou Donc son

b
bt Fbbectct
B bt c-bice . eie & B
attente vaut grrns oy qui se réduit a 5

apreés la division par bb-+bc+cc. Et il reste 3 B

g
Py
de sorte que dans I'hypothése présente les sorts des
joueurs sont dans la raison de b* 3 c?.

Puis donc que les sorts de A et de B se trouvent
étre comme les nombres b et ¢ lorsqu’ils ont chacun
un écu; comme les quarrés de ces mombres , lors-
qu’ils en ont chaciun deux; comme leurs cubes, lors-
qu’ils en ont chacun trois ; nous en concluons par
induction que, qucl que soit le nombre des écus de
chacun , leurs sorts seront toujours comme les puis-
sances de bet de ¢, ayant un exposant égal au nom-
bre des écus de chacun , et qu’ainsi dans ’exemple
proposé par I'auteur, ou il suppo:e chacun des joueurs
muni de 12 écus , leurs sqrts respectifs sont comme
b'* etc'*, ou, en resubstituant & b et ¢ les nombres
5 et g, comme 244140625 & 282429536481 , ainsi
que l'a trouvé l'auteur. C'est ce qu'on peut encore

- ' N
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. IX.
3. Proctd? méthodique pour résoudre les questlons comprises dans les propositions
VIII e IX,
a, Construction facile d'une table indicative des sorts des trois jouewrs A , B §
C, & chacun desquels il manque un certain nembre de jeux pour gagner la
partic,

¥. Pour abréger , nous appelerons le cas n ; m, !, celui ot il manqué »
jeux A A,ma BetZaC,le premter caractére désignant toujours les jeux
qui manquent & A , le second les jeux qui manquent i B, et le troisitme
les jeux qui manquent § C,

Cherchons d’'abord le sort de 4 lorsquil lui mauque ¥ ; 2.5 3 5 4eced
ou 7 jeux , tandis quil en manque 1 i chacun des deux autres.

Il est clair que si n=1 le sort de A est }; C'est-3-dire , que ce sort est
3 pour le cas ol il lui manque 1 jeu, et ol il en manque également 1 i
B et 1 2C,ou pour le cas 1, 1 1.Si n=2, ou sil manque 2 jeux & 4,
tandis qu'il en manque 1 4 Bet 1 4 C, A a une chance pour le cas pré=
cédent 1. 1, 1, une chance pour le cas 1. o. 1. ou il perd , puisque B
gagne , et une chance pour le cas 1. 1. 0,0l il perd encore ; Cest-a-dire ;

: _— 1 .
quil a une chance pour j, et deux pour 0, ce qui lui vaut 7 Si n=3,le
premier joueur a une chance pour le cas 2, 1. 1 , et deux chances pour @

Ce qui vaut -;—, : on voit de méme que sl Iui manque 4 jeux, son sort est

;—.— s €t , en général, que sl lui en manque », il a pour sort %_. De-12
il s’ensuit qu'il reste aux deux autres joueurs ¥ - = 3Tl e que

31! 3"
leurs sorts étant égaux , celui de chacun est 3;’;: : Cest le sort de A

pour le cas 1. 1. n,

1l est facile maintenant de calculer le sort de A4 pour les cas ou il manque
1 jeu 3B et 24 C, quel que soit le nombre des jeux qui manquent au pre-
mier, ou pour le cas a 1. 2, qui est pour lui le méme que les cas 7. 2. 1.
Car si n=1,4 a un chance pour avoir le dépdt z , une chance pour perdre

4
3

€t une chance pour le cas 1, 1. 1,0u pour  ; son sort est donc

,i. + Sianz=a,il a une chance. pour le cas précédent 1, 1. 2 , qui vaut
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;47- , une chance pour o , une chance pour le cas 2. I. 1, ou pour

» son sort est donc ;i,- . On trouvera de méme que si n=3 5, 4, Ss ¢ 43

le sort de A sera g-‘ ’ Z §; . ¢ s « et on voit, en géné¢ral , que pour

7
Ie cas n. 1. 8, OuU 7. 2.1, son sort est nt3
3n+l
Supposons 4 présent qu'il manque’1 jeu, B et§ 4 C, ou réciproquement ;
et ‘quil en manque » 4 4. Si n—=1 , 4 a une chance pour avoir 1, une
T . 1
chance pour avoir o, et une pour le cas . 1. 2 ou pour —;. » ce qui vaut ;":’

Si p=2, il a un chance pour le cas précédent & 1. 2 , ou pour %},- , une

pour o, et une pour le cas 2. 1. 3,0u pour %, de sorte que son sort est

18 A . . '
57 « Etsilon fait successivement 2=3, 4 , §. . . , 0n trouvera pour le sort

de 4 1;—, 9 ;—: ’ 13% o o o, le dénominateur étant toujours 3f+2 ; et comme

les numérateurs sont 13, 1345 , 13+5§+6, 13454647 , 13454647480

ou le dernier terme est composé de 13 et de n—1 termes de la progression

n—1 )
2

§,6,7,8.., dontle n—1*terme est 43 et la somme [ n+48 ]

an4-7 n=—8
a

le numérateur du sort de A , pourle cas n. 1.3, 0un 3. 1, est 13-4

M+7 n—8 o M+7 n+l8 ; etson SOrt est n-n—ﬂ—nt.‘-s-‘
py 2 2. ‘.+2 .
Nous pourrions calenler également le cas général n. 1. 4, ou n. 4 1 3
mais passons 4 d’autrés hypothéses , et d'abord cherchons le sort de A4 pour
le cas n. 2. 2,

Si n=1, A a une chance pour avoir le dépét 1, une chance\pour le cas
‘1, 1. 2, QU pour 3i. » et une chance pour le cas 1. 2.1, qui vaut encore

4

17
;—: son sort est

3 Si n=2, il a une chance pour le cas précédent 1, 2, 2

2

ou pour ;—Z, une pour le cas a, r. 2 précédemment calculé ,' ou pour}—’,"— ’

. 27
.et une chance pour le cas 2,2, 1, qui vaut encore 3—’,—-: son sort est donc 3+
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On trouverade méme que si 2==73, 4, §.+. le sort de A sera ;—?— 5 ;-2- >

:—? s ou le dénominateur du sort de A est toujours 3a+2, On peu tobserq

yer la loi que suivent les numérateurs , qu'on peut écrire de cette maniére
17
17410
17410412
174 104 12 - 14
174104124 14416
. « A

Le dernier est compncé de 1 et de n—r | termes de 1a progression 10; 12}
M4, 16.... dont la différence est 2, le dernier terme 104-n—2, 2 = 2n-}-6 et

la somme 27 4 16 "—E-:-=nn+7n-e8 : de sorte que le numérateur du sort

de A pour le cas n, 2. a est 174-m-}-72—8 = nnt-7n+49 , et ce sort
ant7nt9 '
gn+2 *
Soient n, m ; I les nombres des jeux qui manquent 3 4, B, C; etz,u; %.
. les sorts,de A" pour les cas n—1. m. I, n. m—1,1,n. m. l—1, llest clair que
dans le cas n. m. I, A a une chance pour le cas n~—1.m./, ou pour¢, une
pour le cas n, m—1. [, ou pour u,et une pow le cas n. m, /=1, ou pour x{

T '+"+_x_ ; '

Son sort est donc —-—3-

Draprés cette derniére observation ; et indépendamment des formules précé<
dentes, il est extrémement facile de construire et de continuer i volonté¢ la table

ci-jofiite qui représentg les sorts des trois joueurs dans tous les cas possibles,

R BT D
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Ecrivez par ordre , sur la méme ligne horizontale, les cas 1. 1.1, 2. L. 1, i i
34 1.1, €tC, , Cest--dire , les cas n, 1. 1, en laissant & droite les intervalles
nécess;ires
'
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nécessaires pour écrire les sorts correspondans du premier joueur A. Ecrivez
au-dessous les <as n, 1. 2, puis les cas n.1.3, 2.1, 4, et ainsi de suite. Sé-
parez par un trait horizontal cette class¢ de cas de la suivante , composée
des cas n.2.1, m3.2, 72,3, M 2.4, etc., que vous écrirez de la méme
maniére, et qui seront suivis et pareillement séparés des cas n 3.1, n 3.2,
N385 N34, €tC..., etc. Ecrivez de suite et & coté de ces différens cas
fes fractions qui expriment le sort de A4, en commengant parla premiére ligne
borizontale, continuant par la seconde , puis par la troisiéme, etc.
Pour trouver le sort de A correspondant au cas qu'il s’agit de calculer,

vous aurez cette régle générale : ala fraction voisine i gauche de celle que

vous cherchez, ou 2 1, s'il 'y en a point, ajoutez la fraction voisine en
dessus, dans la méme classe, ou o, s’il n’y ena point ; ajoutez a leur somme
la fraction de méme rang de la case supérieure, appartenant 4 la classe pré~
cédente, oun o, s'il n’y en a point : divisez le rout par 3, et vous aurez la
fraction cherchée.

Ainsi, pour trouver le sort de 4 pour le cas de 1. 1. 1, comme il n'y
a point de fraction voisine a gauche, ni au-dessus de celle que je cherche,
et qu’il n'y a ni case ,ni classe supérieure, j'ajoute 2 1 o et 0, et je divise
par 3, ce qui donne : je calcule ensuite le cas 1. 1. 2 , et 3 la fraction
voisine , 4 gauche , j'ajoute , par les mémes raisons, o et o, et je divise par
3, ce qui me donme 3; et je vois que pour cette ligne il ne s'agit que de
diviser par 3 la fraction précédente.

Dans le cas 1, 1. 2, comme il n'y a point de fraction voisine & gauche ;
et qu'il n’y a point de case supéricure , j'ajoute 1 et o i la fraction voi-
sine en dessus, §;je divise par 3, et je trouve pour le sort de 4 -;. Dans
le cas 2. 1,2, 3 % et 3}, jajoute o, et le tiers de cette somme % , est
Ia fraction cherchée, etc.

On trouve avec la méme facilité les autres fractions de la 1™ classe: j’ap-
pelle 1™ classe, celle des cas ou il manque 1 jeu i B; a°, classe, celle des
cas ol il lui en manque 2, erc,

Dans le cas 1. 20 1, comme il n'y a point de fractxon voisine A gauche ¢
ni en dessus dans la méme classe , j'ajoute 1 et o2 la fraction de mémerang
dans la case supérieure, c'est-a-dire, & § qui se trouve dans cette case ila
premiére ligne, comme celle que je cherche. je divise par 3, et jai 3. Je
calcule le cas 2,2.1 , et 3 et o jajoute la fraction §, qui est-la 1",
de la case supérieure; je divise par g, et jai 55, etce
Pour calculer le cas 1. 2. 2, j'ajoute 1 & la fraction voisine en dessus
, et a la fraction en seconde ligne, dans la case supérieure , cest-a dire,&

4
5
"$, et en divisant par 3 , jai 3. Dans le cas 2. ‘2, 2. jajoute_a I, frac-
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tion voisine , 4 gauche, 2, fraction voisine en - dessus, et fractlon de
méme rang dans la classe supérieure , le tiers de la somme 3, est la frac-
tion cherchée : ce qui est évident dailleurs. On trouve de méme que pour
le cas 3. 2. 2,le sort de A est le tiers des trois fractions 35 , 5 et &, ine
diquées par la régle, ou 2%, etc.

Observez que cette table fait connaitre les sorts des trois joueurs ; car,si
les jeux manquans a 4, B, C , sont 2. 3. 4 , par exemple , le sort de B
est le méme que celui de A4, pour le cas 3+ 2. 44, OU 3. 4.2, et celui de
C est le méme que celui de 4 , pour le cas 4. 3.-2, ou pour le cas 4. 2.
3 , et ainsi des autres, -

. X.

Démonstration de la seconde méthode de Bernoulli pour trouver combien il y a de -
diffirentes maniéres d'amener chacun des nombres de points que peuvent ; donner
plusieurs dés. .

Pour mieux faire entendre cette méthode, nous la démontrerons dans I'hy-
pothése d’un dé 2 deux faces , marqué r sur la jpremiére, et 2 sur la se-
conde. N

Si 'on joue avec un seul dé de cette espece, il est clair qu'il y aura une
chance pour avoir le point 1, et une chance pour avoir le point 2.

Si I'on joue avec deux, les points qu'on pourra amener sont 2, 3, 4.
Le point 1 du second dé viendra avec le point 1 ou avec le point 2 du pre-
mier , il en sera de méme du point 2 du second dé. Si le point 1 du se-
cond d¢ vient avec le point 1 du premier, il y aura deux points: on a
donc une chance pour 2 points. Si le point 1 du second dé vient avec le
point 2 du premier , il y aura g points: on a donc encore une chance pour
3 points, De méme, si le point s du second dé¢ vient avec le point 1 du
premier, il y aura trois points: on a donc encore une chance pouf 3 points,
Enfin, si le point 2 du second dé vient avec le point 2 du premier , on aura
4 points: il y a donc une chance pour 4 points

Ainsi, les points que peuvent donner deux dés, étant © 2 3 4y

Lot
les chances respectives pour ces divers points seront. s : - {

l.'
]
Entout, ¢ 2 : . & I, 2. 1
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Si I'on joue avec trois dés, les points 1 et 2 du tro:sléme dé viendront
avec les points 2, 3 ou 4 des deux premiers. Si le point 1 .du,troisiéme
. dé vient avec le point 2 des deux premiers , on aura le point 3. Mais le-
point 2 des deux premiers n’arrive que d’une maniére ; il y a donc une
seule chance pour le point 3. Si le point 1 du troisiéme dé vient avec
le point 3 des deux premiers , lequel arrive de deux maniéres , on aura
“le point 4 ; il y a donc deux chances pour le point 4. Si le point 1 du
troisitme 'd¢ vient avec le point 4 des deux premiers , qui arrive d’une
maniére , on aura le point § ; il y a donc une chance pour avoir le point
5. De méme si le point 2 du troisiéme dé vient avec le point 2 des deux-
premiers , qui arrive d'une maniére , on aura le point 4; on a donc en-
core une chance pour avoir le point 4. Si le point 2 du troisitme dé vient
avec le point 3 des deux premiers, qui arrive de deux manires, on aura
le point 5.5 ce qui donne 2 chances de plus pour le point 5. Enfin , si le
point 2 du troisidme dé vient avec le point 4 des deux premiers , qui ar-
rive d'une maniére, on aura le point 6, pour lequel il y a par conséquent
une seule chance.

Ainsi les points qui peuvent donner 3 dés étant : . 3.4 .§.6,

1.2.1
les chances correspondantes seront . i : < : . { .
: 1.2.r1

Entout { . z.3.3.r1

Si l'on joue avec 4 dés,les points 3 . 4 . § . 6 des trois premiers venant
avec le point 1du troisiéme formeront 4 . § . 6 . 7, pour lesquels les cliances.
correspondantes seront ., o« ¢« o« oI <3031

Et venant avec le point 2 du troi-
si¢me donneront les points. . . . . § . 6 .7 . 8, pourlesquelsles chances:
correspondantes seront encore « . . 1 ¢ 3 ¢3¢ X

Donc les chances que peuvent dOrher 4 dés étant © 4:5 .6 : 7.8
{1.3‘.3.1

1.3.3.1

- ‘ EKatout ; 7 2.4.6.4.10

Qs
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On trouvera de la méme maniére que si I'on joue avec § dés ; les poiats
possibleséﬁnt...’.6.7-8.9.t°, .

1.4.6.4.1
les chances seront {
1.4.6.4:1¢

Entout. ;i . 1.,5.10.10.5. 1

D'ou l'on peut conclure en général que si Fon joue avec m dés 4 deux
faces, qui donneront m,m+1, m+1, m+3 o+ . . o 2m points
m.m—t m.m—1.m—3 '

les chances seront 1;m, ——0 133 iiitern

Nous donnerons ailleurs une formule générale pour trouver combien il
v.2 de maniéres d"amener un nombre de points donné avec un nombrq.
« quelconque de dés, quel que soit le nombre des faces,

§. IL

Formule générale pour déterminer le nombre des chances qu'on a pour amener des
points simples avec autant de dés qu'on voudra , quel que sois le nombre des
f aces d‘ df. ‘

8 ny a.quun &,

Il est clair d'abord que 'l n’y a qu'un dé¢ ayant & faces ; il y aura &
changes pour avoir des points simples.

S'il y a deux dés

Chacune des faces de I'un pourra venir avec chacnne: des faces de
Pautre, de sorte que si'les faces sont o et b , le second terme 24b dw
quarré de ce binome désignera deux maniéres d'avoir des points simples ;
ou différens dans les deux dés, p

Si-le dé a 3-faces, 2, b et c, le second terme 24 (b+c) du quarré de
ce trinome démontrera aux yeux 2.2, etle 3% _terme , (b4-c)* , 2 chances
pour avoir des points simples.

Sile dé a 4 faces , @, b, ¢, d, le second et le troisiéme terme

c2a(b+c+4d)* + (b4 c+d)2* du quarré de a4 b4 c+d indiqueront
2.3 42,24 2, points simples,
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On trouvdra do la méme maniére que le nombre des points simples sera
a. 4+2. 342. 242 ,si le d¢ a g faces ; 2. §4-2. 442, 343 242 = 2
( s+4+3+2+41)s'il ena 6. Etl'on voit , en général, que si le nombre des
faces est A , celui des chances pour avoir des points simples sera 2 ( s+

hataty oii i) =2 (ebhen ) B e,
8%y a trois dés,
, Nous pourrions faire voir aisément qu'avec trois dés i 4 faces, le nombre
des points simples est 3 ( 2°3°4-4" o004 b1 }=( 243+t 4. Fh—1) =
3
s ( 2 "6""""6 - 34 "';’ -6 Y=h=3 hhta b=k bt b
Mais on pewt s'épargner tout ce calcul de la maniére suivante,

On ne pourra avoir des points simples 3 moins que le dé n'ait plus de deux
faces, :
Silen a 3, 2,8 et ¢, le cube a®+3a* (b4c)+3a( b+c ) +(b4<)’
indiquera 3. 2 manires d'avoir ces sortes de points ; car ils ne peuventétre
indiqués par les termes ol & a plus d'une dimension, ni par le dernier terme
dans le développement duquel 4 ou ¢ en ont nécessairement plus d’une: ils
ne peuvent donc Iétre que par le troisiéme 3 a ( 64-c)*, qui en désigne trots-

fois autant que ( 44-c)* ou 3¢ 2.

Si le dé a 4 faces a, b, c et d,les points smples seront désignés par les
deux derniers termes du cube de a4-b4c4d , ou par §a (b4c+d )" +
(b4-c+442)*. Or, on vient de voir que le dernier en indique 3. 2 ; le facteur
(4+c+2)* en indique 3.2, suivant la formule 4. A—1 précédemment trou-
vée ; et, par conséquent , le terme 3 g (b-4-c4d ) en dénote 3. 3. 2. Le
nombre en est donc 3. 2+4-3. 3. 2=4. 3.2. . )

Si le dé a § faces ,a,b,¢c,d et e, les deux detniers termes 3@ (b4-ct
d4e )*+(b4ctd+c ) du cube de a+-b4c+d-+e 5 indiqueront les poirits
dont il sagit ; le dernier 4. 3. 2, et le précédent 3. 4. 3 , d'aprés la méme
formule , &/ A—1;en tout 4. 3 24+3. 4 3=5. 4. 3

On verra également que si le d¢ a six faces, le nombre cherch® sefa
5. 4 3+3. 50 4=6. 5. 4 ; qu'il serd 6. §.'4+3.6. 5=7. 6.5si le dé a7 faces ;
8,7.6 silen a g, et,en général, h h—1. k—2sil en a 4, :

s’ii y a qwl‘,t' M.
Res! demx: derniers™termes ¢ la qimttiéme puissarice. dun- polynont ayant:
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antant de lettres que le dé a de faces , feront encore connaitre- le nombre
des chances pour amener des points snmples. : . '

i. Sily a plus de dés que de faces, il ne peut venir de points simples.

Si le dé a quatre faces, a,b,c,d,les points simplessseront indiqués par-

- 4a(b4c4d)?, car( b4-c4d )* n’en indique aucun ; et la formule 4. b—l._
h—2 fait voir qu'il y en aura 4.3.2=4, 3. 2. 1.

Si le d¢ a 4 faces, le nombre des points simples est égal au quadruple
de ce qu'on en aurait “avec un dé de moins et une face de moins , augmenté
de ce qu'en donnerait le méme nombre de dés avec une face de moins.

Si donc A=5, le nombre cherché est 4. 4. 3. 24 4. 3. 2. 1=%. 4. 3« 2.

Si =6 , ce nombre est 4. §. 4. 3+ 5. 4. 3. 2=6. §. 4. 3.

Sih=7,il est 4. 6. 5. 4+6. 50 4. 3=7. 6. §. 4. .

Et l'on voit , en général, que si le nombre des faces du dé est £, celui
des chances pour amener des points simples est 4 h—1, h—2.h—3.

On trouverait d¢ méme que le nombre des points simples serait A A—r.
h—2, h—3. h—4 , $il y avait § dés; A, k=1, h—2. h—3 h—4e h—5 , 9L
y en avait 6, etc,

S'ily andéisah faces
On a vu que s'il y a un dé, le nombre des points simples est. 43
que sil y ena deux,ce nombreest. . . . , . .Ah—1;
que sily en a. trois , ce méme.nombre est, . . o A h—1.h—2;,
etc.

D'ou il est ais¢ de conclure que s'il y a n dés,, le. nombre des chances
quon a pour amener des points simples est A, A—1 h—2.,. h—n+1.

On peut découvrir ce théoréme par un raisonnement plus simple , et in-
dépendant des formules précédentes , que nous n'avons indiquées que parce
qu'elles peuvent servir & trouver les points doubles, triples , quadruples, etc.

Soit encore 4 le nombre des faces du dé, et quil soit question de savoir.
~ combien il y a de maniéres d'amener des points simples.

. Sil n'y a qu'un dé, le nombre cherché est 4;

Sl y en. a deux, il faudra que chacune des 4 faces du premier vienne avec
quelquune des k2—1 autres faces du second, autrement on aurait des points
doubles. Le nombre des points simples est donc 4 A—1. '

§'il y a trois dés, il faudra que deux faces diffirentes dans les deux pre-
miers viennent avec quelqu'une des s—a autres faces du troisitme, Mais les
deux premiers ne peuvent donner deux faces différentes que de A h—1 ma-
siéres, Doac le nombre des points simples, aves. trois dés, est by h—i. A—sd
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Par exemple, avec deux dés ordinaires , on a' 30 maniéres d’avoir des poirts
simples , savoir 1.2, 5.3,1. 4, 1. §, 165 2. 1,2, 3, 2. 45 2. §, 2.6
301, 30253 4530553063 401,402,540 354554635 1,5.2,5.3,5
4,5.636.156.2,6.3,6. 4 et 6, 5;mais cnacun de ces arrangemens de
deux faces ne peut venir qu'avec quelqu’une des quatre autres faces du troi-
siéme d¢, autrement il y aurgit des points doubles : ainsi 1. 2 ne peut venir
qu'avec 3. 4, s.ou6; 1.3, quavec 2, 4, 5 ou 6, etc, 1l y a donc 4. 30 ou
120 maniéres d'amener des points simples avec trois dés.

On voit également que il y a quatre dés, il faudra que trois faces dxffé-
rentes dans les trois premiers viennent avec quelqu'une des 4—j3 autres faces
du quatriéme ; et qu'ainsi le nombre cherché est 4, A—1. h—2. A—3; qu'avec
cinq dés ce nombre est A h—1. h—2. h—3. h—4,et quavec n dés il est 'S
h—1, b—2,.., h—n+1.

6 XIL

Sur les propositions X et XI.

Y. Formules pour calculer par sauts la probabilité damener en plusieurs jets un six
avec un dé, ou deux six avec deux dés, etce

L’auteur examine dans la proposition X en combien de jets on peut entre=
prendre d’amener 6 points avec un dé ordinaire, et dans la XI°. en combien
de jets on peut entreprendre d'amener sonnez avec deux dés.

Dans la proposition X il calcule successivement les sorts du joueur en sup:
posant qu'il lui soit accordé 1, 2, 3, 4 etc. jets; et en comparant, & chaque
supposition , le sort trouvé avec le sort contraire, il cherche 4 quel nombre
de jets répond Iégalité de ces deux sorts, et il trouve que s'il en est accordé
45 le sort du joueur est inférieur A celui de son adversaire , qui 'emporte sur
le sien, il en est accordé §; d'ou il suit qu'on peut parier. avec avantage
d'amener le point de 6, ou une face déterminée du dé en g jets.

L'auteur suit la méme marche dans la proposition XI. Mais , pour arriver
plus promptement au nombre jets pour lequel les sorts sont égaux, il calcule
le sort du joueur par sauts, c’est-a-dire , qu'ayant trouvé cesort pour un cer-
tain nombre de jets , il part de 1a pour déterminer celui qui répond i un’
nombre de jets double, et méme qu'aprés avoir déterminé les sorts pour deux
différens nombres de jets, il calcule en conséquence le sort qui a lieu pour
la somme de ces nombres. Clest ce qu'on peut exprimer par les formules
suivantes,

.
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1. Soit ;—_i-q— la probabilité de.réussir en 2 jets 3 la probabilité contraire

sera —I— : de sorte que sur p+4-¢ chances le joueur en aura_p pour réussir

pte
et ¢ pour manquer. Si donc il est accordé 22 jets au lieu de n, le joueur a
p chances pour réussir aux » premiers et obtenir le dépdt 1, et ¢ chances pour’

—P_. Son sort est doae
pte . . ¢

manquer et passer aux n derniers jets qui valent

rrtai= b
ot =737 ¢

Soient encore p et ¢ les chances favorables et contraires; le nombre des

jets étant n, et soit de plus fi' la érobabil’né de réussir en m jets’: celui ¥

qui il en est accordé a4-m a p chances pour obtenir 1, et g chances pour |

r . g
s <o qui vaut”_i‘,_}_,:: _prpstar

(r+9) (~+9)
prte i
Si, dans la premiére formule ; on fait p-¢q==4 ; Ou p=s=y; elle devient
aa—qq, ’
aa ]

- -———— w—
Si Pon fait de plus r=5s ; Ia seconde formule dévient —"a'b—j-‘.w =

ab—gs, '
~ab
Ainsi,laprobabilité de réussiravecun dé en unjet, étant-‘-_-*-_!-; ; sil'on faitdansla

™. formule 4=6, 4=¢,0n trouvera ﬁ;—'ﬂ l—; , pour la probabilité de réussir

5 ~3
deux jets. Et si l'on fait e=146, g=2¢ 1agb—6a5 _ 671
~ en deux jets. Et si I'on fait =46, g=25 , on trouvera 1296 = 1296

pour la probabilit¢ de réussir en quatre jets , etc : la probabilit¢ de

réussir en un jet étant é, et celle de réussir en deux jets -;—2 Si l'on fait )

. 216—12

‘ dans la seconde formule, s=6 > §=5, =36, s=15 , o aura — 5 =
1 - ) .

,‘?';‘5 » probabilité¢ de réussir en trois jets ; et si, dans la méme formule, on

fait e==216, g=1a5, b==1296, s=635 , on aura pour la probabilité de réussir
en
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216.1296—125 625 . 201811 ‘
216.1296 ' 279936
Mais ces observations sont peu importantes, car on peut trouver I’expres-
sion générale de la probabilit¢ de réussir en un nombre quelconque de jets,
soit qu'il s'agisse d’amener un six ayvec un dé , deux six avecdeux dés , trois

six avec trois dés, ou une rafle déterminée avec un nombre quelconque de
dés, T

“etc,

en 344 ou sept jets, -

§. XIIL

Suite du précédent. Formule pour trouver la probabilité d’amener en un nombre donné de
P P
Jjets o une rafle déterminie o avec autant de dés qu'on voudra.

Soit ¢4 1 le nombre des faces d'un dé, dont ‘on propose damener une
face déterminée , en un nombre n de jets ; et soit x la probabilité de réussir,
1
Sin=1, 9= ——,
? c+1
Si n=2, il y a une chance pour avoir le dépdt 1 et ¢ chances pour man-
. . . . . 1
quer, et pour avoir a réussir en un jet , ou pour avoir —— : don¢c x =

41

.1+c.c__.*-£ 2cd1 (c+|\’—cc
Fr o = = ()

Si n=3, il y a une chance pour avoir 1 et ¢ chances pour étre dans le cas-

précédent , ou pour avoir (74:;),;“ » Ce qui vaut - +£¢+|)’
(c41)2 (14-c)—c? _ (etr)i=a
(c+)y ™ = (cFry

14—t . .
On trouvera de méme que sin=4,0naura x = (‘z_ -I-)x)o 5 et il est aisé
. . . 1P emcn
de voir que si le nombre des jets est » , on aura x (c+-)— i

‘ = et

Supposons maintenant qu'il s'agisse de savoir quelle est la probabilité d'a.
mener sonnez avec deux dés en n jets. Imaginez un dé i 36 faces, sur les—
quelles. soient respectivement marqués les divers points que peuvent donner
deux dés ordinaires , savoir, 6.6, 6.5, 6.4,etc.; 5.6,5.5, etc.;4.6,
4. 5, etc. etc. La question est évidemment la méme que si on demandait
quelle est la probabilité d'amener en » jets une face déterminée d'un pareil
d¢, Si donc on fait c-1==36 dans la formule que nous venons deRtrouver s
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on aura ; pour la probabilité cherchée, (36)2;;():7)’. = 6'"—6(_6::'). :oet

130
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telle est aussi la probabilit¢ d'amener deux ciny ou quine , deux quatre
ou carme , etc. . '
§'il faut trouver la probabilit¢ d’amener une rafle déterminée avec trofs dés,
on imaginera de méme un dé A 216 faces, nombre des arrangemens que peu-
vent donner 3 dés, et I'on fera, dans la formule , c-}1=216=6' : ce qui
(116y—(a15)" _ 6r—(61—1)"
(216) - 6 "
Et Pon voit , en général, que la probabilit¢ d'amener une rafle détermi-

6™ — ( 6--.1 )n.

née avec m dés en z jets, est %

donnera

6. XIV.

Expression générale de la probabilité damener un hasard en un nombre doané d'é-
preuves, Diffirentes maniéres de la trouver,

Sil fallait amener I'une de plusieurs faces déterminées d’un d¢, la proba-
bilité du succés , ou le sort du joueur , se calculerait avec autant de faci-
lit¢ que lorsqu'il s'agit d'amener une face donnée, Par exemple, si le joueur
a entrepris d'amener le point 6 ou/le point § d'un d¢ ordinaire en un jet,
il est clair quil a 2 chances pour gagner ou pour avoir ¥, et 4 chances

. . 2 : ;
pour manquer ou pour avoir o , ce qui vaut vy $il a entrepris da-

mener I'un ou lautre point en deux jets , il a deux chances pour aveir x
au premier jet, et 4 chances pour manquer et pour avoir i réussir en un
2

. 2
jet ou pour avoir —>-;son sort estdonc >* 14 = 2 (aka) 2.4

k4 aFa (a4 —

2'+2.2.4 (244 ) —4* S'il s'agit de réussir en trois jets , le joueur '

(T T ()
a deux chances pour avoir 1 au premier jer ; et 4 chances pour manquer.

(3+4)'—4" , et partant

‘et pour aveir i réussir en deux jets , ou pour (a+4)*

rpe, Y= e
3. 144 ’(*;14,—;‘—_ 3.(244) Fatika—a)) _

sCn sort cst _I. z+4 — (:+4), |

(29-4.24+4)'—4> _ (244)'—4} . iffici

: - . = +» Il nest lus difficile de trouver
GFap E=) e
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gt .
qtie Ja probabilité de réussir en 4 jets est — (244)—4 , etde _voir en gé-

“(ate)
Gre—yg®

néral que la probabilité de réussir en n jets est -—374—

Soient maintenant b le nombre des faces favorables au joueur, ¢ le nom. -
bre des autres faces, et x la probabilité de réussir en » jets,
Si n=1, le joueur a 4 chances pour réussir ou pour avoir le dépdts;

. : b
et ¢ pour manquer ou pour avoir o, Donc x= e

Si n=1a, il ya b chances pour avoir 1, et ¢ chances pour—;_i:-

bt
DPonc x = be _ bbtabe  (b4c)2—ec,

He = ()~ T (+9?
Si n=19, ily a b chances pour 1, uvcpourg-b—('%%’),i‘- Donc » =

(b4c )2 —cc
bte——rms (b+ )? T bo(btc) . (T —c?) _ (b4c.btc)*—c?

e (6+c)? =T ey T
(btey—e', - .
ey . :

. . (H-c)’-c’
Si n=4, il y aencore b chances pour 1, et ¢ chances pour (b+c)’

by (B )=
Doncx= Y _ bo(B4e) 42 (5 =) (e bt

bte (oF<)® =T (o)
_ (e )t—e '
(bte)* -
s
De méme sin=¢5, x= (;?b;_‘}‘—)c-)—s—‘—;et il faut réussir en » jets, la
probabilité du succés est -(-l-’(-'ﬁ.):—;c-n .

Tel est évidemment le sort de celui qui parie d'amener un hasard pro<
posé en n épreuves, et qui 2 chaque épreuve a b chances favorables et ¢
chances contraires, .

Comme ce probléme est important, et qufil s’agit principalement de faire
connaitre toutes. les ressources de Part 2 ceux qui n'y sont pas initiés , -

nous ne crmndrompud'inﬂstuctd’o&"maulecteurd:ﬁéremuma-
R2
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niéres de le résoudre, ou méme de le lui présenter sous diverses formes:
Soit b4-c=a

La probabilité de réussir en une ¢preuve sera g-

Si I'on parie de réussir en deux épreuves , on aura b chances pour 1 et

b
A
—— = = n (etc).

4 .
¢ chances pour 5 ce quivaut

s b be
2 : aa
¢ pour — (atc), ce qui vaut _ =25 ( aat-actce).
Si l'on parie de réussir en quatre épreuves, on aura & chances pour 1 ;

b4 :bz c—; (aa+-ac+cc)

b
et ¢ pour = ( @a+-ac+4-cc ) , et parrant on aura pour sort

a8

b
=3 ( &’ 4-aactacct-c? ),
On wouve de méme que la probabilits de réussir en cing épreuves est

1";;- (a*4adct-aacctac’4c* ), et en général que la probabilité de réussic

en n 'épreuves est é,; (a*'4am2ct-aricc, o o Fc %)

Le second facteur que jappelle F, est une suite de termes en progres-
sion géométrique composée de deux autres progressions , savoir:
@', a", aliees. 1

ltipliées t m i
T, € s G eaees ‘,_,} multipli¢es terme 3 terme , ce quldonpe

cette régle.

Formey deux progressions géomcetriques , Pune dans la raison inverse de 1 aw nombre
sotal des chances , commengant par ls puissance de ce nombre inférieur d'une unité @
cetui des épreuves o et finissant par Punité 3 lautre dans la raison directe de 1 au
nombre des chances contraires , finissans par ce nombre élevé & ls puissance déjd in-
diguée , et commengant par Punité multipliey ces deux progressions terme d terme , et
le tour par le nombre des chances favorables ; divisey le produit par la somme des
chances élevée & la puissance disignée par le nombre des épreuves : le quotient sera la
probabulité de réussir, :

Oa voit , au surplus , que le factenr Fn'est que la série de tous les termes
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de la puissance a1 de s+, dégagés de leurs coéTiciens; Ces termes for-
‘mant une progression géométrique dans la raison de 4 : ¢, leur somma: est

at—c? _. a—c" A ) b LI
e = 3 Donc le soft cherché , = F= = =
a"—c ’

—— > comme ci-devant,

. . . . | .y ] R
Mais il érait facile de donner A la formule a—:— les formes qu'on vient
a

de voir;car elle est évidemment la méme que -b—n + "¢, Er i l'on développe
a a—C
le second facteur en divisant a"—c» par a—c , on trouvera pour quotient
e Rl B P |
. On peut trouver la méme formule d’une maniére plus simple.
Si je parie contre un joueur qu'il aménera a chaque jet la face B dun

d¢ ayant ¢ faces B et b faces A4 , et que la partie soit en n jets , mon

(4 . . .
sort est b si n=1. §i =2, j'ai § chances pour perdre , ou pour o , et ¢

¢ . . o
chances pour le sort précédent = » €& qui vaut £, si n=3 , j'ai b chances
. az

ce ) S .. .
PoUr O etc pour — : mon sort est donc = Si n—4, jai b chances pour

3 4

[4 o e c . . .. .«
Qetcpour — , et jai pour sort = ; etil est visible que la partie étant en »
- I . CoeM_ at—=c"
jets, mon sort est —* Le sort contraire est 1— = g Or , le sort
contraire est celui du joueur qui parie que la face B ne viendra pas & tous
les jets , ou qui entreprend d'avoir la face 4 au moins une fois en n jets,

A

. a
Donc le sortde ce joueur est ——
a

Les deux méthodes données par Bernoulli n'ont pas besoin dexplication :
nous ajouterons les deux suivantes,

t. 1l faut observer, quant & la premiére, que la somme des coéfliciens de
la puissance 2 d’'un binome est 2°, d'un trinome 3 , d'un quatrinome 4" «. .y
d’un p.nome p". N ‘

Soit un dé aux six faces A,'B, €C,D, E,F, et quil soit question de
savoir combien il y a de chances pour amener au moins une fois la face 4
en n jets.

Il est clair qu'il y en a une sur six pour I'amener au premier jet.

Pour savoir combien il en y a pour I'amener soit au premier soit au second*
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jet,il faut considérer que chacune des faces qu'offrira le premier jet pourra
venir avec chacune de celles qu'offrira le second; de sorte que si 'on exprime
le quarré¢ de A4-B+4-C+4D-+4E+F de cette maniére A°+424 ( B+4C+D+-E
+F)+4 ( B+C+D+E+F)*, on voit aisément qu'l y a une chance pour
avoir la face A tant au premier qu'au second jet; quil y en a 2. 5, pour
" avoir la face 4 3 Tun, et Bou C, etc.,ouF i l'autre , et quil y ena §*
pour n’avoir la face 4 mi ¥ Fun ni i l'autre : c'est-i-dire , que le nombre
des A* est 1, que celui des A" est 2. §, et celui des 4° 5"

De 12 il est aisé de conclure que si le nombre des faces dudéesth,le
nombre des A* est 1; celui des 4', 2 (h—1); etdes 4°, h—1.

On verra de méme que s'il est accordé trois jets pour amener la face 4
d'un dé ayant les six faces 4,B8,C,D,E,F, le nombre des A4*® sera 1 5
celui des 4*, 3. §; celui des A4",3. §*; et celui des 4°, §°; et que sile
nombre des faces du dé est 4, le nombre des A4* sera 1 ; celui des 4*, 3.
(h—1); celui des A', 3. ( h—1)"; et celui des A°, (h—1)%

Et s'il est accordé 4 jets , le nombre des faces du dé étant /4, le ‘nombre
des A*sera 1; celui des A%, 4.( k—1) ; celuides A4*,6 (h—1 )* 5 celui des
A’ 4 (h=1)?; et celui des 4°, (h—1)%

Si donc il estaccordé » jets , pour amener au moins une face déterminée .
4, dun dé ayant 4 faces différentes, on aura.

Pour les 4", . . . 1.
Pour les A= | ., | n (A=—1)s

Pour les A . © ; 2271 (per)r
. I. 2. .

Pour les A~ ; ; ; 2EZT 172 () 4y
~h 3 3
Etc, ) _
Pour les A4' {1 . o i (h—1)"%
Et pour les 4° . ,; (4—r).
Cest-a-dire que le nombre des chances pour amener la face A4, est

G B e G I el G T L o

T.2

Le nombre des chances contraires est (4—1)" Si donc on divise cha~
cune de ces quantités par la totalité des chances 4" , on aura le sort favo~
rable et le sort contraire, le dépdt étant um, ce dernier sort est (—ﬁ;':—l)—n s ce

qui donne une expression plus simple du sort favorable = !___(igl_)*' =

LR}
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f:%é:’_)." » ou ('si I'on fa:t£=c+ 1) (‘-&l_gl;c" 5 formule trouvée
précédemment. ‘
Supposons maintenant que le dé ayant & faces A et ¢ faces B , le nom<
bre des jets accordés pour amener la face A soit encore . Si Pon éléve bA--cB,
1a puissance », pour avoir ’

B Arpnbic g8 DL s graBe 5135 b AB ok Br, on

verra que la totalité des chances étant (b4-c)*, le nombre des chances
fayorables sera b"+nb"‘c+ Lpnrer,, ; ~+-nbet et le nombre des chan-
v .2

- (b4c) —c" —

ces contraires c". i - =
Le sort contraire sera donc 1 G+ = " (FFe )

a—c . o .
- 2 s Poa fait b4-¢=a. C'est-2-dire , que si 'ona b chances pour ame-
nér un hasard , et ¢ chances pour le manquer en une épreuve, en tout ;

n N

€ : carilest

b4-c=a, et n tpreuves pour le tenter , on a pour sort

clair que la probabilité de réussic est la méme que si Pon entreprenait d’a~
mener en n jets la face 4 dfun dé ayant b faces A et ¢ faces B, en tout
btc=a. . N

2. Je fonde la derniére méthode sur ce principe évident qu'au commence~
ment du jeu les choses doivent. étre considérées comme si aprés un nombr2
quelconque de jets ou d’épreuves le dépot émt diminu¢ de la valeur de
ces jets,

Par exemple, si avec un dé ordinaire ]entreprends d’amener le six, le pre-

. . 1 . . . Y
mier jet vaudra ;. Donc au commencement du jeu ce premier jet dont I'é-

6
vénement est incertain doit étre considéré comme diminuant le dépdt 1 de

% 5 et partant le dépot doit étre regardé comme nétant plus que de %— pour
le second jet. Donc au second jet j'ai 1 chance pour avoir ¢ 3 et; chances

pour o, le second jet waut donc -3'% Donc le premier et le second valent

+ 3%?." * Donc au troisiéme jet le dépdt ne vaut plus que 1.- 3
. 2
'%' Ainsi en passant au troisiéme jet jai 1 chance pour ;%etsc\han-,

A\l =
"a'd“

ll

s
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ces pour o , et partant ce jet vaut — - Donc les trois premiers jets

23 9T _or 13§ . .
valent — 6 +6= 216" etil reste 1 6 = u6.pourle quatriéme jet qui

9t 125§ - 67t 67t ,

12§ .
2167 1296 — 1296

vaut E;E: de sorte que les 4 premiers jets valent

etc, Clest-a-dire, que la probabilit¢ d'amener le 6 en un jet est 2 , cellede

Tamener en deux iets;—é 9 celle de 'amener en trois iets:)'—:z » celle del’a-

. 671
mener en quatre jets F;@ 7 etc,

Soient , comme ci-devant , b et ¢ les nombres des chances. pour réussir et
pour manquer en une épreuve , n le nombre des épreuves et b4-c—a. La

premiére épreuve vaudra f—; Cette valeur étant déduite du dépodr, il restera

= b_ab '

a a

¢
= -
a

be . . .
La seconde épreuve vaudra donc—‘ y car il y aura & chances pour ob-
a

. \ . c b f + €.0 -

tenir le reste du dépdt S st¢ chances pour o, ce qui vaut ————ab + =
¢
be b (a—b) ¢
) il e —
A = res:era “-— 22 —-,,,,
b oi—‘a + Ce0 bee -

Donc Ia troisiéme épreuve vaudra———;—. =g« il restera
6 _bee = (a=b )cc e’
a2z D — o =3

1, 1
Donc la quatri¢me épreuve vaudra —3 -

Et ainsi de suite.
. " -1
La n° ¢épreuve vaudra donc !’-c-:—
. a

Ainsi le sort ou la probabilit¢ de réussir est

b b b be? et
z +“—c“ + §+ ;% veest é—-' progresnon geométrique dont le quo-

' tient
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. ¢ ¢ bt b ). a E(cr—a”) _ et s
tient est- et Ja  somme (- - 2 b po

comme ci-dessus,

~ §. X V.
Mp;licaa'om. du précédent.

Il est facile maintenant de résoudre le probléme général, auquel se raps
portent les deux problémes particuliers des propositions X et XI. 1l consiste
A trouver en combien d'¢preuves on peut entreprendre d’amener un hasard,
contre lequel il y a ¢ chances , le nomhre de toutes les chances étant 4 ,
ou, ce qui est la méme chose, pour lequel ily a b chances favorables, le

nombre des chances contraires étant ¢, et en supposant b+c=a.
" Demander en combien d’épreuves le joueur peut eatreprendre d'amener le
hasard proposé , c’est demander combien il doit lui étre accordé d'épreuves,
pour que le jeu soit juste, c'est-d-dire , pour que son sort soit égal a cehi
de son antagoniste, ou au sort contraire, Soit x le nombre de jets cherché,

e a*—c* : . a*—c*
les sort du joueur est ——;— 5 ¢t partant, le sort contraire est 1~ ——

aN—c*
a:

= ‘i, On adonc = ‘:—:, ou a*—ac*; et en premant les logarithmes xla=/1
=xlc , d’ol1 'on tire x= ral—iE; il est clair que le nomibre des jets doit étre tel .

quil y ait autant de probabilité pour que contre I'événement ; alors, le sort
est i on adonc ;c = —: » OUl 24*—2c*=4a* , OU a"=2¢", etC.

Si l'on veut savoir quel doit ére le nombre des épreuves pour que Je

sort du joueur soit double.de celui de son adversaire, il faut faire -2 —<"
‘ﬂ

.- 2% o . o . N R

= -7 ; dolt I'on tire :1 =3,etx= FI-;’T.' » valeur qu'on aurait égale:

ment trouvée en faisant = ;c‘ = ;. Cette valeur de x est le nombre

des épreuves qu'il faudrait accorder au joueur , pour qu'il pit parier deux
contre un d’amener le hasard proposé.

On trouvera de méme quel doit étre le nombre des épreuves pour que
le joueur puisse parier p contre g, ou pour que son sort soit i celui de son

-
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L

Ry £ g 50U aX—c*:c* 2

. . a
adversaire , comme p est 4 ¢; car on aura

“x

a* a* N lpFq—1
p : g3 ce qui donne = —1= P s ou — = P—:-i; d'oitl'ontire x= —P_l+f-lc .
On aurait trouvé cette méme valeur de x ; en faisant le sort du joueur
a*——c*

P_. . p_ _ 9 3
——— — —-—3 car le sort contraire est § — = » qui est 2
a* P+9 ? ! pq pt+q 1

P ..., !
e T E ,

Soit s le sort du joueur, eta; =r0Ona ‘"'::‘J == '.:' , équation qui

" (4

répond & cette question générale : de ces trois choses, le sort du joueur ,le nom-
bre des épremves , et le rapport de la totalité des chances au nombre des chances cons
traires au joutur , dewx quelconques étant donnles , trouver la troisiéme, Si c'est le sort
qui est inconnu , I'dquation em désigne explicitement la valeur ; si C'est le nom- -

bre des jets, Péquation donne ms=r"—1}, ot r (1—s)=1, et partant alr-L.1—s

=oyjd'oh n= — {-%';:f Si I'on cherche le rapport du nombre de toutes les

chances i celui des chances contraires au: joueur , I'équation donnera r, =

1 A
» et r= ———, Supposons qu'il soit accord¢ deux épreuves, et que le
b ] . —

Vi=s

o1t soit ;'. Onar= = 3, -~ Z Etsib est le nombre des chances
3 ‘ d

e

favorables, on a = ;s ou zb-"c 3 c'est-a-dire que le nombre des chances
favorables est a celm des chances contraires comme 1 est i 2, En effet , si

. . | .
la partie était en une épreuve , le sort serat,t--a- »-le joueur a done uge

chance pour avoir 1, et 2 ¢hances pour -l; Douc, il a pour sort '——-;-——3
= o < |
ha 90 L . AR ,

. La formulq quion. vw‘m de yoir nous donnera une solutioh- fort simple
d'un probléme proposé par Bernoulii. On s'uppose quau premier de m jousurs,
il soit accordé épreuves, et 'on demand: combien il doit en &tre accordé
au second, au troisiéme , etc. spour que les sorts de tous-les joueurs soxen:
égaux, Nous appliquerons & ce probléme fa-méthode suivante:
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Solp.x lo nombre des cpreuves qui do;vent etre accordues .au second
joueur. ‘ . L

. o At L
Le sort _des deux joueurs -ensepble est ——.-—, et eelui du premier joueur

es t—. Dcmc le sort du secodd est - —-—-ﬂ-L— ’-'1-'—. Or le sort dn se¢ond

i
ed e .. . N
l"*"—! 1 P—1
Hoit étre égal a celul du premler. Donc ona.—x “ - ‘f;;." =—
1 z—r" "

I 2
—— —— — e "+x._____
ou 1 R =2 it ()“.l Ry 9. Ou 14 a—m ,_: et Panaﬂt

— — —_" ) —n
ndxlr=nlr—1(2—r) et jg}il_’__%—g——)‘*nzw&%.. R

Soit , maintenant , x= A", et solent .de plus y le nombre - des jots oft.des
¢preuves du troisitme joueur s oet n4A4=p. Le sort du troisi¢me joueur

rpty—t _ rp—t
est et est 1 & chacun des deux remiers ou a f—
rp+y rp b2 P

’P—l rP‘f’-—[ 1 P—1 371’:} 3"P+,—3r,
1 = = ou
T 3 de sOrte quen a. T2 LY P 2Pty
2P+ Yy 3 ,-p+y_3 r . Y ’
= "ot -F r= = —l
2717 7y » d'oit Yon tire r = Doncylr la

(3=r?) et y= ’_’_._._—‘-_(._3_:_’5.):3.--.? ' : _ T
- ) P lr' . c ' .

On trouverait de la méme maniére les nombres de jets qui devraient étre
-accordés aux joueuss suivans. Mais op peut abiég:r le calcul , en com~.
-prenant tous les sorts dans ume méme formule, !

- Soient - pour cela ¢ le nombre des jets des m—1 premiers ;oueursensemble,
et 7 le nombre de ceux da desnier jouewr. La valeur des m sorts collec~

. Lo X ce Tl e ' . . -
tivement pris, ou des ¢4z jets sera Py ¥ celle des m—1 premiers sorts
r . .

ensemble et des ¢ premiers j'e:ti sera 278 ; et ‘partant la valeur dum. sort
ou de celui du dernier joueur , ou la valeur des g derniers jets sera
s, I .

rrraia ——”' ; et comme cé sort doxt étre égtl 3 chacun dene--; sorts

side pteg  pi—y riey r”‘—l C
pr ns’ on ura — e T e '—(m—l)r‘ R TTTR #4 ’""")

.o ¥a

r N e
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":'=£:':':‘;'"; ou (me1) 1148 (mem1) = mret e mrt; oWVt i=

mri—(m=—1) : doi lon tire rz= :-:'. Donc {=l(,._. )l—i(m-ﬂ)'
= r

Soient maintenant 4 , B, i’, D, etc, les nombre; de jets qui doivent étre
accordés aux z.', 3°> 4", §°, etc. joueurs, Il est clair qu'on aura : :

A, en substituant dans la formule 2 3 metnig; .
! B, eny substituant 3 A m et a4 4 ¢;

C, en y substituant 4 A met nf-A+4B 2 ¢;

D, en y substituant § 3 m et nd-AFB4C 4 45

- etc,
§. X VLI
SUR la proposition X 11, Exposition générale de la méthode o détail du caicul
.l‘ r‘mf.

Le probléme qu'il s'agit de résoudre consiste 3 trouver avec combien de
dés on peut entreprendre d'amener deux six au premier jet, ou, ce.qui est
la méme chose, en combien de jets on peut parier d’amener deux six avec

- un dé. L'auteur traite ce probléme comme celui de la proposition X, Cest-
d-dire qu'il calcule successivement les probabilités d’amener deux sixen1,2,

S, 4, etc. jets, en comparant 3 chaque fois la probabilité trouvée avec la

probabilité contraire , ou avec son complément & Funité , jusqua ce quelles
_ soient i peu prés égales. Le nombre de jets nécessaire pour cela, est celui

. que le joueur a le droit de demander. ‘

Le calcul est facile, et la question se réduit i celle-ci : ént données les
deux probabilités damener une fois le six , et de Vamener deux fois avec un jes de
moins , trouver celle de Pamener deux fois avec le nombre de jets proposé. En effet ,
soient a41 ce nombre.de jets , s le numérateur de la probabilité d'amener
une fois le six et ¢ le numérateur de celle de I'amener deux fois en # jets :

je dis que la probabilitt de I'amener deux fois en a1 jets est %’-ns'.f Car

6» est le' dénominateur de chacune des deux fractions qui ont pour numé-
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aateur s et & Or, celui qui entreprend damener 2 fois le 6 -en n41 jets
avec un dé , a 1-chance pour l'amener au premier , et par conséquent ,

. . . . s
-pour avoir 3 I'amener encore une fois en n jets ou pour avoir s
chances pour manquer au premier ou pour avoir 3 amener deux fois le six

. . t t,
«n 7 jets ou pour - Son sort est donc %{1- Par exemple, 'auteur trouve
. . [}

‘qu'avec trois jets la probabilit¢ d'amener deux fois le six est ?‘166—' Mais;

a "
"l .

d'aprés la formule qu’on a vue au § XII, celle d’amener le six une

. It
fois en trois jets est6 6,, = -29—:6. De ces deux probabilités se déduit celle

damener deux fois le six en quatre jets : car si I'on a le six au premier, il -
reste 3 'amener encore une fois en trois jets;et silon a un autre point au
premier, il faut amener deux fois le six en trois jets. Ona domc une chance

2L X i vaue 123
pour 5 ¢t 5 chances pour o5% » ©¢ qui vaut ==,

La formule 6";". fait connaitre que les probabilités d’amener une fois le
sixen,1,1,%,4,5,6,7,8,9,10jes sont telles quon les voit am tableau
éuivant, qui présente toute la suite de I'opérapion, .

L )

.1



142 ECLAIRCISSEMENS

NOMBRE Pnonnmrés
des jets damene, PROBABILITES D’AMENER DEUX FOIS LE SIX.
accordés, . | une fois le six. I. h ' o
- - Em——
4 o
I 6
11 1 ot . - — X
2 36 6 (3+ s. °l) o e 0 8 wmee -3—8
91 1 /11 1 16
3 216 6 36 + 50 36) e‘e o G0 WA= 3T6
671 1,91 16 7t
4 1296 6 (zx6+ 216 T 1:176
465 T 1767 171 . 5’_6
5 576 |e\naggt 9 38) = 7%
6 303t |y (ab51 o 3526y o 13ast
46656 6 \7776 S 7776) T T 36656
201811 31031 4 12251) o= 20
7 279936 6 466;6 466;6. 27993
8 1288991 20 8n ,3436 .. = 663991
1679616 6 (37993 279936 ’ 1679616
9 8124571 1288991 66399: — 4608946
10077696 ( 679616 1679616 10077696
10 507005 §t 8124571 4608946 = 3 169301
004061,6 |6 (100,7696 10077696) 60466176
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La probabilitt d'amener deux fois le six en g jets étant 4608946 s la
10077669
4608946 <4850
10077669 10077696 "
est 2 la probabilité contre, comme 4608946 4 54687 50.

probabilité contre est 1—

Ainsi la probabilit¢ pour

Mais la probabilité d’amener deux fois le six en dix jets. étant 3—-2%2% , et la

probabilit¢ contre r — 31169301 = 29296875 la probabxllté pour estd la

60466176 — 60466176 *
probabilité contre comme 31169301 est & 29296875.
Il'y a donc du désavantage & parier d’amener deux fois le six en neuf jets,
mais il y a de I'avantage 3 parier de I'amener deux fois en dix.

Oq trouverait de la méme maniére en combien de jets on pourrait parier d'amener
354,56, etc. fois le six en trois jets ou 4, 5, 6, etc. enquatre jets ,etc. ; mais il
est beaucoup plus simple de chercher I'expression générale de la probabilité pour .
un nombre s de jets, parce qu'en substituant 4 » diff¢rentes valeurs dans la for-
mule une fois trouvée, on voit si et de combien la probabilité séloigne

ou s’approche de la probabilité contraire, ou de 2, sans la calculer pour

chaque nombre de jets, parce que le calcul est fait une fois pourtoutes. On °
résoudrait également le probléme , quel que fit le nombre des faces du d¢,

etil faut en donner la solution , quel que soit encore le nombre de celles qu'il
sagit d’amener,

Soient donc b3}c=a, le nombre des faces du dé, 5 le nombre de celles
qui sont favorablesaujoueur , ¢ le nombre de celles qui lui sont contraires. Ea
question est de savoir quelle probabilité il a de réussir m fois en » jets. Il
est visible qu'elle ne différe pas de la question suivante.

.- X VIL

Quelle est la probabilité d'avoir m fois en n épreuves yun hasard pour lequel il y a b
. chanoes & chagque cpreuve, le reste des chances étant a—b=c:?
" Ce prob'¢me comprend celui du §. XII, quin’en est qu'un cas particulief,
ou la probabilité cherchée est ?-":fl, dont le numérateur est composé desn
ak

premiers termes de la puissance » de b-4-c.
L'énoncé préserite denx questions ; car la probabilité qu'il faut trouver est
ou celle d'amener le hasard preposé m fois au moins , cu précisément m fois,



|

144 ECEAIRCISSEMENS
Ces-a-dire m fois, ou plus, ou m fois, niplus ni moins. Le’prohléme va étre
traité de différentes maniéres sous chacune de ces acceptions.

Bernoulli I'a résolu dans le premier sens, en cherchant , non la probabilité
de réussir, mais celle de manquer , comme étant d'une expression plus simple :

. . ndr .. .
ce qui n'a pourtant lieuque quand m —'1-;- , ainsi que nous le verrons inces-

samment ; mais il suffit que le nombre des termes de la série génfrale soit
plus petit pour les premicres valears de m. Cependant, il est facile de trouver
directement la probabilité de réussir.

Nous avons d'abord i déterminer la probabilité de réussir dans le cas de
m=n.

Supposons donc que le joueur entreprenne d'amener le hasard une fois ea
un coup ou ea une épreuve : il; y a b chances pour réussir et avoir 1, et ¢
bii4-co

b4-c

mener le hasard deux fois en 2 coups, il a & chances pour réussir au pre-

chances pour manquer et avoir o ; ce qui vaut

— b tH H %
= = $'il parie d

. . . . . b
mier, et avoir A réussir ume fois en un coup, ce qui vaut S St¢ chances
pour manquer au premiet, et avoir i réussir 3 fois en un coup , ce.quiest

b‘ é' +f|°
a

impossible , et le fait perdre - som sort est donc — P 5

= —, S'il entre~
aa

prend d'amener le hasard trois fois en trois coups , il a 5 cas pour avoir a

. bb
Yamener deux fois en deux coups , oupour oo+ ©t ¢ cas pour manquer ou pour
b3 | .
©; et son sort est — On trouve de méme que, s'il s'agit de réussir 4 fois

4
en 4 coups, le sort est % » etl'on voit en général que la probabilité de reussir

. L
 fois en n coups , est - ¢ ce qui offre une nouvelle solution du pro-
bléme du §, XII; car, si Padversaire du joueur parie que le hasard manquera

. c . -
a fois en 2 coups, son sort est a—:-: le sort du joueur est donc 1— -‘-:. =
a

ar—c*
. 5 et cette probabilit¢ est évidemment celle d’avoir le hasard au moins

uae fois en n coups,

On vient de voir que si le joueur parie d'amener le hasard 2 fois en 2
coups
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coups ; son sort est :‘i. Sl parie de 'amener 2 fois en trois coups; il a’

$ chances pour I'amener au premier, et pour avoir & I'amener 1 fois en a
aa—cc _ bb+4ake
=  aa

44

<oups, ou pour » €t ¢ chances pour manquer ou pour avoi

. . , bb ) .1
4 réussir 2 fois en a2 coups’, ou pour ;.Son sort .est don; e ( b,

bb+ b 3
e ) — b +3bbc il parie de réussir 2 fois en 4 coups, ila
. PP a3-c3  b34-3bbet3bce
& chances pour avoir a réussir 1 foisen' coups,ou pour = PE 9

et ¢ chances pour avoir 4 réussir 2 fois en 3 coups , ou pour -Liﬂ-ébf. Il adonc

3 4 3 2
pour sort — ( b""’:,:::'_:i:::) =t ‘+662‘ . On trouverait de

‘4
bS +;Iv4¢+lob*cc+lobbc3
‘s
et ainsi de suite : de sorte qufil est évident que la probabilit d’amener le
hasard deux fois en n coups a pour dénominateur 4" , et pour numérateur

. 1a somme des n—1 premiers termes de la puissance n de b+c.. ~

méme, pour la probabilité de réussir 2 fois en § coups, »

8% i .
Si le joueur parie de réussir 3 fois en 3 coups, son sort est o S'il parie
de réussir 3 fois en 4 coups, il a & chances pour avoir 3 réussir 2 fois en

’ .
3 coups ou pour '-Li.—’-b—bf » etc chances pour avoir & réussir 3 fols en trois

s I 4 .
coups ou pour ~ li- Son sort est donc ( “13: = b +‘.‘L. S'il parie

d'amener le hasard 3 fois en § coups , il a & cas pour la probabilité
4 3 2.2 A ’
Li_“I"ﬂL et ¢ chances pour la probabilité 5 t’i‘b ¢, et il apoursort
. a
a1 b drgblc6b7c? Y __ b5 45b c410b%cc . )
at S t pour démontrer que
a’ ( + 1,4c+4b;“) pE] ce qui suffit pou qu
s'il s"agit d’amener le hasard 3 fois en n coups, la prebabilité cherchée a pour
dénominateur 4" et pour numératéur la somme des n—a premiers termes de
la puissance » de b--c.
De méme.la probabilité de réussir 4 fois en » coups a pour dénominateur
«, et pour numérateur la somme des n—3 premicrs termes de la méme

puissance , et ainsi de suite,

On voit donc que le dénominateur de la probabilité cherchée ;st toujours
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", €t que le numerateur est compos¢ des n premiers termes de la puissance
s de b4e, si m=1, desn—1 premiers ,sim=2, des a—2 premiers , si m=3 y
. des m—3 premiers, s m=4.... et partant des n—{m—1)=n—m-+-1 premiers
termes de la méme puissance , sl s'agit d’'amen¢r le hasard propos¢ m fois
en a coups.

)

Don¢ 1a probabilit¢ cherchée est - (b'-i- bot¢ + l""c‘..n-l-

B n—1.0 . M4 1
.__—-————-—'_——-L-cno- ).

Ioe 2 evee—m

Mais comme la double série ———r A=ttt oo commence qu’au se-
) le 2. 3ee .o A—Mm

cond terme , elle ne peut servir A lindication du premier qui se rapporte au
cas ou m=n, et si l'on veut avoir le numérateur du sort pour tous les cas,
il faut donner au dernier terme cette forme —— "'"—m‘+'

L2 4coom
qu'on trouve en prenant la puissance par l'autre extrémité, ou en élevant ¢4
3 la puissance ». Car si le dernier terme du numérateur du sort est le
( n—m<-1)ieme terme de la puissance n de b4, il restera n-1—(a—m-+-1 )
‘==m termes de cette puissance, de sorte que le (n—m-1 )™ terme de la
puissance n de b-4c sera le (m-1) keme de la puissance » de ¢4b et
nep=—1.... n—m-+1 ’

"1 ?. ee se e /M

Les autres termes appartiennent au numérateur de la probabilité contre et sont
NeN==Jee . ’l—m+3
i B

e 20 ¢ g ¢ o Mg

PPN Lo T2 e

12, .00 m=1

Pour trouver directement cette probabilité, supposons qu'un joueur parie
davoir m fois en » coups, la face A d'un d¢ ayant a faces, savoir, b faces
Aetc faces B. La probabilité contre ou le pari contraire est que la face A
viendra moins de m fois en 2 coups , et par conséquent que la face B viendra
plus de 2—am fois, et partant au moins m—n--1 fois : de sorte que la proba-

Bilie¢ d’avo:r la face B au moins a—m-1 fois est le sort de I'antagoniste dur
joueur.

= -
b ‘nm’

\

€e terme est

= bm,

emt 1 et + NeN==1¢0e ¢ « Nn— M+3 6'"-‘+. 5"". T e +cn —

1.2.-|agm—2

Que cet antagoniste parie de réussir » foisen » coups,ona vu que son sort

S'il parie d'avoir la face B a fois en trois coups, il a.¢ chances pour avoir & réus-
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L -
sir 1 fois en 2 coups , ou pour : a’b. = ‘a+ » et b chances pour avoir  réus-
. . . s, . b
sif 2 fois en 2 ‘coups ou pour :—, s cequivaut i’i Sl parie d'avoir B
. . . - er~}-3¢ch
3 fois cn 4 coups, il a ¢ chances pour laprobabilité précédente Pk et b

ﬂ+4c

- On trouvera de méme que, sl

c+gcb

chances pour ; et il a pour sort

parie de réussir 4 fois en § coups , son sort est » et en général que

la probabilité de réussir »—1 fois en » coups est une fracnon qui‘a pour dé-
nominateur o et pour numérateur les deux premiers termes de la puissance
n de c+4b.

En raisonnant toujours de la méme mamére on verra aisément que le dé-
nominateur de la probabilit¢ d’avoir la fice B n—m+1 .fois en n coups étant
toujours a" , le numérateur sera composé des 3 premiers termes de la puis-
sance 2 de c+l: si m=3 , des 4 premiers , si m=—4, des § premiers , si m=5,
et généralement des m premiers, si le premier joueur a emrepris d'avoir Ig
face 4 au moins m fois en = coups.

Le sort de I'antagonistedu joueur, ou la probabilité contre, est donc
L (c’+nc”"6+ Run—1 ‘._.b,“;._._'_n.n-l....n—--{-z fonm t € e ) R

2 To 2eccccscesm—1
d'ou il est facile de dédmre la probabilité pour, quia pour numérateur le reste
des termes de la méme puissance de ¢--5,

On peut voir ici que le numérateur de cette derniére probabilité est com<
posé de moins de termes que celui de la probabilité pour , dans les cas

seulement ol m <"—t—l' » puisque le premier réunit m termes de la puis-

sance n de c+5 , que le reste appartient i I'autre numérateur , et que le
" nombre de tous les termes est a41, Dans ces cas il y a plus d’avantage
A chercher la probabilité contre; mais leur nombre est égal i celui des cas

1 o e ~et
oum>> 1%—- Car m a pour limites 1 et n et ne peut itre une fraction. Si

. . ndt .
n est impair, —— sera un entiers

. - n—_'
Aloﬂm|<"+'= 1 ; 2 , 3 ¢5e..0u "-:-' —-1=—

Etm>£-3Ll-=n_.:J,"_;t£,£:::‘z e e ecese e OUN
) Ta
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Or ces deux progressions ont précisément le méme nombre de termes , savoir,

n—1 +1

. P .
— Si n est pair —, — seraune fraction :

n 4 . . B n 1 1
alorsm<—;-= I , 2 ,; 3 sese0u t -,=

et m > '#:_"_':'_",L'l'._‘,ﬁ_'ii c es s cesOU R

Et ces deux progressions ont encore le méme nombre de termes ;

Nllﬁ

b

. n
savoir , -
2

* 2, Examinons maintenant I'autre face du probléme, et voyons quel est
le sort du joueur qui entreprend d'ameper le hasard propusé precisiment m
fois en n coups.

La probabilitt de I'amener une fois en un coup est é- Si le joueur

parie de P'amener une seule fois en deux coups, ct quil réussisse au pre-
mier , il faut qu'il manque au second , et il a ¢ cas sur é4-¢ pour man-

quer, de sorte que la probabilité de manquer est :—; §'il manque au pre-
mier il faudra qu'il réussisse au second , et la probabilité de réussir est
b .. .

2o Ainsi le joueur a & chances pour£ pour é Son sort est don¢

be o . . . . :
-z—a. Si le joueur parie de réussir une seule fois en j coups, il a b chan-

ces pour réussir au premier et avoir & manquer aux derniers ou pour

d . . .
2a ° St ¢ chances pour manquer au premier et avoir  réussir une seule

. b
fois en deux coups ou pour %5 s ce qui vaut %;—‘: De méme sl

; : . : be3 .
parie de réussir une seule fois en quatre coups ,il a pour sort -47‘;- > et il

est facile de voir que s'il entreprend de réussir une seule foisen » coups , son

nc*'h . s
sort’ est —— fraction dont le numérateur est le second terme de la

puissance 2 de c45.

La probabilit¢ de réussir > fois en deux coups est ;:—- De cette probabilité

. . . b A
et de celle de réussir une fois en 2 coups qui est>= , se diduit celle de
aa

réussir deu:; fois en 3 coups ; car si le joueur réussit au premier, il a
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abbo-}-cbb — 3:5; Multi-

qaa

abé et 81l manque il 17 . 1
o manqueil a-= = ce qui vaut -,

pliez par ¢ ette dernitre probabilité, et i)ar b celle de réussir une fois en

trois coups qui est —3:-;5 » vous aurez le numérateur 6c2562 de la probabilité

de réussir deux fois en 4 coups, dont le dénominateur est a4 ; et en con-
tinuant ainsi vous trcuverez que le dénominateur de la probabilité de réus<
sir deux fols seulement en n coups étant <*, le numérateur es§
2.(a—1) '
e
Il n'est pas plus difficile de trouver que le dénominateur de la probabilité
d'amener le hasard propos¢ m fois seulement en n coups étant toujours a”
le numérate_ur est le 4% terme de la puissance n de c+45 si m=3, le §°,si
m=4, le 6 sim=g, et le (n41)m* si m conserve sa valeur générile,

oAa=—los n—m=+1
a.n=—1...n—m- e
142 eeee

. .
¢ b2, ou le troisiéme terme de la puissance n de c+45.

Or le (m+-1)iéme terme de la puisance 7 de c-}-b est

Boen—1 .60 n-—'m-l-_l (o —

Ie 2 sosese m,a"

n.n—1 ... mft pmgnem, ..

I.2 ,.00n—m,a" :
Cette probabilité est , comme on le voit , le dernier terme de celle de

réussir au moins m fois en n épreuves ; et il est facile de s'en convaincre

indépendamment du calcul précédent , puisque la probabilit¢ de réussir m

fois, ni plus ni moins, est égale 3 celle de réussir m fois ou plus , moins

celle de réussir m--1 fois ou plus ; et que la premiére comprend tous les

=1 . .mf1

. . n
termes de la puissance n de b-c jusqUd ~————e — — mn-m jnclusive~
e 2 40 o=k

ment, et la seconde tous les termes précédens, : .

Réciproquement la probabilit¢ de réussir m fois précisément peut servir
A faire connaitre celle de réussir m fois ou plus, Car si dans la formule on'
substitue m+-1, m4-2, m43, ...n 2 m, et quon ajoute ensemble toutes
ces valeurs , on aura la probabilitt de réussir soit m+4-1 fois , soit m4-2
fois , soit m+3 fois... soit » fois ; si I'on y ajoute encore la probabilité
de réussir m fois, on aura celle de réussir m fois ou plus : et la somme de

~Le sort du joueur est donc

N 1 nen—1 :
-soutes ces valeurs se trouvera étre ;(bf—l—-nbc""—{— Trb‘cf’ ceert

n.n=1,..m}1
b
e 2000 n~—m
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3. La solution de ce double probléme est dimontrée aux yeux dans la
série que mous avons donnée au §XV, saveir , badn 4 altc 1B 4
:._‘_":lt'*c*/l""az cowo + TN apvigr o pcbBrei A4 0B, on
Y 1.2 . :
$4c=a exprime le nombre des faces d'un dé qu'on suppose toutcs marquées

A ou B, b le nombre des faces 4, ¢ celui des faces B , p le nombre des
a2.n—1

im%3 , etc., expris

jets de ce dé , et ol les coéfficiens &*, nl™ic,

ment respectivement les nombres de chances qu'il y a pour A»,pour 4™*, pour
A%, etc. , Cest-d-dire , pour avoir A & tous les jets , & tous les o jets
moins 1, 4 tous les » jets moins 2, ete., & deux, A un seul, & aucun.

La probabilitt cherchée est , dis-je, formellement et explicitement écrite
dans cette série, de méme que la probabilité contraire , soit qu'il s’agisse
d'amener le hasard ou la face 4 le nombre de fois proposé , ou plus fré-
quemment , ou ce nombre de fois et pas davantage.

Supposons qu'il s’agisse d'amener la face A précisément m fois. On cherchera
le terme ou 'exposant de A est m. Soit m==n—=x. 1l est clair que ce terme est

BReN=1 s0a00 N—(x— .
T (x=1) irx: A*Bx, ou, en substituant i x sa valeur 7—m ,
- o & 2 0 x .

R n—1.icam}1
———————
Be2 o6 e N—m

zl—fz:l-—-—'—:—_-_'_«-—'i A _B*™, ce qui désigne quil y a chances
pour avoir la face 4 précisément m fois, ou i m jets et pas davantage. Si
Ion divise ce nombre par la toralité des chances, on aura la probabilit¢ de
réussir, La somme des coéfficiens des autres termes appartient 4 la proba-
bilit¢ contre.

Maintenant , comme dans tous les termes qui précédent , celui ou se
trouve A=, I'exposant de A est plus grand que m , il est clair que le nom-
bre des chances pour amener la face 4 au moins m fois , ou A m jets ou
. plus, est égal A la somme des coéfficiens de ce terme et de tous les ter-
mes précédens, et que le nombre des chances contraires est égal 4 la somme
de tous les termes suivans. Le nombre des chances pour réussir est donc
R.a—1 ... m+1

1.3 co. 2—m

bme, 5 et le nombre

3.+{,5n_-|‘+-nl.n;-', brg2 L, 4

Ren—leseom RoR=—T.0o M=y

bm-ron-m 4 1 PRy
* 1. 2n—m41 + 1e2.s0n—m+423
b2 cmmtr Lo Factb4-cn. Si donc on divise chacune de ces quantités par

¢,, nombre de toutes les chances pour les » jets , on aurala probabilité

des chances pour manquer est
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pour et la probabilité contre. On peut trouver celle-ci directement dgns’ la
" série c,3n+mn-w5~-u+£:i‘;'-‘¢n-mBwﬁ ceceeet brA, qui e la

1. \
méme que la précédente, Car la somme des coéfficiens du terme ot A a
exposant m—1 et des précédens, ou il a un exposant moind‘re,désigne‘lg
nombre des chances cu'il y a pour amener moins de m fois la face 4, ou
pour Pamener 3 moins de m jets, Le terme dont il s'agit sera , comme il
nen=—1,,.0—m+2 .
) B 2 co0o m—1i
nombre des chances pour amener moirs de m fois la face A est ¢,-4-nc"1b4-
n.n—1 Ren—1...0—"+42
352
v OB e T
visée par 4", donne la probabilité cherchée,

REMARQUE.

est facile de le voir, nmi1mifnm bl gm-l, Ainsi le

{em+ 1 quantiré qui , die

Bernoulli qui a considéré le probléme sous les deux rapports qu'on vient
de voir, ne I'a point résolu sous le second par la méthode de Huyghens,
c’est-a-dire , qu'il n’a point appliqué cette méthode au probléme qui con-
siste 2 trouver la probabilité de réussir m fois pricisément en gz jets. Mais il
donne une régle pour calculer la probabilitt damener un hasard i certains
jets , dans ui ordre déterminé , et non aux autres, en supposant que les
g¢hances varient perpétucllement de jet en jet. Nous reviendrons sur cette
régle dont il tire la formule qui exprime la probabilit¢ de réussir & quel-
ques jets déterminés , A Pexclusion du reste des jets. A“cette formule il
applique la théorie des combinaisons pour en conclure la probabilité de réus-
sir précisément m fois en n coups, ou i m jets pris dans un ordre quel-
conque ou indéterminé, exclusivement aux autres. Mais comme il n’ex-
plique la doctrin2 des combinaisons que dans la secopde partie de son
ouvrage, nous avoas cru devoir résoudre le probléme par d’autres métho-
des qui vont encore nous servir poyr celui dont il Ia fait dépendre.

§. XVIIL

Quelle est ln probabilité damener un hasard  plusieurs de ‘n épreuves , dansun ordre
déterminé , exclusivement aux autres , les chances étant en nombies cemstans ?

Soient comme ci-dessus, un d¢ ayant b faces 4, et ¢ faces RF,en tout
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bt:=1,m le nomrz des jets o il faut amener la face A4, et partant 2—m
Ie nombre de ceux ol il faut amener la face B;

Observons que la probabilité du succds est la méme ,quel que soit 'ordre
d:s m jets qui doivent donner la face A4, puisqu'il n'est ni plus ni moins
facile de lavoir au premier qu'au second jet , ni au premizr et au second,
qu'au premnier et au troisiéme, ou au second et au troisiéme , etc etc. Il nous
sufira donc de trouver la probabilit¢ d'avoir 4 i tous les m premiers jets ,
et B a tous les n—m derniers,

On se rappelle que Tf": est la probabilité d'avoir 2 fois 4, et —g—celle

davoir n fois B en n jets. i

Cela posé, la probabilité d'avoir 4 aa premier jet , et Baux a—1 derniers;
est facile 4 trouver ; car le joueur a ¢ chances pour avoir B au premier, ou
pour pardre, et b chances pour avoir 2 amener B a chacun des autres , c’est-

a-dire n~—1 fois enn—1 jets , ou pour passer aux s—1 derniers jets, qui valent

- Lot 4

ot be
=i~ Sonsore estdonc ~——.

ar~t

La probabilit¢ d'avoir B 4 chacun des n—a derniers et A au précédeat ;
est done 6—‘;:-', do sg déduit ceile d'avoir 4 aux deux premiers et B a

‘'
nesg

tous les autres , puisqu'il y a ¢ chances pour o et & pour i‘,_;—;ce qui vaut

b

a* °
Donc la probabilit¢ davoir B aux n—3 derniers et 4 aux deux précédens

est ba%_-l—' Et partant celle d’avoir A aux trois premiers et B i tous les autres
bicn=y .
a
Et sans aller plus loin, il est facile de voir que la probabilit¢ d’amener la

face A aux m premiers et la face B aux a—m derniers est ——,

Clest ce qu'on psut démontrer beaucoup plus simplement, Car-g 4ant la probas
bilit¢ d'amzener 4 3 chacun des m premiers jets, le joueur a b= chances sur

. . . v m " .
o® pour passer aux n—m dernicrs , qui valent bl clest-A-dire , qu'lil a

L
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. - X e m . Imn=m

a=—b" chances pour o , ‘et [™ pour — . Donc il a pour sort — -2
Emennm
= -';,.—'o

a2, Cette formule est encore trés-facile a4 reconnaitre dans la série {» 4m -

nlot ¢ A2+t B B2 paaz o gnea B5 | etc,, ol nous avons lu la solution du

probléme précédent. Car,‘ dans le terme qui indique combicn il y a de ma-
niéres d'avoir précisément m fois la face A en n jets, l’exposam de Aestm,

m-}-l
1.2 o 11T
¢nm_ dont la partie fractionnaire désigne, comme on sait, les divers arran«
gemens de ém»=m, et partant de 4= B"~m, Mais si tous les A doivent venir
avant tous les B, c'est-a-dire, si la face 4 doit venir m fois avant qu'on
ait une seple fois la face B , ces différens arrangemens’se réduiront évidemment
3 un. Donc il y a précisément bm ¢"~™ maniéres davoir la face A aux m
premiers jets , et la face B aux n—m derniers’, et par conséquent &™c*~® chances
sur (b4¢c) = o* pour réussir ;d'ouil suit que la probabilit¢ cherchée ess

bmn-m
o

¢elui de B est n—m , et le coéfficient de ce terme est =T im

6. X1IX.

Oi lon démontre ; par la méthode de Huyghens , la rigle de Bernoulli pour trouver
la probabilité d'amener un hasard propesé en plusieurs de n épreuves , d.ans un ordre
déterminé 5 les chances étant en nombres variables,

Supposons n dés , n'ayant que des faces A et des faces B, les nombres
des faces .4 et des faces B ¢tant respectivement, pour le premier 5 et ‘c,
pour le second e et £, pour le troisiéme, 4 et i, pour le quatri¢tme g etr,
pour le cinquiéme ¢ et u; que les dés soient jetés dans cet ordre, et soient
btc=a, etf=d, hti=g, q+r=p, ttu=s, et v, x, y, 7, ev » les sorts du
joueur , au premier, au second, au troisi¢me , au quameme, au cinquiéme

jet; comme on le voit au tableau suivant.
Ordredesjets, . « « ¢ « ¢ o « & & =

« -1 2 3 4 %
Nombres des chances pour amener 4. . . . b ¢ & ¢ ¢
Nombres de chances pour amener B, . . . ¢ f i r
Sommesdeschances. ., « ¢ . . . . . . a d g p s
Sortsdujoueurs, &+ . 4 i i e 4 . . .V Xy 1 @
, v



. 194 ‘ ECLATRCISSEMENS

Si le 1oueur parie, par exemple , damener la face 4 a chacun des trois pre-
miers jets, et la’ face B au quatriéme et au cmquléme , il est clair qu'au pre-
mier il aura b chances sur a pour passet au second et ¢ chances pour o; et

S b |
quainsi v=— x, On trouvera de méme x = 5y , y=;— 1y 1= Z @ Mais

P
lorsque le joueur passe au dernier jet, il a u chances pour amener B et

- gagner le dépdt=1, et ¢ chances pour o, ce qui vaut — . j—"o. On a

_ e hr u
s X =, =, —, —
P

rrit
st la probabilit¢ de réussir avec le prem:er dé,

donc @w'= i, =

_behru
4dgps

u u b
._’ feed — v——
S y s ? a

n|=-
ht-E

T8

<
d°

Al R
|§~'NI§-

r
N
: ou l'on voit que es

ouau premier jet, - 5 celle de réussir avec le second dé ou au second jet etc.;

et qu'ainsi le sort du joueur est égal au produit des probabilités de réussir aux
divers jets pris séparément, et p3rtant au produit des chances qui doivent -
donner A ou le hasard proposé par celui des chances qui doivent donner B
ou un hasard différent, divisé par le produie de toutes les chances,

Il est visible que cette régle est générale ; car s'il fallait , par exemple
amener A au premier , au troisidme et au cinquiéme jet , et B au second et
- au quatriéme , il suffirait pour avoir le sort du joueur de substituers a4 u, fde
b f hgu _bfhgs
a d g'p' s’ adgps
Si donc il s'agit d'amener A au premier et au second jet et B au troisiéme,
la probabilité¢ de réussu' au premier, au second, au troisiéme jet , pris sépa-

b e i bu
» le sort est-

et g4 r dans la valeur de v, ce qui donnerait v=

b
rément étant - )

d’ PR 7 E 2dg ? suivant la régle. Eten

] e i b b e &

effet on a alors y = — ,etpartant =zy= r tv:;"‘;’;’;
_bei
T adg'

Et sil faut amener 4 au premier , B au second, A au troisiéme, B au

bfhr

quatriéme jet , le soit que détermine la régle est ——— 2dgp

En effet, onadans

h
ce cas v=- x, x:__f ,y:é{et{_’, et par_conséquent y—‘— ’,
é .
14
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Le sort du joueur qui parie de réussir A tous les jets, soit en amenant A ,

soit en amenant B, suivant la loi du jeu, est donc exprimé par le rapport du’

produit des chances qui le font réussir aux diyers jets pris séparément , au pro-
duit des diverses sommes des chances.

§. X X.

Sur la proposition XIII,

La question, généralement prise , se réduit a celle<i :

Un joueur a b chances pour avoir le dépt 1, u pour en avoir la moitié, et ¢ pour
ne rien avoir : quel est son sort ?

Soit a—t-}c4u, la somme des chances,

1 est clair que les b chances dont chacune donne au joueur I'argent du i;eu,‘

Tui valent é » €t que chacune des u chances lui en donnant la moitié, elles

Iui donnent ensemble 2—a Son attente est donc + — ’H- "~ ; ce qui donne

cette régle : i

Ajoutey au double du nombre des chances favorables le nombre des chances com-
munes , et dwuq la somme par le double de la totalité des chances : le quotient sera
le sort du joueur,

Si T'on en soustrait la mise du joueur, le reste sera son gain ou sa perte ;

26+u 1 2btu—a  2bfu—b—c—u__ b—c

i est r consequent - = — —_—
™ P 2 28 ea 2¢ °

“d’ol1 Ton tire cette autre regle :

Retranchey le nombre des chances favorables de celui des chances contraires ; divise
la différence par le double de la somme des chances : le quotient sera le profit ou la perns
‘du joueur; le profie, si la différence est positive, la perte si elle est négative,

Vi
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§. X XTI

" Sur la proposition X1V,

1. Solution du problime en giniral par ls mithode de Huyghens

2, Autres maniéres de le résoudre., . .

Le probléme général peut s’énoncer ainsi : -

A et Bjouent alternativement pour amener , savor, A un hasard pour lequel ily'@
€ chances sur e4-f, e¢ B un autre hasard pour lequel il y en a b sur b4-c , de
sorte que e4f=b4-c=a; et B joue le premier : quels sont les sorts respectifs ?

Voici comment on peut le résoudre par la méthode de Huyghens.

Puisque B jouant a b chances pour gagner et ¢ pour que le jeu continue §
il est clair que 4 ,au commencemsent du jeu et toutes les fois que B joue,a
b chances pour perdre et ¢ pour jouerd son tour. Si donc on appelle y son:
attente , lorsque ce tour vient, son attente, au commencement du jeu, est

b. ot-c.y . .

—i—'- = ‘—Z-o Mais A jouant a ¢ chances pour gagner et f pour que
a

le tour de B revienne, clest-a-dire  pour recouvrer. le sort quelui offrait le

e 14-£. l_-‘;Y

=y=

: . ¢ . . .
commencement du jeu, ou pour -i-' sce qui lui vaut

» qui , multiplié par ¢ domme _“_-f pour le sortde A. Celui de B
B3

ce __ aa—cf—ce Cab
aa—ef  aa—cf = aa—~cf *

b=a—c.

- Pour trouver directement le sort de B soit { son attente lorsque A joue,

B jouant a b chances pour gagner et ¢ pour que A joue & son tour, ce

qui vaut bt*ct * Mais A jouant, B a ¢ chances pour perdre et f pour re-

b__f_'-_{-_c-f_i — L __bf.,
aa —t= aa—cf*

ac
L
sa—f

est donc 1 — a cause de f—a—c et de

prendre son tour et son premier jeu ,ce qui vaut

1 Cobef N\ _ ab
Le sort de B est donc - (b ;—?f) = — cf'

Bernoulli observe quiici l'auteur a racours , pour la premiére fois , 4 I'a-
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_nalyse; sans laquelle il n'aurait pu , dit-il , déterminer par sa méthode les
sorts respectifs , parce qu'onm ne peut bvaluer le sort du joueur qui tient les
dés qu'on ne connaisse celui de son adversaire jouant  son tour , et réci-
proquement ; et il donne une méthode , qui lui est propres pour résoudre le
probléme indépendamment de toute équation algébrique.

2. Cette' méthode. consiste 1°. 3 supposer une infinité de ]oueurs_,é chacun
desquels il soit accordé un seul jet , de manidre que les joueurs en ordre
pair ayent ¢ chances favorables sur e4f, et les joueurs en ordre impair &
chances favorables sur b-4-c ;2° a attribuer 3 4 les sorts de tous les joueuts
en ordre pair, et B ceux de tous les joueurs en ordre impair. La difficulté
se réduit 2 déterminer séparément ces divers sorts que le célébre annotas
teur deéduit aisément de la régle qu'il a donnée vers la fin de ses remarques
sur la proposition XII, =

On peut encore évaluer ces sorts , ou trouver les valeurs des jets suc<
cessifs par la proposition Il , en faisant varier le dépdt , cest-i-dire , en
considérant , i chaque jet , 'argent du jeu comme diminué de la valeur des jets
précédens , ainsi que nous I'avons expliqué au §... Voici la méthode.’

Le premier jet vaut é- Le dépdt étant 1, il reste 1— l:; = E. Il'y a doné
]

o . c - ce
au deuxiéme jet ¢ chances pour . ©t f chances pour o , ce qui vaut =

Dreste S — ¢ ela=e) _ «of
L4 aa aa - aa’
1l est facile de voir que , pour avoir la valeur d’un jet il suffit de mul-

tiplier le reste des précédens par le rapport des chances pour 4 la totalité
des chances , c'est-a-dire s par-b- » sile jet est impair , et’par '— si le jet est pairs

cf bcf 11 reste <f _ bef
. a aa 4

Ainst Ia valeur du troisiéme )et est ;' - S — -

(___a-;b)-tf c:,f . Donc le quatnéme‘ jet -vaut f_‘. 55[ = ‘j‘-‘[ 1 reste
55[ _ 5:_:;{ = (“":? eof _ %‘ Donc le. cmqluéme jst vaut -2t ‘ﬁf =

-bCC
_..SE » €tC, , _ o :
On peut remarquer que, 22 étant un nombre pair quelconque ,la vale‘_vur

o - .2 (-‘_‘_f-)b'.

{1
du 2 nteme jet est ‘i-:- » et celle du jet impair précédert est
a
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Si donc on fait successivemsnt =1 , 2 , 3 , 4,5, 6 , etc. , et quon
substitue ces nombres l'ua aprés lautre daqs la seconde formulg, on aura les
valeurs des jets impairs, comme il suit:

Jusimpairs, 1% 3° §° 7 9° m' 13t (%10 an—iS
be? 4 $ 6 b Ret

Sotsy ... b 3L W BN WS WP WP, HPT
a & 4 P PP a'? a*

Les valeurs successives de » substituées de méme dans la premiére formule
donneront pour les jets pairs celles qui suivent, '

Jus pairs. 2* 4 6 8 10 12* ... an%

ce eccf e*ff et e’ft  ectf e frt
Som; o e = - . —— —— —  ® @ .
“ a 4 aI alo “‘ a.-

Or il est visible que le sort B est égal i la somme des valeurs des jets
impairs, comme le sort de A Iest & celle des valuers des jets pairs. Il reste donc
4 sommer ces séries qui forment deux progressions géométriques , ayant chacune
pour quotient i—f

aa

Comme 4 est plus grand que chacun des nombres ¢, ¢, b, f et que le
nombre des dimensions du mumérateur est par-tout égal au nombre de celles
du dénominateur , le dernier terme de chacune des deux séries est ¢gali zéro ,
le nombre des termes étant infini.

-1
o _ , sort de B.

"La somme de Ia premiére est donc = —=
(f—aa) =  *7

—ct - R
Et celle de la seconde e — < s sort de A,
X aa— .
(=),

On peut, sans faire varier le dépdt , sans aucune équation algébrique et
en sutvant exactement la marche de Huyghens, trouver la valeur de chaque
jet, et par conséquent la loi des deux séries précédentes ; et voici comment,

Chaque jet impair séparément et abstraction faite des jets précédens vauy 32

et chaque jet pa'u'-e.
- 3
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La valeur du premier jet étantg » il y aa—3=c chances pour que le secon«i

C el . . . ., € '
jet ait lteu. Donc il y a ¢ chances sur & pour avoir au' second jet oo Donc

- oo . c e __ce
le deuviéme jet, au commencement du jeu, vaut -~ - = —,
_ 5 o
Les deux premiers jets valent donc .t 25 = a+“ Donc ily a aa—

ab—ce chances sur aa pour avoir au troisiéme jet - Or aa—ab~—ce=a (a—b)

—ce=ac—ce=c(a—¢)==¢f. Le troisiéme jet vaut donc au commencement ‘{;.
-b _ bf "
a” &

+c¢

Ainsi , les trois premiers valent ensemble ——

+ é‘-_sf — aab-|—:ce+1’cf.

1l y a donc a’—asb—ace—bef, ou aa (a—b )-—acc—bq" , OU aac—ace~bef , ou
ac(a—c)—bef, ouacf—bef ,ou(a—b)cf, ou enfin ccf chances sur a* pour avoir

au quatri¢éme jet 2. Donc le quatritme jet vaut %f. E = ‘%?f-

Les quatre premiers jets valent donc ‘.____,_‘W - ‘.‘_?: =
a 3
a’ b+aac¢+abcf-—ec:f

Donc il y a a4 —a’b—aace—abcf—eccf=a® c—aace etc.=

aa —abcf,etc.:accf—eccf:.af chances sur a4 pour avoir é au §° jet qui,

b
par conséquent , vaut -‘:—;f ;= “fet ainsi de suite,,
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5. X XIL
- Sue l¢ premier probléme de Pappendice;

1 'Maym facile de le résoudre;

2, Méthode simple pour trouver les sorts en nombre finis lorsque les derniers jets sons en
nombre alternativement égaux , les'nombres des jets de Iun des joueurs étant égaux ou
infgaux & ceux de lamre , et quelle que soit Lirrégularité des nombres des premicrs

< Jetse

3. Eclairclsstmen de la régle de choulﬁ.‘

Pour résoudre le probléme en nombres tels que I'a proposé I'auteur , Bernoulli
emploie 4 inconnues et autant déquations qu'il réduit ensuite a 3. Mais on
peut parvenir au méme but avec une seule équation,

" La question peut se poser de la maniére suivante :

" A et B jouent alternativement , d’abord A une fois , ensuite B et Aroujours chacun
. deux fois jusqu'é ce que Pun des deux gagne le pari, les chances pour et comtre A
étant égales aux nombres b et ¢, et celles pour & contre B aux nombres ¢ e f, de
sorte que b-}-c—e4-f—a.

1. Soit x le sort de A.

L'ordre numérique des jots é&sarit = 2 3 4 § & 7; etc

Celui des joueursest. . . . .4 B B A A B B, etc

Lorsque A joue pour la secande fois, ou lorsqu'il fuit le 4°. jet, il a &
chances pour avoir le dépdt=1, et ¢ chances pour jouer encore une fois , et
- par conséquent pour san premier jeu, .ou pour x , puisque le §*. jet étant ou-
vert, A jouera une fois, B deux fois, # deux fois, et ainsi de suite comme

. . b, 3
au commencement, L'attente de A, faisant le 4° jet , estdonc — teox

b+4c
_btcx

a

Mais B jouant pour la seconde fois ; ou faisant le 3°. jet, 2 ¢ chances pour
gagner ou pour 1, et il en reste f pour que A4 reprenant son tour ait

b4 cx

—— Clest-a-dire qu'alors A a ¢ chances pour perdre ou pour o et f pour

b+ .ceqmlmvam)r +ﬁx

Kt
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Et quand B joue -pour la premiére fois, et fait le second jet ,-4 a de

frife

méme ¢ chances pour o, et f pour l'attente précédente , £, ce quivaut

P

a3k

P

Edfin, A commengant le jeu, a é chances pour 1, et ¢ pour.

. albtbe .
son attente est —J—M 3 et comme nous avons appelé x ce sort méme,

nous ‘avons x == Mﬂf d’ou se tire x = -—b-*ﬂ.
: at at—ccff

Le sort de -B est donc 1 — AH'bcf 44-‘€f+:"(“3+‘f)=asc~a‘f

at—ccff at—ccff |a4—ccff
—_ a:(a+f) (a—f) — aacet-acef .
at—ccff at—ceff ° : :

Mais cette marche serait souvent fort longue , et les nombres des jets con-
venus pour chaque tour pourraient étre tellement grands, qu'il fiit impossible
de la suivre , puisqu’il faudrait employer deux fois autant d’¢quations, ou au
moins d’opérations qu’il y aurait de jets pour un tour, le premxcr exceptés
1l faut donc trouver un moyen plus expéditif.

a. Pour rendre lIa solution plus générale , supposons que B et A jouant
toujours alternativement, et B le premier, il ait été accordé m jets consi-
cutifs 2 B, et n 3 4 : et soit x le sort de 4. '

Il a é¢ amplement démontré au §. XIV que A4 devant jouer n fois de
" suite, a a"—c" chances pour réussir , et (® pour manquer. Ainsi, lorsque som
tour vient , il a a®—c® cas pour avoir le dépdt 1, et il reste cn cas dans
. ¢hacun desquels B, reprenant son tour, A se retrouve au méme érat qu'au
commencement du jeu , ou son sert est x. Donc, son attente, quand son
tour arrive , est -(“n—cn)ﬂ"—’f '

Lorsque B commence , et toutes les fois qu'il reprend son tour, ila, par
la méme raison, a™—fm cas pour gagner , et il reste f’" cas, dans chacun

— +L .
desquels A jouant 4 son tour’, a le sort précédem : Cest-3 dire,
a"— "
qu'au_commencement , 4 a a™—f™ chances pour o, et (™ pour e

X
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‘-"-':QM' : dou I'on tire x =

Ainsi, le sort de 4 ou x =
¢“+l

("= —
amt "—":/‘m =F
(a'=c)fm _ (a=—f=)a"

Soit y le sort de B. On a y=1—~ T = e

En effet, le tour de 4 venant , B a a"—c" chances pour o et ¢* pour

n

o [4 .
reprendre son tour , ce qui vaut —:l Mais au commencement B a am—f"
a

chances pour 1 et f® pour lattente précédente. Son sort est donc

ULV o e y = S

Ainsi lorsque les nombres des jets consécutifs de B et de A reviennent
alternativement les mémes, les sorts respectifs se déterminent aisément par

ces deux formules.

Soit donc F le sort de A dans cette hypothése, L
Si avant que B commence i jouer A doit faire Ajets, ce dernier a a*—ct
N . '~ F
chances pour 1 et ¢* pour F. Alors il a pour SOrt ———y——

Tel est le sort de A lorsqu'il doit faire d’abord un nombre 4 de jets, et
quensuite les nombres des jets de B et de 4 doivent étre alternativement
m etn, ou lorsque les tours étant ordinalement 1 2 3 4 -§, etc.,et
4 jouant le premier , les nombres des jets sont & m n m =, etc

Si dans cette expression du sort de A4 on substitue la valeur de F, il de-
(o) (@ t—af) e ofr (B amd o () e

v.le ah(am-f n_‘nfm) -_— a"+"—¢"fm
anl § n-1 1
Si l'on fait k=1 et m=n, la formule est - + (o™= ) o7,
a™ —cyn ]
Et si I'on fait de plus n=2 on a l'espéce du probléme que nous venons
de résoudre, et I'on trouve pour le sort de 4 :,.b-t?, comme ci-dessus,

Que si I'on suppose qu'avant que les nombres des jets commencent 3 de-
venir récurrens 4 et B doivent faire alternativement divers jets en nombres
égaux , ou inégaux, mais différens des suivans: par exemple, que

L'ordre dans lequel ils jouent étant 4 B 4 B A B A B A, et.)

Etlordre destours. . &« . . o & 123 456278 ¢, et

Les nombre desjetssoient. « « . 1 T 2 mamam n y €tC

On trouvera encore facilement le sort de 4,
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Car Afansant le premier jet du 3% tour a aa—cc chances’pour 1et cc pour F,
aa—cctccF

ce qui lui vaut

Lorsque B joue au 2% tour et qu'il fait le second jet, A a a=—f chanca

.pour o et f pour lattente ptécédente » OU pour a-f-::;ﬁ‘— ce qui vaut

‘4 ( sa—cs+-ccF).

Enfin , 4 commengant 3 jouer ; ‘a b chances ‘pour 1, et ¢ pour ;’;

( aa—cct-ccF ).
3
Son sort est donc = b+o( “‘_“+“F),
a

Si I'on retranche de I'unité le sort de A dans chacune de ces hypothéses.
en aura le sort de B qu'il n%est pas plus difficile de trouver directement,

Mais quand les nombres alternatifs des jets se succédent irrégulidérement ,
il faut en revenir i évaluer séparément les jets divers , pour attribuer 2
chacun des joueurs toutes les valeurs qui se trouvent Iui échoir suivant les
conditions du probléme. Alors on ne peut plus avoir les sorts en nombres
finis , mais on peut en approcher d'aussi prés qu'on le juge & propos
Bernoulli a donné pour cela une régle générale, que nous démontrerons de:
la maniére suivante, en conservant 3 « et i ¢ leurs valeurs précédentes.

Onavu que la valeur d'un nombre n de jets est ‘—.—;,:i.- , €t partant que:

L I | . ar—c®
= Donccelle du 7" jet est —

celle des n—1 jets précédens est

Q- —cnt _ a"—c*—a"tac™! _ pr e ( &), T
a.-l - a’l - a‘ - ‘u L4
( a—am).a" ' m**

Soit c=am , 1a valeur du 2% jet[sera =(1-m). m*' =

m*te—m®. '

Sidonc on faitz = 1, 2, 3, 'S 5, 6, etc
Les valeursdes jets seront 1—m ,m—m* , m*—m® ym’—m* , m*—m’ , m*—m® , etce.
La valeur du ( 2—1° ) et du n*, sera M3 m™em® =m**—m" ; celle du.

[ r=—2%) ,du (n—1°) et du n® sera m*}—m™*f-m**—m*\f-m*lmm =mI—m® 3

celle du »°. et des trois précédens sera mt—m" - m ) —mr -3 m™ =™

mt—mr—=m™*—mn. Et Pon voit que celle du n* et des k—1 précédents est

m**—m ; cest-a-dire que la valeur de k jets, dont le dernier est le A%, de

X a
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la suite 1;,2,%3, 4 , €. est mt—m* , ou l'on peut remmrquer que la .
différence des exposans est k. '

Si Ton fait k=n, on trouvera pour la valeur des'n premiers jets 1—mn,
Pour trouver celle ded p jets suivans, il faut considérer que le dernier sera
le (n4p".) dela suite 1, 2, 354 5 €tC. Cette  valeur sera donc m*+7P— _
m'=m"—m"*+?, De méme celle dws ¢ jets qui suivent Sera m*+rP—mrtrte

et celle des r jets suivansm"t. t9—mrtPHItr, etc,
Si donc il est accordé successivement 4 4 B A B A, et ainsi de suite,
n p ¢ r N, ect jets,
Ee sort de A est l—m"+m"+l—m'+l’f4+m‘+P+’*'—m”P:}l+'+ll, ect,

Et le sort de B m"—mtPfmrtPta—mriptetif erc, 5 .
expression algébrique de la régle de Bernoulli, :
Aureste, le sort de B étant le complément du sort de J‘_é P'unité , il est
facile de voir pourquoi il suffit de retrancher l'unité de ce dernier sort et
d'y changer tous les signes , pour avoir le sort de B.

Ces deux séries démontrent aux yeux I'observation de Bernoulli quesi le
nombre des jets est limité, le dernier terme, qui a pour exposantla somme
de tous les jets , doit &tre rejet¢ de la série ou il a le signe <. Car si
le nombre desjets est s , et que les joueurs ne puissent outre passer
ce no>mbre , —m’ sera le second terme de la valeur du dernier tour , et
+m’ serait le premier terme de la valeur du tour suivant. Il faut donc re-
jeter 4-m’ , puisque ce tour n'a pas lieu. Par exemple,si le nombre des jets
ne peut excéder n4-p, B aura la valeun m® —m*+? , du dernier tour, et il faudra
rejeter celle du tour qui suivrait, si le nombre ides jets n'était pas limité, savoir,
+4mstP—mr+P+4, et par conséquent +m*tP , de la série qui exprime le
sort de 4. Et la valeur des deux sorts pris ensemble sera 1—m®4-mo—nntp
=1—met?, de sorte que le terme retranché est I'excédent de lunité sur la
somme des sorts, comme Fobserve encore l'auteur de la régle.

§. XXIIIL

Sur le I, problime.

~Bernoulli observe que ce probléme bdffre trois questions différentes, Nous
#llons les parcourir successivement,
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QUESTION I

Plusieurs joueurs A, B, C....U, au nombre de n jouent alrernarivement enau-"
Jours dans cet ordre, chacun avec b chances pour ef ¢ chances comre , Jusqud ce
gque Pun d'eux ait gagné : quelle est la raison des sorts ?

Soient x le sort de 4, et b-}c=a.

Il résulte de ce qui a été obsérvé sur la proposition X1 que lorsque le tour
de B est arrivé, les joueurs qui suivent 4 ont ensemble a™! — ' chances
pour réussir et ' pour manquer. Le premier joueur a donc alors a™*
¢! chances pour perdre ou pour avoir o, et ¢*' pour reprendre son - tour

o
et son premier jeu , ou pour avoir x ; ce qun lui vaut — . Mais quand

A commence, il a  chances pour gagner ou pour avonr 1, et ¢ chances pour

. -1 -
avoir l'atteate précédente, f-"n--,f. Son sort est donc ~ Dbt s . Et corhme c¢
. a™ a"

a"t'bh4c"x . . ) a"".b
———-—+ :+ d’ou Pon tire a= .

an an-ct .
Le second joueur a évidemment la méme attenteTorsque son tour est venu,
Mais ce joueur a au commencement & chances pour perdre et ¢ po'lir'avoii" soh

sort a éré appelé xyon a x =

n~1
four ; c’est-a-dire qu'il a ¢ chances Sur ¢ ‘pour avoxr —— 3 C& qui vaut

'a"‘b au—zb‘. )
—_— . Cest le sort d¢ B, ou son attente au commencement
A%—cn af’—c“ .

du jeu.

Clest aussi celle du troisiéme )oueur ’ lorsqull est ala p]ace du second N
et par conséquent lorsque le premier manque : de sorte qi'au commencqment

n=3s }

- . av*oc . Cee
le troisi¢me joueur a ¢ chances sur a pour - e qulainsi son sort est

e 4bc  amibee
@ at=—c" T glegn *

-3l n-4be
On trouve de méme que celui du quaméme estS, 226 275
4

— 9 €t
a—c, prarr)

Pon voit que pour avoir le sort d’un joueur, il suffit de multiplier par E le

bent
’ et Celuldu n- 9 —
4"-‘.

sort du joueur précédent ; que celui du m.* est



186 fcrAxircissyMENS

5 ;
Cest ce qu'on peut apercevoir d'un coup d'ceil, Car ,sort du pres

mier joueur, est également celui de chacun des joueurs. dont le tour est venu,
Mais le tour du m* joueur arrive lorsque les m—1 joueurs qui le précédent
ont manqué, c’est-a-dire en ¢ cas sur ¢=% Donc le sort du m* joueur est
P LN ) arm ¢mt p
F-l' a* " = at—ch

Et si Ion fait successivement m=1, 2,3, 4.+: 7, On trouvera les sors:
comme il suit : :

Joueurs 2 3 decsteiem
Sorts av'b  a™1be a™3ibec a*tbc? ber
= S—C QP gl tC o=

Donc en divisant par on aura, pour le rapport des sorts a™* '

qr—c* ?
a™c:a™ec: g™, o .. 02

Ol I'on voit que les sorts sont entre eux, comme les termes successifs de:
la puissance n—1 de a--c, dégagés de leurs coéfficiens.

Bernoulli qui a.d’abord résolu ce probléme en nombres d’une maniére un
peu différente, a trouvé le rapport général qu'on vient de voir, en évaluant
les jets successifs, Nous y parviendrons trés-aisément d'aprés I'observation
suivante,

Lemme, S s en commengant dabord par le premier o puis par le second , ensuite
par ke troisitme. .. . ; enfin par le n® , terme d'une progression géométrique infinie dé=
croissante (il en est de méme d’une progression. croissants) o an en extrait continuel~
lement les termes par saws de n en n, c'est-d-dire , en passant n—1 termes d chaque
saut, on aura n progressions diffirentes dont les sommes seront dans le rapport des n
premicers termes de la progression. dont clles seront extraites,

Soient 4 le premier terme et —; la raison de la progression principale. Cette

progressnonsenaaq a* tag’ tagt. ... 0s .

Puisquil faut passer constamment n—1 termes , il est claxr que pour trouver
un terme quelconque de I'une quelconque des progressions extraites, il faut
ajouter n 2 l'exposant de ¢ dans le terme précédent. Ainsi.

La premiére progression extraitesera a : ag® : ag™ : ag ....o0
La seconde ag : ag*+1: ag*tt:agirti ... 00

- Latroisime ag®: ag"t*:ag=t5: agntt . . .0

Lan. oo o 4™ 1 ag®™": agi™! 5 ag™ o000 @y
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La somme de la premiére est FET’ celle de la seconde ,»_ZI ; celle de
. aql-l .

Ta troisi¢me aq? <+ o celle de Ia ",

=1

~

bt §

Ces sommes sont entreelles :: a: ag9:a9® i3 i: ag™', et par Consés
quent dans le rapport des » premiers termes de la progression principale.

Pour faire l'application de ce principe i la question actuelle , il 'suffit de so
- rappeler que les valeurs successives des jets sonr comme il suis:

Numéros desjets 1 3 3  4i.eemoene®

b bc B2 b3 |
ias a1 S E o

C’est-i-dire , en progression géométrique perpétuellement décroissante ; et
de considérer que le sort du 1*., du 2%, du 3%, du 4% . . du n", jouweur
est la somme d'une progression géométrique infinie extraite de n, en ater-
mes de la premiére , 3 commencer par le 17, par le a%., par le 3%, parle
4% < « . par le n* terme, et qu'ainsi les sorts de ces différens joueurs sont
entr'eux comme les sommes de ces progressians, et partant comme les vas

Valeurs, ; « . ...

L. bobe ber, b3, . k™
!eursdecesnpremlersjels,ou::;:;—E:“‘T.F-'":_;.'"°“

. _
{ en multipliant tout par ‘T) Dratt ;e a™lec ta™e .13 O

QUESTION IL .

A,B,C..0..U, aunombre de p jouent alternativemens ct toujours dans
cet ordre jusqu'd ce que lun deux ait gagné, lo nombre des chances pour étant b d
chaque jet, at celui des chances contre ¢ am ™., C—1 a¥ 3%, C~3 ak 3°...d
c—n1 au nteme: quelle est la raison des sorts @

L'auteur de l'art de copjecturer , apris .avolr tésolu co probléme en
nembres , ajoute qull lui serait facile de donner une régle géaérale pour
trouver le rapport cherché , quel que filt ic nombre des chances et des joueurs,
Cest-a-dire , de résoudre lo probléme tel que nous venons de le pro-
poser. - :

. Pour parvenir, sl est possible , & trouver les sorts d'aprds la réglc annes
xée & la proposition XIl, nous tracerons le tableau swivaat:
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Numéros des jets 5 T 2 .3 4eciieitichbr etz
Ntres-des chances pour, b b b besocening b b
N¥res des chances tonitre, ¢ c—3 ¢—a =3 csessese O —1
Sommes des chances, a 5—-1— a3 " d—% et e0es s a—c. a—c—l1
o b b b.c.oc-t buec-le-2 beo-tc-2ml
Valeuss des jess - i

4 aa~1 3.3°1.3-2 3.3~1,3°2.3-3 o o 8,8°1:8-2.8-Fa=C

On voit que le dernier jet qui ait quelque valeur est le (c-{-l) jeme. , puis<
que la valeur du(c+z ).""“' et des suivans se réduit & o.

Il n'est pas moins évident que les jets qui échéent au ( n—m ).Jéme joueur
sont le m'., le(n4-m)’,, le (3a4m). , le (3n4m)'e..ole(ndm).,

 Mais 31 n'en-parait pas plus facile de trouver les sorts , car il faudrait

savoir lequel des joueurs a le (c41)"% jet, et ce jet peut appartenir soit au
1*',, soit au 2%, soit au 3%, soit au n*

Si, par exemple, le (c4-1)"% jet appartient au 1, joueur, son sort est
5( _,_Cc—x..c--n-{-l CC=T1me—2n}1 cc—!..c—3n+1 Cie—T. )
a—l.a—'-z...a--n a~1.g—2..8=2n ' a—1a—1., .a—3n a=l3=—20.8—C
Comme m=1 s le dernier jet est le (ga+41)%;et le second joueur ne
pouvant avoir aucune valéur pour le jet suivant qui lui échéerait dail-
leurs , a pour dernier jet valable le ({—1.n42)°. Mais nous avons sup-

Posé gnt1=c-1, et partant {.—:.f.. Donc;—1.n+4-2=c—n-}32. Le dernier des
jets qui appartiennent au second joueur est donc le (c—a-2)% , et il a pour

Son‘l(‘, - Col—TasaC=n CeC=1,.00=2n - CeClsea )
© 4ta—i T g1 g—2,a—n—1 ' G—=1.d—2,.8—2R—1 = 43=1.8-2u.8~C4n-1

. Le numéro du dernier jet appartenant au 3°. joueur est {—x.n+3-—'

(4
(——! )n+3 o—n+3, au 4., e—n+4,etc. On trouvera donc aussi le
sort dy troisiéme joueur’et ceux des suivans, comme ceux du premier et du
second , ¢e qui semble exiger autant de formules qu'il y a de joueurs.

Cest ainsi qu'on peut déterminer les sorts lorsque le ( c4-1) jet appar=
. tient au premier joweur , c'est-d-dire, lorsque ¢ est divisible par n, oulors-
que le reste r de ceste division est égal & zéro, = - -

MaisA
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Mais il faut résoudre le probldme , quelle que soit la valcur der, et réduire,
s'il se peut, le nombre des formules,

Il n'est pas difticile de vcir que le (r4-1).* joueur aura le (c4-1)° jet
et quainsi le dernier des jets qui appam\.ndront aurs, scrale ¢.t, an (r—1,%,
le (c—1). au(r—2)°,le (¢—2)."..au r—r—r ,ou au premier , le (c—r-1).*,
au deuniéme, le (c—r42)5. . o 5 au (p41)° . o o, le (c—r-}p4-10.*

Le sort du premier joueur sera donc ¢ (. -1--"—‘5——-"'!-"-'-07-”+l :

! a \' ' a—i1.4—2..4—n
C.6—TV.0—2n-41 c.cm=1.. 741 ) . .
| a—1l.a—2..a—2n a—1.8—2w.a—¢-+-r ¢

Sil'on appellep--1 le numéro de I'un quelconque des joueurs suivans s jusqu'au
€C—1..0—p41  Clluicon-p+t

b
. {r4-1).% inclusivement , il aura pour sort Py (

R A= 18— 1 d—P 8.a-%..a-n-p
CC—LiceCo—2NN= ) I 4 CCToel—, z o . .
4 — Pt o . Et si' I'on fait successivement
@—1,8-=2.18—2N=4p a—1.4—2.,,.8~c-}r—p

P=1, 25 35 ..s I, ON aura les sorts des joueurs depuls et gon compris
le premier jusqu'au (r<-1).° inclusivement.

Pour trouver les sorts des n—r—1 derniers joueurs, il faut observer quele
{r41).°, ayant le gntr41)° jet, qui estle (c+1).°, et le (r42).° , nc pous
vant avoir le jet suivant, puisque le (c4-1).° est le dernier,a nécessairement
- pour dernier jet le (—ta4-r4-2).° , ou celui dont le numéro est ?-—-u.n-{-r
J2= (—— -1 ) n+r4-a2=¢—n-+12. Le (r42).° joueur aura donc pour- der-

nier jet le (c—n<-2).°, et par conséquent, le (r43).° aura le (c—n-3).°, et
en général, le (-1+44).° aura le (c—n+-14-s).° pour dernier jet.
Donc le sort de I'un quelconque des n—r—1 derniers joueurs est:

b ( €.0—Vesc—r—3-}-1 cc—1. ..c—n—r—:+ t €.c—1¥.. c—an—r—st1 .
L]
a—1.3—2,.,3—r—§ a—x A=2el— A= =8 | 818200 20—T—$ i
€6~ —s41

) St l'on substntue successlvemem d s,1,2.

+ a—1. u—z..a—c-{-—n_.r
35.e. m—r—1,0n auta les sorts de tous les joueurs qui suivent le(r<4-1).°

Nous avons donc- trois formules qui fom conmaitre les sorrs de’ tous les
joueurs, et dont la premiére indique le vort du premier joueur, la.seconde,
les sorts des joueurs suivans,jusqu'au (r4-1).° inclusivement , et la troisicme ,
ceux des joueurs qui smvent le (r4-1).°

Si Pon fait a=12, =4, =8, 7=3, on aura r=2a, et l'espéce froposéc
par Huyghens , et résolue par Bernculli. Ces valeiurs étart sulcatinuics:

Y
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dans la premitre formule , on trouvera pour le sort du 1%, joueur -4-2—
3
( ¢ 4 276 826 . 87.654.1.
TRCTILTY 10 9.8.7.6
Les sorts des joueurs suivans , jusqu'au (r41).* inclusivement , se trou-
veroit en f:nsant de plus, 1° p=1, 2’. p=2, dans la 2°. formule.
8 87265 876.5432
du 2% 4 32
Le sort du 2% est donc 12 N 11 + .. o.98+n|¢798765)
8.7 8.7.6¢ 876;41.::
Et celui du 3¢ %
crdr s B \nne + 1110987 . |09.8.7.6.5.4)
‘Le 3%, ou le (r41).* joueur étant le dernier, la 3°. formule devient
inutile. -

QUESTION I1L

Cette question a été résolue de deux maniéres par Bernoulli. Il en indique
une troisi¢émz dans I'application de ce qu'il appelle sa méthode ordinaire , qui
consiste 2 évaluer les jets successifs. Pour rendre cette application plus sen=
sible , nous poserons la question de la maniére suivante:

A, B et C jouant alternativement et toujours dans cet ordre , jusqu'd ¢ quelun
des trols ait gagni, les chances pour itsnt constamment au _nombre de 4 , et les
chances contre au nombre de 8 au premier tour, de 7 au second, de 6 au troisitme
¢t ainsi de suite , en décroissant toujours d'une unité 3 chague tour : quelle est la
raisoa des sorts ?

Les sorts s’apercevront rapidement dans ce tableau , dont le célebre an-~
potateur a donné le modéle général sur la proposition XllI,

Ordrg du jes. A4 B C 4B CABCABCABCABCk.
Nu 1éros des jas. T 2 3 4 5 6 7 8 9 10K 1213 14 1516 1718 &,
Nopesleschancesp™s. 4 4 4 4 4 4 4% 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 45&
Njper leschancesc™. 3 8 8 7 7 7 6 6 6 5 5 5 4 4 4 3 3 3&e
Sommes des chances. 12 12 12 U M T OO 10 9 99 8 88 7 2 7 &e

Les chances contre se réduisant 3 o au 25°. jet, qui, par conséquent , est

le dernier , et qui échet au premier joueur, on trouvea: ‘
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. 83,73 83.73.63
Sort de A.- ( + o ul TR R PYRTTRTS 13%.113.103.9
83.73,63. 53 B3.73..43 83.73..33 83.73,.23

121303938 T N2ty T naad.yib | 12211363

83.93..13 )
123.113...;3.4 ’

T 83,7 83.73.6 83.73.63.5
Sort de B.= & ( LTI TUR A T T ER T A PERTERTTIY
8393..4 83733 - 83.73..2 8igda o,
'122,113.103..82 T 122.113.103..72 T 122.11%0103..6, ut.u;lo?,;z)
_ 4 ( 8 83,93 83.73.62 8 752
Sort.de € = 3z V12?7 122,113 + 122,113,103 123,110..9) ,+
817142 81,7092 8.9, 23 83.91...13, )

122,115,080 1 122010.70 7 122110.6° T 1220150

Si, aprés avoir supprimé les facteurs communs aux numérateurs etaux dé-'
nominateurs de toutes ces fractions, et divisé par ':iz , on réduit le tout au

dénc;minateur 122,11%...§ , appartenant au dernier terme du sort de € , et qu’oh '

divise ensuite par 4’.3%2'=2%3}, on trouvera sort de A :sort de B: sortde

. € :: 58288932 : 38082330 : 24916113 » ou (en divisant par 9):: 6476548 :
433!370 2768457,

5. X X1 v.
Sur le 11I*, Problime,
Solution générals,

Pour résoudre’ généralement la question, nous Ta poserons en ces termes ¢

On suppose m espéces de choses, N de chague espéce ; il faur en m tirages' en
‘amener m d'espéces différentes : quelle est la probabilité de réussir?

Nous pouvons commencer le calcul par le dernier tirage, ou par le premier.

1. Le dernier ou m®. tirage ne peut valoir , 3 moins qu'aux m—1 précé-
dens on ait obtenu m—1 choses d'espéces différentes , autrement le joueur
aurait déja perdu. Alors il-manque une chose 4 chacune de m—1 espéces ,
et 'autre est encore composée de n choses, Donc le nombre des choses sur
lesquelles s'exerce le dernier tirage est (m—1) ( n—1)+n, etilya

Ya
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(m—1)(n -1 Y ¢chances pour avoir une chose de’l'une des espéces enta-
mées, et par conséquent deux d'une espéce, et pour perdre ou pour avoir
o, et n chences pour en avoir une de I'espéce encore compléte , ou pour en
avoir une de chaque espéce pour gagncer ou pour avcir 1. Donc alors la proba-
bilit¢ de gagner , ou lattente du-joueur, est i1 = —— 5 si, pour
abréser, I'>n fait mn m=k.

Pour quil y ai heu au ( m—1)* tirage , il faur que les m—2 précé-
dens ayent donné m—2 choses d'espéces différentes , et par conséquent
quil y ait m—2 espéces chacune de 7 -1 cho-es et 2 de n, et qu'il reste
(m—2) ( n—1)- - 2n choses , et pa tant quil y ait (m—2 ) (n—1) chances
pour perdre et 2~ pour avoir , en commengant le m°. tirage , m—1 choses
de diffirentes espéces et le sort précédent: de sorte que la probabilité est

I I NP, L.
(m--2) (n—1 )42n IT-}-I _'(A-f-))(k-{:)

Le (m—=2)". tirage ne peut rien donner, si aux m—3 premiers il n'est
sorti m—3 choses d'espéces différentes, ce qui suppose m —g espéces cha-
cunede n—1 choses ety de n Il y adonc (m—3 ) ( n—1) chances pour o,
et 3z pour la probabilité qu’on vient de voir, et la probabilité présente est

3n ) 1. 2Xnn ‘ .2.3Xn’
(m—3)(n—1)+3n X 1.k — k-l-l k42 k+43°

Au (-m—3)*. tirage il doit y avoir m—4 espéces chacune de n—1 choses

et 4 de n: la probabilit¢ est donc

an 1.2.3Xn} : 1.2.9.4Xn*
(n=3) (n=1) Fan X FFikbacRby = ke, 665k
e 2. 3..5xa

— la probabilité est -
Ontrouvedemémequau(m 4)° tirage la probabi mk+nk+z s ks

» Et il est manifeste qu'au ( m—m—1 )%, ,

alors

I 2. 3. e GXn®
k. kt2 k+3 o k46
ou au premier , ou au cofumepcgmant du jeu., la probabilité¢ est

1, 2 3 .. mXn™ L. 2 3 .emXn®
k1 k42 k43w kdm T k410 k42, k43 «.. mn.

Tel est le sort du joueur.

Soient n=10, m=4 et partant k=36 , ma=40 , 7=10000 : on 2 pourla

I. 2 3. 4)(10000 1000 - — T 002 :
37- 38.39. 40 T 37.19413  gr3e°

2. 11 est ais¢ de voir qu‘au premier tirage 'attente du joueur est la. méme
quau second : car le premicr ne fait que déterminer I'espéce hors de laquellet
dojvent érre les m—-1 choses d'espéces diffirentes qui restent a tirer, Mais

au m—s*<.,

pmbabilité cherchée
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pour s'épargner ce raisonnement méme ,on peut observer qu'au premier tirage
.ily amn chances sur mn pour passer au second , ¢t qu'aiusi 1a probabilité de

mn
passer au second est —
n

Au deuxiéme tirage il y aura une espéce composée de n—r1 choses , et
m—1 espéces composées de n choses. Les chances favorables, ou pour passer
au tirage suivant , seront donc au nombre de (m—1).n,etles chances con-
traires au nombre de n—1, la totalité des chances étant mn—i, et la pro=
) (m—1).n _ mn—n

mn—1 _ mn—1

babilit¢ de passer au troisiéme tirage sera

Au troisiéme tirage , il y aura deux espéces chacune de n—1 choses [au<
trement ce tirage naurait pas lieu ] et m—a espéces composées de n choses;
Cest-i-dire qu'il y aura mn—an chances sur ma—2 pour passer au quatriéme,
Cette probabilité est donc -, -

- mn—3
Au quatri¢me il faudra qu'il y ait m—3 espéces composées de n choses ,de
. . . mn‘—'}-’}
sorte que la probabilité de passer au cinquiéme, sera “mn—3 *
De méme au cinqui¢me tirage la probabilité de passer au sixiéme sera "::”—_4:,

et 'on voit qu'au m, la probabilit¢ d'avoir le dépot 1 ou de gagner , serar

-
mn— m—1).n n
mn—(m—1) — ma—m-+t1*

Ainsi, au premier tirage,
La probabilit¢ de passer au deuxiéme est s%,

3 . . ' mn—~—n
Celle de passer Ju troisiéme est :L;—E. e

Celle de passer au quatriéme est -:T:-: , mezn B2TW

mn—l. mn—2a ®

' Celle d . . .'é mn mn—n mn—2an ma—3i
Celle de "passer au cinquidme est =2, O —L0 o e oo

Et celle de passer au dernier et d’avoir ;_' , valear de ce tirage ,

m-4-1

, sort. du joueur, -
MR, Mi=—=1L, MR—2. MR—3 « ¢ ¢ MA—N41 .

mn. mp—n. MrR—1In. WPR— 31 oo A

est
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Si I'on fait attention que les m facteirs , tant .du numérateur que du dénos
minate ir d: cette formule , constirueit deux progressions ar'thmétiques , la pre-
miére ayant pour différence —n, et la seconde —1, on y reconnaitra aisémeat
la formule précedente, dont elle ne différe que par la forme,

§. XX V.
Sur le IV, Problime.
Solution par la méthode de Huyghens.

1l s’agit de calculer le sort d'un joueur qui pari€ qu'en tirant 7 jetons entre
@ noirs et 4 blancs, il en aménera 4 blancs et 4 noirs,

Supposons que le, joueur tire ses jetons successivement, ou un i un, et
voyons quel est son état relativement i chacundes sept tirages, en commen~
gant par le dernier.

Le 7% ne peut valoir que dans le cas ol il resterait 1 ou 2 jetons blancs.
Car il ne peut en rester que o, 1, 3, 3, ou 4, Silenreste o, le joueura
perdu, puisqu'il en a amené 4 ; s'il en reste 3, il n'en a amené qu’un ; il
faudrait donc qu'il en amenét 2 au 7°. tirsge, ce qui ne se peut: il a donc
_encore perdu, 3 plus forte raison, s’il en reste 4. Ainsi,le7°. tirage ne peut
valoir que sur r jeton blanc et § noirs , ou sur a jetons blancs et 4 noirs.
Or, s'l reste 1 jeton blanc et § noirs, le joueur a encore une chancepour
amener encore un jetom blanc , et par conséquent pour les avoir tous quatre ,
ce qui le fait perdre , et § chances pour amener un jeton noir, et par con-
séquent pour ‘avoir y jetons blancs et 4 noirs, ce qui le fait gagner. Le 7*

tirage vaut donc alors 33--"6‘—' ='56" On trouvera de Ia méme maniére ques'il

reste 2 jetons blancs et 4 noirs, le 7% tirage vaudra ::o

Au 6", titage , il y aura 5 jetons d'enlevés, et il en resteray, et ce tirage
ne pourra valoir que sur 1 jeton blanc et 6 noirs, ou sur 2 jetons blancset
§ noirs , ou sur 3 jetons blancs et 4 noirs. Car , s'il ne reste point de jetons
blancs, le j ;oueur a perdu, et s'il en reste 4, il a également perdu, puis-
qu’l n’en a pas encore amené, et qu'il ne peut en amener 3 en deux tirages.
Or, s'il reste un jeton blanc et 6 noirs , il y a une chance pour amener un

jeton blanc ou pour perdre, et 6 chances pour avoir A tirer la 7°. fois sur

wn blanc et 5 noirs , ou pour avoir 3. Le 6 tirage vaut donc alars
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x.o-;-61 = 7{ S'il reste 2 jetons blancs et § noirs, il y a deux chances pour

avoir_ 3 tirer sur un blanc et § noirs , ce qui vaut 2_, et § chances -

pour amener 1 noir et pour avoir i tirer sur 2 blancset 4 noirs, ce qui vaut
1 . 23451 10" . .

;: donc alors le 6°. tirage vaut -—‘171—7 = o S'il reste 3 jetons blancs et
4 noirs , il y a trois cas pour avoir A tirer sur 2 jetons blancs et 4 noirs; -

ce qui vaut ;, et 4 cas pour avoir A tirer en dernier lieu sur 3 blancs et 3

1
. . e e . i+4.0
foirs, ce qui vaut zéro. Ainsi, le sixiéme tirage vaut alors 3—’--7ti— = ;-.

On trouvera de méme que le s°. tiruge ng pourra v.a‘oir que sur 1 jeton
“blanc et 7 noirs, ou 2 blancs et 6 noirs, ou 3 blancs et § noirs, ou 4 blancs
et 4 noirs; qu'au 4% tirage il y aura § jetons d'enlevés, et qu'ainsi il en res~
tera neuf, et que comme il n’y a en tous que 8 jetons noirs, il restera né-
cessairement 1, 2, 3 ou 4 jetons blancs, de sorte que ce tirage se fera sur
1 jeton blanc ‘et 8 poirs cu sur a jetons blancs et 7 noirs etc; que par la
méme raison , le 3% tiragge ne pourra se faire que sur 2 jetons blancs et 8
noirs, ou sur 3 jetons blancs et 7 ncir-, ou sur 4 jetons blancs et 6 noirs ;
que le 2° ne pourra se faire que sur 3 jetons blancs et 8 nojrs, ou sur 4
jetons blangs et 7 noirs, comme le 1° sur 4 blancs et 8 nours. .
Maintenant , comme les valeurs du 7% tirage ont donné celles du 6°., les
valeurs du 6°. donneront celles du §°. qui donneront celles du 4°. et ainsi
de suite jusqua celles du 1°*., comme on peut le voir dans le tableau suivant,
_ qui soitit pour expliquer trés~clalrement cette méthodes
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Brancs | Noirs _Brancs | Noirs
restans | restans, restans. | restans,
] 5 we e ¥ 8 ciel
7°. Tirage. vaut 3 7 ceee s
2 4 Q. l . % 40. Timge. vaut ] :
N -~ , 3 6 AT
. P s -5- 4 1 cee e T3
10 AWV e Ve, )
é°. Tirage. 2 .5 vaut 12
3 4 o0 o ;’ 2 ce e ';'
. ~ S 3°. Tirage. 3 v vaut %
4 6 LI ;S_._
) § 7 - %
v~ arae /
2 6 " ° 0 0 ﬁ )
5. Tirage, vaut . 3 8 PIPRR 4
' 3 5 I ALY Tn'age.{ vaut
4 4 LY ‘.l_.a' 4 7 e oo "_;
\aesmaesty /T . N y]
' ‘n".T'nrage.I 4 8 I vaut
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§. XXVI.

Sur le s°. Problime,
Démonstration de la formule de Bernoulli.

Pour déterminer le rapport des sorts de deux joueurs A et B dont I'un
parie contre l'autre d'avoir gagné le premier, un 2 un, tous les écus de son
adversaire , Bernoulli donne une formule qu'il ne démontre pas. Si m est le
nombre des écus de 4,5 le nombre des chances qui lui font gagner un écu,
¢ 1e nombre de celles qui lui en font perdre un , ou qui le font gagner &
B , et n le nombre des écus de B, Je rapport quil sagit de touver est
‘u‘-ll_bm-fu. .

e tn_fam

Si nous faisons successivement m--m=2, § , 4 § ; 6 . « . « €t que nous
cherchions le sort de 4 pour chacune des valeurs que pourra avoir m avant
la-perte ou le gain de la parrie dans ¢hacune de ces suppositions, nous
parviendrons A découvrir la formule indiquée,

m4-n=a ‘
Si m4n=2, m ne pourra avoir d'autre valeur que 1 ; et comme A aura

b chances pour gagner et ¢ pour perdre , son sort sera ;- b +c
m-}-n=3

Dans I'hypothése de m-4-n=3, A peut avoir avant le gain ou la perte

ou 2 écus, Soient donc x , 2 les nombres des écus de A,
et r, u les attentes correspondantes de ce joueur.

Sil a un écu, il a b chances pour en avoir un de plus ou pour x, et
¢ pour perdre celui quiil a ou pour o, ce qui vaut Z—_‘—"_‘; ’

§il a deux écus , il a b chances pour avoir le dernier ou Punique écu
de B ou pour en avoir trois et gagner la partie, et ¢ chances pour n'en
avoir plus qu'un ou pour ¢, ce qui vaut o,

b+4-c
bt
b+ Ietu T‘

Si dansla seconde équation I'on substitue 4 ¢ sa valeur tirée de la premiére,
b (64-c)+-bcu bby: . L
onau=) 52,-‘:2;:_“ bb-lft:c-—c'c : et cette valeur substituée 4 » dans la

z

On adonct = —
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‘ . beb, (b4e) Bb
premiére équation donne o) bbbefee — Bibetee

On a donc . ) ’
. B

Sim=1,s0rt de A= Mg

Sim=12, 0rt de 4= bbbb;t_b;“.' :

nfn=4..
" Dans cette hypothése 4 ne peutavcnr avant la perte ou e gam de la
partie que 1, 2 ou 3 écus, -
Soient 1, 2, 3 les nombres des écus de A,
et .t, u, x les attentes correspondantes & ces. nombren.

) _ bu  bxfer, B
. Onauut...m,.u_a H.c,.x—b_l_c:

Substituant dans la seconde équation la valeur-de ¢ donnée par' la pre~

miére, on. 2 z = €5+($#

rant cette valeur de x avec celle-de Ix derniére équation,on a>— (“”'k""" k

dou l'on. tire x = -(—-;L(b;—::fgf. Compa-

=b+u, ¢ partant u= F-F; s valeu: qui, substituée dans la premiére équa~

0 3 . !
tion: , donne 'S T “(' !c,-.la méme valeur de .u., substituée dans.
e B bbotbee | '
la troisi¢me, donne x = b kot
Rapprechant ces trois vateurs, og a,

Si.m.-_"l ‘sort d = ¥ s
,so_ e 4 m—'—+bu+¢’*

_ . ) J3) BY bbb -

Si m_z, sort de J‘—“_'_ bl+“¢.if-.b¢¢-'-¢r
L bbb

SI n_g,-sort ded= Ry

bt
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‘ m-n=g.

On trouvera de méme le sortde A ,si m--nc=g.; car,
m étant 1,2,35 4,
et sort de 4 Lyl sy X3 Yy

. ¢ __ bxdee byt bty
on asra L_m,u._ -—t:l_—‘,x—- -b—_‘*_—z-.y—_"b_‘_‘l..
Ces quatre: équations. feront connaitre les valeurs des quatre incannues 5
#,u ,x,y, et lon trouvera que

- I
Sl m=1 , sort “ A= b‘-H’c+““+b"+c“
_ _ b
Sim=a, sort de A= A b cbbect-be* +-c**
. b4—4-b3 c-bbec
r —_—
Si mxzy ,(sort de A= bA-b3 c4-bbce4-be’ 4-ca®
. b -BIct-bbec-be?
Si m.«g,y,scrt-de A__.. AW prwymw
. m-n=6,.
Et , dins Thypothése de m4-n=6 , on a
: p ;
Sl m=1 , sort de A= b’+b‘€+b’£€+“€?+b€‘+€”
e _  Bbe
Sim=a , sort de A= G Vet o e
. S BAetd?
Sim=3 ,sortde 4= biybletb e

bbb cctbbe the e
X _ _ B bt c-bcot-bre? :

Si m=4 , sort de 4 — F bt b et bbe Fhogee

. o bbb cebbeFbet

EeSim=s,sortde 4= Gy o b o™

Maintenant il est ais¢ de voir que le sort de 4 a constamment pour dé=
nominateur la somme de m--», termes d’une progression géométrique dans:
le rapport de 5 A ¢, dont le premier terme est 5 élevé 4 la puissance m-+-n—1,.

et que ce sort a pour numérateur la somme dé m termes de cette méme:
progression,
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Le dernier des m termes du numérateurétant b°c™! , leur somme est

¢ - m
§RI e pmte

— — b L]
3 (=) ¢

brem—pm 4

. (c—6).D *

Et si T'on substitue par tout n 2 m et ¢ 4 &, on aura évidemment le sort
mhn__.n+ m +u_bn m . .
‘(b__:;D = c.(c—b).s ; car il est clair que
la substitution de ¢ A b ne fait pas varier D.

Bgmpmitn  onim_facm
(c—b).D ** "(c—=b).D

Si donc on appelle D Je dénominateur , le sort de A4 est

de B, qui est par conséquent

Ainsi sort de A4 : sort de B :;

Tibrem—gmtn:

st om,
Pour avoir une expression abrégée de chacun des deux sorts , on sommera
brom—pm
D, et lon trouvera sort de A4 = (mEn_pmin == Ej:t:_
(c—b) po Mt _pmta
.. . ) . Ingmacmta
et en substituant ¢ & bet n A m, on aura sort de B ‘= m:

o= +e_prem . .
S Tejm¥s » COMmE On peut s'en convaincre encore en retranchant de ['u-

nité le sort de A4,

EN





















