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LECONS DE CALCUL

D'’ARYABHATA.

AVANT-PROPOS.

La traduction du chapitre de l'ﬁryabha_tfyam que 1'on va
lire est terminée depuis le mois de février 1877. Dans mon
étude comparative des méthodes algébriques en Arabie, dans
T'Inde et en Grece !, ayant a citer quelques points particuliers
du livre d’ Aryabhala j'avais cru pouvoir annoncer la pubhca—
tion prochaine de mon travail dans le Journal de I'Ecole
polytechnique; j’avais agi ainsi sur la foi d une promesse que
je croyais définitive. Mais au bout de quelques mois d’attente,
le manuscrit m’a été rendu, et ja1 dii demander encore une
fois a la Société asiatique la généreuse hospitalité de son
journal. J'ai alors profité de’ cette circonstance pour faire
entrer dans les Notes et observations dont jaccompagne ma
traduction du doyen des mathématiciens de I'Inde quelques

! L'AIJeb:e d’ALKhirizmi et les écoles indienne el ¢ Jrerque (Journal asia- .
ligue, janvier 1878).
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citations 'autres auteurs, en particulier du Culba-Sétra ou

. « Préceptes du cordeau » de Baudhéyana, dont M. Max Mitller

a bien voulu me signaler la valear historique. Ces citations
) ¥ y
ne sont du reste quun acompte sur 1'étude complete de ces
antiques régles géométriques suivies par les Brahmanes
pour Ia constructlon de leurs autels, étude qul est en ce
moment sur Ie métier, et qm pourra, je lesperc paraltre
aussi dans un déla tres plochaln
- Jaurais bien désiré pubher le texte dAryablnta en face
e ma traduction. Les théorémes qu’tl énonce sont s1 curieux
d traduction. Les tl quil é t
pour leur époque, que j’aurais voulu pouvbir mettre sous les
yeux des mathématiciens sanscritistes {et je sais'qu’il en existe

‘méme en France) la preuve que ces théories ne sont pas de

mon invention. Par malheur, il ne m’a pas eté donné de voir

réaliser ce désir : le texte en question ayant été pubhe lya

peu d'années et se trouvant encore en librairie, ] je suis obligé
d’y renvoyer le lecteur, qui en trouvera I'indication dans les
lignes qui vont syivre.

Jai I;ElpPOI‘té, dans mon travail précité, le distique dans
lequel Aryabhata nous donne son dge précis. Cette date, du
reste, est aujourd hut connue ‘de tous les indianistes : né en
475 ou 476 de notre ere, Ar)abhala écrivait de 500 a 5bo.

Dans son introduction au chapitre du Calcul, que I'on va
lire plus loin, il nous apprend en outre qu 'H dcrivait, et sans
doute enseignait, A Palailputra 1dl‘lth'lle capitale des pre-
miers monarques historiques del’Inde, tandis que les autres
astronomes mathématiciens dont on connait les ceuvres, &
commencer par son contemporain Varaha-Mihira !, apparte’-
naient a 1ecole d'Ujjayini. Ce fait pourrait expllquer pour-
quoi 1 ceuvre d’ Ar yabhata ¢tait aussi mal connue des écrivains

L ]

' On trouvera peut-étre singulier uc je ne parle pas de Variha-Mihira,
ct surtout des notes précieuses dont son éditeur, M. Kern, a accompagne la,
traduction de I'astrologue des rois d’'Ujjayini. Cela tient a ce que jusqu’auw
moment ou ]'écris ces lignes je n'at pas encore pu réussir & me procurer cel
ouvrage, bien qu'll soit non seulement en librairie, mais méme encore en
cours de publication.
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en que’stioﬁ, et pourquoi Bralhimagupta, en particulier, parait
n'avoir pas connu la valeur st approchée du nombre 7 que
notre -auteur énonce exactement commeé nous le faisons au-
jourd’hui (voy. plus loin, strophe X). '

Le texte de I Aryabhatcyam dont j'entreprends de traduire
un fragment, a été publi¢ a Leyde en 1874 par le D* Kern,
déja connu par ses nombreuses publications scientifiques, et
en partlcuhcr par sa savante étude sur VarAua-Minma, le
contemporain et peut-&tre le rival d’ Ar3 rabhata. Dans 1'¢dition
hollandaise, le texte est accompagné d'un long commentaire
par un certain Paramipigvara, surle compte duquel M. Kern
n'a pu recueillir aucun renseignement. Je me suis beaucoup |
aidé de ce commentaire, ou plutot des exemples numériques
quil donne a I'appui des régles de son maitre, pour arriver
a trouver de quoi il s'agissait dans la régle; mais je n'a1 pu
le suivre partout dans l'interprétation qu'il donne des mots
du texte, car il m'a paru, én plus'd'un endroit, avoin: mal
compris. On peut dire qu'au point de vue scientifique Arya-
bhata était plus avancé que son commentateur, lequel, imbu
des enseignements de I'école d’ U;:ja_yini' et cn P‘]rliculier de
Bhaskara, quil cite fréquemment, n’a pas compnq ou, st {'on
aime mieux, n'a pas reconnu les formules parle’es dAr yebhata.

M. Kern a établi son texte d'aprés deux manuscrits en
caractére malaydla (usité sur la céte de Coromandel, ]a o
se trouve notre colonie de Mahé), copiés 'un en 1820, 'autre
en 1863, ce dernier & Calicut; puis d’'aprés un troisicme,
appartenant_ a la Société asiatique de Londres, qui contient
le texte seul sans commentaire. La publication de M. Kern
ne renferme que le sanscrit, sans traduction, et il n'est pas
venu a4 ma connaissance qu'il en ait encore été publié aucune.

L' Aryabhatiyam se divise en quatre parties, qui ont pour
titres :

1° MRt « Harmonies célestes »: recueil de tables numé-
riques en dix sl:rophes;
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2° T « Eléments de calcul» : cest le chapit're dont je
donne la traduction;

3° &HTATHAT « Du temps et de sa mesure »;

4° M&A: o La sphére » ou mieux « Les sphéres ».

Cest dans le premier chapitre, et duns celui-la seulement
qu Ar_yabhala fait usage d'une notation numérique’ particu-
liere, dont les adversaires de I'invention par les Indiens de 1a
numération décimale éerite ont cru poumlr tirer une arme
en leur faveur. Je reviendrai une autre fois sur cette questlon
et m'efforcerai de faire volr, pieces en main, en quol a con-
sisté au juste I'invention d’ Alyabhala sur ce pomt et de pre-
ciser le degré d'importance qu'on doit lui accorder dans la
discussion de la question historique en litige.

Enﬁn en ce qui concerne la possibilité dempmnts faits
par Aryabhata al enselgnement mathématique des Grecs, je
laisse de coté pour le moment cette .étude, qui exigera des
recherches historiques un peu trop longues pour figurer ici.
[l's’agira en ellet d’établir avec le plus de certitude qu'il sera
possible, jusqu'a quelle époque on peut admettre que I'in-
fluence grecque se soit fait sentir & Pataliputra; puis quel
était a cetle époque l'état des connaissances mathématiques
" des Grecs : deux points non moins difficiles a éclaircir 1'un
que I'autre, vu le peu de documents qui nous sont parvenus
sur T'lustoire de I'Inde d'une part, sur I'histoire des mathé-
matiques chez les Grecs avant I'école d’Alexandrie d’autre
part. |

TRADUCTION.

I. — Ayant rendu hommage a Brahma, a la
Terre, él la Lune A4 Mercure, & Vénus, au Soleil, a
Mars, Juplter 4 Saturne et aux constellations,
Aryabhata en la Cité des fleurs (Pataliputra), expose
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| [comme suit les ¢léments de] la science trés véné-

rable.

1I. — Eka, dacan, ¢ata, sahasra, ayata, niyuta,
prayata, kétt, arbuda, vrnda, sont, de place en place,
décuples I'un de T'autre.

Il a. — Un «carré» varga, est un équi-quadri-
lattre; son « fruit» (sa surface) est le produit de deux
nombres égaux.

IIT b. — Le produit de trois nombres égaux est
..un «cube» (gha.na: «solide ») et aussi une figure &
douze arétes. | |

‘IV. — On divisera touj'ours la «tranche non
carrée» par le double de la racine de la «carrée»
[qui précede], aprés avoir retranché de cette « carrée »
le carré de la racine : le quotient est ]a racine a dis-
tance d'une place.

V. — On divisera la deuxi¢me « tranche non cu-
bique » par le triple carré de la racine de la « cubique »
[qui précede] : son carré, multiplié par le triple du
premier [nombre trouvé], se retranche de la premiére
[tranche non cubique], et le cube du tout de la-
[tranche] cubique.

. . ' . l \
VI a. — L'aire du triangle (m. Am. du «trilatére »)
est le produit de la perpendiculaire commune aux
J. As. Extrait n° 3. (1879.) | 2



——e(’ 10 Yoes-—

[deux] segments (littéralement « moi’tié’s.n) par la
moitié de 1a base.

VI b. — La moitié du produit de ceci par la hau-
teur est le solide a six arétes. »

VII a. — La moitié de la circonférence (parindha)
‘entiére multipliée par le demi-diamétre (ardha-vish-
kamba) donne la surface du cercle (vrita).

VII 6. — Ce dernier multiplié par sa propre
racine [carrée] est la solidité de la sphére (géla)
exactement. ' o

VIII a. — Chacun des deux «flancs» multiphé
par leur distance (ou « écartement », dydma, m. a m.
« chemin pour aller de 'un a lautre ») et divisé par
leur somme donne les lignes (portions de 1'« écarte-
ment ») partant du [point de] concours [des diago-
nales].

. VHI b. — En multipliant par la demi-somme des
longueurs [des flancs] leur distance, on a-Taire de
la figure.

IX a. — Pour toute higure [plane], en détermi-
nant [une succession de] deux « flancs », on obtiendra
la. surface.

IX b. — La corde de la sixitme partie de la cir-
conférence (paridhi) est égale au demi-diamétre.
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X. — Ajoutez 4 &4 100, multipliez par 8, ajoutez
encore 62000, voila pour un diamétre de deux my-

riades (ayalds) la valeur approximative de la circon-
férence du cercle.

XI. — Divisez [en parties aliquotes] le quart de
la circonférence au moyen d'un triangle et d'un qua-
drilatére, vous aurez sur le rayon toutes les « demi-
cordes » (sinus jyd-ardha) d'arcs (cdpa) que vous vou-
drez.

-

XII b. — Les différences sont ‘diminuées des quo-
tients successifs [des sinus] par le premier sinus.

XIII. — Le cercle s'obtient par une rotation; le
triangle [rectangle] est determiné par son hypoté-
nuse {karna), le rectangle par sa diagonale (karna),
Thorizontale par [le niveau de] 'eau, la verticale par

e fil 4 plomb.

XIV. — Faites la somme des carrés de la lon-
gueur du style et de celle ‘de 'ombre, 1a racine
carrée de cette somme est le rayon du «cercle-aé-
rien » (kha-vrtta) ou «cercle propre» (sva-vritta).

L

XV. — Multipliant par le style la distance entre
le style et'le «bras» bhuji [du candélabre] et divi-
sant par la différence entre le style et le bras, le

2.
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quotient obtenu fait connaitre 'ombre, comptée 4
partir de l'origine du style.

XVI. — Multipliez par 'ombre 1a distance des
extrémités des [deux] ombres, et divisez par la diffé-
rence [des ombres], vous aurez la hauteur kéfi [du
_triangle]; cette hauteur multipliée par le style et
divisée par I'ombre donne le bras bhajd [du candé-

labre].

XVII a. — Et tel le carré du bras ajouté au carré
-de la hauteur, tel le carré de I'hypoténuse.

XVII b. — Dans le cercle, le pro&uit des deux -
fléches est le carre de la demi-corde [commune aux]
deux arcs..

XVIII. — Deux cercles diminués de 1a morsur‘e,
multipliés séparément par cette morsure et divisés
par la somme des cercles moins la morsure, donnent
respectivement les fléches partant de lintersection
[de 1a ligne des centres et de la corde communel].

 XIX a. — [Le nombre de termes] que T'on vou-
_dfa, diminué de 1, divisé par 2, augmenté [du
nombre des termes] qui précédent multiplie par la
raison et augmenté du premier terme, estla moyenne
[de 1a progression]; celle-ci multipliée par le nombre
“choisi est 1a somme cherchee.

XIX b. — Ou bien, on multiplie [la somme du]
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premier et du dernier [terme] pour la moitié du
nombre des termes.

XX. — Le nombre des termes est : {la somme]
multipliée par huit. fois la raison, ajoutée au carré
de I'excés de deux fois le premier terme sur la raison :
[on en prend la} racine carrée, quon dirinue de
deux fois le premier terme : on divise par la raison,
on ajoute 1 et I'on prend la moitié.

XXI a. — 1 [étant] raison et premier terme des
bases, [prenez] le nombre de termes pour premier
terme, 1 pour raison, faites le produit de trois
[termes consécutifs], divisez par 6, et vous aurez le
contenu de la pile.

XXI b. — Ou bien, [faites] le cube du nombre

des termes plus un et retranchez la racine [cubique] .
de ce cube [puis divisez par 6].

-

XXII ¢. — Le dernier terme, celui-ci plus 1,
celui-ci plus le nombre des termes : du produit de
ces‘trois nombres prenez le sixieme, c'est le volume
de 1a pile des carrés. -

XXII b. — Le carré de la pile [des nombres

simples| est le volume de 1a pile des cubes.

-

XXIII. — 'Si du carré d’'une somme on retranche
la somme des carrés, la moitié du résultat est le pro-
duit des [deux nombres pris comme] facteurs.
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- XXIV. — D'un produit multipli¢ par le carré
de 2 et augmenté du carré de 1a différence [entre les
deux facteurs, prenez] la racine : ajoutez et retran-
chez la différence, [vous aurez respectivement] les
deux facteurs €n divisant par 2. -

. XXV — L'intérét d'une somme plus tintérét [de
l'intérét] est multiplié par le temps et le capital, et
augmenté du carré de la moitié du capital : on extrait
la racine, on retranche la moitié du capital, on divise
par le temps, et Fon a Yintérét du capital lui-méme.

XXVI. — Dans la «regle de trois», le « résultat »
(ou «fruits phalem) multiplié par la « demande»
et divisé par le «typen donne le «résultat de la
demande ».

- XXVII a. — Les dénominateurs se multiplient
I'un T'autre dans la multiplication et dans la division
[des fractions].

~ XXVII b. — On multiplie séparément [les deux
termes] par_ le’ dénominateur opposé pour ramener
a la méme espéce. |

XXVIII. Les multiplications deviennent des divi-
sions, les divisions des multiplications; ce qui était
profit devient déchet, le déchet devient profit [le
tout] a l'inverse.

XXIX. — La somme d'un certain nombre de
termes diminuée successivement de chacun' de ces
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termes [forme une série de nombres] quon ajoute”

tous ensemble; on divise par le nombre de termes
* ’ -

moins un, et I'on obtient la valeur de la somme

[primitive).

XXX. — Par la différence entre des objets divisez
la différence des-roupies que posséderit deux per-
sonnes : le quotient est la valeur dun objet si les
fortunes sont egales. R

XXXI. — Divisant, en marche opposée, la dis-
tance par la somme des vitesses; en marche con-
cordante, la distance par leur différence, les deux
quotients sont les temps de rencontre des deux [mo-
biles] au passé ou au futur.

XXXII et XXXIII. _ Divisez le dénorﬁinateur

de 1a valeur provisoire la plus forte par le dénomi-
nateur de la valeur la plus faible; les restes se divisent
I'un P'autre successivement [et les quotients se placent
I'un sous Tautre] : on prend un facteur arbitraire,
et on [y] ajoute la différence des valeurs provisoires.
On multiplie I'inférieur par le supérieur et I'on ajoute
le dernier [et ainsi de suite en remontant, puis] on
épuise par le dénominateur de la plus petite valeur
provisoire : le reste multiplié par le dénominateur
‘de 1a plus grande [est la partie corrective] qu'on
ajoute a la plus grande des valeurs provisoires pour
avoir 1a valeur convenant aux deux dénominateurs

[4 1a fois].
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NOTES EXPLICATIVES.

I; — Il y aurait bien quelques remarques a faire sur les noms
qu Aryabhata donne ici aux planétes, noms qui démontrent
qu'elles étaient depuis longtemps connues des Indiens. Mais
cette dissertation nous entrainerait en dehors de notre sujet,
et je préfére la réserver pour I'étude de la partie astrono-
mique du traité, si toutefois je puis 'entreprendre.

. II.. — Notre auteur s’arréte, dans son énuméraﬁon, aux
centaines de millions ou 10°. Ses successeurs vont plus loin :
Bhaskara, -dans sa Lildvati, pousse sa nomenclature jusqu'a
10". Voici sa liste, d’apres 1'édition de Calcutta (1832) :

PR NS SAT T AU aied: FHTw: |

FElTe W A Eaa e IO
TEATUTTT T qQUd ST SITI=RT: SAT

-

STATAT: T S HAT: g5 0

' Eka, daga, ¢ata, sahasra-ayuta, laxa

prayuta-kélayas , kramagas

Arbudam, abjam, kharva, ntkharva
makdpadma-gaikavas, tasmdt

Jaladhig ca antyam, madhyam, pardrdham
e dagagquna-uttards saijnds

Sankhydydis sthdndndm
vyavahdra-artham krtds parvais.

. Eka, dagan, ¢ata, sahasra, ayuta, laxa, praynta-kéti, arbuda,
abja (ou padma), 'kharva, nikharva, mahdipadma, ganku, jaladht,
antya, madhya, pardirdha, sont les PLACES successives, croissant par
" multiplication de dix en dix, établies pour la pratique par les an-
ciens.

Les quatre premiers noms, puis laza et kéii, sont d'un
usage universel, méme parmi les modernes, qui prononcent
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les deux derniers lukh (cf. un luc de roupies) et hrér (en or-
thographe anglaise, crore). Les autres noms, tant interme-
diaires {ayuta, prayuta) que supérieurs, ne sont employés
que dans les traités de mathématiques et d'astronomie, et
les dilférents auteurs ne sont pas d'accord entre eux sur la
signification qu'ils leur donnent. On remarquera, du reste,
au- dessus de sahasra «mille», une grande divergence entre
Aryablnla et Bhaskara.

Il est a remarquer quesces noms se multlphent a lmhm
sans qu on forme ici une unité secondaire ni de nulle et ses
pu1ssances comme nous le faisons a I'imitation des Latins,
.nt de la myriade, comme chez les Grecs.

H1 a. — J'ai forgé ce mot d'équi-quadrilatére pour rendre
I'expression originale sama-caturasra. Elle est empruntée i
la géométrie védique, ou du moins de 1'école védique, telle -
que nous la trouvons dans les Guloa-sitrds ou « Régles du cor-
deau», recueil des procédés employés par les Brahmanes
pour la construction de leurs autels. Elle est 1a opposée a
dirgha-caturasra ot « carré long», et devmlt consequemmcnt
se traduire par « carré équilatéral . Alyabhala I'emplote ici
comme un terme usuei, connu de tous ses lecteurs, et semble
avolr, le premier, employé le terme varqu, primitivement
« rangée ou série d objets semblables », pour désigner a la fois
le « carré géométrique » et le « carré arithmétique ».

b. — Notre auteur semble avoir désigné réguliérement
les solides par le nombre de leurs arétes et non de leurs fuces
ou bases (£dpa); car, plus loin (n® V1 b), nous le verrons ap-
peler notre tétraédre un « solide & six arétes ».

1V et V. — Les régles données ic1 pour l'extraction des
racines carrée et cubique sont, on en conviendra avec nous,
admirables de rédaction, surtout si 'on tient compte de la
nécessité ou se trouvait 'auteur de se maintenir dans les i-
mites étroites de deux vers. |

. J. As: Extrait n® 3. (1879.) -3
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Pour rendre completement intelligibles les expressions de
« tranche carrée, tranqhe cubique , tranches non carrées ou
non cubiques », dont Aryabhala fait usage dans ces régles,
je vais reproduire un extrait .des commentateurs de la Lild-
vati, cité par Colebrooke (Algebra of the Hindoos) et indi-
quant le procédé pratique suivi par les Indiens pour opérer
|'extraction des racines.

Occupons -nous d abord de la racine carrée. On partage,
nous dit en substance le Manoraijana, le nombre donné en
tranches de deux chiflres, que I'on marque comme ceci :

33209

St, partant des plus hautes unités, nous nous arrétons a
un des rangs marqueés 1 (rang impair a partir de la droite),
Ja tranche ainsi détachée du nombre contient un carré : voila
pourquoi Arjfabhaga 'appellé varga « tranche carrée ». Au con-
~ traire, sl nous nous arrétons aux rangs marques - (rangs pairs
a partir de 1a droite), ces nouvelles tranches contiennent,
non pas un carré, mais seulement un double produit : d'ou
vient le nom de avarga «tranches non carrées» que leur
donne notre auteur.
~ * Pareillement, pour l'extraction de la racine cubique, le
nombre se partage en tranches de trois chiffres :

26198073

Une tranche partant des pius hautes unités et se terminant
au signe 1 est une ghana « tranche cubique »; celle qui se ter-
mine sur un - ne renferme pas un cube et s'appelle aghana
« tranche non cublque ». Ily a ict deux tranches non cubtques
successwes, qu Aryablnta numeérote a partir de la droite : pur—
vdghana «premiére non cubique», pour celle qui s’arréte
au 7, par exemple; duitiydghana « deuxiéme non cubique »,
pour celle qui se termine sur le o. |

Notons, en passant, que dans sa régle relative a la racine
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cubique, la'quantité qu’f&ryabhaga fait soustraire de sa tranche
correspond a 3ax*+2°. Il est donc entendu qu'en prescri-
vant de diviser la portion limitée au deuxiéme chiffre non .
cublque par le triple carré de 1a racine trouvée, 1l comprend«
quon fera cette diyision complétement et avec reste, c est-a-dire
que l'on retranchera tout de suite le produit 3a*x.

- Enfin j'ai cru comprendre, dans les derniers mots de la
‘regle relative a la racine carrée, que l'auteur faisait remar-
quer a ses disciples que, tandis que 1'on avance de deux en
deux rangs dans le nombre proposé, on n'obtient la racine
que rang par rang, chiffre par chiffre; ce qu'il m'a semblé
qu'il exprimait par le mot sthdna-antaré «a intervalle d'une
place ou d'un rang ».

REMAROUE IMPORTANTE.

Le partage des nombres en tranches « carrées et non car-
rées,~cubiques et non cubiques», que je viens d’expliquer
d'apres les commentateurs indiens, est supposé a tout instant
par Aryabhala, qui y fait de continuelles allusions. J'insiste-
rai quelque jour sur ce fait, lorsque j'exposerai en quoi con-
siste au juste sa pretendue invention d un systeme particulier
de notation numérique, telle que lAryabhatayam nous per-
- met aujourd’hui de la juger. Or ce partage ne peut se faire
que si le nombre est écrit en chiffres juxtaposés, tirant leur
valeur de leur position seule (sthc‘ina) comme nous l'avons vu
plus haut, et au moyen d'un signe spécial propre a tenir la
place a laquelle ne correspondrait pas de chiffre proprement
dit. Ce fait est d’une importance capitale, vu I'age bien établi
de notre auteur. Tout I'énoncé des regles d’extraction des ra
cines, tel quil est donné ici, ne peut évidemment s’appliquer
qu'a un ndémbre écrit, comme nous venons de le dire; et rien
dans cet énoncé ne suppose, contrairement a ce que nous
avons remarqué & propos de la généralisation de I'emplor du

' 3.
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ot carré, une inuavation de la part de notre auteur. Done,
non seulemenl Aryabhata opérait sur des nombres écrits en
‘chuffres avee valeur de position et zéro, mais la pratique de ces
sortes d'opéralions était déja l'fxmiliére A ﬁl'époque ou il écrivait,
ce qui suppose qu elle existait déja depuis un certain temps.

VI a. — 1l faut concevoir le triangle partagé en deux
triangles rectangles par une perpendiculaire abaissée du som-
met sur le c6té opposé, laquelle.est alors commune aux deux
segments. Les expressions fd/: et bujd, qui désignent les deux
cotés de l'angle droit d'un triangle rectangle, seront définies
en parlant du gnomon, aux strophes XV et XVI.

b. — J'ai longtemps hésité a admettre la bonne con-
servation du texte en cet endroit; mais le vers, est parfaite-
ment régulier, et on ne saurait, sans le rendre boiteux, sub-
stituer le tiers a la moitié du produit. 11 n'y a pas non plus a
se méprendre sur la nature du solide en question : le com-

‘mentateur l'appelle sra%a_ﬁm“‘mf wH «une figure ayant des
faces triangulaires partout ». — Il faut donc accepter comme
authentique I'énoncé de notre auteur, et y voir une preuve,
conservée fidéelement a travers les dges, de son ignorance en
géométric de |'espace, ignorance dont nous aurons une preuve
nouvelle dans un ins:ant, & propos du’'volume de la sphere.
Et alors, le maintien de ces fautes gmssiér_es, qui eussent pu
étre corrigées, ou tout au moins relevées, par les commenta-
teurs disciples de Bhaskara, nous est un garant trés précieux
- de la servilité ayec laquelle les copistes nous ont-transmis
intact le texte primitif d’Aryabhata, et nous rend d'autant
plus fort’ pour aitribuer.a ce savant lui-méme la rédaction
des propositions vraies qui se rencontrent heureusement -en
grand nombre dans 'ouvrage qui porte son nom.

VII . — Voici le second exemple, que j'annongais tout a
I'heurc, des connaissances insuffisantes de notre auteur en
stéréométrie. La formule qu’il donne pour le volume de la

e
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sphere, \'/'11':j R*, n'est méme pas une approximation nume-

. o
rique,, puisqu elle supposerait V"':?', . or
177245, ... 5 31735

T == - —
\/_ 100000. ... 3 0000. >

»
*

Mais elle a, pour lhistoire des matllemattques d’autant
plus de valeur, parce qu'elle nous démonlre que s Ar yabhata
avait recu quelque enselgnel_nent des Grecs, 1l ignoratt au
moins les travaux d'Archimede.

. b. — U s'agit ici d'un trapeze dont les cdtés paralleles
sont placés verticalement, en sorte que ce ne sont plus des
« bases v, comme chez nous, mais des «flancs» (pdreve): la
perpendiculaire commune a ces « flancs » n’est plus une « hau-
teur», mais un «écartement» {dydma). Cette disposition de
" 1a ligure et la terminologie qui y correspond sont probable-
.ment empruntées aux Régles du cordecn des Brahmanes,
dont j'ai déja dit un mot. Dans ces traités, en effet, le plan
de Tautel affecte habituellement la ﬁgure d'un animal {oi-
seau, tortue, etc.), et c'est d'aprés cette ligure que tous les
éléments du plan sont dénommés, alors méme que ce plan
affecte une forme purement géométrique. La ligne médiane
ou axe de symétrie de cette figure, laquelle, soit dit en pas-
sant, est orientée sur la ligne est-ouest, porte le nom d'«aréle
du dos», qeIy prshtyd. Les cotés latéraux paralléles & cet
axe, s'il s'agit de construire un rectangle, par éxemple, s ap-

pellent les « flancs», qraar pidrgve ou les «hanches», Ian
grént, et leur distance normale & 'axe est e ¢paule », T®:
amsas : .’appfu*cilleur obtient cette épﬂule « en s'éloignant»
AT apdyamya, du piquet planté sur h meédiane : d ou
yanmy piq |
I'expression de BT dydma, par la uelle Ar abhala désigne
P Y pe q y¢ 8

1'écartement des « lancs ».

VIII «. — Dans ce premier théoréme, l'auteur donne-les
portlons z et Y de 1 écartement total & comprises entre le
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point de renconlre des diagonales du trapéze et les.flancs b
et B. Les valeurs qu'il donne résultent de la similitude des
deux triangles formés par les diagonales et les bases, et de
la proportion

' x _y x4y=h
~¢ . b” B b+B T
b. — La deuxieme regle est notre énoncé bien connu.
IX «. — J'al tenu a traduire strictement mot a mot cet

~énoncé qui prescrit de «décomposer une figure quelconque
en une succession de trapezes» pour en eévaluer la surface,
parce que ce procedé m’a paru fort important pour lépoque
Le plus curreux. c'est que le commentateur ne 1'a pas com-
pris : il paraphrase, en effet : H'IHTH'%'FF{T{I'FH’G?I ST QT
dydma-vistdra-dtmakaw bihi prasidhya «en déterminant les
deux bras (dimensions) qui sont la hauteur et lalargeur....»
Le procédé de 1a décomposition:en trapézes se serait-il donc

perdu aprés Aryabhata ?

b. — Je n'al rien a dire de cette proposition, dont il est
bon toutefois de prendre acte pour lhistoire.

X. — Si 'on effectue les opérations prescrltes par I'auteur,
on trouve pour résultat :
62832

n = — == 3,1416 ,
20000 ™

expression remarquable et par son approximation et pe{r la
fagon dont elle est énoncée. Aryabhata Lit le nombre 62832 4
la facon indienne, en commencgant par les plus basses unités,
mode de lecture que nous connaissons par les énonciations
de nombres a l'aide de mots symboliques qui en représen-
tent les chiffres successifs, comme on en rencontre a chaque
instant dans les livres sanscrits, tibétains et javanais. Il nous
dit donc ici 324+ 800=(4+100)8 et {2+60) 1000.
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Quant 4 I'approximation elle-méme et a son histoire, j'avais
d’abord cru devoir présenter quelques rétlexions a ce sujet;
mais jal vu que jétais entrainé trop loin, et je préfere ré-
server cette étude pour un travail spécial. Je me contenterat
des quelques remarques suivantes :

e . 62832
1° Al-Kharizmi cite cetle valeur comme due aux
20000

« astronomes » indiens. ]

2° La valeur \/_1-5 , que le méme auteur attribue aux « ma-
thématiciens », est donnée, en effet, par Brahmagupta (voir
Colebrooke, Algebra, etc., Brahmeg., n° 40) comme « valeur
exacte », sphitd. Ar}vabhat_ﬁ n'en fait pas mention.

3° Il ne fait pas mentlon non plus de 22 expression 'que

7
I'histoire attribue a Arclnméde et dont Bhéaskara fait un con-

tinuel usage. Ceci rentrerait dans une observation que Jal :
faite plus haut (n° VIL b), a savoir qu Aryabhata ne connais-
sait pas les travaux du géométre de Syracuse.

'4° L'énoncé d’Aryabhata, 62832, pour un diametre de
deux myriades, est curieux en ceci, quil ne présente pas
la forme la plus simple de la fraction, forme simple qu'a

adoptée Baskara, savoir 39;7 Le choix d’'un diametre de
1200

deuxr myriades, ou plutét du nombre une myriade pour le
rayon, n» &m0 Tob xéyrpov, comme disaient Aristole et Eu-
clide, est assurément un argument trés puissant en faveur
d'une origine grecque de l'expression en question : car les
Grecs seuls gu monde ont fait de la myriade 1'unité numé-
rique de second ordre.

XI. — En se bornant aux termes mémes du texle, et sans
recourir au- commentaire, dont les explications ne répon-
dent assurément pas a ce texte, il faut complendre tout sim-

plement qu ’Aryabhata prescrit de partager «le quart de la
" circonférence », paridhi-pédam, en parties égales, de mener
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par chaque point de division une paralléle au rayon (ui passe
par 1'origine des arcs, laquelle partagera le quadrant en un
triangle et un trapéze mixtilignes, et découpera sur le rayon
qui termine le quadrant, rayon normal a celui de I'origine
des arcs, une longueur égale au sinus de l'arc qu'on aura
pris. ' .

La liste des «différences premiéres» de ces sinus, qui
constitue la strophe X du premier chapitre de I'A'ryabha-
'_tﬁf‘yam, nous monire que, comme l'ont fait s€s successeurs,

Aryabhata partageait le quadrant en vingt-quatre parties, va-

lant chacune, par conséquent, 3°45 =225". Voici le tableau
de ces différences, empruntées au passage ci-dessus, et des
sinus quon en déduit, lesquels sont ‘exactement conformes

a la liste du Siirya-Siddhdnta.

ARCS. SINUS. DIFFERHHCES. ARCS. SINUS. DIFFéBENCES. ARCS. SINTUS. D]FFERENCES.
0 0 8 1719" | 16 2978
225’ , 1g1’ 106’
1 225 gy 1910’ 17 3084"
224’ ’ 183 | 93!
2 hho' . 10 2093’ 18 3197’
222" )74 79’
3 644 11 2267 19 3256’
219 164 65
4 8go’ 12 243 20 3321
219’ 154 5i
5 1105 13 2585’ 21 3372’
210 N 143’ 37
6 1319 - 14 2728 22 3409’
205" |} a3 22’
7 1520 15 285¢9" 1 23 343
199’ 119’ 7
8 1719’ 16 2978’ 24 3438’
Al. — Comme 1l est facile de 1e vérifier, chacune de ces

diflérences se déduit de'la précédente en en retranchant lu
partic entiere du quotient du dernier sinus par le premier, ou,
en notation algébrique,



- S, désignant ici le sinas de T'arc 1 ou 225'; et cette. for-
mule §'applique déja au second sinus, car

!

l;[u.g=.225+22A=S,—|—(SI—EST'),
1

C'est assurément cette loi qu'f\ryabha[a énonce dans sa
strophe XIl. Le second vers est clairement la traduction
- en langage ordinaire de la formule générale que jal écrite
plus haut. Le premier vers contient-il le cas particulier que
jai donné ensuite en chifires, et qui se rapporte au second
sinus; ou bien, comme le veut-le commentaire, fort peu in-
telligible, du reste, en cet endroit, s'agit-il déja dans ce vers
d'un commencement d'énoncé de la régle générale ?..]'avoue
que je I'ignore absolument, et que je n'ai jamais pu construire
grammaticalement ce vers, de fagon a en faire sortir un sens
quelconque : aussi aije mieux aimé le laisser sans traduction
que d'en risquer une-erronée. .

M. Burgess, dans. ses savantes notes au Stirya-Siddhdntu-
(livre I, cloka 27), discute et justifie les formules qu'em-
ploient les astronomes indiens pour dresser leur table de si-
nus. J'y renverrai le lecteur, me contentant pour le moment
de faire remarquer que si, au licu de prendre, comme le fait
M. Burgess, le rapport entre les 3438’ contenues, suivant la
table, dans le rayon, et les 10800’ de la demi-circonfé-
rence, ce qui donne #=3,14136, on divise, au contraire,
les 10800" par la valeur 7=3,1416 que nolre auteur nous
a donnée plus haut, on trouve, ¢ une dem:-minute prés,
R=3438', ct, la preuve;faite, on retrouve 10300,8’ pou;' la
demi-circonférence. Or -Aryabhala ne prenant, comme on I'a
vu plus haut, que la partie entiére de ses quotients, ne pouvait
pas_ trouver pour son rayon expruné en minutes, ou pour

08 :
3: : [S{; , un autre nombre que 3438’
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Pour juger sainement les opérations numériques des an-
ciens mathématiciens, 1l fau} se tenir dans les limites d’ap-
proximation ou ils se renfermaient eux-mémes, et ne pas
pousser les calculs plus loin qu’eux.

Pendant que I'occasion se présente de parler de cette table
de sinus, qu'on me permette encore une remarque qui n'est
pas sans 1mportance

Les sinus, tels que les donne le Sirya- S:ddhﬁnta leurs
différences prem1é1es telles que les énonce Aryabhata sont
évalués en menates, c'est-a-dire en divisions sexagéesimales. Or
nous savons aujourd hui, depuis la découverte, faite dans la .
bibliothéque de Sflrdanapale 1V, de listes de racines carrées
et cubiques !, que la numération sexagésimale était d’'un usage
“exclusif chez les Chaldéens, et, d'autre part, le-papyrus ma-
thématique égyptien reg:emmenl: publié par M. Eisenlohr
nous démontre quen Kgypte on faisait plutdét usage des
fractions décimales, pour lesquelles le papyrus en question
a méme une notation spéciale. Ne serait-on pas en droit d'in-
duire de la que la table de sinus en- question est d'origine
chaldéenne ? .

Messieurs les assyriologues nous disent avoir trouvé dans
la bibliothéque dont je parlais plus haut un traité d astrono-
mie. S'ils ne se sont pas trompés dans leurs assertions, on
doit nécessairement trouver 13 une table analogue a celle que
nous fournissent les astronomes indiens : il serait du plus
haut intérét qu'on la cherchal et qu'on prit la peine de la
publier, s1 elle existe.

XIII. — Les déhnitions données ici par Aryabhala ne
présentent aucune difficulté d'interprétation : elles sont ame-

j :

' Lorsque j'ai écrit ce passage, je n'avais pas encore pu me procurer le
trés 1ntéressant travail de M. Fr. Lenormant inlitulé: Essai sur un document
mathématique chaldéen. Paris, 1868 {autographié). Je m'empresse d'y ren-
voyer les amateurs d’histoire des mathématiques. Je n’en maintiens qu'avec
plus d’ardeur le voeu exprimé par moi, que les assyriologues veuillent bien
explorer au proht de la science les trésors découverts dans la bibliothéque

de Senkéreh.
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nées, je crois, tout naturellement pour servir d'introduction
a la théorie du gnomon dont notre auteur s'occupe dans les
strophes qui suivent. Il est étrange seulement qu'il n’ait pas
dit un mot de la construction de cet instrument.

Le commentaire prend occasion de ces définitions pour
décrire avec grands détails la construction et l'emploi de
Voutil qui servait & décrire la circonférence , outi! quil appelle
FRT karkata «crabe ou écrevisse »; le tracé pratique, sur le
terrain, d'un triangle dont on connait les trois cotés, au
moyen de trois «baguettes», TAT@T ¢aldkd, coupées a la
longueur des cotés ; le procédé pour niveler un terrain; I'em-
ploi du fil & plomb. J'aurais bien aimé reproduire ces expli- |

cations, (ul me paraissent se rapporter aux pratiques en
usage a une époque déja ancienne, si toutefo:s je ne me
trompe pas en interprétant les mots du- commentateur vAg
I Jate «voict ce que Ton dit», par «voicl ce que la tradi-
tion rapporte ». Malheureusement 1l n'y a rien a tirer de sa
description du karkatu. Ce qu'il dit de Ja construction des
triangies.n'a rien de nouveau, et, en outre, suppose connus
les trois cotés, ce que ne dit nullement le texte. Pareil re-
proche s'adresse & son quadrilatéere, qu'il fait construire,
au moyen des cotés, alternativement sur 1une et sur 1'autre
des diagonales. Je me bornerai donc a donner le procédé
quil indique pour obtenir un sol de niveau, parce que le
procede est tellement pummf qu il pourrait bien étre assez
ancien

agmgngﬁfﬂuammﬁa’? qﬁuﬂsm%{waz%{ z:u?
AR STFREARA o FAAYY fafeer afjety s e
Wl gt ST At Fean AT G AT QA st e 3
T T wat | O SORET T 9 Ry IETaE ST ) I3 K-
Fﬂ}?ﬁﬁ,\ﬂ?ﬁ?{ﬁ‘\tﬂam !

Ayant fait 2 T'eil le sol d’égal niveau, on y dessine un cercle
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P
puis en dehors un centre-cercles» (espace annulaire) large de deux
ou trois doigts, et I'on creuse l'intervalle entre les deux circonfé-
rences pour se procurer une rigole; cette rigole, on I'emplit 'eau.
Si tout aulour I'eau est a fleur de la terre, le sol est de niveau; 1d
ou [{'on voit] un abaissement de Peau, il y a sur.lévation du sol,
14 ol il y a surélévation de I'eau, il y a depression du sol. Voila. -

XIV. — Par suite d'une erreuy dimpression, causée par
Ia grande similitude des lettres & kha et &.sva, le texte porte
CRE ] «du cercle aérien», et le commentaire TATART « du

cercle propre» : comme je mai pas trouvé mention de ce
cercle dans d'autres auteurs, je n at pu me décider pour
I'une de ces orthowraphes plutét que pour *autre. Le com-

mentateur le définit comme suit : grawmed mgrqr( arig a,
STUIEH T Fea Ty (TR e el Gaaﬁﬁ?g%uﬁ " ole cercle qui a son

centre a l'extrémité de 1'ombré, qui atteint ia téte du style
et est placé verticalement, s’appelle le cercle propre ». J'avoue
ne pas comprendre a quol peut servir ce cercle ainsi tracé :
s'1l avait son centre, au contraire, au sommet du style, ce
pourrait-étre, dans un gnomon a style vertical, le cercle ho-
raire de l'astre, en degrés duquel on peut évaluer la hauteur
dudit astre au-dessus de 1'horizon. La dénomination de @r=

khavrtta « cercle aérien » ou « cercle en I'air » se comprendlalt
alors. — Mais nous allons voir qu Ay yabhata semble avoir
opéré avec un gnomon a style horizontud projetant son ombre
sur un mur vertical.

XV et XVI. — Avant de passer a l'explication geomé-
trique, fort simple du reste, de ces deux problémes jai
besoin de ﬁure une remarque au sujet des expressions par
lesquelles Aryabh-lla dénomme les deux cotés du triangle
rectangle dont il cherche les éléments.

H désigne la distance du point lumineux au. plan sur lequel
se projette l'ombre par s bhujd «le bras», et la distance

entre le pied du support de la lumiére et la pointe de Vombre
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par e kol « smnm;:t, supériorité, hauteur». Au contraire,
Brahmagupta et ses successeurs appellent la’ distance de la
« pointe de la flamme » (ou de la « lampe »), Zafarar dipagikd,
au plan ; e auccyam, mot abstrait dérivé de IF ucca
« haut, élevé », et signifiant par suile « hauteur », et la longueur
entre le «pled de la lampe», Qgam dipa-tale, le « pied du
style », 91%?&7{ canku-tala, la « b:tse:: ou le «solw, 3: bhis.

Du rapprochement de ces expressions semble résulter que si
Bra]'lmagupta opérait sur un gnomon a plan horizontal et
a style verlical, Ar abliala faisait usage d'un gnomon a plan
vertical et a style honzontql |
J'avals besoin de cette observation pour tracer la ﬁgurc
qui va me servir a interpréter les termes des énoncés d’ Arya-
bhata. ‘ |
%01t donc AB un’ «brasy

A T /ll‘ }EIT horizontal portant une lu-
E ',/_7' miere; ST, un «siyler o3,
E Vi | ~>
: 7/ dont la longueur est connue.
a i Ce style projette sur le mar
i /'/ / une ombre SO, et :
Yk .
S ’T / 4 f
S XV. — Etant donnée la lon-

/ gueur du bras AB, on de-

0!

/7
sl [/- /'/, mande celle deni'mribre SO.
of A Les vers. d’'Aryabhata sont
,/ simplement 1'énoncé en lan-
0 /" | . gage ordinaire de la formule
1/ « VT
/ SO = ST VR

XVI. — La hauteur, &ifz,
- du point A et la longueur du
_ | bras AB sont inconnues : on
met alors le style dans deux positions,- ST et S'T’, ce qui
donne deux ombres successives, SO et S'0’, et 'on a alors :

-



——t3e( 30 )eer—

, OO | OA

propositions quil est facile de vérifier sur la ﬁgdre. '

XVII a. — Nous avons ici |'énoncé, formulé d'une ma-
niere générale, du théorethe dit de Pythagore, dont notre
- auteur s'était déja serviau n® X1V, *

Les Regles du cordéaq; dont j'ai déja parlé plus haut, énon-
cent en ces termes ce théoréme général :

Q@RI THaSTS =1 & a9 gund $pas.
H’g‘\\mﬁﬁfﬁugtn )

Mot a mot :

«La corde en biais d'un carré long : ce que font sépalément ia
mesure du flanc et la mesure du travers . elle les fait tous deux ala

fois.» (Régle 48.)

Et 1auteu1 aJoute :

ﬁm@mﬁ(’m‘&mfaw CESFARE N =GN 'erﬁ.:raﬁa'i%r
FireRaTty, ZTeiarenaa < faverar: aegioreuz s iy 3 aATEy-
qrfen: n g n

Cestdans 3 et 4,12 et 5, 15et 8, 7et 24, 12¢et 35,15 et 36,
que I'on en a la conception (upalabdht, sméAndus). (Regle 4g.)

lIs se servent, du reste, des triangles 3,4, S5et 5, 12,
13, pour tracer, dans le plan de l'autel, I'« épaule» perpen-
diculaire sur la «ligne du dos», et font usage du théoréme
géneral pour obtenir un carré multiple ou sous-multiple d'un.
_.carré donné.

Jappellera 1'attention des lecteurs sur la maniére dont
Baudhayana (l'auteur des Régles du cordeau) exprime le « carré
construit sur une ligne» : & &§A: yat karulus « ce que fontn
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(au due]) les deux cotés, ﬂﬁﬁﬁ tat kardti, « cela fait» la

diagonale.

] y a deux remarques importantes a falre sur cette expres-
"310“

- 1° Elle nous fournit I'étymologie- du mot &yumr karant,
par lequel les Régles du cordeau. désignent toujours « le coté
d'un carré», et que Brahmagupta et Bhaskara ont employé
-'pour demgner la «racine d'un nombre incommensurable»,
ce que les Anglais (a la suite des Arabes et des Itahiens de la
Renaissance) appellent « a surd quantity ».

2° On ne peut s'empécher de la rapprocher de I'expres-
sion grecque 6 dwo 7ijs aff, qu elle reproduit absolument, et
Fon est dés lors porté a se demander laquelle des deux est
calquée sur l'autre. . | ,

b. — Ce théoréme s'énonce aujourd’hui en ces termes :
« La pelpendiculvaire abaissée d'un point de la circonférence |
sur un diametre est moyenne pr0port10nnelle entre les deux
segments du diameétre. » Avouons que I'énoncé d’ Aryabhata
est plus court et plus facile a saisir que le nétre. (Cf. Rouché
et de Comberousse, n° 223, 2°.)

XVIIl. — Ce théoréme sert'duns le calcul des éclipses :
la figure en facilitera 'intelligence.

-,

On sait que dans
les idées mythologi-
ques des Indiens, les
éclipses sont causées
par la morsure d'un
dragon, nommé Rd-

~ hu : voila pourquo le
fuseau MANB est ap-
pelé par les astro-
nomes dit pays IR grdsa «la bouchee Je morceau ». Le

Fo4
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théoreme qu'énonce Aryabhala répond aux formules con-
nues :

pi_ AB(d—AB) . AB(D—AB)

T Dfd—2AB ° D+d—32AB"

1 .
X1X. — Nous abordons ici la” théorie des progressions

Lo

arithmétiques.

a. — Je dots a I'explication du commentateur d’avoir com-
pris que Pexpression H'!Elr‘ sa-pirvam devait _Se traduire par
~ «augmenté du nombre des termes qui précedent», et qu*il.
s'agissait ici d’avoir la somme d'un nombre «quelconque»
(3) de termes pris n'importe ou dans la progression.. )

Soit donc S cette:somme, comprenant n termes qui s’éten-

ieme ienie

dent du p*™ au ¢'™ : on a, d'apreés les formules connues :

= {y—p)at -;f (9*—p*—q+p)
={9=p) | et {g+p—1 )J

= (9—p) | e ({’_P_l | P)"I -

2

C’est bien cette derniére formule qu’f\ryablia;a énonce.

b. — La deuxieme formule, qui est celle que nous em-
loyons aujourd’hui, ne s'applique qu au cas ot 'oni part du
Y | p q P
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premier terme de la progression, c’est-a-dire ou, dans la for-
mule qui précede, on fait p=o. ‘

XX. — 81 nous repartons de cette valeur de la somme,
dans laquelle nous ferons p=o, savoir :
. n—1
S=n (a-[— - r').,

et s1 nous 'ordonnons par rapport a n, nous arrivons a I'équa-
tion du second degré

(1) rn*—(r—2a)n—28=o0, -
d’oti nous tirons :

(2) : n—_=(r_2a):|:\/(r_.2a)2+85r \

or ?

ce qui peut encore s écrire-:

(3) . — (1+“‘ Qai\/(r—ﬂa)ﬂ-l-SSr).

r

C'est I'expression que lit pas A pas ;&ryabhaga, en énumé-
- rant les différents termes de droite a gauche, comine il le fait
pour lire les différents chiffres d'un nombre.

'y a plusieurs conclusions d'une importance capitale pour
~ T'histoire a tirer de 1a :

1° A P'époque ou vivait Aryabha@a, on savait déja résoudre
une équation du second degré, qui, comme la formule (1)
ci-dessus, est de la forme générale

ax*4-bx+4c=o.

2° On savait la résoudre sous 1a forme

m*__—b:t\/bi——&ac

24

qﬁe nous présente la formule (a).
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3° Enfin cette formule (2) obtenue, on savait la trans-
former et la mettre sous la forme (3), et cela ¢n dornant aux
différents nombres qui y entrent pour représenter les éléments de
la progression. UNE SIGNIFICATION GENERALE. '

On savait donc faire des calculs algébriques !

Jirai plus loin, puisque cette occasion m'y ameéne : on
peut réellement noter en sanscrit cette formule lout entiére.

Nous savons, en eflet, par les chapitres de Brahmagupta
et de Bhaskara consacrés a ce qu'ils appellent le Fgen kuttaka,
c est-d-dire a 1'analyse indéterminée du premicr degré, a la réso-
lution en nombres entiers de I'équation a deux variables

. - ‘ a.i:;l—be:c,

(chapitres que j étudierai en détail quelque jour), que les ma-
thématiciens de lInde étaient dans l'usage de représenter,
comme nous le faisons en physique, d'une maniére toute
générale, les quantités diverses quils soumettaient au calcul
par les initiales de leur nom. On peut, a ce sujet, consulter
Colebrooke dans sa traduction des chapitres dont je parle.
Nous pouvons donc ici employer les symboles suivants :

T initiale de IT=5 gaccha « période », pour désigner le nom-
bre de termes»,

3 1nitiale de FAY utlara «raison»,

# initiale de ®ig adi « premier, sous-entecndu terme»,

of initiale de ¥= dhana «]a somme», comme a la strophe
préceédente. * ,

ceux-cl spéciaux aux progressions; puis les signes algébriques
connus :

" pour le signe —,
¥ initiale de Wi bhavita « produit »,
& 1nittale de m'uﬁ karant « racine»,



T —te( 3D Jeer—
S initiale de T varga « carré»,

Z initiale de Tq rdpa « unité numérique » ;

et la formule d'ﬁryabhala s'écrira, avec ces signes, et en
plagant, suivant l'usage indien, les coefficients numériques
apres les lettres: |
T2
EAN

T2 S0 TITYHRN W3 T
3R

J'aurais méme pu la citer dans 1'écriture du temps d’Arya-
bhata si nous connaissions la forme que les mathématiciens

- de cette époque donnaient & leurs chiffres.

XXI. — Aryabhal;a nous donne ici le contenu d'une pile
«de boulets» & base triangulaire dont les c6tés des bases
forment une progression arithmétique de raison 1 ayant aussi
pour premier terme 1. J'ai rendu par «base» le mot Zaf=rta
upacili, mot & mot « sous-pile,-sous-monceau». — Dans les
‘Culba-sitrds « Régles du cordeaur, cit ou citi est le nom du
massif de magonnerie (en briques) qui constitue I'autel.

a. — On reconnaitra sans peine, dans 1'énoncé de notre
auteur, la formule connue

b_ nlnd)(ng2) | -

1.2.3.
b. — Si nous développons le produit au numérateur nous
trouverons, ’
P n*4-3n*4-2n  (nd1)3—{n+41)
_' 6 - 6

comme Aryabhala le dit dans son quatriéme demi-vers.
Chose bizarre et bien digne d’étre notée : notre auteur,
qui sait si bien trouver combien renferme de boulets une
pile triangulaire en comptant seulement ceux qui se trouvent
sur 1'aréte, ne'sait pas dire combien renferme d'unités de
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volume un tétraédre dont il connait la base et 1a hauteur!
Les historiens qui pensent qu'on est arrivé aux évaluations
de surface et de volume, et de 1a 4 1a théore des nombres
figurés, en comptant les points que 1'on pouvait ranger a
distance réguliére dans les aires et les solides & mesurer et
.en comparant ce nombre a celui des points distribués sur
les arétes, pourraient bien, en présence d’exemples comme
celui-ci, 8tre obligés de renoncer a lepr explication, quin’est
basée sur rien.

XXII 5. — Notre auteur donne encore ici les formules
connues
_n{a4a){andn
T 1.3.3.
et -
' S.-.=-'—‘n&(n:_l)i_sf-

li faut seulement, dans le premier énoncé, faire atten-
tion, comme le remarque le commentateur, que le « dernier
terme» 9 pada et le «nombre des termes» =g gaccha ont
la méme valeur numérique.

-

* XXIII et XXIV. — Ces deux théoremes ne donnent lieu
A aucune observation particuliére.

XXV. — Il est facile de voir que I'énoncé de notre auteur
peut se traduire. en algébre moderne, par la formule

Ait:*\/(Ai+Ai.it)At 4 2‘; A ---—;-A
et le calcul effectué, on trouve que 1'égalité est exacte : Jes .
deux qualités Ai+Ai . it répondant bien & 1'énoncé : « I'inté-
rét d'une somme augmenté de I'intérét des intérets ». 11 est
seulement assez bizarre que dans le premier terme Ai le temps
n'entre pas, tandis qu'il entre dans 'autre terme A:. it : 1}
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parait, du reste, d'aprés {'exemple numérique donné par le
commentateur, que tel est bien 'usage des Indiens.

XXVIL. — Jai déja parle des dénominations données par
les Indiens aux termes d'une pmportmn dans mon étude sur

lAlqebm &’ Al-Khdrizmi, p. Z17

Aryabhala ne nous parle ici que de la «régle de trois»

a’{lﬁﬁ trairdgikam. Ses successeurs traitent aussi des regles
de trois composées, qu'ils appellent «régles de cing, de
sept, » etc., et méme «de onzer.

XXVIlI a. — Cet énoncé sous-entend sans doute qu’on
donne le produit des dénominateurs pour dénominatcur au
produit des numérateurs, qui n'est pas mentionné probable-
ment parce que, comme il s'agit d’'une multiplication, 'ob-
tention de ce produit paraissait chose toute naturelle. 1l sous-

entend aussi ce que nous trouvons articulé par Brahmagupta .

ﬁﬁw&aﬁmn
aﬁwguﬁumumr{: E—iﬁ"ﬁfﬁﬁ: ngu

Apres 1nterversion, au diviseur, du dénominateur et du numéra-
teur, on multiplie dénominateur par dénominateur, et par celui de
Pautre [facteur] le numeérateur du dividende : voila la division de
deux quantités rdduites & la méme espéce (c'est-a-dire, d'aprés le
commentateur, ede deux nombres fractionnaires écrits chacun sous
forme de fraction uniques). ~

-

b. — Rien a dire a cette régle de la réduction au méme
dénominateur. Bemarquons seulement l'expression sans-

crite asr{tﬁa sa-varna-tvam « état d'éire de méme varna». Ce
mot varna, on le sait, signifie primitivement «couleuro,
puis 1l a été employé pour désigner les « castes » dela nation.
Ici,enfin il représente la méme idée que notre mot « espéce ».

XXVIII — Aryabha;a formule ia en.régle une méthode
de calcul fort en renom dans I'Inde, que Bhaskara, qui y

-
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consacre tout un chapitre, appelle faretafnaT viléma-kriyd
«l'opération rétrograde». Elle consiste & appliquer en sens
inverse au résultat annoncé ou demandé par U'énonce d'un
probleme toutes les opérations renversées par lesquelles
I'énoncé lui-méme prescrit de faire passer 1e nombre cherché
pour arriver au résultat. Voici, par exemple, 1app11cat10n
numérique donnée 1ci par le commentateur :

SSQERE qafnfw: wfe: AEXRe: |
' TR AR Sz SETH & TurRav

Quel est le nombre tel que le multipliant par 3, puis divisant
par 5, ajoutant 6, extrayant la racine, retranchant 1, élevant aa

carré, on obtienne 4 ?

Ce résultat 4 est, comme ils disaient, « ce qu’'on doit voir »

Zed drgyam. 11 résulte en dernier lieu d'une élévation au
carré : prenons la racine, nous aurons 2; — on a retranché
1, ajoutons-le, 1l vient 3; on a extrait une racine, élevons au
carré, soit g; — on a ajouté 6, retranchons-les, reste 3; —
on a divisé par 5, multiplions, il vient 15; — on a multiplié
par 3, divisons, le nombre demandé est 5.

XXIX.. — Ce théoréme, dont j'ai di littéralement délayer
I'énonce pour le faire passer en frangais, tant sont laconiques
les expressions de 'auteur, n'est que la traduction en langage
ordinaire de ce calcul trés simple dont je vais donner un

exemple pour quatre termes (_IFTEQ’{H—' mtushpadu gaccham,
dll‘alt Aryabhata).

Si—d=a+btec=m

Si—a=b4ctd=p

Si— b=a-+tc+4d=gq

Si—c=a+tb|d=s

Ja+3b+43c43d=m+-p+4qg+s. |
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Le commentateur, dans 1'exemple numérique sur lequel il
explique ce calcul, ne manque par d'ajouter :

Puisque L EITE oy ppopa,
il en résulte que
mtptq+s m=hd -m-l—p:-{—q—l-s p=a...etc
3 3 - e

conclusion qui était a coup siir ajoutée dans l'enseignement

oral de 1'école.

’

XXX. — Ces deux vers nous donnent, formulée avec une
précision et une généralité remarquables, la résolution de
I'équation du premier degré a une inconnue; ils reviennent
en eflet a ceci: - ‘

- Deux individusg‘e'ﬁ purushau possedent le méme capital,
ou -mieux cune fortune équivalente» Hﬁﬂgﬁ a=d arthakriam
tulyam (sur I'étymologie et le sens propre de ce mot tulya, v.
I'Algébre &’ Al-Khdrizmi, p. 17), composé, pour Fun'et pour
I'autre, d'une certaine quantité d'un objet (Tfewent gulikd)
quelconque (wamZgad gavddidravyam «une marchandise
quelconque, vache, etc. » dit le commentateur) et d'une cer-
taine somme d'argent (FqeRl: rupakds, des « pikces a cfhgie»;
le commentateur dit : qunie, panddi «des panas, ectc.» ou
EIead svarndd; dravyam « des valeurs en or ou autres»);
mais le nombre des objets possédés, le montant de la somme
en eéspeces sonnantes, varient de I'un a lautre, on a donc
'équation

mx—+a=pz+b, -

et Aryabhata nous dil:.qu'al;)rs
b—a

m—p‘

b ——]
R 4

Remarquons qu'il ne fait aucune distinction relativement



—t3( 00 Jeez—

aux signes respectifs des nombres m, p, a, b qui entrent dans
la formule; nous sommes donc autorisés & penser que lui déja,
comme nous le voyons faire a ses successeurs, ne se préoccu-
pail aucunement dela question des signes dans I'énoncé d'une
réegle générale. On avait appris une fois pour toutes, dans la
logistique, ou, comme on disait dans I'Inde, dans les «six
opérations » G.r@u shad-vidham (v. Al-Khérizmi, p. 2 1), a ap-
pliquer ces six opérations aux quantités négatives Ui rnam
quand on les rencontrait, et dés lors on ne se préoccupait plus
de leur présence. Au reste, le distique qui va suivre va nous
fournir une preuve irrécusable de cet emploi des nombres
négatifs et de leur interprétation.

Le mot W gulikd, que jai traduit par « objets », veut
dire proprement «petite boule»; involontairement, il fait
penser aux « boules» a4 1'aide desquelles encore aujourdhui
nous faisons nos raisonnements du calcul des probabihités.
En tous cas, son emploi ici démontre qu'on n'avait pas en-
core inventé a cette époque de désigner I'inconnue par le
araratad_ydvat-tdvat « tantum-quantum » (ou mieux « tot-quot »)
dont se sont servis Brahmagupta, Bhaskara etles autres algé-
bristes de I'Inde. Je soupconne fort, du reste, que ce ydvat-
tdvat n’est que la traduction du grec dpifpés, lequel n’est lui-
méme, je crois l'avoir démontré dans un travail en cours
d’impression, que la traductipn de'l’égy-ptien, ?T :'T'I' hd,
« tas, monceau, collection d’objets », qui sert, dans le papy-
rus Rhind, & désigner également «le nombre inconnu» d'un
probléme. ) ,. o

Une remarque -encore : on voit qu'Aryabhata arréte sa ré-

. ' N =0
duction aux deux membres égaux (Twar =t tulyau paxau
de Bhbaskara; v. loc. cit. p. 16, 17),

mz+a=px-+b,

et qu‘il donne pour formule -

. b—a

X ==
n—pn




i
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tandis que nous réduisons 1'équation a la forme,

Mxr—=—A
et sa solution a
: A
Tr= —
M

que nous discutons ensuite en y donnant a A et a M toutes
les valeurs remarquables que nous pouvons trouver.

Il me semblé, en rappelant mes souvenirs du temps ou

_ ] étais tout novice dans I'étude de I'algebre , que j’aurais mieux

saisi la signilication des hypothéses que 1'on fait sur ces va-

leurs de A et de M si I'on m'avait laissé la solution sous la

forme .
. . b—a

a;-"-“_——.

m --P

XXXI. — Nous avons ici la solution la plus générale du
probléme des courrlers ou, peut -étre, pour nous placer au
pomt de vue d’ Aryabhata qui €crivait, en somme, un traité
d’astronomie, des deux planéles : c'est, du moins, ce quil
faut juger d’ aprés les termes f&sT viloma « course opposee »
et ﬂ'-fl'(_rﬁtr anuloma «course dans le méme sens», qui sont

consam.és en astronomie a désigner la marche des planétes
projetées sur la sphere céleste. Peu importe, du reste : le
probléme est toujours le méme et se traite de la méme fagon.
J'avals, dans mon étude sur VAlgebre d’Al- Khdrizm,
P- 28, exprimé 'opinion qu Aryabhata devait avoir sous les
yeux et lire quelque chose qui ressemblait 4 notre formule

et qull savait interpréter le double signe du.dénominateur
et, mieux encore, le double signe du résultat, provenant,
dans le cas ou le dénominatcur est v—v'; des grandeurs re-
latives des deux vitesses. |
Sans abandonner absolument 1'idée que notre auteur a pu
élre en possession d'une notation:algébrique, ce que sa ma-

-
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niére de traiter les problémes du premier degré, contenue
au distique précédent, nous a déji amené a penser, il me
parait aujourd hui assez vraisemblable quiil devait traiter sé--
parément chacun des cas particuliers du probléme. Seule-
ment, 1 emploi régulier d'un signe pour distinguer les quan-
lités négatives des positives (soit le point superposé, comme
chez ses successeurs, soit tout autre signe particulier) lm per
mettait d'écrire toujours les termes de son équation défini-
tive dans le méme ordre : et alors teutes'ces équations étant
semblables, sauf le signe des différents termes, 1l aura eu 'idée -
de les réunir foutes dans un méme énoncé général.

Mais n'est-ce pas' encore ainsi qué nous agissons quand
nous voulons inculquer a nos éléves la notion des nombres
négatifs et leur interprétation comme solution des probléemes ?

Enfin, cette généralisation qui permet & notre auteur de
~résumer dans une seule formule- (parlée tout au.moins) un

certain nombre.de problémes de méme famille, nous dé-
montre bien, comme je le disais & propos du n® XXX, qu'en
nous donnant comme solution générale de

mz+a=pzr—+b
la valeur . - ,
b—a
= A
m—p

Aryabhata ne se préoccupe pas des signes que peuvent AVOIr
LY L . :

ni les quantités '«, b, m, p, ni leurs différences b —a et m—p
gu'tl faul toujoars effectuer dans le méme sens, sauf & inter-

préter, comme 1ici, par «le passé» qATT alila ou «'avenir»

) éshya, le signe du résultat définitif.

XXXII et XXXITl. — Les deux derniéres strophes ne
renferment 4 elles deux qu'un seul'énoncé,:solution du pro-
bleme qu’on appelle aujourd’hui en algebre élémentaire ana-
lyse indélerminde du premier degré, et qui consiste & trouver
les valeurs entieres de x et de y qui satisfont a 1'équation in-
déterminée

ar--by=c.

»
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Ce probléme est une des questions favorites des algébristes
indiens, a tel point que Brahmagupta qui lui avait donné le
nom de &z kuttaka « broyeur», a pris ce mot pour titre de
son chapitre qui traite, non seulement du probleme en ques-
tion, mais de toute V'algebre : semblant vouloir dire par 1a
que tout le calcul algébrique n’a qu'un but, celui d’amener &
la solation dudit probleme. Bhaskara a fait figurer le chapitre
qut le concerne et dans sa Lildvati (arithmétique) et dans son
Vijaganita (algébre). Je consacrerai peul-étre un jour un ar-
ticle spécial a-étudier 1a f"u;on dont ils traitent ce sujet, et les
apphcatlons nombreuses que Brahmagupta en fait & 1qstron0-
mie. Pour le moment, je vais donner sculement quelques dé-
‘t'uls indispensables a l'intelligence de I'énoncé d’ Ar_yablnla

Tandis que ‘Brahrr‘mgupta et Bhaskara ne traitent que le cas
simple de la seule équation :

+

ar-{—b_y—-c

Aryabhala qui, nous 1avons vu entre autres pour la somme
des termes d'une progre551on aime bien a ‘donner des solu-
- tions générales, nous fournit ici le moyen de résoudre en
nombres entiers les deux équations simultanées ~

ax-{-—b:y='c exffz=¢, .

ou, pour prendre |'exemple numérique donné par le com-
mentateur, |

-

8x+29y=4 ° 1724-452=1,

db telle sorte qu 11 faut que pour ‘une méme valeur entiére

de x,
axr—¢ cx-—-g

ST T

solent entiers.

Supposons que nous ayons_trouvé, par un procédé que’
nous verrons expliquer tout a 'heure, deux valeurs de x,
« et B, qui satisfassent séparément a chacune de ces équa-
tions; c'est la ce que notre auteur appelle les « valeurs provi-
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soires n, A dgra. I'oute valeur de « qui rendra y entier sera
de 1a forme a4+ bi; loute valeur qui rendra z entier sera de la

forme B+ fu, et une valeur unique satisfaisant aux deux équa-
tions a la fois sera donnée par la relation

a+bt;ﬁ+ u
ou, st a> 3,

_ bt4-(a—f)
S
qui doit étre satisfaite par des \:aleurs entieres de u et de ¢.

C'est sur cette formule qu’'Aryabhata nous expose sa meé-
thode : on voit qu'elle donne aussi le moyen de trouver les
«valeurs provisoires» a et f.

« On divise, dit-il, le dénominateur b, correspondant a la
plus grande valeur provisoire a, par f, dénominateur corres-
pondant a la plus petite £, puis les restes les uns par le;
autres », absolument comme nous procédons aujourd hui pour
résoudre le probleme, quand nous n'employons pas 1'algo-
rithme des congruences.

Pour abréger la suite de mon explication, je vais reprendre
1'exemple numérique du commentateur : dans cet exemple,

i

a==15, =11, b=2g9, f=45,
donc
_29t44
45

1

mals comme 2g<45, on part, pour chercher le plus grand
commun diviseur, de la formule inverse

t_&Su.—&
29

On a alors successivement :
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Notre auteur arrive au résultat t=34 de la facon suivante.

It écritl'un au-dessous del'autre tous les quotients, v

- ‘o » " I .
puis le « nombre arbitraire », qf mati, s=2, enfin la

L 22
H?;&=2.llmultipliealors' .

valeur qui en vésulte pour

ve oy . . . 4 10
«l'inférieur », #er: adhas (avant-dernier), par «celui

qui’ est au-dessus », 3qﬁ upart, et ajoute «le der- ~
nier », ¥ antiya™: 2 X4+ 2=10. On met alors 10
a la place de 4 et I'on continue :

2

2

1 X 1042=153, 1 X124+ 10=22, 1'><22-|-|2=36.

Si le résultat ainsi obtenu était supérieur au dénominateur 45
d'ou T'on est parti, 3AWRe dndgrachéda, on le «diviserait »,
| Jtead_bhdjayet, par ce dénominateur, pour n'en garder que le

«reste», AY césham, car ce reste -sufht pour rendre entier
29t4-4

43
valeurs provisoires « et £ : car la méthode qui vient d'étre ex-

posée, appliquée aux deux équations proposées, fournit :

. Le cas s est présenté dans {'établissement des deux

dans _yzgmﬂa x=173, el F'on a pris a=15
29 |
et dans =211 T==101 B=11.
: hd

Mais puisqu'ici t=34 <45, nous nous en tenons a cette va-

leur, qui, « multipliée par le dénominateur 29, B DR T W
adhika-agra chédagunam, doit élre ajoutée a a, Hﬁiﬁmgﬁ adhifca-
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agra yutam, pour donner la «valeur convenant aux deux dé-
nominateurs », fﬁ*:}re:ra dvicchédu-agram. ’

Ainsi, suivant Aryabhala, la plus pelite valeur de = qui
satisfait a la fois aux deux équations proposées est

r=a-bt=13-429 X 34==1001.

Cette méthode s'est perpétuée dans 'école indienne avec
fort peu de diftérences : Bhaskara, par exemple, arrivé a

; . ' u-:[;s—l-s_;a,
pose encore |
L . st _
', 3 ’
d’ou

s=3r—4.

1
-

Posant alors r=o0 et prenant pour additif (sic)— 4, L 56
1l substitue a la série. d'Aryabhata la suivante, qui, |, _ 3¢

par le méme procédé, lui donne en remontant t= |, _,
—950. Ce nombre, «épuisé» par 45, donne pour 4 —16
reste — 11, qu, retranché de 45 pour avolr un 3 — 4
Qombre positif, donne enfin 34, comme 1'a trouvé ©
Aryabhata. - =4

Jignore sur quelle autorité s’est répandue, parmi les his-
toriens des Mathématiques, la croyance que les Indiens résol-
vaient le probleme qui nous occupe par le moyen des fractions
continues. Nile calcul d'Aryabbata, ni celui de Bhaskara, que
je viens de citer l'un et f'autre, n autorisent pourtant une
semblable opinion.

L.e morceau suivant a été ajouté ici, a la demande ¢t aux frais de
"'auteur, mais n’a pas paru dans le Journal ustatique.

»
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ERRATUM.
Au deinier _alinéé. des Notes le Lecteur est prié de substitucr le suivahi;: .

Le calcul de Bhiskara revient, comme divers auteurs, du reste, 'ont déja re-
connu, A celui de la curieuse fracfion continue

-

dont les © dc’iivént étre traités com- . 1 -
me des chiffres quelconqqes, saug 1 4+ '
application des régles spéciales aux ' _
‘‘ opérations avec zéro’’ Rha-skadve- 1+ B |

dham (V. mon Alg. d'Al-krarizms 4 + 1

p. 23, & Colebrooke. Algedra). On - -, 3 +

arrive, par ce moyen original & as- _ 0'4 ___0_
surémént fort ingénieux, A faire dis- ' — 4
paraitre la. dernidre réduite & 3 multiplier les deux termes de Pavant-derniére,
par — 4 (= ¢ de ax — 8y =) sans y rien ajouter : résultat que nous obtenons
en arrétant en route notre calcul conduit en sens inverse de celui de Bhiskara.
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