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~TB~ïTt~ ~fnjrd~T~:

LEÇONS DE CALCUL

DARYABHATA.

AVAKT-PROPOS.

La traduction du chapitre de 1 /'tryMt/M~am que l'on va
lire est terminée depuis le mois de février iSyy. Dans mon
étude comparative des méthodes algébriques en Arabie, dans
1 Inde et en Grèce', ayant à citer quelques points particuliers
du livre d'Aryabhata, j'avais cru pouvoir annoncer la publica-
tion prochaine de mon travail dans le Journal de lEcole
polytechnique;avais agi ainsi sur la foi d'une promesse que
je croyais définitive. Mais au bout de quelques mois d'attente,
le manuscrit m'a été rendu, et j'ai du demander encore une
fois à la Société asiatique la généreuse hospitalité de son pjournal. J'ai alors profité de' cette circonstance pour faire
entrer dans les Notes et observâtionsdontj'accompagne ma
traduction du doyen des mathématiciensde l'Inde quelques

L*/l~e6re ~~H-mrtzmt e~ les ~o~ utJf~tNe el ~rec~ne (7fnrna~ a~'fft-

<fUue~jnttvIf;rt878).



citations d autres auteurs, en particulier du ÇttH'<t-t*)H<r<! ou
'<

Préceptesdu cordeau de Baudhâyana, dont M. Max Mûller

a bien voulu me signaler la valeur historique. Ces citations

ne sont du reste qu'un acompte sur l'étude complète de ces
antiques règles géométriques suivies par les Brahmanes

pour la construction de leurs autels, étude qui est en ce
moment sur le métier, et qui pourra, je l'espère, paraitre
aussi dans un délai très prochain.

J'aurais bien désiré publier le texte d'Aryabhata en face
de ma traduction. Les théorèmes qu'il énonce sont si curieux

pour leur époque, que j'aurais voulu pouvoir mettre sous les

yeux des mathématiciens sanscritistes (et je sais qu'il en existe
même en France) la preuve que ces théories ne sont pas de

mon invention. Par malheur, il ne m'a pas été donné de voir
réaliser ce désir le texte en question ayant été publié, il y a
peu d années et se trouvant encore en librairie, je suis obligé
d'y renvoyer le lecteur, qui en trouvera l'indication dans les
lignes qui vont suivre.

J al rapporté, dans mon travail précité, le distique dans
lequel Aryabhata nous donne, son âge précis. Cette date, du
reste, est aujourd'hui connue'de tous les indianistes né en
~y5 ou ~6 de notre ère, Aryabhata écrivait de 5oo à 55o.

Dans son introduction au chapitre du Calcul, que l'on va
lire plus loin, il nous apprend en outre qu'il écrivait, et sans
doute enseignait, à Pâtaliputra, 1'antique capitale dès pre-
miers monarques historiques de'l'Inde, tandis que les autres
astronomes mathématiciens dont on connaît les œuvres, à

commencer par son contemporain Varâha-MIhira apparte-
naient a l'école d'Ujjayinî. Ce fait pourrait expliquer pour-
quoi F œuvre d'Aryabhata était aussi mal connue des écrivains

On trouvera peut-être singulier que je ne parle pas de Varâha-Mihira.
et surtout des notes précieuses dont son éditeur, M. Kern, a accompagnela,
traduction de l'astrologue des rois d UJjayinî. Cela tient à ce que jusqu'au
moment ou j'écris ces lignes je H'at pas encore pu réunir à me procurer cet

OM~ra~e, bien qu'il soit non seulement en librairie, mais même encore en
cours de publication.



en question, et pourquoi Brahmagupta, en particutièr, paraît
n'avoir pas connu la valeur si approchée du nombre w que
notre auteur énonce exactement comme nous le faisons au-
jourd'hui (voy. plus loin, strophe X).

Le texte de r./tryat/tativam, dont j'entreprends de traduire

un fragment, a été publié à Loyde en i8y/) par le D' Kern,
déjà connu par ses nombreuses publications scientifiques, et
en particulier par sa savante étude sur VAnÂHA-MmmA, le
contemporain et peut-être le rival d Aryabhata. Dans l'édition
hollandaise, le texte est accompagné d'un long commentaire

par un certain PARAMÂoiçvAnA, surle compte duquel M. Kern
n'a pu recueillir aucun renseignement. Je me suis beaucoup
aidé de ce commentaire, ou plutôt des exemples numériques
qu'il donne à l'appui des règles de son maître, pour arriver
à trouver de quoi il s'agissait dans la règle; mais je nal pu
le suivre partout dans l'interprétation qu'il donne des mots
du texte, car il ma paru, en plus d'un endroit, avoir mal
compris. On peut dire qu'au point de vue scientifique Arya-
bhata était plus avancé que son commentateur, lequel, imbu
des enseignements de l'école d'E~/o)'~ et en particulier de
Bhâskara, qu il cite fréquemment, n'a pas compris ou, si l'on
aime mieux, n'a pas reconnu les formulesparlées d'Aryp.bha)a.

M. Kern a établi son texte d'après deux manuscrits en
caractère n:a!oy<M<t (usité sur la côte de Coromandel, là où

se trouve notre colonie de Mahé), copiés l'un en 1820, l'autre
en i863, ce dernier à Calicut; puis d'après un troisième,
appartenant à la Société asiatique de Londres, qui contient
le texte seul sans commentaire. La publication de M. Kern

ne renferme que le sanscrit, sans traduction, et il n'est pas
venu à ma connaissance qu il en ait encore été publié aucune.

L'~r~tt/tati~Nm
se divise en quatre parties, qui ont pour

titres

1° tî~fdeh) '.Harmonies cétestes"; recueil de tables numé-
riques en dix strophes;



2° ~Rftrf
«

Eléments de calcul c est le chapitre dont je
donne la traduction;

3° 9!<'yifaim
<

Du temps et de sa mesure c
/t° n)'yf: a La sphèreou mieux Les sphères

C'est dans le premier chapitre, et ~<HM celui-là seulement
qu'Âryabhata fait usage d'une notation numérique particu-
)ière, dont les adversaires de l'invention par les Indiens de la
nttmera<;o~ décimale écrite ont cru pouvoir tirer une arme
en leur faveur. Je reviendrai une autre fois sur cette question,
et m'efforcerai de faire voir, pièces en main, en quoi a con-
sisté au juste l'invention d Aryabhata sur ce point, et de pré-
ciser le degré d'importance qu'on doit lui accorder dans la
discussion de la question historique en litige.

Enfin en ce qui concerne la possibilité d'emprunts faits

par Aryabhata à l'enseignement mathématique des Grecs, je
laisse de côté pour le moment cette étude, qui exigera des
recherches historiques un peu trop longues pour figurer ici.
11 s'agira en effet d étabtir avec le plus de certitude qu'il sera
possible, jusqu'à quelle époque on peut admettre que l'in-
fluence grecque se soit fait sentir à Pâtaliputra; puis quel
était à cette époque létat des connaissances mathématiques
des Grecs deux points non moins difficiles à éclaircir l'un
que l'autre, vu le peu de documents qui nous sont parvenus
sur l'histoire de i tnde d'une part, sur l'histoire des mathé-
matiques chez les Grecs avant 1 écoie d'Alexandrie d'autre
part.

TRADUCTION.

I. Ayant rendu hommage à Brahma, à la
Terre, à la Lune, à Mercure, à Vénus, au Soleil, à
Mars, à Jupiter, à Saturne et aux constellations,
Aryabhata, en la C:<e ~M~CHf.~ (Pâtaliputra), expose



[comme suit les cléments de] la science très véné-
rable.

II. E/m, aaMft, ~a<ft, sahasra, a~ttta, n~'u<a,

pra~~fa, /~ù, arbuda, vrnda, sont, de place en place,
décuples l'un de l'autre.

III a. Un «carré)) M'~ct, est un équi-quadri-
latère son «fruit» (sa surface) est le produit de deux
nombres égaux.

III &. Le produit de trois nombres égaux est

un «cube)) (o/tona ('solide')) et aussi une figure a

douze arêtes.

IV. –On divisera toujours la «tranche non
carrée par le double de la racine de la « carrée x
[qui précède], après avoir retranché de cette « carrée ))

le carré de la racine le quotient est la racine à dis-

tance d'une place.

V. On divisera la deuxième « tranche non cu-
bique par le triple carré de la racine de la « cubique

))

[qui précède] son carré, multiplié par le triple du
premier [nombre trouvé], se retranche de la première
[tranche non cubique], et le cube du tout de la
[tranche] cubique.

VI a. L'aire du triangle (m. à m. du « trilatère )))

est le produit dé la perpendiculaire commune aux
J. As. Extrait n° 3. (!8?g.).) j



[deux1 segments (littéralement «
moitiés ')) par la

moitié de la base.

VI b. La moitié du produit de ceci par la hau-

teur est le solide à six arêtes.

VII a. La moitié de la circonférence (parinâha)
entière multipliée par le demi-diamètre (ardha-vish-
kamba) donne la surface du cercle (vrtta).

VII &. Ce dernier multiplié par sa propre
racine [carrée] est la solidité de la sphère (gôla)

exactement.

VIII a. Chacun des deux «flancs') multiplié

par leur distance (ou (f écartement oyama, m. à m.
u chemin pour aller de l'un à l'autre ") et divisé par
leur somme donne les lignes (portions de l'<( écarte-

ment))) partant du [point de] concours [des diago-
nales].

VIII b. En multipliant par la demi-somme des
longueurs [des flancs] leur distance, on a l'aire de
la ngure.

IX a. Pour toute figure [plane], en détermi-
nant [une succession de] deux « Sancs )), on obtiendra
la. surface.

IX b. La corde de la sixième partie de la cir-
conférence (paridhi) est égale au demi-diamètre.



X. Ajoutez /t à i oo multipliez par 8, ajoutez

encore 62000, voilà pour un diamètre de deux my-
riades (aya~) la valeur approximative de la circon-
férence du cercle.

XI. Divisez [en parties aliquotes] le quart de
la circonférence au moyen d'un triangle et d'un qua-
drilatère, vous aurez sur le rayon toutes les « demi-
cordes (sinus ~d-ara/ta) d'arcs (capa) que vous vou-
drez.

XIIa.
XII b. Les différences sont'diminuées des quo-

tients successifs [des sinus] par le premier sinus.

XIII. Le cercle s'obtient par une rotation; le
triangle [rectangle] est déterminé par son hypoté-

nuse (~arpa), le rectangle par sa diagonale (~ar~a),
fhorizontale par [le niveau de] l'eau, là verticale par
le fil à plomb.

XIV. Faites la somme des carrés de la lon-

gueur du style et de celle de l'ombre, la racine
carrée de cette somme est le rayon du (ccercle-aé-
rien n

(kha-vrtta) ou «cercle propre') (~a-ur:Ma).

XV. Multipliant par le style la distance entre
le style et le obras)) Mm~t [du candélabre] et divi-

sant par la différence entre le style et le bras, le



quotient obtenu fait connaître l'ombre, comptée à

partir de l'origine du style.

XVI. Multipliez par l'ombre la distance des
extrémités des [deux] ombres, et divisez par la diffé-

rence [des ombres], vous aurez la hauteur ~o<: [du
triangle] cette hauteur multipliée par le style et
divisée par l'ombre donne le bras bhajâ [du candé-
labre].

XVII a. Et tel le carré du bras ajoute au carré
-de la hauteur, tel le carré de l'hypoténuse.

XVII b. Dans le cercle, le produit des deux
flèches est le carré de la demi-corde [commune aux]J
deux arcs..

XVIII. Deux cercles diminués de la morsure,
multipliés séparément par cette morsure et divisés

par la somme des cercles moins la morsure, donnent
respectivement les flèches partant de l'intersection
[de la ligne des centres et de la corde commune].

XIX a. [Le nombre de termes] que l'on vou-
dra, diminué de t, divisé par 2, augmenté [du
nombre des termes] qui précèdent multiplié par la
raison et augmenté du premier terme, est la moyenne
[de la progression] celle-ci multipliée par le nombre
choisi est la somme cherchée.

XIX b. Ou bien, on multiplie [la somme du]J



premier et du dernier [terme] pour la moitié du
nombre des termes.

XX. Le nombre des termes est [la somme]
multipliée par huit-fois la raison, ajoutée au carré
de l'excès de deux fois le premierterme sur la raison
[on en prend la] racine carrée, qu'on diminue de
deux fois le premier terme on divise par la raison,

on ajoute i et l'on prend la moitié.

XXI a. t [étant] raison et premier terme des
bases, [prenez] le nombre de termes pour premier
terme, i pour raison, faites le produit de trois
[termes consécutifs], divisez par 6, et vous aurez le

contenu de la pile.

XXI b. Ou bien, [faites] le cube du nombre
des ternies plus un et retranchez la racine [cubique]
de ce cube [puis divisez par 6].

XXII a. Le dernier terme, celui-ci plus ),
celui-ci plus le nombre des termes du produit de
ces~trois nombres prenez le sixième, c'ést le volume
de la pile des carrés.

XXII b. Le carré de la pile [des nombres
simples] est le volume de la pile des cubes.

XXIII. Si du carré d'une somme on retranche
la somme des carrés, la moitié du résultat est le pro-
duit des [deux nombres pris comme] facteurs.



XXIV. D'un produit multiplié par le carré
de 2 et augmenté du carré de la différence [entre les
deux facteurs, prenez] la racine ajoutez et retran-
chez la différence, [vous aurez respectivement] les
deux facteurs en divisant par 2.

XXV*– L'intérêt d'une somme plus l'intérêt [de

l'intérêt] est multiplié par le temps et le capital, et
augmenté du carré de la moitié du capital on extrait
la racine, on retranche la moitié du capital, on divise

par le temps, et l'on a l'intérêt du capital lui-même.

XXVI. Dans la «,règle de trois », le « résultat o

(ou « fruit)) p~am) multiplié par la «demande))»
et divisé par le «type» donne le « résultat de la
demande ».

XXVII a. Les dénominateurs se multiplient
l'un l'autre dans la multiplication et dans la division
[des fractions].

XXVII b. On multiplie séparément [les deux
termes] par le dénominateur opposé pour ramener
à la même espèce.

XXVIII. Les multiplications deviennent des divi-

sions, les divisions des multiplications; ce qui était
profit devient déchet, le déchet devient profit [le
tout] à l'inversé.

XXIX. La' somme d'un certain nombre de

termes diminuée successivement de chacun de ces



termes [forme une série de nombres] qu'on ajoute
tous ensemble; on divise par le nombre de termes
moins un, et l'on obtient la valeur de la somme
[primitive].

XXX. Par la différence entre des objets divisez
la diSérence des roupies que possèdent deux per-
sonnes le quotient est la valeur dun objet si les
fortunés sont égales.

XXXÎ. Divisant, en marche opposée, la dis-

tance par la somme des vitesses; en marche con-
cordante, la distance par leur différence, les deux
quotients sont les temps de rencontre des deux [mo-
biles] au passé ou au futur.

XXXII et XXXIII. Divisez le dénominateur
de la valeur provisoire la plus forte par le dénomi-
nateur de la valeur la plus faible; les restes se divisent
l'un l'autre successivement [et les quotients se placent
l'un sous l'autre] on prend un facteur arbitraire,
et on [y] ajoute la différence des valeurs provisoires.
On multiplie l'inférieurpar le supérieur et l'on ajoute
le dernier [et ainsi de suite en remontant, puis] on
épuise par le dénominateur de la plus petite valeur
provisoire le reste multiplié par le dénominateur
de la plus grande [est la partie corrective] qu'on
ajoute à la plus grande des valeurs provisoires pour
avoir la valeur convenant aux deux dénominateurs
[à la fois].



NOTES EXPLICATIVES.

L IIy auraitbien quelques remarquesà faire sur les noms
qu'Âryabhata donne ici aux planètes, noms qui démontrent
qu'elles étalent depuis longtemps connues des Indiens. Mais
cette dissertation nous entrainerait en dehors de notre sujet,
et je préfère la réserver pour l'étude de la partie astrono-
mique du traité, si toutefois je puis l'entreprendre.

II.– Notre auteur s'arrête, dans son énumération, aux
centaines de millions ou 10°. Ses successeurs vont plus loin
Bhâskara, dans sa Z~Mt<a<f, pousse sa nomenclaturejusqu'à
t0". Voici sa liste, d après l'édition de Calcutta ( t832)

~eh~H~~d~dch~: a?~r:

tj~~md <.°)odR~ce!~)~=~d~)r)J!
u

d~Ri~t~d tHT ~U!')T)~): ~f~n': )

~)~): ~HHÏ 5?d~~)~ ~HT:
Il

Eht, t~apa, rata, saAa~ra-a~utBj ~(U;a

prtt)'H(o-A<ifa~M, kramaças
~rtttdant~ abjam, /[/«trt'(t, ntt/tart'tt

mat(!n<t~ma-f<t;t/tat)a!, tasmât
Jn~aJAij; cft antyam, madhyam, parm'~Attm

tt: ~una-ttKara~ Mi~H~
~an?:~«y<M sthânânâne

t~a!;<t~<!r([-<u'(/tam /tr<m purc~ty.

Eka, c/n~ttn, fttfft, MÂtur~~ ayuta, laxa, prf[~'[[ta-/[<!ft~ arbuda,
abja (ou na~ma), Mnrt;tt, nikharva, ma~ftpnjma, pan/tu, jaladhi,
antya, ntad/~a~ pararJAa~ sont les PLACES successives, croissant par
multiplication de dix en dix, établies pour la pratique par les an-
ciens.

Les quatre premiers noms, puis laxa et Adi~ sont d'un

usage universel, même parmi les modernes, qui prononcent



les deux derniers M/t (ci. un <«c de roupies) et /f7'< (en or-
thographe anglaise, crore). Les autres noms, tant intermé-
diaires («y~M, prayuta) que supérieurs, ne sont employés

que dans les traités de mathématiques et d'astronomie, et
les différents auteurs ne sont pas d'accord entre eux sur la
signification qu'ils leur donnent. On remarquera, du reste,
au-dessus de sahasra «mille», une grande divergence entre
Aryabhata et Bhâskara.

Il est à remarquer que-ces noms se multiplient à l'Intmi,
sans qu'on forme ici une unité secondaire ni de mille et ses
puissances, comme nous le faisons à l'imitation des Latins
ni de la myriade, comme chez les Grecs.

111 M. J'ai forgé ce mot d'équi-quadrilatèrepour rendre
l'expression originale sama-CN<ttr<Mr<t. Elle est empruntée à
la géométrie védique, ou du moins de l'école védique, telle

que nous la trouvons dans les Çtt~a-Mh'a~ ou Règles du cor-
deau », recueil des procédés employés par les Brahmanes

pour la construction de leurs autels. Elle est là opposée à
~ir<~M-c<~ttr<M7'aoù carré long et devrait conséquemment
se traduire par ecarré équilatéraln. Aryabhata l'emploie ici

comme un terme usuel, connu de tous ses lecteurs, et semble
avoir, le premier, employé le terme i,w~, primitivement

rangée ou série d'objets semblables pour désigner a la fois
le carré géométriquec et le caM'é arithmétique

Notre auteur semble avoir désigné régulièrement
les solides par ie nombre de leurs arêtes et non de leurs ~<cM

ou bases (ëSp~); car, plus loin (n° VI &), nous le verrons ap-
peler notre tétraèdre un <~

solide à six arêtes

IV et V. Les règles données ici pour l'extraction des
racines carrée et cubique sont, on en conviendra avec nous,
admirables de rédaction, surtout si l'on tient compte de la
nécessité où se trouvait l'auteur de se maintenir dans les li-
mites étroites de deux vers.

J.As:Extra:tn''3.()879.)



Pour rendre complètement intelligibles les expressions de
tranche carrée, tranche cubique, tranches non carrées ou

non cubiques o, dont Aryabhata fait usage dans ces règles,
je vais reproduire un extrait .des commentateurs de la Ma-
vatî, cité par Colebrooke (Algebra çf the Hindoos) et indi-
quant le procédé pratique suivi par les Indiens pour opérer
l'extraction des racines.

Occupons-nous d abord de la racine carrée. On partage,
nous dit en substance le Manoranfana, le nombre donné en
tranches de deux chiffres, que l'on marque comme ceci

1_1_1
88209

Si, partant des plus hautes unités, nous nous arrêtons à

un des rangs marqués (rang impair à partir de la droite),
la tranche ainsi détachée du nombre contient un carré voilà
pourquoi Aryabhata l'appelle varga «

tranche carrée
~).

Au con-
traire, si nous nous arrêtons aux rangs marqués (rangs pairs
à partir de la droite), ces nouvelles tranches contiennent,

non pas un carré, mais seulement un double produit d'où
vient le nom de atxn'~a « tranches non carrées que leur
donne notre auteur.

Pareillement, pour l'extraction de la racine cubique, le
nombre se partage en tranches de trois chiffres

_i_i
26ig8oy3

Une tranche partant des plus hautes unités et se terminant

au signe est une <~aM tranche cubique celle qui se ter-
mine sur un ne renferme pas un cube et s'appelle aghana

«
tranche non cubique ». Il y a ici deux h'anche~ non cubiques

successives, qu Aryabhata numérote à partir de la droite pur-
w~Aana a première non cubiques, pour celle qui s'arrête

au y, par exemple; <<~<~n<M<t c deuxième non cubique n,
pour celle qui se termine sur le o.

Notons, en passant, que dans sa règle relative à la racine



cubique, la quantité qu Aryabhata fait soustraire de sa tranche
correspond à,3a~+. Il est donc entendu qu'en prescri-
vant de diviser la portion limitée au deuxième chiffre non
cubique par le triple carré de la racine trouvée, il comprend
qu'on fera cette division contentement et avec reste, c'est-à-dire

que l'on retranchera tout de suite le produit 3a~a;.
Enfin j'ai cru comprendre, dans les derniers mots de la

règle relative à la racine carrée, que Fauteur faisait'remar-
quer à ses disciples que, tandis que l'on avance de deux en
deux rangs dans le nombre proposé, on n'obtient la racine

que rang par rang, chiffrepar chiffre; ce quil m'a semblé
qu'il exprimait par le mot sthâna-antarê à intervalle d'une
place ou d'un rang

REMARQUE [MPORTAi\TE

Le partage des nombres en tranches carrées et non car-
rées,~cubiques et non cubiques n, que je viens d'expliquer
d'après les commentateurs indiens, est supposé à tout .Instant
par Aryabuata, qui y fait de continuelles allusions. J'Insiste-
rai quelque jour sur ce fait, lorsque j'exposerai en quoi con-
siste au juste sa prétendue invention d'un système particulier
de notation numérique, telle que l~t!'ya&ha<tyam

nous per-
met aujourd'hui de la juger. Or ce partage ne peut se faire

que si le nombre est écrit en chiffres juxtaposés, tirant leur
valeur de leur poKhon seule (~ufta), comme nous l'avons vu
plus haut, et au moyen dun signe spécial propre à tenir la
place à laquelle ne correspondrait pas de chiffre proprement
dit. Ce fait est d'une importance capitale vu l'âge bien établi
de notre auteur. Tout F énoncé des règles d'extraction des ra-
cines, tel qu'il est donné ici, ne peut évidemment s'appliquer
qu'à un nombre écrit, comme nous venons de le dire; et rien
dans cet énoncé ne suppose, contrairement à ce que nous
avons remarqué à propos de la généralisation de F emploi du



mot carré, une muovatton de la part de notre auteur. Donc,
non seulement Aryabhata opérait sur des nombres écrits en
c/t~'M nvfc M~f~r de position et zéro, mais la pratique de ces
sortes d'opérationsétait déjà familière à l'époque où il écrivait,

ce qui suppose qu'elle existait déjà depuis un certain temps.

V) a. )i faut concevoir le triangle partagé en deux
triangles rectangles par une perpendiculaireabaissée du som-
met sur le côté opposé, laquelle est alors commune aux deux
segments. Les expressions /fo~t et ttna, qui désignent les deux
côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, seront définies

en parlant du gnomon, aux stroplies XV et XVI.

b. J'ai longtemps hésité à admettre la bonne con-
servation du texte en cet endroit; mais le vers. est parfaite-
ment régulier, et on ne saurait, sans le rendre boiteux, sub-
stituer le tiers à la moitié du produit. 11 n'y a pas non plus à

se méprendre sur la nature du solide en question le com-
mentateur l'appelle USTT~Ï~ehiuf ~T?

« une figure ayant des
faces triangulaires partout Il faut donc accepter comme
authentique lénoncé de notre auteur, et y voir une preuve,
conservée fidèlement à travers les âges, de son ignorance en
géométrie de l'espace, ignorancedont nous aurons une preuve
nouvelle dans un instant, à propos du'volume de la sphère.
Et alors, le maintien de ces fautes grossières, qui eussent pu
être corrigées, ou tout au moins relevées, par les commenta-
teurs disciples de Bhàskara, nous est un garant très précieux
de la 'servilité ayec laquelle les copistes nous ont-transmis
intact le texte primitif d'Aryabhata, et nous rend d'autant
plus fort pour attribuer -a ce savant lui-même la rédaction
des propositions vraies qui se rencontrent heureusementen
grand nombre dans l'ouvrage qui porte son nom.

VII a. Voici le second exemple, que annonçais tout à
l'heure, des connaissances insuffisantes de notre auteur en
stéréométrie. La formule qu il donne pour le volume de la



sphère, \/Tf'R\ n'est même pas une approximation !tumc-

rlque, puisquelte supposerait
t/Tr=~

or

Mais cite a, pour l'histoire des mathématiques. d'autant
plus de valeur, parce qu'elle nous démontre que si Aryabha~a
avait reçu quetque enseignement des Grecs, il ignorait au
moins les travaux d'Archimëde.

&. II s'agit ici d'un trapèze dont les côtés paraltëles
sont placés verticalement, en sorte que ce ne sont plus des
"bases", comme chez nous, mais des "nancs' (H~'pue): la
perpendiculaire commune à ces Hancs

Il
n'est plus une hau-

teur mais un ~écartement" (ayamM). Cette disposition de
la figure et la terminologie qui y correspond sont probable-
ment empruntées aux Règles dit cor~Mtft des Brahmanes,
dont j'ai déjà dit un mot. Dans ces traités, en effet, le plan
de l'autel affecte habituellement la figure d'un animal (oi-

seau, tortue, etc.), et c'est d'après cette hgure que tous les
éléments du plan sont dénommés, alors même que ce plan
affecte une forme purement géométrique. La ligne médiane.

ou axe de symétrie de cette ligure, laquelle, soit dit en pas-
sant, est orientée sur la ligne est-ouest, porte le nom d arête
du dos TTTr pr~/ih'a. Les côtés latéraux paralletes a cet

axe, s'il s'agit de construire un rectangle, par exemple, s ap-

pellent les a flancs", TtTEf purpus ou les hanches e, ~UN
p;'M! et leur distance normale a l'axe est [ épaule '9~n

«m~<M l'appareilleur obtient cette épaule e on s'éloignant
tf~t~m <~)ayamv<(~ du piquet planté sur la médiane d'où
l'expression de ~rm~T ay~nMt, par laquelle Aryabhata désigne
1 écartement des Hancs

VIII «. Dans ce premier théorème, l'auteur donne les
portions x et y de lécartement total h comprises entre le



point de rencontre des diagonales du trapèze et les.flancs b

et B. Les valeurs qu il donne résultent de la similitude des
deux triangles formés par les diagonales et les bases, et de
la proportion

b. La deuxième règle est notre énoncé bien connu.

tX a. J'ai tenu à traduire strictement mot à mot cet
énoncé qui prescrit de a décomposer une figure quelconque

en une succession de trapèzes pour en évaluer la surface,

parce que ce procédé m'a paru fort important pour l'époque.
Le plus curieux, c'est que le commentateur ne l'a pas com-
pris il paraphrase, en effet ~)d)~[c)~)~)r~ch) STT~ n~TTHr
(!yam{t-t))~ra-ttf7na~att &a/tu ~ra~JA~t

« en déterminant les
deux bras (dimensions) qui sont la hauteuret la largeur.

x

Le procédé de la décompositionen trapèzes se serait-il donc
perdu après Aryabhata?

&. Je n'ai rien à dire de cette proposition, dont il est
bon toutefois de prendre acte pour l'histoire.

X. Si l'on effectue les opérations prescritespar l'auteur,
on trouve pour résultat

6288~TT==–==J,I/Hb ·20000

expression remarquable et par son approximation et par la
façon dont elle est énoncée. Aryabhata UT le nombre 6 a 83àà
la façon indienne, en commençant par les plus basses unités,
mode de lecture que nous connaissons par les énonciations
de nombres n .l'aide de mots symboliques qui en représen-
tent les chiffres successifs. comme on en rencontre à chaque
instant dans les livres sanscrits, tibétains et javanais. Il nous
dit donc ici 3 2 + 800= (4 + ioo)8 et (2+60) iooo.



Quant à l'approximationelle-même et à son histoire, j'avais
d'abord cru devoir présenter quelques réflexions à ce sujet;
mais j'ai vu que j'étais entraîné trop loin, et je préfère ré-
server cette étude pour un travail spécial. Je me contenterai
des quelques remarques suivantes

1° Al-Khârizmi cite cette valeur comme due aux
20000"astronomes!) indiens. 20000

2° La valeur ~/io que le même auteur attribue aux <~ ma-
thématiciens", est donnée, en effet, par Brahmagupta (voir
Colebrooke, ~4~qf&r«, etc., Brahmeg.. n° 4o) comme n valeur

exacte", ~Aut~. Arvabhatâ n'en fait pas mention.

3° II ne- fait pas mention non plus de expression que
7

l'histoire attribue à Archimède et dont Bhâskara fait un con-
tinuel usage. Ceci rentrerait dans une observation que j'ai
faite plus haut (n° VM ~), à savoir qu'Aryabhata ne connais-
sait pas les travaux du géomètre de Syracuse.

~° L'énoncé dAryabhata, 62882. pour un diamètre de
deux myriades, est curieux en ceci, qu'il ne présente pas
la forme la plus simple de la fraction, forme simple qu'a

adoptée Bâsitara, savoir t 2&0 Le choix d'un diamètre de
1250

deux Myrtf~M~ ou plutôt du nombre une myriade pour le
rayon, aTrô Tou x~fTpou, comme disaient Aristote et Eu-
clide, est assurément un argument très puissant en faveur
d'une origine grecque de l'expression en question car les
Grecs seuls au monde ont fait de la myriade 1 unité numé-
rique de second ordre.

XI. En se bornant aux termes mêmes du texte, et sans
recourir au commentaire, dont les explications ne répon-
dent assurément pas à ce texte, il faut comprendre tout sim-
plement qu'Aryabhata prescrit de partager

a le quart de la
circonférence", pH7-K~p~an:, en parties égales, de mener



XII. Comme il est facile de le vérifier, chacune de ces
dilïérences se déduit de la précédente en en retranchant la
~nrttc entière (~ ~!fo<ieni dit ~!7i;<?r !~ttM ~f<r premier, ou,
en notation algébrique,

par chaque point de division une parallèie au rayon qui passe
par l'origine des arcs, laquelle partagera le quadrant en un
triangle et un trapèze m~h~M~ et découpera sur le rayon
qui termine le quadrant, rayon normal à celui de l'origine
des arcs, une longueur égale au sinus de l'arc qu'on aura
pris.

La liste des différences premièresde ces sinus, qui
constitue la strophe X du premier chapitre de l'~t7yaHa-
<(van:~ nous montre que, comme l'ont fait ses successeurs,
Aryabhata partageait le quadrant en vingt-quatre parties, va-
lant chacune, par conséquent, 3° ~5'== a a 5'. Voici le tableau
de ces différences, empruntées au passage ci-dessus, et des
sinus qu'on en déduit, lesquels sont 'exactement conformes
à la liste du .')uryft-&<MAaf!fa.

ARCS.StNUS.D)FFÉnHNCE5.

0 0

I 225'

2 449'

3 671'

4 8go'

5no5'
6i3t5'
~l520'

8'7'9'

2 25'

224'

222''

21f)'

2l5'

210'

205'

199'

ARCS. SINUS.DtFFERE~CES.

8.7.9'-

H'9'o'

.020g3'

112267'

12 243l'

13 2585'

)42~8'
131'

i5285g'

162978'

t43'

'9'
,83'

.74'

.64'

.54'

.3i'
'19'

ARCS.SÏXUS.DtFFËKESCES.

)62g~8'
)o6'

i73o8A'
93r

t83~/78 3777'
79'

I332&6'
65'

20 33x1'
5i'

2t33~2'
37'

223~0Q'
22'

233~3)'t'

243~438'
r



S, désignant ici le sinus de l'arc i ou 22 5'; et cette for-
mule s'applique déjà au second sinus, car

.C'est assurément cette loi qu'Aryabhata énonce dans sa
strophe XII. Le second vers est clairement la traduction

en langage ordinaire de la formule générale que j'ai écrite
plus haut. Le premier vers contient-il le cas particulier que
j'ai donné ensuite en chiures, et qui se rapporte au second
sinus; ou bien, comme le veut le commentaire, fort peu in-
telligible, du reste, en cet endroit, s'agit-il déjà dans ce vers
d un commencement d'énoncé de la règle générale ? J avoue

que je l'ignore absolument, et que je n'ai jamais pu construire
grammaticalementce vers, de façon à en faire sortir un sens
quelconque aussi ai-je mieux aimé le laisser sans traduction
que d'en risquer une erronée.

M. Burgess, dans ses savantes notes au SuTya'&fM/t~tht.
(livre I", çlolta a~), discute et justifie les formules qu'em-
ploient-les astronomes indiens pour dresser leur table de si-

nus. J'y renverrai le lecteur, me contentant pour le moment
de faire remarquer que si, au lieu de prendre, comme le fait
M. Burgess, le rapport entre les 3438' contenues, suivant la
table, dans le rayon, et les 10800' de la demi-circonfé-

rence, ce qùi donne Tr=3,i~i36, on divise, au contraire,
les 10800' par la valeur Tr==3,i/(i6 que notre auteur nous
a donnée plus haut, on trouve, à une ~emt-m;f:Hfe près,
R=3438', et, la preuve'faite, on retrouve 0800,8' pour la
demi-circonférence. Or Aryabhata ne prenant, comme on l'a
vu plus haut, que la partie entière de ses ott0<feft<~ ne pouvait
pas trouver pour son rayon exprimé en minutes, ou pour
lo8Qp

T––y, un autre nombre que 3~38'.3,) i6 t



Pour juger sainement les opérations numériques des an-
ciens mathématiciens, il faut se tenir dans les limites d'ap-
proximation ou ils se renfermaient eux-mêmes, et ne pas
pousser les calculs plus loin qu'eux.

Pendant que l'occasion se présente de parler de cette table
de sinus, qu'on me permette encore une remarque qui n'est

pas sans importance.
Les sinus, tels que les donne le .Survtt-SKMMf~ft, leurs

différences premières, telles que les énonce Aryabhata, sont
évalués en minutes, cest-à dire en divisions ~e~a~Mtma/M. Or
nous savons aujourd'hui, depuis la découverte, faite dans la
bibliothèque de Sardanapale IV, de listes de racines carrées
et cubiques que la numération sexagésimaleétait d'un usage
exclusif chez les Chaldéens, et, d'autre part, le papyrus ma-
thématique égyptien récemment publié par M. Eisenlohr
bous démontre qu'en Egypte on faisait plutôt usage des
fractions décimales, pour lesquelles le papyrus en question

a même une notation spéciale. Ne serait-on pas en droit d'in-
duire de là que la table de sinus en question est d'origine
chaldéenne ?t~

Messieurs les assyriologues nous disent avoir trouvé dans
la bibliothèque dont je parlais plus haut un traité d'astrono-
mie. S'ils ne se sont pas trompés dans leurs assertions, on
doit nécessairement trouver là une table analogue à celle que
nous fournissent les astronomes indiens il serait du plus
haut intérêt qu'on la cherchât et qu'on prît la peine de la
publier, si elle existe.

XIII. Les déiinitions données ici par Aryabhata ne
présentent aucune diulculté d'interprétation elles sont ame-

Lorsque j'ai écrit ce passage, je n'avais pas encore pu me procurer le
très intéressant travail de M. Fr. Lenormant Intitule: Essai sur un document
mathématique chaldéen. Paris, )868 (autograpbié). Je m'empresse d'y ren-
voyer les amateurs d'histoire des mathématiques. Je n'en maintiensqu'avec
plus d'ardeur le vœu exprimé par moi, que les assyriologues veuillent bien
explorer au prolit de la science les trésors découverts dans la bibuothèque
de Senkéréh.



nées, je crois, tout naturellement pour servir d'introduction
à la théorie du gnomon dont notre auteur s'occupe dans les
strophes qui suivent. H est étrange seulement qu'il n'ait pas
dit un mot de la construction de cet instrument.

Le commentaire prend occasion de ces définitions pour
décrire avec grands détails la construction et remploi de
l'outil qui servait à décrire la circonférence, outil qu'il, appelle
chch~, karkata

«
crabe ou éerevisse le tracé pratique, sur le

terrain, d'un triangle dont on connaît les trois côtés, au
moyen de trois baguettes 9I~n~!T paMM, coupées à la
longueur des côtés le procédé pour niveler un terrain; l'em-
ploi du fil à plomb. J'aurais bien aimé reproduire ces expli-
cations, qui me paraissent se rapporter aux pratiques en
usage à une époque déjà ancienne, si toutefois je ne me
trompe pas en interprétant les mots du commentateur, UH7
3~ Udfd < voici ce que l'on dit par «

voici ce que la tradi-
tion rapporte Malheureusement il n'y a rien à tirer de sa
description du ~arAK<M. Ce qu'il dit de la construction des
triangles n'a rien de nouveau, et, en outre, suppose connus
les trois côtés, ce que ne dit nullement le texte. Pareil re-
proche s'adresse à son quadrilatère, qu'il fait construire,

1

au moyen des côtés, alternativement sur l'une et sur l'autre
des diagonales. Je me bornerai donc à donner le procédé
qu'il indique pour obtenir un sol de niveau, parce que le
procédé est tellement primitif qu'il pourrait bien être assez



puis en dehors un'eutre-cerctes'(espace annulaire) [arge de deux

ou trois doigts et i'on creuse l'intervalle entre les deux circonfé-

rences pour se procurer une rigole; cette rigole, on l'emplit J'eau.
Si tout autour l'eau est à t!eur de la terre, le sol est de niveau; là

où [l'on voit] un abaissement <fe l'eau, il y a surélévation du sol,
ta où il y a surélévation de l'eau, il y a dépression du sol. Voilà.

XIV. Par suite d'une erreur d impression, causée par
la grande similitude des lettres kha et ~5r ~t'a~ te texte porte
~fcf'?)~ «

du cercle aérien a, et le commentaire
<'

du
cercle propre » comme je n'ai pas trouvé mention de ce
cercle dans d'autres auteurs, je n'ai pu me décider pour
l'une de ces orthographes plutôt que pour 1 autre. Le com-
mentateur le définit comme suit ~)~~ '~in!J: :nf? !)~f

Vt<) ~3Mn~f~-«dH7T~~d7)R<3 le cercle qui a son
centre à l'extrémité de 1 ombré, qui atteint la tête du style

et est placé verticalement, s'appelle le cercle propre n. J'avoue

ne pas comprendre a quoi peut servir ce cercle ainsi tracé
s'il avait son centre, au contraire, au sommet du. style, ce
pourrait~être, dans un gnomon à style vertical, le cercle ho-
raire de 1 astre, en degrés duquel on peut évaluer la hauteur
dudit astre au-dessus de l'horizon. La dénomination de ~3~
~Aa)jr««

K
cercle aérien ou n cercle en l'air se comprendrait

alors. Mais nous allons voir qu'Aryabhata semble avoir
opéré avec un gnomon à style horizontalprojetant son ombre

sur un mur vertical.

XV et XVI. Avant -de passer à l'explication géomé-
trique, fort simple du reste, de ces deux problèmes, j'ai
besoin de faire une remarque au sujet des expressions par
lesquelles Aryabhata dénomme les deux côtés du triangle
rectangle dont il cherche les éléments.

Il désigne la distance du point lumineux au plan sur lequel

se projette l'ombre par i~ &/i~ le bras", et la distance

entre le pied du supportde la lumière et la pointe de l'ombre



par eFH~ /t'o<f ~sotninet. SHperiontë, hauteur e. Au contraire,
Bt'ahmngupta et ses successeurs appellent la distance de la

pointe de la Hamme (ou de la a lampe "). ~"Rr~t ~i'fap;A'o,

au plan~~T~Tffitce~am~ mot abstrait dérivé de ucra
haut, élevé et signttiantparsuite « hauteur e, et la longueur

entre le «pied de la lampe", ~r)~ ~ff-~t/H~ le ~pied du
style", H)~'d'y< (:M;iAtt-<M/M~ la ~base" ou le tsol«, ~T: &~M.

<~
Du rapprochement dé ces expressions semble résulter que si
Brahmagupta opérait sur un gnomon à plan horizontal et
à style vertical, Aryabhata faisait usage d'un gnomon à plan
vertical et à style horizontal.

J avais besoin de cette observation pour tracer la figure
qui va me servir à interpréter les termes des énoncés d Arya-
hhata

Soit donc AB un
«

bras
y mïT horizontal portant une lu-

mière ST, un "style"B~T.

dont la longueur est connue.
Ce style projette sur le mur
une ombre SO, et

XV. Étant donnée la lon-

gueur du bras AB, on de-
mande celle de l'ombre SO.

Les vers d'Aryabhata sont
simplement l'énoncé en lan-

gage ordinaire de la formule

SO-ST~
SO-b)~.

XVI. La, hauteur, ~tf~.
du point A et la longueur du
bras AB sont inconnues on

met alors !c style dans deux positions. ST et S'T', ce qui
donne deux ombres successives SO et: S'0\ et l'on a alors



propositions qu il est facile de vérifier sur la ugurc.

XVII a. Nous avons ici 1 énoncé, formulé dune ma-
nière générale, du théorème dit de Pythagore, dont notre
auteur s'était déjà servi au n° XtV.

Les Règles du cor~Mtt~ dont j'ai déjà parlé plus haut, énon-
cent en ces termes ce théorème généra)

~-d<~a~)?m<U~:L))~~)~ fdJ~).~) ? ?~'J~T~ ~dt~

fTd ~T ch))fd n c

Mot à mot

« La corde en biais d'un carré long ce que font séparément la
mesuré du nanc et la mesure du travers, elie les fait tous deux à la
fois. (Règte 48.)

Et l'auteur ajoute

f~E~S~nr~ &)~fS)ct)~f~ '4~f5)eh)fKch~: ~ER~~
R)chJ)~~)~R!ct)'6jR~f5)chJ):~~j~eh&)~R)chu)~~d)'
5T~H

o

C'estdans3et.A.i2et5,i5etS,~et2~.i2et35.t5et36,
que) l'on en a la conception (upafa6d/u, M!<)t'~). (Règ!e ~3.)

Ils se servent, du reste, des triangles 3, /t, 5 et 5, la,
i3, pour tracer, dans le plan de l'autel, In épaule" perpen-
diculaire sur la « ligne du dos", et font usage du théorème
général pour obtenir un carré multiple ou sous-multipled un
,carré donné.

J appellerai l'attention des lecteurs sur la manière dont
Baudhâyana (l'auteur des Règles du cordeau) exprime le a carré
construit sur une ligne :JH~~T~ yo< karatas

« ce que font"
n



(au duel ) les deux côtés, fTFT ch)ifd <a< ~aroti, a cela fait la

diagonale.
11 y a deux remarques importantes à faire sur cette expres-

sion

t° Elle nous fournit létymologie du mot ch~m~ Aar<M~,

par lequel les Règles dit cordeau désignent toujours a
le coté

d'un carré e, et que Brahmagupta et Bhâskara ont employé

pour désigner la
<~

racine d un nombre incommensurable

ce que les Anglais (a la suite des Arabes et des Italiens de la
Renaissance) appellent

« a surd quantity n.

2° On ne peut s'empêcher de la rapprocher de l'expres-
sion grecque 6 aw6 T~s a~, qu elle reproduit absolument, et
l'on est dès lors porté à se demander laquelle des deux est
calquée sur l'autre.

b. Ce théorème s'énonce aujourd'hui en -ces termes

<~
La perpendiculaire abaissée d'un point de la circonférence

sur un diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux
segments du diamètre. Avouons que lénoncé d Aryabhata
est plus court et plus facile à saisir que le nôtre. (Cf. Rouché
et de Comberousse, n° a a 3, 2°.)

XVIU. Ce théorème sert dans le calcul des éclipses
la tigure en facilitera l'intelligence.

On sait que dans
les idées mythologi-

ques des Indiens, les
éclipses sont causées

par la morsure d'un
dragon, nommé .Ra-
~H voilà pourquoi le
fuseau MANB est ap-
pelé par les astro-

nomes dh pays ïrRf or~M « la bouchée, Je morceau Le'



théorème qu'énonce Aryâbhala répond aux formules con-
nues

XIX. –Nous abordons ici la' théorie des progressions
arithmétiques.

a. Je dois à l'explication du commentateur d'avoir com-
pris que 1 expression ~J5T sa-pûrvam devait se traduire par
"augmenté du nombre des termes qui précèdent", et qu'il
s'agissait ici d'avoir la somme d'un nombre

m
quelconque

n

(??) de termes pris M'importe où dans la pro~T-eMKM!.

Soit donc S cette somme, comprenant n termes qui s'éten-
dent du p"°" au ~"°"' on a, d'après les formules connues

C'est bien cette dernière formule qu'Aryabhata énonce.

&. La deuxième formule, qui est celle que nous em-
ployons aujourd'hui, ne s'applique' qu'au cas où l'on part du



premier terme de la progression, c'est-à-dire où, dans la for-
mule qui précède, on fait p=o.

XX. Si nous repartons de cette valeur de la somme,
dans laquelle nous ferons p=o, savoir

et si nous l'ordonnons par rapport à n, nous arrivons à l'équa-
tion du second degré

(t) rn~–(r–2<t)n–2S==0,

d'où nous tirons

(z)
_(r-2<.)±~/(r-2<~+8Sr

)2) n-
ce qui peut encore s'écrire

C'est l'expression que lit pas à pas Âryabhata, en énumé-
rant les dilférents termes de droite à gauche, comme il le fait

pour lire les différents chiffres d'un nombre.
il y a plusieurs conclusions d'une importance capitale pour

l'histoire à tirer de là

1° A l'époque où vivait Aryabhata, on savait déjà résoudre
une équation du second degré, qui, comme la formule (i)
ci-dessus, est de la forme générale

(U:<)-C=0.

2° On savait la résoudre sous la forme

que nous présente la formule (a).



3° Enfin cette formule (2) obtenue, on savait la trans-
former et la mettre sous la forme (3), et cela en donnant auj:
différents nombres quiy.entrent pour représenter les éléments de
la progression UNE SIGNIFICATION GÉNÉRALE.

On savait donc faire des calculs algébriques
J'irai plus loin, puisque cette occasion m'y amène on

peut réellement noter en sanscrit cette formule tout entière.
Nous savons, en effet, par les chapitres de Brahmagupta

et de Bhâskaraconsacrés à ce qu'ils appellent le ~th AattaAa,
c'est-à-dire à l'analyse indéterminée du premier degré, à la réso-
lution en nombres entiers de l'équation à deux variables

(M;-)-ty=c,

(chapitres que j'étudieraien détail quelque jour), que les ma-
thématiciens de linde étaient dans l'usage de représenter,
comme nous le faisons en physique, d'une manière toute
générale, les quantités diverses qu'ils soumettaient au calcul

par les initiales de leur nom. On peut, à ce sujet, consulter
Colebrooke dans sa traduction des chapitres dont je parle.
Nous pouvons donc ici employer les symboles suivants

M initiale de n~ gaccha
«

période pour désigner le nom-
bre de termes",

3 initiale de 3~7 Ht<ara «
raison c,

initiale de a~ adi a premier, sous-entendu terme

initiale de ~PT J/iana
«
la somme comme à la strophe

précédente.

ceux-ci spéciaux aux progressions; puis les signes algébriques

connus

pour le signe

initiale de tït~TTï bhavita
<(

produit e,

a? initiale de eh~U~ karanî
«

racine



a initiale de S!T t;ar~« a carré

S initiale de ~T r~a unité numérique

et la formule d'Aryabhata s'écrira, avec ces signes, et en
plaçant, suivant l'usage indien, les coefucients numériques
anr~ Ifs tcttrfs

J'aurais même pu la citer dans l'écriture du temps d'Àrya-
bhata si nous connaissions la forme que'les mathématiciens
de cette époque donnaient à leurs chiffres.

XXI. Âryabhata nous donne ici le contenu d'une pile
«de boulets

n à base triangulaire dont les côtés des bases
forment une progressionarithmétique de raison i ayant aussi

pour premier terme i. J'ai rendu par <t
base le mot ~R)fd

upaciti, mot à mot « sous-pile, -sous -monceau n. Dans les
Çtt!&<Mu<ra!

«
Règles du cordeau n, c:< ou ct<t est le nom du

massif de maçonnerie (en briques) qui constitue l'autel.

a. On reconnaîtra sans peine dans l'énoncé de notre
auteur, la formule connue

comme Aryabhata le dit dans son quatrième demi-vers.
Chose bizarre et bien digne d'être notée notre auteur,

qui sait si bien trouver combien renferme de boulets une
pile triangulaire en comptant seulement ceux qui se trouvent
sur l'arête, ne sait pas dire combien renferme d'unités de



volume un tétraèdre dont il connaît la base et la hauteur

Les historiens qui pensent qu'on est arrivé aux évaluations
de surface et de volume, et de là à la théorie des nombres
figurés, en comptant les points que l'on pouvait ranger à
distance régulière dans les aires et les solides à mesurer et

en comparant ce nombre à celui des points distribués sur
les arêtes/pourraient bien, en présence d'exemples comme
celui-ci, être obligés de renoncer à le~)r explication, qui n'est
basée sur rien.

XXII b. Notre auteur donne encore ici les formules

connues

Il faut seulement, dans le premier énoncé, faire atten-
tion, comme le remarque le commentateur, que le

a
dernier

terme pada et ie
«

nombre des termes n~ gaccha ont
ia même valeur numérique.

XXTtt et XXIV. Ces deux théorèmes ne donnent lieu
à aucune observation particulière.

XXV. H est facile de voir que l'énoncé de notre auteur
peut se traduire, en algèbre moderne, par la formule

et le calcul eSectué, on trouve que l'égalité est exacte les
deux qualités Ai+Ai it répondant bien à l'énoncé d'inté-
rêt d'une somme augmenté de l'Intérêt des intérêts Il est
seulement assez bizarre que dans le premier terme At le temps

n'entre pas, tandis qu'il entre dans l'autre terme Ai it il



parait, du reste, d'après l'exemple numérique donné par le
commentateur, que tel est bien l'usage des Indiens.

XXVI. J'ai déjà parlé des dénominations données par
les Indiens aux termes d'une proportion'dansmon étude sur
l'/t~e&re f/XA~ri'zm;, p.

Aryabhata ne nous parle ici que de la
«

règle de trois
~)f5)eh trairiçikam. Ses successeurs traitent aussi des règles
de trois composées, qu'ils appellent « règles de cinq, de
sept, n etc. et même <de onze".

XXVII a. Cet énoncé sous-entend sans' doute qu'on
donne le produit des dénominateurs pour dénominateur au
produit des numérateurs, qui n'est pas mentionné probable-
ment parce que, comme il s'agit d'une multiplication, l'ob-
tention de ce produit paraissait chose toute naturelle. Il sous-
entend aussi ce que nous trouvons articulé par Brahmagupta

uf~oj~J HU)~)~~)H~ ~U<JH~:

a~r rjpf)' ~)~M m~~)~: ~'o)fm'r)Ji:
n g n

Après interversion, au diviseur, du dénominateur et du numéra-
teur, on multipliedénominateurpar dénominateur, et par celui de
l'autre [facteur] le numérateur du dividende voilà la division de
deux quantités r~uf<es à la même espèce (ccst-a-dire, d'après le
commentateur, ode deux nombres fractionnaires écrits chacun sous
forme de fraction unique").).

b. Rien à dire à cette règle de la réduction au même
dénominateur. Remarquons seulement l'expression sans-
crite ~ctj~x~ M-Mtrna-tMMt c état d'être de même ~oroa Ce
mot ~arna, on le sait, signifie primitivement « couleur c,
puis il a été employé pour désigner les

« castes a delà nation.
Ici.enfin il représente la même idée que notre mot espèce ».

XXVIII. Âryabhata formule ici en règle une.méthode
de calcul fort en renom dans l'Inde, que Bhâskara, qui y



consacre tout un chapitre, appelle fo)<fi~Rhd) M~ma-~rtyo
«l'opération rétrograde n. Elle consiste à appliquer en sens
inverse au résultat annoncé ou <~em<!ftf~e car l'énonce d'un
problème toutes les opérations renversées par lesquelles
l'énoncé lui-même prescrit de faire passer le nombre cherché
pour arriver au résultat. Voici, par exemple, l'application
numérique donnée ici par le commentateur

9~f3~: ~4~: N~tt): ~<0~)d:

~~ot~ME~U~r~H~d)
~)

Quel est le nombre tel que ie multipliant par 3, puis divisant
par 5, ajoutant 6, extrayant la racine, retranchant t. élevant au
carré, on obtienne ?

Ce résultat 4 est, comme ils disaient,
« ce qu'on doit voir

~T ~rpt'am. Il résulte en dernier lieu d'une élévation au
carré prenons la racine, nous aurons 2 on a retranché

i, ajoutons-le, il vient 3; on a extrait une racine, élevons au
carré, soit g; on a ajouté 6, retranchons-les, reste 3;-
on a divisé par 5, multiplions, il vient i5 on a multiplié

par 3, divisons, le nombre demandé est 5.

XXIX. Ce théorème, dont j'ai dû littéralement délayer
l'énoncé pour le faire passer en français, tant sont laconiques
les expressions de l'auteur, n'est que la traduction en langage
ordinaire de ce calcul très simple dont je vais donner un
exemple pour quatre termes ('c)dM~)~ cai;M/:c<M&(-oacc/Mtm,



Le commentateur, dans i exemple numenque sur lequel a
explique ce calcul, ne manque par d ajouter

Puisque
'=.+~+c+d,

il en résulte que

'"+~+~ -+~?+'-p~etc..
conclusion qui était à coup sûr ajoutée dans l'enseignement
oral de l'école.

XXX. Ces deux vers nous donnent, formulée avec une
précision et une généralité remarquables, la résolution de
F équation du premier degré à une inconnue; ils reviennent
en effet à ceci

Deux individus~N) ~ttrM/tait possèdent le même capital,
ou mieux a une fortune équivalente" ~chrfd~ft) ar~aAr~m
<tth'am (sur l'étymologie et le sens propre de ce mot <u~'«~ v.
l'Algèbre ~4<-A'M7';2m~ p. t'y), composé, pour l'un et pour
l'autre, d'une certaine quantité d'un objet (~)R')eh) <~M'<!)

quelconque ( Xdtf~oj qaf~~f~rauyam a une marchandise
quelconque, vache, etc. dit le commentateur) et d'une cer-
taine somme d'argent f~.ueh): rupakâs, des

«
pièces à efligie

le commentateur dit cnjnf~ panait «des panas, etc. ou
~duuf<~oj ~t)arn<i dravyam "des valeurs en or ou autres n);
mais le nombre des objets possédés, le montant de la somme
en espèces sonnantes, varient de l'un à l'autre, on a donc
l'équationl'équation

m-E-)-ft==p.E-)-6~

et Aryabhata nous dit qu'alors

b-a
m–p

·
Remarquons qu'il ne fait aucune distinction relativement



aux signes respectifs des nombres m, p a, b qui entrent dans
la formule; nous sommes donc autorisés à penser que lui déjà,

comme nous le voyons faire à ses successeurs, ne se préoccu-
pait aucunement de la question des signes dans 1 énoncé d'une
règle générale. On avait appris une fois pour toutes, dans la
logistique, ou, comme on disait dans l'Inde, dans les six
opérations" cri~f shad-vidhana (v. ~4~Mn,sn!t\, p. a i) à ap-
pliquer ces six opérations aux quantités négatives ~mf rnam
quand on les rencontrait, et dès lors-on ne se préoccupaitplus
de leur présence. Au reste, le distique qui va suivre va nous
fournir une preuve Irrécusable de cet emploi des nombres
négatifs et de leur Interprétation.

1Le mot ~f~eh) ~ttHM, que j'ai traduit par a objets veut
dire proprement « petite boule »; involontairement, il fait

penser aux «
boules à à l'aide desquelles encore aujourd'hui

nous faisons nos raisonnements du calcul des probabilités.
En tous cas, son emploi ici démontre qu'on n'avait pas en-
core inventé à cette époque de désigner l'inconnue par le
aTd~tdr) yat!a<-<~))f<< tantum-quantum (ou mieux tot-quot")

dont se sont servis Brahmagupta, Bhâsl:ara et les autres algé-
bristes de l'Inde. Je soupçonne fort, du reste, que ce yaua<-
f~Mt n'est que la traduction du grec ap<~t6s, lequel n'est lui-
même, je crois l'avoir démontré dans un travail en cours
d'impression, que la traduction de l'égyptien, Y i M,
ftas, monceau, collection d objets", qui sert, dans le papy-
rus Rhind, à désigner également "le nombre inconnu d'un
problème.

Une remarque encore on voit qu'Aryabbata arrête sa ré-
duction aux deux membres égaux (n~rr ~at tulyau paxau
de Bbâskara; v. ~oc. ct<. p. 16, 17),

m~-)-a=/M;-j-t,

et qu il donne pour formule

b-a
;r==

m–~



tandis que nous réduisons l'équation à la forme,

M~=A
et sa solutionà

.A
~=M

que nous discutons ensuite en y donnant à A et à M toutes
les valeurs remarquables que nous pouvons trouver.

JI me semblé, en rappelant mes souvenirs du temps ou
j'étais tout novice dans l'étude de l'algèbre, que j'aurais mieux
saisi la signification des hypothèses que l'on fait sur ces va-
leurs de A et de M si l'on m'avait laissé la solution sous la
F .o _<a;m–~

XXXI. Nous avons ici la solution la plus ~<~ra!e du
problème des courriers, ou, peut-être, pour nous placer au
point de vue d'Aryabhata, qui écrivait, en somme, un traité
d'astronomie, des deux planètes c'est, du moins, ce qu'il
faut juger d'après les termes fd~~f viloma course opposée
et «'4<yi~ <Mtt~onM<

a
course dans le même sens x, qui sont

consacrés en astronomie à désigner la marche des planètes
projetées sur la sphère céleste. Peu importe, du reste le
problème est toujours le même et se traite de la même façon.

J'avais, dans mon étude sur l'oetre ~4~y«irt~mt\
p. 28, exprimé l'opinion qu'Aryabhata devait avoir sous les

yeux et lire quelque chose qui ressemblait à notre formule

<t t)±c*

et qu'il savait Interpréter le double signe du dénominateur
et, mieux encore, le double signe du résultat, provenant,
dans le cas où le dénominateur est t)– des grandeurs re-
latives des deux vitesses.

Sans abandonner absolument l'idée que notre auteur a pu
être en possession d'une notation: atgébrique. ce que M ma



nière de traiter les problèmes du premier degré, contenue
au distique précédent, nous a déjà amené à penser, il me
paraît aujourd'hui assez vraisemblable qu'il devait traiter sé-
parément chacun des cas particuliers du problème. Seule-

ment, lemploi régulier d'un signe pour distinguer les quan-
tités négatives des positives (soit le point superposé, comme
chez ses successeurs, soit tout autre signe particulier) lui per
mettait d'écrire toujours les termes de son équation défini-
tive dans le même ordre et alors toutes'ces équations étant
semblables, sauf le signe des différents termes, il aura eu l'Idée
de les réunir toutes dans un même énoncé général.

Mais n'est-ce pas encore ainsi que nous agissons quand

nous voulons inculquer a nos élèves la notion des nombres
négatifs et leur interprétation comme solution des problèmes ?

Enfin, cette généralisation qui permet à notre auteur de
résumer dans une seule formule (parlée tout au-moins) un
certain nombre, de problèmes de même famille, nous dé-
montre bien, comme je le disais à propos du n° XXX, qu'en

nous donnant comme solution générale de

m~)-a==p-E-t-t
la valeurr

b-a&-<tm-p
Aryabhata ne se préoccupe pas des signes que peuvent avoir
ni les quantités a, b, m, p, ni leurs différences &–a et m-p< /att< <Ot~OM~ e~bctuer dans le même sens, sauf à inter-
préter, comme ici, par « le passé" ~nt!T a~a ou « l'avenir

u

n~ï ej~ya, le signe du résultat définitif.

XXXII et XXXMf. Les deux dernières strophes ne
renferment à elles deux qu'un seul énoncé..solutiondu pro-
blème qu'on appelle aujourd'hui en algèbre élémentaire ana-
lyse indéterminée da premier degré, et qui consiste à trouver
les valeurs entières de x et dey qui satisfont à l'équation in-
déterminée

<u;-}-~==c.



Ce problème est une des questions favorites des algébristes
indiens, à tel point que Brahmagupta, qui lui avait donné le

nom de AuMa~M
a

broyeur », a pris ce mot pour titre de

son chapitre qui traite, non seulement du problème en ques-
tion, mais de toute 1 algèbre semblant vouloir dire par là

que tout le calcul algébrique n'a qu'un but, celui d'amener à
la solution dudit problème. Bhâskara a fait figurer le chapitre
qui le concerne et dans sa ZtMw~ (arithmétique) et dans son
V~a~anf<M (algèbre). Je consacrerai peut-être un jour un ar-
ticte spécial a étudier la façon dont ils traitent ce sujet, et les
applications nombreuses que Brahmagupta en fait à l'astrono-
mie. Pour le moment, je vais donner seulement quelques dé-
tails indispensables à l'Intelligence de l'énoncé d Aryabhata.

Tandis que Brahmagupta et Bhâskara ne traitent que le cas
simple de la seule équation

a.t-)-6~=c.

Aryabhata, qui, nous l'avons vu entre autres pour la somme
des termes d'une progression, aime bien à donner des solu-
tions générales, nous fournit ici le moyen de résoudre en
nombres entiers les deux équations simultanées °

u
soient entiers.

Supposons que nous ayons trouvé, par un procédé que'
nous verrons expliquer tout à l'heure, deux valeurs de x,
a et qui satisfassent séparément à chacune de ces équa-
tions c'est là ce que notre auteur appelle les valeurs provi-



soires ~!T nqr«. Toute valeur de x qui rendra y entier sera
de la forme a+&<; toute valeur qui rendra z entier sera de la
forme j3+/H, et une valeur'unique satisfaisant aux deux équa-
tions à la fois sera donnée par la relation

qui doit être satisfaite par des valeurs entières de u et de <.

C'est sur cette formule qu'Aryabhata
nous expose sa mé-

thode on voit qu'elle donne aussi le moyen de trouver les
'< valeurs provisoires a et j3.

~On divise, dit-il, le dénominateur b, correspondant à la
plus grande valeur provisoire a, par~ dénominateur corres-
pondant à la plus petite puis les restes les uns par les

autres n, absolumentcomme nous procédons aujourd'hui pour
résoudre le problème, quand nous n'employons pas l'algo-
rithme des congruences.

Pour abréger la suite de mon explication, je vais reprendre
l'exemple numérique du commentateur dans cet exemple,



Notre auteur arrive au résultat <=3A de ta façon suivante.
H écrit l'un au-dessousde l'autre tous les quotients,

puis le
n

nombre arbitraire Tf~ ntati, ~= 2, enfin la
22valeurquienrésultepour–L–==2. Il multiplie alors

a

linférieur a~f: «~/M~ (avant-dernier), par <~
celui Io

qui est au-dessus", S~ïf? ttcarf, et ajoute "le der-
nier o, 9~!T an<tya': 2X~+2=10. On met alors i o a

a la place de4 et l'on continue

lX'0-)-2=)'i. tX'2-)-'0=22. tX22-(-i2=3ii.

Si le résultat ainsi obtenuétait supérieur au dénominateur~5
d'où l'on est parti. 3?rnf~ ;M~oracA~a, on le « diviserait",
~))!)!)Ff tAf~ave~ par ce dénominateur, pour n'en garder que le
"reste",Mce~Mi~ car ce reste suCRt pour rendre entier

Le cas s'est présenté dans l'établissement des deux

valeurs provisoires a et j3 car la méthode qui vient d'ètre ex-
posée, appliquée aux deux équations proposées, fournit

Mais puisqu ici t=34 <~5 nous nous en tenons a cette va-
leur, qui,

«
multipliée par le dénominateur29, ~f&ehm-c~~uf

a</A~<t-ft~rac/te~aot'doit être ajoutéeà ot, af~)~<jr)'adhika-



agra Vtt<am, pour donner la ~valeur convenant aux deux dé-
nominateurs f~tJ </t';ccAe~<f-a~ram.

Ainsi, suivant Aryabhata, ia plus petite valeur de ;c qui
satisfait à la fois aux deux équations proposées est

~=a-)-&t==)5-(-'jgx3~==too!.

Cette méthode s'est perpétuée dans i école indienne avec
fort peu de diûérences Bhâskara, par exemple, arrivé à

pose encore

d'où
~==3r-

Posant alors r=o et prenant pour additif (<fc)–4. _~g
il substitue à la série. d'Aryabhàta la suivante, qui, ~gc
par le même procédé, lui donne en remontant t= –~o–56. Ce nombre, «épuisé" par /)5, donne pour 4 –;66
reste –il, qui, retranché de 45 pour avoir un 3 4

nombre positif, donne enfin 34, comme l'a trouvé 0
Aryabhata.

J'ignore sur quelle autorité s'est répandue, parmi les his-
toriens des Mathématiques, la croyance que les Indiens résol-
vaient le problème qui nous occupe par le moyen des, fractions
continues. Ni le calcul d'Arvabhata, ni celui de Bhâskara, que
je viens de citer l'un et iautre, n autorisent pourtant une
semblable opinion.

Le morceau suivant a été ajouté ici,à la demande et aux frais de
l'auteur, mai'; n'a j'as paru dans le JofN';tH< uj)a<fo;x'.
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ERRATUM.

Au dernier alinéa des ~Vb<M le Lecteur est prié de substituer le suivant:

Le calcul de Bhâskara revient, comme divers auteurs, du reste, l'ont déjà re-
connu, à celui de la curieuse ~rac~cM continue

dont lej 0 doivent être traités corn- 1 -)-

me des chiffres quelconques, sauf i _)
1

application des règles spéciales aux _j_
~opérations avec zéro"~a-j~a<f~- 1
dham (V. mon Alg. ~4/<!t;zM<' T'

p. 23, & Colebrooke.x~!). On 3 -r-
arrive, par ce moyen original & as- 0 -t-
sûrement fort ingénieux, à faire dis- 4

paraître la. demiëro réduite & à multiplier les deux termes de l'avant-dernière;
par 4(±c de o-f /~=c) sans y rien ajouter: résultat que nous obtenons

en arrêtant en route notre calcul conduit en sens inverse de celui de Bhâskart.

c~p~)
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