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NOVVEAUX ELEMENS

GEOMETRIE;
CONTENANT

Outre un ordre tout nouveau, & de nouvelles
demonstrations des propositions les plus com-
munes j

De nouveaux moyens de faire voir quelles lignes
font incommensurables,

De nouvelles mesures de l'angle, dont on ne
s'estoit point encore avisé,,
Et de nouvelles maniérés de trouver & de

demontrer la proportion des Lignes.

A PARIS,
Chez Charles Savreux, Libraire Juré,au pied de laTour
deNostre-Darne,à l'Enseigne des troisVertus.

M. DC. LXVII.
AVEC PRIVILEGE DY ROY.
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PREFACE-
UOIQUEj'aye quelque forte de liber-
te de parler avantageusement de ces
Nouveaux Elemens de Géométrie,
puisque je n'y ay point d'autre parc
que celle de les avir tirez des mains

de l'Auteur pour les donner au public; mon def-
feinneftpas néanmoins d'en faire voiricy l'excel-
lence

, ny de
les proposer au monde comme un

ouvrage fort considerable. Je ferois plustost porté
à diminuer l'idée trop haute que quelques person..
nés en pourroient avoir, estant tres persuadéqu'il
est beaucoup plus dangereux d'estimer trop ces
fortes de choses, que de ne les pas estimerassez.
La nature de toutes les sciences humaines, Ôc

principalement de celles qui entrent peu dans le
commerce de lafie, est d'estre mêlées d'utilirez de
d'inutilitez: & je ne sçay si l'on ne peut point dire
qu'elles font toutes inutiles en elles mêmes

3
&

qu'elles devroient paffer pour unamusement en-
tièrement vain & indigne de personnes sages, si
elles ne pouvoient servird'instrumens& de prepa-



rations à d'autresconnossances vraiment utiles.
Ainsy ceux qui s'y attachét pour elles mêmes com-
me à quelque chose de grand & de relevé n'en con-
noiffcnr pas le vray usage, &cette ignorance est
en eux un beaucoup plus grand défaut que s'ils
ignoroient absolument ces sciences.
'Ce n'est pas un grand mal que de n'estre pas

Geoli-ietre; mais c'en est un considerableque de
croire que la Géométrie est une chosefort eftima-
ble,& des'estimer foy même pour s'estre rempli
la cette de lignes, d'angles, de cercles, de propor-
tions. C'est une ignorance tres blâmable que de
ne pas sçavoir

?
que toutes ces speculations steriles

ne contribuent rien à nous rendre heureux;qu'el-
les ne loulagent point nos miseres ;

qu'elles ne
guerissent point nos maux- qu'elles ne nous peu-
vent donner aucun contentement réel & solide;
que l'homme n'est point fait pour cela, & que bien
loin que ces iciences luy donnent sujet de s'élever
en luymême., elles font au contraire des preuves
de la baffeffe de son esprit-,puisqu'il est si vain & si
vuide de vray bien? qu'il est capable de s'occuper
tout entier à des choies sivaines &si inutiles.
Cependant on ne voit que trop par experience,

que ces fortes de connoiff,-,inceel'ont d'ordinaire
jointes à l'ignorance de leur prix & de leur usage.
On les recherche pour elles mêmes; on s'y appli-
que comme à des choses fort importantesy- on en
fait sa principaleprofession

; on se glorifie des dé-
couvertesque l'on y fait; on croit fort obliger le



monde si l'on veut bien luy en faire parc& l'on
s'imagine meriter par là un rang fort considerable
entre les sçavans & les grands esprits.
Si cet Ouvragen'a rien de ce qui mérité la repu

tation de grand Geometre au jugement de ces
personnes, en quoy il est tres juste de les en croi-
re; aumoins on peut dire avec vérité que celuy qui
l'a composé est exemt du défaut de la fouhaitter,
«Se que quoiqu'il estime beaucoup le geme de plu-
sieurspersonnes qui semêlent de cette fèience,il
n'a qu'une estime très médiocre pour laGeome-
crie en elle même. Néanmoins comme il eit im-
possible de se passer absolument d'une science qui
fert de fondement à tant d'arts necessaires à la vie
humaine, il peut y avoir quelque utilité à montrer
aux hommes de quelle forte ils en doivent user, &
de leur rendre cette étude la plus avantageusequ'il
est possible.
C'est l'uniquevue quàeue l'Auteur de cesnou-

veaux Elemens. Il n'a pas tant confideré laGeo-
metrie, que l'usage qu'on en pouvoit faire&il a
cru qu'en évitant ces défauts qui n'en font pasin-
[eparables, on s'en pouvoit très utilement servir
pour former les jeunes gens, non seulement à la
justesse de l'esprit; mais même en quelque forte
à la pieté & au règlement des mœurs.
Pour comprendre les avantagesqu'on en peuttireril faut considerer que dans les premieresan-

nées de l'enfance l'ame de l'homme est comme
toute plongée&toute ensevelie dans lessens,&:



qu'ellen'a que des perceptions oblcures&confu-
ses des objets qui font impression sur son corps.
Elle fort à la verité de cet état à mesureque ses or-
ganes se dégagent &se fortifient par l'âge,&:elle
acquiert quelque liberté de former des pensées
plus claires &plus distinctes,&même de les tirer
les unes des autres.,ce que l'on appelle raifonne-
ment. Mais l'amour des choses sensibles & exté-
rieures luy estant devenu commenaturel, & parJa
corruption de son origine ôc par l'accoutumance
qu'elle a contradlée durant l'enfance, les choses
extérieures font toujours le principal objet de son
plaisirde de sa pente.Ainsynon feulementles jeu-
nes gens ne se plaisentgueres que dans les choses
sensuelles

; mais même entre les personnes avan-céesenâge il y en a peu qui soient capables de
trouver du goust dans une vérité purement fpi-
rituelle,& où les sensn'ayentaucune part. Toute
leur application est toûjours auxmanieres agrea-
bles; ils n'ont del'intelligence& de la delicatesse
que pour cela, & ils ne se iérvent de leur esprit que
pour étudier l'agréement&: l'art de plaire par les
choses qui flattent laconcupiscence &les iens.
Il me feroit aisé demontrer, que cette difpofL

tion d'esprit est non feulement un tres grand de-
faut; mais que c'estla source des plus grands de-
sordres & des plus grands vices. Il estvray qu'il n'y
a que la grâce & les exercices de pieté qui puissent
la guerir véritablement: mais entre les exercices
humains qui peuvent le plus servir à la diminuer,



& à disposer mêmel'esprit a recevoir les veritez
chrestiennes avec moins d'opposition & de dé-
goust, il semblequ'il n'yen ait gueres de plus pro-
pre que l'étude de la Geometne. Car rien n'est
plus capable de détacher l'ame de cette applica-
tion aux sens, qu'une autre application à un objet
qui n'a rien d'agréable selon les sens; & c'efr ce
qui se rencontre parfaitement dans cette science.
Elle n'a rien du tout qui puisse favoriser tant [oit
peu la pente de l'amé vers les sens; son objet n'a
aucune liaisonavec la concupiscence;elle est in-
capable d'eloquence & d'agréement dans le lan-
gage; rien n'y excite les passions-elle n'a rien du
tout d'aimable que la verité, & elle la preiente à
l'ame toute nue & détachée de tout ce que l'on
aime le plus dans les autres choses.
Que si les veritez qu'elle propose ne font pas

fort utilesny fort importantes, li l'on en demeu-
roit là ; il est néanmoins tres utile & tres important
de s'accoûtumerà aimer la veritéà la gouster, à en
sentir la beauté. Et Dieu se fert souvent de cette
disposition d'esprit

, pour nousfaire entrer dansl'amour& dans la pratique des veritez qui condui-
sent au salut, pour nous fairevoir l'illunon de tout
ce qui plaistdans les chosessensibles8c extérieu-
res& pour nous rendre juites& équitables dans
toute la conduite de nostre vie; cet esprit d'équité
consistant principalement dans le discernement
& dans l'amour de la vérité en toutes les affaires
que nous traittons.



Mais la Geometrie ne fort pas feulement à déta-
cher l'esprit des choses sensibles, & à inspirer le
goust de la venté- elle apprend aussy à la recon-
noillre-&Ia ne se laisser pas tromper par quantité
de maximes obscures & incertaines, qui fervent
de principes aux faux raisonnemens dont les dif-
cours des hommes font tout remplis. Car si l'on yprend garde, ce qui nous jette ordinairementdans
Terreur & nous fait prendre le faux pour le vray,
n'elt pas le défaut de la liaison descorifequences
avec les principes, en quoy consille ce qu'on ap-
pelle la forme des argumens ,mais c'est l'obscurité
des principes mêmes, qui n'estant pas cxaételnent
vrais, & n'estant pas aussy évidemment faux, pre-
sentent à l'esprit une lumiere confuse où la vérité
& la faussetë font mêlées,ce qui cause à plusieurs
un espece d'ébloluissement qui leur fait approuver
ces principes sans les examiner davantage.
Il elt vray que la Logiquenous donne deux ex-

cellentes réglés pour éviter cette illusion, qui font
de definir tous les mots equivoques, & de ne rece-
voir jamais que*des principes clairs & certains.
Mais ces réglés ne suffisent pas pour nous garantir
d'erreur. PremierClTICIlt, parce qu'on se trompesouvent dans la notionmêmede l'evidenceen pre-
nant pour évident ce qui ne l'est pas. Et en fécond
lieu
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parcequequoiqu'on sçache ces réglés , on*n'estpas toûjours appliqué à les pratiquer. Il

n'ya
donc que la Géométrie qui remedie en effet à l'un
& à l'autre de ces défauts. Car d'une part en four-

nissant



nissant des principes vraiment clairs, elle nous
donne le modelle de la clarté & de l'evidence pour
discerner ceux qui l'ont de ceux qui ne l'ont pas:
& de l'autre, comme elle ne se dispense jamais de
l'observationde ces deux regles,elleaccoûtume
l'esprit à les pratiquer,& à eitre toujours en gar-
de contre les equivoques des mots &contre les
principes confus, qui font les deux sources les plus
communes des mauvais raisonnemens.
Il ne faut pas dissimuler neanmoins, que cette

coutumemême de rejetter tout ce qui n'est pas en-
tierement clair peut engager dans un défaut tres
considerable

,
qui est de vouloir pratiquer cette

exactitude en toute forte de matieres, & de con-
tredire tout ce quin'est pas proposé avec l'eviden-
ce Geometrique. Cependant il y auneinfinité de
choses dont on ne doit pas juger en cette maniere,
& qui ne peuventpas estre reduites à des demon-
strationsmethodiques. Et laraison enest, qu'elles
ne dépendentpas d'un certain nombre de princi-
pes grossiers & certains, comme les veritez Ma-
thématiques; mais d'un grandnombre de preuves
ôc de circonstances qu'il faut que l'esprit voye tout
d'uncoup, & quineftant pas convaincantes sepa-
rément, ne laissent pas de persuader avec raison
lors qu'elles font jointes & unies ensemble. La
pluspart des matieresmorales & humaines font de
ce nombre; &il y a même des veritez de la Reli-
gion qui se prouvent beaucoup mieux par la lu-
miere de plusieursprincipes qui s'entr'aident& se



soûtiennent les uns les autres, que par des raison-
nemens semblables aux demonitrationsGeome-
triques.
C'est donc sans doute un fort grand défaut que

de ne faire pas distinction des matieres d'exiger
par tout cette suite methodiquede propositions,
que l'on voit dans laGeometrie; de faire difficul-
té sur tout,& de croire avoir droit de rejetterab-
solument unprincipe lors qu'on juge qu'ilpeutre-
cevoir quelque exceptionen quelque rencontre.
Mais si ce défautestassez ordinaire à quelques

Geometres,il nenaistpas néanmoins de la Geo-
triemême. Cette scienceestant touteveritable ne
peut pas autoriser une conduite qui n'est fondée
que sur des principes d'erreur. Car il n'est pas vray
qu'un principe qui ne prouve pas absolumentne
prouve rien;& que ne prouvant pas tout seul,il ne
prouve pas estant joint à d'autres. Il y a differens
degrez de preuves. Il y en a dont on conclut la
certitude,& d'autres dont on conclut l'apparen-
ce }

& de plusieurs apparences jointes ensemble
on conclut quelquefois une certitude à laquelle
tous les esprits raisonnables se doivent rendre. Il
n'est pas absolument certain que l'on doive voir le
Soleil quelqu'un des jours de l'année qui vient, je
le dois néanmoins croire; & je ferois ridicule d'en
douter, quoiqu'il soitimpossible de le démontrer.
La raison ne doit donc pas pretendre de démon-
trer Geometriquementces choses ; mais elle peut
prouver Geometriquement que c'est une sottise



de ne les pas croire: Et c'est en cette maniere
qu'on se peut servir de la Geometrie même dans
ces fortes de matieres, pour faire voir plus claire-
ment la force de la vrayfemblance qui nous les
doit faire croire.
Outre ces utilitez que l'on peut tirer de la Geo-

metrie, on en peut encore remarquer deux autres
qui ne font pas moins considerables. Il y a des ve-
ritez importantes pour la conduite de la vie &
pour le salut,qui ne laissent pas d'estredifficiles à
comprendre,& qui ont besoin d'une attention pe-
nible; Dieu ayant voulu, comme dit S. Augustin,
que le pain de l'ame se gagnait avec quelque forte
de travail aussy bien que le pain du corps. Et il ar-
rive de là que plusieurs personnes s'en rebutent par
une certaine paresse, ou plûtost parune delicatesse
d'espritqui leur donne du dégoust de tout ce qui
demande quelque effort & quelque forte de con-
tention. Or l'étude dela Geometrieest encore un
remede à ce défaut; car en appliquant l'esprit à
des veritez abstraittes& difficiles,elle luy rend fa-
ciles toutes celles qui demandent moins d'appli-
cation; commeen accoûtumant le corps à porter
des fardeauxpesans, on fait qu'il ne fent presque
plus le poids de ceux qui font plus legers.
Nonfeulement elle ouvre l'esprit & le fortifie

pour concevoir tout avec moins de peine; mais
elle fait aussy qu'il devient plus étendu& plus ca-
pable de comprendre plusieurs choses à la fois.
Car les veritezGeometriques ont cela de propre

e ij



qu'elles dépendent d'un long enchaisnement de
principes qu'ilfaut suivre pour arriverà la conclu-
110n

; & commecette conclusion tire sa lumiere de
ces principes il faut que l'esprit voye en même
temps,& ce qui éclaire & ce qui est éclairé, ce qu'il
ne peut faire sans s'étendre& sans porter saveuë
plus loin que dans ses aétions ordinaires.

.,.Cette étendüe d'esprit, qui paroist dans laGeo-
metrie,estnon seulement tres utilepour tous les
sujets qui ont besoin de raisonnement

; maiselle estaussy tres admirable en ellemême; & il n'y
a gueres de qualité de nostre ame qui en fasse
mieux voir la grandeur& qui détruise davantage
les imaginations baffes & grossieres de ceux qui
voudraient la faire passer pour une matiere. Car le
moyen de s'imaginer qu'un corps,c'estadire, un
estre où nous ne concevons qu'une étendüe figu-
rée &mobile, puisse penetrerce grand nombre de
principes tout spirituels qu'il faut lier ensemble
pour la preuve des propositions que la Geometrie
nous demotre,&qu'il porte même sa veuë jusques
dans l'infinypourenasseurerou en tirer plusieurs
choses avec une certitude entiere. Elle nous fait
voir par exemple, que la Diagonale & le costé d'un
Quarré n'ont nulle mesure commune,c'estadire,
que l'esprit voit que dans l'infinité des parties de
differente grandeur qu'on y peut choisir, il n'yen
a aucune qui puisse mesurer exactement l'une &
l'autre de ces deux lignes.
On peut dire que toutes les propositions Geo-



metriques iont de même infinies en étendë; par-
ceque l'on n'y conclut pas ce qu'on démõtred'une
feule ligne, d'un seul angle, d'un seul cerclc.) d'un
seul triangle,mais de toutes les lignes, de tous les
angles, de tous les cercles, de tous les triangles;
&qu'ainsy l'esprit les renferme & les comprend
tous en quelque forte quelques infinis qu'ils [oiét.
Or que tout cela se puisse faire par le bouleverse-
ment d'une matiere & qu'en la remuant elle de-
vienne capable de comprendre des objets spiri-
tuels, ôc d'en comprendremême une infinité,c'est
ce que personnene sçauroit croire ny penser,pour-
veu qu'il veüille de bonne foy songerà ce qu'il dit,
Ce font ces reflexions qui ont fait juger à l'Au-

teur de ces Elemens, qu'on pouvoit faire un bon
usage de la Geometrie; mais ce n'est pas nean-
moins ce qui l'a porté à travailler à en faire de
nouveaux, puisqu'on peut tirer tous ces avan-
tages des livres ordinaires qui en traittent. Ils por-
tent tous à aimer la verité; ils apprennent à ladis-
cerner;ils fortifient la raison; ils étendent la veuë
de l'esprit,&ils donnent lieu d'admirer la gran-
deur de l'ame de l'homme

, &
de reconnoistre

qu'elle ne peut eitre autre que spirituelle & im-
mortelle. Ce qui luy a doncfait croire qu'il estoit
utile de donner une nouvelle forme à cette scien-
ce est, qu'estantpersuadé que c'estoit une chose
fort avantageuse de s'accoûtumer à reduire ses
pensées à un ordre naturel, cet ordre estant com-
me une lumiere qui les éclaircit toutes les unes



par les autres, il a toujours eu quelque peine de ce
que les Elemens d'Euclide estoient tellement
confus& broüillez,que bien loin de pouvoir don-
ner à l'esprit l'idée & le goust du véritable ordre,
ils ne pouvoientau contraire que l'accoûtumer au
desordre& à laconfusion.
Ce défaut luy paroissoit considerable dans une

science dont la principaleutilité est de perfection-
ner la raison; mais il n'eust pas pensé néanmoins à
y remedier sans la rencontre que je vas dire qui l'y
engagea insensiblement. Un des plus grands es-
prits de ce siecle,&des plus celebres par l'ouver-
ture admirable qu'il avoit pour les Mathemati-
ques,avoit faiten quelques jours un essay d'Ele-
mens de Geometrie; ôc comme il n'avoit pas cette
veuë de l'ordre,il s'estoit contenté de changerplu-
sieurs des démonstrationsd'Euclidepour en substi-
tuer d'autres plus nettes& plus naturelles. Ce petit
ouvrage estant tombé entre les mains de celuy qui
a depuis composécesElemens,il s'étonna qu'un
si grand espritn'eust pas esté frappé de laconfu-
sion qu'il avoit laissée pour ce qui est de la me-
thode,&cettepenséeluy ouvrit en même temps
une maniere naturelle de disposer toute la Geo-
metrie, les démonstrations s'arrangerent d'elles
mêmes dans son esprit,&tout le corps de l'ou-
vrage que nous donnons maintenant au public se
forma dans son idée.
Cela luy fit dire en riant à quelques uns de ses

amis, ques'il avoit le loisir illuy seroit facile de



faire desElemens deGeometrie mieux ordonnez
que ceux que l'on luy avoit montrez;mais ce n'e-
stoit encore qu'un projet en l'air qu'il avoit peu
d'esperance de pouvoir executer, quoique quel-
ques personnes l'en priassent; parcequ'il auroit fait
crupule d'y employer un temps ou il auroitesté
en estat de faire quelqueautre chose.
Il est arrivé néanmoinsdepuis que diverses ren-

contres luy ont donné le loisir dont il avoit besoin
pour cela. Il fut une fois obligé par une indispo-
sition de quitter ses occupations ordinairesil
trouva son soulagement en se déchargeantd'une
partie de ce qu'il avoit dans l'espritsur cette ma-
tiere. Une autrefois il se trouva quatre ou cinq
jours dans une maison de Campagne sans aucun
livre,& il remplit encore ce vuide en composant
quelquepartie de ce Traitté. Enfinen ménageant
ainsy quelques petits temps, il a achevé ce qu'il
avoit dessein de faire de cet ouvrage, s'estant bor-
né d'abord à la Geometrie des Plans commepou-
vant suffire au commun du monde.
Quelques personnes se font étonnez qu'en écri-

vant d'une matiere si étendüe
>
& qui a esté

traitée par un si grand nombre d'habiles gens,
il ne leust pour cela aucun livre de Geome-
trie, n'en ayant point même dans sa bibliothe-
que: mais il leur répondoit

>
que l'ordre le condui

soit tellement qu'il ne croyoit pas pouvoir rien
oublier de considerable. Ilajoûtoitmême que cet
ordre ne servoit pas seulement à faciliter l'intelli-
gence& à soulager la memoire; mais qu'il don-



noit lieu de trouver des principes plus seconds,&
des démonstrations plus nettes que celles dont on
sefert d'ordinaire. Eteneffetil n'y a presque dans
ces nouveaux Elemens que des démonstrations
toutes nouvelles, qui naissent d'elles mêmes des
principes qui y font établis, & qui compren-
nent un assez grand nombre de nouvelles pro-positions..
On voit assez par Il qu'il n'estoit pas fortdiffici-

le à l'Auteur de la nouvelle Logique ou Art de
penser, qui avoit veu quelque chose de cette Geo-
metrie

,
de remarquer , comme il a fait dans

la
IVe Partie, les défauts de la methode d'Euclide,&'
d'avancer qu'on pourroit digerer la Geometrie
dans unmeilleur ordre. C'estoit devinerles choses
passées. Mais cette avance qu'il avoit faite, sans se
hazarder beaucoup , a depuis

servy d'engagement
a produire ce petit ouvrage, à quoy l'on n'auroit
peutestre jamais pensé. Car tant de personnes ont
demandé au Libraire une nouvelle Geometrie,
qu'on n'a pas pû la refuser aux instancesqu'il a fai-
tes de leur part pour l'obtenir.n'estant pas juste
de se faire beaucoup prier pour si peu de chose.
On s'est donc resolu de la donnerau public,&

de le rendre juge de l'utilité qu'on en peut tirer.
On croit seulement devoir avertir le monde qu'il
y aura peutestre quelques personnes qui pourront
trouver les IV. premiers Livres un peu difficiles,
parcequ'on s'y est servy de démonstrations d'Al-
gebre, ausquelles on a quelque peine d'abord à

s'accoûtumer.



s'accoûtumer. La raison qui a obligéd'enuser
ainsyest, que traittant des grandeurs engeneral
entant que ce mot comprend toutes les especes de
quantité, on ne pouvoit pas se servir de figures
pour aider l'imagination; outre que l'on jugeoit
qu'il estoitutile de se rompre d'abord à cette me-
thode, qui est la plus féconde& la plus Geometri-
que; mais ceux néanmoins à qui elle feroit trop
de peine ont moyen de s'en exemter en commen-
çant par le Ve Livre,&en supposantprouvées quel-
ques proportions qui dépendent des quatre pre-
miers. Ce remede est aisé, & il ne les privera pas
du fruit qu'ils pourront tirer de lamethode de ces
Elemens lors qu'en une seconde lectureils les li-
ront tous de suite.
Pour les autres jugemens qu'on peut faire de

cet ouvrage, comme il est facile de lesprévoir, il
semble aussy qu'on n'ait pas sujet de s'en mettre
en peine. Car s'il se trouve des perionnes qui le
méprisent par des principes plus élevez, & par un
éloignement de toutes ces fortes de sciences,peut-
estre ne seront-ils pas fort éloignezdu sentiment
de l'Auteur. S'il y en a qui le blasment comme
Geometres en y remarquant de véritablesfautes
ils feront encore d'accord avec luy, parcequ'il fera
toujours tout prest de les corriger. Enfin ceux qui
le reprendront comme Geometres, mais en se
trompant,ne peuvent pas luy estre fort incommo-
des, parceque c'est unematiere où les veritez sont
si claires qu'elles n'ont gueres besoin d'apologie
contre les injustes accusations,



DEFINITIONS DE QUELQUES MOTS
- -dont on sestservi dans ces Elemensfins les définir,

parcequils font plûtost de Logique
que de Geometrie.AX10 ME. On appelle ainsy une proportion si claire

qu'elle n'a pas besoin de preuve: comme, Que le
tout est plus grand quesa partie. Voir la Logique IV. Part.Chap. VI.
DEMANDE. On se sert de ce mot quand on a quelque

chose à faire, qui estsi facile qu'on n'a pas besoin de preu-
ve pour demontrerqu'on a fait ce que l'on vouloit faire:
comme;Décrire un Cercle d'un intervale donné.DEFINITION. Ce qu'on appelle de ce nom en
Geometrie est la déterminationd'un mot qui pourroit for-
mer diverses idées,àuneidéesiclaire& si distincte qu'elle
revienne toujours dans l'esprit lorsqu'on se sert de ce mot:
comme;Onappelle Paralletogrammeunefigure dontles costez
opposezsontparalleles. Voyez la Logique 1. Part. Ch.XI.
THEOREME. On nomme ainsy une proposition dont

il faut démontrer la vérité: comme ; Que le quarré de la
base d'un angle droit est égalaux quarrez des deux cosse:<:PROBLÈME.C'estaussy une proportion qu'il faut
démontrer; mais dans laquelle il s'agit de faire quelque
chose, ôc prouver qu'on a fait ce qu'on avoit proposé de
faire: comme ; Faire passerparun point donnéuneligne pa-rallele à une ligne donnée.
LEMM.E. C'est une proportion qui n'est au lieu où

elle est que pour servir de preuve à d'autres qui suivent.
On en peut voir des exemples au commencement des
Livres VI. X.&XL
COROLLAIRE. C'est une proposition qui n'etf

qu'une fuite d'une autre precedente, on en peut voir ungrand nombre dans le LivreIX.
Mais il faut remarquer,que pour mieux fairela depen-



dance qu'avoient plusieurs propositions d'une feule qui
en estoit comme le principe & le fondement, on a quel-
quefois mis en Corollaire ce qu'on auroit pû mettre en
Theoreme,si on avoit voulu.
Et pour lamêmeraison,ily a de certainsTheoremes à

qui on a donné le nom de Proposition fondamentale;par-
ceque toutes les proportions d'une certaine matiere en
dependent. On en peut voir des exemples dans les Livres
VI. VIII. X. XI.

EXPLICATION DE ELQ.E.ES NOTES.OU01E ces notes soient expliquées chacune en
son lieu: néanmoins on a cru les devoir encore met-treicy ,afin de les faire mieux entendre

-4-Plusi ainsy 9 + 3,c'estadire ; neuf plus trois.- Moins; ainf14-z ,
c'estadire, quatorze moins

deux.=Marque de l'egalité; ainsy 9 -+ 3 —14— 2. c'efta-
dire; neuf plus trois est égal à quatorzemoins deux.
:: Ces quatrepoints entre deux termes devant,& deux

termes après marquent que ces quatre termes font pro-
portionnels ou arithmetiquement,ou geometriquement.
Ainsy, Arithmetiquement 7.3 :: 13. 9.Et Geometriquement 6. 2 :: 12. 4.
-:-:- Ces mêmes quatre points avec une ligne qui les

coupemarquentla proportion continüe ;ainsy~-TT3. 9. 27.
c'estadire,3 est à 9 5 comme 9 est à 27.Deux, lettres ensemble comme bd,marquent quelque-
fois une grandeur de deux dimennons, comme un plan
dont la longueur foit b & la largeur d. Mais d'autres fois
ce n'estqu'une ligne dont ces deux lettresmarquent les
deux extremitez

; ce qu'ilestaisé de discerner parlesujet
que l'on traitte.
Les livres font divisez en nombres par deschiffres qui

font en marge :
&c'est seulement à cela qu'on a égard



dans les citations& les renvoisàquelques points des livres
precedens; le premier chiffre

, qui est romain marquantle livre;&le second qui est Arabe, marquantle nombre
de ce livre. AinsyV.29. veut dire le vingt-neuvième nombre
du livre cinquième.
Que si l'endroit où l'on renvoieestdumême livre, on

cite quelquefois untel Théorème,ou untel Lemme,ou
bien le nombre precedentavec cette marque s. qui veutdire supra;comme s. 15, c'estadire, cy dessus. nombre15.

TABLE
De ce qui est traitté dans chaque Livre.

On pourroit dire beaucoup de choses sur l'ordre qu'on
a suivi dans ces Elemens,& pour faire voir qu'il est beau-
coup plus naturel que celuy qu'on ajamais observé dans
cesmatieres. Mais on aime mieuxen laisser le jugement à
ceux qui les liront, &l'on se contente d'en representer le
plan en faisant voir de fuite ce qui est traitté dans chaque
livre.
LIvRE PREMIER.Des grandeurs en General, & dest quatre Opérations , Ajoûttr, Soufiraire , Multiplier,Diviser entant quelles sepeuvent appliquer à toutes fortes
de grandeurs. Page 1

LIVRE II. DesProportions. Page12
LIVRE III. Des Raifins compofies , d'où depend laproportion des grandeurs planes& solides. Page45
LivRE IV. Des Grandeurscommensurables & incom-

mensurables. Page59
L1 V R E V. De Etendüe.Dela ligne droitte eJ. circulaire.

Des droites perpendiculaires & obliques. Page 80
L1vRJE VI.DesLignesparallèles. Page 105



Livre VII. Des Lignes terminées à une circonféren-
ce, où il est parlé, Des Sinus,&de la proportion des arcs
dediverscercles à leurscirconférences, &du parallélisme des
lignescirculaires.'Pâge II9
LIVRE VIII. DesAnglesrerilignes.» Page 1 +%.

Livre IX. Des Angles qui ont leursommet hors le cen-
tre du cercle >

dont les arcs ne laissènt pas de les mesurer.
Page 159

LIVRE X. DesLignesproportionelles. Pagelsg
Livre XI. Des Lignes réciproques.Page208
Livre XII. Des Figures en general confiderdes félon

leurs angles& leurs coJle. Page 24y
LIVREXIII. Des Triangles & Quadrilatères con-

ritierez,_Clon leurs cofte,& leurs angles. Page263
Livre XIV.DesFigures Planes consîderèes felon leur

dire; ce(ladirefélon la grandeurdessurfacesquelles eontien-
nent. Etpremièrement desReBangles, Page 281
Livre XV. Dela mesure de l'aire des Parallélogram-

mes, des Triangles &autres Polygones. Page 305

SOLUTION
d'un Problèmec£Arithmétique appelle

LESQUARREZ MAGIQUES. 325.



PRIVILEGE DUROY.

Parlemens de Paris, Toulouze, Bordeaux,Dijon,
Roüen , Aix, Rennes, Grenoble 6c Mets; Maistres
des Requestes ordinaires de nostre Hostel

,
Baillifs

,
Se-

neschaux
,
Prevosts

,
leurs Lieutenans

,
6c à tous autres

de nos Justiciers & Officiers qu'il appartiendra: Salut.
Nostre amé le Sieur Claude de Beaubourg

3
Avocat enParlement, Nous a fait remontrerqu'il a entre les mains

un Livre intitulé, NOUVEAUXELEMENS DE GEOMETRIE,
Contenant outre un ordre tout nouveau , & de nouvelles
demonstrations des proportions les plus communes, de nou-
veaux moyens de faire voir quelles lignes font incommen-
surables: De nouvelles mesures de l'Angle dont on nes'estoit
point encore avisé; Et de nouvelles manieres de trouver &
de démontrer la proportion des lignes. &c. par lvi. D. Mo
G. B. Lequel Livre il est sollicité de donner au Pu-blic, s'il avoit nos Lettres de permissionsurcenecessai-res,lesquelles il nous a tres-humblementsupplié de luy
accorder. A CES CAUSES, Nous avons permis 6c per-
mettons par ces Presentesà l'Exposant, de faire imprimer,
vendre ôc debiter en tous les lieux de nostre obeïssance le-
dit Livre par tel Imprimeur ou Librairequ'il voudra choi-
sir; & ce en un ou plusieursVolumes, en tellesmarges, en
tels caractères, 6c autant de fois qu'il voudra, durant l'es-
pace de sept années, à compter du jour qu'il fera achevé
d'imprimer la premierefois en vertu des Presentes.Et fai-
sons très expresses deffenses à tous Libraires, Imprimeurs,
& autres personnesde quelque qualité 6c condition qu'el-
les soient, de l'imprimer, faire imprimer, vendre ny de-
biter en aucun lieu de nostre obeïssance fous pretexte
d'augmentation,correction,changement de titre, fausses



marques ou autrement, en quelque forte 6c maniere que
ce foit$6c mesme à tous Graveurs d'en contrefaire aucu-
nes Figures, Fleurons, Vignettes, s'il y en a, ny d'en faire
des extraits ou abregez : Et à tousMarchands estrangers,
Libraires ou autres, d'en apporter ny distribuer en ce
Royaumed'autre impression que de celles qui auront esté
faites du consentementde l'Exposant, ou de ceux qui au-
ront droit deluy en vertu desPresentes : le tout à peine de
Trois mille livres d'amende,payables sans déport par cha-
cun des contrevenans,& appliquablesun tiers à Nous, un
tiers àl'Hostel-Dieu de Paris, & l'autre tiers audit Expo-
sant; deconfiscation des Exemplaires qui feront trouvez
contrefaitsen France ou ailleurs, 6c de tous dépens, dom-
mages & interests; à condition qu'il fera mis deux Exem-
plaires dudit Livre en nostre Bibliotheque publique,un
en celle de nostre Chasteau du Louvre, appellée le Cabi-
net de nos Livres; 6c un en celle de nostre tres-cher 2c feal
le Sieur Seguier, Chevalier, Chancelier de France, avant
que de l'exposer en vente,à peine de nullité des presentes ;lesquelles feront registrées gratuitement,6c sans frais, dans
le Registre de la Commuuauté des MarchandsLibraires
de nostre bonne Ville de Paris. Du contenu desquelles
Nous voulons &vousmandonsque vous fassiezjouïr plei-
nement 6c paisiblement l'Exposant , 6c ceux qui aurontdroit deluy, sans souffrir qu'il luysoitdonné aucun trou-
ble ny empeschement. Voulons aussi qu'en mettant au
commencement ou à la fin dudit Livre autant des Presen-
tes ou un Extrait d'icelles, elles soient tenuës pour deuë-
ment sîgnifiées,& quefoy y soit ajoutée, 6c aux copiescollationnées par un de nos amez & seaux Conseillers 6c
Secretaires, comme à l'original. MANDONS au premier
nostre Huissier ou Sergent sur ce requis, de faire pourl'execution d'icelles tous Exploits necessaires,sans deman-derautrepermission: CAR tel estnostreplaisir, Nonob-
stant clameur de Haro, Chartre Normande, 6c autres
Lettres à ce contraires. DONNE'à Paris le 19. jour de Juil-let 1665, £cde nostre regne le Vingt-troisiéme, Signé,Par



le Royen son Conseil, PETITPIED: Et scellé de cire
jaune sur (Impie queuë.
Rcgiftrésur le Livre de lacommunauté,fuivintPArrefl

du Parlement en datte du <?. Avril-z6fj. le 12*Septembre
j66j.Signé, PlGET, Syndic.
Mr de Beaubourg a cedé son droit du Privilege cy-

dessus à Charles Savreux Libraire Juré à Paris, pourel-t
jouïr par luy toutle temps & aux clauses qu'ilcontient,
suivant l'accord fait entr'eux.
Achevéd'imprimer pour la premièrefois le22. de Ianvier

1667.
Les Exemplaires ont esté fournis.

FAUTES A CORRIGER.
Pages. Lignes. Fttutes. Corrigées.
96 11 le moyen la-maxime
156 penult. aa dessus au dessous
145 IS même point, ajoute^ &dumêmccoftê
189 ii dans ce même dansunsiêmc15.9ainii égales aussi égales
161 antepen. le diametre le demydiamette
z6i Ij & extrême ou extreme
199 14 divisée en 6, &en c en b & en e
sots Ii quoyquellefoitenl'un quoyqu'enl'unelleïoitl'uti

FAUTES DANS LES FIGURES.
Page 91. La Ire figure de cette page devrait estre au 1er Theoreme de la page prece-

dente.
13J.Il devroityavoirunefigure pourle5e. Que si au contraire. On lapeutfvppléerparce qui estditen la page 131.
39 S. IlJ a des lettres manquées dans lafigure. Audessusde B, qui est embas,

il faut un petit b romain, & à cofté un grand B italique.
* 228. Il manque une raye droite de cà d. On la peut suppléer à la plume.
2.,9f. Lettresmal placées. Nulle ne doitestreàlafin deslignes.Mettre b aumilieu de laligne d'embas, & approcherx&y un peu plus prés

de d.
310, Dans la 1re figure mettre un n où il y a un x.

NOUVEAUX

* Lechiffreestman-
que , ne marque que.oo)&lc (nivilntHI.



1
NOVVEAVX ELEMENS

a
D EGEOMETRIE

LIVRE PREMIER.
DES GRANDEVRS EN GENERAL,

ET DES QUATRE OPERATIONS,
Ajoûter, Soustraire,Multiplier, Diviser,
entant qu'elles se peuvent appliqueràtoutes fortes de grandeurs.

o
Suppositions Generales.

0VTES les Sciences supposent des con- j,noijjances naturelles, & elles ne confiflent
proprement qu'à étendre pius loin ce que nous
fçavom naturellement.
Ainsi quoy quilsemble que cefoit con-

tre le vray ordre des sciencesde supposerdans
les superieures, ce quine se doit traiter que dans les inférieu-
res5 comme qui supposeroitdans la Geometrie, ce qui ne s1ap-prendroit que dans l'jéftronomie: néanmoins ce riefl point



contre cét ordre que de supposer dans une science fuperleure
ce qui regardel'objet de i"Inferieure, lors que nous ne suppo-
sonsquece quisepeutsçavoirpar lafeule lumierenaturelle
sans tayde d'aucune science.
C'EST POURQUOY ayant entrepris de traiter icy de la

,
pris de traiter i~y de 1

quantité ougrandeuren général, entant quecemotcomprend
létenduë, le nombreJetemps, les degrezjtevitesse, &générale-
menttoutce quisepeutaugmenteren ajoutantou multipliant;&diminuerenfouflraiant, ou divisant, &c. je neferai
point de diffculté defupointdedifficultédesupposer quon fait de certaines cho-
ses qui semblent appartenir à la science des nombresqu'on
appelle Arithmétique,ou à lascience de l'étaduë qu'on ap-
pelle Geometrie; parce que je ne fuppoferay rien qu'on ne
puissesçavoirsans l'aide de l'Arithmétique ou de la Geo-
metrie pourpeu d'attention qu'on y fiifJè , ou qu'on y aitdéja fait.

- -PREMIERE SUPPOSITION.
LE suppose donc premierement qu'on sçache ajoûter

&multiplier de petits nombres, comme que4&5font
9, que 3 fois 5 font 15, &c.

SECONDE SUPPOSITION.
SECONDEMENT qu'on sçache que c'est lamesmecho-

se dans la multiplication de commencer par lequel on
veut des deux nombres que l'on multiplie : comme que
3 fois 5, est la mesme chose que 5 fois 3, que 4 fois 6y
efl la mesme chose que 6 fois 4.TROISIEME SUPPOSITION.
LE suppose en troisiême lieu, que l'on sçache que ce

qu'on appelle corps, espace,étenduë, ( car tout cela
signifie la mesme chose )a trois dii-nenfions,Ionuctirl lar-
geur, & profondeur. Et que quand onles

confidere
tou-

tes trois; c'est alors que cetteforte de grandeur s'appelle
proprement corps ou Solide. Que quand on n'en con-
fidereque deux, sçavoir la longueur& la largeur, on l'ap-
pelle alors Surface. Et que quand on n'en considere qu'u-ne, savoir la longueur, on l'appelle alors Ligne.

11.

III.

rV.



QUATRIEMESUPPOSITION.
LE supposeenquatriême lieu, que la multiplication&

la divisionse peuventappliquer à toutes grandeurs,&non
feulement aux nombres. Car par exempledans l'étenduë
on appelle multiplier la longueur par la largeur, lors
qu'ayant un morceau de terre de 4 perches de lon-
gueur &3 de largeur, on dit que ce morceau de terre a 12
perches de surface. Et au contraire, on appelle diviser,
lorsque sçachant par exemple quel est le contenu d'un
morceau de terre, commequ'il est de Il perches, & sça-
chant aussi quelle en est la longueur, comme de 4 per-
ches, on en cherche la largeur qui se trouvera estre de
3 perches. On pourroit encore donner une autre notion
de la multiplication& de la division par rapport àl'unité.
Maiscelle-làsuffitpour ce que nous avons à faire,& l'autre
ne se pourroit bien expliquer qu'en supposant des choses
dont nous ne parlerons que dans la suite.

CINQUIEMESUPPOSITION.
L E suppose en cinquièmelieu, que l'on se puisse met-

tre dans l'esprit que ce qu'on appelle les trois dimensions
dans les corps s'appliquepar accommodation à toutes les
autres grandeurs, & mesmeaux nombres.CAR on les confidere quelquefoiscommen'ayant
qu'une dimension lors qu'on ne suppose point qu'on les

V.

VI.



4 NOUVEAUX ELEMENS
ait multipliez par uneautre grandeur. Etalorsonles peut
appeller grandeurs lineaires: comme est par exemple le
nombre

de
7, qu'on ne confidere que comme estant com-

posé de sept unitez.
ET quelquefois on les considere comme ayant deux

dimensions lors qu'on suppose qu'une grandeur est née
de la multiplication de deux lineaires; Etalors on les peut
appeller grandeurs planes. Comme est par exemple le
nombre de 12, lors qu'on le confidere comme estant né de
lamultiplicationde 3 par4. •• : :

E T enfin on les confidere comme ayant trois dimen-
sons lors qu'on suppose qu'une grandeur est née de la
multiplication de trois grandeurs

lineaires,
ou d'une pla-

ne qui en a déjà deux, par une lineaire. Etalorsonpeut
appeller ces grandeurs solides. Comme est par exemple
le nombre de 24,quand on le confidere comme né de la
multiplication de ces trois nombres 2.3.4, parce que 1
fois 3 font 6, & 4 fois 6 font 24.

SIXIEME SUPPOSITION.
LEsupposeenfin qu'on s'accoutume à concevoir gene-

ralement les choses en les marquantpar des lettres sans se
mettre en peine de ce qu'elles signifient,puisqu'on ne s'en
sert que pour conclure que bestb, quecestc, ou ce qui
est pris pour lamesmechose en matiere de grandeur, sur
tout engeneral, que b estégalàb,&càc,ou que bmul-
tiplié par c estégal à 6 multiplié par c, ou selonla2e Sup-
position à c multiplié par b.
CETTE remarque est de grande importance. Car on ne

feroit quese brouillersidans ces commencemens qui doivent
efiretrès(impies on vouloit appliquer ce qu'on traite genera-
lement à des exemples particuliers dont la connoissance dé-
pendroit d'autresprincipes. Et deplus, l'une desplusgrandes
utilitéde ee traite,e(ld'accoutumerïefprit à concevoirles
choses d'une maniere spirituellesans l'aided'aucunesimages
sensîbles, ce qui fert beaucoup à nous rendre capables de la
cûnnoijfance de Dieu & de nofire ame.

VII.



PRINCIPES GENERAVX.
Du TOUT ET DES PARTIES.

TOUTE grandeur est consideréecommedivisibleen (es
parties.
LA grandeur est appellée tout au regard de ses par-

ties.
LORS qu'une partie de la grandeur est contenue preci-

sément tant de fois dans son tout, comme 2 fois, 3 fois,
4 fois, &c. elle s'appelle partie aliquote, ousimplement
aliquote.
ONdit aussi qu'elle en est la mesure; parce qu'elle la

mesurejustement estant prise autant de fois qu'il faut.
AINSI 3 est partie aliquote de 9 , parce qu'il y esttrois fois ; 5, partie aliquote de 10, parce qu'il y est 4

fois.
QUA N D les parties aliquotes d'une grandeur font au-tantde fois dans leur tout que les partiesaliquotes d'une

autre grandeurdans le leur, elles font appellées aliquotes
pareilles. Ainsi 3 & 4, font les aliquotes pareilles de 9 &
de 12, parce que 3 est autant de fois dans 9 , que 4 dans 12,l'un &l'autre y estant 3 fois.
LE toutest mesure à foymême, parce que toute gran-

deur est contenue une fois dans soy-même.

K

ON appelle portion toute partie aliquote ou non ali-
quote. Ainsi 4 est une portion de 13 ; 5 de 7.AXIOMES.

DE L'EGALITE' ET INEGALITE'.
LE tout est plus grand quesa partie.
LE tout est égal à toutes ses partiesprises ensemble.
LES grandeurs

égales
à une mêmegrandeur font éga-

les entr'elles.
Si à grandeurs égales on en ajoute d'égales, les tous

font égaux.
Si de grandeurs égales on en oste d'égales, les restes

feront égaux.
Si de grandeursinégaleson en oste d'égales, les restes

seront inégaux

VIII.

Ix.
X.
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XIII.

XIV

XV.
XVI.
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XVIII,

XIX
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SI à grandeursinégaleson en ajouted'égales, les tous
feront inégaux.
LES aliquotes pareillesde grandeurs égales font égales.

Par exemple, si 6 est égal à c, le tiers de b fera égal au tiersder, cela estmanifeste.
E T par la mesme raison deux grandeurs font égales

quand leurs aliquotes pareilles font égales. Siletiersdeb
est égal au tiers de c,b estégal à c, car 6 est égal à ses trois
tiers, & c aux trois tiens. Or si un tiers est égal à un tiers,
les trois tiers font égaux aux trois tiers: puis que ce n'est
qu'ajouter choseségales à choses égales. Donc, &c.
ONpeutmarquer ainsi qu'une grandeur est égale à une

autre, comme que b est égal àc, b nzc.DES QyATRE OPERATIONS,AIOVTER, &c.
ADDITION.

A j OÛTER ou Addition s'exprime ainsi b, plus c, & se
marque ainsi b -+ c. Et le tout s'appelle somme.

SOUSTRACTION.
SOUSTRAIREou Soustraction s'exprimeainsi6, moins c,

& se marque ainsi b -c. Et cela s'appelle reste oudiffe-
rence. MULTIPLICATION.
MULTIPLIER ou Multiplication s'exprime ainsibenc,

&semarqueainsib x c,ouplus brévement b c. Nousne
nous servirons que de ce dernier br.Où il faut remarquer qu'une grandeurmarquée par un
seul caractere comme b, ou c, s'appelle grandeur lineaire,
selon la 5e Supposition. Que quand on lesjointensemble
en mettant b c. cela ne veut pas dire que l'unefoit ajoûtée
à l'autre (ce qu'il faudroitmarquer par 6 +c, b plus c,)
mais que l'une est multipliée par l'autre, d'où naist ce
qu'onappelle produit.
QUE s'il n'y a eu que deuxgrandeurs lineairesqui ayent

esté multipliées l'unepar l'autre, ceproduit s'appellegran-
deur plane ou plan.
ET les deux grandeurs lineairesd'où ce plan a esté pro-
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duit, s'appellent ses deux dimensions ou les deux coitez.
ETfs c'estlamesme grandeur lineairequi a esté multi-

pliée par foy mesme, comme si b en b a fait b b, ce plan
s'appelle quarré. Et cettegrandeurlineaire saracine. On
marque quelquefoislequarréainsi £5 c'est à dire 6 quar-ré, ou b* c'est à dire b de deuxdimensions.
QUE si trois grandeurs lineaires font multipliées l'une

par l'autre,commet enc)&h cen d. ce qui fait b cd,ouce
qui estlamesmechose si une grandeur plane, comme hc
est multipliée par une lineaire comme par d., ce qui fait
aussi bcd, ce produit s'appelle solide, ou une grandeurà 3
dimensions.
ET si c'est unemesmegrandeurqui est multipliée 2 fois

par elle-mesme, comme b en b, & b b en b, ou ce qui estla
mesme chose si un quarré comme h6 est encore une fois
multipliépar b sa racine, ce qui fait b bb, ce solide s'ap-
pelle cube, & bla racinede ce cube.
0N marque quelquefois le cube ainsi b r. c'est à dire b

cube, ou b 3c'està dire b de trois dimensions.,,, Divisic)N.-
DIVISZR. ou Division s'exprime ainsi, b c divisé parp,

&. se marque ainsi - Et ce qui en naist s'appelle quotient,
& la grandeur de dessus , grandeuràdiviser, &. celle dedessous,diviseur.
C'EST presque toujours une grandeurde plusieurs di-

mensions qu'on divise par une grandeur de moins de di-
mensions. Car ladivisionestopposéeàla multiplication,
comme la soustraction à l'addition. D'où vient que la
multiplication du diviseur & du quotient fait une gran-
deur égale à la grandeur à diviser; parce que lamultipli-
cationrefait ce que la division avoit défait. Et d'oùvient
aussi par la mesme raison que si on veut multiplier une
grandeur divisée par le diviseurmême, on n'a qu'à osterle
diviseur, & la grandeur à diviserdemeurantfeule, fera

leproduit. Ainsile produit de g* en g est bc.
LA division est de peu d'usagedans le traité de la gran-

deuren general, parce qu'on ne sçauroit d'ordinaire dé-
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terminer un quotient qu'en descendant à quelque espece
de grandeur, comme l'étenduëou le nombre.
IL n'y a qu'une rencontre où on le peut,qui est lors

que le mesmecaracterese trouve dans la grandeur à divi-
ser & dans le diviseur. Car alors ostant ce caractere de
l'un & de l'autre,ce qui restera fera le quotient.
Ainsi ayantT le quotient fera c. -
Ayant bt. le quotient fera d.
Ayant bLd. le quotient fera c d.DESGRANDEVRS

INCOMPLEXESET COMPLEXES.
OUTRE ce que nous avons remarqué que l'on pouvoit

considerer les grandeurs comme n'ayant qu'une dimen-
sion, ou en ayant plusieurs : on peut encore considerer
toutesces sortes de grandeurs lineaires, planes,ou soli-
des comme incomplexes, ou comme complexes,
IE les appelle incomplexes quand on confidere une gran-

deur d'une ou de plusieurs dimensions à part, comme !J,
ou cd, ou mno, sans y rien ajoûter ou en rien oster.
ET je les appelle complexes quandon y enjoint d'autres

de mesme genre par un plus ou un moins, ou qu'onmar-
que par un chiffreàque la même grandeur se doit prendre
plusieursfois, comme b + c, ou b + ( + d

, ou b -+f-g"oubc -+fg,ou bc -+ fg,-mn.
Ou par des chiffres 3 b.Or comme il y a quelque difficulté un peu plus grande

pour faire les operations dont nous venonsde parler sur
les grandeurs complexes,nous en donnerons les principes
& les regles. PRINCIPES
pOUR. FAIRE LES QUATRE OPERATIONS

SUR LES GRANDEURS COMPLEXES.
r. CHAQUE grandeur incomplexe dont la complexeest
composée le peut appeller terme.
2. LE plus &le moins font appellez fanes.
LE plus -+ , signeaffirmatif, le moins,—signenegatif,

3. PAR toutoùn'est point lesignenégatif,l'affirmatif
efl
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est fous-entendu. Ainsi b -v c,vaut -+ b .+ c. Mais il fe-
roit inutile de marquer le plus au commencement.
4. LE plus & le moins d'une même grandeur ou ter-

me font égaux àrien, ou valent zero. Car l'un ostant ce
quel'autreamis, il ne demeure rien. Ainsi b —b,cen'est
rien,b + c. — c, ne vaut que b. Cela est aussi important
que facile.
5. LORS que le même terme est plusieurs fois repeté

dans une grandeur complexe , si c'est
toujours avec le

mesmesigne, soitaffirmatif, soit negatif, on peut ne le
mettre qu'une fois avec son mêmesigne , en marquant
par un chiffrecombien il doit estre pris de fois. Ainsi pour
b +c+ c -+ c , on peut mettre b plus 3 c , ou b + 3 c:
au lieu de 6-g-g-g, on peutmettre 6 moins 3 g, ou6-3 g.
6. MAIS silamême grandeurou termeest avec des signes
divers, on peut alors selon le principe 4, osterce terme
dela grandeur complexe autant de fois qu'il est avec un
plus &avec un moins. Ainsi b -+c -+c—c—c, ne vaut
que b, parce que c est autant de fois osté que mis, &ainsiilneresterien. Que s'il y avoitun plusdavantage, com-
me b-+c -+c-c, alors il le faudroit laisser une fois
avec plus b -4* c, 6c de même s'il y avoit un moins da-vantage. ADDITION

DES GRANDEURS COMPLEXES.
POUR ajoûter une grandeur complexe, comme b + c,

àune autre grandeur ou complexe commem --A- c, ou in-
complexe commem, il ne faut qu'y joindrelagrandeur
qu'on veut ajoûter & en conserver tous les signes, en ob-
servanttoujours que le figne affirmatif est fous-entendu
où il n'yen a point.
A Jp[Q

i- n.
ajouterm^n.jSommeb-vcm-vn.
A b-+C.

-.ajouterj"Sommebc-+mn.
- - - --QUEs'il y a des chiffres, il les faut laisser comme on
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les trouve.
A

A
2 b -+3 c.ajouter 5m—1-4».

Somme 2b -+3c-+3'ln +4 n.
LA somme estant trouvée, file même terme s'y trou-

ve plusieurs fois, on peut pratiquer ce quia estédit dans
le principe5 & 6. Ce qui soit dituneseule fois pour tou-
tes les autres opérations.SOVSTRACTION

DES GRANDEURS COMPLEXES.
POUR soustraire une grandeur complexe d'une autre

grandeur ou complexe ouincomplexe, il ne faut que l'y
joindre en changeant tous les signes de la grandeur qu'on
soustrait, 6c oblervant toujours que le signe affirmatifest
fous-entendu où il n'yen a point.

IL n'est pas difficile de juger pourquoy on change le
plus fous-entendu en moins dans le premier terme de la
grandeur à soustraire : car c'est en cela même que consiste
la soustraction. Mais d'abord on est surprisde ce qu'il faut
changer les signes des autres termes de plus en moins 6c de
moins en pltfd". Et neanmoins cela est assez facile à com-prendre, si on considere que pour oster m moins p, il nefaut pas oster m tout [eul; car ce feroit trop oster de p
(puisquem est plus grand que m moinsp) &assisi ayant
osté m parce qu'onatroposté, il faut ajoûter p qui est
ce qu'on a osté de trop. D'où il s'ensuit qu'il faut chan-
ger le ligne de moins qui estoit avant p, 6c qui faisoit qu'en
ostantm on ostoit trop, au figne deplus qui remet ce p
qu'on avoit osté de trop.
Et par la même raison il faut changer en moins le ligne

deplus quiestoit avant o, parce qu'on n'osteroit pas as-
fez sionostoit cet 0j ce qui se fait en l'affectant du figne
moins— o.
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MVLTIPLICATION
DES GRANDEURS COMPLEXES.

POUR multiplierune grandeur complexepar une autre
complexe ou incomplexe, il faut faire autant demulti-
plications particulieresque chaque terme de la grandeur
complexe peut estre comparé avec chaque terme de l'au-
tre grandeur.
DEsorteque multipliant le nombre des termes d'une

grandeuràmultiplier, avec le nombre des termes de l'au-
tre , on a le nombre des

multiplications partiales qu'il
faut faire pour avoir la multiplicationtotale, ou le pro-
duit total.
AINSI lors qu'une des deux grandeurs n'a qu'un terme

&L que l'autre en a deux, parce qu'une fois deux ne font
que deux, il ne faudra faire que deux multiplications par-
tiales de chacun des deux termes d'une grandeur par le
terme unique de l'autre.

LORS que les deux grandeurs ont chacune deux ter-
mes, parce que deux fois deux sont4, il faudra faire4
multiplications partiales pour avoir le produit total.

LORS que chacunea trois termes, parce que trois fois
trois font neuf, ilfaudra faire neufmultiplicationsqu'on
pourradisposer trois à trois en cette forte :

ôc ainsi à l'infini.
LA même chose se fait quand on multiplie des gran-

deurs planes par des grandeurs lineaires, d'oùnaissent des
grandeurs solides.
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VOILAce qu'ilfautobservergeneralement dans toutemultiplication des grandeurs complexes. Mais il y aunedifficulté particuliere pour sçavoir quand il fautmettre
les signes de plus ou de moins avant les produits des multi-
plicationspartiales.C'est ce qu'on apprendrapar ces troisRegles.PREMIEREREGLE.
PLUS enplusfaitplus; c'estàdirequelamultiplication

de deux termes qui ont chacun un plus exprimé ou sous-entendu,donne un produit qui doit avoir le signedeplus.
Cela estsans difficulté, & les exemplesqu'on a proposezlefontassez voir.

SECONDE REGLE.
PLUS en moins, ou moins en plus donnemoins. C'est à

dire que la multiplication de deux termes dont l'un a plus
ôc l'autre moins, donne un produit qui doit avoir le signe
de moins.

En
b
p—q p b—qb.parce que q amoins & bplussous-ent.

LA raison est que la multiplication partiale de pçnb
donne un produit plus

grand
que ne doit estre le total

parce que p—q est moindre que p simplement. Et parconsequentpour oster ce qu'on a mis de trop, il fautmul-
tiplier q en b ,& l'oster de p b, ce qui donne p 6—qb. Et
pour le faire voir encore plus clairement, il fautmarquer
p—fpar une feule lettre, comme par x. car alors le pro-duit de x en 6) qui est x b. fera égal au produit de6 enp—q, puisquep-qestégal àx. Or le produit de b en
p est égal au produit de b en x -+ q) puisquep est égalà
x H- q. Et il est clair que le produit de b en x -+ q. estbx^r b q. Et par consequentle produit de bpestantplus
grand que bx de p q, il faut oster p q, afin qu'il ne reste
que la valeur b x, qui vaut b en p— q.
CELA peut estre encore demonstré d'une autre forte.
PARl'hypothese p—q=x.& p==x-+ q.
DONCc'estla même chose de multiplierb par x, que

de le multiplier par p —q.
ET c'est aussi lamême chose de multiplier b par p, que
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de le multiplier par Je H- q, qui est égal àp; c'est àdire
que b p— b x H- bq.
ET par consequent la premiere multiplication partiale

donnant pour produit b p , qui est égal ibx +bq, com-
me la multiplication totale ne doit valoirquebx, il faut
oster b q de bp, afin qu'il ne vaille que bx. Et c'estce
qu'on faiten mettant le figne negatif à la seconde mul-
tiplication partiale qui donne pq,& ainsi le produit
de J-—q j*est bp—bq.
IL s'enfuitdelà que le produit de b -+dparb-d est

égal au quarré de b, moins le quarré de d.h-+d.
Car b—d. bb,{-+bdbd.)—dd.
OR par le 5e principe -+bd-bd ne valent rien, &

par consequent les ostant comme ne faisant rien, ilresteb-dd.
TROISIEME REGLE.

MOINS en moins donne plus:c'està dire que lamulti-
plication de deux termes qui ont tous le signe de moinsdonne

unproduit qui doit avoir le signe de plus.
b-a.p-q ép—bq—pd—bdq.

CELA paroist bien étrange, & en effet il ne faut pas
s'imaginer que cela puisse arriver autrement que parac-
cident. Car de soy-même moins multiplié par moins ne
peut donner que moins. Mais ce qui fait qu'on met plus,
c'est que ces deux termes qui font tous deux avecmoins
estantmultipliez par les termes qui ontplus, on fait par la
2e Regle deux multiplications negatives ou affectées de
moins, dans lesquelles on a plus osté qu'il ne faloit, de
forte qu'on ne met un plus à la multiplication de ces deux
termes affectez de moins que pour remplacer ce qu'on a
osté de trop.
POUR lefaireentendre,supposonsqueb—dsoit égalàx,&p—qégalày; il s'ensuitdelà que la multiplica-

tion totale ne doit valoir que xy.
OR la premieremultiplicationqui estbp, vaut autant
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quex -+ dpary +q , puisque b vaut x + d,&P vaut
-y-+q.

De forte qu'on met de trop yd-+qx-¡..dq.
Mais on fait en fuite deux autres multiplications partia-

les toutes deux negatives, dont l'une est—pd, & l'au-tre-bq.
Or la premiere

3
qui estpd, est égale ày+ q pard,puisquey - q=p c'està direquepd=yd -+ dq.

Et la secondequi est b q, est égale à x +d par q, puis
quex -¡.. d== b c'estàdire que 6 q-x q -+ dq.
Et par consequent ces deux multiplications oftent 4

choses,yd.+b x q. —f- dq. —f*dq.Or elles n'en doivent oster que trois, sçavoir y d -+ x q+dq. Et par consequent elles ostent de trop une fois dq
( qu'elles oftent deux fois)qui est leproduit des deux ter-
mes affedezde moins. Et c'est ce qui oblige demettre un
plus à cettemultiplicationpour remplacer ce qu'on avoit
osté de trop.
DE LA il s'enfuit que b-dparb-dvaut les deux

quarrez b b&ddmoins 1 fois b d.

C'EST sur cela aussi qu'est fondée une invention fort
aisée de trouverlesmultiplications des nombres depuis 5
jusqu'à10.
Il ne faut que baisser les 10 doigts, puis relever d'une

main autant de doigts qu'il s'en faut que l'un des nombres
qu'on veutmultipliern'aillejufqu"aio ;

commesicenom-
bre est 8, en relever 2, 6c de l'autre de même autant qu'il
s'en faut que l'autre nombre n'aille jusqu'àdix; commesi
ce nombre est7,en relever 3: cela fait il faut conter autant
de dïxaines qu'il y a de doigts baissez, &multiplier les
doigts levez d'unemain par ceux de l'autre, en ne lespre-
nant que pour des unitez, 8con aura le nombre qu'il faut.
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La raison decela est quonnesait en cela que multi-
plier

Car en baissant tous les doigts, on fait la premieremul-
tiplication partiale qui donne dix dizaines.
En levant deux doigts d'une main on fait ce que doit

faire la seconde multiplication partiale, qui est de -+ 10.
par-2, ce qui donne-zo car en levant deux doigts
on oste deux dizaines.
En levant 3 doigts de l'autremain on fait encore ce que
doit faire la troisiêmemultiplication partiale, qui est de
-f10 par-3, ce qui donne-30: car en levant 3 doigts
on oste trois dizaines.
Etenfin enmultipliant les doigts levez d'une main par

ceux de l'autre, on multiplie- i par -3 , ce qui donne+ 6 par la raison que nous avons dite,qui est que les deux
multiplications negatives ont osté cela de trop. Car la
premiere ostant2fois10, a osté 2.

fois 7 plus2 fois 3. Et la
seconde ostant 3 fois 10, a ailé 3 fois8, plus 3 fois 2. Et
ainsi elles ont osté deux fois 3 fois 2, qui n'en devoient
estre ostez qu'une fois.
Car 10 fois 10 est égal à

-

par
7>-*y
8-r2.

Ce qui fait 7 fois 8-f8 fois 3+2 fois 7-4-2 fois 3.Etains10 fois 10 n'cil plus grand que 7 fois 8 ( qui est
ce que l'on cherche) que des trois dernieres multiplica-
tions,8 fois 3, 2 fois 7,2fois3. Etainsicette dernieren'endoitestreostée qu'une fois, & sionl'aostée deuxfois,il
la faut remettre une fois: comme on fait aussi en mettant
plus à la multiplication de moins 3 par moins deux.QuatrièmeRÉGLÉ.
QuA ND les termes se trouvent avec des nombres, il
faut multiplier lesnombres parlesnombres, & lestermes
par les termes pour enavoir lesmultiplications partiales,
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1 en gardant les réglés precedentes pour ce qui est desplus
,L"z desmoins.

THEOREME
POUR EXEMPLE DE LA MULTIPLICATION

DES GRANDEURSCOMPLEXES.
De 4 grandeurs deux estant égales & les deux autresinégales, le produit d'une égaleplus une inégale par l'au-

tre égale plus l'autre inégale, est égal au produit d'une
égale par les trois autres, plus le produitdes deux inégales.
Soient les 4 grandeurs x. x. b. c.Il est clair que des 3 produitsmarquez dansle Theoreme
Lepremier qui estenx-+c

Efl: égal au fecod qui
esten*^C'
en x. ce qui faitxx. xb.xc.

f Plusletroifiémey.r Plusle troiliélue
en c ce qui fait b c.
1. COROLLAIRE.

Trois grandeurs estantdonnéescomme b. x. c. le pro-duit dela l plus la 1 par la2 plus la 3, est égalau produit
des 3 parla 1 plusleproduitdela i par la derniere. C'estlameîme chose.

2. COROLLAIRE.
CeTheoremefait voirsurquoy estfondée cette regle

d'Arithmetique pour la multiplication des nombres di-
gites. On regarde de combien chacun estdifférentde10.
On oste du 1 la difference du 2, & ce qui reste est pris pour
dizaines; puis ayant multiplié les deux differences, le
rout fait le produit de ces deux nombres digites.
Ainsi 7 fois 8 font 56 , parce que la difference de 7d'avec 10 est3,& cellede 8,2. Ostantdonc 2.de 7, reste 5,

ce qui me donne jo ; & multipliant 2 par 3,c'est 6. Doncle tout est 56.
Mais



Mais voicy comment cela revient au Theoreme pre-
cedent.

2 est la difference de 8
d'avec 10 que je mets fous

-

7 , 6e 3 la différence de 7d'avec 10 que je mets tous 8. Puis ostant 1 de7, reste 5
queje marque au costé gauche de2. Etostant-3de8,reste
aussi 5 que je marque en fuite de 3.
l'ay donc 4 nombres dont les extrêmes font égaux.

Et il faut renlarquer;
1. Que les deux premiers d'embas font égaux au pre-

mier d enhaut, 2c les deux derniers au dernier d'enhaut.
2. Que les 3 premiers valent 10necessairement,parce

que le 3 estla difference du 1 d'enhaut d'avec 10, & les
deux premiers d'embas valent le 1 d'enhaut.
Donc quand je dis 10 fois 5 ce quifait50, c'estla mê-

me chose que de multiplier les 3 premiers qui valent 10
par le dernier (5) qui est un des égaux.
Et quandje multiplie les deux differences, c'etfmulti-

plier les deux inégaux.
Donc ces deux produits doiventestre égaux au produit

des deux premiers par les deux derniers, qui est la même
chose que le produit des deux d'enhaut, quiest ce que
l'on cherchoit. DIVISION

DES GRANDEURS COMPLEXES.
ELLE n'a rien de particulier, & il ne faut que mettre la

grandeurà diviser au deiTus & le diviseur au dessous.

DES EQVATION S.
TOUTE égalité entre deux grandeurs se peut appeller

équation: mais pour l'ordinaire on donne ce nom à l'é-
galité de deux grandeurs complexes, comme bp +fg
z=zmn—fst.
Ou au moins dont l'une elt complexe, comme b -+ c=d.
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Chacune de ces grandeurs égales peut estre appellée
membre de l'équation.
IL est souvent très utile de trouver des équations, Se

l'un des plus grands secrets pour les trouverest de pou-
voir donner à une même grandeur diversesdénomina-
tions, parce que souvent une dénomination enfaitvoir
l'égalite avec une autre grandeurqu'une autre dénomi-
nation n'auroit pas fait voir,
Ainsi aiant une grandeur comme b partagée en deux

portions, commec &d, on peut nommer chaque portion
oupar son propre caractere, comme c, ou par le caractère
du tout moins l'autre partie. Car il est bien visibleque b
estant égal àc -+ d chaque partie est égale au tout moinsl'autre partie,6cqu'ainsic=b—d.Etdz=ib—c.
Or il ya beaucoup de rencontres où il est plus avanta-

geux de nommer une partie du nom du tout moins l'autre
partie que de luy donnerun nom propre. Commeaucon-
traire il est quelquefois plus utile de donner un nom pro-
pre à ce qui est marqué par une grandeurmoins quelque
chose, comme nous avons veu dans les réglés de la multi-
plication.

THEOREME.
L Aplus importante observation touchant les Equa-

tions est celle-cy.
On peut transferer chaque terme d'un des membres

d'une equation en l'autre sans en troubler l'égalité, pour-
veu qu'on en change les lignes, c'essà dire quel'ostant
d'un des membres où il estoit avec plus, on le mette dansl'autre avec moins ou au contraire.Parexemple,b—f-d-=.f.
le puis transporter d en l'autremembre en changeant

designeiftmettant
b=f—d.

Et si au contraire on avoitb-d-g.
On pourroit mettreb -+d.
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Que si on tranfportoït tous les termes d'un membre
dans l'autre membre en les changeant: chacun de figne, le
membre ouon auroittranfporté tous les signes feroit égal
à rien, commeferoit celuy d'où on les auroit tranfportez^
Carsi

b —f d-fp —f q-r.
y d—f—p— —fr—àzéro.

Et si on ne laisse d'un cossé qu'un terme avec unmoins ycela fera que le membre où on aura transporté les au-
tres termes fera égal à zero moins ce terme - là,

b —Fd=zf—g.
b•—f- d-f-g.

C'eftàdire fera moins que rien. Ce qui semble inlpoffi-
ble à concevoir, quoy que cela ne soitpas sans exemple
mêmedans le langage commun, puis qu'on dit d'unhom-
me endebté qu'il s'en faut vingt mille escus qu'il n'ait
un fou.
LAraison detout celan'est autre que les deux maximes

de l'égalité.
Si à grandeurs égales on en ajoute d'égales, les tous

feront égaux.
Si degrandeurs égales on en oste d'égales, lesreflet°feront égaux.
Carsi b—dz=z^
En ajoutant d de cofté & d'autre ils demeureront'

égaux.
Or pour ajoûter dau membre oùil tVtZVQCmoins,je

n'ay qu'à le retrancher;puis qu'aussi bien si je l'avois ajou-
té en disant,h-d -+ d.,- d & --r d. ne feroient rien par le 4e principe:
Et pour ajouter d à l'autre membre où

il n'en:point
du tout, il fautqueje l'y mette avec plus en disantg -+ d.
Et par consequent ce transport d'un termed'unmem-breenunautre en changeant le moins en plus ne fait qu'a-jouter choses égales à chofes égales, ce qui ne trouble

ii'~ < 1point l'égalité.
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Et si j'avoisb-f.dz=zf.
En retranchant d de costé& d'autre ilsdemeureront

égaux.
Or pour retrancherd du membreouil est avec un plus,

je n'ay qu'à l'ostertout à fait,puis qu'on ne peut pas mieux
le retrancherqu'en le supprimant.
Et pour le retrancher dumembre où il n'estoit point du

tout, il faut l'y mettre avec un moins, en disantf— d.
Et par consequent cetransport d'un terme d'unmem-bre à un autre en changeant le plus en moins, ne fait qu'o-

ster choseségales de choses égales, ce qui ne troublepoint
l'égalité. EXEMPLES.
DE LA SOLUTION D'UN PROBLEME PAR EQUATIONS.
ON feint qu'une Mule allant avec uneAsnesseseplai-

gnoicd'être trop chargée, & que laMule luyditj Si je
t'avois donné un demes sacs, nous en aurions autant l'une
que l'autre: & si tu m'en avois donné un des tiens, j'en
aurois le double de toy.
On demande combien chacune portoit de sacs. Et on

le trouve ainsi.
Le nombre inconnu des sacs de la Mule foit appelle A.

6c de l'Ameue B.
Par la premierehypothese
A-I==.B-+I.

Doncajoûtant 1 de part 6c d'autre
A =B—b2.Par l'autre hypothese.
A -+ 1 est égal à deux fois B—1, c'est à dire à2 B —2»

Donc enmettantau lieu d'A, B -+2 qui luy est égal.
B-4 3=2B—2.

Donc ajoutant 2.
de part & d'autre

B-+ 5=2B.
Donc ostant un B de part & d'autre

5==B.
C'esta dire queB, le nombre des sacs de TAfnefle, est;y,

& 7 celuy des sacs de laMule.
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SECOND EXEMPLE.
AVANT rencontré des pauvres & leur voulant donner

à chacun 5 sols, j'ay trouvé que j'en avois un de trop peu.
Et ainsi ne leur en ayant donne qu'à chacun 4, il m'enest:
resté 6. Combieny avoit-il de pauvres, "z combien avois-
je de fols.
Soit le nombre des pauvres appelle A.
Par l'hypothesejA—1z-sz4.A-Ï 6.

Doncajoûtant1depart&d'autre
5A=4.A-+j.

Doncostant 4 A de part & d'autre
A=7.

Donc il y avoit 7 pauvres. Et j'avois34fols.TROISIÈME EXEMPLE.
N'AYANT que des Carolus deio deniers & des pieces

de 3 blancs de 15 deniers, faire 20 sols en 20 pieces.SoientappeliezlefolA. :

Le CarolusB=A—2den.
La piece de trois blancs C==: A -t- 3 den.
Multipliant B par la différence de C à 4, c'estàdire

prenant 3 B,6c C par la différence de B à A, c'est à dire
prenant2 C.
le dis que 3 B -+ 2Cvalent 5 A.Car5B=3A—6d.
Et 2.C-z46d.

Or plus & moins.valent zero. Donc, &c.
Or 4 fois 5 valent 20.
Donc 4 fois 3 B c'est à dire 12 B ,

& 4 fois i C, c'est à
dire 8 Cvalent20A. Ce que l'on cherchoit.
Cette equation est le fondement d'une réglé d'Arith-

metique qu'on appelle la regle d'alliage. v
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NOVVEAVX ELEMENS
DEGEOMETRIE

LIVRE SECOND.
DES PROPORTIONS.

DE LA COMPARAISON DES GRANDEVRS-
DIFFERENCE ET RAISON.

,-- DEFINITIONSET DIVISIONS.
Es grandeurs de mesme genre s'appel-
lenthomegenes

3
comme deux nombres,

deux-lignes,deuxsurfaces.
DE divers genres eteroqenes 5 comme

un nombre& uneligne j une surface &unsolide.
QUANDon comparedeux grandeurs homogènes en-

semble, le premier terme de cette comparaisons'appelle
antecedent: & le fécond consequent.
OR cette comparaison se peutfaire endeux manières.
La premiere est quand l'une eslans plus grande que

l'autre on regarde de combien la plus grande surpassela
plus petite ce qui s'appelle excès ou différence; comme

1.

11.

JIi.

IV.



de combien A surpasse B. Cette différence se peut ex-
primer ainsi A—B.
L'AUTRE est quand onconfidere la maniere dont une

grandeur est contenuë dans une autre, ou en contient une
autre, ce qui s'appelle raifort.
CONTENIR &: estrecontenuontun rapport si naturel

& l'un s'entend si facilement par l'autre, que je ne parle-
ray plus que d'estre contenu.
LA maniéré dont une grandeur est contenuë dans une

autre que nous avons dit s'appeller raison, est encore de
<leuxfortes. L'une est quand la grandeur ou quelqu'une
de ses aliquotes est contenuë tant de fois precisément
dans une autre,ce qui s'appelleraison exarle) ou raison de
nombreànombre, parce que tous les nombres ontentr'eux
cette raisonaiant tous au moins l'unité pour une de leurs
aliquotes qui est contenue precisément tant de fois dans
tout autre nombre que ce foit.
LES grandeurs qui ont entr'elles cette raison dénom-

bre à nombrefont appellées commensurables, parce qu'el-
les ont quelque aliquotequi leur fertdemesure commune.
L'AUTREmaniéré félon laquelle unegrandeurest con-

tenue dans une autre, est quand il ne fè trouve aucune
aliquote dans l'une qui foit precisément tant de fois dans
l'autre. De forte que l'une & l'autre aiant une infinité
d'aliquotes & de mesures, il n'yen a aucunenéanmoins
qui mesure precisément l'une & l'autre grandeur, mais
celle qui mesure precisémentla premiere ne mefiireraja-
mais precisément la [econde, &. celle qui mesure precisé
mentla fécondé ne mesurejamais precisément la premie-
re. Cette raison s'appelle sourde.
ET les grandeurs qui n'ont entr'elles que cette forte

de raison s'appellent incommensurables
3
parce qu'elles

n'ont entr'elles aucunemesure commune.
LA raison exacte ou de nombre à nombre se divise pre-

mièrement en ralfond'ézalité, ou d'inégalité.
LA raison d'égalité est fondéesur ce que l'uneestcon-

tenueprecisémentune fois dans l'autre.
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LA raison d'inégalité se divise en celle qu'on appelle
de plus grande intgalité, qui est quand on commence parle plus grand terme en le comparant au plus petit, com-
me 3 az.
ET celle de moindre inégalité, qui est quand on com-

mence par le plus petit terme en le comparant au plusgrand, comme 2^3.
QUE si ce ne sont que les mêmes termes dont l'ordre

est feulement renversé, l'une de ces raisons est appellée
inverse au regardde l'autre.
L'UNE& l'autre de ces raisons d'inégalité est multiple

ou non multiple.
ONl'appelle multiple quand une grandeur entiere est

contenuë plusieursfois precisément dans une autre. Car
alors celle qui contient est appelléemultiple de celle qui
est contenue, &celle qui est contenuë fous-multiple. Et
l'une & l'autresesubdivise à l'infini selon l'infinievariété
des nombres; double * triple, quadruple, &c. moitié,
tiers, quart.
LA raison non multipleest quand iin'ya que quelque

aliquote de la grandeur, & non pas la grandeur entiere
qui soit contenuë precisément dans l'autre grandeur. Et
cette raison se subdivise encore à l'infini, & reçoitdiffe-
rensnoms: mais le plus court est de les nommerselon les
plus

,
petits nombres ausquelselles se rapportent, commede3à5,de7à13,&c.
DES PROPORTIONS.

DEFINITIONSET DIVISIONS.
Nous venons de dire que les comparaisons de deux

grandeurs entr'elles s'appellent difference, ou raison.
Mais on peut comparer ensemble ces comparaisons

mêmes,&c'estdelà que vient ce qu'on appelle propor-
tion.
CAR l'égalité des differences ou des raisons s'appelle

proportion: celle des différences proportionArithmétique,
& celle des raisonsproportion Geometrique.
ONvoit par là que chacune des deux différences, ou

des
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des deux raisonsdont l'égalité fait la proportion deman-
dant deux termes , chaque proportion en demande 4.dont le premier est un antecedent, le fecond son conse-
quent : le troisiéme un antecedent, &le quatriéme son
consequent. Cequi se peutmarquer ainsi h.c:: f. g.
ET deplus, le premier & le dernier terme s'appellent

les extrêmes, le 2 & le 3 ceux dumilieu, ou les moyens.
NEANMOINS une mesmegrandeur peut servir de con-

sequens au premierantecedent, 6c d'antecedentau second
consequent: 6c alors cette proportion est appellée conti-
nuefit. la grandeurqui est ainsi prise deux fois moyennepro-
portionnelle. Comme b.c : : c. d.
On peutmarquerainsi cette proportioncontinuëpour

la distinguer de l'autre -:7- b. c. d.
QUE si cela se continuë plus loin que ces 3 premiers

termes, cela s'appelle progression,b. c. d.f. g, &c.PROPORTION ARITHMETIQUE.
DANS la proportion arithmétique la différence du

premierantecedent à son consequent est égale à la diffé-
rencedu le antecedent àfon consequent.

3.47: :8.412.
THEOREME.

LA plus considerable propriété de la *proportion ari-
thmétiqueest que les extrêmes ajoutez ensemblerbnt
unesomme égaleàcelle des deuxdumilieu. Ce qu'il est
aisé de montrer en reduisant les termes à une commune
dénomination: ce qui est un des plus grands secrets dans
la Géométrie.
Car si b est arithmetiquement à c comme m àn. C'cll:

à dire si la difference debàcestégale à la difference de
m à n, appellonscette difference z, & supposant que ctelt
b qui est plus grand que c,&m que n, 6 fera égal à c -+Z,
&. m à n -+z, & ainsi la proportion se pourra reduire à
ces termes,

c-+ c:m-h-aj. n.
Et par consequent l'addition des extrêmes. donne

cz --i-n.
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Et l'addition de ceux dumilieu donne aussi c +n -+ !Ce qui estlamême chose.
AVERTISSEMENT.- - l 1 alE nediray rien davantage de la proportion arithmetique,

parce quellen'estpas de grand usage, & que quand on parle
absolumentdeproportion on entendLa Geometriquej outre que,toutcequiJeditde laproportionGeometrique se peut appli-
queral'arithmétiquefrourveu que l'onprennegarde que l'Ad-
dition & la Soufiraïlionfont danslaproportion arithmeti-
que,cequela Multiplication &la Divisionfontdansla Geo..
metrique.
DE LA PROPORTION GEOMETRIQUE.

DÉFINITION.
LORS que la raison d'unantecedent ison consequent

est égale à celle d'un autre antecedent à un autre conse-
quent,cetteégalité deraisons, corne nous avons déja dit,
s'appelleproportion Geometrique,&absolumentproportion.
Et ces 4 termes,proportionels.
Et les deux extrêmesau regard des deux moyensy réci-

proques.Etcelas'exprimeainsi,
b est à c comme à g.

Ou b est à c en
même

raison que sa g.
Ou laraifon de 6 à c est égale à la raison de f à g.
Et se marque ainsi,

b. c:; f. g.
Quand la proportion est continue elle se peutmarquer

de même, en repetant deux fois le termedu milieuJ qui
s'appellealors moyenproportionel.

b. c:: c. d.
Ou bien ainsi,

.:..:- b. c. d.
I. DEFINITION DE L'EGALITE' DES RAISONS.*
V oic Y la premiere notion de l'égalité de deux

raisons.
Deux raisons font appellées égales quand les antece-

dens contiennentégalementles consequens, oufontéga-

xxvir,
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lement contenus dans les conlequens.
Dans la raison d'égalité, contenir &; estre contenu font

la même chose.
Mais dans les raisonsd'inégalité cela estdifferent. Car

dans celles de plus grande inégalité lesantecedens con-
tiennent lesconsequens, parce que Ton compare le plus
grand terme au plus petit.
Mais dans celles de pluspetite inégalité, les antecedens

font contenus dans les consequens, parce que l'on compa-
re leplus petitterme au plus grand.AVERTISSEMENT.
CETTE notion del'égalitédesraifonsfuffiroitjilefioittou-

jours aisé dejugersi les antecedens font également contenus
dans les consequens. Mais parce que cela eftfouventdifficile,
voicy des proportions naturellement connues qui serviront
d*Axiomespour lefairejugerparlemoyen d'unefecondede-
ifnition qui nefera quune explicationde la première.
PROPORTIONS NATVRELLEME NT

CONNVES.
PREMIER AXIOME.

LE multipled'une grandeur est à cette grandeur, com-
me le multiple pareil d'une autre grandeurest à cette au-
tre grandeur. Et au contraire une grandeur est à fou
multiple comme une autre grandeur est à fou multiple
pareil.

3 B. B:: 3 C. C.
B. 3B :: C. 3C.
SECOND AXIOME.

LES multiplespareils de deux grandeurs font entr'eux
comme ces grandeurs: &au contrairedeux grandeurs font
entr'elles comme leurs multiples pareils.

3 B. 3 CB. C.
B. C :: 3B. 3C.
TROISIÈME AXIOME.

LES multiples differens de la même grandeur sont
entr'eux

) comme les multiples d'uneautregrandeurpa-
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reils aux premiers 3
chacun à chacun 6c dans le même

ordre.
3B. J2? :: 3C. 5C.
QUATRIÈME AXIOME.

LES multiples pareils de deux grandeursfont entr'eux
commed'autresmultiples pareils des mêmes grandeurs.

3 B. 3 C : : 5B. 5 C.AVERTISSEMENT.
TOUT cequefayditdesmultiples sepeutdiredesaliquo-

tes5 nefiant que lamême chose fous un autre nom. Car toute
grandeur est multiple deses aliquotes, & aliquote de ses
multiples.

CINQUIÈME AXIOME.
LES equimultiplesde deux grandeurs demeurentequi-

multiples chacun de sa grandeur, si on ajoute ou l'on oste
à l'un Ôc à l'autre d'autres equimultiples dela grandeurde
chacun.

5 A,&5 B fontequimultiples l'un deA & l'autre de
B, si l'on ajoute à l'un 3 A & à l'autre 3 B. Ilestvisible
que 5A-+3A&5B-+3B feront encore equimultiples
de A & de B.
Et demesme 54-34 6c yB—3B.

SIXIEME AXIOME.
DEUX raisonsestant égales, les inverses le font aussï.
Caruneraisonestinversede foy-même quand on en a

transposé les termes, & que de l'antecedentonen afait le
consequent. Or dans lesraisons d'égalité cette transpo-
sition ne fait rien.
Mais en celles d'inégalité elle fait que la raison qui

estoit de plus grandeinégalité en comparant le plus grand
terme au plus petit, ce qui faisoit que l'antecedentcon-
tenoit le consequent,devientde plus petite inégalité en
comparant le plus petit terme au plus grand, ce qui fait
que l'antecedent est contenu dans le consequent.
Or il estvilibleque contenir&estre contenu estantdes

termes relatifs & réciproques, lesantecedens de deux rai-
sons ne peuvent contenir également les consequens ( ce
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qui doit arriverquand deux raisonsdéplus grande inéga-
lité font égales) que les consequens ne soient également
contenusdans les antecedens.
Et ainsi tout ce qui arrivera quand on transposera les

termes de chacune deces raisons ce qui est les rendre in-
verses, fera que les nouveaux antecedens feront égale-
ment contenus dans les consequens : ce qui montre que
ces raisonsinverses font encore égales.SECONDE DEFINITION

DE L'E GALITE' DES RAISONS.
DEUX raisons font appelléeségales quand toutes les

aliquotes pareilles des antecedens font chacunes égale-
mentcontenuesdans chaque consequent.
Pour mieuxcomprendre cette definition qui est une desplus

difficiles de la Geometrie, soient les 4 grandeurs qu'on veut
montrer estre proportionnelles b. c.f. d.
Soient les aliquotes quelconques de 6

>
premierantece-

dent, appelléesx, & les aliquotesquelconques du second
antecedent pareilles à celles du premier appelléesy: en
forte que si x est ou la ~l ou la ~- ou la -;;.-;; du premier
antecedent,ysoitaussi oula ~-1 ou la- - ou la~* duse-cond. Il s'ensuit de là par le1erAziomequeb.x::fy: &
par le second, que b. f: : x. y.Cela estant supposé, afin que selon cette definition les
4 grandeurs b. c. f g. soientproportionnelles,il faut que
x &y (aliquotes quelconquespareillesde b & d'f) soient
également contenues dans c & dans g. C'est à dire que si
xest precisément tant de fois dans c, y soit auill precifé-
mentautant de fois dansg. Et alors la raison de chaque
antecedent à son consequent est de nombre à nombre.
Mais si x n'est jamais precisément tant de fois dans c,

mais toujours avec quelque residu , il faut qu'y soit aussiautant de fois dansg, mais avec quelque residu: & alorsleurraisonestsourde.
Ce qui semble étrange en cecy efl que les deux antecedens

ayant une infinité d'aliquotes pareilles, on puissè estreasseuré
quesi cellesdupremiernefontjamais précisémenttant de fois
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dans sonconsequent, il en foitdemêmedecellesdufécondan-
tecedentau regarddeson consequent.Mais onverra plus bas
par une nouvelledemonflrationdes lignesproportionnelles,qus
nonfeulement cela peut cflre3 mais qu'onen est effeFlivement
asseurèavecune entiere certitudelorsquedansleslignesilriy
a auuneraisonsourdede tantecedcntauconfèqucnt. y
- PREMIER COROLLAIRE.
Quandx&y ne font pas precisément tant de fois danslesconsequens, mais qu'il resse quelque chose,leresidu

du premier consequent soit appelle r? & celuy du se-
cond,r.
Et alors les aliquotes quelconques pareillesd'x 6c d'y

feront également contenuës dans r 6c ry- d'où il s'ensui-
vra que

x. r:: y.r.
Car supposons que la 1re proportion foit réduite en

ces termes selon les premieres aliquotes qu'on y a consi-
derées. b.c:: f. g.

5x. 3.x-±r:: 5y. 3y+r.
le dis que les aliquotespareilles d'x & d'y feront égale-

ment contenuës dans r, 6c r.
Soient par exemple x d'x, 6cy ~-; d'y. Si x est dans

r 7 fois -+r, y doit aussi estre dans r 7 fois -+• 1j en sorte que
cette seconde proportion fera telle.

x. y:: y. r.
Iox. 7.x+r.10y. 7_Y-Fr.

Si celan'estoit, la 1re proportion auroitesté fausse.
Car b valant 5 x, 6c chaquex.ioxJ vaut 50 x, & par la

mêmeraison,f5oy.
c valant3x+r, & les 3x valant 30 x, Be. r, 7 *+r, C

vaut en tout 37 x-tr.
Et par consequent il faut que g vailleaussi 37 y -+ r, au-

trement *-1; deb, 6c y - ,
defne seroient pas également

contenues dans c, & dans f, & ainsi il faut que
la
1re Pro-

portion pour estre vraye se puisse reduire à ces nouveaux
termes.

XXXIX



b. c:: f. g.jo*.x-+r:;jfo_y. 57y-+r«
Donc les aliquorespareilles d'x & d'y font également

contenues dans r & r.
Donc x. r -:: y. r. -Ce qu'ilfalaitdémonstrer.

SECOND COROLLAIRE.
ON peut voir par là que la difference qu'il y a entre

l'égalité des raisonsde nombre à nombre, 2c celledes rai-
sonssourdes, est que la premieresemonstrepositivement,
& la feconde negativement, en ce qu'on n'y peutjamais
trouver d'inégalité.
FONDEMENT DE CETTE SECONDE
DÉFINITION DE L'EGALITE'DES RAISONS.
CETTE secondedéfinition a pour fondement la pre-

miere & les axiomes des proportions naturellementcon-
nuës , n'estant en

effet qu'un moyen qui fait voir que
les antecedens contiennent également les consequens,
ou qu'ils en font égalementcontenus,en reduisant la pro-
portion à quelqu'une de celles qui font naturellement
connues.
C'est ce que l'on fait en prenant les aliquotespareilles

des antecedens, & considerant si les unes font autant de
fois que les autres contenües dans les consequens. Car
alorson fait les deux termes de la premiere raisonmulti-
ples d'une même grandeur, & les deux termes de la fé-
condemultiples aussi d'uneautre grandeur: De forte quesilesantecedens font equimultiples chacun deleur gran-

* deur & lesconsequens demême, il s'enfuit que ces raisons
font égales par le 3e Axiome.
C'est ce qu'on a déja veu dans le premier Corollaire,

& on y a reconnu aussi que cela n'est pas seulementvray
dans les raisons de nombre à nombre

,
mais aussi dans les

raisons sourdes, autant que cela le peut estre, selon ce qui
a esté dit dans le second Corollaire.

PREMIER THEOREME.
DEUX grandeurs qui ont même raison à une même
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grandeur font égales, & si elles font égales elles ont même
raison à une même grandeur.
Exemple. Si

b. d::f. d.
ledis quebest égal àf. Carafin que b &faientmême

raison àd, il faut que leurs aliquotes pareilles soient éga-
lement contenuësen d.s.38. Ce qui ne peutestre qu'elles
ne soient égales, estant clair que les plus grandes y fe-
roient moins contenues que les plus petites. Or deux
grandeursfont égales quand leursaliquotes pareilles font
égales. I.23.
Que si on supposeau contraire que b & fsont égales, il

s'ensuivraqu'elles aurontmême raison à une même gran-
deurcommed. Car estant égales leursaliquotespareilles
feront égales ( 1.22.) & par consequent également con-
tenuës dans d. Ce qui estlamêmechose qu'avoirmême
raison à d. s.38.

SECOND THEOREME.
LORS que deux grandeurs font multipliées par une

mêmegrandeur, elles font en même raison estant multi-
pliéesqu'avant qu'estremultipliées.
Ce n'est presque que le 2e Axiome. Mais on le peut

encore prouverpar la 2e Definition.
b. c : : f b. fc.

Soit x aliquotequelconque de byfx fera l'aliquote pa-
reille defb (parI.50&51.) Et par lamêmeraison fx
seradansf c autant de fois qu'x fera dans c. Donc si par
exemple b vaut IOX, & C,9 x,fb vaudra 10fx, &fc,
9 fx, Et ainsi la proportion fera la même que celle du
3e Axiome.

b. c:: f b. f c.
10*.9*:: 10fx.9fx.

Et quandil n'y auroit qu'une raisonsourde de b à ci cela
n'empescheroitpas la proportion. Car si x (aliquote quel.
conque de b) n'estoit jamais tant de fois dansc qu'avec
quelque residu;fx ( aliquotequelconquepareille de fb )
seroitautant de fois danfc, mais toujours aussi avec

quelque
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quelque residu. Et par consequent ces 4 grandeurs se-
roient proportionnelles selon ce qui a esté dit s.38. Et
cette proportion se pourroitexprimer ainsi,

b. c:: fb. fc.
10x. 9x+r::10fx. yfx-+fr.
TROISIEME THEOREME.

DEUX raisonségales à unetroisiéme raisonsont égales
entr'elles. v

Car si toutes les aliquotes d'f & dm font chacunes
autant contenuesdans leurs consequensg &n que toutes
les aliquotes de b font contenuës dans sonconsequentc,
il est clair que toutes les aliquotes pareilles d'f& d'm fe-
ront aussi entr'elles également contenuesdans leurs con-
sequensg &n. En quoy consistela proportions.38. Cela
se peutmarquerainsi,

Et ce fera la même chose dans les raisons sourdes, en
ajoûtant feulement aux trois consequens , plus le re-sidu.

QUATRIEMETHEOREME.
DEUXgrandeurs demeurent en même raison , quoyqu'on ajoute à l'une & à l'autre, ou quoy qu'on en oste,

pourveu que ce qu'on ajoûte àla premiere, ou ce qu'on enoste, foit à ce qu'on ajoute à la seconde, ou à ce qu'on en
oste, comme la premiere est à la secondé.

Soient les deux grandeurs b & c.
Soient ce qu'on ajoûte ou ce qu'on enostem&n qui

soient en mesme raison que b est à c.
Il faut demontrer que b -+ m. c -t- n :: c.Par l'hypothese b. c :: m. 11. t

Soient prises à discretion des aliquotes pareilles des
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ancecedens b. m qui soient également contenües dans les
consequens c.n.
Soient par exemple x, la deh, qui soit dansc3 fois+ r.
Et y la d'm,quisoitdansn3fois+r.
Il est clair que 6 +m contiendra5x&5y: ce qui

vaudra 5 aliquotes égales chacunes à x 4y.
Et par la même raison c+n contiendra3x +r &iy
+ r: ce qui vaudra trois fois une portion égale à x -+y,
& un residu égal àr+ r.
Donc toutes les aliquotes pareilles des antecedens

b -+ m, & c -+n, font également contenuës dans les con-
sequens b & c.
Donc parla2edéfinition, b+m. c+n :: b.c. Cttjtlit

faloit démontrer.esionoilem&ndeh&c; onmontrera par la m..
mevoye que b-s-m contient 5 fois une aliquote égale
à x—y:&quec—n contient 3 fois une portion égaleàx-y,avecunresidu égal à r-r.CINIEME THEOREME.
LORS que 4 termes font proportionnels ils le feront

encore.
I. En transposant les termes de chaque raison, ce qui

s'appellePermutando.
2. En les prenantalternativement, c'est à dire en com-

parant les antecedensensemble & les consequens enfem-ble
: le1err terme au 3% 8c le le au 4e , ce qui s'appelleAlternando.

3. En comparant chaque antecedent plus son con-
sequens avec son consequent, ce qui s'appelle Compo..
nendo.
4. En comparant chaque anteçedent moins son con-

sequens avec son consequent , ce qui
s'appelle Divi-

dendo.
Exemples. Si b. C :: f. g.

5x. 3x: : 5J. 3Y.
Perms(tarfd(J c. b:: g. f.

3x. 5x ; : 3y. 5Y
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Alternando b. f :: c. g.
5x. sy* :: 3x. 3/-

Componendo b+c. c : [-+g.' g.
5x+3x. 3 x::5y+3y. 3/-

Dividendo h-C. c :: f-g. g.-
X-X.')X: : SV—3>/;3y-il ne faudrait pointchercherélautres preuvesfi toutes lesraifortsejîoientdenombreanombre 3 mais à cause desraifons

sourdes ilen faut chercheraui les comprennent.J 11 t -PREUVE DELA PERMUTATION.
- st h ypA* -- - - -ILnenfantpointaautrequeLe0jixiome. s.37.

PREUVEDE L'ALTERNE.
IL faut prouver que si b.c :: f.g.b.f v: c. g.
Soitxl'aliquotequelconquede b & 3 aliquote pareille

de c devenu second antecedent. Il y aura proportion entre
ces 4 grandeurs disposées en cette nouvelle maniéré six
& zsont également contenues enf& g, or cela est.
Carx&e,_eftant aliquotespareillesdeb&c, il s'enfuit(selon ce qui a effcé dit s 38) que

b. c :: x. Z,:Orparl'Hipothefeb.c::f g.
Doncx.z, : : f.g.(~s45.)
Or cela estant,ilfaut que f&g foit equimultiples l'un

d'x &l'autre de z, ou quesi xn'est tant de fois dansfqu'a-
vec residu, ZauŒ ne soit autant de fois dans g qu'avec re-
sidu. Comme si par exemplefvaloit 7x —i- r, g doit va-
loir aussi nz—f*r.
Quesiquelqu'un vouloit contejïer une veritéjiclaire on l'en

fourroitconvaincreen lereduisant à une absurditèvisible en
cette manierc. *ParleirAx.x.z:: 7x.7z.Or parla fausse hypotese de cette personne

x. Z : • 7 .xr—fr, 7.
Doncpar le 3e Theoreme~s 45.

7 x. 7 K. :: 7x+r. 7 Z,-
Or deux grandeurs font égales quand elles ontmême
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raison à une mêmegrandeur ~s 43.
Il faudraitdonc que7x fût égalà7x+ r, c'estàdire

la partieautout, cequiest absurde.
PREUVEDE LACOMPOSITION.

C'EST le 5eAxiome. Et on ne se doit pasmettre en peine
du residu des raisons sourdes, puisque s'il ne troubloit pas
la proportionavant qu'on eût ajoûté chaque consequent
à son antecedent, il ne la doit pas troubler apres cette
addition qui ne fait autre chose sinon que chaque antece-
dent est de nouveau une fois danssonconsequent,puisque *
chaque consequentse contient soy-mesme. Et ainsi si par
le3eAxiome il y a proportion entre

Il yen doit avoir felon le f entre
5x+3x+br. 3x+r :: 5Y H-3/-fr. 3/-+r.
AUTRE PREUVE PAR LEIV.THEOREME.
PAR l'hypothese b. c : : f.g.
Donc alternando b. fz : c. g.
Donc par le 4e Theoreme

b-+C. f+g :: b.f :: c. g.
Donc par le 3e b-+ c. g : : c. g.Donc alternandob+ c. c : :.f-+ g. g. Cequ'ilfalloit

demonstrer.
PREUVE DE LA DIVISION.

C'EST le mesme5e Axiome, & c'est la mesme chose dans
les raisons sourdes.
%x—3*—r. 3x+r ::$y—3y—r.$y-+r.
Car ce retranchementfait feulement que chaqueantece-
dent cesse de contenir une fois son consequent, puisque
le consequent qu'on osse de l'antecedent contenoit de
part & d'autre une fois le consequent.
AUTRE PREUVE PAR LE IV. THEOREME.
IL ne faut faire que ce qu'on a fait pour la Composition,

en mettant par toutmoins au lieu de plus.
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SIXIEMETHEOREME.
ESTANTdonnées 3 grandeurs d'une part & 3 de l'au-

tre, si la ira d'une part estàla2ecomme la 1re de l'autre
part est à la2e, & la ir; d'une part à la 3ecomme laIre de
l'autre part à la 3% la2e d'une part fera à la 3e comme la ie de
l'autre partàla3e.
Soient les 3 grandeurs d'unepart b, c. d.
Etles3" del'autre w. n. o.
ParTHypothefe

b. c : : m. n.
Et b. d : : m. o.

Donc alternando l'un &l'autre
h. m :: Y. n.

d. o.
Donc par le 1" Theoreme.

c. n ::d.0.
Donc alternando.

c. d : : -n. o. Ce qu'il faloit demoriftrer.

SEPTIEMETHEOREME.
AYANTplusîeurs termes d'une part&autant de l'au-

tre, si chacun d'une part est àchacun de l'autre en même
raison, tous ceux d'une part ferontàtous ceux de l'autre
en lamêmeraison: c'est a dire que plusieurs raisons estant
égales, tous les antecedens feront à tous les conse-
quens comme un antecedent quelconque à son conse-
quent.

Soient h. c. d.'
m. n.p.. en

forte que b. m : : c. n :: d. p.
Alternando b.c:: m. n.
Componendo b -+ c. c : : m-+n. n.Etalternandob -+ c. m -+ n : : f. n.
—— t t • 1 tVoila deja les deux premiers antecedens qui sont aux

deux premiers consequens,comme l'antecedent c au con-
sequensn.

L.
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Or c. n:: d. p. Donc b -+ c. m -+n :: d. p.Et alternando 6 -+ c. d :: m -+n. p.
Donc componendo b -+ c -+ d. d :: m -+n-+ p. p..Et alternando b-bc-b d.m-+n-+p :: d.p.Donc les 3 antecedens aux 3 consequens comme unantecedent à un consequent. Ce qu'il faloit demonstrer.
PROPRIETEZ DE LA PROPORTION

GEOMETRIQUE,
AND LES TERMES D'UNE RAISON SONT
MULTIPLIABLES PAR CEUX DE L'AUTRE.

AVERTISSEMENT.
,
UN croitordinairementque Les grandeursdediversgenres

qu'on appelle heterogenesnese peuvent pas multiplier. Cela
ne meparoistpas vray,oua besoin d'explication.Carles nom-
bres font d'un autregenre que les autres grandeurs, comme l'é-
tendue &letemps.Et neanmoins il est clair queles nombres
multiplienttoutesfortes de grandeurs, & que cestunevérita-
blemultiplicationquandje dis 6 toises ou Ó heures, puisque
cejlprendre une toise ou une heure autant de fois qu'ily ad'u-
nitezdans6, en quoy consiste la multiplication.
Deplus ce qui ne se peut multiplierparla naturesepeut

multiplier par une fiction d'efpritparlaquelle la veriteJe de-
couvre auJ/i certainementque par les multiplicationsréelles.
Ainjivoulantffavoirquel cheminfera en 10 heuresceluy quiafait24lieuesen 8 heures,je multiplieparunefictiond'esprit
10 heurespar24.lieues 3 ce qui me donneunproduitimaginai-
re d'heures S" de lieues de 240, qui estantdivisépar 8 heures
me donne30 lieues. Onmultiplie aujjîparlamêmefiftiond'es-
prit des surfaces par des surfaces,

,
quoy que cela donnepour

produit une e/lenduë de 4. dimensionsquinepeutcflredansla
nature. Et néanmoins on ne laissepdS de découvrirbeaucoup
de veritezpar ces fortes demultiplications.lefay bien qu'on dit que cest parce que ces produits ima-
ginaires (e peuvent réduire en lignes qui auront même rai-
son entrellesque cesproduits. Mais il n'y a guere d'appa-
rence que la vcrité de ces fortes de preuves dépendent de
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ces lignes qui font vijiblement étrangeres à ces demonjira-
tions.
Quoy qu'il enfoit ne mevoulant brouilleravecpersonnes

chacunprendrace quejem'en vais dire des propriétédespro-
portions considerèes félon la multiplicationdes termes d'une
raisonpar ceux de l'autre, felon lopinion qu'il aura que les
termesde certaines râisonsfont ou nefont pas multipliablesles
unsparles autres- Car ce netfque dans cettesuppositionque
tout ce quejemen vais direse doit entendre.LA PRINCIPALEPROPRIETE'
DE LA PROPORTION GEOMETRIQUE.

HUITIEME THEOREME.
Lors que 4 grandeurs font en proportion Geometri-

que, si les termes de l'une des raisons sontmultipliables
par ceux de l'autreou réellement ou par fictiond'esprit,
le produitdesextrêmes est égal au produit des moyens.
Cela se peut prouver en deux manieres. La Ireest par les
aliquotes pareilles dès antecedens également contenuës
dans les consequens. Car supposons comme nous avons
déja fait que ces aliquotessoient telles.

b. c:: f.. g.
5x. 3x:: Vf- 3Y,

Lamultiplication des extrémes est 5x par 3y, ce quifait15foisx pary,c'est à dire15 xy, & la multiplication
des moyennesest 3 x par jy, ce qui fait aussi 15 fois x pary,c'estàdire15 xy. Et parconsequentcesdeux multiplica-
tions sereduisent aux mêmes termes, & par consequent
font égales.
La mesmechose se peut montrerquand il y a du residu,

mais avec plus de longueur & en faisant voir seulement
qu'onn'y trouvera jamais d'inégalité.
Car supposons que les aliquotes pareilles des antece-

dens ne sont pas justement tant de fois dans les conse-
quens j mais avec quelque residu que nous marquerons
par r&r.



La multiplication des extrémes fera 15xy+ 5x r. Et
celle desmoyens fera 15 xy 5y r.
Il ne reste donc qu'à prouver que xrestégalàyr. Or
cela se prouve par ce qui a esté dit dans les définitions des
raisons égales, que les aliquotes de x font également con-
tenuës dans r le residu du premier consequent, que les pa.
reilles aliquotes de y dans r residu du 2. consequent, deforte qu'il se fait une nouvelle proportion.

x. r :: y. r.
Etainsi l'égalité qu'on a trouvée dans la multiplication

des extrêmes & des moyens de la 1re proportion à ces deux
residus prés, se trouvera encore icy à d'autres petits resi-
dus prés, sur lesquels on fera encore lemêmeraisonne-ment,&ainsiàl'infini.
La seconde maniere de montrer cette égalité qui est

plus claire pour les raisons sourdes, estprise du Ier Theore-
me ( 43. sup.) Que deux grandeurs font égales quand
elles ont mêmeraison à une mêmegrandeur.
Car les produitsdesextrêmes & des moyens ont même

raison auxproduits des deux antecedens, c'est à dire que
bg. bf

: : cf. bf. Ce qu'il est aisé de montrer en consi-derantces proportions.
b. c :: f. g. parl'hypothese.

Donc bg cf par43fitp.
Car par l'hypothese la raisondef.g qui est la mêmeque

celle de bf.bg) est égale à la raison de b. c (quiestlamême
que celle dé bf. cf) & par consequentbg &: ciont une mê-
me raison avec vue même grandeur, sçavoirbf. Et par
consequentbg

,
est égal à cf. par 43 , ce qu'il falloitdemonstrer.

NEUVIEME THEOREME.
LORS que quatres grandeurs font tellementdisposées

que le produit des deux extrémesest égal au produitdes
deux moyens ; ces quatres grandeurs font proportionel-les. C'estàdirequelapremiereest à laseconde, comme

la
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la troisiéme a la quatrième.
Ainsi si de ces quatres grandeurs.

b. c. f. g.
Le produit de b par g est égal au produit de c parf, b feraàccommefàg. c'est laconversedela propositionprece-
dente, & qui le prouve delamêmemaniere.
Car puisque par l'hypothesebg estégal à cfils doivent
avoir même raison à une même grandeur sçavoir à b.f
par 43 s.
Or la raison de bfàb g est celle def.g,& la raison du mê-
me bfàcf( égale à 6. g)est celle de b.c, donc laraison de
b c est la même que celle def. g.

COROLLAIRE PREMIER.
D E cette proposition il est aisé de juger de tous les

changemens qu'on peut faire entrequatre termes propor-
tionels sans qu'ils cessent d'estreproportionels.
Car tant queles deux extrêmes, ou demeureront tous

deuxextrémes, ou deviendront tous deux moyens, úu)ce
qui est lamême chose, tant que les deux moyens demeu-
reront tous deuxmoyens, ou deviendront tous deux ex-
trémes, les termes demeureront toujours proportionels,
puis qu'ilest clair que de quelqu'autre maniere qu'on les
transpose, cela n'empeschera pas que le produit des extré-
mes ne foit égal au produit des moyens.
Et ainsi les termes peuvent demeurer proportionnels

en huit manieres. Dont il y en a quatre où les extrêmes
demeurent extrêmes, Se les moyensmoyens: Et quatre
autres où les extrêmes deviennentmoyens, 6c les moyens
extrêmes.
Mais je les disposeray dans un autre ordre pour les rai-

sons que nous dirons enfuite: 6c je marqueray les ter-
mes par lettres, & selon qu'ils auront esté antecedens&
consequensdans la premieredisposition, qui est le fonde-
ment des autres.
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i. ) l. Anr. i. Conf i. Anc. i. Conf. nnclpae.I.
c
i. Anr. i. Conf.

2.Ant.2.Conf. P..pale.b. C.:: f. g.
2.
5
2. Ant. 2. Conf. I. Ant. i. Conf. Equivalen-L si g.:: b. c.

J
te.

3.
5
1. Conf. 1. Ant. 2. Conf. 2. Ant. Permuta-C

c, b.:: g. si : tlon.
4..2. Conf 2. Ant. i. Conf. i. Ant.Equivalen-ce g.si:: c. b. J te.r' 151.Ant.

i. Ant. i. Conf.i.Conf. j Alterne.h, fil: c. 9.>
6.
i
1. Conf. 2. Conf. 1. Ant. 2. Ant. j Equivalen-ts

C. g.:: b. f*) te.

y.
CAnr. i. Conf. i.

Conf!Permutacio
1. 2 2.Ant. 1.Ant.2.ConH1.Con£PermutatiôCf. b. :: g., r. ^del'Alterne
g Ç 2. Conf. 1. Conf. 2. Ant. I. Ant. i Equivalen-
)C g, c,11 f. b, ! te.

Ó J
AVERTISSEMENT.

DEces huit dispositions où les mêmes termes se trouvent
toujoursproporiionels, les Geometres n'enconjïderentquetrois.
La Je qui efi lefondementdesautres.
La f qui efi ce qu'on a appelle cy-devantPermutation,s.46.
Et la se qu'on a appellèe Alterne. s. 46.
La 2e 4e 6Z à"8Zriontriendeconjïderable, parce qu'on n'y

fait que transporter les raisons sans rien changer en leur
termes.
Pourla7eceriefl que la permutation de l'Alterne, car elle

efi à laf ce que laf efiala .ze.
A ces deux changemens Permutation & Alterne, ils ont

ajouté la Composition &laDivision dont il a eslé parles.46.
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Et ainji tous ces changement se peuvent reduire à 4, que
nous avons déjà prottvezgenerllementpour toutesfortes de
proportions foit que les termes d'une raison soient multiplia-
blesparceuxde l'autre ,foitqu'ils ne lesoientpas. Maisnous
le prouvons icy de nouveau quand ils font multipliables.

DIXIEMETHEOREME.
SI 4 termes font proportionels,ilsle feront encore en

changeant les antecedensen consequens 5
C'estàdireen

faisant dans chaque raison que le terme qui en estoitante-
cedentensoitconsequent. Ce quis'appellepermuter,per-
mutando.

Si b. c :: f. g.
permutando c. b :: g. f.
Car les deux extrêmes n'aiant fait que devenir tous

deux moyens, le produit des moyens fera toujours égal
au produit des deux extrêmes. Ce qui est une marque in-faillibledeproportionpar56.

ONZIEMETHEOREME.
SI 4 termes font proportionels,ils le feront encore en

comparant l'antecedentd'une raison avec l'antecedentde
l'autre, & le consequentavec le consequent:Ce qui s'ap-
pelle prendreles termes alternativementalternando.

Si b. c :: f. g.
alternando b. f :: c. g.C'estparlamême raison que la precedente.

DOUZIEMETHEOREME.
SI 4 termes font proportionels,ils le feront encore eh

joignantchaqueantecedentàson consequent, & compa-
rant chacune de ses sommes avec chaque consequent :
Ce quis'appelle composer,coratonendo.

Si b. c:: f. g.
componedo b -+ c.c ::f~^ g. g.Car dans cette derniere disposition le produit des ex-

trémes fera b -+ c parg, c'est à dire bg+ cg.
Et le produit des moyens fera f-b g par c, c'est à direcf+cg.
Orpuiqueparl'hypotese b. c :: f. g,le pro-
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duit des extremesb g est égal au produit des moyensfc. Et
par consequent ce changement n'ayant fait autre chosequ'ajouter à chaque produitla mêmegrandeur cg.hg +cg feraégal à fc+cg.

TREIZIEME THEOREME.
S I 4 termesfont proportionels, ils le ferontencore enretranchant chaque consequent de son antecedent, &

comparantce qui resteraavec chaque consequent.
Si b. c: : f. g.erit dividendo b — c. c :: f-g. g.La preuve est la même que la precedenteen changeant

par toutplus en moins.
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NOVVEAVX ELEMENS
D EGEOMETRIE

LIVRE TROISIEME.

DES RAISONS COMPOSEES,
D'OV DEPEND LA PROPORTION
DES GRANDEVRS PLANESET SOLIDES.
PremiereDéfinition.

à la raison def. g.
Il ne faut quemultiplier b par-f, ce qui donnebf& cpar

gce quidonnecg.
SECONDE DEFINITION.

LAraison qui naist de l'addition de plusieurs raisons
s'appelle raison composée de ces raisons,&ces raisons dont
elle est composée,raisons composantes. Ainsi la raison de bf
à c g est composée des raisons de b. c & f g.
La même marquedont on se fert pourmarquer qu'une

raison est égale à une autre, peut aussi servir pour marquer



qu'une raisonest composèe de deux autres en cette ma-niere. bf. cg:: b. c-t f. g.
PREMIER AVERTISSEMENT.

CE que nous avons appelleaddition deraisons efi appelle
par d'dutres multiplication, parce que cela se fait par la
multiplication des antecedens & celle des consequens. Mais
quoy que Pon multiplie les termes ce n'eilpas à direque l'onmultiplie les raisôns. Et le mot d'additionsemble mieuxcon-
venir à celuy de raison compofle. Car on dit plùtofi qu'une
chosecftcompoflc desesparties ajoutéesensemble. que deses
dimensionsmultipliéestunepar l'autre.

SECOND AVERTISSEMENT.
LAnotion que nous venons de donner de la raison compofle,faitvoirque cette raison ne convientproprementqu'auxgran-

deurs deplusieurs dimensions,comme auxplans & auxsolides.
Car de ce que la grandeur de chaque plan dépend de sa lon-
gueur & desa largeur, ilefivifible que pour avoir la raison
d'unplan à un autre plan, il faut considerer non seulement
quelle efllaraison de la longueurde l'un à la longueur de l'au-
tre, mais quelle est celle de la largeurà la largeur. Etainji il
efi clairquelaraison d'un plan à un plan efi composèe de deux
raisons, de cellede la longueuralalongueur^de celle de la
largeura, la largeur.Néanmoins on ne laijfepasde reconnoifire
des raisonscomposèesentredesgrandeurs dunefeule dimenJion,
mais ce ness que par rapport à des plans5 & lors ces gran-
deurs lineairesfontentr"elles, commedesplans quifontentreux
en raison composèede leurlongueur& de leur largeur.
e'efipourquoyonpeutajoûterencore cette definition.

TROISIEME DEFINITION.
LA raison entre deux grandeurs lineaires est dite

composée de plusieurs raisons,lors qu'elle est égale à la
raison entre deux grandeursde plusieursdimensionscom-
posées de raisons égales chacuneà chacuneà celles dont la
raison entre ces deux grandeurslineaires est dite compo-
fée. Ainsilaralfoildehàdpeutestredite composèe de la
raison de b à c & dec à d, parce qu'elle est égale à la raisondebcàcd qui estessectivement composée (parladéfini-
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tion de la raison composée) des deux raisonsdeb.c&c.d.
b. c.
c. d.
bc. cd.

PREMJER Theoreme.
DEUX raisonscomposées font égales entr'elles lors que

les raisons composantes de l'une sont égales aux raisons
composantes de l'autre chacuneà chacune.
Soient 4 raisonségalesentr'elles deux à deux.

b. c:: m. n.
5X. 3X. 5^ 3
d. f:: p. q.
2y. 5y. 1.(t..5(1.

le dis que la raison composée de 6c & dedf)quieil:
b d,cf, est égale à la raison composée de mn & dePif,
qui est:mp.nq. Etqu'ainsibd.cf:- mp,nq.
Cela semble clair de foy-même. Car si b longueur du

Ier est à c longueurdu 2ecomme m longueur du 3e à n lon-
gueurdu 4e. Et que d largeur du icr soit à f largeur du2e
comme p largeur du 3e à q largeur du 4e3 il semble évi-
dent que le premier doit estre au secondcomme le second

,au quatrième.
Neanmoins on le peut encoreprouver par les aliquotes

pareilles selon que nous les avonsmarquées.
Car bd. cf:: mp. nq.

10xy. IFXY. JOJÇJS. Ij7Zf.v.
Et je pense avoir allez fait voir dans le leLivre que la

même chose fetrouveroit dans les raisons sourdes, quoy
qu'avecplus de longueur. Donc,&c.

SECOND Theoreme.
TROIS grandeurshomogenesquelconquesestantdon-

nées, la raison de la se à la 3e est composée de la raison de
la ire à la 1% plus de celle de la 2e àla30. Cen'estquela
mêmechose que nous venonsde montrer.
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Laraifonde b.p ,ne peut pas manquer d'estre composée
de laraifon de b.fyplusdelàraisonde//>• puisque la mê-
me grandeurf,eslanscolifequent d'une raison & antece-
denc de l'autre,6c encrant ainsi dans la multiplication des
antecedens 6cdes consequens laisse les grandeurs extrê-
mes b & p en mêmeraison, apres avoir estémultipliées
par la même grandeur f, qu'avant qu'estremultipliées.
Or estantmultipliées, la raison de leurs produits est: com-posée des deux raisons de la Ire à la 2e

,
6c de la 2e à la 3e par

la definition de la raison composée. Et par consequent
elle en estoit composée avant cette multiplication.

Car par 11. 43.hf. fp :: b.p.
Or parladefinitionIre6 f.fp :: b.f -t-,(.p.

Donc 6. ~p
par la définition 3e.

TROISIEMETHEOREME.
DES grandeurs homogenes quelconques estant don-

nées en quelque nombre que ce foit, la raison de la pre-
miereà la derniere fera composéede la raison de la ire à la
2% & de la 2eà la 3% & de la 3e à la 4e, & ainsi canfecutive-
ment jufq;u'à la derniere. Car il est visible que toutes
ces grandeurs, hors la premiere & la derniere, font ante-
cedens & consequens de toutes ces raisons : 6cainsi tous
ces antecedens estantmultipliez les uns par lesautres, &
tous ces consequens de même , la raison du produit de cesantecedens au produit des consequens (qui est composée
detoutescesraisonsfélon la définition de la raison com-
posée) est la mêmeque celle de la premiere grandeur à la
dernière" parce qu'il n'y a que ces deux-là quimettent
de la différenceentre les deux produits.

COROLLAIRE.
S'IL y a plusieurs termes d'une part &autantde l'au-

tre, & que le 1er foit au2e, le le au 3e, 6cle 3e au4e, juC
quesà lafinenmesmeraison de part 6c d'autre, le premier
sera au dernier en même raison de part&d'autre.
Car par le precedentTheoreme la raison du icr au der-

nier de part 6c d'autre est composée denombre égalde
raisons
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raisons égales chacune à chacune de part & d'autre par
l'hypothese

: Donc ces deux raisons composéesfont éga-
les parle premierTheoreme.

QUATRIEMETHEOREME.
S'IL ya3 grandeurs homogenesd'une part& 3 de l'au-

tre, & que laire soit à laird'uille parten mêmeraifon que
la 2eà la 3e de l'autre part, 6c la 2e à la 3e de la premierepart
en même raison que la Ire à la 2e de l'autre; la i" fera à la
3E en mêmeraifon de part & d'autre.
Soient d'une part 6. c. d.

Et de l'autre m. n. o.
Si b. c:: n. o.

c. d:: m. n.le dis que
b. d :: m. 0.

Car b. d :: bc. cd.
Et m. 0 ::mn.no.

Or par le ier Theorelne.bc. cd::mn. no.(Il faut feulementremarquer que b &c eslans pris pour
les longueurs du i" & du 2e plan, c'est n 6c 0 qu'il fautprendre pour les longueurs du 3e 6c du 4e. )
Donc b. d:: m. o. Ce qu'ilfalloitdémonfirer.

QUATRIÈMEDÉFINITION.
VNE raison composée de deux raisons égales, s'appelle

raison doublée de chacune de ces raisons.
CINQEIEME DEFINITION.

VNE raison composée de trois raisons égales, s'appelle
raisontriplée de chacunede ces raisons.AVERTISSEMENT.
IL nefautpas confondre une raison double ou triple, avec

une raison doublée ou triplée; ce qui est tout different. Carla raison non ecuplenest pas une raison double, quoy qu'elle
foitdoublée dela raison triple,parce que l'addition de deux
raisons triples fait la raison non ecuple.CINQUIÈMETHEOREME.
VNEraison composée de deux raisons égales dont l'une
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efl l'inversè de l'autre, est une raison d'égalité.
Soient b. c::f. g.
La 2e raison fera inverse de la 1re en disposant lestermes

ainsy,b. c:: g. f.
Or la raison composéedeces deux raisons fera celle de

bgà cf. Ce qui fait une raison d'égalité, parce que le
produit des extrêmes d'une proportion ( tel qu'est bg de
la proportion b. c : : f. g. ) est égal au produit des ex-
trêmes de la même proportion ( tel qu'est cf) par
Liv. II. 54. SIXIEMETHEOREME.
S'IL y a plusieurs termes en proportion continuelle,

c'est à dire que le 1er soit au 2e comme le 2eau 3% & le 3eau
4% &;le 4eau 5e, &c. ce qui s'appelle progression géo-
metrique; la raison d'un terme à l'autre fera simple,ou
doublée, ou triplée, ou quadruplée &c. selon les inter-
vales qui feront entre les deux termes que l'on compare,
& il y aura toujours un intervale de plus que ne fera le
nombre des termes interposez, entre les termes dont on
cherche la raison.
Car si ce font deux termes qui se suivent immédiate-

ment, il n'y aura qu'un intervale, & leur raison fera sim-
ple, c'eflàdirelamême qui regne dans toute la progres-
fion.
S'il y a un termeinterposé, il y aura deux intervales, &

la raison fera doublée de la raison simple de laprogreltion.
Car la raison de l'un des termes à l'autre fera compôsée de
la raison du 1er terme à l'interposé, &. de celle de l'inter-
posé au 2e terme, (par 7 ) quifont deux raisons égales par
l'hypothese, &parconsequentcetteraison fera doublée
(parii. )
Que s'il y a deux termes interposez 3

il y aura trois in-
tervales, & la raison fera triplée de la raison simple. Car
(par 8 ) elle fera composée de ces trois raisons ; sçavoir decelle du 1er terme des deux qu'on compareau ier des in-
terposez

,
& de celle du 1er des interposez au le des inter-

posez, & de celle du 2e des interposez au dernierdes deux
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que l'on compare. Or ces trois railons font égales
@

par
l'hypothese, & une raison composée de trois raisons éga-
les estappellée triplée de chacune. Donc,&c.
On prouvera de même tous les autres cas.SEPTIEMETHEOREME.
DANS uneprogression Géométrique de plulieurs ter-

mes la raison entre deux termes quelconques est égale àlaraison de deux autres termes, entre lesquels il y a même
intervalequ'entre les premiers.
Mais la raison de ceux entre lesquels il y a double inter-

valeest doublée; & triple intervale triplée.
La Ire partie est claire par 4. & la le , supposé cette pre-mière, n'est qu'une fuite de la proposition precedente.

HUITIEMETHEOREME.
LA raison d'une grandeur de plusieurs dimensions à

toute autre grandeurhomogene d'autant de dimensions,
est composée de toutes lesraisons de chacune desdimen-
sions d'une grandeurà chacune des dimensions de l'autre.
Cen'est qu'une application de la definition de la raison

composée. Car comparant chacune des dimensions d'une
grandeurà chacune des dimensions de l'autre, on met tous
les antecedens de ces raisons dans une des grandeurs, &
tous les consequens dans l'autre. Or une grandeur de
plusieurs dimensions est lamêmechofequeleproduitde
ces dimensions multipliées l'une par l'autre. Et par con-
sequens les grandeurs font entr'elles comme le produit
de leurs dinlenfions, c'est à dire, comme le produit des
antecedens des raisons de chacune des dimensions de l'une
à chacunedes dimensions de l'autre, au produit des con-
sequens de ces mêmes raisons. Ce qui est une raison com-
posée de ces raisons par la definition même de la raison
cOlnpofée.

PREMIER COROLLAIRE.
TOUTE grandeur plane est aune autre grandeurplane

en raison composéedes deux raisons de chacun des costez
de l'une à chacun des costez de l'autre.
C'est la même chofeque la precedente.
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SECOND COROLLAIRE.
TOUTE grandeurfolideeft à une autre grandeur solide

en raison composéedes trois raisons de chacun des coftezde l'une à chacun des coflez de l'autre.
C'est lamême choseque la proposition generale.

TROISIÈMECOROLLAIRE.
LES grandeurs planes & solides ayant quelqu'une de

leurs dimensionségale Se l'autre inégale, font entr'elles
commeles inégales.

bf. b<z: f, g.bfd. bfg:: d. g.bfd, bmn:: fd. mn.
Cela est clair par liu. II.33. Et par le 1er & 2e Corollaire,

joint à 13. sup.ATRIEME COROLLAIRE.
LES plansdont les deux dimensions ont mêmeraison

chacunede l'un à chacune de l'autre, font en raison dou-
blée de cette raison. Cela est clairparle 1er Corollaire
& la definitionde la raison doublée.

CINQUIÈME COROLLAIRE.
LES solides dont les trois dimensionsont mêmeraison

chacune de l'un à chacune de l'autre,fonten raison triplée
de cette raison.
Cela est encore clairpar le 2eCorollaire,& la definition

de la raison triplée.
SIXIEMECOROLLAIRE.

Tou s les quarrez & tous les cubes font en raison les
uns doublée, les autres triplée de la raison de leurs ra-
cines.
Car toutes les dimensions des quarrez & des cubes

estantégales entr'elles, elles ne peuvent pas n'avoir pas
chacunela même raison à chacune des dimensionsdes au-
tres quarrez & desautres cubes.

SEPTIEME COROLLAIRE.
Si 4 grandeurs font proportionelles, leurs quarrez&

leurs cubes le font aussy.
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- Si b. c :: f. g.
bb. cc:: ff. gg.
bbb. ccc :: fff. ggg.

Car les quarrez estant en raison doublée de leurs raci-
nes, & les cubes en raisontriplée, les raisons doublées&
triplées de raisonségales doivent estreégales par le ier
Theoreme.

HUITIEMECOROLLAIRE.
LE produit de deux grandeurs quelconques est moyen

proportionnel entre les quarrez de chaque grandeur.
Soient les grandeurs b de c.

bb. bc :: bc. cc.
Car bb.bc :: b. c.
Et hc. cc:: b. C.
C'est la même chose de dire que le produit de la toute

2c d'une partie est moyen proportionnel entre le quarré
de la toute & le quarré de ccccc partie. Car il est visible
quesilatouteestt.&m.unepartiett. t'ln:: tm. mm.

NEUVIÈMECOROLLAIRE.
EN toute progressionGéométrique les quarrez de

deux termes qui sesuivent immédiatement font entr'eux
comme le 1er terme à celuy qui fuit le 2e.
Soient -::- b. c. d. f. g. en progression Géométri-

que.
le dis que bb. cc :: b. d. ou cc. dd:: c. f.
Carpar12. la raison de b. d. est doublée de celle de b. c.

Or par le 6e Corollaireles quarrez bb & cc font aussi en
raisondoublée de celle de b. c.
Doncils font en même raison.
Cela se peut prouver encore d'une autre forte.
Si~-H- b. c. d. f.
bd. :— cc.

Or bb. bd :: b. d.
Donc bb. cc :: b. d.

DIXIEMECOROLLAIRE.
ON peut dire plus generalement que les quarrez de

deux termes d'une progression geometrique font entre
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eux commeles termes de la même progression, entre let:
quels il y a deux fois autantd'intervalequ'entre les termes
dont on compare les quarrez. Cela est clair par 13.ONZIÈMECOROLLAIRE.
EN toute progression Géométrique les cubes de deux

termes qui se
luivent

immédiatementfont entr'eux, com-
me deux termes entre lesquels il yatriple intervale.
Car les cubes font en raison triplée de la raison de la

progression,& les termes entre lesquelsily a triple inter-
vale font aussi en raison triple de cette même raison.
Cela se peut prouveraussi par 23. Corollaire7e.
Car si -:-;- b. c. d. f.
par 23. bb. cc :: c. f.
Donc bbf.ccc.
Or bbb. bbf:: b. f.

Donc bbb. ccc :: b.f.DOUZIÈMECOROLLAIRE.
C'EST par là qu'on a trouvé commentil s'yfaloitpren-

dre pour doublerun cube donné.
Car ayantun cube donné commebbby il faut prendref doublede b, 6c si on peut trouver deux moyennes con-

tinüementproportionnellesentre b &f. commeferoient
c & d. En forte que soient — b. c. d. f.
Le cube dec. premiere de ces moyennesproportionelles
fera double du cube de b.

TREIZIEMECOROLLAIRE.
ON peut dire generalementque les cubes de deux ter-

mes d'une progression Geometrique fontentr'eux, com-
me les termes de la même progression, entre lesquels il y
a trois fois autant d'intervales, qu'entre les termes dont
on compare les cubes.

IX. THEOREME. DÉFINITION.
DEUXgrandeurs planes qui font telles que les deux

dimensions de l'une font les extrêmes d'une proportion
dont les deux dimensions de l'autre font les moyens: ou
( ce qui estla mêmechose} que l'une des dimensions de
la 1re soit à l'une des dimensionsdela 2e comme l'autre di-
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mensionde la 2e est à l'autre dimensionde la 1re, font ap-pellées réciproques& font toujours égales.
Soient b.&c.f. jedis quesi h estàc, commefàg.

b. g :: c. f.
b g. est égal à cf.

Car par Liv. II. 35. le produitdesextrêmes b.g. qui est
le premier de ces deux plans, est égal au produit des
moyens cf. qui estle second de ces deux plans.DIXIEMETHEOREME.
LES grandeurs planes égales font toujours réciproques.

C'est à direles deux dimensionsde l'une font les extrêmes
de la proportion, dont les deux dimensions de l'autre font
les moyens.

Si bg. est égal à cf je dis que
b. c :: f. g.

C'est la converse de la precedente, & qui se prouve
aussî par la converse de la proprieté de la proportion Geo.
nletrique, Liv. IL36.

ONZIEME THEOREME.
SI deux grandeurs solides font telles que le produit de

deux dimensions de la1reest au produit de deuxdimen-
sions de la 2e comme la 3e dimension de la 2e est à la 3e di-
mension de la 1re, elles font égales.
Soient b cd. & m no, le dis que ces solidesfont égaux si

bc. mn :: o. d.
Car le produit des extrêmesbcd. qui est le 1er soli-

de, fera égal au produit des moyens mno. qui est le 2e
solide.
COMPARAISON DES RAISONS INEGALES,
ET CE QVI FAIT QVE LES VNES SONT APPELLEES

PLUSGRANDESQUE LES AUTRES.IusE s icy nous avons consideré les raisons en les
comparant selon qu'elles font égales les unes aux autres;
soit une à une, ce qui fait la proportion, soit deux à une
ce qui en fait la composition.
Il reste maintenant à les comparer quand elles font

inégales: ou il n'y a qu'à montrer d'où l'on juge qu'une
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raison est plus grande que l'autre.
C'est ce qui n'est pas peu embarassé. Mais voicy ce me

semble la plus facile maniéré de le concevoir.
DÉFINITION.

DE deux raisons inégales celle qui approche davan-
tage dela raison d'égalité foitappelléela plus grande,&
celle qui s'en éloigne davantage la plus petite.
Ainsy la raison double est plus grande que la triple,ou la
quadruple; parce que la rai

son
de 2. à 1. approcheplus de

la raison d'égalité que celle de3. à1. ou de 4. à1.AVERTISSEMENT.
MAIS cela ne suffitpas toujoursfourjugerJî une raison

estplus grande quuneautre,p-arce qu'il est souvent difficile
de discernerquiestcellequiapprocheleplus de la rai/ond'é-
galité: Et on sy pourra tromper, sion croit que celle-la en ap-
proche toûjours davantage entre lestermesdelaquelleladif-
serence. est plus petite. Carpar là on jugeroit que la raison
defà7eftphu grande que celle de g à1J. ce qui nest pas. ilfaut donc considerer la grandeur de cette différence, non ab-
solument 3mais proportionellement3 ou bien quellepartie le
petitterme est dugrand.Etfélon cela on peutfaire cette Réglé.

THEOREME.
LAraison dont le petit termeest à proportion une plus

grandepartie du grand termeapproche plus de l'égalité)
que celle où il en est une plus petite partie.
Soit b plus grand que c. & m que n.
Si c est le tiers de b, & que n ne foit que le quart de m,laraison deb. c. approchera plusdel'égalité, & par con-

fequentfera pius grande que laraisondem.n. Carh.c. ne
feront pas si éloignez d'estre égaux. Mais comme cela
même n'est pas toujours aisé à sçavoir, voicy uneautre
voye qui peut servirà sortir de cette difficulté,quandles
termes d'une raison font multipliables par ceux de l'autre.

PREMIER AXIOME.
LORS que deux raisons ont un terme commun, ou cequieft lamêmechose, lors que l'on comparedeux gran-

deurs à une troisiéme, il est alors tres certain que celle
donc
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dont la differenceest moindre avec cettetroisieme gran-
deur, a une plus grande raison à cette grandeur, que celle
dont la différence est plus grande. Car on ne peut pas
douter alors que la raison de celle dont la différence est
moindre, n'approche plus de l'égalité. Cela est tres clair.

SECOND AXIOME.
DEUX raisons estantégales à deux raisons inégales cha-

cune à chacune, celle qui est égale à la plus grande,eu:
plus grande que celle qui est égale à la plus petite. Cela
est encore évident. PROBLEME.
DE deux raisonsinégales dont tous les termes font dit.

serens, juger quelle estla plus grande.
Il faut trouver deux raisons qui ayent un terme com-

mun & qui soient égales à ces deux premieres, ce qui se
fera ainsi.
Soient les deux raisons dont on est en peine qui est la

plus grande h.c & mn.
Multipliant les consequensl'un par l'autre, ce qui don-

ne cn. & chaque antecedent par le consequent de l'autre
raison, ce qui donne pour la premiere raison bn.& pour
la secondé m c.On aura deux nouvelles raisons égales aux deux pre-
mieres par11. 44.
Car bn. en:: b. c.
Et mc. en :: m. n.
Comme donc ces deux raisons bn. en. & me. en. ont

un terme commun, sçavoir en. comparant l'antecedent
de chaque raison avec ce terme commun, fila différence
de b n. à cn. est plus grande que la difference de m c. avec
le mêmeen. la raison debn. à cn. fera la plus petite par le
1er Axiome. Et par consequentcelle de b. c. fera plus pe-
tite que celle de m. n. par le2e.AVERTISSEMENT.
MAIS il n'est pas toujours facile de discerner en toutes

fortes degrandeurs quelle est la plus grandedifférence de deux
termes à un termecommun: au lieu que cela se peut toujours
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dans les nombres, ce qui fait qu'on en juge d'ordinairedans
les autres grandeurs par rapport aux nombres.
Et ainjiilfêra bon de donnerpour exemple dans lesnom-

Ires celuv dont nous venons de parler.
., EXEMPLE.
DANS LES NOMBRES.

POUR. sçavoir si la raison de 5à 7 est plus grande, ou
plus petite que la raison de 8 à II,,

5a7.
8 a II.

le multiplie les consequens, c'est à dire 7 par 11, ce qui
me donne 77.
Puis l'antecedent d'une raison par le consequent de

l'autre,ce qui me donne pour la premiere raison 5 parii.,
c'efl à dire 55.
Et pour la seconde raison 8 par 7, c'est à dire 56.
Etainsij'ay deux nouvelles raisons égales aux deux

premieres chacune à chacune.
Car y. 7:: 55. 77-

8. II :: 56. 77.
Or il est visible que la difference de 55 à 77 est plus

grande d'une unité que celle de 56 au mesme 77.
f.. Donc la mesme raison de 55 à77estplus éloignée de
la raison de l'égalité.
Donc elle est plus petite.
Donc la raison de 5117,quiluyestégale,estaussiplus

petite que la raison de 8 à 11, qui est égale à celle de 56
à 77.
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NOVVEAVX ELEMENS
D EGEOMETRIE

LIVRE QVATRIEME.

DES GRANDEVRS COMMENSVRABLES
ET INCOMMENSVRABLES.

Ous avons dit généralement qu'il y a
deuxfortes de raisons 5 la raisonde nombre
a nombre

,
& la raisonsourde j d. comme

cefiparlàque les grandeurs fontcommen.
furables &incommenfurables

,
lafuite na-

turellenotu oblige de parlerde ces fortes de
grandeursj à qttoy nous ajoûterons quel-

que chosede la proportion entre les diverses aliquotes dune
même grandeur.

Premier Lemme,
C'EST la même chose de dire que deux grandeurs font

commensurables, êc de dire qu'elles font commenombre
à nombre.
Car afin que b foie commensurable à c, il faut que quel-

que grandeur comme x foitprecisémenttantde fois dans
b & precisément tant de fois dans c comme si elle est 9 fois,
dans b & 10 fois dans c.

I,
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Donc b est la même choie que 9 x, 6c c la même chose
que10x.

Or 9x. 10x; :: 9. 10.
Donc 6. c :: 9.10.
Donc h eilàc comme nombre à nombre. Et de là il

s'enfuit que c'est aussi la mêmechose de dire que deux
grandeurs ne font pas entr'elles comme nombre à nom-
bre, & de dire qu'elles font incommensurables, puisque si
elles efloient commensurables ellesferoient commenom-
bre à nombre.
- SECONDLEMME.
SI deux grandeursn'eitant pas commenombre à nom-

bre, leurs quarrez ou leurs cubes font comme nombre à
nombre, on dit alors que ces grandeurs font incommen-
surables en elles-mêmes,ou en longueur,oulineairement;
mais qu'elles font commensurables en puissance.
Et il faut remarquer que le quarré est la Ire puissance,

qui s'appelle simplenlent puissance : Le cube la 2e: Le
quarré de quarré

la
3e ;

&ainsiàl'infini.
TROISIÈME LEMME.

lE suppose que l'on [ait de l'arithmetique commune
qu'une même raison se peut exprimer par une infinité de
nombres, comme la raison doublepar 2. 1. par 6.3. par 8.
4. par 12. 6. &c. La raison de 4 à 9 par 8. 18 :: 12.
27:: 20.45. 6cc.
Mais qu'on ne connoist distinctement & precisément
quelle est une raison, que quand on l'a reduite aux plus
petits nombres par lesquels elle puisse estre exprimée,
comme la raison de 12 à 6. à 2 & 1. & la raison de 10 à 45.
à 4 & 9.
Soientdonc appellez ces plus petits nombres par les-

quels chaque raison puisseestre exprimée, les exposans de
cette raison.

QUATRIEME LEMME.
lE suppose aussy que l'on scache que lamultiplication

d'un nombre par foy mêmeest ce qu'on appelleun nombre
quarré, & que lamultiplication d'un nombre quarré par

111.
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la racine eit ce qu'on appelle un nombre cube.
CINQUIEME LEMME.

LES nombresse peuvent considerer comme estantd'une
dimension, ou de deux, ou de trois, ou de quatre,&c.
On confidere un nombre comme estant d'une seule

dimension, lors qu'on regarde simplement ce qu'il con-
tient d'unitez 6c qu'on le marque par une feule lettre,
foit qu'il ait besoin pour estre écrit en chifre d'un [cul ou
de plusieurscharaéteres. Ainsi 72 marqué par une s,eil
un nombre d'une seule dimension.
On le confidere comme ayant deux dimennons, lorsqu'il est exprimé par deux lettres qui marquent deuxnombres, qui se multipliant l'un l'autre font le nombre

total qu'on veut exprimer. Ainsi b lignifianti, &cp}6,
¡,p. signifie deux fois 36, ce quifait encore 72.On le considere comme ayant 3 dimensions, lors qu'ilest exprimé par 3 lettres, qui marquent 3 nombres ,dont le 3e multiplie le produit des deux premiers. Ainsi b
signifiants,63&m12: bcm signifie 2 fois 3 fois12. c'est àdire, 6 fois 12 ce qui fait encore 72.
Onle confidere comme ayant4 dimensions, lors qu'ilest exprimé par 4 lettres qui marquent4nombres,doncle 3eayant multiplié le produit des deux premiers, le 4e

multipliele produit des3autres. Ainsiblignifiantl,C 3,&d4;bcdcsignifie 2 fois 3 fois 4 fois 3. c'est à dire,
6 fois 4- fois 3 ; ou 24 fois3 ; ce qui fait encore 72.On le confidere comme ayant 5 dimensions lors qu'ilcft exprimépar 5 lettres.De 6 quand par 6.
De 7 quand par 7.De 8 quand par 8, &c.Observant toujours que les nombres marquez par ceslettres se multiplient les uns les autres en la maniéré qui a

-eÍl:e expliquée en parlant de ceux qui ont 3 ou 4 dimen-sions.
SIXIEME LEMME.

,
CETTE maniéré d'exprimerles nombres par lettres est
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fort differente de celle où on les exprime par chiffres.
Et en voicy les principales differences.
I. Dans les chiffres chaque nombremarqué par chaque
chiffre s'ajoûte aux autres- mais icy chaque nombremar-
qué par chaque lettremultiplie les autres.
Si j'écris par exemple 26 , le ( 1 ) estant dans les dixainessignifie vingt & l'autre caraétere six ,&le tout est vingt

plus six
,
c'estàdire 16 : mais supposant que k signifievingt, &f, 6;kf. signifiera 20 fois 6, ou 6 fois 20, ce qui

est lamêmechose;c'estàdire120.
II. Dans les chiffresil ya beaucoupd'affairesà multiplier
l'un par l'autre deux nombres qui ont chacun beaucoup
de caracteres, comme267 par 343, mais dans les lettres il
n'yarien deplusfacile: car il ne faut que joindre les let-
tres de l'un des nombres aux lettres de l'autre ,& la multi-
plication est toute faite, comme sil'un est bem &l'autre
fdp, le produit de ces deux nombres, quels qu'ils soient,
est bcmfdp.
III. Dans les chiffres le rang où chaque chiffre est placé
est ce qui en détermine la signification; de forte qu'on ne
peut troubler ce rang sans changer le nombre queleschif-
fres signifient. C'est pourquoy il y a bien de la difference
entre 29 & 92.
Mais dans les lettres ce rang ne fait rien du tout, Se

pourveu que les mêmes lettres demeurent,quelque trans-
position qu'on en fasse, cela ne change rien dans la signi-
fication de chaque lettre, ny dans l'expression du nombre
total. C'est pourquoy bcd,oudcb,ou dbc,esttoûjours
la mêmechose : parce que ces lettres se multipliant, il
n'importe de rien par où l'on commence la multiplica-
tion, n'y ayant point de difference entre 2 fois 3 fois 4,
ou 3 fois 4 fois 2, ou 4 fois 5 fois 2. Et tout cela faisant

*toujours 24.IV. Chaquechiffresignifie un nombre particulier 8c
determiné selon la place oùilest. Car (2) à la place des
dixaines ne signifie jamais que vingt, & 3 à la place des
centainesne signifie jamais que trois cent.Mais le grand &



ordinaire usage des lettres est de signifier des nombres
quelconques avec cette observation, que dans le même
nombre, ou dansdes nombres que l'on compareensem-ble, les mêmes lettres signifientmêmes nombres quels
qu'ils soient, & differentes lettres differens nombres.
C'est pourquoy deux mêmes lettres comme bb, ou cc,
signifient un nombre quarré, & 3 mêmes lettres comme
bbb ou cee des nombrescubiques.

SEPTIEME LEMME.
MAIS il y a encore uneobservation à faire sur les nom-

bres quarrez & cubiques.
C'est qu'un nombreest reconnu pour quarré non seu-

lement quand il est exprimé par deux mêmes lettres com-
me b b, mais aussi quand on peut partageren deux parts
égales les lettres d'un nombre

J en
forte que les mêmes

lettres se trouvent en l'une 6c en l'autre partie. Ainsi bb
cc, ou bb cc dd. font des nombres quarrez, parce que
l'un se peut partager en bc & bc, & l'autre en b cd 6c
h cd. Car on a déja veu qu'il n'importoit de rien en quel-
que maniereque les lettressuent rangées.
Vnnombre de même est cubiquenon seulement quand

il est exprimé par les trois mêmes lettres comme bbb, mais
aussi quand les lettres qui le marquent peuvent estre divi-
sées en trois parts égales dont chacune contienne les mê-
mes lettres. Ainsi bbbccc, oubbbcccddd font deux
nombrescubiques, parce que le premierse peut partager
en bc, b c &, bc, & l'autre en b cd,b cd 6c b cd.

COROLLAIRE.
IL s'ensuitdelà sans autre preuve,que le produit de

deux nombres quarrez est toûjours un nombre quarré
qui a pour sa racine le produit des deux racines des deux
autres nombres quarrez. Ainsi bb en cc fait b b cc, qui
a pour saracine bc. Et que le produit de deux nombres
cubiques est toûjoursun nombre cubique, qui a aussi pour
sa racine le produitdes deux racines des deux autresnom-
bres cubiques.
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HUITIEME LEMME.
Quoy que deux nombres n'ayent pas autant de dimen-

sions l'un que l'autre, ils ne laissent pas de pouvoir estre
comparez ensemble, parce que tous les nombres estant
mesurez par l'unité ont toûjours raison l'un à l'autre.
Neanmoins il est souvent utile de pouvoir faire que lenombre qui auroitmoins de dimensionsque l'autre, en ait

autant demeurantle même,&celaestaisé.
Car reservant la lettre (1) pour marquer l'unité il ne

faut qu'augmenter les lettres du nombre qui en a moins
que l'autre, d'autant d'i qu'il est necessaire pour fairequ'il y ait autant de lettres à l'un qu'à l'autre. Ainsiayant
à comparer b avec b x; ajoutantun 1 à b, b i, aura autant
de dimensions que b x.
Et néanmoins bi fera le même nombre que b, parce

que l'unité multipliant un nombre ne le change point ;4 fois un, ou une fois 4, estantlamême chose que quatre.
Et quandonlemultiplieroit 2, 3 &4 fois par l'unité,

ce feroit toûjours de même: comme il sevoit en ce que
l'unitéprise une fois ( ce qui peut estre marquépar un sèul
i.) est un nombre lineaire &multiplié par soymême, ce
qui peut estremarqué par deux (i i)est un nombre quar-
ré, quoy que ce soit toujours un: Et marquépar trois (iii)
un nombre cubique: Et par quatre (iiii) un nombrequar-rédequarré: Etainsiàl'infini. D'oùils'enfuit que com-
me un seul ( i) n'apporte aucun changement au nombre
auquel il est ajoûté, deux, trois, quatre i, n'en apportent
point auuy.
Cette observation fera de grand usage dans lesTheo-

remes suivans.
PREMIER THEOREME.

DEUX nombres estant marquez par des lettres en la
maniere qui vient d'estreexpliquée, si l'un & l'autre est
composé de lettres semblables à celles de l'autre, &de
lettresdissemblables, ces nombresfont entr'euxenmême
raison que leurs lettres dissemblables. Ou bien les lettres
qui font semblables dans les deux nombres estant retran-

chées
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chées de part & d'autre, les lettres dissemblables qui re-
steront marqueront la raison entre ces deux nombres re-
duite à de moindres termes. Ainsi

6c. bd :: C. d.
bcd. bfg ::cd. fg.bbd.bfg:: bd. fg.

bxcxdx. bycydy :: Jexx.YYy.
Que si l'un des nombrescomprend toutes les lettres de

l'autre& quelques lettres de plus, ajoûtant un (i) à celuy
qui n'a point de lettre qui ne soit dans l'autre, ce fera
ceti, & les lettres particulieres à l'autre nombre , qui
marqueront la raison entre ces deux nombres.

Çb. hx."2
-. : i. x.c

-Ibi. bx. 5 t. x.
sbc. bcxy? ::i. xyCbci. bcxyS

Ou si on veut on peut ajoûter autant d'i que l'autre
nombrea plus de lettres que celuy-là.

Tout cela n'est qu'une application particuliere aux
nombres de ce qui a estédemonstré dans le Livre II. au
regard de toutes fortes de grandeurs: Que deux gran-
deurs estantmultipliées par une même , sont en mêmeraison qu'elles estoient avant que d'estre multipliées.
Car toute lettre marquant un nombre qui multiplie les
nombres marquez par les autres lettres, la même lettre se
trouvant en deux nombres, c'est un même nombre qui
en multiplie d'autres: & par consequent ces autres font
en même raison avant & apres cette multiplication :Ou bien sans cette multiplication 6c avec cette multipli-
cation. Donc le nombrexb doit estre au nombre xc,
comme b à c, parce que b & c doivent estre en même rai-son; soit que l'un & l'autre soit multiplié par le même
nombre x i soit que l'un & l'autre soit laissé seul sans estre
multiplié par x.
Soit donc posé pour maxime, que retranchant dans



deux nombres les lettres qui se trouvent les mêmes enl'un qu'en l'autre, ce qui restera de l'un& de l'autre en
marquera la raison.
Mais il faut remarquer qu'il n'en faut oster qu'autant

de l'un que de l'autre. Car s'il y a deux b dans l'un, & un
b feulement dans l'autre, comme si l'un est b bc, & l'autre
bfg, il ne faudra o ster qu'un [eulh de celuy qui ena deux,
parce qu'iln'y en a qu'un dans l'autre. C'est pourquoy

bbc. bfg :: bc. fg.
SECOND THEOREME.

LES raisons de nombre à nombre font égales en trois
manieres.

PREMIERE MANIERE.
La 1re est quand les consequens font equimultiples des

antecedens, ou les antecedens des consequens.
b. bx:: c. cx.

Car ajoûtant i aux antecedens, ce qui ne les change
point ( car par le 8e Lemme /;i==/;& ci=c. )
Donc les deuxraisons b & bx, c oc ex, se reduisent à

cette même raison i. x.C'estlamême chose quand ce font les antecedens qui
font equimultiplesdesconsequens.

bx. b :: cx.c.
SECONDE MANIERE.

La 2e est quand les termesd'une raison font equimulti-
ples des termes de l'autre, l'antecedent de l'antecedent,
&, le consequent du consequent.

b. c :: bx. cx.
Car ostant x des deux termes de la 2eraison, elle est la

même que la premiere par le icr Theoreme.
TROISIEME MANIERE.

La 3e est quand les termesd'une raison estant equimul-
tiples de deux nombres, les termes de l'autre raison font
aussi equimultiples

, quoy que differemment, des deuxmêmesnombres disposez de la mêmeforte.
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hx. cx :: by. cy.
Carostant x des deux premiers termes,&y des deux

derniers, les deux raisons fè trouvent efbre la même.

- AVERTISSEMENT.
lE ne m'amuse point à prouver que les raisons de nombre

à nombre nepeuvent efire égales qu'en ces troismanieres,parce.
qu'il suffitdepouvoir asseurersanscraintequil cft impol/ihle
d'en trouver iïautres, cequi feroitfacile s'ilyen avoit, n'y
ayant rien que l'esprit humain connoisse Ji clairement & si
diftinclement que les nombres.
On peut même dire que ces trois manieres se reduisent a

une feule. Cardans les deux premieres ajoutant tunité aux
termes qui ont moins de dimensions,elles deviennentla même
chose que la derniere, commeilfevoitparcesexemples,

1
lb. bx:: c. cx.

*'l' l :: ;,x.ot. bx ::ci, ex.S : : i. Y.

1 1 Çb. c:: bx. ex,
b, C,l. l b, c.(bi. ci:: ox. cx. i" h' c'III.{bx.

ex:: by. cy.J:: b.c.
TROISIEMETHEOREME.

DEUX raisons de nombre à nombre eslans égales, le
produit des antecedens est au produit des consequens
commedeux nombresquarrez: ou, la raison du produit
des antecedens au produit des consequensa poursesex-
pofans des nombres quarrez.

PREMIERE PREUVE,
Si on reduit chaque raison aux moindres termes, elles

se trouveront reduites aux mêmes nombres. Donc le
produit des antecedens fera la multiplication d'un nom-
bre parfoymême, ce qui fait un nombre quarré 5

& de
mêmeduproduit des consequens.
Deux raisons égales bx.ex:: hy. cy.reduites auxmoindres termes b, c :: b. c.Donc le produit des antecedens est bb.

& celuy des consequens cc.
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SECONDE PREUVE.
Sans cette reduE/ion on prouve la même chose en parcou-

rant lesJmaniereJ dont les raisons de nombreànombrefont
trzales.

-(J PREMIERE MANIÉRÉ.
b. bx :: c. ex.

Ajoûtant l'unité aux deux antecedens.1hï. bx :: ei, ex.
Donc le produit desantecedens bici.

desconfequens bxcx.
Donc oftantbc de l'un & de l'autre (lelon le ic Theo-

reme) reste pour l'un ii,quieft le quarré del'unité, Se
pour l'autre, x x; qui est un autre quarré quelconque.
Que si les 4 termes estoient

b. bxy :: c. exy.
ajoutant l'unité bi.

-

hxy
-
:: ci. cxy.

le produit des antecedens bici.
desconsequens bxycxy.

ostantbc de l'un & de l'autre, reste ii & xy xy. & ce
dernierest un nombre quarré par le 7e Lemme. Ce qui
soit remarque une fois pour toutes.

SECONDE MANIÈRE.
b. c:: bx.ex.

Ajoutant l'unité aux deux premiers termes.,hi. ci:: bx. cx.
Doncleproduit desantecedens bibx.

desconsequensciex.
Donc ostant ix. de l'un & de l'autre, reite bb etcc.

TROISIÈME MANIÉRÉ.
bx. ex::by.cy.

le produit desantecedens bxby.
desconsequens bxcy.

ostantxy de part & d'autre,reste b b & cc.
Donc deux raiions de nombre à nombre estant égales,

laraisondu produitdesantecedens au produitdes conse-
quens a pour sesexposans des nombres quarrez. Ce qu'ilfalloitdemonstrer.



QUATRIEMETHEOREME.
TROIS raisons de nombre à nombre estant égales, la

raison du produit des 3 antecedens au produit des 3 conse-
quens a pour Tes exposans des nombres cubiques.

PREMIERE PREUVE.
Chacune des 3 raisons égales estant reduite aux moin-

dres termes, elles setrouvent reduitesauxmêmes nom-
bres.

bx. ex :: by. cy :: b cz±
b. c:: b. c :: b. c.

Doncleproduit desantecedens hhh.
desconfequens ccc.

SECONDE PREUVE.
Sans cette réduction en parcourant les 3 maniérés.PREMIEREMANIERE.

h. bx :: c. ex :: d. dx.
Ajoutant l'unité aux antecedens

hi. bx :: ci. ex :: di. dx.
D 1 d Cdesantecedens bicidi.Donc le produit L esconlequenspxCxx. tlt.
Donc ostant de part & d'autre bcd ,

restexy.x.
SECONDE MANIERE,quiestmeslée de

la Troisiéme.
h, c :: bx. cx :: by. cy.

ajoutant l'unité aux deux premiers termes
bi. ci11 bx. ex:: by cy.

Doncleproduit des antecedens b ib xby.
desconfequens cicxcy. Çbbb.

Donc offcant de part & d'autreixy
,
reste -lccc.

C'est la même choie de la 3emaniéré.
PROPOSITION FONDAMENTALE

DES GRANDEVRS INCOMMENSVRABLES.
LA raisondoublée ou triplée d'une raison de nombreànombre,estaussiuneraison de nombre à nombre, quia

pour ses exposansdes nombres quarrez si elle est doublée,
& des nombres cubiques si elle esttriplée.
D'où il s'enfuit qu'une raison simple n'est pas de nom

x v.
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bre a nombre, si la raison doublée ou triplée de cette rai-
ion, ou n'est pas de nombre à nombre, ou n'a pas pour ses
exposans des nombres quarrez ou cubiques.
La premiere partie eslans vraye, la derniere en efi une

fuite necessaire,puis qu'il efl toujours permis de conclure de la
négation du consequent à la négation de l'antecedent,
Reste donc à prouver la premiere, ce qui efifacileparles

deux Theoremesprecedens.
Car une raison doubléen'en: autre chose qu'une raison

composéede deux raisons égales.
Or une raison composée de deux raisons n'en: autre

chose que laraison du produitdesanrecédons de ces deux
raisons au produit de deux consequenspar m.i. & 5.
Donc une raison composée de deux raisons égales de

nombreanombre (cequiefllamêmechose quelaraison
doublée d'une raison de nombre à nombre) n'eflautre
chosè que la raisondu produit des antecedens de deux rai-
fons égales de nombre à nombre au produit des confe.
quens.
Or cette raison du produit desantecedens de deux rai-

sons égales de nombre à nombre au produit des conse-
quens, a pour ses exposans des nombres quarrez parle
Theoreme 3e.
Donc toute raison doublée d'une raison de nombreà

nombre a pour ses exposans des nombres quarrez.
On prouvera de lamêmeforteparle4eTheoreme que

la raisontriplée d'une raison de nombre à nombre a pour
ses exposans des nombres cubiques; parce qu'une raison
triplée n'eftautre chose qu'une raison composée de trois
raisons égales. Donc,&c.

PREMIER COROLLAIRE.
TROIS grandeurs estans continuellement proportio-

nelles, la raisonde la ive à la 3ene peut estre que de 3 fortes.
1. Oudenombreà nombre,ayant pour ses exposans des
nombres quarrez.
2. Ou de nombre à nombre n'ayant pas pour sesexpo-
sans des nombres quarrez.
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3. Ou lourde & nonde nombreànombre.Premier CAS.
Sila raison de la Ire: grandeur à la 3eest uneraifonde

nombre à nombrequia pour ses exposans des nombres
quarrez,la ze grandeuren: aux deux autres comme est le
produit desracines de ces deux nombres quarrez est à ces
deux nombresquarrez. Et par consequent les 3 grandeurs
font commensurables.
Soient b. c. d.

SECOND CAS.
Si la raison de la ire grandeur à la 3e estune raison de

nombre à nombre qui n'ait pas pour ses exposans des
nombresquarrez, lamoyennegrandeurest incommenfu-
rable en longueur9&commensurableen puissance à la 1re

& à la derniere.
Soient -if. k. 1. m.
Soient k. m :: 3. 4.
La raison de k, m estantdoublée de la raison k, /, ou

composee des deux raisons égalesk,l, & /, m, puisque
3 & 4, qui font les exposans de cette raison doublée k, w,
ne font pas deux nombres quarrez, les deux raisons éga-
Iesk.,l,&l,m, dontcetteraisonest composée, ne peu-
vent estre des raisons de nombre à nombre par la seconde
partie de la proportion fondamentale.
Donc k &: 1 fontincommenfurables, comme aussi1 Se

m, parle 1" Lemme.
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TROISIEME CAS.
SI la raison de la Ire grandeurà la f n'est pas de nombre

à nombre, la moyenne grandeur fera incommensurable
aux deux autres, tant en longueur qu'en puissance.
Elle leur fera incommensurableen longueur par lamê-

me preuve que celle du 2e cas.
Et elle leur fera incommensurableen puiuance,parce

que le quarré de la iri est au quarré de la seconde commela ire est à la 3e. Donc si la raisonde la 1re à la 3e n'en: pas denombre à nombre, la raison du quarré de la Ire au quarréde la 2e ne fera pas de nombre à nombre.
Donc la i" 6c la2e font incommensurablesen puissance.
Et il est de même de la 2ecomparée à la troisiéme.

SECOND COROLLAIRE.
4 grandeurs estans continuellement proportionelles,

la raison de la irc à la 4e ne pouvant estre que de 3 fortes,
commeil vient d'estredit, voicy ce qui arrivera.

PREMIER CAS.
SI la raison de lairc à la 4e est une raison denombreà

nombre qui ait pour sesexposans des nombres cubiques
lesmoyennes grandeursferontaux extrémes, commefont
aux nombres cubiques ( qui font les exposans de la raison
de la ire à la 4e grandeur) le quarré de la racine de ce 1er
cubemultiplié par la racine du 2e 6c le quarré de la racine
du le multiplie par la racine du 1r.

SECOND CAS.
SI la raison de la Ire à la 4eestuneraison de nombre à

nombre qui n'ait pas pour les exposans des nombres cubi-
ques, la Ire & la 2e grandeur font incommensurables enlongueur & commensurables en seconde putuance, & il
en est de même de la 2e & 3e , de la 3e& 4e.

Soient
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Soient -;;- k. A m. n.
Soient k.n::3. 4.
La raisonk. » estanttriplée dela raison k. t,ou com-

posée des 3 raisons égales, k. I.
1. m,
m. n.
r n 9chacune de ces 3 raisons égales ne sçauroit estre de nom.

bre à nombre (par la 2e partie de la proposition fonda-
mentale) puisque la raison k. n, qui est composéedes trois,
ou triplée de chacune, a les nombres 3 & + pour ses expo-
sans, qui ne font pas des nombres cubiques.

Donc
k. l.
l.m.
m.n.

soit incommensurablesen longueur.

Mais par III.

Donc ces cubes deux à deuxfont commensurables, puis
qu'ils font comme3 à 4.

Donc
kjl
L m
m.n

font commensurables en seconde puis-
sance.

TROISIÈME CAS.
Si la raison de la Ire à la 4egrandeur n'est pas de nom-

bre à nombre, la irc & 2e, la2e&3e, la3e 6c 4e,fontin-
commensurables tant en longueur qu'en seconde puis-
sance. La raison du 2ecas prouve qu'elles le font en lon-
gueur: & elles le font en seconde puissance, parce que la
raison du cube de la 1re au cube de la 2e , 6c ainsi des autres,est la même que la raison de la 1regrandeurà la 4e , quel'on suppose n'estre pas de nombre à nombre.TROISIÈMECOROLLAIRE.
Si deux grandeurs quarrées ou ne font pas comme nom-
bre à nombre, ou n'ont pas des nombres quarrez pour les
exposans de leur raison, les racines en

font
incommen-

surables.
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Et demême si deux grandeurs cubiques ou ne font pas
comme nombreà nombre, ou n'ont pas pour les exposans
de leur raison des nombres cubiques.
Car les quarrez font en raisondoubléede leurs racines,

& les cubes en raisontriplée, d'où le reste fuitpar la pro-positionfondamentale.
PROBLEME.

RECONNOISTRE si un nombre donné estla racine d'un
quarré égal à deux nombres quarrez.
Cela se peut reconnoistre par ces deux Regles.

PREMIEREREGLE.
TOUT nombre impair qui estant ajoûté à Soymême

moins un, fait un nombre quarré, est la racine d'un quarré
égal à deux autres quarrez.
Soit ce nombre impair appelle h.
Soit h—iappellé h, deforte que b+1Soitégalai.
Soit h -+ b ( ou 2 b ---l-i, qui est la même chose, & que

nous supposonsestre un nombrequarré) appelle cc.
le dis que h h=bb+cc.
Car hestant égalàb+1, hhest égalau quarré de b -+I.

c'est à dire,à b b+2 b1.»
Or 2 b -+i est égalàcc, par l'hypothese.
Donc hh=bbcc. Ce qu'il falloit demonstrer.
Exemple. Soit le nombreproposé 41. i fois 41 moins

un, c'est à dire 41 & 40 font 81, quiest lequarré de9.
Doncle quarré de 41, qui est 1681,est égal à Si ( quarré

de 9 )&à 1600 ( quarré de 40. ) ,

SECONDE RÉGLÉ.
AYANT trois nombres qui soient tels, selonla IR; Regle,

que le quarré du premier soit égal au quarré des deux au-
tres, toutmultiple du premier aura aussi son quarréégal,
aux deux quarrez des equimultiplesdes deux autres.
Exemple. 13. estant de ces impairs dela premiereréglé,dont le quarré 169 est égal à 144 quarré de 12, plus à 25

quarré de 5, 39 qui est triple de 13 a son quarré égal au
quarré de 36 triple de 12, & au quarré de 15 quiesttri,
ple de 5.
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PREMIER COROLLAIRE.
IL ya des nombres qui font tout ensemblede la IRE & de

la2eregle. Et alors leur quarréest égal à deux quarrez fe-
lon la Ire regle, & à deux autres quarrez, selon la ie.
Exemple. 25, selon la Ire regle, a son quarré égalau

quarré de 24 & à celuy de 7.
Et le même 25 selon la 2eregle, commequintuplede 5,

a son quarré égal à celuy de 20, quintuple de 4, 6cà celuy
de 15 , quintuple de 3.Tous les nombres de la 1reregle qui finissent par 5 font
aussi de la 2e, comme estantmultiples de 5.

SECOND COROLLAIRE.
E N renversant la 1re regle on peut trouver tant de

nombres que l'on voudra dont le quarré soitégalàdeux
autres quarrez.
Car tout nombre quarréimpairestant divisé en deux

parties, dont l'une ne surpasse l'autre que de l'unité; le
quarré de la plus grande partie est égal au quarré de la
plus petite, plus le premier quarré impair. La preuve estlamêmeque celle de la 1reregle.

TROISIEMECOROLLAIRE.
ON peut encore se servir pour trouver ces quarrez , delaTable

suivante, qui a 7 colonnes: qui contiennent,
La I. Vne progression Arithmetique de 4 en 4 com-
mençant par4.
II. Les nombres triangulaires de ceux de la Ire colonne.
De forte que les deux premiers de la Ire colonne valent le
2e de la seconde, les 3 premiers le 3e :

les 4 premiersle4e,
&c.III.Cesmêmes nombresplus un.IV. Les nombres impairs à commencer par 3.
V. Les quarrez de ces nombres impairs de la 4e co-lonne.
VI. Les quarrez des nombres de la 2e colonne.VII. Les quarrez des nombres de la 3e.
Cela fait on trouvera que chacun des quarrez qui font

dans la je colonne, est égal aux 1 nombres qui font vis
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à vis dans la 2e & dans la 3e colonne.
2. Que chacun des quarrez de la 7 colonne est égal aux
deux quarrez qui font vis à vis dans la 5 & 6e colonne. Ce
que l'on vouloit principalement chercher.

I. II. III. IV. V. VI.VII.44539 16 25
8 il 13 5 25 144 169
12 24 25 7 49 576 615
16 40 4-1 9 81 1600 1681
20 60 61 il 121 3600 3721
24 84 85 13 159 7056 7225
28 112 113 15 125 12544 12769
31 144 145 17 189 20736 11025
36 180 181 19 361 32400 31761
40 110 211 21 441 48400 48841

DE LA PROPORTION ENTRE LES
DIFFERENTES ALIQUOTESD'UNE MÊME GRANDEUR.

PREMIER LEMME.
IE suppose que l'on sçait qu'une aliquote, qui s'appelle

une fraction dans les nombres, s'exprimepar deux chiffres
au dessus l'un de l'autre avec une raye entre-deux, ± -.
Et que celuy d'embas, qui marque combien de fois l'ali-
quote est contenuë dansson tout, estappelledénomina-
teur, & celuy d'enhaut numerateur, parce qu'il marque
combien de fois on doit prendre l'aliquote marquée par
celuy d'embas. Ainsi est un tiers, 1 trois quarts, cinq
lixiémes.

SECOND LEMME.
VN tout est à chacune deses aliquotes,commelede-

nominateur de l'aliquoteest à l'unité.
t. ~1/2 :: 2. 1.
t. :: 3. I.
t. ~i :: 4. 1.TROISIÈME LEMME.

L'ALIqOTE prise autant de fois qu'elle est qucontenüe
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de fois dans le tout, eit égale au tout. t..e quiarrivetou-
jours quand le numerateurest le même nombreque le dé-
nominateur.
Ainsi ; ] i 6cc. font chacun le tout.3PREMER. THEOREME.
DEUX différentes aliquotes d'un même tout font en

même raison que leurs dénominateurs dans un ordre ren-
versé. C'efl: à dire que la premierealiquote est à la fecon-
de, commele dénominateurde la fécondé est au dénomi-
nateur de la premiere.

7 ~1/4 :: 4. 3.
~1/7 7 :: 5, 7. ,-1Soient x le tiers de 1,&y en 101t le quart.

le dis que x.y1 1î
-;r..

::4. 3.
Carx. y :: 3x. 3y.

2 i•• 3 -
7 A**« JÉJ»»

Orparle3eLemme 3x6c4.y! Se-4 fontlamême chose.
Donc x.y :: 4y. 3y---•* 4/ 1- - ;¡: 4.14 4 * * + -t *

Or 4-y.3Y
A 3/
4 4

:: 4. 3.

Donc x. y
3 1

*
A.

:: 4. 3. Cequ'ilfalloitdemoustrer.
SECOND THEOREME.

SI on prend la moitié d'un tout 6c qu'on y ajoûte la
moitié de lamoitié, & de plus la moitié de cette nouvelle
moitié, & ainsi à l'infiny , toutes ces moitiez

ensemble
font le tout.
Mais si on prendle tiers d'un tout & qu'on y ajoûte le

tiers de ce tiers, puis le tiers de ce tiers du tiers, & encore
le tiers de ce nouveau tiers,& ainsi à l'infiny, tous ces tiers
ensemble font lamoitié.
Et tous les quarts prisde la même forte font un tiers.
Toutes les cinquiémesun quart.
Les sixiémes un cinquième, & ainsi de fuite.

XXXIV.

XXXV,

K iij



78 NOUVEAUX ELEMENS
Il fera aisé de juger par un seul cas de tous les autres.
Soit donc proposé à montrerque tous les quarts de la

grandeur b, 2^. considerée commeune ligne, pris de la for-
te qu'il vient d'estre dit, en valent le tiers.
le suppose que 6, x. foit le tiers de b,jç. Si on divise ce

tiers en quatre parties, les 3 premieres de ces parties que
je suppose estre b, c. feront le quart de par le Ier Theo-
reme.
C /J,x. b,C}Car bl)x. h,c

:: 4. 3.14-"-Donc c,x. est le l% de h)C.
Doncpour avoir le ¡ du quart, c'eftàdire le quart de

b, c. il ne faut que diviser c, x. qui en est le tiers en quatre
parties,& les 3 premieres que je suppose estre c, d. feront
le quart de b,c.
Et d,x.fera le tiers de c,d.
Donc pour avoir le ¡ de c, d. qui est ce que l'on cher-

che, il ne faut que diviser d, x en quatre parties,& les
3 premieres queje supposeestre d,fseront le quart de c,d.
Et il est aisé de juger qu'agissant toujours delamême

forte
, ces quarts de quarts approcheront toûjours dupoint x sans qu'ils y arrivent jamais, qu'aptes des subdivi-

sionsinfinies.
Donc tous ces quarts pris commeilaesté dit,ne vau-

dront jamais qu'un tiers.
PREMIER COROLLAIRE.

ON voit par lasolutiondu sophisme des anciens con-
tre le mouvement,
Supposant

,
disoient-ils, qu'Achille aille 10 fois plus

viste qu'une tortue, si la tortuë aune lieued'avanceja-
mais Achile ne l'atrapera : car tandis qu'Achile fera la
1relieuë, latortuëferala delà 2elieuë; & tandis qu'A-
chileferala ~1/10 de la2elieuë, latortuë ferala 1° de cette
-;l-;

, & ainsi à l'infiny.
Tout cela suppose que toutes ces dixiémes de dixiémes

à l'infini saffentun espace infini, au lieu qu'elles ne font
toutes ensemble qu'une 1 de lieuë, selon le Theoreme
nï,/arf,dfinr
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Et eefl: pourquoy Achile doic attraper la tortuë à la
premiers dela2elieue. Car allant 10 fois plus viste quelatortuë,il doit avoir fait dix fois autant de chemin danslemêmetemps.
Doncpendant que la tortuë parcourra une delieuë,

Achile en doit parcourir!.g"-, cequi fait justement la pre-
miere lieuë qui en contient ~*, plus - de la seconde lieuë.

SECOND COROLLAIRE.
SI un horloge a deux aigüilles, l'une des heures qui fait

son tour en 12 heures, & l'autre des minutes qui fait le
même touren une heure, marquer tous les points ausquels
ces deux aigüilles se rencontreront.
Ceferaa ces heuresicy. 1 ~-+-7 2 -t--l73-4-4—Il Il 2Z5-hh 6-4- - 7h-n 8-+ - 2. 10—f-n 11-+ -

C'est à dire I
12 heures.

II JI II II

La preuve enest aisée à deviner par celle du 1er Corol-
laire.
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NOVVEAVX ELEMENS
D EGEOMETRIE

LIVRE CINQVIEME.

DE L'ESTENDVE.
DE LA LIGNE DROITE ET CIRCVLAIRE.
DES DROITES PERPENDICVLAIRES, ET OBLIQVES.

DEFINITIONS.
Ous avons parlejusques icy de lagran-
deur en général,il faut maintenant des-
cendre à Ces especes.
TOUTE grandeurest continüe, com-

me est l'étenduë, le temps, le mouve-
ment: ou non continüe,commele nom-bre.

La continüe est ou successive,comme le temps, lemou-
vement.
Ou permanente, qui s'appelle generalement espace ou

étendüe.
Mais elle se considere ou selon toutes ses trois dimen-

sions, longueur, largeur & profondeur,&alors elle s'ap-
pelle corps ou solide.
Ou selon deux seulement, longueur& largeur,& alors

elle



elle s'appellesurface ousuperficie, qui est ou plate,quis'ap-
pelleplan, ou non plate qui s'appellesurface courbe.
Ou selon une feulement, quiest la longueur, &alors

elle s'appelle ligne, qui est ou droite ou courbe.
L'extrémité de la ligne s'appelle point, qui doitestre

conceu indivisible. Car s'il pouvoitestre partagé en deux,
l'une de cesmoitiez ne feroit pas à l'extrémitéde la ligne.
Et par la même raison la ligne, qui est indivisible selon

la largeur,parce qu'elle est considerée comme n'en ayant
point, estl'extrémité de la surface.
Etla surface quiestaussiindivisibleselon la profondeur,

est l'extremité du corps.
PREMIER AVERTISSEMENT.

LES idéesd'une surface plate & d'une lignedroitefontsi
simplesqu'on neferoitqu'embrouiller ces termes en les voulant
dejinir. On peut feulement en donner des exemples pour en
fixerl'idée aux termes de chaque langue.

SECOND AVERTISSEMENT.
QUOY quilnyaitpointaumonde aetendiie quinaitque

longueur& largeursansprofondeur, ou longueursans largeur
7iy profondeur, à* encormoins depoint, qui riait ny longueur,
ny largeur, nyprofondeur5 ce que disent les Geometres dessur.
faces, des lignes & despoints ne laisse pas d'efire vray,parce
qu'ilsuffit pour cela que dans un corps qui estvéritablement
long,large, e-profondlepuisserienconsiderer que la longueur6 la largeursansfaireattention à laprofondeur,oumême
la longueurfeulesansm'arreflerny a la largeur, ny à laprofon-
deur. Ainfj pour mesurerunchamp, je ne m'amuse pas à
creuferpoursçavoirfila terrey est bienprofonde,mats je rc-
gardefeulement combien il est long & large: Etpoursçavoir
combien ily a de Paris à Orleans 3je ne mesure pas la largeur
des chemins3maisfeulement la longueur. Et demêmecequ'on
appellePointriejl que la lignemême, entant qu'onn'yconj-
dere que la negationd'uneplus longue étenduë.TROISIEME AVERTISSEMENT.
ONdoit commencer par la ligne comme parlaplussimple

estendué :,& depluspour en rendre la considerationplus facile

11,
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lors que l'on compareplusieurslignesensemble,onlessuppose
toujours danscesp-remierselemens commeejÙtnt posées,ou dé-
crites sur un même plan, cest à dire surune mêmefuperjicù
plaie5 ce qu'ilfuîffpd'avoirdit unefoispourtoutes.PREMIERESECTION.

DELA LIGNE DROITE.
Nous n'avons point defini la ligne droite, parce quel'idée en est tres claired'ellemême, &: que tous les hom-

mes conçoivent la même chose par ce mot. Mais il est
bon de remarquer ce que nous concevons naturellement
estre enfermé dans cette idée, ce que l'on pourra pren-dre si l'on veut pour sa definition.
La ligne droite est la plus courte estenduë entredeux

points.
Et celle qui approche plus de la droite, est aussila plus

courte: ce qui a donné occasion à Archimede d'établir
ce principeou Axiome.

PREMIER AXIOME.
SI deux lignes sur le même plan

ont les extremitez communes &;
font courbes ou creuses vers la mê-
me part,celle qui est contenüe est
plus courte que cellequi la contient.
l'ay dit courbes ou creuses, car ce-
la n'est pas seulement vray des lignes
courbes comme dans la I. figure,
mais aussi des droites comme dans la
II, lors que deux ou plusieurs lignes
droites se joignant font un creux.
Car alors deux ou plusieurs lignes
droites font consideréescommeune
feule ligne courbe qui feroit creuse
vers ce costé là.
Mais il faut bien remarquer ces

mots, ( vers la même part) car cela ne feroit pas vray , sila même ligne courbe estoit creuse vers differens costez
comme dans la III figure, ou si diverses lignes droites

v.
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considerées comme une feule ligne faisoient aussi des
creux de differens costez comme dans la IVfigure; car
alors la contenante pourroit estre plus courre que la
contenue.

SECONDAXIOME OU DEMANDE.
AYANTdeux points donnez on peut mener une ligne
droite de l'un à l'autre.
Et on n'yen peut menerqu'une.
Laquelle par consequentest l'unique & naturelle me-

sure de la distance entre ces deux points. L'instrument
dont on se fert pour cela s'appelle regle.

TROISIEMEAXIOME OU DEMANDE.
LA simplicité de la ligne droite fait qu'en ayant une

posée on la peut prolonger de part &d'autrejusquesà
l'infini, c'est a dire tant que l'on veut.
D'où il s'enfuit que la position d'une ligne droite ne

dépend que de deuxpoints.ouqueconnoissantdeux points dans une ligne droite,
nous la connoissonstoute.
Ou, que deux points estant donnez de position, toute

la ligne droite estdonnée.
QUATRIEME AXIOME.

Si une ligne droite est immediatement couchée sur
une autre en une de ses parties, elle le fera en toutes, pour-
veu que l'une & l'autre soit prolongéeautant qu'il fau-
dra,& elles ne feront proprementqu'une mêmeligne.

CINQUIEME AXIOME.
DEUXlignes droites ne se peuvent couper qu'en un

point.
SIXIEME AXIOME.

DEUX lignes droites qui estant prolongées vers un mê-
me costé s'approchent peu à peu le couperont à la fin.
Euclide prend cette proposition pour un principe & avec

raison : car elle a assi de clarté pour s'en contenter, &ce
feroit perdre le temps inutilementque deserompre la teste pour
la prouver par un long circuit,
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SECONDESECTION.
DE LA LIGNE CIRCVLAIRE.

DEFINITIONS.
LA ligne que décrit sur un plan l'une desextrémitez

d'uneligne droite, sonautre extrémité demeurantimmo-
bile, s'appelle circulaire, ou circonference.
ET l'espace que décrit toute la ligne s'appelle cercle.
LE point immobile, centre, quine peutpas n'estrepoint

également distant de chaque point de la circonférence,
puisque c'etf toujours la même ligne qui a fait cette di-
stance.
ET ainsy il est bien clair que toutes les lignes du centre

à la circonferencefont égales.
CES lignes s'appellent rayons ou de-

mydiametres.
LES lignes menées d'un point de la
circonference à un autre s'appellent
cordes.
Si elles passent par le centre, elles
s'appellentdiametres, &elles coupent
le cercle & la circonference en deux
parties égales, qui s'appellent demy-
cercles & demycirconferences.
LA partie de la circonference qui se
trouveentre les extremitez d'une cor-
de s'appelle arc. Mais lors que cette
corde est moindre qu'un diametre, il
y a deux portions de circonferences qui se terminent aux
extremitez de cette corde. L'une plus grande que la de-
mycirconference

, & l'autre plus petite. Or quand on
parle de l'arc d'unecorde, si on n'ajoûte autre chose, on
entend celuy qui n'est pas plus grand que la demycircon-
serence. Ce qui soitbien remarqué.
TOUTEcirconferencese conçoit divisée en 360. parties

égales qui s'appellentdegrez.
CHAQUEdegré en 60 minutes premieres qu'on appel-

le simplement minutes: Chaque minute en 60 secondes,
&chaqueseconde en 60 troisièmes ; &ainsi à l'infini.
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PREMIER AXIOME OU DEMANDE.
ON demande qu'ayant un intervale donné, on puisse

décrire une circonferencede cetintervale. Ce qu'on ne
peut douter estrepossible, puis qu'il ne faut pour cela que
concevoir que la ligne qui joindra les deux points de cet
intervale se remüe, l'une de ses extremitez demeurant im-
mobile.
Lamachine la plus ordinaire donton se sert pour la dé-

crire sur le papier s'appelle, compas, qui a deuxjambes,
qui eslansouvertesplus ou moins selon l'intervale donné,
l'une demeurant immobile,l'aucredécrit la circonference.

SECOND AXIOME OU DEMANDE.
OR comme il faut supposer dans cette operationque

les deux jambes du compas gardent toûjours la même di-
stanceentr'elles, il n'est en rien plus difficileaprès avoir
mesuré la longueurd'une ligne donnée par l'ouverturedu
compas, dele servir de cette même ouverture pour dé-
crire ailleurs une ligne égale à celle-là, ou retrancher
d'une autre ligne une portion qui soit égale à cette pre-
miere. C'est pourquoy on peut hardiment mettre ce
Probleme entre les demandes qui n'ont point besoin
d'estre prouvées.
Décrireune ligne égale àune ligne donnée, soit par le

retranchementd'une autre ligne,soit partout ailleurs.
TROISIEME AxiomE.

LA maniere dont l'on conçoitque se forme la ligne cir-
culaire est si simple

,
qu'il est impossible de concevoir

qu'elle ne foit pas par tout dans une entiere uniformité.
Et de là il s'enfuit que les Theoremesfuivans font naturel-
lement connus.
Les circonferences qui font décrites d'un égal interva-

le fontégales.
Et celles qui font décrites d'un plus petit intervale font

plus petites.
Et d'un plus grand font plus grandes.

QUATRIEME AXIOME.
LES degrez de circonferenceségales font égaux, puis

que ce font aliquotespareillesde grandeurs égales. Et par
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lamêmeraison les degrez d'unepetite circonference font
plus petits que les degrez d'uneplus grande.Cinquième AXIOME.
DANS un même cercle les cordes qui soûtiennentdes

arcs égaux font égales, & les arcs qui font soûtenus par
des cordes égales lofit égaux. C'est une fuite évidemment
necessairede l'entiere uniformité de la circonference. Il
ne faut qu'attentionpour en appercevoir la certitude.
Il en est de même dans deux cercles égaux que dans le

même cercle.
SIXIEME Axiome,

TOUTES les lignes tirées du centre qui fontpluspetites
que les rayons du cercle, ont leur extremité au dedans du
cercle: que si elles font plus longues, elles l'ont au de-
hors; si égales, dans la circonferencemême.

Septieme AXIOME.
LORS qu'on a d'une ligne, l'une des extremitezdonnée

de position,& sa longueur 5son autre extremité doit estre
dans la circonference du cercle décrit par un intervale de
cette longueur donnée.TROISIEME SECTION.
DES LIGNES DROITES PERPENDICVLAIRES.Définitions.
Nousavons déja dit qu'une ligne droite n'en peut

couper une autre droite qu'en un point. Mais la coupant
elle le peut faire en deux manieres.
La premiere est,en ne panchantpoint plus vers un costé

de la ligne coupée, que vers l'autre.
Pt alors elles font dites se couper perpendiculairement6cestreperpendiculaires l'une à l'autre.
La seconde, en panchant plus vers uncosté que vers

l'autre, & alors elles font dites se couper obliquement &
estre obliques l'une au regard de l'autre.
Mais il ne faut pas confondre l'obliquité qui convient

à une ligne droite par rapport à une autre ligne, avec la
curvité qui convientà la ligne par sa naturemême, & con-
stitüe uneespece deligne opposée à la lignedroite.
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AVERTISSEMENT.
QUOY que deux lignes qui se coupent) se coupent &[oient

coupées mutuellement, neanmoins afin qu'on ne les confonds
tU,no/uappeUerons l'unecoupée e-l'autre coupante.DEFINITION PLVS EXACTE

DE LA PERPENDICULAIRE.
POUR former une notion plus distinctededeuxlignes

perpendiculaires, on les peut de-
finiren cette forte.
Lors que deux points de la ligne

coupée estans pris également di-
dans de l'un des points de la ligne
coupante, tout autre point de la
ligne coupante se trouvera aussy
estre également diflant de ces deux
points de la ligne coupée, la ligne
coupante est perpendiculaire à la
coupée, estant bien clairqu'ellene
peut alors incliner plus d'un costé
que d'autre. AXIOME,
POUR montrer que tous les points de la ligne coupante

sont également distans de deux de la ligne coupée, il suffit
d'en avoir deux dans la ligne coupante dont chacun soit
égalementdistant de deux points de la ligne coupée. Car
delàil s'ensuivraquetous lesautres le feront aussy.

deration de la natuie de lalE pretens que la feuleconsideration de la nature de la
ligne droitefaitvoirlavérité de cetteproposition,& quesans
cela ileflimpojjîble degarderdans la Geometrie l'ordre natu-
rel des ebofes.
Carj. puisque la positiondelaligne droite ne dépendque

de deux points, & qùenayant donnédeuxpoints, elle efl toute
donnée, cest à dire que la pofitien de tons les autres points efl
determinée, il eflvijible que la position de ces deux points de
la ligne coupante, dont onsuppose que chacun eflégalement
distant de deux points de la ligne coupée, déterminétous les
autres à en elire aussy égalementdistans.
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2. S'ily enavoitquelqu'un qui approchafl plus de l'un des
points que de iautre, la ligne feroit necejjairementcourbée de
cecossé là.
Je il n'y auroit point de raison pourquoyils'approcheroit

plàtoji d'un cossè que de l'autre, ny pourquoy ils'approcheroit
de tantplûtostque de tant. Car la pojition de ces deuxpoints
donnezqui determinetous les autrespoints de la ligne, ne les
peut déterminerquà une égalitéde dijlance, puis qu'ilsn'ont
pour euxmefmes que cette determinationlà.
4. Tous les Geometressemblent afftzconvenirdel'évidence

de cette propafition., puisque dans la solution de tous lespro-
blèmes qui regardent les perpendiculaires, ils ne font autre
chose que chercher deux points dans la ligne coupante, dont
chacun foit également distant de deux points de la ligne cou-
pée. Et ainji quelque circuit qu'ils cherchent pour montrer
que leurproblemeefl resolu parlà il cftclair néanmoins que
dans la nature des chofts ce riefi que celaseulqui l'a resolu.



de demonstrerlesProblemessuivans sansse servirdes trian-
gles commefait Euclide.
(j - PREMIER PROBLEME.
D'UN point donné hors une ligne donnée tirerune per-

pendiculaire sur cette ligne: on suppose que cette ligne
soit prolongées'il en estbesoin, & que le point donné ne
se puisse pas rencontrer dans la ligneprolongée, car alors
il ne seroit pas proprement hors cette ligne.
Soit le point k & la ligne z

de k pris pour centre, décrire un
cercle qui coupe z & par con-
sequens y marque deux points
commem &n,également distans
de k, puisquemk,& nk feront
rayons du même cercle. Celafait

,
décrivant deux cercles égaux

d'm & d'n qui s'entrecoupent par
tout ailleurs qu'en k, comme en b,
la ligne qui joindra b&k fera perpen-
diculaire à la lignez, ce qu'il falloit
faire. Car k & b font chacun égale-
lement distans des deux points de z,
m & n , Se par consequent tous

les
autres en feront aussi également di'
stans par la precedente, & ainsy la li-
gne fera perpendiculaire par la definition.

SECOND PROBLÈME.
D'UN point donné dans une ligne élever un perpendi-

culaire. Soitle point kdans
la lignez, qui estant pris
pourcentre, le cercle q1uelendécriraducentrecoupera

la ligne Z,
prolongées'il en estbesoin,
en deux points comme m Se
n, qui feront égalementdi-
stans de k, l'intersection de
deux cercles égaux qui auront m 6c n pour centre donnera

XXXIII.

XXXIV.



le pointb, auquel il faudramener la ligne du point k pourfaire la perpendiculaire que l'on cherche.
C'est la mesme preuve que du precedent. Car k&h

feront chacun également distans de m &: n.TROISIEME PROBLEME.
COUPER. une ligne donnée en deux parties égales.Soitlalignedonnéemn, en tirant

des deux extremitezm,n, pris pour
centres deux cercles égauxqui s'en-
trecoupent en deux points comme
k & b, où tirant des mêmes centres
deux arcs de cercles égaux qui s'en-
trecoupent en un point comme en
k
, & deux autres arcs de cercles

égaux ou inégaux aux premiers,
mais égaux, ,

qui s'entre-coupentaussyenautrepointcom-
coupentaussy en autre pointcom-
me en b, la ligne k,6 prolongée au-
tant qu'il fera besoin coupera la li-
gne mn en deux partieségales.Car
si le point de la fection est zC0111111eilestdans la ligneb, k qui est per-
pendiculaire à la ligne ni n , par-
ce que b & k font également distans dem & n, aussi en
fera égalementdistant, &: par consequent m z fera égal à
2^, n. Ce qu'il falloit démonstrer.

PREMIER THEOREME.
LA perpendiculaire est la plus courte de toutes les li-

gnes qui puissent estremenées d'un point à une ligne.
Soit le point k& la lignez, sur laquelle ayant mené de

k la perpendiculaire k b, & l'ayant prolongéejusques en
c, en faisant b c égale à k b, si on tire de k d'autres lignes
sur la lignezcomme en m & n, je dis que k b est plus cour-
te que km, ou k-n. Car ayant tiré les lignes me &nc,je
dis quekmestégaleàmc, & kn ànc,puisque la lignez
estant perpendiculaire à la ligne k. c,

le
point b qui est

commun à ces deux lignesnepeut estre comme il est ¿ga.
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lement distant de & de c,que les autres points comme m
& n ne soient aussi chacun également distansde& de c.
Or celaestant,ilest clair que la ligne kb c estantdroite

est plus courte que les lignes kmc, qui ne font pas une li-
gnedroitte, & par consequent kjb, qui est la moitié de lz.6 c,
est plus courte que km, qui est la moitié de k mc.

SECOND THEOREME.
ON ne peut élever du même point d'une ligne plus

d'une perpendiculaire, nyen me-
ner plus d'une d'un point à une li-
gne. Le premier est clair de foy-
même: car ayant élevé du milieu
de la lignem n, la perpendiculaire
bk3 il est visible que si on en vou- *
loit élever une autre du même
point b, on ne la pourroit tirer que
plus vers un costé que vers l'autre,
ce qui est directement contraire à
la notion de perpendiculaire.
La 2e partie est encore tres manifeste,& le peut neanmoinsprouver de cette forte. Soit mené de
k surmn la perpendiculaire kb, en for-
te que b soit également distant de m &
n, dontpar consequentk doit estre aus-
ry eob-alj-si on menoit de ksy également distant: si on menoit de k
une autre perpendiculaire à un autre
point comme àg, il faudroit quegfust
également distant de m &. de n, puisque
k qui seroit un des points de cette ligne
enest également distant. Or cela est impossible, puisque
si g estoit entre b &,- m, il feroit plus prés de m que de n, 8c
s'il estoit entre b & n, il seroit plus prés de n que dem,

PREMIER COROLLAIRE.
LA perpendiculaireestlamesured'un point hors d'une

ligne à cette ligne, & delaligneà ce point.
Carestantunique& la plus courte de toutes les lignes

qui peuventestre menéesd'un point à une ligne,onn'en
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pouvoit prendre aucuneautre qui fust si propre à mesurer
cette distance.

SECOND COROLLAIRE.
DEUXdifferentes lignes estant perpendiculairesàune

mêmeligne, il est impossible qu'elles se rencontrent,
quoy que prolongéesà l'infini.
Car si elles se rencontroient elles auroient un point

commun, & ainsy il y auroit deux lignesmenées d'un mê-
me point quiseroient perpendiculairesà unemême ligne
ce qu'on a fait voir estreimpossible.TROISIÈMECOROLLAIRE.
LORS que d'un point hors une ligne onatiré une obli-

que sur cette ligne, si du même point on tire une perpen-
diculaire sur la mêmeligne, cette perpendiculaire tom-
bera du costé que l'oblique estinclinée sur cetteligne.Soitlalignebc,lepointk
dont ait eue tirée l'oblique kg
qui soit inclinée vers b , je disqu'il est clair par ce qui a esté dit
dela perpendiculaire, que si du
même point k on en tire une sur
b c, elle tomberaentre 110n pas entre g & c, caril est visible que si elle tomboit entre g &;r, tant s'en fautqu'elle fust perpendiculaire, qu'elle seroit encore plusoblique que k g.
De plus ayant pris dans la ligne b c deux points égale-

ment distans de k, comme pourroitestre b & c (33. S) lepoint où tomberala perpendiculaire doit estre également
distant de ces deux points (ib ) ; & au contraire celuy où
tombe l'oblique doitestre plus éloigné du point vers le-
quel elle est inclinée, & par consequent la perpendiculai-
re doit tomber du cofté vers lequel cette ligneest in-
clinée.

QUATRIÈMECOROLLAIRE.
Si d'un point où une oblique coupe une ligne on veutélever une perpendiculaire sur cette ligne, elle s'élevera

du cofté vers lequel cette oblique n'en: pas inclinée.
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Soit la lignebc coupée par l'oblique kginclinéevers
b ,si du point g on veut élever une
perpendiculaire surbc, elle s'éle-
vera du costé de c, & non du costé
deb; c'est à dire qu'ellese trouvera
entre les lignes kg &gc, &non
pasentrekg&gb. Carilestvisi-
ble que si elle se trouvoit entre kg

1& gb, elle feroit encore plus inclinée que kg.TROISIEMETHEOREME.
LA perpendiculaireindéfinie qui coupe par la moitié la

distance de deux points comprend tous les points du mê-

me plan dont chacun peut estre également distantdeces
deux points.

-Soient les points m&njoints
parlalignemn, ôc la perpendi-
culaire indefinie k b, qui la cou-
pe par la moitié au point b, il est
clair que tous les points delali-
gne kb font également distans
demn. Mais je dis de plus, qu'il
n'y en peut avoir aucun autre
hors cette ligne qui en foit éga-
lement distant. Car il faudra
qu'ilfoitàl'un des costezcommeseroitg, ci-ou tirantune
perpendiculaire surmn (par 5.)elle la couperaen unautre
point que b, comme seroitp.Orsigestoit également di-stant d'm & d'n, il faudroitquep,qui seroitun pointde
la perpendiculaire en fust aussy égalementdistant, ce qui
est visiblementimpossible, comme on l'a déjaveu.

QVATRIEME SECTION.
DES LIGNES DROITTES OBLIQUES.

EXPLICATION DELA MANIERE
DONT ON DOIT CONSIDERER LES LIGNES
OBLIQUESPOURLESMIEUXCOMPRENDRE.
Nous avons déja dit que lors qu'une ligne droitte en

xr.r.

XLIIi.



coupe une autre en penchant plus d'un coste que de l'au-
tre, elle s'appelle oblique au regard de cette ligne qu'elle
coupe obliquement.
Mais pour mieux juger de la grandeur de ces obliques

en les comparant les unes aux autres, il est bon de ne les
considerer que félon le costé selonlequelelles approchent
plus de la ligne qu'elles coupent, qui estaussi lafaçonla
plus naturelle de considerer ces lignes.
De plus, nous ne regarderons les obliques que comme

menées d'un certain point à la ligne qu'elles coupent, Se
comme terminées à cette ligne.
Cela estant supposé, ce que j'encens par l'obliquité d'u-

ne ligne sur une autre est que cette ligne loit plus couchée
sur la ligne qu'elle coupe, que ne feroit la perpendiculaire
menée du même point sur la même ligne. Deforteque
c'efttoujours par rapporta cette perpendiculaire que je
confidere cette obliquité.
Mais ce rapport enferme deux choses. i. La distance

du point qui est communà l'oblique & à là perpendiculai-
re d'avec le point de la ligne où la perpendiculaire tombe,
qui est la mêmechose que la longueur de cette perpen-
diculaire.
2. La distance du point où l'obliquetombe, d'avec ce-

luy où tombe la perpendiculaire, que j'appelle l'éloigne-
mentduperpendicule.
A quoy il faut ajouter la distance du point d'où l'obli-

que est menée de celuy où elle coupe la ligne au regard de
laquelle elleestappellée oblique: qui est la même chose
que la longueur de cette oblique.
Soit par exemple la ligne zindefinie)sur laquelle on rafle
defeendre du point k au point b l'oblique kb, & que de k
on tire la perpendiculairek c, les trois distances dqot nous
venons de parler font trois lignes,dont deux ( sçavoir la
perpendiculairek c, & l'éloignementdu perpendiculeb c )
se coupent perpendiculairement, & la troinéme, qui est
l'obliquek b, rencontre obliquementl'une & l'autre.
Etainsi peut estreconsideréetantostcommeoblique de



l'une, tantost comme oblique de l'autre. Mais il taudra
alors changer alternativementaux deux autres lignes les
noms de perpendiculaire &d'éloignementduperpendi-
cule. Car si je confidere k b commeoblique sur b c, k c est
la perpendiculaire, & b c l'éloignement du perpendicule.
Etau contraire si je confidere k b comme oblique sur k c,
bc fera la perpendiculaire, & kC l'éloignenlent du per-
pendicule.
On pourroit aussyconsiderer b c &kC comme obliques

.L .1sur k h, (car comme les lignes
font mutuellement perpendicu-
laires, elles font aussi mutuelle-
ment obliques. ) Mais pour sui-
vre nostre méthode il faudroit
alors mener une perpendiculai-
re du point c à la ligne k b , com-me feroit cz. Et ainsi en confi-derant b c comme oblique sur la ligne bk, la perpendicu-
laire feroit cg, & l'éloignement du perpendicule gb.
Mais à moins que de faire cela, kh feule estconsiderée
comme oblique, tantost au regard de l'une, tantost au re-
gard de l'autre.
La consideration de ces trois lignes, k b oblique, k cperpendiculaire, bcéloignementdu perpendicule,nous

fera comprendre plusîeurs choses des lignes obliques qui
n'ont pu encore estre expliquées que par des triangles, ce
quiest un ordre tout renversé. Et nous verrons d'une part
que dans la comparaison des obliques,l'égalité en deux de
ces lignes donne l'égalité dans latroisiéme, & nous exa.
minerons de l'autre quand il n'y a égalité que dans une,quelle estl'inégalité des deux autres.
PROPOSITION FONDAMENTALE.
DE LA MESURE DES LIGNES OBLIES.
LES lignes obliques menées du même point à une mê-

me ligne, font plus longues, plus elles font éloignées du
perpendicule.
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- Soient du point k menées sur la ligne zlaperpendicu-
laire kb,&: les obliques k f& kg.
Et foit prolongée kbjuiquesen
c, en forte que b c foit égale à
k b. Etsoientaussy menées les
lignesfc&gc; je dis première-
ment quez estant perpendicu-
laire àkb. comme le point 6, qui
est commun à l'une &. à l'autre
est: égalementdistant de k & de
c. Donckestégaleàfc, &kg,
ag c. Or par -temoyen;aArclu-
mede Liv. I. kfcest: plus courte
quekgc, Do¡{ckf, quiestlamoitiédekfc,eftpluscour-
te que kg) qui est la moitié de kgc. Ce qu'il falloitde.
monstrer.

COROLLAIRE*.
IL estvisiblequecen'est que la mêmechose si l'ondit

que de toutes les obliques qui feront menées au mêmepoint d'une même ligne de di-
vers points d'une perpendicu-
laire à cette ligne pris au même
costé, celles qui font menées des
points plus proches de la ligne
où tombe l'oblique font les plus
courtes.
Car il ne faudraalors que tirer

d'autres lignesdesmêmespoints
de cette perpendiculaire vers
un même point de l'autre costé
de la ligne qui coupe cette per-
pendiculaire également distant
de cette perpendiculaire. Si jeveuxmontrer parexemple
que la ligne kfest plus longue que cf, je n'ay qu'à pren-
dre le point c autant distant deb, que/eftaussy distant
de b, & tirer les lignes ke & ce, & faire ensuite la démon-stration precedente.

AVERTIS

*7, t"rtC
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AVERTISSEMENT.
C'EST la même chosepourjuger de la grandeur dedeux

lignes obliques de les considerercommemenées dumêmepoint
sur une même ligne, ou comme menées
de deux points dijferenssurla mêmeli-
gne, ou deux différenteslignes, pour-
veuquel'onsuppose que chaque point
efi égalementdifiant de la ligne à la-
auelle onmenelobliaue. Car il e/lvi-
.d -- - - - .6.sible qu'il n'y a que cette difiancequiyfajfe quelquechose.Ilcftvray qu'ilfautsupposerpour cela que sil'onad'une

1 1. -" y h 1 1.part La ttg,nex,(7aefautre La Ligne z,
& qu'on éleve d'un point de chacune,
comme de b & d'm, uneperpendiculai-
re ,
& quedanschaqueperpendiculaire

on prenne un point comme c & n3 qui
foit de part& d!autreétalement difiantdupoint de lasession b & mj à* qu'onprenneau(si dans cha-
que coupée x & z unpoint comme F& p,également difiant de
part 6"" d'autre du mêmepoint de lafetUonb &mJes obliques
cf n p font égales.
Mais la vérité de cettesuppositionefinaturellementconnue,

&sionla peut contefier de paroles, comme les Pyrrhoniens ont
fait voir qu'il n'y a rien qu'onnepuijfecontefierencettema-
niérér il est certain au moins qu'il est impo.fi6le à tout efyrit
raisonnable d'en avoir intérieurement le moindre doute , ce
qui efi la plw grande certitude qu'on doive desirer dans les
ftiences.

Néanmoinssi on en veut efire convaincu par une preuve
grossiere&matérielle, on peut se servir de celle dont Euclide
prouve que deux angles efiantizatix, &ayant les costes) égaux
aux co.ftez, la baejlégaleàla hae yqui est qu'itfaitmettre
ces angles l'un de(fus l'autre, en forte que les extrémitezdes
&o/iez[e trouventensemble 5 d'où il concludque les bas font
aussi couchées l'unesurl'autre3 ce qu'on appelleen Zatin con-
gruere) & par consequent égales.* Car on peut de même icy
s'imaginerque la ligne z est couchéesurla ligne x, en forte que
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lepointm est immédiatementsurlepointb & laperpendicu-
lairefuriaperpendiculaire: D'ou ilarriveraneceffairement
que lepointnferasurlepointc, lepointpsurle pointf3 &
qu'ainsiles obliquesn p d,- cfferontcouchéesl'unesurl'autre,
& ainsy entierementégales.
Voila ce quipeutfatisfatre ceux quiaimentmieuxseservir

dans la connoissancedeschoses, de leur imaginationque de leur
intelligence: cequeje trouve fort mauvais, parce que l'efyrit
se rendparlà incapable de bien comprendre les chosesfyiritueU
les, laccoujlNmant à ne recevoir pourvray quecequ'ilpeut
concevoirpar des fantômes & des images corporelles: au lieu
quily a beaucoup de choses que nous Havons très certaine-
mentsans que nous lespuisionsconcevoirpar l'imagination
comme quand je dis: le pense, donc je fuis, nulfantbmeon
imagecorporslle ne me peut servir à mefaire concevoir ce queientends parcesmots ; je pense, je fuis.EGALITE DANS LES LIGNES OBLIQUES.
CETTE feule proposîtion avec son corollaire& l'aver-

tissementnous donnemoyende prouver facilement plu-
lieurs theoremes touchant les lignes obliques. Et voicy
premièrementceux de l'égalité.

PREMIER THÉOREME.
DES trois lignes que nous avons dit se devoirconside-

rer dans les lignes obliquesla perpendiculaire,l'éloigne-
ment du perpendicule, &, l'obliquemême deux ne peu-
vent estre égales que la troisiême ne le foit aussy. Ainsy
1. S'il y a égalité dans la perpendiculaire&dansl'éloi-
enement du perpendicule, les lignes obliques font égales.v Soient du point k de la ligne
k b, qui coupe perpendiculai-
rement la ligne xenb,menées
les deux obliques km & k n,
la perpendiculaire estant la
même) & parconfequentéga-
le à foy même. Sibm,quiest
Téloignement du perpendicu-
le de l'obliquek. m est égal à b n, qui est l'eloignement du
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perpendiculede l'obliquekn; km & kn ferontégales.Car
les points m & n ne peuvent estre également distans de b,
l'un despoints de la perpendiculaire kb, qu'ils ne soient
aussi également distans de tout autre point de cette per-pendiculaire,&par consequent de k. Donckmestégale
ikn, PREMIER COROLLAIRE.
ON ne peutmener d'un pointà une ligne que deux li-

gnes égales. Car on n'en peutmener qu'une feule perpen.diculaire, Et pour les obliques,elles ne peuvent estre éga-
les que les deux points où elles coupent cette ligne neSoient également distans du point où tombe la perpendi-
culaire. Or il ne peut y avoir que deux points, l'un d'uncofté & l'autre de l'autre, qui soient également distansde
ce point. Car tout autre en fera, ou plus proche ou pluséloigné, comme il est évident. Donc,&c.

SECOND COROLLAIRE.
Il est impossible qu'un mêmepoint foit égalementdi-

fiantde trois points d'une ligne droite.
C'est la mêmechofeque la precedente différemment

énoncée.
SECOND THEOREME.

S'IL y a égalité dans la perpendiculaire&dans l'obli.,.
que, il y a égalité dans l'éloignementdu perpendicule.
Soit fait commedevant. Sikmestégaleàkn, bmfera

égaleàbn. Carsi m estoitplus éloignéede b que n'efi: ntl'oblique kmferoitplus éloignéede la perpendiculaire,&
par consequentplus longue par la proposition principale.TROISIÈMETHEOREME.
S'IL y a égalité dans l'oblique & dans Péloignement du

perpendiculaire, il y en a dansîa perpendiculaire.
Carsi la perpendiculaire de

l'une estoit plus grande quela
perpendiculaire de l'autre,c'est
comme si des deux obliques
qui se terminent en m & n l'u-
ne descendoitdupoint k delà
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perpendiculairekb, & l'autre du point c plus bas que k de
cette même perpendiculaire k b, de forte que l'une seroitk.m,& l'autre cn.
Or sicela estoit, cn seroit plus petite que km,par 44

6c 4yfep. ce qui est contre Thypothese.
OJATRIEME THEOREME.

QUAND il n'y a égalitédonnée que dans l'une de ces
trois lignes,voicy ce qui est des deux autres.
1. S'il n'y aégalité que dans la perpendiculaire, le plus

grandéloignement du perpendicule donne la plus grande
oblique, & la plus grande oblique donne le plus grand
éloignementdu perpendicule. C'est ce qui a esté prouvé
dans la proposition principale.

CINQUIEMETHEOREME.
2. S'IL n'y a égalité que dans l'éloignementdu perpen-

dicule, la plus grande perpendiculaire donne la plus gran-
de oblique,& la plus grande oblique la plus grande per-
pendiculaire alors la plus grandeobliqueestla moins
oblique.
Il ya deux parties dont la premiere a esté prouvée par
-- y I»le corollaire de la proposition

fondamentale; 6c pour l'autre,
elle en est une fuite évidente.
Car si deux obliques setermi-
nent au même point d'une li-
gne comme km,&qu'elles
soient menées de deux points
differens de la même perpen-
diculaire, commede k&.d-e c, il est clair que cm est plus
couchée sur mb que k m. Or c'est la même chose, si ayant
pris n autant distant de b que l'est m on tire en au lieu
de c m. SIXIEMETHEOREME.
S'IL n'y a égalité que dans la longueur des obliques, le

plus grand éloignement du perpendicule donnera une
moindre perpendiculaire ôc une moindre perpendicu-
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iaire donnera un plus grand éloi-
gnement du perpendicule. Cela
est clair par les theoremes prece-
dens.
Car soit la perpendiculaire k b

sur la lignemm, si on tirel'oblique
cm, & qu'on prenneun autre point
plus prés de b, comme n, il est vi-
sible que c n feroit plus courte que
cm par le 4e Theoreme, &: par
consequent afin qu'on mene à n de
quelque point de la ligne kbune
obliqueégale à cm, il faudra la ti-
rer d'un point plus éloigné de b
que n'est c, comme de k.

AVERTISSEMENT.
lE ne dis rien de la diverse obliquité qu'a la même ligne

sur les deux lignes quipeuvent efirereciproqueynent considerées
commesaperpendiculaire&sonèloignementdit perpendicule ,
comme k b sur b c & furkc: car cela est trop facile à juger
par ce qui efi dit.

SEPTIEME THEOREME.
LORS que deux lignesobliques font menées d'un même

pointsur une même ligne, ladistancedesdeux points de
section est égale à la distance du perpendicule de l'une
plus ou moins la distance du per-
pendiculedel'autre. Plus, si les
lignes font inclinées de different
costé; moins, si elles font incli-
nées du même costé.
Soient menées du point k sur

la lignez, les deux obliques k m
&kn, inclinées de differentcos-
té, & une autre comme kp,in-
clinée dumême costé quekniiiltett visibleque la perpen-
diculaire k bsetrouveraentrekm&kn, mais au delà dekm&de kp: &ainsyla distance entre les points de la se



ction m & n fera égalàl'éloignement de la perpendicule
de km, qui est m b plus l'eloignement du perpendicule de
kn, quieilbn.
Mais si on confiderekm ,&kp,inclinée dumêmecosté,ilestvisiblequeladistanced'm& p y

points dela section
de ces deux obliques, est moindre quel'éloignementdu
perpendiculede km, qui est m b de la longueurdep b, qui
est l'éloignementdu perpendicule de l'autre obliquekp.

HUITIEME THEOREME,
DEUXlignesobliquesinégalesentr'elles &inclinéesde

different costé estantmenées dumêmepointsurlamême
ligne: & deux autres obliques dont chacune est égale à
chacune des deux premieres,estantaussy menées d'un au-
tre point surunemêmeligne, & y estantaussy inclinées
de differentcossé, si la distance des points de sectiondes
deux premieresobliques est égaleàladistancedespoints
de section des deux dernieres, les deux points dont elles
fontmenées fontégalement distans de la ligne à laquelle
elles font menées.
Soient sur la ligne x menées du point k les deux obli-

ques kb&kd, & du point h deux autres obliques hp &
hq, enforte que kb soit égale à bp,& kdà hq,&que
les points b & dfoient autant distans que le font p & q ; je
dis que les pointsk&h font également distans de la ligne
x ; ou, ce qui est la même chose, que les perpendiculairesmenées de ces deux points font égales.
Car la distancedes points b &d ne peut estre égale à la

distance des points p èc q
que leséloignemensdu per-
pendicule de k b &kd pris
ensemble, ne soient égaux à
ceux debp&bq pris ensem-
ble: ce qui neseroitpas si k
estoitpluséloigné dex que
h. Car alors kb estant égale à hP auroit son éloignement
duperpendiculeplus petit que ne l'auroitbp, puisqu'elle
descendroit d'un point plus éloigné que ne descend frp3

LVII.



(par44.sup) de même kd auroit ion éloignementdu
perpendicule plus petit que h If; Et ainsi les deux éloigne-
mens du perpendicule de kb & de kdprisensemble (eG,
roient plus petits que ceux dehp&hq pris ensemble.

NOVVEAVX ELEMENS
D EGEOMETRIE

LIVRE SIXIEME.

DESLIGNES PARALLELES.
PRES avoir parle des lignes droittesqui

1se rencontrent, foit perpendiculairement,
foit obliquement

3 on peut considerer dans
1 les lignes une autre proprieté toute op-
posée, qui efi de ne se rencontrer jamais,
& d'estre toujours égalementdistantes
l'une de Vautre, "est ce quonappelle

des lignes paralle/es.
DEVX NOTIONS DES LIGNES PARALLELES,
L'UNE NEGATIVE ET L'AUTREPOSITIVE.
MAIS ces lignes peuvent estre considerées selon deux

notions differentes; l'une negative & l'autre positive.
La negative est de ne se rencontrer jamais, quoy queprolongées à l'infini.
Lapositive,d'estre toujours égalementdistantes l'une



de l'autre, ce qui consiste en ce que tous les points de cha-
cune font égalementdistansde l'autre: c'est à dire que lesperpendiculaires de chacun des points d'une ligne à l'au-
tre ligne, font égales. Et il est bien clair que la notion
negative estunesuitenecessaire dela positive: ne se pou-
vant pas faire que deux lignes se rencontrentsielles de-
meurent toûjours également distantesl'une de l'autre.
C'est pourquoy c'est avoir tout fait que d'avoir trouvé

des marques certaines par lesquelles on puissereconnoî-
tre que deux lignes font paralleles selon la notion positive,
c'estàdirequ'elles soient tellement disposées, que les
points de chacune soient égalementdistans de l'autre, ce
qui suppose toûjours qu'elles soient prolongées autantqu'ilestnecessaire,afin que des points de l'une onpuisse
tirer des perpendiculaires sur l'autre.
C'est ce que nous trouverons facilement apres avoir

établi quelques Lemmes.AVERTISSEMENT
POUR LES LEMMES SUIVANS.

.LoRS que dans les Lemmessuivans je compare diverses
lignes qui coupent les deux mêmes, je supposetoujours deuxcbofes.
L'une, queces coupées, dont l'uneferatoujoursnommée x,gr l'autre z, ou ne se joignent point, ou se joignentJimple-

mentfanssetraverser: cestà dire qu'on les confidere toujours
commenayantpointchangede coftèau regard l'une de l'autre.
L'autre, que ces coupantes soientenfermées entre lescou-

pées, S" c'etf auJjj ce quefentens dans tout ce Livre quandje.
parle des lignes entre-paralleles.

r\ TPREMIER LEMME.
QUAND les deux lignes x & z font coupéespar b c, per-

pendiculairesurx, & oblique sur Z,
il arrive trois choses.
I. Que toutes les autres lignesme-

nées de zperpendiculairementsurx,
font obliques surz,.
2. Qu'elles font inclinées sur zdumêmecosté que cb

l'est
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l'estaussisur Z, lequel costé j'appellerayk.
3. Que les perpendiculaires sur zsont obliques sur x,&inclinées surx dumêmecosté quecbl'estsurz, c'est

à dire vers k.
Lesdeuxpremieres partiesse prouvent ensemble, 6c la

preuve de ces deux premieres emporte celle de laf.
PREUVE DES DEUX PREMIERES PARTIES.

Soientpris deux points enla ligne ,f&p aux deux costez
1 1 ,.. 1 - 1 --deb,d'oùsoientmenéesfg &pq
perpendiculairement sur la ligne
A-, il faut prouver qu'elles feront
obliquessurz, & inclinéesvers k.Soit tirée de c une perpendi-culaire sur z elle feraversk, 6c
non pas vers p,parV. 40.Etain-
sy le point où cette perpendicu-
laire tombera sur zsera
ou le même pointquef.
ou au delà défi
ou entref&.-
I.CAS. Sic'estlemême pointquef,cfestant perpendicu-
laire sur la lignez,gfsera obliquesurz, & inclinée vers k.
2. CAS. Sicepoint est au delàde f, comme en cd, alors c d

coupera fg. Que ce soit en a.Donc a destant perpendiculai-
re sur, af( qui eil la même
chosequegf)seraobliquesur z^3inclinée vers ad, 6c par con-
iequent vers k.
3. CAS. Sidestentref&
b, de dmenant d h perpen-diculairesur x, & de b, bl
perpendiculaire sur -5 si bl
se termine ou àf, ou au de-.làdef,onprouvera de la
même sortequedans le premier & dans le secondCas,que
gfest oblique surz, & inclinée vers k.



Et si hl n'allait pas jusques à f, on tireroit encore d/,
lm perpendiculaire sur x, & d'mune perpendiculairesur z,
jusquesàcequ'il yenaieune quife termine àf, ou au de-
lài.
On prouve de la même sorte que qp est oblique sur *,

&inclinéevers k, excepté qu'on
élevera de bune perpendiculaire
sur la ligne qui coupera la ligne
x, au delà de c, par V. 41.
Et ainsy tombera ou à q.
ou au delà de q.
ou entre c & <7.
Ainsy en l'une ou l'autre de ces trois manières, on prou-
vera que pqeil oblique & inclinée vers k, comme on l'a
prouvé de fg.

PREUVEDE LATROISIÈME PARTIE.
Elle est comprise dans la preuve des deux premieres,

estant clair que toutes les lignes qui ont esté perpendicu-
laires[ur, ont esté obliques surx, & inclinées vers k.

SECOND LEMME.
SI les lignes x & a^font coupées par bc, perpendicu-

laire sur x3 & oblique sur Z, &
inclinée vers k, toutes les lignes
menéesdespointsde-z, perpen-
diculairement sur xl) feront iné-
gales, & les plus courtes feront
celles qui feront vers k ,

c'est à
dire vers le costé où laligne b c

1 rest inclinée.
Il suffira de prouver que b c estant plus vers k quep q,

fera neceÍfairement plus courte que p q.
Soitmenéedef, une perpendiculairesur)lepoint où
cette perpendiculaire tombera, fera
ou le même point que h.
ou au delà du point b.
ou entre b & p.
1, CAS. Sic'estlemêmepointqueb,bcestant perpen-
diculaire sur x, & bq oblique, b c fera plus courte que b q.

v.



le second cas que bc est plus courre que df, laquelle par
le premier cas estpluscourte quep q, & par consequent.
6cea plus courte quep q. Ce qu'ilfalloit demonstrer.
Que si fg n'alloit pas jusques à b, on tireroit d'autresperpendiculaires sur x, & puis sur z,jusquesà ce qu'il y

eneustune qui allaftjufques à b,ouau delà.
Donc de tous les points de 2^ les perpendiculaires sur xfont inégales,& par consequent tous les points dezsont

inégalement distansdex, lors qu'unemêmeligne est per-
pendiculaire sur x oblique sur z.

COROLLAIRE.
C'ESTvisiblementla mêmechose de toutes les lignesper-
pendiculairesà*J;6cobliques surx, comparéesensemble. VI,



TROISIEME LEMME.
EN comparant une perpendiculaire sur x, & oblique

sur Z, avec une perpendiculairesur &oblique sur x: si
elles ne secroisent point, mais qu'elles soient toutes sepa-rées, elles sontnecessairement inégales, & la plus courte
est celle qui est plus vers le cofté vers lequel elles sontin-
clinées.
Soitfg perpendiculaire sur ",

& oblique sur x, & p q perpendi-
culaire sur x,&oblique sur z &
que leur inclination soit vers k)jedisquefg, quiest plusversk
est la plus courte.
Car en élevantde g,gh perpendiculaire sur x, & obli-

que sur e,, par le Lemme precedent gh fera plus courte
quepq: or g festant perpendiculaire sur Z, elle est plus
courte que g h, qui est oblique sur la même z, & parcon-
sequens fg est plus courte quepq.ATRIEME LEMME.
DEUX lignes enfermées ne se croisantpoint, ne fçau-

roient estreégales, & estre chacune perpendiculaire sur
quelqu'une des enfermantes, qu'elles ne le soient sur tou-
tes les deux.
Car si l'une estoit perpendiculaire sur x, & oblique surz,

elle feroit inégale à l'autre, ou par le secondLemme, si
l'autreestoit aussy perpendiculaire sur x, ou par le troisié-
me , si l'autre estoit

perpendiculaire sur Il faut donc
pour estre égales qu'elles soient perpendiculaires sur l'une
& sur l'autre des enfermantes.

CINQUIÈME LEMME.
SI une ligne enfermée est per-

pendiculaire à l'une &à l'autre des
enfermantes, toutes les lignes me-
nées de quelque point que ce foit
d'une enfermanteperpendiculaire-
ment sur l'autre , feront égales àcette enfermée, &par consequent
entr'elles.

VII.

VIII

IX.



Soit bfenfermée entre les lignesz&x, & perpendicu.
laire à l'une & à l'autre: & de c point quelconque de z, soit
menéesg perpendiculaire surJe

:
b f& c g feront égales,

si on ne peut rien retrancher de bf, ny y rien ajouter, quebfSccç ne soient inégales. Orcelaestainsy.
Car il de p, point quelconque au dessous de b dans b f,

on tirepr, cette ligne pc coupera obliquementbf, puis-
que par l'hypothese cb (partie de ) coupe perpendiculai-
rementbf£c que d'un même point on ne peut tirer qu'une
feule perpendiculaireà la mêmeligne.
Donc par le fecondLemmepf(c'estadire bfretran-

chée de quelque chose)&cg font inégales.
Ceferalamêmechofelion alongeoit6fdequoyquece

fust. Carsi du pointh au dessus de b,bfeflaiit prolongée,
on tiroit b c, cette ligneparla même raison couperoitobli-
quement b fprolongée.
Donc par le second Lemmebfprolongée seroit encore

inégale à c g.
Donc on ne sçauroit rien retrancher de bf,nyyrien

ajouter, quebf&c cg ne soient inégales.
Donc elles font égales.

SIXIEME LEMME.
Si une ligne est perpendiculaire à deux lignes, toutes

les lignes perpendiculaires à l'une de ces lignes feront per-
pendiculaires à toutes les deux.
Car s'il y en avoit une feule qui fust perpendiculaire sur

l'une & oblique sur l'autre, il s'enfuivroit par le premier
Lemme que toutes les autres lignes perpendiculaires à
l'une de ces deux lignes feroient obliques sur l'autre.
Donc s'ilyen aune feule qui soit perpendiculaireà tou-

teslesdeux,il faudra necessairement que toutes celles qui
font perpendiculaires à l'une des deux enfermantes

,
le

soient à toutes les deux, 6c par consequentqu'elles soient
toutes égales par le precedent Lemme.Septieme Lemme.
DEUX lignes ne se traversant point, tous les points de

chacune font également distans de l'autre, outousinéga-

x.

XI.



lement distans. Car menans d'un
point de z,- b c, perpendiculaire sur
x ;

si bc est aussy perpendiculaire
sur z, de quelquepointde qu'on
mene des perpendiculaires sur X,
1t 1 t\-elles leront égalés a b c par le f Lemme; & ce fera la mê-
me chose de quelque point d'x qu'on mene des perpendi-culaires sur Z.
Que si au contraire bcestoblique furtoutes les per-pendiculaires des points de 7, surx serontinégales, & parconsequent tous les points de -\ inégalement distans dx,Etilenferade même des perpendiculaires sur Z, menéesdes pointsd'x, qui par la même raison feront toutes iné-galesentrelles. Et par consequent aussy tous les points

CTA: serontinégalementdistans de
z..:

Mais remarquez que je ne dis pas qu'un point d'x nepuisse estreaussydistantde z, qu'un point de z, est distantd'x, mais feulement que tous les points d'xfont inégale-
ment distans de y & tous les points de -) inégalementdistans d'x. HUITIEME LEMME.
SI deux lignesmenées d'un

même point font inclinées
l'une sur l'autre,tous les points
de chacune fontinégalement
distans de l'autre ,&;lesplus
courtes perpendiculaires des
points de chacune sur l'autre
feront celles qui font les plus
proches du point de la fechon.
&. Caronne peut tirer d'un point de zune perpendicu-
laire sur x) qu'elle ne foit oblique sur z,, par V. 57. Dont
tout le reste fuit par le fecondLemme.
TROIS PROPOSITIONS FONDAMENTALES

DES PARALLELES.
Ces Lemmes donnent trois marques certaines pour recon-

noiflre si deux lignes font parallelesfelon la notion poftiv('),
cefladire si tous les points de chacune font également dijhiris
deVautre. ; ce quifera les trois Proportionssuivantes

XII.



PREMIERE PROPOSITION.
SI deux lignes font coupées par une ligne perpendicu-

laire à l'une 6c à l'autre, tous les points de chacune font
égalementdistans de l'autre,&par consequent elles font
parallèles. 5. 6c 6e Lemmes.

SECONDE PROPOSITION.
SI deux points d'une lignefont égalementdistans d'une

autre ligne, tous les points de chacune font également
distans de l'autre,&par consequent elles font parallèles.
4,6c5eLemmes.

- -Soient b&c deux points de la
ligne Z également distans de la
lignex; b f& cg perpendiculai-
res sur x feront égales.
Donc elles feront aussy per-

pendiculaires sur z, , parle 4e Lemme.
Donc toutes les autres lignes menées des points de Z

perpendiculairement surx, feront aussy perpendiculairessur z, & égales à ces deux-là (par le 6e Lemme) Et il en
fera de même de celles qu'on menerades points d'x per-
pendiculairement sur jç.

TROISIEME PROPOSITION.
DEUX lignes ne se croisant point & estant enfermées

entre deux lignes, ne auroientestreégales& estre per-
pendiculaires, l'une sur une des enfermantes & l'autre surl'autre, qu'elles ne le soient chacune sur toutes les deux(par le 4eLemme) & que par consequentces lignes enfer-
mantesne soient parallèles ( par le 6e Lemme. )

PREMIER COROLLAIRE.
TOUTES les perpendiculaires entre deux parallèles font

égales: car c'est cela mêrae qui les rend parallèles.
SECOND COROLLAIRE.

LESobliquesentre parallèlesfont pluslongues queles
perpendiculaires. Car chaque oblique est plus longueque
sa perpendiculaire, Se toutes les perpendiculaires fontégales.PROBLEME.
MENER par un pointdonné une parallele À une ligne

donnée.

x11ï,

x1v.
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Soit la ligne donnée x, &lepoint donné b, on peut endiversesmanieresmener par le point b une parallele à x.PREMIERE MANIERE.



PREMIER THEOREME.
DEUX lignes ne sçauroientestre parallèles à une troisiê-

nle) qu'elles nele soient entr'elles.
Si x & zfont chacune paralle-leày, elles lesontentr'elles. Car

soitélevé d'un point d'x une per-
pendiculairequi coupey & z, elle
coupera perpenculairemety ,
parce que xôcy font parallèles. Et estantperpendiculaire
sury,elle le seraaussy surz, parce qu'y&z font parallèles.
Doncx&zaurontunemêmeperpendiculaire. Donc

elles feront parallèles.
COROLLAIRE.

ONne sçauroit faire passer par le mêmepoint deux
différentes lignes qui soient parallèlesà une même. Car il
faudroit parleTheoremeprecedent qu'elles fussent pa-
rallèles entr'elles,ce qui est absurde, puis qu'elles auroient
un point commun) & qu'il est de l'essence des parallèles
de ne se rencontrer jamais.

SECONDTHEOREME.
LES également inclinées entre les mêmes parallèles

font égales,& leségales font également inclinées.
Soient les paralleies x 6cy.

Soient égalementinclinées en-
tre ces paralleles b f 6c c g.
Soient menées de b 6cde c les
perpendiculaires b p 6c c q;
ces perpendiculaires font égales. Doncafinquebf& cg
soient également inclinées, il faut que les éloignemens du
perpendiculefp & g q soient égaux: or celaestant, les
obliques font égales par V. 48.
Et par la même raison les obliques bf 6c cg estant éga-

les, & les perpendiculaires hp & cq égalesaussy , les éloi-gnemens du perpendicule fp & gq feront égaux. Donc
ces obliques egales feront également inclinées.

XIX.
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TROISIEMETHEOREME.
LES plus inclinées entre les mêmesparallèles sontles

plus longues, & les plus longues font les plus inclinées;
cela seprouve de la même force par V. 54.

QUATRIEMETHEOREME.

1

LORS que deux perpendiculairesou deux obliques éga-lement inclinées du même cos-
té coupent des parallèles, les
portions de ces parallèlescom-
prises entre ces lignes font é-
gales.
I. Cela est clair pour les perpendiculaires. Carbc&fg
font chacune perpendiculaire aux deux bfSecgy&par
consequent égales par le cinquiéme Lemme.

- 12. M ces deux coupantes
font également obliques du
mêmecosté comme b d &
ck; je disque b c&dkse
trouveront aussy estre éga-
les: car tirant les perpendiculairesbf& cg, par le1er cas
bc est égale à fg.
Ordfestégale parce que ces obliques font sup-

posées égalementinclinées. Donc ajoutantfk à l'une&
à l'autre, dk fera égale àfk.Donc dk est égale à 6c,
quiestégaleàfg. Etiln'importequeleslignes fussentsi
proches que les éloignemens
du perpendicule entreroient
l'un dans l'autre comme en
cette figure.

Car b c=fg.df=kg.
Doncostant k fdel'un & de l'autre,

d k=fg. & par consequent à b c.
CINQUIÈME THEOREME.

LES obliques égalementinclinées du mêmecosté en-

XXII.
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tre parallèles, font parallèles
elles mêmes.
Soit comme devant bd &

c k également inclinées en-
tre les paralletes x 6cy. Soitmenéel'oblique bk.bdkc.

dk=c b,
b k— k b. C'est à dire à foy même.

Doncpar V. 57. les perpendiculaires de ksur bd & de
bsurck font égales. Donc les lignesbd&ck font paral-
leles par 15.s.

SIXIEMETHEOREME.
LES inégales entre parallèles quoy qu'inclinées dumê-

me cofté ne peuvent estre parallèles, non plus que les éga-
les qui font inclinéesde divers costez. Car
1. Supposons que b d & ch entre les parallèles x &y

soient inégales. Soit tiré de c,
c k égaleàbd, & inclinée du
mêmecosté que b d ; par le.Theoréme precedent b d & ck
fontparallèles.DoncbdSech
ne peuventpas estre parallèles,
par20.s.
- 2. On prouvera de la même
forte que bd & cq estant éga-
les, mais inclinées de divers
costez, ne sçauroient estre pa-
rallèles, parce que c k égale aus-
syà,bd,mais inclinéedumême
cofteluy est parallele.

SEPTIEMETHEOREME.
Quatrelignesne sejoignant qu'aux extrémitez , si lesopposéesfont égales elles font parallèles.

XXV.
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Soient les quatre lignes bc, dk, 6d, ck;
avant tiré l'obliquebk,
J dk=bc.

b d=:c k.
b k=-k b. C'est à dire égale àrKsoymême.

Donc parV. 57. les perpendiculaires de b sur dk, & de
k sur b c,sont égales.Doncbededkfont parallelespar 15.s.HUITIEMETHEOREME.
ATRE lignes ne se joignant qu'aux extrémitez, si les

opposées font paralleles elles font égales.
Soit fait commeauparavant, bc & dk font paralleles.

Donc bd &ck qui font entre ces paralleles ne
sçauroient

estre elles mêmesparalleles qu'ellesne soient égales de in-
clinées du même costé par le 6e Theoreme. Donc elles
font égales, &c.

Mais estant égales de inclinées du mêmecosté,
les portions des paralleles qui font comprises entre ces
lignes font égales par le 4e Theoreme. Donc bc & dk
font égales.

NEUVIEME THEOREME.
QUATRElignes ne se joignant qu'aux extrémitez, si

deux des opposées font paralleles &égales, les deux au-
tres opposées font aussy paralleles & égales.
Si bc & dk font paralleles &

égales; donc les perpendicu-
laires bfde kg font égales, &
bg égale àfk)23.Jup.
Doncdfégaleàgc, 1.19.

Donc b d & k c font égales,
par V. 48.
Et paralleles par 24. sup.DIXIEMETHEOREME.
LES lignes qui enferment des paralleles égales, font

paralleles elles mêmes. On le prouve de la même forte.
COROLLAIRE.

LES lignes qui enferment des paralleles inégales ne

xxvi1.
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sçauroient estre paralleles.
Car si les paralleles bc &fg,

enfermées entre x & z,estoientinégales prenant g kégale à bc,la ligne b k par le Theoremepre-
cedentest paralleleà x. Donc x
11elt pasparalleleàz, par19'/ùP.v

ONZIEMETHEOREME.
QUAND une ligne en coupe deux obliquement, &

qu'elle est inclinée sur chacune du mêmecosté, toutes les
parallelesà cette coupante enfermées entre ces deux mê-
mes lignes font inégales: & les plus courtes font celles quint vers le costé vers lequel cette premiere coupante
estoit inclinée.
- r 4..Soit x & z,, coupées l'une 6cl'autre obliquement par bc, in-

clinée vers k; jedisquefg&p f,parallelesàbc,&enferméesaus-
syentrex&z, feront inégales,
6cfg plus proche de k fera la
plus courte, &p q la plus longue.Car soitmenéezn,perpendicu-
lairesur les trois paralleles, & x t de même perpendicu-laire sur toutes les trois,parle 8e Lemme,fi est plus cour-
te que bm, & b m, que p n; & de même rg plus courte
que lc,&lc que t q.Or par 23. sup.ir,ml, 6e n t font égales.
Donc ( par I. 11. ) fg est plus courte que bc; 6c bc que

p q. Ce qu'il falloit demonstrer.
PREMIER COROLLAIRE.

IL s'enfuit de là, 1. Que deux lignes coupées par une
ligne qui coupe toutes les deux obliquement, & qui est
inclinée sur chacunedu mêmecosté, ne sçauroient estre
paralleles.

SECOND COROLLAIRE.
2. QUE ces lignes se rapprochant toûjours vers lecosté

vers lequel cette coupante est inclinée,estant prolongées

XXXI.
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de ce costé là,se rencontrerontà la fin. V. II.DOUZIEMETHEOREME,
DEUX differentes lignes se joignant en un même point,

les perpendiculaires sur chacune deces lignes se rencon-
treront estant prolongées du costé qui regarde la conca-vité que font ces lignes jointes à un
meme point.
Soient les deux lignes k Z & k x,dont k ,,(oit coupée en g,perpen-

diculairement parfg, & k AT,
coupée

en c, perpendiculairementpar hc;soient joints les points g &c; il est
clair que g c efl oblique tant sur fg
que sur b c, & inclinée sur l'une èc
sur l'autre versy :

1t/"• «Donc elles le rencontreronteltant
prolongées de ce costé là par33.sup.TREIZIEMETHEOREME.
DEUX lignes se joignant perpen-diculairement, les perpendiculaires

sur l'une & sur l'autre se joindront
aussy perpendiculairement.
Soient kz,&kx perpendiculaires;
si b c est perpendiculairesur k z,, elleestparallele à kx, par 13. fup.
Donc gfne peut estreperpendi-

culairesur k xy qu'elle ne le soit aus-
sy sur b c.

XXXIV



NOVVEAVX ELEMENS
DEGEOMETRIE

LIVRE SEPTIEME.

DES LIGNES TERMINEES
A UNE CIRCONFERENCE,

Ouilefitarlè
DES SINVS,

ET DE LA PROPORTION DES ARCS DE DIVERS
CERCLES A LEURS CIRCONFÉRENCES,
ET DV PARALLELISME DES LIGNES CIRCVLAIRES.

V s Qu ES icy nous avons confderè les lignes
droites entant quelles font terminées à d'au-
tres lignes droites, ou quelles leur font pa-
rallèles. Nous les consïdererons maintenant en-

tant quellesfont terminées à quelque point d'une circonfe-
rence.
On les peut diflinguerpar les diverses situations du point

d'oùellesfontmenées à la circonférence. Car ce point el
l, Ou dans la circonférence même,
2. Ou au dedans du cercle,
3. Ou au dehors.
1. Qgand il efi dans la circonférencemême, ce font les li-



piesquifont menéesd'unpoint de la circonférence à un autre
point de la même circonférence; Et ce font celles que nous
avons deja dit s'appeller des cordes.
i. Quand lepoint est au dedans du cercle ,sicepointefl le

centre, ce fontdes rayons. Maissi ce n'efi pas le centre.on
les peut appeller des Fecantes interieures.
3. Et quand cepoint efl horsle cercle; ou ces lignes entrent

dans le cercle, le coupant danssa convexité & eslanstcrminets
àsa concavitéj ou elles nentrentpointdans le cercle; & alors
elles font telles, quesion lesprolongeoitellesyentreroient,
tantcellesla que celles quiy entrentJpeuvent ejire appellées
des secantes exterieures.
Ou bien, quoy que prolongées 3 ellesn'entrent point dans lecercle; & cefont celles là que l'on dit toucher le cercle, & quel'onappelle pour cette raison des tangentes.
Mais parce que les deux derniers genres) hors la derniere

efyece dwf,qui cftdes tangentes, peuvent e/ire compris danslesmêmesproportionsy nous renfermerons tout cela en J.st..
ilionst Dont
La .1. fera des cordes.
La 2. des secantes interieures & extérieures.
La 3. des tangentes.
Et nous y en ajouterons une 3 qui fera du parallehfi-

,me des lunes circuLtires.PREMIERESECTTON.
DES CORDES.PremierTheoreme.

LES lignes droittes qui cou-
pent les cordes peuvent avoir
trois conditions.
La 1. De les couper perpen-

diculairement.
La 2. De les couper par lamoitié.
La 3. De passer par le centre.Or deux de ces conditionsestantdonnées, donnentla3e.

C'est

11.



C'est à dire:
1. Si elles coupent les cordes perpendiculairement6c

par la moitié, elles passent par le centre.
2. Si elles coupent les cordes perpendiculairement de

qu'ellespassentpar le centre, elles les coupent par la moi-
ne.
3. Si elles les coupent par la moitié &qu'elles passent

par le centre, elles les coupent perpendiculairement.
Soit pour tous les cas le centre c, & la cordem n, cou-pée parfg.

PREUVE DU PREMIER CAS.
Sifg, estant perpendiculaireà m n, la coupe parla moi-tié, le point g est égalementdistant des extrémitez dela
coupée m&n.Doncfgestant prolongée doit contenir
tous les points de ce plan également distans d'm & n, par
V. 39. Orle centre est un de ces points: Donc il se doit
trouver dans f g prolongée. Ce qu'il falloit demon-trer.

PREUVE DU SECOND CAS.
Si fgcoupe perpendiculairement m n , 6c

qweftaiit
continuée elle passepar le centre,il y a un point dans cetteligne, sçavoir le centre qui est égalementdistant d'm 6c n.
Donc tous les autres points de cette lignefg, dont l'unestlepointdelasection, font également distans d'm&n.
( par V.31.32.) Doncmnestladivisée par lamoitié.

PREUVE DU TROISIEME CAS.
Sifg divisantmn par la moitié estant prolongéepasse

parle centre, il y aura deux points dans cette ligne, Ra-
voir le point delasection,&le centre également distans
d'm & n. Donc fgest perpendiculaire àmn, parV. 32.

PREMIER COROLLAIRE.
AYANT trois points d'une circonference ,on a toute la

circonference.
Car qui a un point de la circonference & le centre, l'a

toute entiere, parV. 22.
Or quia trois points de la circonference, en a le centre.

Ce quise prouve de cette forte.

ilil



Il est clair que ces trois pointsne
peuvent pas estre dans la mêmelignedroitte, parce que tous les points
d'une circonference doivent estre é-
galement distans d'un même point,
sçavoir le centre, & qu'il est impossi-
ble que trois points d'une lignedroit-
te soient égalementdistansd'un mêmepoint, par V. 47.
Ainsy joignant ces trois points deux à deux, on à trois

cordes qui soûtiennent 3 arcs de cette circonference.
Donc le centre se trouvera dans l'intersectiondedeux

lignes qui couperont perpendiculairement& par la moi-
tié deux de ces 3 cordes.
Car par le precedent Theoreme chacune de ces per-

pendiculaires passe par le centre. Donc le centre est le
point qui leur est commun. Et par là on voit combien il
est facile de resoudrece Probleme.PROBLEME.
Trouver la circonference qui passe par trois divers

points donnez.
Il ne faut que faire ce qui a servi de preuve au

Theoreme precedent, en remarquant que si ces trois
points estoient dans la même ligne droitte,le Probleme
seroit impossible; parce que les perpendiculaires estant
paralleles ne se rencontreroientjamais: au lieu qu'il est
toûjours possible quand ils font en deux differentes lignes,
parce que les lignes qui les couperont perpendiculaire-
ment se rencontreront. VI. 34.

SECOND COROLLAIRE.
DEUX circonferences ne peuvent avoir trois points

communs, qu'elles ne les ayent tous. Car par le 1er Co-
rollaire ces 3 points communs auront le même centre.
Donc ces cercles feront concentriques. Or deux cercles
estant concentriques, s'ils ont un rayon égal, tous les
points des circonferences font ensemble; comme quand
un cercle de bois çonvexe est emboité dans un autre cer-
cle de bois qui est creux.
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TROISIÈMECOROLLAIRE.
DEUX cercles ne se peuvent couper en plus de deux

points. Car s'ils se coupoient en trois, leurs circonferen-
ces auroient 3 points communs,& par consequent les au-
roient tous, Ôc ainsy ne se couperoient point.

SECOND THEOREME.
LES lignesqui coupent les cordesperpendiculairement

& par la moitié,coupentaussy par la moitié les arcs grands
& petits qui soûtiennent ces cordes depart&d'autre.
Soit la corde mn coupée parfb perpendiculairement&par

la moitié; jedis que chacun des
arcs mfn,&mb n,font coupez
par la moitié,l'un en f, &. l'au-
tre en h. Car fg estant perpen-
diculaire à m n1 & ayant un de
ses points,sçavoir le point de
section égalementdistantd'm &
11, tous (es autres points,com-
me fb, ferontaussyégalementdistans d'm&n. Donctirant les cordes fmScfn, elles fe-
ront égales, & parconsequent les arcs qu'elles soûtien-
nent feront égaux. Donc par la même raisonces cordeshm&hn ferontégales, & les arcs qu'elles soûtiendront
égaux. Doncles deux arcs mfn, &mhn, feront chacun
partagez par la moitié par la lignefg.

COROLLAIRE.
TOUTrayon perpendiculaire à un diametre coupe par

la moitié la demy circonference qui soûtient ce diametre.
Car y ayant un point dans ce rayon perpendiculaireà ce
diametre également distant desextrémitez de ce diame-
tre, sçavoir le centre, tous les autres points de ce rayon
feront aussy également distans des extrémitez de ce dia-
metre. Donc le point où ce rayon coupe cette circonfe-
rence en fera également distant. Donccette circonferen-
ce fera coupée par la moitié, par V.26,

V.
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TROISIEME THEOREME.
LA ligne qui passant par le centre coupe un arc par lamoitié, coupe aussy par lamoitié & perpendiculairement

la corde qui soûtient cet arc. Car il y a alors deux points
dans la ligne qui coupe l'arc par la moitié, le centre ôc le
point de section de l'arc dont chacun est également di-
stant des deux extrémitez de la corde.

QUATRIEMETHEOREME.
LES cordes également distantesdu centre dans le mê-

me cercle, ou dans cercles égaux, font égales; & les éga-
les font également distantes du centre;& les plus proches
du centre font les plus grandes.
Cela est clair des diametres

qui font égalementproches du
centre, puis qu'ilspassent tous
par le centre.
Et il est clair aussy quetout

diametre est plus grand que
toute autre corde, puisque ti-
rant du centre deux rayons
aux extrémitez de toute autre
corde, ces deux rayons feront égaux au diametre &plus
grands que cette corde. parV.5.
Pour ce qui est des autres cordes: 1. Les également di-

stantes du centrefont égales. Carsimn&fg font égale-
ment distantes du centre. Donc les perpendiculairesdu
centre à chacune font égales, puis que c'est ce qui mesure
la distance de ces cordesd'avec le centre. V.38.
Et de plus ces perpendiculairesles divisent chacune par

lamoitié. Donc tirant les rayons cnôccg^lnôc (qui
font les moitiez de chacunede ces cordes) feront égales,
par V. 50. parce que les obliques enôc cg sont égales, &
les perpendiculaires aussy cl ôc c h. Donc les toutesmn
& fg font égales. Ce qu'il falloit demonstrer.
2. Les égales font égalementdistantes du centre: car y

ayant égalité entre les moitiez de ces cordesln&bg, qui
peuvent estre considerées commeles éloignemensdu per-pendicule,& entre les rayons cn & cg,quisontlesobli-
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ques, ilfaut qu'il y ait aussy égalité entre les perpendicu-
laires du centreà ces cordes qu'elles divisent par la moitié,
( V. 51. ) & qu'ainsy ces cordes
soient également distantes du
centre.

3. Les plus proches ducentre
font les plus longues,car si lacor-
de m n estplus prochedu centre
que la cordepq,elle doit estre
plus grande que la corde pq,
parce que la perpendiculaire c l
estant plus courte que la perpen-
diculaire cr, 6c les obliques cn&cqestantégales; l'é-loignementdu perpendiculeln doit estre plus grand quel'éloignement du perpendicule r q. (V. 54.) C'estàdire
que lamoitié d'm n est plus grande que la moitié dep q.CINQUIEMETHEOREME.
DANS lesmêmes cercles ou dans des cercles égaux, les

plus grandes cordes soûtiennent les plus grands arcs ducosté que ces arcs font plus petits que la demycirconfe-
rence.

1Soit m n plus grande quep q;je dis que l'arcmn est plus grand
que p q. Car prolongeant la per-
pendiculaire c jusquesàce qu'ellesoit aussy longue que la perpendi-
culaire cr) comme cs, & tirant la
corde bd, qui soit perpendiculaire
à cs, cette corde bd est égaleàp q,parleTheoremeprecedent. Etces
deux cordes mn & bdestantparalleles ( par VI. 13.) ne
se peuvent jamais rencontrer.
Donc l'arc m n ne pourra manquer de comprendre

l'arc hd. Doncilferaplus grand que l'arc bd, puisque le
tout est plus grand que sa partie.
Donc l'arcmnest plus grand aussy que l'arc p q,quiest

égal à l'arc b d. Ce qu'il falloitdemonstrer.
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D'VNE AVTRE MESVRE DES ARCS,
QVI SONT LES SINVS.

DEFINITIONS.
QUAND un arc est moindre que la moitié de la demy-

circonference, ou le quart dela circonference, la perpen-
diculaire de l'une des extrémitez de l'arc sur le rayon où le
diametre termine à l'autre extrémité, s'appelle le finus
de cet arc; &la partie du rayon ou diametre qui est depuis
la rencontre de la perpendiculaire, ou sinus,jusqu'à l'ex
trémité de l'arc, s'appelle le finus
verse.
Soit une circonference, dont le

centre est c, & un arc moindre que
la moitié de la demy circonferencefd,soit tiré le rayon cd, & la per-
pendiculaire d'f sur ce rayon f g;
cette perpendiculaire fg estlesinus
de l'arcfd;&g d en efifesinus verse.

PREMIER LEMME.
QUE sion continuë fgjusqu'à h, autre point de la cir-

conference, il est clair par le crTheorenle quefh est par-
tagée par la moitié par cd, & qu'ainsy le sinusfgestla
moitié de la corde fh.

SECOND LEMME.
ETil est clair aussy parle leTheorellle que l'arc fdh,

soûtenu par la cordefh, est double de l'arcfd, dontfg
est le sinus.
D'où il s'ensuitqu'on peutencoredefinirle sinus.

AUTREDEFINITIONDES SINUS.
LA moitié de la corde du double de l'arc.
Car fg estlamoitié de la corde fh, laquelle cordesfgh

soûtient l'arcfd h, lequel est double de l'arc fd. Tout
celaestant supposé foit.

SIXIEMETHEOREME.
DANSlemême cercle, ou dans les cercles égaux, les

arcs qui ont le finus égal font égaux, & les finus égaux
donnent des arcségaux;&les arcs qui ont les plusgrands
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sinus,sont les plus grands. Car parle 1er Lemme lesfinus
égaux fontmoitiez de cordes égales. Or par le z- Lemme
ces cordeségalessoûtiennent des arcs égaux qui font dou-
bles des arcs qui ont pour finus ces finus égaux. Donc les
arcs doubles de ceux là estant égaux, ceux làle font aussy,
La converse se prouve de lamêmeforte, sans qu'il soit be-
soin de s'y arrester.
Et de même quand un finus est plus grand que l'autre,

la corde dontle plus grand est la moitié, est plus grande
aussy que la corde dont le plus petit estlamoitié. Donc
cette plus grande corde soûtient un plus grand arc. Or
l'arc qu'elle soûtient est double de celuy dont la moitié de
cette plus grande corde est le finus. Donc l'arc dont la
moitié de cette plus grande corde est le finus, est plus
grand que l'arc qui a pour finus la moitié d'une pluspetite
corde. (Ce qu'il falloit demonstrer. )

SEPTIEMETHEOREME.
QUAND les finus font égaux, les finus verses le font aus-

sy; & les plus grands finus donnent les plus grands finus
verses.
Car les finus égaux font également distans du centre.

Or cette distance du centre ostée du rayon, ce qui reste
estle finus verse. Donc cette distance estant égale, le fi-
nus verse est égal.
Que si le finus est plus grand, cette distanceest plus

petite. Donc ostantmoins du rayon, cequireste,quiest
le finus verse

5
est plus grand.
AVERTISSEMENT.

Lzsjînus nemeJurentproprement quelesarcs moindres quelamoitié de la demy circonference. Maiscela n'empefchepas
qu'on ne senpuisseservir pour mesurer ceux qui font plus
grands.Carce qui manque à ces plus grands arcs pour faire
la demycirconference , sappelle le complément de ces plus
grands arcs. Or ces complemenssemesurentpar lesfinus ; & ilftaisJ de juger que ces complemens estant égaux , ces plusgrands arcs font égauxaussy.Mais qu'ellant inégaux, celuy
qui a le plus petit complément est le plus grand.
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HUITIEME THEOREME.
QUAND plusieurs circonferences font concentriques;

&que du centre on tire des lignes indefinies, les arcs de
toutes ces circonferences compris entre ces deux lignes
font en même raisonàleurs circonferences.
Soientau tour du centre c deux

circonferences concentriques, &
soient tirées les deux lignes cB &
c D ;

je dis que l'arc B D de la
plusgrande, & bd de la plus pe-
tice,sont proportionelsà leurs cir-
conferences.
Car les aliquotes quelconques

de BD soient appellezx; je dis
que si par tous les points de fe-ction on tire des lignes au centre,bdfera divisée par ces
lignes en aliquotes pareilles.
Pour le prouver il suffit de considerer deux x, que je

suppose estreB F àcFG, tirant les lignesF c& G c; je dis
que les arcs bf&fg font égaux entr'eux,aussy bien que
B F & FG. Car tirant d'F une perpendiculaire sur B c
& une autre sur Gc, les deux perpendiculairesFp & Fq
ferontlessinus d'arcs égaux,&par consequent égales; ôe
les finusversesde ces arcs Bp ècBq feront aussy égaux,
Donc pb& qg feront aussy égales.DoncFb&Fg font égales, parce que cefontdes obli-
ques dont les perpendiculairesFp & Fq font égales,
commeaussy les éloignemens des perpendiculespb&qg.
V.48.
Donc dans la ligne F cil y a deux points, sçavoir F& c,

dont chacun est égalementdistant de b & de g.
Donc Fc coupe perpendiculairement& parla moitié

la cordebg, &parconsequentaussy l'arcbfg.
Donc l'arc bfest égalà l'arc fg. Ce qu'il falloit de-

monstrer.
Or cela estansdemonstré, ilest clairqu'on prouvera la

même chose de toutes les aliquotes de B G en
les
prenant

deux à deux. Donc
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DoncB G estant divisé en aliquotesquelconques, les
lignes menées au centre par tous les points desection fe-
ront des aliquotes pareilles dans b g, lesquelles on pourra
appeller x.
Or appliquantXpourmesurer le reste de la grande cir-

conference, si elle s'y trouve precisement tant de fois me-
nant des lignes par tous les points de fection, x se trouvera
aussy precisementtant de fois dans la petite circonferen-
ce. Et si ce n'est dans la grande qu'avec quelque reste, ce
ne seraaussi dans la petite qu'avec quelquereste.
Donc parla definition des grandeurs proportionnelles

BD est à la grande circonference, commeb d à la petite,
puisque les aliquotes quelconques pareilles de BD & de
b d sont également contenuës dans les deux circonfe-
rences. DEFINITION.
LES arcs qui ont même raison à leur circonference

soientappellez proportionnellement égaux, ou d'autant
de degrez l'un quel'autre. Surquoyilsefautsouvenir que
toute circonferencegrande ou petite estconsiderée com-
me divisée en 360 parties, qu'on appelle degrezcha-
que degré en 60 minutes, & chaqueminute en 60 secon-
des, & chaqueseconde en 60 troisiémes, 6c ainsy à l'infiny.
Et comme on ne regarde point la grandeur absoluë des

portions d'une circonference, parce que cette grandeur
nous est inconnuë, mais feulement la grandeur relative,
c'est à dire par proportionà la circonference; on pourroit
appeller les arcs qui font proportionellementégaux, par-
ce qu'ils font d'autant de degrez simplement égaux: &ap-
peller tout-égaux ceux qui le font tout ensemblepropor-
tionellement&absolument comme font les arcs d'autant
de degrez dans le même cercle.

NEUVIEME THEOREME.
QUAND les cercles sontinégaux, les arcs proportionel-

lement égaux font soûtenus par de plus grandes cordes,&
ont de plus grands finus, dans les plus grands cercles,
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Soient autourdu centrerdeux
circonférences concentriques,
les arcsB D &bdcompris entre
les mêmes rayons BC & D C
font proportionellementégaux.
Or tirant les cordes B D&/;d

& les divisant par la moitié aussy
bien que les arcs par la ligne Pr,
les arcs B P &bpfont aussy pro-
portionellementégaux. OrBF
& bf,perpendiculaires surPc,
font les finus de ces deux arcs.
Et par VI. 12. B Fest plus grande que bf.
Donc les arcs égaux ontde plus grands finus dans les

plus grands cercles.
Et de même la corde BD est plus grande que b d ( par

VI. 31.) &aussyparceque B F, moitié de 51), est plus
grande que bf, moitié de bd.
Donc les arcs B D & bd estant proportionellement

égaux, celuy du plus grand cercle a une plus grande corde.DIXIEMETHEOREME,
LES cordes dans un même cercle ne font point propor-

tionelles aux arcs, mais les plus grandsarcs (j'entens tou-
jours ceux quinefontpasplus grands que la demycircon-
serence) ont de plus petites cordes a proportionque les
plus petits. C'estàdireque la corde d'un arc, qui n'est que
la moitié d'un plus grand arc est
plus grande que la moitié de la cor-
de de ce plus grand arc.
La preuve en est bien facile. Car

foit l'arc b d partagé en m par la moi-tié, bm égale à dm feront chacune
la corde d'un arc qui n'est que la
moitié de l'arc que soûtient la corde
6 d. Or ces deux cordes hm & dnt font plus grandesque
bd.Donc estant égales, chacune est plus grande que la
moitié de la corde b d.
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COROLLAIRE.
DE là il s'enfuit que plus les arcs font grands, plus la

differenceest grande entre la longueurde l'arc & celle de
la corde; & qu'au contraire plus les arcs font petits plus
cette difference diminue. De forte qu'on peut prendre
un si petit arc, que cette difference fera plus petite quequelque ligne qu'on ait donnée.

SECONDESECTION.
DES SECANTES INTERIEURES ET EXTERIEURES.

Nous avons déjà dit que les lignes menées à la cir-
conférence d'un point de dedans
le cercle autre que le centre se
pouvoientappeller dessecantesin-
terieures.
Et que quand le point estoit

hors le cercle, &: qu'elles n'e-
ftoient point tangentes, on les
pouvoir appeller des secantes ex-
terieures.
Or pour abreger le discours dans
l'expression de ces lignes, soient
toujours appellez
Le centre c.
Lepoint, soit dedans le cercle,
soit hors le cercle, k.

La ligne menée de ce point pas-
sant par le centre, kg.
Celle qui ne passant point par le centre est dans la

mêmeligne droite que celle qui y pasle, kf.

Celasupposésoit,
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PREMIER THEOREME.
LA plus longue de ces li-
gnes est k g. C'est à dire
celle qui paire par le cen-
tre.
Car si on la veut compa-
rer avec k 0 , soit tiré le
rayon c, qni est égal à c
k c, plus c, est plus gran.
de que ke, par V. 6.
Donc kg, estplus grande que k(Ç.

SECOND THEOREME.
LA plus courte de toutes ces lignes est kf. C'est à dire

celle qui ne passant point par le centre est dans la même
ligne droite que celle quiypasse.
Car comparant kfavec ky, &ayant

tiré le rayon cy,
Si k efl: au dedansdu cercle,
c k plus kfestégale à c y.
Or cy est plus courte que ck plus ky.
Donc ek plus kfestplus courte que ek.
plus ky.
Doncostantck, quiest commun,kfest
plus courte que ky.
Que si k est dehors le cercle,
k fplusfc,estplus courte que ky plus
yc.
Or fc est égale ày c.
Donckf est plus courte queky.

w TROISIÈME THEOREME.
LES lignesmenées de k à des points de la circonférence

également distansdefou de gfont égales. Et il faut re-
marquer que deux points ne sçauroient estre également
distans d'f,qu'ils ne soient aussy également distans deg.
Maison appelleégalement distansd'fceux qui font plus
proches dI que deg, légalement distans de g ceux quifontplus proches deg qued:(
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Soient les deux points également distans d'f, x & x
la corde terminée par ces deux x & x est coupée per-
pendiculairement par la ligne fc ,

puirquef par l'hy-
pothese est également distant d'x&x, & caussy, parce
que c'est le centredu cercle.
Donc touslespoints de cette ligne font égalementdi-

stans d'x &x. Donc le point k, qui en est un. Donc k x
& k x font égales.C'estlamêmechose de deux points également distans
deg.

Q~UATRIEME THEOREME.
SI du centrek, intervale kf, ou kg, on décrit un nou-

veau cercle, il touchera le premier cercle en un seul point,
c'est à dire en f, ou en g, sans le couper.
Car si k[efi rayon du ze cercle, com-

me cette ligne est la plus courte de tou-
tes celles qui peuventestremenées de k
à la circonférence du 1er cercle, toute
autre lignemenée à la circonference du
premier passera la circonférence du se-
cond.
Et au contraire si kg estle rayon du

2ecercle, cette ligneestant la plus longue de toutes celles
qui peuvent estre menées de k à la circonférence du 1er
cercle, touteautre lignemenée de k à la circonférencedu
1er cerclenepourra pas allerjusqu'àla circonférencedu ic.

CINQUIEME THEOREME.
SI ducentrek, intervale plusgrand que kf, & pluspe-

tit que kg, comme pourroit estre k x,
on décrit un cercle, il coupera la cir-
conférence du premier au pointx& x.
C'est à dire à deux points égalementdi-
stans def, ( ou égalementdistans deg,
si on avoit pris un point pour détermi-
ner cet intervale plus proche deg,) &
la partie de lacirconférencedu1ercer-
cle entre x 6c x, dont lemilieu estf, se-
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ra au dedans du2ecercle, au lieu que la partie de la même
circonférencedu 1er cercle entre ces deux mêmes points
x &x, dont g est le milieu, fera au dehors du2ecercle.
Car par 4. s. deux circonférencesne se peuvent couper enplus de deux points.
Or cela estant, le rayon du 2ecercle estant k x, touteligne menée de k à la circonférence du Ier cercle qui fera

égale à k x, se trouvera aussy terminée à la circonférence
du 2e cercle.
Or par le 3e Theoreme cette ligne

égale à kx est celle qui est terminée à
un point dela circonférencedu1ercer-
cle, aussy distant d)fde l'autre costé
qu'x en est distant de soncosté. Donc
x & x feront les deux seuls points dans
lesquels la 2e circonference coupera
la Ire.
Or il est clair que le point f[e trou-

vera au dedans du 2e cercle, parceque
kfest plus courte que k x, qui en est le rayon. Donc tout
ce qui est d'une part entre f& x,&del'autreentref&x)
se trouvera aussy au dedans du 2e cercle, puis qu'il faudroit
quele 2e cercle eust coupé le 1er en d'autres points qu'x
& x, afin que quelqu'un des points plus proche d'fse trou-
vassent ou dans la circonference du 2e cercle,ou au dehors.
Et par la même raison le pointg setrouvera au dehors

du 2ecercle, parce que kg est pluslongue que kx, qui en
est le rayon: ce qui fait voir aussy que tous les points de la
1re circonférence plus proches de g qu'x se trouveront
aussy au dehors du 2e cercle.

SIXIEMETHEOREME.
DEtoutes les lignes menées de k, celles quisontme-

nées à des pointsplus proches d'f font les plus courtes, &:
celles qui font menées à des points plus proches de g font
les plus longues.
Supposonsparexemple que le pointy est plus proche

d'fque le pointx; je disque ky est plus courte que kx
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Car si on décrit un cercle
du centre k, intervale k x,
par le Theoreme prece-
dent tous les points de la
circonference du 1er cercle
plus proches d'f qu'x se
trouveront au dedansdu2e
cercle.
Or par l'hypothese,y est
plus proche d'f

,
qu'x.

Doncy est au dedans du 2e
cercle. Donc kyest plus
courteque k x). qui

est
un

rayon du 2e cercle.
Que si au contrairenous supposons que est plus pro-

che de g que 2^3 je dis que ~kcpefi: plus longue que k(. Car
si on décrit un cercle du centre k, intervale k z , parleTheoreme precedent tous les points de la circonférence
du 1er cercle plus proches deg que Z,[e trouveront au de-
hors du 2e cercle. Or par l'hypotefe, cp est plus proche
degque z,.. Donc ~cpefi au dehors du cercle. Donc krp est
plus longue que k Z, qui est un rayon du 2e cercle.

PREMIER. COROLLAIRE.
DE nul pointautre que le centre on ne peutmener trois

lignes égales à la circonférence. Car les 3 points où ces
trois lignes feroient terminées ne peuventpas estre égale-
ment distans du pointf, ou du pointg. Donc si l'un des 3
est plus proche ou plus éloigné du points, la ligne qui y
fera terminée fera plus courte ou plus longue que les deux
autres. Donc3&c.

SECOND COROLLAIRE.
LE point d'où l'on peut mener trois lignes égales à lacirconférence, en estnecessairementle centre.
TROISIEMESECTION.

DES TANGENTES.
Nous avons déja dit qu'on appelle tangenteducercle
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la ligne qui touche le cercle sans entrer dedans, quoyque
prolongée.

PREMIER THEOREME.
TOUTE ligne perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon

touche le cercle, & ne le touche qu'enun seul point;
c'estadire qu'il n'y a qu'un seul point qui foit commun
à la circonférence & à cette ligne; & ce point s'appelle le
point de l'atouchement. Car puisque le rayon est per-
pendiculaire à cette ligne, c'est la plus courte de tou-
tes les lignes qui puissent estre menées ducentreàcette
ligne. Donc toute autre menée du centre fera plus lon-
gue. Donc elle se terminera en un point hors de la cir-
conférence. Donc nul autre point que celuy où ce rayon
coupe perpendiculairement cette ligne ne pourra estre
commun à cette circonférence & à cette ligne. Ce qu'il
falloit demonstrer.

SECOND THEOREME.
ON ne peut faire passeraucuneligne droite entre la

tangente ôc la circonférence, quoyqu'on en puisse fairepasser une infinité de circulaires qui ne serencontreront
que dans le point de l'attouchement.
La 1re partie se prouve ainsy. Soit

cfun rayon,mfla tangente: soit b un
point quelconque au dessous de la
tangente. Tirant de b une ligne à /,
elle fera oblique sur cf, & inclinée
vers r, parceque mfest perpendicu-
laire à cf. Donc la perpendiculairede
càbf, fera plus courte quecf. Donc
ellefe terminera dans le cercle (V.2.7.)
Donc une partie de bf fera au dedans
du cercle. Donc on n'aura pas puraire palier b fentrela
tangente& la circonference.
La 2epartie se prouve ainsy. Soit Je prolongée à l'infini

ducostédec;soient tous les divers points de cette ligne
au dessus de c appeliez x. Toutes les circonferencesqui
auront l'un de ces points que j'appellex pour centre, &xfpour
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xfpourrayon, aurontmf pour tangentepar le i" theo.rême, & ne rencontreront., ny la circonférence quia c
pour centre,ny les unes les autres, qu'enf ( par 27. s. )
Donc toutes ces circonférences passeront sans se rencon-
trer entre la tangente & le premier cercle.

PREMIERPROBLÈME.
DESCRIRE la tangentequi touche la circonférenceà un

point donné.
Tirerun rayon de cepointdonné, la perpendiculaireà

l'extrémité de ce rayon ferala tangente que l'on cherche.
SECOND PROBLÈME.

D'u N point donné hors le cercle tirer des tangentes
au cercle.
Soit le point k donné hors le

cercle, dont le centre est c, &
le rayon cf-, je décris un autre
cercle du même centre, interva-
le ck, puis ayant tiré la ligne
kc, qui coupe en flacirconfe-
rence du 1er cercle, je tire parle
point fla corde du grand cercle
mn, quicoupe perpendiculaire-
ment k c , ce qui fait que m n
touche le 1er cercle en f
Cela fait, du point k je prens dans le grand cercle de

part & d'autre les deux arcs kh ,kd, égaux chacun à l'arc
mn )

Et je dis que les cordeskb, kdtouchentle 1er cercle,
& qu'elles le touchent au point où les rayons du grand
cercle me & ne coupent ces cordes.
Car les trois arcs du grand cercle m n, kb,kdestant

égaux, les trois cordes qui les soûtiennent font égales
aussy, & par consequent également distantes du centre
par 4. fup. Or mn est distante du centre c dela longueur
d'un rayon du 1er cercle.
Donc les deux autres cordes kb,kd font aussydistantes

du centre de la longueur d'un rayon du premier cercle.
Donc ce rayon leurestperpendiculaire,puis qu'autre-
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mentil nemesureroit pas leur distance d'avec le centre.Donc par le Theoremeprecedent elles font tangentesdu premier cercle.
Et elles le touchent au point où elles font coupéesparles rayons du grandcercle mc& ne. Car le point kparta-

geant par la moitié l'arc m n, le points partage aussyparla moitié l'arc kb. Donc le rayon mcest perpendiculaire
à la corde k b, parce que les deux points m 8cc font chacun
également distans de k & de b.
Donc si le pointoù le rayon m c coupe la cordekbestb)

h seraaussy l'extrémitédu rayon du 1er cercle, qui est per-pendiculaire à la corde kb, puis qu'autrement il faudroit
que de c on pust tirer sur k b deux perpendiculaires diffe-
rentes,ce quine se peut.

PREMIER COROLLAIRE.
D'UN pointhors le cercle on peut tirer deux tangentes

au cercle, & non plus.
Cela est clair parce qui vientd'estre demonstré.

SECOND COROLLAIRE.
ON peut consîderer les tangentes comme terminéesau

point de l'atouchement; & alors
Les tangentes, ou menées à un même cercle d'unmême

point, ou de divers points également distansdu centre,
ou menées à des cercles égaux de points égalementdistans
des centres de chacun, font égales.
Car il est visible par la solution du 2e Problème, quedans tous ces cas, ces tangentes font moitié de cordes

égales.QVATRIEMESECTION.
DES CIRCONFERENCESPARALLELES.

PREMIER LEMME.
VNE ligne droite est perpendiculaireà une circonfe-

rence, autant que la nature de l'une & de l'autre le peutsouffrir, lorsqu'elle est perpendiculaire à la tangenteau
point delafection.

SECOND LEMME.
D'où il s'enfuit, que toute ligne qui estant prolongée

XXXV.

XXXVI.

XXXVII.

XXXVIII.



passe par le centre, est perpendiculaire a la circonfé-
rence.

TROISIEME LEMME.
LAdistance d'un point à une circonférence, se mesure

par la plus courte ligne qui puisse estre menée de ce point
à cette circonférence. Or cette plus courte ligne est celle
qui ne comprend point le centre, mais qui est dans la
mêmeligne droite que celle qui y passe. ~(5.15.)
Et par consequent cette ligne est perpendiculaire à la

circonférence par les deux premiers Lemmes.DEFINITION
DES CIRCONFERENCESPARALLELES.
DEUXcirconférences font parallèles, lorsque tous les

pointsde chacune font égalementdistans de l'autre.
C'estadireselonles precedens Lelnnles) lorsque toutes

les lignes droites, menées chacune des points de l'une
perpendiculairement sur l'autre, font égales.

PREMIER THEOREME.
TOUTES les circonférences concentriques(c'estadire

oui ont un mesme centre) font parallèles.
Car tous les rayons de la plus gran-

de circonférence font perpendiculai-
res à l'une & à l'autre. Doncostant
les rayons de la plus petite, ce qui
restera entre les deux circonférences,
fera égal, & en mesurera la distance.
Donc tous les points de chacune fe-
ront également distans de l'autre.
Doncelles font parallèles.

SECOND THEOREME.
DEUX cercles non concentriques estant l'un dans l'au-

tre, le diametre du plus grand qui passera par les deux
centres, coupera chaque circonférence par la moitié; 6c
alors il arrivera 3. ou 4. choses considerables.
I. Les parties de ce diamerre qui se trouveront d'un

costé & d'autre entre les deux circonférences,c'estadire
fm8c<zn font perpendiculaires à l'une & à l'autre, 8c
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mesurentfm le plus grand, &, g n
le plus petit éloignement de ces
deux circonférences.
2. Nulle autre ligne que ces deux

là qui se trouvent dans ce diametre
qui passe par les deux centres, ne
peut estre perpendiculaire à l'une
& à l'autre circonférence

, touteautre ligne qui fera perpendiculaire
à l'une des circonférences, estant
oblique sur l'autre.
3. Tous les points d'une demycirconferenced'une part

font inégalement distans de l'autre demycirconference
de la mesme part.

*

4. Toutes les fois que deux points d'une circonférence
font égalementdistans de l'une ou l'autre des extremitez
de son diametre, qui passe par les deux centres, ils font
auify égalementdistans de l'autre circonference.
Tout cela e/lsi aise à prouver par ce qui a esie dit dans

la 2e Section,& par lestrois Lemmes de celle-cy, queyai-
me mieux le laisser à trouver pour exercer l'esprit , que deperdre du temps à le demonstrer.

COROLLAIRE.
IL s'enfuitdelà, qu'on peut remarquer trois différen-

ces entre le parallelisme des lignes droites, &: celuy des
lignes circulaires.
La Ire est, que la notionnegative des parallèles droites,

qui consîste à ne se rencontrer jamais quand on les pro-
longeroit à l'infini, n'a point de lieu dans les circulaires.
qui peuvent bien ne se rencontrer jamais sans estre paral-
leles; de forte que pour l'estre il faut que ce soit selon la
notion positive, qui consiste en ce que les points de l'une
font toujourségalement distans de l'autre.
La 2e est, que deux lignes droites font paralleles,quand une mesme ligne est perpendiculaire à l'une & à

l'autre. Au lieu qu'il peut y avoir non seulement une
ligne droite, mais deux, qui soient perpendiculaires à
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l'une & à l'autre circonférence, sans qu'elles soient paral-
leles, mais il n'yen peut pas avoir trois.
La 3e est, que deux lignes droites ne s'estantpoint croi-

sées, il ne peut pas y avoir deux points de l'une égale-
ment distans de l'autre, qu'elles ne soient paralleles. Au
lieu que dans les circonférences non parallèles il peut y
avoir une infinité de points dans chacune, qui soient deux
à deux également distans de l'autre. Mais il n'yen peut
avoir trois ensemble.
Le fondement de ces differences vient d'une part de ce

que la ligne circulaire est bornéeenellemesme. Et de
l'autre, de ce qu'il en faut avoir trois points pour en avoir
la position; au lieu qu'il n'en faut que deux pour avoir
celle de la ligne droite.



NOVVEAVX ELEMENS
D EGEOMETRIE

LIVRE HVITIEME.

DES ANGLES RECTILIGNES.

DE L'ANGLE RECTILIGNE.
ztanglereFl-iligne est une surface comprise entre deux

lignes droites quisejoignenten un point ducostéoùelles
s'approchent le plus, indefinie&indéterminée selon l'u-
ne de ses dimensions, qui est celle qui répondà lalongueur
des lignes qui la comprennent, & déterminée selon l'au-
tre par la partie proportionnelle d'une circonférence dont
le centre est au point où ces lignes se joignent.AUTRES DÉFINITIONS.
LES lignes qui comprennent l'angle s'appellent ses

cofiez.:
LE point où ces lignes sejoignent s'appelle son ftmmtt.
Si l'on joint deux points deces costezpar uneautre li-
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g11e, cette ligne s'appelle la base ou la soustendantede l'an-
gle. Et l'on dit que cette ligne soutient l'angle, & que
l'angle est opposé à cette ligne, ou estsoutenu par cette
ligne.
CETTEbase s'appelle corde quand les costez de l'angle

font égaux, pource qu'alors ces costez de l'angle font
considerez commerayonsd'un cercle dont cette base est
une corde.
QUE si d'un descostezon peut faire descendreune per-

pendiculaire sur l'autre, cette base alors s'appelle le Jïnus
de cet angle.
CETTE partie proportionelle de la circonférence qui

mesure la grandeur de l'angle s'appelle l'arcquecomprend
l'angle.
PROPOSITION FONDAMENTALE

DELA MESUREDESANGLES.
LES arcs de toutes les circonférences qui ont pour

centre le point où les costez de l'angle se coupent sont
tous proportionels à leurs circonférences, & par conse-
quent déterminent tous la mesme grandeur de l'angle.
La consequence est claire par la définitionde l'angle,

puisque nous avons dit que c'estoit une surface indeter-
minée felon une dimension ,

& qui n'estoit déterminée
felon l'autre que par une partie proportionelledes circon-
férencesqui ont pour centre le point où ses costez se joi-
gnent.
Pour montrer donc que les arcs de ces circonférences

déterminent tous lamesmegrandeurde l'angle, il ne faut
quemontrer que tous ces arcs font proportionels à leurs
circonferences.
Or c'est ce qui a déjà esté prouvé, Livre VII. 20.
DE LA PREMIERE MESURE DE L'ANGLE

QUI EST L'ARC COMPRIS ENTRE SES COSTEZ.
IL s'enfuitde là que pour sçavoir la vraye grandeur d'un
angle, il faut sçavoir la grandeur proportionelle de l'arc
compris entre ses costez, c'eftadire de combien de degrez
est cet arc. Car un degré n'est pas le nom d'une grandeur
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absolüe , mais proportionelle, puisque , comme nous
avons déjà dit, il signifie la trois cent soixantiêmepartie
de quelque circonférence que ce foit, dont chacuneen
foy est plus grande ou plus petite felon que la circonfé-
rence est plus grande ou plus petite: &. il en est de mesme
des minutes, des secondes, & des troisièmes. C'estpour-
quoy on peut appeller arcs égaux, selon qu'il a esté dit
VII. 19. ceux qui font d'autant de degrez,quoyqu'ilspuis-
sentestre inegaux selon leur grandeur absolüe. Et égaux
en toute maniere, ou tout-égaux, ceux qui font d'autantdedegrez&quisontaussyégaux selon leur grandeur ab-
solüe, tels que font les arcs d'autant de degrez dans les
cercleségaux.

DEL'A NGLE. IX.ROÏT.
C'EST par laqu'onadivisé l'angle en droit & non droit,

& le non droit, en aigu& obtus.
On appelle angle droit celuy qui a pour mesure la moi-

tié de la demycirconference. D'où il s'ensuit,
I. Que tout angle droit a de l'autre cofté sur la mesme

ligne un autre angle qui luy est égal, puisque l'angle qui
est de l'autre costé a pour mesure ce qui reste de la demy-
circonference, qui est la moitié.
2. Qu'un angle droit estla mesmechose cu,un angle de

90. degrez. Car la demycirconference en ayant 180. la
moitiéde cette demycirconference en a 90.
3. Que toute ligne perpendiculaire sur une ligne fait

sur cette ligne deux angles droits, l'un d'un cofté & l'au-
trede l'autre. Car ellepartage en deux la demycirconfe-
rence quia pour centre le point de leur sectionparVII. 17.

DE L'ANGLE AIGU..0 N appelle angle aigu celuy qui est moindre qu'un
droit, c'estadire quia pourmesure un arc moindre que la
moitié de la demycirconference. D'oùil s'enfuit
Que tout angle moindre que de 90. degrez est aigu.

DE L'ANGLE OBTUS.
ON appelle angle obtus celuy qui est plus grand quel'angle droit ; c'eftadire qui a pour mesure un arc plus

grand
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grand que la moitié de la demycirconference. D'où il
s'enfuit
Que tout angle plus grand que de 90. degrezestobtus.

PREMIER THEOREME.
TOUTE ligne qui en coupe une autre obliquementfait

d'un costé un angleaigu& de l'autre un obtus,& les deux
ensemblevallentdeux droits. Car cette li-
gne partage inégalement la demycirçonfe-
rence. Et partant fait deux angles inegaux.
Mais elle ne la divise qu'en deux portions, & partant lesdeux portions prises ensemble valent toute la demycir-
conférence.

SECOND THEOREME.
LORSOUEplusieursligne droitesen rencontrent uneenunmême pointtouslesangles quefont toutes ces li-

gnes entre elles & avec la rencontrée va-lent deuxdroits. Car ils comprennent tous
ensemble la demycirconference

,
quiestla

mesure de deux angles droits.
DEFINITION.

L'ANGLE aigu,qui avec l'obtusvaut deux angles droits
s'appelle le complement de l'angle obtus.

TROISIÈMETHEOREME.
LORSQUE deux lignes se coupent en passant de part

& d'autre, il est bien clair que si elles se coupent perpen-diculairement elles font quatre angles égaux tous quatreentr'eux, c'estàdire tous quatre droits.
Mais si elles se coupent obliquement , elles en fontdeux aigusSe deux obtus, dont l'aigu estopposé à l'aigu

& l'obtus à l'obtus, & cela s'appelle
estre opposé au sommet. Et les oppo-
fez font égaux.
Car faisant un cercle du point où ces

deux lignes b c & fg se coupent, cha-
cune coupera la circonférence par lamoitié, & par consequent la moitié
bgeestégaleàlamoitié f-bg. Or ces deux moitiez ont
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l'arc bg de commun
y
qui est l'arc d'un des angles obtus:

& par consequentostantcetarc, l'arc de l'aigu quireste
d'une part fera égal à l'arc de l'aigu quireste de l'autre.
On prouvera la même chose des deuxangles obtus.

QUATRIEMETHEOREME.
LORSQUE plusieurs lignes droites se

rencontrent en un même point estant
menées de toutesparts, tous les angles
qu'elles font valent quatre droits. Car
ils ont tous ensemble pour mesure une
circonférenceentiere.

DES AUTRES MESURES
DE L'ANGLE.

Quoyque l'angle n'ait en effet de vraye & naturellemesure
quel'arcd'uncercle> neanmoins comme on neconnoijlpas la
longueur des lignes courbes, on est obligé d'avoir recours adlautres mesures , mais toujours fdr rapporta celle-là.

-

pport a
- -On les peut rapporter à trois qui sont toutes prises de

la base considerée diversement: ou comme corde: ou
comme sinus: ou Amplement comme base.
DE LA SECONDE MESURE DE L'ANGLE

Qui EST LA CORDE.
Nous commencerons par la base considerée commecorde, surquoy il faut remarquer.
1. Que pour cela il faut que les costez de l'angle soient

pris égaux. Car alors ils font considerez comme rayonsd'un
cercle dont le centre est au sommet, & ainsy la ligne

qui enjoint les extremitezestla corde de l'arc de ce cer-
cle quimesure cet angle.
2. Les angles ainsy considerez peuvent estreappeliez

isosceles,c'estadire a jambes égales.
3. Deux angles isosceles comparez ensemble peuvent

estre ou equilateresentre eux, ou inequilateres c'estadire
que leurs costez font rayons ou de cercles égaux, ou decercles inégaux.
Cela supposé, pour bien comprendre toute cetteme-
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sure de l'angle, il ne faut que faire attention à ces Lemmes
tirez des Livres V. & VII.Premier LEMME.
Dans les cercles égaux les cordes égales soutiennent

des arcstout égaux. Et les arcs égaux font soûtenus par
cordes égales.

SECOND LEMME.
DANS les cercles égaux les plus grandes cordes soûtien.

nent deplus grands arcs. Et les plus grands arcs font soû-
tenus par les plus grandes cordes. VII. 10.Troisième Lemme.
LES cercles estant inégaux les cordes égales (oûtien.

nent des arcs de plus de degrez dans les plus petits cercles.
VII.10. Quatrième Lemme.
LES arcs d'un même nombre de degrez font soûtenus

par de plus grandes cordes dans les plus grands cercles.
VII. 20. Premier Theoreme.
TROIS fortes d'égalitezpeuvent estre considerées dans

deux angles isosceles.
1. L'égalité des costez de l'un à ceux de l'autre, qui fait

qu'on les appelle equilateres entr'eux.
2. L'égalité des cordes, qui les peut faire appeller ifo-

cordes.
3. L'égalité des anglesmêmes.
Or deux de ces égalitez estant données, donnent la

troisiême.

,
PremierCas.

LES angles equilateresentr'eux& ifocordes font égaux.
Carils ont pour mesure des arcs tout-égaux, puisqu'estant
equilateres ils fontmesurez par des arcs de cercles égaux,
&. que parle1erLemme les cordes égales de cercles égaux
soutiennentdes arcs tout-égaux.

SECOND CAS.
LES angles equilateres & égaux font ifocordes. C'elè

la conversedumêmepremierLemme.
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TROISIEMECAS.
LES angles ifocordes&;égauxfont équilateres entr'eux.

Carilestaisé devoirpar le3eLemme que les cordes éga-
les ne peuvent soûtenir des arcs égaux, que dans les mê-
mes cercles, ou en des cercles égaux.

SECOND THEOREME.
QUANDil n'y a égalité que dans l'une de ces trois cho-

ses, voicy ce qui arrive.
PREMIER CAS.

N'Y ayant égalité quedans les costez, les plus grandes
cordes donnent les plus grands angles, & les plusgrands
angles ont les plus grandes cordes. C'est le 2E Lemme.

SECOND CAS.
N'Y ayant égalité que dans les cordes, les plus grands

costez donnent les plus petits angles,& les plus petits an-
gles ont les plus grands costez. C'est le 3e Lemme.

TROISIEME CAS.
N'Y ayant égalitéque dans la grandeur des angles, les

plus grandes cordes donnent les plus grands costez, & les
plus grands costez ont les plus grandescordes. C'est le 4e
Lemme.

PREMIER PROBLÈME.
COUPER. en deuxun angle donné. L'ayant pris isoscele,

il ne faut qu'en couper la corde perpendiculairement &
par la moitié, ce quise fait de la même forte. Car alors
l'arc fera partagépar la moitié, par VII. 6.

SECOND PROBLEME.
AYANTun point donné dans une ligne donnée, en éle-

ver une qui fafle sur cette ligne un angle égal à un donné.
Soit l'angle donné. L'ayant fait isoscele en marquer la
corde, puis du pointdonné dans la ligne pris pour centre,
décrire d'un intervaLe égal aux costez de l'angle donné
une portion de circonférence, dans laquelle en commen-
çant par le point où cette circonférence couperalalignedonnée,

on prendra une corde égale à la corde de l'angledonné. La ligne menée du point donné à l'extremité de
cette corde satisfera au Problème. Car ces deux angles
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seront equiiateres entr'eux ce îsocordes; &ce par conie-
quent égauxparle 1er Theoreme.
DE LA TROISIEME MESURE DE L'ANGLE,

QJII EST LESINUS.
LE finus de l'arc quimesure un angle peut estre appelle

le finus de cet angle. D'où il s'enfuit,
1. QUE comme il n'y a que les arcsmoindres que la moi-

tié de la demycirconference qui ayent un finus ) il n'y aaussy que les angles aigus qui en ayent. Ce qui n'empesche
pas qu'on ne se puisse servir des finus pour compareren-semble deux angles obtus, enmesurantpar les flnus les an-
gles aigus qui sont les complemens de ces obtus. Voyez
VII. 17.
2. IL s'enfuit que toute ligne menée d'un point de l'un

des costez d'un angle aigu perpendiculairementsur l'au-
tre collé) est le finus de l'arc qui mesure cet angle, 6c par
consequent le finus de cet angle.Car soit k le sommet d'unangle
aigu, & que de b, point quelconque
de l'un de ces costez

3
soit menée sur

l'autre la perpendiculairebc. Je dis
que b c estlesinus de l'arc qui mesu-
re cet angle. Car ayant prolongékcjusques en d, en forte que kd
soit égale à k b ; si du centre k, in-tervalek on décrit un cercle, l'arc
de ce cercle compris entre d&b fera la mesure de cet an-
gle. Or b c estle sinus de cet arc, parVII. 11. Donc bc
est leunus de l'arc quimesure l'anglek, & par consequent
de l'angle k.

«

3. IL s'enfuit que le costédu point duquel est menée la
perpendiculairesur l'autre costé depuis lesommetjusques
a ce point, commek b , peut estre appellé le rayon de cetangle, parce qu'il est le rayon du cercle dont l'arc le me-sure. Et l'autrecossédepuis le point où tombe la perpen-
diculaire ousinus, peut estre appellé tantifinus , qui esttoujourségalau rayonmoins lesinusverse.D 'où il s'enfuit,
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4. UuE la grandeur du sinus réglant toujours celle du
sinus verse (commeilaesté montré VII. 16.) elle regle
toujours aussy celle des antisinus, quoyque par rapport
aurayon, puisqueYantijinu* n'est autre chose que le rayon
moins lejinruverse; de forte que dans deux angles diffe-
rens les rayons & les finus ne sçauroient estre égaux que
les antifinusne le soient aussy.
Toutcela supposé, soient considerez lesLemmessui-

vans.
PREMIER LEMME.

QUAND on dit que deux angles qu'on veut mesurerpar
les finus ont le rayon égal,c'est de même que si l'on disoit
qu'ils sontmesurez par des arcs de cercles égaux; & s'ils
ont le rayon inégal, par des arcs de cercles inégaux.

SECOND LEMME.
DANS les cercles égaux les arcs égaux ont des sinus

égaux, & les finus égauxdonnentdes arcs égaux.VII. 15.TROISIEME LEMME.
DANS les cercles égauxles plus grands arcs ont les plus

grands finus
, 6c

les plus grands finus donnent les plus
grands arcs. VII. 15.ATRIEME LEMME.
DANS des cercles inégaux les arcsestant égaux, ceux

des plus grands cercles ont les plus grands finus. VII. 18.
CINQUIÈME LEMME.

DANS des cercles inégaux les finus estant égaux, ceux
des plus grands cercles donnent des arcs proportionelle-
ment plus petits, c'estadiredemoins de degrez. C'est une
suitte claire du precedent.

PREMIER THEOREME.
TROIS égalitez peuvent estre consideréesdans les an-

gles que l'on compare 6c que l'on mesure par les finus.
1. L'égalité des rayons.
2. L'égalité des finus.
3. L'égalité des angles mêmes.
Or deuxestantdonnées donnentla 3e.
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PREMIER CAS.
LES angles qui ont le rayon égal & le sinuségal font

égaux, 1er & 2e Lemme,
SECOND CAS.

LES angles égaux qui ont le rayon égal ont le finuségal.ierôC2eLemme.
TROISIEMECAS.

LES angles qui font égaux & qui ont le finus égal, ont
lerayonégal. Car s'ils avoient le rayon inégal, ils seroient
mesurez par des arcs de cercles inégaux: & par conse-
quent (selon le5e Lemme) les finus égaux donneroient
des arcs proportionellementinégaux, & ainsy les angles
ne pourroientpas estre égaux.

SECOND THEOREME.
N'Y ayant égalité que dans l'une de ces trois choses,:

voicy ce qui arrivera.PREMIERCAS.
N'Y ayant égalité que dans le rayon, les plus grands

finus donnent les plus grands angles, &. les plus grands
angles ont les plus grands finus. 3e Lemme.

SECOND CAS.
N'Y ayant égalité que dans les finus, le plus grand

rayon donne le plus petit angle, & le plus petit angle a le
plus grand rayon. 5eLemme.TROISIÈMECAS.
N'Y ayant égalité que dans les angles, le plus grand

rayon donne le plus grand sinus,&le plus grand finus don-
ne le plus grand rayon.DESANGLES FAITSPARLESLIGNES

ENTRE PARALLELES.
COMME les perpendiculaires entre les parallèles font

des angles droits sur l'une & sur l'autre, ce qui est toûjours
la même chose, il n'y a que les angles que font les obliques
à considerer.
Mais ces obliques entre parallèles faisant d'une part un

angle aigu 6c de l'autre un obtus, c'est l'aigu que l'onme-
sure premièrement, &par l'aigu on connoistl'obtus. Et
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ainsy quand nous parieronsdangles égaux, nous enten-
drons les aigus, & les obtus par consequence feulement.
Or dans la confédération de ces angles aigus faits par

des obliques entre parallèles,
L'oblique est le rayon de l'angle,
La perpendiculaire de l'extremité de l'oblique ( quiest

un point de l'une des parallèles ) sur l'autre parallele en est
le finus..
D'où il s'enfuit, que les sinus qui mesurent les angles

que font des obliques entre les mêmes paralleles font tous
égaux, parceque les perpendiculairesentrelesmêmes pa-
ralleles font égales.
Commeaussy entre différentes parallèles, pourveu que

les deux parallèles d'une part soient autant distantes l'une
de l'autre, que celles de l'autre part. Et c'estce qu'on peut
appellerdeux espaces parallèles égaux.
- Onpeut tirer de là diversespropositionsimportantes qui ne
feront que des Corollaires du Ier ou du ic Theoreme.
- - PREMIER COROLLAIRE.
TOUTE oblique entre deux paralleles fait les angles al-

ternes sur ces parallèles égaux, c'eftadire que l'aigu qui est
d'unepart estégal à l'aiguqui est
de l'autre part,&par consequent
l'obtus à l'obtus.
Car ces angles alternes ont

pour rayon cette même ligne
obliqueb c, & pour finus l'un la
perpendiculaire deb, sur la parallelex. ce l'autre la per-
pendiculairede c, sur la parallele z Or ces deux perpen-
diculaires font égales. Donc par 45.s.

SECOND COROLLAIRE.
LES obliques égales entre les mêmes parallèles font les

angles égaux: par lamême raison.TROISIÈMECOROLLAIRE.
LES obliques entre parallèlesquifont lesangles égauxfont égales5s.47.
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QUATRIEMECOROLLAIRE.
LES plus courtes lignes entre parallèles font les plus

grands angles;par le 2eTheoreme. 2 Cas.
CINQUIÈME COROLLAIRE.

QUAND des lignes font enfermées entre différentes li-
gnes parallèles, on peut y considerertrois égalitez.

1. L'égalitédesobliques.
2. L'égalité desangles.
3. L'égalité de la distance entre les unes & les autres

de ces parallèles, ce qui fait que cette distanceetfantéga-
le
,
les perpendiculaires entre ces différentes paralleles

font égales.
Or deux de ces égalitezetfantdonnéesdonnent la troi-

neme.
1. CAS. Si les obliques font égales, & les angles qu'ils

font entre leurs parallèles égaux, les unes &. les autres pa-
ralleles font égalementdistantes. Car ce font des angles
qui font égaux, & qui ont les rayons égaux (sçavoir ces
obliques) Donc leurs finus font égaux, par 46 s.
Or ils ont pour finus les perpendiculaires entre leurs

paralleles.
Donc ces perpendiculairesfont égales.
2. CAS. Si les obliquesfont égales, & les paralleles de

part &. d'autre également distantes, les angles feront é-
gaux, par45.s.
3. CAS. Si les paralleies de part & d'autre font égale-

ment ddlantes) & que les angles soient égaux, les obli-
ques font égales,47.s.SIXIEMECOROLLAIRE.
LAmêmeligne coupant obliquement plusieurs pa-

ralleles, les coupe toutes avec la mêmeobliquité. C'est-
adire qu'elle fait sur toutes les angles aigus égaux. C'est
une suitte du premier Corollaire&. de 13. 5.
Soient trois lignes paralleies x, y) 7\, coupées par la

ligneB en c, en d, enf;l'angle aigu vers c, au dessus d\~
est égal à l'angle aigu de dessous

, parce qu'ils font op-posez au sommet; &. l'angle aigu de dessous est égal à
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l'angle aigu versd, audessus
d'y, parcequ'ils font alternes,
& ce dernier est égal à l'aigu
de dessousy, parcequ'ils font
opposez au sommet. Et ce
derniera l'aiguvers/, au des-
sus de) parce qu'ils font al-
ternes, & ainsy des autres.
Donc tous les angles aigus
que fait une même lignesur diverses paralleles qu'elles
coupe font égaux. Et delà il s'enfuit, que les obtus font
égauxaussy

, parce que
les aigus font les complemens des

obtus.
SEPTIEME Corollaire.

PLUSIEURS parallèles estant également distantes les
unes des autres, c'estadirela 1re de la2e ,&la2edela3e, ôcla3edela4e,&c.
Si une mêmeligne les coupe toutes, toutesles portions

de cette ligne comprises entre deux de ces paralleles font
égales.
ZDCar tous les angles aigus que fait cette ligne sur ces pa-
ralleles font égaux. Et les finus de ces angles, quisontles
perpendiculaires entre chaques deux paralleles, font é-
gaux aussy par l'hypotefe.
Donc les rayons de ces angles qui fontles portions de

cette ligne comprises entre chaques deux paralleles font
égales. HuitièmeCorollaire.
LORS que deux lignesfontmenées d'unmême point

sur une autre ligne, c'efi commeHces lignes efloient en-
tre parallèles.
Car on peut parce point tirer une parallele a la ligne

que ces deux lignes coupent.NeuviemeCOROLLAIRE.
TouTangle plus les deux angles que font ces costez sur

la baie font égaux à deux droits.
Soient bc & bd les coflez d'un angle, & cdla bafe,
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par le precedent Corollaire,
on peut mener par le point b
la lignem n, parallele àla ba-
se

,
sur laquelle parallele les

collez de l'angle donné fe-
ront de nouveaux angles au-
tour du donné, sçavoir l'anglem bc,&nb d. Orcestrois
angles font égaux à deux droits, par 15. s. Et chacun des
deux quifontàcofté de l'angle donne, en:égalaundela
bafe, sçavoirà son alterne,par 51. s.
Donc les deux de la bafe plus l'angle donné font égaux

à deux droits.
DIXIEMECOROLLAIRE.

Si on prolonge un cofté d'un angle vers le sommet de
l'angle, comme si on prolongeoit d b jusques en F, l'an-
gle que fait ce cofté prolongé sur l'autrecofté, comme
l'anglefhc,efi égal aux deux angles surlabafe. Carcet
angle qui est appelle extérieur plus l'angle du sommet,
vallent deux droits. Or les deux angles sur la bafe plus
l'angle du sommetvallent aussy deux-droits. Ostantdonc
l'angle du sommet qui est commun, l'angle exterieur fera
égal aux deux angles sur la base.

,Ce fera lamême chosesion prolonge la base. Car l'an-
gle exterieur que fera la base prolongée sur un costé, fera
égal aux deux interieursopposez ; c'estadireà l'angle quefait l'autre cofté sur la base plus l'angledusommet.

ONZIEMECOROLLAIRE.
DEUX angles font égaux, quand les angles que les co-

stez de l'un font sur sa base,sontégauxà ceux que les costez
de l'autre font sur la sienne.

DOUZIEME COROLLAIRE,
TROISIEME PROBLEME.

D'UN point donnehors une ligne donnée, mener une
ligne qui fasse sur la donnée un angle donné.
D'un point quelconque de la ligne donnée en élever

une qui fasse sur la donnée l'angle donné (par le2e Pro-
bleme. 33. )
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La parallele à cette ligne qui passera parle point don-
né & coupera la ligne donnée, satisferaau Problème.
DE LA QUATRIEME MESURE DE L'ANGLE

QUI EST GENERALEMENTLABASE.
CETTE mesureest la plusimparfaite,& ne peut servir

à mesurerles angles qu'en cas que les costez de deux an-
gles non isosceles soient égaux chacun à chacun, ce qui
fera deuxTheoremes.

PREMIER THEOREME.
LORS que deux angles non

isosceles font equilateres en-
tr'eux ;

c'eftadire que chacun
des costez de l'un est égal à
chacun des coflez de l'autre
si la bafe est égale à la bafe, ces
angles font égaux.
C'est ce quise prouveainsy. Ou l'on peut faire tomber

une perpendiculairede l'extremité de l'un des costez de
ces angles sur l'autre coftéj ou on ne le peut, comme lorsqu'ilsfontobtus.

1. CAS. Si on le peut ( comme lorsqueles angles font
k c x ) les perpendiculairesx p feront égales, par V. 57.Or ces perpendiculairesfont lesfinus deces angles qui
ontaully le rayon égal, fçavoirr x. Donc ils font égaux,
par45. s.
2. CAS. Si on ne le peut (commesices angles efloient

(X k desmêmesfigures) alors la perpendiculairexp me-
née du sommet même de chacun des angles, feroitvoir
que les deux angles que les costez de chacun de ces angles
obtus font sur leur bafefoi-it égaux chacun à chacun (c'est.
adire l'angle k égal à l'angle k, & l'angle c, à l'angle c.)
Donc les angles obtus k c x feront égaux, par 61. s.

SECOND THEOREME.
DEUX angles égaux estans equilateres entr'eux ont labafeégale.
Ces angles égaux que l'on suppose equilateresfont,
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1. Ou droits.
2. Ou aigus.
3. Ou obtus.
1. CAS. S'ils font droits, com-

me bfc&mnp, ils ont les ba-
sesb c &mn égales, par V. 48.
2. CAS. S'ils fontaigus, com-

me b dc,n q m; les perpendicu-
laires cf&mp, quifont les sinus
de ces angles, feront égales, par
56.s.
Doncfd=p q.V.48.
Donc bfnp. 1.19.
Donccb=mn. V.48. Ce qu'il falloitdemonstrer.
3. CAS. S'ils font obtus, commebgc, ècnomy- les am-

gles aigus c g f., m op, complemensde ces obtus, feront
égaux.
Donc les perpendiculaires cf&mp, qui font les finus

de ces angles,feront égales par s. 56.
Donc gf0p.
Donc hf--np. 1.18.
Donc cb=mn.V.48. Ce qu'il falloit demonstrer.

OBSERVATION
TOUCHANT LA COMPARAISON

DE LA PREMIERE MESURE DES ANGLES
AVECCES TROIS DERNIERES.

Nous avons deja dit qu'il n'y avoit que Parc quisufl la,
mesure parfaite &naturelle de l'angle. Mais pourlemieux
voir> ilfautremarquer que les troisautres mesuresmontrent
bien siun angle efl égal à un angle , ou entre des angles iné-
gaux quel efl le plus grand ou quel efl le plus petit. Mais
il n'y a que l'arc qui donne la veritable proportionentre les
angles inégaux. Car il efl certain que si l'arc efl triple ou
quadruple, ou quintuple de l'arc

3
l'anglefera aussy triple)

quadruple ou quintuple de l'angle. Mais cela ne se peut



pas dire des troisautresmejures, ej/antfàux quesiIdtorde
efl triple de la corde, lors même que les anglesfontequilateres
entreux3 l'anglefoit triple de l'angle,parceque lescordesne
fontpasproportioneUes à leurs arcs,commeila estè dit VII. 21.
Et c'efld'où vient la difficultéde la trifeFlion de l1angle,parce-
qu'il ne fûjfitplU pour cela de couper la corde en trois: ce quiferoitfacile, mais il faut couper l'arc en troisy ce qui nesi
peut parla geometrie ordinaire, cefiadire en n'y employant
que des lignes droites & circulaires.



NOVVEAVX ELEMENS
DEGEOMETRIE

LIVRE NEVVIEME.
DES ANGLES QVIONT LEVR SOMMET
HORS LE CENTRE DU CERCLE,

DONT LES ARCS NE LAISSENT PAS DE LES MESURER.

L efi bien aise de reconnoiflre que lesangles nepeu-
vent avoir pourveritablemesure que les arcs d'un
cercle, & que toutes les autres mesures, comme les
cordesy lesfinus

3
&les bases;) ne peuvent efire quefn » TI 1r «fuhfidiairesde celle làe& que même elles ne les mefurent quim-

parfaitement.
Mais on a creu jusques icy qu'on ne pouvoit employerpour

mesurer un angle que les arcs du cercle au centre duquel efi le
sommet de cet angle. Et ainsy arrivant rarementque deux an-
gles que l'on compare ayentleursommet au centre du même
cercle, on ne pouvoit presque jamais employer la mesure des
arcs dans la comparaisonde plusieursangles & on efioitobli-
gé d'avoir recours à de longs circuits par la conférence de plu-
sieurs triangles, ce qui obligeoit à considerer tant delignes,
qu'il efloitimpojjible que l'imaginationrienfujlextrêmement
fatiguée, qui efi une des choses qu'on doit éviter autant que
l'on peut dans l'eflude de la Gcolrtetrie.
Cependant il efi vray qu'il n'y a point d'angle qu'on ne
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puisse mesurerpar les arcs d'un cercle, en quelque endroitqu'en
foit le [ommet au regard du cercle: C'ejlttdire,
j. Soitqu'ilfoit dans la circonférence du cercle,
2. Soit qu'il foit au dedans, quoy quailleurs qu'au centre.Soitmême qu'il foit au dehors, pourveu que ici cosse;.

coupent ou touchent le cercle.
C'eli ce que l'on verraparce Livre, qui neservirapasseu-

lement à mesurer avec une merveilleuse facilite toutes fortes
d'angles, mais donnera au/Jy par là de grandes ouvertures
pour trouverbeaucoupde nouvelles chosestouchant la propor-
tion des lignes.
Mais pour rendre les preuves plus courtes, il est bon de

suppoferquelques Lemmes, ou clairs d'eux mêmes, ou démon-
Xrez,dans le Livreprecedent} afin d'yrenvoyer quand on en
aura besoin.

PREMIER LEMME. DEFINITION.
LORSQUE dans toutes ces fortes d'angles on dit qu'un
tel arc du cercle auquel ils ont rapport leur fert de mesure,
cela veut dire, que si ce même angle estoitau centre du
cercle, il auroitcet arc, ou un autre qui luy seroit égal,
pour sa mesure. Ou bien cela veut dire, qu'un angle qui
seroitaucentre dece cercle, qui auroit cet arc pour me-
fure) seroit égalà l'angle hors le centre qu'on dit avoir cet
arc poursamesure.
Et de là il s'enfuit, que dans ces fortes d'angles,aussy

bien que dans ceux qui font au centre du cercle, deux an-
gles font égaux quand ils ont pour mesure des arcs égaux,
ou absolument quand ce font des arcs du même cercle,
ou de cercles égaux ; ou proportionellement quand cefont des arcs de cercles inégaux: l'arc du petit ayant la
même raison à sa circonference,que l'arc du grand à la
sienne: comme si l'un & l'autre estoit la dixiême partie de
sa circonférence,c'estadire de 36. degrez.

SECOND LEMME.
TOUTanglequi
a pourmesurela
MOITIÉ

de la demycirconferenceest
d'un arc moindreque la demyc.
d'un arc plus grand que la demyc,

Droit.
Aigu.
,Obtus
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Etdelails'eniuit, que quand on dit que deux angles,ou
trois angles font égaux à deux droits, cela veut dire que
ces deux angles, ou ces trois angles pris ensemble ont pour
mesure la demycirconference,c'estàdire 180.degrez.
Et quand on dit que deux angles font égaux à un droit,

cela veut dire que ces deux angles pris ensemble ont pour
mesure la moitié de la demycirconférence, c'efiadire 90,
degrez.

TROISIEME LEMME.
AND un tout est partagé en plusieurs portions, com-

me A en 6,c, d; comme ces trois portions ensemble font
le tout, les trois moitiez de ces portions, c'eftadire une
moitié de chacune, font toutes ensemble la moitié du
tout,de forte que ces trois expressîonsfont la même chose.
La moitié du tout.
La moitié des trois portions que comprend le tout.
Les troismoitiez de ces portions, c'eftadire une de cha-

cune, ce qui s'entend toujours, quoyqu'on ne le marque
pas.
Et ainsy supposant qu'A foit une circonférence, & que

h, c, d, soient trois arcs qui lacomprennent toute,
; de l'arc b
-¡ de l'arc c
- de l'arc d

fontégales prisesensembleala;delacir-
conférence,c'est à dire à la demycirconfe-
rence, ou à 180. devrez.

-Et supposantqu'Asoit une demycirconference,& que
b £c c soient deux arcs qui la comprennent3 deux moitiez
de ces arcs, une de chacun, valent la moitié delademy-
circonference. C'eftadire 90. degrez.
Et alors on peut exprimer la moitié de l'un de ces arcs

en deuxmanieres,oupar son propre nom,commela [ d'un
tel arc, ou par la moitié du tout dont il eit portion moins
la moitié de l'autre arc.
Ainsy estant donné une demycirconference qui com-

prend les arcs b & r, la ; de l'arc 6 est la même chose que
la moitié de la demycirconferencemoins la de l'arc c.
Enfin si un tout a deux portions, la moitié de la plus

grande moins la moitié de la plus petite estla même cho-
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se que la moitié du tout moins la petite entiere. Car si le
tout a pour portions b &c, lamoitié du tout est égale à la
moitié de b plus la moitié de c. Il faut donc oster deux
fois la moitié de c de la moitié du tout, pour rendre la
moitié du tout égale à la moitié de b, dont on auroit ossé
la moitié de c.

QUATRIEME LEMME.
ENFIN ilsefautsouvenir,
1. Que tout angle plus les deux que

font sescosftez sur sa base font égaux
à deux droits.
2. Que les deux angles sur labafe

d'un angle droit font égaux à un
droit.
3. Que si on prolonge un costé de l'anglevers lesom-

met, le nouvel angle que fait ce costé prolonge sur l'autre
costéest égalaux deux angles qui font sur la bafe du pre-mier angle. Ainsy l'anglefk b est égal aux] angles vers b
& vers c.
LA PREMIERE SORTE D'ANGLES

DONT LE SOMMET EST EN LA CIRCONFERENCE
D'UNeERCLED0NNE.

DIVISION.
Lesommetd'un angle ne se peut termineren

la circonférenced'un cercle qu'en 3 manieres.
1. Quand l'un des costez est au dedans du
cercle& l'autre au dehors
2. Quand tous les deux font au dedans.
3. Quand ils font tous deuxau dehors du cer-
cle. Mais parceque la premiere se subdivise en
deux, on peutconter 4. genres de cette forte
d'angles.
Le 1. Quand l'un des codez est au dedans ducercle, & en est une corde, & que l'autre costé

qui eit au dehors touche le cercle.
Le2. Quand l'un des costez estans aussy au dedans du
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cercle celuy qui est au dehors coupe le cer-
cle, & entre dedans le cercle lorsqu'on le pro-
longe de ce costélà: ou que ce n'est même
qu'une corde prolongée hors le cercle.
Le 3. Quand tous les deux costez font au
dedansdu cercle, &: en font deux cordes.
Le 4. Quand ils font tous deux au dehors.

t 1 71 yMais parce qualors cetteJorte aangle nepeut
avoirde rapportaucercle, que parcequilferoit
éfJ.al à un angle qu'on luy oppoferoitau ftmmet,quiferoitnecejjairementoudu fr oudu fgenre,
il neferapoint necessaire de rien dire de ce î'genr.- puifquon
enpourra jugerpar les autres.
Et ainsy il ne refieraquà, donner la mesure des trois pre-

eniers; ce que nous ferons par trois Theoremes tres clairs &
tresfaciles, & dont même les deuxderniers ne ferontquune
fuite dupremier: &enmême tempssifécondspourparlerain-fj, qu'un tresgrandnombre de propositions qui ne se prouvent
dans la Geometrie ordinairequepar des voyes tres obscures &
très embarassèes s'en déduirontfans peine, comme n'en efiant
que defimplesCoroOaires.
Mais pour cela il est necessaire de marquer la maniere dont

on exprime les angles du Jer & du Jegenre danslageometrie
ordinaire. Car pour celuy du 2e , personnene les aencorecon-(îderez.
- - PREMIER AVERTISSEMENT.

DEFINITIONS.
L'A N G L E du 1er genre, qui est celuy qui est compris

entre une corde & une tangente, est appelle ordinaire-
ment angle du segment, anguhissegments.
Et l'angle du 3e genre, qui est comprisentre deux cor-

des quise terminentd'une part à un mêmepoint dela cir-
conférence, l'angle dans le segment, angulus in segmento.
Ce que pour mieux entendre,il faut remarquer,que tou-
te corde partage le cercle en deuxportions, qui font ap-
pelléessegmens,& que ces portions ou segmens font égaux
quand cette cordeest undiametre, & alors on les appelle
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des demycercles, & l'arc de chacun est une demycircon-
serence.
Mais qu'ils font inégaux,quand c'est une autre corde

que le diametre, l'un estant plus petit que le demycercle,
ôc l'autre plus grand. De forte que pour abreger nous
appellerons l'un le petit segment,&l'autre le grand seg-
ment.
Et de là il est clair que l'arc du petit segment est plus pe»
tit que la demycirconférence, & que l'arc du grand seg-
ment est plus grand que la denlycirconference.
Celasupposé, si on tire la corde

F G, 6c au point F la tangente mn;
F x G est le petit segment, & Fy G
le grandsegment.
Et l'angle GFm, l'angle du petit

segment; parceque la tangentemF
est ducofté de ce segment là.
Et l'angleGFn, l'angle du grand

segment.
Mais l'angle F kG est l'angle dans

le petit segment.Et l'angleFKG, l'angle dans le grand segment.
SECOND AVERTISSEMENT.

0 N peut encore remarquer qu'au re-
gard del'angle du segment,il faut que la
corde qui divise les deux segmens soit dé-
crite, parce qu'elle fait l'un des costez de
l'angle. Mais que cela n'est pas necessaire
au regard de l'angle dans le segment,parce
que la corde n'est que la basedecetangle,
5c qu'elle est suffisamment marquee par les deux points
de la circonférence ausquels aboutirent les deux costez
de l'angle, comme l'angle FkG, est suffisamment mar-qué, quoyque la ligne FG ne soitquesous-entenduë 6c
non tracée.TROISrEME AVERTISSEMENT.
L'ANGLE dans le segment se peut exprimer en deux
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maniérés; oupar rapport ausegmentdans lequelilest înl-crit,sontsommetse trouvant dans l'arc dece segment; ou
par rapport à l'arc sur lequelil estappuyé. Etc'estencet-
te maniéré qu'il vaut mieux l'exprimer, quand la corde
qui joindroit les extremitez de ses costez n'est pas mar-
quée; commedans l'angle FkG, quiest appuyé sur l'arc
FZG; & alors on dit simplement que c'est un angle ins-
crit dans le cercle,sans parler de segment.

ATRIEME AVERTISSEMENT.
IL est aisé de voir que l'angle inferit dansunsegment

est toujours appuyé sur l'arc du segmentopposé.Etqu'ain.
fy l'angle dans le grand segment est appuyé sur l'arc du
petit segment : & au contraire l'angle dans le petit seg-
ment elt appuyé sur l'arc du grand.

CINQUIÈME AVERTISSEMENT.
ENFIN il faut remarquer, que quand on parle des arcs

que soutiennent les costez d'un angle inscrit dans le cer-
cle, on doit entendreles deux qui font à costé l'un de l'au-
tre, & tout à fait separez l'un de l'autre, & qui avec celuy
sur lequel l'arc inscrit est appuyé comprennent toute la
circonférence.

PREMIER THEOREME,
FONDAMENTAL DE TOUS LES AUTRES.
TOUT angle compris entre une tangente & une corde,

a pour mesure la moitié de l'arc soutenu par cette corde
du costé de la tangente.
Et parceque cet angle est aussy appellé l'angle du seg-

ment vers lequel est cette tangente, selon cela on doit
dire, qu'il a pour mesure la moitié de l'arc de ce segment
là. De forte que sic'est l'angle du petit segment, il a pour
mesure la moitié de l'arc dupetit segment; & si c'est l'an-
gle du grand segment, il a pour mesure la moitié de l'arc
du grandsegment.
Ce Theoreme estle fondementde la mesure des angles

par des arcs de cercles hors le centre desquels est leur som-
met; &: la preuve en est tres facile.
Soit la cordeF G & la ligne m n qui touche le cercle,
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dont le centre est au point c, l'angle ntFG est l'angle du
petit ferment ècnFG l'angle du grand.
Soittiré le diametrekKper-

pendiculaire à F G; 6c le rayoncFi&Pc perpendiculaireau dia-
metreKk,& par consequent pa-
rallèle à F G ,

le diametre k K
couperapar la moitié les arcs du
grand & du petit fegnlent. D'où
il s'enfuit que l'angle au centre
Fck a pour mesurelamoitiéde
l'arc du petit segment. Et que
l'angleau contraire FcK a pourmelure lamoitié de l'arc du grand segment.
De forte que le Theoreme fera deffionfiré (par le icr

Lemme) si on peut faire voir, que l'angle du petit seg-
ment m F G est égal à l'angleau centre FcK. Or cela est
facile. Car cP & FG estant parallèles, les anglesalter-
nes que fait sur l'une & sur l'autre le rayon de l'atouche-
ment ( c'estàdire les angles PcF,SccFG )sont égaux.
Or l'angle mFc( qui comprend l'angle du segment &

l'angle c F G) est droit: & par consequent égal à l'anglePck, qui est droit aussy, & qui comprend les deux an-glesFek&PcF. Donc ostantdepart & d'autre lesan-
gles cFGSeP cF(que l'on vient de faire voir estre égaux)angle du segment demeurera égalà l'angle Fck, qui a
pourmesure la moitié de l'arc du petit segment.
Donc l'angle du petit segment mFG, aaussy pourme-

sure la moitié de cet arc du petit segment. Ce qu'il fal-
loir demonstrer.
On fera voir de même que l'angle du grand segment

n F G est égal à l'angle au centreF cK, qui a pour mesure
la moitié de l'arc du grand segment.
Car l'angle du grand segment comprend l'angle droit

nFc& l'angle c F G. Or l'angle au centre FcK coirucomprendaussy l'angle droit PcK & l'angle Pc F.
Or les angles c F G & PcF font égaux? commeil vienr



d'estre dit. Donc estant ajoûtez chacun a un droit, ils
rendent égaux l'angle du segment&: l'angleau centre, qui
a pourmesure la moitié de l'arc du grand segment.
Donc ( par le ier Lemme) l'angle du grand segment a

pour mesurelamoitiéde l'arc du grand segment.
PREMIER. COROLLAIRE.

L'ANGLE du demycercle est droit.
Celuy du petit segment est aigu.
Celuy du grand, obtus.
Cela est clair par le 2e Lemme.

SECOND COROLLAIRE.---LORSQl1 E deux cercles dont
l'un est dans l'autre se touchent,
toutesles cordesmenéesdupoint
de l'attouchement à la circonfe-
rence du plus grand cercle soû-
tiennent des arcs proportionelle-
mentégaux dans les deux cercles:
c'eftadire que la ligne entiere(k 6)
soûtient dans le grand cercle un
arc égal à celuy que soûtient dans le petit (k d ) partie de
cette même ligne.
Car les angles mkb & mkd font le même angle. Or

l'un a pour mesure lamoitié de l'arc kb, & l'autre lamoitié
de l'arc kd. Donc ces deux arcs font proportionellement
egaux.

SECOND THEOREME.
TOUT angle dont le sommetest en la circonférence,&

qui est compris entre une corde & la partie d'une autre
corde prolongée hors le cercle du costé qu'elle esthors
le cercle, a pour mesure la moitié des deux arcs qui font
à costé du sommet de cet angle, & quifont soûtenus par
les deux cordes, dont l'une est le costé de l'angle,& l'au-
tre en fait l'autre costé par sa partie prolongée hors le
cercle.
Soient les deuxcordes KD & KG, dont KG foit pro-longée en F hors le cercle; je dis que l'angle F KG a
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pour mesure la moitié des deuxarcsKD&KG.
Car foie tirée par le pointK

la tangente m n ,
l'angle F KG

comprend les deux angles F Kn
& n K G. Or l'angle F K n est
égal à l'angle mK D, parcequ'il
luyestopposéau sommet. Donc
l'angle F K G est égal aux deux
anglesnKG&mKD.
Or par le 1erTheoreme nKG

a pour mesure la moitié de l'arc
KG, &mKD a pour mesure la moitié de l'arc KD.
Donc l'angle F KG,qui est égalà tous les deux, a pour

mesure l'une &: l'autre moitié de ces deux arcs. C'eftadirelamoitié de ces deux arcs, par le y Lemme.
COROLLAIRE.

SI l'on joint les extremitez de
deux cordes par deux autres cordes
qui se croisent, &: que l'on prolonge
hors le cercle les deux premieres
cordes, les angles que le prolonge-
ment de chacune fera sur les cordes
qui se croisent,seront égaux.
Soient les deux premieres cordes

cf&c dg.
Les deux qui se croisent,fd&gc.
Les prolongemens, Kc & kd.

-
Je dis que les angles Kcg & kdl

sontégaux.
Car par le precedent Theoreme l'un & l'autre a pour

mesurelamoitié des arcs fc,cd,dg.
TROISIÈMETHEOREME.

TOUT angle inscrit au cercle, c'estadire compris
entre deux cordes qui ne se joignentqu'en la circonfe-
rence , a pour mesure la moitié de l'arc sur

lequel il est
appuyé.

Et

XVII.

XVIII.



Et parce qu'on appelle aussy ces angles (angles dansle
segment) feloncela
Tout angle dans un segment a pourmesure la moitié de

l'arc du segmentopposé. Voyez le4e Avertissement.
La preuve en est tres facile par le1erTheoreme.
Soit l'angle fkg. Je dis qu'il a pour mesure la moitié

de l'arc />.
Soit menéepar le sommetk

la tangente mn, l'angleinscritfkg, plus les deux qui sontà
costéfkm,g k n, valent
deux droits.
Donc ils ont pour mesure

la demycirconference, parle2e
Lemme.
Donc ils ont pourmesure les

trois moitiez desarcsfg, kf, k g (par le 3e Lemme ) parce
que ces trois arcs comprennent toute lacirconférence.
Or l'un de ces trois angles, sçavoirfkm, a pourmesurelamoitiéde l'arc kfy- & l'autre, sçavoir g kn, a pour me-

sure la moitiéde l'arc kg. Donc ilreste pour lamesure du
3e,quiest l'angleinscritlamoitié du3earc,quiestfg.
- On peut encore prouver la mes-
mechose par le2e Theoreme. Carsi
on prolongefk jusquesàb,lesan-
glesfkg dcgkb valent deux droits,
& par consequentont pour mesure
la moitié de la circonference ,& par
consequent aussy les trois moitiez
des trois arcs kf,kg,fg.
Or l'angle bkg a pour sa mesure la
moitié des deux arcs kf& kg, parle2eTheoreme.
Reste donc pour la mesurede l'angleinscrit la moitié

du troisiême arc, qui est fg.
PREMIER COROLLAIRE.

IL paroist par là, que si on oste de la circonferenceen- xis,



tiere,c'estadirede360.degrez , les deuxarcs que soutien-
nent les costez de l'angle inscrit, la moitié de ce qui reste-
ra fera la mesure de l'angle inscrit, comme si l'un de ces
arcsest de 100 degrez, & l'autre de 44,ostant144 de 360,
restera216

,
dont la moitié est 108 pour la mesure de l'an-

gle inscrit.
SECOND COROLLAIRE.

IL paroistaussy qu'on peut dire encore: Que tout an-
gle inscrit a pour mesure la demycirconferencemoins la
moitié des deux arcs qui font soutenus par ces costez: ou
moins l'arc qui est soutenu par l'un de sescostez quand il
est Isoscele.
Cela est clair par la demonstration precedente, LRz par

le 3e Lemme.
Et cette mesure est souvent plus commode que l'autre,

comme si l'on sçait que des arcs que soutiennent les costez
de l'angle inscrit l'un est de 100 degrez & l'autre de44,
en ostant 50 ôc 22, quifont 72,de 180, ce quirestera qui
est 108 estla mesure de cet angle inscrit.
Et cela est encore plus facile, quand l'angle inscrit est

Isoscele, comme si l'un & l'autre de ses costez soutient un
arc de 36 degrez:carostant36 de 180, ce quireste, qui est
144, est la mesure de cet angle inscrit.

TROISIEME COROLLAIRE.
Tous les angles inscrits dans le même segment, ou ap-

puyez sur le même arc, ou sur des arcs égaux 5
font égaux.

Car ils ont la moitiédumême arc ou de deux arcs égaux
pourmesure. Donc ils font égaux par le 1er Lemme.
Et il est clair aussy (par le 1e1 & le ic Corollaire) que des

angles inscrits font égaux quand les arcs que soutiennent
les deux costez de l'un pris ensemble font égaux aux arcs
que soutiennentles deux costez de l'autre, & qu'ils ne peu-
vent estre égaux que cela ne soit.
Que si au contraire des angles inscrits font supposezégaux, ilfaut qu'ils soientappuyezsur des arcs égaux, ou

absolument, si c'est dans le même cercle ou en des cercles
égaux que ces angles soient inscrits, ou proportionelle-
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ment, si c'est dans des cercles inégaux. Ce qu'il fautaussy
supposer dans la Ire partie de ce Corollaire. Car les arcs
proportionellement égaux font autant pour l'égalité des
angles, que s'ils l'estoient.

QUATRIEME COROLLAIRE.
SI deux angles inscrits en divers cercles font égaux, Se

qu'ils soient soutenus par des cordes égales, les cercles
dans lesquels ils font inicrits font égaux.
Car les angles inscrits en divers cercles ne fçauroient

estreégaux, qu'ils ne soient appuyez sur des arcs propor-
tionellenlentegaux, & des arcs de divers cercles propor-
tionellement égaux ne sçauroient estre soutenus par des
cordes égales que les cercles ne soientégaux. Donc, ôcc.

CINQUIÈME COROLLAIRE.
LORSQUE deux cercles dont l'un est au

dedans de l'autre setouchent, sidupoint
de l'attouchement on mene deux lignes
jusques à la circonferencedu plus grand,
les arcs de l'une & de l'autre circonferen-
ce compris entre ces deux lignes feront

1proportionellementégaux. Car le même angle fera me.
suré par la moitié de l'un & de l'autrede ces arcs.SIXIÈMECOROLLAIRE.
SI un cercle a pour centre un point de

la circonferenced'un autre cercle, & que
de ce point on tire deux lignes qui cou-
pent

l'une
& l'autre circonference,l'arcde

celle qui a ce point pour centre com-
pris entre ces deux lignes est proportio-
nellement égal à la moitié de l'arc de cel-
le dans laquelle est ce point. Car le mê-
me angle a pourmelure le premier arc entier ce la moitié
de l'autre.

SEPTIEME COROLLAIRE.
SI l'angle inscrit & l'angle au centre font appuyez surle

mêmearc, l'angle au centre est double de l'angle inscrit.
Carl'inscrit a pour mesure la moitié de l'arc, qui entier
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est la mesure de l'angle au centre.HUITIEMECOROLLAIRE.
Tous les angles dans un segment font égaux à l'angle

du segmentopposé.Etainsy l'angle dans le grand segment
est égal à l'angle du petit segment; 6c l'angle dans le petit
segment égal à l'angle du grand.
Car l'angle du grand segment est appuyé sur l'arc du

petit. Donc il a pour mesure lamoitié de l'arc du petit,
qui est aussy la mesure de l'angle du petit segment.

NEUVIEME COROLLAIRE.
L'ANGLE dans le demycercle est droit.
Dans le grand [egmcnt, aigu.
Danslepetit, obcus.
Cela est clair parle2e Lemme.

DIXIEMECOROLLAIRE.
LES angles inscrits en deuxsegmens opposez font égaux

à deux droits. Car les arcs des deux segmens compren-
nent toute la circonference. Donc la moitié de l'un qui
est lamesure de l'un de ces angles plus la moitié de l'autre
qui est lamesure de l'autre angle, valent la demycircon-
serence ( parle3e Lemme). Donc pris ensemble ils ont
pour mesure la demycirconference. Donc ils valent deux
droits.

ONZIEMECOROLLAIRE.
SI quatre cordes ne se joignent qu'aux excremitez,ilsfont quatre angles inscrits dont les opposez sontégauxà

deux droits. C'est la mêmechoseque le precedent.
DOUZIEME COROLLAIRE.

L'ANGLEaigu qui est dans le grand segment est le com-
plément de l'obtus qui est dans le petit. Cela est clair,
puisque les deux ensemble valent deux droits.

TREIZIEMECOROLLAIRE.
LA moitié de la bafe d'un angle inscrit est son sinus, s'il

est capable d'en avoir, c'estadire s'il est aigu: ou de son
complement, s'il est obtus. Car le sinus est la moitié de la
corde du double de l'arc. Or la bafe d'un angle inscrit est
la corde d'un arc qui est double de celuy qui mesure l'an-
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gleinscrit. Donc la moitié de cette corde estsonsinus;
s'il est aigu: ou s'il est obtus, le sinus de son complement,
c'estadire de l'angle aigu qui estantinscrit dans le segment
opposé a aussy cette corde pour sa bafe.

QUATORZIEMECOROLLAIRE.
ON dit qu'unsegmentest capable d'un tel angle quand

tous les angles dans ce segment sontégaux à cet angle.
Et quand cela est, il estimpossible qu'un angle de cette

grandeur ait pour bafe la corde de ce segment que son
sommet ne se trouve dans un des points de l'arc duseg-
ln(311r-
Supposons par exemple que le

segment A soit capable de l'angle
k ; je dis que tout angle égal à
l'angle k) qui aura bc pour bafe,
aura son Íomnlet dans un des
points de l'arc du segment A.
Car s'ill'avoit au dedans du cer-
cle comme en d, prolongeantcd
jusquesenf, point de la circonfe-
rence, & tirant la ligne bi, l'an-
gle bfc fera égal à l'angle k par
l'hypotefe. Or l'anglebdc, par
le 4e Lemme, est égal à l'angle
bfc plus l'anglefbd.Donc il est plus grand que le seul an-
gle bfc. Donc il est plus grand que l'angle k.Etsilesommetestoithorsdu segment comme en g, ti-
rant une ligne de b au point où cgcoupele cercle comme
àf, on prouveraque l'angle bfc, égalàk, fera plus grand
que l'angle b g c, parce qu'il fera égal àb gc plus g bf, parle4eLemme.
Donc l'angle qui a b c pour bafe ne peut estre égal à k

qui est l'angle dont le segment Aest capable, qu'il n'ait
son sommet dans la circonference,puisques'ill'avoitau
dedans il seroit plus grand, & s'ill'avoit au dehors il seroit
plus petit.
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Q-tiINZIFMF.COPOLLAIPLL.
SI on fait le diametre d'un cercle de l'hypothenused'un

angledroit, le Commet de cet angle droit se trouvera dans
la circonference du cercle.
Car chaque demycercle est capable de cet angle droit.

Donc parle Corollaireprecedent nul angle droit ne peut
avoir pour l'hypothenuse la corde du demycercle qui est
le diametre, que son sommet ne se trouve en un des points
de la demycirconference.

SEIZIEMECOROLLAIRE.
SI du sommet d'un angle on tire une ligne au milieu de

la bafe, & que cette ligne soit égale à lamoitié decettebase, l'angle est droit: mais si elle est plus longue, il est
aigu; de si elle est plus courte, il est obtus.
Car faisant un demycerclequi ait pour centre le point

du milieu de la bafe, & pour intervale la moitié de la base,lesommet de l'angle se trouvera dans un des points dela
demycirconference si la ligne tirée dusommet au milieu
de la bafe est égale à la moitié de la bafe. Donc l'angle
fera droit.
Et le sommet se trouvera au dehors du demycercle si

elle est plus longue. Donc l'angle fera plus petit qu'un
droit par le 9e Corollaire,&par consequent aigu.
Et il se trouveraau dedans du demycercle si elle est plus

courte. Donc l'angle fera plus grand qu'un droit parle
9e Corollaire. Donc obtus.

DIX-SEPTIEMECOROLLAIRE.
QUAND deux cordes égales secoupent, chaque partie

de l'une est égale à chaque partie de l'autre.u 1Soient les cordes égalesBc&mn,
qui se coupent en 0, les arcs 6 nc&c
mcn font égaux, parce qu'ils font
soutenus par des cordes égales.
Donc ostant de ces deux arcs l'arc
11 c, qui leur est commun; les arcs
B n&mc demeurent égaux. Donc
tirant lalignenc, les angles inscrits
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ncB&cnmsontégaux,parcequ'ils sontappuyezsurdes
arcs égaux. Donc les deux lignes on & oc font égales,
parce qu'estant menées d'unmême point elles font des
angles égaux sur la même bafe. Et on prouvera de même
en tirant la ligneBm que om & o

Bsontégales. Donc
chaque partie de l'une de ces cordes est égale à chaque
partie de l'autre.PROBLEMES.

I.
TROUVER l'angle droit dont on a l'hypothenuse & la

distancedu sommet à l'hypothenuse.
Elever de l'extremité de l'hypothenuse une perpendi-

culaireégale à cette distance,& tirer par l'autre extremi-
té de cette perpendiculaire une parallele àl'hypothenuse.
L'un des deux points où cette parallele coupera le cer-

cle qui aura l'hypothenuse pour diametre, ou le point de
l'attouchement,si elle le touche, fera le sommet de cet an-
gle droit qui en determinera les costez
Car la distanceestant donnée de ce

sommet à l'hypothenuse, il ne se peut
trouver ailleurs ( d'un costé ) qu'en
quelqu'un des points de cette paral-
lele

- & parceque cet angle est suppo-sédroit il faut par le 11. Corollairequ'il se trouveaussy
en quelqu'un des points de la demycirconference. Donc
en un des points où elle la coupe, ou en celuy auquel elle
le touche.

SECOND PROBLEME.
D'UN point hors le cercle tirer les tangentes au cercle

& montrer qu'on n'en peut tirerque deux,
& qu'elles font égales.
Soit k le point hors le cercle, & c le

centre du cercle, joindre ces points par
uneligne.Décrire le cercle qui aura cet-
te ligne pour diametre & qui coupera le
premier en deux points commef 6c g ; kf,
& kg, feront les deux tangentes tirées du
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point k au premier cercle.
Car l'angle que l'une & l'autre faitavec le rayon du i"

cercle est droit, parce qu'ilest dans un demycercle.
Et il ne peut y avoir que ces deux lignes tirées du point

k qui touchent le cercle, parce que lesommet de l'angle
droit, qui doitavoir pour costezla tangente tirée de k 6c
un rayon du1er cercle doit estre en un point commun aux
circonferences des deux cercles,puisqu'il doit estredans
la circonferencedu premier, àcause qu'un rayon du pre-
mier en est un des costez & dans celle du second, à cause
que tous les angles droits qui ont le diametre du second
cercle pour hypothenuse doiventavoir leur sommet dans
la circonference de ce fecond cercle ( par le 13e Corol-
laire. )
Or il n'y a que les points f& g qui soient communs aux

deux cercles. Donc on ne peut tirer de k que les deux
tangentes kf& kg.
Et il est clair qu'elles font égales, puisque chacunesoû-

tient des arcs égaux dans la
circonférence

du nouveau
cercle.

TROISIEME PROBLEME.
COUPERunsementdansuncercledonné qui soit ca-

pable d'un angle donné.
- Ayanttiréune tangenteau cercle,
la cordequi fera avec cette tangente
au point de l'atouchement un angle
égalà l'angle donné, satisferaau Pro-
bleme. Car le segment du costé op-
posé à celuy de l'angle égal au donné-j ?qui fait cette corde avec la tangente,
fera capable de l'angle donné, par le 5. Se 10e Corol-
laire.

QUATRIEME PROBLEME.
Trouver le cercle dont le segment terminé par une

ligne donnée soit capable d'un angle donné.
Soit la ligne donnée bd

,
6c l'angledonné k; soit tirée

èf" qui fasse sur bd un angle égal à l'angle k.
Soit
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Soit élevé du point b une perpendiculaire
à11f, & qu'il y ait une autre perpendicu-
laire à b d qui coupe b d par la moitié;
le pointc, où jesuppose que ces deux per-
pendiculairesserencontreront fera le cen-
tre du cercle, qui aura cb ou cd pourin-
tervale, & pourtangentefb.
Donc le segment opposé à celuy verslequel estfb fera capable d'un angle égal

à l'anglefb d, par le5e Corollaire,parce-
que l'un fera l'angle du segment, & l'autre
l'angle dans le segment opposé.

CINQUIEME PROBLEME.
CONNOISSANTquelle est la distance de troispoints l'un

de l'autre, commede¡"c,d,& ne sçachant d'un4e com-
me x, sinon de quel costéilest, à l'égard de ces trois-là,&quelle estla grandeur de l'angle compris entre ces ii<gnesxb dexc, & de celuyqui est compris entre ces lignes
x c & x d trouverce 4e point.
Les lignes bc & cd sont données

parl'hypothese.
Et les angles donnez soientf&g.
Trouver par le Problemeprece-dent le cercle dontlesegmentter-

miné par bc, tourné vers x) soit ca-
pable de l'angles
Et trouver de mesme un autre

cercle dont le segment terminé parcd 6etourne vers x,soitcapable de l'angleg.
Ces deux cercles se couperont en deux points,dont l'un

fera c par la construction, & l'autre x : ce qui se prouveainsy.
Les deuxangles £.vr,de cxd, dont la grandeur est con-

nüe, ont leur sommetaumême point.
Or par le 10e Corollaire l'angle égal à fayant hcpour

bafe ne peut avoir son sommet &ailleurs que dans un despoints de l'arc du segment qu'on a trouvéestre capable de
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l'anglef. Et par la même raisonl'angle égal à g ayant ci
pour bafe ne peut aussy avoir son sommet que dansun des
points de l'arc du segment qu'on a trouvé estre capablede
l'angle g. Donc il faut que ce point qui est le sommet de
tous les deux anglessoitcommun à tous les deux cercles.
Donc il faut que ce soit l'un des deux points où ils se cou-
pent. Or il est bien visible que ce n'est pas le point c.Donc l'autre point où ils se coupent est le point x que l'oncherchoit.

IL
DES ANGLES

DONT LE SOMMET EST AU DEDANS DU CERCLE
ET AILLEURS Q^u'AU CENTRE.

Quand le sommet d'un angle est au dedans du cercle,
mais ailleurs qu'au centre, comme peut estre l'anglek, ses
costez doivent toujours estre considerezcomme terminez
par lacirconference,commeaupointf&g 5

& de plus il
les fautaussi prolongerau delà du sommetjusques à lacir-
cotiference de l'autre part,en prolongeant par exemplefk jusquesenc,&gk jusquesend.
Et ainsy ces angles se reduisentaux

angles qui se font dans la section de deux
cordes qui se coupent au dedans du cer-
cle, où il se fait quatre angles dont les
opposez font égaux, & quifontchacun
appuyé sur l'un des quatrearcs, ausquels
cette circonference se trouve divisée
par ces deux cordes.
Voicy donc le Theoreme qui nous apprendra la mesure

de ces angles.QuatriemeTheoreme.
TOUT angle fait par la section de deux cordes qui se

coupent au dedans du cercle, a pour mesure lamoitiédel'arc sur lequel il est appuyé plus la moitié de l'arc opposé.
Soient les deux cordes cf& dg qui secoupent en k.

Prenons lequel on voudra des quatre angles qu'elles font
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en se coupant,comme fkg3 je dis qun aura pour la me-
sure la moitié de l'arcfg plus la moitié de l'arc opposé dc.
Soient joints les pointsdf,l'anglefkg
est égal aux deux angles vers d & versf(parle 4e Lemme. )
Or l'angle vers da pour mesure la moi-

tié de l'arcfg sur lequel il est appuyé, &
l'angle vers f la moitié de l'arc cd, par la
même raison.
Donc l'anglefg qui leur est égal, a pour sa mesure les

moitiez de ces deux mêmes arcs: ce qu'il falloit demon-
strer.

COROLLAIRE.
QUAND deux cordes égales moindres que des diame-

tres se coupent, elles divisent la circonferenceen quatre
arcs,dontilyena deuxopposez qui font égaux, & deux
autres inégaux; &: alors

les
angles qui font appuyez sur

chacun de ces arcs égaux ont pour mesure cet arc entier.
Car les opposez estant égaux,un entier est la même cho-

se quelamoitié de l'un plus la moitié de l'autre.
Je ne prouve point ce qui estsupposé dans ce Corollai-

re, parce que c'est une fuite visible de ce qui aestéde-
monstré, fup. 35. III.

DES ANGLES
DONT LE SOMMETESTHORS LE CERCLE

QUE LEURS COSTEZ COUPENT OU TOUCHENT.
Les costez d'un angle dont le sommet est hors le cer-

cle peuvent,
Ou le couper tous deux,
Ou le toucher tous deux.
Ou l'un le couper & l'autre le toucher.
Mais quand ils le coupent, on les confidere toujours

comme entransdans le cercle selon sa convexité, & estantterminez par la circonferenceaudedans du cercle selon sa
concavité,
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C'est pourquoy ces angles font toujours
considerez comme estant appuyez sur deux
arcs du cercle, l'un concave & l'autre con-
vexe.
Quand les deux costez le coupent, l'arc

concave est celuy qui est compris entre les
deux points, où les deux costez font termi-
nez au dedans du cercle. Et le convexe est
celuy qui est compris entre les deuxpoints
par où il entre dans le cercle.
Quand tous les deux costez touchenc le

cercle, l'un & l'autre est compris entre les
deux points de l'attouchement,mais l'un est
concave au regard de langle, & l'autre con-
vexe.
Et quand l'un touche & l'autre coupe le

cercle, le concave est compris entre le point
de l'attouchement & celuy où se termine
l'autre costé

; & le convexe entre le point de
l'attouchement& celuy où l'autre costé en-
tre dans le cercle.il efioit necejjaire de bien expliquer ces deux fortes d'arcs,
farcequedelà depend la mesure de ces angles félon ce Théo-
reme. -

CINQUIEME THEOREME.
LORS que le sommetd'unangleesthorslecercle,soit

que ces deux costez coupent le cercle, ou que tous deux le
touchent, ou que l'un le coupe & l'autre le touche; il a
pour mesure la moitié de l'arc concave, moins la moitié
de l'arc convexe.

PREUVE DANS LEPREMIERCAS.
Soit l'anglefkg, dont le costé kfcoupe le cercle enc,

&kgend,l'arcconcaveest fg, & leconvexecd.Ilfaut
donc prouver que cet angle a pour mesure la moitié de
l'arcfg moins la moitié de l'arc cd, & on le prouve ainsy.
Soittiréelalignefd. Parle4eLemme l'anglefd g est

égalà l'anglefkg plus l'angle kfd.
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Donc l'angle k est égal à l'anglefdg
moins l'anglekfd. Donc il doit avoir
pour mesure la mesure de l'anglefdg
moins la mesure de l'anglekfd.
Or la mesure de l'anglefdgestla moi-

tié de l'arc concavefg, sur lequel il est ap-
puyé; & la mesure de l'anglekfdestla
moitié de l'arc convexe dc.
Donc l'angle ka pourmesure lamoitié

de l'arc concavefg, moins la moitié de l'arc convexede
PREUVE DU SECOND CAS.

Soit l'anglek, dont lescostezkf
& kg touchent le cercle, & soit k g
prolongée jusquesen h.
L'anglef g hest égal à l'angle k

plus l'anglekfg. Donc l'angle k est
égal à l'anglefg h,lTIoins l'angle kfg.
Or l'anglefgh a pour mesure la

moitié de l'arc du grand segmentfg,
& l'anglekfz a pourmesure la moi-
tié de l'arc du petit segmentfg. Donc l'angle k a pour
mesure la moitié de l'arc du grand segment, qui est l'arc
concave moins l'arc du petit [egnlenr) qui est l'arc con-
vexe.
La preuve du troisiême Cas est semblableà ces deux la ,tenant quelque chosede l'un & de l'autre. Il vaut mieux

la laisser trouver.
AVERTISSEMENT.

Outrecettemesurequi est générale àtoutes ces fortes d'an-
gles, ily en a qui font particulières à quelques uns qu'il eji
bon de marquerpar des Theoremes particuliers.

DIXIEME THEOREME.
UNangle ayant son sommet hors le cercle, sil'un de

ses costez qui coupe le cercle se termine à l'extremitéd'un
diametre auquel l'autre costéest perpendiculaire,foit en
coupant le cercle, soit en le touchant

>
soit même estant

hors le cercle ce diametre y estantprolongé, en tous ces
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cas cet angle a pour la mesure la moitié de l'arc que sôu-
tient la partie de son costé non perpendiculaire au dia-
metre.Ilne fera pas inutile de donner ce Theoremepourexemple
des diverses voyes que les principesqu'on a établis peuvent
fournirpour demonstrer une même chose.

PREMIERE DEMONSTRATION.

Soit le diametre kg prolongé jusques à h. Soit de kti-
rée une ligneindefinie qui coupe le cercle en c.
Soit de divers points de cette ligne hors le cercle com-

me de 1, m, n, tirées sur le diametre les perpendiculaires lfr
m g,n h. J'ay à prouver que chacun de ces anglesversl,
m,n) a pourmesure la moitié de l'arc k c. Ce qu'on peut
faire en cettemaniere.
Chacun des angles vers l, m, n,plus l'anglevers k, valent

un angle droit par le 4e Lemme, parce que ce font les an-
gles sur la bafe d'un angle droit. Donc chacun de ces an-
gles plus l'angle vers k ont pourmesure la demycirconfe-
rence. Donc ilsontaussy pourmesure, parle3Lemme,
les deux moitiezdes deux arcskc&cg, qui comprennent
la demycirconference.

xLvi1.



Orl'angle versk a pour samesure la moitié de l' arc cg
surlequelilest appuyé.
Reste donc pour la mesure de chacun des autres la moi-

tié de l'arc k c. Ce qu'il faloit demonstrer.
SECONDE DEMONSTRATION.

SOITencoretirée la lignecg,
l'angle k cg est droit, parce qu'il est
dans le demycercle. Donc l'angle
cgk est égal à chacun des angles
vers lmn, puisque chacun de ces
angles plus l'anglevers kfontaussy
égaux à un droit.
Orl'angle cgk a pour mesure la
moitié de l'arc k c sur lequel il est
appuyé.
Donc la moitié de cet arc kc est

aussy lamesure de chacun desan-
gles vers ¡)m,n.

TROISIÈME DEMONSTRATION.
SOIT tirée la ligne cdqui cou-

pe perpendiculairement le dia-
metre, ce qui fera que les arcs
k c & k d feront égaux. Et la
ligne cd estant parallele aux li-
gnes lf,mg,nh, les angles que
font ces parallèles sur la même
ligne aux points c1) m, n) font
égaux.
Or l'angle kcd a pour sa me-

sure la moitié de l'arc k d égal à
l'arc kc. Donc chacun des an-
glesvers /,?»,», a pour mesure
la moitié de l'un ou l'autre de
ces deux arcs qui font égaux, k d
&kc, Donc on peut dire qu'ils
ont pour mesure la moitié de l'arc k c. Ce qu'il faloit de-
monstrer.
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QUATRIEME DEMONSTRATION.
C'EST l'application de la demonstration du Theoreme

general à cecas particulier.
Je suppose que la perpendiculaire Lf

coupe le cercle en p &enq. Par la de-
monstration du Theoreme general, l'an-
gle K L q a pourmesure la moitié de son
arc concaveK q, moins la moitié de son
arc convexe c p.
Or l'arc concave K q est égal aux deux

arcsKc,&cp.
Donc la moitié de l'arc Kqest la mê-

me chose que la moitié de l'arc K c, plus
la moitié de l'arc cp , par le 3e Lemme.Donc la moitié de l'arcK q,moins la moitié de l'arc cp.
est la mêmechose que la moitié de l'arc k c.
Donc la moitié de l'arc k c estlamesure de l'angle k L e.

Ce qu'il faloit demonstrer.

DES ANGLES DONT LES DEUX COSTEZ
TOUCHENT LECERCLE.

IL est bon d'en dire quelque chose en particulier outre
ce qu'on en a dit en general.
On les peut appellerdes angles circonfcripts.
Et voicy une nouvelle maniere de les mesurer.

SEPTIEMETHEOREME.
L'ANGLE circonscriptau cercle,c'estadire dont les deux

costez touchent le cercle, a pour mesure la demycircon-
serencemoins l'arc convexesur lequel il est appuyé.

PREMIEREDEMONSTRATION.
Soit l'angle bkd,à qui soit donné pour bafe la ligne

qui joint les deux points d'attouchementbd ;
l'angle k

plus les deux angles sur sa bafefont égaux à deux droits,
c'estadire ont pourmesure pris ensèmble la demycircon-
serence.
Or les deux angles sur la bafe ont chacun pour mesure

la

L.
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la moitié de Parc convexe bd, par le le
Theoreme.
Donc la mesure des deux est cet arc

convexe.
Donc ostant cet arc convexe de la

demycirconference, ce qui restera fera
la mesure del'angle kcirconscrit au cer-
cle: ce qu'il falloit demonstrer.

SECONDE DEMONSTRATION.
Parlademonurationgenerale l'angle k a pour mesure
la moitié de l'arc concave moins lamoitié del'arc conve-
xe. Or ces deux arcs comprennenttoute la circonreren-
ce. Donc par le 3eLemme lamoitié de toute la circonfé-
rence moins l'arc convexe entier, estlamesme chose que
la moitié de l'arc concave moins la moitié du convexe.

PREMIER COROLLAIRE.
DEUX angles circonfcripts font égaux quand ils font

appuyez sur des arcs convexes d'autant de degrez , &leplus grand estceluy qui est appuyé sur un arc de moins de
degrez.
Car de 180 degrez qui en osteun nombre égal, ce qui

reste est égal, & plus le nombre qu'on en oste est petit,
plus ce qui

resteest
grand. Donc,Sec.

SECOND COROLLAIRE.
Si un angle circonscript est appuyé sur

un arc convexe qui foit soutenu par le cofté
d'un angleinscritisocele, l'angleinscript
&lecirconscript font égaux.
Car ostant cet arc de la demycirconre.

rence, ce qui restera fera la mesure du cir-
conscrips par 51. s. & de l'inscript par 20. s.TROISIÈMECOROLLAIRE.
JL est bonde consîderer toujours les collezderangie

circonfcriptcomme terminez au point de l'attouchemér.
Et félon cela il faut dire que tout angle circonfcript est
ifofcelle

: car les deux tangentesau cerclemenées dumes.
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me point sont toujours uguics) par ic 1- rroDieme.QUATRIEMECOROLLAIRE.
LA ligne menée dusommet de l'an-

gle circonfcripc au centre le divise tou-
jours par la moitié. Et l'on peut appel-
ler ces deux moitiez de l'angle circons-
cript des demyanglescirconfcripts.
Car si on tire deux rayons au point

de l'attouchement, on ne pourra confi-
derer ces deux demyangles qu'on ne
vove sans peine que les costez de l'un
font égaux aux costez de l'autre, & que
les rayons du même cercle, & par con-
séquentégaux, en fontlesfinus. Donc ils font égaux.

CINQUIÈMECOROLLAIRE.
LES angles circonfcripts au même cercle font égaux

quand les tangentes de l'un font égales aux tangentes de
l'autre.
Soient k b tangente de

l'anglek égale à zp , tan-
gente de l'angle 2^.

Jedis
que les anglesk &z[ont
égaux. Car tirant les li-1

sgnes du centre kc 6c zj:,
ôc les rayons cb 6c cp, les angles k bc &ZPc font égaux,
parce qu'ils font tous deux droits.
Et les costez de l'un font égaux aux costez de l'autre,

puisque par l'hypothcfek b est égale àzj>, 6c que cb àccp
font les rayons du même cercle.
Donc les basesde cesangleskc&zcRefont égales.
Donc les angles b kc & P.c font égaux, les costez de

l'un estant égaux aux costez de l'autre, & ayant les deux
rayons pour leurs finus.
Or ces deux angles bkc 6cpzj: font chacun la moitié

de chaque anglecirconscript,parle Corollaireprecedenr.
Donc les angles circonfcripts font égaux: ce qu'il fal-

loir demonstrer.
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SIXIEMECOROLLAIRE.
LES angles circonfcripts au même cercle font égaux

quand leur sommet est également éloigné du centre, &
les plus petits font ceux dot le sommeten est plus éloigné.
Cela estfacile à prouverpar les demyangles circonfcripts,& je le laissè à trouveraceux qui commencent pourfaire essay

de leurs _forces.
RECAPITULATION DE LA MESURE DES ANGLES.
LE sommet de l'angle est
(Dans leau centre.-. i.
1 cercle

(.
hors le centre. 2.I

1
l'un des costez au dedans,fie touchant. 3.

1 ans a & 1, d h 1
-<.fv&

l'autre au dehors, e coupant. 4.
t
Clrcon. tous deux au dedans du cercle. 5,

1 Hors le rLes deux costez le coupant. 6.
cercle. Les deux le touchant. 7.

1 VL'unle touchant & l'autre le coupant.8,
V.tt parmy ces angles, l'un des coltez coupant le cer-
cle & estant terminé à l'extremité du diametre au-
quel l'autre cofté est perpendiculaire.9.

ONT POUR MESURE
1. L'arc sur lequel il est appuyé. VIII. 10.
2. La moitié de l'arc sur lequel il est appuyé plus la

moitié de l'arc opposé. IX. 38.
3. Lamoitié de l'arc que soutient le cofté qui est au de-

dans du cercle. IX. 13.
4. Lamoitié de l'arc que soutient le cofté qui est au de-

dans du cercle, plus la moitié de celuy que soutient le pro-
longement du costé qui est hors le cercle. IX. 15.
5. Lamoitié de l'arc sur lequel il est appuyé. IX. 18.
61Lamoitié de l'arc concave sur lequel il est appuyé7* moins la moitié de l'arc convexe. IX. 41.8.)
7. La demycirconférence moins l'arc convexe sur le-

quelilestappuyé. IX. 41.
9. La moitié de l'arc soutenüe par la partie du cofténonperpendiculaireaudiametre, IX, 43.
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NOVVEAVX ELEMENS
DEGEOMETRIE

LIVRE DIXIEME.
DES LIGNES PROPORTIONELLES.

A proportion des lignesdépendde deux cho-
(èsJ desparal/eles& des angles, & ainsy elle
n'a pas pû se bien traitter qu'aprés l*expli-
cationdeCune & l'autre. Et mefme^uren
bien comprendre tout le mystere, ilfaut re-
prendrebeaucoup de chosesdesparallèles que

nouspropoferons en forme de Lemmes,
PREMIER LEMME. DEFINITION.

UN espace compris d'une part entre deux parallèles &
indefiny de l'autre, foit appelleespace parallele.

SECOND LEMME. DÉFINITION.
COMME on ne confidere dans ces espaces que la diftan-

ce entre les parallèles, leur grandeur dépend de cettedistancequiestmesuréeparles perpendiculaires compri-
ses entre ces parallèles, que nous appellerons pour cette
raisonles perpendiculairesdes espaces.
Et delà il s'enfuit que ces espaces font égaux quand les

perpendiculairesde l'un font égales aux perpendiculaires
de l'autre.

TROISIEME LEMME. DEFINITION.
ON dit qu'une ligneest dans un espace parallele quand

r.

11.

111.
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elle est terminée par les parallèles qui
le terminent, comme la ligne b est dans
l'espace 4.
Ondit qu'uneligne estparallèle à un

espace quand ellel'est aux lignes qui le
terminent, commela ligne b est paral-
lèle à l'espace A.

QJJATRIEME LEMME.
L'INCLINATION d'une ligne dans un espace se confi-

dere par l'angle aigu qu'elle tait sur l'une & l'autre paral-lelelefaisanttoujours égal.
D'où il s'enfuit que deux lignes font également incli-

nées dans le mêmeespace, ou dans deux
espaces differens

quand les angles aigus que fait l'une font égaux aux an-
gles aigus que fait l'autre.
Et que lamoins inclinéeest celle qui fait son angle aigu

moins aigu & plus approchant du droit.
CINlIEME LEMME IMPORTANT.

LOR SE deux ou plusieurs lignesfontmenées d'un
mêmeooint sur la même ligne elles font censées estre
dans.cemêmeespace parallele. Car ilnefaut alors que
concevoir une lignemenée par ce point commun, qui foit
parallele à celle qui les termine. D'où il s'enfuit que les
costez d'un angle terminez par une bafe font toûjourscen-
fez estre dans le mêmeespace parallele.

SIXIEME LEMME.
DEUX angles soient appeliez semblables lors qu'efians

égaux les angles sur la bafe de l'un font égauxaux angles
sur labafe de l'autre chacun à chacun.
Et on est asteuré que celaest; 1. quand on [a.itqu'ils

font égaux,& qu'un des angles sur la bafe de l'un est égal
à l'un

des
angles sur la bafe de l'autre: car de là il

s'enfuit

que l'autre est égal aussy.
2. Lors qu'estant égaux ils font de plus Isosceles.VIII.59.SEPTIEME LEMME.
QUAND lesfoi-ni-nets de deux angles font également

distans chacun de sa bafe (prolongée s'ilestbeloin) ces

v.
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deux angles peuvent estre compris dans le même espace
parallele. Car mettant ces deux bases sur unemême ligne,
la ligne qui passeraparles deux sommets fera paralleleà
celle qui comprendra les deux bases.

HUITIÈME LEMME.
DANS le mêmeespace parallele

, ou dans les espacesparallèleségaux, toutes les également inclinées font éga-
ies, & toutes les égalesfont également inclinées.VIII.54.
Etaucontraire lesespaces parallèles font égaux quand

les égalementinclinées y font égales. Car de là il est cer-
tain que les perpendiculaireslefontaussy. VIII. 56.

NEUVIEME LEMME.
LORS qu'une mêmeligne est coupée par plusieursli-

gnes toutes parallèlestoutes les portionsde cette ligne
coupée font également inclinées entre les parallèles quilesrenferment. VIII. 57.

DIXIEME LEMME.
LORS qu'il y a proportion entre quatre lignes, on dit

quedeux de ces lignes font proportionelles aux deux au-
tres lignes quand les deux antecedens de la proportion se
trouvent dans les deux premieres, & les deux consequens
dans les deux dernieres. D'où il s'enfuit aussyqivAltcr-
nando

, on peut prendre aussy les deux premieres pour lesdeux termes d'une raison, 6c les deux dernieres pour les
deux termes de l'autre.PROPOSITION FONDAMENTALE

DES LIGNES PROPORTIONELLES.
LORS que deux lignes font égalementinclinées en deux

differens espaces parallèles, elles font entr'elles comme
les perpendiculairesde ces espaces, Scieurs éloignemens
du perpendicule font aussy en mêmeraison.
Soient deux espaces A & E.
Soient appellées dans l'espace A.
La perpendiculaire, P.
L'oblique, C.
L'éloignemêtdu perpendiculeB.
Et soient de mêmeappelléesdans

IX.
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l'espace, E.
La perpendiculaire p.
L'oblique c.

L'éloignementdu perpendicule 6.
Pp:: Ce::Bb. Je dis que

Et en voila la preuve tres naturelle, dont je necroy pas
quejamais personnefesoitavisé.
Soitp divisée en quelques aliquotes que l'on voudra,

10.20. 500. 6000. 10000. &c. & ces aliquotes quelcon-
quesdep soientappellées x.
Si on tire par tout les points de cette divilion telle

qu'ellefait des parallèles à l'espaceA, cet espace fera di-
visé en autantde petits espaces parallèles qu'x fera dans p,
& ces petits espaces feront égaux par le 2eLemme, parce
qu'ils auront tous x pour perpendiculaire.Et delà il s'enfuit que Cferaaussy diviséen aliquotes
pareilles à celles de P, parce que les portions de C, quise
trouvent entre chacun de ces petits espaces égaux y estantégalement inclinées par le 9.Lemme,y font égales par le 8.
Soient donc les aliquotes de C pareilles à celles de P

appelléesy.
Que si de tous les pointsde divisiondeC on tire des pa-

rallèles à P ( qui feront par consequent perpendiculairesal'espace) elles couperont encoreB en aliquotes pareil-les, parce que chaquey se trouvant également inclinée
en chacunde ces nouveaux petits espaces,ils feront égaux
par le9e Lemme. Et par consequent les portions de B qui
feront toutes perpendiculaires dans ces espaces égaux, se-
ront égales. ( Et cela mêmeferoitvray quand elles n'y fe-
roient pas perpendiculaires, pourveu qu'elles y fussentégalement inclinées. Ce qu'il faut remarquer pour une
autre occasion. )
Cela estant fait, prenant x pourmesurer p de l'espaceEy

oùelle s'y trouvera precisement tant de fois, ou tant de
fois plus quelque resse,c'estadire plus une portionmoin-
dre qu'x. Et ainsy tirant des lignes parallèles à l'espace E
par tous les points de la divisîon de p mesurée par x 5
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pace E se trouvera divisé en autant de petits espaces égaux
entr'eux, & égaux à ceux qui ont eu la même x pour per-
pendiculairedans l'espace A, qu'x se fera trouvé dans p,
si ce n'est qu'il y en aura un plus petit, si x ne s'y esttrouvée que tant de fois plus quelque reste.Carlepetit
espace où fera compris ce reste fera plus petit que les au-
tres.
Et de là il s'enfuitque c estant aussy inclinée dans E que

C dans A ,
les portions de c comprises dans ces espaces

égaux à ceux d'A feront égales aux portions de C, & ainsy
se pourront aussyappellery, 6c s'il y avoit eu en p un reste
moindre qu'x, il y auroit aussy eu en c un reste moindre
qu'y
Donc par la definition des grandeurs proportionelles,

Pp::Cc.
puisque x &y,aliquotes quelconques pareilles des deuxantecedens P 6c C ,

font également contenües dans les
deuxconsequensp &c,sidans l'un sans reste, dans l'au-
tre sans reste: si dans l'un avec reste , dans l'autre avecreste.
On prouvera la même chose de B 8c de L Car si c estant

mesurée & divisée paryy on tire des paralleles àp (qui
feront perpendiculaires à l'espace) par tous les points de
la division

,
b fera divisée en autantde parties que c, 6c ces

parties feront égales aux parties de B, que nous avons
nommées z: si ce n'est qu'il y en aura une moindreque z,
s'il y a eu unreste dans c moindre qu'y.
Donc les aliquotes pareilles de C &deB feront égale-

ment contenües dans c 6c b.
Donc Cc:: Bb.
Donc Pp :: Ce::Bb. Ce qu'ilfalloitdemons-

trer.
PREMIER THEOREME.

Si deux lignesinégalement inclinées dansle mêmees-
pace le font autant chacune, que chacune de deux autres
le font dans un autre espace, les également inclinées font
en même raison.

Soient
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Donc Cc::Dd.
On le peut aussy prouver immédiatement & par soy

même sans avoir recours aux perpendiculaires par la mê-
me voye dont on s'etf servi dans la Proposition preceden-
te, & queje ne repete point, parce qu'il est tres facile de
la trouver.

PREMIER COROLLAIRE.
PLUSIEURS lignes estant diver-

sement inclinées dans le même
espace parallele,sielles font tou-
tes coupées par des parallelesàcetespace, elles le font propor-
tionellement, c'estadire que cha-

s* « rque toute est à chacune de les parties, telle qu'est la Ife,
ou la 2e, ou la 3e &c. comme chaqueautre toute a la même
partie 1re,ou2e, ou 3e&c.
C'est une suitte manifeste du precedent Theoreme,

puisqued'une part toutes les toutes font dans le même es-
pace, qui est l'espace total. Toutes les premieres parties
dans le 1er espacepartial, les 2des dans le 2e , & ainsy des au-
tres. Et que de l'autre chaque toute & chacune de ses par-
ties font égalementinclinées chacune dans son espace par
le 9e Lemme. Donc la Ire toute est à sa Ire partie comme
la seconde toute à sa Ire partie,
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SECOND COROLLAIRE.
Si plusieurs lignes font

menées d'un même point
sur une même ligne, elles
font coupées proportio-
nellement par toutes les
lignes paralleles à celle
qui les termine.
C'est la mêmechose que le precedent Corollaire,puis-

que tirant par le point commun à toutes ces lignes une li-
gne parallele à laligne qui les termine, elles se trouveront
toutes dans le mêmeespace parallele, ôc par consequent
les paralleles à cet espace les doivent toutes couper pro-portionellement.

TROISIEMECOROLLAIRE.
SI deuxlignescomprisesdans

un mêmeespacesecoupent, el-
les font coupées proportionelle-
ment. C'estadire que les parties
de l'une sont proportionelles
aux parties de l'autre, outre que
la toute est à la toute comme chaque partie à la même
partie.
C'est encore la même chose que le icr Corollaire, puis-

que menant une parallele à l'espace par le point de la sec-
tion

, ce feront deux lignes dans le même espacetotalquifont coupéespar une parallele à cet espace,& qui par COI1-
sequens le doivent estre proportionellement.

ATRIEME COROLLAIRE.
SI quatre lignes dont les op-

posées font paralleles se joi-
gnent aux extremitez, elles
font deux espaces paralleles,
l'un d'un sens & l'autre de l'autre sens, & la ligne tirée de
, coin en coin s'appelle diagonale.Que si d'un point quelconquede cette diagonale on tiredeux lignes comprises chacune dans chacun de ces deux
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espaces, les parties de l'une deces lignes ferontpropor-
tionelles aux parties de l'autre.
Car les deux parties de chacune

font proportionelles aux deux
parties de la diagonale,par le Co-
rollaire precedent, parceque cha-
cune de ces lignes ôc la diagonale
font comprisesdans le mêmeespace parallele & s'y cou-
pent. Donc les parties de chacune estant en même raison
que celles de la diagonale, les parties de l'une doivent
aussy estre en même raison que les parties de l'autre, puis-
que deux raisons égales à une 3e font égales entr'elles.

SECOND THEOREME.
L0RSE deux angles font semblables ( c'eftadire

selon le sixiême Lemme, lorsqu'estant égaux les angles
sur la bafe de l'un font égaux aux angles sur la bafe de
l'autre chacun à chacun) ces costez font proportionels
aux costez, & la bafeà la bafe, & la hauteur à la hauteur.
C'estadire que les costez de ces deux angles également in-
clinez chacun sur sa bafe feront en même raison que les
deux autres costez & que les deux bases, & que les distan-
ces de chaque sommet à chaque bafe: ce que j'appelle la
hauteur de chaque angle.i CJSoient les deux anglesnomi-ilez4
Soitle grand cossé dyA nommé C.
Le petit D.
Labafe M.
La hauteur H,
Et dans l'angle E.
Le grand collé c.
Le petit d.
It,aase b.
La hauteur h.

Je dis que Ce::Dd::Bb::Mh.
On le peut prouver facilementde la mêmesorte qu'on

a prouve la Propositionfondamentale, c'estpourquoy je
ne le repete point.

-
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1 Mais on le peut encore de cette autre forte.
Par le se Lemme.
1°. C Se D font censées estre dans le

même espace parallele , 6c de mêmec&d.
Etdeplusparl'hypothese C &csont

également inclinées chacune dansson
espace,& demême D & d.
Donc par la Proposition fondamen-

tale,& par le (r Theoreme,
Cc:: H h.
Dd :: Hh.

Cc:: Dd. & alternando CD: : cd.
2°. Parle 5e Lemme, C&Bsont dans le mêmeespace

parallele& de même c & b3 & de plus C & c font égale-
ment inclinéeschacune dans son espace 6c de mêmeB Seb.
Donc par le 1er Theoreme,
Cc::Bb. & alternando C B :: c b.

3°. Par le même 5e Lemme, D & B font dans le même
espace parallele,& de mêmed&b.
Etde plus, D &B font également inclinées chacune

dans son espace, & de même d & b.
Donc par le 1er Theoreme,

Dd :: Bb. &alternando DB:: db.
DoncCcDd :: Rb. Ce qu'ilfalloitdemonstrer.

PREMIER COROLLAIRE.
DEUX angles Isosceles estant égaux,ils font sembla-

bles, & par consequent les costez font aux costez comme
la bafe à la bafe, & la hauteur à la hauteur. Car deuxan-
gles estant Isosceles,ils ne peuvent estre égaux que les an-
gles sur la bafe de l'un ne soient égaux auxangles sur la ba-
sede l'autre. VIII. 5o.

SECOND COROLLAIRE.
SI un angle a deux bases paralleles, il s'y trouvera di-

verses sortes de proportions de grand usage.
Mais pourle mieux faire entendre,il fautconsiderer que
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les costez de cet angleselon la dernierebaie comprennent
ses costez selonlapremiere,& c'est pourquoy nous appel-
lerons les uns toutes,& les autres les premieres ou dernieres
parties de chacune deces toutes. Soient donc nomméesLes deux toutes T. & T..
Les deux premieres parties p.&p.
Les deux dernieres q. 6cg.
La derniere bafè6c laIre B.6cb.
De plus tirantpar le sommet une
parallele aux deux bases, il se trou-
vera trois espaces paralleles.
Le total entre le sommet & B

, que
j'appelleray (1.

Le premier partial entre le sommet ôcb, A.
Le second partial entre b & B, E.
Cela estant par le 9e Lemme,

T est autant inclinéedans , que p dans A ,& q dans E.Et de même T autant inclinée dans, quep dansA,,,
6c g dans E.
Donc par le icr Theoreme,

1. T p :: Tp & alternandg. TT:: p p.
1. Tq::Tg. TT::qg.
3. p q :fg. pp :: q g.
4. Par le ic Theoreme chaque toute & la premierepartie
font enmêmeraison que la derniere bafe & la premiere.
Tp :: Bb. TB:: pb.
Tp :: Bb. TB:: p b.
Car cet angle qui a deux bases paralleles doit estre con-

sideré comme si c'estoient deux angles égaux, dont l'un
eustpourcostez&pour basesT. T. B. 6c l'autre p. p. b.
& ainsy les deux angles sur la bafe de l'un estant égaux aux
deux angles sur la bafe de l'autre chacun à chacun, les
costez de l'un font proportionels aux costez de l'autre,&
les basesaussy. Et par consequent Tp ::Tp :: Bb.TROISIEMECOROLLAIRE.
LORSQUE deux angles ont leur sommet également dis-

tant de leur base, & que par consequent ils peuvent estre
compris dans le mêmeespaceparallele(selon le7Lemme)
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si l'on donne à ces deux angles de nouvelles bases paralle-
les aux anciennes, 6c dont chacune en soit également dis-
tante, ces deux nouvelles baies feront proportionelles
aux deux anciennes.
Supposons que les deux bases de ces deux angles, les-

quelles j'appelleray B & B,soientsur la mêmeligne, la
ligne qui joindra les sommets fera parallele à cette ligne.
D'où il s'enfuit,
1°. Que considerant dans chacun de ces angles un seul

costé, dontj'appelleray l'un T & l'autre T, ce feront deux
lignes dans le même espace parallele.
2°. Que les deux nouvelles bases, que j'appellerayb & b,
estant paralleles aux anciennes,& en devant estre chacuneti i•n r*également distantes, le trou-
verontnecessairement dans la
même ligne parallele à l'ei:
pace.
Donc par le 1er Corollaire

du i" Theoreme : cette ligneparallele à l'espace coupeproportionellement T & 7%6c
ainsyappellant p la premierepartie de T & p la premiere
partie deT, Tp :: T p.Or par le Corollaire precedent chacun de ces angles
ayant deux bases paralleles Tp :: Bb.

Tp ;: Bb.Donc les deux raisons de -B b6c de Eh font égales,
puisque chacune est égale à chacune des deux raisons T p
6c T p qui font égales entr'elles. Donc

Bb :: Bb. Doncalternando BB :: bb.QUATRIEMECOROLLAIRE.
SI d'un même point on

tire plusieurs lignes à la mê-
me ligne comprises entre la
premiere & la derniere, &
qu'on tire des paralleles à
celle là qui soient aussy
comprises entre la premiere
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& la derniere de ces lignes tirées du même point, toutes
ces paralleles feront coupées proportionellement, c'efta-
dire que chaque toute ôcsa premiere partie feront en mê-
me raisonque chaqueautretoute & sa 1repartie,&ainsy
du reste.
Il suffit d'examiner deux de ces paralleles comme est la

derniere, que j'appellerayT, 6csa premiere partie p, &
uneautreque j'appellerayT, & sa premiere partiep, de
ainsy il faut prouver que

Tp ::Tp.
Etpourcelail nefautque considerer,1°. Queceslignes

tirées d'un mêmepoint font divers angles, que la premie-
re&la derniere font l'angle total, quia toutes les paralle-
les entieres pourses diverses bases. Quela premiere &la
2esontle premier angle partial, quiatoutesles premieres
parties de ces paralleles pour ses diverses bases, &ainsydu
reste.
2°. tous ces angles font dans le mêmeespace pa-

rallele, parcequ'on peut tirer une ligne par leur sommet
commun qui fera parallele à la derniere bafe de l'angle
total.
DoncTestantla derniere bafe de l'angle, & p la der-

niere bafe du 1er angle partial, laquelle est partie de la li-
gneT&P, dont Test une autre bafe de l'angle total, & p
une autre bafe du 1er angle partial, feront aussy sur une
même ligne paralleleàl'espace, puisquepest partiedeT.
Donc par le Corollaire precedent les deux dernieres

bases de ces deux anglesT & p ferontenmême raison que
leurs deux autres bases T ècp. Donc

Tp :: Tp.
Donc par la même raison chaque parallele Sesa Irepar-

tie feront enmêmeraison que chaque autreparallele & sa
Ire partie.
Et on prouvera la même chose avec la mêmefacilité de

chacune des autres parties, en comparant toûjours en-
semble celles qui font renferméesentre les deux mêmes
lignes.



CINQUIÈME COROLLAIRE.
SI l'unede ces paralleles renfermées entre la IT:6c la der-
niere de plusieurs lignes tiréesdumême point, & divisée
par ces lignes enparties aliquotes, c'estadireen un certain
nombre de parties égales, toutes les autres font divisées
par les mêmes lignes enaliquotespareilles.
C'estunesuittemanifeste du precedent Corollaire. Car

si chaque partie de l'une de ces paralleles enest par exem-
ple la dixiêmepartie, il faut que chaque partie de chaque
autre parallele en soit aussy la dixièmepartie,puisque cha-
que parallele & chacune de ses parties font en mcme rai-
son que chaque autre parallele, & chacune de ses parties
semblables.

SIXIEMECOROLLAIRE.
SI un angle a plusieurs bases paralleles, toutes les li-

gnes tirées du sommet qui couperont ces bases, les coupe-
ront proportionellement. D'où il s'enfuit qu'en quelques
aliquotes que l'une de ces bases paralleles soitdivisée,tou-
tes les autres le feront en aliquotes pareilles.
Ce n'est que les deux precedensCorollaires un peu au-

trement énoncez.SEPTIEMECOROLLAIRE.
LES deux cordes d'un cercle font
proportionelles aux deux cordes
d'un autre cercle, si les arcs que
soutiennent les unes font propor-
tionellement égaux aux arcs que
soutiennent les autres,chacun à cha-
cun.
Soient considerées les deux cor-

des d'un cercle,comme jointes 6c
faisant un angleinscript: telles quesontbcbdd'une par!-; & BC &
BD de l'autre. (Car si elles ne fai-soientpas d'angle inscript dans cha-
que cercle, il ne faudroit qu'en prendre d'égales à celles-là qui en fissent, puisque soutenant des arcs égaux dans

chaque
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chaque cercle,parV.16.cesera la même choie pour ju-
gerdela proportion.) Celasuppose,

L'angle c b d inscrit dans le premier cercle est
égal à l'angle CBD inscrit dans le second cercle, par
IX. 21.
Et les angles que font les costezb c &bdsur la basedt,

font égaux aux angles que font les costez Be & B D sur
la bafe DC, chacun àchacun, par IX. 21.
Doncparle2eTheoreme,
bc.BC::bd. BD:: dc. DC.

HUITIÈMECOROLLAIRE.
SI deux cordes de divers cercles soutiennent des arcs

proportionellementégaux, (c'estadire d'autant de de-
grez ) elles font proportionellesauxdiametresde ces cer-
cles.
C'est une suitte du precedent. Car les diametres sou-

tiennentdes arcs proportionellementégaux dans chaque
cercle, puisqu'ils en soutiennent la demycirconference.
C'est donc la même preuve & encore plus facile.

NEUVIEMECOROLLAIRE.
SI deux cordes égales de divers cercles soutiennent

chacune autant de degrez , les cercles font égaux. Car
par le precedentCorollaireelles fonten même raisonqueles diametres des cercles. Donc si elles font égales, les
diametres font éganx. Doncles cerclesfont égaux.

TROISIEMETHEOREME,
DEUX Angles quoyqu'inégaux ont neanmoins leurs:

costez proportionels, lorsque le costé d¡J'Ull sur sa bafe
fait un angle égal àceluy que fait aussy sursabase l'un des
costez de l'autre, & que l'autre costé du premier angle
faisant sur sa bafe un angle obtus,& l'autre cofté du second
angle faisant un angle aigu sur la sienne, l'aigu est le conl
plement de l'obtus, en sorte que tous les deux ensemble
valent deux angles droits.
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Cette derniere condition le peut encore exprimer en
une autremaniere, qui estque ces deux costez, l'un d'un
angle &: l'autre de l'autre, fassent chacun sur sa bafe le mê-meangle aigu,mais que l'un le fasse au dehors delabafe
&l'autre au dedans.
Cette derniere expression fait

entrer plus facilement dans la
demonstration de ceTheoreme.
Soient les deux angles, dont

l'un ait pour costez C & D ; &
pour bafe B. Et l'autre pour
costez c & d,- & pour bafe b.
Je suppose, 1°. Que les angles

que les costez C & c font cha-
cun sur leur bafe font égaux.
2°. Que lecosté D fait un an-

gle obtus sur la baseB, & d un
angleaigu sur la bafe b, mais que
cet aigu est égal au complement
de cet obtus. D'où il s'enfuit,
Que l'angle aigu que D fait

sur la bafe en dehors en la conce-
vant prolongée, est égal à l'angleaigu que d fait sur la
sienne en dedans.
Celaestant,jedisque C.c :: D.d.
Car soient faits des deux angles deux espaces paralleles

en prolongeantles bases B & b autant qu'i
l
est necessaire,

& tirantpar chacun des sommets des paralleles à ces bases.
Et celuy de ces espaces dans lequel font C & D foit appellé
A,& l'autreE.
Parl'hypothese l'angle aigu que fait C dans l'espaceA

estégal à
~l'angigu

que fait c dans l'espaceE.
Doncpar le 4c .Lemme C &c font également inclinées

chacune dans son espace.
t. De mêmepar l'hypothese l'angle aigu que fait D dans
l'espaceA (sur la bafe B prolongée ) est égal à l'angle aigu
que fait d dans l'espace E.



Donc par le 4E LemmeD &d sont également inclinées
chacunedans ion espace, 6c il n'importequeD soitautre-
ment tournée au regard dec, carcelane change en rien
l'inclination de chacune dans son espace.Donc parle
Ier Theoreme,

C.c :: D.d.&alternando C.D :: c. d.
AUTRE DEMONSTRATION.

SIon tire une ligne du sommet sur la
baseB prolongée égale à Z), l'angle ai-
gu que fera cette ligne que j'appellerayP surB prolongéesera égal au comple-
mentde l'obtus que faitDsurB, 6c par
consequent à l'aigu quefaitd sur c.
Donc les deux angles dont l'un a pour ses costezC& P,

& l'autre c&d, font semblablesparle 6e Lemme.
Donc C.c ::P. d.
Or par la constructionP est égale à D. Donc

C.c :: D.d.
AVERTISSEMENT.

Cette derniere demonstration,quoyque moins bonne que la
premiere,a cela d'utilequellefait voirplus clairement la dif-
sérencequ'ily a entre cefTheoreme&le2Z, qui efi que dans
le2e nonfeulement les coJlez d'un trianglefont proportionels à
ceux de l'autre, mais aujjy la bafe3 au lieu que dans celuy-cy il
n'y a que les cojJezde proportionels , efiant bien clairque labafe B

,
sur laquellecft l'angle ohttu, doiteflreplas petiteà

proportion que la bafe b.
Car appeUantT la bare B, prolongJejusques à P

)
ilestCarappellantTlabafeB,prolongéejuf<quesaP,ilefi

clair que l'anglequi a pour coflez, C, & P & T pour bafe efi
fcmblableàl'anglequiapourcoflez,c d, b pourbafe.

Cc«Doncpar le 2e Theoreme pd r :: Ti.
Or B nefi que partie de P, donc iln'y apas la mêmeraison

delà à b, que de C à c.
PREMIER. COROLLAIRE.

UNE ligne que j'appelleray la coupanteestant inclinée
.filr une autre quej'appelierayla coupée, si del'extremité
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&d'un autre point de cette
coupante on tire deux li-
gnes de part & d'autre qui
fassent des angles égaux sur
lacoupée, la coupante en-
tiere fera à sa partie vers la
coupée comme la ligne ti-
rée de sonextremité à l'au-
tre ligne tiree de son autre point.
J'en laisse à trouver la demonstration,qui n'est qu'une

applicationdu precedentTheoreme.
SECOND COROLLAIRE.

Si un angle a diverses bases diversement inclinées sur
sescostez, la ligne qui divisera cet angle par la moitié fera
que les deux parties de chaquebafe feront proportionelles
aux deux costez de cet angle selon cette bafe. Il suffira de
le demonstrer en une feule bafe.
Soit un angle divisé par la moi-

tié par la ligne p. Soit l'un de ces
costez appellé C & l'autre c 3

la
partiedelabafequijoint Cappel-léeD, l'autre d.
Si on tire par les extremitez de

la bafe des parallèlesàpy aura
deux elpaces paralleles.
Celuy dans lequel font C & D foit appellé 14) & l'autre

E, par le 9eLemmeD&d font également inclinées cha-
cune dans son espace.Etparl'hypothese C & c font aussy également inclinées
chacune dans le sien, puisque les angles aigus que chacune
fait sur p font égaux.
Doncpar le premierTheoreme,

C. c :: D. d. & alternando C. D :: c. d.TroisièmeCorollaire.
Si la ligne qui divise un angle en diviseaussy la bafe

proportionellementaux costez, c'estadire en sorte que lesdeuxcostezdel'anglesoient
en mêmeraifbn que les deux
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parties de la bafe, l'angle est divisé par la moitié. 1

C'est la conversedu precedent Corollaire qui se prouve
en cette maniere.
Soit l'angle bk d divisé par kc,

en forte que
b c. cd:: k b. kd.

Si nous supposons que cemême an-
gle est divisé par la moitié par k x, il
s'enfuit parle precedent Corollaire
que

- -bx.x d ::kb. kd.
Donc bx.xd:: bc. cd.
Donc componendobd.xd :: bd.cd.Donc les points x&c ne sçauroient estre que le même

point, &kx&kc lamêmeligne. Donck c divise l'angle
par lamoitié. Ce qu'il falloit demonstrer.

PREMIERPROBLÈME.
TROUVER une 4e proportionelle. C'estadire ayant la

irc, la ze &: la3e, de 4 lignes proportionelles trouver la 4e.Ou ayant les deux premiers termes d'une raison, & l'an-
tecedent de la 2e, en trouver le consequent.
Le moyen le plus facile est de se servir pour cela du pre-

mier Corollaire du second Theoreme. (13. s.) Et ainsy
donnantles mêmesnoms aux trois données & à la4e, qui
està trouver, j'appelleray
LaIre p.
La2e q.
La 3= p.

Etla4e a trouver. q.- 11 - ..-Cela estant, il faut
I°. Mettre p & q sur unemême ligne.
i". Faire un angle de p la 3e avec p la Ire.
30. Joindrepar b les extremitez de la i" & de la f.
4°. Prolongerindefinimentp la 3e.*
5 Del'extremité de q la2e tirer B parallele ib;juf

qu'à la rencontre de p prolongée.
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Le prolongementde p jusqu'àla rencontre deBserala
4E que l'on cherche. Car il est clair par le Corollaire sus-
dit(13.~s.) que p. q p, q.
ON peut encore faire la même chose d'une autre ma-

niere, qui est de renfermer la plus petite des deux premie-
res données dans la plus grande: & alors la plus grande
s'appelleraT, de la plus petite qui en est partie p.
Mais il faut prendre garde sila

premiere des données est la plus
petite ou la plus grande. Car si
c'est la plus grande, il faudra com-
mencer par T3 & la 3e fera aussy T.
Et alors pour trouvera, qui fera la
4E que l'on cherche ,après avoir joint par Bles extremi-
tez de T & de T. b paralleleà B estant tirée de Fexcremicc
dep sur T donnerap. Car il est encor clair par le même
Corollaire que

T.p:: T.p.
Que si la 1re des deux données est la plus petite, la 3e fera
p.,& la4eàtrouverseraT. De forte qu'après avoirjoint
par b les extremitez de p &p, il faudra prolongerp, & ti-
rant de l'extremité de T sur le prolongementdep

, B pa-rallele à b, on auraTpourla 4E à trouver.Car par le même
Corollaire (13.s.) permutando.

p.T :: p. T.COROLLAIRE.
TROUVERune 3E proportionelle,c'estadire faire que

l'une des deux données soit moyenne proportionelle en-
tre l'autre donnée& la trouvée. C'estlamême choseque
le precedent, excepté qu'unefeule des deux données tient
lieu de la2e& de la 3E.

SECOND PROBLEME.
TROUVER la ligne qui foit à une ligne donnée enrai-son donnée.
Soit la ligne donnée p, la raison donnée 'IJ/.n., la ligne

que l'on cherche x. Ainsy il fauttrouver
x.p :: m. n.
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Or pour cela il ne faut que transporter les termes en
commençantpar n, & lesmettantainsy,

n.m :: p. x.
& puis trouver x par le Problème precedent. Ce qu'es-
tant fait on aura ce que l'on cherche,parce quesi

n. m :: p. x.
permutando
x. p :: m. n. Ce qu'il falloit demonstrer.
TROISIEME PROBLEME.

DIVISER une ligne donnéeenquelquesaliquotes quel'onvoudra.
Soit D la ligne à diviser, tirer

au dessous ou au dessus une pa-
rallele indefinie quej'appelleray
P. Prendre dans P autant de
parties égales qu'on veut en
avoir en la division de D ,

&
prendre garde qu'elles soient
notablement plus grandes ouplus petites que ne peuvent estrecellesdeD;puis des deux points entre lesquels font com-prises toutes les parties égales qu'on a prises dans P, tirerdeux lignes par lesextremitezdeD jusquesàce qu'elles
se joignent: toutes les lignestirées de ce point là à tous
les points de la division de P qui couperontD, la divise-
ront en autant departies égales qu'on en aura pris dansP.
La preuve en est cy-dessus dans le 5e Corollaire du 2e

Theoreme. (22.~s. )
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NOVVEAVX ELEMENS
DEGEOMETRIE

LIVRE ONZIEME.

DES LIGNES RECIPROQUES.
E livre Cffera encore de la proportion des lignes,& contiendra plusieurs choses nouvelles que l'on
jugerapeuteflre plus belles & plus générales, que
tout ce quon a trouvéjusques icy surcettematiere

des proportions, en ne Jeservantquedes lignes droittes & des
cercles.
Pour les mieuxfaire entendre nOfUproposerons quelques

Zemmes qui ferontvoiraussy en quoy estdifférent cequel'on
traitte dans ce livre de ce qui vientcCeftre traitté dans le livre
precedent.
- PREMIER LEMME.
QUAND il y a proportion entre 4lignes, on y doit re-

marquer en les comparant deux à deux, deux rapportsfort differens.
L'un est celuy qui fait dire que les unes font proportio-nellesaux autres.Etl'autre, que les unes font réciproquesaux autres.Car si on compare ou la Ire & la 3e avec la 2e & la 4/:

c'estadire



c'estadire les deux antecedens avec les deux consequens;
Oules deux premieresavec les deux dernieres, c'efta-

dire le Ier antecedent& son consequent avec le 2e antece-
dent & son consequent;on dit alors que les unes font pro-
portionelles aux autres.
Mais si on compare la Ire &: la 4e avec la2e &; la 3e, c'est-adire les extrêmes avec les moyens; on dit alors que les

unes font réciproques aux autres.
Tout ce que nous avons dit dans le Livre precedent ne

regardeque le premier rapport.
Et tout ce que nous dirons dans celuy-cyne regarde

presque que le second,& c'eftpourquoynousl'avons inti-
tulé des lignes réciproques.

SECOND LEMME.
UNE feule ligne peut estre ditte réciproque à deux li-

gnes , & deux lignes
estre réciproques à une feule. Mais

c'est lors seulement que cette ligne que l'on compare seu-
le avec deux autresest moyenne proportionelle entre ces
deuxautres. Car alors elle en vaut deux, parcequ'ellefait
deux termes de la proportion. Le premier & le dernier
quand on commencepar elle: comme si je dis, une ligne
de 6 pieds est à une de 4 commeune de 9 à une de 6: ou
le 2e & le 3e quand on la met au milieu, comme si je dis
4. 6 :: 6.9. Etilfautremarquer que quoique cette der.
niere dispositionfoit la plus ordinaire, il ya néanmoins des
rencontres où il est utile de se servir de la premiere, com-
me on pourravoir à la fin de ce Livre.

TROISIEME LEMME.
LORSQ'UNangle a deux bases, &que les deux angles

sur une bafe font égaux aux deux angles sur l'autre bafe
chacun à chacun, cela peut arriver en deux manieres.
La premiere est quand l'angle que l'unedes bases fait sur

un costé est égal à l'angle que l'autre bafe fait sur le même
costé. ( J'appelle le mêmecosté la même ligne droite tirée
du sommet, quoique considerée selon les diverses bases
elle tienne lieu de deux costez. )
Or il est visible que cela ne peut estre que quand les
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bases decetangle font paralleles, comme l'on aveu X.13.
La seconde maniere est quand l'angle qu'une bafe fait

sur un costé est égal à l'angle que l'autre bafe fait sur l'au-
tre costé. Et alors on peut appeller ces bases antiparalle-
les, pour marquerleur effet opposé à celuy des bases pa.
ralleles. Ce font ces fortes de bases qui feront presque
toutes les preuves dans tout ce Livre.

QUATRIEME LEMME.
LES bases paralleles d'un mêmeangle ne peuvent estre

disposées que d'une feule maniere, qui est d'estre toutes
separéesl'unede l'autre. Car c'est le propre des paralleles
de ne se pouvoir jamais joindre. Mais les antiparalleles
peuventestre disposées en trois manieres differentes.
PREMIERE DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.
LA premiere ressembleà celle des paralleles, les deux

antiparalleles estant aussy toutes separées, & alors il est
visible que les costez de cet angle selon la derniere bafe
que nous appellerons B , comprennentles costez de ce mêmeangle selon la pre-
miere bafe que nous appellerons b : 6c
ainsy les unes font toutes, & les autres
leurs premieres parties, c'estadire leur

vpartie la plus prochedu sommet ( & re-
marquez que dans tout ce Livre ce fera
toûjours celle là que nous entendrons
par le nom de partie,ou de Ire partie. )
C'estpourquoy comme dans l'autreLivre nousappel-

lerons toujours les deux toutes T. T.
&; leurs parties p.p.
de forte que p de caractere romain fera toujours la partie
de T du mêmecaractère romain: Et p de caractere italien
fera toûjours la partie de T de caractere italien.
Or afin que les bases B & b soientantiparalleles,il est

clair qu'il faut;
Que l'angle que T premiere toute fait sur B ,

soit égal
à l'angle quep partie de la secondé toute fait sur b. Et
que l'angle que T secondr toutefait sur B soit égal à l'an-
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gle que p partie de la premiere toute fait sur b.
SECONDE DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.
LA seconde est quand elles se croisent. Et alors ce ne

font pas les deux toutes qui font les costez au regard d'une
bafe, & les deux parties qui le font au regardde l'autre,
comme dans lapremieredisposition.
Mais les costez au regard de chaque

bafe font une toute & la partie de l'autre
toute Et ainsy pour distinguer les deux
bases nous appellerons B celle qui se trou-
ve terminée par l'extremité de T )& l'au-
tre b.
Orafin que les bases soient antiparal-

leles dans cette disposition , il est clairqu'il fautque les anglesque les deux tou-
tes tont,l'unesurB&l'autresurb,soientégaux; Et que
ceux que les deux parties font l'une sur B & l'autre sur b
soient égaux aussy.
TROISIEME DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.
LA troisiême est quand les deux bases sejoignent en unmêmepoint de l'un des costez. Et alors comme ce costé

n'est point partagé,& que seul il tient lieu d'une toute &
de la partie, nous l'appellerons appel-
lant à l'ordinaire la derniere bafe BJ la
premiere b, le costé partagé T

)
& sa

partie p.
Or afin que les basesB & b soient anti-

paralleles, il faut que l'angle queTfait
sur Bsoit égal à l'angle que Mfait sur b ,& que l'angle queM fait sur B ( qui com-
prend celuy qu'elle faitsur b) soit égal à
l'angle que p fait sur b. -

CINQUIEME LEMME.
LORSQUE deux lignes se coupant font 4 angles qui font

deux à deux opposez au sommet,& par consequentégaux,
on peut donner des bases à deux de ces angles opposez au
sommetqui soient telles que ces angles soient semblables,
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c'estadire, que les deux angles surla baie de l'un soient
égaux auxdeux angles sur la bafe de l'autrechacun à cha-
cun. Mais cela peut arriver en deux manieres que pour
mieux faire entendrep & q decaractere romain marque-
ront les deux parties d'unemêmeligne,& p Seq de cara-
ctere italien les deux parties de l'autre ligne. Et de plus,
comme chaqueangle doit avoir pour iès costez la partie
d'une ligne& la partie d'une autre ligne,p&p feront les
costez d'un angle, & q & q les costez de l'autre.
Soit enfin appelléeB la bafe de l'angle qui a p & p pour

ses costez, & b celle de l'angle qui a q & q pour les costez,
Celaestant,voicy les deux manieres dont ces angles op-
posezau sommet peuventestresemblables.
La f est quand ce font les angles

alternes qui font égaux sur les deux
bases.C'estadire quand ce font les
deux parties d'unemême ligne, com-
me p & q, qui font des angles égaux
p sur B, & q sur b, & ainsy des deux
autres, & alors il est clair que ces
deux bases doivent estre paralleles.
La2e est quand ce font les angles de pro-

che en proche qui font égaux sur les deux
bases: de forte que ce font p & q, parties
l'une d'une ligne & l'autre de l'autre, qui
font les angles égaux p sur B, & q sur b,&
p &q qui font aussyles angles égaux p sur
B, & qsurb.
Ce font encore ces baies que nous ap-

pellerons antiparalleles pourmarquer leureffetcontrai-
re à celuy des parallèles.

SIXIEME LEMME.
COMME lorsqu'un angle a deux bases paralleles,on peut

& on doit considerer ces costez selon une bafe dans un es-
pace parallele, &ses autrescostez selon l'autre bafe dans
un autre espace parallele. Il en est de même quand les ba-
ses font antiparalleles, avec cette difference,
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Que quand les bases font parallelesune feule ligne tirée
parle sommet fait trois espaces paralleles. Le 1ercompris
entre le sommet & la derniere bafe. Le 2e entre le sommet
& la 1re bafe. Le 3e entre les deux bases.
Mais quand elles font antiparalleles , ce 3e espace ne

peut pas estre parallele. Et pour les deux autres on ne les
peut concevoir qu'en s'imaginant deux lignes differentes
tirées par le sommet, l'uneparalleleà B, & l'autre paral-
lele à b. Car11&6 n'estant pas parallèles entr'elles, il est
visible qu'une feule ligne ne peut pas estre parallele à l'une
& à l'autre; mais il suffit de s'imaginerces lignes tiréespar
le sommet,sans qu'il soit necessaire de les decrire.
Etainsy nous devons toujours nous imaginerdans ces

angles qui ont deux bases antiparalleles deux espaces pa-
ralleles. L'un que j'appellerayA, com-
pris entre le sommet &B. Et l'autre que
j'appelleray E, compris entre lesommet
&b.
ET deplus il faut remarquer,
Que dans la 1re dispositiondes bases an-

tiparalleles les deux toutes T & T font
dans l'espaceA, & les deux parties p bcp
dansl'espace E.
QUE dans la seconde , qui est quandles bases se croisent,T &p font dans l'es-

paceA; & T& p dans l'espace E.
QUE dans la 3e, qui est quandellesse

joignent en un seul point d'un cofté, M
se trouve dans l'un & l'autreespace. Car
l'espace A comprend T &M: Et l'espa-
ce£ il*&p.

SEPTIEME LEMME,
IL en est de même quandles anglesopposez au sommet

ont leurs bases antiparalleles.
Car il se faut imaginerdeux lignes tirées par le sommet

commun, dont l'une soit parallele à B & l'autre àb de
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ainsy l'on aura deux espaces paralleles, l'un compris entre
le sommet & B(dans lequel sontp&p) que nous appel-
leronsA. Etl'autre compris entre ce même sommet &6
( dans lequel font q & q) que nous appellerons E.

HUITIEME LEMME.
TOUTce qu'on aura à prouver dans ce Livre le fera par

le 1er Theoreme du Livre precedent, que je repeteray en-
core icy, afin qu'on l'ait plus present dans l'esprit.
Si deux lignes (comme 6c D)

font dans un même espace pa-
rallele, comme est l'espaceA.
Et que deux autres lignes com-
me ( c& d) soient dans un autre
espace parallele, comme est l'es-
pace E.
Si C& c font également incli-

nées; C dansA, 6c cdansE,&
que D 6c d, soient aussy également inclinées D dans A 6c
ddans E, les deux égalementinclinées entr'elles fontpro-portionelles aux deux qui le font aussy entr'elles.

C.c :: D. d. &alternando C.D :: c. d.NEUVIEMELEMME.
POUR ne se point broüilleren disposantles termes,il est

bon
des'astraindre

à donner toûjours pour 1er & 2e ter-
mes de la proportion les égalementinclinées dans les deux
differens espacesparallèles, & de même au regard du 3e &
du4e. Etpour1er &3etermes,cellesquisontdans le mê-
meespace parallele. Etdemêmeauregarddu2e 6cdu4e,
Saufà les disposer apres autrement, Aternando.
I. PROPOSITION FONDAMENTALE

DES RECIPROQUES.
LORSQU'UNmême angle a deux bases antiparalleles,

une toute &: sa partie font reciproques à l'autre toute & à
sa partie. C'estadire queT.p :: T. p. ou T.T :: p. p.

XV.

XVI,

XVII.



PREMIERE PREUVE DANS LA PREMIERE
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.

DANS cettedisposition les deux toutes T
& Tfont dans l'espace A,& les deux parties
p &psont dans l'espace F,. (parII. s.)
Or par 5. s. T 6c/ font également incli-

nées,T dans A,&p dans E. 6cTSe p égale-
ment inclinées, T dans A, & p dans E.
Donc ( par15.s.)T.P :: T. p.
Or T 6c sa partie p font les extremes de la proportion,

dont T & p sa partie font les moyens.
Donc une toute & sa partie font reciproques à l'autre

toute& à sa partie.
SECONDE PREUVE DANS LA SECONDE
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.

DANS cette 2e disposition T & p ( partie
de l'autre toute) sont dans l'espaceA, &C T
& pdans l'espace E. (par 12. s.)
Or (par 5. s.) T & T font également in-

clinées, T dans A, 6c T dans £ Et de mê-
me p 6cp également inclinées, p dansA&
p dans E.
A IlDonc (par 15.s ) T.T :: p. p.
Je reserve la 3e dispositionpour un Corollaireà part.

COROLLAIRE.
QUANDun angle a deux bases antiparal-

leles dans la 3e disposition, quiest quand
elles se joignent à un seul point d'un costé,
ce costé est moyenneproportionelleentre
l'autre costéentier& sa partie: C'estadire
que

T.M :: M.p.
Car ( par 13. s. ) dans cette dispositionM
est dans l'un & l'autre elpace, parceque T
& Mfont dans l'espaceA, & M & p dans l'espace E
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Or(par5.s.)T& A; font également inclinées,T dans
l'efpacedansl'espace E.
EtM& p font égalementinclinées) Mdans l'espaceA

& p dans l'espace E.
Donc (parij.s.) T.M:: M.p.

II. PROPOSITION FONDAMENTALE
DES RÉCIPROQUES.

QUAND deux lignes se coupantfont deux angles oppo-
sez au sommet qui ont des bases antiparalleless les parties
de l'une de ces lignes qui se coupent en ce sommet font ré-
ciproques auxpartiesde l'autre. (Voyezlafigure dun.9.
Car (par14.s. ) p & pfont dans l'espaceA)&q&q

font dansl'espace E.
Or (par9. s. ) p & q font également inclinées, p dans

A,&q dans E.
Etp & q égalementin,linées,pdans A6cq dans E.
Donc (par IJ.s.)

p.q :: p. q.
Or p & q font les parties de la même ligne:Sep& qfont les parties de l'autre ligne.
Donc les parties d'une ligne font réciproques aux par-

ties de l'autre.
COROLLAIRE.

Si une de ces lignes quienfe coupant font des angles
opposezau fonlnlet, qui ont des bases antiparalleles, est
divisée par la moitié, une feule de ces moitiez est moyen-
ne proportionelle entre les parties de l'autre ligne.
Cela est clair, puisque c'est: la même cliofe de donner

pour les moyens de cette proportion les deux moitiez de
la mêmeligne, ou une feule moitié prise deux fois.
PLAN GENERAL DE CE QUE L'ON PRETEND
MONTRER DANS LASUITTEDE CE LIVRE.
Il s'enfuit de tout ce que nous venons de dire , que pouravoir des lignes qui soient reciproques à d'autres , entrelef-quelles font aujffy les moyennes proportionnelles,il ne faut

quavoir ou un anglequi ait deux bases antiparalleles , oudeux
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deux angles oppojezjiujommetqui ayent aUJJJ aeux oajes an-
tiparalleles.
L'un donnera des toutes& une de leurs parties quifont re-

ciproques à d'autres toutes & à une de leurs partiesj ou mêmeàunefeule ligne quifera moyenneproportionelle entre ces tou-
tes & une de leurs parties.
L'atttredonnera des parties d'une ligne qui feront recipro-

ques auxparties de l'antre, &même à une feule ligne qui fera
leurmoyenneproportionelle.
Mais tout cela estpeu dechose [ton nules voies generales

pourtrouver ces bases antiparalleles.
Or jepense avoirtrouve tout ce qui fepeut trouversurcela

en n'employantque les lignes droittes & lescercles.
CarI. l'ay reconnu qu'iln'yapoint de voiegenerale pour

couper tout d'un coup les cofte^d'unangle, ou les cojlez.. de deux
angles opposeaufomynetpardes basesantiparalleles, qu'eny
employantlacirconférenced'uncercle, &cestpourquoy on ne
peut trouversansceia de moyenne proportionelle entre deux
lignesdonnées,
2,l'ay remarqueque les 4. ligness dont deux par ce moyen

fontreciproquesà deux autres, onttoujours unpointcommuns
quiest,
1. Oulesommetde deux angles qui se touchent (ce qui n'est

qu'un cas affiparticlllier,& qui nestpas dans l'analogiedes
autres.)
2. Ou leflmmettfun anglequi a deux basesantiparalleles.
J. Oulesommet dedeux angles opposez,àcesommet, qui

ont ttuffy deux bases antiparalleles.
Or cest,sije ne me trompe, avoirtouttrouve que d'avoir

confideré quecepointcommunnepeutestreau regard du cercle
dont on a besoin que,
1. Ou dans la circonference.
2. Ou hors le cercle.
J. Ou dans le cercle.
Et depouvoir ensuitedéterminer tout ce que cela doitfaire*

cestadirécomment ilsefaiten tous ces cas là des bases antipa
raile/es. Car toutse réduitlà.
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AVERTISSEMENT.
Commenousavonsbesoinpour prouver tegalité desangles,

quifaitque desbasesfontantiparallelesdeplusieurs nouvel-
les maximestouchantl'égalitédesangles qui ont estè demonf-
trées dans le Livre IJC* nouslesproposerons encore icy enfor-
me de Lemmes, afin qu'en y renvoyant5
nous nous dispenfions de dire souventles
mêmescbofes.

-DIXIEMEJLEMME.
L'ANGLE du segment(qui estccluy

qui est compris entre une tangente &
une corde) a pour mesure lamoitiédeK
l'arc que soutient cette corde du costé
de la tangente; ainsy l'angle c k da
pour mesure la moitié de l'arc k d.
IX. 13. ONZIÈME LEMME.
TOUT angle inscript au cercle à pour

mesure la moitié de l'arc sur lequel ilest
appuyé. D'où il s'enfuit que deuxangles
inferiptsau cercle font égaux quand ils
font appuyezsur le mêmearc, ou sur des
arcs égaux.
Ainsy l'angle ck d a pour mesure la

moitié de l'arc cd. IX. 18.
DOUZIEME LEMME

TOUT angle dont le sommet est dans
la circonférence,8cqui a pour costez
une corde, &une ligne hors le cercle
qui le coupe, a pour mesurela moitié
de l'arc qui soutient le cofté qui est une
corde, plus la moitié de celuy que fou-
tient le prolongement de l'autre costé
quiest au dehors du cercle.
Ainsy l'angle ckda pour mesure la

moitiédesarcskd&kf. IX. 16.
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TREIZIEMELEMME. -

TOUT angle quileraiepariaietuon
de deux cordes qui secoupent au de-
dans du cercle, a pour mesure la moi-
tié de l'arc sur lequel il est appuyé,
plus la moitié de l'arc opposé. Ainsy
l'angleckd apour mesure la moitié
des arcs opposez d c&g.f. IX. 42. .------/

QUATORZIEME LEMME.
TouTangle dont lefom-

metest hors le cercle, &: dont
un cofté coupant le cercle est
terminé à l'extremité du dia-
mètre sur lequel l'autre cofté
est perpendiculaire, a pour
mesure la moitié de l'arc que
soutient la partie du cofté nonperpendiculaireau diametrelaquelleest au dedansdu cer-
cle. Ainsy l'angle ckd a pour mesure la moitié de l'arcfc.IX. 46.

DEUX AVIS DE LOGIQUE.
1.

Quand on a àprouver qu'un angle ayant deux bases3 les
anglessur unefontégaux auxangles sur l'autrechacun à cha-
cun , on

eflajfeurèque cela est, quand on aprouvé que l'un des
anglesfurunebafe est égal à l'un des anglessur l'autre, parce-
qu'ils'enfuit de là necejfaireinentque l'autre est égal aussy à
l'autre.
Cettepreuveestconvaincante, & on s'en doit paffir quand

onnepeutmieux. Mais ilfaut avouerqu'elle riestpa*sibonne
&nefaitpassibien entrer dans la naturedes choses, que celle
qui montre positivement que l'un & l'autre angle d'une bafe
<esiégalà.l'un & l'autre angle de l'autre. Et cestpourquoy je
lie me contenteraypoint de lapremiereforte de preuvey & me
ferviray toûjours de cette derniere.

2,
Quandon a à prouverdeplusïeurs binaires de liqiies,quils
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font réciproques les unsaux autres, onen efi asseurequandon
pUtt montrer quilsfont tous reciproques à un mémébinAiret
eu qu'ils ont tous la même moyenne proportionelle.
-
Maisquoique cela foitconvaincantsl'espritne reçoit pas

la même clarté & ne demeurepasfifatisfait, quesionmon-
troit immédiatementde chaque binaire qu'il eji reciproqued
chaque autre.
Et ainsy,quoyquil mefusi facile Remployer la premiere

voie, je me fuis resolude n'employer que cette derniere comme
plus parfaite & plus lumineusepour parler ainsy , & peutefire qu'on trouvera que ces deux exemplesfont remarquables
pourfairevoir la différencequily a entre convaincre ïesprit
en lemettanthors d'eflatdepouvoir douter qu'une chose(oit;
&lesatisfairepleinementenluydonnanttoute la clarté qu'il
peut raisonnablement desirer.
Reprenonsmaintenant la division propofle, qui cft que le

point commun aux lignes réciproquesparla sessionducercley
est necessairement
1. Ou dans la circonference.
z. Ou hors lecercle.
j. Ou au dedans du cercle.
PREMIERE VOIE GENERALE

DE TROUVER DES RECIPROUES
QUAND LE POINT COMMUN EST DANS LA

CIRCONFERENCE.
ON en trouvepar cette voie en deuxmanieres. L'une

par deux angles proches l'un de l'autre, &comprisdans
un angle totalj ce quiest une especesinguliere, &hors
l'analogie des autres Theoremes de ce Livre, ce quifait
que nous rappellerons, le Theoremeanomal.
L'autrepar un angle qui a deux bases antiparalleles.PREMIERE MANIERE.

THEOREME ANOMAL.
LES deux costez de tout angle inscript au cercle font

reciproquesà la ligne entiere,qui le partageant par la moi-
tié se termine à la circonférence & à la partie de cette li-
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gne compnieentre le sommetde l'angle coupe par la Inoi-
1 - r 1 rtié oc la baie.
Soit l'angleinscript E k E. Soit

pris le point K dans lesegmentop-
posé également distanrd'E & d'E.
La ligne k K qui coupe la baseen
c partage cet angle inscript par lamoitié, puisqueles deux angles E
kK & EkK estant appuyez sur
des arcs égaux font égaux (par
30. s. ) quiest le mêmequsE&i&EkK.
Orles angles Ekc & EkKnefont pasfeulementégaux,
mais ils fontaussysemblables, c'eftadire queles angles sur
la bafe de l'unfont égauxaux angles sur la bafe de l'autre
chacun à chacun.
Car les angles inferipts vers E &. vers K font égaux (par

30. s. ) parcequ'ils(ont appuyezsur le même arc k E.
2. (par32. s. ) L'angle kcE,a pourmesure la moitiédel'arc k E sur lequel il est appuyé, plus la moitié de l'arc

opposé E K. Etl'arcE Kestantégalàl'arc E K, cette me-
sure est égale à la moitié des arcs kE & E K) qui est la
mesure de l'angle inscript k EK. (par 30. s. )
Donc les angles k cE & k EK font égaux.
Donc les angles E k c & EkK font semblables.
Donc (parXI. 17.)

kE. kK ::kc. kE.
Ce qu'il falloit demonstrer,puilque k E &; k E font les
deux costez de l'angle partagé par la moitié, & que k K
est la ligne entiere qui le partage, & kc sa partie.

COROLLAIRE.
SI l'angle inscriptestoit Ifofcele

,
chaque costé feroit

moyenne proportionelle entre la toute qui le diviferoit
par lamoitié& sa partie.
Car les costez de l'angle estant égaux, les prendre tous

deux, ou en prendre un deux fois, c'est la même chose.
Mais quand l'angle inscript est Ifofcele,lalûçnequile
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partage par la moitié est necessairementun diamètre. Et
deplus les deux points EEestant alors également distans
de k aussy bien que de K, cela revient à ce qui fera de-
monstré plus bas par une autre voie.SECONDE MANIERE DE LA MESME

VOIE GÉNÉRALE.
L'AUTRE maniéré de trouver des réciproquesquand le

point commun est dans la circonférence, est de se ser-
vir pour cela d'un angle qui a deux bases antiparalleles.
Surquoy il faut remarquer, que ce point estant dans la
circonférence, les costez de l'angle qu'il a pourfommet
ne sçauroientestrecoupez par lacirconférence que cha.
cun en un endroit. Ce qui ne suffiroit pas pour détermi-
ner dans ces costez les points dont on puisse tirer des bases
antiparalleles, puisque pour deux bases il faut avoir quatre
points dierens dans les deux coftez d'un angle, ou au
moins trois.
Il faut donc qu'il y ait une ligne droitte outre la circon-

sérence,afin que les costez de l'angle estant coupezparl'une & par l'autre, le puissentefirc en 4.endroits, ou au
moins en 3. quandun des costezfera terminé par un point
commun à la lignedroitte& à la circonférence.
Voicydonc lapropoption generalesur ce fijet, qui estpeut-

eJlre laplus belle & la plus generale qu'onpuissètrouversur
lesproportions des lignes parla fJ..cometrieordinaire.
- PROPOSITION GENERALE.
Si d'un point dans la circonférence on tire une ligneindéfinimentpar le centre, & qu'on en tire une autre in-

définie que j'appellerayy ,
quicoupe perpendiculaire-

ment celle qui pasle par le centre, en quelque endroit
qu'elle la coupe, foit en coupant aussy le cercle, foit en letouchant, foittout à fait hors le cercle; toutes les lignes
tirées du point dans la circonférence qui feront ou cou-pées pary,& terminéespar la circonférence: ou coupées
par la circonférence& terminées pary; feront telles, quechaque toute &;sa partie vers le point commun feront ré-ciproques à chaque autre toute tk a sa partie: & chaque

XXXVII

xxxvm.



toute 6c sa partie auront pour moyenne proportionelle
celle qui fera terminée à un point commun ày, & à la cir-
conférence.
CETTE propositionest si vaste& comprend tant de cas

qu'on n'en sçauroit bien voir la vérité, qu'en la conside-
rant dans ces cas particuliersqui font trois principaux.
LeIer. Quand la ligneycoupe le cercle.
Le 2e. Quandelle le touche.
Le 3e. Quand elle est tout à fait hors le cercle.
C'est ce que nous traitteronspar diversTheoremes.

PREMIER CAS.
LE 1ER Cas est quandy coupele cercle. Et alors il n'est

point necessaire de dire que cette ligne doit estre perpen-
diculaire à celle quieftant tirée du point K pafleparle
centre: car il suffit de dire ( ce qui est la même chose)
qu'elledoit couper le cercle en deux points, que j'appel-
leray E & E, qui soient également distans de K. Cela
estant vray , voicy le ier Theoreme.PREMIER THEOREME.
SI la ligneycoupe le cercle en deux points également

distans deK, toutes les lignes tirées du point K qui feront
ou coupées pary, & terminées par lacirconférence,ou
coupées par la circonférence & terminées pary3 feront
telles que chaque toute & sa partie vers K feront récipro-
ques à chaque autre toute & à sa partie vers K.
On peut faire sur cela trois comparaisons.
La ire. De deux lignes qui font toutes deux coupées

pary & terminées par la circonférence.
La2e. De deuxlignes qui font toutesdeux coupées par

la circonférence,& terminées pary.
La 3e. De deux lignes, dont l'une est coupée par y, &

terminée par la circonference; & l'autre coupée par la
circonférence,& terminée pary.

PREMIERE COMPARAISON.
SOIENTtiréesKf, qui coupeyen cj & le g qui le coupe

en d: je disque les bafesfg 8ccdfontantiparalleles. Donc
toutle reste s'enfuit (parla 1re Proposition fondamentale,
s. 17.

XXXIX.

XL.

XLI.

XLII.



Car (par32. s.) l'anglekc E
a pourmesure lamoitié de l'arc
KEplus la moitié de l'arc Ef,
& l'arc k E estant égal à l'arc
.K E, cette mesure estégale à lamoitié des deux arcs K E ôc E f.
Or la moitié des deux arcs K E
& Ef est la mesure de l'angle
inscriptKgf, parceque l'arc
KEf, sur lequel il est appuyé, comprend ces deux là.
Donc l'angleKCE ( ouKcd) est égal à l'angleKgr.On

prouvera la même chose des angleskdc&cKfg> Donc
ces deux bases font antiparalleles.
Donc (par la Ire Prop. fond. s. 17. ) la toute d'une part

& sa partiefont réciproques à l'autre toute 6c à sa partie,
Ce qu'il falloit demonstrer.

Kf. Kd :: Kg. Kc.
T.p :: T. p.

SECONDE COMPARAISON.
SOIENT tiréeskfqui coupe la

circonférence en c, & kg qui la
coupe en d ; je dis que lesbasesfg&cd font antiparalleles.
Car (par33.s.) l'angle kfga

pour mesure la moitié de l'arc
k c, qui est aully la mesure de
l'angle infeript k d c. Donc les
angles kfg&kdclontégaux.
On prouvera delàmême forte que les angles kgf&kcdsont égaux.
Donc les basesfgSccd font antiparalleles.

-
Donc Kf.Kd::Kg.Kc.

T.p :: T. p.
TROISIEME COMPARAISON.

SOIENT tirées kfqui coupe la circonference en c, &:kg qui coupey en d.Dans cette comparaison les bases se croisent. Car il
faut
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faut prendre pour les deux basesfd 6cer.
Or pour prouver qu'elles font

antiparalleles
,
il faut montrer

que les angles kfd. ou kfE. &
kgc. font égaux. Ce qui est sa
cile, puifqu'il est clair ( par ce
quiaestédit (44.s.) que l'un& l'autre a pour mesure la moi-
tiéde l'arc kc, & pour les deux
autreskd Eôckcg, cela se prou-
ve aussy facilement ( par ce qui a esté dit 43. s. ) de l'éga-lité entre les angles kdc(oukdE)6ckgsi
Donc les basessd & g c font antiparalleles.
Donc KfiKg::Kd.Kc.

T. T:: p. p.SECOND THEOREME.
COROLLAIREDU PREMIER.

LA ligne tirée de k au point commun à la circonfé-
rence £cày (c'eftadirekEoukE) est moyenne propor-
tionelle entre chaque toute & sa partie, soit qu'elle soit
coupéepary6cterminéeparlacirconférence,foitqu'elle
soit coupée par la circonférence & terminéepary,PREMIERECOMPARAISON.
Soit tirée kfqui coupe y en c, &

k E, il ne faut que prouverque les ba-
sesf. E & c. E font antiparalleles. Ce
qui estfacile.
Car les angles infcriptskfE 6c k E c

( ou k E E ) font égaux, parceque
(par30. s. ) l'un est appuyé sur l'arc
k E, & l'autre sur l'arc k E, qui font
égaux.
Et pour les angles kcE,&k Ef, leur égalité se prouve

de la même forte que l'égalité des arcs kir, ôtkdc, dans le
Ier Theoreme. Ire Comparauon.
Donc ces bases font antiparalleles Scdifpoféesenla3e

maniereexpliquée dans le 4e Lemme.
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Donc Kf KE:: KE. Kc.
T. m :: m. p.

SECONDE COMPARAISON.
SOIT tireekf qui coupe la

circonférence enc ;je dis que
les basesfE&ece sontantipa-
ralleles. Car les angles k fE
& kEc ont pour mesure la
moitié de l'arc k c , felon cequi a esté dit, i" Theoreme,
2e Comparaison

,
& les angles

infcripts k Efou k E k &kc E
font appuyezsur les angles k E,k E, qui font égaux.
Donc Kf. KE::KE.Kc.

T. m :: m. p..
SECOND CAS.

Le 2e Cas de la proposition principale (s. 39.) estl quand
la ligne y touche le cercle en un point diamétralement
opposéàk: ce qui comprend aussy deux Theoremes.

TROISIÈMETHEOREME.
QUAND y touche le cercle en un point diamétralement

opposé à k, toutes les lignes tirées de k sur cette ligne ( qui
ne peuvent pasn'estre point coupées par le cercle)sont
telles, que chaque toute & sa partie font réciproquesà
chaque autre toute & à sa partie.
Si les deux lignesestoienttirées de deux differens

cof1:ez,iln'y auroitrien quin'eustdejaesté prouvé(44 s )
C'estpourquoy nous les proposerons du mêmecosté.
Ce qui pourra aussy servir aux cas semblables du IerTheo-
reme.
Soient tirées du mêmecosté k f, coupée par la circon-

sérence en c, & kg; coupée par la circonférenceend ;
il

fautprouver que les basesfg & c d font antiparalleles.
Orilya sur chacune un angleaigu kgf(ouk E )dtkcd,
&unobtus kir., àckdc.
Mais pour les aigus ils font égaux,parcequ'ilsont chacun
pour mesurela moitiéde l'arc k d. ( par 30. & 33, s. )
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Et pour les obtus,ileftaifé
de prouver qu'ilsfontégaux
par leurs complemens, qui font
cdg&kfE.
Carpar 12. Lem. cdg a pour

mesure la moitié des deux arcs
kA 8cde.
Et parLem.14. kfE a pour

mesurelamoitié de l'arc ïdc,
qui comprend ces deux là.
Donc ces angles aigus font égaux.
Donc les obtus kde & kfg, dont ces aigus font les fup-plemens, font égaux aulTy.
Donc lesbasesfg & cdfont antiparalleles.
Donc kf. kd w kg. kc.T.p :: T. p.
QUATRIEMETHEOREME,

COROLLAIRE DUSECOND.
LE diametre tiré du point k ( & par consequent tout

autre) est moyenne proportionelleentrechaque toute&
sa narrip.
Soit tiréekfqui foit coupée

en c, lesbasesf£ &,cEsont an-
tiparalleles.
Car les angles kEf &kcE,

font droits, ôc par consequent
égaux.
Etles aigus kfE, & k E c, ont

chacun pour mesurela moitié
de l'arckc( par 30. &33. s. )
Donc les basesfE ôccEfontantiparalleles*
Donc kf.kE::kE.kc.

T. m:: m. p.TROISIEME CAS.
LE 3e Cas est quandJaligncy est toutafait hors le cer-
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cle : mais comme il na aucune dit-
ficulté particulière3 nous ne nous
y arrefteronspoint.
Il faut feulementremarquer,qu'il
n'y a point de moyenne propor-
tionelle dans ce 3e Cas, parcequ'il
n'y a aucun point qui ssoit com-
mun à la ligne y, & à la circonfe-
rence, la ligne y estanttoutafait
hors le cercle.

SECONDE VOIE GENERALE
POUR TROUVER DES RECIPROQUES
QUAND LE POINT COMMUN EST HORS LE CERCLE.

AND le point commun est hors le cercle, les costez
del'anglequil'a pour sommet peuvent estre coupez cha-
cun deux fois par la circonference du cercle; une fois par
la convexité en entrant dans le cercle, & une foispar sa
concavité, où on lessuppose terminées; si ce n'est que le
point de l'attouchementtenant lieu toutfeul de la conve-
xitéSe de la concavité, un des costez peut n'estrre terminé
qu'à ce point. Et alorsil fera tangente du cercle, &; les
deux basesantiparalleles n'auront que 3 pointsdifferens.
C'est ce qu'on verra dans les deuxTheorenlessuivans.

CINQUIÈME THEOREME.
LORSQUE d'un point hors le cer-

cle on tire des lignes qui coupent le
cercle ensa convexité, & font ter-
minées en sa concavité, chaque
toute, & sa partie hors le cercle,
sont réciproques à. chaque autre
toute & à sa partie, hors le cercle.
Soient tirées kf, qui coupe la cir-

conferenceenc. &k g qui la coupe
en d. Je dis que les basesfg & cd
sontantiparalleles.
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Car (par31. s.)l'anglekcd apourmeturelamoitiédes
deux arcs cd,&cf. Or la moitié de ces deux arcs cd & cf
estaussy la mesure de l'angle kgf.(par30,S.) Donc les
angles kcd èckgf(ont égaux.
On prouvera de la mêmefortel'égalité des angles kde

&kfg.
Donc les basesfg&ccd font antiparalleles.
Donc k,f.kd::kg.kc.

T. pu T. p.
ON peutaussy prouverceTheore-

me en croisant les bases, enmontrant
quelesbases fd&gcfontantipa-
ralleles.
Car les angles vers & vers g font

égaux estant appuyez sur le même
arc cd.
Et pour les angles kcg bLkdf^i'\s

font égaux,parceque si on les exami-
ne ( par le 12e Lemme, 31. S. ) on trou-
vera qu'ils ont chacun pourmesure lamoitié des trois arcsfccd,dg.
Donc les bases id&!l.c sontantiparalleles.
Donc kf. kg::kd. kc.

T. T :: P. p.
VI. THEOREME,

COROLLAIRE DU CINQUIÈME.
SI l'une de ces lignestirées

d'un point horsle cercle est une
tangente., cette tangente est
moyenne proportionelle entre
chaque toute & sa partie hors le
cercle.
Soit tirée kfquicoupe le cer-

cle en c &: la tangentek E;je dis
que les bases-fE bec£sontan-
tiparalleles.Car(par 30.s.) l'an-
gle kfE a pour mesure la moi- Ff iij
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tié de l'arc cE, qui est aussy la mesure de l'angle kEc( par
29. S. & par le 10' Lemme 29. s.)
Et l'angle k Ef, par le même 10e Lemme,apour mesure

la moitiédes deux arcs Ec&cf,quiestaussy lamesurede
l'anglekcE, par le11e Lemme (30.s. )
Donc les basesfE &. Ecsont antiparalleles.
Donc par 29. s.kfkE::kE.kc.

T. m:: m. p.TROISIEME VOIE
POUR TROUVER DESRECIPROQUES
QUAND LE POINT EST AU DEDANS DU CERCLE.
CETTE voie est pour trouver que les parties d'une li-gnefont réciproques aux parties d'une autre ligne, ou à

une ligne quand elle estmoyenne proportionelle. Etainsyelle est toute appuyée sur la 2e Proportion fondamentale
& son Corollaire (21.& 22. s ) qui est des angles opposez
au sommet qui ont leurs bases antiparalleles.

SEPTIEME THEOREME.
Si deux cordes secoupent dans le cercle, les parties de

l'une font réciproques aux parties de l'autre.
Soient les cordes cf&dg qui
secourent en k. Soient tirées les
bases a deuxangles opposez cg,df. Je dis qu'ellessontantiparal-
leles.
Car ( par 11. Lem. & 30. s. ) lesangles vers g &: versfsont égaux,

parcequ'ils font appuyez sur le
même arc cd.Et par la même rai-son les angles vers c versdsont
1 -égauxaussy estantappuyez sur le mêmearc gf.Donc les bases cg & dfsontantiparalleles.Doncpar la 2e Propositionfondamentale(11. s.)kf kg:: k d. k c.

P- q :: f. q.
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HUITIEME THEOREME,
COROLLAIREDUSEPTIEME.

Si une des lignesest coupée par la moitié, une de ces
moitiez est moyenneproporcionelle entre les deux parties
de l'autre.
C'est le Corollaire même de la 2eProportion fonda-

mentale.
COROLLAIRE.

SI d'un point quelconque d'un diametre on éleve une
perpendiculaire jusques à la circonférence, cette perpen-diculaire fera moyenneproportionelle entre lesdeux par-
ties du diametre.
Car il est clair que cette perpendiculaire est la moitié dela corde qui couperoit le diametre perpendiculairement

parce point. Donc par le Theoreme precedentelle doit
estre moyenneproportionelle entre les parties du dia-
metre.

NEUVIEMETHEOREME.
SI du sommet d'un angle droit on tire une perpendicu-

laire sur l'hypotenuse, il y aura trois moyennes propor-
tionelles.

1. La perpendiculaire entre les deux parties de l'hypo-
tenuse.
2. Le petit costé de l'angle droit entre la plus petite par-
tie de l'hypotenuse qui y est jointe,& l'hypotenuse en-
tiere.
3. Le plus grandcosté de l'angle droit entre la plus

grandepartiedel'hypotenuse quiy est jointe,&l'hypote-
nuse entiere.
Tout cela se peut prouver par un grand nombre de

voies. Maiscellecy me semble la plus facile &lamoins
embarassée.
Soit l'angle droit KEÂT, & la perpendiculaire du fonw

metàl'hypotenuse Ec.
Si on fait un cercle qui ait l'hypotenuse k K pour dia-
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metre , le sommet E
se trouvera

dans lacirconférence par IX.31.
Et si on prolonge é cjusquesà E,

que je suppose estre le point oppo-
sé delacirconférence, la corde b E
sera coupée en c par la moitié, &
les points E E également distans
tant de k que de K.
-

Donc 1. par le Corollaireprece-
dent

kc.Ec:: Ec. cK.
Donc 2. par le2e Theoreme (46. s.)

kc. kE :: kE. ç£g
Donc 3. par le même 2e Theoreme.

Kc. KE :: KE.J,k.kir..DIXIEMETHEOREME.
TOUTE lignequi coupant perpendiculairement l'hypo-

tenuse d'un angle droit en coupe aussy un costé, l'hypote-
nuse entiere& sa partie vers le point
qui luy est commun avec le costé
coupe, font réciproques au costé
coupé entier, & à sa même partie
vers le point commun. La preuve en
est facile par le 2eTheoreme Se par 1

d'autres voies que je laisse à trouver.
DERNIER THEOREME.

UN angle ayant deux bases, si ses costez felon une bafe
font proportionelsàsescostez selon l'autre bafe, les deux
angles sur une bafe font égaux aux deux angles sur l'autre
baie chacun à chacun. Ctefi la converse de la pluspartdes
propositionsde ce Livre, qui se prouve ainsy.
Les costez sur une bafe ne sçauroient estre proportio-

nels aux costez sur l'autre bafe qu'endeuxmanieres.
La 1re est,quandla toute d'une part & sa partie font pro-

portionels à l'autre toute & à sa partie.
La2e, quand une toute& sa partie font réciproquesà

l'autre toute& à sapartie.
- Or

LX.

IXI,



Or le premier ne peut estre, que les bases nesoient pa-
rallèles. Et le second

y
qu'elles ne soient antiparalleles.

Et en l'un & en l'autre les deux angles sur unebafefont
égauxaux deux angles sur l'autre base.

PREUVE DU PREMIER.
SOIT L'anglefkg, dont les deux bases soient fg & cd.

Je disque ces bases font parallèles,si, U

kf.kc :: kg. kd.
Carfoit mené du point c une paral-

leleàfg,qui coupe kg en un point quej'appelleray x.
Il est certain ( par XI.19. )que
-
kf. c :: kg. k x.

Orparl'hypotese,
kf. kc:: kg. kd.

Donc kx £c kdsont égales par 11. 43.
Donc les points k & d ne font qu'un même point.
Donc cx & cd nesontquela mêmeligne.
Or rxeffcparalleleàfg. Donc cdluy estaussy paral-

lele.
Donc les angles sur la bafe cd font égaux aux anglessurlabasefg. Ce qu'il falloit demonstrer.

PREUVE DUSECOND.
SOIT l'angle fkg, qui ait deux bases,

fg & cd. Je dis que ces bases font anti-
paralleles si

kfkd::kg.kc.
Car soit tirée du pointc une ligne qui

coupantkg, prolongée s'il est besoin,
fasse sur kgun angle égal àceluy queg f
fait sur kf, & que le point où cette li-
gne coupera k g foit x, cette lignecx
sera une bafe del'angle kantiparalleleàlabasefz, &parconsequent (Apar18.s.)

1R1R.J. izx :: P,g.P.C.
Or par l'hypotefe,kf, kd :• kg. kc.
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Donc par II.43. kJe estégaleàkd.
Donc les points x& d estant sur la même ligne, ne font

qu'un mêmepoint.
Donc cx & cd ne font qu'une même ligne.
Or cx estantiparalleleàfg.
Donc cdestaussy antiparalleleà fg.
Donc les angles sur labasecd font égaux aux anglessurlabasefg. Ce qu'il falloitdemonstrer.

COROLLAIRE.
Si deux angles égaux ont leurs costez proportionels,ils

font semblables; c'estadire que les angles sur la bafe de
l'un font égaux aux angles sur labafe de l'autre chacun à
chacun.
Soient les angles égauxqui ayent

leurs costez proportionelsfKg, 6c
ck d, en forte que K f. Kc :: Kg. k d.D'où il s'enfuit que si K

fefl:
plus

grand que kc, K g fera plus grand quek d. Prenant doncdansKf, K c égale
àk c,& dans Kg,Kdégaleakd,les
anglescKd&ckdestantégaux, & les
costez de l'un estant égaux à ceux de
l'autreleurs bases feront égales,& les
angles sur labafe de l'un égaux aux an
gles sur la bafe de l'autre, parVIII. 63. & 64.
Or par le precedent Theoreme les deux bases de l'an-

gle K, sçavoir la bafe cd & la basefg, font parallèles, Se
les angles sur l'une font égaux aux angles sur l'autre.
Donc dans les deux angles égaux K&k les angles sur

la bafe de l'un fontégaux aux anglessur la bafe de l'autre.
Ce qu'il falloit demonstrer.
Remarquezque ce dernier Theoreme & son Corollai-

re sontlesinversesdesprincipauxTheoremes de ce Livre
& du Livre precedent, & qu'ils feront de grandusage danslasuite.
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PROBLEMES.
I.

TROUVER la moyenne proportio-
nelle entre deux lignes données. Join-
dre les lignesdonnées. Faire un de-
my cercle, dont prises ensemble elles
soient diametre

:
la perpendiculaire

élevée du point oùsejoignent ces lignes à la circonféren-
ce fera la moyenne proportionelleentre ces lignes don-
nées. (par57.s.)
On peut employer pour trouver la mêmechose les

Theoremes2. ( 46. s. ) 6c 6.54. s. ) J'en laisse la recherche
pour exercer l'esprit.

SECOND PROBLEME.
TROUVER toutes les récipro-

ques possiblesà deux lignes don-
nées. Mettre la plus petite dans
la plus grande, comme kcdans
k f. Faire un cercle qui ait la
plus grande pour diametre. Et
du point c, où la plus petite se
termine

,
tirer sur ce diametre

une perpendiculaire indefinie
commey. Cette perpendiculaire satisfera au Problème,
comme on le peut juger en considerant le 1erTheoreme
( 42.43.45s.)sansqu'il soit besoin quejem'amuseà l'ex-
pliquer davantage.

f~TROISIEME PROBLEME.
AYANT tiré à discre-

tion d'un même point
tant de lignes que l'on
voudra sur une même li-
gne, lesdivisertoutes,en
forte que chaque toute &
sa partie vers le point
commun soient réciproques à chaque autre toute & à sa
même partie.
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-' Tout cercle dont la circon-
ference passera par le point
commun, & qui aura pour dia-
metre, ou la perpendiculaireen-
tiere de ce point à la ligne, ou
une partie de cetteperpendicu-
laire, satisfera au Probleme,parle3eTheoreme,&cequiaestéditdu3eCas(49.50.s )

-

QUATRIEME PROBLEME.
AYANT les

trois premie-
res lignes d'u-
neprogression
geometnque,
trouver tou-
tes autres à
l'infini.
Faire que la

3e comprenne
la1re

, commeKdcomprend
Kc, faire un
cercle qui ait
Kd pour dia-
mètre, de c
élever la per-
pendiculaire
cL,&puisti-
rer une ligne indefinie de K par L3 laquelle j'appelleray xj& prolongeraussy infiniment Kd, laquellej'appellerayz,,Tirant Ld perpendiculaire sur x, & dm perpendicu-
laire sur 2;, &mfperpendiculaire sur x, &fn perpendi-culaire sur z, &ainsy à l'infiny :On trouvera facilementpar (20.s)lafuite infinie dela progression geometrique, dont les trois premiers ter-
mesaurontesté kc. kL. kd. qui feront suivis dekm. kf
kn. kg. &c.
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CINQUIEME PROBLEME.
DIVISER unelignedonnée en moyenne&extrêmerai-

son. C'estadire entelle forte que sa plus grande partie foit
moyenne proportionelle entre la plus petite partie & la
toute.
Ce qui est aussy lamême chose que de trouverune ligne

qui soitmoyenne entre une donnée&: cette donnée moins
cette moyenne, laquellepourcette raison j'appelleray la
mediane.
Soit la ligne donnée appellée b.
Sa plus grande partie que l'on cherche x.
Et sa plus petite b—x.
Il faut trouver une ligne qui soit telle,queb moins cette

lignesoità cette ligne comme cette ligneestàb
- b-x. x:: x. b.

C'est ce qui se peut trouverpar une voie fort facile.
Décrire un cercle del'in-

tervale de la moitié de bt éle-
vée perpendiculairement sur
l'une des extremitez de b.
Ettirerune secante de l'au-

tre extremitédeb, qui passant
parle centre du cercle se ter-
mineà la circonference.
La partie de cette secante qui est hors le cercle fera x.C'estadiremoyenneproportionelleentreb, & b-x.
Carpar laconstruction 1. b esttangente de ce cercle.
2. Le diametre de ce cercle est égal à b.
3. Et par consequent la secante entiere estxOr (par 54. s.) b tangente est moyenneproportionelle

entre la partie de la secante qui est hors le cercle (c'esta-
dire x. )Etlasecante entiere (c'estadirex+b.
Donc x. b :: b. x-+b.
Doncpermutando b. x :: x+b. b.Donc dividendo h-x. x -.: x. ú.

Ce qu'il falloit demonstrer.
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PREMIER COROLLAIRE.
UNE ligne estant divisée en moyenne & extrême rai.

son; si on y ajoûte sa plus grande partie ( que nous appel-lerons la mediane) il s'en fera une nouvelle toute qui fera
encore divisée en moyenne &extrême raison, la Ire touteestant la mediane.
C'estcequise voit par la voie même dont on s'est servi

pourdiviserla Ire toute en moyenne& extrême raison, enforte qu'il ne faut que recomposer,pour parlerainsy
s ceque l'on adivisé.

Carsi b—Y.x:: x. b.
Componendo b. x :: x+b. b.Donc la ligne x+b est divisée par b en moyenne &extrême raison

,
puisque b est moyenne proportionelle

entre la toutex+b. &sonautrepartie x.SECOND COROLLAIRE.
UNEligne estant diviséeen moyenne& extrême raison,sa petite partie divise la mediane enmoyenne&extrêmeraison.
Soit b divisée comme dessus; &comme sa mediane est

appelléex, soit la petite appelléey. Il faut prouver quex-y. y::y. x.Or il ne faut pour cela que nommer 6 par ces parties
J'-+x.
Car parla division de b par x en moyenne & extrêmeraison y. x :: x. y+x.Donc permutando x. y :: y+x. x.Donc dividendo x-y. y :: y. x. Ce qu'il falloitdemonstrer.

TROISIÈMECOROLLAIRE.
IL estaisé de conclurede cesdeux Corollaires,que lorsqu'on a une ligne diviséeen moyenne & extrême raison,

onenpeutavoiruneinfinité d'autres plusgrandes & plus
petites divisées de la même forte.

PREUVEDES PLUS GRANDES.Sionjoint la mediane àla Ire toute, ils'enfait une 2*£
toute qui a la IfC pour sa mediane(par leIer Corollaire. )
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Donc si on joint la 1re toute à la 2e , il s'en fait une 3e qui
a la 2e pour sa mediane.
Et joignant la 2e à la 3e, il s'en fait une 4e qui ala3e

pour sa mediane,&ainsyà l'infini.
PREUVE DES PLUS PETITES.

Sion prend la mediane dela IRE toute, il s'en fait une le
toute plus petite, qui a pour sa mediane ( par le2e Corol-
laire) la petite partie de la 1re toute.
Et cette mediane de la 2e toute est une 3e toute qui a

pour sa mediane la petite partie de la 2e toute, &cette
mediane de la 3e toute est une 4e toute qui a pour sa me-
diane la petite partie de la 3e toute, & ainsy à l'infini. Ce
quipeut estreconfiderécommeune nouvelle & tres belle
preuve de la divisibilitéd'une ligneà l'infini.

SIXIEME PROBLEME.
AYANT la grandeur des costez d'un angle qui doive

estre lamoitiéde chacun des angles sur la bafe, en trouver
la bafe.
Soit Kb de la grandeur de ces costez,& foit décritteune
portiondecercle de cette intervale & du centre K.
Soit divisée Kb en c. en moitié & extrêmeraison, en

forte
bc. CK :: CK. bK,

La corde bd de la grandeur de cisr, quiestla moyenne
entre bc & hK, fera la bafe de cet angle, & Kdensera
l'autre cofté.
Car soit tirée la ligne cd, je suppose que les deux an-

gles sur la bafe d'un angle lfofcele font égaux. Et ainsy
j'aurayprouvé que l'angleK est la moitié de chacun des
anglessur la bafe, sije puis montrer deux choses.
La IfC. Que l'angle Kest égal à l'angle bdc.
La2e. Que l'angle bdc estlamoitiédel'anglebdK.

PREUVEDE LA PREMIERE.
L'angle 6 a deux bases, cd &.Kd, &ses costez selon

une bafe font proportionelsà ses costez selonl'autre base,
puisque

bc, bd w bd. bK>
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Donc les bases c d &c
Kà font antiparalleles,
& par consequent les an-
gles sur une font égaux
aux angles sur l'autre
chacunà chacun.
Donc l'angle Kefl: égal
à l'anglebdc. Cequiest
la premiere chose qu'il
falloit demonstrer.

PREUVE DE LA SECONDE.
Les deux parties de b K, bafe de l'angle b dK, fonten

même raison que les deux costez de cet angle, puisquedK
estantégaleàbK,&c Kà bd,

b c. cK :: bd, d K.Donc l'angle b dK est divisé par lamoitié.
Donc l'angle K estant égal à l'angle bdc, qui est la moi-tié de l'anglebdK,estaussy la moitié de l'angle hdK. Ce

qu'il falloit demonstrer.
COROLLAIRE.

TOUT angle Ifofcele dont la bafe est moyenne propor-
tionelleentrelecosté entier & le costé moins, cette bafe
est de 36 degrez

, &:
chacun des angles sur la bafe de 72.Car 36. plus deux fois 72. qui est la double de36,vaut18.0"

qui est ce que valent les 3 angles pris ensemble.SEPTIEME PROBLEME.
AYANT la bafe d'un angle Ifofcele de 36 degrez, en

trouver lecosté.
Soit b la bafe donnée divisée en moyenne &extrême

raison,& x en soit la plus grande partie,x+b fera lecosté
de cet angle. C'estadire que l'angle qui aura x+b pour
l'un & l'autre de ces costez, & b pour bafe fera de 36 de-
grez.
Car puisque par la division de b enmoyenne & extrêmeraison. 6-x. x :: x. b.
Componendo.

b. x :: x+b. b. Donc
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Donc la bafe b est moyenne proportionelle entre le
costéx+b &x, quiestcecosté moins b.
Donc par le precedent Corollaire l'angle qui a x+b

pour chaque costé, & b pour base,estde36 degrez. Ce
qu'il falloit demonstrer.
DES LIGNES INCOMMENSURABLES.
CE que nous avons dit dans le IV. Livre desgrandeurs

incommensurables donne une si grande facilité d'expli-
quer les lignes incommensurables , qu'il ne faut pour celaqu'ajoûterà ce Livre trois ou quatre propositions.PROPOSITION GENERALE.
Lorsque 3 lignes font continuellement proportionelles,

la raison de la1reà la 3e peutestrede y sortes:ce quisefait
en 3 cas. PREMIER CAS.
Si la raison de la premiere à latroisiêmeestuneraison

de nombre à nombre qui ait pour ses exposans des nom-
bres quarrez, la moyenne est à chacune des deux autres,
comme le produit des racines de ces nombres quarrez,est
à chacun de ces nombres quarrez, & par consequentla
moyenneest commensurable aux deux autres.

SECOND CAS,
Si la raison de la IIC à la 3' est une raison de nombre à

nombre,qui n'ait pas pour ses exposans des nombres quar-
rez, lamoyenne est incommensurableen longueur§c com-
mensurableen puissance à la 1re ôc à la 3e.

TROISIEMECAS.
SI laraison dela Ire à la3eestuneraison sourde,&non

denombre à nombre, la moyenne est incommensurables
aux deux autres, tant en longueur qu'enpuissance.
Tousces3Cas O2 prouvent des lignes, de la même forte-

qu'on les a prouvez dans le IV Livre des grandeurs en ge-
neral. C'estpourquoy ce qui resteicyest d'appliquer cet-tedoctrinegenerale à des exemples particuliersquisoient
propresaux lignes. Ce que nous feronspar les Theoremes
suivans.
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PREMIER THEOREME.
UN angle droit estant Ifofcele, le costé & l'hypotenuse

font incommensurables en longueur & commensurables
en puissance.- LSoit un angle droit Ifofcele, donc
L'hypotenusesoitappellée h.
Lecotté d.
La perpendiculaire du sommet à

l'hypotenuse la partagera en deux é-
galement. Chaquemoitié
soit appellée m.
Donc -H- h. d. m.
Or h. m :: 2. I.
Donc 18c 1 n'estant pas deux nombresquarrez (par le

ze Cas)dest incommensurable en longueur à h & àm.
Maisilleurest commensurableen puissance, parcequehh. d d 7 h. m.dd. mm S 2. 1.

SECOND THEOREME.
QUAND l'hypotenuse est à l'un des costez d'un angle

droit, comme nombre à nombre, il est aisé de juger si l'au-
tre codté est commensurable ou incommensurable à l'hy-
potenuse. Et voicy comment.
Soitl'hypotenuse h.
Un descostez c.
L'autre costé d.

Une perpendiculaire estantmenée
du sommet à l'hypotenuse,
Soitsaportionverscappeiléek,
Et l'autre vers d appellée

-Il s'enfuit que ..:.:.. h. c. k.4- h. d. l.
Supposant donc que h & csoient comme les deux nom-

bres x & 2^. C'estadire que
h. c :: XDonc laraifonde h. k estantdoubledelaraisondeh.c.

h. k :: xx. zz.
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Or k 5cl estant les deux portions de h
>l~b—k.

Donc h. I :: xx. xx.—z.
Donc si xx.-zzestun nombre quarré par le IER Cas

dela Propositionprincipale, h estcommensurableà d.
Quesiaucontraire xx--.z, n'est pas un nombre quar-

ré ( par le i' Cas) h n'est point commensurableà d en lon-
gueur,mais feulement en puissance.

PROBLEME.
TROUVER toutes les raisons de nombre à nombre se-

lon lesquelles l'hypotenusepeut estre à chacuncosté com-
me nombre à nombre
L'hypotenuse ne peut estre à chacun costé comme nom-

bre à nombre, que ces 3 nombres estant réduitsauxmoin-
dres termes ne soient tels qu'il s'enfuit.
I. Le nombre de l'hypotenuse doit avoir son quar-

ré égal aux quarrez des nombres de chaque costé
HH==.BB-l-CC.
II. Le nombre du grand costé doit estre moindre seu-

lement d'une unité queceluy de l'hypotenuse~-+i.==:7-f.
III Le nombre du petit costé doitavoir son quarré é-

gal aux nombres de l'hypotenuse & du grand costé
cc== 1-1B.
Or pourtrouvertoutessortesde 3 nombres qui soient

tels que cy dessus, il ne faut que voir cequi en aestédit
dans le Livre IV. n. 30.TROISIEMETHEOREME.
LORSQU'UN des costez de l'angle droit est unealiquote

de l'hypotenuse, l'autre costé est incommensurable à l'hy-
potenuseen longueur, & commensurable feulement en
puissance.
Car afin que c par exemple, soit une aliquote deh,il

faut que h foit à c,comme quelquenombre à l'unité que je
marqueray parun1.
Soit donc h. c :: x. 1.
Donc par le Theoreme 2,

h. k :: xx.II.
h, 1 .; xx. xx—11. Hhij
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Or il estimpossible que xx-II loit un nombrequarré.
Car (II) ne fait qu'une unité, selon ce quia esté dit,IV.10.
Et deux moindres quarrez ne peuvent jamais estre diffe-
rents seulement d'une unité.
Donc par le Theoreme le h & d font incommensura-

bles en longueur, &. commensurables seulementenpuis-
rance"

COROLLAIRE.--- ---Si la bafe d'un angle Isoscele est é-
gale au costé, la perpendiculaire du
sommet à la bafe est incommensura-
ble en longueur, & commensurable
feulementen puissance avec le costé.
Caralorscetteperpendiculaire fait

un angle droit avec la moitié de la ba-
se, &: l'un ou l'autre des costez est l'hypotenusede cet an-
gle droit.
Donc l'un des costez de cet angle droit,qui est lamoi-

tié de la bafe, est aussy la moitié de l'hypotenuse.
Donc il est une aliquote de l'hypotenuse.
Donc par le Theoremeprecedent l'autre costé, qui est

la perpendiculaire,est incommensurable en longueur, &
commensurable seulementen puissance avec l'hypotenuse
decet angle droit, laquelle est le costé de l'angle dont la
bafe est supposéeégale à chaque cofté.

Q^uatr.iemeTheoreme.
AYANT deux lignesincommensurablesen longueur (ou

par les Theoremes precedens, ou par d'autres voies) &
ayant trouvé la moyenne proportionelle entre ces deux
lignes, elle leur fera incommensurabletant en longueur
qu'en puissance.
Cela est clair par le 3e Cas de la Proposition principale.

AVERTISSEMENT.Il riy a rien à dire de quatre lignes continuellement pro-
portioneUes que ce qui a eslè ditdansle IV. Livre dequutrsgrandeurs continuellementproportioneHes.
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NOVVEAVX ELEMENS
D EGEOMETRIE

LIVRE DOVZIEME.

DES FIGURES EN GENERAL
CONSIDEREES SELON LEURS ANGLES

ET LEURS COSTEZ.

N appellefigure dans les elemens de Geometrie,
une lurface platte terminéede tous costez.
Ce quicomprend deux choses: la preIllier)

les extremitez de cette surface: la seconde,l'espacequ'elle
comprend; ce quis'appelle l'aire de la figure.
Nous les conjîdcronJ-dans ce Livre &le suivantfélon le

premier rapport; & dans d'autres Livres nous les confide-
férons felon le dernier.Division.
Toute figure considerée selon ses extremitez,est,

Ou reét¡igne.
Ou curviligne.
Ou mixte.

PREMIERE DEFINITION.
ON appellerectilignecellequiestterminée par des li-

gnes droittes,qui ne peuventestre moinsde trois, estant

t.
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clair que deux lignes droittes ne peuvent pas terminer un
espace detouscostez

,
puisqu'elles ne peuvent se rencon-

trer qu'en un point ce quilaisse l'espace ouvert du costé
opposéàce point.
Il est clair aussy par là que les lignes droittes ne peuvent

terminer un espace,qu'en faisant autant d'angles qu'il y a
de lignes droittes qui terminent l'espace. Car si un angle
demandedeux lignes, une ligne fert à deux angles.
Et ainsy l'on peut considerer trois choses dans l'extre-

mitéd'unefigurerectiligne. 1. Lesangles. 2. Lescostez.
3. Le circuit, qu'on appelle aully perimetre, qui n'eil au-
tre chose que la sommedes costez; c'estadiretous les cos-
tez pris ensemble.

SECONDE DEFINITION.
ON appelle curviligne celle qui est terminée par une

ou plusieurs lignes courbes. Et une feule ligne courbe
pouvant rentrer en foy même, peut terminer un espace.
Maisonneconfidereicy des figures curvilignes que le

seul cercle, parceque de toutes les lignes courbes on ne
confidere que la circulaire.

TROISIÈME DEFINITION.
ON appelle figure mixte celle qui est terminée en par-

tie par des lignes droittes, & en partie par des courbes,
dont on ne confidere icy que les portions de cercle, qui
font celles qui font terminées par une corde& une por-
tion de circonférence; ou les secteurs du cercle qui sont
terminez par deux rayons & une portion de la circonfé-
rence, tel qu'est un quartde cercle.

DES FIGURES RECTILIGNES.
ON peut diviser les

figures rectlignes en
cellesqui ont quelqueangle rentrant, & cel-
les dont tous les an-
gles font saillans;c'est-
adire tels que leur

IV.
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pointe regarde toujours le
dehors de la figure.
Les Geometres se font

restraintsàconsiderer les
dernieres

,
parcequ'on y

peut facilement reduire les
premieres.
ESPECES DES FIGURES RECTILIGNES.
TOUTE figure rectiligne ayant autant d'angles que de

costez
, on les divise indifféremmentpar le nombre de

leurs angles ou de leurs costez, & on les nomme selon l'un
ou selon l'autre.
Ainsy on appelleTriangle une figure de trois angles&

de trois costez, &. Quadrilatère celle de quatre angles 6c
de quatre costez.
Les noms Grecs des figures font pris du nombredes an-

gles: comme
Pentagone, de cinq.
Exagone, deux. :Heptagone, desept.
Octogone,dehuit.
Décagone, de dix.
Et Polygone,de plusieursangles indeterminément.
Ces noms font si communs, qu'ilest bon de ne les pas

ignorer; mais on peut se passer d'en sçavoir d'autres qui
font moins communs : & appellerles figuresdu nombredeleurs costez ou de leurs angles. Une figure de quinze cos-
tez, de trente, de cent, de mille&c.

PREMIER THEOREME.
TOUT polygone peut estre resolu

en autant de triangles, qu'il a de cos-
tez moins 2, & il ne le peut estre en
moins.
C'eftadire, s'il a 4costez, ilpeut

estre resolu en deux triangles; si 5, en
trois;si6,en quatre;si7en cinq si8,en six&c.

vu.
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Card'un angle quelconque tirant deux lignes de pai.
&: d'autre, qui soûtienne chacune l'angle qui le suit de
part de d'autre, il s'en fait deux triangles qui compren-
nent 4 costez de la figure. Mais de ce mêmeangleme-
nant des lignes à chacun des autres angles, il s'enfait au-
tant de triangles qu'il y a de costez outre ces 4. Donc il y
aura autant de triangles que de costez moins2, puisqu'ily
a necessairement2de ces triangles qui comprennent4 de
ces costez.

SECOND THEOREME.
Tous les angles d'un polygone quelconque font égaux,
àautant de droits que le double decescostez moins4.
Car nous avons deja veu qu'un angle plus les deux an-

gles que font ses costez sur sa bafe , font égaux à deuxdroits. Or un angle avec sa bafe n'est point différent d'un
triangle. Et parconfequent les trois angles d'un triangle
valent deux angles droits,qui font six moins4.
Or par le precedent Theoreme tout autre polygone

peut estre resolu en autant de trianglesmoins 2 qu'il a de
costez; 6c les angles de ces triangles comprendrontceuxdu polygone. Donc sile polygonea7 costezestantresolu
en 5 triangles,les angles de ces 5 triangles en vaudront dix
droits; qui font 14moins 4.
On le peut encore démontrerd'une autre forte, en pre-

nant un point quelconque au dedans du polygone, & de
ce point menant des lignes à tous les angles. Car alorsl'heptagone fera partagé en 7 triangles, qui auront tous,
deux costez de leurs angles autour dela figure, & le3e au
dedans. Or tous les 21 angles de ces 7 triangles envalent
14droits, & les 7 du dedans de la figure valent4 droits(&quandil yenauroitmille,ou tant que l'on voudra, ils
ne vaudront jamais que 4 droits) & par consequent les
14 autres qui font égaux à ceux de l'heptagone valent 14droits moins 4j c'estadire 10 droits.

DIVISION.
Les figures de ces différentes especes se peuvent con-siderer ou chacune à part, ou en les comparant deux en-[elllble, FIGURES
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FIGURES CONSIDEREE'S A PART.
DEFIN1TI0NS.

1. CELLES dont tous les angles font égaux,s'appellent
Equiangles.
2. Celles dont tous les costez font égaux, s'appellent

Equilateres.
3. Celles quifont tout ensemble equiangles & equila-

teres,s'appellent Regulieres.
Et on metaussy le cercleentre les regulieres, à causede

sa parfaiteuniformité,& qu'on le peut considerercomme
un polygone regulier d'une infinité de costez.
4. Celles dont les angles,ou les costez feroient alterna-

tivementégaux
; c'estadire le premier égal au Je, je,7c, 9%

8cle second égal au 4e, 6e, 8e, 10e, se peuvent appeller al-ternativementequiangles ou equilaterales.
Mais il faut remarquerque cela ne peut estre que quandle nombre des angles ou des costez est pair. Car s'il estoitimpair, le dernier 8c le premier se trouveroientégaux; 8cparconsequent lepenultiême 8cle premier feroient iné-

gaux : & par consequent ils ne feroient pas tous alternati-
vementégaux.

FIGURES COMPARE'ES.
DEFINITIONS.

QUAND on comparedeux figures demêmegenre, c'estdire d'un nombre égal de costez.
I. Si les angles de l'une font égauxauxangles de l'autre,

on les appelle Equiangles; & ce mot ne marque pas alors
que les angles de chaque figure soient égaux entr'eux
mais feulement que ceux de l'une font égaux à ceux del'autre?chacunà chacun.
2. Si les costez de l'une font égaux aux coflez de l'autre,

on les appelle Equilateres, ou Equilateres entr'elles.
3. Si elles font tout ensemble equiangles & equilateres

entr'elles, on les peutappellerTout-egales ; ce qu'il fautbien distinguerde celles qu'on appelle simplement Egales.
4. Si elles font equiangles, & que les costez de l'une

X.
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soient proportionels aux costez de l'autre, on les appelle
semblables.
Ce qui fait voir que les tout-egales font toujours sembla-

biés
,
puifqu'il y a même raison entre les costez de l'une 6c

de l'autre, quiest la raison de l'égalité. Au lieu que les
semblables ne font pas tous toujours tout-egales, puifqu'il
peut y avoir une autre raison que celle d'égalité,qui soitla
mêmeentre les costez de l'une & de l'autre.
Les costez des figures semblables, entre lesquels il ya

même raison, s'appellent les costez Homologues, qui font
toujours le plus grand costé de l'une & de l'autre: & toû-
joursainsy. Et c'est ce qui produit ce Theoreme.

PREMIER THEOREME.
LES circuits de deux figures fembla-

bles font en même raison que leurs
costez homologues.
Car soient les trois costez de l'une

de ces figures, B CD;&del'autrebcd.
Puisque B est à 6) comme Ca c, 6c

Dà.d.
Les trois d'unepart ( qui font le cir-

cuit de la premiere figure) font aux
trois de l'autre part (quifont le circuit de la seconde) enmême raison que chacune d'une part à chacune de l'au-
tre. C'estcequia esté demonstré, II. 52.

AUTRES DEFINITIONS.
QUAND on compare deux figures de même ou de dif-

ferentesespeces.
5. Si le circuitde l'une est égal au circuit de l'autre, on

les appelle Isoperimetres.
6. Si l'espace que comprend l'une est égal à l'espace que

comprend l'autre, on les appelle égales. Ce qui appar-
tientau Livre oùl'ontraittera des figures considerées se-
lon l'aire. Et ce qu'il ne faut pas confondre, comme il adéjàesté dit,avec celles qu'on appelle tout-egales.
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DES FIGURES inscrittes
OU CIRCONSCRITTES AUCERCLE.

DES INSCRITTES.
ON dit qu'une figurerectiligne est inscritte au cercle,

quand les sommets de ses angles se trouvent dans la circon.
serence de ce cercle. D'oùils'enfuit,
1. Que les angles de cette figure infcritte se doiventalors
considerer comme des angles inscrits au cercle, donc il a
esté parlé dans le Livre IX.
2. Qu'ainsy les angles d'une figureinscritte ne sçauroient
estre égaux,, que quand les deux arcs qui soutiennent les
deux costez de chaque angle font égaux pris ensemble
aux deux arcs que soutiennent les deux costez de chaque
autre angle: parceque chacun de ces angles a pour mesure
la demycirconferencemoins la moitié des deux arcs que
soutiennentcescostez.IX.19. D'où s'enfuit ce Theo-
reme.

SECOND THEOREME.
UNE figure infcritte aucerclene

sçauroit estre equiangle qu'elle ne
soit equilateraleou absolument, ou
alternativement ; & en ce dernier
cas, il faut que le nombre de ses
costezsoit pair.
Car afin que les angles d'une fi-

gure infcritte au cercle ( qui font
des angles inscrits ) soient tous é-
gaux, il faut & il suffit que les deux
arcs que soutiennent les costez de
chaque angle pris ensemble soient
égaux aux arcs que soutiennentaus-
sy les costez de tout autre angle,
commeil vient d'estre dit.
Or cela est quand tous ces arcs

font égaux: ce qui arrive quand la
figure est absolument équilaterale;
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parcequetous ces costezestant égaux, tous les arcs qu'ils
soutiennent le font aussy.
Mais cela arrive encore quand ces arcs font alterna-

tivement égaux, pourveu qu'ils soient en nombre pair;
parcequ'alors la moitié de ces arcs estant petits & tous
égaux entr'eux, &la moitié plus grands tous égaux
aussy entr'eux, & un petit estant toujours suivi d'un
grand, les deux arcs soutenant lescostezd'unangle ins-
crit pris ensemble feront toujours égaux à deux autres
arcs foutenans les costez de tout autre angle. Et ainsy
ces angles feront égaux. Or pour cela il suffit que les
costez de la figure soient alternativement égaux, parce
qu'alors ils soutiendront des arcs alternativement égaux.

Mais il est bien visible qu'il faut en ce cas là que le
nombre des costez foit pair, comme il a esté montré
s. 10.

DES CIRCONSCRITTES AUCERCLE.
ON dit qu'une figure est circonscritteà un cercle, quand

tous les costez de la figure touchent le cerclc. Et delà il
s'enfuit,
1. Que les angles de la figure font des angles circons-

crits; & par consequent il est bonde lesconsiderer com-
me des angles compris entre deux tangentes, que l'on doit
prendre comme si chacune estoit terminée au point de
l'attouchement. D'où il s'enfuit encore,
2 Que ces angles circonscrits font toujours Isosceles )

parceque les tangentes menées d'un même point font
égales, VII.34.
3. Que les angles circonscrits font égaux quand les

tangentes de l'un font égalesauxtangentes de l'autre.
IX.55.
4. Que chaque cofté d'une figure circonscritteest com-

posé de deux tangentes, qui viennent de deux differens
angles.
Et delà s'enfuit ceTheoreme.
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TROISIEMETHEOREME.
UNE figure circonfcritte au cercle ne sçauroit estre

equilaterale qu'ellene foit equiangle, ou ablolument ou
alternativement;& en ce derniercas il faut que le nombre
de ses angles foit pair.
Carafin qu'une figurecirconfcritte au cercle foit équi-

laterale,ilfaut & il suffit que deux tangentes dont est com-
posé chaque costé de cette figure circonfcritte prises en-
semble soient égales à deux autres tangentes dont fera
composé tout autre costé.Or cela est quand toutes ces
tangentes font égales, ce qui
arrive quand tous les angles de
cette figure font égaux, car
alors toutes les tangentes font
égales aussy.
Mais cela arriveencore quand
les angles de la figure font alter-
nativementégaux,pourveu que
ce soit en nombre pair, en forte
que la moitié des angles n'ait que deux petites tangentes
( ce qui fait neanmoins les plus grands angles) & l'autre
moitié deux plus grandes tangentes, & que toutes les pe-
tites soient égales entr'elles, & les grandes auuy, &. qu'un
petit angle soit toujours suivi d'un grand.
Car alors chaque cofté fera composé d'une petite &

d'une grande tangente (parceque chaque costé, comme
il a esté dit, est composé de deux tangentes qui viennent
de deux differens angles. ) Donc tous les costez feront
égaux.
Donc une figure circonfcritte au cercle ne peut estre

équilaterale, si elle n'est equiangle, ou absolument ou al-
ternativement, & en ce dernier cas il faut que le nombre
des angles foit pair. Ce qu'il falloitdemonstrer.

DES FIGURES REGULIERES.
LE meilleur moyen de bien concevoir les figures regu-

lieres, est de les considerer commeinfcrittes en un cercle,
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parcequ'elles peuvent toutes y estre inscrites , selon ceTheoreme.
QUATRIEMETHEOREME.

TOUTE figure reguliere peutestreinscritte &circons-
critte en un cercle; parcequ'il y a toûjours dans ces figu-
res un point qui en est le centre, dont toutes les lignesme-
nées à tous les angles ( qu'on appelle raions) font égales,
& dont toutes les perpendiculaires menéesau costé(qu'on
peutappeller les raions droits )font ainsy égales entr'elles.
Soit une figure regulierede tant

de costez& d'angles que l'on vou-
dra , il suffira d'en considerer 4 ou
5 angles, dontj'appelleray les som-
mets£ â.f.ph.
Sidepmilieuducostébd,&de

q milieu du costé 6 b, on éleve
deux perpendiculaires,elles se ren-
contreront estant prolongées, parVI. 34.Etlepointcoù elles se rencontrent fera le centre de la
figure.
Car du point c, intervalecb, décrivant une circonfe-

rence,elle passera parles trois points h. b.d.VII. 3.Donc les trois raions cb,ch,&cd, feront égaux.
Donc les4angleschb,cbb,cbd, cdbseront égaux,

par VIII. 64..
Donc chacun de ces trois raions ch, cb,cd, partage

par lamoitié l'angle de la figure.
Donc l'anglechg estantégalàl'angle cbb, cg bafede

l'angle chg, doit estreégale à c b,basedel'angle ch b, par
VIII. 65.
Donc ce 4eraion cg est égal aux trois autres.
Et il est clair que quand cette figure reguliere auroit

centmille angles, on prouveroitla même chose de toutes
les lignes menées de c aux angles, quifontles raions.
Doncsidecepoint c & de l'intervale d'unraion on dé-

crit un cercle, la figureserainscritte en ce cercle; puisque
tous les raions estant égaux, lessommetsde tous lesan-
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gles se trouverontdans la circonference de ce cercle.
Et delà il s'enfuit que tous les costez de cette figure fe-

ront des cordes égalesdumêmecercle.
Donc les perpendiculaires du centre aux costez font

égales, par VII. 8.
Or ces perpendiculairesen font les raions droits.
Donc si on décrit un autre cercle de l'intervale d'un

raion droit; c'estadire d'une perpendiculaire à un costé,
cette figure fera circonfcritteà ce cercle; puisque tous ces
raions droits estant égaux, il n'y aura aucun costé qui ne
touche le cercle.

COROLLAIRE.
IL est aisé par là de déterminer trois choses importan-

tes dans chaque espece de figure reguliere.
La premiere, de combien de degrez est l'arc qui soû-
tient le collédelafigure, que j'appelleray simplement
l'arc de lasigure.
La seconde, de combien de degrez est l'angle delafi-

gure ; c'estadire l'angle compris entre les deux costez de lafigure.cLa troisiême, quel est aussy l'angle que fait un raion sur
un costé :

c'est ce qui se verra par ces trois Problèmes.PREMIERPROBLEME.
DÉTERMINER la grandeur de l'arc de toute espece de

figure reguliere.
La circonférence estantdivisée en 360 degrez,ou21600

minutes, ou 1296000secondes: si on divise ce nombrepar
celuy des costez de la figure, le quotient fera voir de com-
bien de degrez, ou de minutes, ou de secondes est l'arc de
la sigure.
Ainsy l'arc d'une figure de 15costezest de24 degrez

parceque 15 divisant 360, le quotient est 24.
L'arc d'une figurede 3600 costez est de 6 minutes, par-

ceque 21600 minutes estant divisé par 3600 ,
le quotient

est 6. SECOND PROBLEME.
DETERMINER la grandeur de l'angle de toute espece

de figure reguliere,

xx.
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Ayant trouvé l'arc par le premier Problème, oster les
degrez decetarcde180. quiestla demycirconference,ce
quiresterasera lamefure de l'angle de la figure.
Car tout angle d'une figure reguliere doit estreconside-

ré comme un angle Isoscele inscrit dans le cercle,quia
pour mesure la demycirconference moins l'arc que soû-
tientun desescostez. IX. 20.
Et ainsy pour avoir la grandeur de l'angle d'une figure

de 15 costez, il ne faut qu'oster de 180 les 24degrez de
l'arc que soûtient le costé de cette figure; & ce qui reste-
ra, qui est 156, fera la mesure de l'angle d'une figure de 15
costez.
Et pour avoir l'angled'une figure de3600 costez, il faut

oster 6 minutes de 180 degrez, & ce qui restera, qui est
179 d.54' fera la mesure de l'angle de cette figure.

TROISIEME PROBLEME.
DETERMINER. la grandeur de l'angle que fait leraion

sur le costé de toute figure reguliere.Ilne faut pour cela que prendre la moitié du nombre
des degrez que vaut l'angle de la figure. Parcequetout
raion partage par la moitié l'angle de la figure.
Ainsy l'angle du raion sur le costé dans une figure de Ir

collez,est de 78 degrez, qui est lamoitié de 156. Et l'an-
gle du raion sur le cofté d'une figure de 3600 costez, est de
89. d. 57'.
CONSIDERATION SUR LE CERCLE.
LES Geometres considerent souvent le cercle comme

un polygone d'une infinité de costez: & selon cela voicy
de quelle forte on devroit marquer les trois choses que
nous venons de déterminer dans tout autre polygone.
Puisque l'arc d'un polygone regulier estd'autantplus
petit, que le nombre de les costezest grand, ilfautque
l'arc d'un polygone d'une infinité de costez foit infini-
ment petit,& qu'ainsy il ne puisseestre marqué que par
zéro.
Or qui oste zero de 180 degrez, reste180 pour l'anglede ce polygoneinfini.

Et
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Et quidivise 180 par lamoitié, reste90,quiest lame-
sure d'un angle droit pour l'angle duraion sur lecostéde
ce polygone infini.
Aussy il est Vfay que l'angle du raion sur la circonféren-

ce d'un cercle est droit en sa maniere , puisque le raioncoupe perpendiculairement sa circonference;&que si cet
angle est plus petit qu'un droit, ce n'est que de l'espace
qui est entre la circonference & la tangente, qui est plus
petit que toutangle aigu; quoiqu'il n'y ait point d'angle
aigu quinepuisseestre divisé en une infinité de plus petits.
Et on peut dire aussy que tout point de la circonreren-

ce est comme le sommet d'un angle de180degrez, puis.
qu'estantpartagé par le raion en deux angles égaux, cha-
cun de ses angles de part &: d'autre est droit en sa maniere ;
& qu'ainsy chacunest de 90 degrez.
DES FIGURES REGULIERES

COMPARE'ESENSEMBLE.
CINQUIEME THEOREME.

LES figures regulieres demêmeespece, c'estadire d'au-
tant de costez, font toujours semblables , & les circuits
font en même raison que les costez.
Car par ce qui vient d'estre dit, les angles de deux figu-

res regulieres de mêmeespece font necessairementégaux;
leur grandeur estant determinéepar les arcs des figures, de
cesarcs l'estantpar le nombre des costez dela figure.
Et pour ce qui est des costez, ceux de chaque figure

estant égaux, on peut appeller les uns b, &: les autres c.
Or il est bien clair que b. c :: b. c.
Et il est clair aussy quebestàc, comme 10 bà10c,ou

100 b à100ou1000 bà1000c.
Donc les circuits ne sçauroient manquer d'estre en

même raison que les costez.
SIXIEMETHEOREME.

DEUX figures regulieres estantdemême espece, ces 4
choses de l'une, raion, raion droit,costé,circuit, fonten
même raison avec ces 4 autres mêmes choses de l'autre:
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c'estadire que le raion de l'uneest au raion de l'autre,com-
me le raion droit au raiondroit, le cofté au costé Je cir-
cuitaucircuit.
Ces deux derniers viennent d'estre prouvez ; mais ils nelaisserontpas d'entrerdans la preuvegenerale des autres.
Il ne faut pour cela que considerer dans chacune de cesfigures un angle compris entre un raion, & un raion droit

qui a pour bafe la moitié du costé.
Ces deux angles font semblables en toutes les figures

regulieres de mêmeespece; c'estadire que l'angle est égal
à l'angle,& que les angles sur la bafe de l'un font égaux auxangles sur la bafe de l'autre.
Car chacun de ces angles a pour mesure la moitié de

l'arc de la figure ,puisque l'a bafe est la moitié du costé.
Or dans toutes les figures de même espece l'arc delasi-
gure est d'autant de degrez en l'une qu'en l'autre.
Pour les angles sur chacune des bases cela est encoreplus clair, puisque l'un est droit en l'un &en l'autre; ra-

voir celuy qui est fait par le raion droit; & que l'autre est
la moitié de l'angle de la figure qui est égal en toutes les
figures de même espece.
Or puisque ces angles font semblables par X. 17. lescostez font proportionels aux costez ; &. la bafe à la bafec'estadire que,
Le raion est au raion, comme le raion droit à un raiondroit, & la moitié du costé à la moitié du costé. Et parconsequent comme le costé au costé, & le circuit au cir-

cuit.
PREMIER COROLLAIRE.

LES costez &les circuits de deux figures regulieres de
mêmeespece font enmême raison, que les diametres des
cercles dans lesquels elles font inscrites.
Car ces diametres font le doubledes raions de cesfigu-

res. Donc &c.
SECOND COROLLAIRE.

LES circonférences des cercles font en mêmeraison
que leurs diametres.
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Car les cerclesfont comme des polygones d'une infinité
de costez, & leur circonférenceest comme le circuit com-
prenant cette infinité de costez. Donc par le precedent
Corollaire ce circuit d'une infinité decostez d'une part,
est au circuitd'une infinité de costez de l'autre, comme le
diametre au diametre.
C'est la feule voie dont on peut prouver la proportion

des circonferences& des diametres.Carn'yenayant point
pour le faire positivement & immediatement,on est reduit
à y employer l'analogie des polygones semblables d'un si
grand nombredecostez que l'on voudra, qu'on peut con-
cevoireestreinscrits dans l'un & l'autre cercle: comme de
cent mille costez, de cent millions, de cent mille millions,
& ainsy jusques à l'infini.
Car plus ces polygones ont de costez , moins il y a dedifference entre lacirconference du cercle & leur circuit,

VII. 19. Et ainsy quelque petite que soit une ligne don-née, quand ceneseroitque lacentmilliême partiedel'é-
paisseurd'unefueille de papier, on peut concevoirun po-lygone de tant de costez inscrit dans l'un & dans l'autre
cercle, que la difference de son circuit d'avec la circon-
ference de ces cercles fera moindre que cette lignedon-
née.
Or de quelque grand nombre decostez quesoientces

polygones, leurs circuits feront toujours en même raison
que les diametres, par le Corollaire precedent.
Donc on doitconclurepar une analogie tres certaine,

que les circonferences font aussy en même raison que les
diametres.

TROISIEMECOROLLAIRE.
SI deux figures regulieres de mêmeespece ont de l'éga-

lité en l'une de ces quatre choses , raion ,
raion droit,

costé, circuit, elles l'ont en tout, & font tout-égales.
C'est une fuite évidente du sixiêmeTheoreme.

QUATRIEME COROLLAIRE.
L'UNEde ces quatre chosesestantdonnée,la grandeur

de la figure reguliereest déterminée: c'estadire qu'elle ne
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peut estre que d'une force,quoiqu'il ne soit pas toujours
facile de la décrire; parceque souventil n'est pas aisé ou
de trouver le cofté d'une figure reguliere en ayant le raion,
ce qui est la même chose que de l'inscrire en un cercle
donné: ou d'en trouver le raion en ayant le costé; ce qui
est la même chose que trouver le cercle dans lequel une
figure dont le coftéest donné puisseestreinscritte. C'est
dequoy nous allons traitter.
DE L'INSCRIPTION OU CIRCONSCRIPTION
D'UNE FIGURE REGULIERE DE TELLE ESPECE

DANSUN CERCLEDONNE'.
IL est bien facile par ce qui a esté dit, une figure regu-

liere estantdécritte, d'en trouver le raion pour l'inscrire
dans un cercle; mais il n'est pas aussy facile d'inscrire dans
un cercle donné,tellefigure reguliere que l'on voudra.
Et souventmême on ne le peut que mécaniquement,&
non geometriquement, aumoins par la Geometrieordi-
naire; parcequ'elle ne donne pas le moien de diviserun
arc donné, en 3, en 5, en 7 &c. ce qui seroit souvent ne-
cessaire pour inscrire en un cercle donné telle figure que
l'on voudroit.
Ainsy je pense que tout ce que l'on peut faire de mieux

se reduit à ces deuxregles generales,& à quelques Proble-
mes particuliers.

PREMIEREREGLE GENERALE.
LORSQU'ON sçait inscrire en un cercle donné une cer-

taine espece de figure reguliere, il est bien facile d'inscrire
toutes celles qui ont plus oumoins decostez, selon lapro-
gression double.
C'estadire qui en ont deux fois moins, 4 fois moins,

8 fois moitislkc jusquesà ce qu'on soit arrivé ou à4,ouà
unnombre impair, qui ne sepuisseplus diviser par la moi-
tié.
Ou qui en ont deux fois plus,4 fois plus, 8 fois plus &c.jusqu'àl'infini.
Supposons, par exemple , qu'on sçache inscrire

dans

XXXI.

XXXII.



un cercledonné une figure de 31 costez, la corde qui sou-
tiendra deux arcs de cette figure, fera le costé d'une figure
de16. Etcellequisoûtiendra deuxarcsdelafigurede 16
costez, fera le costéd'unefigure de 8. Et ainsy de fuite.
Et au contraire la corde qui soûtiendra lamoitié de l'arc

de cette figure de 32 costez fera le costé d'une figure de 64.
Et celle qui soûtiendra la moitié de l'arc d'une figure de
64 costez , fera le costé d'une figure de 128 costez. Etainsy à l'infini.

SECONDEREGLE GENERALE.
LORSQUE l'on sçait inscrire une certaine espece de fi-

gure reguliere en un cercle donné, on la sçait aussy cir-
conscrire.
Car ayant les pointsde tous les sommets des angles de

l'inscrite,les tangentes au cercle à ces mêmes points estant
prolongées jusques à ce qu'elles se rencontrent, fontune
figure semblable circonfcritte au même cercle; puisque
d'une part tous les angles circonscritsde cette figure font
égaux, estant appuyez sur des arcs convexes égaux &
que de l'autre chacun de ces angles est égalà l'angle de la
figurecirconscritte,par IX. 52.PROBLEMES PARTICULIERS.

I.
INSCRIRE un quadrilatereregulier (qui s'appelle quar-

ré) dans un cercle donné.
Deux diametres qui se couppent,partagent la circonfe-

rence en 4- parties, dont chacune est l'arc du quarré ins-
crit dans le cercle.

COROLLAIRE.
INSCRIRE dans un cercle donné une figure de 8 costez,

de16, de32; &ainsy à l'infini. 2e Regle generale.
SECOND PROBLEME.

1 N S CRI R E en un cercle donné un
exagone regulier.
Le diametre ou raion est le costé de

l'exagone. Carayant fait un angle com-
pris pardeux raions, & ayant pour bafe
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- - - - -- - - --.- - ., -oune ligne égale au raion,cet angle est de 60 degrez , puis-que cet angle est égal à chacun des angles sur la bafe, Se
que les trois ensemble valent 180 degrez. Donc chacun
est de 60 degrez. Or 60 degrez estl'arc de l'exagone.
Donc le demydiametreest le costé de l'exagone.

PREMIER COROLLAIRE.
INSCRIRE en un cercle donné un triangle regulier.Doubler l'arc de l'exagone,par la 1re Regle generale.

SECOND COROLLAIRE.
INSCRIRE en un cercle donné une figure de 12costez,

de 24, de 48.Etainsyàl'infini. 1re Reglegenerale.
TROISIEME PROBLEME.

INSCRIRE en un cercle donné un decagone, ou figurede dixcostez.
Ayant diviséle demydiametreen moyenne ou extrêmeraison ( par XI. 68. ) la plus grande partie de cette ligne

ainsy diviséeest le costé du decagone. Car ellesoûtient
unarc de36.degrez, parXI. 73.PREMIER COROLLAIRE.
INSCRIRE en un cercle donné un pentagone ou figuredecinq costez.
Doubler l'arc du decagone, par la 1re Regle generale.

SECOND COROLLAIRE.
INSCRIRE en un cercle donné une figure de 20 costezde40,de80:&ainsyà l'infini. 1re Regle generale.

QUATRIEME PROBLEME.
INSCRIRE en un cercle donné une figure de 15 costez.De l'arc de l'exagone qui est de 60 degrez, oster l'arc

du decagone qui est de 36, il resteraun arc de 24degrez,
qui est l'arc d'une figure de 15 costez, parceque 24 fois 15font 360.

COROLLAIRE.
INSCRIRE en un cercle donné une figure de 30 costez,de60, de120. Etainsyà l'infini. 1reReglegenerale.
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NOVVEAVX ELEMENS
DEGEOMETRIE

LIVRE TREIZIEME.

DES TRIANGLES ET QUADRILATERES
CONSIDEREZ SELON LEURS COSTEZ

ET LEURS ANGLES.

PRES ce qui a eslé dit des figures en general , il
ne resse fins que d'expliquer ce qui estparticulier
aux triangles auxquadrilatères.
PREMIERESECTION,
DESTRIANGLES.
Premier LEMME.

UN angle avec sa base,estlamême chose qu'un trian-
gle. Et ainsy tout ce qui aesté dit dans les livres des an-
gles, des proportionelles, & des réciproques des angles
considerez avec leur bafe, se peut sans peineappliqueraux
triangles.

SECOND LEMME.
TOUT triangle se peut inscrire en un cercle. Car il ne

faut que trouver la circonference qui passe par les trois
sommets des troisangles, parVII. 3.
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TROISIEME LEMME.
DEFINITION.

LE costé quelconqued'un triangle en peut estre appel-
lé labase, & les deux autres ses costez: & alors l'angle
soûtenupar la baseestappellél'angle du sommet,& la di-
stance de ce sommet à la bafe est appellée la hauteur du
triangle.
TRIANGLES CONSIDEREZ A PART

PREMIER THEOREME.
TOUT triangle a ses trois angles égaux à deux droits,

VIII.59.
PREMIER COROLLAIRE.

Tous les trois angles d'un triangle peuventestre aigus
mais il n'yen peut avoir qu'un droit ou obtus.

SECOND COROLLAIRE.
SI l'un des angles du triangle estdroit, les deux autres

valentun droit.
TROISIEME COROLLAIRE.

Qui connoist la grandeur des deux angles d'un trian-
gle,connoist la grandeurdu3e. Car ostantde la demycir-
conference les deuxdont on connoistla grandeur, ce quireste est la grandeurdu 3e.
Qui connoist de combien de degrez font les deux

,
sçait

decombiendedegrezestle3e. Car ostant le nombre des
degrez que valent les deux de 180, ce qui resteest le nom-bre des degrez que vaut le 3e. Si les deux valent 108 de-
grez,le3e en vaut 72.

SECOND THEOREME.
DANS tout triangle le plus grand cofté soûtient le plus

grand angle, &: le plus grand angle est soûtenu par le plus
grand costé. Car par le 2e Lemme , tout triangle peutestre inscrit dans un cercle, &: alors lacirconferencedu
cercle est partagée en trois arcs, sur chacun desquelsest
appuyé chacun des angles du triangle.
Or ces trois arcs font;
ln CAS. Ou tous trois moindresque la demycirconfe-

rence:
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rence: & alors chacun des angles du trian-
gleestaigu. (IX.25.) Et il estclairquele
plus grand angle estantappuyé sur le plus
grand arc, est aussysoûtenu par le plus
grand costé.VII 10.
2e CAS. Ou l'undecesarcsestunedemy-circonference, de les autres moindres -

ôc
alors l'angle appuyé sur la demycirconfe-
renceest droit ( IX. 25. ) Etpar consequent
le plusgrand de tous, commeaussy lecosté
qui le soûtient, qui est un diametre, est plus
grand qu'aucun des deux autres. VII. 9.
3eCAS. Ou l'un de ces arcs est plus grand
que la demycirconference; & alors l'angle
appuyé sur cet arc est obtus, & par conse-
quent le plus grand de tous: comme aussy le
costé qui le soûtient terminant le segment
dans lequel est cetangle obtus estplusprés--------1----------.-.0- I idu centre qu'aucun des deux costez qui le comprennent;
&ainsyplusgrand. VII. 10,

PREMIER COROLLAIRE.
Tous lescostez du triangle estant égaux, tous les an.

gles le font aussy: & au contraire tous les angles estant
égaux, les costez le sontaussy.
Car estantinscrit dans un cercle, les costez égaux soû-

tiennent des arcs égaux. Or les angles appuyez sur des arcs
égaux, sont égaux. IX. 21.
Que si au contraire on supposoit les trois angles égaux,

on prouveroit de la même maniere que les costez font
égaux. Car les angles égaux

@

feront appuyez sur des arcségaux.IX.
21. Or les arcs égaux font soûtenus par des

costez égaux.
SECOND COROLLAIRE.

TOUT triangle quia deuxcostez égaux a les deux an-
gles soûtenus par ces costez égaux, & au contraire. En
inscrivant ce triangle dans le cercle, on prouvera ce COio.
rollairede lamême forte que le precedent. -
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Onh; sse à trouver beaucoup d'autresmanieresdonton
le peut demonstrer.TROISIEMETHEOREME.
LES lignes qui divisent par la moitié chacun des angles

du triangle se rencontrent en un même point au dedans
du triangle.
Soit le triangle b cd.
Soit l'angle d divisé par la moi-

tié par dq,& c divisé par la moi-
tié par cp,& que dq &cpse cou-
pent enr; je dis que la ligne b r
divisera aussy l'angle b par la moi-
tié.

12#7-Car( par X.30. ) l'angledestant
divisé par la moitié,

db. bq :: dc. c q.
Et par la mêmeraisonconsiderant dq, comme la bafe

de l'angle c, divisé par la moitié par c r.cd.cq :: dr. qr.Donc db. bq :: dr. qr.Donc ( par X. 31. )laligne b r divieé l'angle b par lamoitié. Ce qu'il falloit demonstrer.
COROLLAIRE.

Ces lignes coupant par la moitié les angles d'untrian-
gle font plusieurs proportions. On les peut reduire à f
en commençant la comparaison par les portions des se-
cantes. b d. d s.Pour l'angle b. br. rs fbc. cS.cd. dp"Pourl'angle c. cr. rp c6. 6p.

çdb. 6q.Pour l'angled. dr. rq idc. cq.
PREMIERPROBLFME.

FAIRE un triangle de trois lignes données. Ilfautquedeux quelconques soient plus grandes que la 3 e.
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De chacune des deux extremitez de
l'une des données décrire un cercle de
l'intervale de chacune des deux autres;
où ces deux cercles se rencontreront, ce
fera le point où il faudra tirer les deux
costez du triangle.

SECOND PROBLEME.
FAIRE le triangle dont on a un an-

gle
,
& la grandeur des costez qui le

comprennent.
Ayant mis ces deux costez en forte

qu'ilsfassent l'angle donné,laligne qui
en joindra les extrémitez achevera le
triangle.

TROISIEME PROBLEME.
FAIRE le triangle dont ona un cofté,,ôc

les deux angles sur ce costé.
Tirant des lignes sur les extremitez du

costé donné qui fassent les angles donnez,
où elles se rencontreront elles acheveront
le triangle.

QUATRIEME PROBLEME.
FAIRE le triangle dont on a un angle, un des costez qui

le comprend, & la grandeur du costé qui le soûtient.
Soitbclecosté donné comprenant l'angle donné, 6c

cd la grandeurdu costé qui doit soûtenirl'angle donné,
tirant de b une ligne indefinie qui fasse sur b c l'angle don-né, 6c décrivantun cercle de c intervalle cd.
1. CAS. Ou ce cercle ne
coupera l'indefinie qu'au
point d. Ce quiarrivera tou-
jours quand le costé qui doit
soûtenir l'angledonné est
plus grand que celuy qui le
comprend ) & alors le trian-
glesera bcd,
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2e CAS. Oule cercle coupera l'in-
definie en deux points delamême
part (commeenf& en d) & alors
le triangle pourra estre b c d, ou
bcf.
Et pour sçavoir lequel des deux

c'est precisément, il faudroit avoir
determiné sibc doit soûtenir un an-gleaigu, ou s'il doit soûtenirun an-
gle obtus.
Car si bc doit soûtenir un angle aigu, le triangle est

bcd; & s'il doit soûtenir un angle obtus, le triangle estbcf.
TRIANGLES COMPAREZ.

PREMIER. THEOREME.
DEUXtriangles font tout-égaux, quand les costez de

l'un font égaux aux costez de l'autre, chacun à chacun.
Car alors les angles de l'un sontaussy égaux aux angles del'autre, parVIII.64.

SECOND THEOREME.
DEUX triangles font tout-égaux quand ils ont un angleégal, & que les costez qui comprennent dans l'un cet an-gle égal, font égaux à ceux qui le comprennent dans l'au-

tre, chacunà chacun. Caralors la base est aussy égale àlabase,parVIII.65.
TROISIÈMETHEOREME.

DEUX triangles font tout-égaux quand ilsontun cossé
égal, & que les angles sur ce cofté égal font égaux cha-cunàchacun.
Car ces deux angles estant égaux chacun à chacun,le

troisiême qui est celuy que soûtient le cofté ésal, feraégal aussy (s.7. )
Si donc l'on s'imagineque ces deux triangles sontcha-cuninscrit dans un cercle, ces cercles feront égaux(parX. 16. ) parceque le costé égalsoûtiendra dans chacunde ces cercles des arcs d'autant de degrez.l
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Donc les deuxautres angles estant égaux chacun à cha-
cun feront appuyez sur des arcs égaux, qui estant de cer-
cles égaux feront soûtenus par des costez égaux chacun à
chacun.
Donc les 3 costez de ces deux triangles font égaux cha-

cun à chacun aulTy bien que les angles. Donc ils sont tout-
égaux.

QUATRIEMETHEOREME.

S i deux triangles ont ces trois choses égales.
Un angle, commeceluy dont le sommet est en 6.
Un des costez qui comprennent cet angle, comme

bc.
Et le costé qui le soûtient, commetcd, ou cf.
Il faut outre celaafin qu'ils soient tout-égaux, ou que

l'angle que soûtient b c ne foit obtus ny dans l'un ny
dans l'autre, ou qu'il soitobtus dans tous les deux.
Car supposant qu'on eust mené par c une parallele à

bd.
Ces deux triangles feroient enfermez entre deux cf-

paces paralleles égaux ( par VIII. 56.) parcequebceffc
égale & fait le même angle chd dans l'un 6c dans l'au-
tre.
Donc le costé c d ou cfestant égal par l'hypothese

dans les deux triangles, s'il est oblique dans tous les
deux vers le mêmeendroit /il fait le même angle ai-
gu dans l'un & dans l'autre, lorsque c'est vers le de-
dans du triangle qu'il est incliné, comme quand c'est cd,
en l'un 6c en l'autre; ou lemême angle obtus quand c'est
vers le dehors, comme si c'est cfenl'un & en l'autre.
VIII.56.

- ..-
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Donc les deux triangles qui avoient déjadeuxcostez
égauxparl'hypothese le trouvant encore avoir deux an-
gles égaux, hc par consequent trois (7. s. ) feront tout-
gaux par le 2e Theoreme.
Mais si le costé que soûtient bcestoitdiversementin-

cliné dans ces deux triangles, parcequeceseroit cd dans
l'un & cfdansl'autre, ces triangles n'auroient garde d'es-tretout-égaux

,
puisquecd feroit dans l'un un angle aigu,

&; cf dans l'autre un angle obtus.
COROLLAIRE.

Dans l'hypothesedu precedent Theoreme, lorsque des
deux costez supposez égaux dans les deux triangles celuy
qui soûtient l'angle supposéégalest plus grand que celuy
qui le comprend, les deux triangles font certainement
tout- égaux.
Car alors dans l'un & dans l'autre angle cdh est neces-

sairementaigu, par 8. s.
CINQUIEMETHEOREME.

DEUXtriangles équiangles entr'eux font semblables.
C'estadire que lescostezde l'un font proportionnels aux
costez de l'autre. C'est ce qui a esté prouve en diverses
manieres dans les deux livres des Proportionnelles.Voyez
X. 18.

AVERTISSEMENT ET DEFINITION.
EN comparant deux triangles semblables, il faut toû-

jours comparer le plus grand costé de l'un au plus grand
costé de l'autre, le moyen au moyen, &le plus petit au
plus petit. Ainsy le plus grandcosté estant appellé b.b.
Le moyen d d.
Et le plus petit b. h.
Dans deux trianglessemblables.

b. b :: d. d :: h. h.Etcescostez que l'on doit comparer ensemble s'appel.lent homologues.
PREMIER COROLLAIRE.

LES costez qui soûtiennentles angles égaux, font ho-
mologues. Cardans l'un & dans l'autre le plus grand coste
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soûtient le plus grand angle; le moyen costé le moyenan-
gle; le plus petitcosté le plus petit angle. Cela se prouve
encorepar leX. livre 18.

SECOND COROLLAIRE.
DEUX triangles font équiangles, si deux angles de l'un

font égaux aux deux angles de l'autre, chacun à chacun.
Caril s'enfuit delàquele3eestaussyégalau3e.

SIXIEMETHEOREME.
LORSQUE deux triangles ont un angle égal, & les costez

qui soûtiennent ces angles proportionnels,ils font sem-
blables. Car alors la bafe est aussy proportionnelle à la
baie,ôeles deux angles sur cettebafe égaux,parXI.63.

SEPTIEMETHEOREME.
Si deux triangles font de même hauteur, les paralleles

àla bafe également distantes de la bafe dans l'une & dans
l'autre font entr'ellescommeces bases.
Cela est demonstré X 20.HUITIEMETHEOREME.
DEUX polygones quelconques estant semblables peu-

vent estre partagez, chacun en autant de triangles, quiferont tels, que ceux d'une part font semblables à ceux de
l'autre part, chacun à chacun, & les costez homologues
de deux de ces triangles semblables,sontenmême raison
que ceux de deux autres semblables.
Soient deux exagones irreguliers semblables 13CDFGH)
§cbcdfgh. Soient menées dans le grand des lignes deB
1 Ed d laD, à F, à G. Et de même dans le petit.
L'une& l'autre exagone fera en 4. triangles.
Sçavoir BCD. BDF. BFG. BGH.

bcd. bdf, b.frz.. b<lh.
Quisont semblables deux à deux BCD ,àhcd&c.
Car les angles C & c font égaux par l'hypotese que les

exagonessontsemblables
,
de lescostez C Bde CD pro-

portionellesauxcostezcb & cd par lamêmehypotese.
Donc les bases B D & b d font aussi proportionelles

aux costez, & les triangles semblables,parle 6e Theo-
reme.
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BDV Scb df font semblablesaussy. Car les angles
C DF&cdfestans égaux par l'hypotese , si on en oste lesangles B D C 6c b de qui font égaux aussy (comme on le
vient de voir) les angles B D F & b df demeureront
égaux.
Or les costez de cesangles BD &D F d'une part, êc

bd & d fde l'autre font proportionels. Donc les baies
D F & df font proportionelles aux costez,& les trian-
gles B D F & bdfsemblables. On prouvera la même
chose &dela même maniere des autres triangles. Donc
les triangles d'une part font semblables à ceux de l'autre.
Il reste à prouver que les costez homologues de deux

deces triangles semblables font enmême raison que ceux
de deux autres semblables, ce quiestaisé. Car prenant
les pointsB 6c b pour sommet des quatre triangles d'une
part& d'autre, ils auront chacun pour baseundescostez
de l'exagone. Les deuxpremiersCD 6c cd, les deux se-
conds DF 6c df&c.
Orparl'hypotese CD. cd:: DF. df.
Donc les bases des deux premiers triangles font propor-tionellesaux bases des deuxseconds. Etainsy des autres.AVERTISSEMENT.
On omet diverseschoses quipourroientefre dittes des trian-

glessemblables, parcequil n'y a rien en tout cela qui ne se
trouve facilementpar ce qui a eté dit des anqles conjidere
avecleurs bases dans les deux livres des Proportionnelles.
DIVISION DU TRIANGLE EN SES ESPECES.
LE triangle sedivise selon les coflez & selon les angles.Tf rtous trois inégaux, & s'appelle Scalene.
eSrco Deux égauxj Ifofcele.

tez font ) , Equi lateral,-Tous troIS egaux, qUI atera
L (Tous trois aigus, Oxygone.es an- -5 b. I.)

,
robtus AmblyeonSiglies font/Deux aigus & 1autre-jdrolt)Rectangle.

- - -

b C rolt) eClang e.
Le lcalene a ses trois angles inégaux.

1-

L'Isoscele en a deux égaux.
L'eqtil lateralL'equilateral
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L'equilateralles a tous trois égaux.
le fraientrOxygone.L'ifofcelel peuvent estre'Amblygonc.- - Reétng]e.
L'equilateral ne sçauroit estre qu'oxygone.
DES TRIANGLES OXYGONES,

THEOREME.
SI de tous les angles d'un triangle oxy-

goneon tire des perpendiculairesaux cos-
tez, elles se couperont en un mêmepoint
au dedans du triangle.
Soit le triangle b cd, & deux perpendi-

culairesauxcofiezdm,en; jedis que bo
menée par le pointp, quiest celuyoùdm
&en se coupent, fera aussy perpendicu-
laire.
Car les triangles cb n & dbm font équiangles ayant

chacun un angle droit & un angle commun ; 6c par conse-
quent les angles ben &bdm font égaux.
Et par consequentaussyles triangles bdm & cpm font

équiangles,ayant chacun un angle droit, &-l'anglemep(qui est le même que ben) estantégalà l'anglebdw.
Donc dm. mev.mb.mp.&alternando dm.mh::mc.mp.
Donc les triangles bmp & dmc font équiangles, par

%/st.fup> puisque dans le triangle bmplescotfezdmScmer
qui comprennentun angle droit, font proportionels à m bêcmp, qui comprennentauy un angle droit.

,Donc l'angle mbpsoutenu par mp, estégal a l'angle
mdesoùtenu par mc.
Or lesanglesmpb & opdsont égaux, parcequ'ils font

opposezaufommet. Donc lestrianglesmpb &opdfont
équiangles.
Or l'angle pmb est droit par la construction.
Donc l'angleopd est droit auuy. Ce qu'il falloitde

monstrer.
COROLLAIRE.

CES perpendiculaires coupantles angles d'un triangle,
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font 12 triangles rectangles:6 grands, qui ontpour hypo-
thenusel'un des costez du triangle total,& quienferment
tous quelque chose les uns des autres: & 6 petits entière-
ment separez,& qui ont chacun pourhypothenusela por-
tion d'une perpendiculairela plusproche de l'angle qu'el-
le coupe, & ces Il triangles rectangles font 4 à 4 équian-
gles, deux grands & deux petits. C'est un exercice d'es-
prit de les trouver, & il vaut mieux le laisser à ceux qui
commencent. Je diray feulement qu'entre les diverses
proportionsquiseront par tous ces triangles, il yen a de
deux fortes fort considerables.
La premiereest, que le costé d'un angle & sa premiere

portion font réciproques à l'autre costé & sa premiere
portion, c'estadire que le grand costé est au petit commela premiere portion du petit à la premiere portion du
grand. Exemple dans l'angle b.
grand, petit, :: 1. portion du grand,1.portion du petit.
bd. bc.:: 6m. bn.
La secondéest, que les portions d'un costé du triangle

total font réciproques à la perpendiculaireentiere, 6cfà
portion qui fait l'angle droit; c'eftadire qu'une portion du
costé est à la perpendiculaire, comme la portion de la per-
pendiculaire qui fait l'angle droit, est à l'autre portion du
cosst. Exemple:
port. ducossé. perpend:: port.delaperp. port.ducosté.

me. m d :: mp. mb.
DES TRIANGLES RECTANGLES.

PREMIER. THEOREME.
SI l'un des angles aigus du triangle rectangle est double

de l'autre ( ce qui ne peut estre qu'il ne vaille les deux tiers
d'unangle droit, & l'autre le tiers

3
c'eftadire qu'il ne soit

de 60 degrez & l'autre de 30) le petit costé quisoutient
l'angle de 30 degrez & quienestlesinus, est la moitié de
l'hypothenusede l'angle droit, qui est aussy le raion de cetangle de 30 degrez.
Soit le triangle bdc conforme à l'hypotefe.
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Tirant dfégalé a db sur b c pro-
longée, l'angledfb fera égal à l'an-
gle dbf, & par consequent l'un &
l'autre fera de 60 degrez. Donc l'an-
gle b dfsera aussy de 60 degrez, puis-
que tous les trois ensemble valent b
deux droits,c'estadire 180 degrez.
Donc le triangle bdf est équilateral.
Donc /;c-+cf d b.
Or b c===c f, les deux triangles db côc d cfestant tout-

égaux, par18. sup.
Donc b c est lamoitiéde db. Ce qu'il falloit demons-

trer.
Probleme.

TROUVER le triangle rectangle dont on a
1. Ou les deux costez comprenansl'angledroit.
2. Ou l'hypothenuse,undescostez.
3. Oul'hypothenuse,6claperpendiculairedu sommet de
l'angle droit à cette hypothenuse.
4. Oul'hypothenuse,&:la moyenne proporrionelleentre
l'hypothenuse donnée, & un des costez.
5. Ou un des codez & la moyenne proportionelle entre
le costédonné&:l'hypothenuse.
6. Ou l'un des costez,&; la moyenneproportionelle entre
ce costé donné &. l'autre coste.PremierCas.
Mettant à l'angle droit les deux costez donnez, la ligpe

qui en joint les extrêmitezest l'hypotenuse.
, SECOND CAS.

Décrivant lademycirconference dont Phypotenuse
donnée est le diametre, le point de cette circonférenceoù
se terminera le costé donné fera le point du sommet de
l'angle droit; ce qui déterminera l'autre costé non donné

Troisieme CAS.
Voyez IX. 34.
QJ.1AIRE, CINQET SIXIEMECAS.

Trois lignes estant continuellement proportionelles;
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ayant la premiere & la seconde) qui est la moyenne, on à
la 3e parle Problème, X. 34. Et parconsequentle 4e &je
Cas se rapportent au2e, & le 6e au icr.

DES TRIANGLES ISOSCELES.
PREMIER THEOREME,

LORSQUE l'angle du sommet d'un triangle Isoscele est
de 36 degrez, chacundes angles sur la bafe est de 72, 6c la
baie estlamoyenne proportionelle entre lecosté entier,
6c le costémoins cette bafe ( c'estadire que la bafe divifele
costé en moyenne&extrême raison ) & la bafe estant
ajoutéeaucosté, il s'en fait une ligne divisée en moyenne
&extrême raison. Voyez XI. 68.69, 73.SECOND THEOREME.
DEUXtriangles Isosceles estantsembla-

bles& inégaux, si la mêmeligne est la bafu
de l'un Se le costé de l'autre, cette ligne fera
moyenne proportionelle entre le costé de
triangledont elle estbase, & la bafe de celuy
dont elle est costé.
Soit l'un des triangles Isosceles b cd, &

l'autre cfd, de forte que cdsoitla bafe de
b cd, & le costé de cfd

) Je dis que c d fera
moyenne proportionelle entre bccosté du
premier triangle, &fd bafe du fecond. Car
ces triangles estant semblables, b c (costé du
1er) est à cd ( costé du2e ) comme le même
cd, entantque bafe du premier, est àfd bafe du second.
Donc — bc.cd. fc. Ce qu'ilfalloit demonstrer.

SECONDESECTION.
DES QUADRILATERES.

DEFINITIONS.
LE quadrilatère est une figure de 4 costez qui ne se joi-

gnent qu'aux extrêmitez: 6c par consequent de 4 angles
qui tous ensemble valentquatredroits. XII. 5.
Les costezquicomprennentun mêmeangle s'appellent

costez angulaires.
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Ceux qui ne comprennentpoint le même angle, costez
opposez.
Les angles de même fontproches ou opposez.

THEOREME.
TOUT quadrilatere qui a ses angles opposez égaux à

deux droits, peutestre inscrit aucercle, & nul autre n'y
peut estre inscrit.
A011.Soit le quadrilatère b cdf, dont les
angles b 6c d soient égaux à deux
droits, 6c par consequent aussy les
angles f c.
Soit trouvé le cercle dont la cir-

conférencepasse par les 3 pointsfb c.
par VII.3.Je dis qu'elle passera aussy
par le 4E, quiestd.
- Car tout angle qui afc pour bafe,
& qui estinscrit dans ce cercle du costé de d, comme fgr,
plus l'angle vaut deux droits. IX. 26. Or l'angle rgc
estégal à l'angle d, qui plus l'angle b vaut auny deux
droits. Doncl'angle d estaussyinscrit dans ce cercle par
IX. 30.

DIVISIONET DÉFINITIONS.
LORSQUE les costezopposez d'un quadrilatère fontpa-

rallèles, le 1er au 3e, 6c le 2eau 4e, on l'appelle Parallélo-
gramme, sinon on l'appelle Trapeze, quand même deux
des costezopposez, commele 1er & le3eseroientparalle-.
les, sile 2E & le 4E ne le fontpas.

DES PARALLELOGRAMMES.
PREMIER THEOREME.

SI les costez opposez d'un quadrilatère font égaux, ils
font parallèles ; & s'ils font parallèles

,
ils font égaux.

VI. 26. 6c 27.
SECOND THEOREME.

SI tous les 4 angles d'un quadrilatere font droits, ilest
parallélogramme. VI. 23.

TOISJEME THEOREME.
SI deux costez opposez d'un quadrilatère font égaux
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& paralleles, les deuxautres font aussy égaux & paralleles
VI.28.

QUATRIEME THEOREME.
LES deux angles opposez d'un parallelogrammefont

égaux, & les proches sont égaux à deux droits.-Soit le parallelogrammeb cdf.
Soit prolongé rdjusques àg, l'anglecdgestégalàl'anglec,parVIII 53.
&àl'anglef,parVIII54. Doncles
aigus opposez c &fsont égaux.
Or les deux angles vers d,J'un exterieur & l'autre inte-

tieur,sont égaux à deux droits. Donc les angles interieurs
vers d & vers f sont aussy égaux à deux droits.
Donc les deux autres vers b & vers csont aussy égaux à

deux droits, puisque les 4 valent 4 droits.
Ostant donc de part & d'autre les deux aigus c & quifont égaux, les obtus opposez b & d feront égaux.

PREMIER COROLLAIRE.
S'IL ya un angle droit dans un parallelogramme, tous

les autres le font aussy,&alors ilestappellé Rectangle.
Car l'opposé est droit, puisqu'il est égal à celuy là; Se

les prochesne peuventvaloirdeux droits, que l'un estantdroit, l'autre ne le soit aussy.
SECOND COROLLAIRE.

QUI connoist un angle d'un parallelogramme, les con-
noist tous. Car ce quimanque de la demycirconference à
l'arc quimesure l'angledonné,est la mesurede l'anglepro-
che de celuy là, & les deux autres font égaux chacun à
l'un de ces deux là.

TROISIÈMECOROLLAIRE.
DEUXparallelogrammes qui ont un angle égal, font

equiangles.
QUATRIEMECOROLLAIRE.

Sr deux costez angulaires d'un parallelogramme font
égaux, tous les 4 font égaux entr'eux. Car chacun desangulairesest égal à son opposé.
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CINQUIEME COROLLAIRE.
QUI connoistd'un parallelogramme deux costez angu-

laires & un angle, connoist tout le parallelogramme.
Car qui connoistun angle, les connoist tous; & qui con-

noist deux costez angulaires connoist les deux autres, cha-
cun estant égal à soncosté.

PROBLEME.
DECRIRE un parallelogramme dont on aunangle.)&

la grandeur de chacun des deux costez angulaires.
Les deux costez angulaires comprenant cetangle,de

l'extremité du plus petit décrire un cercle de l'intervalle
duplusgrand, & de l'extremité du plus grand décrire un
cercle de l'intervalle du plus petit: les lignes menées de
ces extremitez au pointoù ces cercles se couperont, ache-
veront la descriptionde ceparallelogramme.

CINQJL11EME THEOREME.
DEUX parallelogrammessontsemblables quand ils ont

unangleégal
,
&les costez angulairesproportionels.

Car l'égalité d'un angle donne celle des autres & deux
costez angulaires ne sçauroient estre proportionels, que
les deuxautres ne lesoientaussy.

DEFINITION.
LA ligne qui joint deux angles opposez

s'appelle Diagonale,& elle divise le paralle-
logramme en deux triangles tout-egaux.
Car les deuxangles non divisez font égauxparcequ'ils font opposez ; & les parties des divisez font al-
ternativement égales, par VIII. 53.SIXIEMETHEOREME.
SI on tire des paralleles aux costez angu-

laires qui passent par le même point de la
Diagonale, les parties de ces nouvelles li-
gnes sont proportionelles.
Demonstré X. Ib.

DEFINITION.
ON dit qu'un parallelogramme est décritautourde la

diagonale d'un autre parallelogramme,quand d'unpoint
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de cette diagonale on tire deux paralleles aux deux co stezangulaires du parallelogramme, qui se terminant ch cune
à l'un decescostezfassent un nouveau parallelogramme
dont unepartie de cette diagonale est encore diagonale.SEPTIEME THEOREME.
TOUT parallelogrammedécrit autour de la diagonale

d'unautre,luy estsemblable.
bcdfestsemblableàmnof. Car d'une partfdc èssonfont égaux;parcequecd&no font paralleles.
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DU PENTAGONE.
THEOREME.

LORSQUE deux lignes qui soutiennent chacune un an-
gle d'un pentagone regulier secoupent, elles se coupent
mutuellement en moyenne &: extrêmeraison, & la plus
grandepartie de chacune de ces lignes est égale au costé
du pentagone.
Soit le pentagone inscrit dans un cercle.
Chaquecosté soutient un arc de 72 degrez. XII.21.
Donc les angles inscrits au même cercle qui font soute-

nus par un de ces arcs (telsquesontcbd,cdb,dcf,dfc)
font chacun de 36 degrez.IX. 18.
Et ceux qui font soutenus par deux de ces costez (com-

mel'anglebcf) sontde72. ibid.
Et les angles opposezau sommet (bgc&fgd) font cha-

cunaussy de 72 degrez,par IX.40.Etpar consequent bg est
égale à b c cofte du pentagone.
Donc l'anglecbgest tel par

XI. 73. & 69, quelabafe estant
jointe au costé, il s'en fait une
ligne divisée en moyenne &
extrêmeraison. Orgdestéga-
le à la baseg c.

Donc la toute
bd est divisée en moyenne &
extrêmeraison.C'estàdire que,

bd. bg :: bg. g; d.- - COROLLAIRE.
UN exagone& un decagone estansinscrits dans le mê-

me cercle, le costé de l'un ajoûté au costé de l'autrefait
une lignedivisée en moyenne & extrême raison.
Car l'angle compris entre deux demydiametres,quia

pourbaselecossédudecagone, est un angle de 36 degrez
(XII. 21. & 39.) Donc ajoutantlecosté à la bafe, il s'en
fait une ligne divisée en moyenne & extrêmeraison. XI.
73. &: 69. & (ùp. 33.
Or le costé de cet angle qui est ledemydiametre,est

auflv le costé de l'exagone inscrit dans ce cercle là.

LIT

LV.



NOVVEAVX ELEMENS
PEGEOMETRIE

LIVRE QUATORZIEME.

DES FIGURES PLANES
CONSIDERE'ES SELON LEUR AIRE:

C'ESTADIRE SELON LA GRANDEUR DES SURFACES
QU'ELLES CONTIENNENT.

ET PREMIEREMENT DES RECTANGLES.
IDE'EGENERALE DELA MESURE

DES SURFACES.
Asurface eslans une étendue de deux dimen-
sions, longueur & largeur, il efi ncceffaire
pour en connoitre la grandeur, de Ravoir
quelle en efl la longueur, & quelle en est la
largeur.
La longueur se mefuteparune ligne droit-

te qui donne la diflance £un point à un point.C'ejlpourquoy
on ne peutconnoitre la longueur des lignes courbes queparrap*
port à des.lienes droittes.
La largeurconfifie dans la diflance entre deux lignes > (om



me entre b & c, qui se mesure aussy par une ligne droitte.
C'ejlpourqfloy les furjaces coubes nesepeuventmesurerque
par rapport à des surfaces planes.
Deplus toute ligne droitte n'efl pas propre à mesurer la

distance d'une ligne a une ligne. Carsi elle tomboitdupoint
dune ligne obliquementsur l'autre, ellerienmefureroit pas
lac"diflance ; mais tombant du point d'une ligne perpendicu-
lairementsur l'autre, elle mesure la distance de ce point à cette
ligne.
Mais il ne s'enfuit pas que pour avoir mesure la distance

tl'un des points de la ligne b à la ligne c, elle ait mesurè la dis-
tance de tous les autres points de la ligne b , à moins que tous
les autres points de la ligne b fussent également distans de la
ligne c i cestadire quelle luy fust parAlleie.
D'où ils'enfuit que si b nefoitpasparallèlea c,ilfau-

droit autant de différentes mesures pour connoître la distance
de b à c, qu'ily aurait de dijjerens points dans b. Ce qui
estant impossible,ilparoiftparla qu'afin qu'on puisse avoir
diflinHementla distanced'une ligne à une autre, ce qui fait la
largeur, ilfaut que ces lignesfoientparallèles.
Jjeplus siceslignesfontinégale/, &que bfoitplmgran-

de que C, on nesauroit laquelle prendre peur la longueur
farceque cette surfaceferoit plus longued'un cofté que del'au-
tre. Et ainsy afin qu'on puisse avoir exactement la mesure
d'une surface) ilfaut que les lignes dontla distance en fait la
largeur, soientnonfeulementparallèles 3 mais aussyégales,
D'ou il Arrivera que les autres lignes feront aussy égales&
paralleles entrelles.
Et par eonfequent afin qu'unesurfacefoit en estat d'ejlre

exactementmeftrée) ilfaut quellefoit terminée par 4 lignes
_Paralleles;c'ejîadire que cefoitunparallélogramme.
Maissi les deux ligneségales&parallèles quonprend pour

mesure de la longueurnefoiit pas directement opposées enforte
que de tousles points de l'une onpuisse tirer des perpendiculai-
ressurtolU lespoints del'autrei cestadiresi ce parallelogram*
me n'est pas rectangle,maisobliquangle3onaura bienalors
dans lafizure dequoy en mesurer la longueursçavoir lequel



on voudra de deux coftez ôppofez^JS/tais L'autre Cossè angu-
laire efiant oblique sur cette longueur, ne fera pas propre u
mesurer la difiance entre les deux lignes qui font la longueur.
D'ou il s*enfuit qu'iln'y a que le reclanglequiaitenfoylœ
mesure de sa longueur & de sa largeur.
Car si d f efl pris pour la longueur, d b
qui efl la meJùre de la difiance de toitsles
points debc àdf,en mesurera la largeur.
C)e/lpourquoy nulle furfacenese tnefure

proprementparfoy méme,que le reF/angle.
Etdanstout reE/angle l'undescoflezangNlairesà ch()ssir, se
peut appeller sa longueur, & Vautre sa largeur- ou pourlaccommoder davantage aux termes communs, l'un sa bafe,
& l'autre sa hauteur.
Mais comme la mesure est cfautantplus parfaite quelleeflplussimple,&quele quarrc quin'aqu'une même mesure

poursalongueur&poursa largeur, cftplusjimple que l'o-
blong qui ena deux5il eil arrive delà que les hommesprennent
le quarré de quelque ligne connüe, comme d'une toift, d'un
pied, d'unpouce &c.pour la mesure communedetoutes les fur-
faces; é* qu'alorsfeulement ils en croient connoître parfai-
tementla grandeur, quand ils peuvent dire qiï'ette est de tant
de toises quarrées, ou de tant de pieds quarrez^, 01t de tant de
pouces quarrez, &c. Et ainsy ce qu'on entend ordinairement
par cesmots; avoir l'aire d'unplan, ce(l sçavoir combien ceplan, de quelquefigure qu'ilflit, contient ou de toises quar-rées, ou depieds quarrez^ou de pouces quarrez,5 & quand onparle de surface on sousentend le mot de quarresans l'expri-
mer: commequand on dit que la place d'un logis efl de tant de
toises

3
cela j'entendde toises quarrees) dont chacunevautJ6

pieds quarrez.
Néanmoins comme cela ne se peut pas toujours connoitre À

cause des grandeurs incommefurables, onse contentesouvent
encomparantdessurfacesensemble, defavoirquesi l'une con-tient tant de petits reîlangles

, comme
16 fois b c, l'autre en

contient tant au/jj; comme2j fois le même b c.Tout cela nous fait voir) 1°. Que lapremiere& laplus



parfaUtemejure efi le quarré, & que cejt prte quarré quon
mesurelesrectangles pour en connaître exactement la gran-
deur.2 Que la fins farfaitteaprès le quarre, & qui efimême
parfaitte en son genre ,parceqrlelle contient en foy la mesure
de la longueur& de la largeur, efi le rectangle oblong ) & que
c'efi par là que l'on mesure les autres parallelogrammes.
JO. Que celle daprès, (J- qui elî imparfaitte, ne contenant

pas enfoy la mesurede la longueur& de la largeur, efi le pa-
rallélogrammenon rectangle : & que c'eji dordinaire par ces
farallelogrammes que l'on mesure les triangles, en ce qu'on les
confîdere comme les moitiede ces parallélogrammes.
4°. Que le triangle fuitaprès , &quecefi par luy quonmesure d'ordinaire les autres polygones en les reduisant en

trianglesj comme ilss'y peuvent tous reduire.
sa. Quenfin les autres polygonesfontmefure^& nefervent

point de mesure, commele quarré fert de mesure & nJest point
mefurèfice nefi par d'autrespluspetits5 comme quand on dit
que la toise quarrée contient36siedsquarre Voila en ahre-
gé tout ce qua pû faire l'art des hommes fourmefurer lessur.
faces retldignes,sansfarlerdes curvilignes qui nese peuvent
mesurer que par rapport à des reftilignest
Mais comme toutes nos connoissances qui dépendentde l'art

en supposent de naturelles qu'on appelle Axiomes, voicy ceux
sur lesquelse(lfondée toute la science de la dimensiondesfi-
gures flânes. Premier AXIOME.
Tous les quarrez de racine égale, sontégaux. C'est-

adire que les espaces compris dans le quarré de la ligne b,
& dans celuy de la ligneniégale à b, & de quelque autre
ligne que ce foit égale à b, font égaux.

Cela
est clair par

la notion même de la surface, qui n'ayant que deux dimen-
sions, longueur& largeur, il n'est pas plus clair que deux
lignes droittes d'unemême longueurfont égales, qu'il est
clair que deux surfaces de même longueur & de même
largeurfont égales. Or deux quarrez font de mêmelon-
ueur & de même largeur, si la ligne qui mesuredans l'un

n.



tant la longueur que la largeur, est égale à celle qui me-
fure dans l'autre tant la longueurque la largeur.
C'estpourquoy aussy par tout où une ligne d'une cer-

taine longueurse trouve, commede la longueur de b , ellepeutestre marquée par le même caractere& appellée b.
Car il ne peut y avoir de difference quedesituation,ce
qui n'y fait rien. Et ainsy il ne faut pas s'étonner si bb est
par tout égal à bb.

SECOND AXIOME.
Si les costez angulaires d'un rectangle font égaux aux

costez angulaires d'autres rectangles
,
chacun à chacun,

tous ces rectangles font égaux. Ou ce qui est lamême
chose, tous ceuxdont la bafe est égale à la base, 6c la hau-
teur à la hauteur, font égaux.
C'est la mêmechose queleprecedent. Car les costez

angulaires d'un rectangle en mesurent la longueur &la
largeur; &: on peutmême, commenous avons dit, en ap-
pellerl'un sa longueur,& l'autre sa largeur. Et parconse-
quent tous les rectangles dont les costez angulairesfont
égaux, chacunàchacun, ontmême longueur & même
largeur.
On peut encore dire que les costez angulaires d'un re-

ctanglepouvantestre marquez par les mêmes caracteres
par tout oùils se rencontrentégaux,commepar b & par ct
partout où l'un est égal kh& l'autre à c, dire qu'ils font
égaux, c'est dire que b c est égal à b c.

AVERTISSEMENT.
Ces deux axiomesnousfont voir que :¡,;/l ce que notu avonsditdans le premier livre de la n.sultivlicationdesg(randeurs

incomplexcs & complexes3 6"" dans le f de h r-isonentre les
grandeursflânes,se peut appliquerm* quarrez^& aux re-
ilanzles

5
6- quilny a qu'à juh/itt::Cl des lignes au lieu des

Jîmples Cdrarteres.
Cest ce que nous verrons en peu de mots en commençant parlapuissance des lignes.

1)EFIN1TION.
ON appelle puissance d'une ligne le quarré de cette li-

111.
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gne, comme bb est la puissancedeb, ou bien lerectanglede deux lignes quand il s'agit de deux lignes, comme la
puissance de b par c est leredangle b c.
DELA PUISSANCE D'UNE LIGNE
COMPAREE AVEC LA PUISSANCE DE SES PARTIES.
TOUT ce qu'on enseigne de la puissance d'une ligne

comparée avec la puissancede ses parties, n'est que la mê-
me chosequecequenousavons dit dans le premier livredelamultiplicationdes grandeurs complexes; ôc se peut
réduireà cet Axiome.

TROISIEME AXIOME.
C'EST la même chose demultiplier le tout par le tout,

& de multiplier le tour par chacune de ses parties, ou de
multiplier chaque partie par toutes les parties, en faisant
autant de multiplications partiales qu'est le produit des
deux nombres des parties qu'on multiplie les unes parles
autres.

AVERTISSEMENT.
Ainsy le plus grand nzyftere pour ne se point brouiller est

de nommer chaque ligne autantqtlel'on peut parunfeulca-
raUere, afin quedeu< caraclercsjoints enf*-• ble puijjentmar-
quer une multiplication; c3estadireun ruiangle, & demar-
querpar un même carallere les ligneségales.
Exemple: La ligne b (oit divisee en

trois portions inégales que fap[<elleray
c. d. f. il est visible que cest la même/1 1,~i mè ,iie
chose de multiplier b* par b ,ce qui don-
ne b b , que de multiplier b par toutes
ces parties;c'eftadire par c par d, --u-
par f, ce qui donne b c. b d. b f:&par
consequent bb-bc -î- b d-+bf.
Ainsy prefquc toutes lesproportions

du fécond livre d'Euclide ne font que des Corollaires de cet
Axiome & de cet Averti/fement. le ne propoferay que les
principales 6. qui font d'usage.
Je supposetoujours qu'on mette à angles droits les lignes

Vî,
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qui doiventfaire les coflez.. angulaires des rectangles, sans que
je mamufep-lus à en avertir.
Et quandle parle d'une ligne coupée en plusîeurs parties,fentens toujours égales ou inégales) a moins que jexprime

qu'on les doive prendre égales.
PREMIER THEOREME.

Ayant deux lignes, l'unenon coupée; 8c l'autre coupée
en tant de parties que l'on voudra, le rectangle des deux
entieres est égal à tous les rectangles de la non coupée parchaque partie de la coupée. C'estadirequ'un tout est égal
à toutes ses parties prises ensemble.
Soit p la non coupée, & T la

coupéeen 5 partiesb ,
c^dyf^g-yil

est bien visible qu'en tirant des li-
gnes paralleles à p, & par conse-
quent qui luy font égales par tous
les points de divisiondeT, elles
feront pb,pc,pd,pf,p g, qui
pris ensemblesont égaux àp T,puisquec'en font toutesles
parties.

SECOND THEOREME,
UNE ligne estant coupée en

plusieurs parties, le quarré de
la toute est égal aux rectangles
de chaque partiesurla toute.
C'est la même chose que le

precedent,excepté que la mê-
me ligne faisant les deux costez
du rectangle total qui est alors
quarré

, on la prend une foispour lanon coupée,& une au-
tre fois pour la coupée.IlestdoncclairqueTestantcoupénb,c, d,f,g.
TT doitestreégalà Tb. Tc. Td. Tf Tg.

TROISIEMETHEOREME.
UNE ligne estant coupée en tant de parties que l'on

voudra,lerettanglede quelque partie quecesoit parla
toute,

IX.
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toute, est égal au quarré de cette partie plus les rectangles
de cette partie par chacune des autres. t>

Soit T commeauparavantdivisé en 5 parties 6. c. d.f.g.
il est clair parle premier Theoreme, que le rectanglede b
parlatouteestégal aux 5 rectangles de b par chaque par-
tie de T. Or b estl'une de ces parties, & par conséquent
l'un de ces 5 rectangles fera b b. C'estadire le quarré de
cette partie, & les autres 4 rectangles feront le rectangle
de b par chacune des autres parties; sçavoirbc.bd.bf. bg.QUATRIÈMETHEOREME.
UNE ligne estant divisée en tant de parties que l'on

voudra, le quarré de la touteest égal aux quarrez de cha-
que partie plus deux fois autantde rectangles, dont il y en
a toujours deux qui font les rectangles des mêmes deux
parties.
Ce Theoreme n'est que l'assemblage du 2e & du 3e.
SoitT comme auparavantdivisée en b,C,d,f, g, par le icr

Theoremeayant fait le quarré TT, & n'ayantdivisé qu'un
seul de ces costez par h., c, dg,& tiré les paralleles à l'au-
tre costé, on a 5 bandes,dont on peut appellerchacune du
nom de sa partie, sçavoir ThJ Tc, Td,Tf, Tg. Mais
divisant encore l'autre costé par les mêmesb,c, dJi, g, on
divise chacune des 5 bandes en 5, ce qui fait25 , & dans
chaque bande ainsy divisée se trouve un quarré de la partie
dont elleest bande ( dansTb,bb, dans Tc,cc)&quatre
rectangles des autres parties par celle là.Et il est aisé de
voir que dans chaque bandese trouve toujoursun rectan-
gle de deux parties, dont le rectangle se trouve encore
dans un autre, comme dansT b se trouve b c, qui se trouve
aussy dans Tc, 6c ainsy tout le quarré contient

5 quarrez bb. cc. dd.ff.gg.
20 redangles 2. b c. 2. b d.2. hf.2.6 g.

2. cd. 2. cf. 2. cg.
2. df. 2. dg.ï-/g-
COROLLAIRE.

LEplus grand usage de ces Theoremes est quand la li-

XII.
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gne est coupée en deux. C'estpourquoyil taut bien rete-
nir ces trois proportions.

1. Le quarré de la toute est égal aux deux rectangles de
chaque partie par la toute.
2. Le rectangled'une partie par la toute est égal au

quarré decette partie, plus le rectangle des deux parties.
3. Le quarré de la toute est égal aux i quarrez de cha-
quepartie plus deuxfois le rectangledes deux parties.

DE LA PROPORTION
ENTRE LES RECTANGLES.

PROPOSITION FONDAMENTALE,
LEs rectangles qui ont un cofté égal à un costé

>
& l'au-

tre inégal, font entr'eux comme l'inégal.
Ou) les rectangles de même hauteurfont commeleurs

bases.
D'égale bafe font comme leurs hauteurs.
Ou ) d'égale longueurfont commeleurs largeurs.
D'égale largeur

font
comme leurs longueurs.Tout cela n'est quelamêmechose, &peut passerpour

prouvé dans le le Livre.
Neanmoins en voicy encore la preuve. La these est

bc. bd:: c. d.
L'aliquote quelconquede c soit appellée x.
Si par tous les points de la division on tire des parallelesà b, il est clair que b x fera autant de fois dans b c, qu'x

dans c. C'estadirequeb x &x feront toujours lesaliquo-
tes pareilles, l'une de b c, & l'autre dec. Car il est bien
clair que toutes les x estant égales, tous les b x feront
égaux.
Que si on applique x à d, bafe du rectangle bd, & qu'on

tire aussy par tous les points de la division des paralleles
à6

,
ilest clair que b x fera autant de fois dans b d, qu'dans d, & que si x est precisément tant de fois dansd,bxfera aussy precisément tant de fois dans b d. Et sixn'est

pas precisément tant de fois dans d, mais avec quelque

x1v.



reste; bx de même ne fera pas precisément tant de foisdans d, mais avec un rectangle de reste plus petit que b x.
Donc les aliquotes pareilles de b c &de c font égale-

ment contenües, celles de bcdans b d, & celles de c dans d.
Donc par la definition de l'égalité des raisons b c&bd

font enmême raison que c & d;puisque les aliquotespa-
reilles des antecedens b c & c font également contenus
dans les consequensbdSed. Donc 6 c. bd :: c. d.

PREMIER COROLLAIRE.
LES rectangles fonten raison composée de la longueur

à la longueur, & de la largeur à la largeur. C'est la defi-
nitionmêmede la raison composée. III. 2, 4.

bc. mn::b.m+c.n.
SEC0ND COROLLAIRE.

LES rectanglessemblables font en raison doublée de
leurs costez homologues.
Car les rectangles font semblables, quand la longueur

est à la longueur, comme la largeur à la largeur.
bfSe cg sontsemblables, sib, c :: f. g.
Donc la raison deces deux rectangles estcomposéede

deux raisonségales, par le premierCorollaire.
Donc cette raisonest doublée de chacune, par ladéfi-

nition de la raison doublée.
TROISIÈMECOROLLAIRE.

LES quarrez font en raison doublée de leurs racines.
C'est lamêmechose que le precedent.
Et ainsy si b est doublede d,bb est quadruple de dd.

QUATRIEME COROLLAIRE.
LES rectangles réciproquesfont égaux. Caron appelle

les rectangles réciproques quand la longueur du premier
est à la longueurdu second) comme la largeur du second
està la largeur du premier.
Ainsy bg&cfsontreciproques, si
b.c:: f.g.
Or la grandeurplane des deux extremes d'unepropor-

tion est égale à la grandeurplane des moyens.
Donc bg~cf.

xv.
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MESMES COROLLAIRES
AUTREMENT PROPOSEZ.

SI 4 lignes font proportionelles,
b. c :: f. g.

1. Lerectangledesantecedens bf,est au rectangle des
consequens cg, en raison doublée de la raison de cette
proportion b.c. ou f.g.
2. Le rectangle des deux premiers termes b c est au re-
ctangle des deux derniers sig en raison doublée de la rai-
sonalterne de cette proportion b.f ou c. g.
3. Le rectangledes deux extrêmes est égal au rectangle
des deuxmoyens, 6g==cf. II. 27.
4. Les quarrez de ces quatrelignes font proportionels
bb. cc:: ff. gg. par III. 24.;s
5. Si trois

lignes
font continuellementproportionelles,

le quarré de celle dumilieu estégal au rectangledes ex-
tremes.
Si~b c. d. CCr=rbd» II.27.
6. Les quarrez des deux premiers bb &ccsontenmême
raison que la premiere & latroisiême.

bb. cc :: b. d. par III. 26.CINQUIÈMECOROLLAIRE.
UNE ligne estant divisée en deuxparties, si deux autres

lignes fontmoyennes proportionelles, l'une entre la toute
& sa plus grandepartie, & l'autre entre la même toute &
sa plus petite partie: les deux quarrez de ces deux lignes
font égaux au quarré de cette toute.
Soit h divisée en m & n.
Soit b moyenneentre b Sem
Et d entre b & n.
Puisque h. h.m. bb -=z hm.Etpuisque h. d. n= d d. hn.
Donc bb +dd=hm --l-bn.
Or hm. -+ bn.=h h.
Doncbb -+.dd=bb.

XIX.
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AVERTISSEMENT.
On peut rapporter icy tout ce qui a esiè demonfirJ dans

le 2 & Je livre des grttndeurs planes en general. Car le
reHangle ejl la grandeur plane en matiere d'estendüe ou
efoace.
il~~ - APPLICATION
DE CETTE DOCTRINE GENERALE
AQUELQUES LIGNES PARTICULIERES QU'ON A
FAIT VOIR CY DEVANT ESTRE PROPORTIONELLES

PREMIER THEOREME.
SI deux lignes se coupent dans un cercle, le rectangle

des portions de l'une est égal au rectangle des portionsdel'autre. Voyez XI.55.
SECOND THEOREME.

LE quarré de la perpendiculaire d'un point de la cir-
conférenceau diametre, est égal au rectangle des portions
du diametre. Voyez XI. 57.TROISIEME THEOREME.
SI d'un point hors le cercle deux lignes font menées

jusqu'à la concavité du cercle, le rectangle d'une toute &:
de sa portion qui est hors le cercle, est égal au rectangle
de l'autre toute& de sa portion, qui est aussyhors le cer-
cle. Voyez XI. 52.

QUATRIÈMETHEOREME.
SI d'un point hors le cercleon mene une ligne qui tou-

che le cercle, & l'autre qui le coupe jusqu'à laconcavité,
le quarré de la tangente est égal au rectangle de l'autre
toute, & de sa portion qui esthors le cercle. XI. 54.
Et si on appelle la tangentep) lasecanteentiere t, la

partie qui est hors le cercle h, & celle qui est au dedans d,
on aura toutes ces égalitez par ce qui a esté dit cy devant.

p p==h t.pp=bb. -4-hd.
hh=pp.—bd.
t t = h t. -+dt.
t1pp •—}»dt> Ooiij
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CINQUIEME THEOREME.
Si du sommet d'un angle droiton tire une perpendicu-

laire surl'hypothenuse,
1. Le quarré de cette perpendiculaire

est égal au redangle des deux portions de
l'hyporhenuse. pp—mn.
2. Le quarré du grand costéde l'angle.
droitest égal au redangle del'hypothe-
nuse entiere & de sa grande portion, bb—bin.
3. Le quarré du petit costé est égal au rectangle de l'hy-pothenuseentiere, 6c de sa petite portion, dd=hn.
4. Le quarré de toute l'hypothenuseestégal aux quar-
rez des deux costez b b -+ dd. rzr b h.
Les 3 premiers pointsfont clairs, par XI. 58.
Etle4e parle 5e CorollairePremier Corollaire.
LAdiagonale d'un redangle peut autant que les quar-

rez des deux costez.
SECOND Corollaire.

LAdiagonale d'un quarré peut2 fois le quarrédu costéTroisièmeCorollaire.
LA diagonale du quarré est incommensurable en lon-

gueur au costé, & commensurable en puissance.XI. 76.Q:tATRI:ME. Corollaire.
LA hauteur d'un triangle equilateral (c'estadire la per-

pendiculaire du sommet à la base) est incommensurable
en longueur au costé, & commensurable en puissance, le
quarré du costéestantau quarré de cette perpendiculaire:

,comme 4 a 3.
La premiere partie est claire, parXI. 79.
La feconde se prouve ainsy :

i d est
la moitié de b d. Donc le quarré de b d
est au quarré de pd,comme4àun.
Or ce même quarré de b d vaut le
quarré de pd, plus celuy de bp.
Donc le quarré de bd est à celuy de

bp comme 4 à 3.
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SIXIEMETHEOREME.
LE quarré de la bafe d'un angle aigu est égal aux quar-

rez des costez qui lecomprennentmoins deux fois lere-
dangle du costé sur lequelonmeneune perpendiculaire
de l'extremité opposée de la bafe & de laligne comprise
entre le sommetde cet angle aigu & de cette perpendicu-
laire.
Soitlabafedel'angleaigunommé b.
Le costé vers lequel on ne mene point la

perpendiculaire, c.

1.

Celuy sur lequel on lamene, d.
La perpendiculaire, p.Laligne comprise entre la perpendicu-

laire & le sommet de l'angle aigu. x;Celle qui est comprise entre la perpendiculaire & la
base, f.Je dis queb b =cc. -+ dd,2.dx.Mais ilfaut remarquerqu'x est quelquefois d—y.
Quelquefois d simplement.
Et quelquefois d. -+ y.Selon que d fait sur la bafe, ou un angle aigu, ou undroit, ou un obtus.
Mais quand d fait un angle droit sur b, il est plus court

de dire que bb bafe de l'angle aigu,est égal à cc. moins dd.
comme il est clair parle precedent Theoreme. Etainfy
reste feulement les deux autres cas.

PREMIERCAS.
QUAND d fait sur la bafeun angleaigu, la perpendicu-

laire coupe d en deux parties.
Etainsyd=x-+y. x—d—y.
Et alors le Theoreme se prouve ainsy.
Par le precedentTheoreme h6.=PP -f.yy.Et cCzzzpp —hxx*Et darmyy -+ xx -+ 2.Yx.Donc bb estmoindrequecc-+dd. de it x6c i.y x.
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Orxestantégale,d—y. xx=dx—xy.
Doncxx -+xy=dx.
Donc2.xx-+2xy=2.dx.
Donc bb.=cc. -+ d d.—2. dx. Ce qu'il falloit de-

monstrer.
SECOND CAS.

SI d fait un angle obtus sur b, alors p ne tombesurd
qu'efiantprolongé,&Y efi une ligne ajoùcée à d. & x. estqu'estantprolongé,&yetfuneligneajoutéeàd.& x. est
égaleàd. -+J. Ce qui tait qu'on prouve
ainsy quebb=cc-+dd—2. dx.
pp—cc-xx. c'eitadire-dd-yY-le

dy.
Or bb=pp. -+yy.Doncbb^zzCc—dd—dy.
Et parconsequentbb-cc -+ dd—i.dd.- 2.dy.Orx=d.-+by. Doncdd—bdy—dx.
Donc2.dd-+2.dy=2.dx.
Donc b b==cc-+dd-2. dx. Ce qu'ilfalloit demon-

strer.
De tout cecy il est aisé de conclure que si des deux ex-

tremitez de la bafe d'un angle aigu,on tire des perpendicu-
laires à chaquecosté, le rectangled'un costé & de la ligne
compriseentrele sommet de l'angleaigu; & la perpendi-
culaire qui tombe sur ce costé fera toujours égale aure-
ctangle de l'autre costé & de la ligne comprise entre le
sommet de l'angle aigu & la perpendiculaire qui tombe
sur cet autre cossté.

SEPTIEME THEOREME.
LE quarré de la bafe de l'angle obtus est égal aux quar-

rez des costez, plus le rectangle du costévers lequel on
aura mené une perpendiculaire de l'extremité de cette
bafe & de la ligne compriseentre cette perpendiculaire &
le sommet de l'angle obtus.
Il est clair que cette perpendiculaire ne peut tombersuraucun costé qu'en le prolongeant.
Soit aonc la baie b.

Le
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Le costé non prolonge c.
L'ajoûtée Y.
La perpendiculaire p.
bbzïïi égal au quarré de p, plus le

quarré de d -+y.C'estadire quebb=pp-+yy-+dd. -+2. dy.
Or cczzzfp. -fyy.
Doncbb=zcc-+dd-+2.dy. Ce qu'il falloit demon-

strer.
Avertissement.

On peutfaire icy un Corollaire femblableà celuy du Theo-
reme precedent. le le laille a chercher , & à prouversi l'on
veut par les principes du livre des liqnesvroporcionelles.

- HUITIEMETHEOREME.
LE quarré de la bafe d'un angle obtus, qui vaut les deux

tiers de deux angles droits; c'estadire quiest de120 de-
grez,estégal aux quarrez des deux costez plus le rectan-
gle de ces deux mêmes costez.
Toutes choses estant faittes,& les lignesnommées com-

me dans le precedent Theoreme, l'angle obtus ne peut
valoir 120 degrez , que l'angle que fait c sur l'ajoûtéey( qui estle complement de cet angle obtus) ne foit de 60
degrez. Or le triangle que font cypest rectangle. Donc
y est lesinus d'un angle de30 degrez. Donc par XIII.y est
lamoitié de c, qui en est le raion.
Doncdc=2.dy.
Orpar le precedentTheoreme,
b b-cc.-+ dd-+2. dy.
Donc bb=cc-+dd-+ dc. égal à2dy.

NEUVIEMETHEOREME.
LE quarré delabase d'un angle aigu de 60 degrez est

égal aux quarrez des costez moins le rectangle des costez.
Car par le 6e Theoreme b estant labase d'un angle

aigu,
b b z=zcc—h dd-1. dx.
Or x en tous les cas ( c'eftadire foit qu'xsoit ou d-yJO*

eu d simplement) ou d -+y. ) il est toujours le sinus d'un

xx x111,
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angle de 30 degrez dont c est le raion,quand l'angle quesoutient b estde 60 degrez.
Donc x est toujours la moitié de c, par XIII.
Donc d£z=ii.dx.
Donc bb,=ce*—f^ou 2

DIXIEMETHEOREME,*
LE quarré du costé du pentagone estégal au costé dudecagone

,
plus le quarré du costé de l'exagone inscrits

dans le même cercle.
Soitbdlecostédu pentagone.
cb & cd deux demidiametres du

cercle dans lequel il est inscrit, qui
font aussy les costez de l'exagone,
parXII.36.
dg&g6 deux costez du deca-

gone,
cp une ligne qui coupe perpendi-culairement& par la moitié, tant le

costé du decagonedg, que l'arc dg qui coupe en r lecostédu pentagone.
Cela estant,je prouve io. Que bc (costé de l'exagone)

est moyenne entre b d costé du pentagone,& sa partie b r.Carles deux angles vers b & vers d font chacun de 54,,degrez,XII.23.
Orl'angle rcbestaussyde54 degrez, puisquel'arcgb

est de36degrez,XII. & l'arc gp de18, ce qui ensemblefait 54.
Donc les deuxtrianglesbcd,&brc font isosceles 6c

semblables.
Donc par(34 ) b ceVt moyenneentre bd&cbr.C'est-adire entre le costé du pentagone 6c sa plus grande partie.Je prouve 20. Que dg costé du decagone, est moyenne

entre b d costé dupentagone, & d r sa plus petite partie.Carrp coupant g perpendiculairement& par la moi-itié,rg est égale à rd. Donc les angles que chacun fait sur
g d sontégaux.

XXXVI.



Donc les deux triangles dgb & drg font isosceles&
semblables. Doncpar(34. s.)dg(base du petit & codé
du grand) est moyenne entre b d ( bafe du grand) & rd(costédu petit. )
Donc le costé du decagoneest moyenneentre le collé

du decagone& sa plus petite partie.
<L
Donc par le 5e Corollaire ( 20 S. ) le quarré du penta-

gone est égal au quarré du cossé de l'exagone , plus lequarré du costé du decagone inscritdans le même cercle.
Ce qu'il falloirdemonstrer.

ONZIEME THEOREME.
Si une ligne estdivisée en moyenne 6c extrême raison,

la ligne composée de la moitié de cette ligne & de sa plus
grande partie, peut 5 fois le quarré de la moitié.
Soitlaligneddiviléeen6, & c en moyenne6c extrême

raison, en forte que bb-dd-db, 6c par consequentbb+db.=dd.
Appellantmlamoitiéded,jedisquele quarré de m+b

vaut 5 fois le quarréd'm.
Carmestantlamoitié de d, dd=4.mm. Et2mb.=bd.
Et ainsy le quarré de m -+ b.
Estantégalà mm + bb -+:z.?nb.
Donc à mm+ b b +db.
Donc à mmbdd.
Donc à mm -+ 4.mm.Donc à 5.mm.

DOUZIEME THEOREME.
UNE ligne estans divisée en moyenne& extrêmerai-

son, la ligne composée de la petite portion & de la moitié
de la plus grande, peut 5fois le quarré de la moitié de la
plus grande.
Soitcommeauparavant la toute d, la plus grande par-tieb,5csamoitié n,la plus petite c;en forte que dc-bb.
Or dc=cc-bcb. Donccc-+cb-=.bb.
Cela estant,je dis que le quarré de n. +c.= 5. n n.
Car ce quarré de n -b r.
Est égal à nn+cc, +2.nc. Donc —bcc.-bbc>

Puisquenest deb- Pp ij
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Donc a nn+bb. (puisquebb=zcc+bc)
Donc a nn+4. nn. Donc a 5. nn. Ce qu'il falloit

demonstrer.
TREIZIEME THEOREME.

UNE ligneestant diviséeenmoyenne& extrêmeraison,
le quarré de la toute, plus le quarré de la plus petite par-
tie, valent3 fois le quarré de la plus grande.
Soitcommeauparavant d==. b. -+ c. & b moyenne en-

tre d, en forte que bb= dc. Et par consequent à
cc + cb. Je dis que dd _+ cc.=3. bb.Car dd= bb +cc+2.cb.
Donc dd cc.— b b. +2.cc+2.cb.
Or 2. cc2. cb == 2. bb. puisque cc+cb= bh.
Donc d d + cc.= 3. bb. Ce qu'il falloit demonstrer.PREMIERPROBLÈME.
TROUVER le quarréégal à un rectangle donné.
Ou ayant l'aire d'un quarré, en trouver la racine.
Il ne faut que trouver la moyenne proportionelleentre

les costez du rectangledonné.
Ou entre les deux lignes qui font l'aire donnée; comme

si l'aire estsupposéede 20 toises, ou pieds, ou pouces, en-treun&20, ou2&10ou4&5.
SECOND PROBLÈME.

AYANT lecosté d'unrectangle, trouver quel doitestre
l'autre, afin qu'ilsfoit égal à un rectangle donné. Prendre
le cossé donné pour premier terme de la proportion,les
deux costez du rectangle donné pour 2 &3,lecostéque
l'on cherche se trouvera en trouvant une 4e proportio-
nelle.

TROISIEME PROBLEME.
TROUVER un quarré égal à deux ou plusieurs quarrez

donnez.
Soient les quarrezdonnez b b,cc, dd, mettantb Se cà

angle droit, le quarréde l'hypothenuse de cet angle droit
quejenommef, fera égalàbb -+cc. Etmettantdenou-
veauf&d à angle droit, le quarré de l'hypothenusede
cet anglefera égal àff.+dd. Et parconsequentàbb +cc.
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-+ dd. Etonpeutconduirecelajusqu'èl'infini.Corollaire.
TROUVER le quarré égal à plusieurs rectangles donnez,

il ne faut que trouver les quarrez égaux à chacunde ces
rectangles. Et puis on trouvera le quarré égal à tous ces
quarrez. ATRIEME PROBLEME.
Trouver un quarré àqui un quarré donnésoit en rai-

son donnée.
Soit le quarré donné b b.
La raison donnée m. n.
Ayant disposé m. n. b. & trouvé pour 4e proportio-

nelle d, enforteque
m. n :: b. d.

Et trouvantaussy la moyenneproportionelleentre b 8C
d, que jesupposeestre c, le quarré de c satisfera au Pro-
bleme. Car puisque b. c. d. par le.

bb. cc:: b, d.Or b. d :: m. n.
Donc bb. cc:: m. n.CINQUIEME PROBLEME.
Diviser une ligne, en forte que le quarré de la plus

grandeportion foit égal au rectangle de la toute & de la
plus petite portion.
Ce Problème a estéresolu (XI.68.)quandon aapprisà

couperune ligne en moyenne & extrême raison: c'esta-
dire, en forte que la toutesoitàla plus grande portion,
comme la plus grande portion à la plus petite.

SIXIEME PROBLEME.
Diviser une ligne en forte que le quarré de la plus

grande portion soit au rectangle de la toute& de la plus
petite portion en raison donnée.
Soit la ligne donnée d.
La raison donnée m. n.
Il faut trouverune ligne qui soit à d comme m à n. Ce

qui se fera en transposant mn (n,m. ) Se mettant d pour 3
proportionelle. Car la4e qu'on trouvera que j'appelle c,
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fera à d, commem à n.
n. m:: d. c. Permutando c. d:: m. n.
Cela estant fait, prendre la moyenne proportionelle

entrec&d, quej'appelle p.
Et faire un cercle de l'intervallede lamoitié de r, dontp(oit tangente.
Puis tirer une secante du point de p qui est hors le cer-

cle jusqu'à la concavité du cercle en passant par le centre.
La partie de cette secante qui est dans le cercle estant le
diametred'un cercle qui a la moitié de c pour raion, fera
égaleàc,& celle qui est dehors le cercle que j'appelle x
satisfera à la question.
C'estadire que prenant x dans d)- -xx. dd-xd:: m. n.

c. d.
Car par la solution du Problèmeprecedent, 1. XI. 68.
xx—pp—xc.
Et PP=d c. parceque -;;- d. p. c.
Donc xx- dc-xc.Orde—xc.dd—xd::c.d.
Parceque le solide de la multiplicationdes extrêmes,
d c d—xc d.

Est égal au solide dela multiplicationdes moyens,dcd-xcd.
Donc xx. dd-xd:: m. n.

c. d.
SEPTIEME PROBLEME.

TROUVER la racine d'un quarré dont on ne sçait autre
chose

,
sinon qu'estant comparé au quarré d'une lignedonnée, &:à un rectangle d'une autre ligne donnée & de

cette racine inconnue,ilest
Ou

1. Egal au quarré plus le rectangle.
2. Egal au quarré moins le rectangle.
3.Egal au rectangle moins le quarré.

Ainsyla racine inconnueestant nommée x ouJ.La ligne donnée qui fait le quarré, b.
Etl'autre ligne donnéecofté du reaangle, d.
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Le 1er Cas serayy=bb -+y d.Le 2e Cas,xx=bb—xd.
Etle'e

,
Syy==.yd-6/;.

CONSTRUCTION COMMUNE
AU PREMIER ET AU SECOND CAS.

DECRIRE uncercledePin-
tervale de la moitié de d,éle-
vée perpendiculairementsury
l'une des extremitez de b*
Ettirer de l'autre extrémi-
té de b une secante qui pas-
sant par le centre du cercle
se termine à la circonférence.
Cette secante entiere soit appelléey.
Qui fera composée de sa partie hors le cercle appel-

léex.
Et du diametre du cercle qui fera d par la construction.
Et bsera tangentedu cercle.

.'- PREUVE DU PREMIER CAS.
Dans le 1er Cas,c'esty (c'estadire la secante entiere)

qui est la racine que l'on cherche,
Cary estant égaleà x -+ d.

Y.Y:Jx.-t-yd. s.13.
Or bbz=xy. s.25.s. 2-5Doncyy=bb-+by d. Ce qu'ilfalloitdemonstrer.

PREUVE DU SECOND CAS.
Dans le 2e Cas, c'est x ( c'estadirela partie de la secante

qui est hors le cercle) qui est la racine que l'on cherche.
Car x.b:: b x -4- d.
Donc xx -bxd~bb.
Doncxx-bb-xd. Ce qu'ilfalloitdemonstrer.
CONSTRUCTION ET PREUVE DU TROISIEME CAS.
Faisant un cercle qui ait d pour diametre3 & b pour

tangente,il faut tirer une parallele à d de l'extremité de b
qui est hors le cercle.



Que si cette parallele ne coupe point le
cercle, parceque b estaussy grande ou plus
grande que la moicié de d,le Probleme est
impossible.
Mais si elle le coupe tirant une tangente

parallele à b de l'autre extremitéded,&pro-
longeant jusqu'à cette tangente la secante
parallele à d, cette secante (égale à d) fera
composée de trois parties; de deux hors le

4 1Acercle, qui estant égales(comme il estaisé de le prouver
en tirant du centre une perpendiculaire à cette secante )
chacun s'appellerax,& celle de dedans le cercle plus unedu dehors, c'estadire plus x, s'appelleray.
Celaestantsupposé

,
je dis qu'x dey peuvent l'une &l'autresatisfaireau Probleme.

Car xy == bb, par le 4eTheoreme, & d estant égale à
x -+y. 4

xx+xy=xd. tWEtyy+xy=yd.par13.s.
Donc xx-xd-xy égal à bb.Etyy=yd-xyégalàbb,
Doncfoit qu'onprennex ouy,on satisfait au Proble-

me. Et le choix depend de sçavoir d'ailleurs si la racine
que l'on cherche doit estre plus petite que b. Car alors
c'est x, au lieu que si elle doit estreplus grande, c'esty.
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NOVVEAVX ELEMENS
DEGEOMETRIE

LIVRE QUINZIEME.

DELA MESURE
DE L'AIRE DES PARALLELOGRAMMES,

DES TRIANGLES, ET AUTRES POLYGONES.

DEFINITIONS.
UAND on parle descostez d'un parallelogram-
me, on entend les costez angulaires, amoins
qu'onne marque autre chose.
On peut prendre lequel on veut de ces costez

pourmesure dela longueur du parallelogramme; &alors
ce costé s'appelle la base.
Et la perpendiculaire qui mesure la distance entre la

bafe & son costé opposé s'appelle la hauteur du paralle-
logramme.
FONDEMENT DELA MESURE

DES PARALLELOGRAMMES.
PAR ce que nous avons dit au commencement du livre

precedent,que dans les parallelogrammesnon redangles(à qui pour abreger nous donneronssimplementle nom

3,
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de parallelogrammes) on pouvoit prendre lequel on vou.loit de leurs costez angulaires pour mesure de l'une de
leurs dimensions, quiest la longueur; mais que l'autre
costé angulairene pouvoit pas en mesurer la largeur,par-cequ'estantoblique il nemesuroit pas la distance entre les
costez opposez qui avoientesté pris pour la longueur. Et
ainsy au lieu de cet autre costé angulaire, il faut prendre
la perpendiculairequi mesure la distanceentre le premier
costé & son opposé, pour avoir l'autre dimensiondeces
parallelogrammes.
Or delà il s'enfuit que le rectangle de la base & de cette

perpendiculaire appellée la hauteur du parallelogramme
est égal à ce parallelogramme, puisquen'ayant tous deux
que deux dimensions,longueur 6c largeur, la longueur de
l'un est égale à la longueur de l'autre, en ce qu'ils ont tous
deux une bafe égale,& que la largeur de l'un estégale à
la largeur de l'autre, puisqu'elle est mesuréepar une per-
pendiculaire égale dans l'une 6c dans l'autre; quoiqu'elle
soitenl'un descostez de lafigure, sçvoir dans lerectan-
gle, 6c que dans l'autreelle n'y soit pas marquée.
Cela pourroit suffire pour ceux qui cherchent plûtost

à s'assurer de la verité qu'à en pouvoir convaincre les
autres.
Neanmoins pour plus grande certitude on peut em-

ployer deux voies pour prouver cette proposition: l'une
nouvelle appellée la Geometrie des indivisiblcs : & l'autre
ancienne & plus commune. Nousexpliquerons l'une 8c
l'autre.
NOUVELLE METHODE APPELLE'E
LA GEOMETRIE DES INDIVISIBLES.
QUOIQUE les Geometres conviennentque la ligne n'est

pas composée de points, ny la surface de lignes, ny le so-
lide de surfaces, neanmoins on a trouvé depuis peu de
tempsun art de démonstrer une infinité de choses, en con-
siderant les surfaces comme si elles estoient composéesdelignes, & les solides de surfaces.
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Je n'ay rien veu de ce qui en a esté écrit: mais voicy ce
qui m'en est venu dans l'esprit, en ne m'arrestant mainte-
nant qu'à ce qui regardeles surfaces.
Le fondement de cette nouvelle Geometrieest de pren-

dre pour l'aire d'une surface la somme des lignes qui la
remplissent; de forte que deux surfaces font estiméeséga-
les, quand l'une & l'autre est remplie par une somme égale
de lignes égales; soit que chacunede celles d'une somme
foit égale à chacune de celles de l'autre somme; foit qu'il
se fasse une compensation ; en forte par exemple , quedeux d'une somme qui pourront estre inegales entr'elles,
soient égales à deux prises ensemble de l'autre somme qui
ferontégales entr'elles.
Mais pour ne pas donner lieu à beaucoup de paralogis-

mes où l'ontombe aisémentenseservant de cettemetho-
de, si on n'y prend bien garde, il faut reiiiarqtier

1. Qu'afin que des lignes soient censées remplir un es-
pace, il faut qu'elles soient toutes parallèles entr'elles; soit
qu'ellessoientdroittespour remplir un espacerectiligne,
foit qu'elles soient circulaires pour remplir des cercles ou
des portions de cercle. Il estfacile d'en voir la raison. Et
ainsy il faut bien prendre garde de ne pas employer pour
cela des lignes qui ne feroient pas paralleles en l'une ou
l'autre de ces deux manieres.
2. Afin qu'une somme de lignes soit censée égale à une

autre somme de lignes,ilne faut pas s'imaginer qu'on puis-
se dire le nombre qu'en contient chaqueespace ( car il n'y
a point de si petit espace qui n'en contienne un nombre
infini) mais ce qui fait qu'on appelle ces sommes égales,
c'est que toutes les lignes d'un costé & d'autre coupent
perpendiculairement deux lignes égales. Par exemple si
la ligne b est égale a la ligne m, le nombre in-
finides lignes qui peuvent couperperpendicu-
lairement b en tous ses points, est censéégal
au nombre infini de celles qui peuvent aussy
couper perpendiculairement m, estantvisible
qu'il n'y a point de raison pourquoy on en puif-



se faire passer davantagepar l'une que par l'autre. Carles
aliquotes pareilles de l'une & de l'autre estant toujours
égales jusques à l'infini, on pourra toujours de part ôc
d'autre tirer partous les points de ces divisionsautantde
lignes parallelesentr'elles ,& qui contiendront toujours
de part & d'autre un espace parallele égal. Etc'est pro-
prementdelàque depend la verité de cette nouvelle me-
thode ( &nonque lecontinu soitcomposéd'indivisibles)
ce quisa fait même appellerparquelques uns, la Geome-
trie de hafini.
Il faut donc bien prendre garde que leslignes (parle

rapport desquelleson dit qu'une somme de ces lignes pa-rallelesquiremplissent un espace, est égale à une autre
somme)les coupent perpendiculairement. Et c'est où il
y aplus de danger de se tromper. Surces fondemens voicy
les Theoremes que l'onétablit.

PREMIER THEOREME.
Tous les parallelogrammes de bafeégale & de même

hauteur font égaux entr'eux.
Soient diversparallelo-

grammes,commeA, E,I,
enfermez dans le même
espace parallele (comme
ils le peuvent estre, puisqu'ils font supposezdemêmehau-
teur) &ayant tous les bases égales,ilest clair que toutes
les paralleles qui peuvent remplir cet espace, rempliront
tous ces parallelogrammes; & qu'ainsy ils feront tousrem-
plis d'une sommeégale de lignes, cette somme estantme-furée dans tous par la perpendiculairequi mesure la hau-
teur de ces rectangles, qui est la même en tous, puisqu'ilsfont de mêmehauteur?
Deplus

, toutes ces lignes estant paralleles à la bafe danstous ces rectangles, font égales en tous, puifqu'elles font
en tous égales à la bafe, & que les bases font supposéeségales.
Donc il y a par tout somme égale de lignes égales.
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Donc ils font tous égaux selon le fondementde la Geo-
metrie des indivisibles.

SECOND THEOREME.
Tous les parallelogrammes de même hauteur font en-

tr'eux comme leurs bases.
C'est une suitte du precedent.

Soient les parallelogrammes -4,
E entre mêmes paralleles,&qui
ayent des basesinégales;en quel-
ques aliquotes que je divise la
bafe d'A, en tirant les paralleles au costé par tous les
points de la division

,
il y aura dans A autant de parallelo-

grammeségaux entr'eux, que cette bafe aura de parties
égales: de forte que si elle avoitestédivisée en 7 parties,dont j'appelleray chacune .'C, il y aura dans A 7 parallelo-
grammes qui auront chacun x pour bafe.Que si appliquantx à la bafe

aE,
il se trouvequ'il y soit

trois fois, ou sans reste, ou avec reste, tirant encore de
tous les points de la division des lignes paralleles aucosté
d'E, il estvisible qu'il y aura dans E autant de parallelo-
grammes qui auront x pour bafe, qu'x se fera trouvédansla bafe d'E. Et si ç'a esté sans reste, ces trois parallelo-
grammes rempliront E sans reste: &siavecreste,ilreste-
ra aussy un parallelogrammequi aura ce reste pour bafe.
Or les parallelogrammes qui dans E ont x pour bafe

font égaux à ceux qui dans A ont aussy x pour bafe ; parle precedentTheoreme.
Doncpar la definition de l'égalité des raisons A est à E

en même raison que labased'Aàlabased'E,puisqu'au-
tant que les aliquotes quelconques de la bafe d'A font
contenues dans la bafe d' E,les aliquotes pareilles d'A font
contenuesdans £: si sans reste

,
sans reste;siavec reste,

avec reste. TROISIEME THEOREME.
LES triangles de même hauteur & de même bafe font

égaux. Car estant mis entre les mêmes paralleles, comme
devant, &ayant tous b pourbase,toutes les lignes paral-
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leles qui rempliront cet es-
pace, rempliront ces trian-
gles, & chacune de ces li-
gnes tirées tout le long de
l'espace d'un point quel-
conque dela perpendiculairem n, ce qui fera enfermé dans
chaque triangle fera toujours égal, comme il a esté prou-
ve dans le livreXIII. &X.20. quoique toujours de plus
petit en plus petit montantvers le sommet.
Donc une sommeégale de lignes égales chacune à cha-

cune de chaque triangle, remplit tous ces triangles.
Donc ces triangles font égaux.ATRIEMETHEOREME,
LES triangles de même hauteur font entr'eux comme

les bases.
C'est la même chose que le 2e Theoreme, & quiseprou-

ve de la même forte, excepté qu'on employe icyaulieu
de parallélogrammes des triangles qui ont pourbase,&
qui aboutissent de part & d'autre au sommet de chaque
triangle dontilsfontparties. Or ces triangles qui ont x
pour bafe dans l'un & dans l'autre triangle,sontaussy de
mêmehauteur dans l'un & dans l'autre; & par conséquent
ils font égaux. Ensuitedequoy il ne faut appliquerque ce
que nous avons dit pour la demonstration du 2e Theo-
reme.

CINQUIÈME THEOREME.
LE cercle est égal au trianglerectangle, quia pour cos-

tez de son angledroit le raion du cercle,& une ligne éga-le à la circonférencedu cercle.
Soitle cercled,

le raion db,latan-
gente b c, égale à
la circonférence
& l'hypothenuse
dc.
bi on tire de tous les points du raion des circonférences

concentriques au cercle, elles rempliront tout le cercle &
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elles feront paralleles entr'elles, en la maniere que les cir-
conférencesle peuventestre, & coupées perpendiculaire-
ment parle raion.
Si ontireaussy de tous cesmêmes points du raionpar

lesquels auront paffé ces circonférences des parallèles
à b c, jusques en de, ces parallèles remplirontletriangle.
Et ainsy la sommede ces circonférences de de ces parallè-
les fera égale, estant déterminée de part & d'autre par les
points du même raion

,
estant clair que l'on ne sçauroit

tirer une circonférencepar aucun point, qu'on ne tireaus-
sy une parallele à dc par cemême point; & au contraire.
Or la circonférence &laparalleletiréesdumêmepoint

font égales, comme on peut voir en examinant laquelle
on voudra: par exemplecelle du point 6. Car
h,d,-, circonf. b. circonf. f.
b d. ~,r : : (6

C. fg.
Donc circonf. 6. circonf. f:: bc. fz.
Donc alternando circonf. b. bc :: circonf. f. fg.
Or par l'hypothese la circonférence6, qui est celle du

cercle, est égale au cofté du triangle b c.
Donc la circonférencepassantpar le pointf, est égaleàfg,parallele à bc.

AVERTISSEMENT.
le n'ten diraypas davantage de cette nouvellemethode. Il

ejiaijè dejugerque ces f Theoremesfontdefuffifansfondemens
pourmesurersanspeine toutes les figures reéldignes, & en trou-
ver leségalité& les rapports,sur toutenyjoignantles prin-
cipesqui ont esté établis dans les? premiers livres.METHODE COMMUNE.

LEMME ou AXIOME.
DEUXtriangles tout- égauxfont égaux. C'estadireque

lorsque les angles d'un triangle font égaux à ceux de l'au-
tre, chacunà chacun, & les costez égaux aussy chacunà
chacun, ces deux triangles comprennent un espace égal;
en quoy consiste ce qu'on appelle égalité dans les figures.
Cela est clair desoymême,estantvisible que deux trian-

gles de cette forte ne different que de position.
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PROPOSITION FONDAMENTALE
DE LA MESURE DES PARALLELOGRAMMES,

ET DES TRIANGLES.
Tout parallélogramme est égal au rectangledesahau-

teur & de sa bafe.
-Soit le parallélogrammeb cdf,

tirant ses perpendiculaires b m & en
sur la bafe df,prolongéeautant qu'il
est necessaire, je dis que le rectangle
bcmn, qui estlerectangle dela bafe
& de lahauteur de b c d f., est égal à bedf,
Car b c estantégale tantàdfqu'àmn,dfestégaleàmn. Doncostantmf,com.

mune de l'une & de l'autre, dm demeu-
rera égale à fn. Et ainsy b d estant égale
aNcf,&-bm à cn> les triangles b dm & cfn
font égaux par le Lemmeprecedent. Et ainsy ajoûtant à
l'un & à l'autre le trapeze commun b m cf, b cdffera égal
à bmen. Ce qu'il falloit demonstrer.Premier COROLLAIRE.
LES parallelogrammes de mêmehauteur & de bafe éga.

le font égaux.
Car ils ont tous pour leur mesure commune lemême

rectanglede cettehauteur &; de cette bafe.
SECOND COROLLAIRE.

LES parallélogrammes de même hauteur font comme
leurs basés

;
de bafe égale,sontcommeleurshauteurs.

Car chacun est égalau rectangle de sa bafe & desa hau-
teur. Or les redangles de même hauteur font entr'eux
comme leurs bases. Il en faut donc dire de même des pa-
rallelogrammes qui leur font égaux.
On peut aussy prouver ce 2e Corollaire par le premier

de la même façon qu'on a déja faiten demonstrantle2eTheoremede la premieremethode.
Troisième Corollaire.

LA raison de deux parallélogrammes quelconques est
toujours
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toujours compoleede la raison de la hauteur à la hauteur
& de la bafe à la bafe.
Car les parallélogrammesfont toujours entr'eux com-

me les rectanglesde leur hauteur&; de leur bafe.Quatrième COROLLAIRE GENERAL.Tout ce qui a estédit de la raison des rectanglesparla
comparaison de leurs costez angulaires,est vray des paral-lelogrammes, en comparantlahauteur à la hauteur, & la
bafe à la bafe. Cela est clair par la raison du precedens
Corollaire.
DES PARALLELOGRAMMES EQUIANGLES.

THEOREME GENERAL.
LES parallélogrammesequiangles font entr'eux en rai-

son composée de leurs costez angulaires, de même que
s'ils estoient rectangles.
Car tous les parallelogrammes sontentreux en raison

composée de celle de la bafe à la bafe, & de la hauteur à la
hauteur.
Or quand ils font equiangles, la raison des costez obli-

ques sur la bafe de chacun est la même que celle de la hau-
teuràla hauteur. Parceque les lignes également inclinées
font en même raison que leurs perpendiculaires, qui est ce
qui mesurecettehauteur. X.II.
Exemple. Soient bc & m n deux pa-

rallelogrammes equiangles , dont leshauteurs soient f& p.
Par les precedens Corollaires,Lbc, mn :: C.n. -+ f. p. -

Or f. p :: b. m. par X. u.
Donc bc.mn :s c.n+ b.m. Cequ'il

falloit demonstrer.
COROLLAIRE GENERAL.Tout ce qui a esté dit de la raison des rectangles en,.

tr'eux par la comparaison de leurs costez angulaires, est
vray aussy des autres parallélogrammes equianglesparla,
mêmecomparaison de leurs costez angulaires.
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C'estadire par exemple, que s'ils font semblables, le
grand costédu premier estant au grand costé du second,
comme lepeti t cofté du premierau petitcosté dusecond,
ils font en raifo n doubléede leurs

costez
homologues.

Si leurs coste z sontréciproques (c'estadire, si le grand
cofté du premier est au grand costé du second, comme le
petit costé du second est au petit ecosté du premier) ils font
égaux. Etainsydetoutlereste.

COROLLAIRE PARTICULIER.LüRSE deux lignes parallèles cha-
cune aux costez angulaires d'un parallé-
logramme se coupent en un même point
de la diagonale,ilse fait 4 parallélogram-
mes, dont les deux qui ne font point coupez par 1 a diago-
nale, comme A & E, font égaux.
Car ils font equiangles, puifqu'il y a un angle de l'un

qui est opposé au sommet à un angle de l'autre.
Et ilestvisiblepar XIII. 11. que le grand costé d'a est

au grand costé d'e, commele petit costé d'ecfi au petit
costé d'à.
Je sçay bien que cela se prouve ordinairement d'une

autre maniéré plus palpable, qui est que la diagonale par-
tage parlamoitié tant le parallélogramme total, quecha-
cun de ceux qui font autour de cette diagonale. Donc la
moitié du total dans laquelle est a estant égale à la moitié
dans laquelle est e) & ostantdechacune de ces deux moi-
tiez deux triangleségaux, les deux parallélogrammes qui
demeureront feront égaux.
DES PARALLELOGRAMMES SEMBLABLES.

PREMIER THEOREME.
DEUX parallélogrammes semblables c'eseadirequi

estant equiangles ont leurs costez proportionels )sonten
raison doublée de leurs costez homologues, comme il
vient d'estre dit s.17.

SECOND THEOREME.
LES costezhomologues de deuxparallélogrammesrem
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blables, citant en même raison que les coltez homologues
de deux autres parallelogrammes semblables entr'eux, ces
4 parallelogrammes font proportionels.
Soient les deux premiers semblablesA&E,& les deux

derniers 76c 0; si la raison d'entre les costez &A & El est
x.)') & de même entre les costez d'/Se 0 ,

je dis que
A. E :: I. 0.

Car S'4' E X X. YY.o s:: xx. yy*
DES TRIANGLES.

LEMME.
TOUT triangle est la moitié d'un parallelogrammede

même bafe & de même hauteur.
Soit le triangle bcd. Si de b on tire bf,

égale &paralleleà la basecd, & que du
point fon tire fd ;

je dis I. queb. c. d. f.
est un parallelogramme. Car c d & bf
font paralleles & égales par la constru-ction; & par consequentbc defd font
aussy paralleles & égales, par VI. 28.
Et par consequent b d, qui est la diagonale de ce paral-

lelogramme, le divise en deux triangles egaux bcdtk. bfdK
Donc b cd est la moitié de ce parallélogramme.
Or il est visible que ce triangle & ce parallelogramme

font de mêmehauteur, puisqu'ils font enfermez entre les
mêmes paralleles bf& cd, & qu'ils ont la même bafe,
sçavoir cd.
Donctouttriangle est la moitié d'un parallelogramme
demêmebafe & de mêmehauteur.

THEOREME GENERAL.
TOUTtriangle est égal au rectangle de la moitié de sa

base, & de toute [ahaureur; ou de la moitié de sa hauteur
& de toute sa bafe.
Car il estlamoitié d'un parallelogrammede sa bafe & de

sa hauteur. Or ce parallelogrammeest égal au rectangle
de sa bafe & de sa hauteur.
Donc prenant la moitié de la bafe & toute la hauteur,
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ou la moitiéde la hauteur & toute la bafe, on a un rectan-
gle qui vaut la moitié du rectangle de toute la bafe & de
toute la hauteur. Donc on a un rectangle égal au triangle.PREMIER COROLLAIRE.
LES triangles de même hauteur & de bafe égale,sont

égaux.
Car ils font tous égauxau même rectangle, qui est ce-luy de la moitié de leur bafe & de touteleur hauteur.

SECOND COROLLAIRE.
LES triangles de même hauteur font comme leurs ba-

ses, & d'égale base commeleurs hauteurs.
Car ils sonttous égaux à des rectangles, quiestantde

même hauteur font comme leurs bases, & d'égale bafe
comme leurs hauteurs.
On peut aussy prouverce second Corollaire par le pre-mier, de la même façon qu'on ademonstré le4e Theo-

reme de lapremieremethode.
TROISIÈMECOROLLAIRE.

LA raison de deux triangles quelconques est toujours
composée de la raison delahauteur à la hauteur, & de la
bafe à la bafe. Car ces triangles font toujours entr'eux
comme les rectanglesde lamoitié de leur bafe Ôcde toute
leur hauteur, qui ont entr'eux cette raison composée.
QUATRIÈME COROLLAIRE GÉNÉRAL.Tout ce quiaestédit de la raison des rectangles par la

comparaison de leurs costez,est vray des triangles par la
comparaison de la hauteur à la hauteur, & dela baseà la
bafe.

DESTRIANGLESEQUIANGLES
OUSEMBLABLES.
PREMIER THEOREME.

Tous les triangles equiangles, & par consequentsem-blables, sonten raisondoublée de laraison deleurscostez
homologues.
Car par les Corollaires precedenslestriangles font en
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tr'eux en raison composéede la raison de la base à la base,
& de la hauteurà la hauteur.
Or quand ils font equiangles, les costez sur la bafe de

part & d'autrefont chacun à chacun en mêmeraison que
les perpendiculairesdu [omnlet à la bafe qui en mesurela
hauteur. X. u.
Etpar consequent ils fonten raison composée decelle

de la bafe à la base ; &d'un costé à un costé.Or estant equiangles, la base est à la bafe comme cha-
cun des costez à chacun des costez.
Et par consequentleurraisonest composée de deux rai-

sons égales, ce qui s'appelle raison doublée.

- -

Exemple. Soient triangles sem-
blables bcd&mno,dont bf& mp
mesurent les hauteurs.
bcd.mno :: cd.no. -+bf.mp.Or bc. mnbd.mn

cd. no
::bf, mp.

Donc tous les costez ayant la même raison,chacun à cha-
cun, ôc avec les perpendiculaires, la raison de ces trian-
gles bcd & mno ne peutestrecomposée de la raison delabafe cd &no, 6c de celle des hauteurs bf,mp , qu'ils
ne soient en raison doublée del'une decesraisons, puis-
qu'elles font égales; & par consequent aussy de la raison
des autres costez homologues,qui est la même.

SECOND Theoreme,
SI les costez homologues de deux trianglessemblables

font en même raison que les costez homologues de deux
autres triangles semblables entr'eux, ces 4trianglesfont
proportionels. C'est la mêmechose que ce qu'on a de-
monstré des parallelogrammes. ~s. 20.
DES FIGURES SEMBLABLES.

PREMIER THEOREME.
DEUX figures semblables quelconques font en raison

doublée de leurs costez homologues.
Rr iij

XXVIII.

XXIX



Car par XIII. 26. elles peuvent estre partagées chacune
en autant de triangles,tels que ceux d'une part estant sem-
blables à ceux de l'autre, chacun à chacun, les costez ho-
mologues de deux semblables feront enmêmeraison que
ceux de deux autres quelconquessemblables.
Ainsy supposantqu'elles soient partagées chacuneen 4

triangles qui soient
A. E. I. O.
a. e. i. o.

Par le precedent Theoreme A. a : : E,C :: I. i ::O o.
Donc parII.35.A+E+I. -+ O.a+i+o::A.a.
C'estadire que la plus grande des figures semblables qui

comprend ces 4 triangles A. E. I. O. fera à la plus petite
qui comprendles 4- triangles a. c. 0. comme l'un de ces
triangles est à son semblable.
Or ces triangles semblables font entr'eux en raison dou-

bléede leurs bases,&lesbases de ces deux triangles sem-
blables font costez homologues de ces deux figures ( com-
me on a veu XIII. 26. )
Donc ces figures semblablessonten raison doublée de

leurs costez homologues.
COROLLAIRE.

LES figures semblables font entr'elles comme les quar-
rez de leurs costez homologues.
Car par le Theoremeprecedent les figures semblables

sontentr'ellesenraison doublée de leurs costez homolo-
gues.
Or les quarrez de ces costezhomologues font aussy en-

tr'eux en raison doublée de ces costez qui font leurs ra-
cines.

SFCOND THEOREME.
SI l'on construit sur l'hypothenuse & sur les deux costez

d'unangledroit des figures semblables quelconques, celle
qui fera construittesurl'hypothenuseseraégale aux deux
qui feront construittessur les costez.
Soit le grand cofté de l'angle droit b, le petit c, l'hypo-

thenuse h.
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La figureconstruittesur b foit nomnideA. fùrc.E,&
sur h.I.
Par le Theoreme precedent,
A. bb:: E.cc::I. bb.
Donc A +E, bb +cc:: I. bb. (parII.44 )
Donc alternando,
A + E. I.:: b b -+ cc. b b.Or /;/;-+cc. -bh. par XIV. 26.
Donc A+E. -1. Ce qu'il falloitdemonstrer.

AVERTISSEMENT.,rv .,.unVOttparia que cette proportion quoique plus générais
que celle des quarrez, n'a deu eflre traittée qu'après celle des
tjttarrcz) parceque le quarré est la vraie & naturellemesure
de la dimensiondesautresfigures planes.
DES FIGURES REGULIERES.

PREMIER THEOREME.
TOUT polygone est égal au rectan-
gle du raion droit ( qui est la per-
pendiculaire du centre à l'un des
costez (&dela moitié deson peri-
metre,ou au triangle qui a pour hau-
teur ce raion droit, & pour bafe ce
perimetre.

-- Car tout polygone regulier comprend autant de trian-glestout-égaux, qu'il a decostez, lesquels ont tous pour
mesure de leur hauteur la perpendiculaire du centre au
costé qui leur sert de bafe.
Donc chaque triangle est égal au rectangledeceraion

droit qui est leurhauteur, & de la moitié de la bafe.
Or toutes ces moitiez des basesde ces trianglesprises

ensemble fontla moitié du perimetre, puisque toutes les
bases font tout le perimetre.
Donc le rectangle de cette perpendiculaire & de la

moitié du perimetre est égalà tous ces triangles; & par
consequent au polygone.
Et c'est la même chose du triangle quia pourhauteur

x x x II.
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cetteperpendiculaire, oc pour baie tout le perimetre, puis-qu'ilestégalàcerectiligne. Outre qu'il estaisé de prou-
ver qu'il est égal à tous les triangles que contient le poly-onceftant de même hauteur que chacun,& sa bafe estant
égale à toutes les basesdes autres prises ensemble.

SECOND THEOREME,
PARl'analogiedu cercle à un polygone infini, le cercle

est égal au rectangle du raion & de la moitié de la circon-
ference

, ou au triangle qui a pour hauteur le raion,& pourbafe toute la circonference.
Nous l'auons piouvé par la premiere methode, qui est

la Geometrie des indivisibles. On le peut aussy prouver
par la voie d'Archimede, en montrantque le rectangledu
raion & de la moitié de la circonference est plus grand
que tout polygone inscritau cercle, & plus petit que tout
circonscrit.
Il est plus grand que toutinscrit, parceque l'inscrit par

le Theoreme precedent est égal au rectangle de la per-
pendiculaire du centre au costé,&dela moitié du peri-
metre. Or cette perpendiculaire est plus petite que le
raion du cercle, puisqu'elleest terminéedans le cercle, &
Je perimetredu polygoneinscritest plus petit que la cir-
conference qui la comprend, par la maxime d'Archime-
de. V. 6.
Donc le rectangle du raion du cercle ôc de la moitié de

la circonference est plus grand que tout polygone inscrit.
Etilestpluspetit que tout polygone circonscrit,parce-

que le polygone circonscrit est égal au rectangle du raion
du cercle ( qui est alors la même chose que la perpendicu-
laire au costé ) & de la moitié de son perimetre, lequel
perimetre est plus grand que la circonference du cercle,
puisqu'illa comprend, selon la mêmemaximed'Archi-
mede. Donc&c.

TROISIÈMETHEOREME.
LES figures regulieres de même espece font entr'elles

en raison doublée de celle de leurs raions droits.
Car elles [ont éo-ales chacu.ne au reé1:angle du raionCar elles font égaleschacuneaure&angleduraion

droit,
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droit, & de la moitié du perimetre. Or le raion droit est
au raion droit comme le perimetre au perimetre, parXII.
26. Donc ces rectangles ( ausquels ces figures regulieres
font égales) estant semblables font entr'eux en raison
doublée de celle du raion droit,qui est l'un de leurs costez.

PREMIER COROLLAIRE.
LES cercles font entr'eux en raison doublée de celle de

leurs raions, ou de leurs diametres, ce qui est la même
chose.

SECOND COROLLAIRE.
LES cercles font entr'eux comme les quarrez de leurs

diametres. Car les uns 6c les autresfont en raison doublée
de celle de leurs diametres.

QUATRIEMETHEOREME.
LES triangles semblablesinscritsendescerclessont en-

tr'eux en raison doublée des diametres de ces cercles:ou,
cequiest la même chose, comme les cercles, ou comme
les quarrez des diametres.
Car les cordes de divers cercles qui soutiennent les an-

gles inscrits égaux, font entr'elles comme les diametres,
par X.24. & 25.
Donc les costez de ces triangles semblables qui soutien-

nent les mêmes angles (qui font ceux qu'on appelle ho-
mologues) font entr'eux comme les diametres.
Or ces triangles estant semblables, font en raison dou-

blée de leurs costezhomologues.
Donc ils font aussy en

raison
doublée de ces dialnerres.

Donc ils sontaussy entr'eux comme les cercles 6ccom-
me lesquarrez des diametres.C1NQE1EMETHEOR.EME.
LES figuressemblables inscrittes dans les cercles font en-
tr'elles en raison doublée des diametres.
Car comme il a esté prouvés. & XIII. 25. ces figures

semblables se peuvent resoudre en triangles semblables,
chacun d'une figure à chacun de l'autre, qui feront tous
inscrits dans le cercle.
Donc tous les triangles d'une figure font à tous ceux de
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l'autre ( & par consequent une figure ell à l'autre) comme
un des trianglesd'une figure à un semblable de l'autre. Or
parle Theoreme precedent ces deux triangles semblables
font entr'euxen raison doublée des diamètres. Donc les
figures semblables inscrittes dans les cercles font entr'elles
en raison doublée des diametres. Donc aussy comme les
cercles. Donc aussy comme les quarrez des diametres.

PREMIERPROBLÈME.
DECRIRE sur un costé donné le parallélogrammeégal

& equiangle à un parallélogrammedonné.Soit le parallélogrammedonné i
bcdf. Soit continuéecd jusques
à g, enforte quedg foit égale aucostédonné.

N

Soit aussy continuéebfjusques
à ce quefq soit égaleà dg. Soit
menée de q par dune indefinie.
Soit prolongeebc, jusqu'à ce qu'elle rencontre en r

cette indefinie.
Soit prolongée qgjusques en k, enforteque qk soitégale à 6r,joignant les points r k, & prolongeantfd jus-

ques en k, où elle rencontre k.
Le parallélogrammedhkg fera égal & equiangle au

donne bcdf.
SECOND PROBLEME.

FAIRE une figure égale à une donnée qui ait moins d'un
costéquela donnée. C'eftadire que si la donnée en a 6,
on en cherche une qui n'en ait que 5;& si elle en a 5, on
en cherche une qui n'en ait que 4: de forte que par là on
pourra venir jusqu'au triangle.
Soit proposé de reduire l'exa-

gone bcdfgh en un pentagone
qui luysoitégal.
Ayantprolongéfg, je tire la
ligne bg.
Puis de h je tire sur g prolon-géehlparalleleà bg.
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Et de b je tire hl; Je dis que lepentagonebcdflest
égal à l'exagonedonné.
Car les triangles h l b & h l g font égaux, parcequ'ilsfont sur la même bafe & entremêmesparallèles.
Donc ostant hl o,communà l'un&àl'autre, hob de-

meureraégal à lgo,toutleresse est commun àl'exagone
l!,{, au pentagone.
On réduira de même le pentagonebcdfl à untrapeze.
Ayant mené la ligne bf, mener de l

sur df prolongéelm parallele à bf.
Puis tirer bm.
On prouvera de la même maniere
h 1 r. - 1 -que ron vient ae faire, que le trapeze

fera égalau pentagone.
Que si de bd on tire une ligne.
Et de c ihrfd prolongée de ce costélà en, paralle à bd.
Et tirant bn, le triangleb m n fera égal tant au trapeze

bcdm,qu'aupentagone bcdfl. Etainsy l'exagone aura
esté reduit en un pentagone, & le pentagoneen un trape-
ze, & le trapeze en un triangle.
AVERTISSEMENT ET CONCLUSION.
Jesuisse d'autres Problèmes qui fonttrèsfaciles à refoudre

parlesprincipes quiont esiè étahlis. Outrequen'ayantentre-
pris ces Elemens que pourdonnerunessay de la vraie methode
qui doit traitter les choses simples avantles composèes, & les
generalesavantles particulières> je pense avoirsatisfait àce
dessein, &avoirmontré que les Geometres ont eu tort d'avoir
négligé cetordredelanature en s'imaginantqu'ilsriavoient
autre chose à observer 3 sinon que les proportions precedentesservissentà la preuve des suivantes: aulieuquilejlclair,ce
me (emhle, par cet essay que les elemens de Geometrie e/fant
reduitsfélon l'ordre naturel^peuventefire aussysolidementde-
monflrez,.,&fontsanscomparaifonplus aise à concevoir &
à retenir.
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SOLUTION D'UN DES PLUS CELEBRES
ET DES PLUS DIFFICILES

PROBLEMES D'ARITHMETIQUE,
APPELLE' COMMUNEMENT

LES QUARREZ MAGIQUES.
§. I. CE QUE C'EST QUE CE PROBLEME.

Yant un quarré de cellulespair ou impair.
Et l'ayant remply de chiffres ou selon l'or-

dre naturel des nombres1.2.3. 4. &c.
Ou de quelqu'autreprogressionarithméti-

que que ce soit, comme 2.5.8.11.14. &c.
Disposer tousceschiffres dans un autre quarré de cel-

lules semblables àceluy là, en forte que tous les chiffres
de chaque bande soit de gauche à droit, soit de haut en
bas,soit mesme les deux diagonales, fassent toujours la
mesmesomme.
Soient pris pour exemples les quarrez d'onze pour les

impairs; & de douze pour les pairs, comme on les peut
voir dans les figures qui font à la fin de ce Traitté.

-
§. 2. CONSIDERATIONS

SUR LES UARREZ NATURELS.
J'appelle quarrez naturels ceux où les chiffres font

disposezen progressionarithmétique en commençantpar
lesplus petits.

Sur LES Quarrez IMPAIRS.
DANS le milieu du quarréimpair il y a une cellule qui

en est le centre. Le chiffre qui est dans cette cellule foit
nommé centre & marqué par c.

I.

II;

III.



DE tous les autres chiffres la moitié font plus petits &
les autres plus grands que le centre. Les uns soient appel-
lez Amplementpetits & les autres grands.
LES cellules autour du centre soientappellées Ire en-

ceinte.
Autour de la premiere enceinte, 2e enceinte.
Autourde la seconde enceinte, 3e enceinte.
Etainsydefuite.
LES enceintes 1.3. 5.7. 9. &c. soientappellées enceintes

impaires.
Les 2.4. 6. 8. 10. &c. enceintes paires.
IL est important de considererdans chaqueenceinte où

font les petits chiffres, &. où font les grands.
Les petits fontpremièrementdans toute la bande d'en-

haut,quiestde3. dans la 1re enceinte, de ) dans la 2e, de7
dans la 3e &c.
Secondement dans la bande à gauche les plus hauts jus-

ques à celuy qui est vis à vis le centre inclusive.
Troisiêmementdansla bandeàdroit les plus hauts jus-

ques à celuy qui est vis à vis le centre
SUR LES Al\.REZ PAIRS.

IL n'y a point de cellule qui soit au centre.Mais on doit
prendre pourcentre lamoitié de lafommeque font le pre-
mier & le dernier chiffre.
Et cette sommeentieres'appellera 2. c.
LA moitié des bandes, sçavoir celles qui font les plus

hautes contiennent les petits chiffres, & les plus baffes les
grands.
LES quatre cellulesdu milieu font la Ire enceinte.
Les cellules autour de ces quatre, la 2eenceinte.
Cellesautour de la seconde, la 3e enceinte.
Etainsydesuitte.
LES enceintes 1.3.5.7.9.&c, soient aussyappelléesles

enceintes impaires.
Et les 2.4. 6. &c. les- paires.
LES petits chiffresfont,
1. Dans la banded'enhaut de chaque enceinte.

2. Au

IV.
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2. Au cofté gauche depuis la bande d'enhaut jusqu'à la
bandeoù commencentles grands chiffres.
3. Et de même au costé droit.

§. 3.PREPARATION.
LE plus grand mystere de la solution de ce Problème

consiste à marquer par lettres quelquesuns des petits chif-
fres de chaque bande.

ARREZ1MPAlRS.
DANS toutes les enceintes generalement marquer le

coin a gauche de la banded'enhautpar - e.Le coin àdroit dela même bandepar 0.Le milieu de cette bande par m.La cellule à gauche qui efl vis à visle centre par a.MARQUER de plus dans les enceintes impaires
Deux cellules dans la bande d'enhaut également di-

stantes, l'une d'e, l'autre d'o, par les mêmes lettres ac-centüées.
L' 1L'unepar è.
L'autre par d.
Etla celluleà gauche au defrousd'e par m.Et au costé droit celle qui est au dessus de la cellule qui

est vis à vis lecentre par B.
DANS LES CL"ARREZ PAIRS.

NE rien marquer dans les premieres & secondes en-
ceintes.
DANS toutes les autres generalement marquer
Le coin à gauche d'enhaut par - e.
A droit par o.Le plus bas des petits nombres à droitpar a.Le plus bas des petits nombres à gauche par P--
MARQUER deplus dans les enceintes impaires, à com-

mencerpar la 3e (qui est celle qui a 6 cellules dans la bande
d'enhaut )
4cellules dans la bande d'enhaut, deux par V

o.)1
& deux par

fê.
selon ce qui aesté dit s. 15. Tt
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A gauchemarquer la cellule au dessousd'epar dloEt à droit celle au dessus d'et par 7.§.4.MAXIMES
POUR LA DEMONSTRATION DE L'OPERATION.
DEUXchiffres, l'unpetit, l'autregrand, également dis-

tans du centre, & qui se joignent par une ligne passant par
le centre font une somme égale à deux fois le centre.
QUANDun petitchiffreestmarqué par une lettre, son

grandsoit nommé ( quand on le voudra exprimer) par la
majuscule de la mêmelettre, quoiqu'elle ne foit pas mar-
quée.
Ainsy e E font deux fois le centre.
Et de même a. A, ou f6. B, ou o. 0.

SECONDE MAXIME.
QUATREchiffresdans la mêmebande, dont* le premier

est autant distant du2, que le 3 du 4 font en proportion
arithmétique.
Et par consequent la somme des extrêmesestégale à la

somme de ceux du milieu.EXEMPLES.
e. è :: o. o. Donc e. o m è. 0,
D'où il s'enfuit que par tout oùsontensemble è.o,ou

bien è. ô, ou leurs majusculesEO, on peut supposer, lors-
qu'il s'agit de trouver des égalitez avec d'autres chiffres,
que c'est commesi c'estoite. o,E.O,parcequesil'égalité s'y
trouve en supposant que c'est e. 0, elle ne fera pas trou-
blée en remettant è. 0, en leur place, qui valent autant
que e. o.
e. m : : m. o. Donce. 0 = m. m.

DANS LES QuARREZ PAIRS.
e, : : . A. Donc e. tA= ù\ R,
Pour trouver A. voyez ~s. 20.TROISIÈMEMAXIME.
LORSQUE4 cellules font un parallélogramme, rectan-gleounonredangle, leurs 4 chiffres font en proportionarithmétique. Et par consequent lasomme des extrêmes

est égale à la somme de ceux du milieu.
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EXEMPLES.-
DANS LES Quarrez impairs.

e. M:: CL. c. Donc e. c=m. cc.
m.o::a.c. Donc-m.cz=o,.
61. m :: c. j3. Donc m. jgw. c.Dans LES pairs.
e. tJ : : B. .- Donc e.Ci. — o. e.
a. a ::o.y Donc.y=13.0.

§. 5. METHODE
POUR DISPOSER MAGIQUEMENT

LE Quarre1 NATUREL.
CETTE methode consiste en fort peu de regles;les

unes generales, les autres particulières, selon lesquelles il
faut transposer les chiffres du quarré naturel dans le ma-
gique.

PREMIEREREGLE generale.
IL faut disposer les chiffres par enceintes, ceux d'une

enceinte en l'enceintesemblable, & toutle foin qu'on doit
avoir d'abord, est de sçavoiroù l'on doit mettre les petits
nombres de l'enceinte, parceque la situation des petitsdonne celle des grands selon les deux regles suivantes.

SECONDEREGLE generale.Quand on a placé un petit chiffre dans un coin, il faut
placer songranddans le coin diagonalement opposé.
Ainsy

el.
estant placé dans le coin gauche de la bande

d'enhaut, il faudramettreA dans le coin droit de la bande
d'embas.Troisième REGLE generale.
Hors les coins il faut placer les grands vis à vis des pe-

tits de la bande opposée.
C'estpourquoy il faut observer de ne mettre jamais

deux petits en des bandes opposées vis à vis l'un de l'autre.Corollairede CES Réglés.
LES chiffres estant disposez (elon ces regles 3Il s'ensuit, 1. Que les chiffres de deux bandes opposées:

pris ensemble,valentautant de foisc qu'il y a de chiffres
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dans les deux bandes. Car un petit & un grand valent
deux foisc. Or il y a autant depetits que degrands. Donc
IL s'enfuit, 2. Quelorsqu'on a prouvé que les chiffres

d'une bande après cette dispositionvalentautant de fois le
centre qu'il y a de chiffres, cette bande est égaleàson op-posée.
IL s'enfuit, 3. Quequand ilyaautantdepetitschiffres

dans une bande quedansl'opposée, & que la somme des
uns est égale à la somme des autres, c'est une marque as-
surée que la bandeest égale à la bande.
La preuve en est facile sans que je m'arreste à l'expli-

quer. Qj?atriemeRéglé générale.
IL nefautsemettreenpeine d'abord que de placer les

petits chiffres qui font marquez par des lettres: car celafait, le reste se trouvesans peine par cette raison.
Dans la bande d'enhaut, dans quelques quarrez& quel-

ques enceintes que ce soit, outre les cellules marquées
par des lettres:
Ou il nereste rien,
Ou il reste toujoursdes cellules non marquées en nom-

bre pairementpair; C'estadire4.8.12.16.&c.
Et de plus, ils font touj ours4à 4 en proportion arith-

métique.
1Donc prenant les extrêmes & les mettant dans une

bande, & ceux du milieudansl'opposée, ils ne trouble-
rontpointl'égalité qui y estoit déja parleschiffres mar-
quez de lettres.
IL en est de même des deux costez droit & gauche. Car

les petitschiffres qui ressent (s'il en reste outre les mar-
quez) font toujours en nombre pairement pair 4. 8. 12.
16. &c. & de 4 en 4 en proportionarithmétique.
Donc comme cy dessus.Il n'y a donc plus à semettre en peinequededisposer

les lettres. Ce qui se fait par les regles particulières.
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§. 6.REGLES PARTICULIERES
POUR LES QUARREZ IMPAIRS.

Il y a deux regles pour ces quarrez , l'unepour les en-ceintes impaires, & l'autre pour les paires.
POUR LES ENCEINTES IMPAIRES.

Au'coin gauche de la bande d'enhaut
mettre a.Au coin droitde la même bande, m.
A la bande d'embas en quelque cellule

hors les coins, e.
A la bande decofté du costé d"ce) o.DEMONSTRATION.
IL est requis premierement à de-

monstrer que dans la bande d'en-
haut «. E. m. valent trois fois le cen-
tre. D'où il s'ensuivra qu'elle fera
égale àla banded'embas par 36.
Orpar (26.) e. C=(t. m.
Donc e. c. E-=cc. E.m.Or e. c. E—=} c. par20.
Donc CL.E.mz=i 3 c. Ce qu'il

falloit demonstrer.
REQUIS secondement à demonstrerque a.o. M valent

3 c. D'où il s'ensuivraque cettebande fera égaleàl'op-
posée par 36.
Orpar(27) CL. o=m.c.
Donc m.c. Mm.o.M.
Or M.C.M3 c. par 20.
Donc . o. M=3 C.
POUR LES ENCEINTES IMPAIRES.

IL suffira de les figurer tout d'un coup.

Ttiij
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DÉMONSTRATION.
REQUI S premierement à de-

monstrer que la bande d'embas
M. è. . o. E:rri5 c. C'estadire
qu'elle vaut ensemble cinq fois le
centre.
Ce qui se prouveainsy.

Par ( 27 ) . 0=M. c.Donc e. . 0z=.e. m. c.
Donc e. m. c. M. E. = è. a. Ó. M. E. par ( 22. )Or e.m.c. M. E. r=z5r. par20.
DoncM.è. . o. E. =5 c. Cequ'il falloitdemonstrer.
dr
REQUIS secondementà demonstrer que dans la bandedroitte m. O. B. CtJ. E=5 c.
Ce qui se prouve ainsy.

e. o—m. m. par(23. )Donc e. o. c=m. m. c.Or m.m. c=m.a. {}..
Parce que m. c—u. . par 28.
Donc e. o. cin. Ct). ~<Donc ~1. o. c. E.O=m,a. fl.. E. O.
Or e. o. c. E.o=5 c. par 20.Donc m.o. fA). &. E= 5c. Ce qu'il falloit demons.

trer.
§. 7. POUR LES QUARREZ PAIRS.
ON laisse à part les deux premieres enceintes, quiont

leur regle particulière.
POUR LES AUTRES ENCEINTES 1MPAlRESc.
LA disposition s'en figureainsy.
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DEMONSTRATION.

-
REQUIS I. à demonstrer que les (el E. d.. o. O. C

six chiffres de la bande d'enhaut
dont quatre font petits, & deux
grands qui viennent de è & ô qu'on
amis embas, valent six fois le cen-
tre. Ce qui se prouve ainsy.

A. o. 0. e. <6= 6 c. par (20 )

Or ces six lettres font égales aux
six., (o. E. Gt. o. O. /3.Car ostant les mêmes qui se trouvent de part & d'autre,
sçavoir . 0. O. E. ilnerestera d'uncosté queA.e &de
l'autre que (J). 0.Or par(24) A.e—a.&
Donc les six lettres w. E. ct. o. 0.(2—6 c.
REQUIS 2. à demonstrerque œ. e.'Y= (je ê. ô. Car si cela

est, les grandes feront aussy égales aux grandes &letout
autoutpar(37.)
Supposant donc que ê, b soient e. o. (~S. 22,) 6c ostant e

&edepart & d'autre, reste d'une part (Ã), . & de l'autre
/?. o. qui font des sommes égales par (30 )
Donc

CtJ. e.y=0.è. ô.
Donc la bande égale à la bandepar (37)

POUR LES ENCEINTES PAIRES.
LA dispositionen est tres facile, ôc se figureainsy.

DEMONSTRATION.
ELLE est si facilepar 22.29. &37. queje ne m'amusepasàl'expliquer.
Cette enceinte se peut encorefaire en transposantles

coins &c.
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•
§. 8. REGLE PARTICULIERE

POUR LA PREMIERE ET SECONDE ENCEINTE
DES Q^UARREZ PAIRS.

Ces deux enceintes nesont autre chose
que le quarré de 4 qui fait 16 , dans lequel il
y a deux fortes de bandes. Quatre qui fontlafecondeenceinte,& qu'on peutappeller
les bandes exterieures. Et quatre autres qui

_L — 3 4-_5_6781
9loin121314J1516

coupent le quarré , & qu'on peut appeller transversales:
sçavoir la le &. la 3e de haut en bas.
Et la 2e & la 3e de gauche à droit.
CE qui est cause que ces deux enceintes ne se peuvent

pasdisposer par les regles des autres, c'est que les 4 chiffres
du milieu faisant en divers sens quatre bandes de deux
chacune en ligne droitte, & deux en diagonale, les bandes
droittes ne sçauroientfaire des sommeségales, mais seule-
ment les diagonales.
Or ces 16 chiffres se pouvantdisposer en tant de manie-

res que cela estpresque incroyable,sçavoir en plus de 20
millions demillions.

20: 922:789:872:000.
Il n'yen a proprement que 16 qui soient magiques,

c'eftadire où toutes les bandes fassent des sommes égales
( car je ne compte pas pour differentesdispositions celles
qui ne viennent que de la differentesituation du même
quarré. )
ET voicy commeon les trouve.
Il faut prendre toujours les chiffres 4 à 4 en cet ordre.
1. Les quatre du dedans ou interieurs.
2. Les quatre coins exterieurs.
3. Les deux du milieu de la bande d'enhaut, avec les

deux du milieu de celle d'embas.
4. Les deux du milieu dela bande à gauche, avec les

deux du milieu de celle à droit.
Or chacun de ces chiffres pris ainsy 4 à 4- ( & qu'on

nommera dans la fuite par 1.2.3.4. ) peuvent
1
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Ou estrelaissezen leur mêmeplace ; cequisemarquera
par o.
Ou estre transportez en croix S. André; ce qui femar-

quera par c*Ou directementde gaucheà droit; ce qui se marquera
par g.Ou directement de haut en bas; ce qui se marquera
par h.
SUIVANT ces remarques, & se souvenant de ce

quesignifientles 4 nombres ( 1. 2.3. 4.) & les 4 lettres
( 0. c. g. h. ) les deux tables suivantes feront trouver sans
peine les 16 dispositions magiques du quarré de 4: ouce
qui est la mêmechose des deux premieres enceintes de
tous les quarrez pairs.

1. 11. III. IV. v. vi. vu.vin-0000cccc
3. JL c h°cgh
3-C g C ghobo4.chhego0g

IX. X. XI.XII.XIII.XIV.XV.XVI.g
g
g'-g-hhhA

1.0cg h0cg h
3' b 0

hocgcg4-.chhego0gcc00
Deces 16 dispositions magiquesdu quarré de 4. il yen a

deux, sçavoir la 1re & la6e, où on ne change que 8 chif-
fres.
Deux , sçavoir la 11e & la 16e, où on les change

tous 16.
Et12 où on en change 12.
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338 EXPLICATION
Voicy un exemple dela 6e disposition, & un autre delaI6e.Onlaisseàtrouver lesautres.

16213113511\10\81

9?\612
414115111

iLlJLl2I16
81ioj1ïI5

11211719l1)1141
4

Démonstration.
CHAQUE bande tant exterieure que transversale du

quarré de quatre (ou du quarré composé des i premieres
enceintesde tous les quarrez pairs) est de 4 chiffresen pro-
portionarithmetique.
Etpar consequentlasommedes extrêmes est égale à la

somme des moyens.
Soit donc, par exemple, la somme des extrêmes de la

bande d'enhaurappelléeb, la somme des moyens qui luy
est égale pourra estre aussy appellée b, & ainsy toute la
bande fera 6 +b.
Et par la mêmeraisonla bande d'embas pourra estre

/-+-/•
Cela estant on peut faire ces bandes égales par deux

voies.
La Ire en transposantlesextrêmesde l'une à l'autre sans

changer les moyens. Car alors l'une deviendraf-+ b.Et l'autreb -+f. &ainsy seront égales.
La2een transposant les moyens sans changer les extrê-

mes. Car alors l'une deviendra b -+f.. 81 l'autref-+!J, &
ainsy feront encore égales.
Il ne faut qu'appliquercecy à chacunede ces 16 disposï-

tions, & l'on verra que les transpositions que l'on y fait lesdoivent rendre magiques.
§. 9.DIVERS MOYENS

DE VARIER LES QUARREZ MAGIQUES.
DE ces moyens j'omets ceux qui font trop faciles à trou-
ver, 6cje n'en marquerav quedeuxquisontplusimpor-
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cans,&qu'on a pratiquez dans les deuxexemples quon a
donnez de quarrezmagiques.

PREMIER MOYEN.
Nous avons supposé qu'on tranfporteroit les chiffres

de la premiere enceinte du quarré naturel dans la Ire en-
ceinte du quarré magique; & ceux de la 2e dans la 2e; & de
la3e dans la3e&c. Mais cela n'est pas necessaire.Car pour
les chiffresmarquez de lettres, il suffit de ne lestranspor-
terque d'une enceinte impaire à une autre quelconque
quisoitimpaire, comme de la 5e à la1re i&d'une enceinte
paire à une paire, commede la 6e à la 4e.

SECOND MOYEN.
ET pour tous les autres chiffres non marquez de lettres,

on les peut transporter de quelque enceinte que ce soit à
quelque autre enceinte que l'on voudra; pourvu qu'on
en prenne quatre ensemblequi soient en proportion arith-
menque,& qu'on ait foin de mettre les extrêmes dans une
bande, & lesmoyensdans la bande opposée.

CONCLUSION.
JE pense pouvoir conclure de tout cecy , qu'il n'est paspossible de trouver unemethode plus facile, plusabregée

&plusparfaitte pour faire les quarrez magiques,qui est un
des plus beauxProblemes d'Arithmetique.
Ce qu'ellea de singulier, c'est 1. qu'on n'écrit les chiffres

que deux fois.
2. Qu'onne tâtonnepoint, mais qu'on est toujours ax-

xuré de ce que l'on fait.
3. Quelesplus grandsquarreznexontpasplusdifficiles

à faire que les plus petits.
4. Qu'on les varie autant que l'on veut.
5. Qu'onne fait rien dont on n'ait demonstration.
6. A quoy on peut ajoûter , que cette methode est sigenerale que sans y rien changer on pourroit resoudre sans

aucune peine par la même voie cet autre Problême qui
paroist encore plus merveilleux.
- Ayant mis dans un quarré naturel tous les nombres que

LX.

LXI.

LXII.

t



son voudra en progressiongeometrique, comme i. 2. 4. S.16. &c. les disposer de telle forte dans un quarré semblable,
que tous les nombres de chaque bande 1nultiplie lesuns par
les autres [affint une somme égale à celle que font les nombresde toute autre bande multipliez,,,,,ufjy les uns par les autres.En voicy unexemple dans le quarré decrois.

1z41

8 16 32
64 128256

8 2561 2-

128

1 32
4 16 64-

FIN de lExplication des Qttarre^Magiques.





QVARRE NATVREL DE XI.



QVARRÉ MAGIQVE DE XI.







QYARR£ NATVREL DE XII.



QVARRE MAGIQVE DE XII.
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