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* bole, par exemple, soit bien grec, et qu'il se
trouve méme dauns le titre de I'un des Traités
d’Archiméde, on ne le rencontre pourtant jamais
daus le texte. Partout on y voit cette courbe dé-
signée par les mots de section du cénerectangle.
L’ellipse y est nommée section ducéne obliquangle,
et.I'hyperbole section du céne obtusangle, Le pa-
ramétre, nommé 3:6iz par Apollonius, et latus
rectum par les Modernes, est désigné dans Archi-
méde par Pexpression longue et vague de ligne.
qui s'élend jusqu'a Taxe; les mots d'ordounée et
d’abscisse sont suppléés par de .longues péri-
phrases. Quoiqu’Archiméde établisse. en un en-
droit la distincuon entre I'axe et les diamétres de
la parabole , cependant il donne toujours a I'axe
le nom de diamétre, et celui-ci est désigné par les
termes de ligne paralléle au diamétre. Enfin , croi-
roit-on que les Grecs n’ont jamais eu de mot pour
exprimer le rayon d’un cercle, et qu'ils I'appe-
loient ligne qui part du centre? Toutes ces expres=
sions, qui reviennent a chaque instant, doonent
a I'énoncé des propositions et a tous les raisonne-
mens -dont se compose la démonstration, une
longueur trés-incommode ; et je serois peu sur-
pris que le Géomeétre qui entend le mieux le grec,
référat cependant la traduction pour suivre faci-
‘Ezment uae démonsiration péuible et obscure,
telle qu’il s’en rencontre plus d'uve dans Archi-
méde. Chaque membre de phrase est clair et trés-
intelligible & le cousidérer seul; mam le tout est si
Jong, qu’on a souvent oublié le commencement,
quand on arrive 4 'endroit ou le sens est complet.
Ces inconvéniens se retrouvent presque tous , avec
beaucoup d’autres , dans les traductions latines ;
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mais la majcure partie a disparu tout naturelle-
ment dans la traduction de M. Peyrard, qui s’est
permis d'écrire , rayorn, tangente ;' parabole et pa-
ramétre. Cependant il a conservé assez souvent
section du céne rectangle. ‘et peut—élre a-t-1l e'u
tort (*). Il auroit pu. s’autoriser de T'exemple

d’Apollonius ; mais il a voulu sans doute respecter .

son original , toutes les fois qu’il a cru le pou-
voir sans nuire & la clarté. 1l a voulu tenir la pro-
messe qu'il a faite , dans son Prospectus, de don-
ner une traduction littérale; et la sienne nous a
paru telle en effet. . '

_ Archiméde étoit fort exact 2 démontrer toutes
les propositions dont il faisoit usage, & moins
qu'elles ne fussent déja démontrées dans ses
Traités antérieurs, ou dans ceux d’autres Auteurs
alors fort répandus : mais une partie de ces ous
vrages est ‘Ferdlie‘; de 13 quelques lacunes que
M. Peyrard a remplies dans ses notes, Quel-
quelois aussi il y démontre algébriquement des
Jemmes qui, traités a la maniére des Anciens, sont
trop obscurs et trop pémbles. Souvent il a puisé
dans les Commentaires d’Eutocius ; et il auroit pu
lui faire bien d’autres emprunts , §'il n’avoit craint
de trop grossir le volume. Quelquefois aussi Eu-
tocius , en suivant de trop.pres-la marche d'Ars
chiméde , n’est guére mmns obscur que lui; et
c’est ce qu'on retarque principalement a la pro+
position g du liv. 2 de 'Equilibre des plans. La dé
monstrationd’Archiméde a trois énormes colonnes

)

@) M Delambre a raison ; j’ai remplacé celte expres-
sion par celle de pargbole. - - -

1
)
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“in=folio , et n'est rien moins que lumineuse. Eu-
tocius commence sa note en disant, que le théo:"
réme est fort peu clair , et il promet de l'expli-

quer de son mieux. Il y emploie quajre colonyes
~du méme farmat et d'un caractére plus ‘serré,

sans réussir davantage ; au lieu que quatre lrgnes:

d’algébre suffisent a M. Peyrard pour, mettre la
véAtE du théoréme dans le plus grand jour. 11 est
peu cro able qu ’Archimeéde ait pu arriver par une
- voie sl zmuue a la proposition qu’il vouloit éta-

 blir;. eulaest beancoup plus probable qu'd en aura -

reconnu la vérité par quelqu’autre oyen , . et
gue bien siir de cette vérité , il aura pris ce long
tour pour la démontrer, emr ne snpposant que

des propositions avonées et recues des G»eomeu‘es
de son temps.

Telle est I'idée que nous pou‘vbns donner ici du
travail de M. Peyrard: sa traduction est fidéle et
complete et quand il n’auroit rien ajouté de lui-
méme , ce seroit déja un service important rendu
aux Géométres. On prendra, dans la uaductxon
francaise , une connoissance du génie et des mé-
thodes d’Archimede , aussi juste et aussi exacle
que si on le lisoit dans 'original. Le Traducteur
a tenu toutes ses promesses , el rempli toutes les
conditions qu’il s’€loiti unposees dans son Prospec-
tus. Ou doit donc des éloges 3 M. Peyrard, et
desirer que le succés de cette nonvelle traduction
lui inspire le courage d’entreprendre celle d’Apol-
lonius , bien momes.P difficile, au reste, que I'ou-

~vrage qu’il vient d’'achever.

Cette autre "entreprise seroit d’autant plus
utile,, que I'édition d’Oxford , la seule qui soit
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compléte., est anjourd’hui d’un prix et d’une
rareté qui la tiennent au-dessus des moyens d’'un
grand nombre de Géométres.

Fait au Palais des Sciences et Arts, le 22 Sep-
tembre 1806. , »

Signds, LA GRANGE, DELAMBRE,
Rapporteurs.

La Classe approuve le Rapport, et en adopte les
Conclusions. :

1

Certifié conforme & loriginal, & Paris, le 24 Sep-
tembre 1806. ‘

Le Secrétaire perpétuel, Signé, DELAMBRE. |
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AVERTISSEMENT
DU LIBRAIRE.

L4 Premisre Edition des @vrnres
D’ ARCHIMEDE ayant été épuisée avec
rapidité, il est devenu nécessaire de pu~
blier cette nouvelle Edition in-8°. Ellea
été revue par U Auteur.,
~ Les Personnes qui n’ont pi se plo- ,
curer la Premiére FEdition, me sauront
gré, sans doute , de ne pas les priver
d’un Quvrage aussi important pour les
progrés des Sciences Mathématiques.



On trouve chez le méme Libraire, I'Ouvrage suivant, -
qui a été adopté par le Gouvernement pour les
Bibliothéques des Liycées, et pour étre donné en prix
aux Eléves de ces Etablissemens.

ANNALES NECROLOGIQUI*ES DE LA LEGION D’HON-
NEUR, ou Notices sur la Vie, les Actions d'éclat, les
Services Militaires et Administratifs, les Travaux Scienti-
Sfiques et Littéraires des Membres de la Légion & Honneur,
décédés depuis Porigine de cette Institution; dédiées a
S. M. I'Empereur et Roi, Chef supréme de Ia Légion

 d’Houneur , et rédigées d’aprés des Mémoires authenti-
tiques , par J. Lavallée, Chef de Division a la grande
Chancellerie de la Légion d’Honneur, Secrétaire perpé-
tuel de la Société Philotechnique de Paris, Membre de
P'Académie Celtique et de celle des Enfans d’Apollon, de
1a Société Royale des Sciences de Gotlingue, des Acadé-
mies de Dijon, etc.

Cet Ouvrage étant par ordre alphabéhque fait Suite aussi
au Dictionnaire des Hommes eé¢lébres.

Vol. in-8°. , avec quinze portraits de Légionnaires, gravés
en taille-douce, et dont les dessins ont été fournis par
les Familles des Légionnaires. Prix, 8 fr. 50 c. broché.
En papier vélin, 17fr.
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Fait a U Institut National, Classe des Scien-
ces Physiques et Mathématiques , par
MM. Lagrange et Delambre, sur la

" traduction des @uvRES D’ ARCHIMEDE.

LA Classe, ‘en approuvant la traducuon d Euchde,
avoit invité I'Auteur (M. Peyrard) A terminer °
celle des ®uvrEs D’ ArRcHIMEDE , qu'il avoit dés-
lors entrepnse Ce travail est achevé. Nous I'avons
comparé avce le texte original, ‘et ce sont les ré-
sultats de cet examen que nous allons soumetire
au jugement de la Classe.

~ Archiméde a conservé la réputation de Pun des
génies les plus étonnans, et de 'une des.tétes les
plus fortes qui se soit ]amals appliquée aux Ma-
themauques Ancun Géomeétre ancien ne s’est fait
connoitre par des Decouvertes plus nombreuses
et plus importantes ; mais ma]gletant de renom-
mée; il compte aujourd "hui peu de Lecteurs. La
prmcxpa]e raison en est, sans doute, I'invention
des nouveaux caleuls.

Malgre r avanlage des nouvelles methodes ~mal-
gré leur certitude qui n’est plus contestée par les
,admlraleurs méme les plus outrés des Anciens, it
n’est pas de Géomeétre qui ne doive étre curieux
de voir par quelle adresse et quelle profondeur
de méditation, la Géoméuie elementalre a pu

f
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s'élever jusqu'a des vérités si difficiles ; comment ,
par esemple ,. Archiméde a pu tronver et démon-
trer, de deux maniéres absolument indépendantes
Pune de l'autre, la Quadrature de la Parabole ;
comment 1] a su déterminer le centre de gravité
d’un secteur parabolique quelconque, et la po-
siton que doit prendre, en vertu de la gravité,
un paraboloide abandonné i lui-méme dans un
Liquide spécifiquensent plus pesant. Ses Traités
des Spirales , des Conoides et des Sphéroides, de
la Sphére et du Cyhndre, brillent par-tout de
ce méme génie d'invention, qui crée des res-
sources - 'prorortionnéés aux difficultés; et par-
vient ainsi i les surmonter heureusement. L’Aré-
naire méme, quoiqu’il ait en apparence un but
plus frivole, n’est pas moins recommandable,
soit par des expériences faites avec autant d’adresse
que de sagacié,” pour mesurer le diamétre da
soleil , soit par des efforts trés-ingénienx pour sup-
pléer a l’imPerfection de larithméuque des
Grecs, qui n'avoient ni figures, ni noms pour
exprimer les nombres au-dessus de cent millions.

Le systéme qu'il imagine pour écrire et dénom-
mer un nombre quelconque, porte sur un prin-
cipe bien peu différent de I'idée fondamentale qui
fait le mérite et la simplicité de notre arithmétique
arabe, ou plutét indienne.

On a méme cru trouver dans ce systéme la pre-
miére idée des logarithmes ; mais il nous semble
ue c’est outrer les choses. On voit & la vérité
gans IArénaire deux progressions, Pune arith-
métique et I'autre géométrique , dont la premiére
sert a trouver un terme quelconque de la se-
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conde. Mais ¢’est une, puré spiéanlation destinée a
_montrer ‘comment.on pourroit douner une exten-
sion indéfiyie & l'arithmétique de ce temps ; et ja-
mais Archiméde. n’s songé a rendre son 1dée ntile
dans les caleuls ordinaires, a changer: la multipli-
_cation en upe addition , et encore moins la divi-
sion én une soustraction. On ne lui voit réclle-
ment exécuter aucun calcul. 1l se contente d'in-
diquer de quel ordre doit étre le produit de deux -
‘termes quelconques de sa progression géométrique,
dont la raison est dix; et pour plus de facilité
dans ses opérations , om lui voit constamment
‘ajouter au résultat du calcul, ce qui lui manque
‘pour é&tre un multiple d"une puissance parfaite de
‘dix. Mais en rédufisant 3 sa juste valeur le mérite
de son invention, il n’en est pas moins vrai qu'elle
est extrémement curieuse ; et c'est & son Aré-
‘naire, ainsi qu'd sa Mesure du Cercle, et an
‘sot qu’a pris son Commentateur Eutocius de dé-
‘vélopper tous ses calculs, que nous sommes re-
',déiiaa.)[les* de (out ce que nous savous de plus pré-
cis sur l'arithméiigue des Grecs; et s1 vous y
ajoutez le fragment d"Apollenius, conservé par
Pappus et publié par Wallis, et sur-tout les cal-
culs astronomiques de Théon, dans son Com-
"mentairé sur PAlnageste de Piolémée, vous au-
‘réz de quoi recomposer un Traité complet d’arith-
"‘métique grécque, en y comprenant la formation
des puissances et I'extraction de Ia racine quarrée. ’

ki

Vaild bienr des motifs pour qn'au moins une
fois . en sa vie tout.-Géomeétre se croie obligé de
lire Archiméde tout entier. Mais les bonnes édi-
‘tions sont rares ou incomplétes : le texte grec y

’
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:est singuliérement altéré, et les fautes d’impres-
-sion ne sont pas rares, méme dans la helle édi-
tion d'Oxford ; il est vrai qu’elles sont de nature
a étre facilement appercues et corrigées. Le style
des Traductenrs, Commendin et Torelli exceptés,
-est souvent barbare, ét quelques-uns ont montré
qu’ils entendoient médiocrement le grec et la géo-
-mélrie. S -

Le style d’Archiméde lui-méme est beaucoup
meilleur, il est plus doux, plus agréable que
celui d'aucun Géométre grec. L’harmonie natu-
relle des grands mots qu’il est forcé d’employer,
distrait souvent le Lecteyr de attention qu’il doit
au fonds des idées. Malgré le djalecte dorique qui
domine plus ou moins dans presque tous ses ouy-
vrages, 1l est, grammaticalement parlant, tou-
jours clair et facile a cong:'endre. Archimede
suit assez généralement l'ordre naturel , et ne se.
permet d'inversions que celles qu’il n’a pu éviter,
parce (ll;’el,les sont dax'ls.le’ génie de salangue; mais
_ce geme nest pas precisement celui qm convient

-aux mathématiques. La multitude d’articles dont
cette langue est embarrassée , beaucoup plus que
la nétre, la place oh se mettent ces articles qui
s’entrelacent et se trouvent souvent assez loin des
mots auxdquels ils appartiennent , t6ute cette cons-
truction nuit.essentiellement 2 la clarté, sur-tout
dans les propositions longues et compliquées ; et
le Traducteur francais peut facilement obtenir a
cet égard un avantage marqué sur son original.

- On sattendroit ¥ retrouver chez les Géométres
* < b3

anciens une foule de termes grecs dont nous far-
sons un usage continucl.. Quoique le meot para-

N
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CONTENANT LA VIE ET L'ANALYSE DES ECRITS
D'ARCHIMEDE. -~

-

L]

Arcrimipe naquit 287 ans avant I’¢re
‘vulgaire ; il étoit le parent et I’ami du Roi
Hiéron, qui gouverna, avec douceur et
sagesse , les Syracusains, pendant ’es-
pace de cinquante ans.

Platon et Aristote florissoient dans le
siécle précédent. Euclide n’existoit plus,
ou du moins il étoit d’une extréme vieil-
lesse , lorsqu’Archiméde parut. La nais-
sance d’Apollonius de Perge n’cut lieu
qu’environ quarante ans aprés.

Archiméde avoit pour ami intime Co-
non, dont parle Virgile dans sa troisiéme
Eglogue (*). Conon étant mort, Archi-
meéde écrivit & Dosithée la lettre sui-
vante, qui est & la téte de son Traité de
la Quadrature de la Parabole:

.
(*) In medio duo signa : Conon, et quis fuit alter?
Descripsit radio totum qui gentibus orbem
. Tempora que messor,quee curvus arator haberet:
'TOME L 5
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~ « Je venois d’apprendre que Conon, le
seul de mes amis qui me restoit encore,
étoit mort; je savois que tu étois étroi-
tement lié d’amitié avec lui, et trés-
versé dans la Géométrie. Profondément
aflligé de la mort d’'un homme qui étoit
mon ami et qui avoit dans les Sciences
Mathématiques une sagacité tout-3-fait
admirable; je pris la résolation de t’en-
voyer, comine je ’aurois fait a lui-méme,
un théoréme de Géométrie, dont per-
sonne ne s'étoit encore occupé et qu’enfin
~ j’ai voulu examiner, etc. ». '
~ Archimede continua de correspondre
avec Dosithée, et lui adressa tous les Qu-
vrages qu’il publia dans la suite,

La Vije d’Archimeéde est peu connue.
Heéraclides Pavoit écrite; mais malheu~
reusement elle n’est point parvenue jus-
qu’a nous. Ce que nous en savons, nous
le devons a Polybe, a Cicéron, & Tite-
Live, a Plutarque et i quelques autres
Auteurs anciens. .

Archimede fit un voyage en Egypte.
Ce fut alors qu’il invenia la fameuse vis
qui porte son mom, et dont les Egyp-
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tiens se servirent dans la suite pour ré-
pandre et distribuer les eaux du Nil dans
les lieux qu’elles ne pouvoient atteindre.

Archiméde avoit une ardeur invincible
pour Pétude. On raconte dé lui que,
sans cesse retenu par les charmes de I'é-
tude , il oublioit de boire et de mangeyg
Trainé souvent par force aux bains et
aux étuves, il tragoit des figures de Géo-
métrie sur les cendres, et des lignes sur
son corps enduit d’esscnce.

« De Suelle ardeur, dit Cicéron, Archi-
‘mede ne devoit-il pasétre enflammé pour
Pétude, lui qui, OCCupé a décrire cer-
taines figures, ne s appergut pas méme
que sa Patrie étoit au pouvonr des Ro-
mains (*)»? -

- Le Roi Hiéron avoit fait remettre 4
un orfévre une certaine quantité d’or
pour en faire une couronne ; mais I’Ar-
tiste retint une partie de cet or, et lui
substitua un égal poids d’argent.” Archi-

(*) Quem enim ardorent otud?i‘ censglis fuisse in
Archimede, qui dum in pulvere qiiodam describit at-
tentius, ne patriam quidem captam esse sensemt?
Cic. De Finibus, lib. v.

;o
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méde fut consulté sur le moyen de. dé-
couvrir la quantité d’argent substituée
a Tor. Un jour qu'il étoit -aux bains,
.tout-a-coup se présente a son esprit la
solution dece probléme. On dit que trans-
porté de joie, il s'élance du bain, et,
w’oubliant qu'’il étoit nu, il traverse les
gues de Syracuse,. en criant : Je lai
- trouvé, je ’ar trouve.

On raconte encore que dans une autre -
circonstance, il démontra au Roi Hiéron,
qu’on pouvoit, avec une forceddomnnée,
.mouvoir une masse quelque grande
qu’elle put étre. Il ajouta méme que d’une
autre terre il pourroit déranger la nétre
de sa place. Le Roi, étonné, Pinvite
faire mouvoir devant lui une grande
masse, avec une trés-petite force. Il se
trouvoit dans le port une galére qui ne
pouvmt étre tirée a terre qu’a force.de
peines et de bras; Archimede y fait pla-
cer un grand.nombre d’hommes, outre sa
charge ordinaire; il s’assied ensuite & une
distance considérable, et, au moyen d’un
moufle, attire 4 lui avec la main, et
sans un grand effort, le vaisseau, qui sem-

.
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bloit voguer naturellement sur la surface
de la mer. Le Roi frappé d’étonnement ,

admire la puissance de P’art; il presse Ar- .

chimede de lui construire des machines, -

& Paide desquelles il puisse & son gré atta~

quer-ou se défendre.

‘Hiéron ne se servit point des machmes
que-lui construisit Archimede; car il dut
& la fortune et sur-tout a l'ui'-méme de
passer sa longue vie dans une paix con-
tinuelle.

’

Aprés la mort d’Hnéron R Hxéronyme, :
son ‘petit-fils, monta sur le tréne. Au -

lieu d’imiter son aieul, il affecta de mar-
cher sur les traces de Denisle Tyran. Les

Syracusains se soulevérent et le précipi~ -

térent du trone, aprés un régne de quel-

ques mois. Hipparque , général des: Sy-
racusains, favorisa le-parti des Carthagi-
nois. Le Sénat romain chargea Marcellus
‘de s'emparer de Syracuse. .. -
~«.'Tout étant prét, dit Polybe, les Ro-
mains étoient sur le point d’attaquer les
tours.- Mais Archimeéde avoit de son cdté

disposé des machines capables de lancer
des traitsa quelque distance que ce fut. Les
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ennemis étoient encore loin de la ville,
qu’avec des balistes et des catapultes plus
grandes qu’a I'ordinaire et animées d’une
trés-grande foree, il les pergoit de tant de
traits, qu’ils ne savoient comment les
éviter. Quand les traits passoient awu~
del, il avoit de plus petites catapultes
proportionnées a la distance; ce qui cau-
soit une si grande confusian parmiles Ro-
mains, qu'ils me pouvoient rien entre-
prendre. Marcellus, ne sachant quel
parti prendre, fut obtigé de faire avancer
secrétement ses galéres & la faveur de la
nuit, Mais quand elles furent prés de
terre et a la portée du trait, Archiméde
inventa un autre stralagéme capire ceux
qui eombattoient de leurs vaisseaux : il
fit percer des trous dans la muraille,
3 hauteur d’homme et d’'une palme d’ou-
“verture en dehors. Il plaga’ en dedans
des arbalétriers et de petits scorpions.
Par le moyen de ces ouveriures, il at-
“teignoit la flotie ennemte, et metioit en
défaut toutes ses attagues. De cette ma-
niére, soit que les ennemis fussent éloi-
gnés, ou qu’ils fussent prés de terre,



PREFACE. - xxiij
non-seulement il rendoit tous leurs pro-
jets inutiles, mais encore il en tuoit une
grande partie. Lorsqu’ils vouloient dres-
ser les sambuques, des machines dispo-
sées le loffg des murs en dedans, s'éle-
voient  sur les forts, et s’avangoient
bien loin au-dela. Beaucoup d’entre elles
jetoient des pierres qui ne pesoient pas
moins de dix talens, et d’autres des masses
de plomb d’une égale pesanteur. Quand
les sambuques s’approchoient, on tour-
noit par le moyen d’une corde les hecs
de ces machines selon le besoin, et de 13
on faisoit tomber sur les sambuques des
pierres qui nop-seulement ‘brisoient ces
:machines, mais encore mettoient les vais-
seaux et ¢éux qui s’y trouvoient dans un
extréme peril

» Il y avoit encore d’autres machines
qui dirigeoient des pierres contre les en-
nemis qui s’avangoient couverts par des
claies, et qui se croyoient en stireté con-
tre les traits lancés des murailles; mais
ces pierres tomboient si juste, qw’ils
étoient obligés de se retirer de la proue.

» Qutre eela,. il lancoit une main de
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fer attachée a une chaine. Lorsque cette
main avoit saisi la proue d’un vaisseau,
celui qui conduisoit le bec de la machine
abaissoit vers la terre le bout qui étoit en
dedans du mur. Quand il avgt dressé le
vaisseau sur la poupe, il tenoit immobile
pendant quelqué temps le bec de la ma-
chine, et lachoit ensuite la main de fer
et la chaine, par le moyen d’une poulie.
De cette manitre il y avoit des navires
qui tomboient sur le c6té, d’autres sur
- le devant, et la plupart tomboient per-
pendiculairement sur la proue, et étoient
submergés. Marcellus étoit dans-un tres-
grand embarras : tous ses projets étoient
renversés par les inventions d’Archimede;
il faisoit des pertes considérables, et les
assiégés se moquoient de tous ses efforts.
» Appius qui avoit éprouvé sur terre les
mémes difficultés , avoit abandonné son
entreprise. Quoique son armée fut loin de
1a ville, elle étoit accablée des pierres: et
des traits que langoient les ‘balistes et les
catapultes ; tant étoit prodigieuse la quan-
tité des traits qui en partoient, et la roi-

. deur avec laquelle ils étoient lancés.
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» Lorsque les ennemis s’approchoient
de la ville, blessés par les traits qu’on
langoit a traversla muraille, ils faisoient
des efforts superflus. Si, couverts de leurs
boucliers, ils s’avangoient avec impétuo-
sité, ils étoient assommés par les pierres
et par les poutres qu’on leur faisoit tom-
ber sur la téte; sans parler des pertes
que leur causoient ces mains de fer dont
nous avons fait mention plus haut, et qul,
en élevant des hommes avec leurs armes,
les brisoient ensuite contre terre.”
) ApplUS s¢ retira dans son camp, et
~ assenbla le Conseil des Tribuns. On ré-
solut de tenter toutes sortgé de moyens
‘pour surprendre Syracuse % Pexception
d’unsiége en forme ; et cette resolutlon
fut exécutéé. Car ,pendant huit mois'que
les Romains restérent ‘devant la ville; il
1’y eut sorie de stratagémes ‘que I'on win-
ventt, ni d’actions devaléur que 'on ne
fit, 3 l’aSQa‘ut présy que’l'on' n’osa jaitiais
tenter. Tellé  étoit la pmésamCe d'un seal
homme; tel étoit lc pouvoit* dé son geiue.

cons1derables la vﬂle & la premn‘-zre at—-

\
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taque, tomberoit au pouvoir des Ro-
mains, si un senl vieillard p’étoit dans
Syracuse. Archimede est dans ses murs,
et ils n’osent méme pas en approcher ».

Voila ce que rapporte Polybe : Tite-
Live et Plutarque racontent lcs mémes
choses. '

« Lorsque les vaisseaux de Marcellus
furent & 1a portée de¢ larc, dit Tzetzes,
le vieillard ( Archimeéde) fit approcher
un miroir hexagone qu’il avoit fabriqué.
1l placa a4 une distance convenable de
ce miroir , d’autres miroirs plus petits,
qui etment de la méme espéce et qui se
mouvoient & Paide de leurs charniéres
et de certaines lames guarrées de métal.
11 posa ensuite son ‘miroir au milieu des
rayons solaires du midi d’été et d’hiver.
Les rayons du soleil étant réfléchis par ce
miroir, il s’alluma un horrxble incendie
dans les vaisseaux,, qui, furent réduits en
cendres & une. dl,qtance <gale. & celle de la
portee del’am.... I

" (%) Voyez mon Mémoire sur un nouvean Mnon- ar-
dent, tom. 11, pag. 500.
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- Marcellus, désespérant de prendre Sy-
racuse, cessa taute attaque de vive force;
convertit le siége en blocus, et quelque
temps aprés, profitant d’'une féte de
Diane, fit enfoncer, une des portes de la
ville, et surprit les Syracusains au milieu
des festins et des plaisirs. Tandis que. les
valnqueurs répandus dans la ville se li-
vrent a toutes sortes d’excés, Archi-
‘méde ,- entiérement occupé de figures
qu’il avoit tracées , fut tué par un soldat
. quinele connonss,ont point. Marcellus dé-
plora la perie d’Archiméde; Jui fit den-
ner une sépuliure honorable; ordonna
de chercher ses parens et les prlt sous sa
protectmn, |

Archimede avoit prié ses proches et
ses amis de melttre sur son tombeau une
sphére inscrite dans un cylindre, et de
marguer dawns Pinscription les rapports
de ces deux figuros : ses voeux furent ac-
complis. Clceron , étant questeur en Si-
cile, décenyrit son' tombeau. envzronné
de ronces et d’épines.. '

« Etant questeur en Slcﬂ\e dit Cicé-
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ron(*); je mis tous mes soins  découvrir -
letombeau d’Archiméde. Les Syracusains
affirmgient qu’il n ‘existdit point. Je le
trouvai environné de ronces et d’épines.
Je. fis cette découverte 4 I'aide d’une ins-
cription quon disoit avair été gravée sur
son monument, et qui indiquoit qu’il étoit
surmonté d'une sphére et d’un cylindre:

Z . L

" (*) Cujus '(Archimeglis) ego Quaestor igrioratum' ab
Syracusaliis, ¢lim esse omnino negarent, septum un-
dique , ‘vestitum vepribus et dumelis indagavi sepul~
crum : teneham enim quosdam senariolos, quos in ejus
monumento esse ‘inscripto§ acceperam: qui declara~
bant in.summo sepulcro spharam esse positam cum
cylindro. Ego autem cim omnia collustrarer oculis
(est enim ad portas Agragianaa magna ﬁe(juem'ié

ooF

cylmdn. Aique ego statim Syracusams (erant aulem
principes mecum) dixi, me illud ipsum arbitraii esse
quod quaereremi. Immissi cwn fulcibus. malti -purga+
runt, et apernerunt locum. Qud. cim patefactus.esset
aditus, ad adversam bas:m accesjs:x‘u}us. Apparebat
'eplgramma exeésis postemoﬁbus parl 'tibus versnculorum,
dimidiatis feré, Ite nobilissima Graemée civitas, quon-
dam verd etiam doctissima; sui, cms tinius  acutissiphi
monumentum ignorasset , nisi ab homine Arpmate
didicisset. C1c. Tuscul. lib. v -



PREFACE. xxix
- Parcourant des yeux les nombreux tom-
beaux qui setrouvent versla ported’A gra-
gante , j’appergus une petite colonne qui
s'élevoit au-dessus des buissons , dans la-
..q,uelle se trouvoit la figure d’une sphére
et d’'un cylindre. Je m’écriai- aussitot ,
devant les principaux habitans de Syra-
cuse, qui.étoient avec moi : woild; je
pense, ce que je cherchois ! Un grand
nombre de personnes furent chargées de
couper les buissons et de découvrir le
monument. Nous nous approchdmes de
la colonne. Nous vimes l’inscription 4
 moitié rongée par le temps. Ainsi la plus
noble et jadis la plus docte des cités de
la Gréce, ignoreroit encore ou est le
tombeau du plus illustre de ses mtoyens,
si un homme d’Arpmum ne le lu1 avoit
~appris ».

Voila tout ce que nous’ savons de la
vie d’Archiméde d’aprés les anciens Au-
teurs. Je vais parler a présent de ses écrits
et des machines qu’il a inventées. .

Beaucoup de personnes croient que les
‘Quvrages d’Archiméde qui sont parvenus
jusqu’a nous, sont altérés et tronqués. Ces
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personnes  sont dans erreur. Les Ou-
vrages d’Archimeéde-que nous possédons;,
c’est-a-dire presque tous les Ouvrages
qu’il a composés, ne sont ni altérés ni
tronqués. Il faut cependant en excepter
son Traité des Corps qui sont portés sur
un fluide, que nous ne possédons plus
qu'en latin, et dont une partie des dé-
monstrations de la proposition 8 du pre-
mier livre, et de la proposition 2 du se-
cond , ont péri en partie par l'injure des
temps. Je mne ‘parle pas du livre des
- Lemmes que nous n’avons qu’en arabe. |

Les Ouvrages d’Archimeéde sont : De
la Sphére et du Cylindre, de la Mesure
du Cercle , des Conoides et des Sphero;—
des, des Heélices, de I’Equilibre des
Plans, de la Quadrature de la Para-
bole, I’ Arénaire, des Corps portes sur
un ﬂuzde et les Lemmes.

Je vais mettre sous les yeux du Lecteur
les principaux théorémes qui sont démon-
trés et les principaux problémes qui sont
résolus dans les @uvres d’Archiméde. Je
ne parlerai point d’une foule de ‘théo-
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rémes infiniment précieux, qu’il est obligé
de démontrer pour arriver a son but.

DE LA SPHERE ET DU C'YLINDBE
LIVRE L '

1. La surface d’un cylindre droit quel-
conque, la base exceptée, est égale & un
cercle dont le rayon est moyen propor-
tionnel entre le c6té du cylindre et le
diamétre de sa base.

2. La surface d’un cone droit quelcon-
que, la base exceptée, est égale 4 un
cercle dont le rayon est moyen propor-
tionnel entre le coté du cone et le rayon
du cercle qui est la base du cdne.

3. La surface d’une sphére quelcon-
que est quadruple d’un de ses grands
cercles.

4. Une sphbre quelconqne est quadru-—
ple d’un cone qui a une base égale 4'un
grand cercle de cette sphére, et une hau-
teur égale au rayonde cetteméine sphere.

5. Ces choses étant démontrées, il est
évident que tout cylindre qui a une base
égale & un grand cercle d’une sphére,

\
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-et une hauteur égale au diamedtre de cette
sphére, est égal a trois fois la moitié de
cette sphere, et que la surface de ce cy-
lindre, les bases étant comprises, est aussi
égale A trois fois la moitié de la surface
de cette méme sphere.

" 6. La surface d’'un segment sphérique
quelconque plus petit que la moitié de la
-sphére, est égale a un cercle qui a pour
rayon unc droite menée du sommet du
segment a la circonférence du cercle qui
est & la base du segment.

7. Si le segment est plus grand que
la moitié de la sphére, sa surface sera
encore égale & un cercle dont le rayon
est égal & la drqite menée du sommet du
segment & la circonférence du cercle qui
est la base du segment.

8. Un secteur quelconque d’une sphére
est égal & un cone qui a une base égale
a la surface du segment sphérique qui
est dans le secteur, et une hauteur égale
au rayon de cette sphére. *
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LIVRE II

1. Un céne ou un cylindre étant don-
né, trouver une sphére égale a ce cone
ou a.ce cylindre.

2. Couper une sphére donnée de ma-
niére que les segmens aient entre eux,une
raison donnée.

3. Construire un segment sphérique-
semblable & un segment sphérique don-
né, et égal & un autre segment spheé-
rique aussi donné. :

4. Etant donnés deux segmens de la
méme sphére, ou de différentes spheéres, -
trouver un segment sphérique qui soit
semblable & I'un des deux, et qui ait
une surface égale a celle de autre.

5. Retrancher d’une sphére un seg-
ment, de maniére que la raison de ce
segment au cone, qui a la méme base et

‘la méme hauteur que le segment, soit la
méme qu’une raison donnée.

TOME I c
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DE LA MESURE DU CERCLE.

1. Un cercle quelconque est égal a un
triangle rectangle dont un des cotés de
Pangle droit est égal au rayon de ce cer-
- cle, et dont Pautre coté de Pangle droit
est 6gal a la circonférence de ce méme
cercle.

2. La circonférence d’un cercle quel-
conque est égale au triple du diameétre, .
réuni & une certaine portion du diame-
tre, qui est plus petite que le sepliéine
de ce diamétre et plus grande que les dix
soixante-onzi¢émes de ce méme diametre. -

DES CONOIDES rr DES SPHEROIDES (*).

1. Un segment quelconque d’un co-
~noide parabolique retranché par un plan
perpendiculaire sur ’axe, est égal A trois

(*) Par conoides Archiméde entend des solides en-
gendrés par la révolution d’une parabole ou ('une
hyperbole tournant sur son axe; et par sphéroide il
entend des solides engendrés par la révolution d’une
ellipse tournant sur son grand ou sur son petit axe.
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fois la moitié du cone qui a la méme
‘base et le méme axe que ce segment.

2. Si-un segment d’un conoide para-
bolique est retranché par un plan non
perpendiculaire sur 'axe, ce plan sera
parallélement égal & trois fois la moitié
“du segment du cone qui a la méme base
et le méme axe que ce segment.

3. Si deux segmens d’un conoide pa-
rabolique sont retranchés par deux plans,
dont 'un soit perpendiculaire sur I’axe et
dont 'autre ne lui soit pas perpendicu-
laire, et si les axes des segmens sont
égaux, ces segmens seront égaux entre
eux. | .

4. Si deux segmens d’un conoide pa-
rabolique sont retranchés par un plan con-
duit d’'une maniére quelconque, ces seg-
mens sont entre eux comme les quarrés de
leurs axes.

5. Un segment d’un conoide’ hyper-
bolique retranché par un plan perpendi-
culaire sur I'axe, est a un cone qui a la
meéme base et le méme axe que ce seg-
ment, comme une droite composée de
'axe du segment et du triple de la droite
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ajoutée & Paxe est & une droite composée
de 'axe du segment et du double de
la droite ajoutée a Paxe (*).

- 6. Si un-segment d’un conoide hyper-
bolique est retranché par un plan non
perpendiculaire sur I’axe, le segmnent du
conoide sera au segment du cone qui a
la méme base et le méme axe que le seg-
ment, comme unc droite composée de
Paxe du segment, et du triple de la
droite ajoutée a P'axe est a une droite -
composée de I'axe du segment, et du
double de la droite ajoutée a I'axe.

7. La moitié d’un sphéroide quelcon-
que coupé par un plan conduit par le
centre et perpendiculaire sur Paxe, est
- double du cone qui a la méme base et .
le méme axe que le segment.

8. Si un sphéroide quelconque est
coupé par un plan conduit par le centre
et non perpendiculaire sur ’axe, la moi-

(%) L’ajoutée & I'axe est la droite comprise entre le

sommet du conoide et le sommet du cone dont la sur-

_ face est engeudue par les asy mploles, c’est ce que
nous appelons la moiti¢ du premier axe.
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tié du sphéroide sera encore double d’un
segment de cone qui aura la méme base
et le méme axe que le segment.

9. Le segment d’un sphéroide quelcon-
que coupé par un plan perpendiculaire
sur ’axe qui ne passe pas par le centre,
est au cone qui a la méme base et le
méme axe que ce segment, comme une
droite composée de la moitié de 'axe du
sphéroide, et de I’axe du plus grand seg-
ment est 4 ’axe du plus grand segment.

10. Si un sphéroide est coupé par un
plan qui ne passe pas par le centre et qui
ne soit pas perpendiculaire sur I’axe, le
plus petit segment sera au segment de
cone qui a la méme base et le méme axe
que le segment , comme une droite com-
posée de la moitié de la droite qui joint
les sommets des segmens qui sont pro-
duits par 1& plan coupant et de I'axe du
petit segment est a 'axe du grand seg-
-ment. ' : :

11. Le grand segrhent d’un sphéroide
quelconque coupé non par son centre ‘par
un plan perpendiculaire sur I'axe, estau
* cbne qui a la méme base et le méme axe
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que ce segment, comme une droite com-
posée de la moitié de 'axe du sphé-
roide et de ’axe du petit segment est a
Paxe du petit segment.

12. Si un sphéroide est coupé par un
plan qui ne passe pas par le centre et qui
ne soit pas perpendiculaire sur P’axe, le
plus grand segment du sphéroide sera au
segment de cone qui a la méme base et
le,néme axe que lui, comme une droite -
composée de la moitié de la droite qui
joint les sommets des segmens qui ont été
" produits par cette section, et de ’axe du
petit segment est & Paxe du petit seg-
ment.

DES HELICES.

1. 81 une ligne droite, une de ses ex-
trémités restant immobile, tourne dans
un plan avec une. vitesse uniforme jusqu’a
ce qu’elle soit revenue au méme endroit
d’ou elle avoit commencé a se mouvoir,
et si un'point se meut avec une vitesse
uniforme dans la ligne qui tourne, en
partant de’extrémité immobile, ce point
‘décrira une hélice dans un plan ; la sur-
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face qui est comprise par Ihélice, et
par la ligne droite revenue au méme
endroit d’ou elle avoit commencé a se
mouvoir , est la troisitme partie d’un
cercle qui a pour centre le point immo-
bile, et pour rayon la partie de la ligne
droite qui a été parcourue par le point
dans une seule révolution de la droite.
~ 2. Si une droite touche I’hélice a son
extrémité derniére engendrée, et si de
Pextrémité immobile de la ligne droite
qui a tourné et qui est revenue au méme
endroit d’out elle étoit pariie, on méne
sur cette ligne une perpendiculaire qui
coupe la tangente ; cette perpendiculaire
sera égale a la circonférence du cercle.

3. Si la ligne droite qui a tourné et
le point qui s'est mu dans cette ligne
continuent 4 se mouvoir en réitérant
leurs révolutions, et en revenant au
memgendrmt d’out ilsavoient commencé
a se mouvoir; la surface comprise par
Phélice de la troisiéme révolution est
double de la surface comprise par I'hé-
lice de la seconde; la surface comprise
par ’hélice de la quatriéme est triple; la
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surface comprise par I'hélice de la cin-
quiéme est quadruple; et enfin les sur-
faces comprises par les hélices des révo-
lutions suivantes sont égales 4 la surface
comprise par ’hélice de la seconde révo-
lution multipliée par les nombres qui sui-
vent ceux dont nous venons de parler.
La surface comprise par P’hélice de la
premiére révolution est lasixieéme partie
de la surface comprise par I'hélice de la
seconde.

4. S8i I'on prend deux points dans une
hélice décrite dans une seule révolition,
si de ces points on meéne des droites &
Pextrémité immobile de la ligne qui a
- tourné, si 'on décrit deux cercles qui
‘adient pour centre le point immobile et
pour rayons les droites menées & I'ex-

trémité immobile de la ligne qui a tour-
né, et si I'on prolonge la plus petite de
ces droites; la surface comprise tagt par
la portion de la circonférence du plus
grand cercle, qui est sur la méme hélice
entre ces deux droites, que par I’hélice et
par le prolongement de la plus petite
droite, est a la surface comprise tant par

-~
e .
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la portion de la circonférence du plus
petit cercle, que par la méme hélice et
par la droite qui joint les extrémités,
comme le rayon du petit cercle, con-
jointement avec les deux tiers de 'excés
du rayon duplus grand cercle surlerayon
du plus petit est au rayon du plus petit
cercle, conjointement avec le tiers de
Pexcés dont nous venons de parler.

DE EQUILIBRE DES PLANS.
LIVRE I,

1. Des grandeurs commensurables sont
en équilibre, lorsqu’elles sont récipro-
quement proportionnelles aux longueurs
-auxquelles ces grandeurs sont suspen-
dues.

2. Des grandeurs incommensurables
sont en équilibre, lorsque ces grandeurs
sont réciproquement proportionnelies
aux longueurs auxquelles ces grandeurs‘
sont suspendues. S

3. Si d’une grandeur: que]conque, on
“retranche une certaine grandeur qui n’ait
pas le méme centre de gravité que la
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grandeur entiére, pour avoir le centre
de gravité de la grandeur restante, il
faut prolonger, vers le cété ou est le
centre de gravité de la grandeur en-
tiere,, la droite qui joint le centre de
gravité de la grandeur totale et de la
grandeur retranchée; prendre ensuite
sur le prolongement de la droite qui
joint les centres de gravité dont nous
venons de parler, une droite qui soit a la
droite qui joint les centres de gravité
comme la pesanteur de la grandeur re-
tranchée est 4 la pesanteur de la gran-
deur restante, le centre de gravité de la
grandeur restante sera l'extrémité de la
droite prise sur le prolongement.

4. Le centre de gravxte d’un paral-
1élogramme est le point oti les deux dia~
gonales se rencontrent.

5. Le centre de gravité d’un triangle
quelconque est le point ot se coupent
mutuellement des droites menées des an-
gles du triangle aux milieux des cotés.

6. Le cenire de gravité d’un trapéze
quelconque, ayant deux cotés paralléles,
est dans la droite qui joint les milieux
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des deux cotés paralleles, partagée de
maniére que la partie placée vers le
point ol le plus petit des c6tés paral-
leles est partagé en deux parties égales,
soit & Pautre partic comme le double du

plus grand des cotés paralléles, con-
jointement avec le plus petit est au
double du plus petit, conjointement
avec le plus grand.

LIVRE IIL

1. Le centre de gravité d’un segment
compris par une droite et par une para-
bole, partage le diamétre, de maniére
que la partie qui est vers le sommet est
égale a trois fois la moitié de la partie
qui est vers la base. »

2. Le centre de gravité d’un segment
retranché d’une surface parabolique est
dans la ligne droite qui est le diamétre:
du segment partagé en cinq parties égales ;
et il est placé dans la partie du milicu,
“coupée de maniére que la portion qui est
plus prés de la plus petite base du seg-
' ment, soit & I’autre portion comme un
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solide.ayant pour base le quarré cons-
truit sur la moitié de la grande base du
segment, et pour hauteur le double de
la plus petite base, conjointement avec
la plus grande, est & un solide ayant pour
base le quarré construit sur la moitié de
la plus petite base du segment et pour
hauteur le double de la plus grande base
du segment, conjointement avec la plus
petite base du segment.

DE LA QUADRATURE DE LA
: PARABOLE.
.

Up segment quelconque compris par
une droite et par une parabole, est égal
a quatre fois le tiers d’un triangle qui a
la méme base et la méme hauteur que
ce segment.

I’ARENAIRE

Dans ce livre, adressé & Gélon, qui
étoit fils ’Hiéron et qui mourut quels
ques mois avant son pére, Archiméde fait
voir que le nombre des grains de sable
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contenus dans la sphére des étoiles fixes,
seroit au-dessous de 1 suivi de 63 zéros,
le diameétre des étoiles fixes étant de
10,000,000,000 stades; le stade étant de
10,000 doigts, et une sphére dont le dia-
metre seroit la quarantiéme partie d’un
doigt, contenant 64,000 grains de sable.
~ Ce livre est infiniment intéressant. Ar-
chiméde expose le systéme du monde
imaginé par Aristarque, qui est le méme
que celui de Copernic. Il donne un moyen
fort ingénieux pour prendre le diamétre
apparent du soleil. Pour faire ses calculs,
il a imaginé un systéme de numération
qui est 4 peu de chose prés le méme que
le notre; il se sert de deux progressions,
Pune arithmétique , autre géométrique.
Le- premier terme de la premiére pro-
gression est zéro, et la différence est un;
le premier terme de la progression géo-
métrlque un et la raison dix. Clest la
comparalson de ces deux progressions
qu nous ont menés & la découverte des
logarithmes. ' '
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DES CORPS PORTES SUR UN FLUIDE.

LIVRE I

1. Si un corps ¢ui, sous un volume
égal, a la méme pesanteur qu’un fluide,
“est abandonné dans ce fluide, il s’y plon-
gera jusqu’a ce qu’il n’en reste rien hors
de la surface du fluide; mais il ne des-
cendra point plus bas.

2. Si un corps plus léger qu'un fluide
est abandonné dans ce fluide, une partie
de ce corps restera au-dessus de la sur-
face de ce fluide. :

3. Si un corps. plus léger qu’un fluide
est abandonné dans ce fluide, il s’y en-
foncera jusqu’a ce qu’un volume de li-
quide egal au volume de la partie du
corps qui est enfoncé ait la méme pesan-

teur que le corps entier.
" 4. Si un corps plus léger qu'un fluide
est enfoncé dans ce fluide, ce corps re-
montera avec une force d’autant plus
grande, qu'un. volume égal du fluide
sera plus pesant que ce corps.

5. Si un corps plus pesant qu’un fluide
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est abandonné ‘dams ce fluide, il sera
porté en bas jusqu’a ce qu’il soit au fond ;

. et ce corps sera d’autant plus léger dans
ce fluide, que la pesanteur d’une partie
du fluide, ayant le méme volume que
ce corps, sera plus grande.

6. Si une grandeur solide qui est plus
*légére qu’un fluide, et qui a la figure
d’un segment sphérique, est abandonnée
dans un fluide, de maniére que la base
du s¢gment ne touche point le fluide, le
segment sphérique se placera de maniére
que P’axe du segment ait une position ver-
ticale. Si 'on incline le segment de ma-
niére que la base du segment touche le
“fluide, il ne restera point incliné, s’il
est abandonné i lmi-méme, et son axe
reprendra une position verticale.

7. Si un segment sphérique plus 1éger
‘qu’un fluide est abandonné dans ce fluide,
de maniére que la base entiére soit dans
1e fluide, il se placera de mani¢re que
Vaxe du segment ait wne position ver-
ticale, : ‘
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LIVRE IL

Archiméde détermine dans ce livre les
différentes positions que doit prendre un
conoide plongé dans un fluide suivant les
différens rapports de 'axe au parametre,
et suivant les différens rapports des pe-

“santeurs spécifiques du conoide et du
fluide.

LEMMES.

Ce livre renferme plusieurs théorémes
et plusieurs problémes trés-curieux, et
utiles & ’analyse géométrique.

" Tels sont les théorémes qu’Archiméde
a démontrés , et les problémes qu’il a ré-
solus. Aucun de ces théorémes n’avoit
été démontré, aucun de ces problémes
n’avoit été résola avant lui. Bien diffé-
rent en cela d’Euclide et d’Apollonius,
qui n’ont guére fait que rassembler en
corps de doctrine des matériaux épars;
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mais qui 'ont fait d’'une maniére admi-
rable. ‘ |

Archiméde, pour d®montrer ces théo-
rémes et pour résoudre ces problémes,
n’a employé que la Géométrie élémen-
taire, et les trois principes suivans:

1. Deux lignes qui sont dans un plan,
et qui ont les mémes extrémités, sont
inégales, lorsqu’elles sont 'une et 'autre

concaves du méme c6té, et que I'une est
~ comprise toute entiére par Pautre et par
la droite qui a les mémes extrémités que
cette autre, ou bien lorsque 1'une n’est
comprise qu’en partie et que le reste est
“commun : la ligne comprise est la plus
courte.
2. Pareillement lorsque des surfaces
ont les mémes limites dans un- plan, la
surface plane est la plus petite.

3. Deux surfaces, qui ont les mémes li-

mites dans un plan, sont inégales, lors-
qu’elles sont 'une et 'autre concaves du
méme c6té, et que I'une est comprise
toute entiére par l'autre et par le plan
qui a les mémes limites que cette autre,

ou bien lorsque ’'une n’est comprise qu’en
TOME I d

*
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partie et que le reste est commun: la sur-
face comprise est la plus petite. |

Cest & laide de ces trois principes,
dont personne n’avoit encore fait usage,
qu’Archimeéde fit faire a la Géométrie des
progrés dont toute 'antiquité fut éton-
née, et qui excitent encore aujourd’hui
toute notre admiration. Sans ces trois
principes, il lui eut été impossible de
faire aucune de ses sublimes découvertes,
4 moins qu’il n’eut fait usage de la con-
sidération de l'infini; c’est-a - dire, &
moins qu’il n’eiit regardé une courbe
comme étant un assemblage d’une infi-
nité de lignes droites, et un solide de
révolution comme étant un polyédre ter-
miné par une infinité de surfaces planes,
ou comme étant un assemblage d’une
infinité de troncs de cone. Mais les An-
ciens étoient loin d’admettre de sembla- -
bles suppositions, et aujourd’hui méme
on commence a ne vouloir plus les ad-
metire, du moins dans les élémens de
Mathématiques.

Archimede n’a poigt cherché 3 démon-
trer les trois principes dont il a fait
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usage, parce qu’il est impossible de les
démontrer, quand on ne veut pas faire
usage de la considération de I'infini. Ce-
pendant Eutocius et dans la suite plu-
sieurs autres Géometres 'ont tenté, mais
en vain. Pour démontrer, par exemple,
que la somme de deux tangentes est plus
- petite que ’arc de cercle qu’clles embras-
sent, ces Géométres font le raisonnement
suivant: Partageons I’arc en deux parties
égales, et par le point de division me-
nons une tangente; partageons les nou-
veaux arcs chacun en deux parties égales,
et par les points de division menons de
nouvelles tangentes, et ainsi de suite,
jusqu’a ce que I’arc soit divisé en une in-
finité de parties égales. La somme des
deux tangentes est plus grande que le con-
tour de la portion du polygone régulier
premiérement circonscrit; le contour de
la' portion de polygone régulier premié-
rement circonscrit est plus grand que le
. contour de la portion de polygone secon-
dement circonscrit; et enfin le contour
de la portion du polygone régulier qui a
‘été circonscrit I'avant-dernier, est plus.
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grand que le contour de la portion du po-
lygone régulier circonscrit en dernier
lieu ; donc la somme des deux premiéres
tangentes est plus grande que le contour
de la portion de polygone régulier cir-
conscrit en dernier lieu. Mais le contour
de la portion du polygone régulier cir-
conscrit en dernier lieu, est égal a I'arc
entier, parce que la portion d’un poly-
gone régulier d’une infinité de cotés, est
égale &4 l'arc auquel il est circonscrit.
Donc la somme des deux premieres tan-
gentes est plus grande que P’arc entier.

~ Pour que cette conclusion fut 1égitime,
il faudroit qu’ils démontrassent encore
que la somme de deux tangentes menées
en dernier lieu est plus grande que Parc
qu’elles embrassent; c’est-d-dire qu’ils
n’ont encore rien démontré pour ceux
qui bannissent de la Géométrie I'usage
‘de }a considération de I'infini.

Plusieurs Géometres pensent que la

partie des élémens d’Euclide qui regarde
les corps ronds est incompléte : ‘c’est une
erréur. Tout ce qu’on regrette de ne pas
" trouver dans Euolide, relativement & ces
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corps, ne peut se démontrer qu’a Paide
~ des trois principes posés par Archimede.

En faisant usage de la considération de
Pinfini, et 4 ’aide des nouveaux calculs,
on démontreroit beaucoup plus facile-
ment les sublimes découvertes d’Archi-
 tnede.

Pour démontrer, par exemple qu’un
cercle est egal a un triangle rectangle
dont un des cdtés de Pangle droit est égal
au rayon, et dont 'autre coté de I'angle
droit est égal a la circonférence , Archij- |
mede est forcé de faire usage d’une dé-
monstration indirecte. Il démontre qu"il
est impossible gque le cercle soit plus
grand que ce triangle; il démontre en--
suite gqu’il est impossible qu’il soit plus
‘petit, et il conclut que le cercle est égala
ce triangle. La démonstration d’Archi-
mede est sans réplique, maiselle est indi-
recte, et cela ne pouvoit étre autrement.

En faisant usage de la considération
de Vipfini, on se cohtente de dire: Cir-
‘conserivons au cercle un polygone régu-
lier d’une infinité de cOtés; ce polygone
sera égal & un triangle rectangle, dont un
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des cotés de I’angle droit sera égal au
rayon, et dont Pautre cotédel’angle droit
sera égal au contour de ce polygone. Mais
un polygone reguher d’une infinité de
c6tés circonscrit & un cercle est égal & ce
cercle; donc le cercle est égal au triangle.
Cette démonstration est simple et facile;
mais est-elle sans réplique? mais satisfait-
elle I’esprit ? Non, certes. Cette seconde
maniére de raisonner est fondée sur ce
principe : deux quantités qui ne different
qu’infiniment peu l’'une de l'autre sont
égales enir’elles. L’esprit repousse cé
prmmpe ; 11 lui est impossible de recon-
noitre que deux choses soient égales,
quand l’une est plus grande que 'autre.
Il sent qu’un cercle ne sauroit étre égal
a un polygone qui lui est circonscrit.
‘Sans doute les démonstrations d’Ar-
chiméde ‘sont plus longues, sont moins
faciles qu’elles ne ’auroient été s'il avoit
fait usage de la cons1deratlon de Vinfini
et 8’1l avoit employe les nouveaux cal-
culs; mais aussi elles sont sans réplique;
elles satisfont pleinement I'esprit. Aris-
tote dit que la tache du Géométre est de
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démontrer sans réplique: Archiméde a
rempli sa tache aussi bien qu’Euclide. -
Ceux qui desirent faire des progrés vé-
Fitablement solides dans les sciences ma-
thématiques ; ceux qui veulent que leur
esprit soit doué d’une grande force et
- d’une grande exactitude, qu’il ait la capa-
cité d’appercevoir -la-fois clairement et
distinctement un grand nombre d’objets
et les rapports qu’ils ont entr’eux ; ceux-
12 doivent lire et méditer Archimbdde.

Archimeéde est 'Homere des Géométres.

On lui a reproché de faire souvent
usage de démonstrations indirectes. Ar-
chiméde ne les emploie que lorsqu’il y
est forcé; et il y est forcé dans tous les
théorémes, qui ne pourroient se démon-
trer directement qu’en faisant usage de -
la considération de infini.

Archiméde n’est véritablement diffi-
cile que pour ceux A qui les méthodes
des Anciens ne sont point familiéres ; il
est clair et facile a suivre pour ceux qui
les ont étudiées. J’avoue cependant qu’il
y a quelques-unes de ses démonstrations,
et sur-tout la démonstration de la prope~
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sition g du 2° livre de I'Equilibre des
Plans, qu’on ne peut suivre qu’avec la
plus grande contention d’esprit. Il est
aussi quelquefois obscur, parce que sou-
-vent il franchit des idées intermédiaires.
Au reste, voici comment Plutarque s’ex-
plique sur cette prétendue obscurité que
les Modernes lui reprochent.

« On ne sauroit trouver dans toute la
Géométrie dethéorémes plus difficiles et
plus profonds que ceux d’Archimeéde, et
cependant ils sont.démontrés de la ma-
niére la plus simple et la plus claire. Les
uns attribuent cette clarté & un esprit
lumineux ; d’autres ’attribuent a un tra-
vail opinidtre, qui donne un air aisé aux
choses les plus difficiles. Il seroit impos-
sible de trouver, selon moi, la démons-
tration d’un théoréme d’Archimeéde; mais
lorsqu’on I’a lue, on croit qu’on I'auroit
trouvée sans peine, tant est facile et court
le chemin qui conduit & ce qu’il veut dé-
montrer ». Plutarque, Vie de Marcellus.
_ Galilée, qui étoit pénétré d’admiration
pour les Ecrits d’Archiméde, enchérit

- encore sur les expressions de Plutarque.
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Quoique j’aie dit plus haut que les
Ouvrages d’Archiméden’étoient difficiles
que pour ceux & qui les méthodes des
Anciens n’étoient pas familiéres, je ne
partage point cependant l’opinion dé
Plutarque et de Galilée. Je me garderai
bien de dire, par exemple, que les dé-
monstrations d’Archimede sont aussi fa-
ciles que celles d’Euclide et d’Apollonius.
Voila ce que j’avois a dire sur lesEcrits
d’Archiméde , dont je publie la Traduc-
tion accompagnée d’un Commentaire.
Ces Ecrits n’avoient encore été traduits
dans aucune langue vivante. J’ai fait tous
mes efforts pour que ma Traduction fit
fidéle, et méme mot 4 mot, quand le
génie de notrelangue mel’a permis. Dans
mon Commentaire, je cherche a éclaircir
les endroits difficiles ; je supplée lcs idées
intermédiaires que j’ai crues nécessaires
pour rendre de sens plus clair, et je dé-
~ montre plusieurs théorémes sur lesquels
Archimede s’appuie et donl les démons-
trations ‘n’existent plus, parce que les
Ouvrages ol elles se trouvoient ne sont

point parvenus jusqu’a nous. -
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Lorsque mon travail fut terminé, je le

- livrai & P'examen des Commissaires de
PInstitut, MM. Lagrange et Delambre.
M. Delambre eut la complaisance de
¢omparer mon Manuscrit avec le Texte
grec, et de faire des notes marginales. La
Classe des Sciences physiques ‘et mathé-
matiques ayant approuvé mon Ouvrage,
je le revisavec le plus grand soin, avant
de le livrer & 'impression. M. Delambre
a vu toutes-les épreuves, il les a com-
‘parées scrupuleusement avec le Texte
grec, et il m’a fdit part de sesobservations.

Ma Traduction sort des presses de
M. Crapelet. Les Figures devoient étre
placées dla fin de ’Ouvrage ; M. Buisson,
Libraire- Editeur, a bien voulu qu’elles
fussent mises dans le Texte, et répétées
autant de fois que le demande la dé-

., monstration; il a consenti volontiers & se
charger encore des frais énormes occa-
sionnés par ce changement. Ces Figures

ont été calculées avec toute la rigueur
possible. ) !

Il me reste encore a parler des ma-
chines inventées par Archiméde.
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Les Ancigns lui attribuoient quarante
inventions mécaniques ; mais on n’en
trouve plus que quelques-unes indiquées
obscurément par les auteurs. La plupart
de ces inventions nous sont inconnues,
parce qu’il dédaigna d’en donner la des-
cription. Archiméde, dit Plutarque dans
la vie de Marcellus, avoit un esprit si pro-
fond, un génie si élevé; il possédoit de si
grandes connoissances dans la théorie,
qu’il ne voulut jamais rien laisser par
écrit sur ses inventions mécaniques, qui
lui avoient acquis tant de gloire, et qui
lui avoient fait attribuer, non une science
hurpaine, mais une intelligence divine.
Des quarante inventions d’Archimede,
on ne cite plus aujourd’hui que son Mi-"
roir ardent; la vis qui porte son nom ;
sa sphére; son invention appelée loculus.
La vis sans fin et la multiplicalion des
poulies passent aussi pour des inventions
d’Archimede. K
Quant a son Miroir ardent, voyez ce
que je dis dans mon Mémoire. Je. né ferai
point la descrlpuon de sa vis inclinée ;
elle est connue de tout le monde. Son
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mécanisme consiste en ce que la pesan-
teur, qui fait naturellement descendre
un corps, est employée seule dans cette
machine pour le faire monter , 'eau ne
montant A Paide de la vis que parce
qu’elle descend a chaque instant par son
propre poids dans cette vis. Ce qui a fait
dire a Galilée: La quale inventione non
solo é maravigliosa , ma é miracolosa.
Qu'on se garde bien de croire que la
vis d’Archimeéde n’est qu’une invention
curieuse : cette invention est au con-
traire capable de produire les plus grands
effets. Prés de Furnes, il y avoit un étang
de prés de deux lieues quarrées, {ont
le fond, dans une grande partie, étoit &
six pieds et demi au-dessous du nivean
de la basse mer. Des sommes immenses
avoient été employées, mais inutilement,
pour le dessécher. Des terres couvertes de
- riches moissons et des habitations nom-
breuses ‘ont remplacé cet étang, Une vis
d’Archiméde et denx moulins A palette,
mus par le vent, ont opéré toutes ces
merveilles. Voyez les deux lettres que
M. Alphonse Leroy filsm’a fait ’honneur
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de m’écrire, et qui se trouvoient dans le
Moniteur du 22 octobre 1806 et du 12 no-
vembre méme année. ,

La sphére d’Archiméde, qui représen-
toit les mouvemens des astres étoit fa-
meuse chez les Anciens.

" Cum Archimedes lunee , solis , quin-

que errantium motus in spheera illiga- -
vit, efficit idem quod ille , qui i timeeo
mundum cedificavit Platonis Deus, ut
tarditate et celeritate dissimillimos motus
una regeret conyersio. Cic. Tusc. quaest.

lib. 1.

An Arétimedes Siculus comcavo cere
similitudinem mundi ac figuram potuit
machinare , in quo ita solem ac lunam
composuit , ut ineqwales rotus ac coe-
lestibus similes comversionibus simgulis
quast dicbus efficerent : e won modo ac-
cessus 80lis et recessus, wel incremeria
diminutioresque Innee , werum efam
stellarum vel imervansinm , vel vagarum
dispares cursus orbis ille dum vertibur,
exhiberet 9Laotanmu*s. Dwm mst. hib. 2,
oap. B,

Sans doute qu’:Afrdm»méde faisoit plus



Ixij PREFACE. '
de cas de sa sphére que de ses autres
inventions, puisque c’est la seule dont il
avoit laissé une description qui malheu-
reusement ne nous est pas parvenue.

Il seroit difficile de se faire une idée
de linvention appelée loculus. Cette in-
vent on semble n’étre d’aucune impor-
tance ; sans doute on a eu tort de lattri-
buer & Archimeéde. Au reste, voici la des-
cription que nous en donne Fortuna-
tianus. '

Nam siloculusille Archimedeus qua-
tuordecim eboreas lamellas, quarum an-
guli varii sunt, in quadratam jformam
inclusas habens , componentibus nobis
.aliter atque aliter, modo galeam , modo
sicam , alias navem , alias columnam
Jfigurat , et innumerabiles efficit species ,
solebatque nobis pueris hic loculus ad

confirmandam memoriam, plurimum
prodesse , quantd majorem potest nobis
‘afferre voluptatem ; quantoque plenio-
_rem utilitatem, etc. Gramm. vet. p. 2684.

Avant de finir, je doisparler des Tra-
ducteurs et Commentateursd’Archiméde.

Nicolas Tartalea traduisit du grec en
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latin, et publla 4 Venise, en 1543, les .
ouvrages suivans d’Archlméde

'v°. De Centris gravium valde plams
aeque repentibus.

2% Quadratura Parabolc.

3°. De insidentibus aquce, liber pri-
mus.

En 1555, lesdeux livres De insident-
bus aquee parurent a Venise. M. Montu-
cla est dans ’erreur lorsqu’il dit dans son
Histoire des Mathématiques, que ces deux
livres d’Archimede ont été traduits d’a-
Prés un manuscrit arabe. Tartalea les a
traduitsd’aprésun manuscrit grec,comme
ille déclare dans sa préface (1). Peut-étre
le manuscrit grec existe-t-il encore" en-
foui dans quelque bibliothéque. Jinvite
tous les bibliothécaires de ’Europe 4 s’as-
surer s'ils ne posséderoient pas ce pre-—
cieux manuscrlt '

(r) Cum sorte quadam ad manus meas pervenjssent
fracti, et qui vix legi poterant quidam libri. manu
gr&c& scripti illius celeberrimi philosophi Archlmedls,
omnem operam , omne studium, et curam adhibui ut
in nostram lmguam que partes eorum legi poterant

. converterentur yete. :



N /
Ixiv PREFACE.

En 1543 parut a Bale une édition des
@uvres d’Archimede, avec la traduction
latine de Jean de Cremone, et revue par
Jean Regiomontan. Cette édition ne ren-
ferme ni les deux livres De insidentibus
in fluido, ni les Lemmes. On a joint a
cette édition le Commentaire d’Eutocius,
grec et latin. ’

En 1558, Fred. Commandin publia &
Venise, avec des Commentaires juste-
ment estimés, une excellente Traduction
des livres suivans d’Archimeéde.

1°. Circuli dimensio.

9°. De Lines spiralibus.

3°. Quadratura Paraboles. :

4°. De Conoidibus et Spheerotdidus.

5°. De numero Arence.

En 1565, Fred. Commandin publia
a Boulogne les deux livres intitulés : De
iis quoe vehuntur in aqud , revus, cor-
rigés , et accompagnés d'un excellent
Commentaire. :

En 1615 parut Pouvrage de Revault
intitulé : Archimedis opera quee extant
novis demonstrationibus commentariis~
queillustrata. Les définitions, les énon-
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cés des propositions, ’Arénaire et les épi-
tres, sont les seules choses d’Archiméde
que renferme cette édition : le reste est
deRevault. Son Ouvrage lui valut le sur-
nom d’Infelix Commentator.

En 1657, Greaves et Foster publiérent
une Traduction latine des Lemmes. Ils
traduisirent ce livre d’aprés I’arabe.

- En1661, Borelli publia une traduction
latine du méme Ouvrage , avec un Com-
mentaire.

En 1675 parut*’Archimeéde abrégé de
Barrow.

En 1681 parut PArchiméde de Fr
Maurolicus. Cet Ouvrage n’est qu’une pa-
raphrase d’Archimede, mais une para-
phrase trés - estimée. Cet Ouvrage avoit
paru en 1570. Mais toute 1’édition périt
par un naufrage, excepté un ou deux
- exemplaires.

En 1699 , Wallis donna une Traduc—
-tion latine de la Mesure du Cercle et de
P’Arénaire.

Enfin, en1792 parut & Oxford l’Archx—
-méde grec et latin de Torelli. La version

latine est littérale et élégante tout a-la-
TOME I e
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fois. Les variantes qui sont au bas des
pages et la fin du volume, sont infini-
ment précieuses: . \
On desireroitque le format ne fiit point
un grand in-folio pour la commodité du
Lecteur. Les figures, trés-bien gravées,
sont dans le texte, mais elles ne sont point
répétées lorsque 'on tourne le feuillet,
ce'qui en rend lalecture fatigante, et fait
‘perdre le fil de la démonstration. -

Lonrsqukla Classe des Sciences physiques et
mathématiques approuva ma Traduction de la Géo-
métrie d'Euclide , plusieurs Membres 1émoigné-
rent leurs regrets de ce que je ne publiois point
la Traduction compléte de ses @uvres ; et lorsque
cette méme Classe approuva ma Traduction d’Ar-
chiméde, elle m’invita a donner celle d’Apollonius. .
Le double veeu de la Classe sera rempli.

J’ai mis la derniére main 4 ma Traduction des
@uvres d’Euclide. Elle parofira avant Ja fin de
Yaonée 1808. Cette Traduction renfermera deux
volumes in-4°. ; elle sera imprimée a linstar de
celle d’Archimeéde. On souscrit chez I'Auteur, au
Lycée Bonaparte ; le prix est de Go fr. pap. ordi
naire, et de 120 fr. pap. vélin,

. L’Auveur s'occupe actuellement de sa Traduc-
tion d’Apollonius de Perge: de cette maniére le
Public jouira enfin des Traductions des trois plus
-grands Géomeétres de I'antiquité.

\




AVIS AU LECTEUR.

L5 dénominations suivantes sont fréquem-
ment employées par Archiméde :
Sait la proportion géométrique.q: b::c: d,
on aura: . : S
Par permutation @a:c:: &:d.
Par wversion... b:a::d:c,oud:c::b:a. .,
Par addition ... g+ b.:b::c+ d: d.
Par soustraction ¢ — b:b::c~—d: d.
Par conversion, a:a-—b::c¢:c—d. _
Soient les deux proportions géométriques :
a:b:c:d ‘
b:f:d:g.
On a par raison d’égalité
- a:fuc:g _
Soient les deux proportions géométriques :
a:b:c:d
Cbifugte S
On aura par raison d'égalité dans la propor-
tion troublée : .
_ a:f:g:d.
Soient les deux raisons géométriques iné-
gales: | : , : -
. - a:b>c:d,on a:
Par permutation @ : ¢ > b :d,
Par inversion... b:a<c:d .
Par addition... g+ b:5>c+d:d.
Par soustraction. g~—54:5> o~d : d.
Par conversion. a:a—b<c:c—d.
1l en seroit de méme si I'on avoit :

a:b<c:d.‘
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Les lettres grecques ayant été employées dans
les figures , je les place ici avec leurs noms et
leurs valeurs, en faveur de ceux qui ne savent
pas cette langue.

LETTRES GRECQUES. - LEURS sou: LEURS VALEURS.
Ad cececanss alpha-.oiroall. AL
BEC coveevens béta.‘.......:. B.

cececcces BAMMA.ee.es.. G

esvescnes deltac.. .00 D

eseeeces. epsilon........ E bref.

T 7-17: YIS A

ecesscces €taiiiecesess.s Elong.

ceceesses théta. cve.eve.o. TH,

®seacsoo iétao..........

[l
.

esessssee Ca QA eececscaen

eessesese lambda.........

5

=

eveoccece IMMMMisescssssosse

LY PR EINMYHONZEZDR N OMNEDH

seveecsse NUUececscenssese

.

®eo e 09008 00 xi'.l.'.’.....’.
ceecrscee OMICTON ¢0veene

.
®ec s socanc p!c.oooooonltﬂo

o2
k

.

evcecesse ThO e eveeernne.

.
-

®s0 0 e0cv00oe0 Sigmﬂ.o.o......

Hw P

cecsocese tAU et eeeseass Lo
esesessses upsilon........ U.
veveesoes phicee.. ... PH.
esseeacse Chicevevenes... CH.
veesccses PSlecieesiade.. PS.
tiecscese OMEGAL e saas.s O long.
ceenceses BT vvueereanaes ST.

ceocetoce TI.......’:....oo UI.
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D’ARCHIMEDE.

-

DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.

LIVRE PREMIER.-

A

Ahc-mmﬁ:m: A Doswnén, SanuT.
[ ] .

JE Ptavois déja envoyé avec leurs dé.
monstrations , les choses que mes réﬂexmns
m’avoient fait déconvrir; et parmi cés choses'
étoit le théoréme suivant; - ¢

- Tout segment compris ehﬁe uné’ &rmte'
et la section du céne rectangle, est égal 3
.quatre fois le tiers d’un triangle qui a Ia
méme base et la méme hauteu; que Ie seg-
ment (), ' ,

Jai terminé au;ourd’hut les; démonstra—

tions de plusieurs théorémes ddi se sont
TOME L , 1



2 DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.
présentés; et parmi ces théorémes , on dis-
tingue ceux: qui suivent:

La surface de la sphére est quadruple
d’un de ses grands cercles.

'La surface d’un segment spherxque est
égale 4 un cercle ayant un rayon égal i la
droite menée du sommet du segment a la
circonférence du cercle qui est la base du
segment. )

Un cylindre qu1 a une base égale & un
grand cercle.de la sphére, et une hauteur
égale au diamétre de cette méme sphére,
est égal a trois fois la moitié de la sphére.

La' surface du cylmdre est aussi égale &

trois fois la moitié de la surface de la sphére.

- Quoique ces propriétés existassent essen-
tlellemcI}t dans les figures dont nous venons
de parlf;;r » elles m’avoient point été remar-
quées par ceux qm ont cultivé la géométrie
avant nous; cependant il sera facile de con-
noitre la vérlté de nos théorémes, a ceux qui
hront attentivement les démonstrations que
nous en® avons données. Il en a-été de
méme de plusieurs choses qu’Eudoxe.a con~
sidérées dans les solides, et qui ont été
admises , comme les théorémes suivans:

-




had O

~

r

LIVRE PREMIER, 5

Une pyramide est le tiers d’un prisme
qui a la méme base et la méme hauteur
que la pyramide.

Un cdne est le tiers d’'un cylindre qui a la
méme base et la méme hauteur que le cone.
. Ces propriétés existoient essentiellement
dans ces figures, et quoiqu’avant Eudoxe,
il etit paru plusieurs géométres qui n’étoient
point & mépriser, cependant ces propriétés
leur étoient inconnues, et ne furent décou-
vertes par aucun d’eux.

Au reste, il sera permis, & ceux qul le |

pourront , d’examiner ce que je viens de
dire. H etit été & desirer que mes décou-
vertes eussent été publides du vivant de
Conon; car je pense qﬁ’il étoit trés-capable ,
d’en prendre connoissance et den porter un
juste jugement. Quoi qu’il en soit, ayant
pensé qu’il étoit bon de les faire connoitre &
ceux qui cultivent les mathématiques, je te
les envoie appuyées de leurs démonstrations :
les personnes versées dans cette science pour-
ront les examiner 2 loisir. Porte-toi bien.

On expose d’abord les propositions qui
sont nécessaires pour démontrer les théo-
rémes dont on vient de parler. '

TOME I - %



4 DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.
 AXIOMES ET DEFINITIONS.

1. In peut y avoir dans un plan , certaines
lignes courbes terminées qui soient toutes
du méme coté des droites qui joignent leurs

extrémités, ou qui du moins n’aient aucune.

de leurs parties de 'autre coté de ces mémes
droites (a).

2. Une ligne concave du méme €dté est
celle dans laquelle, ayant pris deux poimts
quelconques , les droites qui joignent ces

points tombent tout entiéres du méme coté -

de la ligne concave, ou bien quelques-unes
tombent du méme c6té de la ligne concave,
et quelques autres sur cette ligne, tandis
qu’aucune de ces droites ne tomhe de diffé-
rens cotés (€).

3. Il peut y avoir également des surfaces
terminées qui, ayant leurs extrémités dans
un plan sans éire dans ce plan, sont toutes
placées du méme cdté du plan dans lequel
elles ont leurs extrémités, ou qui du moins
n’ont aucune de leurs parues de Pautre coté
de ce méme plan.

4. Une surface concave du méme c4té est

“
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celle dans laquelle, ayant pris deux points
quelconques, les droites qui joignent ces
-points tombent du méme c6té de la surfice
concave, ou bien quelques-unes de ces
_droites tombent du méme cdté de la surface
. concave, et quelques autres dans cette sur-
face, tandis qu’aucune de ces dr01tes ne
,‘tombe de différens cotés. '

5. Yappelle secteur solide une figure ter-
‘minée- par la surface d’un céne qui coupe
la sphére et qui a son sommet au centre,
et par la surface de la sphére qui est com-
prise dans le cdne.

6. J’appelle rhombe solide, une figure
solide composée de deux cOnes qui ont Ia
méme base, et dont les sommets sont de
différens cotés du plan dans lequel se trouve
la base, de maniére que les axes ne formznt
‘qu’une seule et méme droite: .

Je prends pour principes les pI‘OpOSlthlls
sulvantes. ‘ /

| PRINciPEs.

1. La ligne droite est la plus courte de

soutes celles qui ont les mémes exh'émt—
s (a) e
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2. Deux lignes qui sont dans un plan et

qui ont les mémes extrémités sont inégales,
lorsqu’elles sont ’une et ’autre concaves du;
méme coté et que 'une est.comprise toute

‘entiére par Pautre, et par la droite qui a

les mémes extrémités que cette autre,ou blen
lorsque I'une n’est compnse qu'en partie et
que le reste est commun; la ligne comprise
est la plus courte (€). -
3. Pareillement lorsque des surfaces ont
les mémes limites dans un plan, la surface
plane est la plus petite. A
. 4. Deux surfaces qui ont les mémes hmltes
dans un plan sont inégales , lorsqu’elles sont
T'une et l'autre eoncaves du méme cdté, et
que l'une est comprise toute entiére par
Tautre et par le plan qui a les mémes limites |
que cette autre; ou bien lorsque I’'une n est
comprise qu’en partie, et que le restexest !

4
.
!

l

- m————— \-\.4M~MM et A s e e

commun; la surface comprise est la plus'

‘-

petite. .

5. Etant données deux lignes inégales, ou -

deux surfaces inégales, ou bien deux solides -

inégaux, si Pexcés de 'une de. ces quantités
sur Pautre est a]outé a lui-méme un certalng

nombre de fois, cet excés ainsi ajouté a Tui= _
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méme pourra surpasser 'une ou Pautre des
quantités que ’on compare entre elles (3).

Ces choses ¢tant suppesées, je procede
ainsi qu’il suit.

PROPOSITION L

“ Si un polygone est inscr¥t dans un cercle,
il est évident que le contour du polygone
~ inscrit est plus petit que la circonférence
de ce cercle.
Car chaque cété du polygone est plus
petit que l'arc de la circonférence qu’il sous
tend (Princ. 1).

PROPOSITION IL .

Siun polygone est cirgonscrit & un cercle,
le contour du pelygone circonscrit est plus
grand que la circonférence de ce cercle.

Qu’un polygone soit circonscrit a un
cercle : je dis que.le contour de-ce polygone
est plus grand que la circonférence de ce
* %cercle. :

Car la somme des droites BA, aa est plus
grande que Yarc BA; parce que ces. droites
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comprennent un arc qui a les mémes ex-
trémités que ces droites ( Princ. 3 ). Sem-
blablement la somme des drpites ar, 18 est

plus grande que Parc 4B; la somme des
droites AK, K@ plps grande que Parc 4ae; la
somme des droites ZH, He plus grande que
Yarc ze, et enfin la somme des droites AE,
¥z plus grande que Yarc az. Donc le con-
tour entier du polygone est plus grand que
la circonférence.

PROPOSITION IIL

~ Deux quant;tés megales étant données, il
est possible de trouver'deux droites megales
dont la raison de la plus grande & la plus
petite soit moindre que la raison de la plus
grande quantité & la plus petite. ‘
Soient deux quantités inégales 5, 4A; que
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B soit la plus grande: je dis qu’il est possible
de trouver deux droites inégales qui rem-
plissent les conditions de ce qui est proposé.
Que la droite Br soit égale a la droite A;

et prenons une certaine droite zH. Si la
droite TA est ajoutée & elle-méme un cer-
tain nombre de fois, cette droite ainsi ajou-
tée & elle-méme surpassera la

droite A (Prirc. &). Que cette *: “

droite.soit ajoutée a elle-méme,

et que le multiple de cette

droite sait égal a la droite ae; |, -

et enfin fue la droite zH soit .
A A IE

autant de fois multiple de la
droite HE , que la droite ae I’est de la droite
AT. La droite @A sera a la droite AT comme
ZH est & HE; et par inversion, la droite en
sera & la droite HZ comme AT est & Ae. Mais
la droite ae est plus grande que la dxoite 4,
c’est-a-dire que la droite 18; donc la raison.
de la droite ra a la droite se est moindre
que la raison de la droite ra a la droite:
1B (2)." Donc, par addition, la raison de la
droite z i la droite zH est moindre que la
raison de A 3 Br. Mais la droite Br est égale’
& la droite a; donc la raison de £z & ZH est
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moindre que la raison de AB & o

. z
A. On a donc trouvé deux i
droites inégales qui remplissent
les conditions de ce quu est
proposé; c’est-a~dire, qu’on a |
r . - 1H
trouvé deux droites inégales
A |A IE

dontla raison de la plus grande
3 la plus petite est moindre que la raison
de la plus grande quantité donnée a la plus
petite. ’

PROPOSITION 1IV.
, .
" Deux quantités inégales et un cercle étant
donnés, il est possible d’inscrire un: poly-
gone dans ce cercle, et de i en circon-
scrire un autre, de maniére que la raison
‘du cbté du polygone circonscrit au c6té du
polygone inscrit soit moindre que la raison
de la plus grande quantité & la plus petite.
Soient donnés lés quantités A, B, et le
‘cercle TAEZ: je dis qu’il est possible: de falre
ce qui est proposé.
Cherchons deux droites ®, KA, de ma~
niére que @ étant la plus grande, la raison
‘de la droite @ & la droite kA soit moindre
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que la raison'de la plus grande quantité
‘donnée & la plus petite (3). Du point A et
sur la droite xa, élevons la perpendiculaire
AM; et du point ¥ menons la droite kM égale
a la droite @ ; ce qui peut se faire. Condui-
sons les deux diamétres re , Az perpendicu~
laires ’'un sur I’autre. Si I’angle aHr est par-
tagé en deux parties égales, sa m01t1e en
deux parties égales, et
ainsi de suite, il restera
enfin un certain angle
plus petit que le double’
de 'angle AkM. Qu’on ait
cet angle et que cet angle
soit NHT. Menons la corde
Nr. La droite Nr sera le
co6té d’un polygone équi-,

- latére; car puisque I’an-
gle NHr mesure Pangle

' droit aHr, et que Parc Nr
_mesure le quart de la circonférence , Parc
_NT mesurera la circonférence entiére. Il est
_ donc évident que:la droite TN est le coté
d’un polygone équilatére. Partageons l’angle :
NHT en deux parties égales par la droite
H=; que la droite o=n touche le cercle an

»
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point = ; et menons les droites HNIT, Hi‘o; il
est évident que la droite 10 seraele c6té
d’un polygone circonscrit au cercle, équi-
latére et semblable au polygone inscrit dont
le c6té est Nr. Puisque I’angle NHT est moindre .
que le double de Fangle ARM » et que angle
NHT est double de Pangle THr, langle THr
sera plus petit que ’angle

AKM. Mais les gngles pla- K

cés aux points A, T sont
droits ; donc la raison de
la droite Mk a la droite
AK est plus grande que la

N
raison de la droite TH &
la droite HT (). Mais la -
droite TH est égale %t.lao &

droite H=; donc la rai-
son de HZ 4 HT, C’est-a-
dire la raison de no & Nr .
est moindre que la raison de MK & KA. Mais
la raison de kM & KA est moindre gue la
raison de A a B, et la droite o est le coté:
du polygone circonscrit , tandis que la droite
TN est le coté du polygorie inscrit. . o« o o (6):

Ce qu’i} falloit trouver. e
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PROPOSITION V.

- Deux quantitésinégales et un secteur étant
donnés, il est possible de circonscrire un po-
lygone & ce secteur, et de lui en inscrire un
autre, de maniére que la raison du obté du
polygone circonscrit au c6té du polygone
inscrit soit moindre que la raison de la plus
grande quantité a la plus petite.

Soient E, z deux quantités inégales; que

la quantité E soit la plus’

grande; que ABT soit um

cercle quelconque ayant =

pour centre le paint 4;
au point A construisons
le secteur aas. Il faut

H |2 o

circonscrireun polygone . ...

au secteur ABA, et luien .

inscrire un autre,dema- -/ O\

niére que celui-ci ayant

tous ses cOtés, exceptd Ba,
AA, égaux entre eux, les. .

conditions de ce qui est propesé sment

remplies.

Cherchon; deux - droxtes mé@lcs H, OK;‘
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de maniére que H étant la plus grande, la
raison de H & ek soit moindre que la rai-
son de la plus grande quantité a la plus pe-
tite; ce qui peut se faire (3). Ayant mené
du point x sur la droite ©x la perpendicu-
laire kA, conduisons une droite @A égale
3 la droite H; ce qui peut se faire, puisque
1a droite H est plus grande que la droite ex.
Sinous partageons’angle
AAB en deux parties éga-
les, sa moitié en deux
parties égales, et ainside
suifg, il restera enfin un
angle plus petit que le A ¢
double de Yangle aexk. o
Que langle restant soit
AaM ; la droite AM sera le
coté d’'un polygone in-
scrit dans le secteur. Si
Pangle AaM est partagé en : :
deux parties égalés par la droite AN, et si par
le point N on conduit la droite aNo tangente
au secteur, cette droite sera le c6té d’un
‘polygone circonscrit au secteur et semblable
au polygone inscrit; et par la méme raison
‘que dans la proposition précédente , la raison

|H |E |7 e

r
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de 20 4 AM sera moindre que la raison de
la quantité 4 la guantité z. . '

PROPOSITION VL

Un cercle et deux quantités inégales étant.
donnés, circonscrire & ce cgrcle wn poly-
gone et lui en inscrire un autre, de maniére
que la raison du polygone circonscrit au po+
lygone inscrit soit moindre que la raison de
13 plus grande quantité a la plus petite.

Soient le cercle a, et les deux quantités
inégales E, z2; que la plus grande soit E. 1l
faut circonscrire un po- -
lygone & ce cercle, et lui
en inscrire un autre, de
maniére que les condi-
tions de ce qui est pro-
posé soient remplies.
Je prends deux droites
inégales r, A, de manieére
quer étant la plus grande,
la: raison de r 4 A soit
moindre que la raison.de .
E 2 z (3). Prenons une droite H moyenne
proportionnelle entre r et a; la droite 7. .

E |z T [H [A

)
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sera plus grande que la droite n Cireon-
scrivons un polygone au cercle A, et inscri-
vons-lui un autre polygone, ainsi que nous
Pavons enseigné (4), de maniére que la rai-
~son du c6té du polygone circonscrit au coté
du polygone inscrit soit . -
moindrg que,la raison
de r a H. Il est évident
que la raison doublée du
cdté du polygone circon-
scrit au c6té du polygone
inscrit sera moindre que
Ja raison doublée de r &
H. Mais la raison du po-
lygone circonscrit au po-
lygone inscrit est doublée
de la raison du cété du premier au c6té du
second, & cause que ces polygones sont sem-
blables; et la raison de la droite r & la droite
A est doublée de la raison de T a H; donc la
raison du polygone circonscrit au polygons
inscrit est moindre que la raison der & 4;
"donc la raison du polygone circonscrit an
polygone inscrit est encore momdre que la
raison de E a Z. : '
~ Nous démontrerons semblablement -que -

o
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deux quantités inégales et un secteur de
cercle étant donnés, on peut circonscrire
au secteur et lui inscrire un polygone, de
' maniére que la rajgon du polygone circon~
scrit au polygone inscrit soit moindre que
la raison de la plus grande qua.ntlte ala
plus petite, '

Si un cercle ou un secteur et une surface ,
quelconque sont donnés, il est évident que
si Pon inscrit & ce cercle ou & ce secteur et
ensuite aux segmens restans des polygones
" équilatéres , il restera enfin des segmens de
cercles ou de secteurs qui seront moindres
que la surface donnée. Ces choses sont dé~
montrées dans les Elémens ().

PROPOSITION VIL

11 faut démontrer qu’étani: donnés un
cercle , ou un secteur et une surface, on peut
circonscrire & ‘ce cercle ou a ce- secteur un
polygone , de maniére que la somme des seg-
mens du polygone circonscrit soit moindre
que la surface donnée. Il me sera permis de

transporter au secteur ce que; aural dit du
cercle. S e e
" TOME L P

-
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~ Soient donnés lé cercle A et une surface
quelconque B: je dis qu’on peut circonscrire
& ce cercle un polygone, de maniére que la
somme des segmens pla-
cés entre ce cercle et ce B
polygone soit moindre
que la surface B.

Puisqu’on a deux quan-
tités inégales, dont la
plus grande est composée
de la surface B et du cer-
cle A, et dont la plus pe-
tite: est ce méme cercle, on pourra circon-
scrire au cercle A un polygone et lui en n-
scrire un autre, de maniére que la raison

" du polygone circonscrit au polygone inscrit
soit moindre que la raison de la plus grande
des quantités dont nous venons de parler &
la plus petite ; et le polygone circonscrit sera
tel que la somme des segmens placés autour

'du cercle sera moindre que. la surface don-
née B. -

En effet, puisque la raison du polygone
circonscrit au polygone inscrit est moindre -
que la raison de la somme de la surface B
et du cercle A & ce méme cercle, et quele
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cercle est plus grand que le polygone inscrit,
la raison du polygone circonserit au cercle
A sera encore moindre que la raison de la
somme de la surface B et du oercle A & ce
méme cercle. Donc, par soustraction, la rai-
son de la somme des segmens restans du po-
lygone circonscrit au cercle A est moindre
que la raison de la sarface B au cefcle a.
Donc la somme des segmens du polygone
circonscrit est moindre que la surface B ().
Cela peut se démontrer encore de la maniére
suivante.

Puisquela raisah du polygbne circonscrit
au cercle A est moindre que la raison de la
somme de la surface B et du cercle A & ce
méme cercle, il s’ensuit que le polygone cir-
- conscri} est moindre que la somme de la sur-
face B et du cercle A, Donc la somme des
segmens placés autour du cercle est moindre
que la surface B. Nous ferons les mémes
raisonnemens par rapport au secteur.

PROPOSITION VIIL

Si dans un céne droit on ihserit une py-
ramide ayant une base équilatére, la surface
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de cette pyramide, la base exceptée, est égale .
a un- triangle ayant une base égale au con-
tour de la base de la pyramide, et une hau-
~ teur égale A la perpendiculaire menée- du
sommet sur un des cbtés de la base.

- +‘Soit le'cone droit dont la base est le cercle
a8T: Inscrivons-lui une pyramide ayant pour
base ¥ triangle équfilatéral asr. Je dis que
la surface de cette pyramide, la base ex-.
ceptée, est égale au triangle dont nous avons
parlé. ' -

. Car puisque le cdne est
droit, et que la base de la.
pyramide est équilatére,les
“ hauteurs des iriangles qui 3
comprennent la pyramide
sont égales entre elles. Mais -
ces triangles ont pour base les droites AB,
8T, TA , et pour hauteurla droite dont nous
venons ‘de parler ; dogc la somme de’ces
triangles , c’est-a-dire la surface de la py-
ramide, le triangle ABr excepté, est égale a
un triangle ayant pour base une droite égale
3 la somme des droites AB, BT, TA, et pour
fiauteur une droite égale & celle dont nous
. ‘yenons de parler. . -
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AUTRE DEMONSTRATION PLUS CLAIRE:

Soit le cone droit dont labase est le:cerele
ABT, et dont le sommet est le point 4. Insoris
vons dadns ce cdne une pyramide ayant pour

“base le triangle équilatéral asr; et menons
les droites aa, ar, 4s. *

Je dis que la somme des triangles AAB, A4F,
"BAT est égale & un triangle dont la base est
“égale au contour du triangle asr, et dontla

perpendiculaire menée du sommet sur la
base est égale a.]a perpendiculaire menée du
pomt A sur la droite Br.

* Menons les perpendlculmres AK, &4, AM,
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ces droites seront égales entre elles. Suppo-
sons un triangle EzH ayant une base égale au
contour du triangle ABT, et une hauteur He
égale a la droité aa Puisque la surface com-
prise sous les droites. 3r, Ax est double du
triangle ABF {e); que la surface comprise sous
les droites aB, AA est double du triangle ABa ,
et que la surface cbmprise sous les droites

B

N v

AT, AM est double du triangle sar |, Ia sur-
face comprise sous le contour du triangle
ABT, C'est-a~dire sous la droite 81, et sous la
droite AA, c’est-b-dire sous la droite He', est
double de la somme des triangles AAB, BAT,
AAT. Mais la surface comprise sous lesdroites
¥z, He est double du triangle r11; donc le

\
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triangle EzH est égal & la somme des trian-
~ gles aaB, BAr, AAT.

. o
. PRQPOSITIONS X.

Si une pyramide est circonscrite & un
cbne droit, la surface de cette pyramide,
la base exceptée, serp égale 4 un triangle
ayant une base égale au contour de la base
de la pyramide et une hauteur égale au c6té
du cdne.

Soit un céne ayant pour base le cercle Asr.
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Circonscrivons & ce céne une pyramide, de
maniére que sa base, c’est-i-dire le poly-
gone AEZ soit, circonscrit au cercle Asr. Je
* dis que laghipface de la pyramide, la base
exceptée, est égale au triangle- dont nous
"venons de parler. -

197

M

E \x

En effet, puisque l'axe du céne est per-
pendiculaire sur la base, c’est-a-dire sur le
-cercle ABr, et que les droites menées du
centre aux points de contact sont perpen-
diculaires sur les tangentes, les droites menées
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~ du sommet du céne aux points de contact,
seront perpendiculaires sur les droites AE,
zE, zA. Donc les perpendiculaires HA , HB, HF,
dont nous venons de parler, sont égales entre
elles; car ces perpendiculaires sont les cotés
du céne. Supposons un triangle exa, ayant
une base ok égale au contour du triangle
AEZ , et une hauteur am égale 4 HA. Puisque
la surface comprise sous les droites AE, AH
est double du triangle EAH; que la surface
comprise sous les droites Az, HB est double
du triangle Azn, et qu’enfin la surface com~
prise sous les droites Ez, TH est double du
triangle EHz; la surface comprise -sous les
droites @K, AH, c’est-a-dire MA, est double
" de la somme des triangles EAH, ZAH,. EHZ.
Mais la surface comprise sous €k, AM est
double du triangle AKe; donc: la surface de
la pyramide, la’ base exceptée, est égale &
un triangle ayant une base égale au contour
- du triangle AEz, et une hauteur ega.le au
c4té du cone. - ' 3

PROPOSITION X

- Silon méne une corde dans le eercle qui.

-—est la base-d’un‘ cone droit, et si 'on joint,
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par des droites, les extrémités de cette corde
et le sommet du cone, le triangle terminé
par celte corde et les droites qui joignent les
extrémités de cette corde et le sommet du
cdne, sera plus petit que la surface du cone
ccomprise entre les droites qui joignent les
extrémités de cette corde et le sommet du
cone. :

Que le cercle Asr soit la base d’un céne
droit, dont le point & est le sommet. Me-
nons la corde ar, et joignons les points A, T
avec le point A par les |
droites Aa, ar. Je dis que,)
le triangle 'AAr est plus pe+ ;
tit .que la surface du céno o
‘comprise entre les droites
_AA, AT.

Partageons I'arc ABr en . .. A
deux parties égales au point.: -
B, et menons lesdroites AB, 'S, AB. La.somme

‘des tnangles ABA, BrA sera certainement plus.
grande que le triangle aar. Que la surface ®
soit Pexcés de la somme des deux premiers
triangles sur le triangle AAr. La surface e
-sera ou plus petite que la somme des segmens
.AB, BT, ou elle n’est pas plus petite. Suppo-

\
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sons d’abord qu’elle ne soit pas plus petite.
Puisque P’on a deux surfaces, dont 'une est
celle du céne comprise entre A4, AB, avec
le segment AEB, et dont I'dutre est le triangle
AAB, et que ces deux surfaces ont pour limite
le contour du triangle AAB, la premiére qui
comprend la seconde sera plus grande que la
seconde qui est comprise par la premiére
* (PWnc. 4). Donc la surface du cbne comprise
entre AA, AB, avec le segment AEB) est plus
grande que le triangle ABA. Semblablement
la surface du ofne comprisé entre BA, AT,
avec le segment rz8, est plus grande que le
triangle BAT. Donc la surface totale du e¢éne
comprise entre AA, Ar, avec la surface o,
est plus grande que la somme des triangles
dont nous venons de parler. Mais la somme
des triangles dont nous venons de parler,
est égale au triangle Aar réuni i la surface e;
donesi ’on retranche la surface commune e,
1a surface restante du cone qui est comprise
entre A4, AT, sera plus grande que le triangle
AAT. : LT : o
Que la' surface ‘@ soit moindre que Ia
somme des segmens AB, BT. Si Pon partage
‘les arcs 48, BT en deux parties égales, et
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leurs moitiés en deux parties égales, et ainsi
‘de suite, il restera enfin des segmens dont
la somme sera moindre que la surface e.
Que les segmens restans soient ceux qui sont
~appuyés sur les droites AE, EB, BZ , ZT; et mes
nons les droites AE, az. Par la méme raison,
la surface du céne comprise entre As, AE,
avec le segment appuyé sur
AE, sera plus grande que le
triangle AAE; et la surface
comprise entre EA , AB, avec
le segment appuyé sur EB,
est aussi plus grande que le
triangle EaB. Donc la sur-
face du cone comprise entre ~ .
AA, AB, avec les segmens AE, EB, est pl
~grande que la somme des triangles AAE, EBA;
.et puisque la somme des trianglés AEA, AEB
est plus grande que le triangle ABA; ce qui
‘est démoniré, la surface du cone comprise
‘enire AA, 4B, avee les segmens appuyés sur
_AE,EB sera encore pll’.ls grande'que le triangle
AAB. Par la méme raison, la surface com-
_prise entre Ba, AT, avec les segmens appuyés
_.sur Bz, Ir, sera plus grande que le triangle
BAT. Donc la surface totale comprise entre
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AA, AT, avec les segmens dont nous venons
de parler, est plus grande que la somme des
triangles .ABA, Arr. Mais la somme de ces
triangles est égale au triangle AAT réuni A la’
surface @,.et les segmens dont nous venons '
.de parler sont moindres que la surface e;
donc la surface restante comprise entre a4,
4r est plus grande que le triangle aar.

PROPOSITION XL

Si ’on méne des tangentes au cercle qui-
est la base d’un cone droit; si ces tangentes
sont dans le méme plan que ce cercle et se
rencontrent mutuellement ; et si, des points
de contact et du point oti ces droites se
rencontrent, on méne des droites au som-
met du céne, la somme des triangles ter-
minés par ces tangentes et par les draites qui
joignent leurs extrémités et le sommet du
cone, sera plus grande que la surface du
cbne comprise entre les droites qui joignent
les points de contact et le sommet du céne.

Soit un cdne ayant pour base le cercle asr,
et ‘pour sommet le point E: menons. les
droites A, 4T, tangentes au cercle ABr; que
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ces tangentes soient dans le méme plan que
ce cercle, et du point E, qui est le sommet
du céne, menons aux points A, A, T les

"droites EA, EA, ET. Je dis que la somme des

triangles AAE, AEr est plus grande que la
surface du cone comprise entre les droites
AE, TE et l’arc ABT.

Menons une droite HBz tangente au cercle
et paralléle 4 1a droite Ar. L’arc ABr sera cer-
tainement partagé en deux parties égales an
pomt B. Des points H, z menons au point E
les droites HE, zE. Puisque la somme des droites
' HA, Az est plus grande que la droite Hz, si

)
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Yon ajoute de part ou d’autre les droites Ha ,
zr, la somme des droites aa, Ar sera plus
- grande que la somme des droites AH, HZ, ZT.
Mais les droites AE, EB, ET , qui sont les cOtés
d’un cbne droit, sont égales entre elles et
ces droites sont perpendiculaires sur les tan-
gentes du cercle Asr, ainsi que cela est dé-
montré dans un lemme ; donc la somme des
surfaces comprises sous ges perpendiculaires
-et sous les bases des triangles AEA, AET, est
plus grande que la somme des surfaces com-
prises sous ces mémes perpendiculaires et sous
les bases des triangles AHE, HEZ, ZET; parce
que la somme des bases AH, HZ, zr est plus
petite que la somme des bases A, AA, tan-
dis que les hauteurs sont égales, puisqu’il
est évident que la droite menée du sommet
du cdne droit au point de contact de la base
est perpendiculaire sur la tangente. Que la
strface © soit Pexcés de la somme des trian~
gles AEA, ATE sur la somme des triangles AEH,
HEZ, 2El. La surface @ sera ou plus petite
que la somme des segmens AHB, Bzr placés
autour de ’arc Asr, ou cette surfaCe ne sera
pas plus petite. - . .
Supposons d’abord que-la . surface ‘@ ne -
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soit pas plus petite. Puisque I’on a deux sur-
faces composées, dont I'une est la surface de
la pyramide, qui a pour base le trapéze
" HATZ et pour sommet le point E, et dont
Iautre est la surface du cone comprise entre
AE, ET avec Je segment ABT, et que ces deux

-surfaces ont pour limite le contour du trian:-
gle arr; il est évident que la surface de la
 pyramide; le triangle Axr excepté, ‘est plus
" grande que la surface du c6ne comprise entre
" AE; ET, réunie au segment ABr (Princ. 4).
~ Doncsi 'on retranche le segment commun
- AT, la -somme des triangles AHE, HEZ, ZET
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restans, avec la somme des segmiens AHB , BZT
placés autour du cercle, .sera plus grande
que la surface du céne comprise entre les
_ droites AE, Er. Mais la surface @ n’est pas
plus petite que la somme des segmens AHB,
B2r placés autour du cercle; donc la somme
~des triangles AHE, HEZ , ZET, avee la surface

@, est plus grande que la surface du céne
comprise entre AE, Er. Mais la somme des:
triangles AHE , HEZ , ZET, avec la surface @, est

- égaledla somme des triangles AEA, AET; done
la somme des triangles AEA, AET est plus
grande que la surface du cdne dont nous
venons de parler.

. Supposons en second lieu que la surface
@ soit plus petite que la somme des segmens
placés autour du cercle. Si I'on circonscrit
continuellement des polygones aux segmens,
en partageant les arcs en deux parties égales ,

et en menant des tangentes, il restera enfin . -

certains segmens dont la somme. sera plus
~ petite que la surface @. Que les segmens res-
tans soient AMK, KNB, Baa, 40T, et que la
somme de ces segmens soit plus petite que
.Ja surface . Menons des droites au point E,
Il est .encore évident que la somme des
TOME L "3
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.triangles AHE, HEZ , ZET sera plus grande que
la somme des triangles aEM, MEN, NEX, ZEO,
OET ; car la somme ‘des bases des premiers
triangles est plus grande que la somme des
bases des seconds, et que les hauteurs sont
égales de part et d’autre. Mais la surface de =

la pyramide qui a pour base le polygone
amNzor, et pour sommet le point E, le
triangle AET excepté, est'plus grande que la
surface du cone comprise entre AE, ET, réunie
au segment ABT; donc si on retranche de part -
et d’autre le segment aBr, la somme des*
triangles restans AEM, MEN, NE% ;- #EO , OFT,

»”



LIVRE PREMIER. 35

avec les segmens restans AMK , KNB, BEA, AOT,
placés autour du gercle, sera plus grande
gque la surface du cdne comprise entre AE,
er. Mais la surface @ est plus grande que la
" somme des segmens restans dont nous Ve-
nons de parler et qui sont placés autour du
cercle : et ’'on a démontré que la somme, des
triangles AEH , HEZ, ZET est plus grande que Ja
somme des triangles AEM, MEN, NEZ, 5EO,
ofkr; donc 2 plus forte raison la somme des
triangles AEH, HEZ, ZET avec la surface @,
c’est-a-dire , la somme des triangles aag, AET i
est plus grande que la surface du c6ne com-
prlse entre AE, ET. * - '
N \

- PROPOSITION XIL -

La surface d’un cylindre droit, comprise
-entre deux: droites placées dans sa surface,
est plus gr}ande que le paraliélogramme ter-
aminé par ces deux drqites et par oelles;qui
joignent leurs extrémités e

Soit Je oylindre droit dont une deg- bases
est le cercle aB, et dont la base opposée est
le cercle ra. Menons les droites ar, A, Je dis
que la surface du cylindre comprise entre
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les droites Ar,BA est plus grande que le pa-
rallélogramme Aras.

Partageons les arcs A8, TA en deux partles
égales aux points , 2 ; et menons les droites
~AE% BB, T1, 24, Puisque la somme des droites

AE, EB est plus grande que la droite aB, et
que les parallélogrammes constrmts sur ces
dgoxtes ont la méme hau-
teur, la somme des paral- .
Klogrammes dont les bases
sont les droites AE, EB sera
plus grande que le parallé-
laéramme ABAT ; car leur
hauteur est la méme que
celle du cylindre. Que ’ex- *
cés de la somme des parallélogrammes dont
‘les bases sont AE, EB sur le parallélogramme
ABAT soit la-surface .. La surface H sera ou
plus petite que Ia somme des segmens plans.
' AE,EB, T, LA, ou elle ne sera pas plus petite. .
Bupposons d’abord gu’elle ne ‘soit pas plus
‘petite. Puisque la sarface du cylindre qui est
comptise ‘entre las droites AT, m, avec les
segnyens AEB, T1A, a pour limite le plan du
parallélogramme aBAT; que la surface qui est
composée des parallélogrammes dont las bases




LIEVRE PREMIER. - 37
sont AE /E.B et dont la hauteur est la. méme
que celle du cylindre, avec les triangles ez,
rzA, a aussi pour limite le plan du parallé: -
Jogramme ABAr; que Pune de ces surfaces

-comprend lautre, et que ces deux-surfaces
sont concaves' du méme cbté , la surface cy=
lindrique comprise entre les droites Ar, BA,
avec les segmens plans AEB, 124, sera plus
grande.que la surface qui est composée nen-
seulement des parallelogrammes dontlesbases
sont AE, EB, et dont la hauteur est la méme

~ que celle du cylindre , mais encore des trian-

" gles B, 1zA (Princ. 4). Donc si Pon. re-
tranche les triangles AEB, rza, la surface
cylindrique restante qui est comprise entre
les droites AT, BA, avec les segmens plans ag,
B8, TZ, 24, sera plus grande que la surface
composée des parallélogrammes dont lesbases

_sont les droites AE, EB, et dont la hauteur
est la méme que celle du cylindre. Mais la
somme des parallélogrammes dorit les bases
sont AE, EB, et dont la hauteur est la
méme que cell® du cylindre, est égale au
parallélogramme Aras réuni i la surface
H; donc la surface cylindrique restante qui
est. comprise entre les droites ar,.Ba est

\
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plus grande que le . parallélogramme Aras.
.- Supposons en second lieu que la surface
*H soit plus petite que.la somme des segmens
plans AE, EB, IZ, zA. Si 'on partage en deux
parties égale,s cliacun des arcs AE , EB, TZ 7
aux points 6, K, A, M; 'si 'on méne les
droites A©, @E, EK, KB, FA, AZ, ZM, MA; 81
Ton retranche les triangles AeE, ERB, TAZ,
zMA, dont la somme n’est b
pas. plus petite que la moi- -
4i¢ de la somme des seg-r '
' nens plans AE, EB, TZ, Z4,
et siJ’on continue de faire
la m%me ‘chasery ik restera k-
eifin certains segmens dont ...
" lasomme Mmmndre_que
la surface H. Que les segmens restans soient
40, OF, EK, KB, TA, AL, ZM, MA. Nous dé-.
montrerons de la. méme maniére que la
" somme des parallélogrammes "dont les bases
sont A®, O, EK , kB, et dontla hauteur est
la méme que.celle du cylindre, sera plus
grande que la somme des phrallélogrammes
 domt Yes bases sont les droites AE, EB, et dont
lahauteur est la méme que celle du cylindre.
Mais la surface du cylindre comprise entre

° o

-
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~ les droites ar, BA, avec les segmens plans

AEB, TZ4, et la surface qui est composée des
parallélogrammes dont les bases sont'se , e,
EK, KB, et dont la hauteur est la méme que
celle du cylindre, avec les figures rectilignes
A©EKB, TAZMA, ont pour limite le plan du
parallélogramme araB;donc si I'on retranche
les figures rectilignes AGEKB, TAZMA, la surface
cy]mdrlque restante qui est comprise entre
les droites AT, BA, avec les segmens plans
A®©, ©E, EK, KB, TA, AZ, ZM, MA, sera plus
grande que la surface composée des parallé-s
logrammes dont les bases sont les droites
Ae, eE, X, kB, et dont la hauteur’est la
méme que celle du cylmdre Mais la'somme
des para]lelogrammes dont les bases sont 4@,
©E, EK, KB , et dont la hauteur est Ja méme
que celle du cylindre, est plus grande que

" la somme des parallélogrammes dont les bases

_sont AE, B et dont la hauteur est la méme
. qde celle du cylindre ; donc la surface eylin-

drique comprise entre les droites AT, BA, avec
les segmens. plans 46, ©E, EK, KB, TA, AZ,
iM, MA, est plus grande que la somm.e\ des
parallélogrammes dont les bases sont les

- droites AB, EB, et dent la hauteur est Ja
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méme que celle du cylindre. Mais la somme
des parallélogrammes dont les bases sont les
droites® AE, EB, et dont la hauteur est la
méme que celle. du cylindrg, est égale au
parallélogramme Arap réuni a la surface u;
~ done la surface cylindrique comprise entre
les droites AT, BA, avec les segmens plans
A0, éﬁ, EK, KB, TA, AZ, IM, MA, est plus
grande que le parallélogramme AraB réuni a
la surface H. Mais la somme des segmens ae,
OE, EK, KB, TA, AZ, IM, M4, est plus petite
. que la surface H; donc la surface cylin-
drique restante eomprise entre les droites
AT, BA est plus grande que le paml.lelo-
gramme ATAB. - : .

"PROPOSITION .X»III.’

81 par les extrémités de deux drmtes qui
.sont. dans la surfaice d’un cylindre drait
quelconque, on méne des tangentes hux
cercles qui sont les bases du cylindre, si
ces droites sont dams le plan de ces cercles
et si elles se rencontrent, la somme des pa-
rallélogrammes compris sous les tangentes et
§ous les cotés “dut cylindre, sera plus grande
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que la surface cylindrique comprise entre
les droites qui sont dans sa surface.

Que le cercle Asr soit la base d’un cy-
lindre droit qhelconque, et que dans la sur-
face de ce cylindre soient deux droites ayant
pour extrémités les points A, T; par les pomts
A, T menons au cercle

AT des tangentes qui
soient dans le méme plan
que lui et qui se.coupent
mutuellement au point
H. Concevons que dans
Yautre base du cylindre, ~
et par les extrémités des droites qui sont
‘dans sa surface on ait mené des droites tan-
gentes au cercle. 1l faut démontrer que Ia
-somme des parallélogrammes compris soits
les tangentés et sous les t6tés du cylindre
“est plus grande :que la surface du cylindre
construite sur P’arc ABr.

-~ Memons au cercle ABr la tangente Ez; et

“des points £, z menons au plan de la base
supérieure des droites paralléles & Paxe du
cylindre. La somme des parallélogrammes
compris sous les droites AH, HT et sous les

-€btés ducylindre est plus grande- que la .
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somme des parallélogrammes compris sous
les droites AE, Ez, zr, et sous les cotés du cy-
lindre. Car puisque la somme des droites Ex,
Hz est plus grande que la droite Ez, si on
ajouté de part et d’autre les droites AE, zr,
la somme des droites HA , HT sera plus grande
.que la somme des droites
AE, EZ, 2I. Que Vexcés
de la somme des parallé-
logrammes compris sous
les droites HA , HT, et Sous
les cOtés du cylindre sur
la somme des parallélo-
grammes compris sous les droites AE, Ez, zr
et sous les cO6tés du cylindre, soit la surface
k. La moitié de la surface k sera ou plus
grande que la somme des figures comprises
‘entre les droite¢ AE, Ez, IT, et les arcs AR, °
BT; ou elle ne sera pas plus grande. S./u,ppo#
sons d’abord qu’elle soit plus grande. Puisque
le contour du.parallélogramme construit sur
la droite ar est la limite de la surface -qii
est composée des parallélogrammes cons-
truits sur les droites, AE, Ez, zT , du trapéae
AEZT et de celui qui lui est opposé dans I'autre
base du cylindre, et que le cm}t/our du pa-

%
N

-
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rajlélogramme construit sur AT est aussi la
limite de la surface qui est composée de la
surface du cylindre construite sur Parc Asr,,
~ du segment Asr, et de celui qui lui est op-
Posé, les surfaces dont nous venons de parler
ont la méme limite dans un méme plan. Mais
Pune et Pautre de ces surfaces sont concaves
du méme c6té, et Pune de ces surfaces est
comprise par I'autre, lereste étant commun;
donc la surface qui est comprise est la plus
petite (Prirc. 4). Donc si on retranche les
parties communes, c’est-i-dire , le segment
ABT et celui qui lui est opposé, la surface du
cylindre construite sur I’arc ABr sera plus
petite que la surface com'ppsée non-seule-
mernt des parallélogrammes construits sur Ies’
- droites AE, Ez , zr , mais encore des segmens
AEB, BzT et de ceux qui leur sont opposés.
Mais la surface composée des parallélogram-
mes dont notis venons de parler, avec les
segmens .dont nous venons aussi de parler,
est plus petite que la surface composée des
parallélogrammes construits sur les droites
AH, HT; car la somme des parallélogrammes
construits sur les droites AE, Ez, zr, avec la
surface X, qui est plus grande que la somme
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des segmens AEB, BZT, est égale & la somme des
parallélogrammes construits sur AH, Hr; donc
la somme des parallélogramimes compris sous
la droite AH, TH et sous les cétés du cylindre
est plus grande que la surface du eylindre
consfiuite. sur I’arc ABT. :

Si la surface x n *étoit pas plus grande que
la somme des segmens AEB , BZI, on meneroit
des tangentes au cercle, de maniére que la
somme des segmens restans placés autour du
cercle fiit moindre que la moitié¢ de la sur-
face x (7); et o démontreroit le reste
~ comme on I’a fart plus haut.

Ces choses étarit démontrées, les pml;osi'-
tions suivantes découlent nécessairement de
ce qui a été dit plus haut.

La surface d’une pyramide inscrite dans
un cone droit, la base exceptée, est plus
petite que la surface du céne. '

Car chacun des triangles qui- renferment
- la pyramide est moindre que la surface du |
cone comprise entre les odtés du triangle
Donc la surface totale de-la pyramide, la
base exceptée  est momdre quela surface du

cone. . ' N N
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- La surface - de la pyramide circonscrite &’
un céne droit, la base exceptée, est plus
grande que la surface du céne. '

Si un prisme est inscrit dans un cylmdre
droit, la surface du prisme, qui est com—
posée de parallélogrammes , est plus petite
que la surface du cylindre, la base exceptée.

Car chaque parallélogramme du prisme
est moindre que la surface du cylindre cons-
truite sur ce parallélogramme. -

Si un prisme est circonscrit 4 un cylindre
droit, la surface du prisme composée de pa-
‘rallélogrammes est plus grande que la sur-~
face du cyhndre la base exceptée.

.2

PROPOSITION XIV.

_ La surface d’un cylindr’é droit ‘quelcoh-
que, la base exceptée, est égale & un cercle
dont le rayon est mioyen proportionnel entre
le coté du cyhndre et le dmmétre de sa
base.

Que le cercle A soit la- base d’un cyhndre
droit quelconque; que la droiteé ta soit égale
an diamétredu cercle A, et la droite £z égale
au coté du cylipdre; que-la- droite # soit
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moyenne proportionnelle entre ar, Ez; et
supposons un cercle B dont le rayon soit égal
A la droite 1. I faut démontrer que le cercle
B est égal & la surface du cyhndre la base
exceptée :

X A

Car si ce cercle n est pas égal & la surface
du cylindre, il est plus grand ou plus petit.
Supposons , si cela est possible, qu’il soit
plus petit. Puisque I'on a deux quaptités; iné~ .
gales, la surface du cylindre et le cercle B,

. on pourra inscrire dans le cercle B un poly- .
gone équilatére et lui en circonscrire un
autre, de maniére que la raison du polygone

circonscrit au polygone inscrit soit momdre
que la raison de la surface du cylindre au
cercle B (6). Suppqsons que Pon ait circon-
scrit au cercle A un polygone semblable a
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celui qui est circonscrit au cercle B; et con-
cevons que le polygone circonscrit au cercle .
A soit la base d’un prisme circonscrit’a ce
cylindre; que la droite kKA soit égale au con_
tour du polygone circanscrit au cercle a;
que la droite Az soit égale i cette méme
droite KA, et que la droite T soit la moitié
de la droite ra. Le triangle KAT sera égal au
polygone circonscrit au gercle a; parce que
la base de ce triangle.est égale au contour
de ce polygone, et que sa hauteur est égale
au rayon du cercle 4 ; et le parallélogramme
EA sera égal a la surface du prisme circon-
scrit au cylindre, parce que ce parallélo-
gramme est compris sous le ¢6té du cylindre
et sous une droite égale au contour de la
base du prisme. Faisons la droite Ep égale &
la droite £z.' Le triangle zrA sera égal au
parallélogramme EA, et par conséquent i la
surface du’ prisme. Mais les polygones cir-
comscrits aux cercles A, B sont semblabfes;
daonc ces polygones sont entre eux comme -
les quarrés des rayons des cercles 4, 3: Donc
le triangle kTA est au polygone circonscrit
au cercle B comme le quarré de TA ‘est au
quarré de H; car les droites TA , H sont égales

i
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aux rayons des cercles A, B. Mais le quarré
de TA est au quarré de H comme la droite TA
est a'la droiterz ; carla droite H est moyenne
proportionnelle entre Ta, Pz, attendu qu’elle
est moyenne propertionnelle entre ra, Ez.

X A

_ ''T A% B P
Mais pourquoi la droite H est-elle moyenne
proportionnelle entre A, Pz (2)? Le voici :
Puisque la droite aT est égale & la droite 1T,
et que la droite PE est aussi égale A la droite
EZ, la droite 1A est double de la droite Ta, et
la droite Pz double de PE. Donc la droite ar,
est® la droite AT comme la droite pz est &
la droite zB. Donc la surface comprise sous
les droites 14, EZ est égale & la surface com-~
. prise sous les droites Ta, pz. Mais le quarré
construit sur la droite H est égal 4 la surface
comprise sous Ia, Ez; donc le quarré con-
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struit & la droite 1 est aussi égal a la surface
comprise sous TA, PZ. Donc 1A esta H comme
H est & pz. Donc le quarré construit sur la
droite T4 est au quarré construit sur la droite
H comme la droite TA est a la droite pz; car
lorsque trois droites sont proportionnelles
. entre elles, la premiére est a la troisiéme
comme la figure construite sur la premiére
droite est 4 la figure semblable construite
de la méme maniére sur la seconde. Majg le
triangle KTA est au triangle PAz comme la
droite TA est a la droite pz, parce que les
droites KA, Az sont égales entre elles; donc
le triangle xTA est au polygone circonscrit
au cercle 8 comme le triangle kTA est au
triangle pza. Donc le triangle zap est égal
au polygone circonscrit au cercle 8. Donc la’
surface du prisme qui est circonscrit au cy-
lindre est aussi égale au polygone qui est
circonscrit aiz, cercle B. Mais la raison du po-
lygone qui est circonscrit au cerclé ‘B au po-
lygone qui est inscrit dans ce méme cercle,
est moindre que la raison de la surface da
cylindre A au cercleB; donc la raison de la
surface du prisme qui est circonscrit 4 ce cy-
lindre au polygone qui est inscrit dans le
TOME I K 4
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cercle B, est encore moindre que la raison
de la surface du cylindre au cercle B, et par
permutation. . . . . (€), ce qui est impossible;
car la surface du prisme circonscrit au cy-
lindre est plus grande que la surface. du

X A

AN .
lﬂ r T A% E P

_cylindre, ainsi que cela a été démontré (13);
et le polygone inscrit dans le cercle B est
moindre que le cercle s (1). Donc le cercle B
n’est pas plus petit que la surface du cy-
lindre.

~ Supposons en second lieu, si cela est pos~
- sible, que le cercle B soit plus grand que la
surface du cylindre. Imaginons qu’on ait in-
scrit dans le cercle B un polygone, et qu’on
lui en ait circonscrit un autre, de maniére
que la raison du polygone circonscrit au
polygone inscrit soit moindre que la raison
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du cercle 8 & la surface du cylindre (6). In-
scrivons dans le cercle A un polygone sem-
blable & celui qui est inscrit dans le cercle B;
que le polygone inscrit dans le cercle A soit
la base d’un prisme ; que la droite kA soit
égale au contour du polygone inscrit dans
ce cercle, et que la droite za soit égale &
cette droite, Le triangle xra sera plus grand
que le polygone inscrit dans lé cercle a ;
parce que ce triangle a une base égale au
contour de ce polygone, et une hauteur
plus grande que la perpendiculaire menée
du centre sur un des cétés du polygone; et le
parallélogramme EA sera égal & la surface
du prisme inscrit, qui est composée de pa-
rallélogrammes; parce que cette surface est
" comprise sous le c6té du cylindre, et sous
une droite égale au contour du polygone
qui est la base du prisme; donc le triangle
PAZ est aussi égal & la surface de ce prisme.
Mais les polygones inscrits dans les cercles a,
B sont semblables; donc ces polygones sont
entre eux comme les quarrés des rayons de
ces cercles. Mais les triangles XTA, zPA sont
aussi entre eux comme les quarrés des rayons
des cercles a, 3 (3); donc le polygone inscrit.

-
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dans le cercle A est au polygone inscrit dans
le cercle B ‘domme le triangle xTA est au
triangle azp. Mais le polygone inscrit dans
le cercle A est plus petit que le triangle KTA;
donc le polygone inscrit dans le cercle B est

A

)

' T AZ E ) P
plus petit que le triangle zpa. Donc le poly-
gone inscrit dans le cercle B est aussi plus
petit que la surface du prisme inscrit dans
le cylindre, ce qui est impossible ; car la rai-
son du polygone qui est circonscrit au cercle
B au polygone qui lui est inscrit, est moin-
dre que la raison du cercle B & la surface du
cylindre; donc par permutation.......(d").
Mais le polygone circonscrit au cercle B est
plus grand que ce méme cerele 8 (2); donc le
polygone inscrit dans le cercle B est plus

grand que la surface du cylindre, et par con-

.
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séquent plus grand que la surface du prisme.
Donc le cercle B n’est pas plus grand que
la surface du cylindre. Mais on a démontré
qu’il n’est pas plus petit; donc il lui est égal.

PROPOSITION XV.

* Lasurface d’un céne droit quelconque , la
base exceptée , est égale & un cercle dent le
rayon est moyen proportionnel entre le c6té

du cdne et le rayon du cercle qui est la base
du céne.

Soit le céne droit dent le cercle A est la
base ; que la droite r soit le rayon de la base ;
que la droite &' soit égale (
au c6té du cone; que la
droite E soit moyenné pro-
portionnelle entrer, A, et
enfin quele cercle B ait pour

rayon une droite égale & la
droite . Jo dis que le cercle

B est égal a la surface du | } l
cone, la base exceptée.

Car si le cercle B n’est pas égal & Ia surface |
du cone, la base exceptée, il est ou plus
grand oy plus petit. Supposons d’abord quil
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soit plus petit. Puisqu’on a deux quantités’
inégales, la surface du céne et le cercle B,
et que la surface du céne est la plus grande,
on peut inscrire dans le cercle B un polygone
‘équilatére, et lui circonscrire un polygone
~ semblable au premier, de
maniére que la raison du
polygone circonscrit au po-
lygone inscrit soit moindre
que la raison de la surface
du cbéne au cercle B (6 )
Imaginons que I’on ait cir-
conscrit au cercle A un po-
lygone semblable au poly-
gone circonscrit -an cercle B; et supposons
que le polygone eirconscrit au cercle & soit
la base d’une pyramide qui ait le mémesom-
met que le cone. Puisque les polygones cir-
conscrits aux cercles A, B sont semblables,
ils sont entre eux comme les quarrés des
rayons de ces. cercles; c’est-d-dire, comme
les quarrés des droites r, E, ou comme les
draites 1, A. Mais le polygone circonscrit an
cercle A est & la surface de la pyramide cir-
conscrite au cone, comme la droite T est a
la droite o. En effet, la droite r est égaleala

i
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perpendiculaire menée du centre du cercle
sur un des c6tés du polygone; la droite A est
égale au cbté du cone; et Ie contour du po-
lygone est la hauteur commune de d:aux
rectangies dont les moitiés sont le polygone
circonscrit au cercle A, et la surface de Ia
pyramide circonscrite au cdne. Donc le po-
lygone circonscrit au cercle A est au polygone
circonscrit au cercle B, comme le polygone
circonscrit au cercle A est 3 la surface de la
pyramide circonscrite au céne. Donc la sur-
face de la pyramide est égale au polygone cir-
conscrit au cercle 8. Donc puisque la raison
du polygone qui est circonscrit au cercle B
au polygone inscrit est moindre que la raison
de la surface du c6ne au cercle B, la raison
de la surface de la pyramide qui est circon-
scrite au cone ali polygone inscrit dans le
cercle B, sera moindre que la raison de la
surface du cOne au cercle Bl(a). Ce qui est
impossible; car la surface de la pyramide
est plus grande que la surface du cbne, ainsi
que nous Favons démentré (13); et le poly-
gone inscrit dans le cercle B est au contraire
plus petit que le cercle B. Donc le cercle B
m’est pas plus. petit que la surface du cone.
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- Je dis & présent que le cercle B n’est pas
plus grand que la surface du coéne. Car sup—
posons, si cela est possible, que ce cercle
so}t plus grand. Supposons de nouveau gu’on
ait inscrit dans le cercle 8 un polygone, et
qu’on lui en ait circonscrit un autre ; de ma-

f:_;iére que la raison du polygone circonscrit
au ‘polygone inscrit soit moindre que la rai-
son du cercle 3 a la surface du edne (6).
Inscrivons dans le cercle A un polygone sem-
iblable a celui qui est inscrit dans le cercle B;
et concevons - que ce polygone soit la base
d’une pyramide, qui ait le. méme sommet
que le cone. Puisque les palygones inscrits
dans les cercles A, B. sont semblables, ces
polygones sont entre eux comme les quarrés
.des rayons de ces cercles., Donc la raison du
polygone inscrit dans le cetcle A au polygone
inscrit dans le cercle B est égale a la raison
der 4 & Mais la raison de 1 & & est plus.
grande que la raison du polygone inserit
dans le eercle A i la surface de la pyramide
Zinscrite dans le cone; car la raison du rayon
du cercle A au cété du cdne est plus grande
que la raison de la perpendieculaire menée
du centre sur le cité du polygone a la per-
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pendiculaire menée du sommet du ebne sur
le coté du méme polygone (€). Donc la rai-
son du pelygone inscrit dans le cercle 4 au
polygone inscrit dans le cercle B est plus
grande que la raison du premier polygone
3 la surface de la pyramide. Donc la surface
de la pyramide est plus grande que le poly-
gone inscrit dans le cerele 8. Mais la raison
du polygone qui est circonscrit au cercle B
au polygone qui lui est inscrit, est moindre
que la raison du cercle 3 & la surface du
eéne; donc la raisbm du polygone qui est
eirconscrit au cercle B a la surface de la py-
ramide inscrite dans le cbéne, est encore
moindre que la raison du cercle B & la sur-
. face du cone.......(3) €Ce qui est impos-
sible; ear le polygone emconscrit est plus
grand que le cercle B (3), tandis que la sur-
face de la pyramide inscrite dans le edne
est plus petite que la surface du cdne (23).
Donc le cercle B n’est pas plus grand que la
surface dw céne. Mais on a démontré quwil
West pas plus petit : dong il Iui est égal.
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PROPOSITION XVL

La surface d’un cdne droit quelconque est
a sa base comme le c6té du cone est au
rayon de sa base.

Soit un co6ne droit qui ait pour base le
cercle A. Que la droite B
soit égale au rayon du cer-
cle A, et la droite r égale
au coté de ce cone. Il faut
démontrer que la surface
du clne est au cercle” A
comme T est & B.

Prenons une droite E
moyenne proportionnelle B
entre B, T'; et supposons un cercle A qui ait
" unrayon égal a la droite E. Le cercle A sera
égal 4 la surface du céne, ainsi que cela a été
démontré dans le théoréme précédent. Mais
on a démontré aussi que le cercle A est au
cercle A comme la droite r est & la droite
B ; car ces deux raisons sont égales chacune
3 la raison du quarré de la droite E au quarré
de la droite B; parce que les cercles sont
entre eux comme les quarrés décrits sur,
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leurs diamétres, et par conséquent comme
les quarrés décrits sur leurs rayons, a cause
que ce qui convient aux diamétres convient
aussi & leurs moitiés; or, les rayons des eer-’
cles A, A sont égaux aux droites B, Ece(at).
Il est donc évident que la surface du cdne
est & la surface du cercle A comme la d.rmte
r est 2 la droite B.

LEMME.

Soit le parallélogramme BAH et que BH
soit sa diagonale. Que le c6té BA soit coupe
en deux parties d’une -
maniére quelconque au \ N
point A. Par'le point 4 iz . of
menons la droite Ae pa- 1}\
ralléle au cbté AH, et
“par le point z la droite
KA, paralléle au cété Ba, Je dis que la sur-
face camprise sous BA, AH est égale a la sur-
face comprise sous BA, AZ, et & la surface
comprise sous AA et sous une droite compo-
sée de Az, AH ().

En effet, 1a surface comprise sous Ba, AH
est la surface totale BH. Mais la surfacg com-

A A

\
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prise sous les droites BA, Az est la surface Bz
la surface comprise sous AA, et sous une
droite composée de Az, AH, est le gnomon
, MN=, parce que la sur- o
face comprise sous les \ %
~ droites aA, AR est égale 1z }}\ + 6
a la surface xu , le com- - »
plément xo étant égal |- '
au complément AA, et

enfin la surface comprise sous AA, AZ est
égale  la surface aa. Donc la surface totale
BH, ¢’est-a-dire celle qui est comprise sous
les droites BA, AH est égale & la surface com-
prise sous les droites Ba, Az, et au gno-
mon MNE, qui gst égal & la surface com-
prise sous AA et sous une droite composée
de aH, Az \

PROPOSITION XVIL

Si un cdne droit est coupé par un plan
paralléle & la base , la surface comprise entre
les plans paralléles est égale & uni cercle dont
le rayon est moyen propostionnel entre la
partie du cété du ebne comprise entre les
plans garalléles et entre une droite égale & Ia
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somme des rayons des cercles qui sont dans
~ les plans paralléles. '

Soit un céne dont le triangle qui passe par
Paxe soit égal au triangle asr. Coupons ce

edne par un plan paralléle & la base ; que
ce plan produise la section AE, et que la
droite BH soit I'axe de' ce cone. Supposons
un cercle dont le rayon soit moyen propor-
tionne] entre la droite AA et entre la somme
des droites Az, HA; et que ce cercle soit e.
Je dis que ce cercle est égal i la surface du
cOne comprise entre AE, AT. :
Supposons les deux cereles A, K; que le
quarré construit sur le rayon du cercle x
soit égal & la surface comprise sous les droites
BA, AL, et que le quarré constrflit sur le
rayon du cercle A , soit égal a la surface com-
prise sous les droites BA, AH. Le cercle A sera
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égal & la surface du cdne aBe; donc la sur-
face restante comprise entre les plans paral-
l¢les AE, AT est égale & la surface du cercle e.

LEMMES.

1. Les cbnes qui ont des hauteurs égales
sont entre eux comme leurs bases , et ceux
qui ont des bases égales sont entre eux
comme leurs hauteurs. |

2. Si un cylindre est coupé par un plan
paralléle & sa base, les deux cylmdres seront
entre eux comme leurs axes.

3. Lorsque des cones et des cylindres ont
les mémes bases , les cOnes sont entre eux
~ comme les cylindres ().

4. Les bases des cOnes égaux sont récipro-
quement proportionnelles aux hauteurs de
ces cOnes; et les cones dont les bases sont ré-
ciproquement proportionnelles & leurs hau-
teurs sont égaux entre eux.

5. Les cones dont les diamétres des bases
et dont les hauteurs, c’est-a-dire les axes
~ sont proportionnels, sont entre eux en raison

-triplée des dfamétres de leurs bases.

Toutes ces choses ont été démontrées par
ceux qui ont existé avant.nous (€).



.’ﬁ.;

sur AE. Je dis que ces deux
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PROPOSITION XVIIL

Si Pon a deux cbnes droits, si la surface
de I'un est égale & la base de I'autre, et si la
perpendiculaire menée du centre de la base

"du premier sur son c6té, est égale 4 la hau-

teur du second, ces deux cones sont égaux. -
 Soient les deux cénes droits ABr, AEz;
que la base du cone ABT soit égale 4 la sur-
face du coéne AEz; que la hauteur AH soit
égale & la perpendiculaire A

K©, menée du centre @ sur
un c6té du cbne, savoir

zl o

cones sont égaux. - A
Puisque la base du cone / \
ABT est égale & la surface B | 3
du céne AEz, et que les choses qui sont égales
entre elles ont la méme raison avec une
troisiéme , la base du céne BAT est & la base
du céne AEz comme la surface du cone AEZ

‘est 2 la base du cbne arz. Mais la surface

du cdne AEZ est & sa base consme A6 est &
©K; car on a démoniré que la surface d’'un

- cone droit quelcongue est a sa base comme
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le c6té du cdne est au rayon de la base,
c’est-a-dire comme AE est & E@ (16); et la
droite EA est 4 la droite E@ comme la
_droiftevAe est 4 la droite ex, parce que les
triangles AE® , AK© sont équiangles; et de plus
la droite ex est égale a la droite AH. Donc
la base du cOne BAT est & la base du céne
Az comme la hauteur du cone AEZ est 4 la
hauteur du cbéne aBr. Donc les bases des
cOnes ABT, AEz sont réciproquement prb-
portionnelles & leurs hauteurs. Donc le cone
BAT est égal au céne aez (17, lemm. 4 ).

PROPOSITION XIX

- Un rhombe quelconque composé de deux
cones droits est égal & un cone qui a une
base égale & la surface de I'un des cones qui
bomposent le rhombe, et une hauteur égale
a3 la perpendiculaire menée du sommet de
Pautre céne sur le coté du premier cone.
Soit un rhombe ABra composé de deux
cbnes droits, dont la base est le cercle décrit
autour du diamétre &1, .et dont la hauteur
est la droite AA. Supposons un autre cone
HeK, qui ait une base égale A la surface du
TOME L | B 5
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cone ABr, et une hauteur égale & la perpen-
diculaire menée du point A sur- le cbété aB
ou sur ce c6té prolongé. Que cette perpen-
diculaire soit Az, et que la hauteur du céne

A N
T/ _lE _\B ©
Z
A H A KM o &

oHK soit la droite ea égale 3 la d¥oite Az
Je dis que le rhombe ABra est égal au cone
Hex. .
Supposons un autre cdne MNg, dont la
base soit égale & celle du cdne ABr et dont
Ia hauteur soit égale & AA. Que la hauteur
de ce cone soit No. Puisque No est égal a aa,
la droite No est & la droite AE comme AA
est & AE. Mais AA est & AE comme le rhombe
ABTA est au cOne Bra (a); et No est & AE
comme le cOne MN= est au cOne Bra; parce
que ces deux cdnes ont des bases égales.
Donc le cdne MN= est au cOne BTA comme le
rhombe ABra est au céne Bra. Donc le cdne
MNE est égal au rhombe ABra. Mais la sur-
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‘face du clne ABr est égale 4 la base du céne

‘HeK ; donc la sumface du c6ne ABr est i sa

base comme la base du cone Hex est a la

base du c6ne MNz, parce que la base du céne

ABTest égale & la base du céne MN=. Mais la
surface du cone ABT est 4 sa base comme AB

est & BE (16),.c’est-d-dire comme AA est & AZ;
car les triangles ABE, AAz sont semblables.

Donc la base du cme HOx est 3 la base du
cOne MN= comme AA est & Az. Mais la droite
AA est égale A la droite No, par supposition ,
et la droite Az est aussi égale a la droite @4 ;

donc la base du cdne HOK est & la base du
cdne MN= comme la hauteur No est 4 la hau-
teur @4. Donc les bases des cénes HOK , MN&

sont réciproquement proportionnelles & leurs

hauteurs. Donc ces cdnes sont égaux (17,

lemmm. 4). Mais on a démoniré que le cone

MNE est égal au rhombe ABra. Donc le cdne

HoK est aussi égal au rhombe aBra.

1]

PROPOSITION XX

Si un cdne droit est coupé par un plan
paralléle & la base, et si sur le cercle qui
est produit par .cette section , on congoit un

\
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céne ayant son sommet au centre de la
base; si l’on retranche du coéne total le
rhombe produit par cette construction, le
reste 'sera égal & un cone ayant une base
égale a la surface du cone comprise entre
les plans paralléles, et une hauteur égale &
la perpendiculaire menée du centre de la
base sur un coté du cone. :
Soit le céne droit Am; coupons ce céne

par un plan paralléle a la base; que ce plan
produise la section AE; que le centre de la
base soit le poipt z, et que le cercle décrit
autour du diamétre AE soit la base d’un
cone ayant son sommet au point z. Le
rhombe BAZE sera composé de deux cénes
droits. Supposons un cdne k@A dont la base
soit égale & la surface’ comprise entre les

I
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plans AE, Ar, et dont la hauteur soit égale a
la perpendiculaire zH menée du point z sur
le e6té aB. Je dis que si Pon retyanche le
rhombe BAZE du cdne ABr, le reste sera égal
au cone @KA.

Soient les deux cones MN=, amp; que la
base du cone MN= soit égale a la surface du
cOne ABT, et que sa hauteur soit égale a la
droite zin Le cdne MN= sera égal au céne
ABT; car lorsque I’on a deux cones droits, si
la surface de l'un est égale a la base de
Yautre, et si la perpendiculaire menée du
centre de la base du premier sur son coté,
est égale & la hauteur du second, ces deux
cOnes sont égaux (18). Que la base du céne
omnp seit égale 4 la surface du cone ABE, et sa -
hauteur égale a la droite zH ; le cone onp
sera égal au rhombe BAZE, ainsi que cela a
été démontré plus haut (19). Puisque la sur-
face du céne ABr est composée de la surface
du céne BAE, et de la surface comprise entre
&E, AT; que la surface du cone- ABr est égale
3 la base du cone MNg; que la surfice du
cdne ABE est égale- 3 la base du cdne ormp,
et qu’enfin la surface comprise entre AE, AT
est égale a la base du cone exa, la base'da -
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cdne MNz sera égalé aux bases des cones exa ,
_onp. Mais ces cénes ont la méme hauteur ;
donc le gone MN= est égal aux clnes @k,

®

ore. Mais le cone MNE est égal au cone Asr,
et le edne mor est égal au rhombe BAEZ;
‘done ce qui reste du cbne ABr, aprés en
avoir 6té le rhombe BAEZ, est égal au
cdne @KA. :

PROPOSITION XXL

Si un des cones. d’un rhombe composé
.de cones droits est coupé par un plan pa-
ralléle & la base; si le cercle produit par cette
section est la base d'un céne qui a le méme
sommet que l'autre cdne du rhembe; et si
du rhombe total, on retranche le rhombe
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une hauteur égale a la perpendiculaire me-
née du point A sur la droite BA, ou sur son
prolongement. Je dis que le reste dont neus
avons parlé est égal au come ekA.

i

Soient les deux cOnes MN=, omp. Que la
base du cOne MNx= soit égale a la surface du
céne ABr, et que sa hauteur soit égale A la
droite AH: d’aprés ce que nous avons dé-
montré (19), le cobne MN= est égal au rhombe
ABTrA. Que la base du cone onp soit égale & -
la surface du cone EBZ, et sa hauteur égale
a la dreite aH ; le cone onp sera aussi égal au -
rhombe EBzA (1g). Mais puisque la surface
du céne aBr est composée de la surface du
cOne EBZ , et de la surface comprise entre Ez,
AT ; que la surface du cone ARr est égale &
1a base du cone MN=; que la surface du eéne
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EBZ est égale a la base du cdéne omr, et
qu’enfin la surface comprise entre Ez, AT est
égale a la base du cone eka, la base du céne
MN= sera égale & la somme des bases des cones
orp, ©KA. Mais ces cofies ont la tnéme hau-
teur ; donc le céne MN= est égal & la somme
des cOnes exa, onp. Mais le cdne MN= est
égal au thombe ABrA, et le céne orp égal au
rhombe EBzA; donc le cbne restant KA est
égal a ce qui reste du rhombe ABraA.

PROPOSITION XXIL

Si Pon inscrit dans un cercle un polygone
équilatére et d’'un nombre pair de cotés; et .
si ’on joint les c6tés de ce polygone par des
droites paralléles & une des droites qui sou-
tendent deux cotés de ce méme palygone,
la somme des droites qui joignent les c6tés
du, polygone est au diamétre du cercle,
comme la droite qui soutend la moitié des
cdtés du polygone inscrit moins un est & un
c6té de ce potygone.

Soit le cercle ABra; inscrivons-lui le poly-
gone AEZBHOIMNAAK; et menons les droites
EK, ZA, BA, HN, @M. Il est évident que ces
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comme la droite B= est . la droite zpr; la
droite B3 est 4 la droite 3P comme la droite
Az est a la droite 31; la droite Az est & la
droite =1 comme la droite HY est & la droite
TT; la droite Hr est & la dreite YT comme la
droite NY est & la droite 1¢'; la droite N ‘st
. a la droite Y® comme la droite ex est i la
droite x¢ ; et enfin la droite ex est a la droite
x¢ comme la dreite Mx est & la droite xr.
Donc la somme de toutes les droites Ex, 2K,
1M, TA, BE, A, HY, TN, ©X, XM, est & la
somme de toutes les droites a=, =o, om,
ne, Px, =T, TY, Y6, #X, XI', comme une
de ces premiéres droites est & une des se-
condes. Donc la semme des droites Ex, zA,
BA, HN, ©M est au diamétre Ar comme la
droite £ est 4 la droite =A. Mais la droite
E= est A la droite 2o comme la droite TE est
a la droite A ; donc la somme des droites
EK, ZA, BA, HN, ®M est au diamétre AT comme
la droite TE est a la droite Ea.
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- PROPOSITION XXIIL

Si Pon inscrit dans un segment de cercle
un polygone d’'un nombre pair de coétés,
dont tous les cotés, excepté la base, soient
égaux entre eux; si 'on joint les cotés du
polygone par des paralléles i la base du seg-
ment, la somme de ces paralléles, avec la

; moitié de la base du segment , est & la hau~
teur du segment, comme la droite menée
delextrémité du diamétre 4 ’extrémité d’un
des cotés du polygone est & un cdté du pao-
lygone.

‘Canduisons dans le cercle ABr une droite

A
E
M o
N
A\
7.y

quelconque Ar. Dans le segment Asr, et au-
dessus de Ar, inscrivons un polygone d’un
nombre pair de cotés, dont tous les cotés,
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excepté la base Ar, soient égaux; et me-
nons les droites ZH, E@ paralléles & la base
du segment. Je dis que la somme des droites
IH, E@, AZ est & la droite B2 comme la
droite Az est au c6té zs.

Menons les droites HE, A ; ces droites se~
ront paralléles 4 la droite zB. Par la méme
raison que dans le théoréme®*précédent, la
droite kz est a la droite KB comme la droite
HK est & la droite kA, comme EM est & MA,
comme MO est 3 MN et comme =A est & AN.
Donc la somme des droites zk , KH, EM , M@,
A= est 4 la somme des droites BK, KA, AM ,
MN, NE, comme une des premiéres droites
est 3 une des secondes. Donc la somme des

“droites zH, E® , A5 est 4 la droite Bx comme
la droite zk est 4 la droite k8. Mais la droite
zK est & la droite kB comme la droite Az est &
la droite z8. Donc la somme des droites zH,
E©, A= est 3 la droite & comme la droite az
est & la droite z. ' ’



Digitized by GOOS[C



LIVRE PREMIER. 79

les angles du polygone. Les cotés du poly-
gone décriront les surfaces de certains cones,
savoir : les cOtés Az, AN décriront la surface
d’un céne dont la base est le cercle qui a
pour diamétre la droite zN et dont le som~
met est le point A; les c6tés zH, MN décriront
la surface d’un céne dont la base est le cercle
qui a pour diamétre la droite MH, et dont le
sommet est le point ou les droites zH, MN
prolongées se rencontrent avec la droite Ar;
et enfin les cotés BH, Ma décriront la surface
du céne dont la base est le cercle qui a pour
diamétre la droite Ba, et dgnt le sommet est °
le point ou les droites BH, AM prolongées se
rencontrent avec la droite AP. Pareillement
dans Pautre demi-cercle , les c6tés décriront
aussi des surfaces de cdnes semblables 2 celles
dont nous venons de parler., De cette ma-
niére il sera inscrit dans la sphére une cer-
taine figure qui sera comprise par les surfaces
dont nous venons de parler, et dont la sur-
face sera plus petite que la surface de la
sphére. En effet, la sphére étant partagée en
deux parties par un plan qui est mené par
unedroite Ba, et perpendiculaire sur le cercle
ABTA, la surface de I'un des hémisphéres et



8o DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.

la surface de la figure inscrite ont les mémes
limites dans un seul plan, puisque ces deux
surfaces ont pour limites la circonférence du
cercle qui est décrite autour du diamétre B4,

R

'

M \A/

et qui est perpendiculaire sur le cercle ABra;
ces deux surfaces sont concaves du méme

L .
cdté, et I'une de ces surfaces est comprise

par Pautre et par un plan qui a les mémes
limites que cette autre (prizc. 4). Pareille-
ment la surface de la figure qui est inscrite
dans Pautre hémisphére, est aussi plus pe-
tite que la surface de cet hémisphére. Donc
la surface totale de la figure inscrite dans la
sphére est plus petite que la surface de la
spheére. ' '
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PROPOSITION XXV.

La surface de la figure inscrite dans une
sphére est égale & un cercle dont le quarré
du rayon est égal a la surface comprise sous
le c6té du polygone, et sous une droite égale
3 la somme des droites qui joignent les cotés
du polygone, en formant des quadrilatéres,
et qui sont paralléles 4 une droite qui sou-
tend demx cétés du polygone.

Que ATBA soit un grand cercle de la
sphére. Inscrivons dans ce cercle un polygone

éqﬁilatére dont le nombre des cotés soit di-
visible par quatre. Concevons qu’une figure
ait été engendrée dans la sphére par le poly-
gone inscrit.. Menons les droites £x, HO, TA,

KA, MN, et que ces droites soient paralléles
TOME L o 6 .



&

. 82 DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.

a la droite qui soutend deux cbtés du poly- .
gone. Supposons un cercle = dont le quarré
du rayon soit égal a la surface comprise sous
la droite AE, et sous une droite égale & la

)

s

/K
P =
i =3

somme des droites Ez , H9 ,TA, KA, MN. Je
dis que ce cercle est égak a la surface de la
figure inscrite dans la sphére.

Supposons les cercles o, 1, P, =, T, T.
Que le quarré du rayon du cercle o soit '
égal & la surface comprise sous EA et sous la
moitié de Ez; que le quarré du rayon du
cercle i1 soit égal & la surface comprise sous
la droite EA® et sous la moitié de la somme
des droites 2, H®; que le quarré du rayon
du cercle P soit égal & la surface comprise
sous la droite EA, et sous la moitié de la
somme des droites HO, ra; que le quarré
du rayon du cercle = soit égal & la-surface
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comprise sous la droite AE, et sous la moitié
de la somme des droites TA, xA; que le
quarré du rayon du cercle T soit égal a la
surface comprise sous la droite AE, et sous

Ja moitié de la somme des droites kA , MN,
et qu’enfin'le quarré du rayon du cercle r
soit égal a la surface comprise sous la droite
AE, et sous la moitié de la droite MN. Mais
le cercle o est. égal i la surface du céne
AEz (15); le cercle m égal a la surface com-
prise entre Ez, H® (17); le cercle p égal 4 la
surface comprise entre Ho, TA; le ¥ercle =
égal i la surface comprise entre AT, xa; le
cercle T égal 4 la surface comprise entre Ka,
MN, et enfin le cercle r égal & la surface du
cone MBN. Donc la somme de ces cercles est
égale. & la surface inscrite dans la sphére.
Mais il est évident que la somme des quar-
rés des rayons des cercles o, I, ?, =, T, T
est égale a la surface comprise sous AE, et
sous la somme des demi-droites Ez , HO, TA,
KA, MN, prises deux fois, Cest-a-dire la -
somme des, droites totales £z, Ho, TA, KA,
.MN. Donc la somme des quarrés des rayons
des cercles 0, m, P, =, T, T est égale 4 la
surface comprise sous AL, et sous la somme

13
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des droites Ez, HO, TA, KA, MN. Mais le
guarré du rayon du cercle = est égal 4 la
surface comprise sous la droite AE, et sous
une droite composée de toutes les droites
EZ, HO,TA, KA, MN. Donc le quarré du rayon
du cercle = est égal & la somme des quarrés
des rayons de tous les cercles o, m, P, =, T,
7. Donc le cercle = est égal 4 la somme des
cercles o, 11, P, =, T, T (2). Mais 'on a dé-
montré que la somme des cercles o, m, P,
=, T, T est égale & la surface de la figure
dont ndus avons parlé. Donc le cercle = est
aussi égal a la surface de cette figure.

PROPOSITION XXVL
- La surface d’une figure inscrite dans une
sphére et terminée par des surfaces coni-
ques, est plus petite que quatre grands cercles
de la spheére.

Soit ABra un grand cercle d’une sphére.
Inscrivons dans ce cercle un polygone équi-
angle et équilatére, dont le nombre des cotés

soit divisible par quatre. Concevons que sur
ce polygone on ait construit une figure ter-
minée par des surfaces coniques. Je dis que

é
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la surface de la figure inscrite est plus petite -
que quatre grands cercles de cette sphére.

Menons les deux droites E1, eM, souten-
dant chacune deux c6tés du polygone, et

les droites zk , AB, HA paralléles aux droites
¥1, oM. Supposonsun cercle p dont le quarré:
du rayon soitégal 4 la surface comprise sous
la droite EA, et sous une droite égale a la
somme des droites EI, zK, BA, HA, @M. D’aprés -
ce qui a été démontré (25), ce cercle est
égal & la surface de la figure dont nous ve-
nons de parler. Mais 'on a démontré qu’une
droite égale & la somme des droites e1, zKk,
BA, HA, OM, est au diamétre ar du cercle
ABTA comme TE est & EA (22). Donc la sur-
face comprise sous une droite égale & la
somme des droites dont nous venons de par-
ler, et sous Ia. droite Ea, c’est-a~dire le

~
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quarré du rayon du cercle p, est égal i la
surface comprise sous les droites ar, FE, Mais.
la surface comprise sous AT , TE est plus petite
- quele quarré de Ar; donc le quarré du rayon

du cerele P est plus petit que le quarré de ar.
Donc le rayon du cercle p est plus petit que
AT. Donc le diamétre du cercle est plus petit
que le double du diamétre du cercle asra.
- Donc deux diamétres du cercle ABTA sont
plus grands que le diamétre du cercle .
‘Donc le quadruple du quarré construit sur
le diameétre du cercle ABra, c’est-a-dire sur
AT, est plus grand que le quarré construit
sur le rayon du cercle p. Mais le quadruple
du quarré conét;‘uit sur AT est au quarré
eonstruit sur le diamétre du eerele p, comme
le quadruple du cercle aBra est au cercle
Donc le quadruple du cercle aBra est plus
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grand que le eercle . Donc le cercle p est
plus petit que le quadruple d’un grand cercle.
Mais on a démontré que le cercle P est égal
4 la surface de la figure dont nous venons
de parler (25); donc la surface de la figure
dont nous venons de parler est plus petite
que le quadruple d’un grand cercle de la
spheére.

PROPOSITION XXVIL

Une figure inscrite dans la sphére et ter-
minée par des surfaces coniques, est égale 2
un cbéne qui a une base égale & la surfyce
de la figure inscrite dans la sphére, et une
hauteur égale & la perpendiculaire’ menée
du centre de la sphére sur‘le c6té du po—
lygone.

Soit une sphére; que ABra soit un grand
cercle de cette sphére, et que le reste soit -
comme dans le théoréme précédent. Que p
soit' un céne droit, qui ait une base égale
a4 la surface de la figire inscrite dans cette
sphére, et une hauteur égale a la perpen-
diculaire menée du centre de cette sphére
sur le cdté du polygone. Il faut démontrer
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que la figure inscrite dans cette sphére est
égale au cone p.

~ Sur les cercles décrits autour des dia-
métres ZN, HM, ©A, 1K, construisens des

cdnes qui aient leur sommet au centre de la-

spjjére. On aura un rhombe solide composé
_du céne dont Ia base est le cercle décrit au—
‘tour du diamétre zN, et dont le sommet esi
le point A; et du cone dont la base est le
méme cercle et dont le sommet est le point
%. Ce rhombe est égal 4 un céne qui a une
hase égale a la surface du cone Naz, et une
hauteur égale a la perpendiculaire menée
du point x sur la dreite &z (1g). Lo reste du
rhombe terminé par I surface conique pla~
cée entre les plans paralléles conduits par les
droites 2N , HM, et entre les surfaces des cénes
INX, HMX , est €gal & un cone qui a une base
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égale & la surface conique comprise entre les
plans paralléles conduits par les droites zn,
HM; et pour hauteur une droite égale i la
perpendiculaire menée du point x sur la
droite zH, ainsi que cela a été démontré (21).
De plus le reste de cone terminé par la sur-
face conique comprise entre les plans pa-
ralléles menés par les droites HM, BA, entre
la surface du cone HMX et entre le cercle
décrit autour du diamétre Ba, est égal & un
ebne qui a une base égale 4 la surface co~
hique comprise entre les plans paralitles
menés par les droites M, BA , et une hau-
teur égale & la perpendiculaire menée du
point x sur la droite BH (20). Dans I'autre hé-
misphére, on aura pareillement un rhombe
XKTI, et autant de restes de cdnes que dans
le premier hémisphére ; et ce rhombe et ces
restes de cOnes seront égaux, chacun a cha-
cun, aux c6nes dont nous venons de parler.
Il est donc évident que la figure totale in-
scrite dans la sphére est égale & la somme
de tous les cones dont nous venons de par=
ler. Mais la somme de ces cdnes est égale
au cone P, parce que le cone P a une hau-
teur égale 3 la hauteur de chacun des cOnes _
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dont nous venons de parler, et une base
égale & la somme de leurs bases. Il est donc
évident que la figure inscrite dans la sphére
est égale au cone p.

PROPOSITION XXVIIL.

Une figure inscrite dans une sphére et
terminée par des surfaces coniques, est plus
petite que le quadruple d’un céne qui a une
base égale & un grand cercle de cette sphére,
et une hauteur égale & un rayon de cette
méme sphére. .

En effet, que P soit un coéne égal & la

L J

figure inscrite ; c’est-d-dire que ce céne ait
une base égale A la surface de la figure in-
scrite et une hauteur égale i la droite menée
du centre du cercle sur un des cotés du
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polygone inscrit. Soit aussi un céne =, qui
ait une base égale au cercle ABra et une
hauteur égale au rayon du cercle Asra.

Puisque le cone p a une base égale i la sur-
ﬁtce.deﬁa' figure inscrite dans la sphére et
une hauteur égale & la perpendiculaire me-.
née du point x sur le cété Az, et puisqu’il a
été démontré que la surface de la figure in-
scrite est plus petite que le quadruple d’'un
grand cercle ‘d’une sphére (26), la base du
cbéne P est plus petite que le quadruple de la
base du céne =.- Mais la hauteur du cone p
est plus petite que la hauteur du céne =;
donc, puisque le céne P a une base plus
petite que le quadruple de la base du céne
=, et une hauteur plus petite que celle du
cone =, il est évident que le cdne p est plus
petit que le quadruple du cdne =. Mais le
cone P est égal A la figure inscrite (27); donc
la figure inscrite est plus petite que le qua~
druple du céne =.
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PROPOSITION XXIX

- Que ABra soit un grand cercle d’une
sphére. Circonscrivons a ce cerclo Pely-
‘gone équiangle et équilatére; que le nombre

-~

9

des cotés de ce polygone soit divisible par
quatre. Circonscrivons un cercle au poly-
gone circonscrit. Le centre du cercle circon-
scrit sera le méme que le centre du cercle
aBrA. Si le diamétre x restant immobile, le
plan du polygone ezne et le cercle asra font
une révolution, il est évident que la cir-
conférence du cercle ABra se mouvra selon
la surface de la sphére, et que la circon-
férence du cercle rzne décrira la surface
d’une autre sphére qui aura le méme ceptre
que la plus petite. Les points de contact des

L2
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c6tés du polygone décriront dans la surface
de la plus petite sphére des cercles perpendi-
culaires sur le cercle aBra ; les angles du po-
lygone, excepté les angles placés aux points
E, H, décriront des circonférences de cercle
dans la surface de la plus grande sphére,
dont les plans seront perpendiculaires sur le
cercle EzH® ; et les c6tés du polygone décri-
ront des surfaces coniques comme dans le
théoréme précédent. 11 est donc évident
qu’une figure terminée par des surfaces co-
niques sera circonscrite a la petite sphére et
inscrite dans la grande. Nous démontrerons
de la maniére suivante , que la surface de
la figure circonscrite est plus grande que la

surface de la spheére. Que kA soit le diamétre
~ d’un des cercles de la petite sphére, etx, A
les points o deux cétés du polygone cir-
conscrit touchent le cercle Ara. La sphére
étant partagée en deux parties par un plan
~ conduit par la droite kA et perpendiculaire
sur lg cercle aBra, la surface de la figure
circonscrite & la sphére sera aussi partagéeé
en deux parties par le méme plan. Or il est
évident que les surfaces obtenues de cette
maniére ont les mémes limites dans un
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méme plan, ear la limite de I'une et de
Tautre est la circonférence du cercle qui
est décrit autour du diamétre KA et qui cost
perpendiculaire sur le cercle aBra; et de

plus 'une et Iautre de ces surfaces sont con-
caves du méme c6té, et P'une est comprisé
par Vautre et pa® un plan qui a les mémes
limites que cette autre (princ. 4). Donc la
surface du segment sphérique qui est com-
prise est plus petite quelasurface de la figure
circonscrite & ce méme segment. Semblable.
ment, la surface de I'autre segment sphé-
rique est aussi plus petite que la surface de
la figure circonscrite 'a ce méme segm®nt. I
est donc évident que la surface totale d’une
sphére est plus petite que la surface de la
figure circonscrite a cette sphére.
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PROPOSITION XXX
. ~

La surface d’une figure circonscrite a une
sphére est égale & un cercle dont le quarré
du rayon est égal & la surface comprise sous
un des c6tés du polygone , et sous une droite
égale 4 la somme des droites qui joignent
les angles du polygone et qu! sont paralléles
a une de celles qui soutendent deux cotés
du polygone. ’

En effet, la figure circonscrite 4 la petite
sphére est inscrite dans la grande. Mais on
a démontré que la surface de Ia figure in=
scrite dans la sphére et terminée par des sur-
faces coniques est égale & un cercle dont le
quarré du rayon est égal & la surface com~
prise sous le cbté du polygone et sous une
droite égale & la somme des droites qui
joignent les angles du polygone et qui sont
paralléles 4 une des droites qui soutendent
deux cdtés du polygone (25). Donc ce qui a
été proposé plus haut est évident,
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PROPOSITION XXXL
, La surface de la figure circonscrite & une
sphére est plus grande que le quadruple d’un
grand cercle de cette sphére,

Soient une sphére et un grand cercle , et
{

que le reste soit comme dans les théorémes
précédens. Que le cercle A soit égal 4 la sur-
face de da figure proposée qui est circon-
écrite & la petite spheére.

Puisqu’on a inscrit dans le cercle Ezne un
polygone équilatére dont le nombre des
angles est pair , la somme des paralléles au
diamétre @z, qui joignent les angles du po-
lygone est-a @z comme K@ est a xz. Donc
la surface comprise 'sous un cé6té du poly-
gone et sous une droite égale &da somme des
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droites qui joignent les angles du polygone,
est égale A la surface comprise sous ze, ek.
Donc le quarré du rayon du cercle a est
€gal 3 la surface comprise sous ze , €K (25).
Donc le rayon du cercle a est plus grand
que ©K. Mais la droite ex est égale au dia-
métre du cercle ABra (a), puisque €K est
double de xz qui est le rayon du cercle asra.
11 est donc évident que le cercle a , c’est-3-
dire la surface de la figure circonscrite &
une sphére, est plus grand que le quadruple
d’un grand cerclé de cette sphére,

PROPOSITION XXXIL

La figure circonscrité & la petite sphére
est égale & un cone qui a pour base un cercle
égal & la surface de cette figure, et pour
hauteur une droite égale au rayon de cette
sphére. ’ N ’

' Engffet, la figure circonscrite 4 la petite
sphére est inscrite dans la plus grande. Or
on a démontré qu'une ﬁgure inscrite et ter—.
minée par des surfaces coniques est égale
un cdéne qui a pour base un cercle égal & la

_ surface de cette figure, et pour hauteur une
TOME L ' 7
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droite égale A la perpendiculaire menée du
centre de la sphére sur le c6té du polygone;’
et cette perpendiculaire est égale au Tayon’
de la petite sphére (27). Donc ce qul a été
1)05é plus haut est évident. ‘

\

PRO'POSITION XXXIIL

- 11 suit de-la que la figure circonscrite &
la petite sphére est plus grande que le qua-
druple d’'un c6ne qui a pour base un cercle
égal & un grand cercle de cette sphére, et
pour hauteur une droite égale au rayon de
cette méme sphére.'

En effet, puisque cette figure est égale a
un céne qui a une base égale a la surface de
cette méme figure , et une hauteur égale a
la perpendiculaire menée du centre sur le
c6té du polygone , c’est-a-dire au rayon de
la petite sphére (32), et.que la surface de
la figure circonscrite & une sphére est plus
'gra',l.lde“ que quatre grands cercles (31), la
figure circonscrite & la petite sphére est plus
grande que le quadruple d’'un céne -qui ‘a
pour base un grand cercle de cette sphére ,
et pour hauteur un rayon de cette méme
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- sphére; car cette figure est égale 4 un cone
plus grand que le quadruple du céne dont
nous venons de parler, puisque le premier
a une base plus grande que le quadruple
de la base du second et une hauteur égale.

PROPOSITION XXXIV.

- 8i P’on inscrit une figure dans une sphére,
et si.on lui en circonscrit une autre; et si
Pon fait faire une révolution aux polygones
semblables qui ont été censtruits plus haut,
la raison de la surface de la figure circon-
scrite & la surface de la figure inscrite, sera
doub]ée de la raison du coté du polygone
qui est c1rconscr1t a un gxand cerc]e 4 un
des cotés du, polygone qui est inscrit dans
ce méme cercle, et la raison de la figure
c1rconscr1te A la ﬁgure 1nscr1te sera triplée
de la raison.du coté du. polygone 01rconscr1t
au coté du po]ygone inscrit. ,

. Que ABrA soit un grand cercle d’une
sphére mscrlvons da.ns ce cercle un po]y-
gone equllatére dont le nombre des cétés soit

‘‘‘‘‘

méme cercle un autre polygone semblqble
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au premier; que les cotés du polygone cir-
conscrit soient tangents aux milieux des

arcs soutendus par les cdtés du polygone
$nscrit; que les droites Efi, @z soient deux

diametres du cercle qui comprend le poly-
gone circonscrit ; que ces diamétres se cou-
pent & angles droits et soient p]aces de la
méme maniére que les diamétres AT, BA; et
concevons qu’on ait joint les angles opposés
du polygone par des droites; ces droites
seront paralléles entre elles et aux droites
Bz, ©A. Cela posé, le diamétre Ex restant
immoblle , si.Pon fait faire une révolution
aux ‘polygones, s, les cOtés de ces polygones
circonscriront une figure 4 la sphére et lui
en inscriront une autre. Il faut démontrer
que la raison de la surface de la figure cir-
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conscrite 4 la surface de la figure inscrite
est doublée de la raison de Ea A Ak ; et que
la raison de la figure circonscrite a la figure
inscrite est triplée de la raison de EA & Ax.
Que M soit un cercle égal & la surface de la
figure circonscrite 4 la sphére, et N un cercle
égal & la surface de la figure inscrite. Le
quarré du rayon du cercle M est égal i la
surface comprise sous la droite EA et sous
une droite égale & la somme des droites qui
joignent les angles du polygone eircon-
scrit (30); et le quarré du rayon du cercle N
est égal a la surface comprise sous la droite
AK et sous une droite égale & la somme des
droites qui joignent les angles du polygone
inscrit (35). Mais les polygonés eirconscrits
et inscrits sont semblables ; il est donc évi-
dent que les surfaces: comprises sous les
droites dont nous venons de parler, ¢’est-a~
dire les surfaces comprises sous les sommes
des droites qui joignent les angles des poly-
gones et sous les cotés de ces mémes poly-
gones, sont des figures semblables entre
elles («). Donc ces figures sont entre elles
comme les quarrés des e6lés des polygones.
Mais les surfaces qui sont comprises. sous les
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droites dont nous venons de parler, sont
entre elles comme les quarrés des rayoms
des cercles M, N. Donc les diamétres des
cercles M, N sont entre eux comme les cotés

V4

»

des polygones. Mais les cercles M, N sont
entre eux en raison doublée de leurs dia-
meétres; et ces cercles sont égaux aux sur-
fuces des figures circonscrites et inscrites. Ib
est donc évident que la raison de la surface
de la figure qui est circonscrite & l4 sphére
"4 la surface de la figure.inscrite est doublée
de la raison du cé6té Ea au coté Ak.
Soient maintenant deux c6neso, E. Que
- le céne = ait une base égale au cercle M, et
le cone o une base égale au cercle N ;.que le
~ebne = ait une hauteur égale au rayon de
la sphére, et qtie le cone o ait une hauteur
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égale & la perpendiculaire menée du centre
de la sphére sur le c6té ak. D’aprés ce qui
a été démontré, le cOne = est égal 2 la ﬁgure
circonscrité (32), etle cone o égal 4 la figure
inscrite (2%). Mais. les polygones sont sem-
blables ; donc le coté EA est au cdté ax -
comme le rayon de la sphére est a la per-
pendiculaire menée du centre de la sphére
sur le cté ax. Dont la hauteur du ¥6ne =

est & ]la hauteur du céne o comme EA est &
AK. Mais le diamétre du cercle M est au dia-
métre du cercle N comme EA est 4 Ak ; donc
les diamétres des bases des cénes =, 0 sont
proportionnels & leurs hauteurs; donc ces
cones sont semblables. Donc les cones =, o
sont entre eux en raison triplée des dia-
métres des cercles M,N. Il est donc évident
que la raison de la figure circonscrite 4 la -
figure inscrite est triplée de la raison du
Ot EA au cOté AK. B



104 DE LA SPHERE ET DU CYLINRRE.

PROPOSITION XXXV.

La surface d’une sphére qu I nque est
quadruple d’un de ses grands cercles.

Soit une sphére quelconque; que & soit

un cercle quadruple d’un des grands cercles:
~ de cetfe sphére. Je dis que le cercle & est’
.égal aMa surface de cette sphére.

A BAT

 Car, si le cercle A n’est pas égal i la sur-
face de la sphére, il est oy plus grand ou
plus petit. Supposons d’abord que la surface
de la sphére soit plus grande que l¢ cercle a.
"Puisqu’on a deux quantités inégales, la sur—
face de la sphére et le cercle 4, on peut
_prendre deux droites inégales de maniére
que la raison de la plus grande & la plus.
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petite soit mowmdre que la raison de la sur-
face de la sphére au cercle A (3). Prenons
les droites B, r, et que la droite A soit
moyenne proportionnelle entre les droites
B, T. Concevons que I sphére soit coupée
par un plan conduit par son centre , selon le
eercle Ezne. Inscrivons un polygone dans ce
cercle , et circonscrivons-lui en un autre
de maniére que le polygone circonscrit soit
semblable au polygone inscrit; et que la rai-
son du c6té du polygone circonscrit au coté
du polygone inscrit soit moindre que la rai-
son de la droite B & la droite a (g4). Il est
évident que la raison doublée du cété du
premier polygone au cbté du second poly-
-gone sera encore moindre que la raison dou-
blée de la droite B & la draite ‘a. Mais la
raison deB A T est doublée de la raison de
B a4, et ]la raison de la surface du selide
circonscrit & la sphére a la surface du solide
inscrit est doublée de la raison du coté du
polygone circonserit au cdété du polygone
inscrit (34). Donc la raisen de la surface de¢
la figure qui est circonserite & la sphére i
Ia surface de la figure inscrite est moindre
que la raison de la surface de la sphére an
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.cercle A (a) , ce qui est absurde. En effet, ]a
surface ‘de la figure circonscrite. est- plus
‘grande . que la surface de la sphére, et la
- surface de la figure inscrite est au contraire

,plus petlte que celle du cercIe A; ggrona
démontré que la surface de la figure inscrite

" _est plus petite' que quatre grands cercles

d’une. sphére (26), et .par conséquent plus
petite Que le cercle A qui est égal i quatre
grands certles. Donc la surface d’'une sphére
n’est pas plus grande que le cercle A
- Je dis. maintenant que la surface de la
sphére n’est pas plus petite-que le cercle
_A. Supposons, si- cela est possible , qu’elle
- soit plus petite. Cherchons pareillement deux
droites B, T, de maniére que la raison de.B
A r soit momdre que la raison du cercle a
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4 Ia surface de la spheére (3), et que la droite

A soit moyenne proportionnelle entre B, T.

Inscrivons dans le cercle EeHz un polygone

et circonscrivons-lui un autre polygone, de

maniére que la raison du coté du polygone

circouscrit au coté da polygone inscrit soit

moindre que la raison de B & A (4). La raison

doublée du c6té du pelygone circonscrit i

nn c6té du polygone inscrit sera encore

moindre que la raison doublée de B a A.

Donc la raison de la surface de la figure cir-

conscrite a la surface de la figure inscrite est

moindre que la raison du cercle A & la sur-

face de la sphére, ce qui est absurde. En

effet , 1a surface de la figure circonscrite est

- plus grande que le eercle A (31), tandis que
fa surface de la figure inscrite est plus petite

- que la surface de la sphére. Pone la surface
d’une sphére -n’est pas plus petite. que lo
- cercle A. Mais nous avons démontré qu’elle
n’est pas plus grande: Donc la surface d’une

- sphére est égale au cercle A, c’est-a-dire &
quatre grands cercles. -

L d
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PROPOSITION XXXVL

* Une sphére quelconque est quadruple
d’un cbne qui a une base égale & -un grand
cercle de cetle sphére et une hauteur égale
au rayon de cette méme sphére.

Soit une sphére quelconque; et que ABra
soit un de ses grands cercles. Que cette sphére

ok ™~

ne soit pas le quadruple du edne dont nous
venons de parler ; et supposons, si cela est
possible , qu’elle soit plus grande que le qua-
druple de ce cbne. Soit = un cone qui ait
une base.quadruple du cercle Asra, et une
hauteur égale au rayon de la sphére; la
sphére sera plus grande-que le cone . Nous
aurons donc deux quantités inégales, la
sphére et ce céne. Nous pourrons done
prendre deux droites telles que la raison de
la plus grande a la plus petite soit moindre

-
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que la raison de la sphére au céne = (5),
Que ces droges soient K, H. Prenons deux
autres droites, de maniére que K surpasse I
de la méme qugntité que 1 surpasse © , et
que © surpasse H. Concevons que l'on ait
inscrit dans le cercle ABra un polygone dont
le nombre des cdtés soit divisible par quatre,
et qu’on ait circonscrit & ce méme cercle un
polygone semblable au polygone inscrit ,
comme dans les théorémes précédens. Que
la raison du c6té du polygone circonscrit au
¢6té du polygone inscrit soit moindre que la
raison de K 21 (4); et que les, diamétres ar,
BA se ‘coupent -entre eux a angles droits. Si
le diamétre Ar restant immobile, on fait
faire une révolution au plan des polygones,

‘on inscrira une figure dans la sphére et on

lui en circonscrira une autre; et la raison de
la figure circonserite & la figure inscrite sera
triplée de la raison du cété-du polygone qui

est circonscrit au cercle ABrA au codté du

polygone qui lui est inscrit: Mais la raison
du c6té du polygone circonscrit au 'coté du
polygone inscrit est moindre que la raison de
K a 1; donc la raison de la figure circon=
scrite 4 la figure inscrite est moindre que
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la raison triplée de K & 1. Mais la raison de
K 4 H est plus grande que la raiegn triplée de-
K 4 1; car cela suit évidemment des lem-
mes (a) Donc la raison de h ﬁgure circon-

U

I IL IK
scrite & la figure inscrite est encore moindre
que la raison de K & H. Mais.la raison de x &
H est moindre que la raison de la sphére au.
cone £ et par permutation. .. ... (f) ce qui
ne peut étre. En effet, la figure circon_scri te.
kst plus grande. que la sphére,. et la. figure
inserite est plus petite que le /Qéne,z,', 3 causa °
que:le céne = est quadruple d’nn cbne qui
' a.une base égale au cercle ABra , et une hau~
teur égale au rayon de la sphére. Mais la
figure inscrite est moindre.que le quadruple.
du c6ne dont nous Venons .de parler (28):
Dono la sphére n'est pas plus.grande que le
guadruple du. céue dont mous yenons. de
parler. .. ... S

Supposopg, 181 cela est _pgss;ble, que Ia
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sphere soit plus petite que le quadruple. du
cone dont nous avons parlé. Prenons les
droites X , H, de maniére que la droite k' .
étant plus grande que la droite H, la raison
de Kk & H soit moindre que la raison du
cdne = 3 la sphére. ‘Soient encore les deux
droites ©, 1; comme dans la premiére pai'tie'
du théoréme. Concevons que 1’on ait inscrit
1n polygone dansle cercle aBra et qu’on lui
en ait circonscrit un autre, de maniére que’
la-raison du c6t¢ du polygone circonscrit au
-cOté du polygone inscrit soit moindre. que
la raison de x 4 1(4). Que le reste soit con-
struit de la méme maniére qu’'on I'a fait
plus haut. La raison de la figure solide cir+
conscrite la figure inscrite sera triplée de
la:raison du coté du polygone circonscrit
au cercle ABra au cbté du polygone inscrit
dans ce méme:cercle. Mais la raison du-¢6té -
" du premier polygone au cbété du second po-
lygone est moindre que la raison de k 4 1;
donc la ‘raison de la figure circonscrite 4 la
figure inscrite est moindre que la raison tri-
. plée de x &1 Mais la raison dek 4 H est plus
grande que la raison triplée-de % 3 1; donc
la'raisonrde la figure circonscrite & la figure

’
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inscrite est moindre que la raison de x a
H. Mais la raison de x & H est moindre que
la raison du cémne = A la sphére (2), ce qui
est impossible. Car la figure inscrite est plus
petite que la sphére, tandis que la figure
circonscrite est plus grande que le. coéne
& (33). Donc la sphére n’est pas plus petite
que le quadruple du cone qui a une base
égale au cercle ABrA, et une hauteur égale
au rayon de la sphére. Mais on a démontré
que la sphére n’est pas plus grande ; donc
la sphére est quadruple de ce céne.

-

PROPOSITION XXXVIL

' Ces choses étant démontrées, il est évident
‘que tout cylindre qui a une base égale 4 un
-grand cercle d’'une sphére’ et une hauteur
égale au diamétre de cette sphére, est égal
a trois fois la moitié de cette sphére, et que
la surface de ce cylindre, les bases étant
comprises , est aussi égale 4 trois fois la
moitié de la surface de cette méme sphére. -

- Car le cylindre dont nous venons de par-
ler est le sextuple d’un cdne qui a la méme

base que ce cylindre et une hauteur égale
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‘au rayon de la sphére. Mais la sphére est le
quadruple de ce céne; il est donc évident
que le cylindre est égal 4 trois fois la moitié
de la sphére. *

' De plus, puisque I'on a démontré que la
surface d’ur cylindre, les bases exceptées ,
est égale & un cercle dont le rayon est moyen
proportionnel entre le c6té du cylindre et
le diamétre de'sa base (14), et que le cbté
du cylindre dont nous venons de parler est
égal an diamétre de sa base, & cause que
ce cylindre est circonscrit & une sphére ; il
est évident que cette moyenne proportion-
nelle est égale au diamétre de la base. Mais
le cercle qui a un rayon égal au diamétre
de la base du cylindre est le quadruple de
la base du cylindre, ¢’est-a-dire le quadruple
d’un grand cercle de la sphére ; donc la sur~
face du cylindre , ses bases exceptées, est le '
quadruple d’'un grand cercle de la sphére.
Donc la surface totale du cylindre, avec les
bases, est le sextuple d’un grand cercle. Mais
la surface de la sphére est le quadruple
d’un grand cercle ; slonc la surface totale du
cylindre est égale & trois fois la moitié de
la surface de la spheére.

TOME I ' 8
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PROPOSITION XXXVIIL

La surface dune figure inscrite dans un
segment sphérique est égale & un cercle dont
le quarré du rayon est égal 4 la surface
" comprise sous le coté du po]ygone inscrit
dans le segment d’un grand cercle, et sous
la somme des droites paralléles a la base du
segment , réunie avec la moitié de la base
du segment.

Soit une sphére , et dans cette sphére un
segment qui ait pour base le cercle décrit

autour du diamétre aH. Inscrivons dans ce
segment une figure terminée par des surfaces
coniques ainsi que nows l'avons dit. Que
'AHO soit un grand cercle, et ATE®@ZAH un po-
lygone dont les cOtés, excepté le coté an,

\
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soient pairs en nombre. Prenons un cercle
A dont le quarré du rayon soit égal i la sur-
face comprise sous le cOté ar et sous la
somme des droites £z, TA, réunie avec la
moitié de la base, c’est-a-dire ak. I faut
démontrer que le cercle A est egal a la sur-
face de la figure inscrite.

Prenons un cercle M dont le quarré du
rayon soit égal a la surface comprise sous
le coté ko et sous la moitié de Ez; ce cercle
sera égal a la surface du coéne, dont la base
est le cercle décrit autour du diamétre Ez,
et dont le sommet‘est le point @ (15). Pre-
nons un autre cercle N doat* le quarré du
rayon soit égal a la surface comprise sous
ET, et sous la moitié de la somme des droites
EZ, TA (17); ce cercle sera égal i la surface
du cone comprise entre les plans palglléles
conduits par les droitesEz , TA. Prengfs sem-
blablement un autre cercle = dont le quarré '
du rayon soit égal & la surface comprise
sous AT et sous la moitié de la somme des
droites ta, AH. Ce cercle sera aussi égal a
la surface du céne comprise entre les plans
paralléles conduits par les droites AH, 1A, La
‘somme de ces cercles sera donc égale_ alasur-
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face totale de la figure inscrite dans le seg-
ment; et la somme des quarrés de leurs
rayons sera égale i la surface comprise sous
un coté ar et sous la somme des droites Ez,

A . H
\_/ Al
L
ra, réunie avec la moitié de la base ak.
Mais le quarré du rayon a étoit aussi égal a
cette surface ; donc le cercle a est égal 4 la
somme des cercles M, N, 5. Donc le cercle

A est égal & la surface de la figure inscrite
dans b‘:egment. ‘

PROPOSITION XXXIX.

2! L]

~

Qu’une sphére soit coupée par un plan
qui ne passe pas par son centre; et que AEZ
soit un grand cercle de cette sphére, per—

pendiculaire sur le plan qui le coupe. In-

scrivons dans le segment ABr un polygone
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dent les c6tés, excepté la base aB, soient
égaux et pairs en nombre. Si, comme dans
les théorémes précédens , le diamétre rz res-
tant immobile, on fait faire une révolution

au polygone, les angles A, E, &, B décriront
les circonférences des cercles, dont les dia-
métres sont AE, AB; et les cdtés du polygone
décriront des surfaces coniques. De cette ma-
niére il sera produit une figure solide ter-
minée par des surfaces coniques, ayant
pour base le cercle décrit autour du dia-
métre AB et pour sommet le point r. Cette
figure, ainsi que dans les théorémes précé-
. dens, aura une surface plus petite que la
surface du segment dans lequel cette figure
est comprise, parce que la circonférence du |
cercle décrit autour du diamatre A8 est la
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limite du segment et de la figure inscrite;
que chacune de ces deux surfaces est con—
cave du méme coté, et que 'une est com-
prise par Yautre (prine. 4 )

PROPOSITION XL

~ La surface de Ia figure inscrite dans un
segment dé sphére est plus petite qu’un cer—
cle dont le rayon est égal & la droite menée
du sommet du segment a Ia circonférence du
cercle qui est la base du segment.
Soit une sphére ; et que ABZE soit un de

ses grands cercles. Soit dans cette sphére un
segment qui ait pour base le cercle décrit au-
tour du diamétre aB. Inscrivons dans ce seg—
ment la figitre dont nous venons de parler.
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Dansle segment du cercle décrivons un poly-
gone, et faisons le veste comme nous ’avons
fait plus haut. Menons le diamétre de la
sphére Ae, et les droites AR, @A. Soit M un
¢ercle qui ait un rayon égal 4 la droite ae.
1l faut démontrer que le cercle M. est plus
grand que la surface de la figure iunscrite.

- En effet, nous avons démontré que la sur-
face de la figure inscrite est égale 4 un cercle
dont le quarré du rayon est égal & la surface
comprise sous E@, et sous la somme des
droites £z, Ta, kA (38). Nous avons encore
démontré que la surface comprise sous E©
et sous la somme des droites EZ, ra, KA est
égale 3 la surface comprise sous les droites
EA, Ko (23) Mais la surface comprise sous
EA, K@, est plus petite que le quarré con-
struit sur ae , parce que la surface comprise
sous A® s @K est égale au quarré construit
sur Ao, Il est donc évident que le rayon du
cercle qui est égal A la surface de la figure
inscrite est plus petit que le-rayon du cercle
M; d’out il suit que le cercle M est plus grand
que la surface de la figure inscrite..

.

#
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-

PROPOSITION XLIL

La figure inscrite dans un segment et ter-
minée par des surfaces coniques, avec le
cdne qui a la méme base que la figure in~
scrite, et qui & son sommet au centre de la
sphére, est égale & un cone qui a une base
égale & la swmface de la figure inscrite, et une
hauteur égale & la perpendiculaire menée du
centre de la sphére sur le coté du polygone.

Soient une sphére et un grand cercle de

cette sphére. Que Asr seit un segment plus

! . ‘ . e )
petit que le demi-cercle. Que le point & soit
le centre. Dans le segment ABr inscrivons,
comme dans les théorémes précédens, un

L
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polygone dont les cotés, excepté le cbté #r,
soient égaux entre eux. Si BE restant im-
mobile, on fait faire une révolution a la
spheére, elle engendrera une figurc terminée
par des surfaces coniques. Que le cercle dé-
crit autour des diamétres ar soit la base dun
cdne qui ait son sommet au centre de la
sphére. Prenons un céne Kk, qui ait une base
égale a la surface de la figure inscrite et une
hauteur égale a la perpendiculaire menée
du centre E sur un des c6tés du polygone.
Il faut démontrer que le cdne Kk est égal »
la figure dont nous venons de parler , réunie
au cdne AET.

Sur les cercles qui ont pour diamétres
les droites @, zA , construisons deux cOnes
qui aient leurs sommets au point E. Le
rhombe solide HBGE est égal & un cbne qui
a une base égale & la surface du céne Hzo,
et une hauteur égale a la perpendiculaire
menée du point E sur Hs (1g). Le reste qui
est jerminé par la surface comprise entre les
- plans paralléles conduits par les droites Ha,
2A, et par les surfaces coniques ZEA ,*HE®,
est égal & un cone qui a une base égale i la
surface ﬁmprisq,entre. les plans paralléles

-
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cdAduits par les droites HO, 24, et une hau-
teur égale 4 la perpendiculaire menée du
point E sur zH (20); et enfin le reste qui est
terminé par la surface comprise entre- les

plans paralléles conduits par les droites za ,.
AT , et par les surfaces coniques AEL, ZEA est
égal 2 un céne qui a une base égale a la sur-
face comprise entre les plans paralléles con-
~ duits par les droites za, AT, et une hauteur
égale 'a la perpendiculaire menée du point E
sur zA. Donc la somme des cénes dont nous
venons de parler est égale & la figure inscuite;
‘Téunie au cOne AEr. Mais tous ces cones ont
‘une hauteur égale a la perpendiculaire me-
née du point E sur un des cdtés du polygone,
et la somme ‘de leurs bases est égalgg la sur-

€
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face de lafigure AzHBOAT; et de plus le cdéne
K a la méme hauteur, et sa base est égale &
la surface de la figure inscrite. Donc le céne
K est égal & la somyme des cénes dont nous
venons de parler. Mais nous avons démon-
tré que la somme des cones dont nous ve-
nons de parler est égale a la figure inscrite,
réunie au cone AET. Donc le coneK est égal &
la figure inscrite, réunie au céne EAT.

Il suit manifestement de I que le cbne
qui a pour base un cercle dont le rayon
est égal & la droite menée du sommet du
segment i la circonférence du cercle qui-
“est]a base du segment, et une hauteur égale
au rayon de la sphére, est plus grand que
la figure inscrite, réunie au coéne Arr. En’
effet, le cone dont nous venons de parler
est plus grand qu’un céne égal a la figure
inscrite, réunie au céne qui a la méme base
que Je segment et dont le sommet est le
centre de la sphére, c’est-a-dire plus grand
‘qu’un cone qui a une base égale i la sur-
face de la figure inscrite et une hauteur
égale & la perpendieulaire menée du ventre
‘sur le colé du polygone; car nous avons
démontré que la base du premier est plus
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grande que la base du second (60); et la
hauteur du premier est plus grande que la
hauteur du second. \ ‘

PROPOSITION XLIL

Soit une sphére; que ABr soit un de ses
grands cercles; que la droite AB coupe un
segment plus petit que la moitié de ce cer-
cle; que le point A soit le centre du cercle

AT ; et du centre A aux points A, B menons
les droites A4 , AB. Circonscrivons un poly-
gone au secteur produit par cette construc-
tion, et circonscrivons aussi un cercle & ce
polygone. - Ce cercle aura certainement le
méme cenire que le cercle asr. Si le dia-
métre EX restant immobile, nous faisons
faire une révolution au polygone, le cercle

-
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circonscrit décrira la.surface.d’une sphére;
les angles du polygone décriront des cercles
dont les diamétres sont des droites-qui étant
paralléles & aB, joignent les angles du poly-
gone; les points ou les cotés du polygone
touchent le plus petit cercle, décriront dans
la petite sphére des ‘cercles dont les dia-
métres sont des droites qui étant paralléles
4 AB, joignent les points de c@ntact ; et les
c6tés du polygone décriront des surfaces
coniques. De cette Ymaniére on circonscrira
une figure terminée par des surfaces coni-
ques dont la base sera le cercle décrit au-
tour du diamétre zn. La surface de la figure
dont nous venons dé parler est plus grande
que la surface du petit segment sphérique
dont la base est le cercle décrit autour du
diamétre 4B. ,

En effet, menons les tangentes AM, BN;
ces tangentes décriront une surface conique,
et la figure produite par la révolution du
polygone . AMGEANB aura une surface plus
grande que la surface du segment sphérique
dont la base est le cercle décrit autour du
diamétre AB, parce que ces deux surfaces
ont pour limite, dans un seul et méme

»
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plan, le cercle décrit autour du diamétre
AB, et que le segment est compris par la
figure. Or la surface conique engendrée par
Jes - droites zM, HN est plus grande que la

surface conique engendrée par MA,NB ; parce
que la droite zM est plus grande que la
"droite MA , comme étant opposée & un angle
droit, et que la droite NH est ausst plus
grande que la droite NB: mais lorsque cela
arrive, une des surfaces engendrées est plus
grande que lautre (), ainsi que cela a été
démontré dan§ les lemmes. Il est donc évi-
dent que la surface circonscrite est plus
‘grande que lasurface du segment de la petite
sphére.
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PROPOSITION XLIIL

Il suit manifestement du théoréme qui
précéde, que la surface de la figure circon~
scrite & un secteur sphérique est égale & un
cercle dont le quarré du rayon est égalila
surface comprise sous un c6té du polygone
et sous la somme des droites qui joignent
~ les angles du polygone, réunie avec la moi-
tié de la base du polygone dent nous ve-
nons de parler. . ,

Car la figure qui est circonscrite au sec-
teur est inscrite dans le segment de la plus
grande sphére. Cela est évident d’aprés ce
‘que nous avons dit plus haut (38).

PROPOSITION XLIV. '

La surface d’une figure circonscrite & un
segment sphérique est plus grande que le
cercle dont le rayon.est égal & la droite me-
née du sommet du segment i la circonfé-
rence du cercle qui est la base du segment.

Soit une sphére; que AABT soit un de ses
grands cercles, et le point E son centre. Cir-
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conscrivons au -secteur AAB un polygone
AZK, et & ce polygone un cercle. Que cette
construction engendre une figure, comme
plus haut. Soitaussi un cercleNdontlequarré

du rayon soit égal a la surface comprise sous
un des c6tés du polygone, et sous la somme
des droites qui joignent les angles, réunie &
la moitié de la droite xA. Or, la surface
dont nous venons de parler est égale a la
surface comprise sous la droite Me, et sous.
la droite zH , qui est ]a hauteur du segment
de la plus grandé sphére, ainsi que celaa
été démontré plus haut (23). Donc le quarré
du rayon du cercle N'est égal & la surface
comprise sous M@, Hz. Mais la droite HZ est
plus grande que la droite A%, qui est la hau~
- teur du petit segment ; car si 'on méne la
droite Kz, cette droite sera paralléle’ & la
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droite AA. Mais la droite AB est aussi paral-
1¢le 4 la droite kA, et la droite ZE est com-
mune ; donc le triangle ZKH est semblable au
triangle Aaz. Mais la droite zk est plus grande .
que la droite a4 ; donc la droite zH est plus ,
grande que la droite az. De plus, la droite
Mo est égale au diamétre ra. En effet, joi-
gnons les points &, 0; puisque la droite Mo,
est égale 4 la droite 0z, et la droite oF égale
4 la droite £2,1a droite EO est certainement
paralléle a la droite me. Donc la droite M@
est double de la droite'zo. Mais la droite ra
est aussi double de la droite E®; donc la
droite M@ est égale a la droite ra. Mais la
surface comprise sous les droites ra, Az est
égale au quarré construit sur la droite aa.
Donc la surface de la figure Kza 'est plus

‘grande que le cercle dont le rayon est égal

4 la droite menée du somipet du segment a
la circonférence du cercle qui est la base du
segmeimt , c’est-a~dire & la circonférence du
cercle décrit autour du diamétre aB; car le
cercle N est égal  la surface de la figure cir-
conscrite au secteur ().

c > . .
TOME I. . 9
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'PROPOSITION XLV.

. La figure circonscrite & un secteur, avec
le ‘cone qui a pour base le cercle décrit
autoyr du diamétre KA, et pour sommet le
centre de la sphére, est é¢gale & un cone qui
a une base égale 3 la surface de la figure
circonscrite, et une hauteur égale i la per-
pendiculaire menée du centre sur un des
c6tés du polygone. Il est évident que cette
perpendiculaire est égale au rayon de la
sphére. - . Sl e

Car la figure circonscrite au secteur est
en méme temps inscrite dans le segment de
la grande sphére, qui. a le méme centre que
la petite. Done¢ cela est évident d’apréa ce
qui a été dit plys haut (41)

PROPOSITION XLVL

11 suit du théoréme précédent, que la
figure circonscrite, avec le cdne, est plus
grande qu’un c6ne qui a une base égale 4 un
cercle ayant un rayon égal a la droite menée
fn sommet du segment de la petite sphére &
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Ia circonférence du cercle qui est la base de
ce segment, et une hauteur égale au rayom
de la sphére. _
Car le cone qui sera égal A la figure eir—
conscrite , réunie ati cone, aura certaine-
ment une base plus grande que le cercle
dont nous venons de parler, tandis qu’il
aura une hauteur égale au rayon de la pe-
. tite sphére.

PROPOSITION XLVIL

Soient ung sphére et un grand cercle de
cette sphére; que le segment ABr soit plus

petit que ka moitié de ce grand eercle, et
que le poimt A. soit be centre: de ¢e cercle.
Inscrivons dans le sectetir ABr um pélygdne
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équiangle; circonsorivons a ce ‘méme secteur
un polygone semblable au premier, et que
les cotés de ces deux polygones sbient pa-
ralléles. Circonscrivons un cercle au poly-
gone circonscrit. Si, cdmme dans les théo-
rémes précédens, la droite 4B restant im-
mobile, nous faisons fa.lre une révolution

3 ces cercles, les cOtés des polygones engen-
dreront deux figures terminées par des sur-
faces coniques. Il faut démontrer que la rai-
son de la surface dela figure circonscrite a
la surface de la figure inscrite est doublée
de la’ raison du coté du polygone circon-~
- scrit au cdté du polygone inscﬁt et que la
raison de ces figures réunies au cOne est tri-
plée de la raison de ces mémes cotés.

~ Soit M un cercle dont le quarré du rayon
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soit égal & la surface comprise sous le cdté
du polygone circonscrit, et sous la somme
des droites qui joignent les angles, avec la
momé de la droite Ez. Le cercle m sera égal
a la surface de la figure circenscrite. Soif N
un autre cercle dont le quarré du rayon soit
égal & la surface comprise sous le coté du
polygone inscrit, et sous la somme des droites.
qui joignent les angles, avec la moitié de la
droite Ar. Ce cerele sera égal i la surface de
- la figure inscrite. Mais les surfaces dont nous
‘vepons de parler sont entre elles tomme le
‘quarré décrit sur Ex et le quarré décrit sur
AA (2). Donc le polygone circonscrit est au.
polygone inscrit_ comme le cercle M.est an
cercle N. Il' est donc évident que la raison
de la surface de la figure circonscrite & la
surface de la figure inscrite est doublée Qe
la raison de Ex & A;_x, c’est-a-dire qu’elle est
‘égalé & la raison du polygone tiirconscrit
au polygone inscrit. _

A présent , soit & un cone qui ait une base
égale au cercle M, et une hauteur égale au
rayon de la petite sphére; ce cone sera égal
a la figure circonscrite, réunie au c6ne qui
a p_our base le cercle décrit a}xtour du dia~
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métre Ez et pour sommet le point A (4b ).
Soit 0 un autre cbéne qui ait une base égale
au cercle N et une hautenr égale & Ja per-
pendiculaire menée du point & sur aa. Ce
ebne sera égal a la figure inscrite, réunie au
céne qui a pour base le cercle décrit antour
du diamétre 4r, et pour sommet le point 4,
ainsi que cela a ¢4¢ démontré (41). Mais la
droite Ex est au rayon de la petite sphére
comme Ja droite AA est & la perpendicu~
Iaire menée du centre A sur AA; etil est dé-
moniré que Ex est.a AA comme le rayon,du
cercle M est #u rayon du cercle N-(£), et
comnte le diamétre du premier cercle est au
“diamétre du second. Done le diaméire du
cercle qui est la base du coéne = est au dia-
meétre.du cercle qui est la base du cone o,
comme la hauteur. du ¢6ne = est & la hau~
teur du cone 0. Done ces cones sont sembla-
bles; dong la raison du cone % au cdne a est
triplée de la raison du diamétre de la base
du premier au diamétre de la base du se-
cond. Il est donc évident que la raison de la
figure circonsorite, réunie au cone, a lafigare .
‘inscrite, réunie au cone, est triplée de la
Faisen EK 4 AA. -
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PROPOSITION XLVIII

La surface d’un segment sphénque quel—
conque plus petit que la moitié de la sphérs:,
est égale & un cercle qui a pour rayon une
droite menée du sommet du segment & la
circonférence du cercle qui est la base du
segment.

Soit une sphére; que "ABF s01t un de ses
grands cercles. Soit un segment plus petit
que la moitié de cette sphére, qui ait pour

base le cercle déerit,autour du diamétre
‘Al‘, et perpendiculaire sur le . cercle .asr.
‘Prenons un cercle z- dont le rayon sajt égal
‘4 la droite as. I} faut démontrer que la sur-
face du segment ABT est égale 2 la surface
,du cercle Z. .

Quela. surface de ce segment ne smt pomt
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égale au cercle z; et suppdsons, d’abord qu’elle
soit -plus grande. Prenons le centre a; du
centre A menons des droites aux points A, T,
et prolongeons ces droites. Puisque 'on a
deux quantités inégales, savoir la surface du

segment et le cercle z, inscrivons dans le
secteur ABT un polygoneéquilatére et équian—
gle; et circonscrivons-lui un polygone sem-
blable, de maniére que la raison du poly-
gone circonscrit au pdljrgoné inscrit soit
moindre que la raison de la surface du seg-
ment au cercle z (6). Ayant fait faire, comme
auparavant , une révolution au cercle asr,
on aura deux figures terminées par des sur-
faces coniques, Pune circonscrite et Pautre
inscrite ; et la surface de la figure circon-
ﬂrnte sera & la surface de la figure inscrite
comme le polygone clrconscrlt est au poly-
- gone inscrit ; car chacune de ces raisons est
)
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doublée de la raison du cété du polygone
circonscrit au polygone inscrit (47). Mais la
raison du polygone circonscrit au polygone
1nscr1t est moindre que la ralson de la sur-
face du segment dont nous venons de parler
au gercle 2 (a); et la surface de la figure
circonscrite est plus grande que la surface
du segment; done la surface de la figure in-
scrite est plus grande que le cercle z. CQ qui
ne peut étre; car on a démontré que la sur-
face de la figure dont nous venons de parler
est moindre que le cercle z (40).

Supposf)ns A présent que le cercle 2 soit
plus grand que la surface du-segment. Cir-
conscrivons et inscrivons des polygones sem-
~blables, de mamére que la raison du poly-
gone circonserit au po]ygope inscrit soit
moindre que -la raison du cercle z a la sur-
face du segment..... (C) Dok la surface du
-vsegmentn ’est'pas plus petite: que le cercle .
Mais on a démontré qu’elle n "est pas plus
'grande done elle 1111 est éga.-le.

"
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PROPOSITION XLIX.

Si le segment est plus grand que 1a moitié
‘de la sphére, sa surface sera encore égale &
un cercle dont le rayon est égal i la droite
menée du sommet du segment a la circon-
férence du cercle qu est la base du seg-
mént.

Soient une sphére et un de ses grands cer-
‘cles; supposons que le cercle ait été coupé

zym: R

,par un plan perpendwlﬂaue oondmt par la
.droite AA. Que le segment ABA spit plus petit
que la moitig de Ja sphére; que | le diameétre
BT soit perpendiculaire sur AA; et des points
B, T menons au point A les droites BA, AT.
Soit un cercle E qui ait un rayon égal 3
- 4B; soit aussi un cercle z qui aitun rayon
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égal A AT; et soit enfin un cercle H qui ait un
rayon égal a r». Le cercle H est égal & la
somme des deux cercles E , z. Mais le cercle &
est égal 4 la surface totale de la sphére , parce
que chacune de ces surfaces est quadruple
du cercle décrit autour du diameétre BT; et
Ie cercle E est égal & la surface du segment
ABA, ainsi que cela a été démontré pour
un segment moindre que la moitié¢ de la
sphére (48); donc le cercle restant z est égalk
a la- surface du segment ara; et ce segment
.est plus grand que la moitié de la sphére.. .

 PROPOSITION L

Un secteur quelconque d’une sphére est
-6gal 4 un cHne qui a une base égale a la sur-
‘face du segment.sphérique qui, est dans le
secteur , et une hauteur égale au rayon de
cette sphere.. - - BT L
. Soit une sphére; que ABA soit un de ses
-grands.cgr¢les.‘ Que le point r soit le centre
de ce cercle: Soit un ‘c’me"qni ait pour bdse
‘1un cercle égal & la surface décrite par ’arc
.ABA et pour hauteur une droite égale 4 sr. 1l
faut démontrer que le secteut ABrA est égal
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au cdne dont nous venons de - parler.

Car si ce secteur n’est pas égal & ce cone,
‘supposons que ce secteur soit plu’s grand. Que

B
A A

AlZ

1

Je cone dont nous venons de parler soit e.
Puisque nous avons deux quantités inégales,
le secteur et le cone @, cherchons deux
droites 4 , E, dont la plus grande soit a; que
la raison de A i E soit moindre que la raison
du secteur i ce cdne (3). Prenons ensuite deux
droites z, H, de maniére que Pexcés de A sur
Z soit égal & Pexcés de z sur H, et & Pexcés de
H sur E. Dans le plan du cercle, circonscri-
vons au secteur un polygone équilatére dont
le nombre des angles soit pair, et inscri-
vonsdans ce méme secteur un polygone sem-
‘blablé au premier, degnaniére que la raison
-du coté da polygon conscrit au coté du
polygone  insorit toit moindre que la raison
de a &z (6). Ayantfait faire une révolution
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au cercle ABA, comme dans les théorémes.
précédens,, on aura deux figures terminées
par des surfaces coniques. La raison de la
figure circonscrite, avec le cone qui 4 son,
sommet au point T, & la figure inscrite, avec
ce méme cbne, sera triplée de la raison du
c6té du polygone circonscrit au c6té du po-
lygone inscrit (47). Mais la raison du<xdté
du polygone circonscrit au c6té du polygone
inscrit est moindre que la raison de A & z;
donc la raison de la figure solide circon-
scrite dont nous venons de parler 4 la figure
inscrite est moindre que la raison triplée de
A & z. Mais la raison de & & E est plus grande
que la raison triplée de A & z («); donc la
raison de la figure solide circonscrite au
secteur & la figure inscrite est moindre que
la raison de A i E. Mais la raison de A 3 E
est moindre que la raison du secteur-solide
au cdne @ ; donc la raison de la figure solide
qui est circonscrite. au secteur a la figure
inscrite est moindre que la raison du secteur.
solide au cOne @, et par permutation........(£):
Mais la figure solide circonscrite est plus.
grande que le secteur ; donc la figure inscrite
au secteur est plus grande que le cdne 6.
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Ce qui ne peut étre; car on a déniontré ,dans

les théorémes précédens, que cette figure est
plus grande que ce céne, ’est-d-dire qu'un
cone’qui a pour base un cercle dont le

A

rayon est égal a la droite menée du sommet

du segment 4 la circonféremce du cerele qui.

est la base du segment , et pour hauteur une

droite égale au rayon de la sphére (41). Mais.

* le cone dont nous venoms de parler est le
méme que Je cdne @, puisque ce cHne a une
‘base égale & la surface du segment, Clest-i~
dire au cerele dont nows avens parké, et
pour -hauteur une droite égale au rayon de
la sphére. Done le secteur. solide n’est pas
 plus grandqueleeénee

. Supposors i° présent que. ]:e cdne @ soit:

‘plus grand que Jo secteur sotide: Quela rai-

son de la droite o 2 la droite E, dont la-

droite & est'plus: grande, sait moindre que

-




LIVRE PREMIER. .145'
la raison du céne au secteur. Prenons égale-
ment deux droites z, H, de maniére que la
raison du c6té du polygone qui est circonscrit
dans le secteur plan et dont le nombre des
angles est pair, au c6té du polygone inscrit
soit moindre que la raison de A & z; et cir-
conscrivons au secteur solide une figure
solide, et inscrivons - lui une autre figure
solide. Nous démontrerons de’la méme ma-
niére que la raison de la figure qui est cir- -
conscrite au secteur solide 4 la figure inscrite”
est moindre que la 'rajson de & i E, et que
la raison du céne ® au sectéur. Donc la
raison du secteur au céne © est moindre que
la raison de la figure solide inscrite dans le
segment & la figure circanscrite. Mais le sec-
teur est plus grand que la figure qui lui est
inscrite; donc le céne e est plus grand que
la figure circonscrite, ce qui ne peut étre.
Car on a démontré qu’un tel cdne est plys
petitque lafigure circonscrite au secteur (44).
Donc le secteur est égal aw cone 6.
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DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.

LIVRE SECONDQ

Ancnxnﬁmz A DosiTHEE, SALUT."

Tu m’avois engagé & écrire les démonstra-
tions des problémes que j’avois envoyés &
Conon; mais il est arrivé que la plupart de
ces problémes découlent des théorémmes dont
je tai déja envoyé les démonstrations ; tels
sont , par exemple, les théorémes suivans :

- La surface d’une sphéfe quelconque est
quadruple d’un de ses grands cercles.

La surface d’un segment sphérique quel-
conque est égale & un cercle qui a un rayon
égal & la droite menée du sommet du seg- -
ment & la’ circonférence de sa base.

Un cylindre qui a une base égale & un

‘grand cercle d’une sphére, et une hauteur
égale au diamétre de cette sphére, est égal &
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trois fois la moitié de cette sphére, et la

surface st aussi égale & trois
fois la face de cette méme
sphére. '

Eter solide est égal & un

cbne qui a une base égale i la partie dela
surface de la sphére comprise dans le sec-
teur, et une hauteur égale au rayon de la
sphére. |

Tu trouveras dans le livre qug je t’=nvoie
tous les théorémes et tous les pfOblémes qui
découlent des théorémes dont je viens de
parler. Quant aux chéses que l'on trouve
par d’autres considérations et qui regardent
les élices et les canoides, je ferai en sorte
de te les envoyer le plut6t possible.

Voici quel étoit le premier probléme.

PROPOSITION I

Une sphére étant donnée, trouver une
surface plane égale i la surface de cette
sphére. ' ' *

Cela est évident ; car la démonstration de
ce probléme est une suite du théoréme dont
nous venons de parler ; attendu que le qua~*

TOME L 10
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druple d’un grand cercle, qui est une sur-
face plane, est égal a de la
sphére.

PROPOSIT

Le probléme suivant étoit le second.

Un cbne ou un cylindre étant donné,
trouver une sphére égale & ce cone ou a ce
cylindre.

Soit A lehne‘ou le cylindre donné. Que la

'sphére B soit égale & A. Supposons quele cy-
lindre TzA soit égal & trois fois ]a moitié du
c6ne ou du cylindre A. Quele cylindre qui a
* pour base le cercle décrit autour du dia-
métre He, et pour axe la droite ka égale au
‘diamétre de la sphére B, soit égal & trois fois
*1a moitié de la sphére B:le cylindre E sera
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égal au cylindre x. Mais les bases des cy-
lindres égaux sont réciproquement propor-
tionnelles & leurs hauteurs; donc le cercle &
est au gercle K, c’est-a=dire: le: quarré con<
struit sur TA est au quarré construit sur H®
comme XA est & Ez. Mais xA est égal & HO;
car un cylindre qui est égal a trois fois la
moitié de la sp}iére' , et dont Paxe est égal
au diamétre de cette méme sphére, a une
base k ¢gale & un grand cercle dé cette méme
spére (1, 37 ). Dong le quz‘u;x:gconstrult sur
rA est au quarré constrult sur He comme HO
est & Ez. Que Ia surface comprlse sous TA,
MN soit égale au ‘quarré construit sur He ().
La droite TA sera’a la droite MN comme le
quarré constrult sur TA est'au quarre con-
struit sur He [ est—é-dlre comme HO est &
¥Z; et par permutatlon la dr01te ra est 4
Ta droite HO comme HG est 3 MN, et commeé
MN est & Bz, Mais les deux droites ra, Ez sont
données (€) ; donc les deux moyennes pro-
portlonnelles HO , MN entre les deux droites
' TA, Bz sont aussi données. Donc chacune des
deux droites Ho , MN est donnée. '
'On construira le probléme de la maniére
suivante. Soit a le cne ou le cylindre donné.
TOME 1. ) o*
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1] faut trouver une sphére égale au céne ou
au cylindre a. SRR :

Que le cylindre dont la ba.se est le cercle
décrit autour du diamétre ra, et dont Paxe

[ . \¥N ,
R STE
estla droite £z, soit égal & trois fois la moitié
du céne ou du cylindre A. Prenons deux
moyennes proportionnelles Be , MN entre
ra, ez, de maniére que IA soit H@ comme
Ho est é MN , et comme MN est & Ez. (3) ; et
concevons un cylindre qui. ait pour basele
cercle décrit autour du diamétre me , et
pour axe la dreite KA égale au diametre He.
Je dis que le cylindre E est égal au eylindre k.
Puisque rA est & HO comme MN est & Ez;
par permutation, et & canse que H® est égal
a xa (4), la droite ra sera 4 la. droite MN,
c’est-3-dire, le quarré construjt sur ra sera
au quarré construit sur He comme le cercle

L4
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E est au cercle x. Mais le cercle B est au
cercle K comme KA est & Ez; donc les bases
E, K des cylindres sont réciproquement pro-
portionnelles & leurs hauteurs; donc le cy-
lindre E est égal au cylindre k. Mais le cylindre
K est égal & trois fois la moitié de la sphére
qui a pour diamétre la droite He; donc la
sphére qui a un diamétre égal i la droite
He, c’est-d -dire, la sphére B est égale au
coéne ou au cylindre a.

PROPOSITION IIL

Un segment quelcorique d’une sphére est
- égal & un cone qui a ]a méme base que ce
segment, et pour hauteur une droite* qui
est 3 la hauteur du segment comme une
droite composée du rayon de la sphére et
de la hauteur de l'autre 'segme,nt est 4 la
hauteur de cet autre segment.

Soient une sphére et un de ses gra.uds
cercles qui ait pour diaméjre la droite Ar.
Coupons cette sphére par un plan mené par
la droite 5z, et perpendiculaire sur I3 droite
AT. Que le point @ spit le centre. Que Ja
somme des deux droites @A, AE soit & la
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droite AE comme.AE est & TE; et de plus, que
la somme des deux droites er, TE soit 4 la
droite TE comme KE est & EA. Sur le cercle

-dont Bz est le diamétre , construisons deux

cdnes qui aient pour sommets les points x ,
a. Je dis que le cone BAZ est égal au seg-
ment de la sphére qui est du cbté 1, et que
le done BKZ est égal au segment de la sphére
qui est du coté a. .
Menons les rayons Be , oz : concevons un

. cbne qui ait pour base le cercle décrit au-

tour du diamétre Bz, et pour sommet le

.point e. Soit aussi un céne M qui ait une base
égale.a la surface du segment sphérique Brz,
c’est-a-dire & un cercle "dont le rayon soit
“égal ‘& la droite Br; et que la hauteur de
.ce cbne soit égale au rayon de la sphére. Le

cone M sera égal au secteur solide Brez,
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ainsi que celd a été démontré dans le pre~
mier livre (1, 50). Puisque AE est & ET comme
la- somme des droites @A ; AE est & la droite
AE; par soustraction, la droite ra serh & la
droite TE comme ©A est & AE, c’est-a-dire
comme T est & AE; par permutation, la
droite Ar sera & la droite re comme TE est &
EA; et enfin par addition, la droite 4 sera &
la droite er comme TA gst & AE, C’est-a-dire
comme le quarré construit sur 1B est au
quarré construit sur BE. Donc la droite ea
est 4 la droite re comme le quarré construit
sur IB est au quarré conmstruit sur Be. Mais
la droite 1B est égale au rayon du cercle M,
et la droite BE est égale au rayon du cercle

- décrit autour du diamétre Bz ; donc Ae est
4 er comme le cercle M est au cercle décrit
autour du diamétre Bz. Mais la droite or est
égale 3 l'axe du c6ne M; donc la droite a0
est & ’axe du ¢6ne M comme le cercle M est
au cercle décrit autour du diamétre Bz ; donc
le cone qui a pour base le cercle M, et pour
hauteur le rayon de la‘sphére est égal au
rhombe solide BAZ®, ainsi que cela a été dé-
montré dans le quatriéme lemme du premier -
livre (1, 7). Ou bien de la maniére sui-
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vante, puisque la droite Ae est & la hau~
teur du,céme M comme le cercle M est au
cercle déerit autour du diamétre Bz , le cone
M sera égal au cone qui a pour base le cercle

décrit autour du diamétre 8z et pour hau—
teur la droite A® ; car les bases de ces cOnes
- sontréciproquement proportionnelles & leurs.
hauteurs. Mais le céne qui a pour base le
cercle décrit autour du diamétre Bz, et pour
hauteur la droite ae, est égal au rhombe
solide BAZ@; donc le cOne M est aussi égal
au rhombe solide Baze. Mais le céne M est
égal au secteur solide srze ; donc le secteur
solide Brze est égal au rhombe solide BAZe.
' Donc si Pon retranche le eéne commun qui
. a pour base le eercle décrit autour du dia-
métre Bz et pour hauteur la droite ko, le
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cone restant BAZ sera égal au segment sphé-
- rique BZT. _ ,

. On démontrera semblablement que le
cone BKz est égal au segment sphérique BAZ.
En effet, puisque la droite kE est 3 la droite
" EA comme la somme des droites ot , TE est &
la droite TE; .pér soustraction, la drofte ka
est & la droile AE comme er est & TE. Mais
er est.égal a @4 ; done, par permutation , la
dreite kA est & la droite A@ conhme AE est &
er. Donc, par addition, la droite xe est 4 la
droite @A comme AT est & TE, c’est-a-dire
comme le quarré construit sur BA est au
quarré construit sur BE. Supposons de nou-
veau un cercle N, qui ait un rayon égal ala
droite AB. Le cercle N sera égal & la surface
du segment sphérique Baz. Concevons un
cdne N qui ait une hauteur égale aw rayon
de la sphére; ce cone sera égal au secteur
solide B@zA , ainsi que pla a été démormtré
dans le livre premier (1, 50) («). Mais nous
avons démontré que la droite ke est & la
droite @A comme le quarré construit sur AR
est au quarré construit sur BE, c’est-a~dire
gomme le quarré eonstruit sur le rayon du
gercle N-est au quarré du rayon du cercle
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décrit autour du diamétre 5z, cest-i-dire
comme le cercle N est au cercle décrit au-
tour du diamétre Bz ; et la droite e est égale
a la hauteur du cbne N; donc la droite xe
est 2 la hauteur du céne N comme le cercle
N est au cercle décrit autour du diamétre Bz.
Donc'le cdne N , C’est-a-dire le secteur Beza
‘est égal A la figure Bozk. Donc si nous ajou-
‘tons & chacun de ces deux solides le céne
dont la basé est le cercle décrit autour de Bz,
et dont la hauteur est la droite ke, le seg-
. ‘'ment sphérique total ABz sera égal au céne
BZK (€). Ce qu’il falloit démontrer.

Il est encore évident qu’en général un seg-
ment sphérique est  un cdne qui a la méme
base et la méme hauteur que ce segment,
comme la somme du rayon de la sphére et
de la Hauteur de l'autre segment est 4 la hau-
teur de Get autre segment; car la droite AE
est & la droite er c@mme le cone azB, cest-
a-dire le segment Brz est au cone BIz.

Les ‘mémes choses étant supposées, nous
démontrerons autrement que le céne kBz est
égal au segment sphérique Azs. Soit un cbéne
"N 'qui ‘ait une base égale a la surface de la
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sphére et une hauteur égale au rayon. Ce
cone sera égal a-la sphére. En effet, nous
avons démontré que la sphére est quadruple
du cbne qui a pour base un grand ‘cercle‘

de cette sphére et pour hauteur un rayon
de cette méme sphére (1, 36); or le céne
N est aussi quadruple du cone dont nous
venons de parler, parce que la base du pre-
mier cone est quadruple de la base du se-
cond, et que la surface de la sphére est qua-
druple d’un de ses grands cercles. Puisque
la somme des droites ea, AE est A la droite
AE comme AE est & ET; par soustraction et
par permutation , la droite er sera 4 la droite
':rA comme AE est & k. De plus, puisque la
droite KE est & la droite EA comme la somme
des droites er, TE sera 4 la droite rE ; ; par
‘soustraction et par permutatxon la droite
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KA sera & la droite re ou a la droite ea
comme AE est & Er, c¢’est-a-dire comme or
~ est ara, Donc, par addition, et & cause que
la droite A® est égale & la droite er , la droite

N

ke sera a4 la droite er comme oA est & AT
et () la droite, totale XA est 3 la droite ae
comme A® est 3 ar, C’est-a-dire comme k@
est & eA. Donc la surface comprise sous ae,
oK est égale & la surface comprise sous Ak,
eA. De plus, puisque k@ est & er comme
@A est & rA; par permutation, la droite ke
sera 4 la droite @A comme @r est & TA. Mais
nous avons démontré que er est & TA comme
AE est & Er; donc K@ est & @A comme AE est
2 er. Donc le quarré comstruit sur KA est &
la surface comprise sous k8, €A comme le
quarré construit syr AT est & la surface com-
Prise sous A, ET (4). Mais on a démoniré que
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la surface comprise sous ke, @A est égale &
la surface comprise sous Ka, Ae; donc le
quarré construit sur KA est d la surface com-
prise sous KA, A®, C’est-a~dire que KA est &
A® comme le quarré construit sur AT est &
la surface combrise sous AE , Er, c’est-d-dire
au quarré construit sur EB. Mais Ar est égal
au rayon du cercle N; donc le quarré con-
struit sur le rayon du ce®le N est awr quarré
construit sur la droite BE, c’est-d-dire que
le cercle N est au cercle décrit autour du dia-
métre BZ comme KA est & .40, c’esji-dire
comme la droite KA est & la hauteur du céne
N. Donc le céne N, c’est-a~dire la sphére,
est égal au rhombe solide BAZK (1, 17,
lernm. 4). Ou bien de cette maniére, doncle
cercle N est au1 cercle déerit autour du dia-

métre Bz comme la droite XA est 4 la hau-

teur du céne N. Donc le cbne N est égal au

cOne dont la base est le cercle décrit autour

du diamétre Bz et dent la hauteur est Ak;

car les bases de ces cOnes sont réciproque~

ment proportionnelles & leurs hauteurs (1,

17, lemm. ). Mais le céne N est égal au
rhombe solide BkzA; donc le cone N, c’est~
< a-dire la sphére, est aussi égal au rhombe.
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solide BKzA , qui est composé des cones BazZ,
:i;KZ Mais nous avons démontré que le cone
BAZ est égal au segment spherlque Brz ; donc
le cone restant BKz est égal au segment sphe-—
, rlque BAZ (s).

. »

PROPOSITION 1V.

Le troisiéme obléme étoit celui-ci: -
_couper une sphére donnée par un plan, de
‘maniére que les surfaces des segmens aient
entre glles une raison égale 4 une raison
donnée.

Supposons que cela soit fait. Que AABE soit
un grand cercle de la sphére, et que AB soit
son diamétre; que la '
section du cercle AABE
par ce plan soit ladroite
AE, et menons les droites
AA, BA, Puisque la rai-
son de la surface du seg-
ment AAE 4 la surface du segment ABE est
donnée; que la surface du segment AAE est
égale & un cercle qui a un rayon égal 4 la

“droite AA (1, 49); et que la surface du seg-
ment ABE est égale & un cercle qui a un
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rayon égal 4 la droite aB (1, 48); et &
cause que les ,cercles dont nous venons de
parler sont entre eux comme les quarrés con-
struits sur les droites AA, AB, c’est-d-dire
comme les droites Ar, 1B; il est évident que
la raison de Ar & 18 est donnée, et par con-
séquent le point T. Mais la droite AE est
perpendiculaire sur aB; donc le plan qu1
passe par AE est donné de position. '
On construira ce probléme de la maniére
suivante : soit la sphére dont AABE est un
grand cercle et dont As est le diamétre. Que
la raison donnée soit la méme que celle de la
droite z 4 la droite H. Coupons la droite
AB au point r, de maniére que Ar soit & TB
comme Z est & H; par le point r coupons
la sphére par un plan perpendiculaire sur
AB; et que la commune section soit AE. Me-
mnons les droites AA, AB. Supposons enfin
deux cercles o ,.x dont'l’un ‘ait un rayon
égal‘ a Ia droite AA et Pautre un rayon égal
a la droite aB. Le cercle o sera égal i la
-surface du segment AAE, et le cercle x égal
‘4 la surface du segment ABE, ainsi que' cela
a été démontre dans le premier livre ( 1, 48
et 49). Puisque l’anglq A4B est Adonn‘e et que
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la droite A est perpendiculaire, la droite Ar
est & la droite 18, C’est-d-dire que z-est & H
comme le quarré con- , A
struit sur - AA est au

quarré construit sur As ,
est-a-dire comme le L L
quarré construit sur le - 7
rayon du cercle - est

au quarré construit sur le rayon du cercle
K, C’est-d-dire comme la surface du segment
sphérique AAE est & la surface du segment
sphenque ABE. :

~

PROPOSITION V.

Couper une spheére donnée de maniére
que les segmens aient entre eux une raison
égale & une raison donnée.

Soit- aBrA la sphére donnée. Il faut la
couper par un plan de maniére que les seg-
mens aient entre eux une raison égale & une
‘raison donnée. ' - -

Coupons cette sphére par un plan con-
duit par r. La yaison du segment sphérique
AAT au segment sphérique ABr sera donnée.
. Coupons cette sphére par un plan qui passe
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par son centre ; que cette section soit le
grand cercle ABra; que le point X soit son
centre, et AB son diamétre. Que la somme

. des droites KA , AX soit & la droite AX comme

PX est & XB; et que la somme des droites ks, ‘

BX soit & la droite Bx comme AX est & xa, Me-
nons les droites AA, ar, AP, pr. Le cone AAr
sera égal au segment sphérique Aar; et le
cOne APr égal an segment AET (3, 3). Donc la
raison du cone AAT au cdne APT sera donnée.
Mais le premier céne est au second comme
AX est & xp, puisque ces deux cOnes ont
pour base le cercle décrit autour de la droite
Ar; donc la raison de AX & x» est aussi don-
née. Par 1a®méme raison qu’auparavant, et
par construction (2, §), la droite AA est 2

la droite XA ¢pomme XB est A Bp s & comme:

4x est & x8. Maig I droite rB estd la droite

Bk comme KA ¢sf 3 AA; done par addition la

 TOME L 11
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droite PK est & KB, C'est-a-dire & KA comme
KA est 2 aA. Donc (z), la droite totale pa
est & la droite totale KA comme KA est & AA.
Donc la surface comprise sous PA, AA’ est

égale au quarré construit sur kKA. Donc pa est
2 AAcomme le quarré construit sur KA est au
quarré construit sur Aa (§). Mais aa est &
AK comme AX est & xB; donc par inversion
et par addition , la droite kA est 4 la droite
AA comme BA est & AX. Done le quarré con-
struit sur KA est-au quarré construit sur AA
comme le quarré construit sur BA est au
quarré construit sur ax. De plus, puisque
AX est & AX comme la- somme des droites
KB, BX estd BX; par sbustracti:n; la droite
" AA égra. 4 la- droite AX comme KB est 4 BX.
Faisons #z égal 4 ks. Il est évident que cette
droite tombera au-deld du point® (5). Mais.
- la droite Aa esté la-droite AX comme zB est
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4 8x; donc AA sera & AX comme BZ est & ‘
zx (4'). Puisque non-seulement la raison de:
AA 4 AX est donnée, mais encore celle de’
PA & AX, ainsi que celle de PA & AA; et puis-"-
que la raison de Pa & AX est composée de la
raison de PA & AA, et de la raison de A A
AX (€); que PA est 3 AA comme le quarré
construit sur AB est au quarré construit sur
AX 4 et que AA est & AX comme BZ est & ZX,
la raison de PA & AX est composée de la rai-~
son du quarré construit sur BA au quarré
construit sur Ax, et de la raison de Bz &
zx ({). Faisons en sorte que PA soit & AX.
comme Bz est & ze. Or la raison de pa & AX
est donnée; donc la raison de zB & z6 est aussi
donnée. Mais la droite Bz est donnée , puis-
qu’elle est égale au rayoﬁ; donc la droite
@ est aussi donnée. Donc la raison de Bz &
ze est composée de la raison du quarré con-
struit sur BA au quarré construit sur Ax, et
de la raison de Bz & zx. Mais la raison de Bz &
26 est composée de la raison de gz a zx,
et de.la raison de zx a ze; donc si nous
retranchons Ja raison commune de Bz & zx,
la raison restante, c’est-a-dire la raison  du
quarré construit sur la droite BA. qui est
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donné, au quarré construit sur la droite Ax ,
sera égale & la raison de xz i la droite ze,
qui' est donnée; mais la droite za est don-
née. Il faut donc couper la droite donnée az
en un point X , de-maniére que la droite xz
soit 4 la droite donnée ze comme le quarré
construit sur BA est au quarré construit sur
AXx; et si cela est énoncé d’une maniére gé-
nérale, il y aura une solution ; si, au son-
traire, on ajoute les choses trouvées, c’est-a-
dire que AB est double de Bz et que Bz est
plus. grand que 28 , il n’y aura aucune solu-
tion. Le probléme doit donc étre posé-ainsi:
étant données ‘deux droites aB, Bz dont AB
sqit double de Bz ; étant donné aussi le point
e dans la droite BZ, couper la droite AB en
un point X, de maniére que le quarré con-
struit sur BA soit un quarré construit sur ax
comme Xz est & ze. Chacune de ces choses
aura A la fin sa solution et sa construction{n).

-On' cgpstruira le probléme de cette ma-
‘niére: Que la raison donnée soit la méme
que celle de la droite 1t & la droite 3, la
droite i étant plus.grande que la droite x.
Soit donnée aussi une sphére quelconque;
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que celte sphére soit coupée par un plan
conduit par le centre. Que la section soit le
cercle ABra; que BA soit le diamétre' de ce
cercle et le point X son centre. Faisons Bz

1]‘ .
- pa— A

égal 3 xB; et cou?ons BZ en un pointe, de

maniére que ©z soit & o8 comme b4 est a
5. Coupons aussi BA en un point. x, de
maniére que X1 soit & ©Z comme le quarré
construit surBa estau quarre construit sur
aX; et faisons passer par le point X un plan
perf»endiculaire sur Ba. Je dis que ce plan
coupera la sphére de maniére que.le plus
grand segment sera au plus petit comtue .t
estd =. Co . :

Faisons en sorte que la somme des dro&tes
KB, BX soit & la droite BX comme AX est
a ax; et que lg somme des droites xa, A%
soit & la droite A comme PX est & xB. Me~
nons les droites AA, AT, AP, PT. La surface
comprise sous. PA, AA » sera par comtruc-x
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_tion, ainsi que nous P'avens démontré plus
haut egale au quarré construit sur Ak ; et
la droite KA sera a la droite AA comme BA
est & AX. Donc le quarré construit sur Ka

est au quarré constrmt s.ur AA comme le
quarre constrult sur B& est au quarré con-
struit sur Ax. Mais la surface comprise sous
PA; AN est egale au quarré censtruit sur AK;
‘donc la droite pA est 4 la droite A4 comme
'le quarré construit sur AK est au quarre
constrmt sur AA. Donc aussi la drmte PA
, est a la. dr01te Aa comme lé quarré con-
struxt sur BA est au - quarre construit sur
Ax c’est-d-dire , comme Xz est 4 ze.” Mais
_la somme des droites KB, BX est.a .la droite
BX comme AX estAAX, et la droite kBest egale
a la droxte BZ; donc la drplte X sera a la
dro1te XB comme AX est & XA; - et” parcon-
version , la droite Xz sera & B comme XA
est 3 2. Dorc aussi la dr01te AL serad la



LIVRE SECOND. 167

droite AX tomme Bz est & zx. Mais Pa est &
AA comme XZ est 4 z@; et AA est & AX
comme Bz est & 2x; donc, par raison d’éga-~
‘lité dans: la proportion troublée, la droite
PA's'er'a a la droite AX comme Bz est A ze.
Donc aussi AX est & XP comme z0 est & @B.
Mais zo est & o8 commen est & 3; donc aussi
AX est & Xp, Cest-a-dire que le cOne ATA est
au céne Arr, c’est-d-dire que le segment
sphérique AAT est au segment ABT comme IT
esta = (9)

PROPOSITION VL

. Construire un segment sphérique  sem-
_ blable 4 un segment sphérique donné, et égal
& un autre segment sphérique aussi donné:

Soient ABr, EzH, les deux segmens sphé-
riques donnés. Que la base du segment asr
soit le cercle décrit autour du diamétre AB ;
et que son sommet soit le point r; que la
base du segment EzH soit le cercle déerit au-
tour du. diamétre £z, et-que son’ sommeb
soit le pomt H. 11 faut,consttire un seg—
ment qui soit égal au segment ABr et sem-
° blable au segment EZH.
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Supposans que cé segment s0it trouve , et
que ce soit le segment @KA. qui a pour base
le cercle décrit autour du diamétre @K, et
- pour sommet le- ~point A. Solent aussi dans

o

eea sphéres lea' cercles ANBT ; ©XKA , EOZH ,
dont les diamdtres 1N ; AX , HO: soicht per—
. peudmulalres surlabase du segment, et dont
les centres soient les paints 11, P, 3. Faisons
" _en sorte que.la somime des:droites TIN , NT
soit & la droite' NT comme XxT €t i 175 que la
somme des droites P& ; =¥ soit & la.droite. =1
‘eomme. ¥Y est & Ta,; et qn"enﬁn la somme
" des droites =0, 04 soit & o¢ comme: Q0. est -
~_a oH. Concefons des:cdnes -gui aient pour .
“bases les cercles décrits autour des diamétres
AB, ©K,EZ, el pour soumumeis- les points X,
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sx»,,n.'Le cone ABX sera égal au segment
sphérique ABr , le cone ¥ex égal au segment
sphérique AK4 , et enfin: le dbne EQz égal au
segment sphérique EHZ , ce qui a été démon-
tré (2, 3 ). Puisque le segment sphérique - .
- ABT est égal au segment oxA, le cdne AXB
sera aussi égal au cone ¥ox. Mais les bases
d@ ®nes égaux sont réciproquement pro-
portionnelles 4 leurs hauteurs; donc le
cercle décrit autour du diamétre AB est au
cercle décrit autour du diamétre ex comme
+T est A XT. Mais le premier cercle est au
second comme le quarré consirmt sur AB est
au quarré cohstruit sur ex; donc le quarré
- construit sur :AB €st au quatré construit sor
ek comme ‘¥ ‘est.d XT. Mais lessegment xzn
est semblablé au segment eE4 ; deno le cone
- E2Q est aussi semblable au céneyex, ce quj,
sera démontré («); doncne-estd £2 commb
¥7 est 3-6K: Mais la raison d¢ 0o 2 B1 - esh ,
donnée; doncla raison de Y d-ox est aussi
donnée. ‘Que cette dermiéré raison, soit I
méme que celle'de xT & &. Puisque 1a droite
X1 est donnge, la droite A est atissi données
Mais +1 est & xT, Cest-i-dire ; le quarré
eonstruit sur Ab est ay quarré construit sur
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@K comme ©K est &' A ; donc si nous suppo~
sons que la surface comprise sous AB , ¢~ soit

égale au quarrd construit sur. ek , le quarré ,

- construit sur AB sera au quarré comstruit sur

,,,,,,,,

UMy ot P 21 L. .
©K comme .AB est é g Mals on.a. démontre

. que le quarné construit sur AB est au quarré

- construit sur 6k comme @K est'a 4 ; donc,

Jpar permutation ; la droite A8 est A& la

droite of comme ¢ est & A, Mais AB est 4.6K

tomme oK est & ¢; parce quela surface com-

Prise sous AB , ¢ est égale au quarré con-
struit syr-ok ; donc.AB est A €Kk comine @K
estd ¢, et comme g esta A. Donc les droites
ek, ¢ sont deux moyennes- proporuon-'
v nelles.entre AB, A,

: On.construira ce probléme de.cette. ma~
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niére. Soient deux segmens sphériques ABr,
EZH ; que ABT soit celui auquel il faut con-
struire un segment égal , et £zH celui auquek:
il faut construire un segment semblable.
Soient les grands cercles ATBN, HEOX; que °
TN, HO soient leurs diamétres, et i1, = leurs.
centres. Faisons en sorte que la somme des
droites 1N, NT soit 4 la droite NT comme
XT est & TT; et que la somme des droites 20 4
00 soit & o0& comme ¢ est & ¢H. Le cone XaB
sera égal au segment sphérique Asr, et le
cdne zZQk sera égal au segment sphérique Euz:
Faisons en sorte que Qo soit 4 2 comme XT
est 4 A; entre les deux droites A8, A, prenons
deux moyenres propoftion'nelles oK, 7, de
maniére que AB soit & @K commme ©K:' est &
4 , et comme ¢ est 4 A. Sur ex construisons
un segment circulaire eéxa semblablé au seg-
ment circulaire EzH ; achevons le cercle , ‘et
que son diaméfre soit Ax. Concevons enfin
une sphére dont A@zK soit un grandrcercle,
et.dont le:centre soit le'pointp; et par-la -
droite ex ,:faisons passer un plan.perpendi-
culairé sur Ax:. Le segment sphérique con-
struit du coté. our est la lettre A 'sera sem-
blable au segment sphérique EzH, puisque
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les segmens circulaires sont semblables. Te
dis aussi que ce segment sphérique sera égal
au segment asr. Faisons en sorte que la
somme des droites =, 27 soit 4 la droite =y
comme ¥r est & YA. Le cOne ¥ex sera égal
au segment sphérique exka (2, 3). Mais le
cone vox est semblable au cone zQE; donc
la droite Q¢ est & la droite Ez , clest-d-dire,
la droite xT est 4 A comme ¥ est 4 ex. Donc,
par permutation , et par inversion , la droite
+r est & XT comme 8K est & A, Mais les
droites AB, KO, 5, A sont tour.a tour pro-

portionnelles (€); donc le quarré construit

sur AB est au quarré construit sur @K commme
ek est 4 A. Mais la droite x est & la droite A
comme ¥T esta xXT; dorc le quarré construit

sur AB est au quarré construit sur ke, c’est~ =

_#&-dire , lecercle décrit autour du diamétre AB

est au cercle décrit autour du diamétre ok
comme ¥Y est 4 XT ; donc lg cone xaB est
égal au: céme ¥ex. Donc le segment sphé-
rique ABT est aussi égal au:segmeént sphé-
rique exa. Donc on-a construit un segment
sphérique ‘0ka égal au segment donné Asr,
et semblable &’ l’autre segment sphénque
donné Ezu (3).

q
cl

et
te
dy

¥e)

b
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PROPOSITION VIL

Etant donnés deux segmens de la méme
sphére, ou de différentes sphéres, trouver
un segment sphérique qui soit semblable &

g ¥ des deux et qui ait une surfmce égale
a celle de Tautre. :

Soient deux segmens sphérlques constrmts
dans les portlons de circonférence ABr, AEZ;
que le segment construit dans la portion de
circonférence ABr soit celui auquel le seg-
ment qu’il faut trouver doit étre semblable;

et que le segment construit dans la portion
de circonférence AEz soit celui & la surface
duquel la surface du segment qu’il faut trou-
ver doit étre égale. Supposons que cela soit
fait. Que le segment sphérique KaM soit sem-
blable au segment ABr et que la surface de .
ce segment soit égale & Ia surface du segment :
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Aez. Concevons les centres de ces sphéres;
par leurs centres conduisons des plans per~
pendiculaires sur les bases de ces segmens;
que les sections des sphéres soient les grands
gercles KAMN , BA€r , EZHA; qUE KM, AT, AZ,

soient dans les bases des segmens, et enfin
que dans ces sphéres les diamétres-perpen-

.diculaires sur KM, AT, Az soient les droites

AN, BO®, EH. Menons les droites aM, Br, EZ.
Pmsque la surface du segments sphérique
/

_KAM est égale & la surface du segment AEz ,

le cercle qui a un rayon égal & la droite ma.
sera égal au gercle qui a un rayon égal a la
droite Ez , parce que nous avons démontré
que les surfaces des segmens dont nous ve-
nons de parler sont égales & des cercles qui
ont des rayons égaux aux droites menées des
sommets des segmens aux circonférences de
leurs * bases (1, 48). Donc la droite Ma est

aussi éga.le A la droite ez, Mais pulsque le
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segment KAM est semblable au segment ABT ;
" la droite P est & ladroite PN comme BT est &
ne; et par inversion et par addition, la
droite NA est & la droite 3P comme ©B est
& BT Mais pa est & AM comme Bl est & TB, &
~ cause des triangles semblables AMPp, Bri1; donc
NA est & AM, c’est-a-dire, & EZz comme ©B
est A BT et ‘par permutation..:....... Mais
la raison de la droite Ez A la droite Br est
donnée, puisque ces deux droites sont don-
" nées; donc la raison de AN & Be est ‘aussi
donnée. Mais la droite e est donnée ; donc -
la droite AN est aussi donnée. Donc I sphére
est donnée. | ' v

-On construira lé probléme de cette ma-
niére. Soient ABr, AEZ les deux segmens don-
nés; que ABr soit le segment -auquel celui
qu’il faut trouver doit étré semblable, et
que AEz soit le segment A la surface duquel
la surface de celui qu’il faut trouver doit
étre égale. Que la construction soit la méme
que dans la.premiére partie ; et faisons en
sorte que BI soit 4 EZ comime BO est & NA; -
décrivons un cercle autour du diamétre AN ;
et enfin concevons une sphére dont AKNM
soit un grand cercle. Coupons la droite Na
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au point P, de maniére que eI soit & InB
comme NP est & PA ; coupons le cerele AKNM
au point P par un plan perpendiculaire sur
la droite AN ; et menons la droite aM. Les
segmens circulaires appuyés sur les droites
‘KM, AT sont semblables. Donc les segmens
sphériques sont aussi, semblables. Mais e
est A BII comme NA est & AP, car cela s’en-
suit de la construction, et 1B est & Br comme
PA est & AM; donc la droite @B est & Na
comme BT est & AM. Mais @8 est &4 NA comme
BT est & Ez; donc Ez est égal 4 aM, Donc le
cercle qui a pour rayon la droite Ez est égal
au cercle qui a un rayon égal 4 la droite am.
Mais.le cercle qui a pour rayon la droite Ez
est égal & la surface du segment AEZ ; et le
cercle qui a un rayon égal 4 la droite aM est
égal i la surface du segment kaM, ainsi que
~cela a été démontré dans le premier li-
vre (1, 48). Donc la surface du ségment
sphérique xaM est égale & la surface du seg-
ment AEZ; ot ce méme segment KAM est sem-
blahle au segment Asr.
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PROPOSITION VIIL

Couper un segment d’une sphére par un
plan de maniére que la raison de ce segment
au cone qui a la méme base et la méme hau-
teur que ce segment, soit égale i une raison
donnée.

Que la sphére donnée soit celle dont asra
est un grand cercle, et BA le diamétre. I1
faut couper la sphére par un plan condult
par Ar de maniére que la raison du seg-

s

ment ABT au cOne ABT s't égale é, une rai-
son donnée.

Supposons que cela soit falt. Que le point:
E soit le centre-de la sphére. Que la somme
des droites BA, AZ soit & AZ comme HZ est &
28;le cOne ATH sera égal au segment ABr (2, 3).
Donc la raison du cdne AHT au cone ABr est

7
TOME I 12
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donnée. Donc la raison de Hz & zB est aussi
donnée. Mais Hz est & ZB comme la somme
des droites EA , AZ est A la droite az; donc la
raison de la somme des droites Ea , AZ a la

¢

t

droite Az est donnée, et par conséquent la
raison de 2 4 Az. Donc la droite az est
' donnée, et par conséquent la droite Ar.
Mais la raison de la somme des droites EA,
- aza la droite Az est plus grande que la rai-
son de la somme des droites Ea, AB 3 la
droite aB; et la somme des droites EA , AB
est égale a la droite EA prise trois fois, et
enfin la droite ABgest égale & la droite EA
prise deux fois. Donc la raison de la somme

" des droites B, Az A Az est plus grande que

la raison de trois & deux. Mais la raison de
la somme des droites EA, Az A la droite Az
est la méme que la raison donnée. 1l faut
donc, pour que la construction seit pos-
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sible, que la raison donnée soit plus grande
que la raison de trois & deux.

On ¢gonstruira le probléme de cette ma-
niére. Que la sphére donnée soit celle dont
ABTA est un grand cercle , lasdroite Ba le
diamétre, et le point E le centre; que la
raison donnée soit la méme que celle de xo |
a4 KA, et que cette raison soit plus grande

‘que celle de trois & deux. Mais

deux cemme la somme des dra

est 2 la droite aB; donc la rais

KA est plus grande que laraison de la somme
des droites EA, AB A la droite aB. Donc, par
soustraction , la raison de @A 4 Ax est plus
grande que la raison de EA & AB. Faisons en .
sorte que @A soit & AK comme ik est & az;
par le point z , menons la droite Azr per-
. pendiculaire sur Ba, et par la droite ar,
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conduisons un plan perpendiculaire sur Ba.
Je dis que la raison du segment sphérique
ABr au cOne ABT est la méme que la raison
de ek & Ka. Car faisons en sorte que la somme

des droites EA, AZ soit & la droite AZ comme
HZ est & zB; le cOne TAH sera égal au segment
sphérique ABT (2,3). Mais ek est 24 kA comme
la somme des droites EA, Az est & la droite ¢
Az, c’est-3-dire comme HZ est & zB, c’est-
A comme le cone AHr est au cone

' u$5); et le cOne AHr est égal au Sagment
sphérique Asr. Donc le segment ABr est au
cOne ABr comme @K est & KA.

PROPOSITION IX

.Si une s’phére est coupée par un plan qui
ne passe pas par le centre ; la raison du grand
' segment an petit sera moindre que la raison
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doublée de la surface du grand segment 3

la surface du petit segment, et plus grande
que la raison sesquialtére ().

Soit une sphére ; que ABra soit un de ses

grands cercles, et A le diamétre de ce
cercle ; par la droite AT, conduisons un plan
perpendiculaire sur le cergle Asra, et que
ABT soit le plus grand segment. Je dis que la
raison du segment ABr au segment AAr est
moindre que la raison doublée de Ia surface
du grand segment i la surface du petit , et
plus grande que la raison sésquialtére. °
Menons les droites BA, AA; que le centre
soit le point E; et faisons en sorte que la
somme des droites EA , Az soit & la droite
Az comme ©Z est & 2B; et que la somme
des droites B, Bz soit & la droite Bz comme
HZ est & 4. Concevons deux cdnes qui aient
pour base le cercle décrit autour du dia~
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métre AT, et leurs sommets aux points e,
H. Le cone aer sera égal au segment ABr, et
le cOne ATH égal au segment AAr ( 2, 3). Mais
le quarré construit sur BA sera au quarré

construit sur AA comme la surface du seg-
ment ABr est & la surface du segment saar;
ainsi que celaa été démontré plus haut (1,48);
il faut donc démontrer que la raison du
grand segment au petit segment est moindre
que la raison doublée de la surface du grand
segment & la surface du petit segment : ou
ce qui est la méme chose, il faut démon-
trer que la raison du cone aer au cone AHT,
C’est-d-dire que la raison de ze i zH est
moindre que la raison doublée du quarré
construit sur EA au quarré construit sur'aa ,
c’est-a-dire que la raison dogblée de Bz -3 zA.
Puisque la somme des droites Ea, Az est
a la droite Az comme oz est a zB, et que
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la somme des droites EB, BZ est 3 la (iroﬂe
BZ comme ZH est 4 ZzA, la droite BZ sera &
la droite za comme @B est 4Bk (6), la droite
BE étant égale 4 la droite EA; cela a été dé-
montré dans les théorémes précédens. De
plus, puisque la somme des droites EB, BZ
est A la droite BZ comme Hz estd zA , si nous
faisons BK égal & BE, il est évident que eB
sera plus grand que BE, & cause que BZ est
plus grand que za (3); et la droite xz sera
a la droite zB comme Hz est A za (d'). Mais
nous avons démontré que zB est & za comme
@B est & BE, et la droite BE est égale & la
droite xB; donc @B est & BK comme KZ est &
zH. Mais la raison de ez & zk est moindre
que la raison de &8 i BK (¢) , et nous avons
démontré que @B est & BK comme KZ est 3
zH; donc la raison de ®©z & zK est moindre
que la raison de kz a zH. Donc la surface
comprise sous ©Z, ZH est plus petite que le
quarré sconstruit sur zk. Donc la rajson de
la surface comprise sous 0z, ZH au quarré
construit sur zH, c’est-a-dire la raison de
26 4 zH est moindre que la raison du quarré
corsiruit sur Xz au quarré construit sur zH.
Mais la raison du quarré construit sur xa
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au qI:arré construit sur zH est doublée de la
raison de kz & zH; donc la raison de oz & zn
est moindre que la raison doublée de xz a

- zH. Mais Kz est 3 ZH comme Bz est A zA;
donc la raison de ez A zH est moindre que
la raison doublée de Bz a4 zA, et c’est la ce
que nous cherchions.

Puisque BE est égal & EA, la surface com-
prise sous Bz, zA sera plus petite que la sur-
face comprise sous BE , EA ({). Donk la raison
de Bz 4 BE est moindre que la raison de Ea
A4 Az, c’est-d~dire que la raison de ©B a Bz.
Donc le quarré eonstruit sur zs est moindre
que la surface comprise sous @B, BE, c’est-
a-dire que la surface comprise sous @B, BK.
Que le quarré construit sur BN soit égal 4 la
surface comprise sous @B , Bk ; la droite eB

-sera & la droitesBk Comme le quarré con-.
struit sur. N %st au quarré construit sur
Nk (8). Mais- la raison du quarré comstruit
sur ez au quarré construit sur zk est plus
grande que la raison du qparré construit
sur eN au quarré construit sur NK ; donc .
aussi la raison du quarré construit sur ez
au quarré construit sur zx est plus gramde
que la raison de 6B a Bk, c’est-a~dire que
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la raison de @B a BE , c’est-a~dire que la rai-
son de Xz & zH. Donc la raison de ez & zn
est plus grande que la raison sesquialtére de
KZ & ZH, ce que nous démontrerons a la
fin (4). Mais ez est a zH comme le cOne Aer
est au cne AHT, ¢’est-a-dire comme le seg-
ment ABT est au segment AAT. Mais Kz est &
ZH comme BZ est & 24 ; c’est-a+dire comme le
quarré construit sur BA est au quarré con-
struit sur AA ; c’est-a-dire comme la surface
du segment ABT est 4 la surface du segment
aar; danc la raison du grand‘segment au
petit segment est moindre que la raison dou-
blée de la surface du grand segment a la sur-
face du petit segment , et plus grande que
- la;raison sesqulaltére. . : '

AUTBEMEN® () .

Soit la sphére dont ABra est un grand cer-
cle; la droite ar le diamétre, et le pointE le
centre; et que cette sphére soit coupée par
un plan conduit par BA et perpendiculaire
sur AT. Je dis que la raison du grand seg-
ment AAB au petit 874 est moindre que-la
raison doublée de la surface du segment ABA
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a la surface du segment BTA , et plus grande
que la raison sesquialtére.
Menons les droites AB, Br. La raison
" de la surface du segment ABA & la surface -

X

du segment BrA est égale a la raison du
cercle qui a pour rayon la droite AB au
cercle qui a pour rayon la droite Br, c’est-
d-dire i la raison de Ae & er. Supposons que
chacune des droites Az, TH soit égale au rayon

~ du cercle. La raison du segment BaA au seg-
ment BTA est composée de la raison du seg- .
ment BAA au cdne qui a pour base le cercle
décrit ®autour du diamétre BA et pour som-
met le point A, de la raison du méme céne
du cOne qui a la méme base et qui a pour
sommet le point 1, et enfin de la raison du
céne dont nous venons de parler au segment

Bra (A): Mais la raisan du segment BAA au
cOne BAA est la méme que celle de ne & er,

.
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la raison du céne BAA au cdne Bra est la
ménie que celle 8e ae & er, et enfin la rai-
son du céne Bra au segment Bra est la méme -
que la raison de ae a ez : et de plus la rai-
son qui est composée de la raison de He a
-er et de la raison de ae & er est l]a méme
que celle de la surface comprise sous Ae , @H
au quarré construit. sur er; et la raison
qui est composée de la raison de la surface
compxise sous He , @A au quarré construit
sur 1o, et de la raison de 4@ 4 ez est la
" méme que la raison de la surface comprise
sous HO, @A et multipliée par eA au quarré
construit sur er et multiplié par ez (u); et
la raison de la surface comprise sous He,
@A et multipliée par @A -au quarré construit
sur or et multiplié par ez est la méme que
la raison du quarré construit sur Ae et mul-
tipliée par eH au quarré construit sur er et
multiplié par oz; et enfin la raison de la
surface comprise sous HO , @A et multipliée
3 construit sur er et mul-

it la méme que celle du

sur ©A au quarré construit

tisque la raison du qmarré

et multiplié par eH au
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~ quarré construit sur Te et multiplié par ze
est moindre que la raison*doublée de a0 a
er; et que la raison du quarré construit
sur Ae au quarré construit par er est dou-

blée de la raison de ae a er; la raison du
quarré construit sur Ae et multiplié par He
au quarré construit sur er et multiplié par
ez sera moindre que la raison du quarré
construit sur A@ et multiplié par we au
quarré construit sur Te et multiplié par eH.
Il faut donc démontret que le quarré con-
struit par re et multiplié par ze est plus
grand que le quarré consiruit sur re-et
multiplié par eH; c’est pourquoi il faut dé-
montrer que €z est plus grand que eH.

Je dis maintenant que la raison du gran
segment ay plus petit est. plus grande qub™.
la raison sesquialtére de la surface du grand.
segment &la surface’ du petit segment. Mais
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on adémontré que’la raison des segmens est
la méme que celle du quarré construit sur
e et multiplié par eH au quarré construit
sur re et multiplié par ez, et la raison du
cube construit sur AB au cube construit sur
BT est sesquialtére de la raison de la surface
du grand segment & la surface du petit seg-
ment. Je dis donc que la raison du quarré
construit sur Ae et multiplié par ex au
quhrré construit sur re et multiplié par ez
est plus grande que la raison du cube con-
struit sur AB au cube construit sur Br, c'est-
a-dire que la raison du cube construit sur
A@ au cube construit sur eB; c’est-3-dire
que la raison du quarré construit sur ae
au quarré construit sur e, et que la raiso?
de ae & eB. Mais la raison du quarré con-
struit sur A® au quarré construit sur es,
avec laraison de Ae 4 @B est la méme que celle
du quarré construit sus Ae 3 la surface com-
prise sous re, ©B; et la raison du quarré con-
 struit sur Ae & la surface comprisé sous re,
@B est la méme que celle du quarré construit.
sur A® et multiplié par eH a la surface com-
prise sous T@ , eB et multipliée par eH. Je
-dis donc que la raison du quarré construit
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sur B@ et multiplié par H au quarré con-
struit, sur re et multiplié par ez est plus
grande que celle du quarré construit sur e
. a la surface comprise sous B®, €r ; c’est-a-
- dire que celle du quarré construit sur ae et
multiplié par eH i la surface comprise sous
BO , or et multipliée par ew. Il faut denc dé-
montrer que le quarré construit sur re et
multiplié par ez est plus petit que la sur-
face comprise sous Be , er et multipliée par
eH; ce qui est la méme chose que de dé-
montrer que la raison du quarré construit
* sur Te & la surface comprise sous Be, er est
moindre que celle de He 4 ez. Il faut donc
démontrer que la raison de He i oz est plus
grande que celle de re & e@s. Du point E
menons la droite Ex perpendiculaire sur Er,
et du point B la droite BA perpendiculaire
sur la droite ex. Il reste & démontrer que
la raison de He & oz ~st plus grande que la
raison de re 4 @B. Mais la droite oz est égale
a la somme des droites A@ , KE; il faut dopc
- démontrer que la raison de He & la somme
*des. droites @A, KE, est plus grande que la -
. raison dere a eB. C’est pourquoj ayant re-
tranché re de eu et EA qui est égale & Bo de

»
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. KE, il faudra démontrer que la raison dela
droite restante TH A4 la somme des droites
restantes A® , KA est plus grande que celle de
re i eB, cest-d~dire que celle de @8 4 @A;
c’est-a~dire que celle de AE & @4A; et que, par
permutation , la raison de KE a EA sera plus
grande que la raison de la somme des
droites KA , @A & la droite @A, et qu'enfin,

" par soustraction, la raison de kA & AE sera

plus grande que celle de kA & A et que par

conséquent la droite AE sera plus petite que
ea (1)./ "
PROPOSITION X.

~ Parmi les segmens sphériques qui ont des
surfaces égales, celui qui comprend la moitié
de la sphére est le plus grand.

- Soit une sphére dont ABra.soit un de ses

grands cercles , et AT son diamétre ; soit aussi
une.autre sphére dont EzHe soit un de ses
grands cercles, et EH son diamétre. Que I’'une
soit coupée. par un plan qui passe par son
centre , et que l'autre soit coupée par un
‘plan qui ne passe pas par son centre. Que
les plans coupans soient perpendiculaires sur
les diamétres AT, EH et que ces plans soient
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conduits par les lignes aB, ze. Le segment
sphérique construit dans l'arc zke est la
moitié de la sphére’; et parmi les segmens
" construits dans la circonférence BAA, un

des segmens de la figure o se trouve la
lettre .= est plus gfand que la moitié de la
sphére, tandis que 'autre est plus petit que
la moitié de cette méme sphére. Que les sur-
faces des segmens dont nous venons de par-
ler soient égales. Je dis que la demi-spheére
qui est constrpite dans l’arc zke est plus
grande que le segment constrult ddhs Pare
BAA. .

Car puisque les Burfaces des segmens dont
nous venons de parler sont égales, il est évi-
- tlent quela droite BA«est égale & la droite Ez.

-
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Car on a démontré que la surface d’un seg-
ment quelconque est égale 4 un cercle qui
a un rayon égal 4 la droite menée du som-
met du segment & la circonférence de sa
base(1, 48). Mais dans la figure ou se trouve
la lettre =, I’arc BAA est plus grand que la
moitié de la circonférence; il est donc évi-
dent que le .quarré construit sur AB est
moindre que le double du quarré construit
sur Ak, et plus grand que le double du
quarré construit sur le rayon. Que la droite
TE soit éga]e au rayon du cercle A2 , et fai-
sons en sorte que T= soit 4 TK comme MA
est & AK. Sur le cercle décrit autour du dia-
métre BA, construisons un c6ne qui ait son
sommet au point M ; ce cone sera égal au
segineht sphérique qui est construit dans
Yarc BAA (2, 3). Faisons EN égal 4 EA, et
sur le cercle décrit autour du diamétre ez
.construisons un céne qui ait son sommet au
point N; ce cdne sera égal A la demi-sphére
"construite dans Parc erz. Mais la surface
comprise sous AP, PT est plus grande que la
surface cdmprise sous AK, Kr, parce que le
plus petit coté de I'une de ces surfaces est
plusgrand que le plus petit cdté de autre (a);
' TOME L - 13 '
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et le quarré construit sur AP est égal & la
surface comprise sous Ax, TZ, & cause que
ce quarré est égal & la moitié du quarré
construit sur A (€). Donc la somme de la

surface comprise sous AP, pPr et du quarré
construit sur AP est plus grande que la somme
de la surface comprise sous AK, Kr et dela
surface comprise sous Ak, r=. Donc la sur-
face comprise sous TA, AP est plus grande
~ que la surface comprise sous 5K , KA (3 ) Mais
la surface comprise sous Mk, Kr est égale &
la surface comprise sous 2k , kA. Donc la sur-
- face comprise ‘sous TA, AP est plus grande
que la surface comprise sous MK, Kr. Donc
. la raison de ra A 1K est plus grande que la
raison de MK, & AP, Mais la droite AT esta la
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droite Tk comme le quarré construit sur as
est au quarré construit sur Bk; il est done
évident que la raison de la moitié du quarré
construit sur AB, qui est égal au quarré
construit sur AP, au quarré construit sur
BK est plus grande que la raison de la droite
MK au double de AP, laquelle est égale & AN,
" Donc la raison du cercle décrit autour du
diamétre @z au cercle déerit autour du dia~
métre BA est plus grande que la raison mx
a Na. Doncle c6ne qui 4 pour base le cercle
décrit autour du diameétre ze et pour sém-
met le point N est plus grand que le céne
qui a pour basé le cercle décrit autour du
diamétre Ba et pour sommet le point m. I1 est
donc encore évident due la demi-sphére con-
struite dans arc Eze est plus grande que le
~segment constriiit dans I'arc BaA.

FIN DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.
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PROPOSITION L

UN cercle quelconque est égal & un triangle
rectangle dont un des c6tés de I’angle droit
est égal au rayon de ce cercle, et dont
T’autre coté de 'angle droit est égal 4 la cir-
conférence de ce méme cercle. T
, Que ABra SOW/JG dis
" que ce cercle est égal au triangle 5.
Que le cercle soit plus grand , si cela est
- possible. Inscrivons dans ce cercle le quarré
AT, et partageons les-arcs en deux parties
égales jusqu’a ce que la somme des segmens.
restans soit plus petite que 1’excés du cerele
sur le triangle (1, 6); on aura une figure rec-
tiligne qui sera encore plus grande que le
triangle (z). Prenons le centre N, et menons
la perpendiculaire N=; la perpendiculaire
N= sera plus petite qu’un des c6tés de ’angle
droit du triangle . Mais le contour de la
figure rectiligne est encore plus petit que
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Pautre cété de I'angle droit de ce méme
triangle, puisqde le contour de
* cette figure est plus petit que la
circonférence du cercle (1, 1).
Donc la figure rectiligne . est
plus petite que le triangle, ce
qui est absurde (€).

Que le cercle soit plus petit
" que le triangle E, si cela est pos~
sible. Circonscrivons un quarré
a ce cercle , et partageons les
arcs en deux parties égales, et
‘par les points de division , me-
nons des tangentes. Puisque
Yangle oap est droit, la droite

”

o :
2 M A

1) ' . .

z N
B I

or est plus grande que la droite MP , cause
que Mp est égal & PA ‘Donc le trmngle rort
est plus grand que la moitié de la figure
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0zaM (9). Que les segmens restans soient tels
que mzA; et que la somme e ces segmens
soit moindre que Pexcés du triangle E sur le
cercle apra. La figure rectilignesera encore
plus petite que le triangle E: Ce qui est ab-
surde , puisque cette figure est plus grande,
" a cause que NA est égale & la hauteur du
triangle, et que le contour de cette figure
est plus grand que la base de ce méme
triangle. '

~ Donc le cerele est égal au triangle E.

-

PROPOSIFION IL

Un cercle est au quarré construit sur son
diamétre , & trés—peu de chose prés, comme
11 est & 14. -

Soit le cercle dont le diamétre est a AB.
Circonscrivons a ce cercle le quarré rHa;
que la droite AE soit double du cdté ra, et
que EZ en soit la septiéme partie. Puisque le
triangle ATE est au tridngle ATA comme 21
est & 7, et que le triangle Ara est au triangle
AEZ comme 7 est &:1, le triangle ATz sera
an . triangle ATA. comme 23 est & 7. Mais le
quarré TH est quadruple du triangle ars;
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donc le triangle Arz est au quarré de 1H

" comme 22 est & 28; ou comme 11 est &
14. Mais le triangle Arz est égal au cercle
AB, puisque la hauteur Ar est égale au rayon

I’ A ' B 7

N

~du cercle, et que sa base est égale & la cir-
conférence du méme cercle , cette circonfé-
rence étant ,*a peu de chose prés, égale au
triple du diamétre réuni au septi¢me de ce
diamétre, ainsi que cela sera démontré;
donc le cercle est au quarré ra, i trés-peu
. de chose prés, comme 11 esta 1'4..

PROPOSITION IIL

La circonférence d’un cercle quelconque
est égale au triple du diamétre réuni a une
certainé portion du diamétre, qui est plus
petite que le septiéme de ce diamétre, et



‘200 DE LA MESURE DU CERCLE.

plus grande que les 12 de ce méme dia-

métre. .
Soit le cercle dont AT est le diamétre et

dont le point & est le centre ; que Ja droite

EA
TAZ soit Wé" I’/;le zﬁ-
soit la troisiéme partie d’un apgle drqit. La
‘droite £z sera 4 Ia droite zr comme,506 est
2 155, et la raison de Er & 12 aera. plus
gmnde que.la raisen de 265 3 1565 (a)
“Partageons Pangle zEr en deux partles
égales par la droite EH; la droite 1E sera &
~la drotte Er comme zH est a Hr. Donc, par
permutation et par addition, la somme des
‘droites zE, ET est & la droite zr comme Ef
est & TH. Donc la raison de la droite TE &
la droite TH est plus grande que la raison de
br1 a 153. Done la raison du quarré de EH
- au quarré de Hr est plus grande que la rai-
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son de 3494504 25409;, et la raison de EH

4 ur plus grande que la raison de 591§ a
183 6). » ;

Partageons P’angle HET en deux parties
égales par la droite Eo; la raison de Er a T@
sera plus grande que la raison de 1162 &
4 153. Donc la raison de ek & or est plus
grande que la raison de 1173 § & 153.

Partageons encore l'angle err en deux
parties égales par la droite Ex ; la raison de-
ET & TK sera plus grande que la raison de
2334 1 4 153. Donc Ia raison de EK & TK est
plus grande que la ratson de 2559
153. ,

Partageons enfin I’ gle KEl‘ en deux par—
t1es égales par la droite AE; la raison de Er
A AT sera plus grande que la raison de 46 75-—
a'153. ' B :

Donc, puisque I'angle ZET qui est la ‘troi-
siéme partie d’'un angle droit, a été partagé
quatre fois en deux partles egales l’angle”
AT sera la quarante—hmtléme partie d’'un
angle droit.- Construisons ai1 ‘poifit E’ un.
angle TEM égal a Pangle AEr et prolongeons
zr vers le point M; Pangle AEM sera la vingt-
quatMéme partie d’un angle droit. Dono la

N\
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droite AM est le cété d’un polygone de 96
_ ebtés , circonscrit ali cercle.
Donc, puisque nous avons démontré que _
la raison de Er & ra est plus grande que la

B San=wlBA
raison de 4675 ab Muéé que AF
est double dé Er, et AM double de ra, la
raison de AT & AM sera encore plus grande
que la raison de 4673 L a 153. Donc la rai-
son de la. dmtem‘-a&contour d’un polygone
de 96 cotés est plus grande que la raison de

© 4673 3 4 14688.

Donc la raison du contour de ce poly-~.
gone a son diamétre est moindre que la rai-
son'de 14688 & 4673 L. Mais parmi ces deux
nombres, le premier contient trois fois le
second avec un reste qui est de 667 1, et ce

-reste est plus petit que la septiéme partie du
pombre 4673 ;; donc le contour duspoly-
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gone circonscrit contient le diamétre tr01s
fois , plus,une partie de ce diamétre qul est
moindre que sa septléme partie et demie.
Donc , & plus forte raison, la circonférence
du cercle est moindre que le triple du dia-
métre augmenté d’un septléme et deml de
ce méme dlamétre :

Soit Ie cercle dont Ar est le. diamétre. Que
Pangle BAT soit la trois®me partie d’'un angle
droit; la raison de AB a Br sera moindre

que la raison de 1551 & 780 ; et la raison
. :

de AT A T§ 5614 la méme quw wlle de 1560
3380 - g
- Partageops l’mgle BAT en’ denx pax:tles
egales par la droite AH. Puisque Pangle BAR
pst non-seu]emept égal a.Yangle nrg, mais
encore 4 Vangle Hat , Vangle nys. sera égal &
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Yangle HaT. Mais ‘Pangle droit AHr est com~
mun; donc le troisiéme angle HZP sera égal
au troisiéme angle ara. Donc les triangles
AHT, l‘l‘-lz vsopt’éqmangles ; donc AH ‘est & Hr

comme n:_,é,_uz,et—ctnnm/e/ A;st a rz. Mais
AT est & 1z comme la somme des droites ra ,
AB est & la droite Br; donc la somme des
droites BA, AT est A la droite Br comme AH
est & ur. Donc la raison de AH & Hr est
moindre que la raison de 2911 & 780, et la

- raison de AT¢a TH momdre que la ralson de

- 3013 & 78o. :
Partageons Pangle tAH en deux parties
égales par la droite 46; la raison de Ao &
er sera pareﬂlement momdre que la raison-
de 5gay 3 780, ou bien que la raison de
1825 4 2440 ; CAr ces deux dermers nombres
sont chacun les % des deux prexmers. Done

-
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la raison de Al‘ 4 re est moindre que la rai-
sonde 1838 -2 & a240. ,

Partageons encore Pangle ear en deux
parties égales par la droite kA ; la raison de
KA 4, KT sera moindre que la raison de 3661-%
4 240, ou bien que la raison de 1007 4 66;
car ces deux derniers nombres sont chacun
les 1% des deux premiers. Donc la raison de
AT é. TK est moifidre que la raison de 1009%
a 66.

Partageons enﬁn Pangle xAT en deux par-
ties egales par la droite A4; la raison de aa
4 AT sera moindre que la raison de 2016 %
& 66, et la raison de AT & TA moindre que
la raison de 2017 3 4 66.

Donc la raison de ar ara est plus grande
que la raison de 66 & 2017 4. Donc, la rai-
son du contour du polygone au diamétre
est plus grande que la raison de 6336 a
2017 4. Mais parmi ces nombres, le pre-.
mier contient le second trois fois avec un
resté qui est plus grand que les 7% ° du se- ,
cond. Donc le contour d’un _.polygone de .
96 c6tés inscrit dans un certle est plus
grand que le triple de son diamétre aug-
menté des 77 de ce diamétre. Donc, & plus
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forte raison , la circonférence du cercle est
plus grande que le triple du diamétre aug-
menté des 32 de’ ce diamétre.

Donc, la circonférence d’un cercle est
égale au triple de son diamétre augmenté
d’une portion de son diamétre qui est plus
petite que le septiéme de ce dianétre et plus
grande que les 32 de ce méme diamsétre.

FIN DE LA MESURE DU CERCLE.

. e~
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DES CONOIDES .

ET DES SPHEROIDES.

» ) o
Ancnlnﬁnz A DosiTHEE, SALUT.

JE t’envoie dans ce livre; non-seulement
les démonstrations du reste des théorémes
qui ne se trouvoient pas parmi celles qui
t’bnt déja été adressées, mais encore les
démonstratmns d’autres théorémes que j’ai
découverts dans la suite et qui ont tenu
long-temps mon esprit incertain , parce que
aprés les avoir examinés & plusieurs re-
prises, ils me paroissoient présenter beau-
coup de difficultés. Voila pourquoi ces théo-
rémes n’avoient pas été donnés avec les au~
tres. Mais les ayant de nouveau considérés
avee plus de soin, jai trouvé les solutions

'qui m’avoient échappé. '

Ce qui restoit des premiers théorémes
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regardoit le conoide parabolique. Quant a
ceux qui ont été découverts en dernier lieu,
- {ls regardent le conoide hyperbolique et les
sphéroides.

Parmi les sphéroides, j’appelle les uns
alongés et les autres aplatis. '

Relativement au conoide parabolique,on
‘posoit ce qui suit: '

Si une parabole tourne autour de son dia-~
métre immobile jusqu’a ce qu’elle soit re-
venue au méme endroit d’ot elle avoit
commencé & se mouvoir, la figure comprise
par la parabole s’appelle conoide parabo-
lique; le diamétre immobile s’appelle Paxe
du.conoide; et le point ou I’axe rencontre la
- surface du conoide s’appelle le sommet du
. conoide. .o "
~ -Si un plan touche un conoide parabo-
lique, et si Pon conduit un autre plan qui
soit paralléle au plan tangent et qui retran- -
che un certain segment du conoide, la
partie du plan coupant comprise par la sec-
tion du conoide, s’appelle la base du seg-
ment qui est coupé ; le point o Pautre plan
touche le conoide s’appelle le sommet, et la
partie de la droite qui est menée du som-
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met du segment parallélement & I’axe du co-
noide et qui est comprise dans le conoide,
s’appelle Paxe. du segment. |
- On proposoit d’examiner ce qui suit:
Pourguoi -lorsque .des segmens d’un co-
noide paraboliqiie sont coupés par un plan
perpendiculaire sur I'axe , le segment retran-
ché est-il égal & trois fois la ‘moitié d’un
céne qui a la méme base et le méme axe
que ce segment? . .
Pourquoi lorsqu’un cenoide parabolique
est coupé par deux plans conduits' d’'une ma-
‘miére quelconque; les: segmens retranchés
sont-ils entre eux en Taison doublée de leurs
axes ? S
Relatwement au con01de hyperbohque 5
oqposmt ce qui suit:
- Une hyperbole,son diamétre et ses asymp-
" totes’ étant placés dans un méme plan, si
le plan dans lequel sont placées les. lignes
dont nous venons de parler tourne autour
du diamétre immobile, jusqu’a ce qu’il soit
revenu au méme endroit d’ou il avoit com-
mencé 4 se mouvoir , il est évident que les-
asymptotes comprendront un cone droit

dont le sommet sera le point ot les asymp-. |
TOME & 14
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totes se rencontrent, et dont l'axe sera le
diamétre immobile. La figure comprise par
Phyperbole s’appelle conoide hyperbolique ;
le diamétre immobile s’appelle 'axe du eo-
noide; et le point de la surface du conoide
rencontré par P'axe s’appelle le sommet; le
céne compris par les asymptotes s’appelle le
coéne contenant le conoide; la droite com—~
prise entre le sommet du conoide et le som-
met du cone s’appelle Pajoutée 2 P'axe ().
Si un plan touche un conoide hyperbo-
lique, et si Pon conduit un autre plan qui
soit paralléle au premier et guivetranche un
certain segment du comoide, la partie du
plan coupant comprise par la section du
conoide s’appelle la base du segment; le
point ot un des plans touche le conoide
s’appelle le sommet du segment ; et la droite
qui est comprise dans le segment et qui fait
partie de celle qui est menée par le semmet
~du conoide et par le sommet du cdne qui .
contient le conoide s’appelle 'axe du seg-
ment; et la droite qui est comprise entre
les sommets dont nous venons de parler
g’appelle Pajoutée % axe.
. "Tous les conoides paraboliques sont sem-
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blables; et parmi les conoides hyperboli-
.ques , ceux dont les cénes contenans sont
semblables s’appellent semblables (€).

On propose d’examiner ce qui suit:

Pourquoi lorsqu’un conoide hyperbolique
est coupé par un plan perpendiculaire sur
Taxe, le segment retranché. est-il au cone
qui a la méme base et le méme axe que le
segment comme une droite composée de I'axe
du segment et du triple de la droite ajoutée a
PYaxetest & une droite composée de 'axe du
segment et du deuble de la droite ajoutée a
Paxe ? .

Pourquoi lorsqu*un ¢onoide hyperbolique
est coupé par un plan non perpendiculaire
sur Paxe, le segment, retranché est-il a la
figure qui a la méme base et le méme axe
que le segment, et qut est un segment de c6ne
comme une droite composée de 'axe du seg~ .
ment et du triple de la droite ajoutée 2 ’axe
est 3 une droite co.mposée de Paxe du seg-
ment et du doruble de la droite ajoutée a
Yaxe?

Relativement aux spvherordes, nous po-
sons ce qui suit:

Si une ellipse tourne autour de son grand,
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diamétre immobile jusqu'a ce qu’elle soit
revenue dans le méme endroit d’ott elle avoit,
' commencé & se mouvoir , la figure produite
“par Dellipse s’appelle sphéroide alongé. Si
I’ellipse tourne autour du petit diamétre im-~ .
mobile jusqu’a ce qu’elle soit revenue au
méme endroit d’oi1 elle avoit commencé i
se mouvoir, la figure qui est décrite par I’el-
"li'pse gappelle sphéroide aplati; et le dia-
meétre immobile s’appelle-’axe de ces deux
sphéroides ; le point de la surface du sphé-
roide rencontré par I'axe s appelle le som-
met ; le miligu de Yaxe sappelle le centre;
et la droite perpendiculaire sur le milieu de
Paxe s’appelle le diamétre.

'Si des plans pa.rallcles touchent un de
ces sphéroides sans le couper, et si un
autre plan paralléle aux plans tangens coupe
le sphéroide , la partie du plan coupant
comprise dans les sphéroides s’appelle la
base des segmens; les points oti les plans
paralléles touchent le sphér01de s’appellent
les sommets; et enfin les droites qui sont
comprises dans les segmens et qui font par-
tie de Ia droite qui joint leurs sommets s’ap-
pellent les axes des segmens.
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On démontrera que les plans qui tou~
Chent un ‘sphéroide ne touchent sa surface
qu en un seul point, et que la droite qui
joint les points de contacts passe par le
centre du sphéroide.

On appelle sphéroides semblables ceux
dont les axes sont proportionnels aux dia-
- métres.

Parmi les segmens de sphéroides et de co-
noides; on appelle semblables ceux qui,
étant retranchés de figures semblables , ont -
des bases serablables, et dont les axes soit
qu’ils soient perpendiculaires sur les plans
des bases, soit qu'ils fassent des angles égaux
avec les diamétres homologues des bases ont
entre eux la méme raison que les diamétres -
homologues de leurs bases. B

On propose d’examiner ce qui suit, rela-v .
tivement aux sphéroides: o

Pourquoi lorsqu’un de ces sphéroides est
coupé par un plan conduit par son centre '
et perpendiculaire sur I’axe , chacun des seg~
mens produits par cette section est-il double
du cone qui a‘la méme base et le méme axe
que le segment ? S '

‘Pourquoi lorsqu’un de ces sphéro’ides est
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cm}lpe par un plan perpendiculaire sur Paxe,
mais non mené par le centre, le plus grand
des segmens produits par cette section est-il
au cOne qui a la méme base et le méme axe
que ce segment comme une droite composée
‘de la moitié de Yaxe du sphéroide et de

Paxe du petit segment est a4 Paxe du petit
segment?

Pourquoi le petit segment est-ﬂ au cone
qui a la méme base et le méme axe que ce
segment comme une droite composée du
demi-axe du spheroide et de L’axe du grand
segment est & axe_du_grand ségment ?

Pourquoi lorsqu’un de ces sphéroides est

. coupé par un plan mené par son centre et
non perpendicilaire sur I'axe, chacun des
se'gme‘ns‘ produits par cette section est-il
double de la figure qui a Ja méme base et
le méme axe que le segment ? Cette ﬁgure
~ est un segment de«céne.’ ,

Pourquoi lorsqu’un de ces spheroxdcs est
. coupé par un plan qui w’'est point mené
. par le centre , ni perpendiculaire sur axe,
- le plus grand des segmens produits par cette
section est-il 4 la figure qui a la méme base
et le méme axe que le segment comme une
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droite composée de la moitié de celle qui
* joint les sommets des segmens et de I'axe du
petit segment est & ’axe du petit segment? .
Pourquoi enfin le petit segment est-il -4
la figure qui a la méme base et le. méme
axe que le segment commie une droite com-
. posée de la moitié de celle qui joint les som-
mets des segmens. et de la moitié de 'axe du
grand segment est 4 ’axe du grand segment?
Cette figure est aussi un sagment de cdne. .
Les théorémes dont nous venons de parler-
étant démontrés, i Vaide de ces théorémes
on trouve non-seulement plusieurs théoré-
mes, mais plusieurs problémes. Tels sont;
par exemple, les théorémes suivans : ’
Les sphéroides semblables, et les segmens
semblables des sphéroides et des conoides
sont entre eux en raison triplée deleurs axes.
Les quarrés construits sur les diamétres
des sphéroides égaux sont réciproquement
proportionnels & leurs axes, et les sphé-
roides sont égaux entre eux lorsque les
quarrés construits sur leurs diamétres sont
réciproquement proportionnels aux axes.
Tel est aussi le probléme suivant:
Un segment de sphéroide ou de conoide -
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étant donné , én retrancher un segment par
un plan paralléle & un auire plan donné de
maniére que le segment produit par cette
sectiom soit égal a.mn cdne, ou & un cy-
lindre , ou & une sphére donnée.

-. Je vais d’abord exposer les théorémes et
tout ce qui est néoessaire pour démontrer les
‘propositions dont je viens de parler, et j’écri-
rai ensuite les démonstrations de ces propo-
sitions. Sois heureux.

. Si un cdne est coupé par un plan qui
rencontre tous' ses cotés, la seetion sera ou
un cercle ou une ellipsé. Sila section est un
cercle., il est évident que le segment retran-
ché du cété du sommet sera un cone. Si la
section est une ellipse , la figure retranchée
du co6té du sommet sera appelée un seg-
ment de cone. La base du segment sera le
plan compris par Pellipse. Son sommet sera
le point qui est le sommet du cone , et son
axe sera la ligne droite menée du sommet
du cdne au centre de Pellipse.

Si un cylindre est coupé par deux plans
paralléles qui regcontrent tous les cotés du
. ¢ylindre , les sections seront ou des cercles
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ou des ellipses égales et semblables entre
elles. Si les sections sont des cercles , il est
é&ident que la figure comprise entre les plans
paralléles est un cylindre. Si les sections sont
des ellipses , la figure comprise entre les:
plans paralléles sera appelée un segment de
cylindre. La base du segment sera Pun ou
Pautre des plans eompris dans les ellipses,’
son axe sera la droite qui joint les centres
des ellipses , et qui fait partie de I'axe du
cone. S ‘

_PROPOSITION I

Si Pon a un certain nombre de quantités
inégales qui se surpassent également et dont
P’exces soit égal-a la plus petite, et si on a
d’autres quantités en nombre égal dont cha-
cune soit égale A la plus grande des pre-
‘miéres , la somme des quantités égales sera -
plus petite que le double de la somme des

quantités qui se surpassent également ; et si:

Pon retranche la plus grande des quantités
inégales , la somme des quantités égales sera
plus grande que le double de la somme des
quantités inégales restantes. -

. Cela est évident ().

/
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PROPOSITION IL

Si un certain nombre de quantités sont

- proportionnelles deux a4 deux a d’autres - -

quantités semblablement arrangées ct en
nombre égal; si les premiéres, ou seule-
ment quelques~unes d’entre elles sont com-
parées avec certaines autres quantités sous
des raisons quelconques ; et si Jes secondes
quantités sont aussi comparées avec cer-
taines autres quantités correspondantes sous
~ les mémes raisons , la somme des premiéres
quantités sera & la somme des quantités avec
lesquelles elles sont comparées comme la
somme des derniéres est & la somme des
quantités avec lesquelles ¢lles sont aussi com-
“parées (a).

Soient certaines guantités A, 8, T, A, E,
z. Que 066 quantités enient proportionnelles
deux & deux § d’eulres quantités H, e,
1,K,AqsM, op nombre égal; de maniére
‘que A soit 3 B comme M est 4 ©, que B soit
4T comme @ estd 1, et ainsi de suite. Que
les quantités A, B, T, A, E, 7 soient compa-
~ rées avec certaines autres quantités N, =,
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0, I, P, = correspondantes sous certsines
raisons; et que les quantités H, o, 1, K,
A , M soient comParées avec certaines dutres
quantités correspondantes T, v, ¢, X, %, Q

sous les mémes raisons , de manidre gque 4
soit 4 N cdmme H est & T, ot que B soit: & &
‘comme @ est &1, et ainsi de suite. Il faut
démontrer que la somme des quantités A,
B, T,A, E, Z estid la somme des quantités
N, 2,0,I, P,  comme la somme des quan- .
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tités H, @, I, K, A, M est & la somme des
quantités T, T, ¢, X, ¥,Q. o

Cir puisque N ést & £ comme T est &
H; que A est 4B commeH est 4@ ; et qu'en-

+®

:

Nislomlpl=l Tirizixivie

fin B est 3 = comme @ est & 7, il Sensuit que
N est & & comme T est & 7. Paréillement =
sera & 0 comme T est 3@ , et ainsi de suite.
Puisque la somme desgquantités A, B, T, A, E,
z est 2 A comme la somme des quantités H,
o,I, K,"Az M est & H; que A est & N comme
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‘Hestd T, et quenfin la quantité N est & la
somme, des quantités N, =, 0, M, P, =
comme la quantité T 4 la somme des quan-
titdsT, r,0,%x,¥, Q; il est évident que la
somme des quantités A,B,T, A,E,Zestala
somme des quantités N, =,0,1, P, = comme
la somme des quantités H,0,1,K, A, Mest &
la somme des quantités T, r, o, x, ¥, Q.

Si: parmi les quantités A, B, 1,4, E, z,
les quantités A, B; T, A, E seulement sont
comparées avec les quantltés N, E,0,MI,P,
la quantité z n’étant point comparée avec
une autre quantité , et si parmi les quanti-
. tésH, @, 1, K, A, M, les quantitésu, o, I,K,
A sont comparées avec les quantités corres—
pondantes T, r, ¢, x, ¥, la quantité M
n’étant point comparée avec une autre quan-
tité, il est encore évident que la somme des
qﬁantités A,B,T,A,E,Zest 3 lasomme des
quantitésN, =, 0,11, P comme la somme des
quantités H, ©,1,K , A, M est & la somme des
quantités T, v, ¢, x, ¥ ().

"TOME I ST
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PROPOSITION IIL

Si on a un certain nombre de lignes
égales entre elles ; si on applique i chacune
d’elles une surface dont la partie excédente
soit un quarré. Si les cotés des quarrés se

surpassent également et si leur excés est égal

-au cdté du plus petit coté quarré; si de plus,
. on a d’autres surfaces en méme nombre que
les premiéres et égales chacune a la plus
grande de celles-ci , la raison de.la somme
des surfaces égales-a la somme des surfaces
inégales sera moindre que la raison d’une
droite composée du cdté du plus grand

quarré et d’une des hgnes égales & une droite

composée du tiers du c6té du plus grand
quarré et de la moitié d’une des bgnes égales:
et la raison de la somme des surfaces égales
a la somme des surfaces inégales, la plus
grande exceptée , sera plus grande que cette
méme raison (a.)

Soit un certain nombre de lignes égales
désignées par A; qu’a chacune d’elles soit

appliquée une surface dont la partie excé-

‘dente soit un quarré. Que les cotés B, T,

~

- A e e e

-l —
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A, E,zZ, H de ces quarrés se surpassent
également entre eux ; que leur excés soit égal
au c6té du plus petit quarré; que B soit
le plus grand c6té et+n le plus petit. Soient

B |
| E
A A A A |A
o 2] ® ® S &
I 1 ) 1 1 I
x_ ¥ x| x| % _x
At A A A A A

de phus d’autres surfaces dans ehacune des-
quelles se trouvent les lettres o ; que ces
surfaces sotent en méme nombre que les pre-
miéres , que chacune d’elles soit égale & la
~ plug grand®, c’est-a-dire & celle qui est,
appliquée sun &8. Que la lgne or soit égale
3 A et la lgne ka égale & B; que chacune
des lignes o1 svit double de 1 et que cha-
cune des lignes ka soit triple de k. 11 faut
démontrer que la raisonde la somme des sur-
faces dans Iesquelles se trouvent les Iettres
@IkA 4 la somme des surfaces AB, AT, 8485 '
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AE, AZ, AH est moindre que la raison de la
ligne @1kA 4 la ligne 1K ; et que la raison de
la somme des surfaces égales & la somme
des surfaces inégales, la plus grande excep-

N
B = ——
iva
A A A A
1
(3] (] ® ®@ () [
1 1 1 1 1 1
X X X i< Ki_ K
A A A Al -4 A

tée , est plus grande que cette méme raison.
En effet, les surfaces ol se trouve la
lettre A se surpassent égalefient entre elles,
et leur excés est égal & la plus petite; car les
surfaces appliquées sur les droies A et les
'largeurs de ces surfaces se “s,u;'passent éga-
lement; de plus les surfaces ol se trouvent
les lettres o1 sont en méme nombre que ces
surfaces inégales, et chacune d’elles est égale
ala plus grande de celles-ci. Donc la somme
des surfaces ol se trouvent les lettres o1 sera
plus petite que le double de la somme des
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surfaces ou se trouve la letire A ; et si 'on
retranche la plus grande des surfaces ou se
trouve la lettre A, la somme des surfaces ot
se trouvent les lettres o1 sera plus grande
que la somme des surfaces restantes ou se
‘trouve la lettre A (1). Donc la somme des
* surfaces ot se trouve la lettre 1 est plus petite
‘que la somtne des surfaces o se trouve la
lettre 4, et plus grande que la somme de ces
surfaces , si ’on en retranche la plus grande.
On a de plus certaines lignes 8,1, A, E,Z,H
qui se surpassent également et dont ’excés
est égal & la plus petite, et Pon a aussi
d’autres lignes ou se trouvent les lettres xa
qui sont en méme nombre que les premié-
res, et dont chacune est égale 4 la plus
grande de celles-ci. Donc la somme des quar-
rés décrits sur les droites qui sont chacune
égales i la plus grande, est plus petite que le
triple de la somme des quarrés décrits sur -
les droites qui se surpassent également, et si
Ton retranche le quarré décrit sur la plus -
grande ligne des droites inégales , la somme -
des quarrés décrits sur les droites qui sent
égahes chacune A la plus grande des droites
inégales, sera plus grande que le triple des

TOME I . 15 '
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quarrés restans, ainsi_que cela est démontré

dans le livre des Hélices (prop. 10, cor)(6).
Donc 13 somme des surfaces o1 se trouve la

lettre k est plus petite que la somme des

B

' &

A A |A [A.[AY

®

I

K
A

> %]~
> |~ o
‘>7‘~®
bﬁmé

>Nt—l@

surfaces oit se trouvent les lettres B, T, 4,
E, Z, H et plus grande que la somme des
surfaces ou se trouvent les lettrest, 4, E,
z, 1. Donc lasomme des surfaces ot se trou-
vent les lettres 1k estplus petite que la somme
des surfaces ou se trouvent les lettres AB, ar,
AA, AR, AZ, AH et plus grande que la somme
des surfaces ou se tfouvent les lettres.Ar,
AA, AE, AZ, AH. Il est donc évident que la
raison de la somme des surfacess dans les-
quelles sont les lettres e1, kA & la soipme
des surfaces dans lesquelles sont les lettres
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AB, AT, AA, AE, AZ, AH est moindre que Ia
raison de la ligne @4 a la ligne 1x; et que si
Pon retranche la surface ou se trouvent les
lettres AB, la premiére raison sera plus
grande que. la seconde (3 ).

Si des droites menées du méme point sont
. tangentes & wune section quelconque d’un
cdne, et si d’autres droites paralléles & ces
tangentes se coupent mutuellement dans la
section du cone, les surfaces comprises sous
les segmens de ces droites seront entre elles
comme les quarrés des tangentes. La surface
compﬁse sous les segmens de I'une des droites
correspond au quarré de la tangente paral-
1¢le & cette droité. Cela est démontré dans les
- Elémens (&).

-~

PROPOSITION IV.

'Si d’une méme parabole, on retranche
deux segmens quelconques qui aient des dia-
métres égaux, ces segmens seront '.égaux
entre eux, ainsi- que les triangles qui leur
sont inscrits et qui ont la méme base et la
méme hauteur que les segmens. ¥ o .
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diamétre d’'un segment quelconque une
droite qui coupe en deux parti®s égales
toutes les paralléles 4 la base.

Que ABr soit une parabole; qu’on re-

.Av

tranche de cette parabole fes deux segmens
AAr, @BT. Que Az soit le diamétre du seg- |
ment AAE et BH celui du segment @Br; que
les diamétres Az, BH 'soient égaux entre eux.
11 faut démorntrer que les segmens AAE , @Br
sont égaux entre eux, aingi que les triangles
qui leur sont inscrits de la maniére que nous
Pavons dit. - )
D’abord, que la droite er qui retranche
un des segmens soit perpendiculaire sur le
diamétre de la parabole. Que la droite m soit

L
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le paramétre (=), et du point 4 conduisons la
droite Ak perpemdiculaire sur az. Puisque
la droite Az est le diamétre du segment , la
droite AE est coupée en deux parties égales
au point z, et cette méme droite Az est pa-
ralléle au diamétre de la parabole. La droite
' az coupe donc en deux parties égales toutes
les paralléles & la droite AE (€). Que le quarré
de Az soit au quarré de Ak comme N est & M.
Les quarrés des ordonnées paralléles & AE
seront égaux aux surfaces comprises sous la
droite N et sous les abscisses; ce qui est
démontré dans les élémens des sections co-
niques (7). Le quarré de Az est donc égal 4 la
surface comprise sous N et az. Mais le quarré
de en est égal & la surface comprise sous la,
droite M et sous la droite BH, parce que eH
est perpendiculaire sur I’axe (d'); donc le
quarré de Az est au quarré de ©H comme N -
est & M; parce que les droites Az, BH sont
supposées égales. Mais le quarré de Az est au
quarré de AK comme N est & M; donc les
droites eH, Ak sont égales. Mais les droites
BH, AZ sont aussi égales entre elles ; donc la
surface comprise sous 6H , BH est égale a la
surface comprise sous AK, 4z; donc: le trian-

-
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gle eHB est égal au triangle Aaz; donc leurs
- doubles sont aussi égaux. Mais le segment
AAE est égal & quatre fois le tiers du triangle
AAE et le segment ‘eBr égal & quatre fois le

A

tiers du triangle eBr (quadr. de la Parabols,
prop- 34); il est donc évident que non-seule-
ment les segmens, mais encore les triangles
inscrits dans les segmens sont égaux entre
eux. ' ' : ,

Si aucune des droites qui retranchent les
segmens n’est perpendiculaire sur le dia-
métre, on prendra sur le diamétre de'la pa-
rabole une droite égale au diamétre d’un des
segmens, et 'on menera par Pexirémité de
cette droite une perpendiculaire sur le-dia-
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métre de la parabole. Ce nouveau segment
sera égal & chacun des deux autres segmens.
Donc ce qui avoit été proposé est évident.

PROPOSITION V.

La surface comprise dans Vellipse est au
- cercle décrit autour du grand diamétre de
Pellipse comme le petit  diamétre est au
grand , c’est-d-dire, au diamétre du cercle.

Soit ellipse ABra dont le grand diamétre

est la droite Ar et le petit la droite BA. Décri~
vons un cercle autour de Ar comme dia-
metre. Il fant démontrer que la surface com-
prise dans Pellipse est & ce cercle comme BA
est 4 1A, C'est-d~dire & Bz.
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Que le cercle ¥ soit au cercle AETZ comme
A est & Ez. Je dis que le cercle ¥ est égal 3
la surface comprise dans Pellipse. Car si le
. cercle ¥ n’est pas égal & la surface comprise

-

dans Vellipse, supposons d’abord qu’il soit
plus grand , si cela est possible. On peut in-
scrire dans le cercle + un polygone dont le
nombre des angles soit pair et qui soit plus
- grand que la surface comprise dans P’ellipse
ABTA. Supposons qu’il soit inscrit. Inscrivons
dans le cercle AErz an polygone semblable
& celui qui est inscrit dans le cercle ¥. Me-
nons-des angles de ce pblygone des perpen-
diculaires sur le diamétre Ar, et joignons
par des droites les points ou ces perpendi~
culaires rencontrent Pellipse ; nous aurons
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un certain polygone inscrit dans ellipse qui
sera au polygone inscrit dans le cercle AErz
comme BA est 4 Ez. Car les perpendiculaires
E@, KA étant coupées proportioﬁnellement
‘aux points M, B, il est évident que le tra-
péze AE sera au trapéze ©M comme ©E est &
8@ (2). Par la méme raison, les autres tra-
pézes placés dans.le cercle sont aux autres
trapézes placés dans P’ellipse chacun a cha-
cun commie E@ est & Be. Mais les triangles
placés dans le cercle vers les points A, T
sont aussi aux triangles placés dans ellipse
vers ces mémes points chacun & chacun
comme E© sera a Be. Donc le polygone en-
tier inscrit dans le cercle sera au polygone
. entier inscrit dans Pellipse .comme Ez est &
‘BA.-Maisle .polygone inscrit dans le cercle
AETZ est au polygone inscrit dahs le cercle ¥
comme EZ esta BA , parce que ces cercles sont
entre eux. comine ces polygones. Donc le
polygone inscrit dans le cercle + est égal au
polygone inscrit dans Pellipse: ce qui ne peut
étre, car on avoit'supposé le polygone inscrit
~ dans le cercle  plus grand que la surface
_ comprise dans Dellipse. S ;
Supposons enfin que le cercle ¥ soit plus
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petit. On peut inscrire dans Pellipse un po-
lygone dont le nombre des cotés soit pair et
qui soit plus grand que le cercle ¥ (). Que
ce polygone soit inscrit. Prolongedns jusqu’a
la circonférence du cercle les perpendicu-
laires menées des angles'du polygone sur le -
diamétre Ar. On aura encore un certain po-
. lygene inscrit dans le cercle AErz qui sera
au polygone insorit dans ellipse comme Ez
est 4 BA” Inscrivons dans le cercle ¥ un po-
lygone semblable & celui qui est inscrit dans
le cercle aErz. Nous démontrerons que le
polygone ingcrit dans le cexle + est égal au
polygone inscrit dans I’ellipse. Ce qui est im-
. possible. Donc le cercle ¥ n’est pas plus petit
- que Pellipse. Il est donc évident que la sur- |
face comprise dans l’elhpse est au cdrcle AErz
comme BA est & EZ. :

PROPOSITION VL

. Lasurface comprise dans ellipse est.a un
cercle quelconque comme la surface com-
‘prise sous les deux diamétres de Vellipse est
au quarré du diamétre du cercle. ‘
Que la surface compnse dans Pellipse soit
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eelle ol se trouve la lettre x. Que les diame-
tres de l’ellipse soient les dtoites aT, BA et
" que Ar soit le plus grand. Que le cercle soit

celui ol se trouve la lettre ¥, et.que son dia-
meétre soit la droite kz. I1 faut démontrer

que la surface x est au cercle + comme la .

surface comprise sous Ar, BA est au quarré
de Ez. C
 Décrivons un cercle autour de Ar comme
diamétre. La ghrfece X sera au cercle dont le
diamétre est la droite AT comme la surface
comprise s0us AT, BA est au quarré de Ar; car
on a démontré que Pellipse est au cercle
comme BA est & Ar (5) Mais le-cervle gui &
pour diamétre Ar est au cercle qui a pour

diameétre Bz comme le quarré de'Ar est au

quarré de Ez (2); il est donc évident que‘la \
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surface x est au.cercle ¥ comme la surface
comprise sous AT, BA est au quarré de Ez.-

s

PROPOSITION VIL

Les surfaces comprises dans les ellipses
sont entre elles comme les surfaces compnses
'sous leurs diamétres.

Que les surfaces comprises dans les ellipses
soient celles ou se trouvent les lettres A, B.
Que la surface ra soit celle qui est comprise

T

i /-\
. sous les dmmétres de l’elhpse qui comprend
la surface A et que la surfacé ez soit celle
qui est comprise sous les diameétres * de
Pautre ellipse. Il faut démontrer que la sur-
face A est 4 la surface B comme ra est & Ez.
* Prenons. le cercle ou se trouve la lettre
¥. Que le quarré construit sur son diamétre
soit kKA. La surface 4 sera au cercle + comme -
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TA est A KA, et le cercle ¥ sera A la surface B
comme KA est & EZ (a). Il est donc évident
-que la surface A est & la surface B comme,
TA est & Ez. | .
11 suit évidemment de-12 que les surfaces
contenues dans des ellipses semblables sont

‘entre elles comme les quarrés des diamétres
homologyes. ¢
- PROPOSITION VIIL
‘ A

Etant données une ellipse et une ligneéle-
vée du centre de cette ellipse perpendicu-
lairement sur son plan , ‘il ést possible de
trouver un cfne qui ait pour sommet Pex-~
trémité de cette‘perpendlculalre ét dans la
surface duquel%e trouve Pellipse. donnée

Soient données une ellipse et une hgne )
élevée du centre de lellipse perpendacu]al- :

rement sur son plan. Faisons passer un plan -

par cette perpendlculalre et par le petit dia~-'
métre Que le petit diamétre soit la droite
AB. Que le centre de Pellipse soit le point A;
que la perpendiculaire élevée du centre de
'l’elhpse soit Ia draite ra et que son extré- |
nuté soit le - pomt T. Supposons que Dellipse
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donnée ait été décrite autour de AB comme.
diamétre dans un plan perpendiculaire sur
TA. 11 faut trouver un cone qui ait pour
sommet le point r et dans la surface duquel
s¢ trouve l'ellipse donnée. :

Cp

. W w7
. i e ) e,

_ Du point r aux points A, B conduisons
deux droites et que ces droites soient prolon-
gées. Du paint A, conduison®la droite Az, de
maniére que la surface comprise sous AE, EZ
soit au quarré de Er comme le quarré de la
moitié du grand diamétre cst au quarré de
AT ; ce qui peut se faire, parce que la rai-
son de la surface comprise sous-AE, EZ au
quarré de Er est plus grande que la raison
de la surface comprise sous AA, AB au
quarré de ar (z). Par la droite Az faisons-
passer un plan perpendiculaire sur le plan,



ET DES SPHEROIDES. 239
dans lequel se trouvent les droites TA, AZ.
Décrivons dans ce plan un cercle autour de
AZ comme diamétre; et que ce cercle soit fa
base d’un c6ne qui ait pour sommet le point
I. On démontrera que lellipse donnée sg
trouve dans la surface de ce cone.

Car si Pellipse ne se trouve pas dans la
surface de ce cone, il fautqu’il y ait quelque
point dans Vellipse qui ne soit pas dans la
surface de ce cbne. Supposons qu’on ait
pris dans P'ellipse un point quelconque @
qui ne soit pas dansla surface du cone; et du
point @, conduisons ex perpendiculdire sur
aB. Cette droite sera perperfdiculaire sur le
plan raz. Du point T au point k conduisons
une droite et prolongeons-la jusqu’a ce
qu’elle rencontre Az en un point A, et ensuite
" du point A et dans le cercle décrit autour de

Az élevons sur az la perpendiculaire am.
Supposons que le point M soit dans la cir-
. conférence de ce méme cercle; et.par le
point A et le point E, conduisons les droites
=0, np paralléles.a AB. Puisque la surface
comprise sous AE, Ez est au quarré de Er
. comme le quarré de la moitié du grand dia-
métre est au quarré de ar, et que le quarré
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de Er bst & la surface comprise sous Ert, Ep
- comme le quarré de ar est A la surface com-
I;I'ise sous AA, AB, la surface comprise sous
AE, Ez sera 4 la surface comprise sous IE,

EP comme le quarré de la moitié du grand

diamétre est a la surface comprise sous Aa ;
BA (£). Mais la surface comprise sous AE, EZ
est 4 la surface comprise sous EIT, EP comme
la surface comprise sous AA, AZ est & la
surface comprise sous A=, A0 (3); et le
quarré de la moitié du grand diamétre est -
a la surface compris'e sous AA, AB comine le
quarré de oK est'a la surface comprise sous
AK; KB(d'). Doncla surface comprise sous A4,
Az est 4 la surface comprise sous =A , AO
comme le quarré de ex est a la surface -
comprise sous AK, KB. Mais la surface com-
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pi‘ise sous ZA, AO est au quarré de ra
comme la surface comprise sous Ak, KB est -
au quarré de 1k (¢). Donc la surface ‘com-
prise sous AA, Az est au quarré de Ta'>
comme le quarré de ox est au quarré de
KT. Mais le quarré de aM est égal 4 la surface,
comprise sous AA, AZ, car on a mené la
droite aM perpendiculaire dans le demi-

- cercle décrit autour de az. Done le quarré
de.aM est au quarré de AT comme le quarré
de ex est au quarré de k1. Donc les points T,
@, M sunt dans une méme droite. Mais la .
droite ™™ est dans la surface du céne; il est
donc évident que le point @ est dans la sur-
face du cone. Mais on avoit supposé qu’il
n’y étoit pas. Il n’est donc aucun point de
Tellipse qui ne soit dans la surface du céne
dont nous avons parlé. Donc lellipse est
toute entiére dans la surface de ce cone.

PROPOSITION IX.

Etant données une ellipse et une oblique
élevée de son centre dans le plan qui passe
par un de ses diamétres et qui est perpendi-
culaire sur le plan de Vellipse, il est pos-
“ roME & 16
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sible de trouver un cone qui ait pour som-

met Pextrémité de cette oblique et dans la

surface duquel se trouve 'ellipse donnée.
Que la droite BA soit un des diamétres de

P

Iellipse ; que le centre soit le point A, et
que P'oblique élevée du centre, ainsi qu’il a
“été dit, soit Ar. Supposons que lon ait dé-
crit Pellipse donnée autour de AB comme
centre , dans un plan perpendiculaire sur
celui ol se trouvent les droites AB, ra. Il
- faut trouver un clne qui ait son sommet
au point r, et dans la surface duquel se
trouve Dellipse donnée.

Les drmtes AT, B ne sont pas égales car
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la droite TA n’est pas perpendiculaire sur le
plan dans lequel se trouve lellipse. Que la
droite ET soit égale & la droite 1B, et que la
droite N soit égale 4 la meoitié de l’autre dia-
métre qui est le diagnétre conjugué de aB
et par le point A menons la droite zH paral-
léle & 8. Par la droite B faisons passer un
plan perpendiculaire sur celuiou se trouvent
les droites ar, I8; et autour de EB comme
diamétre décrivons un cercle ou une el-
lipse (z). Décrivons un cercle, si le quarré
de N est égal 4 la surface comprise sous za,
- &H (€). Si le contraire arrive, décrivons une
ellipse de maniére que le quarré de son
autre diameétre soit au quarré de EB comme
1é quarré de N est 4 la surface comprise sous
zA, AH (3). Prenons ensuite un cone dont
le sommet soit le point r etdans la surface du-
quel se trouvent le cercle ou Pellipse décrits
-autour de EB eomme diameétre; ce qui est
- possible,, parce que la droite tenée du point
T sur le miliew de EB est perpendiculaire sur
le plan conduit par la droite EB. L’ellipse
décrite autour du diamétre 4B s€' trouvera
aussi dans la surface dé ce cone; car si céla
n’est-point; il y aura quelque point dansTel-
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lipse qui ne sera pas dans la surface du
cone. Supposons donc qu’on ait pris un point
quélconque @ dans lellipse qui ne soit pas
dans la surface du céne; et par ce point ©

P

conduisons la droite ke perpendiculaire sur
AB; menons la droite TX, et prolongeons-la
de maniére qu’elle rencontre EB au point A.
Par le point A et dansle plan perpendiculaire
qui passe par EB, menons une droite AM
_perpendiculaire sur EB; supposons que le
point M soit dans la surface du cbne et par
le point A nienons, mp paralléle & as.-Le
quarré- de N sera & la surface comprise sous
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1A, ARrcomme le quarré de am est & la sur-
face comprise sous EA, AB (d'). Mais la sur-
face comprise sous za, AH est & la surface
comprise sous AA , AB comme la surface com-
prise sous EA, AB est & la surface comprise

'sous 1A, AP (). Donc le quarré de N est &
la surface comprise sous AA, AB comme le
quarré de am est & Ia surface comprise sous
1A, AP. Mais le quarré de N est & la surface
comprisegsous A&, AB comme le quarré de
‘oK est-a la surface comprise sous AK, KB;
parce que dans une méme ellipse on a mené
des perpendiculaires sur le diamétre A8. Donc
la raison du quarré am a la surface comprise-
sous A , AP est ]la méme que la raison du .
quarré de ex a la surface comprise sous Ak,
kB. Mais la raison de la surface comprise sous
A, AP au quarré de AT est la méme quela
raison de la surface comprise sous AK, KB au
quarré de kr; donc la raison du guarré
de aM au quarré de Ar est la-méme que la
raison du quarré de ek au quarré de kr.
Donc- les points T, @, M sont en ligne
droite. Mais la droite ™ est dans la surface
"du céne; donc le point @ est aussi- dans la
surface du cone. Mais on avoit supposé qu’il
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‘n’y étoit pas ; done ce qu’il falloit démontrer
est évident.

PROPOSITION - X.

Etant données une ellipse et une oblique
élevées de son centre dans un plan qui passe
par un de ses diameéires et qui est perpen-
diculaire sur le plan de Pellipse, on peut -
trouvei_' 'up cylindre dont I’axe soipur cette
oblique et dans la surface duquel se trouve
© Yellipse donnée.

Que BA soit le diamétre copjugué de 1’el-
lipse; que le point A en soit le centye et que

'z M

TA soit la droite élevée du centre ainsi qu’il
a été dit. Suppesans qu’on ait décrit Vellipse -
donnée autour de AB comme diamétre, dans
un plan perpendiculaire sur le plan dans le-
.quel sont les droites 4B, TA. II faut trouver un
cylindre dont V'axe soit sur la droite 1A et
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dans la surface duquel se trouve Vellipse
donnée. '

Des points A, B menons les droites Az ,

BH paralléles & ra. L’autre diamétre de I’el-

~ lipse sera ou égal a I'intervalle des droites Az,
BH, ou plus grand, ou plus petit. Qu’il soit
d’abord égal 4 la droite zH menée perpendi-
culairement sur rA. Par la droite zH, condui-
sons un plan' perpendiculaire sur ra, etdans
ce plan décrivons un’ cercle autour de H
comme diameétre, et que ce cercle soit la
base d’un cylindre,qui ait pour axela droite
ra. Lellipse donnée sera dans la surface de
ce cylindre. Car si elle n’y est pas, il y aura
quelque point dans oette ellipse qui ne sera
point dans la surface du cylindre. Suppo-
sons qu’on ait pris un point queiconque e
dans Pellipse qui ne soit pas dans la surface
du cylindre. Du point @ , menons la droite
ek perpendiculaire sur AB. Cette droite sera
perpendiculaire sur le plan dans lequel se
trouvent les droites AB, TA. Du point k me-
nons la droite kA paralléle & ra, et du point
A et dans le plan du cercle décrit autour
de zu comme diamétre, élevons la droite Am
perpendiculaire sur zH. Suppesons que le

N
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point M est dans la demi-circonférence dé-

crite autour de zH comme diamétre. La rai-

son du quarré de la perpendiculaire ex a la

surface comprise sous AK » KB sera la méme
| Z M

A AT K B
que Ja raison du quarré de zr a la surface
comprise sous AA, AB; parce que zH est égal
4 Pautre diamétre de Vellipse '(a). Mais Ia
raison de la surface comprise sOus ZA , AH &
Ia surface comprise sous AK, KB est aussi la
méme que la raison du quarré de zr au °
quarré du demi-diamétre aa de Vellipse (£).
‘Dgnc la surface comprise vsoﬁs ZA , AH est
égale au dquarré de ex. Mais le quarré de am
‘est aussi &gal & cette surface; donc les per-
pendiculaires ek , MA sont égales. Donc les
droites Ak, M@ sont paralléles. Donc les
“droites AT, M@ sont aussi paralléles. Donc
eM est dans la surface du cylindre; parce
que cette droite est menée parallélement &
Paxe du point M qui est dans la surface du
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' 6ylindre. 1l est donc évident que le point ®

est aussi dans la surface du cylindre. Mais
on avoit supposé qu’il n’y étoit pas. Donc
ce qu’il falloit démontrer est évident.

Il est encore évident que le cylindre qui
comprend VPellipse sera drojt, si 'autre dia-
metre est égal a la distancL des droites qui
sont menées des extrémités du diamétre hs
parallélement & Foblique élevée menée du
centre. v

" Que Tautre diamétre soit plus grand que
1u; et supposoms qu’il soit égal & miz. Parla

M

droite 1z , conduisons un plan perpendicu-
laire sur celui ou se trouvent les droites As,
ra; et dans ce plan et autour de 1z comme
diamétre décrivons un cercle et que ce eer=
cle soit la base d’un cylindre qui ait pour
axe la droite ar. -
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On démontrera de la méme maniére que
Yellipse est dans la surface de ce cylindre.

. | Que lauire diamétre soit plus petit que

| ATTA X 3B

i et que Pexcés du quarré de zr sur le
quarré de la moitié de P'autre diamétre soit
le quarré de rz. Du point = menons la droite
=N égale 3 la moitié de Pautre diamétre, et
que cette droite soit perpendiculaire sur le

~ plan ou se trouventles droites AB,, TA, et sup-

* posons que le point N soit au-dessus de ce

plan. La droite TN sera égale a 1z (d). Dé-

crivons ensuite un ‘cercle dans le plan ot

se trouvent les droites.zu , TN, autour de zn
comme diaméire; ce cercle passera par le
_point N. Qug ce cercle soit la base d’'un cy-
lindre qui ait pour axe la dreite ta. Je dis
que Dellipse sera dans la surface de ce cy-
-lindre. : . , .

L £
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Car si I’ellipse n’est pas dans la surface de
ce cylindre, il y aura quelque point dans
Tellipse qui ne sera pas dans cette surface.
Prenons un point_quelconque © dans cette
ellipse; de ce point menons la droite ex
perpendiculaire sur AB; du point K menons
la droite kA paralléle & ra , et du point A et
dans le demi-cercle décrit autour de zH
comme diamétre , menons la droite AM per-
pendiculaire sur zH. Supposons que le point
M soit dans la demi-circonférence décrite
autonr de zH ; et de ce point conduisons la
perpendiculaire Mo sur la dreite KA pro-
longée. Cette droite sera perpendiculaire sur
le plan ou se trouvent les droites AB, TA;
parce que KA est perpenglic;;lgirc sur ZH.
Donc le quarré de no est au quarré de MA
comme le quarré de =N est att qu‘arré de
NI (¢). Mais le quarré de Ma est & la sur-
face comprise sous AKX , KB comme le quarré ‘
de TN est au qugrré de AA; car le quarré
de Ma est égal & la surface comprise sous Az,
AH; et le quarré de TN est égal au quarré
de 'rz. Done le quarré de Mo est & la surface
‘comprise sous AK, KB comme le quarré.de
NE est au quarré de Aa. Mais le quarré de
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kK@ est 4 la surface comprise sous AK, kB
comme le quarré de =N est au quarré de an,
parce que &N est égal & la moitié de Pautre
diamétre (3). Il est dong évident que les

A A KB
- perpendiculaires M0, ok sont égales et par
. conséquent les droites ko , oM (¢). Mais la
droite M@ est paralléle a ’axe du cylindre,
et le point M est dans la surface de ce méme
- cylindre; donc le point e est aussi dans cette
surface, mais on avoit supposé quil n’y
~ étoit pas; il est donc évident que Dellipse
- est nécessairement dans la surface du cy-
lindre. |

~ PROPOSITION XL
© * Tla été démontré par ceux qui ont véeu

avant nous que deux cbnes sont entre eux
en raison composée des basés ‘et des hau-
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teurs. On démontrera de la méme maniére
que deux segmens quelconques de cone sont

- entre eux en raison composée des bases et
des hauteurs. On démontrera aussi qu’un
“ segment quelconque de cylindre est triple du -
" segment de céne qui a la méme base et la
méme hauteur que le premier segment, de
la méme maniére que ’on démontre qu’un
cylindre est le triple d'un céne qui a la -
- méme base et la méme hauteur («). -

PROPOSITION XIIL

Si un conoide parabolique est coupé par
un plan conduit par 'axe ou parallélement
a Paxe, la section sera une parabole, et
cette parabole sera la méme que celle qui
comprend le conoide. Son diamétre sera la-
commune section du plan coupant et de
celui qui lui étant perpendiculaire passe par-
Paxe. Si ce conoide est coupé par un plan
perpendiculaire sur Vaxe, la section sera un
cercle ayant son centre dans I’axe. -

Si un conoide hyperbolique est coupé par
“ un . plan conduit par 'axe ou parallélement
& 'axe ou enfin par le sommet du cone qui
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comprend le conoide, la section sera une
hyperbole. Si le plan coupant passe par
Taxe, ’hyperbole sera la méme que celle
qui comprend le conoide, et si le plan cou-
pant est paralléle a, 1’axe, ’hyperbole sera
" semblable & celle qui comprend le conoide;
et enfin si le plan coupant passe par le som-
met du cone qui comprend le conoide, 'hy-
perbole ne sera pas semblable & ’hyperbole
qui comprend le conoide. Le diamétre de
‘l’hypérbole sera la commune sectiondu plan
coupant et de celui qui lui étant perpendi-
culaire passe par P'axe. Si le plan coupant
est perpendiculaire sur I’axe, la section sera
un cerele ayant son centre dans 'axe du co-
noide.
~ Si un sphéroide alongé ou aplati est coupé
par un plan eonduit par ’axe ou paralléle~
ment & I’axe, la section sera une ellipse. Si
le plan coupant passe par I’axe, I’ellipse sera )
la méme que celle qui comprend le sphé-
roide; et si le plan coupant est paralléle i’
I'axe, elle sera semblable & celle qui com-
prend le sphéroide. Le diamétresera la com-
mune section du plan coupant et de celui
qui lui étant perpendiculaire passe par I'axe.
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Si le plan coupant est perpendiculaire sur
Yaxe, la section sera un cercle’ ayant son’
centre dans I’axe |

Si chacune des figures dont nous venons
de parler est coupée par un plan mené par
Paxe, les perpendiculaires menées sur le
Plan coupant des points qui sont dans la sur- '
face de ces figures et non dans la section tom-
bent en dedans de la section de la figure.

Les démonstrations de toutes ces proposi-
tions sont connues ().

PROPOSITION XIIL

Si uni conoide parabolique est coupé par
un plan qui ne soit pas eonduit par Faxe >
ni paralléle & Paxe, ni perpendiculaire sur
Paxe, la section sera une ellipse dont le
grand diamétre sera la section du plan cous
pant par celui qui lui étant perpendiculaire
passe par 'axe du comoide; et le petit dia-
métre sera égal i Vintervalle des droites me-
nées parallélement & ’axe par les extrémités
du grand diamétre.

Coupons un conoide parabolique par un
plan, comme ous 'avons dit; coupons en-
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suite le conoide par I’axe par un autre plan
perpendicylaire sur le plan coupanty que la

section du conoide soit la ligne ,ABr; que la

section du plan coupant par le second plan

soit la droite Ar; et que BA soit Paxe du co=
- noide et le diamétre de la section pazr Paxe.
11 faut démontrer que la'section du conoide -
par un ‘plan conduit par la droite Ar est
une ellipse ; que son grand diamétre est la
droite ar, et que son petit .diamétre est
égal & la droite A : la droite ra étant pa-
ralléle a BA et la droite aa perpendiculaire
sur TA. , '

~ Supposons qu’on ait’pris dans la section
un point quelconque k. Du point k condui-
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sons la droite ke perpendiculaire sur ra. La
droite k@ sera perpendiculaire sur le plan
dans lequel se trouve la parabole ArB; parce
que le plan coupant est aussi perpendiculaire
sur ce méme plan. Par le point @ menons la
droite rz faisant des’ arig]es droits avec BA,
et conduisons un pianf' par les droites Ez,
xe. Ce plan sera perpendiculaire sur %4 ; et
le congide sera coupé par un 'plan]}-pe‘rpen—
diculaite sur I'axe. La section sera'dono un
cercle ayant pour centre le point A. Donc
le quarre de ko sera égal a,la surface com-
prise sous’ ze ek ; car un demi-cercle ayant
été con§trn1t sur EZ et la droite ke étant per-
pendicidaire , la droite ke sera une moyenne
-proportionnelle (&), et.son quarré: sera par
.conséquent: égal. & la surface comprise sous
EO ; OZ. Menons la drmte MN . tangente & la
.parabole et pazgllsle a AT; et que. cette droite
',‘sgl‘t tangente au, ppmt N, Col,lclmspns aussl
Ja droite Br, tangente a la-parabole et pa-
ralléle & Ez. La surface comprise sous Ae,,
er sera & la surface comprise sous . Ee , oz
comme le quarré de NT est au quarré de
BT; ce qui est démontré (€). Mais T™ est égal
‘4 NT; parce que BP est égal & BM; donc la

TOME L , 17
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surface comprise sous A@., of "est au quarré
de xe comme le quarré de t™ est au quarré
‘de T8. Donc, par conversion , le quarré de
1a perpendiculaire ok est a la surface com-

’

prise sous A© , 6T comme le quarré de BT est
‘aw quarré de T™. Mais lés triangles raa , TMB
sont semblables (y); donc le" quarré de la
perpendiculaire ex est au rectangle compris
sous A®, 6T comme le quarré de A est au
-quarré de ar. Nous démontrerons sembla-
blement que les quarrés des autres perpen-
diculaires menées de la section sur Ar sont
aux surfacgs comprises sous les segmens de
AT comme le quarré de aa au quarré de
-AT. Il est donc évident que la section AT est
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une ellipse (¢) ; que le grand diamétre est la

droite ar et que le petit diamétre est égal a
AA.

PROPOSITION XIV.

Si un conoide hyperbolique est coupé par
un plan qui rencontre tous les c6tés du cone
comprenant le conoide, et qui ne soit pas
perpendiculaire sur I'axe, la section sera
une ellipse; son grand diamétre sera la sec-
tion du plan coupant par celui qui lui étant
perpendiculaire passe par I'axe.

Coupons un conoide parabolique par un

plan, ainsi quil 4 été dit; que ée méme co~
noidesoit coupé par ’axe par un plan perpen-’
diculaire sur le plan coupant; quela section
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du conoide soit hyperbole asr ; que AT soit
la section du plan qui coupe le conoide; que
BA soit ’'axe du conoide, et le diamétre
de la section. Supposons que dans la section
Ton ait pris un point quelconque k. Du

point k conduisons la droite ke perpendicu-
laire sur AT. Cette droite sera perpendiculaire
sur le plan de ’hyperbole asr. Du point ©
menons la droite Ez perpendiculaire sur BA,
et par les droites £z, ke conduisons un plan
qui coupe le conoide; le conoide sera coupé
par un plan perpendiculaire sus l'axe. La
section sera donc un cerole qui aura pour
centre le point A. Le quarré de la perpen-
 diculaire ke sera donc égal 4 la surface com-
prise sous E@, @Z. Menons une droite MN
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‘qui étant paralléle a ar touche I’hyperhole
au point N, et menons aussi la droite BT
tangente 4 ’hyperbole et paralléle & ez. La
surface compyise sous E@ , HZ sera 4 la sur-
face comprise sous Ae, er comme le quarré
de BT est au quarré de TN (2). Donc le quarré
de ek est A la surface comprise sous Ae, ©T
comme le quarrg de BT est au quarré de TN.
On démontrera semblablement que les au-
tres guarreés des perpendiculaires menées de

la’ sectien sur Ar sont aux surfaces com-

prises sous les segmens de ar formeés par ces
perpendiculaires comme le quarré de Br est
au quarré de TN. Mais la droite BT est plus
petite que la droite TN, & cause que la droite
MT est plus petite que la droite TN, la droite
MB étant plus petite que la droite B, ce qui
est une propriété de I’hyperbole (€). Il est

donc évident que cette section est une el-

lipse. Semblablement si la droite ra est pa-
ralléle 4 BN, et la droite AA perpendiculaire
sur BA, le grand diamétre sera la droite ar,
ot le petit diamétre la droite Aa (3).

TOME I. *
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PROPOSITION XV.

- 8i un sphéroide alongé est coupé par un

plan qui ne soit pas perpendiculaire sur
Paxe, la section sera une’ ellipse. Le grand
diamétre sera la section du plan coupant
par un plan qui lui etant perpendlculalre
passe par Paxe.

Si le plan coupant passe par Paxe; ou
gil est paralléle 4 Paxe, la:chose est évi-
dente. Que le conoide soit coupé différem-
ment. Coupons le méme conoide par:un.

=
>

P

autre plan conduit par V'axe et perpendicu-
laire sur le plan coupant; que cette section
soit P’ellipse ABra; que ra soit la section du
plan coupant; que Ba soit 'axe du sphéroide
et le diamétre de Pellipse ; que le point X
soit le centre, et que mp soit le petit dia-
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métre. Menons la droite BT pérpehdictﬂa:iré
sur BA, et la droite HN paralléle & At et tan=
gente a I'ellipse au point N; et par le point X

~ menons la- droite Ma’ paralléle & ar. Nous
démontrerons , comme nous I’avons fait plus
haut, que les quarrés des perpendxculalres
menées de la section sur'Ar sont aux sur-
faces comprises- sous les segmens de 'Ar
comme le quarré de BT est au quarré de TN. -
Il est donc évident que la section est aine
ellipse et que AT est un de ses diamétres. Mais
il faut démontrer que AT est son grand dia-
métre En effet, la surface’ comprlse sous
nx, xp est'd la surface comprlse sous MX, XA
commie le ‘quarré de BT est au quarre de N,
parce que les droites 1P, MN sont paralleles
aux tangentes’ (2). Mais la surface comprise
sous 1x , Xp est plus petite que la surface'

compnse SOus MX , XA, paﬁ:e que XII est plus o

petit que XA. 'Donc le quarré de BT est plus
petit' que le quarré de T~ (C) Donc les
quarrés des perpendiculaires menées dé la
section sur AT sont momdres que les surfaces
combprises sous les segmers de Ar. Il est ‘don¢
évident que TA est le plus grand diamétre.

Si un sphéroide aplali est coupé par un
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plan, la démonstration sera la méme; et le
petit diamétre sera celui qui estcomprisdans
le sphéroide (3 ).

11 suit de ee que nous venons de dire,
que si toutes ees figures sont coupées par
des plans paralléles, leurs sections seront
semblables ; car la raison des quarrés des
perpendjculaires aux surfaces comprises sous
 les segmens est toujours la méme (&).

‘* PROPOSITION XVL

Dans un conoide parabolique ,"parmi les
droites qui sont menées par un point quel-
conque de sa surface parallélement a I'axe ,
~ celles qm sont menées vers le coté ol le co-
naide est conyexe tombent hers du conoxdp ,
et celles qui sont menées vers le coté opposé
tombent en dedans. .

Car ayant conduit un plan par I’axe et par
le point par lequel Pon 2 mené yne paralléle
3 I’axe , la section sera une parabolc dont le
dlamétre sera I'axe du conoide. Mais dans la
parabole,, parmi les draites qui sont cop-
duites parallélement au diamétre, celles qui
sont ,mgnées vers le coté ou la parabole est
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convexe sont hors de la parabole, et celles
qui sont menées vers le coté oppose sont dans
la parabole Donc la proposition "est évidente.
- Dans un conoide hyperbolique , parmi les

droites qui sont menées par un point quel-
conque de sa surface parallélement & une
droite menée du sommet du coéne qui com~
prend le conoide dans le conoide méme,
celles qui sont menées vers le cdté ou le co-
‘noide est+convexe tombent hors du conoide,
et eelles qui sont menées vers le coté opposé
tombent en dedans.

Car ayant conduit un plan par la droite
qui est menée dans le conoide par le som-
met 'du cdéne qui comprend le conoide, et
par le point par lequel on a mené une pa-
ralléle & cette droite, la section sera une hy-
perbole’, et son diamétre sgra la droite me-
née du sommet du cone dans le conoide (12).
Mais dans une hyperbole, parmi les droites
qui sont menées par un de ses points paral-
l¢lement A une droite , comme nous I’avons
dit, celles qui'sorit menées vers le coté our
Thyperbole est convexe, tombent hors de
I’hyperbole , et celles qui sont menées vers
le cOté opposé tombent en dedans.
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Si un plan touche des conoides sans les
couper , il ne les touchera qu’en un seul
point ; et l¢ plan conduit par le point de
contact et par I'axe sera perpendiculaire sur
le plan tangent.

Car qu’un plan touche un conoide en plu-
sieurs points, si cela est possible. Prenons
deux points ou ce plan touche le conoide.
Menons par ces points des paralléles 3 'axe.
Si par ces droites on fait passer un plan, ce
plan passera par ’axe ou sera paralléle a
Paxe. La section du conoide sera donc une
section conique (1 3), et ces deux points seront
dans cette section. Donc, puisque ces points
sont dans une surface, ils sont gussi dans un
plan, Donc la droite qui joint ces points sera
en dedans de la section conique, et par con-
séquent en dedans de la surface du conoide.
Mais cette méme droiteé est dans le plan tan- -
gent, puisque ces points sont dans ce plan;
‘donc une certaine partie du plan tangent est
en dedans du conoide. Ce qui est impos-
sible, car on avoit supposé qu’il ne le cou-
poit point. Donc ce plan ne tauchera le co-
noide qu’en 1n seul point.

I est évident que le plan conduit par le
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point de contact et par ’axe est perpendicu-
laire sur le plan tangent, si ce plan est tan-
gent au sommet du conoide; car ayant con-
duit p/ar Paxe ‘deux plans, les sections du
conoide seront des sections coniques ayant
pour diamétre ’axe méme. Mais les droites
qui sont les sections du plan tangent et qui
sont tangentes 4 I'extrémité du diamétre for-
ment des angles droits avec le méme dia-
meétre. Il y aura donc deux droites dans le
plan tangent qui seront perpendiculaires
sur ’axe. Donc le plan tangent sera per-
pendiculaire sur I'axe et par conséquent sur
le plan conduit par axe.

Que le plan ne soit pas tangent au som-
met du conoide. Conduisons un plan par, le

B \E

/TN

A . Al - T

z

point de contact et par ’axe ; que la section
du conoide soit la section conique ABr ; que
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BA soit 'axe du conoide et le diamétre de
cette section, et que la section du plan tan-
gent soit la droite Eez qui touche la section

B \E

zZ

A a r
v .
.conique au point ©. Par le point @ condui-
sons la droite ex perpendiculaire sur le dia-
métre BA , et par cette droite menons un plan
perpendiculaire sur Paxe. Ce plan engen-
drera un’ cercle dont le centre sega le point
K. La section de ce plan par le premier sera
une droite tangente au cercle et faisant des
angles droits avec la droite ex. Cette droite
sera donc perpendiculaire sur le plan ot se
trouvent les droites ke, Ba. Il est donc évi-
dent que e plan tangent est perpendiculaire
sur ce plan, puisque les droites qui sont dans
- ce plan lui sont perp_endiculaires.



ET DES SPHEROIDES. 269

PROPOSITION XVIL

Si un plan touche un sphéroide alongé
ou aplati sans le couper, il ne le touchera
qu’en un seul point, et le plan qui passe
par le point de contact et par Paxe sera per-
pendiculaire sur le plan tangent. -

- Que ce plan touche un sphéroide en plu-
sieurs points. Prenons deux points ol ce plan
touche le - sphéroide; par chacun de ces
points, menons des droites paralléles a ’axe;
si par ces droites nous menons un plan, la
section du sphéroide sera une.ellipse et ces
points seront dans cette section. Donc la
droite placée entre ces deux points sera en
dedans de la section conique, et par consé-
quent en dedans de la surface du sphéroide.
Mais cette méme droite est aussi dans le plan
tangent , parce que les deux points s’y trou-

" vent placés. Donc une certaine partie du
plan tangent sera en dedans du sphéroide.

Mais cela n’est point, car on avoit supposé
quil ne le coupoit point. Il est donc évi-
dent que ce plan ne touche'le sphéroi«le
qu’en un seul point. '

U
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Nous déraontrerons de la méme maniére
que nous I'avons fait dans les conoides, que
le plan conduit par le point de contact et
par Paxe sera perpendiculaire sur le plan
tangent. .

Si un conoide ou un sphéreoide alongé
ou aplati est coupé par un plan conduit par
Paxe; si 'on méne une droite tangente & la
section qui est engendrée, et si par la tan-
gente on conduit un plan perpendiculaire
sur le plan coupant, ce plan touchera la
figure au méme point ot cette droite touche
1a section conique. :

Car ce plan ne touchera pas en un autre
point la surface de cette figure; 8’il en étoit
autrement , la perpendiculaire menée de ce

‘point sur le plan coupant tomberoit hors de

{a . section conique, puisqu’elle tomberoit
sur Ia tangente, & cause que ces plans sont
perpendiculaires entre eux; ce qui ne peut
étre , car il est démontré qu’elle tombe en
dedans (1 s) .
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PROPOSITION XV4IL

Si deux plans paralléles touchent un sphé-
roide alongé ou aplati, la droite qui joindra
les points de contact passera par le centre du
sphéroide.
 8i les plans font des angles droits avec
Yaxe , la chose est évidente. Supposons que
les angles ne soient pas droits. Le plan con-
duit par I'axe et par un des pomts de con-
tact sera perpendiculaire ‘s sur le plan qu’il

coupe et par conséquent sur le plan paral-
1¢le & celui-ci. 11 faut dond qu’un méme plan
passe par Paxe et par les deux points de con-
tact, sans quol il ¥ auroit deux plans per-
pendiculaires sur un méme plan qui seroient
conduits par une méme’ dro1te non perpen-
diculaire sur ce plan; car on a supposé que
Paxe n’étoit pas perpendiculaire sur les
plans parailéles. Donc les points de contact
et axe seront dans le ‘méme plan; et le
sphéroide sera coupé par un plan conduit
® par P'axe. Donc la section sera une ellipse et
les sections des plans tangens qui touchent
Vellipse aux points de contact des plans
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seront paralléles. Or si des droites paralléles
sont tanggntes & une ellipse , le centre de
Pellipse et les points de contact sont dans
une méme droite.

PROPOSITION XIX

Si deux plans paralléles touchent un sphé-
roide alongé ou aplati, et si par le centre
du sphéroide on conduit un plan paralléle
aux plans tangens , les droites menées de la

section qui est engendree parallélement ala

droite qul joint les points de contact tom-
bent hors du sphéroide.,

~ Que ce que nous avons dit soit falt pre-
nons un point quelconque ®ans la: section
qui est engendrée, et par ce point ve't pdr la
droite qui joint les pomts de, contact con-
dulsons un plan, ce plan coupera le sphe-
r01de et les plans paralleles Que la sectlon
du sphérmde soit l’ellipse ABra ; que. les sec-
tions des plans tangens soient les droites £z,
He; que le point prisa volonté soit 4 , et que
ladroite qui joint les points de contact soitBa.
Cette droite passera par le centre (18). Que

lassection du plan paralléle aux planstangens -
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soit rA. Cette droite passera aussi par le cen-
tre , parce que le’plan ot élle est passe par le
centre. Donc, puisque la section ABra est ou

E T g.H

B

@_

® 3 A A
un cercle ou une ellipse; que les deux dr01tes
EZ , HO sont tangentes & cette sectlon et que
par le centre on leur a conduit une paralléle
AT, il est évi&ént que les droites menées des
points A, T parallélement a BA sont tangentes
ala sectlon et tombent en dehox‘s du sphé-
roide (a).. '

Si le plan palalléle aux tangentes n rest
pas conduit par le centre, comtme xa, il
est évident que parmi les droites menées de '
la section, celles qui sont menées vers le
cdté ou est le petit segment tombent hors
du sphéroide, et que celles qui sont menées
vers le coté opposé tombent en dedans (6).

TOME I 18
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.~ PROPOSITION XX,

Si un sphéroide quelconque est coupé par
un plan conduit par le centre, ce sphéroide
ainsi que sa surface, est coupé en deux par-
ties égales par ce plan ,

Coupons un sphérmde pa un plan con-
duit par son centre ;.ou ce plan cogpera le
sphérside par I’axe, ou bien il le coupera &
angles droits ou ,obhques Si ce plan coupe
le sphéroide par axe eu s'il est perpendi-
culaire sur Paxe, non-seulement le sphé-
roide , mais encore sa surface sera coupée
en deux parties égales; car il est ‘évident ‘
qn une partie du sphéroide convient avec
Pautre partie, et qu'une partie de sa . sur-
face conwent aussi avec I'autre partie,

Mais supposons que le plan coupant ne
passe pas par I'axe, et qu’il ne soit pas per-
pendiculaire sur Vaxe. Coupons le sphéroide
. par un plan qui passe par I'axe et qui soit
perpendlculaure sur le plan coupant; que la
section du sphéroide soit P’ellipse ABra; que
la droite BA soit le diamétre de Dellipse et .
I'axe du sphéroide ; que le point e soit le
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centre, et que la section du plan que coupe
le sphéroide par le centre soit la droite ar.
Prenons un autre sphéroide égal et sem-
blable au premier ; coupons-le par un plan

conduit par Paxe ; que sa section soit I'el-
‘lipse EZHN ; que EH soit le diamétre de Pel-
lipse et Yaxe du sphéroide, et lg point k
le centre. Par le centre K, menons la droite
zN, faisant 'angle x égal a Pangle @ ; et par
la droite zN conduisons un plan perpendi-

culaire sur le plan ou se trouve la section

Ez8N, On aura deux ellipses ABrA, EZHN
égales et semblables. €C’est pourguoi ayant
Posé EH sur BA et IN sur AT, ces deux el-
lipses conviendront parfaitement. Mais le
plan conduit par Nz et le plan eonduit par
AT convienhent encore payrfaitement, puis~
qu’ils sont conduits 'un et Pautre par use

w
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méme droite dans un méme plan ; donc le
segment qui est retranché du sphéroide, du
cbté ol se trouve le point E, par le plan
conduit par Nz, et Pautre segment qui est

N

o

A

E
H

retranché de I'autre sphéroide, du c6té ou
se trouve le point B, par le plan conduit
. parla dreite AF, conviennent parfaitement.
Donc les segmens restans, et les surfaces de
ces segmens conviennent -encore parfaite—
ment. . :

Si I'on pose la droite EH sur BA, de maniére
que le point E soit pesé sur le point a, le
point H sur le point B, et enfin si ’'on pose
la droite qui est entre les points N, z sur la
droite qui est entre les points A, T, il est
évident que Jles ellipses conviendront par-
faitement, que lg point z tombera sur le
point 1 et le point N sur le'point A, Sembla—~
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blement, le plan conduit par Nz, et le
plan conduit par Ar conviennent parfaite-
ment , et le segment qui est retranché, du
.cOté ou se trouve le point H, par le plan con-
duit par Nz, et le segment qui est retran-
ché, du coté ou se trouve le point B, par '
le plan conduit par ar, conviennent encore
parfaitement. Mais celui qui est du c6té ou
se trouve le point E, et celui qui est du c6té
ou se trouve le point A conviennent encore
parfaitement; donc, puisque le méme seg-
ment convient parfaitement avec l’'un et
avec I'autre segment, il est évident que ces
segmens sont égaux, et que leurs surfacessont
aussi ggales

PROPOSITION XXL

Etant -donné un segment d’un conoide
parabolique ou hyperbolique retranché par
un plan perpendiculaire sur I'axe, ou bien
un segment d’un sphéroide alongé ou aplati
retranché semblablement , de maniére ce-
pendant gue- celui-ci ne soit pas plus grand
que la moitié du sphéroide, on peut inscrire
/dans.chaque segment une figure solide cam~
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posée de cylindres ayant tous la méme hau-
teur, et lui en inscrire une autre de ma-
niére que I'excés de la figure circonsorite sur
la figure inscrite soit moindre que toute
quantité solide proposée.
Soit donné un segment tel que asr. Cou-
pons ce segment par un plan conduit par
B__ T :

/\ M 1
/@ P ‘ .
K O H
jil A
EI he ®
A A T

Paxe; que la section de. ce segiment ‘soit la
section conique ABT, et gque- celle du plan
qui coupe le segment soit la drmte ar. Que
la droite BA soit Iaxe du segment , et le dia-
meétre de.la section conique. Puisque I'on a
supposé que le plan coupant est perpendicu-
~ laire sur Vaxe, la section sera un cercle

- ayant pour diamétre la -droite rA. Que ce
cercle soit 1a base d’un: cylindre qui ait pour
axe la droite -8A. La surface de ce- cylindre
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tombera hors du segment, parce que c’est
un segment de conoide,ou bien un segment
de sphéroide qui n’est pas plus grand que
la moitié du sphéroide (16 et 1g). C’est pour-
quoi, si le cylindre est coupé continuelle~
ment en deux parties par un plan perpen-
diculaire sur I'axe , ce qui restera sera a la
fin moindre que la quantité solide proposée.
Que le reste qui est moindre que la quantité
- solide proposée soit le cylindre qui a pour

base le cercle décrit autour de Ar comme
diamétre, et pour axe la droite EA. Parta-
geons, aux points P,0, 1, =, la droiteBa en
parties égales chacune & £a; par les points
de division conduisons & ar des paralléles
terminées & la section cenique, et par ces
paralléles faisons passer des plans perpen-
diculaires sur BA. Les sections seront des
cercles qui auront leurs centres dans Ba.
. Sur chacun de ces cercles constrmsons deux
cylindres dont chacun ait un-axe égal & £a;
que Pun d’eux soit du 'cété¢ du cylindre
ol est le point A ; et Pautre du coté du cy-
lindre ou est le point 8. n st évident que
Yon aura inscrit dans le: seoment ‘une cer-
taine figure solide composée des- ¢ylindres
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qui sont construits du cété ou est le point 4,
et qu’on lui en aura aussi circonscrit une
autre .composée des cylindres qui sont con-
struits du.coté ou est le point B. Il reste a
. g__ I
_ . : .
——k
1 A

oo . =

E

A “A —T
démontrer que Pexcés de la figure circon-
scrite sur la figure inscrite est moindre que
la quantité solide proposée. Or , chacun des
cylindres qui sont dans la figure inscrite est
égal au cylindre qui est construit sur le
méme cercle du coté ou est le point B; .c’est-
a-dire que le cylindre eH sera égal au cy-
lindre er1; le cylindre kA au cylindre kM, et
ainsi de suite. Donc la somme des uns de
ces cylindres est égale a celle des autres. Il
est donc évident que Pexcés de la figure cir-
conscrite gur la figure inscrite est le cylindre
qui a pour base le cercle décrit autour de



'ET DES SPHEROIDES. 281
AT comme diamétre et pour axe la droite
EA. Or, ce cylindre est moindre que la
quantité solide proposée.

"PROPOSITION XXIL

Ftans donné un segment d’un conoide
parabolique ou hyperbolique retranché par
un plan non perpendiculaire sur I'axe, ou -
un segmept de sphéroide alongé ou aplati
retranché semblablement de maniére cepen-
dant que celui-ci ne soit pas plus grand
que la moitié du sphéroide, on peut inscrire
dans chaque segment une figure solide com-
posée de segmens de cylindre ayant tous
une hauteur égale, et lui en circonscrire
une autre de maniére que ’exces de la figure
circonscrite sur la figure inscrite soit moin-
dre qu’une quantité solide donnée. . .

Soit donné un segment tel que nous
Iavons dit. Coupons ce segment par un autre
: plan conduit par I'axe et perpendiculaire
sur le plan qui retranche le segment donné.
Que la section du segment soit la section co~
nique ABTH, et la section du plan qui re-
tranche le segment, la droite ra. Puisqu’on
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suppose que le plan qui retranche le segment
n’est point perpendiculaire sur I'axe, la sec-
tion sera une ellipse, ayant pour diamétre la
droite ar (15). Que la droite ox paralléle i Ta

P

soit tangente & la section conique au point ;
et par la droite ¢ faisons passer un plan pa-
ralléle au plan conduit par ar. Ce plan tou-
‘chera le conoide au point B (17). Si le seg-
ment appartient & un conoide parabolique,
du point B8 menons la droite 8A paralléle &
Paxe; si le segment appartient 4 un conoide
hyperbolique, du sommet du cone contenant
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le conoide conduisgons uné droite au point
B; prolongeons cette droite, et que son pro-

longement soit BA; si enfin le segment ap-
* partient & un sphéroide, de son centre con-
duisons une droite au point B, et que la par-
tie de cette droite comprise dans le segment
soit BA. Il est d’abord évident que la droite
BA partagera en deux parties égales la droite
Ar. Donc le point 8 sera le sommet du geg-
ment, et la droite BA son axe. On a donc
une ellipse décrite autour de AT comme dia-
métre, et une oblique BA menée de son
centre dans un plan qui passe par un de ses
diamétres et qui est perpendiculaire sur le
plan de lellipse. On peut donc trouver un
cylindre qui ait son axe sur la droite BA, et
dans la surface duquel se trouve I’ellipse qui
est décrite autour de AT comme diamé-
tre (10). La surface de ce cylindre tombera
hors du segment; car c’est un segment de
conoide , on bien un segment de sphéroide
qui n’est pas plus grand que l& moitié du
sphéroide (16 et 19).L’on aura donc un cer-
tain segment de cylindre ayant pour base
. une ellipse décrite autour de At comme dias
métre, et paur axe. Ia droite 8a. C’est pour-
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quoi si Pon coupe continuellement ce seg-
ment en deux parties égales par des plans
paralléles au plan conduit par Ar, ce qui res-
tera sera moindre que la quantité solide pro-

9

S o

posée. Que le segment qui a pour base Tel-
lipse décrite autour de Ar comme diamé-
tre, et pour axe la droite EA ‘soit moindre
que la quarttité solide proposée. Partageons
AB en parties égales chacune a AE; par les
points de division menons & Ar des droites
paralléles et terminées 4 Dellipse; et par .
ces droites faisons passer des plans paralléles
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au plan conduit par ar. Ces plans couperont
1a surface du segment, et les sections seront
des ellipses #mblables a celle qui est décrite
autour de Ar comme diamétre , parce que
ces plans sont paralléles entre eux (15. Cor.)
Construisons sur chaque ellipse deux seg-
 mens de cylindre; que ’un soit du cbté de
Tellipse ott est le point A et autre du cété -
ou1 est le point B. Que ces segmens de cyIin—
dre aient pour axe ‘une. droite égaIe AE..
Opn aura donc certaines figures solides com-
posées de segmens de cylindre ayant la méme
hauteur , dont 'une sera inscrite et 'autre
circonscrite. Il reste & démontrer que Pexces
de la figure circonscrite sur la figure inscrite
est moindre que la quantité solide proposée.
On démontrera comme dans la proposition
précédente que l'excés de la figure circon-
scrite sur la figure inscrite est un segment
qui a pour base Vl’elli’pse décrite autour de Ar
comtne diamétre et pour axe la droite EA:
Or, ce segment est moindre que la grandeur
solide proposée. LT Ty
Ces choses étant etabhes, nous a.llons de-
montrer celles qui ont ét¢ propesees relati=
vement & ees: ﬁgures. S
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PROPOSITION XXIIL
L

Un segment (juelconque d’un conoide pa-
i‘abolique_retranché par un plan perpendi-~
culaire sur laxe est égal & trois fois la
moitié du cone qui a la méme base .et le
méme axe que ce segment.

_ Soit un segment d’un conoide parabolique
retranché par un plan, perpendiculaire sux
Paxe. Coupons ce segment par un autre plan

AL N
A /1 AN
/b NN

\

4' AR 7 \ |
n‘!{ T E _A .

v A ' A e r

conduit par axe; que la section de sa surfuce
soit la parabole sr; que l4 seetion da plan
qui retranche le segment soit'la droifg ra;,
et-que 'axe du segment soit la droite Ba4.

T
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Soit aussi un coéne qui ait la méme base et
le méme axe que le segment ayant pour
sommet le point B. Il faut demontrer que
le segment du conoide est égal & trois f01s la
moitié de ce céne,
Supposons que le cone ¥ soit égal A trois
fois la moitié du céne dont la} base est le
cercle décrit autour de AT comme diamétre
et dont ’axe est BA. Soit aussi un cylindre
qui ait pour base le cercle décrit autour de
AT comme diamétre, et pour axe la droite
BA. Le cOne ¥ sera égal & la moitié du cy-
lindre total; parce que le cdne ¥ est égal &
trois fois la moitié de ’autre céne. Je dis que
le segment du conoide est égal au cone ¥.
Car si le segment du conoide n’est pas égal
au cbne ¥, il est plus grand ou plus petit.
- Quil soit d’abord plus grand, si cela est pos-
sible. Inscrivons dans le segment une figure
solide composée de Cylindreé' qui' aient Ia
méme ‘hauteur; circonscrivons-lui en une
autre de maniére que I'excés de la ﬁgure cir-
conscrite sur la figure inscrite soit moindre
que Pexcés du segment sur le cone ¥. Que
parmi les cylindres dont la figure circon-
scrite est composée , le plus grand soit celui
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qui a pour base le cercle décrit autour de ar
comme diaméire, et pour axe la droite EA;
et que le plus petit soit celui qui a pour base
le cercle décrit autour de =1 comme dia-

) Q Z
nj Z Ef \
~
A . A T
métre et pour axe la droite Be. Que parmi
les cylmdres dont la figure inscrite est com~

posée, le plus grand soit celui qui a pour
base le cercle décrit autour de kA comme

diamétre et pour axe la droite AE ; et que le
plus petit soit celui qui a pour base le cercle
décrit autour de xr comme diamétre et pour
axe la droite 1. Que les plans de tous ces
cyhndres sment prolongés jusqu’a la surface
du cylindre qu.l a pour base le cercle décrit
autour de ar comme diamétre et pour axe
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la droite BA. Le cylindre total sera partagé
en autant de cylindres qu’il ¥ en a -dans la
figure circonscrite, et chacun de ces cylin-
dres sera égal au plus grand des cylindres
circonscrits. Mais ’excés de la figure circon-
scrite au segment sur la figure inscrite est
moindre que ’excés du segment sur le céne
+ ; il est donc évident que la figure inscrite
dans le segment est plus grande que le céne
¥ (a). v

Le premier des cylindres placés dans le
cylindre total, qui a pour axe la droite AE
est au premier des cylindres placés dans la
figure inscrite, qui a, pour axe la droite AE
comme le quarré de la droite AA est au
quarré de la droite kE; et le quarré de la
droite AA est au quarré de la droite XE
comme BA est & BE, et comine AA ‘est & Ex (6),
On démontrerasemblablement que le'second -
des cylindres placés dans le cylindre total,
qui a pour axe la droite Ez est au second
des cylindres placés dans la figure inscrite
comme TE, c’est-d-dire AA,.est & za. De
plus, chacurr des autres cylindres placés
dans le cylindrestotal sera & chacun des cy-
lindres qui sont placés dans la figure inscrite,

TOME I. 19
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et qui ont le méme axe comme le rayon de
la bage est 3 la,partie de ce rayon placée entre
les droites AB , BA. Donc la somme de tous
Jes cylindres placés dans le cylindre qui a

/\
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pour base le cercle décrit autour de AT comme
diamétre et pour axe la droite BA, est & la
somme de tous les cylindres placés dans la
figure inscrite comme la somme' des rayons
des cercles qui sont dans les bases des cylin-
dres dont nous venons de parler est A la
somme: des dgoites qui sont placées entre
les droites B, BA (2) (). Mais si des secondes
droites dont nous venons dg parler, on re-
;ranche les droites Aa, la somme des pre-
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miéres droites dont nous venons de parler
est plus grande que le double de la somme
des secondes droites restantes (1) (4'). Donc
la somme des cylindres placés dans le cylin-
dre total qui a pour axe la droite AB est
plus grande que le double de la figure in-
scrite. Donc le cylindre total qui a pour axe
BA est plus grand que le double de la figure
inscrite. Mais ce cylindre est double du c6ne
¥ ; donc la figure inscrite est plus petite que
le cone ¥. Ce qm ne peut étre; car on a
démontré qu’elle est plus grande. Ponc le
segment du conoide n’est pas plus grand que
le come .

s Je djs & présent que ce segment n’est pas
plus petit. Inscrivons dans le segment une
figure , et circonscrivons-lui en une autre,
de maniére que I'excés de I'une sur,Pautre
soit moindre que Pexcés da cdne ¥ sur le
segment. Faisons le reste comme auparavant.
Puisque la figure inscrite est plus petite que
le segment, et que la figure inscrite différe
mains de la figure circonscrite que le seg-
ment ne différe du cone, il est évident que
la figure circonscrite est plus petlte que le
cdne ¥. = : ' :
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Le premier des cylindres placés. dans le
cylindre total , qui a pour axe la droite AE
est au premier des cylindres placés dans la
figure circonscrite , qui a pour axe la méme

o/ 7 ‘i
HIZZE/ ' E] \L .I

A A

droite EA comme le quarré de aa est & ce
méme quarré (s) ; le second des cylindres pla-
cés dans le cylindre total, qui a pour axe la
droite Ez est au second des cylindres placés .
dans la figure circonscrite , qui a'pour axe la
droite £z comme le quarré de AA au quarré
de KE; et le quarré de Aa est au quarré, de
KE comme BA est 4 BE et comme AA est & E=. -
De plus, chacun des autres cylindres placés
dans le cylindre total, qui a pour axe une



ET DES SPHEROIDES. 293
droite égale & AE est & chacun des cylindres
qui sont placés dans la figure circonscrite, et
qui ont le méme axe comme le rayon de la
base est 4 la partie de ce rayon placée entre
les droites AB, BA. Donc la somme des cylin-
dres placés dans le cylindre total qui a pour
axe la droite BA est a la somme des cylindres
placés dans la figure circonscrite comme la
somme des premiéres droites est a la somme
des secondes (2). Mais la. somme ‘des pre-
miéres droites, c’est-a-dire la somme des
rayons des cercles qui sont les'bas&s des cy-
lindres est moindre ,que le double de la
somme des droites qui sont retrhnchées de
ces rayons, réunie i la dwoite aa (1); il est
donc évident que la somme des cylindres
placés dans le cylindre total est moindre que
- le double de la somme des cylindres placés
dans la figure circonscrite. Donc le cylindre
qui a pour base le cercle décrit autour de Ar

comme diamétre et pour axe la droite BA est
“plus petit que le double de la figure cir-
comscrite. Mais ce cylindre n’est pas plus pe-
tit que le double de la figurt circons®rite,
puisqu’il est au contraire plus grand que le
double de cette figure; ear ce cylindre est
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double du céne¥, et 'on a démontré que la
figure circonscrite est plus petite que le cdne

¥. Donc le segment du conoide n’est pas plus

petit que le cone ¥. Mais on a démontré

qu’il n’est pas plus grand ; donc le segment

du conoide est égal a trois fois la moitié du-
cone qui a la méme base et le méme axe

que ce segment.

PROPOSITION XXIV.

" Si un segment d’un eonoide parabolique
- est retratiché par un plan non perpendicu-
laire sur 'axe, ce segment scra paralléle-
ment égal ¥, trois fois l moitié du segment
de cone qui a.laméme base et le méme axe
que ce segment.

Qu’un segment d’un conoide parabolique
soit retranché comme nous I’avons dit. Cou-
pons ce méme segment par un autre plan con-
duitpar I’axe et perpendiculaire sur celui qui
coupe la figure; que la section delafiguresoit
la parabole BT, €t que lasection du plan cou-’
pant soit la droite ar. Menons a la droitg ar
unewaralléle or qui soit tangente & la para-
bole au point B; et menons la droite BA pa-
ralléle & I'axe. Cette droife coupera en deux
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pérties ¢gales la droite Ar (a). Faisons passer
par la droite o1 un plan paralléle & celui qui
est conduit par aa. Ce plan sera tangent au

conoide au point B ; le point B sera le som-
- met du segment et la droite BA son axe.
Puisque le plan conduit par Ar n’est point
perpendiculaire ‘sur I’axe et que ce plan
coupe le conoide, la section sera une ellipse
ayant pour grand diamétre la droite Ar (13).
‘Puisque I'on a une ellipse décrite autour de
Ar comme diamétre et une oblique menée
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‘de son centre dans. un plan qui est conduit
par le diamétre de I’ellipse et qui' est per-
pendiculaire sur son plan, on peut trouver
‘un cylindre qui ait son axe sur la droite Ba
et dans la surface duquel se trouve Pel-
lipse (10). On peut de méme trouver un
cbne qui ait pour sommet le point E et dans
la surface duquel se trouve Pellipse (g). On
aura donc un .certain segment de cylindre
ayant pour base l’ellipse décrite autour de
AT comme diamétre et pour axe la droite Ba;
on aura de plus un segment de cbéne ayant
la méme base et le méme axe que le seg-
ment de cylindre et le segment du conoide.
11 faut démontrer que le segment du conoide
est égal A trois fois la moitié du segment de
cone. - .
~ Que-le cOne + soit égal & trois fois la
-moitié¢ du segment de coéne. Le segment de
cylindre qui a la méme base et le méme axe
que le segment du conoide sera double du
cbne ¥ ; parce que te cOne est égal a trois
fois la moitié du segment de cone qui a la
méme base et le méme axe que le segment
du conoide; et que le segment de cone dont
nous venons de parler est le tiers du seg-
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ment de cylindre qui a la méme base et le
méme axe qué le segment du conoide (11).
‘1l est donc nécessaire que le segment du
conoide soit égal au cone ¥,

Car si ce segment ne lui est pas égal, il
sera  plus grand ou plus- petit. - Supposons
.&ahord qu’il soit 'plus grand, si cela est
possible. Inscrivons dans le segment une figure
solide composée de segmens de cylindre qui
aientla méme hauteur, et circonscrivons-lui
ensuile une autre figure solide, de maniére
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que lexcés de la figure circonscrite sur la .
figure inscrite soit plus petit que Pexcés du
segment du conoide sur le céne ¥. Prolon-
geons les plans des segmens de cylindre jus-
qu’a la surface du segment de cylindre qui
a la méme base et le méme axe que le seg-
ment du conoide. Le premier des segmens
placés dans le segment de cylindre total,, qui
a pour axe la droite AE, est au premier des
segmens placés dans la figure inscrite , qui a
pour axe la droite AE comme le quarré de
AA est au quarré de KE; car ces segmens qui
ont une hauteur égale sont entre eux comme
leurs bases. Mais les bases de ces segmens qgi
sont des ellipses semblables, sont entre -elles
comme les quarrés de leurs diamétres cor-
respondans (6); et les moitiés de ces diamétres
sont les droites AA’, KE ; et de plus, le
quarré de AA est au quarré de KE comme
BA est & BE; parce que la droite BA est pa-
ralléle au diamétre, que les -droites AA, KE
sont paralléles & la droite qui touche la pa-
rabole au point B, et que BA est 2 BE comme
AA est 3 k= (9). Donc, le premier des seg-
- mens placés dans lé segment: de cylindre to-
Jal est au premier des segmens placés dans
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la figure inscrite comme AA est a E=. De
méme, chacun des autres segmens placés
dans le segment de cylindre total, qui a
pour axe une droite égale &°EA , est & cha-
cun des segmens correspondans qui sont pla-
cés dans la figure inscrite, et qui ont le
méme axe comyne le demi-diamétre des
bases est & la partie de ce demi-diamétre
placée entre 1és droites AB, BA. Nous démon-
trerons, comme nous ’avons fait plus haut,
que la figure inscrite est plus grande que le
cone ¥, et que le segment de cylindre qui a
la méme base et le méme axe que le segment
du conoide, est plus grand que le double de
la figure inscrite. Doric, le segment de eylin-
dre sera aussi plus grand que le dguble du
cbne ¥. Mais il n’est pas plus grand que le
double de ce cne, puisqu’il est seulement
le double de ce céne. Donc le segment du
conoide n’est pas plus grand que le cone .
On démontrera de la méme maniére qu’il
n’estpas plus petit: I est donc évident qu’il
lui est égal. Donc, le segment du conoide est
égal & trois fois la moitié du segment de
cone qui a la méme base et le méme axe
que ce segment.
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PROPOSITION XXV.

Si deux segmens d’un conoide paraboliqge
sont retranchés par deux plans dont 1’un soit
perpendiculaire sur 1’axe et dont 'autre ne
lui soit pas perpen(iiculaire et si les axes des
segmens sont égaux, ces segmens séront
égaux entre eux. ' .

. *Retranchons deux segmens d’un conoide
parabolique, ainsi que nous’avonsdit. Cou-

pons ensuite le conoide par un plan conduit
par I'axe et par un plan perpehdiculaire sur
Taxe. Que la section du conoide soit la para-
bole ABr, ayant pour diamétre la droite BA



ET DES SPHEROIDES. 301

Que les sections des. plans soient les droites
Az, T, dont Pune Er est perpendiculaire sur
Paxe, et dont I’autre za ne lui est pas per-
pendiculaire. Que les droites B®, kA qui sént
les axes des segmens soient égales entre elles
et que les sommets des segmens soient les
points B, A. Il faut démontrer quele segment
du conoide dont le sommet est le point B, est
égal au segment du conoide dont le sommet
est le point A.

Puisque d’'une méme parabole, on a re-
tranché deux segmens, dont I'un est AAz et
Pautre eBr, et que leurs diamétres KA , ©B
sont égaux entre eux, le triangle AAK sera
égal au triangle EeB; car on a démontré
que le triangle aaz est égal au triangle
- EBL (4). Menons la droite ax perpendicu-
laire sur la droite kA prolongée. Puisque les
droites Be, KA sont égales entre elles, les
droites EO » AX seront aussi égales entre
elles (4). Dans le segment dont le sommet
est le point B, inscrivons un céne qui ait la
méme base et le méme axe que ce segment;
€t dans le segment dont le sommet est le
peoint A, inscrivons un segment de cdne qui
ait la méme base et le méme axe que ce
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'segment. Du point A, conduisons sur Az la
perpendiculaire am. Cette perpendiculaire
sera’ la hautéur du segment de céne dont
le Yommet est le point A. Mais le segment de

B

[

c6ne dont le sommet est le pgint A et le cone
dont le sommet est le point B sont entre eux
en raison composée des bases et des hau-
teurs (11). Donc, ce segment de gcbne et ce
- cbne sont entre eux en raison composée de
la raison de la surface comprise dans I'el-
lipse décrite autour de Az comme diamétre
au cercle décrit autour de Er comme dia-
métre, et de la raison de aM & Be. Mais la
raisom de la surface comprise dans ’ellipse &
ce méme cercle est la-méme que la raison

’
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de la surface comprise sous les diamétres de
Pellipse au quarré du diamétre er (6); donc
le segment de céne dont le sommet est le
point A, et le cone dont le sommet est le
point B sont entre eux en raison composée de
la raison de KA A E@, et de la raison de am &
B@ ; car la droite kA est la moitié du dia-
métre de la base du segment de cone qui a
pour sommet le point A; la droite Ee est la
moitié du diametre de la base du céne, ‘et
les droites AM, Bo"sont les hauteurs du seg-
ment de cone et du coéne (3). Mais AM est &
B® comme AM est & KA, parce que BO est
égal 4 KA ; et AM est 3 KA comme XA est &
Ak (d); de plus la raison du segment de cone
au cone est composée de la raison de xa a
AX, car AX est égal A E®@ , et de la raison de aM
4 BO; et parmi les raisons dont nous venons de
parler, la raison de Ak 4 AX est la méme que
la raison de Ak & am. Donc le segment de
cdne est au cbne comme AK est-d AM et
comgne AM est & Bo. Mais o est égal a xa (s);
il est donc évident qué de segment de cone
qui a pour sommet le point A est égal au
céne qui a pour sommet le point 5. I suit
évidemment de-la que les segmens du co=
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noide sont égaﬁx , puisque’'un d’eux est égal
& trois fois la moitié d’'un céne (23), et que
P’autre est égal A trois fois la moitié d’un seg-
ment de cénequi est égal & ceméme céne (24).

PROPOSITION XXVI

Si deux segmens d’'un conoide parabo-
lique sont retranchés par un plan conduit
d’une maniére quelconque, ces segmens
sont entre eux ‘comme les quarrés de leurs
axes.

Que deux segmens d’un conoide parabo-

lique soient retranchés comme on voudra;
que K soit égal & axe de Pun et A égal &
T'axe de Fautre. Il faut démontrer que ces

13
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segmens sont entre eux comme les quarres
des droites K, A.

Coupons le concide par un plan conduit
par l’axe du segment, et que sa section soit
la paral;ole ABT, ayant pour axe la droite Ba.
Prenons BA égal 4 k; et par le point A con-
duisons un plan perpendiculaire sur I'axe.
Le segment du conoide qui a pour base le o
cercle décrit autour de AT comme diamétre,
et pour axe la droite Ba, est égal & un seg-
ment qui a un axe égal a K. Si K est aussi
¢gal & A, il est éyident que les segmens se-
ront égapx entre eux ; car ils seront égaux ~
chacun & une méme. quantité solide; mais
les. quarrés des divitesi .k} A -seront égaux
entre eyx; donc 'les segmetis seront éntre
eux comme:les quarrds de leurs axes.

Si A n’est pas égak 4K, que a'soit égal d
Bo. Par: le point e dardivisons. us plan per-
pendiculaire sur Vaxe.: Leisegment qui a
pour base le cercle décritautour deiz comme
diamétre , et pour axela droite e est égal &

-un segment gui a un‘axeé:égal & . Construi-
sons denx. cones qui gient poup base kes: cert
¢les décrits autour de AT ,; E2 comme dianié-
tres , et pour sommet le point & Le céne qui

TOME I. 20 ’
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~a pour axe la droite BA, et le cone qui-a
pour axe la droite Be sont entre eux en
_raison composée de.la raison du quarré de.
_ AA. au.quarré de @E, et de la raison .de Ba

'3 pe («). Mais le quarré de aA-est au quarré
de ok comme BA est 4 B8 (€); donc, le codne
qui a pour axe BA, et le cdne qui a pour.axe

'B@.sont’ entrereux. en, raison composée de la

‘raison de BA & @B et de la raison de BA A Be.
Mais; cette raison est.la méme que celle 'du
quarré de AB. .an:quarré de eB; et le cdne
qui a pour axe la: droite Ba est au. cone qui
a pour axe la draite @B comme le segment
du.conoide qui a pour axe:la droite aB:au
segment.qui a pour axe la .droite ©B; car
chacun de ‘ces .segmens est égal & trois fois
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la moitié de chacun de,ces cdnes (23); de
plus, le segment du conoide qui a un axe
égal & x est égal au segment qui a pour ixe
la droite Ba; le segment du conoide qui a
pour axe une droite €gale & A est égal an
segment qui a pour axe la droite @B (25),
et la droite k est égale & la droite Ba, et la
droite A est égale 4 la droite eB. Il-est donc
évident que le segment du conoide qui a un
axe égal i K est au segment du conoide qui
a un axe égal 4 A comme le quarré de x
est au quarré de a. .

PROPOSITION XXVIL

Un segment d’un conoide hyperbolique
retranché par un plan perpendiculaire sur
Vaxe ‘est 2 un cdne qui;p Ja,méme base, et
le méme axe que ce segment comme une
droite composée de I'axe du segment et du
triple de la.droite. ajoutée A; Vaxe cest & upe
Jroite,comppsée de llaxe du segment et du
double de la droite ajoutée. a. Paxe. ... .

-, Retranchons un segm.gnt diun conglgiy,‘l‘ay-
perbolique par un plan, perpendiculaivs sus
Paxe. Coupons. ce méme segment :pax,-ux
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autre plan conduit par axe. Que la section
du conoide soit ’hyperbole ABr; et que la
section du plan qui retranche le segment soit

¥ o
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la droite Ar; que I’axe du seément soil BA,
et que la droite ajoutée & 1’axe soit la droite
BO, et que les droites zo, zH soient égales
chacune 4 se. Il faut démontrer que’ le seg-
ment-est an cdne qui a la méme base et le
méme axe que le segment comme HA esta zA.
- .8Soit un cylindre qui ait la méme base et
" le méme axe que le segment, et dont les co-
tés soient ¢4 , TY. Soit de plus un céne ¥; et
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que ce cdne soit i celui qui a la mémpe base
et le méme axe BA que le segment comme
HA est & Az, Je dis que le segment du co-
noide est égal au coné'¥. ‘

Car si le segment du cohonde n’est pas egal
au céne ¥, il est plus grand ou plus petit.
Qu’il soit ‘d’abord plus grand, si cela est
possible. Inscrivons dans lesegment unefigure
solide composée de cylindres ayant une hau-
teur égale, et circonscrivons-lui en une
autre, de maniére que ’excés dela figure cir-
conscrite sur la figure inscrite soit moindre -
que l'excés du segment du conoide sur le
cdne ¥. Prolongeons les plans de tous ces cy-
lindres jusqu’a la surface du cylindre qui a
pour base le cercle décrit autour de ar comme
diameétre et pour axe la droite BA. Lecylindre
total sera partagé en autant de cylindres
qu"il y en a dans la figure circonscrite, et
chacun de ces cylindres sera égal au plus
- grand de ceux-ci. Puisque I’excés de la figure
circonscrite sur la figure inscrite est moindre -
que ’excés du segment sur le cdne ¥, et que
la figure circonscrite est plus grande que-le
segment , il est évident que la figureinserite.
est plus grande que le céne ¥. - .
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Que P soit le tiers de 8o ; la droite HA sera
.triple de @p. Puisque le cylindre qui a’pour
base le cercle décrit autour de Ar comme dia-
métre, et pour axe la droite BA est au cone

e H M
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qui a ]a méme base et le méme axe comme
HA‘est & P, et que le cOne dont nous venons
de parler est au cne ¥+ comme 74 est & HA;
par raison d’égalité dans la proportion trou-
blée, le cylindre dont nous venons de par-
ler sera au céne ¢ comme za est i or.
Soient les droites ot se trouve la lettre =;
que leur nombre soit Je méme que celui
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des segmens de la droite BA, que chacune
d’elles soit égale & la droite zB , et qu’a cha-
cune d’elles on applique une surface dont
la partie excédante soit un’ quarré; que la
plus grande de ces surfaces soit éga.le'é Ia
surface comprise sous za , AB, et que la plus
petite soit égale 4 la surface comprise sous
10, 0B (a). Les cotés des quarrés se surpasse-
ront également, parce que les segmens "dé
BA qui leur sont égaux se surpassent égale~"
ment. Que le -c6té du plus grand quarré oit
se trouve la lettre M soit égal & BA, et le-coté
du plus petit quarré égal 4 Bo. Somnt ensuite
d’autres surfaces dans lesquelles se trouve
la lettre o; qu’elles soient en méme nombre
que les premiéres, et que chacune de ‘ces
surfaces ‘soit égale 4 la plus grande des pre-
‘miéres qui est comprise sous 24, 4B (6). Le
cylindre qui a pour base le cercle décrit au-
tour de AT comme diamétre, et pour axe la
droite AE est au cylindre qui a pour base le
cercle décrit autour de kA comme diamétre ,
et pour axe la droite AE comme le quarré de
AA est au quarré -de KE. Mais cette dermére
raison est la méme que la raison de la 'sur-
face comprise sous za-, 43 & la surface comi-
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prise sous zE, BE. Ce qui est une propriété
de P’hyperbole; car Ja droite qui est double
de Yajoutée a l'axe, c’est-a-dire de -celle
qui est. menée du centre est le c6té trans-
yérso de I’hyperbole(3). Mais la surface 2M
est égale & la surface comprise sous za,Ba,
et ]a surface =N est égale a la surface comprise
sous ZE, BE; car la droite = est égale a zs, la
droite N 4 BE, et ]Ja droite M & BA. Donc, le
.cylindre qui & pour base le cercle décrit au-
tour de Ar comme diamétre, et pour axe la
droite AE est au cylindre qui a pour base
le- cercle décrit amtour de xA comme dia-
métre, et pour axe la droite, A comme la
surface Q est a la surface N, Nous démon-
trerons semblablement que chacun des au-
tres cylindres qui sont placés dauns le cylin-
* dre total, et qui ont pour axe une droite’
égé.le A AE est au cylindre qui est dans la
figure inscrite et qui a le méme axe comme
la surface Q est a la surface qui lui est cor-
respondante parmi celles qui sont appliquées
a laligne =, et dont les parties excédantes sont
des quarrés (4'). On a dong certaines quanti-
tés, savoir les cylindres qui sont placés dans
le cylindre total; et dont chacun a un axe
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égal 3 la droite AR, et certaines autres quan-
tités, savoir lessurfaces ol se trouve la lettre
0, qui sont en méme nombre que les pre-
-miéres; et ces quantités sont proportionnelles
deux a deux, parce que ces cylindres sont
égaux entre eux ainsi que les gurfaces a. Or,
quelques-uns de ces cylindres sont comparés
avec. d’autres cylindres qui sont dans la
figure inscrite , le dernier n’étant point com-
paré avec un autre; et de plus, parmi les
surfaces dans lesquelles se trouve la lettre Q,
quelques-unes sont comparées avec d’autres
surfaces correspondantes qui sont appliquées
a la ligne @, et dont les parties excédantes
sont des quarrés, sous les mémes raisons,
la derniéren’étant point comparée avec une
-autre. Il est donc évident que la somme des
cylindres qui sont placés dans le cylindre
total est & la somme des cylindres qui sont
placés dans. la. figure inscrite comme la
sonme des -surfaces @ est a la somme de
toutes celles qui sont appliquées, la plus
grande étant exceptée (2). Mais on a démon~
tré que la raison de la somme dedoutes les
surfaces 0 4 la somme de toutes les surfaces
qui sont appliquées, la plus grande étant ex»
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ceptée, est plus grande que la raison dela .
droite M= & une droite composée de la moi- .
tié de = et de la troisiéme partie de m (3).
Donc la raison du:cylindre total a la figure
inscrite est plus grande que la raison de za
a er, et cettg dérniére raison est la méme
que celle du cylindre total au cone ¥, ainst
que cela a été démontré: Donc la raisan du
cylindre total & la figure inscrite est plus
. grande que la raison du cylindre au cone ¥:
Donc le cone ¥ est plus grand que la figure.
inscrite. Ce qui ne peut étre; car on a dé-
montré que la figure inscrite est plus grande
que le cdne +. Donc le segment du conoide
n’est pas plus grand que le cbne ¥. - -

Mais il n’est pas plus petit..Car.qu’il soit
plus petit, si cela est possible. Inscrivons
dans le segment une figure solide composée
de cylindres ayant une hauteur égale et cir-
conscrivons-lui en une. autre, de maniére
que lexcés.de la figure circonscrite sur la
figure inscrite ‘soit moindre .que I'excés du.
cbne sur lesegment;et faisons le rest¢.comme
auparavant. Puisque la figure inscrite est
plus petite queé le segment, et que 'excés de
la figure circonscrite sur- la figure inscrite . .
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est plus petit que ’excés du cone sur le seg-
ment, il est évident qug la figure circon-
scrite sera plus petite que le cone ¥.

Le premier des cylindres placés dans le
cylindre total , qui a pour axe la droite AE
est au premier des. cylindres placés dans la
figure circonscrite , qui a pour axe la droite
AE comme la surface @ est A la surface aMm;

. car ces cylindres sont égaux entre eux,
ainsi que ces surfaces. De plus, chacun des
autres cylindres qui sont placés dans le cy-
lindre total, et qui ont pour axe une droite
égale & AE est au cylindre qui lui est corres.
pondant dans la figure inscrite , et qui a le
méme axe , comme la surface Q est & la sur-
“face correspondante parmi celles qui sont
appliquées A la droite =, et dont les parties
excédantes sont des quarrés ; parce que cha-
cun des cylindres circonscrits, le plus grand
étant excepté , est égal & chacun des cylindres
inscrits , le plus grand n’étant pas excepté.
Donc le cylindre total est & la figure inscrite
comme la ‘somme-des surfaces 0 est a la
somme des surfaces qui sont appliquées, et
dont les parties excédantes sont des quarrés.
Mais on a démontré que.la raison de la

i
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somme des surfaces @ & la somme de toutes
les autres surfaces est moindre que la raison
de la droite M & une droite composée de la
moitié de = et du tiers de M. Donc la raison
du cylindre total a la figure circonscrite sera
moindre que la raison de 24 & ©p. Mais zA est
4 epr comme le cylindre total est au cone ¥.
Donc la raison de ce méme cylindre a la
figure circonscrite est moindre que la raison
de ce cylindre au cone ¥. Donc la figure
" circonscrite est plus grande que le céne ¥.
Ce zlui est impossible ; car on a démontré.
que la figure circonscrite est plus petite que
le céne ¥. Donc le segment du conoide n’est
pas plus petit que.le céne . Donc, puis-
qu’il n’est ni plus grand ni plus peht la
proposmon est démontrée.

PROPOSITION XXVIIL .

_ Si un segment d’un conoide hyperbolique
est retranché par un plan non perpendicu-
laire sur ’axe, le segment du conoide sera
au segment de cone qui a Iz méme base eb
le méme axe que le segment ,.comme une-
~ droite composée de 'axe du segment, et du

4
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triple de la droité ajoutée i P'axe est & une
droite composée de I'axe du segment, et du
double de la droite ajoutée a I’axe.

Qu’un segment d’un conoide hyperbo-
lique soit retranché par un plan, comme
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nous Pavons dit. Coupons le segment par un
"autre plan conduit par Paxe, et perpen-~
diculaire sur le premler Qiie cette section
soit Phyperbole’ ABr, que Iz section du pla'n
qui retranche lé segment soit la droite ra; ;
et enfin que le sommet du cbne qui con—
tient Je conside soit le point . Par le point
3 ; conduisons la droite ¢+ paralléle & ar; -
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" cette droite sera tangente & I’hyperbole’ au
point B. Prolongeons la droite qui joint le
point @ et le pointB; cette droite partagera
AT en deux parties égales (z) ; le point B sera.
le sommet du segment; laudroife ‘BA, son
axe, et enfin la droite Bo, 'ajoutée & I'axe.

- Que les droites ez et zH soient égales chacune
a Be, et par la droite ¢r, faisons passer un
plan paralléle au plan conduit par ar; ce
plan touchera le conoide au pointB. Puisque
le plan conduit par Ar coupe le conoide
sans étre perpendiculaire sur I'axe, la sec-
tion sera une ellipse qui aura pour grand
diamétre la droite A (14). Puisque 'on a
une ellipse décrite autour de AT commnie dia-
métre, et que la droite Ba est menée de son
centre dans le plan qui passe par le diamé-
tre, et qui est perpendiculaire sur le plan de
Pellipse ; on peut trouver. un cylindre qui ait
son axfe sur fai dreite. BA, et dans la surfage
dugquel se -trouwe- ellipse décrite autour de
‘AT comme,. dxam,étre (10).. Ce cylindre étant
trouve, on, au;rga, un pertg.lmgegment de cy-
qu,e le segn,lent, flﬂ °°nmde et, .dont l’autre

- base sera ~le‘»21§n:~90;ldui.t, par ¢1.: De plus,
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on pourra‘trouver un cdne qui ait pour
sommet le point B, et dans la surface duquel
“se trouve Pellipse décrite autour de AT comme
diameétre (g). Ce cone étant trouvé, on aura
un segment'de céne ayant la méme base et
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le-méme ‘axe que le segment du cylindre et
le segment ‘du conoide. Il faut démontrer que
le ‘'segment du conoide est au sbgment de
cbne dont nous 'venens de parler comme HA
ést a Az : -

‘¢ Que HAs0it & AZ comme le cbne ¥ est au
segmént de cbne. Je dis que le ée‘gmeﬁt du
conoide sera égal ai cdite = S¥; car'si le”seg~
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ment du conoide n’est pas égal au céne ¥, -
qu’il soit plus grand, si cela est possible. In-
_scrivons dans le segment du conoide une
figure solide composée de segmens dé cy-
lindres qui aient une hauteur égale, et circon-
scrivons-lui en une autre, de maniére que
Pexcés de la figure circonscrite sur la figure
inscrite soit moindre que l’excés du seg-
ment du conoide sur le céne +¥. Puisque
Pexcés de la figure circonscrite qul est plus
grande que le segment sur la ﬁgure inscrite
est plus petit que I'excés du -segment sur le
cOne ¥, il est évident que la figure inscrite
sera plus grande que le cone ¥. |
Prolongeons les plans de tgus_}g{s: segmens -
qui sont dans la figure inscrite jusqu’a la
surface du segment de cylindre quiala méme
base et le méme axe que le segment du co-~
-noide. Que BP soit la troisiéme partie desa;
et faisons le reste comme auparavant. Le pre:
mier des s'eg.meps;glaqésf dans le segment total
de cylindre, qui a pouy axe la droite AE est
au premier des segmens placés dans l_aiﬁg_u‘rg
inscrite, qui a pour axe AB comme le quar
de A4 est au quarré de KE; car les segmens
qul ont la. méme hauteur sont entre eux.
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comme leurs bases. Mais les bases sont des
ellipses semblables; donc ces bases sont entre
elles comme les quarrés des diamétres cor-
vespondans (7). Mais le quarré de aa est au
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quarré de XE comme la surface comprise
sous zA, aB est & la surface comprise sous

' 2E, EB; parce que I'on a mené la droite za

du point e ot les asymptotes se rencontrent,

et que les droites AA, KE sont paralléles a

la tangente menéqy par le point B (8): de

plus, la surface comprise sous zA, AB est

¢gale 4 la surface Q; et la surface comprise

sous ZE , EB est égale & la surface =N. Donc le
TOME I = 21
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premier des segmens placés dans le segment
total, qui a pour axe la droite AE est au pre-
mier segment qui est placé dans la figure in-
scrite, et qui a pour axe la droite AE
comme la surface @ est & la surface zN. De
méme chacun des autres segmens qui sont
placés dans le segment total, et qui ont pour
axe une droite égale & AE est au segment cor-
respondant qui est placé dans la figure in-
scrite, et qui a pour axe une droife égale a
AE, comme la surface 0 est 4 la surface cor-
respondante parmi les surfaces qui sont ap-
pliquées a la droite =%, et dont les parties ex-
cédantes sont des quarrés. On adonc certaines
quantités , savoir les segmens qui sont placés
dans le cylindre total , et certaines autres
quantités, savoir les surfaces ol se trouve la
lettre 2, qui sont en méme nombre que les
segmens , et qui sont proportionnelles deux a
deux. Mais ces segmens sont comparés avec
d’autres segmens qui sont dans la figure in-
scrite; et le dernier n’est point comparé avec
un autre; et de plus, les surfaces o sont
comparées, sous les mémes raisons, ayvec
d’autres surfaces correspbndantes qui_sont
appliquées a la ligne =, et dont les parties
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~ excédantes sont des quarrés; tt la derniére
n’est point comparée avec une autre. Il est
donc évident que la somme des premiers .
segmens est & la somme des seconds comme
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la somme de toutes les surfaces o est 4 la
somme de toutes celles qui sont appliquées,
la plus grande étant exceptée (2). Mais la
gaison de la somme des surfaces o 4 la somme
de toutes surfaces appliquées, la plus grande
étant exceptée, est plus grande que la raison
de la droite Mz 4 une droite composée de la
moitié de = et du tiers de M (2). Donc, la
raison du segment total a la figure inscrite
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est plus grande que la raison de la droite =m
a une droite composée de la moitié de = et
dutiers de M; et par conséquent plus grande
que la raison de zA a er. Donc, la raison
du segment total a la figure inscrite est plus
grande que la raison du segment total au.
cone ¥. Ce qui est impossible; car on a dé-
montré que la figure inscrite est plus grande
-que le cone ¥. Donc le segment du conoide
n’est pas plus grand que le cone .

Si Ton suppose que le segment du co-
noide est plus petit que. le céne ¥, nous
inscrirons dans ce segment une figure.solide
composée de segmens de cylindre qui aient
la méme hauteur , et nous lui en circonscri-
rons une autre , de maniére que 'excés de
la figure circonscrite sur la figure inscrite
soit moindre que I’excés du coéne ¥ sur le
~ segment. Nous démontrerons de la méme
maniére que la figure circonscrite est plus
petite que le cdne ¥ ; et que la raison du
segment de cylindre qui a la méme base et
le méme axe que le segment du conoide & la
figure circonscrite est moindre que la rai-
son de ce segment de cylindre au coOne ¥.
Ce qui ne peut étre. Donc le segment du
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conoide n’est pas plus petit que le cone.¥ ;
donc la proposition est évidente.

PROPOSITION XXIX.

La moitié d’un sphéroide quelconque
coupé par‘un. plan conduit par le centre,
et perpendiculaire sur l'axe est double du
céne qui a la méme base et le méme axe
que le segment.

Qu’un sphéroide soit coupé par un plan
conduit par le centre et perpendiculaire sur
Paxe; qu’il soit-encore coupé par un autre
plan conduit par I’axe; que la section du
sphéroide soit I’ellipse ABra, ayant pour dia-
‘métre Paxe du sphéroide BA, et pour centre
le point ©: il est indifférent que BA soit le
grand ou le petit diamétre de P’ellipse. Que
la section du plan qui coupe le segment soit
la droite ra. Cette droite passera par le cen-
tre, et fera des angles droits avec Ba ; parce
que l’on suppose que ce plan passe par le
‘centre, et qu’il est perpendiculaire sur Paxe.
11 faut démontrer que le segment qui est la
- moitié du sphéroide, et-qui a pour base le
cercle décrit autour de At comme diamétre,
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et pour sommet le point B, est double du
céne qui a la méme base et le méme axe

que ce segment.
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Que le céne ¥ soit double de celui qui a
la méme base et le méme axe e que le seg-
ment. Je dis que ]a moitié du sphéroide est
égale au céne ¥. Car si la moitié du sphé- .
roide n’est pas égale au cdne ¥, supposons
@&abord qu’elle soit plus grande; si cela est
possible. Dans le segment qui est la moitié
du sphéroide, inscrivons une figure solide
composée de cylindres, ayant une hauteur
égale, et circonscrivons-lui en une autre,
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de maniére que I’excés de la figure circon-
scrite sur la figure inscrite soit moindre que
Pexcés du demi-sphéroide sur le céne .
Puisque la figure circonscrite est plus.grande
que le demi-sphéroide, I’excés du demi-sphé-
roide sur la figure inscrite sera plus petit que
Pexcés du demi-sphéroide sur le come ¥, il
est évident que la figure inscrite dans le
demi - segment sera plus grande que le
cone ¥.

Soit un cylindre qui ait pour base le
cercle décrit autour de Ar comme diamétre,
et pour axe la droite Be. Puisque ce cylindre
est triple du céne qui a la méme base et le
méme axe que le segment, et que le cone ¥
est double de ce cone, il est évident que ce
cylindre sera égal a trois fois la moitié du
céne . Prolongeons les plans de tous les
cylindres dontla figure inscrite est.composée
jusqu’a la surface du cylindre’qui a la méme
base et le méme axe que le segment, 4.e cy-.
lindre total sera partagé en autant de cylin-
dres qu’il y en a dans la figure circonscrite,
et chacun de ces cylindres sera égal au plus
grand de ceux-ci. Prenons des droites ggi se
trouve la lettre =; que ces droites soient en
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méme nombre que les segmens de la droite

Bo., et que chacune d’elles soit égale & la
droite Be : sur chacune d’elles décrivons un
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quarré, Du dernier de ces quarrés retran-
chons un gnomon qui ait pour largeur la
droite Br; ce gnomon sera égal a la surface
comprise sous BI, 1A (€). Du quarré suivant
retragchons un gnomon qui ait une lar-
geur double de BI; ce gnomon sera égal a la
“surface comprise sous Bx, xA. Continuons
“de retrancher de chaque quarré qui suit un .
‘gnomon qui ait une largeur plus grande
d’un segment que la largeur du gnpmon qui

/
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précéde; chacun de ces gnomons sera égal a
une surface comprise sous deux segmens de
BA, un de ces segmens étant égal 4 la largeur
. du gnomon. Mais le quarré qui reste du se-
cond quarré a un coté égal a la droite ok (3);
donc le premier des cylindres placés dans le
cylindre total, qui a pour axe la droite oF est
au premier des cylindres placés dans la figure
inscrite, qui a pour axe la méme droite ok
comme le quarré de A® est au quarré dekE, et
par 'Sonséquent comme la surface comprise
sous B® , ©A est & la surface comprise sousBE,
£A (4). Donc le premier cylindre est au se-
cond cylindre comme le premier quarré est -
au gnomon qui a été retranché du second
- quarré. Semblablement, chacun des autres
cylindres qui ont pour axe une droite égale
4 OE sera au cylindre qui est'dans la figure
inscrite, et qui a le" méme axe comme. le

quarré qui lui correspond est au gnomon qui .

a été® retranché du quagré suivant. On. a
donc certaines quantités , savoir les cyhn-
dres qui sont placés dans le cylindre total ,
et certaines autres quantités, savoir les quar-
rés des droites =, = qui sont en méme nom-
bre que les cylindres; et ces quantités sont

A}
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proportionnelles deux & deux. Mais ces cy-
lindres sont comparés a d’autres quantités,
savoir aux cylindres placés dans la figure
inscrite , et le dernier n’est point comparé
d un autre; et les quarrés sont comparés a
d’autres quantités dans les mémes rgisons,
savoir aux gnomons correspondans qui sont
retranchés des quarrés , et le dernier quarré
n’est point comparé a un autre. Donc la
somme de tous les cylindres placés dans le
cylindre total est a la somme de tolls les
autres cylindres comme la somme de tous
les quarrés est a4 la somme de tous les gno-
mons qui en sont retranchés (3). Donc le
. cylindre qui a la méme base et le méme axe
que le segment est a la figure inscrite comme -
la somme de tous les quarrés est a la somme
de tous les gnomons qui en sont retranchés.
Mais la somme de ces Quarrés est plus grande
que trois fois la moitié de la somme des gno-
 mons qui en sont‘etranches. En effct¥on a
pris certaines lignes =p, 22, 5T, Y, E0 qui
se surpassent également, et dont la plus
petite est égale a4 leur excés; ’on a pris de
plus d’autres lignes désignées par les lettres
E = qui sont en méme nombre que les pre-
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miéres; et dont chacune est égale ala plus .
grande des derniéres. Donc la somme des
quarrés construits sur les lignes dont cha- |
cune est égale la plus grande est plus petite
que le triple de la somme des quarrés con-
struits sur les droites qui se surpassent éga-
lement ; et si I'on retranche le quarré con-
struit sur la plus grande droite , cette somme
sera plus grande que le triple de la somme
des quarrés restans; ce dui a été démontré
dans les choses que nous avons publiées sur
les hélices (10, cor.). Mais puisque la somme
de tous ces quarrés est plus petite que le
triple, de la somme des autres quarrés qui
ont été retranchés de ceux-ci ; if est évident
“que cette somme est plus grande qué trois fois
la moitié de la somme des surfaces restan-
tes(2). Donc cette somme est plus grande
que trois fois la mé6itié de la somme des
gnomons. Donc aussi le cylindre qui a la
méme base et le méme axe que le segment
‘est plus grand que trois fois la moitié de la
figure inscrite (€). Ce qui est impossible; car
.ce cylindre &st égal A trois fois la moitié
du cdne ¥, et 'on a démontré que la figure
inscrite est plus grande que le cone ¥. Donc
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la moitié du sphéroide n’est pas plus grande
que le céne ¥.

La moitié du sphéroide n’est pas plus pe-
tite que le cone ¥. Qu’elle soit plus petite ,
si cela est possible. Inscrivons de nouveau
dans la moitié du sphéroide une figure so-
lide composée de cylindres qui aient la
méme hauteur ; et circonscrivons-lui en
une autre, de maniére que l'excés de la
* figure circonscrite sur la figure inscrite soit
plus petit que ’excés du cone ¥ sur la moi-
tié du sphéroide ; et faisons le reste comme
auparavant. Puisque la figure inscrite est
plus petite que le segment, il est évident
que la figure circonscrite sera plus petite
que le cone . '

Le premier des cylindres places dans le
cylindre total, qui a pour axe la droite ek
est au premier des cylindres placés dans la
figure circonscrite , qui a pour axe la droite
©t, comme le premier quarré est i ce
méme quarré. Le second des cylindres pla-
cés dans le cylindre total , qui a pour axe la
droite £ est au second des cflindres placés
dans la figure circonscrite, qui a pour axe
la droite £, comme le second quarré est au
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gnomon qui.en est retranché. De méme,
chacun des autres cylindres qui sont placés
dans le cylindre total, et qui ont pour axe
une droite égale & o est au cylindre cor-
respondant qui est placé dans la figure cir-
conscrite , et qui a le méme axe, comme
le quarré correspondant est au gnomon qui
en est retranché. Donc la somme de tous les
cylindres qui so\‘ntv’placés dans le cylindre
‘total est & la somme de tous les cylindres qui.
sont placés dans la figure circonscrite comme
" la somme de tous les quarrés esta une surface
égale 4 la somme du premier quarré , et des
. gnomons qui sont retranchés des autres
quarrés (2). Mais la somme de tous les quar-
rés est plus petite trois fois la moitié d’une
surface égale 4 la somme du premier quarré,
et des gnomons qui sont reiranchés des au~
tres quarrés ; parce que cette somme est plus
grande que le triple de la somme des quar-
xés construits sur les droites inégales, le
quarré construit sur la plus grande droite
étant excepté (Hélices, pro. 10. cor.). Donc,
le cylindre qui a la méme base et le méme
* axe que le segment est plus petit que trois
fois la moitié de la figure circonscrite. Ce qui
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ne peut étre; car ce cylindre est égal a trois

fois la moitié du cone ¥ ; et I’on a démon-
tré que la figure circonscrite est plus petite

que le cone ¥. Donc la moitié du sphéroide’

n’est pas plus petite que le céne ¥. Donc elle
lui est égale, puisqu’elle n’est ni plus grande
ni plus petite.

PROPOSITION XXX

5i un sphéroide quelconque est coupé par
"un plan conduit par le centre et non per-
pendiculaire sur I’axe, la moitié du sphé-

roide sera encore double d’'un segment de

céne qui aura la méme base et le méme axe
que le segment.

Coupons le sphéroxde,.Coupons—le ensuite
par un autre plan conduit par Paxe et per-
pendiculaire sur le plan coupant; que la
section du sphéroide soit I’ellipse aBra, dont
le centre est le point @ ; et que la section
du plan coupant soit la droite ar. Cette

droite passera par le point @; parce qu’on

a-supposé que le plan. étoit conduit par le
centre. On aura donc une certaine ellipse

décrite autour de Ar comme diameétre ar,

-
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parce qu’'on a supposé que le plan coupant
n’étoit pas perpendlculalre sur I'axe. Me-
nons les droites KA , MN paralleles a AT; et
que ces droites sownt tangentes a 1’ellipse

aux points B, A; et par ces droites faisons
passer des plans paralléles & celui qui a été
conduit par la droite ar. Ces plans touche-
ront le sphéroide aux points B, A, la droite
qui joint les points B, A passera par le point
o (18); les sommets des segmens seront les
points B, A, et les axes les droitesBe , @A, On
peut donc trouver un cylindre dont Paxe
soit la droite Be, dans la surface duquel se
trouve Vellipse décrite autour de AT comme
diameétre (10). Ce cylindre étant trouvé, on
aura un segment de cylindre qui aura la
- méme base et le méme axe que la moitié du
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sphéroide. On peut de plus trouver un cone
quiaitson sommet au point B, et dansla sur-
face duquel se trouve ellipse décrite autour
de Ar comme diamétre (g). Ce cone étant

K B A

trouvé , on aura un certain segment*de céne
qui aura la méme base et le méme axe que
Ie segment du sphéroide. Je dis que la moitié
du sphéroide est double de ce chne.

" Que le céne ¥ soit double de ce segment
de cone. Si la moitié du sphéroide n’est pas
égale au coéne ¥, qu’il soit plus grand, si cela
est possible. Inscrivons dans la moitié du sphé-
roide une figure composée de segmens de
cylindre qui aient une hauteur égale, et cir-
conscrivons-lui en une autre, de maniére
que-Yexcés de la figure circonscrite sur la
figure inscrite soit plus petit que Vexcés de
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la moitié du sphéroide surle cone ¥. Nous
démontrerons de la méme maniére que
nous l'avons fait plus haut, que la figure
inscrite est plus grande que le cone¥; que le
segment de cylindre qui a la méme base et
le méme axe que ce segment est égal a trois
fois la moitié du céne ¥ ; et que ce segment
est plus grand que trois fois la moitié de
la figure inscrite dans la moitié du sphé-
roide. Ce qui.ne peut étre. Donc la moitié
du sphérmde n’est pas plus grande que le
cone¥.

Que la moitié du sphérmde soit plus pe-
tite que le. cone ¥. Inscrivons dans.la moi-
tié du sphéroide une figure solide composée
de segmens.de eylindres qui aient une hau-
teur égale, €t circonscrivons-lui en une
autre, de maniére que Pexcés de la figure
circonscrite sur la figure inscrite soit plus
petit que Lexcés du cone ¥ sur la moitié
du. sphéroide. Nous démontrerons encore,
.comme.nous 'avons fait plus haut, que la
figure circonscrite est plus petite que le
cOne ¥; que le segment de cylindre qui.a
la- méme base et le méme axe que le seg-
ment du sphéroide est égal i trois fois la

TOME L 22
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moitié du cone ¥; et que ce segment est plus
petit que trois fois la moitié de la figure cir-
conscrite. Ce qui ne peut étre. Donc la
moitié du sphéroide n’est pas plus petite que
le cone ¥. Mais si la moitié du sphéroide
n’est ni plus grande ni plus petite que ce
cone, elle lui est égale. Donc la proposmon
est évidente.

PROPOSITION XXXL

Le segment d’un sphéroide quelconque
coupé par un plan perpendiculaire sur 'axe
qui ne passe pas par le centre est au céne
qui a la méme base et le méme axe que
ce segment , comme une droite composée de
la moitié de I'axe du sphéroide, et de 'axe
du plus grand segment est a 'axe du plus
grand segment.

Qu’un segment quelconque d un sphé-
roide soit yetranché par un plan perpendicu-
laire sur I'axe, sans passer par le centre; que
ce méme segment soit qoupé par un-autre
plan conduit par Paxe; que. la section du
sphéroide soit Pellipse ABr , dont le diaméire
BZ est I'axe du sphéroide, et dont le centre
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est le point @ ; et que la section du plan qui
vetranche le segment soit la droite Ar. Cetto
droite sera perpendiculaire sur Bz; parce

que l’on a supposé que Ie plan coupant étoit
perpendiculaire sur I'axe. Que le segment
qui est praduit par cette section, et qui a
son semmet au point 8 soit plus petit-que la
mo;taé du sphérolde, et que zH soit €gal a
86. Il faut démontrer que le segment qui a
pour sommet le point B -est au cdne qui a la
méme. base g} le méme axe que co segment
comme AH est 4 AZ.

~Soit un (_:yl;ndre qui ait la méme bano st

t



340 : DES CONOIDES

le méme axe que le plus petit segment. Pre-
‘nons de plus un’ cne ¥ qui soit au céne qui
a la méme base et le méme axe comme AH
est 4 Az. Je dis que le cOne ¥ est égal qu seg- -
ment’ qui a son sommet au point B. -

Car si ce cone ne lui est pas égal, qu’il soit -
d’abord plus petit, si cela est possible. Inscri-
vons dans le segment une figure solide com-~
posée de cylindres qui aient une hauteur
égale, et circonscrivons-lui en une autre,
de maniére que ’exceés de la figure circon-
scrite sur la figure inscrite soit moindre qie
Pexcés du segment du ephéroide sur le céne
¥ (21). Puisque I’excés de la figure circon-
‘scrite sur la figure inscrite est plus pdtit que
Pexcés du segment sur ce céne, il’ est &vi-
dentque la ﬁgure inscrite est plus grande
que le come ¥.. - :

- '‘Que BP soit la troméme partle de BA. Puls-
que BH est triple de Be, et BA triple de sp,
la- droite AH sera triple de ep. Dox‘lc.‘ Ie cy-
lindre qui a ld méme base que I¢ segment,
et pour axe la droite Ba est an ‘cbne qui a
la méme base et le méme axe ‘comme anH
est & ep. Mais le cone dont nous venons de
parler est au céne + comme AZ est & AH,

. -
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Donc, par raison d’égalité dans la propor-
tion troublée, le cylindre qui a la méme
base et le méme axe que-le segment est au

N 2 =4
N—0©R z

cOne ¥ comme Az est i @p. Prenons & pré-
sent les lignes dans lesquelles sont les lettres -
E N; supposons que ces droites soient en
méme nombre que les segmens qui sont dans-
la droite BA , et qu’elles soient égales cha~'
cunea la droite zA. Que chacune des droites
=0 soit égale & la- droite BA.. Chacune -des

droites restantes No sera double de la droite
aA'(6).. Appliquons & chacune des droites Nz

une surface qui ait une.largeur égale 4 Ba;
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dans chacune de ces surfaces construisons un
quagré , et menons s diagonale. Retranchons
de la premiére de ces surfaces un gnomon
qui ait une largeur égale a BE ; retranchons
de la seconde un gnomon qui ait une lar-
geur égale a BxX; retranchons de la méme
maniére de chaque surface qui suit immé-
diatement un gnomon qui ait une largeur
plus petite d’un segment de BA que le gnomon
précédent. Il est évident que le gnomon qui
a été retranché de la premiére surface sera
égal A la surface comprise sous BE, Ezf, etle
reste sera une surface appliquée sur No, dont
la partie excédante sera un quarré qui a
pour cété une droite égale 4 AE (7). Le gno-
mon qui est retranché de la seconde surface
“sera égal & la surface comprise sous ZX, XB,,
et le reste sera une surface appliquée sur No
dont la’ partie excédante sera un quarré; et
ainsi de: suite. Cela étant ainsi,’ prolongeons.
les plans de tous les cylindres dont la figure.
inscrite dans le segment est composée jusqu’s
1a surface du cylindre qui a la méme base et
le méme axe que le segirient. Le cyhndre to~
tal sera partagé en autant de cyhndres qu’il
¥ en a dans la figure circonscrité , et cha-
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cun de ces oylindres sera égal au plus grand
de ces-derniers. Le premier des cylindres pla-
cés dans le'cylindre total , qui a pour axe la
droite AE, est au premier des cylindres pla-
oés dans la 'ﬁgure.inscrite ,qui a pour axe la
droite AE comme le quarré de ar. est au
q;uarié de KE. Mais. cette derniére raison est
la méme que celle de la surface comprise
sous BA, Az 3 la surface comprise sous BE,
£z. ‘Donc le premie¢r des cylindres placés
dans le cylindre total est au premier des cy-
lindres placés dans la figure inscrite comme

la premiére surface est au gnomon qui en
'~ a été retranché. Semblablement, chacun des
autres cylindres qui sont placés dans le cys
lindre total, et qui ont pour axe une droite
égale & oE sera au cylindre correspondant
qui est placé dans la figure inscrite et qui
d le méme axe, comme la surface qui lui
correspond est au gnomon qui en a ébté re-
tranché. On a donc certaines quantités , sa-
voir les eylindres -qui sont placés dans le
cylindre total ; on a de plus certaines autres
quantités , saveir les surfaces gui sont appli-
quées ‘sar AN, et qui ont pour largeur une
droite égale a BA; et ces derniéres quantités
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sont en méme nombre que les cylindres, et
leur sont proportionnelles deux & deux. Mais
ces cylindres sont comparés & d’autres cy-
lindres qui sont dans la figure inscrite, le
" dernier n’étant point comparé i un autre;
et ces surfaces sont comparées & d’autres
semblablement placées, dans des . raisons
égales, Cest-a-dire” aux gnomons ‘qui sont
retranchés de ces premiéres surfaces, et la
derniére surface n’est point comparée avec
une autre. Il est donc évident que la somme
de tous les premiers cylindres est & la somme
de tous les autres-cylindres comme lasomme
de toutes ces surfaces est & la surface de tous
Jes gnomons (2). Donc le cylindre qui a la
méme base et le. méme axe que le segment
est & la figure inscrite'’comme la somme de
“toutes ces surfaces est a la.somme’ de tous
les gnomons. - Mais Fon..‘a . certaines lignes
égales dans lesquelles sont leslettresN 0, et &
chacune desquelles on a appliqué une surface
_dont la partie excédante est un guarré; les
_odtés des quarrés se surpassent également, et
.cet excés est-égal  au ¢dté du plus petit
quarré: on a de plus d’autres surfaces appli-
quées 3 NZ, qui ont pour largeur une droite
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égale d BA, qui sont en méme nombre que
les premiéres, et dont chacune est égale 3 la
plus grande de celles—ci. Il est donc évident
que la raison de la somme de toutes les sur-
faces dont chacune est égale a la plus grande,
4 la somme de toutes les autres est moindre
que la raispn de £x°a une droite composée de
la moitié de No et du tiers de =0 (3). Il -est
donc évident que la raison de la somme de
ces surfaces & la somme des gnomons est

plus grande que la raison de la droite =N &
" une droite composée de la moitié de No et
des deux tiers de £0 («). Donc la raison du
cylindre qui a la méme base et le méme axe
que le segment a la figure inscrite dans le
segment est plus grande que la raison de &N
4 une droite composée de la moitié de No
et des deux tiers de ox. Mais la droite az
‘est -égale & =N; la. droite-ae est égale 4 la
. moitié de No, et la droite AP égale aux deux
tiers de =p; donc-la raison du cylindre total
4 la figure inscrite dans le segment est plus
.grande que la raison de Az .3 ep. Mais I’on
-a démontré que le cylindre est'au céne ¥
‘comme Az est & op; donc la raison du cy-
lindre & la figure inscrite est plus grande



346 DES CONOIDES

que la raison de ce méme cylindre au cone

.¥. Ce qui ne peut étre ; car on a démontré
que la figure inscrite est plus grande que le
cone ¥. Donc le segment du sphéro'idé n’est
pas plus grand que le cone +. |

Que ce segment soit plus petit que le cone
¥, si cela est possible. Inscrivons de nou-
veau dans le segment une figure solide com-
posée de cylindres qui aient une hauteur
égale, et circonscrivons-lui en.une autre ,
de maniére que I'excés de la figure eircon-
scrite sur la figure inscrite soit plus petit que
Pexcés du cone ¥ sur le segment, et fajsons
lereste comme auparavant. Puisque la figure
inscrite est plus petite que le segment , et que
I’excés de la figure circonscrite sar la figure
inscrite est plus petit que ’excés du .céne ¥
sur le segment, il est évident que la figure
circonscrite est plus petite que le cone ¥.

Le premier des cylindres placés dans le
cylindre total, qui & pour axe la droite AE
est au premier des cylindres placés dans la
figure circonserite, qui a le méme axe,
comme la derniére des surfaces qui sont ap-
pliquées & =N, et qui ont une Jargeur égale
& la droite BA est a cette méme surface; car
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ces cylindres sont égaux, ainsi que ces sur-
faces ; le second -des cylindres placés dans
le. cylindre total , qui a pour axe une droite
égale & AE est aun cylindre correspondant
dans la figure ‘circonscrite comme la pre-
miére des surfaces qui sont appliquées a =a,
et qui ont une largeur égale a BA est au gno-
mon qui en est retranché ; et chacun des
autres cylindres qui sont placés dans le cy-
lindre total ét .qui ont un axe égal 4 da
droite AE est au cylindre qui lui est corres-
~ pondant dans la figure circonserite comme la
surface qui lui est correspondante parmi
celles qui sont appliquées & BN est au gno-
mon qui en. a été retranché -avant celui
qu’on nomme le dernier. Donc, pat la méme
raison. qu’auparavant , 1a somme de tous les
eylindres placés dans le cylindre total.est & la
somme de tous les cylindres placés dans la
figure circonscrite comme la somme de toutes
Jas surfaces qui sont appliquées 2 ZN est &
une surface composée de la derniére surface
et de tous les gnomons qui ‘sont retranchés
des autres surfaces. Puisque ’on a démon-
tré que la raison .de la somme de toutes les
-surfaces appliquées & =N & la somme de
o X
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toutes les surfaces qui- sont appliquées & No,
et dont les parties:excédantes sont des quar-
rés, la plus grande étant exceptée , est plus.
grande que la raison de. =N . une .droite
égale composée de la moifié ‘de No et du
tiers de =0, il est évident:que la raisen de
la somme de ces mémes surfaces a la somme
des surfaces restantes, savoir la derniére.
surface et les gnomons qui sont retranchés
des surfaces restantes est moindre que la rai-
son .de la droite de =N 2 une droite com~
posée de la moitié de No et des deux tiers
de ®o. 1l est donc évident que la raison du
cylindre qui a la'méme base et le méme
axe que le segment & la figure circonscrite
est moindre que la raison de za i er. Mais
la raison du cylindre dont nous venons de
parler au cone ¥ est la-méme que celle de
Az a ep, donc la raison du cylindre a la
figure circonscrite est moindre que la rai-
son de ce méme cylindre.au céne ¥. Ce qur
ne peut étre;: car'on a démontré que la
figure circonscrite est plus petite que le cone
¥. ‘Donc :le segment du sphéroide n’est pas
plus petit que le conew.Donc il lui est égal ,
puisqu’il n’est mi plus grand ni plus petit.
)
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PROPOSITION XXXIL

Sl un sphérOlde est coupé par un plan qui
e passe-pas par le centre , et qui-ne soit pas
perpendiculaire sur I'axe’, le plus petit seg-
ment sera au segment de cone qui a laméme
base et le méme axe que le segment comme
une droite composée de lamoitié dela droite
qui joint les sommets des segmens qui sont
produits par le plan coupant et de Faxe du
petit segmeﬂi{ ‘est & 'axe du grand segment.

Couponé un spﬁérp'ide quelconque, comme

nous venons. dre le 'dire: Conpons ensmte la
spliéroide parun. plan eonduit pan Faxe et
perpendiculaire:sur le - premler,_ ‘que cette
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section du sphéroide soit l'ellipse Arra, et
que la section du plan ¢ui retranche le seg-
ment soit la droite ra. Menons i la droite
AT les paralléles e, =1 qui touchent Uellipse
aux pointss , Z ; et par ces paxalléles faisons
p

pﬁsser des plans paralléles au plan conduit
par AT. Ces plans toucheront le sphéroide aux
points B, z, et la droite Bz qui joindra les
sommets des segmens passera’ par le cen-
tre (18). Que le point e soit le centre du
sphéroide et de l'ellipse. Puisque le sphé-
roide est coupé par un plan non perpendi-
culaire sur I'axe., la section est une ellipse
qui a pour-diameétre la drdite ar (25), Pre-
nons un cylindre dont1’axesoit la droite s,
et dans la surface duguel se trotive Lellipse
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décrite autour de AT ggmme diamétre {(10).
Prenons aussi un cone qui-ait son sommet au
point B, et dans la surface duquel se trouve
Pellipse décrite autour de ar comme diamé-
tre (9). On aura un certain segment de cy-
lindre ayant la méme base et le méme axe
que le segment du sphéroide; on aura aussi
un certain segment de cOne ayant la méme
base et le méme axe que le segment du sphé-
roide. Il faut démdntrer que le segment du
sphéroide dont le sommet est Io point B est
au segment de cdne qui & la méme base et
le méme axe que ce segment comme AH
est & Az.

Que la droite zH soit égaleit la droite oz.
Prenons un céne ¥ qui soit au segment de
cone qui a la méme base et le méme axe
que le segment da sphéroide , comme AH est
4 Az. Si le segment du sphéroide n’est pas
égal au coéne ¥, qu’il soit d’abord plus
grand , si cela est possible. Inscrivons:dans
le segment du sphéroide une figure solide
compdsée de segmens de cylindre qui aient
une hauteur égale , et cireonscrivons-lai en
une autre, de maniére que Pexcés de la
ﬁgure circonscrite sur la figare inscrite soit



352 DES CONOIDES

plus petit que P'excég du segment du sphé-
roide sur le céne ¥. On démontrera, comme
nous Yavons fait plus haut, que la figure
inscrite est plus grande que le cbne ¥, et
que la raison du segment de.cylindre qui a
la méme base et le méme axe que le segment
a la figure inpscrite est plus grande que la
raison de ce segment de cylindre au céne ¥.
Ce qui ne peut étre. Donc le segment du
sphéroide n’est pas plusegrand que'le cone .
. .Qu’il soit-plus petit, si-cela est. possible.
Inscrivons de nouveau dans le segment du
sphéroide une figure solide composée de seg-
mens de cylindre qui aient une .hauteur
égale, et circonscrivons-lui en une autre,
de maniére que I’excés de la figure circon-
scrite sur la figure inscrite soit moindre que-
Pexcés du céne ¥ sur le segment du sphé-
roide. On démontrera de la méme maniére
que nous,’avons fait plus haut, que la figure
circonscrite est pluys petite que le.céne ¥ ,. et
que la raison du segment de cylindre qui a
la méme base et le méme axe que le seg-
ment du sphéroide a la ﬁg@re circonscrite
est moindre que la raison dn s¢gment de cy—
- lindre au cone ¥. Ce qui ne peut étre. Donc
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le segment du sphéroide n’est pas plus petit

que le cone ¥. Donc ce qu’il falloit demon—-
trer est évideni..

PROPOSITION XXXIIL
Le grand segment d’un sphéroide quel-
conque coupé non par son centre par un
plan perpendiculaire sur ’axe est au cone
qui a la méme base et le méme axe que ce
segment , comme ure droite composée de la
moitié de ’axe du sphéroide et de I’axe du
petit segment est ¥ ’axe du petit segment,
 LCoupons un sphermde quelconque comme
on vient de le dire; _que ce méme sphermde _
"'sou: coupe par un autre plan condult par
Paxe et perpendlcu]aue sur le premier ; que
ette sectlon soit l’elhpse ABT ayant pour dia-
métre la droxte BAqui est I’ axe du spheroxde ,
‘et que la sectmn du plan qui. retmnche le
'segment soit la dr01te TA. Ceu‘.e droue sera
'perpendlculalre sur BA Que le gr.md seg=
Vment smt celui qux a son sommet au pomt B, .
et gue le centre du spheronde soit le point e.
‘ Falsons les dr01tes AH, BL chacune égale &

'Ae I faut demontrer que le segment du
TOME L * - 23



354 DES CONOIDES

sphéroide dont le sommet est le point B est
au céne qui a la méme base et le méme axe
que ce segment comme EH est & EA. '

Coupons le sphéroide par un plan conduit
‘par le centre et perpendiculaire sur Paxe,
et que 1é cércle qui est produit par cette sec-
tion s6it Ta base d’un coéne qui ait son som-~
met sur A. Lé sphéroide total ser'a double du
‘segment qui a poitt base le cercle décrit sur
“KA coiitie ‘diametre et qui "a poar sommet le
pomt A, Mals 'Te segment dont nous venons
- de paﬂ'er’est double du cbne Giii a Ta méme
base et Ie méme axe que le segment Ce g quia
été démiontré (29). Done le spher01de total
“est quadrup‘fe du cotie dont nous venons ‘de
‘parler. M‘als ‘ce ‘cdnie ‘et ceIm qul a pour
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base le cercle décrit autour de AT comme: dia-
métre et pour sommet le point A sont en rai»
son composée de la raison de €A 3 4. et de
la raison du qtiarré,de K®. au quatré de EA;
et la raison du quarré de k@ au quarré de
EA est ]a méme que celle de la surface com-
prise sous Be, €A a la. surface comprise sous
BE, EA; et de plus la raison de ea & EA est
la méme que la raison de =a 4 ea. Donc la
surface comprise sous A, BO est 4 la surface
comprise sous B8, @A comme A8 est & AE.
Mais la raison composée de la raison de la
surface comprise sous A, eB & la surface
comprise sous B@, 04, et la raison de la sur-
face comprise sous e, @44 la surface,coni-
Prlse sous BE; EA spnt les mémesguela raison
de la surface comprise spus 54 , 20,4 la sur-
face comprlse sous.BE,, Ep. Hgne le gone qui
a pour base le .cercle dﬁcx;zt-,mtp);r de,xa -
comme diamétre,, gt qui:a pour. samyuatde -
point A' est au cne quia ponr,base le-cercle
decnt .autour de AT, comme, diametre ot powr
sommet le point 4, comme, la surface com
Pprise. .sous B0, BO est:d la surfia@e ‘comprise
sous BE, EA. Mais le cone. qui .a -poeur -base:le
cercle decm; autour de AT comme diametre
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et pour sommet le point A est au segment
~ du sphéroide qui a la méme base et le méme
~ axey comme la surface comprise sous BE , EA
est & la surface comprise sous ZE , EA, c’est-i-

4

Sy

dire comme BE est 3 EZ ; car on a démontré
qu’un 'segment plus petit que la' moitié du
sphéroide est au céne qui a la mémie base et
le méme ‘axe que ce ‘segment, ‘comine une
- droite composéé de la moitié de' Paxe du
- sphérdide et de Paxeé dua grand’ segment est
4 Yaxe du ‘grand “ségment ;| &eést - 4 - dire’
comme'zZg est ' 3E (32). Donc le COne qu1 ‘est
dans 4 mitié' du sphéroide est au segment
qui est plas-petit que la moitié du sphéroide
eomin’e la surface comprise sous =A°, Bx est &
1a surface comprise sous zE ; AE. Mais le sphé=
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roide total est au cone qui est dans ]amoiﬁé
du sphéroide  comme la surface comprise -
sous ZH, =A est & la surface comprise sous
B@, 54 ; car le sphéroide total et la premiére °
surface sont quadruples du céne et de la
secande surface; et le cdne qui est dans la
moitié du sphéroide est au segment qui est
plus petit que la moitié du sphéroide comme
la surface comprise sous 54,86 ¢st & la sur-
face comprise sous zE, EA; et de plus, le
sphéroide total est -aw plus. petit segment
comme la surface comprise seus zH, EA est &
la surface comprise sous zE, EA; donc le
plus grand segment du sphéroide est au plus
petit comme V'excés de la surface comprise
sous ZH, =A sur la surface comprise sous ZE,
AE est 4 la surface comprise sous ze, EA. Mais
Pexces de la surface comprise sous zH, zA
sur la surface comprise sous ZE, EA est égal
4 la surface comprise sous A, EH, conjoin-
tement avec la surface comprise sous ZE, = ;
donc le plus grand segment du sphéroide est
au plus petit comme la surface comprise sous
A, EH, conjointement avec la surface com-~
prise sous zE, =k est & la surface comprise
squs ZE, EA. Mais le plus petit segment du
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sphéroide est aw ¢6ne qui a la méme base et
le méwié axe qué-lai, comme la surface
eoImpRise sous ZE, kA ést & la sarface comprise
soas BE, EA; car la prémiére raison est la
méme gue eeble de ze & BE; ét Ie ¢dné qui
est dans le plas petit segment est au céne
qui ‘esp dans ke plus grand segment comme la
surface eomptise sous BE, EA est au quarré
de BE; car ces cdnes qui ont la méme base
sont entre sux comme leurs hauteurs. Donc
le plus grand segment du sphéroide est au
cone qui est dans ce segment commie la
surface comrprisé sous A, ER, comjoitite-
miotit avéc la surface corhprise sous ZE, &8 est
au quadré de BE. Mais cette raison est la
méme que eelle dé e 4 pa; parce que la
suifacé éomnptise sous 4 , kil est & la surface
comprise sous A, EA corhme EX est & £A; et
que la surface comprise sous 2, ZE est a la
surfiée comprise sous Zg, O comme la sur-
fave EH est & EA ; car ZE est’'d O commé EH
est & £A, les-droites 54 , @4, AE 8tant succes—
sivemént proportionnelles, et @A étant égal
4 HA, Donc la surface comprise sous E’Ai, EH,
eonjointerent avec la surface comprise sous
2E =E, est & la surfacecbhaprise sous =4, EA,
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cqn;omtement avec la surface comprise sous
ZE , ©% comyne EH est & EA. Mais le quarré de

BE est égal & 1a surface comprise sous 24, EA 4
comjointement avec la surface comprise sous
1E, OF; parce- que le quarré deBe est égal dla
surface compnse sous =A, EA, et que l’excés
du quarré de BE sur.le quarré de Be est égal
a la surface comprise sous ZE , @, les droites
BO , BZ étant égales entre elles. Il est donc évi-
dent que le grand segment du sphéroide est
au cdne qui a la méme base et le méme axe
que ce segment, comme EH est & EA.

.PROPQSIT,ION- .:xxmv.

. ne. passe pas par le centre s et qm ne smt ~
pas perpendlculalre sur 'axe, le plus grand
segment du sphéroide serg au segmpnt de
cqne qui a la méme base et le méme axe
que lui, comme yne droite composée de la
moitié de la droite qui joint les sammets des
segmens qui ent été prodmts par cette sec-
tion, et de ’axe du petit segment est & l’a.xe
du petit segment. , :

- Couponsun spheroxdepar un plan > comme

i
\
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nous vonons de le dire. Coupons ensuite le
sphéroide par un autre plan qui passe par -
Paxe et qui soit perpendiculaire sur le plan
coupant. Que la section du sphéroxde soit’

Pellipse AﬁrA et la section du :p]an cou};ant
ia droite ra. Menons & la droite At les paral-
léles iip, 3T qui touchent 1 elhpse aux pomts
A, B; et par ces paralléles conduisons des
plans paralléles au plan conduit par ar. Ces
p]atis' tbuchefont le sphéroide aux points B,
A, et les points B, A seront les sommets des
segmens Menons la droite Ba qui joigne les
sommets des segmens qm ont été engendrés ;
cette dr01te passera par le centre (18). Que le
centre soit le point e. Que le plus grand seg-
ment du sphéroide soit celui dont le som-
met est le point B, Faisons la droite an égale
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a ae, et la droite Bz égale aussi i ae. Il faut
démontrer que le plus grand segment est &
un segment de céne -qui a la méme'base et
. le méme axe que ce segment, comme EH est
a EA. ' .
Coupons le sphéroide par un plan gon-
duit par le centre et paralléle au plan con-
duit par Ar ; et inscrivons dans la moitié du
sphéroide un segment de c6ne qui ait son
sommet au point A. Que la droite =A soit &
- la droite @A, comme 2 est 4 EA. On dé-
montrera de.la méme maniére que nous
Pavons fait plus haut, que le segment de
cbne inscrit dans la moitié du’ sphéroide est
au segment de cone inscrit dans le .plus petit
segment,, commela surface comprise sous 24,
Be est' & la surface comprise sous BE, EA ; et
que le segment de céne inscrit dans le plus
pelit segment est. au segment dans lequel il
est inscrit , comme la surface c'omprisé sous -
BE, EA est 4 la surface comprise sous ZE, EA.
Donc le segment de cone inscrit dans la moi-
tié du sphéroide est au plus petit segment
de ‘ce sphéroide,, comme la surface comprise
sous A, B est-a la surface comprise sous
-zt ;A Donc le sphéroide total sera au seg-

N
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ment de cdne inscrit dans la moitié du sphé-
roide, comme la surface comprise sous zH,
=a est & la sucface comprise sows 3@, 24
car le sphéroide total et la pramiére surface

“”iﬂ[;'.}t ?‘ ' P ’
sont quadruples du coéne-et de la aul'facc
comprise sous B® , =a. Mais le segment de
c6ne dont nous venons de parler est au: plus
_ petit segment du sphéroide, comme la sur~

face comprlse sous ¥A;’BE est i la surface
eomprise sous IE, BA; ‘donc le sphéroide
total est au p]us petit segment du sphéroide
comme la surface comprise sous zH, =A est 2
la surface comprise sous ¥z, Ea; Mais le plus
- grand segment du sphéroide est au plus petit
comme Pexoés de la surface comprise satis
IH, A sur Ja surface comprise sous.ZE, EA
est & la’ surface comprise isous 1k, E4; et le
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plus petit segment du sphéroide est au seg-
ment de céne qui lui est inscrit comme la
surface comprise sous ZE, EA est & la sur-
face comprise sous BE, EA; car on a dé-
montré que cette raison est l]a méme que

celle de zE a BE; et enfin le segment de céne
inscrit dans le plus petit segment est au seg-
ment de cOne inscrit dans le plus grand seg-
ment comme la surface comprise sous BE , EA
est au quarré de BE; car les segmens de céne

dont nous venons de parler ayant la méme

base, sont entre eux comme leurs hduteurs,
et ces hauteurs sont entre elles comme les
droites AE, EB. Donc le plus grand segment
du sphéroide est au segment de cdne qui
Jui est inscrit comme l’excés de la surface
comprise sOusHz, =A sur la surface comprise
sous ZE, EA est au quarré de BE. On démon-

)

trera de la méme maniére que nous ’avons

fait plus haut , que cette raison est la méme
que celle de EH & EA.

FIN DES CONOIDES ET DES SPHEROIDES.
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LIVRE PREMIER.
AI{‘CHIMED'E' A DOSITHEE.

(a) L. section du céne rectangle est une pa-
rabole. . i :

Un cone rectangle est un cone droit dont les
cOtés, c’est-a-dire les intersections de sa surface
convexe et du plan conduit par I'axe , forment
un-angle droit. Si ces cotés forment un angle
aigu, le cone s’appelle cone acutangle, et il
g'appelle cone obtus-angle, si ces cotes for-
ment un angle obtus.

11 -suit évidemment de la que, si I'on coupe
perpendiculairement un des cotés d'un cone
rectangle par un plan, la section du céne rec-

- tangle sera une parabole; puisque le plan cou-

pant sera paralléle & 'autre coté du cone. La.
seetion du cdne acutangle ; seroit une ellipse,
TOME IL v * '
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et la section du cone obtus-angle, une hyper-
bole. C’est ainsi que les anciens Géométres,
avant Apollonius, considéroient les sections du
cone qui donnent la parabole, I'ellipse et I'hy-
perbole. Zoyez la note (2) de la lettre d’Ar-
chiméde a Dosithée, qui est a la téte du Traité
des Conoides et des Sphéroides. o

Dans Archimeéde, la parabole est toujours
nommeée section du cone rectangle; lellipse,
section du coue acutangle, et U'hyperbole, sec-
tion du céne obtus-angle. Pour éviter ces cir-
conlocutions, et 4 'exemple d’Apollonius, j'em-
ploierai désormais les mots parabole, ellipse
et hyperbole,

(€) Ce passage d’Archimeéde st trés-obscur;
j’ai suivi la lecon de M. Delambre. Voici la
lettre qu’il me fit 'honneur de m’écrire au su-
jet de ce passage :

Paris, ce 14 décembre 1806.

« A peine étiez-vous sorti, Monsieur, qu’il
m’est venu un doute sur le sens que nous don-
nons au passage obscur de la letire & Dosithée.
Voici comme on pourroit l'entendre : « Ces
» propositions étoient renfermées, dans la na-
» ture de ces figures, quoiqu’aucun géométre
» avant nous ne les efit appergues; mais pour
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» se gonvaincre de leur vérité, il suffira de com-

_ » parer mes théorémes aux démonstrations que
» f'ai données sur ces figures. La méme chose
» est arrivée a2 Eudoxe. Ses théorémés sar la
» pyramide et le cdne étoient aussi dans la na-
» ture, et n’avoient été reconnus par awcurnt
» géométre avant lui. Fe laisse le jngement sur
» mes découvertes’ a ceux qui seront en état de
» les examiner. Plit 4 Dieu que Conon vécit -
» encore, il auroit ét€ bien én état d’en dire son
» avis ». ' '

» Ainsi il ne s’agit ‘pas dans Ta comparaison
des figures aux théotémes, de juger si ces théo-
rémes sont nouveaux, mais s’ils sont vrais. De
ce qu’ils n’ont été vus par personne, il ne s’en-
suit pas qu'on doive les regarder comme dou~

- teux; la méme chose est arrivée a' Endoxe, qui
a trouvé sur la pyramide et le cone des théow
rémes nouveaux et qui pourtant ont été ad~
mis; que les géométres examinent donc mes
propositions et les jugent. Voild je pense le
vrai sens de la lettre. Les mots ut guives facile
intebliget ne sont pas exactement dans-le grec s
ut y manque, et cét uf change le sens. Aw
lieu dew? le grec porte et. Ces propositions sont
dans la nature, et pour kes comprendre it suffit
de comparer les théorémes aust figures et aux
démonstratiors. I’ avoue pourtant q"ﬁ‘” expres
sion grecque me -parait trop’ pew développée,

TOME I 24

N
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. xal voigerer és, et comprendra celui qui. Remar-
quons que ce mot voiseisy, comprendra, se
mettra dans la téte, ne seroit pas le mot pro-
pre s’il s’agissoit de reconnoitre seulement la
nouveauté du théoréme. Pour décider si un
théoréme est nouveau, lintelligence ne fait
rien ; il suffit d’avoir des yeux et de savoir lire;
mais, pour s’assurer de la vérité d’un théo-
réme, il faut étre en état de suivre une dé-
monstration, et souvent celles d’Archiméde
ont besoin qu’on ait quelque intelligence et
quelque force de téte. '
» Je serois tenté de croire le passage altéré,
et qu’il a di étre originairement Ai-peu-prés
ainsi : Kal voigeiey o5 dv TouTwr Tay Oewpnudrov
Tais axodeifer: dvTimapafdrn durd T4 oytuara. Je
mets Oefewenpuivoy, au lieu de oynuarav, et 'a-xn'-
pate au lieu de febewpnuera. C’est une simple
transposition, alors le sens est clair, et alors
Archiméde dira: Pour comprendré mes propo-
sitions, en sentir Pexactitude , il suffit de com-
parer la figure ¢ la démonstration des théo-
rémes, c’est-d-dire de suivre sur la figure la
démonstration des théorémes. Cependant -on
peut soutenir la lecon de Torelli, en- enten—. '
dant 'littéralement le mot démonstration. Au-
jourd’hui par ce mot nous entendons une preuve
claire et #firésistible; mais dans le faitil ne sighi-
fie que l'action d’exposer, de montrer. Pour
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sentir {a vérité de ces propositions , il suffit de
les comparer a ce que montrent ces figures;
ou Vinspection seule de la figure metira dans
tout son jour la vérité des théorémes.

» Au reste, ce passage est tellement tronqu'é
dans un manuscritn® 2360, qu'il est impossible
d’en rien tirer; heureusement il est en lui-
méme trés-peu lmportant 7 oye{ les variantes
edlt. de Torelli. » a

» J’ai I’honneur d’étre , etc.»

AXIQMES.

{(2) Archiméde appelle lignes courbes, non-
seulement les lignes qui ne sont ni droites, ni
composées de lignes droites, mais encore les
lignes brisées et les lignes mixtilignes.

D’aprés le premier axiéme, un arc de cercle
est une courbe, qul est toute engiere du méme
coté de la droite, qui joint ses extrémités. Si
une courbe étoit composée d’'une demi-circon-
férence de cercle et d'un rayon-qui joindroit
une de ses extrémités, oette cowrbe n’auroit
- ancune de ses parties de I'autre coté de la droite
qui joindroit ses extrémités,, quand méme cette
droite seroit prolongée : alors seulement une
partie de la courbe seroit sur le prolongement
de la droite qui joindroit ses extrémités. Ce
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qui n’arriveroit point, si 'arc étoit plus grand
. que la demi-circonférence.

(¢) Cet axibme, qui a beaucoup embarrassé
des commentateurs, est cependant de la plus -
grande clarté. 11 suffit pour le comprendre de
faire attention qu'une ligne courbe, quelle
qu'elle soit, a deux cotés aussi bien qu’une ligne
droite. . .

Soit la courbe APISK, Les lettres BrAEH®

sont placées d'un des cotés de cette courbe, et
les lettres AMNZOII sont placées de P'autre coté.
Sil'on s'imag#oit que le point A se mat dans
la courbe APISK jusqu’e‘t ce qu’il fat arrivé au
point X } on pourroit dire que les lettres BTAEHO
sont i la droite de la courbe, et que les lettres
AMNOTI sont 4 sa gatche. .
Cela posé, joignons les deux points PE de
cette courbe par la droite PZ. Il est évident que
la !droite Pz sera de différens cOtés de cette
‘courbe; la portion PI sera d’ un c6té, et la por-
tion I sera de l'autre; ou si Pon veut “la pre-
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miére portion sera a la droite de la courbe, et
la seconde 4 sa gauche. Done cette courbe n’est
pas concave du méme coté, puisque la droite
P=, qui joint deux de ses points, est de diffé-
rens cotés de cette courbe. :

“Une circonférence de cercle, une portion
de sa circonférence , une ellipse, une portion
de l'ellipse, une parabole et une hyperbale,
sont au contraire des courbes concaves duméme
cbté, parce que les droites qui joindroient deux
points quelconques de ces courbes, seroient
nécessairement des mémes’cotés de ces courbes.

Soit la ligne courbe TT#X, qui est composée
de deux arcs TT, X% appartenant 2 un meéme
cercle, et d’'une droite T¢ menée du point T au
point &; cette courbe sera encore concave du
méme coté, parce que les droites qui joignent
deux points quelconques de cette courbe tom-
bent toutes du méme coté, excepteé la droite
menée du point T au point #, qul tombe sur
cette ligne courbe. T

Il serafacile d’appliquer au quatrleme axidme
ce que je viens de dire du second.

PRINCIPES. .

(2) Ce principe n’est point, comme beaucoup
de Géometres 'ont cru, une définition de la
ligne droite : c’est simplement I'énoncé d'une.
de ses propriétés.



‘374 DE LA SPHERE ET DU CYLINDRE.

- (€) 11 est des personnes qui pensent que !'in-
~ jure des temps a fait périr une partie des Elé-
.mens 'd’Euclide, qui regardent le cylindre, le
cone et la sphére: ces personnes sont dans
Perreur. Tous les théorémes qu’on regrette de
we pas trouver dans Euclide, ne peuvent étre
démontrés qu’a I'dide des principes 2 et 4: or,
Euclide n’a jamais fait usage de ces deux prin-
cipes; on ne doit donc pas étre surpris de ne
pas troaver dans ses Elémens les théorémes,
dont nous venons de parler, et qu'Archiméde
démontre dans ce traité.

Plusieurs Géométres ont tenté, mais en vain,
de démontrer ces deux principes, lorsque les
lignes courbes et les surfaces courbes ne sont
point des assemblages de lignes droites et de sur-
faces pianes. Si ces deux principes pouvoient
étre démontrés, ils I'auroient été par Archi-
méde. Je dis dans la Préface la raison pourqum
il est impossible de démontrer ces deux prin-
cipes.

)i
{

(») Ce principe est une conséquence de la-

premiére proposition du dixiéme livre d’Eu-
clide.
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PRO'P.OSITI'ONOIII.

(2) Mais TA est 4 A® comme HE est é ZH;
donc la raison de EH a ZH est momdre que la
ralson de TA 4 TB,

PROPOSITION IV'

(<) Si I'angle THT étoit égal A Pangle AXM, il
est évident que la raison de MK 4 AK seroit la
méme que la raison de FH A HT. Si nous suppo-
sons ensuite que I’ angle THT diminue, la droite
TH diminuera aussi, et la raison de TH i HT de-
vnendra plus petite; donc alors la raison de MK
a AK sera plus grande que la raison de TH a HT.

(¢) Donc la raison du tété du polygone cir-
conscrit at coté du polygane inscrit est moime
dre que la raison de A a B,

PROPOSITION VI

(a.) Cette proposition est demontree .dans les
Elémens d’Euclide. Foyez la proposmon Iy
livre xiI.
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PROPOSITION VIL

~ («) Appelons P le polygone circonscrit, et p
le polygone inscrit, Puisque P: p <<A + B: A,
et que P < A, on aura a plus forte raison P: A
< A + B: A. Donc par soustraction P — A : A
< B: A.Donc P — A, c’est-3-dire la somme des
segmens placés autour du cercle est plus petite
que la surface B.

PROPOSITION VIIL
(«) Lorsquw’'Archiméde parle d’une surface
¢omprise sous deux droites, il entend toujours
parler d’'un rectangle, dont une de ces droites
est la base et c}ont Pautre est la hauteur.

s PROPOSITION XIV.

(2) La raison en est simple; car puisque T'a
o .. , Ta -
:H: H:EZ,il est évident qu'on aura ks

H :'2:">'<"Ez, ou bien Ta : H:: H: PZ.

(¢) La raison de la surface du prisme 2 Ia
surface du cylindre est moindre que la raison
du polygone inscrit dans le cercle B au cercle
B. Voila ce qui est sousentendu, et ce qu’Archi-

\
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méde sousentend toujours dans la suite, lors-

qu’il a un raisonnement semblable a faire.

Pour que le lecteur puisse, dans ce cas, sup-

pléer ce qui manque, il faut qu'il se souvienne

que, lorsqu’on a quatre quantités, et-que la rai-

son de la premiére 4 la seconde est moindre

que la raison de la troisiéme 4 la quatriéme, la’
raison de la premicére a la troisiéme est encore

moindre que la raison de la seconde 2 la qua-

triéme.

() Parce que ces triangles sont entre eux
comme les droites Ta, PZ, et que nous avons
vu dans la premiére partie de la démonstration

- —2 —
que TA est 2 PZ comme TA est a H.

(4) La raison du polygone qui est circonscrit
au.cercle B & ce méme cercle, est moindre que
- la raison du polygone inscrit dans le cercle 3

a la surface du cylindre. K

PROPOSITION XV.

~ () Donc, par permutation, la raison de la
surface de la pyramide qui est eirconscrite an
cone a la surface du cOne est moindre que la
raison du polygone inscrit dans le cercle B au
cercle B.
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(¢) En effet, la raison du rayon du cercle &
au coté du cone est la méme que la raison de
la perpendiculaire menée du centre du cercle
A sur le c6té du polygone 4 la paralléle au coté
du coéne menée du milieu du coté du polygone
et terminée A 1'axe du cone. Mais la perpendi-
‘culaire menée du sommet du cone sur le coté
" du_polygone est plus longue que la parallele
dont nous venons de parler ; donc la raison du
rayon du cercle A au coté du polygone est
plus grande que la raison de la perpendiculaire
menée du centre sur le coté du polygone i la
perpendiculaire menée du sommet du cone sur
le coté de ce méme polygone.

(7) Donc, par permutation , la raison du po-
lygone circonscrit au cercle B est moindre que
la raison de la surface de la pyramide inscrite
4 la surface du cone.

PROPOSITION XVL

(=) Donc le cercle A est au cercle A comme le
quarré de E est au quarré de B, Mais 4 cause
que E est moyen proportionnel entre T et B, la
droite T est & la droite B comme le quarré
de E est au quarré de B; donc le cercle A est au
cercle A comme I est 4 B; mais le cercle a est
égal a la surface du cone.
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LEMME.

() Le parallelor'ramme BH pourroit n ‘étre
pas un rectangle, mais alors par les surfaces
comprises sous BA, AH; sous BA, AZ, etc. il
faudroit entendre des rectangles dont le; droi-
tes AH, AZ seroient les bdses et les droites BA.
Ba les’ hauteurs.

LEMMES.

(=) Les cylindres qui ont la méme base sont
entre eux comme leurs hauteurs ; donc les co-
nes qui ont la méme base sont aussi entre eux
comme leurs hauteurs : ce qui est 'inverse du
.premier lemme. Je pense qu’il y a une omis-
sion, et que le lemme doit étre posé ainsi:
Lorsque des cones et des cylindres ont les
mémes bases et les mémes hauteurs, les cones
sont entre eux comme les cylindres.

(¢) Voyez le douziéme livre d’Euclide.
PROPOSITION XIX.

(2) Car puisque les cOnes BAT, BaF ont la
méme base, la droite AE est a:la droite AE
comme le cone BAT est au cone BAT (17,
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lemm. 1). Donc, par addition, la droite Aa
est a la droite AE comme le rhombe ABra est
au cone BAT.

PROPOSITION XXIV.

(«) Archiméde veut que le nombre des cotés
soit divisible par quatre, afin que deux dia-
meétres perpendiculaires I'un sur l'autre aient

leurs extrémités aux angles du polygone inscrit.

(¢) Perpendiculaires I'un sur I'autre.

PROPOSITION XXV.

(=) En effet, puisque les cercles sont propor-
tionnels aux quarrés de leurs rayons, le quarré

‘du rayon.du cercle Z est au cercle 2, comme
le quarré du rayon du cercle O est au cercle 0,
comme le quarré du rayon du cercle IT est au
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cercle I, comme le quarré du rayon du cercle
P est au cercle P, comme le quarré durayon du
cercle = est au cercle =, comme le quarré du
rayon du cercle T est au cercle T, comme le
quarré du rayon du cercle T est au cercle T.
Donc le quarré du rayon du cercle = est au cer-
cle 2 comme la somme des qudrrés des rayons
des cercleso, IT, P, =, T, T est & la somme des
cercles 0, T, P, =, T, T. Mais le guarré du
rayon du cercle Z est égal 2 la somme des
quarrés des rayons des cercles o, IT, P, 3, T, T;
doncle cercle z est égal a la somme des cercles
o,II,P, 5, T, T.

PROPOSITION XXXI

(2) Car les deux triangles K@z, =XZ étant
semblables, la droite ©z est 2 XZ comme 6K
est 4 X=. Mais Oz est double de xz; donc €K
est double du rayon xz; donc €K est égal au
diamétre du cercle ABra.

PROPOSITION XXXIV

(«) Car puisque les droites qui joignent les
angles du polygone circonscrit, et les droites
qui joignent les angles du polygone inscrit sont
ehtre elles comme les c6tés des polygones, la
somme des premiéres droites est & la somme
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des secondes droites comme EA est 3 AK. Donc
les surfaces comprises sous les sommes des
droites qui joignent les angles des polygones
et les cotés des polygones sont des figures sem-
blables.

PROPOSITION XXXV.

(«) Donc, par permutation, la raison de la
surface de la figure circonscrite a la surface de
la sphére est moindre que la raison de la sur-
face de la figure inscrite au cercle A.

]

" PROPOSITION XXXVL

(2) Soient a, a — d, a — 2d, a — 3d,
quatre termes d’une progression arithmétique
décroissante, et que ces quatre termes soient
ou tous pesitifs ou tous négatifs. Je dis que la
raison du premler terme au quatneme est plus
grande que la raison tnplee du premier au se-
cond; c’est-a- -dire, que

a a’

a—3d” (a—d)"
V’éleve a— d au cube; je fais disparoitre les
dénominateurs. La réduction étant faite, da
premicre quantité devient 3 ad*, et la seconde.
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d?. Mais 3 ad* est plus grand que d°, pulsque\
a est plus grand que d; 8onc .

a a®-

e—3d" (a—d)*" )

Donc la raison du premier terme d’une pro-
gression arithmétique décroissante au qua-
triéme terme est plus grande que la raison tri-
plée du premier terme au second.

(% Mais la raison de K & H est moindre que
la raison de la sphere au cone = ; donc la raison
de la figure circonscrite & la figure inscrite est
encore moindre que la raison de la sphére au
cone. Donc, par permutation, la -raison de la
figure circonscrite a la sphére est encore moin- .
dre que la raison de la figure inscrite au cone.

() Donc la I’ilSOl'l de la ﬁgure circonscrite a
la figure inscrite est encore moindre que la rai-
son du cone = 2 la spheére. Donc, par permu-
tation , la raison de la figure circonscrite au
cone Z est moindre que la raison de la ﬁgure
mscrlte a la sphére.

PROPOSITION XLIL

(«) En effet, la surface engendrée par ' la
droite MZ est égale 4 un cercle dont le rayon est
moyen proportionnel entre la droite zM. et la
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moitié de la somnre des droites ZH, MN (17), et
la surface décrite par fh droite Ma est égalea un
cercle dont le rayon est moyen proportionnel
entre la droite MA et lamoitié de la somme des

droites AB, MN. Mais ZM est plus grand que
MA, et ZH plus grand que AB; donc la premiére
moyenne proportionnelle est plus grande que
la seconde. Donc la surface décrite par ZM est
plus grande que la surface décrige par MA.

s

PROPOSITION XLIV.

(«) Ce qui précede, a partir de ces mots mais
la smface, etc. est un peu obscur, voici ce
qu’on pourroit mettre 4 sa place. Donc le quarré
- du rayon du cercle N, qui est égal & la surface
comprise sous M®, HZ est encore €gal 4 la sur-
face comprise sous Ta, Hz. Mais le quarré de
la droite AA est égal & la surface comprise
spus TA, aZ, et nous venons de démentrer
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que HZ est plus grand que 4z; donc la surface
- comprise sous T'a, HZ est plus grande que la
surface comprise sous Ta, AZ. Donc le quarré
du rayon du cercle N, qui est égal a la pre-

miére surface, est plus grand que le quam% de
la droite aa, qui est €gal & la seconde sur-
face. Donc le rayon du cercle N est plus grand
que le dreite aa. Donc le cercle N, et par con-
séquent la surface ‘de 1d figure circonscrite au
segment sphérique KZA, est plus grande que le
cercle décrit autour du diamétre aA. '

PROPOSITION XLVIL
(2) En effet, les droites qui joignent les an-
gles du polygone circonscrit, et les drditequui
joignentles angles du polygone inscrit sont pro-
portionnelles aux cotés des polygones; done la
. somme des droites qui jeignent les angles du
' TOME I : 25 :
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polygone éirconscrit est & la somme des droites
qui joignent les angles du polygone inscrit,
comme EK est & AA. Donc la surface comprise
sous EK et sous la somme dés droites qui joi-
gnent les angles du polygone circonscrit, con-
jointement avec la moitié de EZ, est semblable

A la surface comprise sous AA et sous la somme
des droites qui joignent les angles du poly-
gone inscrit, conjointement avec la moitié de
AT. Donc la premiére figure est 4 la seconde
comme le quarré de EK est au quarré de AA.
Mais le'quarré du rayon du cercle M est égal a
la premiére figure, et le quarré du rayon du
cercle’ N est égal a la seconde; donc le pre-
mier quarré est au second comme le quarré de
EK est au quarré de AA.:Donc le cercle M,
c’est-a-dire la 'surface de la figure circonscrite
est au cercle N, ¢’est-d-dire a la surface de la

v
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figure inscrite . comme le quarré de EX est aa
quarré de AA.

© Pulsque dans.la premiére partie de cette
demonstranon, I'on a vu que le quarré de Ex
est au quarré de AA comme le cercle M est au
cercle N, il est évident que EX est 3 AA comme
le rayon du cercle M est.au rayon du cercle N,

PROPOSITION XLVIIL

() Donc la raison de la-surface de la figure
circonscrite & la surface de la figure inscrite
est moindre que la raison de la surface du seg-
ment au cercle Z. Donc, par permutation, la
raison de la surface de la figure circonscrite a
la surfacé du segment est moindre que la rai-
son de la surface de la figure inscrite au
cercle z.

(€) Puisque le polygone circonscrit est au po-
lygone inscrit comme la surface de la figure cir-
conscrite est a la surface de la figure inscrite,
la raison de la surface de la figure circonscrite a
1a surface de la figure inscrite est moindre que
la raison du cercle z a la surface du segment.
Donc, par permutation, la surface de la figure
circonscrite au cercle Z est moindre que la rai-
son de la surface de la figure inscrite a la sur-
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face du segment. Mais la surface de la figure
circonscrite est plus grande que le cercle
" Z (44); donc la surface de la figure inscrite est
plus grande que la surface du segment; ce qui
ne peut étre. ‘

PROPOSITION L.
(2) Foyez lanote () de la prop.v XXXVI,

(¢) Donc la raison de la figure solide circon-
. scrite au secteur est moindre que la raison de
la figure inscrite au cone ©.
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LIVRE SECOND.
PROPOSITION IL |

B : — —32 '
() Alors au lieu de ra:H® :: HO : EZ, on

. 2 . . :
aura Ta : TA X MN :: HO : EZ; ou bien I'a : MN
i1 HO : EZ, et par permutation TA: HO :: MN

: £z, Mais HO = Ta X MN; donc TA : HO :: HO
: MN, Mais TA : HO :: MN : EZ; donc TA : HO®
:: HO : MN :: MN : EZ. Cette note se rapporte a
'la fin de la phrase précédente.

(¢) Car le cylindre rza étant construit, il
est évident que le diamétre de sa base et son.
axe sont nécessairement donnés. :

(5) Archimeéde n’en dopne pas le moyen.
Eutocius expose trés au .long les différentes
maniéres de résoudre le probléme des deux
moyennes proportionnelles. Y'aurois fait avec
plaisir un extrait de son commentaire, si je
n’avois pas craint de trop grossir le volume. Je
"me contenterai de dire que ce probléme a été
résolu par Platon, Archytas, Héron, Philon
de Byzance, Apollonius, Diocles, Pappus,
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Sporus, Menechime, Eratosthéne et Nico-
méde. On sait qu’avec la ligne droite et le cer-
cle seulement le probléme n’a point de solu-
tion, c’est-i-dire qu’on ne sauroit résoudre ce
probléme avec la géométrie ordinaire.

(¢) Puisque TA : HO :: MN : EZ; par permuta-
" tion et 4 cause que H® = KA, on auraTa': MN

_—2 — O —

:: KA : EZ, MaisTA : MN : H@ doncTa: HO
::KA:EZ. Donccer.TA: cer.HO :: KA : EZ. Donc
les bases E, K des cylindres sont réciproque-
ment proportionnelles 4 leurs hauteurs.

PROPOSITION IIL

(2) 11 est entendu que la base de ce cone doit
étre égale au cercle qui a pour rayon la
. dr01te BT, :

(c) La démonstration du premier livre ne re- -
garde qu’un secteur sphérique dont la surface
est plus petlte que la moiti€ de la surface de la
sphére; ‘mais il est facile d’en conclure que
Pautre secteur BOZA est aussi égal 4 un cone
qui a pour base le cercle déerit autour de Br
. comme diamétre, et pour hauteur le rayon
de la sphere. »

{7) Par permutation et addition,
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(4) Dans toute proportion géométrique, le
quarré de la somme des deux premieré termes
est & leur produit comme le quarré dela somme
des deux derniers est & leur produit. Soit la
propornon géométrique a :ag:: b: byg; ]e dis-
qu on aura : '

(a + aq)’ia‘g::(b + bg)*:b%¢q

En effet, ces quatre quantités peuvent étre
mises sous la forme suivante:

(1 +q)aas, anq’ (I +9)’b.’? bsq'
Divisant les deux premiers termes par g*, et

les deux derniers par 4*, on aura les deux rai-
sons égales: °

(1+g):g,et(r+g)":g-

(¢) On pourroit démontrer de la maniére
suivante que AE : ET :: ®A 4 AE: AE, lorsque le
segment solide ABT est égal au cone A4@, ou ce
qui est la méme chose, lorsquele secteur solide
BrZ® est égal au rhombe solide Baze,

Supposons donc que le secteur solide Brze,
ou le cone M soit égal au rhombe solide Bazo,

-—'2 —
Nous aurons,®A : OT :: cer. Br :cer.BE:: BI': BE
—a

: AT : AB :: AT : AE. Donc ©a : OT :: AT : AE.
Dou I'on déduit, par soustraction, I'a : €T
:: ET': AE; par permutation, T'a : ET :: OF ; AE;
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et enfin par addition, AE : ET :: A® 4 AE: AE,
Ce qu’il falloit démontrer.

Je démontrerois ensuite que KE : EA :: OT
+ TE : TE, lorsque le segment solide BAZ est
égal au cone BKz, ou lorsque le secteur solide

BOZA est égal 4 la figure solide BOZK, en me
conduisant de la méme maniére. .
Supposons en effet que le secteur solide
BOZA, ou que le cone N soit égal a la figure
solide B&zK; nous aurons, KO : 4@ :: cer. Ba

=2 2 —2 w2

:cer. BE::BA : BE :: AT : BT :: AT : ET. DoncKe®
1A©:: AT : ET. D'oti 'on déduit par soustrac-
tion, KA : A® :: AE : ET; par permutation, KA
TAE:: A®: ET; et enfin par addition, KE : AE
:: Or o ET : ET. Ce qu'il falloit démontrer.



LIVRE SECOND. 393

PROPOSITION V.
(2) Par permutation et par addition. -

(¢) Parce que dans la proportion continue,
le premier terme est au troisiéme comme le
quarré du premier est au quarré du second.

(7) En effet, puisque XA : XB :: KB : BP, et
que 2X est plus grand que BX, la droite KB sera
plus grande que la droite BP,

(4) Parce que la somme des deux preiniers
termes d'une proportion est au premier comme
la somme des deux derniers est au troisiéme.

() Silon a trois quantités @, b, c, la raison
de la premiére ala seconde est la méme que la
raison composée de la raison de la premiére a
la troisiétme, et de la raison de la troisiéme a
" la seconde; Cest-a-dire, que la raisonde a: 5
est composée de la raison de la raison a 4 3,
et de la raison de ¢ : &; €’est-a-dire, que larai-
son a a b est égale a la raison de aca bc. .

(n) Cette solution et cette construction ne se
trouvent point dans Archimede, Voyez sur ce
probléme la note suivante. Cette note » qui m’'a
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paru tres-lnteressante, m’a été commumquée
par M. Poinsot.

(8) Il est bien aisé de voir que la construction
d’Archimeéde résoudroit le probléme ; car il faut
que le plus grand segment soit au plus petlt
comme I 4 =, ou le plus grand segment a la
sphére commema 11 4 =; or, en nommant 7
le rayou, et x I'apothéme Kx la prelmere pro-
portion” d’Archimeéde,

©z:0B::11:%, donne ©®Z: r:: M : 11 4 =,
La deuxiéme , - (A)

-_—2 —2

X2:0Z::BA:AX, devient 2r—x:02: 147t (r+x)

D’ou, en multipliant par ordre, on tire:
ar—x:ragrin: (r+ x)* (T4 2), (B);
ou bien, en faisant passer le facteur (r 4 x)*

a lautre extréme, et le facteur 4r* a lautre
moyen, ce qul est permls

(2r—2) (r+x)*:4rdat: 4 =

Mais le premier terme (2r—ux) (r+ 2)*
étant multiplié par le tiers du rapport = de la
circonférence -au diamétre , donne le volume
du segment dont x est I'apothémeet 7 4+ xla
fleche ; et le deuxiéme 4 r® étant multiplié par
le méme nombre donne la sphére. Done, etc.

Réciproquement, si I'on vouloit poser im-



' LIVRE SECOND. 395
médiatementla proportion du probléme, il fau-

. @ :
droit faire : le segment, ou % (2r—x)(r+2)%,

R w ) \
a la sphere, ou 5 4r® commeIlamn 4 =. Doun

T'on déduiroit la proportion (B), qu’on pour-
roit regarder comme le résultat des deux pro-

11 . .
,/7

_ AN
T

portions (A) qu’Archiméde a su découvrir par
son génie.

Archiméde en promet pour la fin la solu-
tion ; mais cette solution ne se trouve pPas; et .
s'il entend une solution ordinaire, c'est-a-dire,
par la régle et le compas, comment I'a-t-il pu
trouver? La proportion donne pour & l'équa-
tion du troisieéme degré :

3 55. +‘s (O—= —
X" —Oor x r.ar(ﬂ—z)—o,

laquelle, comparée a la formule générale x*

+ px + g=o, donne p essentiellement néga-
f

f, et P > 94 , et par conséquent tombe dans

le cas irréductible, et a ses trois racines essen-
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tiellement réelles. Cette équation répond i la
trisection d’un arc ¢ dont la corde c¢ seroit égale

. n—s
Aar (———-—) dans le cercle dont le rayon est
m+ =

r. Car en nommant x la corde du tiers de cet
arc, on a par la géométrie, x* —3r*x 4+ r*.
¢ = 0; de sorte que I'une des racines de I'équa-

tion est la corde de I'arc %; et les deux autres

] u+¢ au+to
sont les cordes respectives des arcs 5 T

(en nommant z la circonférence entiére )- Car
on sait que la méme corde ¢ répond, non-seu-
lement a 'arc ¢, mais encore aux arcs & + ¢, -
2u + ¢; et encore a une infinité d’autres 3 u
+ 0, etc. u —¢, 24—, etc., mais dont les
tiers redonneroient les mémes cordes que les
trois premiers.
Ainsi Archimeéde auroit, par sa construction,
-exprimé des radicaux cubes par des radicaux
quarrés, et résolu le probléme de la trisection
de I'angle, ce qui est impossible. Il faut donc
penser que s’il a donné la construction qu’il
annonce, elle n’étoit pas gdomédtrigque , c'est-a-
dire qu’elle se faisoit par le moyen du cercle
et de quelqu’autre section conique, telle que
.la parabole. Mais d’un autre €4té, comme il
n’emploie jamais dans ses constructions que ta
régle et le compas, il est plus probable qu'il

.
v
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n’avoit pas encore de solution ; et que ne la ju-
geant pas d’abord supérieure au cercle, il ne
P’annonce pour la fin, que dans I'espérance ou
il est de la trouver lorsqu’il viendra & s’en oc-
cuper d’une maniére particuliére. Et cela de~
vient plus probable encore, si I'on observe que
Iinconnue de sa proportion ayant nécessaire-
ment trois’ valeurs réelles différentes, il est

impossible que sa construction, quelle qu’elle

fat, les ait distinguées pour lui en donner une
de préférence aux autres. Or, dans ce cas, il

P 7 ’ ’
n’auroit pu s’empécher d’en faire la remarque,
et de dire un mot sur: ce singulier paradoxe,
d’avoir trois valeurs différentes, pour résoudre

v P

un probléme qui n’a évidemment qu'une seule
solution ; car il est évident qu’il n’y a qu’une
maniére de couper la sphére en deux segmens
qui soient dans une raison donnée. Il est donc
peu probable que la:construction d’Archimeéde
soit perdue, puisqu’il est tres-probable qu’elle
n’a point existé,

Au reste, si 'on veut voir ce que signifient
les trois valeurs qu’on trouve pour I'apothéme
inconnue x, on considérera que la corde ¢ de

1’1—2) ¢ _ . .
——— ), .et par conséquen
nT+z/ P q

plus petite que le diamétre 2 r; % est nécessaire-

’'arc ¢ étant 2 r (

ment moindre qu’un sixi¢me de la circonfé~
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rence u. Par conséquent la premiére racine

@
x = cord. ;

3 est necessairement plus pehte que

le rayon, ct les deux autres x’ = cord.
Ao o, 2u + 0 . . .
g ¥ = cord. — g sont. nécessaire-

ment plus grandes. De ces trois valeurs, il '
n’y a donc que la premiére qui puisse résoudre
- le probléme que 'on a en vue, puisque I'apo-
théme du segment est toujours plus petite que
le rayon de la sphere. Les deux autres racines
résolvent donc quelqu’autre probléme analogue
intimement lié a celui-la. Elles indiquent deux
sections a faire dans le solide décrit par la ré-
volution de T'hyperbole équilatére de méme
axe que le cercle générateur de la sphere; et
ces sections faites aux distances «’ et £” du cen-
tre, déterminent en effet deux segmens hyper-
boliques respectivement . égaux i ceux de la
sphere proposée. Car si I'on nomme x la per-
pendiculaire abaissée du centre sur la base du
segment hyperbolique, de sorte- que 'x — 7 en
soit la fleche, on trouve, pour le volume de
.ce gegment, i : ‘

g (2,.3'_' 3"7".365—!-‘- x3);

‘ce qui est aussi I'expression du segment sphé-
rique dontila fleche est r — &. Aipsi la liaison
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intime de ’hyperbole équilatére au cercle, fait

qu’on ne-peut résoudre le probléme proposé

dans la sphére, sans le résoudre en méme

temps dans I'hyperboloide de révolution.
La suite des signes dans 1'équation,

2 —=3rx + r’.ar(E:) =o,
v m+4+ =

fait voir que des trois racines x, x’, x”, deux
sont nécessairement positives et la troisieme
négative ; et 'absence du second terme montre
que celle-ci est égale  la somme des deux au-
tres. On prendra donc les deux plus petltes
- cordes, qui sont x et x*, en plus; et I'autre «’
en moins. La premiére portée a droite a partir
du centre sur.le diamétre répondra aux deux
segmens sphériques qui sont entre eux comme
IL.a £; la deuxiéme portée du méme coté sur
la méme ligne répondra au segment hyperbo-
lique égal au segment sphérique adjacent] et
la troisiéme portée 4 gauche répondra, dans
lautre partie de 'hyperboloide, 4 un segment
égal au second segment sphérique adjacent : de
sorte que ces deux segmens de I'hyperboloide
seront aussi entre eux comme Il et =, et que
leur somme sera aussi €gale a la sphere pro-
posée.

Telle -est lanalyqe de ce probléme dont les
divers exemples peuvent vérifier ce qu’on vient
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de dire. Qu'on suppose, par exemple, M= =,
auquel cas on veut partager la sphere en deux
parties égales. On aura,

nm—=z=
cord. p = ar|{— =o0;
M+ =

par conséquent,

®
x = cord. = = o.
3

Ce qui indique d’abord la section 4 faire par le
centre, comme cela doit étre. Ensuite on aura:

&' =cord.»
! 3
ce qui répond i deux segmens hyperholiques
égaux entre eux et a la demi-sphére, comme
on peut s’en assurer.
Sil'on suppose = ==0, on a cord. ¢ = ar,

=—r\/5_,etx'='cord.'253=r\/5—;

N . . , u .
et par conséquent ¢ =3 On a donc x = cord.

u
6
autre égal a la sphére. Ensuite x” = cord. { &

=r; ce qui indique un segment nul et un

. . u .
=r, eta’ =cord. - = 2r, ou plutét — 2 r;
3 , 2,

ce qui indique deux segmens dans I'hyperbo-
loide, 'un nul et I'autre égal 4 la sphéré. Au
reste, dans ces deux cas, I'équation offre d’elle-
méme ses Facines ; car dans le premier elle de~
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vient, #*.— 3r* x = 0, qui donne sur-le-
champx =o,etx = £ V5 = =rV3; ce
qui est le cHté du triangle équilatéral inscrit.

Dans le second cas, elle devient x* —3 r*x
+ar®=o0, et se décompose en ces trois fac-
teurs, (x —r), (x—r), (x —ar).

Si 'on vouloit construire I'équation par le
moyen du cercle et de la parabole, on pour-
roit employer le cercle dont ’équation est:

I—z
*+xt—4ir ar(——+ x=o0
y +=x ity +23ar\ 4 T = s
etla parabole dont I'équation est, x*—ry=0;
car en éliminant y entre ces équations, afin
d’avoirles abscxsses'x qui répondent aux points
d’intersection des deux courbes, on trouve:

IJ—3

x‘—':'ir"x'-i-r’.zr(——
. I+ =

x=o,

et divisant par x,

x’.-—5'r‘x + f’.nr(-r—x—:i) = 03 :
In+4+=
ce qui est I'’équation proposée.

Enfin, nous observerons que le probleme .
dont il s’agit étant proposé pour lelhpsmde
de révolution, conduit absolument a la méme
' équation. Ainsi, en nommant @ le deml-orand
axe de lelhpse on a, pour déterminer lapo-

TOME I. 26
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théme x de deux segmens qui- sont entre eux
comme IT et =, 'équation -

x*—3a'x+a’2a (1:—2-).-_:0

. O+ = 1
et comme le second axe b n’entre pas dans cette
équation, on peut conclure qu'on aura tou-
jours les mémes solutions pour tous les ellip-
soides de révolution de méme axe a; et pour
tous les hyperboloides conjugués , puisque I'é-
quation de Uellipse ne différe de celle de I'hy-
perbole que par le s:gne du quarré de ce se-
cond axe: et c’est ce qui confirme encore ce que
nous avons déja dit, que la question ne peut
étre proposée pour l'ellipsoide, sans I'étre en
méme temps pour I'hyperboloide conjugué.

PROPOSITION VL

(a) Puisque les segmens EzZH, ©KA sont sem-
blables, on aura 20 : ¢0:: Pz: Tz, et par ad-
dition, =0 + ©0:%0 :: PZ 4 TZ : T2, Maison
a d’ailleurs, -

Z0 4 20 : 20 :::Q% : Ho,

PZ 4+ TE:TZ :: ¥T:AT;
~donc Q& : He :: ¥T: AT, i)onc par permutation
Q3 : FT : D AT, Mals He: AT :: EZ: KO, A
cause que les segmens sont semblables donc
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Q% : ¥T :: EZ : KO. Donc les cones EZQ, ¥OK

sont semblables, puisque leurs hauteurs sont
proportionnelles aux diamétres de leurs bases.

(6) C’est-a-dire, quelles forment une pro-
gression géométrique. ‘ ‘

' PROPOSITION IX

(«) Une raison doublée d’une autre raison
est cette seconde raison multipliée par elle:
méme, et une raison sesquialtére d’une autre
‘raison est cette seconde ra.tison multipliée par sa
racine quarrée. .

(¢) Car la proportion EA 4 AZ : AZ :: ©Z : zB
donne par soustraction la propdrtion,sixiva’nte ,
EA :'AZ :: BO : ZB, qui devient ; en échangeant

- les extrémes., BZ :ZaA :: BO® : EA = BE. -
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() En effet, dans la proportionBZ:ZA :: 6B .
: BE, la droite Bz étant plus grande que la
droite 4, il est évident que ©B sera plus grand
que BE, . '

(%) Et par permutation, Kz : HZ :: ZB: ZA.

(¢) Car puisque B® > BK, il est évident que
©B : BZ > BK : BZ. Donc, par addition , 62 : Bz
> Kz : BZ, et par conversion , ©Z : ©B < KZ : BK.
Donc, par permutation, ©Z: KZ < ©B : BK.

(&) La premiére surface étant égale au quarré
de 'ordonnée Az, et la seconde étant égale au
quarré du rayon, la premiére surface est plus
petite que la seconde, parce que toute ordon-
née qui ne passe pas par le centre est plus pe-
tite que le rayon.

® Pmsque BN = ©B X BK, on aura, B

—p  ——

:BN :: BN : BK. Donc ©B : BK :: BN : BK. Mais ©B

: BN :: BN : BK; donc, par addltxon N : BN

'
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' —22  e—— —2 —
2 KN : BK, Donc ©N : BN :: KN : BK; et par per-
N —2 — —_—2 2 . .
‘mutation, ©N : KN :: BN : BK. Mais ©B : g( :

— —

s —l —2
BN : BK; donc @B : BK :: ©N : KN,

(+) Queles trois quantités a, 5, ¢ soient telles

3

quea*:5*>b:c;jedisquea: c > b?:c%.

Prenons une moyenne proportionnelle d
entre b et ¢, de maniére quonaitd: d:: d:c;
puisque a®: "> b:c,etqueb:c:: b ; d*, nous
auronsa*: 6> b*:d*; oubiena: b>b:d.
Faisons en sorte que 2 c: d: 5 : e. Puisque ces
quatre quantités forment une progression géo-
métrique, on aurae:c::453:d% Mais b: ¢«

L] 1
b*:c*, parce que &:c:: 5*: d; donc &°: d?
3

s b%:c%. Donce:c:: b%: ¢*. Mais ¢ > e; car
si g étoit égal A e, on auroit == g : b:d:c, et
par conséquent a*: 3°:: b ; ¢, et si g étoit plus
petit que e, on auroit @*: b* < b : ¢. Mais
@":5*>b:c; donca >e. Donc g : ¢ >

——a g

z 2 . 1 , ’
63 :¢%. Or, Archiméde a démontré que OZ : 7K
’ —3 —3
> ZK:ZH; donc OZ : ZH > 7K ; ZHa, -

(») En effet, puisque le segment BAA : ¢one
BAA:: MO : €T (2, 3);.que le cone Baa : come
Bra :: A6 : 6T, ces deux cones ayant la méme
base, et que le cone sra : segment B4 :: A@

-
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: 0z (2, §). Multipliant ces trois proportions,
ter’ par terme, on aura : segment BAA X céne
BAA X cOne Bra : cone BAA X cOne BTA X seg-
ment Bra :: HO XX A© X A® : I XX OT X OZ;

A B

ou bien, segment BAA : segment Bra :: segment
BAA X cOne BAA X cOne BTa : cone BAA X seg-
ment BI'A :: HO XX A©.X A®: 0T X 6T X 0L,

() Soient quatre droites a, ¢, d, b; je dis
que la raison compose'e de la raison de la sur-
face compmse sous a, b au quarre construit
sur ¢, et de la raison de b & d, est égale 4 la
raison de la surface comprise sous a, b, mul-
tipliée par &, au quarré de ¢, multiplié par d,
ou ce qui est la méme chose, je dis que la rai-
son composée de la raison de ad a ac*® et de
la raison de b a d, est égale a la raison de ab
multiplié par &, au quarré de ¢ multiplié par
d; c’est-a-dire, que la raison composée de la
raison ab a c¢*, et de la raison de b a d, est
égale 4 la raison de ab x bac*d. Ce qux est
€vident. .



~

LIVRE SECOND. © poy

(v) Cette proposition peut se démontrer algé-
briquement avec la plus grande facilité.

Appelons r le rayon de la sphére, et x la-
droite Ez. La droite AZ sera égale dr—ux; et
le plus grand segment de la ‘sphére, qui est

—

VA
X, Oz, c’est-a-dire 2

n
ABT, sera €gal a

I X AZ (2r—x) (r+x)
3 r=x

et le plus petit'segment, qui est AAT, sera égal &
— ,

l'IXAZ

X Hz, c’es,t-é-dire a

L X AZ (2r+x)(r—x)
« 3 x .

1l faut démontrer d’abord que la ralson de
NxAz (2r—ux) (r+ x)
3 . r—x o .

nxAzZ (ardx) (r—=)
3 x '
est moindre que la raison doublée de la surface
du plus grand segment a la surface du plus pe-
tit ;. c’est-a-dire que
(ar—=) (rt+a) (2rta) ("—x)
L r—ux ' x

<(r+x) (r—-x)*
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I1 faut démontrer ensuite que
(2r—=x) (r+x) (2r+x) (r—=x)
r—ux ) x *
. 3 3
> (r+x)*:(r—a)’.

Ou ce qui est Ia méme chose, il faut démon-
~trer d’abord que .

- (2r—=z) (r+ x)
' r—x (r+=x)*
(2r+x).(r—x) (r—x)"

X

et il faut démontrer ensuite que

(2r—=x) (r+x)

r—x (r+x)
(2r+x) (r—2) (r—x)z

Ce qui sera évident, quand on aura fdlt les
opé€rations convenables.

"PROPOSITION X

(«) Si une droite est coupée en deux parties
inégales en un point et encore en deux autres
partles megales dans un autre pomt le réctan-
gle compns sous les deux segmens qui s’éloi-

’ gnent moins du milieu de cette droite, est plus
grand’ que le rectangle compris sous les deux
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segmens qui s’en €loignent davantage ; d’ou il
suit que si le plus petit coté de I'un de ces
- rectangles est plus grand que le plus petit de
Pautre rectangle , le premier rec@ngle est plus
grand que le second.

Cette proposition est démontrée generale-
ment dans E lide., mais ici c’est un cas par-
ticulier facile 4 demontrer.

En effet, le rectangle AP X PT est égal au
quarré de l'ordonnée qui passe par le point
P, et le rectangle AK X KT est égal au quarré
del'ordonnée KB. Mais I'ordonnée qui passe par
le point P est plus.grande que I'ordonnée kB;
donc le rectangle AP XX PT est plus grand que
le rectangle AK X K. :

(6) Le quarré de AP est égal & AK X T'Z; car

—2
. —2 EZ | ..
puisque AP = EA, et que EA = —, il est évi-
. 2 '
’  ——
—2  AB’
dent que AP = 5 puisque AB = Ez.

. . . N ——2 .
(») En effet, puisque AP X PT 4+ AP > AK
X KI' + AK X T'Z, onaura (PI 4 AP) AP < (KT
+ rz)AK, oubien T'A X AP > ZK X KA.

FIN DU COMM. SUR LA SPHERE ET LE CYLINDRE,



COMMENTAIRE
SUR

LA MESURE DU*GERCLE.

.~

PROPOSITION 1L

(2) EN effet, puisque la somme des segmens
restans est égale au cercle moins la figure rec-
tiligne inscrite, le cercle moins cette ﬁgure rec-
tiligne sera plus petit que le cercle moins le
triangle. Donc la figure rectiligne est plus
grande que le triangle.

(¢) Car nous venons de démontrer que la
figure rectiligne est plus grande que ce triangle.

(») En effet, puisque OP > PM, le-triangle
OAP est plus grand yue le trnangle PAM; par
la méme raison le trxangle OAII est plus grand
que le triangle MAz,
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PROPOSITION IIL

(2) Car le sinus du tiers d'un angle droit
étant égal 4 la moitié du rayon, et le rayon
étant au sinus comme la sécante est a la tan-
gente, il est ev1dent que EZ sera double de zr,
cest-a-dire que EZ : 306 : 153. Mais ZE
= 306, et 2T = 155; donc'la droite TE égalera

V ?;—0.62— ngz; c’est-d-dire 265 et une fraction.

Ponce TE : ZT > 265 : 153.

.

’

© Puisque la rais.on deTE : TH > 571 : 153,

il est évident que si TH vaut 153, la droite TE

N4

—) —

surpassera 571. Donc TE 4 TH : TH > 571 .|..‘

—_— ——2

155 153, Mais TE + TH = EH donc EH : TH

e

-
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— —t ——n . ——1 ~—a
> 571 + 153 : 153 ; clest-d-dire, EH : TH >
349450 : 23409 ; et si l'on extrait les racines
quarrées, on aura EH : TH > 5914 : 153.

FIN DU COMMENT. SUR LA MESUR.‘E DU CERCLE.
. . L] ’

.



COMMENTAIRE
SUR '

LES CONOIDES ET LES SPHEROIDES. -

ARCHIMEDE A DOSITHEE.

(») D ns Archiméde Iellipse, la parabole et
l’hyperbole sont toujours nommées section du
cone acutangle, section du cone reetangle et -
-section du cOne obtusangle.

Par cone acutangle, il entend un céne droit
dont les cbtés qui sont les intersections de sa
surface et du plan conduit par I'axe, forment
un angle aigu. Si ces intersections forment un
angle droit, le cone s’appelle rectangle et si
elles forment un angle obtus, le cone s appelle :
obtusangle. : .

En effet, que chacun de ces cones soit coupé
par un plan perpendiculaire sur un' des cotés
de Pangle formé par le plan qui passe par l'axe,
il est évident que la section du cone acutangle

~ sera une ellipse, puisque le plan coupant ren-
contrera l'autre coté du cone; que la section

7/

~—
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du cone rectangle sera une parabole, puisque
le plan coupant sera paralléle al'autre coté, et
que la section da céne obtusangle sera une
hyperbole , puisque le plan coupant remcon-
trera le prolongement de 'autre coté.

Archiméde ayant nommé section du cone
rectangle, ce que nous appelons parabole, et
-section du cone obtusangle , ce que nous ap-
pelons hyperbole, il nomme conoide rectangle,
le solide de révolution engendré par une para-
bole, et conoide obtusangle, le solide de ré-
volution engendré par une hyperbole. Pour
éviterles circonlocutions, et.al’exemple d’Apol-
lonius, j’emploierai les mots ellipse , parabole
et hyperbole, et par conséquent les mots co-
noide paraboliglie et conoide hyperbolique,

(¢) Toutes les paraboles sont semblables ;
donc tous les conoides paraboliques sont en-
core semblables. Les hyperboles semblables
sont celles dont les axes sont proportionnels.
Donc les conoides hyperboliques semblables
sont ceux qui sont engendres par des hyper—’
boles semblables.

PROPOSITION L

(¢) Soit @ la plus petite des quantxtes iné-
gales, et n le nombre de ces quantités; la
plus grande égalera an; leur somme égalera
. ‘ * ’

-
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- fan 4+ a
(=

)n, et le double de leur somme éga-
lera (an+ a)n, c’est-a-dire an® + an; maisla
' somme des quantités €gales est égale 4 an* ; donc
la somme des quantités égales est plus petite
~que le double de la somme de celles qui se sur-
. passent également de la quantité an, c’est-a-
dire de la plus grande des quantités inégales.
Mais la somme des quantités inégales, la plus
grande étant exceptée, est egale ada,

. =6y,

i

et le double de cette somme est:égale A a (n
—1) (n—l), c’est-a-dire A an®* — 2an +a;
donc la somme des quantités égales surpasse le
“double de la somme des quantités 1negales la

- plus grande étant exceptée, de 2 an — @, Cest-
a-dire da double de la plus g grandé des quanti-
tés inégales , moins la plus peétite de ces quan-
tités. Donc la somme des’quantités égales est
‘plus grande quela somme des quantités in€-
gales, la plus grande étant exceptée.

PROPOSITION IIL

(=) Soient les quantités

a, ab, abe, etc. d, db, dbc, eic.
. ae,.abf, abcg, etc. de , dbf, dbcg, etc.

& *j
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T'on aura a:ab::d:db; ab: abc::db: dbc;
a:ae::d:de;ab:abf:: db: dbf; abe:abcg
:: dbe : dbeg, etc. Je dis que @ + ab 3 abe
:ae + abf + abcg :: d + db + dbc:de + dbf
=+ dbcg. Ce qui est évident; car en échangeant
les moyens et en décomposant, ona a(1 + b
+bc):d(t +b+ bc)::a(e+bf+beg):d(e
+bf + bcg), c'est-a-direa: d::a:d.

(€) Cela est évident, car dans ce cas au liew
de la proportion g (1 + & + &c): d (1 4 b + bc)
2 a (e + bf 4 beg): d(e+Lf + beg), on auroit
a(t+8):d(1 +b8)::a(e+ bf):d (e + bf)..

PROPOSITION IIL

(2) Applivquer a une ligne une surfacé dont

la partie exc¢édante soit un quarré, c’est appli-
_quer a cetté ligne un rectangle tel que l'exces

de sd hauteur sur cette meme ligne soit égal
a sa base. .

© Voyez cette proposmon et la note (2) qui
Paccompagne.

() Cette proposition d’Archiméde pourroit
se-démontrer algebriquement de la maniere
suivante. ' ‘

Que le coté du plus petit qnarré soit1, etle

~nombre des quarrés 5. Que @ s0it une des hgue;



est-plus petit _qu_e _Z il

3

.
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qu’Archimeéde appelle A.La somme des quarrés

) 2an®*4 3n°- ,
i +6"2 +n,,e.tla somme deg

sera égale a
rectangles ot est la lettre A sera égale A

/e + an . . an+an*
(- 2 ,)n,/c’est-a-dlre — Donc la

somme des quarrés, éonjointement avee Ta
somme des rectangles , sera égale a

s(2n° + 3 n* +n)+ (an+an )

{L.a somme de tous les rectangles ou sont les .

lettres ©, I, X, A est égale a(a + n)n*.
1 fautdetfontrer que la raison de (a + ) n’ :

+(2n°+ 3n° +n)+ (an+an )

est moindre que la'raison’de » +'a 3 %n +la,
et que la raison de (2 4 a)n*a

1 (2n°+3n*+n) 4 1(art +an*) = (a +n)n,

est plus grande que la, raison de » +a asin

+ la, cest-d-dire qu il faut démontrer que

C(ndajar
I(an’ +5n +in) +'%(an + an*)

—-."et que
ta’ q .

- (@ +n)nt.

: --(:m T3 +n)+ (an+an‘)-—(n+a)n

TOME L 27
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est plus grand que ;—n—+-li—. Dans le premier
. i za
cas, je fais disparoitre les dénominateurs, je
supprime les facteurs communs, et la premiere
quantité devient 2 z* + 3 an, et la seconde
‘devient 2n* + 3an + 5a+4.3n + 1.0r, la
{Prcmlere quantité est plus petite que la se-
conde; donc le premier cas est démontré. Pour
le second cas, je me conduis d'une mamere
semblable. La premiére quanme devient 21 *
+3ap+ 3a + 6 n, et la seconde devient
2n*+3an + 1. Or, la premiere quaqute est
‘ plus grande que la seconde ; don#le second cas
est aussi demontre. ,
( : ) . S

(J*) Apollomus lxv. m, :prop. 17 et 18:

L PROPOSITION IV,
SN (C) Apollo'nfué, l'iy.'”r_';’ p’i"dp, 46. -
e . I S SR LU ot

(7) Conduisons la droite AN tangente a la

" parabole au poifit A;., prolon,geons HB, et du
poirit A menons la perpendxculaxre AM sur BH.
Nommons aM, y, et BMj x; que A sou le jpara-

métre. On aura aM —\/Ax, MN = 25, AN

=V4az* + ax, an=V{fz + A)al.
: Les ‘deux trxangles AKZ , AMN “étant setqbla-

e
T PN
\
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bles, on aura AZ'AK ‘/4x + Ax: ‘/Ax,

— ——

ou bieg Az : AK : 4x +Ax:Ax; uest-a—d;pe‘

-_— —_—

AZ:AK:: 4% + A: A DoncN=4x 4+ A. Mais

’X‘ — ‘A,-‘

(J) Apollonius, liv. 1, prop. 11.
j PROP'O_SITION V.

(2) En-effet, puisque MA : KA :: BO: EO, ont
aura MA 4 B : KA .} E® :: BO : E®.. Multi-
pliant la premiére raison par A®, ‘on aura
(MA 4 BO®) 40 : (KA + EO) A® :: 'BO': EO,
Mais le premier produit est égal au trapéze
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compris entre les ordonnées du cercle, et le
second produit est égal au trapéze compris
entre les ordonnées de Pellipse; donc 'trapeze
trapeze ©M ::-©E : BO, .

\

(©) Euclide, liv. xu1, prop. 2, démontre qu’on
peut inscrire dans un cercle un polygon'e de
maniére que la somme des segmens placés entre
la circonférence et les cotés du polygone soit

- plus petite qu’une surface donnée. On démon-

treroit absolument de la méme maniere qu’on
peut inscrire dans une ellipse un polygone
dont la somme des segmens compris entre l'el-
lipse et les cotés du polygone inscrit seroit plus
petite qu'une surface donnée. Cela posé, si
Pon inscrit dans Dellipse.un polygone dont la
somme des segmens soit plus petite que I'exces
de la surface comprise dans Dellipse sur le
cercle ¥, il est évident que le polygone inscrit®
sera plus grand que le cercle ¥.

PROPOSITION VI

(«) Donc si l'on mulnphe ces deux pro-
portions termes par termes, et sil’on supprime
les facteurs communsdes deux termes de chaque
raison, la surface X sera au cercle ¥ .comme

la suvfacq -comprise sous AT, BA est au quarre
de Ez, . , R ;
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PROPOSITION VIL

(2) Donc par raison d’égalité, la surface A
sera a la surface B comme T'A est a EZ,

i’ROPOSITION VIIL

(=) Par le point E menons la droite TIE pa-
ralléle a AB, on aura les deux proportions sui-
vantes, AA : IIE :: AT : TE; AB : EP :: AT : ET.
Ces deux proportions donnent Aa X AB:IIE

5 EP :: aT : ET ; ou bien A& 3 4B : AT : TIE X
EP: EI. Mais I'angle Z est plus petit que langle
_PIIT, qui est égal 4 Pangle TIPT. Donc I’ angle yA
est plus petit, que 'angle PIIT. Faisons I'angle -
EN= égal a l'angle z. Les deux triangles zEP,
EIlz seront semblables. Donc HE: EZ :: SE : EP;
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—
donc TIE XX EP = 3E X EZ, Mais ME X EP : ET
—2 —12
2t AA X AB: AT; donc =E X EZ : ET :: AA X AB

— -
: AT. Donc la raison de .AE X Ez 2 ET est plus |
—

grande que la raison de AA X AB a aT.
(€) Par raison d’égalité,

() En effet, AE: EIT:: AA: AZ, etEZ:EP::
AZ : AO. Donc AE X EZ : EIT XX EP :: AA X AZ
: AZ X AO.

(8) Parce que dans Vellipse le quarré de la
moitié du grand diamétre est au quarré de la
moitié du petit diamétre comme le quarréd’une -
ordonnée est au produit des abscisses corres-
pondantes.

(¢) Par raison d’'égalité.

PROPOSITION IX.

(2) Dans cet endroit, Archimeéde se sert pour
la premiere fois du mot eanisdiss ellipsis.

(€) Dans ce cas, le probléme seroit résolu. -
() Dans lellipse le quarré d’une ordonnée
est au produit des abscisses correspondantes
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comme le quarré du diameétre conjugué est au
quarré du diametre. Donc N* est a4 ZA X AH
comme le quﬁrré du diametre conjugué de l'el-
lipse décrite autour du diameétre ZH est au
quarré de zH. Mais le quarré du diametre
conjugué de ellipse décrite autour du diame-

P

tre E est au quarré de EB comme N* est 3 Za
X 0. Donc le quarré du diamétre eonjugué de
Iellipse décrite. autour du diamétre EB est au
qﬁarré de son autre diameétre EB comme le
quarré du diamétre conjugué de l'ellipse dé-
crite autour de ZH est au quarré de son autre
diamétre ZH. Donc ces ellipses sont semblables.

(#) En effet, on a supposé que le quarré de
Nest 4 ZA )X aHcomme le guarré du diamétre
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conjugué de l'ellipse décrite autour de EB est
au quarré du diameétre EB, c’est-3-dire comme
le quarré du demi-diamétre conjugué est au
quarré de la moitié de EB. Mais le quarré du
demi-diamétre conjugué est au quarré du demi-
diameétre EB, comme le quarré de I'ordonnée
AMest a BA><AB (Apoll. liv.1, prop. 21) Donc

le quarré de N est 4 Zo X AH comme AM est &
EA X AB.

(¢) Car les triangles semblables zaa, EAT,
et les triangles semblables ABH, APB donnent
ZA:AA :: BA: FIA; AH : AB :: AB : AP, D’ou l'on
déduit za X AH : AA X AB:: EA X AB ou AM
S HIA- XX AP,

PROPOSITION X.

(«) Cest-3-dire que la raison du quarré de
Vordonnée ©K au produit des abscisses corres-
pondantes AKX, KA, est la méme que la raison
du quarré du demi-diamétre ZT au quarré du
demi-diamétre Aa (Apoll. liv. 1, prop. 21 ).

(€) Car les droites ZA, Ta, HB €tant paral-
leles, on aura zZA : AK :: 2T : Aa; AH: KB :: 2T
:AA; ce qui donne ZA X AH: AK X KB:

—l —2

Il : AA.
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. ’ oo, —_—a  —2 —ag
(4) En effet, pulsque TE = IT —N:, nous
— T

aurons zl = r=‘ "y NE. Mais IN = r,. + N=;

donc TN = zr.

(¢) A cause que les deux triangles AMO, TNZ
sont scmblables.

($) Car lorsque Yon a deux proportions, et
que ces deux proportions ne different que par
les deux premiers termes, les deux premiers
termes sont €gaux entre eux. .

.

PROPOSITION XL

(2) Ces propositions se démontrent comme
Euclide a démontré celles qui leur sont ana-
logues.

PROPOSITION XIL

(2) Ces proposmons sont demontrees par Fr.
Commandin et par Torelli.

-PROPOSI‘T»ION XIIE -

PR

(a) Entre EO®, 0L,

- (©) Apollomus, hv i, prop 17‘ SR
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(7) Donc TB est 4 TM comme AA est i AT, et

par conséquent TB estd TM comme AA est a AT.
(¢) Apollonius, liv. 1, prop. ar.
PROPOSITION XIV.
() qulloﬁius, liv. ur, prop. 17.
© (6) La droite BT est plus petite que la droite

TN; car la droite BT est plus petite que la
droite MT, qui est plus petite que la droite

3

TN, 4 cause que’la droite'MB est plus petite -
que BP, ce gui arrive dans U'hyperbole; et c’est
ce qu’il est facile de démontrer. En effet, soit
y une ordonnée de I'hyperbole; x I'abscisse,, et
@ le grand diamétre, - La droite .MP égalera

/
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ax +-xx lax - s ax
T CtMB egalera———,-—. Or, =——
z+;a . x+;a wtza
x+iw
:

petit que ; MP. Donc MB est plus petit que BP.

est plus petlt que

(;) Archimeéde ne démoﬁtre point 'qixe Al‘ est
le grand diametre de Uellipse, et que AA en est
le petit, parce que cela peut se démontrer, 4

peu de chose prés, de la méme maniére que

dans la proposition précédente. Si T'on vou-
loit” compléter la démonstration précédente,
apres ces mots il est tianc évident que cette sec-
tion est une ellipse, || faudroit ajouter ce qm
suit: Jongnons les points B, N'par la droite BN ;
menons ladroite TA parallele aNB, et la dr01te
AA perpendlculalre sur BA. Les deux trmng]es
BTN AAT seront semblables. Donc BT : TN :: AA

—_—2 — B
: AT ; ou bien BT : TN: «AA AT. Mais K® : AO><

—F -2

@r :: BI' : TN ;-donc KO A® >¢ Or :: AA AI’
11 est donc encore-évident que le grand dia-

meétre est la droite AT, et que le petit diameétre

est la droite AA.

La derniére phrase de cette démonstration
est tout-a-fait altérée dans le texte grec. Dans
les manuscrits et dans toutes les éditions, les
lignes AT, AA, BN manquent dans la figure.
Voici le texte grec de cette derni¢re phrase :

donc MB est plus '
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Afiroy 3y 871 d Toma domiv fuqwvis xavs Tomd: xal
idueroos atras d peilwr AT. ‘Ouoiws xals7s Sons 7ds
NP &y 73 7% dubroywris xdvs Toud, JidueTpos TavTas
ugilov ts7iv & TA. Ce qui étant traduit mot & mot
veutdire : « Il est donc encore certain que c’est
» une section du triangle acutangle, et que
» son grand diamétre est la droite AT. La drofle
» NP étant semblablement perpendiculaire dans
» la section du cone obtusangle, son grand dia-
» metre est la droite TA ».

Ce qui ne présente aucun sens. En effet, si
le grand diamétre de D'ellipse est la droite AT,
ce méme diameétre ne pourroit pas étre une
droite différente désignée par TA qui n’existe
pas dans la figure. Heureusement la proposi-
tion précédente nous offre le moyen de rétablir
la figure, ainsi quele texte grec dans toute son
intégrité. Jai rétabli la figure, et voici le texte

“grec tel qu'il doit étre : Afinor & 371 & Toud dorTiv
SEuporis xovk Toud xal Sidusteos avrds d psifov
oriv & AT d d%¢ iAAdoooy JiaueTpos ica bvri 73 AA,
7ds pév TA mapa 7dy BN fsoas, 75 It AA ralerd izl
Tdy BA.

PROPOSITION XV.

(=) Apollonius, liv. ur, prop. 17.

¥
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PROPOSITION XIX.
(=) Apollonius, liv. i1, prop. 6.

(¢) D’apeés la proposition 47.du premler llvre
d’Apollonius.

PROPOSITION XXIII

" (2) Car puisque ﬁg cir. — ﬁg ins. < seg.
=¥, plus forte raison seg. — fig. ins. < seg.
— ¥. Donc fig. ins. > V. S

(C’) Apollomus liv. 1, prop 20.:

(7) En effet, on a six cylmdres égaux et six
droites égales, qui sont les rayons de: ces: cylin-
_dres, et ces cylindres sont proportionnels deux,
a’deux a ces. droites;: de :plus cinq de ces cy-
lindres .sont, comparés .anx cylindres inscrits,
et les droites-€gales sont comparées aux droites
placées entre les droites Ba , BA , sousles mémes
raisons (2). e S
L. ,“'_,,_'_;‘., S )
--(4) Clest-a-dire.1a somme des rayons des’bases
des cylindres compris dans le cylindre total.

(¢) Parce que: le"'preinier cylindre, placé-dans
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le cylindre total, est égal au premler des cy-
lindres circonscrits.

PROPOSITION XXIV.
(=) Apollomus, liv. i, prop 46
© Idem, liv. 1, prop 20.

PROPOSITION XXV

(y) Pour rendre cette concluswn evxdente )
]e wais faire voir que la raison de KA AE© estla
méme que la raison de la surface comprise sous
les diamétres de Pellipse-au quarré du diametre
ET. Pour cela je suppose une paralléle 2 Ba
menée par le point A, et une paralléle 4 TE
menée par:le poirtt' z. La paralléle menéé par
le point Z et prolongée jusqu’a I'autre paralléle,
sera égalé:an petit diametrede 'ellipse (13). En
effet , la portion de.la paralléle.d TE menée par
le point Z, et qui est placée entre le point z et
la droite Ba, est 4 la. portion:de cette méme
paralléle qui est placée entre la droite Ba et la
paralléle & BA menée par le point A, comme
. ZK e$t A KA..Mais ZK est égal & XA ; donc'la-pa-
ralléle a TF placée entre l¢ point Z et la. paral.
léle & BA meunée par le point A, est partagée
en depx-parties égales. par la droite Ba. Mais
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une des parties de cette paralléle est égale a
XA, et XA est égal 30 (4); donc la paralléle 4
TE, menée du point Z et prolongée jusqu'a la
parallele a BA'menée par Je point A, est égale &
TE. Mais cette paralléle est €gale au petit dia-
-métre de lelllpse decmte autour de AZ comme

o

diamé¢tre (13); donc la droite TE est. aussi egale
au petit ‘diamétre de cette ellipse’ -

Cela posé, il est eVLdent que KA :E® :: AZ
X TE :TE ¢ IE; car suppnmant le facteur com-
mun, et dlvlsant la derniére raison par deux,
on a KA E® :: KA : EO,

. . v e

(J‘) A cause des tmangles semblables KAM,

KAX, L ,'.',,-..,_.v; ........ ,‘.1_\'-,

.

() Clest-a-dire que le segment.de coge.est
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au cone comme la surface comprise sous AKX,
AM est a la surface comprise sous AKX, KM,

PROPOSLTION XXVL

: g . . -

(2) Car ces deux cones sont entre eux en rai-
son composée de la raison du cercle décrit au-
tour du diamétre AT, au cercle décrit autour
du diamétre Ez, et de la raison Ba & BO. Mais
la raison«du cercle décrit autour de AT comme
diameétre, au cercle décrit.autour du diamétre
EZ est égale a la raison du quarré de §a au
quarré de E®. Donc ces deux ‘cones sont entre
eux en raison composée de la raison du quarré
de AA au quarré de E®, et de la raison de Ba
a BO.

(¢) Apollonius, liv. 1, prop. 21.
'PROPOSITION XXVIL
'("a)iVo'yei la note (y) de 1a proposition 3.

I LY

(») Apollorius, liv. 1, prop 21. ‘
PROPOSITION XXVIII
(a,) Apollomus liv. 1, prop. 46

(©) Xdem, liv. 1, prop. 21..., © ., o
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~“PROPOSITION XXIX.

(¢) Dans le quarré Ar, menons. la diagonale
BA; et par le point z de cette diagonale me-
nons les droites ©K, HE paralléles aux cotés
AB*, AA, La réunion des deux rectangles Az, Zr
et le quarré ©H, forment le gnamon du quarré
4T,

A H T .
ez K

| _

AT E B

La largeur du gnomon étant AE, qui est égal
a BI dans la figure d’Archiméde, et le coté du
quarré étant égal au demi-diametre de I'ellipse,
le rectangle AH sera égal 4 la surface comprise
sous ®A, BI, et la droite HF étant égale a BI,
le rectangle zr sera égal a la surface comprise
sous 10, BI. Donc le gnomon sera égat & la sur-
face comprise sous BI, IA.

() Le second quarré est le premier de la
‘TOME L 28
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rangée a droite, le premier étant celui qui
est seul. : o '

PROPOSITION XXXL

(«) Que BH == 3 8O ; que BA == 3 ®P. Il est
évident que BM -~ BA 2= 380 — 58P = § (b6
== BP), Cest-d-dire que aAH = 3 6P.

(€) Puisque N2 = ia, que 0Z = BA, il est
évident que NZ — €2 = Za — BA, cest-a-dire
que NO = 246.

(5) Clest-a-dire, retranchons du rectangle
NZ un gnomon dont lalar- .

geur ®=, qui est égale 2 N 28 =~
TO, soit égale a Ba. Cegno- 't 9 Ky
mon renfermera le reectan-
gle N2, moins le rectangle
NQ. Or, oe gnomon égale
le rectangle OT 4+ le rectangle o1, ¢'est-d-dire
NZ X TO + #0 X OT == (N& + 00 ) X QT =5 BB
X EZ. . . : ' '

o = o 7

[

a ot

' FIN DU PREMIEBR VOLUME. ::.
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